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1. Bevezeto

Egy forditoprogram |[11[3] altalaban a kovetkezs részekbdl épiil fel.

1. Lexikalis elemz6 (lexer, scanner): karakterek listajabol tokenek listajat
késziti, példaul "(x + y) * 3"-bdl

brOpen var|z] op[+] var[y] brClose op[*] const|[3].

2. Szintaktikus elemz6 (parser): a tokenek listajabol absztrakt szintaxisfat

épit, az elgbbi példabdl a kdvetkezst.
*
+ 3
x Y

3. Tipusellenérzés: megnézi, hogy a szintaxisfa megfelel-e bizonyos szaba-
lyoknak (a tipusrendszernek), példaul sziikséges, hogy z és y numerikus

tipusu legyen. Ebben a jegyzetben ezzel a résszel foglalkozunk.

4. Kodgenerélas: ha a tipusellenérzd atengedte a szintaxisfat, akkor ezt le-

forditjuk a gép szaméra érthets kodda.
Tipusrendszerek és logika kapcsolatarol az alabbiakat jegyezziik meg.

— Mi az, hogy szamitas? Erre egy valasz a lambda kalkulus (alternativa a
Turing-gépekre), amely a funkcionalis programozasi nyelvek (példaul Lisp,
Haskell) alapja. A lambda kalkulust kiegészitették tipusrendszerekkel, me-
lyek kisztirnek bizonyos programokat (lambda-kifejezéseket), melyek nem

jol tipusozhatok.

— Mi az, hogy bizonyitas? Erre valaszol a logika az itéletlogikaval, predika-

tumkalkulussal.

— Tipuselmélet: egy olyan programozasi nyelv (tipusos lambda-kalkulus),
mely egy tételbizonyitd rendszer is, tehat az elébbi két pontot egyesiti.
Ebben a jegyzetben a tipuselmélet specialis eseteirdl lesz szd. A tipusel-
mélet hasznalhaté a matematika megalapozaséara a halmazelmélet helyett.
Elénye, hogy konstruktiv (a bizonyitasok egyben algoritmust is adnak),
tamogatja az absztrakciot (izomorf tipusok nem kiilonboztethetsk meg),
és egyszertibb (példaul a fliggvények, a logikai implikacio és univerzalis

kvantor ugyanazzal a konstrukcioval van megadva).



Tipuselméletben programozva mar nem az a kérdés, hogy egy megirt prog-
ram tipusozhato-e. A nézépont megfordul: el6szor adjuk meg a tipust (spe-
cifikaljuk, hogy mit csindlhat a program), majd a tipus alapjan megirjuk
a programot (ez akar automatikus is lehet, ha a tipus eléggé megszoritja
a megirhato programok halmazat). Ebben a jegyzetben nem targyaljuk a
tipuselméletet. Az érdeklsdsknek a homotopia tipuselmélet konyv [9] elss

fejezeteit ¢és az Agda programozasi nyelvet [11] javasoljuk. [9)].

A tipusrendszerekrol szol Csornyei Zoltan konyve [4], a magyar elnevezések-
ben erre tamaszkodunk. A targyalas soran kisebb részben Pierce-t [§], nagyobb
részben Harpert [5] kovetjiik, néhany tipusrendszer teljesen megegyezik [5] tar-
gyalasaval.

Az 1j fogalmakat délt betdvel irjuk, mogotte altalaban felsoroljuk az alternativ-

és az angol elnevezést, ezek a targymutatoban is megtalalhatok.



2. Szintaxis, tipusrendszer, operacids szemantika

Ebben a fejezetben egy egyszert nyelvet tanulméanyozunk, mellyel szdmokbdl és
logikai értékekbdl allo kifejezéseket tudunk megadni. A fejezet célja a kdvetkezs
alapfogalmak gyakorlasa: szintaxis, tipusrendszer és operacios szemantika. A
nyelv szintaxisa megadja az Osszes lehetséges kifejezést, a tipusrendszer pedig
ezt megszoritja az értelmes kifejezésekre (példaul egy szamnak és egy logikai
értéknek az Osszege nem értelmes, de két szam Osszege méar igen). A fejezet
végén a nyelv jelentését tanulmanyozzuk, megnézziik a denotacios és az operacios
szemantikajat. Végiil a tipusrendszer és az operacioés szemantika kapcsolatara

fokuszalunk.

2.1. Szintaxis

A szintaxist a kovetkezd BNF jeloléssel |6] adjuk meg.

t,t',... € Tm = numn természetes szam beagyazasa  (2.1)
| ¢+t Gsszeadas
| isZerot tesztelés
| true igaz logikai érték
| false hamis logikai érték
| iftthent’ elset”  eldgazas

Tm-et (term) fajtdnak (sort) nevezzik, ez egy halmaz, mely kifejezéseket tartal-
maz. A t,t',...-t metavdltozéknak (metavariable) nevezziik, mivel ezek a metaél-
méletink (metatheory) valtozoi. Metaelméletnek vagy metanyelvnek nevezziik
azt a nyelvet, amiben a jegyzet mondatai, definici6i, bizonyitasai ir6dnak. Ezt
megkiilonboztetjiik az objektumelmélettsl (objektumnyelvtsl, object theory), at-
tol a nyelvtdl, amirgl éppen beszéliink (a metanyelviinkben), jelen esetben a ter-
mészetes szamok és logikai kifejezések nyelvétsl. Az objektumnyelviink amugy
nem is tartalmaz valtozokat (a[3| fejezetben mar olyan objektumnyelvet adunk
meg, amiben vannak valtozok).

Az n is metavaltozo, ezzel egy metaelméleti természetes szamot (0,1,2,...)
jeloliink, n fajtaja metaélméleti természetes szam, ¢ fajtaja Tm.

A szintaxist operdtorokkal épitjik fel, Tm fajtaja kifejezéseket hatféle ope-
ratorral tudunk létrehozni.

Ha n egy természetes szam, akkor numn term, példaul num0 € Tm és
num3 € Tm. Ha ¢ és t' termek, akkor ¢ 4+ t' is egy term, példaul (numO +
+num3) € Tm, (num3 + num0) € Tm. Ez a két kifejezés nem egyenld (nem
ugyanaz), bar a jelentésiik majd meg fog egyezni (lasd fejezet). Ha t egy



term, akkor isZerot is term, példaul (isZero (num2)) € Tm vagy (isZero (num 0+
+num3)) € Tm. true és false termek, és ha van harom termiink, akkor ebbdl a
harombdl az if — then — else — operator segitségével Gjabb termet tudunk épiteni.

Az operatorokat aritisukkal jellemezziik, ez megadja, hogy milyen fajtaja
paramétereket varnak, és milyen fajtaju kifejezést adnak eredményiil. A fenti

hat operétor aritasai:

num (N)Tm

-+ - (Tm, Tm)Tm
isZero (Tm)Tm

true OTm

false OTm

if —then — else — (Tm, Tm, Tm)Tm

—-el jeloljiik az infix operatorok paramétereinek helyeit. num és isZero prefix
operatorok, ezek paramétereit egyszeriien az operator utan irjuk. Az aritasban
a zardjelben a paraméterek fajtai vannak felsorolva (vesszovel elvalasztva), majd
az operator fajtaja kovetkezik. true-t és false-ot nullaris operatornak nevezziik,
num és isZero unaris, — + — binéris, if — then — else — pedig ternaris operator.

Az operatorok aritésai a szintaxis BNF definiciojabol leolvashatok.

A + operatort ne keverjiik 6ssze a metaelméleti 6sszeadassal.

A kifejezések valojaban fak (absztrakt szintazisfa, abstract syntax tree), csak
a rovidség miatt irjuk Gket linearisan. A zarojelekkel jelezziik, hogy pontosan
melyik farol van sz6. Az alabbi bal oldali kifejezés (num 1+ num2) 4+ num 3, a
jobb oldali pedig num1 + (num2 4+ num 3).

+ +
+ / \num 3 numl/ \ +

/ N\ /\

num1 num 2 num2 num3

Ebben a jegyzetben a szintaxissal ezen az absztakcios szinten foglalkozunk: nem
foglalkozunk a szintaktikus elemzéssel |3| (parsing, hogyan lesz egy sztringbdél
absztrakt szintaxisfa).

Nem minden termnek tudunk jelentést adni, példaul isZerotrue és true +
+num 3 termek, de nem vildgos, hogy mit jelentenek. Az ilyen termek kisziirésére
val6 a tipusrendszer fejezet). A num (num 3 + num 2) nem kifejezés, mert
a num operator paramétere természetes szam kell, hogy legyen, nem term. A

num 3 + 2 nem term, mert a 2 nem term.

2.1. Feladat. Ha kiegészitenénk a [2-1] szintaxist az aldbbi operdtorokkal, mi



ezek aritdsa ?

t,t',...€Tm u= ..
| £t
| nott
| andtt/

2.2. Feladat. Dontsd el, hogy termek-e az aldabbi kifejezések!
a) if num 3 then true else num4
b) if truethen trueelse num 4
¢) if true then num 3 else num 4
d) if 3thennum 3 else 4
e) if (if true then true else num 2) then num 3 else true
f) 1+ (2 + true)

g) num1+ (num2 + true)

2.1.1. Term szerinti rekurzié és indukcid

A fenti definiciéban bevezetett Tm egy induktiv halmaz, tehat a legkisebb
olyan halmaz, mely zart a num, — 4+ —,isZero stb. operatorokra. Az induktiv
halmazokbol rekurzidval (strukturalis rekurzio) fiiggvényeket tudunk megadni,
illetve indukcidval (strukturalis indukeié) tudunk allitasokat bizonyitani roluk.

Rekurzidval tudjuk megadni példaul a height € Tm — N fliggvényt, mely
megallapitja a szintaxisfa magassagat. Ehhez elég megadni, hogy a fiiggvény
milyen eredményt ad a kiillénb6z6 operatorokon, felhasznalva azt, hogy tudjuk,
hogy milyen eredményt ad az operatorok paraméterein. A := jel bal oldalan
megadjuk a fiiggvény nevét, és hogy melyik operatorra alkalmazzuk, a jobb ol-
dalan pedig az eredményt, amelyben felhasznalhatjuk a fiiggvény hivasanak a

paraméterre adott eredményét (ez a rekurziv hivas, ezért nevezziik ezt a meg-



adasi modot rekurzionak).

height(nummn) =0

height(t +t') := 1+ maz{height(t), height(t')}
height(isZerot) =1+ height(t)

height(true) =0

height(false) =0

height(if t thent’ else t””) := 1 4+ maz{height(t), height(t)’, height(t")}

Vegyiik észre, hogy a + fiiggvény, amit az := jobb oldalan hasznalunk, a me-
taelméleti 0sszeadas, mig a bal oldalon az objektumelméleti 6sszeadas operator
szerepel (t 4 t'). maz-szal jeloljiik a metaélméleti maximum fliggvényt.

A kovetkezd fiiggvény megadja, hogy hany true szerepel egy termben:

trues(numn) =0

trues(t +t') := trues(t) + trues(t')
trues(isZerot) = trues(t)

trues(true) =1

trues(false) =0

trues(if t then t' elset”) := trues(t) + trues(t') + trues(t”)

Vegyiik észre, hogy megint hasznaltuk a metaelméleti Gsszeadast.

2.3. Feladat. Hatdrozd meg rekurzidval a size € Tm — N fliggvényt, mely
kiszamitja, hogy hdny operdtor van felhaszndlva a termben. Példdul size((num 1+
+ true) + true) = 5, size(isZerotrue) = 2.

Ha szeretnénk valamilyen allitast minden termrdl belatni, azt indukcioval
tudjuk megtenni. Ez a természetes szamokon alkalmazott teljes indukci6 altala-
nositasa termekre. Ha egy P(t) allitast szeretnénk belatni minden termre, akkor
a kovetkezdket kell belatnunk:

— minden n-re P(numn),

— ha valamely ¢, ¢'-re igaz P(t) és P(t'), akkor igaz P(t +t') is,
— ha P(t), akkor P(isZerot),

— igaz P(true),

— igaz P(false),

— ha P(t), P(t') és P(t"), akkor P(if tthent elset”).



Ha mind a hat esetet belattuk, akkor tudjuk, hogy minden t-re P(t).

Példaul lassuk be, hogy minden termre a benne levd true-k szama kisebb,
vagy egyenld, mint harom felemelve a term magassaga hatvanyra. Az intuitiv
magyarazat az, hogy az if — then — else — operatornak van a legtobb (harom) pa-
ramétere, emiatt, ha egy kifejezést csak ezzel adunk meg, és egy teljes ternaris
fat épitiink, akkor annak maximum harom a magassidgadikon szamu levele le-
het, amelyekbe true-kat tudunk elhelyezni. Most lassuk be ezt ténylegesen is,

indukcioval, az allitas, amit be szeretnénk latni:
P(t) = trues(t) < 3heioht(®),

Megnézziik az Gsszes esetet:

— Minden n-re trues(numn) < 3hewht(numn). 4 hal oldal a trues definicioja

alapjan 0, ez pedig minden természetes szamnal kisebb vagy egyenld.

— Tudjuk, hogy trues(t) < 3M9h(®) ¢s trues(t’) < 3M9h(¥) Ekkor azt

szeretnénk belatni, hogy
trues(t +t') < (height(t +t'))>.

Ha height(t) < height(t'), akkor a kovetkezd érvelést alkalmazzuk (a jobb

oldalra van frva az adott 1épés indoklasa).

trues(t +t')
trues definicioja
= trues(t) + trues(t)
indukcios feltevés (amit tudunk)

3height(t) + 3height(t/)

IN

feltettiik, hogy height(t) < height(t’)
S 9 % 3h6ight(t/)

kozépiskolai matek

S 3 % 3height(t/)

kozépiskolai matek
_ 31+height(t')

feltettiik, hogy height(t) < height(t')
_ 31+maz{height(t),height(t/)}

height definicioja
_ 3height(t+t')

10



A height(t) > height(t') eset hasonléan belathato.

— Tudjuk, hogy trues(t) < 3M9M(t) Szeretnénk belatni, hogy trues(isZerot) <

< 3height(isZerot) Fyt az alabbi egyszert érveléssel latjuk:

trues (isZerot)

= truest

3height t

IN

S 3 x 3heightt

_ 31+}zeight t

— 3height (isZero't)

trues(true) =1<1= 30 — 3he7ight(true)
trues(false) = 0 < 1 = 30 = 3height(false)

Tudjuk, hogy trues(t) < 3m9ht(t)  tryes(t') < 3heioht(t) &5 fryes(t”) <
< gheight(t") | Peltételezziik, hogy max{height(t), height(t'), height(t")} =
= height(t).

trues(if t thent’ elset”)

trues(t) + trues(t') + trues(t")

3height(t) + 3height(t’) +3height(t”)

IN

< 3% 3he’ight(t)
_ 31+height(t)
_ 31+maz{height(t),height(t/),height(t”)}

_ 3height(if tthent’ elset’)

maz{height(t), height(t'), height(t")} = height(t’)
és a

maz{height(t), height(t'), height(t")} = height(t")
esetek hasonl6ak.

2.4. Feladat. Bizonyitsd be, hogy minden t-re height(t) < size(t)!

2.5. Feladat. Tekintsik a kovetkezd szintaxist (csak természetes szamok vannak
benne).

tt' ...eTmu=numn|t+t [txt

11



Adj meg rekurzidval egy eval € Tm — N fiigguényt, mely kiértékeli a kifejezése-
ket. Példdul eval(num3 + (num2 % num4)) = 11.

2.6. Feladat. Készits term-optimalizdldst: ha van egy numn+numn’ részterm
egy termben, ezt szeretnénk helyettesiteni num (n+n’)-vel, ahol + a metaelméleti

osszeadds. Adj meg eqgqy Tm — Tm fligguényt, mely ezt hajta végre!

2.1.2. Tovabbi informacio

Az induktiv halmazok megadasaval altalanossdgban az univerzalis algebra fog-
lalkozik, mi a fejezetben foglalkozunk veliik.

2.2. Tipusrendszer

A tipusrendszer arra vald, hogy kisziirje a hibas kifejezéseket, az olyanokat,
mint isZerotrue. A szlirést ugy végzi el, hogy a termeket kiillonbo6z6 tipusokba
sorolja, és megadja, hogy a kiilonb6z6 operatorok milyen tipust paramétereket
fogadnak. Az isZero példaul csak szam tipust paramétert fogadhat, és logikai
tipusi kifejezést ad eredményiil. Amikor a tipusellenérzé azt latja, hogy logikai
tipust paraméter van az isZero-nak megadva, akkor hibat jelez.

Az el6z6 fejezetben bevezetett nyelvhez két féle tipust adunk meg, és ezt az
alabbi BNF definicioval megadott Ty (type) fajtaval fejezziik ki.

AA B,...c Ty == Nat természetes szamok tipusa (2.2)
| Bool logikai értékek tipusa

Ty egy nagyon egyszer( induktiv halmaz, csak két eleme van (két nullaris ope-
rator), Nat és Bool. A, A’, B, ... Ty fajtaja metavaltozok. Ty-on agy tudunk re-
kurziv fiiggvényt megadni, hogy megadjuk, mi az eredménye Nat-on és hogy mi
az eredménye Bool-on. Hasonloéképp, ha valamit bizonyitani szeretnénk minden
Ty-r6l, elég, ha belatjuk Nat-ra és Bool-ra.

A tipusozasi reldcid egy binéaris relacié a termek és a tipusok kozott, jelolése
—: = CTmxTy. Hat € Tm és A € Ty, akkor ¢ : A-t itéletnek (judgement)
nevezzik, ez attol fliggben igaz, hogy relacidoban all-e t és A. Intuitivan ¢ : A azt
mondja, hogy a t termnek A tipusa van.

A termek és a tipusok induktiv halmazok, és az operatoraikkal adtuk meg
Sket. A tipusozési relaciot is induktivan adjuk meg, a levezetési szabdlyaival
(szabalyok, tipusozési szabélyok, inference rules, typing rules). A definicio-
ban leirt szintaxis tipusozasi relaciojat a kovetkezd levezetési szabalyokkal adjuk

meg.

numn : Nat (2.3)

12



t : Nat t' : Nat

t+¢ : Nat (2.4)
t: Nat
isZerot : Bool (2.5)
true : Bool (2.6)
false : Bool (2.7)
t : Bool t': A " A
if tthent'elset” : A (2.8)

Minden operéatorhoz, ami a szintaxisban van, tartozik egy levezetési szabaly. A
vizszintes vonal f6lott vannak a szabaly feltételei, alatta pedig a konklazio. Te-
hat példaul tetszdleges n (metaelméleti) természetes szamra le tudjuk vezetni,
hogy a numn term tipusa Nat. Ha van két természetes szam tipusii termiink,
akkor ezekre alkalmazva a + operatort, egy természetes szam fajtaju termet
kapunk. Az isZero operator egy Nat tipust termbdl Bool tipusi termet készit.
A true és a false operatorok Bool tipustu termeket hoznak létre. Azokat a le-
vezetési szabalyokat, melyeknek nincs feltételiik, axiomdknak nevezziik, ilyenek
a és szabalyok. A szabaly azt fejezi ki, hogy ha van egy Bool
tipust termiink, és két termiink, melyeknek ugyanaz az A tipusa van, akkor az
if —then — else — operatort alkalmazva kapunk egy 0j A tipust termet.

A fenti szabalyok valojaban szabaly-sémak, vagyis a benniik szereplé meta-
valtozok minden lehetséges értékére van egy szabalyunk. Példaul a [2.8] szabaly

egy specialis esete az alabbi.

true : Bool num1 : Nat num O : Nat
if truethen num 1l elsenumO : Nat

Fontos, hogy ugyanazokat a metavaltozokat ugyanazokra az értékekre kell he-

lyettesiteni, a szabalynak nem specialis esete a kovetkez6.

true : Bool num1 : Nat num O : Nat
if truethennumOelsenum 1 : Nat

Tetsz6leges t és A akkor allnak relacioban, ha a t : A itélet levezethetd (de-
rivable). A levezetési szabalyokbdl levezetési fakat (levezetés, derivation trees)
épitiink fel. A kovetkezs fa azt vezeti le, hogy isZero (num 1+ num 2) : Bool.

numl:Nat num2:Nat

numl+num2 : Nat
isZero (num 1 4+ num 2) : Bool

2.9

13



A levezetési fakat pont forditva irjuk le, mint a szintaxisfakat: itt a gyokér
legalul van, a szintaxisfanal legfoliil. Az egyes vizszintes vonalak mellé (a fa
csomopontjaira) odairjuk az alkalmazott szabalyt.

Ha azt frjuk, hogy t : A, ez azt jelenti, hogy t : A levezethetd (létezik olyan
levezetési fa, melynek ¢ : A van a gyokerénél). Egy olyan ¢ termet, melyhez
létezik egy olyan A, hogy t : A, jdl tipusozott termnek nevezziik (tipusozhato,
well-typed term).

Vegyiik észre, hogy nem tudjuk levezetni az isZerotrue : Bool itéletet, mert
a [2.5] szabaly alkalmazasa utan elakadunk, a [2.3H2.8] levezetési szabalyokon vé-
gignézve nincs olyan szabaly, mellyel a true : Nat levezethetd lenne.

?
true : Nat
isZerotrue : Bool

A levezetési fak leveinél mindig axiémak vannak.

2.7. Feladat. Levezethetdk-e az aldbbi itéletek? Add meg a levezetési fdt, és

jelold, ha a levezetés elakad (nincs olyan szabdly, ami alkalmazhatd)!

isZero (num 0 4+ num 1) : Bool

if true then false else false : Bool

num O + if false then num 0 else num 2 : Nat

num O + if false then true else true : Bool

if (isZero (num 0 + num 1)) then false else num 2 : Nat

if (isZero (num 0 + num 0)) then false else num 2 : Bool

Vegyiik észre, hogy az aritas és a tipusozési szabaly kiilonb6z fogalmak.
Minden operatornak van aritésa, és tartozik hozzé tipusozasi szabaly is: el6bbi

alacsonyabb szintd fogalom, csak a fajtakra vonatkozik.

2.2.1. Levezetés szerinti rekurzié és indukcio

Ahogy a termeken, a levezetéseken is tudunk rekurzioval fliggvényt megadni.
Ezt levezetés szerinti rekurzionak nevezzik. Ilyenkor minden egyes levezetési
szabalyra kell megadnunk, hogy milyen eredményt ad a fliggvény. Példaul meg-
adjuk a [-] fiiggvényt, amely egy levezetésbdl készit egy N-beli vagy {0,1}-beli
elemet attol fiiggéen, hogy a tipus Nat vagy Bool volt.

[t :Nat] e N [t : Bool] € {0,1}
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A fiiggvényt most minden egyes levezetési szabalyra kell megadni, tehat meg-
adjuk, hogy a szabaly konklazi6jara mi legyen az eredménye, felhasznalva a

fliggvény eredményeit a szabaly feltételeire.

[numn : Nat] =n

[t + ¢ : Nat] := [t : Nat] + [t' : Nat]

[isZerot : Bool] =1, ha [t : Nat] =0
0, egyébkeént

[true : Bool] =1

[false : Bool] =0

[if tthent'elset” : A] := [t': A], ha [t : Bool] = 1
[t" : A], egyébként

Ezt a fliggvényt nevezziik a [2.1] definicioban megadott szintaxis denotdcids sze-
mantikdjinak. Ez egy modszer arra, hogy megadjuk a termek jelentését (sze-
mantikajat). A kiilonboz6 tipusa termeknek természetesen kiillonbozs lesz a je-
lentése, a természetes szam tipusu termeket természetes szamokkal értelmezziik,
a logikai érték tipusu termeket pedig 0-val vagy 1l-el, a logikai hamist 0-val, a
logikai igazat 1-el.

Vegyiik észre, hogy a termeken val6 rekurzidval ezt a fiiggvényt nem tudtuk
volna megadni, hiszen akkor meg kellett volna adnunk az 6sszes term, példaul a
num O+true jelentését is. A levezetés szerinti rekurzioval elég csak a jol tipusozott
termek jelentését megadnunk, és azt mar meg tudjuk tenni.

Ha egy allitast minden tipusozhat6 termre szeretnénk belatni, azt levezetés
szerinti indukcioval tudjuk megtenni. Ez kiilonbozik a term szerkezete szerinti
indukciotol, amit a[2.1.1] pontban irtunk le.

A P(t: A) allitas fiigghet a termtdl és a tipustol is, példaul

P(t: A) =nincs olyan A’ € Ty, A’ # A, melyre t : A'.

Ezt nevezziik a tipusozas unicitdsanak, lasd pont.

A levezetés szerinti indukcié esetén minden levezetési szabalyra, amelynek
t : A a konkluzidja, be kell latnunk, hogy P(¢ : A), felhasznalva, hogy minden
t' . A’ feltételre igaz, hogy P(t' : A’). A mi tipusrendszeriinkre a kovetkezsket
kell belatnunk:

- szabaly : minden n-re P(numn : Nat),

- szabaly: minden t-re és t'-re, ha P(t : Nat) és P(t : Nat), akkor P (¢ +
+ ¢ : Nat),
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— [2-5| szabaly: ha P(t : Nat), akkor P(isZerot : Bool),

— [2.6] szabaly: P(true : Bool),

— 27 szabaly: P(false : Bool),

~ R-§szabaly: ha P(t : Bool), P(t' : A)és P(t" : A), akkor P(if t thent' elset” :
A).

Hogy illusztraljuk ezt a bizonyitési modszert, a tipusozas unicitasat (tehat,

hogy csak egyetlen tipussal tipusozhato egy term) az alabbiakban belatjuk.

- szabaly. Minden n-re be kell latnunk, hogy nincs olyan A’ € Ty, A’ #
= Nat, melyre numn : A’. A’ csak Bool lehet, mert a Nat-on kiviil csak ez
az egy tipusunk van. Azt pedig, hogy nem tudjuk levezetni numn : Bool-t,
a szabalyokon végignézve latjuk: nincs olyan szabaly, mely numn :
Bool alaku itéletet adna eredményiil. Vagy a term forméja, vagy a tipus

nem egyezik.

— [24lszabaly. Tudjuk, hogy nem ¢ : Bool és nem #' : Bool, és ebbél szeretnénk
belatni, hogy nem ¢+t' : Bool. Ha végignéziink a szabélyokon, szintén nincs

olyan, mely ezt vezetné le (a feltételeket nem is kell hasznalnunk).
— Abbol, hogy nem t : Bool, nem isZerot : Nat, hasonlé moédon belathato.
— [2.6] szabaly. Nincs olyan szabély, mely azt vezetné le, hogy true : Nat.
- szabaly. Nincs olyan szabaly, mely azt vezetné le, hogy false : Nat.

- szabaly (a legérdekesebb eset). tudjuk, hogy nem ¢ : Nat, és az A’ # A-
ra nem igaz, hogy t' : A’ és az sem igaz, hogy t”” : A’. Ebbdl szeretnénk
belatni, hogy nem vezethets le if tthent’ elset” : A’. Ezt egyediil a
szaballyal tudjuk levezetni, az viszont feltételiil szabja, hogy t' : A’. Ezt

viszont az egyik feltétel alapjan sem tudjuk levezetni.

Ezzel bebizonyitottuk, hogy minden ¢ : A-ra nincs olyan A’ # A, hogy ¢ : A’.

2.2.2. A tipusrendszer tulajdonsagai

Most a tipusrendszer néhany tulajdonsagat vizsgaljuk meg.
A tipusrendszer nem trividlis, tehat nem igaz, hogy minden kifejezés tipu-

sozhato.
2.8. Lemma. Van olyan t, melyhez nem létezik A, hogy t : A.

Bizonyitds. Példaul az el6bbi isZero true. O
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Minden kifejezés legfeljebb egyféleképpen tipusozhato (tipusok unicitdsa).
2.9. Lemma. Egyt kifejezéshez legfeljebb eqy A tipus tartozik, melyre t : A.
Bizonyitds. Lasd a pont végén. O

A tipusrendszer ezenkiviil szintazisvezérelt: ez azt jelenti, hogy minden kife-
jezésforméat pontosan egy szabaly tud levezetni. Ezt fel tudjuk hasznélni ahhoz,
hogy megadjunk egy fliggvényt, mely tetszéleges termnek levezeti a tipusat (ha

lehetséges). Tipuskikovetkeztetdnek egy
infer € Tm — Ty U {fail}

fiiggvényt neveziink, melyre infer(t) = A € Ty pontosan akkor, ha ¢t : A. A
balrol jobbra iranyt helyességnek (soundness), a jobbrol balra iranyt teljességnek

nevezziik (completeness).

2.10. Lemma. Az aldbbi infer fiiggvény kikdvetkezteti a term tipusdt.

infer(numn) := Nat

infer(t +t') := Nat, ha infer(t) = Nat és infer(t') = Nat
fail, eqyébként

infer(isZerot) := Bool, ha infer(t) = Nat
fail, egyébként

infer(true) := Bool

infer(false) := Bool

infer(if t thent else t”) := infer(t'), ha infer(t) = Bool és infer(t') = infer(t")

fail, egyébként

Bizonyitds. Két 1épésben bizonyitunk: eldszor azt, hogy infer(t) = A-bol kivet-
kezik t : A (helyesség), utana pedig az ellenkezd iranya allitast (teljesség).

Az odafele iranyban t term szerinti indukciét hasznalunk,
P(t) = infer(t) = A € Ty-bol kovetkezik ¢ : A.

Megnézziik az eseteket:

— Ha t = numn, akkor infer(numn) = Nat, és aszabély alapjan numn :
Nat.

- Hat=1t"+1t ésinfer(t" +t) = A € Ty, akkor infer definicioja alapjan

A csak Nat lehet, és szintén infer definicioja szerint infer(t’) = Nat és
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infer(t') = Nat, az indukcios feltevésbdl emiatt megkapjuk, hogy ¢ : Nat
és t' : Nat, és a[2.4) szabély alapjan ¢’ + ¢’ : Nat.

— Ha t = isZerot’ és infer(t") = A € Ty, akkor infer definicioja alapjan A
csak Bool lehet, és ekkor infer definicioja szerint infer(t’) = Nat, ebbdl
és az indukcios feltevésbsl megkapjuk, hogy t' : Nat, és a szabalyt
alkalmazva azt kapjuk, hogy isZerot’ : Bool.

— A t6bbi eset hasonldo modon bizonyithato.

A visszafele irdnyt megkapjuk a t : A levezetés szerinti indukcidval, tehat
P(t: A) = (infer(t) = A).

A kovetkezs eseteket kell megnézniink:

— Ha a[2:3]szabalyt hasznéltuk, akkor a szabaly konklazioja miatt ¢ = numn,

A = Nat, és infer definicioja is pont ezt adja.

Ha a[2.4)szabalyt hasznéltuk, akkor t = ¢/ +¢' és A = Nat, és az indukcios
feltevéseinkbdl azt kapjuk, hogy infer(t”) = Nat és infer(t') = Nat, emiatt
pedig infer definicidja szerint azt kapjuk, hogy infer(t” 4+ t') = Nat.

— A [2.5H2.7 esetek hasonloak.

— Ha a [2.8] szabalyt hasznaltuk, akkor a szabély konkluzioja miatt ¢ =
= if " thent’ elset”, és az indukcios feltevésbdl azt tudjuk, hogy infer(t”’) =
= Bool, infer(t') = A és infer(t”) = A. Ebb6l és infer definiciojabol
megkapjuk, hogy infer(if "’ thent’ elset”) = A.

O

2.11. Feladat. Ird le részletesen a|2.10. lemma bizonyitdsinak a maradék ese-
teit.

Tipusellendrzének egy olyan f € Tm x Ty — {success, fail} fiiggvényt

neveziink, melyre ¢ : A pontosan akkor, ha f(t, A) = success.

2.12. Lemma. Az aldbbi check fligguény tipusellendrzd.

check(t, A) := success, ha infer(t) = A
fail , egyébként

2.13. Feladat. Bizonyitsd be a[2.13 lemmdt.
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2.3. Operacios szemantika

A szemantika a szintaxis jelentését adja meg. Korabban lattuk a Nat-Bool nyelv
denotacios szemantikajat pont), ebben csak a jol tipusozott termeknek
volt jelentése. Az operacios szemantika kiértékeléssel (interpretation, evaluation)
adja meg a termek jelentését: azt mondja meg, hogy a term milyen méasik termre
értékelddik ki.

Ehhez el8szor is meghatéarozzuk azokat a termeket, melyek értékek (values).
Ehhez megadunk a termeken egy predikdtumot (unéris relaciot), melynek jelo-

lése —val C Tm. Ezt induktivan, az alabbi levezetési szabalyokkal adjuk meg.

num n val (2.9)
true val (2.10)
false val (2.11)

Ha n € N, akkor numn érték, ezenkiviil true és false értékek.

A kiértékelést dtiré rendszerrel (atir6 rendszer, transition system) adjuk meg.
Az atir6 rendszer egyrészt az egylépéses dtirdsi reldciobol all, melynek jelolése
—+— — C TmxTm, és az t — t’ itélet azt fogja jelenteni, hogy t egy lépésben
t'-re irodik at. Az atiré rendszer masik része a (nulla vagy tobb lépéses) dtirdsi
reldcio, melynek jelolése — —* — C Tm x Tm, és az egy lépéses atirasi relacid

reflexiv tranzitiv lezartjaként adjuk meg az alabbi levezetési szabalyokkal.

e—*e (2.12)
e— e e —*e
er—* e’ (2.13)

A nulla vagy tobb 1épéses atirasi relacionak a késébbi fejezetekben is ugyanez
lesz a definicioja, viszont az egylépéses atirasi relacio valtozni fog a nyelvtol
fiiggSen. A Nat-Bool nyelvre az egylépéses atirasi relaciot a kovetkezd levezetési
szabélyokkal adjuk meg.

ny és ng 0sszege n

nummn; 4+ numng — numn (2.14)
isZero (num 0) — true (2.15)

n >0
isZero (numn) — false (2.16)
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if truethent; elsets — t; (2.17)

if falsethen ¢ else to — 5 (2.18)

t1 —> tll
t1 + 19— tll + to (219)

t1 val to — t/Q

t— t
isZerot — isZerot’ (2.21)

t— t/
if tthent; elsety — if t’ thent; elsety (2.22)

A fenti atirasi szabalyok azt adjak meg, hogy a term hogyan fut, milyen lépé-
sekben lesz bel6le végiil érték. Példaul a szabély azt adja meg, hogy ha a
— + — operatort két num n alakt paraméterre alkalmazzuk, akkor az egy 1épés-
ben atirodik a két szam Osszegére (és ez mar egy érték lesz). Hasonldan, ha mar
tudjuk, hogy az isZero-nak megadott term egy szdm, akkor &t tudjuk irni igazra
vagy hamisra, és ha a logikai elagazasnak true vagy false van megadva, atirjuk
a megfelel§ ¢t vagy to termre.

A szabélyokat utasitds szabdlyoknak (instruction transitions) ne-
vezzik, mert azt adjak meg, hogy ha az operator f6 paramétere (principalis
paramétere) mar ki van értékelve, akkor mi torténjen. Példaul a — + — ope-
ratornak mindkét paramétere {6 paraméter, az isZero operdtornak az egyetlen
paramétere f6 paraméter, mig az if — then — else — operétor elsé paramétere {6
paraméter, a masik kett6 nem: ha az els6 paraméter érték (true vagy false),
akkor mar tudjuk, hogy az els6 vagy a masodik agra kell 4tirni az elagazast.

AR.19H2.22|szabalyokat sorrendi szabdlyoknak (search transitions, kongruen-
cia szabalyok) nevezziik, ezek adjak meg, hogy milyen sorrendben értékelédjenek
ki a f6 paraméterek. Példaul a — + — operatornak el6szor az els6 paraméterét
értekeljik ki (2.19)), majd ha az els§ paramétere mar egy érték, akkor értékeljiik
ki a masodik paraméterét .

Egy példa levezetés egy-1épéses atirasra:

1 és 2 Osszege 3

num1l+ num2+— num3 2L
(num1 4 num2) 4+ (num3 4+ num4) — num 3 + (num 3 + num 4)

2.19
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Az eredményt pedig a kovetkezSképp irhatjuk at:

3 és 4 Osszege 7

214
4
num3 +num4 — num7 50

num 3 val PR

num3 + (num3 + num4) — num3 + num7

Végiil egy tovabbi lépésben eljutunk egy értékhez:

3 és 7 Osszege 10
num3 + num 7 — num 10

214

Ha az el6bbi levezetéseketet elnevezziik r-nek, p-nek és g-nak, akkor tobb 1épés-

ben a kovetkezShoz jutunk el:

r num 10 —* num 10 9::“
q num 3 4+ num 7 —* num 10

D num3 + (num3 4+ num4) —* num 10
(num 1+ num2) + (num 3 + num4) —* num 10

2.14. Feladat. Ertékeld ki az if isZero (num 1 + num 2) then num 1 else (num 3 +

+ num 1) kifejezést (ird le az egy-lépéses dtirdsok levezetési fdit.)

Bizonyos kifejezések kiértékelése elakad (gets stuck), ez azt jelenti, hogy a
kifejezés nem érték, mégsincs olyan szabaly, amellyel egy lépéssel tovabb tud-
nank haladni. Példaul a true + num 1 kifejezés nem egy érték (nem vezethets le
true + num 1val), és nem is irhato at egy lépésben semmire, hiszen nem alkal-
mazhato ra sem a szabaly, sem a szabaly (hiszen true-ra nincs atiréasi
szabaly), sem a szabaly (hiszen num l-re sincs atirasi szabaly).

2.15. Feladat. Irj még 3 olyan kifejezést, melyek kiértékelése elakadt!
Vajon miért akad el ezen kifejezések kiértékelése?
2.16. Feladat. Ertékeld ki az if true then num 1 else (num 1 + false) kifejezést!

2.17. Feladat. Ertékeld ki a (true + true) 4+ (num1 4+ num2) és az (num1 +
+ num 2) + (true + true) kifejezéseket, és értelmezd a kilonbséget.

2.18. Feladat. Adj meg egy olyan t' kifejezést, melyben szerepel egy t metavdl-
tozd, és ha t-t t'-ben true-ra helyettesitjik, akkor t' —* false, ha pedig false-ra,
akkor t' —* true.

A feladat megoldasanak ¢’ kifejezése a logikai negacié miiveletét model-
lezi. Magat a miveletet majd akkor tudjuk megadni, ha lesznek fiiggvényeink a
targyelméletiinkben (lasd |5 fejezet).
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2.19. Feladat. [rd dt a szabdlyokat gy, hogy a + eldszor a mdsodik

paraméterét értékelje ki, és csak utdna az elsét!

Ha szeretnénk valamit bizonyitani az atir6 rendszeriinkrél, az atiras leveze-
tése szerinti indukciot alkalmazhatjuk ra. Ez azt jelenti, hogy ha P(t — t')-t

szeretnénk belatni minden ¢ — ¢’ levezetésre, akkor azt kell megmutatni, hogy

a [2.14}2:22] szabélyok megtartjak P-t.
A kovetkezd tulajdonsag azt fejezi ki, hogy nincs olyan atirasi szabéaly, mely

értéket irna at.
2.20. Lemma. Nincs olyan t, hogy tval és t — t' valamely t'-re.

Bizonyitds. t — t’ szerinti indukei6: egyik szabalykovetkezmény sem numn —
t', true — t’ vagy false — t’ alaku. O

A kovetkezd tulajdonsagot determindltsignak nevezzik.
2.21. Lemma. Hat+——t ést——t", akkort' =1t".
Bizonyitds. t — t' és t — t szerinti indukcio. O

2.22. Feladat. Alakitsd dt a —+ —-ra vonatkozd sorrendi szabdlyokat igy, hogy
eldszor a mdsodik paramétert értékelje ki, utina az elsét! Mddositsd a [2.21]

lemma bizonyitdsdt, hogy igaz legyen erre is.

2.23. Feladat. Ha a[2.20 szabdlybdl kihagyjuk a ty val feltételt, be lehet-e bizo-
nyitani a|2.21) lemmdat? Ha igen, bizonyitsd be, ha nem, adj ellenpélddt!

2.24. Feladat. Tovdbbra is igazak maradnak-e a[2.20 és a[2.21) lemmdk, ha
a[2:19H2-20 szabdlyok helyett a kévetkezd szabdlyt adjuk meg ?

t1'—>t/1 tg'—>t/2
ti+ty — b +th

Ha igen, bizonyitsd be Sket, ha nem, adj ellenpéldat!

tezik olyan t', hogy t —* t', de nincs olyan t”, hogy t' — t".
Bizonyitds. t term szerinti indukciéval.
— Ha t = numn, t = true vagy t = false, akkor t' := ¢, és készen vagyunk.

— Ha t = isZero t;, akkor indukcioval t1-re létezik ilyen ¢, és a szabaly
iteraciojaval kapjuk, hogy ¢t —* isZerot}. Itt az alabbi eseteket kiilon-
boztetjiik meg:

* Ha t} = numO0, akkor ¢ := true.
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* Ha ¢} = numn, ahol n > 0, akkor ¢’ := false.

* Egyébként ¢’ := isZerot/, hiszen nincs olyan szabaly, amellyel ezt at

tudnéank irni.
— A t =t1 + t9 eset hasonlo.

— A t = ifty thents elsets esetben az indukcios feltevésbdl tudjuk, hogy 1é-
tezik megfelels tulajdonsagu ¢}, t5, t4. Ha ti = true, akkor ¢ := t}, ha

| = false, akkor ¢’ := t%, egyébként ¢’ := if t] then t5 else t3.

2.26. Feladat. FEgészitsiik ki az operdcios szemantikdt az aldbbi szabdllyal :

numO0+t—t

Bizonyitsd be a[2:20H2-25 lemmdkat az igy kiegészitett operdcids szemantikdra!
Mi térténne, ha még az aldbbi szabdlyt is hozzdvennénk az operdcids szeman-
tikdhoz ?

t+numQ+—t

2.27. Megjegyzés (A denotacios és opericios szemantika viszonyarol). A de-
notdcids szemantikdban (ldsd , pont) a kiértékelés eredménye valamilyen
metaelméleti strukturdban van (példdul metaelméleti természetes szdm), a kiér-
tékelés sorrendjét szintén a metaelmélettsl orokiljik. Az operdcids szemantika
alacsonyabb szinti, a kiértékelés eredménye szintaxis, és a kiértékelés sorrendjét
is mi hatdrozzuk meg, példdul a + operdtornak eldszor az elsd, majd a mdsodik

paraméterét értékeljik ki.

2.4. Tipusrendszer és szemantika kapcsolata

Az operacios szemantikat a tipusrendszer nélkiil fogalmaztuk meg. Ebben a fe-
jezetben azt nézziik meg, hogy mi a kettd kapcsolata. Ezt el6szor az operatorok
osztalyozasaval (bevezets- és eliminacios operatorok), majd két tétellel fogal-
mazzuk meg, a tipusmegdrzéssel és a haladassal.

A nyelviink kiilonbo6zd tipusokhoz tartozo operatorai kétféle csoportba oszt-
hatok: bevezetd- és elimindcids operdtorokra. A Nat tipusi termek bevezetd
operatora a num, eliminéacios operatorai a — 4 — és isZero. A Bool tipust termek
bevezets operatorai a true és false és eliminatora az if — then — else —. A bevezets
operatorokkal tudjuk létrehozni az adott tipus elemeit, mig az eliminaciés opera-
torokkal tudjuk felhasznalni/lebontani 6ket. A — val {télet szabalyai azt mondjak
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ki, hogy a bevezets operatorokkal megadott termek értékek. A 2.14H2.22] szaba-
lyok az eliminaciés operatorokra adjak meg, hogy azok hogyan viselkednek: a
sorrendi szabdlyok azt mondjak el, hogy melyek az eliminacios operéatorok f6 pa-
raméterei, és milyen sorrendben kell ket kiértékelni, mig az utasitds szabdlyok
azt adjak meg, hogy mi torténik, ha az eliminécios operator ésszes {6 paramétere
bevezets operator alaku.

A tipusmegdrzés (targyredukeio, subject reduction, type preservation) azt
mondja ki, hogy ha van egy tipusozhato6 kifejezésiink, és egy atirasi lépést vég-
rehajtunk, ugyanazzal a tipussal az atirt kifejezés az eredeti kifejezés tipuséaval

is tipusozhato.
2.28. Tétel. Hat: A ést——t', akkort : A.

Bizonyitds. t — t' szerinti indukci6. Tehat P(t — t') = ha t : A, akkor ¢ :

A. A koévetkezd eseteket kell megnézniink:

- A szabaly esetén tudjuk, hogy nummni + numns : A, ekkor a tipuski-
kovetkeztetés (2.10] lemma) teljesség iranyabol kévetkezik, hogy A = Nat,
a szaballyal pedig levezetjiik, hogy numn : Nat.

- A szabaly esetén tudjuk, hogy isZero (num0) : A, és a tipuskikovet-
keztetés teljesség iranyabol kovetkezik, hogy A = Bool, és a[2.6] szaballyal
pedig megkapjuk, hogy true : Bool.

— A [2.16] szabaly esete hasonloan bizonyithato.

- A szabaly esetén tudjuk, hogy if truethent;elset, : A, és a tipus-
kikovetkeztetés teljesség iranyabol kovetkezik, hogy A = infer(t1), és a
helyesség iranybol pedig kovetkezik, hogy t1 : infer(t).

— A 2718 szabaly esete hasonloan bizonyithato.

- A szabaly esetén tudjuk, hogy t; + to : A, a tipuskikovetkeztetés
teljességébdl kapjuk, hogy A = Nat, infer(t;) = Nat és infer(t2) = Nat, és
a helyességbdl kapjuk, hogy t; : Nat és to : Nat. Az indukcios hipotézisbdl
és t1 : Nat-bol tudjuk, hogy ¢} : Nat, emiatt a[2.4] alapjan ¢; + 5 : Nat.

— A[2220H2:22) szabalyok esetei hasonloan bizonyithatok.
O

A haladds (progress) azt fejezi ki, hogy egy jol tipusozott program végrehaj-
tasa nem akad el: vagy mar maga egy érték, vagy még egy atirasi lépést végre

tudunk hajtani.

2.29. Tétel. Hat: A, akkor vagy tval, vagy létezik olyan t', hogy t — t'.
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A bizonyitashoz sziikségiink van a kovetkezs lemméra.
2.30. Lemma. Hat: A és tval, akkor ha

— A = Nat, akkor t = numn valamely n-re,

— A = Bool, akkor t = true vagy t = false.
Bizonyitds. tval és t: A szerinti indukcio. O
A 2229 tétel bizonyitdsa. t: A levezetése szerinti indukcio.

— A[R.3|szabaly hasznalata esetén t = numn és a[2.9]szaballyal kapjuk, hogy

num n val.

- A szabaly hasznalata esetén t = t1 + ¢, ekkor az indukcios feltevés két

esetet kiilonboztet meg:

* ¢t val, ebben az esetben a masik indukcids feltevés szerint két esetiink
van:

° tyval, ekkor a[2.30] lemma alapjan t; = numn; és to = numns
valamilyen ni-re és np-re, és a szabaly alapjan t, + to —
num (n1 + na).

° Van olyan t5, hogy to — t4, ekkor a szabaly alapjan t; +
+ilo— 1t + t/2

* Van olyan ¢}, hogy t; — t}. Ekkor a szabaly alapjan t; +
—+ tz — t/l =+ tg.

— A [2.5] szabaly hasznalata esetén ¢ = isZeroty, ekkor az indukcios feltevés

szerint két esetiink van:

* 7 val, ekkor a lemma alapjan t; = numn valamely n-re. Han =
= 0, akkor a[2.15]szabaly alapjan isZerot; — true, egyébként a [2.16]
szabaly alapjan isZerot, — false.

* Van olyan ¢}, hogy t; — t}, ekkor a szabaly alapjan isZerotq —
isZerot].

— A [2:6] szabaly hasznalata esetén ¢ = true és a szaballyal kapjuk, hogy

trueval.
— A 277 szabaly esete hasonloan bizonyithato.

— A [2:§ szabaly hasznalata esetén ¢ = if ¢; then ¢y else t3, ekkor az indukcios

feltevésbdl ¢1-re két esetlink van:
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* tyval, ekkor a lemma alapjan t; = true vagy t; = false, ekkor
a[2.17]ill a 218 szabalyok alapjan lépiink tovabb.

* Van olyan t}, hogy t; — t), ekkor a szabaly alapjan lépiink
tovabb.

O

Ha egy term tipusozhato, akkor nem akad el a kiértékelése. Igaz-e ez a masik
iranyban? A vélasz: nem. Vannak olyan termek, melyek kiértékelhetSk (néhany

atirasi lépés utan értéket kapunk), mégsem tipusozhatok.
2.31. Feladat. Irjunk ilyen termet!

Ez egy fontos dolgot elmond a tipusrendszerrdl, ami altalaban is igaz: a
tipusrendszer megszoritja a programokat értelmes programokra, de mindig tul

szigord. Vannak olyan programok, melyek értelmesek, mégsem tipusozhatok.

2.5. Futasi idejd hibak
A Nat-Bool nyelvet kiegészithetjiik egy — — — kivonas operatorral az aldbbi

modon.

A szintaxishoz hozzéavessziik az operatort.
tt' .. eTmu=..|t—t (2.23)

A tipusrendszert kiegészitjiik a kdvetkezs szaballyal.

t1 : Nat ts : Nat
tl — tQ : Nat (224)

Az operacids szemantikat pedig az alabbi szabalyokkal.

ny—ng =n

numn; — NnUMny —> n (2.25)
t1 — tll
t1 —ty —> tll — 19 (226)
tq val to — th
t1 —tg—t1 — t/2 (227)

A nyelviink viszont elveszti a haladas tulajdonsagat: van olyan term, ami
nem érték, és nem is tudjuk atirni. Ilyen példaul a num 2 — num 3, hiszen nincs
olyan n € N, hogy 2 —3 = n.

Ezt kétféleképpen lehet kezelni:
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1. A tipusozasi szaballyal kizarjuk az ilyen eseteket: ehhez kell egy olyan
tipus, mely csak bizonyos szdmnéal kisebb szamokat tartalmaz, és akkor
csak ilyen tipusu értékeket engediink kivonni a bizonyos szambol. Ehhez

fiiggd tipusrendszerre van sziikségiink, lasd példaul [9].

2. Az ilyen tipust hibat futési idében ellendrizziik, hibat ad a program fut-

tatésa.

Most az utobbival foglalkozunk.
Bizonyos termek hibat okoznak, emiatt az operacios szemantikat egy uj — err
itélettel és az alabbi szaballyal.

ny < na
numni — NUM N err (2.28)

Ez azt mondja, hogy hibas allapotba kertiliink (futas kozben), ha kisebb szamboél
nagyobbat akarunk kivonni.

Tovabba meg kell mondanunk, hogy a kiilonb6z8 operatorok hogyan propa-
galjak a hibakat.

tq err
t1 +toerr (2.29)
t1 val to err
t1 + toerr (230)
terr
isZeroterr (2.31)
terr
if tthent; elsets err (2.32)
tq err
th —toerr (2.33)
t1 val to err
t1 — toerr (2.34)

Ezen szabélyok nélkiil nem tudjuk, mit kellene kezdeni példaul az
if isZero (num 2 — num 3) then false else true

termmel.

Vegylik észre, hogy az if — then — else — operatornak csak a f6 paraméterére
adtuk meg a hibak propagélasat: ha a tobbi paramétere hibas, akkor atiras utéan
ugyantugy hiba keletkezik.

A termeket kiegészithetjiik egy 1j, kozvetleniil hibat megado termmel.

t,t',... € Tm = ... |error (2.35)

27



Ez a term tetszéleges tipusu lehet:

error : A, (2.36)

és az operacios szemantikaja is hiba:

error err (2.37)

2.32. Feladat. Egészitsik ki a[2.29 tételt hibdkkal. Tehdt bizonyitsuk be, hogy
hat: A, akkor vagy terr, vagy tval, vagy létezik olyan t', hogy t — t'.

2.33. Feladat. Egészitsik ki a[2.28 tétel bizonyitdsdt az i4j — — — és error

operdtorokkal.
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3. Lambda kalkulus

A lambda-kalkulust Church alkotta meg a 30-as években, eredetileg matematikai
bizonyitasok formalizalasara. Turing megmutatta, hogy a lambda-kalkulusban
leirhato fiiggvények pontosan a Turing-gépek altal felismert fiiggvények. Ebben
a fejezetben bevezetjiik a tipus nélkiili lambda kalkulust, és ezen keresztiil a

valtozo és valtozokotés fogalmat.

3.1. Szintaxis

Bevezetjik a wvdltozék Var fajtajat, ennek végtelen sok eleme van, melyeket
x,y, z2-vel és ezek vessz6zott, indexelt valtozataival jeloliink, és a Var fajtaja
metavaltozokat is ugyanigy jeloljiik. A valtozok egyenlésége eldonthetd.

A lambda-kalkulus alapdtlete, hogy a szokasos f(x) = t jelolés helyett a
fiiggvényeket Ax.t-vel jeloljiikk (ahol ¢-ben elsfordulhat z). Példaul f(z) = = +
+ 3 helyett Az.xz + 3-at irunk A-jel6léssel. Azt adjuk meg, hogy egy adott z
bemenetre milyen kimenetet ad a fiiggvény. A fiiggvényalkalmazast (applikacio)
pedig egymas utan irassal adjuk meg: f(t') helyett (Az.t)t’-t irunk.

A lambda-kalkulus termei haromfélék lehetnek: valtozo, absztrakcio vagy
applikécio.

t,t', ... € Tmu=x| ettt

Az applikicio (melyet egymés utan irassal jeloliink) aritasa (Tm, Tm)Tm. A
aritdsa (Var.Tm)Tm. A\-nak egy Tm fajtaju paramétere van, és ebben a paramé-
terben egy Var fajtaju valtozé van kétve, ezt jeloli a pont és az elStte 1évs Var

(a fejezetben mas fajtajia valtozokkal is fogunk talalkozni).
Kotések elsfordulnak a matematikdban is: a Ziozo 1/z kifejezésben a
operator koti az x valtozot az 1/x kifejezésben; hasonlé a helyzet a limg, ;27
da®+

d;“ kifejezesékben. A programozésban a fliggvények definiciojaban

vagy a
is kotéssel talalkozunk: int f(int i) { return(i+1); }. Masik programozasi
példa a lokalis definiciok, példaul let x := 3+4 in x+2 (lasd 4| fejezet).

A kotés alapotlete, hogy a kotott valtozo neve kozombos: az el6bbi szumma

és E;O:O 1/y megegyezik. Hasonloan az f fiiggvénnyel megegyezik az
int £(int j) { return(j+1); }

fliggvény.

A Mzt kifejezésben t-t a kotés hatdskorének (scope) nevezziik. Az x kotés ha-
taskorében szerepls x valtozdkat kdtitt vdltozoknak nevezziik (bound variables).
Azokat a valtozokat, melyek nincsenek egy kotés hataskorében, szabad vdltozok-
nak nevezzik (free variables). A kotott valtozokat mutatoknak tekinthetjik,
melyek a kotésre mutatnak, igy a neviik k6z6mbos: a A\z.x x és a \y.y y kifejezé-

sek megegyeznek: ebben a jegyzetben ezeket a kifejezéseket egyenlGknek fogjuk
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tekinteni, tehat nem is a[2.1] alfejezetben emlitett absztrakt szintaxisfa szinten
tekintjiik a kifejezéseket, hanem absztrakt kotéses fa szintjén (abstract binding
tree). A tipusrendszereket lehetne alacsonyabb absztrakcios szinten is targyalni,
ilyenkor a Az.x x és a \y.y y kifejezések egyenlGségét a-ekvivalencianak nevezik.
Megjegyezziik, hogy a szabad valtozok neve természetesen nem kézombos,
az x (A\y.y) kifejezés és az y (Ay.y) kifejezések kiilonboznek.
A Az.(x (zy)) kifejezésben példaul van két kotott és egy szabad valtozo. A

kotéseket az alabbi szintaxisfan szaggatott nyillal jeloljik.
AT. <

S
7 (applikécio)
N

(appliké{cié)

/. \y

Hogy ne kelljen tul sok zaréjelet irni, az a konvenciénk, hogy a kotések ha-
taskore a lehetd legtovabb terjed, példaul Az.z (y z) = Az.(x (y 2z)), nem pedig
(Az.x) (y 2). Szintugy Az \y.xy = Az.(Ay.(zy)). Az applikicio balra zardjelezs-
dik, tehat zy z = (zy) 2.

A valtozokat helyettesitéssel (substitution) tiintethetjiik el (konkretizalhat-
juk). t[x — t']-el jeldljiik azt a termet, melyet tgy kapunk, hogy ¢-ben z minden
szabad el6fordulasat ¢'-vel helyettesitjiik. Példaul:

(x(zy))lz = 22] = (22) ((22) y)

Kotések alatt is helyettesitiink:

(Ayz (zy))z = z2] = My.(22) ((22) y)

Ha a X ugyanazt a valtozot koti, mint amit helyettesitiink, akkor elfedés (cap-

ture) valosul meg, és nem torténik helyettesités, példaul az alabbi esetben.
Arxy)|z — 2] = zxy

Azonban

(x Ax.zy))[z— 2] =z (Az.ay).

A kotések alatti helyettesitéssel vigyazni kell. Ha naiv médon helyettesitiink,
akkor nem tartjuk be azt az alapelvet, hogy a kotott valtozok neve k6z6mbos.
Példaul ha (\x.zy)[ly — x] = A\x.zx, akkor mivel Az.xy = A\z'.2’y, azt kap-
juk, hogy (A\z.zy)ly — z] = (A\z’.a’y)ly — z] = Xa’.2’ z, de ez nem egyenld
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Ax.x x-vel. Ezt tgy oldjuk meg, hogy ha egy kotés alatt helyettesitiink, akkor a
biztonsag kedvéért atnevezziik a kotott valtozot valamilyen friss (még sehol sem
hasznalt) valtozora (capture avoiding substitution).

Igy a fenti szintaxisra a helyettesitést a kovetkezoképp adjuk meg:

z[x — t'] =t

ylz = t'] =y, haz#y

(t1to)[z = t'] = (t1]z = ']) (t2]z — t'])

My.t)[z = t'] == Xz ((t1ly = 2])[x — t']), ha @ # y és 2 egy friss véltozo

A valtozo akkor valtozik, ha épp 6t helyettesitjiik. Az applikicié helyettesitése
esetén a két paraméterben helyettesitiink, majd ezekre alkalmazzuk az appli-
kacié operatort. A esetén atnevezziik a kotott valtozot egy friss valtozora, és
ezutan végezziik el a helyettesitést a kotés hataskorében (vegyiik észre, hogy a
kotott valtozo atnevezése kezeli az elfedés esetét is).

Ebben a jegyzetben minden definiciot és bizonyitast gy adunk meg, hogy
az megtartja a ,kotott valtozd neve kdzombos” alapelvet.

A helyettesitést a kés6bbi nyelvek szintaxisaira nem fogjuk kiilon megadni,
mert analég modon torténik: olyan paramétereknél, melyekben nincs kotés, re-
kurzivan helyettesitiink, olyan paramétereknél, melyekben van (egy vagy tobb)
kotés, elGszor atnevezziik a kotott valtozokat friss valtozokra, majd helyettesi-

tlink a paraméterekben.

3.1. Feladat. Huzd ald a kdtott valtozokat és folé a szabad vdltozokat! A kétdtt

vdltozokndl rajzolj egy nyilat, hogy melyik kitésre mutatnak!

]

Y

x(Ax.yx)

Az.z’ (x (\2'.2' x)))

Az.z (x (A\zr.x x)))

x(Az.(z (\2'.2" ")) (2 (N2’ .2’ 2))

xT
x

(
(
(
(

3.2. Feladat. Irj egy free € Tm — P(Var) fiigguényt, mely egy termhez hoz-

zdrendeli a benne levd szabad vdltozok halmazdt! (Term szerinti rekurzidval add

meg!)
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3.3. Feladat. Végezd el a kovetkezd helyettesitéseket!
z(A\z.xz))x — 2]

¥ (A\v.x'x

(
(2’ (\x.2’ x))[
( )
(@ (\x.2' x))[z" — z

3.4. Feladat. Dontsd el, hogy a kiévetkezd termek megegyeznek-e!

3.5. Feladat. Bizonyitsd be, hogy ha x & free(t), akkor tlx — t'] = t.

Tovabbi informacidért lasd [21[10].

3.2. Operacioés szemantika
A lambda-kalkusuhoz nem adjuk meg, hogy mik az értékek, hanem csak egy

utasitas szabalyt adunk meg (S8-szabaly), mely a kovetkezs.
(3.1)

()\.%‘t) t1 — t[l‘ — tl]

Ez a szabaly azt mondja, hogy ha egy fliggvényt, mely = bemenethez ¢ kimene-
tet rendel, alkalmazunk egy t; bemenetre, akkor kimenetként ¢-t kapjuk, amely-
ben x osszes elfordulasa le van cserélve ti-re. Példaul: (Az.yzx)(z2) —

y(z2")(z2").
rehajthat6 az atiras.
t—t
Azt — Azt
t1 — tll
tyty — 1)t (3.3)

A sorrendi szabalyok azt mondjak, hogy barhol, barmilyen sorrendben vég-
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to —> t/2
b1ty — b1 th (3.4)

Erre az operaciés szemantikara természetesen nem igaz, hogy determinisztikus

lenne (vo. lemma).

Habar csak fiiggvények vannak a lambda-kalkulusban, modellezni tudjuk a
logikai értékeket a kovetkezs roviditések bevezetésével (ezt Church-kédoldsnak
(Church-encoding) hivjuk).

true = AT YT
false = AT.AY.Y
ifthenelse := A\x.x

and = Ax. \y.xy false
3.6. Lemma. Az igy megadott ifthenelse gy mikéodik, ahogy elvdrjuk, tehdt:

ifthenelse truety to —* tq,

ifthenelse false ty to —* ta.
Bizonyitds. Elészor is

ifthenelse true ty ta = ((Ax.x) (Ax.\y.x)) t1 ta.

Erre

(Az.z) Az Ay.x) — zx — Ax.\y.z) ET

(Az.x) AxAy.x)) t1 — (x[z = Az y.x])
((Az.x) (AxAy.x)) ty to — (z]x — Az Ay.x]) t1 to

és

(z[z = Az y.x]) t1 to = Az Ay.x) ty to.
Erre

(Ax.Ay.x) 61— (Ay.x)[z — t1] Enl

Az y.x) ty ta — (Ay.x)[x — t1] Lo B3

és

()\yx)[x — tl] to = ()\Z.tl) ta,

ahol z egy friss valtozd, tehat nem szerepel ¢1-ben. Végiil

()\Z.tl) to —> 1 [Z — tg]
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és mivel z nem szerepel t1-ben, a[3.5] feladat bizonyitasa alapjan
tl[z — tQ] =1.

A false eset bizonyitasa hasonlo. O

3.7. Feladat. Mutasd meg, hogy az and gy mikodik, ahogy elvdrjuk, tehdt

and true true —"* true,
and true false —™ false,
and false true —™ false,

and false false —™ false.

3.8. Feladat. Add meg a logikai tagadds és a diszjunkcid operdtordt.
A természetes szamok is reprezentalhatok Church-kodolassal.
0=z \y.y
1: =Xz )\yxy
2 = Az \y.x(zy)
3 = Az \y.x (z (zy))
sth.

A réakévetkezs operator a kovetkez6 modon adhatoé meg.
suc = Az z A y.x (zzy)

3.9. Feladat. Mutasd meg, hogy suc 2 —* 3.
3.10. Feladat. Add meg az dsszeadds operdtort.

3.11. Feladat. Add meg az iszero operdtort, melyre igaz, hogy iszero 0 —*

% true és minden t-re iszero (suct) —* false.
3.12. Feladat. Add meg a pred operdtort, melyre pred (suct) —* t! (Nehéz.)

A lambda-kalkulusban nem igaz, hogy minden atirasi szekvencia véges (vo.
lemma). S6t, meg tudunk adni olyan termet, hogy ¢t — ¢:

Az.xz) (Az.z.x) — (Az.z.x) (A\z.x.x)

Mi t6bb, tetszdleges rekurzivan megadott programot meg tudunk adni lambda-

termként (ez az alapétlet Turing bizonyitasaban, mely megmutatja, hogy a
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lambda-kalkulussal és Turing-gépekkel ugyanazok a programok irhatok le). Ha

van egy rekurzivan megadott fliggvényiink, példaul
f(n) = ifthenelse (iszeron) 1 (2 + (f(pred n))),
ezt atirhatjuk a kovetkezg kifejezésre:
t := Af.An.ifthenelse (iszerom) 1 (2 + (f (pred n))).
Ekkor az f altal reprezentélt programot megkapjuk a kévetkezSképp:
t1 := (Az.t (z)) Azt (zx)).

Hogy lassuk, miért mtikodik ez pont ugy, mint f-t6l varjuk, adjunk meg egy t’

paramétert, és hajtsunk végre néhany atirasi lépést:

tyt'
= (Ayt(yy) Qwtyy)t
— (At (yy) Qy-t (yy) ¢
=ttt
— (An.ifthenelse (iszeron) 1 (2 + (t1 (predn)))) ¥/
— ifthenelse (iszerot’) 1 (2 + (t1 (pred t')))

Tehat pontosan egy 1épés rekurziot hajtottunk végre, és a rekurziv fiiggvényhi-

vasnal megint t; talalhato.
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4. Lokalis definiciok

Ebben a fejezetben kiegészitjitk a Nat-Bool nyelvet helyi (lokalis) definiciokkal.

4.1. Szintaxis

A definiciéban megadott szintaxist kiegészitjiik valtozokkal és a let operé-
torral.
t,t'y ... € Tmu=..|x|lettinz.t’ (4.1)

A let operatorral tudunk helyi definicidkat irni, példaul
letnum2 + num3inz.z + (z + x).

Ez azt fogja jelenteni (lasd alfejezet), hogy elnevezziik num2 4 num 3-at
x-nek, és x + (x + x)-ben x-et erre helyettesitjiik. Tehat majd a jelentése ennek

a termnek az lesz, hogy
(num 2+ num 3) 4+ ((num 2 4+ num 3) + (num 2 + num 3)).

A let operator aritasa (Tm,Var.Tm)Tm: a masodik paraméterében kot egy val-
tozot.

Alternativ jelolés a fenti példa kifejezésre a
let x:=num 2+num 3 in x+(x+x)
vagy az alabbi.

x+(x+x)
where

X:=num 2+num 3

4.2. Tipusrendszer

A tipusok nem valtoznak, tovabbra is Nat és Bool a két tipus. A tipusrendszer
levezetési szabélyai viszont megvaltoznak, mert figyelembe kell venniink a valto-
zokat is. Ehhez bevezetiink egy 4j fajtat, a kornyezetek (context) fajtajat. Egy

kornyezet valtozo-tipus paroknak a listaja.
I,,...eConu=-|T,z: A (4.2)

~-tal jeloljiik az iires kornyezetet (egy valtozo-tipus par sincs a kornyezetben),
és ha mar van egy I' kOrnyezetiink, azt ki tudjuk egésziteni egy A tipusa zx

valtozoval.
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A célunk a kornyezettel az, hogy megadjuk a kifejezésekben levds szabad
valtozok tipusait. A tipusozéasi itélet I' - ¢t : A formajura valtozik, ami azt
mondja, hogy a t kifejezésnek a tipusa A, feltéve, hogy a szabad valtozodinak
tipusai a I' altal adottak.

Hogy egyértelmi legyen, melyik valtozohoz milyen tipust rendeliink, beve-
zetlink egy megszoritast a kornyezetekre: egy valtozo csak egyszer szerepelhet.
Elgszor is megadunk egy fiiggvényt, mely kiszamitja a kornyezet véaltozoit tar-

talmaz6 halmazt.

dom(-) ={} (4.3)
dom(T,x : A) := {z} U dom(T")

A T wf itélet azt fejezi ki, hogy a T' kdrnyezet jol formdlt (well formed).

-wf (4.4)

T wf x & dom(T)
Dx: Awf (4.5)

Az iires kornyezet jol formalt, és ha van egy jol formélt kornyezetiink, azt ki-
egészithetjiik egy 0j valtozo-tipus parral, ha a valtoz6 még nem szerepelt a
koérnyezetben.

Bevezetiink egy itéletet, amely azt mondja, hogy egy valtozd-tipus par benne

van egy kornyezetben. _ ¢ dom(T)
w x & dom

(x:A)el,z: A (4.6)
(x:A) el y & dom(T)
(x:A)el,y: A (4.7

Az els6 szabaly azt fejezi ki, hogy ha egy kdrnyezet utolsd alkotoeleme z : A,
akkor ez természetesen szerepel a kornyezetben. Tovabba, ha egy kornyezetben
x : A szerepel, akkor egy y valtozoval kiegészitett kornyezetben is szerepel.

A tipusrendszerrel I' - ¢ : A formaju itéleteket lehet levezetni, ami azt jelenti,
hogy a I' kornyezetben a t kifejezésnek A tipusa van. Ugy is gondolhatunk erre,
hogy t egy A tipusu program, és a program paraméterei és azok tipusai I'-ban
vannak megadva. A kovetkezs szabalyokkal adjuk meg a tipusrendszert.

El6sz6r megadjuk a[2.3H2.8]szabélyok kornyezetekkel kiegészitett valtozatait.

I wf
'+ numn : Nat (4.8)

I'~¢: Nat I'-¢ : Nat
THt+¢ :Nat (4.9)
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I'¢: Nat

I' - isZerot : Bool (4.10)
I wf
I+ true : Bool (4.11)
I'wf
I' - false : Bool (4.12)
I' ¢ : Bool F-t:A r-¢": A
I'Fiftthent’ elset” : A (4.13)

Ha a kérnyezetben van egy A tipusi x valtozo, akkor az tipusozhato.

(x:A) el
TFz:A (4.14)

A lokalis definici6 tipusozési szabalya a kovetkezs.

F"tltAl F’x:All_tQ:AQ a:%dom(F)

T'klettiinx.ty : Ag (415)
Példa levezetés:
w8 e o W e
(z : Nat) € -,x : Nat -, x : Nat wf
-« :NatF z: Nat -,x:Nat}—num2:Nat
Wlﬂ T - :NatkF 2+ num2: Nat
-F num3: Nat -, x : Nat F isZero (z + num 2) : Bool

4. 19|

- F letnum 3in z.isZero (z + num 2) : Bool

Erre a tipusrendszerre is igazak a kovetkez6 tulajdonsagok, melyeket a Nat-

Bool tipusrendszerre lattunk.

4.1. Lemma. A tipusrendszer nem trividlis (vé.[2.8 lemma).

Bizonyitds. Példaul az iires kornyezetben a true+true term nem tipusozhatd. [
Tipusok unicitdsa:

4.2. Lemma. FEgy t termhez és I' kirnyezethez legfeljebb egy olyan A tipus
tartozik, melyre ' =t : A.

Bizonyitds. Hasonld, mint a[2.9] lemma esetében. O

A tipuskikiovetkeztetésnek most egy kornyezetre is sziiksége van, mely meg-

adja a szabad véltozok tipusat.
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4.3. Lemma. Az aldabbi infer fligguény kikévetkezteti a term tipusdt, ha I" wf.

inferc,, € Con x Var — Ty U {fail}

infercon (-, @) = fail
infercon (T, 2 1 A),y) = A, hax =1y
Z.nfer(:on((ra z: A)a y) = Z'nferCon (Fa y)) egyébként

infer € Con x Tm — Ty U {fail}

infer(T, numn) := Nat
infer(T',t +t') := Nat, ha infer(T,t) = Nat
és infer(T,t") = Nat
fail, egyébként
infer(T,isZerot) := Bool, ha infer(T,t) = Nat
fail, eqyébként
infer(T, true) := Bool
infer (T, false) := Bool
infer(T',if tthent' elset”) := infer(T,t), ha infer(T,t) = Bool
és infer(T,t") = infer(T,t")
fail, egyébként
infer(T, x) = inferce, (I, x)

infer(T',lettinz.t")

infer((T,x : A),t"), ha infer(T',;t) = A € Ty
fail, eqyébként

4.4. Feladat. Bizonyitsuk be a[{.3 lemmdt!

A kérnyezetben a valtozo-tipus parok sorrendje nem szdmit ebben a tipus-

rendszerben. Ezt fejezi ki a permutdcids lemma.

4.5. Lemma. Ha 't t: A, akkor IV -t : A, feltéve, hogy I a T egqy permutd-

cidja (ugyanazok a vdltozo-tipus pdrok, csak mds sorrendben).
Bizonyitds. A T'F t : A levezetése szerinti indukciéval.

— A [L.8{413] szabalyoknal csak az induktiv hipotéziseket, majd a szabalyt

hasznaljuk.

- A szabaly esetén azt szeretnénk belatni, hogy IV & lettyinxz.ty : Ao,
feltéve, hogy IV t1 : A1 ésT" Ftg: Ay, haT” aT' )z : Ay egy permutacio-

ja. Mivel IV a T egy permutécioja, ezért a I,z : A; a T,z : A; permutaci-
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6ja, igy ez az indukcios feltevés azt mondja, hogy I,z : A1ty : Ag. Ezt
felhasznalva a szabaly alapjan megkapjuk, hogy IV - lett1 inx.t5 : As.

- A szabaly esetén azt latjuk be, hogy ha (z : A) € T, és IV a T egy
permutéacioja, akkor (z : A) € I". Itt egyszertien annyiszor alkalmazzuk
a szabalyt, ahanyadik komponens (z : A) a I'-ben (a kornyezet vége

felsl szamolva).
O

A tipusrendszer egy tovabbi fontos tulajdonséga a gyengitési tulajdonsdg

(weakening).

4.6. Lemma. Ha 't : A levezethetd, ésy & dom(T), akkor T,y : A’ Ht: A

is levezethetd barmely A’-re.

Ez a tulajdonsag azt fejezi ki, hogy egy jol tipusozott termet tetszdéleges olyan
kornyezetben hasznalhatunk, amiben meg vannak adva a szabad valtozoéi. Tehat
ha irunk egy tipushelyes programot, és ezutdn a program valtoztatasa nélkil
tovabbi paramétereket adunk meg a programnak, akkor a program ugyanugy

tipushelyes marad.

Bizonyitds. A levezetés szerinti indukcioval. Tehat P('F¢: A) =T,y : A’ +
Ft: A, ahol y € dom(T"). A valtozo esetében eggyel tobbszor hasznaljuk a
szabalyt, a LA I1A.12] szabalyok esetén ugyanazeket a szabalyokat alkalmaz-
zuk mas kornyezetekre, a [L.94.I0[[4.13] szabalyok esetén az indukcios feltevést
hasznaljuk, majd magét a szabalyt. A szabaly esetén az indukcids feltevés
azt mondja, hogy I',y : A’ Ft;: Ay és T,z : A,y : A’ F to : A, nekiink pedig
azt kell belatnunk, hogy I',y : A’ F lettyinz.ty : As. Mivel T,y : A",z : A1 a
D,x: Ay,y : A’ kirnyezet egy permutacioja, a lemma alapjan megkapjuk,
hogy T,y : A’z : Ay bt : Ay, igy alkalmazhatjuk a szabalyt. O

Helyettesitési lemma (substitution lemma):
4.7. Lemma. HaT,z: At : A  ésTFHt: A, akkorTHt'[x—1t]: A,

Ez a lemma a modularitast fejezi ki: van két kiillon programunk, t : A és
t’ . A’, utobbi deklaral egy A tipusu valtozot. t-t A implementaciojanak, t'-t
pedig ¢ kliensének nevezziik. A [£.7] lemma azt mondja, hogy kiilon-kiilén tipus-
ellendrizhetjitk a két modult, és ekkor Gsszetevés (linking) utan is tipushelyes

lesz a programunk.
Bizonyitds. T,z : At : A’ levezetése szerinti indukcio.

— A[AEATII412] szabalyok esetén nem csinal semmit a helyettesités.
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A [L9AT0[[413] szabalyok esetén az indukcios feltevésekbol kovetkezik a
helyettesités helyessége. Példaul a [£.9] szabély esetén tudjuk, hogy T,z :
Al ty,te : Nat és T F t1[z — t], to[z — t] : Nat, és azt szeretnénk belatni,
hogy T' F (¢; + t2)[z — t] : Nat. Ez a helyettesités definicioja alapjan
megegyezik azzal, hogy I' - t1[z — ] + to[x — t] : Nat. Ezt a szabaly
alkalmazéasaval megkapjuk. A [1.14] szabaly alkalmazésa esetén a termiink
egy valtozo. Ha ez megegyezik x-szel, akkor a helyettesités eredménye e
lesz, és A = A’. Ekkor I' - e : A miatt készen vagyunk. Ha a valtozénevek

nem egyeznek meg, a helyettesités nem csinal semmit.
A szabaly esete trivialis.

A szabaly esetén az indukcios feltevés alapjan tudjuk, hogy I' +
Fiti[z — t] : Ay Ezenkivil T',x : Ay : Ay F ty : Ag, ebbdl a lemma
alapjan T,y : Ay, : A F to : Ay, majd az indukcios feltevés alapjan
kapjuk, hogy T,y : A1 F ta[z — t] : As. Mivel (lettyiny.to)[z — t] =
= letti[z — t]liny.talz — t], a szabaly alapjan kapjuk, hogy I'
F (lettyiny.ta)[x — t] = As.

O

A helyettesitési lemma ellentéte a dekompozicid. Ez azt fejezi ki, hogy ha

egy programrészlet tobbszor el6fordul egy programban, akkor azt kiemelhet-

jiuk (és ezzel révidebbé, érthetébbé, konnyebben karbantarthatobba tessziik a

programot).

4.8.

Lemma. HaT F t'[x — t] : A, akkor minden olyan A-ra, melyreT -t : A,

Do: ARt A

Bizonyitds. T'F ¢'[x — t] : A’ szerinti indukcio. O

4.9.

meg

4.10

4.11

Feladat. Tipusozhatdk-e az alabbi termek az tires kornyezetben ¢ Probaljuk

levezetni a tipusukat.
(if isZero (num 1) then num 2 else num 3) + letnum linz.x 4+ x
letisZero (num 1)inz.x + x
letisZero (num 1) in .if 2 then z else false
isZero (isZero (num0))
. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha T' -t : A, akkor T wf!

. Feladat. Irjuk le a@. lemma bizonyitdsdnak részleteit!
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4.2.1. Tovabbi informacio

— A kés6bb tanulandé polimorf illetve fiiggs tipusrendszerekben nem igaz,

hogy a kornyezet permutalhato.

— A lineéris tipusrendszerekben nem teljesiil a gyengitési tulajdonsag.

4.3. Operacids szemantika

A R3] fejezetben megadott operacios szemantikat kiegészitjiik a let-re vonatkozo
szabalyokkal. Ezt kétféleképpen tehetjiik meg: érték szerinti (by value) illetve
név szerinti (by name) paraméteratadassal. Utobbinal elhagyjuk a zardjelezett
szabalyt és a zarojelezett feltételt a szabalybol.

t1 —> tll
letty inx.to — lett] inx.ty (4.16)
[tl val]
letty inx.to —> tg[l‘ — tl} (417)

Erték szerinti paraméteratadasnal, mielstt egy kifejezést hozzakotiink egy val-
tozohoz, azt kiértekeljiik. Igy legfeljebb egyszer értékeliink ki egy valtozot. Név
szerinti paraméteratadas esetén nem értékeljiik ki a kifejezést a kotés elott, igy
ahanyszor hivatkozunk réa, annyiszor fogjuk kiértékelni. Az érték szerinti para-
méteratadas akkor pazarlo, ha egyszer sem hivatkozunk a kétott valtozora, a név
szerinti akkor, ha t6bb, mint egyszer hivatkozunk. A kettd elényeit kombinalja

az igény szerinti kiértékelés (call by need, errdl nincs sz6 a jegyzetben).

4.12. Feladat. Irjunk olyan let kifejezést, melynek kiértékelése érték szerinti

paraméterdtaddsndl hatékonyabb (kevesebb dtirdsi lépéshdl dll).

4.13. Feladat. Irjunk olyan let kifejezést, melynek kiértékelése név szerinti

paraméterdtaddsndl hatékonyabb.

4.14. Feladat. Irjunk let kifejezést, amelynek kiértékelése ugyanannyi lépésbél

all mindkét fajta paraméterdtadds esetén.

A nyilt kifejezések kiértékelése egy adott ponton elakad (a fejezetben is
voltak elakado kifejezések, tehat zart kifejezések kiértékelése is elakadhat).

4.15. Feladat. Ertékeljiik ki az x + (num14num?2) és az (num1+4num?2) +
kifejezéseket!
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4.4. Tipusrendszer és szemantika kapcsolata

A tipusmegmaradas és a haladas tételét ebben a tipusrendszerben iires kornye-
zetre tudjuk kimondani. A bizonyit4dsok ugyantgy miikddnek, mint a Nat-Bool

nyelv esetén.
4.16. Tétel. Ha -Ft: A ést——t', akkor -+t : A.

4.17. Tétel. Ha -+t : A, akkor vagy tval, vagy létezik olyan t', hogy t — t'.
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5. Fuggvények
Az el6z6 fejezet tipusait kiegészitjiik fliggvény tipusokkal.
AA . eTy n=..|A = A (5.1)
A — = — operator jobbra zarojelezédik, tehat A; = Ay = A3 = A =
5.1. Feladat. Irjunk fel a fenti Ty halmaz 10 kiilonbozé elemét.

A termeket kiegészitjiik A absztrakcidval és applikacioval hasonlé modon,

mint ahogyan a[3] fejezetben lattuk.
tt' .. e Tm o= . | Mat|tt (5.2)

A kiilonbség, hogy a A operator a fiiggvény értelmezési tartomanyanak tipusat
is megkapja paraméterként: aritasa (Ty,Var.Tm)Tm (az elsé paraméterét felss
indexbe irjuk), az alkalmazéasé (Tm, Tm)Tm. Emiatt mar nem tudjuk megadni
a tipusrendszert teljesen kiilon a szintaxistol, hiszen a termekben megjelentek a
tipusok.

A tipusrendszert a kovetkezd szabalyokkal egészitjiik ki.

F,.TZAll_tQZAQ
'k )\Al.’b.tg A= Ay (53)

FFtSA1:>A2 FFt12A1

A 2-vel novelés fiiggvényt példaul a kovetkezSképp adhatjuk meg:

ANty num 2 + 2.

5.2. Feladat. Vezesd le, hogy ennek tipusa az tres kérnyezetben Nat = Nat!

5.3. Feladat. Mutasd meg, hogy nem teljesiine a tipusozds unicitdsa (ldsd
. . lemmdk), ha kihagyndnk a X paraméterei kézil az értelmezési tarto-

mdny tipusdt.

Toébbparaméteres fiiggvényeket tn. curry-zéssel tudunk megadni. Példaul
egy Nat = (Bool = Nat) tipusu fiiggvény bemenete Nat, kimenete pedig egy
tjabb fiiggvény, mely Bool-bsl Nat-ba képez. Ugy is tekinthetiink erre, mint egy
két bemenettel, egy Nat és egy Bool tipustival rendelkezé fiiggvényre, melynek
kimenete Nat. Ezt azzal is kihangsulyozzuk, hogy a = operator jobbra zaro6je-
lezédik.
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5.4. Feladat. Adj meg Nat = (Bool = Nat) tipusi fiigguényt, mely felhaszndlja

mindkét bemenetét.

5.5. Feladat. Add meg az applys : (Bool = Bool) = Bool = Bool fiiggvényt,
mely az elsd paramétereként kapott fligguényt hdromszor alkalmazza a mdsodik

paraméterében kapott szévegre.

Az applys figgvényt magasabbrendi fiiggvénynek nevezziik, mert a bemenete
fliggvény. Nem mindegyik programozasi nyelv tamogat magasabbrendi fiiggve-
nyeket, pedig ez egy fontos absztrakcids eszkoz.

Az operacios szemantika a kovetkezs szabalyokkal egésziil ki.

Mz.tval (5.5)
t— t
tt1 — t tq (56)
tval ty — t]
tt — tt] (5.7)
[t1 val]
()\A.’lﬁ.tg) t1 — to [33 — tl] (58)

A szogletes zarojelezett szabaly illetve feltétel az érték szerinti paraméteratadas
esetén sziikséges. Vegyiik észre, hogy ellentétben a[3.2] fejezetben megadottak-
kal, most nem engediink tetszGleges atirasi sorrendet, az operacios szemantika
determinisztikus (vo. lemma).

Tovabbé igaz a tipusmegdrzés (vo. és tételek) és a haladas (vo.

és tételek) tétele is.

5.6. Feladat. Bizonyitsd be a tipusmeqgdrzés és a haladds tételét.

5.7. Feladat. Ertékeld ki név és érték szerinti paraméterdtaddssal a (AN*tz.x +
+ ) (num 1+ num 1) kifejezést.

5.8. Feladat. Ertékeld ki a
((z\Nat:}Natf./\Natz.f (fz)) (A\"**'z.2 + num 1)) (num 3+ num1)

kifejezést érték szerinti paraméterdtaddssal.

Az igy megadott jol tipusozott termek a[3] fejezetben megadottakkal ellen-

tétben mind terminélnak.

5.9. Lemma. Hat: A, akkor létezik olyan t' val, hogy t —* t'.
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6. Szorzat tipusok

A binéaris szorzat tipusokkal rendezett parokat tudunk leirni. A projekciokkal
ki tudjuk szedni a parban levs elemeket. A nullaris szorzat az egyelemi tipus,
mely nem hordoz informéciot, igy nincsen eliminacios szabalya. Ezek altalano-
sitasai a véges szorzat tipusok, melyeknek a felhasznalé altal megadott nevii
projekciokkal rendelkezd valtozatat nevezik rekordnak.

A szorzat tipusok operécios szemantikaja lehet lusta (lazy) és moho (eager)ﬂ
Lusta szemantika esetén egy tetszéleges (t,t') par érték, mig mohd szemantika

esetén sziikséges, hogy t és t' mar eleve értékek legyenek.
6.1. Nullaris és binaris szorzat tipus
A szintaxis a kévetkezd.

A A . €Ty == ..|Unit|Ax A (6.1)
t,t', ... €Tm u=..|tt] (t1,t2) | proj, t|projyt (6.2)

A nullaris szorzat tipust egyelemd tipusnak (top, unit, néha helyteleniil void) is
nevezik, szokasos jelolései a Unit-on kiviil 1 és (). Az egyetlen elemét tt-vel (tri-
vially true) jeloljiik. A binaris szorzatot (binary product) Descartes-szorzatnak
vagy keresztszorzatnak is nevezik.

A — x — és a (—,—) operatorok jobbra zarojelezédnek, tehat példaul Unit x
x Bool x Unit = Unit x (Bool x Unit).

A tipusrendszer a kdvetkezs.

T wf
Tk tt: Unit (6.3)
F"tliAl Fl—tQZAQ
'k <t1,t2> : A1 X AQ (64)
I'Ht: Al X AQ
'k proj, t: Ay (6.5)
I'kHt: Al X AQ
'k projyt: Ag (6.6)

Az operacios szemantika a kdvetkezo.

ttval (6.7)
1 A név szerinti és az érték szerinti paraméteratadas szemantikarol a fiiggvény tipusoknal

beszéliink, véges adattipusoknél és induktiv tipusoknal (la4sd késébb) lusta és moho
szemantikat mondunk.
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[t1 val] [t2 val]
<t1, t2> val

tli—)tll

(ti,t2) — (11, t2)

Mt val to — t)

<t1,t2> — <t1,t/2>

t—t
proj; t — proj;t’

t—t
projy t — projyt’

[t1 val] [to val]

proj1 <t1,t2> — 1

[t1 val] [t2 val]

proj2 <t1, t2> )

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

A szigletes zarojelbe tett feltételek és szabalyok csak a moh6 szemantikaban

hasznalatosak. A —, — operédtor a bevezet§ operator, mig a proj; és proj, az
eliminatorok. Moho kiértékelés esetén az utasitas szabélyok (6.13H6.14]) csak

akkor mtikddnek, ha a —, — operdtor mindkét paramétere ki van értékelve.

6.1. Feladat. Hdny olyan kifejezés van, mely mohd operdcids szemantikdban

érték, és (Unit x Unit) x Unit tipusd illetve Unit x (Unit x Unit) tipusd ¢

6.2. Feladat. Ertckeld ki a (\N**z.(x + num 3,z + num4)) (num 1 4 num2) ki-

fejezést az aldbbi négy maodon :

Erték szerint, mohon.
Név szerint, mohon.

Erték szerint, lustdn.

Név szerint, lustdn.

6.3. Feladat. Bizonyitsd be a tipusmeqgdrzés és a haladds tételét erre a tipus-

rendszerre.

A szorzat tipusokkal kapunk egy masik modszert a Curry-zés mellett, mellyel

meg tudunk adni tébbparaméteres illetve tobb visszatérési értékd fiiggvényeket.

6.4. Feladat. Add meg a hdrom-paraméteres dsszeadds fligguényt, melynek ti-
pusa (Nat x (Nat x Nat)) = Nat.
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6.5. Feladat. Add meg az ugyanezt végzd fiigguényt a kivetkezd tipussal Nat =
Nat = Nat = Nat.

6.6. Feladat. Add meg azt a fliggvényt, mely visszaadja a bemenetnél eggyel
illetve kettdvel nagyobb szamot. Tipusa: Nat = (Nat x Nat).

6.2. Altalanos véges szorzat tipusok

Van egy I = {i1,...,in} véges halmazunk, mely neveket tartalmaz, és egy olyan
szorzat tipust adunk meg, mely minden névhez tartalmaz egy elemet.

A szintaxisban a tipusok a kovetkezok.
AA . €Ty u= . |I(iy <= Ay, cyin — Ap) (6.15)

II aritasa (TyI)Ty, ami azt jelenti, hogy I minden elemére meg kell adnunk egy
tipust (AB-vel jeldljiikk a B-bsl A-ba torténd leképezések halmazat). A leképe-
zés jelolésére hasznaljuk a < jel6lést, a megadas sorrendje nem szamit, tehat
példaul (i < a,j < b) megegyezik (j < b,i < a)-val.

A kifejezések a kovetkezdk.

6t .o e Tm = [ (iy < b1, .0 in <= tn) | proj; ¢ (6.16)
(~) aritasa (Tm®)Tm. proj; aritdsa (Tm)Tm, minden k € {1,...,n}-re van egy
ilyen operatorunk.

Peldaul az I = {gender, age, postcode} egy olyan rekord tipust ad meg, mely

egy nevet, életkort és iranyitészdmot tartalmaz:
H(gender — Bool, age — Nat, postcode — Nat)
Egy eleme igy adhaté meg:
(name < false, age — 38, postcode — 1092)

A tipusrendszer a kovetkezs.

T'wf 't : A 'Ht,: A,
'+ <’61 11, T tn> : H(’Ll — Al, T An) (617)

I'Ht: H(Z1 — A17 T An)
't proj;, t: Ay (6.18)

MMy < Ay, ...,0, — A,)-nek ugyanannyi eleme van, mint az A; x ... X 4,

tipusnak, csak el6bbi elemeinek a megadasa kényelmesebb: név szerint adjuk
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meg az egyes komponenseket, és a sorrend sem szamit. Ezenkiviil név szerint ki
tudjuk Sket vetiteni, nem kell iteralva alkalmaznunk a proj;, proj, operatorokat.

Operéaciés szemantika:

[t1 val t,, val]
<i1 Sty ey in t—>tn>va| (619)
tq val tr_1 val ty — t},

(i1 <ty ey = tn)
. . . ;- .
— <21 — 11, ey U1 — th—1,1% — tk’ Uetr1 tk+1, vy by — tn>

(6.20)
t—t' ked{l,..,n}
proj;, t — proj;, t’ (6.21)
[ty val o tpvall
proj;, (i1 = t1, .oy in = tn) —> 14, (6.22)

A szogletes zarojellel megadott feltételek és szabaly csak moho kiértékelés esetén

hasznalhato.

6.7. Feladat. Jelold be, hogy melyik a bevezetd operdtor, elimindtor, melyek a

sorrendi és melyek az utasitds szabdlyok.

6.8. Feladat. A nulldris és a bindris szorzat tipusokat megkapjuk, ha I az tres
halmaz illetve a kételemd halmaz. Mutasd meg, hogy az igy megadott nulldris és
bindris tipus ugyaniugy viselkedik tipusrendszer és operdcios szemantika szem-
pontjabol, mint a[6.1]. alfejezetben megadott.

6.9. Feladat. Bizonyitsd be a tipusmegmaradds és a haladds tételét.
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7. Osszeg tipusok

7.1. Nullaris és binaris Osszeg tipus

Szintaxis.
A A . €Ty u=..|Empty| A1 + Ay (7.1)
t,t' ... eTm == ..|abort™ t|inj, 042 t|inj, A2 | caset x1.t1 wo.ty  (7.2)

A nullaris osszeg tipus (bottom, 0 tipus, void tipus) egy olyan valasztasi lehe-
téséget ad meg, ahol egy alternativa sincs. Emiatt nincs bevezetd operatora. Az
eliminécios operatora pedig abortalja a szamitast, amint kap egy bottom tipusta
értéket (ami nem lehetséges). A binaris Gsszeg tipusba kétféleképpen injektal-
hatunk: vagy az els6, vagy a masodik komponensébe, ezt jeldli inj; és inj,. Ezek
aritasa (Ty, Ty, Tm)Tm. Egy osszeg tipust kifejezést esetszétvalasztéassal (case)

tudunk eliminélni, aritasa (Tm, Var.Tm, Var.Tm)Tm.

Tipusrendszer.
I'Et: Empty

Ik abort?t: A (7.3)

Tkt A
Dhinj 2042 0 Ay + Ay (7.4)

T'Hty: As
D Hinj, 042ty 0 Ay + A, (7.5)

T'Ht: A+ Ay Iz : A1t A T,ao: Aok ty: A

I'Fcasetxy.tyxo.tg: A (7.6)

Operacios szemantika. Az inj; és inj, tipusparamétereit nem irtuk ki a ro-

vidség kedvéért, de ha precizek akarunk lenni, akkor ki kell &ket irni.

t—t
abort® t —s abort® ¢/ (7.7
[tval]
inj; tval (7.8)
[t val]
injy tval (7.9)
t— t
inj; t — injy t/ (7.10)
t— t/
injo t — injy t/ (7.11)
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t—t

caset x1.t1 To.ty — caset’ x1.t1 xo.to (7.12)
[tval]

case (inj1 t) x1.t1 To.lo —> tl[.’lﬁl — t} (713)
[t val]

case (inj2 t) T1.t1 To.to —> 1o [1‘2 — t} (714)

7.1. Feladat. Add meg a Bool tipust dsszeg tipusként, és az if-then-else konst-

rukcidt.
7.2. Feladat. Van-e kilonbség a lusta és a mohd if-then-else kizott ?

7.3. Feladat. Add meg a tagadds, logika €s, logikai vagy fiiggvényeket a case

operdtor haszndlatdval.

7.4. Feladat. Bizonyitsd be a tipusozds unicitdsdt! Mi lenne, ha nem adndnk

meg a tipusokat az injektdlo operdtorokndl ?

7.2. Altalanos véges Osszeg tipusok

I ={iy,...,i,} véges halmaz. Szintaxis.

A,A/,... GTy :|2(21 ‘—)Al,...,in‘%An) (715)

WAL Ay |caset (i1 < T1.t1, .yl <> Tp.ly)

(7.16)

t,t',... €Tm == .. |inj;

S aritésa (Ty’)Ty. Itt sem szamit a sorrend. inj;, aritdsa (Ty!, Tm)Tm. Az

altaldnos case aritasa (Tm, (Var.Tm)!)Tm.

Tipusrendszer.
'Ht: A
[ Finj, @7 A0 Ay S0 A i < Ap) (7.17)
PHt:%(ip = Ay eyin = Ap) Ty Akt : A 0 Tyag i Ay bt, i A

I'tcasetzity...znty: A
(7.18)

7.5. Feladat. Ird fel az operdcids szemantikdt, a lusta és a mohd vdltozatot is!

7.6. Feladat. Mutasd meg, hogyan lesz a nulldris és a bindris dsszeg specidlis

esete az dltaldnosnak!

7.3. Szorzat és Osszeg tipusok alkalmazasai

Fontos megkiilonboztetni a Unit és az Empty tipusokat. A Unit-nak pontosan

egy eleme van (ezt ugy értjiik, hogy egy olyan kifejezés van, mely érték, és
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tipusa Unit), és nem hordoz semmi informaciot. Ezt unitnak nevezik a legtobb
nyelvben, de sokszor hibasan voidnak (iiresnek) nevezik. Utobbi esetben arra
gondolnak, hogy nincs benne informécio, nem pedig arra, hogy nincs egy eleme
sem. Az Empty-nak nincs egy eleme sem, ez a teljes informacio: ha van egy
Empty tipust értékiink (ami lehetetlen), akkor tetszéleges méas tipustu értéket
létre tudunk hozni (abort miivelet).

Példaképpen megadunk harom tipust.
a) A Bool tipust megadhatjuk gy, hogy Unit 4+ Unit.

b) Felsorolasok, példaul Eszak, Dél, Kelet, Nyugat. Ez tkp. Unit + Unit +
+Unit+Unit tipus. Ilyen a beépitett karakter tipus is, altaldban egyenlGség-

vizsgalattal van megadva a case ezekre.
¢) Opt tipus, mely opcionalisan tartalmaz valamilyen értéket. Szintaxis.

AA .. .eTy ==..|OptA (7.19)
tt', ... eTm = .| null |justt|ifnullt ¢y 2.ty (7.20)

Tipusrendszer. Ugy tudunk eliminalni Opt-bol, ha megadjuk, mi t6rténjen,
ha null értéket kaptunk. Ezt fejezi ki az ifnull.

Iwf
Ik null®: Opt A (7.21)
'H¢t: A
'k justt: Opt A (7.22)
I'H¢:0ptA Dt A Dyz: Aty A
'k ifnulltt1 I.tg A (723)
Operéciés szemantika.
null” val (7.24)
[t val]
justtval (7.25)
t—t
justt — justt’ (7.26)
t—t
ifnull £ty 2.t — ifnull ¢/ t1 2.t (7.27)
ifnull null® £1 2.to — ¢4 (7.28)
[tval]
ifnull (just t) ¢, z.ta — tafz — (7.29)
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7.7. Feladat. Mutasd meg, hogy ha véges dsszegként adjuk meg az Opt tipust,

a fenti tipusrendszer és operdcids szemantika szabdlyait megkapjuk.

7.8. Feladat. Hogyan tudunk objektum-orientdlt programozdsi nyelveken (pél-

ddul Java) megadni dsszeg tipusokat ?

Ay és As tipusokat izomorfnak nevezziik, ha megadhatok olyan f; és fo
kifejezések, melyekre x1 : A1 F fo: As és wo : Ao F f1 1 Ay és barmely e; : Ay
értékre igaz, hogy fi[xs — (fo[z1 — e1])] —* ey és forditva, barmely es : Ay
értékre igaz, hogy fo[x; — (fi[za — e3])] —* ea.

7.9. Feladat. Ddntsd el, hogy az aldbbi tipusok izomorfak-e, ha igen, add meg
fl—et és fg—t/

Bool x Unit és Bool

(Unit + Unit) 4+ Unit és Unit + (Unit + Unit)

(A+ A" x A” és (Ax A"y + (A" x A")
A+ Empty és A

Ax A és A x A

A x Empty és Empty

7.10. Feladat. Mutasd meg, hogy a véges tipusok a fenti izomorfizmust egyen-

l6ségnek véve kommutativ félgydrit (semiring)-et alkotnak.

Nevezetes a kovetkezd tipusok izomorfizmusa.
A= (B=C)é (AxB)=C

A balrél jobbra iranyt uncurry-nek, a jobbrol balra iranyt curry-nek nevezziik.

7.11. Feladat. Add meg az izomorfizmust!
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8. Konstruktiv itéletlogika

Ebben a fejezetben a konstruktiv itéletlogikaval (propozicionalis, nulladrendi

logikéaval) és az eddig tanult tipusrendszerekkel valo kapcsolataval foglalkozunk.

8.1. Szintaxis
AB,..€Propu:=X|T|L|ANB|AVB|ADB (8.1)

Egy konstruktiv itéletlogikai allitas (propozicio) vagy egy itéletvaltozo (XY ...-
al jeloljiik), vagy igaz, vagy hamis, vagy egy konjunkcid, diszjunkcio vagy egy
implikacio.

8.2. Bizonyitasok

Bevezetiink egy itéletet, mely A, ..., A, F A alakt, mely azt mondja, hogy A,
<y Ap-t feltéve A bizonyithato. A feltételek (hipotézisek) listajat A-val jeloljik

és a kovetkezSképp adjuk meg.
A, Ay... € Hipos :=-| A A (8.2)

El6szor megadunk egy tujabb itéletet, mely azt mondja, hogy a A feltételek
kozott szerepel az A allitas: A > A.

AAS A (8.3)
A>A
A,B5 A (8.4)

Megadjuk a bizonyithatosag levezetési szabalyait. ElGszor is, ha feltettiink va-

lamit, akkor azt bizonyithatjuk.

A>A
AFA (8.5)

A logikai 0sszekotSk levezetési szabalyait bevezetd és eliminécios szabalyokkal
adjuk meg.

Az igaz allitast barmikor levezethetjiik, eliminacios szabalya nincs.

AFT (8.6)

A hamis allitasboél barmi kovetkezik.

g

',
AF A (8.7)

lf
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Konjunkciét akkor vezethetiink le, ha mindkét tagja igaz. Két eliminacios sza-

balya van, mellyel a benne levd informéacié nyerhetd ki.

A A AFB

AFAANB (8.8)
AFAAB
AF A (8.9)
AFAAB
AF B (8.10)

Diszjunkciot akkor vezethetiink le, ha vagy az els6, vagy a méasodik komponense
igaz. Eliminalni akkor tudunk A V B-bsl C-be, ha A-t illetve B-t feltételezve is
bizonyithaté C.

Ak A

AFAVB (8.11)

A+ B

AFAVB (8.12)
AFAVB AAFC ABFC

AFC (8.13)

Az A D B implikacioé bevezetéséhez B-t kell bizonyitanunk A feltételezésével.

Az eliminacios szabaly a modus ponens.

AA+-B
AFADB (8.14)

AFASDB AFA
A+ B (8.15)

A logikai tagadast roviditésként adjuk meg, nem kell kiilon logikai Gsszekt6t
bevezetniink hozza: A := A D 1, vagyis A hamis, ha a hamisat implikalja.

Az akkor és csak akkor” logikai Gsszekots a kovetkezd roviditésként adhato
meg: A< B:=(ADB)A(BDA).

8.1. Feladat. Bizonyitsuk be az aldbbi dllitasokat (a feltétellista ires).
1. (X>(¥Y>Z)>(YD>XDZ)
2. X< (XAT)
3 X< (XVvl)

4. (XDO(YAZ)D((XDY)A(XDZ))

©

(XVY)DZ)D>((XDZ)A(Y D 2))

6. X DX
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7. (X V-X)

8. —=(—-=X D X)

9. ==X & X
10. (X < —-X)
11. ("X VY)D (X DY)
12. (X VY) & (X AY)

18. (X V-Y)D (X AY)

8.3. Allitasok, mint tipusok

A fenti levezetési szabalyok hasonlitanak a véges tipusok (nullaris és binaris szor-
zat és Osszeg) és a magasabbrendi fliggvények tipusrendszeréhez. Az allitasok

helyett ott tipusok voltak, mégpedig az alabbi tablazat szerint.

Prop Ty
T Unit
1 Empty

Ay NAy Ay x A
Ay VA, A+ A
A1 DAy A= Ay
X lasd [12] fejezet

A levezetési szabalyok megfeleltethetGk egymaéasnak: a kiilonbség, hogy itéletlo-

gikdban nem irunk termeket. Példaul a modus ponens szabaly kétféle valtozata.

A+-ADB AFA I'Ht: A = Ay Tkt Ay
A+ B FkttltAQ

Itéletlogikaban a bizonyitasoknak (melyeknek egy programozasi nyelvben a ter-
mek felelnek meg) nincs kiilon szintaxisa, mert nem érdekes, hogy pontosan

melyik a bizonyitas.

8.2. Feladat. A [8.1] feladatban megadott dllitdsokat irjuk dt tipusokkd. Az
itéletvdltozok helyett haszndljunk tipus-metavdltozokat, példdul Ay, As. Irjunk
kifejezéseket, melyek az tres kornyezetben a megadott tipusiak (bdrhogyan is

vdlasztjuk meg a tipus-metavdltozokat).

Tovabbi informacio:
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— A bizonyitasoknak is lehet operéciés szemantikaja, cut elimination-nek
nevezziik. Ez pontosan megfelel a magasabbrendi fiiggvények operacios
szemantikajanak (5| fejezet).

8.4. Klasszikus logika

A fenti logika egy denotécios szemantikdjat meg tudjuk adni igazsagtablaval.
Egy olyan fiiggvényt, mely az itéletvaltozok halmazarol a {t,f} halmazba képez,

interpretacionak nevezziik. Egy A &llitas jelenetését I interpretacio esetén az

|A|T € {t,f} adja meg, |-| a kovetkezSképp van definidlva:

X/t =1(X)

Tt =t

L =f

AN B! t, ha |All =tés Bl =t
f, egyébként

Av B = t, ha |A|l =t vagy |B| =t
f, egyébként

A Bl = t, ha |A|l =fvagy |B|f =t

f, egyébként
Hasonloképp megadjuk egy feltétellista jelentését:

=t
t, ha |A[f =tés |A]f =t

‘A7 A|I =
f, egyébként

Azt mondjuk, hogy I = A, ha |A|f = t. Azt mondjuk, hogy A = A, ha
minden I-re, |A]l =t esetén |A|l =t.

A bizonyithatosag és a fenti szemantika kapcsolata az, hogy A F A-bol
kévetkezik, hogy A E A.

8.3. Feladat. Bizonyitsd be, hogy A+ A-bol kivetkezik A = A

A masik irany (teljesség) csak akkor igaz, ha a logikat klasszikussa tessziik,
vagyis a bizonyitasok levezetési szabalyaihoz hozzavessziik a kizart harmadik

elvének (tertium non datur) alabbi szabalyat.

AFAV-A (8.16)
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Tovabbi informacio:

— A konstruktiv logika denotacios szemantikajat Kripke-modellekkel adhat-
juk meg, ezek nem validaljak a kizart harmadik elvét. Megadhato egy
olyan Kripke modell, mely teljes, tehat A |= A-boél kovetkezik A - A a
kizart harmadik elvétdl fiiggetlendil.

— A kizart harmadik elvének tipusrendszerbeli megfelel6je masfajta operéci-
6s szemantikat kivan, amit itt nem targyalunk (lasd [5], 13. fejezet). Tehat
a magasabbrendi fliggvények és véges tipusok operaciés szemantikija eh-

hez mar nem megfelels.

8.4. Feladat. Bizonyitsuk be az aldbbi dllitdsokat (iires feltétellista mellett), a

kizdrt harmadik elvét is felhaszndlva.
1. (XDY)D (=X VY)

2. «(XAY)D (X V-Y)
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9. Természetes szamok

Ebben a fejezetben bevezetjlik a természetes szamok tipusat a metaelméleti
természetes szamok nélkiil. A Nat-Bool nyelvben fejezet) a Nat tipusnak ad-
hoc médon adtuk meg az operatorait. Most egy altalanos mechanizmust adunk
meg, a primitiv rekurziot, mellyel sokféle, természetes szamokon értelmezett
fliggvényt tudunk megadni. Ezt a tipusrendszer Godeltdl szarmazik és System

T-nek nevezik.

9.1. Szintaxis

AA ... eTy ==Nat|A; = A

t,t',... €Tm ==x|zero|suct|rectoz.tit |\ a.t|tt

Kétféle természetes szam van (két bevezetd operatora van a természetes szé-
moknak): zero (nulla) és suce, amely az e természetes szamnak a rakovetkezdje.
Példaul az 1-et agy irjuk, hogy suczero, a 2-t 1gy, hogy suc (suczero) stb. A
rec operator a természetes szamok eliminétora, aritdsa (Tm, Var.Tm, Tm)Tm. A
rec operatorral tudunk természetes szdmokon értelmezett fiiggvényt megadni.
A rectgx.ty t kifejezésben a fliggvényt a to és a t; kifejezések hatarozzék meg,
a fliggvény bemenete pedig t¢. ty azt adja meg, mi legyen a fiiggvény kimenete,
ha a bemenet (¢) nulla, t; pedig azt adja meg, hogy ha a fiiggvény kimenete egy
adott szamra x, akkor az eggyel nagyobb szamra t; lesz a fiiggvény kimenete
(t1 persze fiigghet z-t6l).

Példaul az = — 2 *x x + 1 fliggvényt a kovetkezSképp adjuk meg. Eldszor is

megvizsgaljuk, hogyan mtikodik az els6 néhany természetes szamon.

0—1
1—3
25
3—=7

A tablazat alapjan azt latjuk, hogy O — suczero, és ha = — =z, akkor sucz —
suc (sucxy) (az egymaéas utan kovetkezs sorok jobb oldalan levs eredmények ko-

zotti kiilonbség 2). A fiiggvényt tehat a kovetkez6képp adjuk meg:

ANty rec (suc zero) (x.suc (sucz1))y
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9.2. Tipusrendszer

A kornyezetre és valtozokra vonatkozo szabélyok a szokasosak (ahogy a

fejezetben meg vannak adva).

T wf
T' F zero : Nat

I'+¢:Nat
I'Fsuct: Nat

F'kty: A Tx: At A I'Ft: Nat

I'krectoprtit: A
A fiiggvényekre vonatkozo szabalyok a szokéasosak.

P,x:All—t:Ag
FF)\AIIE.tSA1:>A2

F"t:A1:>A2 't Ay
F}—tﬁZAQ

9.3. Operacios szemantika

Ertékek a nulla, a rakovetkezé (mely egy érték rakovetkezdje kell, hogy legyen

moho kiértékelésnél) és az absztrakcio.

zero val

[t val]
suctval

suct — suct’

t—t
rectox.t;t —> rectygxz.tq t/

rectg x.t1 zero — tg

suctval

rectox.ty (suct) — t1[x — rectyx.tq t]

t—t
titq '—)t/tl
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t val ty — t]

T (9.14)
[t1 val]
()\A.’E.lfg) t1 — to [33 — tl] (915)

A szogletesen zardjelezett szabalyok a moho réakovetkezéhoz és érték szerinti
fliggvényalkalmazashoz kellenek. Ha nem vessziik ket hozzé az operécios sze-
mantikdhoz, akkor lusta rakovetkezGt és név szerinti paraméteratadast kapunk.

Az 6sszeadas fiiggvényt az alabbi modon adjuk meg.
ANaty ANaty rec 2 (z.suc )y : Nat = (Nat = Nat)

Ez a kovetkezSképp miikodik: y-t és z-t akarjuk Osszeadni, emiatt y-on végziink
rekurziot. Ha y = zero, akkor z-t adunk vissza (hiszen 0 + z egyenls z-vel). Ha
y = suct, akkor x-ben megkotjiik rec z (z.sucx) t eredményét, majd hozzaadunk
egyet. Példaul a kovetkezSképp zajlik az atirds mohd rakoévetkezs esetén, ha a

bemenetek 2 és 1.

(()\Naty.ANatz.recz (z.sucz)y) (suc (suc zero))) (suc zero)

@:13) (/\Natz,rec 2z (x.sucz) (suc (suc zero))) (suczero)
e (uczerc) (zsuca) (uc (uc o)

(0.12) (sucx)[z — rec (suc zero) (x.sucz) (suczero)]

= suc (rec(suczero) (x.sucz) (suczero))

L ((suc)[z — rec (suczero) (z.suc z) zero))
= suc (suc (rec (suczero) (z.suc ) zero))

£9 uc (suc (suc zero))

A nyilak f6lé mindig csak az adott lépés levezetési fajanak gyokerénél levs sza-
baly sorszamat adtuk meg. Lusta kiértékelés esetén az utolso két 1épés elmarad,
hiszen ekkor csak addig értékeljiik ki az eredményt, hogy egy rakévetkezénk van,
nem foglalkozunk azzal, hogy a suc paraméterében is érték legyen.

A rekurzor primitiv rekurziot valosit meg. A fenti definiciét rekurzivan ezzel

a szintaxissal is irhatnank:

plusy z := casey of
zero — 2

sucy’ — suc (plusy' 2)
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A rekurzi6 azért primitiv, mert a plus fiiggvény rekurziv hivasa csak pontosan
eggyel kisebb paraméteren lehetséges. Ha y = sucy’ volt az elsé paraméter,
akkor csak y’-n hivhato meg a fliggvény.

m-el jeloljik azt a kifejezést, ahol zero-ra n-szer van alkalmazva a suc opera-

tor.

9.1. Feladat. Add meg a pred figgvényt, mely eqy szdmhoz hozzdrendeli a ndla
eggyel kisebb szdmot (0-hoz rendeljen 0-t). Vigydzz, nehéz!

9.2. Feladat. Add meg a természetes szamok szorzdsdt! (Egy olyan t kifejezést,
mely Nat = (Nat = Nat) tipust, és (tT)n’ t6bb lépésben n * n’-re rddik dt.)

9.3. Feladat. Bizonyitsd be, hogy bdrmely n € N-re plusmzero —* 1.
9.4. Feladat. Bizonyitsd a haladds és a tipusmegmaradds tételét.

9.5. Feladat. Tegyiik fel, hogy a nyelvinkben van Bool tipus is (ahogy a ,
fejezetben meg van adva). Irj olyan Nat = Nat = Bool fiiggvényt, mely eldénti,
hogy a két paramétere egyenld-e! Tehdt, ha a két természetes szam egyenld,

térjen vissza true-val, eqyébként false-szal!

9.4. Definialhat6 fliggvények

Azt mondjuk, hogy egy f : N = N fliggvény definidlhaté System T-ben, ha
létezik olyan ¢y kifejezés, mely Nat = Nat tipusi, és igaz rd, hogy minden
n € N-re

tym—" f(n).
9.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy a dupldzds fiigguény definidlhato System T-

ben!
System T-ben nem tudunk irni végtelen ciklust (vo. lemma).
9.7. Tétel. Ha -+t : A, akkor létezik eqy olyan t', hogy t' val és t —* t'.

Emiatt a System T-beli A; = A, tipusu kifejezések ngy viselkednek, mint a

matematikai fliggvények.

9.8. Tétel. Létezik olyan matematikai fiigguény, mely nem definidlhato System
T-ben.

A bizonyitéas a (Cantor-féle) atlos metszés technikajat hasznalja (hasonlo el-
ven végezhetd bizonyitasok: a természetes szamok részhalmazai tébben vannak,
mint a természetes szamok; Godel-tétel; Turing-gépek megallasanak eldénthe-

tetlensége).

62



Bizonyitds. El6szor is létrehozunk egy kodolast, mely egy termet egy szédm-
mal kédol. Ennek a részleteibe nem megyiink bele, de a lényeg, hogy minden ¢
termnek megfelel egy "t természetes szam, és két kiilonbozs termet kiilonbo6z6
természetes szdmokkal reprezentalunk.

A kovetkezs matematikai fiiggvényt adjuk meg. v : N = N = N tetszbleges
t : Nat = Nat kifejezésre tigy van megadva, hogy t 7 —* u("t")(m). Tehat u
egy olyan fiiggvény, mely tetszéleges ¢t : Nat = Nat program miikddését szimulal-
valaszthatunk, és mivel minden atirasi sorozat véges, emiatt u jol definialt.

Tegyiik fel, hogy u definidlhatoé System T-ben, mégpedig a t,, : Nat = Nat =
Nat kifejezéssel, vagyis a kovetkezs igaz: t, mn —* W

Ekkor megadjuk a ta : Nat = Nat kifejezést a kévetkezSképp:
ta = ANtz suc (t, z x).

Egyrészt tudjuk, hogy u-ra teljesiil, hogy

tA '_tA—I ,_>* U(’_tA—l)(’_tA—l),
maésrészt ta definiciojabol és t,, tulajdonsiagabol
taTta T suc(t, Tta Tt ) " suc (u(Tta ) (Tta ).

Ebbdl az kovetkezik, hogy a kiértékelés nem egyértelmi, hiszen két kiilonbo6zé
értéket is kapnank ugyanabbdl a kifejezésbdl. Ez ellentmondés, tehat w nem
definialhato System T-ben. O
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10. Generikus programozas

Tegyiik fel, hogy van egy Bool = Nat fliggvényiink, példaul ami true-hoz 1-t,
false-hoz 0-t rendel (példaul AB°°'z.if  then num 1 else num 0). Ezt tudjuk alkal-
mazni egy Bool tipusu kifejezésre. De hasonloképp tudnank alkalmazni Bool x
x Nat tipusu kifejezésre is, tgy, hogy a Nat rész nem valtozik, tehat (¢,t')-bél
(if t then num 1 else num 0, ¢') lesz. Vagy egy (Nat+Bool) x Bool kifejezésre is, ahol
mindkét Bool-ra alkalmaznank, a Nat tipusu értéket meg valtozatlanul hagy-
nank. Altalanossagban: tetszéleges A’ = A" fiiggvényt szeretnénk kiterjeszteni
egy a-t tartalmazo A tipusra, gy, hogy egy Ala — A'] = Ala — A”] fligg-
vényt kapjunk. A generikus programozés ezt teszi lehetvé bizonyos A tipusok
esetén. Ha A-ban a-n kiviil (nullaris és binaris) szorzat és 6sszeg tipusok lehet-
nek, akkor A-t polinomiélis tipusoperatornak nevezziik. Ha fiiggvény tipus is
lehet benne, akkor a pozitiv tipusoperéatorok lesznek azok, melyekre a generikus

miivelet megadhato.

10.1. Polinomialis tipusoperatorok

A polinomialis tipusoperatorok az algebraban tanult polinomokhoz hasonléak,
példaul
2%’ +a’+3xa+1

helyett azt irjuk, hogy
(Unit + Unit) X (o x a X a) + a x a + (Unit + Unit 4+ Unit) x o + Unit.

Bevezetiink egy itéletet, mely azt mondja, hogy egy a-t tartalmazo6 tipus egy

polinom, jelolése . A poly. Levezetési szabalyok:

o.a poly (10.1)
a.Unit poly (10.2)

a. A poly a. Ay poly
a.A; x As poly (10.3)
a.Empty poly (10.4)

«a. A poly . Ay poly
a. A1 + Ag poly (10.5)

10.1. Feladat. Vezessiik le, hogy a.Empty + ((Unit x &) + a x «) poly !/

10.2. Feladat. Mi lesz <Empty + ((Unit x @) + a x a))[a — (Nat + Bool)]

eredménye ?
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A polinomialis tipusoperatorok olyan adatstruktirak, melyekben van egy
Ayuk” (az «), ahova egy adott tipust lehet helyettesiteni. Példaul az a.a X
x (Nat + o) az dsszes A tipusra megad egy A x (Nat + A) tipust.

Az A’ = A" figgvény kiterjesztését a map operatorral adjuk meg. Fiiggveé-
nyek helyett az x : A’ -t : A” kifejezést hasznalunk.

t,t, ... € Tm = ... |map®A (' t")t (10.6)

a. A poly Lo A+t A PHt: Ala— A
I'F map®A(z'.t")t: Ala — A" (10.7)

A t kifejezésben vannak A’ tipusu részkifejezések, ezeket fogja a map operator
A" tipusu részkifejezésekre cserélni. A t” miivelet (mely A’-bsl A”-be képez),
mondja meg, hogy hogyan kell ket lecserélni. Az operacids szemantika azt fejezi

ki, hogy ott kell végrehajtanunk a ¢’/ miiveletet, ahol « volt a polinomban.

map® (2’ ")t —s "]z’ — 1] (10.8)

map®Unit (2 ¢7) ¢ s ¢ (10.9)

map® A XAz (2 #) ¢ — (map® (2/.1") (projy t), map™ A2 (a'.£") (proj, t))
(10.10)
map®EmPY (1 ¢) ¢ — ¢ (10.11)

map® ArtAz (o ) ¢

— casetxy.(inj; (map™ i (z/.t") z1)) 2. (injy (map™42(z/.t") z3))
(10.12)

10.3. Feladat. Mutasd meg, hogy ha az 6sszeg és szorzat tipusok kiértékelése

szigori, akkor bdrmely t termre

o.Unit+(Bool X o) (

map ' sucz’) (inj, (true, t)) —* inj, (true, suct)!

10.4. Feladat. Mutasd meg, hogy ha «.Apoly és o . A’ poly, akkor a.A'[a/ —
Al poly.

10.5. Feladat. Bizonyitsd be a tipusmegmaradds tételét!

10.6. Feladat. Mutasd meg, hogy a konstans tipusoperdtorral végzett map nem
csindl semmit. Vagyis, ha tval ést: A, akkor map®A(x'.t")t —* t fiiggetleniil

attol, hogy mi t”.
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10.2. Pozitiv tipusoperatorok

Szeretnénk fiiggvénytipusokat is megengedni a tipusoperatorokban. Ezeket meg-
szoritjuk a szigorian pozitiv (strictly positive) tipusoperatorokra: egy «.A4; =
A, tipusoperator szigortan pozitiv, ha Ai-ben nem szerepel « és . A5 is szigo-
raan pozitiv. A pozitiv, de nem szigoru tipusoperatorokkal nem foglalkozunk.
Az a. Aspos itélet azt fejezi ki, hogy a.. A egy szigortian pozitiv tipusoperétor.

Levezetési szabalyai:

Q.arspos (10.13)
a.Unit spos (10.14)

«. Ay spos «.As spos
a.Ay x Agspos (10.15)
«a.Empty spos (10.16)

a. A poly a.As spos
a.Aq + As spos (10.17)

A type a.As spos
a.Ay = Asspos (10.18)

A polinomialis tipusoperatorokhoz képest csak az utolso szabaly 0j. A type azt
jelenti, hogy A; egy tipus és nem szerepel benne tipusvaltozo. Ennek levezetési
szabélyai:

Unit type (10.19)

Empty type (10.20)

Aj type As type
A1 X A2 type (1021)

Aj type As type
A + Astype (10.22)

Aq type As type
Ay = Astype (10.23)

A map operator tipusozési szabéalya.

a.Aspos Lo ARt A F'kt: Ala— A’
I+ map*A(z’.e”)t: Ala s A" (10.24)

Az operéacios szemantika szabélyai ugyanazok, mint a polinomialis tipusopera-

toroknél, és fliggvény tipusra a kdvetkezs szabalyunk van:

map® A=Az (g ¢7) t s Nz .map®A2 (/") (txy) (10.25)

66



10.7. Feladat. Egészitsd ki a[10.6 feladatot pozitiv tipusoperdtorokra.

10.2.1. Tovabbi informacié
— A tipusoperatorok funktorok, lasd [7].

— A map fliggvény megadhat6 pozitiv, de nem szigorian pozitiv tipusopera-

torokra is, de ekkor foglalkoznunk kell a negativ tipusoperatorokkal is.
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11. Induktiv és koinduktiv tipusok

Az induktiv tipusok elemei konstruktorok véges sokszor valo egymaésra alkalma-
zésal. Tehat, ha minden konstruktorra megadjuk, hogy ahhoz mit rendeljen egy
fliggvény, azzal az induktiv tipus minden elemére megadtuk a fliggvényt. Ezt
hivjak rekurzionak (vagy indukcionak).

A koinduktiv tipusok elemei azok, melyekre véges sokszor lehet destruktort
alkalmazni. Tehat, ha minden destruktorra meg van adva, hogy egy elem hogyan
viselkedjen, azzal meg van hatarozva a koinduktiv tipus egy eleme. Ezt hivjak
generatornak (vagy korekurzornak).

Ebben a fejezetben el6szor példakat adunk induktiv és koinduktiv tipusokra
(egy példat mar lattunk: a természetes szamokat a@ fejezetben), majd megad-

juk Gket altalanossagban.

11.1. Példak induktiv és koinduktiv tipusokra
a) Természetes szamok induktiv tipusat lasd a@ fejezetben.

b) Binéris fak, leveleknél természetes szamok induktiv tipusa. Induktiv tipu-

sokat konstruktorokkal és egy rekurzorral adunk meg. Konstruktorok:

I'-1¢: Nat
I'tleaft : Tree (11.1)

I'Fty: Tree 'ty : Tree
't nodety ty : Tree (11.2)

Rekurzor (eliminécios szabaly):

I'x:Natkt;: A D1 :Ax0: AF s A T'Ht: Tree
'k rec’Tree x.tl l‘l.l‘g.tg t: A (113)

Lusta operacios szemantika: értékek a konstruktorok, egy sorrendi sza-
baly van, mely a rekurzornak a Tree paraméterét értékeli ki, és két uta-
sitas szabaly, melyek megmondjak, mit kell csinalni, ha a rekurzort egy

konstruktorra alkalmaztunk.

leaf ¢ val (11.4)
nodet; to val (11.5)
t— t/
reChee T-t1 £1.22.ta T — rech, . x.t1 x1.22.t2 1 (11.6)
recll'ree x.t1x1.29.19 (Ieaft) — 11 [I — t} (117)
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rec’Tree l‘.tl $1.Z‘2.t2 (nodett’)
(11.8)
— 12 [1‘1 — I’eC£|—ree xr.t1x1.22.00t, x2 — recfl_ree 2.t 1.7 o t/]

Példaul a leveleket megszamolo fliggvény :

ATy rech, . 2. (suc zero) x1.x9.x1 + 2y : Tree = Nat
11.1. Feladat. Irj olyan fiigguényt, mely fiiggéleges hossztengelyére tikroz
egy bindris fat!

11.2. Feladat. Irj olyan Tree = Bool fiigguényt, mely eldénti, hogy a fa

eqyik levele tartalmazza-e a 3 szdmot!

11.3. Feladat. Add meg a természetes szamokat tartalmazd listdk induk-

tiv tipusdt (szintaxis, tipusrendszer és operdcids szemantika)!
11.4. Feladat. Add meg a természetes szamok listdit dsszefiizd fligguényt!

11.5. Feladat. Add meg a map fligguényt listdkon, mely egy Nat = Nat

fiigguényt alkalmaz pontonként a listdra!

11.6. Feladat. Add meg azt a fiigguényt, mely egy bindris fabol listat

készit, gy, hogy a fa leveleinél levd dsszes elem bekeriil a listdba.

11.7. Feladat. Add meg a leveleinél és a csomdpontjaindl is természetes
szdmokat tartalmazé bindris fdakat (szintaxis, tipusrendszer és operdcids

szemantika) !

11.8. Feladat. Készits olyan fliggvényt, mely az el6z6 feladatban megadott

bindris fabol készit listdt preorder, inorder €s posztorder mddon.

11.9. Feladat. Készits olyan fiigguényt, mely egy listdban soronként (szé-

lességi bejdrdssal) adja vissza a fa leveleit. (Nehéz.)

A természetes szamok folyama (végtelen lista, stream) egy koinduktiv ti-
pus. El6szor megadjuk a destruktorait: kivehetjiik a folyam fejét (elss

elemét, head) és elfelejthetjiik az els6 elemét (a folyam farka, tail).

T+ t: Stream

I' - headt : Nat (11.9)
I' -t : Stream

I' - tail t : Stream (11.10)

Egy folyamra gondolhatunk tgy, mint egy allapotautomatéra. Az aktuélis
allapota A tipusu. t; adja meg, hogy egy = : A allapotbol hogyan kapjuk
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meg a Nat tipust kimenetet, t5 pedig azt, hogy az aktualis allapotbol
hogyan kapjuk meg a kovetkezs allapotot. A kezddallapotot ¢ adja meg.

I'z: AF ¢ : Nat Ix:AFty: A 'Ft: A
I' b strgenx.t; x.to t : Stream (11.11)

Az operacios szemantikidban egy értékiink van, egy strgen-el megadott fo-

lyam.

strgen x.t1 x.to tval (11.12)

A sorrendi szabalyok a destruktorok paraméterét értékelik ki.

t—t
head ¢ — head ¢/ (11.13)

t—t’
tail t — tail ¢ (11.14)

Az utasitéas szabalyok azt adjak meg, hogy mi toérténik, ha egy destruktort
alkalmazunk a generatorra. Ha a folyam fejét akarjuk megkapni, akkor a

t1-nek adjuk meg az aktualis allapotat.

head (strgen z.t; x.tat) — t1[x > ] (11.15)

Ha a folyam farkat akarjuk megkapni, generalunk egy 1j folyamot, melynek

aktualis allapotat to-vel 1éptetjiik.

tail (strgen x.t1 x.t2 t) — strgen x.ty x.to (t2[x — t]) (11.16)
Példaul a 0,1,2, ... végtelen lista a kévetkez6képp adhatd meg:

strgen .z x.(suc x) zero : Stream
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Nézziik meg, mi lesz az els6 harom eleme.

(1) head (strgen z.x x.(suc x) zero)
— x|z — zero]
= zero
(2) head (tail (strgen z.z z.(suc z) zero))
— head (strgen z.z z.(suc z) (sucz)[x — zero])
= head (strgen .z x.(suc x) (suc zero))

— x[x — suczero] = suczero

(3) head

/N

tail (tail (strgen z.x z.(suc a:)zero)))
+— head (ta strgen z.x z.(suc x) (suc zero)))

> head (strgen z.2 z.(suc z) (suc (suc zero)))

—— suc (suc zero)

11.10. Feladat. Add meg a map figgvényt folyamokon, mely egy Nat =
Nat figgvényt alkalmaz pontonként!

11.11. Feladat. Meg lehet-e adni egy olyan Stream = Stream filiggvényt,

mely tetszdleges folyamnak kisziri az 5-nél kisebb elemeit ?

11.2. A példak egységesitett valtozatai

Szeretnénk az induktiv és a koinduktiv tipusokat egységes szintaxissal megad-
ni, 4gy, hogy egyszer s mindenkorra megadjuk az 0sszes induktiv és koinduktiv
tipust. Ehhez el6szor megmutatjuk, hogy a fenti példakat hogyan tudjuk egysé-
ges modon megadni, az induktiv esetben egy konstruktor-rekurzor, a koinduktiv
esetben egy destruktor-generator parral.

Az induktiv tipusokat egy con és egy rec operatorral adjuk meg.

a) Természetes szamok.
I' = ¢ : Unit 4+ Nat

T'F connat t @ Nat (11.17)
Lyz:Unit+ Akt : A I'e: Nat
[k recnatxtit: A (11.18)
conae ¢ val (11.19)
t—t
reCnat T.t1 t — recnae .1 t/ (11.20)

recnat 2.t (conat t) — t1 [ — map®Unit+e(y recna: (2.t1) y) t]  (11.21)
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A zero konstruktor most a cony,: operatorral és inj;-el fejezhets ki, a suc

konstruktor szintén conyai-tal és injy-vel.

zero := conpge (injy tt) : Nat

n : Nat
sucn := conngt (injy n) : Nat

A rekurzorban a t1 paraméter egyszerre adja meg, hogy mit kell
nulla és rakévetkezs esetben tenni. Nulla esetén nem kap semmi informé-
ciot (Unit), rakovetkezd esetén megkapja a rekurziv hivas A tipust ered-
ményét. A conna: konstruktor alkalmazéasa értéket ad meg , és a
sorrendi szabaly a rekurzor természetes szam paraméterét értékeli
ki. Ha a rekurzort a konstruktorra alkalmazzuk , akkor ti-re frjuk
at az eredményt, ami fiigg egy x : Unit + A valtozotol. Ennek értékét ugy
adjuk meg, hogy a generikus map segitségével a A részt helyettesitjik a
rekurziv hivassal. Ha ezt atirjuk a generikus programozas [10.12], és
szabalyait alkalmazva, a kovetkezst kapjuk.

recnat Z.t1 (connat t) — t1[z — caset x1.(inj; 21) x2.(injy (recnat (z.t1) x2))]

Tehat case-szel megnézziik, hogy a konstruktor ¢ paramétere nullat vagy
rakovetkezdt jelent-e. Az elbbi esetben x-et inj; tt-vel helyettesitjiik (Unit
egyetlen eleme tt), utobbi esetben a rekurziv hivasra inj,-t alkalmazunk,

és ezzel helyettesitjik z-et.

A dupléazas fiiggvény most igy adhaté meg az el6bbi zero és suc rovidité-

seket felhasznalva:
dup := ANz recyae y.(casey xy.zero x9.suc (sucxs)) x : Nat = Nat

Esetszétvalasztast (case) hasznaltunk aszerint, hogy zero (inj;) vagy suc
(injy) volt az y természetes szam, amit duplézni akarunk. A zero esetben
zero-t adunk vissza, a suc esetben xo jeloli n-nek a duplajat, igy (sucn)

duplaja suc (suczs) lesz.
b) Binaris fak (megjegyezziik, hogy A; + Ao x Az zarojelezése Ay + (A x As)).

' ¢: Nat + Tree x Tree

't contree t : Tree (11.22)
Fz:Nat+ Ax At A T'Ht:Tree

'k reCrree .11t : A (1123)

CONTyee t val (11.24)
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t—
reCTree T.t1 & — r€CTree T.11 1/ (11.25)

reCtree T.t1 (CONTree ) > t1[w > map@Nattaxe(y vecr  (w.t1)y) ]
(11.26)

c) Természetes szamok folyamai. A destruktorokat a des operatorba vontuk
Ossze. A generéatort gen-el jeloljiik. Ha meg van adva egy folyam, abbol
meg tudunk adni egy természetes szamot (korabban head) és egy ujabb

folyamot (korabban tail).

I' - ¢ : Stream
I' F desstream t : Nat x Stream (11.27)

A folyam generélasahoz kell egy t1, ami egy adott = : A allapotra megadja
a kimenetet (ami egy természetes szam) és az 1j allapotot (A). Ezenkiviil

sziikségiink van az aktualis allapotra, ezt t adja meg.

I'z:AFt;:Natx A 't A
I' - gengyream & -t1t : Stream (11.28)

Egy generalt folyam érték:

geNgtream L-t1 T val (11.29)

Az alabbi sorrendi szabaly azt mondja, hogy a destruktor paraméterét
kiértékelhetjiik.
t— ¢t
desstream t — deSsiream t’ (11.30)

Ha a destruktort a generatorra alkalmazzuk, akkor ¢;-nek megadjuk az
aktualis allapotot (¢-t), és ezzel megkapunk egy kimenet—uj allapot part.
Nekiink viszont egy kimenet—j folyam parra van sziikségiink, ezért a
generikus map segitségével az 4j allapotra meghivjuk a gengieam =-t1 ge-

neratort:

deSStream (genStream .ty t) — mapa'Natxa(y'genStream .ty y) (tl [‘T = t])
(11.31)

11.3. Altalanos induktiv és koinduktiv tipusok

Ennyi példa utan megadjuk az altalanos esetet. A véges tipusokat és fiiggvénye-
ket tartalmazo6 nyelvet egészitjiik ki induktiv és koinduktiv tipusokkal.

A tipusokat kiegészitjiik tipusvaltozokkal («, o, 8, fajtajuk Tyvar) és induk-
tiv illetve koinduktiv tipusokkal. ind és coind aritasa (Tyvar.Ty)Ty. Tehét egy
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konkrét induktiv vagy koinduktiv tipus megadésahoz meg kell adni egy «.A ti-
pusoperétort. Természetes szamok esetén ez példaul a.Unit 4+ « lesz, binaris fak
esetén B.ind* UMt 4 8 % 3, folyamok esetén B.ind® VUMt x 3.

A A, ... €Ty o= ..|a|ind®*|coind** (11.32)

A szintaxist a konstruktorral-rekurzorral és a destruktorral-generatorral egészit-
jik ki.

At konstruktor (11.33)
a.A t

t,t',... € Tm == ...|con™
| rec rekurzor
| des™ ¢ destruktor

| gen®4 ¢ generator

Mielstt megadjuk a tipusrendszert, az alabbi Gsszefoglald téblazattal meg-

mutatjuk az induktiv és koinduktiv tipusok koézotti dualitast.

Al ind*4] £ ind>4 ind*4 5 4
, d . .
coind®# =5 Al — coind™ A B jpgeA

Tipusrendszer. Induktiv tipus egy elemét a con konstruktorral adjuk meg. A
rekurziv el6fordulésokat az A tipusban az a-k jelolik, ezeket magéaval az induktiv

tipussal helyettesitjiik.

a.Aspos Lt Ala— ind*4)
L'+ con®A¢ :ind*# (11.34)

A rekurzornak meg kell adni egy t induktiv tipusbeli elemet, és azt, hogy hogyan
miik6djon a kiilénb6z6 konstrukcios formak esetén, melyeket A ad meg. Most
A-ban az o tipusvaltozot A’-vel helyettesitjiik, ebbe a tipusba eliminilunk, és

emiatt a rekurziv hivasok eredményei is ilyen tipustak.

a.Aspos  Dz:Ala— A)Ht A Tkt:ind®4
I'krec* ot t: A (11.35)

Egy koinduktiv tipusu t kifejezésbdl a destruktor segitségével megkapjuk az A

tipust értékeket, ahol az a tipusvaltozo a koinduktiv tipussal van helyettesitve.

«. A spos Ikt coind®?
T des™* ¢ : Ala — coind® (11.36)
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Egy koinduktiv tipusi elemet gy generalunk, hogy megadjuk az aktualis al-
lapotat (¢ : A’), és hogy mit adnak a destruktorok attol fiiggGen, hogy mi az

aktualis allapot.

a.Aspos Tyz: A bty Ala— A Pke¢: A
[+ gen®4 z.ty ¢ : coind® (11.37)

Figyeljiik meg az induktiv és koinduktiv tipusokra vonatkozo6 szabalyok szim-
metriajat.

Lusta operacios szemantika. Az egyetlen induktiv érték a konstuktor.
con®4 tval (11.38)

A rekurzor induktiv tipust paraméterét kiértékeljiik.

t—t
rec* A .ty t —> rec®A .ty t! (11.39)

Ha a rekurzort egy konstruktorra alkalmazzuk, akkor a rekurzor ¢; paraméte-
rét hasznaljuk, ami megmondja, hogy mely konstrukcios forma esetén mit kell
csinélni, és ez fiigg x-t6l, amibe t-t, a konstrukcios forméat magat szeretnénk
helyettesiteni. ¢-ben viszont a rekurziv eléfordulasokat (ahol A-ban « van) he-

lyettesiteni kell a rekurziv hivassal.

rec®4 .ty (con®A t) = t1[x > map®Ay.(rec® A 2.t y) 1] (11.40)
Az egyetlen koinduktiv érték a generator.
gen®A .ty tval (11.41)

A destruktor paraméterét kiértékeljiik.

t— t/
des®? t —s des™ ¢ (11.42)

Ha a destruktort a generatorra alkalmazzuk, akkor ¢;-et adjuk vissza, mely
megadja az eredményt minden destrukcios formara. Viszont ez fiigg az z-tdl,
melyet az aktualis allapot, ¢ : A’ ad meg. A rekurziv el6forduldsok viszont
koinduktiv tipustak kell, hogy legyenek, nem A’ tipusiak, ezért a generikus
map segitségével az o helyeken tjabb koinduktiv tipusokat generalunk az uj A’
allapotokbol.

des™# (gen® A 2.ty t) — map™ A (y.gen® A a.ty y)(t1[x > t]) (11.43)
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11.12. Feladat. Bdwitsiik ki a generikus map operdtort, hogy induktiv és koin-
duktiv tipusokon is mikodjon!
11.3.1. Tovabbi informacié

— Az a. Aspos itéletet a kivetkezs levezetési szabalyokkal adjuk meg (melyek

egyszerre vannak megadva az Atype levezetési szabalyaival).

a.Unit spos (11.44)
. Ay spos . Ao spos
a. A1 X Asspos (11.45)
a.Empty spos (11.46)
. Ay spos . As spos
«.Aq + As spos (11.47)
Aj type . As spos
a. Ay = Ay spos (11.48)
ind®4 type
a.ind®# spos (11.49)
coind?4 type
av.coind” 4 spos (11.50)
Unit type (11.51)
Aj type A, type
A1 X A2 type (1152)
Empty type (11.53)
Aj type As type
A+ Ao type (1154)
Aj type As type
Al = Ay type (1155)
. Aspos
ind* type (11.56)
. Aspos
coind®* type (11.57)

— Ha «a.A-t nem szoritjuk meg szigorian pozitiv tipuskifejezésekre, hanem

negativ tipuskifejezéseket is megengediink, akkor az iires koérnyezetben
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meg tudunk adni Empty tipusa elemet:

F let \AE™PY 2 zin f.

da,cv:>Empty

let A" y.rec@-CTEMPY 4 0y in app.

a.a=Empty ()\ind""o‘jEmptyx.f (

let con appx x))inh.

apph h : Empty

Ezt az elemet viszont nem tudjuk kiértékelni, mert az iires tipusnak nincs

egy értéke sem.

11.4. Tovabbi példak

A kornyezetfiiggetlen nyelvtannal megadott formalis nyelvek induktiv tipusok.
Példaul vegyiik az alabbi nyelvtant, ahol S és A a nemterminéalisok (nyelvtani

szimbolumok), a, b a terminélisok.

A=bAla
S = aSA| A

A kovetkezo roviditésekkel adhaté meg induktiv tipusokkal és konstruktorokkal.

A — inda.a+Unit

S = ind(x.uXA—f—A

b— = Az.con® Ut (inj, 2)

a = con® TNt (jnj, tt)

a—— = Nz \y.con® AT (inj, (2, 1))
— = Maz.con® XA+ (jnj, 2)

Néhany példa induktiv tipusokra:
ind®-Unitta természetes szamok

ind®-Unit+Axa A tipust elemeket tartalmazo listak

B . it o 4 _s A . . . P
ind-Unittaxa binaris fak, a leveleknél nincs informaécio

indUnit+(Nat=a) minden lépésben végtelen-felé agazo fak

ind®-Unit+(axa)t(axaxa) kétfelé és haromfelé is elagazo fak

ind-NattaxafatUnitUnittaxaxa o 40k s logikai értékek kifejezései

ind-NattNatxataxa lambda-kalkulus De Bruijn indexekkel
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11.13. Feladat. A kotermészetes szdmok tipusa Conat = coind® V"™ Ezek
potencidlisan végtelen nagy szdmok. Tudunk-e Conat — Opt Nat fligguényt irni,
mely megadja, mekkora volt a kotermészetes szdm (végtelen esetén null-t adna

vissza).

11.14. Feladat. Adjuk meg a Turing-gépet, mint koinduktiv tipust!

11.4.1. Tovabbi informacidé

— A kolesondsen megadott kornyezetfiiggetlen nyelvtanok is leirhatok induk-
tiv tipusokkal, de ezekhez kolcsonos induktiv tipusok vagy indexelt induk-

tiv tipusok kellenek, ezeket nem targyaljuk. Ilyen nyelvtan példaul:

A= bAl|al|cS
S =aSA|A
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12. Polimorfizmus

A tipusokat arra hasznéltuk, hogy kisziirjiik az értelmetlen programokat. Ennek
viszont a kod bébeszédiiségével (verbosity) fizetjiikk meg az arat. Példaul az
identitas fiiggvénynek annyi féle definicioja van, ahany tipus: AN**z.z : Nat =
Nat, AB°lz.z : Bool = Bool, ABeo!=Naty 5 (Bool = Nat) = (Bool = Nat)
stb. Hasonl6an, a fliggvénykompozici6é operatort is kiilon-kiilon kell megadnunk

minden Ay, Ay, A3 tipushédrmasra:
Me=Asg A=Az g g g (Fr): (A = Az) = (A = Ag) = (4 = A3)

A megoldas az, hogy tipusvaltozokat hasznalunk az olyan tipusok helyett, amik
sokfélék (polimorfak) lehetnek (ahhoz hasonloan, ahogy az el6z6 fejezetben a
tipusoperatorokat egy tipusvaltozoval adtuk meg). Példaul A“z.x : @ = «, ahol

a-t tetszdleges tipussal helyettesithetjiik.

12.1. Szintaxis

A ALA L eTy n=a| Al = Az |Va. A
tt,t .. €Tm u=x | \at|tt' | Aot |t[A]

Aa.t egy polimorf term, mely « tipusvaltozdé barmely konkrét helyettesitésére
egységes modon miikodik. Tipusa Va.A lesz, ahol A-ban « kétve van (V arita-
sa (Tyvar.Ty)Ty, els6 paraméterében egy Tyvar fajtaju valtozot kot). Egy ilyen
tipusia polimorf kifejezésre alkalmazni tudunk egy tipust a tipusalkalmazas t[A]

operatorral, aritasa (Tm, Ty)Tm.

12.2. Tipusrendszer

A jolformalt tipus itélet A - A alaka. Ebben A a tipusvaltozok kornyezete, azaz

tipusvéltozok listéja.
AJA' ... eTConu=-|A (12.1)

Tipusvaltozok kornyezetének kényelmes kezeléséhez kellenek az alabbi definiciok.

dom(-) ={} (12.2)
dom(A, o) = {a} U dom(A)

~wf (12.3)
A wf a & dom(A)
A, awf (12.4)
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A wf a & dom(A)

a €A (12.5)
a€eA a & dom(A)
ae Ao (12.6)

A jolformalt tipus itélet levezetési szabalyai.

a€ A
Ak a (12.7)
Ak A A A,
AakF A
AFVa. A (12.9)

Kifejezések tipusozasi itélete mostantol hivatkozik egy tipuskdrnyezetre is, tehét
AT Ft: A alaka.

(x:A)el
ATtz A (12.10)
AF,LEIA1|_tZA2
AT F M gt A = Ay (12.11)
AF"tIAléAQ AI‘I—tA1
Aal'Ht: A
AT F Aot : Va.A (12.13)
ATl Ft:Va.A A A

A polimorf identitas-fliggvény most mar megadhato a kovetkezsképp:
AaXz.x :Va.a = «

Ezt hasznalhatjuk tobbféle tipusra (ehhez a példahoz a fenti nyelvet kib&vitjiik
Nat, Bool tipusokkal és let-tel):

let Aa.\“z.zin I.I[Bool] (isZero (I[Nat] (num 1)))

A polimorf fliggvénykompoziciot a kovetkezsképp adjuk meg.

Aay. Aag. Aaz A>T g =2 f A% g g (f )

:Val.Vag.Vag.(ag = 0[3) = (0[1 = 0[2) = (0[1 = 043)
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12.3. Operacios szemantika

A sziogletes zardjelbe tett szabalyok érték szerinti paraméteratadast esetén ve-

enddk figyelembe. Ha nincsenek, akkor név szerinti paraméteratadas torténik.

M.t val (12.15)
Aa.tval (12.16)
[t1 val]
(A z.e)ty — t[x = t1] (12.17)
t—
tty — t't (12.18)
tval ty — t)
tty — tt] (12.19)
(A a.t)[A1] — tla — Aq] (12.20)
t—
t[A1] — t'[A4] (12.21)

A haladas és tipusmeg6rzés tétele bebizonyithato.

12.4. Absztrakcio

Absztrakt tipusok (egzisztencialis tipus, interface) is megadhatok polimorf ti-
pusokkal. Példaul ha A egy (Nat-okat tartalmazd) verem megvalositasa, akkor

a kovetkez6 szolgaltatasokat varjuk el a veremtdl:

empty : Ag létrehoz egy lires vermet

push :Nat = A, = A, verembe rakas

pop : As = (Opt Nat x Ay) verem legfels6 elemének kiszedése
isEmpty : A, = Bool megadja, hogy a verem iires-e

Egy olyan kifejezés tipusa, mely egy (absztrakt) vermet hasznél, de nem fiigg
a verem implementaci6jatol, s6t, barmely verem-implementéaciéora egységesen

miikodik, a kovetekezSképp adhaté meg.
Va.(a x (Nat = a = a) x (a = (OptNat x a)) x (o = Bool)) = a

Ezt dgy is szoktak hivni, hogy ez egy interface-szel van paraméterezve. Az «
jeloli a verem implementaciojanak a tipusat, a kifejezés kovetkezs paramétere

maga az implementacid, majd kovetkezik maganak a kifejezésnek a tipusa, amely
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egyszeriien egy ilyen verem. A kovetkez§ kifejezés annyit csinél, hogy létrehoz

egy lres vermet:

Aa.)\aX(Nat:aza) X (a=>(0pt Natxa)) X (O‘:>B°°|)stack.proj1 stack
A kovetkezs kifejezés egy iires verembe beteszi az 1,2,3 szamokat, majd kiveszi

a legfelst elemet, és visszaadja az igy kapott vermet:

Aa,AaX (Nat=>a=>a)x (ai(Opt Natxa)) X(aéBool)stack_

let proj; (projs stack) in push

let proj; (proj2 (projq stack)) in pop

.projq (pop (push 3 (push 2 (push 1 (proj; stack)))))
Hany féle érték van az alabbi tipusokban?

Vo.ao = «
Va.a = (o= a)
Va.(a = a) = o

Va.(a = a) = (a= a)

Anélkiil, hogy ranéznénk a kifejezésre, a kifejezés tipusabdl megtudjuk, hogy
bizonyos tulajdonsagoknak megfelel: ezt hivjak parametricitdsnak, absztrakci-
onak vagy ingyen tételnek (parametricity, abstraction theorem, free theorem).
Megnéziink egy tipust, és ingyen kapunk egy tételt, ami az Gsszes, ilyen tipust
programra igaz lesz.

Példaul egy Va.a = « tipusu kifejezés elészor kap egy tetszdleges A tipust
(mely « helyére lesz behelyettesitve), majd egy ilyen A tipust elemet, és vissza
kell adnia egy A tipusu elemet. Milyen elemet tudunk visszaadni? A A tipusrol
nem tudunk semmit: példaul nem tudjuk, hogy lehet-e Gsszeadni A tipusi ele-
meket, vagy lehet-e esetet szétvalasztani rajuk, s6t, még azt sem tudjuk, hogy
egyaltalan van-e A-nak eleme (hiszen lehet példaul Empty is). Emiatt csak egyfé-
le dolgot csinalhatunk: visszaadjuk a bemeneten kapott elemet. Tehat Va.ao = «

tipust csak az identitas fliggvény lehet, tehéat az alabbi kifejezés:
- AaXz.x Voo =
Irhatunk mas kifejezést is, példaul a Aa.\*z.(A\*y.y) x kifejezés is ugyanilyen

tipusu lesz, és ez a kifejezés ugyanugy viselkedik, mint az el6z6: ugyanarra a

bemenetre ugyanazt a kimenetet adja. Ezért azt mondjuk, hogy Va.a = a-nak
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viselkedés szerint csak egyféle eleme van.
A parametricitas azt mondja, hogy a tipusozott kifejezések tetszdleges relé-

ciot megtartanak. Példaul egy t : Va.a = « kifejezésre a kovetkezot allitja.

12.1. Tétel (Parametricitas ¢ : Yo.a = a-ra). Tegyiik fel, hogy van egy R
reldcionk Ay és Ao tipusi kifejezések kozott, mely nem kiillonboztet meg egymdsba
datirhatd kifejezéseket, tehdt ha Rty ty ésty —* t] és to —* th, akkor Rt t}.
Ekkor, ha Rty ta, akkor R (t[A1]t1) (t[A2]ts).

Ezt a tételt felhasznalva belathatjuk, hogy egy Va.ao = « tipusi ¢ az identitas
kell, hogy legyen. Péld4ul, ha A; = Nat, akkor belatjuk, hogy ¢[Nat] (num 0) —*
« num 0. Ehhez ugy adjuk meg az R relaciot, hogy Rt ¢ = (t1 —* num0) (az
R nem veszi figyelembe a masodik paraméterét). Ekkor igaz, hogy R (numO0) ¢,

mert ez azt jelenti, hogy num 0 ——* num 0, és emiatt igaz, hogy
R (t[Nat] (num0)) (t[Az2] t2),

tehat (¢[Nat] (num0)) —* num 0.
Hasonlo6 parametricitas (relaciok megtartésa) tételek bizonyithatok az Gsszes
tobbi tipusra.

12.4.1. Tovabbi informacidé

— Ezt a tipusrendszert System F-nek hivjak, Girard és Reynolds adta meg

el6szor, egymastol fiiggetleniil.

— System F-ben kodolhatok az induktiv és koinduktiv tipusok, nem kell kii-

16n bevezetniink 6ket.
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13. Altipus

Egy A tipust tekinthetiink egy A’ tipus altipusanak, ha minden olyan konstruk-
torra, mely A tipusu elemet készit, alkalmazni tudjuk A’ Gsszes eliminatorat.

Példa: egy természetes szdmot tudunk egész szamnak tekinteni. Ezt tgy
jeloljiik, hogy Nat < Int. Ezt a N C Z matematikai beagyazas tamasztja ala. Es
bevezethetjiik az alabbi szabalyt:

I'+¢: Nat Nat < Int
T'Ht:lInt

Ezaltal a jol tipusozott kifejezések korét bovitjiik. Példaul ha egy Int-et varunk,
irhatunk Nat-ot is.

Tovabbi példak, halmazelméleti magyarazattal:

bal < jobb a bal kifejezve a jobbbal

Nat < Int {z € Int,z > 0}

Int 4 String < Int 4+ Bool + String  {z € Int 4 Bool + String, x # inj,(inj; b)}
Nat x String < Int x String {z € Int x String, proj; x > 0}

Nat + String < Int + String {z € Int + String, z = inj; y esetén y > 0}
Int x (Bool x String) < Int x String

String < String
Altalanosabban, bevezetiink egy 0j itéletet, ami A < A’ alaki, és a tipus-
rendszert kiegészitjiik az aldbbi levezetési szabéllyal.

THt:A A<A
THi:A (13.1)

Altalanos szorzat tipusokra az eliminacios forma az i) projekcio, ezt vég-
re tudjuk hajtani, ha tobb komponens van a szorzatban, tehat ha az altipus

indexel6 halmaza nagyobb, mint a b&vebb tipus indexel6 halmaza.

{jl, ;]m} C {il, ,’Ln}
H(il — Ail, ...,in — A,n) < H(]1 — Aj1>~-~>jm — Ajm) (132)

Altalanos Gsszeg tipusokra az eliminator a case esetszétvalasztas, ezt alkal-
magzni tudjuk mindig, ha a konstruktorok indexei a b&vebb tipus konstruktora-

inak egy részhalmaza.

{il, ,’Ln} C {j1, -.-,jm}
E(Zl — Ai17 ,Zn — Ai") S Z(]l — Ajl, ,jm — Ajm) (133)
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Minden tipus altipusa Unit-nak (hiszen Unit-nak nincs egy eliminatora sem,

tehat minden eliminatora alkalmazhaté minden tipusra).
A < Unit (13.4)

Az Empty tipus pedig minden més tipus altipusa, mert nincs egy konstruk-
tora sem, ezért az Osszes konstruktorara tudjuk alkalmazni barmely maés tipus
eliminatorat. Az alabbi szabalyt [I3.I}gyel kombinalva megkapjuk a Empty tipus
[7-3] eliminacios szabalyat.

Empty < A (13.5)

Minden fiiggvény, mely egy As-beli kifejezést ad vissza, visszaad egy Aj-beli
kifejejezést is, feltéve, hogy As < Aj.

Ay < A)
(A1 = Ap) < (A; = AY) (13.6)

Egy A; = As-beli fiiggvény barmely A; bemenetre miikodik, igy egy Af-beli
bemenetre is miikodik, ha A} < A;.

Al <4

A kett6t kombinalva a kovetkezd szabalyt kapjuk:

AL < Ay Ay < A)
(A; = Ay) < (A} = A)) (13.8)

Ezt gy mondjuk, hogy a fiiggvény tipus kontravarians az els§ paraméterében,
és kovaridns a méasodik paraméterében.
Szorzat és Osszeg tipusok kovaridnsak minden paraméteriikben (ez igaz az

altalanos valtozataikra is).

A <A Ay < A
A1 X A2 < All X A/2 (139)

Ay <A Ay < A
A+ A < All + AIQ (1310)

Altipusok esetén a tipusozas unicitasa mar nem teljesiil, de a haladas és a
tipusmegorzés igen. A tipuskikovetkeztetést ugy kell megfogalmazni, hogy figye-

lembe vessziik az altipusokat.
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14. Osszefoglalas

A kiilonboz6 tipusrendszerekrsl az alabbiakat lattuk be (zardjelben megadjuk
azokat a helyeket, ahol kimondtuk és/vagy bizonyitottuk az adott tulajdonsa-
gokat):

— nem trivialis (2.8] és lemmék),
— unicitas (2.9] és[4.2] lemmak),
~ tipuskikdvetkeztetés (2.10] és[4.3] lemmak),

— kornyezet permutéalhatosaga (4.5 lemma),

gyengités (4.6} lemma),

helyettesitési lemma lemma),

— dekompozicio lemma).
Az operacids szemantikakrol az alabbi tulajdonsagokat vizsgaltuk:
— nincs olyan t, hogy tval és t — t/ lemma),
— determinisztikus lemma)
— nincs végtelen hosszu atiras lemma, lemma)
A ketts kapcsolatarol a kovetkezdket lattuk be:
— tipusmegdrzés és tételek),
— haladas és tételek).
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15. Megoldasok

2] feladat megoldasa.

(Tm, Tm)Tm
(Tm)Tm
(Tm, Tm)Tm
22 feladat megoldasa.
a) igen
b) igen
c) igen
d) nem
e) igen
f) nem
g) igen
feladat megoldésa.
size(numn) =1
size(t + 1) =1+ size(t) + size(t)
size(isZerot) =1+ size(t)
size(true) =1
size(false) =1
size(if tthent' elset”) := 1 + size(t) + size(t') + size(t")

24l feladat.
27 feladat megoldasa.

eval € Tm — N

eval(numn) :=n

eval(t +t') := eval(t) + eval(t")
eval(t xt") = eval(t) * eval(t')
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[2:6] feladat egy lehetséges megoldasa.

optim € Tm — Tm

optim(num n) ‘= numn

optim(numn + numn’) := num (n +n’)

optim(t +t") := 1+ optim(t) + optim(t")
optim(isZerot) := isZero (optim(t))

optim(true) = true

optim(false) := false

optim(if t thent’ elset”) := if optim(t) then optim (t') else optim (t'")

27 feladat részleges megoldasa.

igen
igen
igen
nem
nem

nem

2111 feladat.
feladat.
D14 feladat.
2.15] feladat megoldésa.

num 0 + false
isZero false

if num 1 then true else false

feladat megoldéasa.
Nem akad el.
217 feladat.
218 feladat.

if ¢ then false else true

2.19l feladat.
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[2:27] feladat részleges megoldasa.

to — t/2
t1 +to—t1 + t/Q (151)
to val ty — t)
t1 +ty —> t/l + to (152)

223 feladat.

Nem, mert a (num 14 num 2) 4+ (num 14 num 2)-re két kiilénb6z6 egy lépéses
atirast tudunk alkalmazni, melyeknek més az eredménye: az egyiknek num 3 +
+ (num 1 + num 2), a masiknak (num 1+ num2) + num 3.

feladat részleges megoldasa.

Nem.

feladat.

231 feladat.

Ilyen a feladatban latott if true then num 1 else (num 1 + false) kifejezés.

feladat.

feladat.

Bl feladat.

Nyilak helyett a kotések ala egy sorszamot irtunk, és a kotott valtozok ala

irtuk a kotés sorszamat.

~8
<
I8
S~—"

feladat megoldasa.

free € Tm — P(Var)

free(x) = {x}

free(Ax.t) = free(t) \ {z}
free(tt') := free(t) U free(t')
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[B:3] feladat megoldasa.

(z(Az.z )|z — 2] =zA\zax)

(@ Az’ x))[z" — 2] = (2 \z.2 7))
(@ Ax.x’' ')z — z] = (x (\z.2 1))
( )

¥ (A2’ x))[z' — 2] = (x (N\z.2 2))

[3-4] feladat megoldasa.

TYFTZ
ryz#x(yz)
z(yz) # (xy)z
r(A\r.yx)=x (A .ya')
r(A\z.yx) #x(A\vyx)
x(A\z.a’ (x (A2’ x))) # 2\’ .z (' ANvx
Az’ (x (A2’ x))) =2 (2" 2" (2" Dvwx
r(Az.z(z(Mrvxx))) =z (M2 (2 (Ao’ .2’ 1))
B feladat.
B feladat.
feladat.
3.9 feladat.
BI0 feladat.
BI11 feladat.
feladat.
{4 feladat.

feladat részleges megoldasa.
— igen
— igen
— nem

— nem

4.10l feladat.
(11l feladat.
feladat megoldéasa.

letnum1l +num2inz.x +
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[M13] feladat megoldasa.
letnum 1+ num2inz.num1
[A14] feladat megoldésa.

letnum1l +num2inz.x

415 feladat.
feladat megoldasa.

Nat

Bool

Nat = Nat

Nat = Bool

Bool = Nat

Bool = Bool

(Nat = Nat) = Nat

Nat = (Nat = Nat)

(Nat = Nat) = (Nat = Nat)
(Nat = (Nat = Nat)) = Nat

feladat megoldasa.

o AN R i
-, x : Natwf - (x : Nat) € -,z : Nat
4.8
-,z :NatF num2: Nat -,x: NatF z : Nat

- x:NatFnum2+ z : Nat
-F ANty hnum 2 + 2z : Nat = Nat

feladat.
feladat megoldasa.

ANatg ABoely, if 4 then  else num 0

b5 feladat megoldasa.
)\BooléBoolx.)\Booly.x (1} (IE y))

feladat.
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feladat.
B8 feladat.
feladat.
Mindketts esetben egy ilyen van, ((tt,tt), tt), illetve (tt, (tt,tt)).
feladat.

— érték szerint, mohoén

ANaty (2 + num 3,2 + num4)) (num 1 + num 2)
ANty (2 4 num 3,z 4+ num 4)) (num 3)

(
(
(num3 4+ num 3, num 3 + num 4)
(num 6, num 3 + num 4)

(

BEERH

num 6, num 7)

— név szerint, mohén

B (hum 3 + num 3, (num 1+ num2) 4+ num4)
num 6, (num 1+ num2) + num4)
num 6, num 3 + num 4)

num 6, num7)

— érték szerint lustan

(ANatz (2 + num 3, 2 + num 4)) (num 1 + num 2)
Q(ANatx.(m +num 3,z + num4)) (num 3)
»@(num 34 num 3, num 3 + num4)

— név szerint lustan

(ANtz ( + num 3,2 + num 4)) (num 1 + num 2)

»@((num 1+ num2)+num3, (num1+num2) + num4)

[6.3] feladat.
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[6.4] feladat megoldasa.

/\Nat x (Natx Nat)

[6:5] feladat megoldasa.

[6.6] feladat.

feladat.
feladat.
6.9 feladat.
[Z1l feladat.

a.proj; & + (proj; (projy ) + proj (projs z))

Nat Nat Nat
A2 A 0 AN .y + ($12 + 3;‘22)

ANty (2 4 num 1,z 4+ num 2)

Bool := Unit + Unit

true :=inj; tt

false := injg tt

if tthent; elsety := caset x1.t; x2.12

feladat.
[Z3l feladat.
[[4 feladat.
feladat.
feladat.
feladat.
[Z8 feladat.

[7-9] feladat részleges megoldasa.

Bool x Unit és Bool

(Unit + Unit) 4+ Unit és Unit 4+ (Unit + Unit)
(A+ A" x A” és (Ax A”)+ (A" x A")
A + Empty és A

Ax A és A’ x A

A x Empty és Empty

feladat.
[[11] feladat.
Rl feladat.
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1. A kovetkez6 bizonyitéast elnevezziik p-nek.

13

!

L(XD>X¥D2Z2)>(XD (Y D2)
(XD D22),Y>(X>(YDZ2)
DY 22%2),Y,X>(X>(YD2)
2 22),Y,XH(XD>(YD2Z)

B4
B4l

X

)

A kért bizonyitas a kovetkezd.

~,(XD(YDZ)),Y,X9X ~,(XD(YDZ)),Y9Y%
p w(XD(¥YDZ2),V,X+HX " L(XD>(YD2),V,X>5Y

(XD D2),Y,X+YDZ (XD (Y D2),Y,X+Y
L(XD>(YD22)Y,X+Z
w(X2>2¥ 22),YH(XD2)
(XX 2Z)F(Y DX D2

)
-l—(XD(YDZ))D(YDXDZ)m

>
ol
o

2. X + (X AT) bizonyitasa iires feltétellista mellett. Megjegyzés: A <» B =
= (A D B) A (B D A) miatt a feladat tulajdonképpen (X D (X A T)) A ((X A
AT)DX)

x5 xBd -,(X/\T)BX/\T

SXrx B T B AT EXAT

SXF(XAT) LJ(XAT)EX O
FXD(XAT HF(XAT)DX

( ) (( ) “H

QR R
Q.0

FXDXATHA(XAT)DX)

feladat.
B3l feladat.
R4l feladat.
feladat.
feladat.
ANaty A\Naty rec zero (z.plusz 2) y
feladat.
feladat.
feladat.
[0.6 feladat.
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[[0.1] feladat.

a.Unit poly 0.2 a.a poly LY a.a poly Ly a.a poly Ly
- - 103 — - 10,3

a.Unit X « pol a.a X apol
Poly poly 110,51
110,91

«.Empty poly g1 a.(Unit X a) + a x a poly
a.(Empty + ((Unit X &) + a x «) poly

feladat.
Empty + ((Unit x (Nat + Bool)) 4+ (Nat + Bool) x (Nat + Bool))

[[0.3] feladat.
Ehhez a feladathoz a kovetkezd szabalyok sziikségesek :

a.Bool poly
illetve
map®-Bool (2/ ") t s ¢ *
megoldas:
map®-Unit+(Boolxa) (3 suc ) (injy (true, t))
i case (inj, (true, t))
(z1.inj, (map® V" (2".sucz’) 1))
(zg.inj, (map®BooX (2 sucz’) x5))
ac injo (Map®Bo™ (3 suca’) (true, t))
ar AW inj, (map®-Bo° (2/.sucz’) true, map™® (2'.sucz’) t)
LIR30 inj, (true, map®® (z'.suc z’) t)
LR ALY IR inj, (true, suct)
104 feladat.
[0 feladat.

feladat.
feladat.
[[T1l feladat.
[I13l feladat.
[[T4 feladat.
feladat.
[[T6l feladat.
L7 feladat.
feladat.
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feladat.

feladat.
[[T.11l feladat.
[II12 feladat.
feladat.
[[1.14 feladat.
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Targymutato

itélet,
atirasi relacio,
atir6 rendszer, [19]
értek, [19]

értek szerinti paraméteratadas, [42]

absztrakt kotéses fa, [30]
absztrakt szintaxisfa, [7]
arités, [7]

axioma, [T3]
bevezets operator,

Church-kodolas,
curry, 44} 53]

definialhato fiiggvény,
dekompozicio, (1]
denotacios szemantika, [T5]
determinaltsag, 22]

elakadas, 2]
elfedés,

eliminacios operétor,

{6 paraméter,
fajta, [0]

gyengitési tulajdonsag, 0]

haladas, 2]

hatéskor,

helyesség, tipuskikovetkeztetsé, [17]
helyettesités, [30]

helyettesitési lemma, |40

indukcio,
induktiv halmaz,
izomorfizmus,

jol formalt,

kornyezet, [36]
kotott valtozo,

kotés, [29]
kiértékelés, [T9]

levezetés szerinti rekurzio, [I4]
levezetés szerinti indukcio, [T5]
levezeteési fa,

levezetési szabaly,

lusta kiértékelés, [6]

magasabbrendd fiiggvény,
metaelmélet, [0]

metavaltozo, [0]

moh¢ kiértékelés, [46]

név szerinti paraméteratadas, 2]

nem trivialis tipusrendszer,

objektumelmélet, [f]
operator, [0]

parametricités, [82]
permutéciés lemma,

primitiv rekurzio, 59|
rekurzio,

sorrendi szabaly,
szabad valtozo,

szintaxisvezérelt, [I7]

tipus, [I2]

tipusellenérzd, [I§]
tipuskikovetkeztetés, [3§]
tipuskikovetkeztetd,
tipusmegdrzés, [24]

tipusozasi relacio, [12]
tipusozhato,

teljesség, tipuskikovetkeztetsé,
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uncurry, 53]

unicitas, 3§

unicitas, tipusrendszeré,
utasitas szabaly,

valtozo, 29
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