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1. Bevezetés

Dolgozatom célja a PhD fokozat megszerzését kdvetGen, részben téarsszerzdékkel elért né-
héany eredményem tomor bemutatasa. Ezek az eredmények elsGsorban kriptografiai és
kommunikacios alkalmazasok altal motivalt szamelméleti problémakkal foglalkoznak. A
tézisflizet az [M1-MT7| publikaciokbol (illetve az [M8] dolgozatbol) mutat be eredményeket.
Nem tartalmazza az eredmények bizonyitaséat, ezeket az eredeti cikkekben megtalalhatoak.
Azonban torekedtem arra, hogy a dolgozat 6nmagaban is olvashaté legyen.

A jelen dolgozat a sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsagainak vizsgalataval foglalko-
zik. A pszeudovéletlen sorozatok olyan determinisztikus algoritmus segitségével generalt
szamsorozatok, melyek rendelkeznek valamilyen véletlenségi tulajdonsaggal. A megkivant
tulajdonsag elsGsorban a felhasznalasi teriilettdl fiigg. Példaul kriptografiAban olyan so-
rozatokra van sziikség, melyek elemei megjosolhatatlanok a sorozat korabbi elemei segit-
ségével. Numerikus modszereknél (mint a Monte Carlo modszer) olyan sorozatokra van
sziikség, melyeknek elemei egyenletes eloszlast kovetnek. Végiil kommunikacios rendszerek
esetében olyan sorozatokra van sziikség, melyeknek elemei korrelalatlanok. A megkivant
tulajdonsagok a pszeudovéletlenség kiillonb6zé megkozelitéseihez vezettek. Az 1.2. részben
néhany — az irodalomban gyakran el6fordulé — pszeudovéletlenségi mértéket ismertetek.

A sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsagainak vizsgalata altalaban két részre oszthato.
Egyrészrél vizsgalhatjuk adott sorozat-konstrukciok pszeudovéletlen tulajdonsagait, mas-
részrél tanulmanyozhatjuk a pszeudovéletlenség kiilonbo6zé mértékeit. ElGszor, a 2. részben
konkrét sorozatok tulajdonsagaival foglalkozom. Nevezetesen az elliptikus gorbék segitsé-
gével definialt sorozatok pszeudovéletlenségét vizsgalom. Ezek utén, a 3. és a 4. részekben
a pszeudovéletlenség tjonnan bevezetett mértékeinek vizsgalataval foglalkozom.

1.1. Jelolések

Egy adott m esetén Z,, a modulo m maradékosztalyok gytrdjét jeloli, melyet leggyak-
rabban az m-nél kisebb nemnegativ egészekkel reprezentalunk, mig adott ¢ primhatvany
esetén, a ¢ elemd véges testet I, jeloli.

Adott f(x),g(x) fliggvények esetén, f(z) = O(g(z)) illetve f(z) < g(z), ha létezik
olyan C' > 0 érték, hogy |f(x)| < C - g(x) minden x esetén. Tovabba f(z) = o(g(zx)), ha
f(z)/g(z) = 0, x — oo esetén.

1.2. Pszeudovéletlen szamgeneratorok jellemzése

Egy jo pszeudovéletlen sorozatnak szédmos kovetelményt ki kell elégitenie. A 1ényeges tu-
lajdonségok alkalmazési teriiletenként valtoznak. Sorozatok kriptografiai hasznalaténal a
lényeges kovetelményeket példaul Menezes, Oorschot és Vanstone 23] és Shparlinski [31]
foglalja 6ssze. Sorozatok alkalmazasat numerikus modszereknél Niederreiter [27] targyalja.
Jelen dolgozatban elsGsorban sorozatok eloszldsanak vizsgalatara és linearis komplexitésara
koncentralok.



A pszeudovéletlenség egyik alapvetd kovetelménye, hogy a sorozat elemei egy adott
(altalaban egyenletes) eloszlast kovessenek. Az egyenletes eloszlas egy kvantitativ mértéke
a diszkrepancia.

1. definicié Az Sy = (s1,...,sn) € [0,1)" sorozat diszkrepancidja

o<
A(Sy) = sup {n:a<s, <B}
0<a<B<0 N

(6 — )|

Egy jo pszeudovéletlen sorozat sziikségképpen kis diszkrepanciaval rendelkezik. Neve-
zetesen, egy Sy sorozatot egyenletes eloszlasunak tekinthetiink, ha diszkrepancidja kicsi
N fiiggvényében, A(Sy) = o(N).

Egy sorozat eloszlasdnak (diszkrepancidjanak) vizsgalatanak egyik alapvets eszkoze a
sorozatbol képzett exponenciélis (additiv karakter) Osszegek becslése. A diszkrepancia és
exponencialis 6sszegek kapcesolatat az Erdds-Turan egyenl6tlenség irja le (lasd példul 28,
Theorem 4.1.13]).

2. lemma (Erdés-Turan egyenlStlenség) Adott H > 1 egész esetén az Sy sorozat
diszkrepancidja a kovetkezd modon becstilhetd

1 11|
A(Sy) < (ﬁ + 2 7 ;exp (2mihsy,) > :

Mig a diszkrepancia a sorozatok pszeudovéletlen tulajdonséigait elsGsorban statisztikai
szempontbol vizsgélja, a linearis komplexitas a pszeudovéletlenség egy algoritmikus meg-
kozelitése. A linearis komplexitas sorozatok kriptografiai alkalmazasénal jatszik szerepet,
azok kriptogréafiai biztonsaganak egy mérészama. Egy sorozat linearis komplexitasa a leg-
kisebb linearis visszacsatolt shift regiszter (linear feedback shift regiszter, LEFSR) mérete,
mely a sorozatot elGallitja. Az érdekl6dd olvasonak Meidl és Winterhof 6sszefoglalé mun-
kajat ajanlom [22].

3. definicié Legyen S = (s,) egy R gytrid elemeibdl képzett sorozat. A sorozat N -
edik linedris komplexitdisa L(S, N) egy legrovidebb linearis rekurzié hossza, mely generélja
a sorozatot, azaz a legkisebb olyan L érték, melyre léteznek olyan cg,cqg,...,c1 € R
elemek, hogy

Sn—l—L:CL—13n+L—1+"'+COSn7 n:O,l,,N—L—l
Ha sg = sy = -+ = s;_1 = 0, akkor az N-edik linearis komplexitas értékét 0-nak defini-
aljuk, L(S,N) = 0, mig ha sg = s1 = -+ = sy_2 = 0, sy_1 # 0 akkor az N-edik linearis

komplexités értékét N-nek definidljuk, L(S, N) = N.

Egy sorozat linedris komplexitisa L(S), az N-edik linearis komplexitéasok szuprémuma

L(S) = sup L(S,N).

N>1



Az N-edik linearis komplexitas N-ben korlatos, 0 < L(S, N) < N, tovabba L(S,N) <
L(S,N + 1). Véletlen (tipikus) sorozatok N-edik linearis komplexitasat Niederreiter vizs-
galta [26]. Megmutatta, hogy véletlen binaris, Fy f6l6tt értelmezett sorozatok esetében az
N-edik linearis komplexitas N/2 koriil koncentralodik,

L(S,N) = g +0(logN), N>2. (1)

Megjegyzem, hogy az N-edik linearis komplexitas hatékonyan kiszamolhaté a Berlekamp-
Massey algoritmus segitségével [20)].

Konnyen lathato, hogy egy sorozat linedris komplexitasa pontosan akkor véges, ha
a sorozat egy kiiszobindextsl kezdve periodikus. Ilyen sorozatok esetében elsGsorban a
sorozat linearis komplexitasat, ellenkezé esetben az N-edik linearis komplexitasok sorozatéat
(linear complexity profile) vizsgaljuk.

Niederreiter [26] eredménye alapjan azt mondhatjuk, hogy a pszeudovéletlenség egyik
sziikséges feltétele a nagy N-edik linearis komplexitas. Azonban konnyen lathato, hogy ez
nem elégséges feltétel. A 3. részben a linearis komplexitas egy finomitédsat mutatom be,
mellyel sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsigai érzékenyebben vizsgalhatoak.

2. Pszeudovéletlen pontsorozatok elliptikus gorbéken

Ebben a fejezetben kiilonbozd, elliptikus gorbék segitségével definialt sorozatok pszeudo-
véletlen tulajdonsagait vizsgalom. Az elliptikus gorbék részletes targyalasa Silverman [33]
kényvében taladlhato.

Legyen I egy nem szingularis elliptikus gorbe F, felett, melyet az
E: y*+ (ax+as)y = 2° + apr® + agr +ag, ay,...,ag e[,

egyenlet definial.

A gorbe pontjai Abel csoportot alkotnak a & miiveletre nézve, ahol a nullelem a gorbe
ideélis egyenesen levé pontja, melyre a oo jelolést hasznalom. Az [ -racionalis E(F,)
pontok szamat a Hasse-Weil tétel becsiili

[#E(F,) —q— 1] < 2¢"2

Legyen I, (F) az E fliggvényteste F, folott. Legyenek x,y € F,(E) a koordinatafiigg-
vények, specidlisan adott P € E, P # oo esetén P = (z(P),y(P)). A gorbe divizorai a
gorbe pontjaibol képzett véges formalis Gsszegek, egy divizor foka a divizor egyiitthatéinak
Osszege

deg Z np[P] | = Z np € 7.

PEE(F,) PEE(F,)



Egy f € F,(F) fiiggvény divizorara az (f) jelolést hasznaljuk,

(f)= Y ordp(f)IP],

PeB(F,)

ahol ordp(f) az f rendje a P pontban. (Specidlisan ordp(f) > 0, ha P gyoke, mig
ordp(f) < 0, ha P polusa f-nek.) Az f € F,(F) fiiggvény (f)s poOlus- és (f)o gyok-
divizora az

(Moo= Y, (mordp(MNIP]  (flo= D ordp(f)[P],

PEE(Fy) PEE(Fy)
ordp(f)<0 ordp(f)>0

specidlisan (f) = (f)o — (f)oo- Legyen végiil deg f az f polus-divizoranak foka. Példaul
deg(z) = 2 és deg(y) = 3.

Elliptikus gorbék hasznélatat jo pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkez sorozatok
generalasadhoz elgszor Hallgren javasolta [12]. Munkaja nyoméan tobb, elliptikus gorbék
segitségével definialt sorozatot vizsgaltak. A témaban Shparlinski [32] és Lange, Lubicz és
Weigl [7, Chapter 30| irt 6sszefoglalo munkat.

Az egyik tipikus és praktikus modja pontsorozatok generalasdhoz gérbéken, ha a soro-
zatot rekurziv modon definialjuk. Azaz egy kezdeti Py € E(F,) pont és egy p : E(F,) —
E(F,) leképzés esetén definialjuk a (P,) sorozatot a

P, = p(Pn—l)’ n=1 (2)

rekurzioval. Mivel a p leképzés egy véges halmazon hat, a (P,) sorozat egy adott kiiszob-
indextdl kezdve periodikus.

A p leképzés kiilonbozé valasztasaval ismert sorozat-konstrukciokat kapunk. Példéaul,
ha a p leképzés egy G € E ponttal valo eltolas, p(P) = P @& G, a (2) rekurzioé a linedris
kongruencia generdtort definialja elliptikus gérbéken. Ezen generdtor pszeudovéletlen tu-
lajdonsagait a 2.1. részben targyalom. Ha p egy skalarral valo szorzas, p(P) = eP egy
adott e egésszel, a (2) rekurzi6 a hatvdnygenerdtort definialja elliptikus gorbéken. Ezen
generatorral kapcsolatos eredményeimet a 2.2. részben targyalom.

Megjegyzem, hogy a (2) konstrukcio olyan altalanossagban is vizsgalhato, mikor p egy
tetszbleges morfizmus, azaz egy olyan p : £ — FE leképezés, mely racionalis tortfiiggvé-
nyekkel reprezentalhat6. Megmutathato [33, Example 4.7], hogy ekkor p egy affin leképzés,
azaz létezik olyan ¢ : E — E endomorfizmus és olyan G pont, hogy p(P) = ¥(P) & G.
A (2) konstrukeio ilyen altalanosségban is vizsgaltam, lasd példaul [25].

A (P,) sorozat pszeudovéletlen tulajdonségainak vizsgalatanak egy természetes modja,
hogy a sorozat pontjainak komponenseit vizsgaljuk, azaz példaul az (z(B,)), F, folotti
sorozatot. Ennek a megkdzelitésnek a hatranya, hogy az igy elért eredmények érzékenyek
a koordinatatranszforméciokra. Ez abboél a szempontbol nem szerencsés, hogy gyakorlati
alkalmazasoknal gyakran nem a Weierstrasse koordinatakat hasznaljak, hanem maés, joval
hatékonyabb reprezentaciot, példaul Montgomery vagy Edwards koordinatékat, lasd |7,
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Chapter 13] és [35, Section 2.6]. Ennek érdekében realisztikusabb az (f(P,)) sorozatok
vizsgalata tetszéleges f € F,(F) fiiggvény esetén. Ennek a megkozelitésnek a masik el6-
nye, hogy nem egy konkrét sorozat pszeudovéletlen tulajdonségait tudjuk vizsgalni, hanem
sorozatok egy nagy csaladjaét.

A fejezetben a (f(P,)) sorozatok eloszlasat és linearis komplexitasat fogom vizsgalni.

2.1. Linearis kongruencia generator elliptikus gorbéken

Legyen E egy elliptikus gorbe és definialjuk a (P, ) pontsorozatot a (2) rekurzi6 segitségével,
ahol p(P) = P& (@ adott Q € F ponttal. Ekkor a rekurzi6 a linear kongruencia generdtort
definialja elliptikus gérbéken. Ebben az esetben a pont-sorozat elemeire a

P,=nG®F, n=0,1,... (3)

explicit képlet adhato. A generatort elgszor Hallgren [12] javasolta. Pszeudovéletlen tu-
lajdonséagait tobben vizsgaltak, lasd példaul [1,5,6,9,13,15,19,24]. Vilagos, hogy a (3)
sorozat periodikus, ahol a peridédus £ hossza a G elem rendje.

Kohel és Shparlinski [15], illetve Beelen és Doumen [1] megmutatta, hogy

> U(f(nP)) < deg fq'/?, (4)

PcH

ahol H egy tetszdleges részesoportja E(F,)-nak, ¢ az F, egy (nem-trivialis) additiv karak-
tere, f € IF,(E) pedig egy tetszéleges fliggvény, melyre f # 2 — z (2 € F,(E)).

A (4) becslés segitségével az f(nG @ ) sorozat diszkrepanciaja is becsiilhets. Alkal-
mazva a korlatot az fp,(P) = f(P®P,) fiiggvényre, a 2. lemma felhasznalasaval kozvetleniil
adodik, hogy (f(nG@ Fy)) sorozat diszkrepancidja kicsi, ha G rendje elég nagy és f # 2P —z
(= € F,(B))

A (3) sorozat N-edik linearis komplexitasat Hess és Shparlinski [13]| vizsgalta el&szor
bizonyos tipusu f fiiggvények esetében.

Legyen H egy olyan d-ed fokua divizora a gérbének, mely megfelel egy Hy € E (E) pont
Galois-orbitjanak. Legyen f € F,(F) egy olyan fiiggvény, melynek (f)s polus-divizora

(f)oo = (1+36)H (5)
ahol
5= 1, had=1,
1 0, had>2.
Ekkor megmutattik, hogy
N l
L G),N) > mi N>1
(F(nG), )—mm{(1+5)d+2’(1+5)d+1}’ -

ahol ¢ a G rendje.



Tipikus példa fliggvényre, mely teljesiti a (5) feltételt az x koordinatafiiggvény (H =
[oc] és d = 1 valasztassal). Ugyanakkor a (5) feltétel nagyon megszorit6. Példaul az y
koordinatafiiggvény nem elégiti ki ((y) = 3[00]).

Winterhoffal kézosen [M2] egy olyan megkozelitést dolgoztunk ki, mely az f fiiggvények
egy joval nagyobb osztélya esetén ad becslést az (f(nG)) sorozat N-edik linearis komplexi-
tasara. A modszer lényege, hogy az elliptikus gérbéket nem Weierstrasse hanem Edwards
koordinatak segitségével reprezentaljuk.

Elliptikus gorbék Edwards koordinatait Edwards vezette be 2007-ben, majd késbb
Brenstein és Lange [4] dolgozta ki. El6nyiik a Weierstrasse koordinatakkal szemben, hogy
egységes modon lehet a csoportmiiveletet definidlni (azaz nincs kiilon formula Gsszegzésre
és pont-kétszerezésre) és a gorbepontok joval gyorsabb szamolasat engedi meg. Ezen tu-
lajdonsagok népszertivé teszik kriptografiai alkalmazasokban.

Legyen [, egy paratlan karakterisztikdja test. A C' Edwards gorbét az

u? +v* = (1 4 du®v?)

egyenlet definidlja, ahol ¢,d € IF;, d # 0,1, ¢ # 0. Ha d nem négyzet F,-ban, akkor pontok
Osszegét a

(u1,v1) @ (ug,v2) = (C

képlettel definialhatjuk. A gorbe pontja a fenti 6sszeadéassal Abel csoportot alkotnak, ahol
a (0,c¢) a nullelem.

Minden Edwards gorbe izomorf egy elliptikus gérbével. Mésrészrdl, ha E(F,)-nak pon-
tosan két negyed és egy masod rendi pontja van, akkor E izomorf egy Edwards gorbével
¢ = 1 valasztassal. Nevezetesen, ha ¢ = 1, akkor C' izomorf az

UV + UV V1V2 — UU2
(1 4 dujusviva)” ¢(1 — dujusvyvs)

E:y?=2*+2(1+d)2* + (1 —d)*x (6)
elliptikus gorbével, az

¢ E(F)\ {00, (0,0)} — C\{(0,1),(0,-1)}

u=2% 7
(SC, y) = v = mgl—i-d ( )
z+1—-d”’

(o0) = (0,1), ¢((0,0)) = (0, —1) izomorfizmussal.
Ha d nem négyzet F,-ban, akkor az Edwards gorbe minden F,-racionalis pontja affin.
A gorbe két idealis pontja, 21 és €y, a test kvadratikus bévitése felett van definidlva.

2.1. tétel (vo. [M2, Theorem 1|) Legyen F, egy pdratlan karakterisztikdji véges test, le-
gyen d € F, egy nem négyzet elem és legyen C a (6) egyenlettel definidlt Edwards gorbe.
Legyen f € F,(C) egy olyan fiiggvény, hogy 4 vagy Qe polusa f-nek és legyen G € C' egy
(-ed rendi pont. Ekkor

N —degf (—degf
ddeg f+1" 4degf

L(f(nG),N) > min{ } , N >degf.



1. példa Tekintsiik az f(u,v) = (2 — 2d)

11+_vv) € F,(C) fiiggvényt. Ennek polus-divizora

u(
(floo = (14 v)oo + (w)o + (1 — v)o. (8)

Megmutathato, hogy €2, és 25 gyokei u-nak, de se nem gyokei se nem poélusai az 1 + v
fiiggvényeknek. Igy a 2.1. tétel alkalmazhato. A (8) alapjan deg f = 6, igy
N—-6 (-6
L N)>minq ——, —— N > 6.
(f(n@), )_mln{ ALY }, > 6
Megjegyzem, hogy a (7) izomorfizmus alapjan f(P) = y(v»~'(P)), azaz ily médon a linearis
kongruencia generator y-koordinatajanak N-edik linearis komplexitasa szintén becsiilhetd.

A linearis kongruencia generéator erds pszeudovéletlen tulajdonségokkal rendelkezik
mind az eloszlas (diszkrepancia), mind a linearis komplexitas szempontjabol. Mindazonal-
tal biztonsagi vizsgalatok az mutatjak, hogy kriptografiai alkalmazasai keriilendsk. Az [M4]
dolgozatban megmutattam, hogy a (3) lineéaris kongruencia generator koordinatéai polino-
miélis id6ben kiszamolhatoak egy viszonylag rovid kezdeti sorozat ismeretében.

Legyen az E gorbe az F, primtest felett definialva (p > 3) ¢és legyen (x,,) a (3) sorozat
x koordinataibol alkotott sorozat,

r, =2x(nGOF) n=01.... 9)

Tegyiik fel, hogy az (z,) sorozat néhany kezdeti z1, ...,z eleme ismert (mint nemnegativ
egeészek). Ekkor kérdezhetjiik, hogy kiszamolhatoak-e a linearis kongruencia generator
valamely paraméterei (igy mint a p primszam, a gorbe egyenlete, a G illetve a Py pontok).

A feladat ilyen altalanossagban nem mindig oldhaté meg. Példaul, ha a gorbe a raci-
onalis szamtest felett van definialva, ahol az z(nG & ) (n = 1,...,s) koordinatak mind
egészek, akkor a p primek egy végtelen sorozatat lehet adni, hogy a megfelels, I, folott
definialt, sorozat megegyezzen az eredeti sorozattal. Ezért célunk nem egy adott primszam,
hanem a lehetséges primek egy listdjanak megkeresése. Ebben az esetben megmutattam,
hogy 7 elem segitségével a sorozat minden paramétere kiszamolhato (log p-ben) polinomi-
alis idében.

A tétel konnyebb kimondéasahoz azonositsuk Zg-t a racionalis szamtesttel, Zg = Q.

2.2. tétel (vo. [M4, Theorem 1|) Létezik egy algoritmus mely a kévetkezd feltételeket elé-
giti ki. Legyenek x1,...,x7 € F, a (9) képlettel definidlt elemek és tegyiik fel, hogy
iG® Py # oo (i =0,1,...,7). Ekkor az algoritmus kiszdmol egy olyan m > 0 egészt
és eqy olyan T, € L, elemet, hogy p | m és T, = z, mod p ha nG & Py # oo. Az
algoritmus log p -ben polinomaidlis, n-ben linedris.

A tételben szerepl algoritmus pszeudokodjat az 1. algoritmus irja le (lasd Fiiggelék).

Ez olyan m és 7, (y?), ﬁ, B € Z,, értékeket szamol ki, melyekre

= _ 25514 + A%, + B+ (V)
" (Tno1 — 0)?

_2(§n—1 +J/Z\é) —fn_g, n = 273,..., (10)



és T, = x, mod p.

Az ismert értékek szaméanak novelésével az algoritmus hatékonysiga névelhets oly mo-
don, hogy p értékét kozelits m egész értékére kisebb pozitiv szdmot ad meg. Véletlen
mintak tesztelése soran az algoritmus 7 sorozatelembdl az esetek 95,2%-ban szamolta ki a
helyes p értéket (a maradék esetben egy Osszetett m szamot adott, melyre p | m), mig 8
sorozatelembdl az esetek 100%-ban szamolta ki a helyes p értéket.

2.2. Hatvanygenerator elliptikus gorbéken

A 2.2. tétel szerint a linearis kongruencia generator nem megfelel§ valasztas kriptografiai
alkalmazasokhoz, annak ellenére, hogy erds pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezik.
Kriptografiai alkalmazasokhoz egy alkalmas jelolt az tgynevezett hatvanygenerator, melyet
a (2) definial a p(P) = eP (e € Z) valasztassal, azaz ahol a pontsorozatot a

P,=eP,_1=¢"P, n=12,... (11)

definialja adott Py = P ponttal.
A hatvanygeneratorokat eredetileg maradékosztalygytriikben definidltak. Nevezetesen,
legyenek 9, m, e olyan egészek, hogy Inko(d, m) = 1. Ekkor definidljuk az (u,) sorozatot a

— e

U, =U,_; modm, 0<u,<m, n=12...

rekurzioval és az ug = ¥ kezdGértékkel.

Az altalanos konstrukeio két specialis esete (mindkét esetben az m egy tgynevezett RSA
modulus, azaz m = p- ¢ kiilénb6z6 p, ¢ primekkel) az RSA generator, ahol Inko(e, ¢(m)) =
1, illetve a Blum-Blum-Shub generator, ahol e = 2 (lasd [23]).

A generator elliptikus gorbés valtozatat Lange és Shparlinski definialta [16]. Vizsgaltak
a (11) sorozat koordinatainak eloszlasat és linearis komplexitasat. Legyen ¢ a P elem
rendje és legyen e olyan egész, melyre Inko(e, /) = 1. Ekkor a (11) sorozat periodikus, és a
periodus T hossza az e multiplikativ rendje modulo /.

Legyen E egy nem szuperszingularis elliptikus gorbe [F,, f616tt. Ekkor Lange és Shpar-
linski [16] megmutatta példaul, hogy

T
"p
Zexp (95 ((; )) < T1/6£2/3p1/12. (12)

n=1

Az eredmény az Erdgs-Turan tétel segitségével (2. lemma) megmutatja, hogy az (z(e"P)/p)
sorozat koordinatainak diszkrepancidja kicsi.

A (m(e”P)> < TVS023p 12 6g p,
p

Lange és Shparlinski [16] vizsgalta tovabbéa az (x(e™P)) sorozat linearis komplexitasat.
Megmutattak, hogy
L(z(e"P)) > T3,
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Az [M1,M2] dolgozatokban vizsgaltam (részben tarsszerzdkkel) a fenti problémakat az
(f(e"P)) sorozatok esetében, ahol f € F,(E). El6szér megmutattam, hogy a sorozatbol
képzett karaktertsszeg kicsi.

2.3. tétel (vo. [M1, Theorem 4|) Legyen E egy F, felett definidlt nem szuperszinguldris
elliptikus gorbe, P € E eqy (-ed rendd pont. Legyen f € F,(E) egy nem konstans fiiggvény
és Y az I, egy nem-trividlis additiv karaktere. Ekkor minden 1 < N < T egészre és adott

€ >0 esetén
N

D Y (f (€"P)) < deg fNEOpH/1EE,

n=1

Megjegyzem, hogy a tétel eredménye a (12) becslésnél kissé gyengébb. Ennek oka, hogy
a tétel nem teljes karakterOsszegre ad becslést mig a (12) csak teljes karakterosszegre
vonatkozik.

Az eredmény az Erdgs-Turan tétel segitségével (2. lemma) korlatot ad az (f(e™P)/p)
sorozat diszkrepanciajara.

4. kovetkezmény (vo. M1, Corollary 6]) A 2.3. tétel feltételeivel

"pP
A (f(e )) < deng1/3£5/9p1/18+5 lng
p

Winterhoffal kozosen vizsgaltuk az (f(e"P)) sorozat linearis komplexitasat.

2.4. tétel (vo. [M2, Theorem 2|) Legyen E egy F, felett definidlt nem szuperszinguldris
elliptikus gorbe, P € E egy (-ed rendd pont. Legyen f € F,(E) egy nem konstans figgvény
melyre deg f < €% valamely § < 1 szamra. Ha az e multiplikativ rendje T modulo ¢, akkor

T

2.3. Frobenius generator

Az eddig targyalt generatorok mind a (10) generator specidlis esetei voltak, mindegyik egy
klasszikus, maradékosztalyokon definialt generator elliptikus gorbés valtozata. Ebben a
részben egy olyan generatort targyalok melyet egy merében maés tipust konstrukeié definial,
és kihasznalja az elliptikus gorbék, maradékosztalyokhoz képest vett extra strukturajat.

Egy adott k egész esetén legyen M, az olyan 0, £1 vektorok halmaza, mely nem
tartalmaz két nem-nulla szomszédos koordinatéat

Mk = {<:u07 s 7/’“?71) S {0, Zl:l}k ‘ Mifbit1 = O}
Ismert, lasd [2], hogy

4
#M; = 525+ 0(1).
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Tovabba nem nehéz megmutatni, hogy minden n egész felirhato

k—1
n = ,LLij, (,U(), s a,uk—l) € Mk (13)

7=0
alakban valamely k& = logn + O(1) esetén. Egészeknek ezen reprezentéacidjanak elénye,
hogy elliptikus gorbék pontjainak skalarral valoé szorzasat meggyorsitja a hagyoményos
binaris abrazolashoz képest.
Legyen E, az
Y+aoy=1"+ar®+1 a€cl, (14)

IFy folott definialt Kobiltz gorbe [14], és legyen o az E, gorbe Frobenius automorfizmusa,
mely adott P € E,, P # oo pont esetén

P = (z,y) = (2%, y°),

illetve o(00) = o0.

Legyen r > k egész és rogzitsiink egy P € E,(Fy-) pontot. Ekkor a Frobenius generdtor
egy olyan (P,) pontsorozatot definial, ahol az n € M, vektorok lexikografikusan vannak
rendezve, és

Py = Zﬂjffj(P)y n = (uo, ..., Mr-1) € My (15)

(ahol a szummajel az elliptikus gérbén definialt pontosszeadasra utal).

Megjegyzem, hogy ha a ¢ automorfizmust a kettdvel valo szorzasra cseréljik, 6(P) =
2P, akkor a (15) osszefiiggés lényegében a lineéris kongruencia generatort definidlja, P, =
nP, ahol n az n (13) reprezentacioja. A (15) konstrukeio elénye, hogy joval hatékonyabb a
linearis kongruencia generatornal: a P, pont kiszamolasahoz nem kell pontok kétszeresét
kiszamolni, csak a Frobenius automorfizmust kell végrehajtani, illetve pontok ellentettjét
kell kiszamolni, mely mtveletek az alaptestben hatékonyan végrehajthatok.

A sorozatot Lange és Shparlinski vezette be [17], akik vizsgaltak az titkozések szaméat
a (P,) sorozatban. Késsbb [18] korlatot adtak a

S b(a(P)

neM;

karakterosszegre adott 1 nem-trivialis additiv karakter esetén.

Mind a [17] mind a [18] dolgozat a (P,) pontjait mint pontrendszer vizsgilja, azaz
nem veszi figyelembe a pontok rendezését. Az [M7| dolgozatban a (P,) sorozat pszeudo-
véletlen tulajdonsagait vizsgaltam. ElGszor vizsgaltam az egymast kovets pontok egyiittes
eloszlasat.

Legyen s > 2 egy adott egész. Tekintsiik a lexikografikus rendezést az M, halmazon,
és legyen M; az My azon (legbdvebb) részhalmaza, mely nem tartalmazza My utolsd
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s — 1 elemét. Legyen tovabba 7 az a fliggvény, mely adott n € M vektorhoz, a vektort
lexikografikusan kivets elemet rendeli. Ekkor szeretnénk vizsgalni a

(Pn, PT(n), RN ,PTs—l(n)) S E(]Fgr)s (16)
s-es eloszlaséat.

2.5. tétel (vo. [M7, Theorem 2|) Legyen E, a (14) dltal definidlt gorbe, legyen P € E,(For)
eqy (-ed rendid pont és 1 az For eqy nem-trividlis additiv karaktere. Ekkor tetszdleges k > 1

és s > 2 egészekre és barmely (ao, ., as 1) # (0,...,0) vektorra
s—1

Z X (Z ;T (Pa,ri(n))> L #Mys <q1/4”£_1/2” + 2—k/2Vq(V+1)/4v2)
neM;jy =0

teljestil barmely
rlog?2

7 min{2k, 2(log £ — 3)}

egészre.

A fenti eredmény lényegében az mutatja, hogy a sorozat szomszédos pontjainak x kom-
ponensei lényegében statisztikailag fiiggetlenek.

Legyen f1,..., 8, az For egy bazisa [Fy f6l0tt és adott u € Fyr elemet abrazoljunk az u =
w 1+ - -+u,. B, alakban. Adott J C {1,...,r} részhalmaz és ¢, ; € Fy, i € {0,1,...,5—1},
J € J elemek esetén legyen

N(J7<Ci,j)) = ‘{neMkf x(Pa,Ti(n))j ICi’j,Z' S {0,1...,8—1},j S J}‘

Ekkor, a 2.5. tétel alapjan becsiilhetd N(J, (Cw)) diszkrepancidja.
5. kovetkezmény (vo. [M7, Corollary 1|) A 2.5. tétel feltételei mellett

M
N(J, (Ci,j)) — %

max
Ji(cij3)

< #My. s (ql/ wp=1/2v 2*k/2vq(v+1)/4u2)

teljestil barmely
rlog 2

~ min{2k, 2(log ¢ — 3)}

egészre

Az 0 = ¢"*°W) ¢s k = |logq] esetén a v = 2 valasztassal a kovetkezmény szerint a (16)
komponensei egyenletes eloszlast kovetnek minden | 7| < an koordinataban.
A szomszédos pontok egyiittes eloszldsa mellett vizsgaltam a sorozat linearis komple-
xitasat.
2.6. tétel (vo. [M7, Theorem 1|) Legyen E, a (14) dltal definidlt girbe, legyen P € E,(Far)
eqy € primrendd pont. Ekkor
L((L’ (PU,n)) > min {#M[k/g],g} .

Megjegyzem, hogy a fenti eredmény megvélaszolja Shparlinski egy kérdését [32, Question
31.].
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3. Sorozatok algebrai komplexitasa

A lineéaris komplexitas sorozatok kriptografiai alkalmazhatosdganak egy mérdszama. Ha
egy sorozatnak kicsi a linearis komplexitasa, akkor a sorozatelemek konnyen kiszamolha-
toak egy ardnylag rovid kezddszeletbdl, igy kriptografiai alkalmazasuk kertiilendd. Termé-
szetesen sorozatok optimalis linearis komplexitésa csak sziikséges, de nem elégséges felté-
tele a kriptografiai biztonsagnak. Diem [8] 2012-ben bevezette a pszeudovéletlenség egy 1j
mérdszamat (algebrai komplexitéas, expansion complexity), mely a linearis komplexitasnal
erGsebb mérték. Ebben a részben ezen 1j mértékkel kapcsolatos eredményeimet foglalom
Ossze.

Xing és Lam [34] 1999-ben olyan végtelen (nem periodikus) sorozatokat vezettek be,
melyek optimalis linearis komplexitassal rendelkeznek, a sorozat N-edik lineéris komple-
xitasa az N/2 idealis értéktsl (lasd (1)) csak korlatos mértékben tér el. Legyen h(x,y) €
F,[z,y] egy irreducibilis polinom. Ennek segitségével hatékonyan kiszamolhaté egy olyan
S = (8,)22, sorozat, melyre L(S, N) = N/2+0O(1) (ahol a konstans fiigg a h(z, y) polinom-
tol). A sorozat elemei lényegében az y € Fy[z,y]/(h(z,y)) elem formalis hatvanysoranak
eggyiithatoi,

h(z,G(z)) =0, ahol G(x) = Z st (17)

Annak ellenére, hogy a sorozat N-edik linearis komplexitasai nagyok, a sorozat elemei
egy aranylag kis kezddszeletbdl hatékonyan kiszamolhatd. Diem [8] megmutatta, hogy
(deg h(z,y))? kezdeti elem ismeretébdl egyértelmten kiszamolhaté a h(z,y) polinom, és
igy maga az S sorozat is.

A tamadas alapjan Diem a pszeudovéletlenség kovekezd mértékét vezette be:

6. definicié Legyen S = (s,)22, egy F,-beli sorozat. A

o0

G(z) = Z ;"

=0

formalis hatvanysort az S sorozat generatorfiiggvényének hivjuk. Adott pozitiv N esetén
az N-edik F(S, N) algebrai komplexitas értéke 0, ha sy = - -+ = sy_; = 0, egyébként értéke
a legkisseb olyan d, melyre létezik d-ed foka h(z,y) € F,[z, y| polinom, melyre

h(z,G(z)) =0 mod z".
Legyen tovdbbd E(S) = supys, E(S, N) az S sorozat algebrai komplexitasa.

Niederreiterrel és Winterhoffal [M3] illetve Gomez-Perezzel és Niederreiterrel [M8] vizs-
galtuk az Gjjonan bevezetett mérték tulajdonsagait.
A definiciobol azonnal adodik a

0< EB(S,N)< N

trivialis korlat. Megmutattuk, hogy ez lényegesen javithato.
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3.7. tétel (vo. [M8, Theorem 1|) Adott S sorozat és N pozitiv egész esetén

(E(S, J2v) + 1) .

A tétel alapjan kapjuk az E(S,N) < v/2N erésebb korlatot.

Az algebrai komplexitas tekinthet§ a linearis komplexitas erdsitésének. Ha a 6. de-
finiciéban csak olyan h(x,y) polinomokat tekintiink, melyek legfeljebb elssfokuak az y
valtozoban, a linearis komplexitas fogalmat kapjuk vissza. Az [M3] dolgozatban vizsgaltuk
a sorozatok linearis és algebrai komplexitasanak kapcsolatét.

A mértékek kapcsolatat elGszor olyan sorozatok esetében vizsgaltuk melyek periodiku-
sak egy kiiszobindextdl kezdve.

3.8. tétel (vo. [M3, Theorem 1|) Legyen S = (s,)22, egy olyan nem-nulla sorozat, mely
a t kiiszébindextdl kezdve periodikus. Ekkor

L(S)—t+1 ha N > (L(S) — t)(L — min{1, — 1}),

E(S,N) > { [N/(L(S) — min{1,t — 1})] egyébként,

tovdbbd
E(S,N) < L(S) + max{—1, -t + 1}.

Az eredmény azt mutatja, hogy periodikus sorozatok esetén az algebrai és linearis
komplexitas kozel van egymashoz.

Vizsgaltuk a tétel lokalis valtozatat is, azaz amikor az L(S) linearis komplexités nem
véges.

3.9. tétel (vo. [M3, Theorem 3|) Legyen S egy F, folotti sorozat és N > 2 egy adott egész.
Tegyiik fel hogy S generdtorfiiggvényére

G(z)#0 mod zV
tovdbbd legyen

L(S,N)—1
Z CeSite = Si+L(S,N); 0<i< N -— L(S, N)

I=tn

egy legrovidebb linedris rekurzio az elsd N elemre, ahol ¢;,, # 0. Ekkor

L(S,N)—ty+1  ha N > (L(S,N) — ty)(L(S, N) — min{1, tx — 1}),

E(S,N 2{ V>
( ) ((L(S,N)—min{1,tN_1})1 eqyébkeént,

tovdbbd
E(S,N) < L(S,N) + max{—1, —ty + 1}.

Mind a 3.7. tétel, mind a 3.8. és a 3.9. tételek azt sugalljak, hogy egy S sorozat akkor

optimalis az algebrai komplexitas szempontjabol, ha E(S, N) értéke kozel vV2N. Az [M8]
dolgozatban ilyen sorozatra mutattunk példat.
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[e.o]

3.10. tétel (vo. [M8, Theorem 4|) Legyen p egy primszdm, és definidljuk a B = (b,)22, p
szerinti periodikus sorozatot a

—2

b, = nP mod p, 0<b,<p

osszefiiggéssel. Fkkor 2 < N < p esetén
d+1 d+2
E(B,N)=d mikor( ;— )§N<< ; )

Ezzel az 4j komplexitéas fogalommal hatékonyan azonosithatoak kriptografiailag gyenge
sorozatok. Azonban Diem definici6ja nem tul szerencsés, az nem modellezi hatékonyan a
tamadast a (17) sorozat ellen. A tamadashoz ugyanis sziikséges feltétel, hogy a 6. definici-
6ban szerepls h(zx,y) polinom irreducibilis legyen. Gomez-Perezzel és Niederreiterrel [M8]
vizsgaltuk az algebrai komplexitas ezen valtozatat.

7. definicié Legyen S = (s,)52, egy F,-beli sorozat. Adott pozitiv N esetén legyen
E*(S,N)=0hasy="---=sy_1 =0, egyébként értéke a legkisebb olyan d, melyre létezik
d-ed foku irreducibilis h(x,y) € Fy[z,y] polinom, melyre

h(z,G(z)) =0 mod z".
Legyen tovdbba E*(S) = supy>; E*(S, N).
A definiciobol azonnal kovetkezik az
E(S,N) < E*(S,N) < max{1,N — 1}

egyenl6tlenség. Azonban a 3.7. tétellel ellentétben, E*(S, N) értéke lehet nagy. Ha S egy
olyan sorozat, melynek G(x) generéatorfiiggvényére G(z) = ¥~ mod 2V, megmutathato,
hogy E*(S,N) = N — 1. Ennél azonban t&bb is mondhaté. Megmutattuk, hogy a 3.7. tétel
korlatja tipikusan nem teljesiil ebben az esetben. Ehhez legyen ;1 az egyenletes valoszintiségi
mérték Fy-n. Legyen Fo° az I, folotti végtelen sorozatok halmaza és legyen pu> a pu éltal

definialt teljes szorzat mérték az F° halmazon.

3.11. tétel (vo. [M8, Theorem 2|) p>-majdnem mindendiitt teljesil a

lim inf M >1
N—oo \/W

eqyenldtlenség.

A tétel also korlatot ad az E*(S, N) tipikus értékeire. Azonban sejtésiink, hogy ez felss
korlat is (esetleg konstans szorzotol eltekintve).

Ahogy korabban megjegyezetem, E*(S, N) egy szigorian erésebb mérték mint £(S, N).
Azonban olyan sorozatok esetében, melyek N-edik algebrai komplexitasa optimalis, azaz
kozel V2N, az E*(S, N) értéke szintén kozel van az altalunk sejtett tipikus v/2N értékhez.
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3.12. tétel (vo. [M8, Theorem 3|) Adott S sorozat és minden d > 1 esetén ha
d+1 d+2
E(B,N)=d mz’k‘or( ; )§N<( ;L ),

akkor 71 7.9
E*(B,N)=d mik0r< ;>+2§N<( ;_)

Megjegyzem, hogy a 3.10. és a 3.12. tételek alapjan a B = (b,,)°, sorozat E*(B,N)
komplexitasa a 3.11. tétel altal sejtetett értékkel aszimptotikusan megegyezik.

4. Binaris sorozatcsaladok kereszt-korrelaci6ja

Véges binaris sorozatok pszeudovéletlen tulajdonsagainak vizsgalatara Mauduit és Sar-
kozy [21] egy ujfajta megkozelitést dolgozott ki. Bevezettek tobb a pszeudovéletlenség
kiillonboz6 sziikséges feltételeit vizsgald mértéket. Megkozelitésiik elénye, hogy mértékei
erGsek, azaz ha egy sorozat jo pszeudovéletlen tulajdonsigokkal rendelkezik a mértékek
szempontjabol, tovabbi klasszikus pszeudovéletlenségi teszteket is kielégit [3,29]. A kiilon-
boz6 pszeudovéletlen mértékekrsl Gyarmati [10] irt 6sszefoglalé munkéat.

Binaris sorozatok mellett sorozat csalddok pszeudovéletlen tulajdonsagainak vizsgala-
tara is tobb lehetséges mértéket vezettek be az irodalomban, lasd Sarkozy [30] osszefoglald
munkajat. Példaul Gyarmati, Mauduit és Sarkézy [11] bevezette az tgynevezett kereszt-
korrelacios (cross-correlation) mértéket.

8. definicié Legyen F az N hossz binaris sorozatok egy csaladja,
F=EY, By BV =", HeFR), 1<i<|F. (18)
Ekkor az F csalad k-ad rendid kereszt-korreldcios mértékét a

M (1) (i%)
Py, (F) = max |y (—1)en

n=1

képlettel definialjuk, ahol a maximum olyan M, 0 < d; < ... <dy < N—M és1 <13 <
oo <y < |F| egészeken fut melyekre d, # dg ha i, = is.

Az egyelemt F = (Ey) csaladra a mérték megegyezik az ugynevezett korrelacios mér-
tékkel. Nagyobb csaladok esetén a mérték azt vizsgalja, hogy a csalad elemeinek kiilonbo6zé
eltoltjai kozott mekkora korrelacié mérhets. Nagy, optimalis kereszt-korrelacioval rendel-
kez6 sorozatok a kriptografia mellett a vezeték nélkiili kommunikacioban jatszanak szerepet
(példaul a Code division muliple access - CDMA technologiaban). Az [M5, M6| dolgoza-
tokban a @) mértéket vizsgaltam.
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Akkor mondhaté egy sorozat-csaladrol, hogy erés pszeudovéletlen tulajdonsagokkal ren-
delkezik a kereszt-korrelacié szempontjabol, ha mértéke kozel van a véletlen csaladok mér-
tékéhez, legalabbis kis k esetén. Az [M5]| dolgozatban vizsgaltam a @, mértéket véletlen
csaladok esetén. Ehhez legyen F egy véletlen csalad, azaz adott |F| méret esetén legyen
F a (18) 4ltal definialt csalad ahol az e (1 <n < N, 1< i < |F]|) fiiggetlen egyenletes
eloszlast 0 — 1 valoszintségi valtozok. A @ (F) mérték nagyban fiigg a csalad méretétol.
Ha |F| = 2% (azaz a csalad tartalmazza az dsszes N hossztl sorozatot), nem lehet nem-
trividlis eredményt bizonyitani. Hasonlé az eset, ha az F csalad tul nagy: ha |F| > 2N
valamely 0 < ¢ < 1/2 esetén, akkor ®x(F) > N (c valaszthato ¢ = 0, 18-nak, lasd [11]).
Megmutattam azonban, hogy ha |F| < 29N, ¢ = 1/12 = 0,0833. .., a kereszt-korrelacios
mérték uralhato.

4.13. tétel (vo. [M5, Theorem 2|) Adott € > 0 esetén létezik olyan Ny, hogy N > Ny és
1 <log, |F| < N/12 esetén

g\/N <1og (JZ) + klog m) < By(F) < g\/N (1og (]Z) + klog\Fl)

teljestil legaldabb 1 — e valdszindséggel minden 2 < k < N/(6log, | F|) esetén.

A 4.13. tétel értelmében egy F csalad jo pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezik,
ha ®(F) < /N log|F| (log N)°W legalabbis kis k esetén. Ilyen csaladra Gyarmati, Mau-
duit és Sarkozy mutatott példat [11] a Legendre szimbolum segitségével. Adott paratlan p

prim esetén az (% Legendre szimbdlum értéke +1, ha a kvadratikus maradék, —1, ha a

kvadratikus nemmaradék.
2. példa Legyen p egy paratlan prim, d < p egy egész és tekintsiik az
() = 2%+ agr®? + aza® 3 + - + ay € Fla]

(azaz az %! egyiitthatoja 0) irreducibilis polinomok F halmazat. Legyen F = (E,(f) :
f € F), ahol

[\

1, ha ({%) =1
) —

p
" 0 ha (%)= _1.
p

N

Ekkor
O(F) < kdp*?log p

minden 1 < k < p esetén, tovabba ha d < p/?/(20log p), akkor
[F| >l

A 4.13. tétel szerint a &, mérték véletlen csalddokra egy érték koriil koncentralodik.
Ha a mérték rendje nem tul nagy, ez a megfigyelés explicitté tehets.
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4.14. tétel (vo. [M6, Theorem 2|) Adott € > 0 és k(N) egész értéki figgvény esetén, ha
2 <k < (logN +log|Fl|)/loglog N, akkor létezik olyan Ny < log, |F| kiiszébindez, hogy
N > Ny esetén

Py (F)

—E[@k(]:)] <l+4e¢

l1—-e<
teljesiil legalabb 1 — € valosziniséggel.

Végiil, ha mind a mérték k rendje, mind a csalad |F| mérete fix, megmutathato, hogy
. (F) rendelkezik hatéreloszlassal. Megjegyzem, hogy a 4.14. tétel értelmében ez a hatar-
eloszlas csak elfajult eloszlas lehet.

4.15. tétel (vo. [M6, Theorem 4|) Legyen F az N hosszi sorozatok egy fiz méretd véletlen

csaladja. Ekkor
Py (F)

2N log (k]fl)

— 1 majdnem mindenditt,

ha N — oo.

A 4.13. tétel értelmében egy F csalad jo pszeudovéletlen tulajdonsagokkal rendelkezik,
ha mértéke @ (F) kicsi. Azonban a tétel tipikus csaladok mértékére nem csak felsd, hanem
also korlatot is ad. Felmeriil a kérdés, hogy az als6 korlat mennyire megszoritd, azaz milyen
kicsi lehet a @, mérték.

Az [M6| dolgozatban megmutattam, hogy ha a mérték rendje paros, a tipikus és mini-
mum értéke a mértéknek kozel azonos.

4.16. tétel (vo. [M6, Theorem 6]) Minden N és k pozitiv egész és minden F csaldd esetén
ha 2kN < |F|, akkor

1 50N
Doy, (F) > \/%Nlogu]:l/kj /logm

mig 2kN > |F| esetén
N
Do (F) > | ————.
)2\ o

Ha a mérték rendje paratlan, akkor a mérték értéke lehet trivialis. Példaul az egyetlen
Ex =1(0,1,0,1,...) sorozatot tartalmazo csalad mértéke ®opy1(Ey) = 1. Megmutattam,
hogy nagyobb csaladok esetén a mérték minimum értéke logaritmikus a csalad méretében.

4.17. tétel (vo. M6, Theorem 5|) Minden N és k pozitiv egész esetén
[log, |F] = logy(2k + 1)| < min{ @y (F)} < [log, | FI],
ahol a minimum az |F| méretd csalddokon fut.
Megjegyzem, hogy a tétel megoldja Gyarmati, Mauduit és Sarkozy egy probléeméajat |11,
Problem 1].
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5. Fiiggelék

1. algoritmus A 2.2. tételben szerepld algoritmus pszeudokddja.

Bemenet: z1,...,27; a (9) altal generalt nemnegativ egészek
Kimenet: (%, (y/\Q/), A, B, m) hogy p | m, és ha 7z, (n = 2,3,...) kielégiti (9), akkor
Tn = x, mod p feltéve P, # oo.
1: legyenek ¢y, ¢y, c3,cq,u € Q° a kovetkezd vektorok

21’% + 2$2(£L‘1 + $3) 21’2 — ( )
222 + 223(xo + 14) 23 — ( )
(c1,C,¢3,¢4) = | 223 + 2wy(w3 + 25) 224 — (23 +75) 274
222 4 2x5(xy + 16) 215 — ( )
222 + 2x6(z5 + 17) 216 — ( )

NN DN NN

és
u = ((z1 + x3)23, (19 + 24)73, (23 + 25)75, (T4 + T6) 22, (75 + 77)28) "

2: m < det(cy, ca, C3, Cyq, ).
3 ham=20
4: legyen Aicy + Agoco + Ascg + Agcqy = pu ahol Ay, ..., g, 0 € Z, 1> 0
5 m (AT = Aap)/ ged(AL, p)
6: ham =0 - 5 N N
7 Fed () e (B) R Aden Fepoyn
8: elagazas vége
9: elagazas vége
10: ham #0
11: amig cy, co, C3, ¢4 linearisan Osszefliggéek modulo m
12: legyen Ajc; + Aacy + Azcsz + Aycy =0 mod m ahol (A, Ao, A3, Ay) # (0,0,0,0),
13: m < gcd(m, )\1, >\2, >\47 >\5)
14: ciklus vége
15: legyen A\ic; + Aoy + Azc3 + Aycqy = pu mod m ahol > 0
16: ha ged(m, pu) > 0
17: m < m/ ged(m, p)
18: elagazas vége
19: legyen Ajc; + Agoco + A3c3 + Ascy =u mod m
20: ha \? £ X\, mod m
21: m < ged(m, A\F — \y)
22: elagazas vége -
23: T+ Ap mod m, (y?) ¢ A} + 2452123 mod m, A < X3 mod m,

24: B « % mod m
25:. elagazas vége
26: visszatérési érték (i, (y?), A, B,m)
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