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Nehany alapveto jeloles

B = {false=0; true=1} a logikai (boolean) ertekek halmaza.

N ={o0; 1; 2; 3; ...} atermészetes szamok halmaza.

N, ={1; 2; 3; ...} a pozitivtermeszetes szamok halmaza.

Z =§{---3;-2,-1;0;1; 2;3; ...}azegesz szamok halmaza.
® ikl mn,lJKMN:Z

R avalos szamok halmaza.

IP a pozitiv valos szamok halmaza.

[P_ a nemnegativ valos szamok halmaza.




Nehany alapveto jeloles

flogzn han >0

logn=<0 han = 0

\

fele(n)=|=],aholn € N

Fele(n)= % ,aholn € N

o — ] . < i <
Ettg = g 2 Z: z ; i 25%} ahol u,v €Z
p,q, st H, L:pointerek
T:ismert, de meg nem nevezett tipust

® értékadas (pl. x:=vy)

® teljes rendezés (az =,# , <, = 6sszehasonlitasokkal)




Valtozok

® Lathatosaga es hataskore: ket tartalmazo struktogram
® Elettartamuk:

® azelsd, ket tartalmazo utasitas vegrehajtasatol a struktogram végeig
® Kivetel: globalis valtozok:

® program egészeben élnek és lathatok

® Deklaralni kell a global prefix segitsegével

® Lokalisan nem definialhatok felUl

[utasitasok]

® Bizonyos programozasi kornyezetekben szukséges lehet

® Elhagyhatok



Tomb (Array)

® Tombhivatkozas (array reference) ® Témbtarold (array storage)

® tomb hossza (length, elemszama) + o rSmiblElere it s [

® mutato (pointer): memoriacellaknak a
tombtaroldra hivatkozik memoriaban folytonos sorozata

® A:T[n]deklaracio kiertekelése
® Létrehoz:

® T elemtipusu, n elem( tombtarolot (n € N)

® A:T[]tipusttombhivatkozast

® Elettartam: a deklaraciot tartalmazé programblokk

> befejezddésekor a tombhivatkozassal egyutt a tombtarold is automatikusan torlodik



Tombok indexelese

® Atomb ismeri a sajat méretet
® Alength=n

® nem valtoztathato meg

® Az A.pointer mutato a tomb elso elemére hivatkozik

® Atomboket alapertelmezesben o-tol indexeljik.

® *A.pointer = A[o], és *(A.pointer + i) = A[i], ahol i € [0..n).
® B/k: T [n] deklaracio jelentése:

® Btomb hossza: n

® Kezddindex: k (k € Z)
® B[k] =*B.pointer, és B[i]=*(B.pointer + i-k), ahol i € [k..k+n).



Tombok

A[u.. v] résztomb: <A[u], A[u+1], ..., A[v]>
® Hau>v => arésztomb ésareprezentalt sorozat Ures
Alu.. v) résztomb: <A[u], A[u+1], ..., A[v-1]>
® Hauzv => arésztomb ésa reprezentalt sorozat Ures
A T elemtipusu tombdkre hivatkozo P pointer deklaralasa:
® P:TTI (vagy Q/k: T[]
® Ezutan a P pointer inicializalhato pl. a P := A értekado utasitassal
® aP[1]l:=5=> A[1]= 5
Uj témb-objektum dinamikus létrehozasa, torlése:

® P:=newT[n]<=>delete P




® Atombhivatkozasok résztomboket is azonosithatnak
* A:Z[5]=(2 3,57 11)
* P:ZI]
® P:=A[1..4)
» P=Al1..31=(3,57)
® Pla]:=19
> P[1] és A[2] ugyanazt a memoriacellat jelolik
» Al2] = 19
* A=(2,3,19,711),P=(3,19,7)
® P:=P[1..P.length)
> Levagjuk a P altal hivatkozott résztomb 1. elemét

* P=(19,7)

® az Atombot nem modositja

Resztomb es tombhivatkozas



A struktogramok parameterlistai

® Alprogramok:
® Eljarasok
® FUggvenyek
® Osztalyok metodusai

® Stuktogram fejlece:

® Alprogram_Nev ([form. par. lista]):[Vissz.erték tipusa]

® Ha egy struktogramhoz csak nev tartozik: a benne talalhato kod a
hivas helyen lenne

® Globalis / lokalis valtozo



Cim szerinti /ertek szerinti parameéteratadas

® Askalar tipusok (szam, pointer, felsorolas) ,
. Te . T - . ¢ -
® Alapértelmezésben: érték szerinti paraméteratadas G“ {_1]}(&1 , &U : TD

® cim szerinti: &

|
® Aktualis paraméterlista <=

® Nem jeloljuk kilon a cim szerinti paraméteratadast r =1

® Pl swap(x,y)

® A nem-skalar tipusok Yy ==z

® csak cim szerint adhatok at
» nem jeloljuk a paraméteratadas modjat
Osszetett tipusok: tomb, sztring, rekord, fajl, halmaz, zsak, sorozat, fa, graf tipusok

struct, illetve class kulcsszavakkal definialt osztalyok
linearSearch(A : T'[n];x:T): N
sort(B/1:T[])



Eljarasok, fuggvenyek, ciklusok, rekurzio

° E|jél‘éS @Ilit(ﬂ/l 1 T[??} ) T TD @nit(Z | TD
|
1:=1ton i := Z.length — 1 downto 0
4—1[3] =T Z[g] —
® Fuggveny y
N . linearSearch(A : JTn|: z:7T): N
® i:=linearSearch(A, x) (incarSearch( | ;2 7) N
1= 0
I - . i< nAAli]#x
. Lealld agak: alapesete -
® Rekurzio L
i return ¢
® Onmagat meghivé fliggvény
r — ;
® binarySearch(A, x) @1118(2;11‘(1}1(44/1 : T] |:_ w,v:N:xz:T): N)
® binSearch(A, u, v, x) u>v
m = L“;J
G)in;u'}-'.‘%mu'(:h(A /12T 2:7T): N) return Alm| > x Alm] <z Alm| = x
o | \ 0 return return return
h'eturn binSearch(A, 1, A.length, x) ‘ binSearch(A, u, m — 1, x) | binSearch(A, m + 1,v, x) m




Programok, alprogramok és hatékonysaguk

®* A muveletigenyeket n flggvenyeben adjuk meg

® n:aformalis paraméterben megadott tomb mérete
® init(A/1:T[n]; x:T) eljaras:

® pontosan niteracio

» || T(n) = n+1, T(N) €O(n)

linearSearch(A : 7'[n]; x: T) : N figgveny
® legjobb eset:

o]

® 11 mT(n)=1, mT(n) € ©(1) (A tomb els6 eleme) ﬁ]

2

® legrosszabb eset:

MT(n) =n+1, MT(n) € ©(n) (A tomb nem tartalmazza x-et)

\J



Programok, alprogramok és hatékonysaguk

® binarySearch(A:T[n]; x:T): N fuggveny

® legjobb eset: R

* || mT(n)=2, mT(n) € ©() (x a témb ["7“| eleme)

: IegrBsszabb eset:

® [IMT(n) € ©(log n) (x nincs a tombben)

” . - /4 s /4 /4 14 ” . lo n
® azeldnye alinearSearch-hoz képest az n novelesevel tovabb nd : lim % =0
n—-00

® AT(n)-atlagos muveletidd
® mT(n) <AT(n) <MT(n)



Algoritmus, elo- es utofeltetel

® Algoritmus:

® egy jol definialt kiszamitasi eljaras

® valamely adatok (bemenet vagy input) felhasznalasaval

® Ujabbakat (kimenet, eredmény vagy output) allit el6

® Pl. két egesz szam legnagyobb kozos osztojara: [Inko(x, y : Z) : Z]
® Az algoritmus bemenete

® egy adott elofeltételnek kell eleget tegyen.

® Pl. Inko(x, y) flggvenynel: x és y egesz szamok, €s nem mindkettd nulla



Algoritmus, elo- es utofeltetel

® Ha az elofeltétel teljesul, a kimenet adott utofeltételnek kell eleget tegyen

® Az algoritmus bemenete es a kimenete kozt elvart kapcsolat

® Azalgoritmus
® szamitasilépésekbdl all
® szekvenciak, elagazasok, ciklusok, eljaras- es figgvenyhivasok segitsegével

® pszeudo-kodot (pl. struktogramokat) felhasznalva formalunk algoritmussa.



Rendezesi feladat

Szinte minden komolyabb szamitogepes alkalmazasban szukseges

® atarolt adatok hatékony visszakeresése miatt

kulcs: olyan adat, aminek tipusan teljes rendezes definialt

® pl. egy szam vagy egy sztring
Bemenet: ndarab kulcs (a_, a,, .. ., a,) sorozata

Kimenet: A bemenet egy olyan(a,_ ,a,,, ..., a, ) permutacioja,
amelyrea, <a, <...<a,

Rendezes:

® alapéertelmezesben mindig monoton novekvo (nem-csokkend) rendezest fogunk érteni

® arendezes megfeleljen a fenti specifikacionak



Rendezesi feladat sorozatra

® Egy sorozatot legegyszerUbben egy tombben tarolhatunk
® Atomb rendezéseknél feltesszik:
® atomb T elemtipusara teljes rendezés definialt
® azertekado utasitas is ertelmezve van
® A:T [n]vagy B/1:T [n]
® A esaBfizikailag tombhivatkozasok

® (length: tdmb hossza, pointer: tombtarolo)

>a|ka|masak a tombok azonositasara



Rendezesi feladat sorozatra

a tomb elemei: (A[o], ... ,A[n-1]/ B[1], .. .,B[n])
® n=0->atombnek nincs eleme
Blk..u]
® kju: elsé/utolso elem indexe
® k>u =>Bl[k..u] résztomb Ures
Alk..u)
® kju-1: elsd/utolso elem indexe
® k>u =>A[k..u) résztomb Ures

B[1..n]] A[o..n) résztomb a B/ A tomb minden elemeét tartalmazza




(’

.- / 1aivelnsertionSort (A : T|n|)
Beszuro rendezes ( | )

(Insertion sort) 1 ton —1
7 =1

7>0NA[j—1] > Alj]
]

. swap(Alj — 1], Alj])
® Arendezeés lépései: (pl. az (5, 4, 2, 8, 3) )

J=7-1

® Felosztjuk a sorozatot egy rendezett
és egy ezt koveto rendezetlen szakaszra

* (5]4,2,83)

® Beszurjuk a rendezetlen szakasz elsd elemét a rendezett részbe a megfeleld helyre
* —(45[283)

® Eztismetelgetjuk, amig a sorozat rendezetlen vege el nem fogy

® —(2,4,5[83)—(2,458[3)—>(2,3,458]|)=(23,458)



Beszuro rendezes optimalizalasa

® Arendezett beszuras technikaja:

® A sorozat tarolasatol figg
® Naiv megoldas:
® Abeszurando elemet addig cserélgetjiuk a bal szomszédjaval, amig a helyére nem ér

> Sok felesleges adatmozgatas
® Hatékonyabb:

® Ha a helyén van -> nem mozditjuk

® Kdlonben:
® Elején kivesszik
® Megkeressik a helyét

® Visszatesszuk a tombbe



® Beszuras a beszuro rendezes alapvaltozataban:

® arendezetlen szakasz els6 elemét (x) 6sszehasonlitjuk
a rendezett szakasz utolso elemeével (v)

® usx
> xa helyén van
» arendezett szakasz felsé hatarat eggyel noveljiok
® u>x
> x-et elmentjik egy temporalis valtozdba
» u-tazx helyére csusztatjuk -> u régi helyén: ,lyuk”
>mozgatés, amig a lyuknak van bal szomszedja, és ez > x

>az x -eta ,lyuk”-ba tesszik

Naiv beszuro rendezes optimalizalasa

-

Gnsort.ionSort(A ; T[-'I'J]D

0

=1lton—1

Ali — 1] > Al

€z

= Ali]

Alil] = Afi — 1]

]

=1 —2

J=0NA[j] >z

Alj + 1] := A[J]

ji=j—1

A]

+1] ==

SKIP

(21 41 51 8|I 3)
(2,4,5,8, ), x=3

(2,4,5,_,8),x=3

(2,4, ,5,8),x=3

(2,_,4,5,8),x=3
(2,3,4,5, 8)




BeszUro rendezes
C# kodja*

class InsertionSortAlsorithm

1

154

public static woid InsertionSort(int[] A)

I
L

int n = A.Length;

for (int 1 = 1; 1 < n; i)

{
if (A[1 - 1] » A[L])
{
int x = A[di];
A[i] = A[1 - 1];
int § =1 - 23
while (j »= @ &8 A[]] > x)
1
Al + 1] = A[J];
J--3
¥
Al + 1] = =3
¥
h




BeszUro rendezes

® A fo ciklus invariansa:
® 1<isnA
® Alo..n) az input tomb egy permutaltja,
® Ahol Afo..i) prefixe monoton novekvéen rendezett

® Osszefoglalva:

® Han<2
» az Atémb Ures, vagy egyelemd ->rendezett

> a program fo ciklusa egyszer sem fut le

(&

sl

(=)

.
| B}

=i

=

(%)




® Osszefoglalas folytatasa:
® Han=2
> A[o..1) rendezett ési:= 1-re fennall az invarians

> Af6 ciklus magja:
® A[i]-t beszurja a tomb rendezett szakaszaba

® j-teggyel noveli
>tartja az invarianst
® Mikorielériaz n értéket:
> méra teljes A tomb rendezett

> az eljaras befejezodik

BeszUro rendezes

@

.
|




S Program hatekonysaga

® Hatekonysag: az eljaras eroforras igenye
® Futasiideje
® Tarigénye
® Az algoritmusok erdforrasigényet a bemenet meérete figgvenyeben szokas
megadni

® Rendez0 algoritmusoknal a rendezend6 adatok szama (n)
® Futasi ido (~ a mUveletigeny~ futasi ido ~koltseq)
® Sok ismeretlen korGlmeény

> futasi idé nem meghatarozhato



S Program hatekonysaga

>Becs|ések:

® Legrosszabb vagy maximalis: MT(n)

® Varhato vagy atlagos: AT¢(n)

® Legjobb vagy minimalis mT(n) esetek

® Ha MT(n) = mTs(n) -> (def. szerint) T¢(n) a minden esetre vonatkozo miveletigeny

® adott n meretd input eseteén:
® adott S algoritmus: alprogramhivasok végrehajtasanak szama

+kodban szerepl6 kilonbozé ciklusok iteracidinak szama



Beszuro rendezes hatekonysaga

® Tarigeny (space complexity)
® arendezendd tombon kivil csak néhany segedvaltozot igenyel

» Extra tarigénye minimalis, n-tdl figgetlen konstans

»||S.c(n) € O()

® Futasiido

® egyetlen eljarashivas:

insertionSort(A : T [])

® Azeljaras fo ciklusa:

minden esetben pontosan (n - 1) -szer fut le

Gnserti()nS()rt(A ; TT[-?'J.]D

[ M ~ memoriaigény, IS ~Insertion Sort ]

1:=1ton—1
Ali — 1] > Afj
x = Al
Al = Ali — 1]
Ji=1—2

SKIP




Becslés a beszuro rendezés minimalis futasi idejére
mT.(n) (n: a rendezendd tomb mérete)

r ——— .
® A[a..n] eleve monoton novekvéen rendezett @lsertlonSort(ﬂ : TT[-N-]D
[
® Kulsé ciklus: mindig jobb ag ti=1lton—1
Ali — 1] > A[i]
® Belso ciklus: egyet sem iteral v = AJj
Ali] = Ali — 1]
ji=i—2
mTg(n) =1+ (n-1)=n(€O(N) j>0NA[j] > a SKIP
A + 1] := 4]j
Ji=7-1
® 1eljarashivas + a kilso ciklus (n - 1) iteracidja. Alj+1] ==




Beszuro rendezés maximalis futasi ideje
MT «(n) (@hol n a rendezendo tdmb merete)

® A[1..n] eleve monoton csokkenoen rendezett
® Kulso ciklus: mindig bal ag
® Belso ciklus: mindig j=-1-ig fut

® Egy eljarashivas + a kilsd ciklus (n - 1) iteracioja +
a kulsd ciklus adott i ertékkel valo iteraciojakor a belso ciklus maximum (i-1)-szer iteral

> i: 1-tOl n'l'ig fut N @w'rtionf%ori (A: U'MD
> T y ) S -f::'li‘u n—1
a belso ciklus 6sszesen legfeljebb ;=7 (i — 1) Afi —1] > Afi

(n—-1)*(n-2) Ali] := Afi — 1]
> ji=i—2

P MTm=1+(n-0+ X8 —1) =n+ X=2j=n+

SKIP

U MT,s(n) =2 n? — - n+1 (€ O(n2))




Beszuro rendezes atlagos futasi ideje
AT «(n) (@hol n a rendezendo tdmb merete)

® Problema:
® nem ismerjik az input sorozatok eloszlasat r (mertionsort (4 7))
msertion»>ort{ A @ J|n
/ / . J |
® Veletlenitett input sorozat eseten i—lton—1
.. , : , Ali — 1] > Afi
® Beszurasnal atlagosan az elemek fele > a beszurando elemnel: - ._[iqm | > Al
—1,4-1 1 —2 . Ali] = Ali — 1]
® AT (n)=1+(n-21)+ ?=1(7)—n+5*2?=0]— =i 2
_ | -Dsm-2) 1 X " > 0ANA[] > SKIP
=n+o* > = o nt o Alj +1] == A[j]
Ji=J—1
Alj+1] ==z

9]

[ AT s(n) ~ {n*€ O(n?)




Beszuro rendezes atlagos futasi ideje
AT «(n) (@hol n a rendezendo tdmb merete)

® Elorendezett inputok esetén: linearis idoben tudunk rendezni ~ optimalis

® Monoton novekvéen elérendezett inputok:
® azinput sorozat elemeinek a rendezes utani helyiktol valo tavolsaga:
® n-tol figgetlen k konstanssal felGlrél becsilhet6
® avegso poziciojuktol tavolabb lévd elemek szama:
® n-t6l flggetlen s konstanssal felilr6l becsilhetd
> Belsd ciklus futasi ideje max. (k+s)*n
> Muveletigény: Linearis (©(n))
® Monoton csokkenden eldrendezett inputok:
® Modveletigény: kozelit a legrosszabb esethez

® nmillids (v. >) nagysagrendd —> nagyon hosszu futasi id6 —> hasznalhatatlan

® Ha ezt tudjuk: Forditsuk meg a sorozatot (©(n)) => monoton névekvéen elérendezett sorozat lesz.



Afutasi idokre vonatkozo becslesek*

® MrT(n) és mrT(n): insertionSort(A : T'[n]) tényleges maximalis és minimalis futasi ideje

® Becsles a minimalis futasi idore (mrT(n))

® Ha af6 ciklus minden elemet a végso helyén talal ( GllsertionSort(A : 7[”’@
® mindig ajobb oldali agon fut le i=1 t|() n—1
® haatdmb mar eleve monoton névekvéen rendezett Ali — 1] > A[i]
® L! a: afd ciklus jobb oldali aga egyszeri végrehajtasanak futasi ideje 7 T :M l
® L!b: T(eljaras meghivasa) + T(a f0 ciklus elokeszitése és befejezéese) + : [21 ::; E 9 |
T(az eljarasbol valo visszatérés) IS O0NAL] > SKIP
> aésh pozitiv konstansok Alj + 1] := A[j]
® mrT(n)=a*x(n-1)+b Jg=7—1
Alj+1] =2




Afutasi idokre vonatkozo becslesek*

® L! p=min(a, b) és P=max(a, b) (=>0<p<P)
® px(n-1)+p <mrT(n)=a*(n-1)+b <Px(n-1)+P

® pxn <  mrT(n) <Pxn

® pxmT.(n) <  mrT(n) <mT,(n)
® Becslés a maximalis futasi idore (MrT(n))
® ha mindig a kulso ciklus bal agat hajtja vegre és a belso ciklus j = -1-ig fut

® haatomb mar eleve szigoruan monoton csokken6en rendezett



Afutasi idokre vonatkozo becslesek*

® L! d: a belso ciklus egy lefutasanak a miUveletigenye

® L!c: T(kUlso ciklus bal aga egy lefutasa)- T(a belso ciklus lefutasai)+T(a belso
ciklusbol valo kilepés)
(@mibe beleértjik a belso ciklus feltetele utolso kiertékeléset azaz a j = -1 esetet)

> césd pozitiv konstansok
° MrT(n)=b+c*(n—1)+Z?=_11d x(i—1) =
=b+cx(n—1) +d* }?;(?j =

(n—1)x(n—2)
2

=b+c*x(n—1)+d=



Afutasi idokre vonatkozo becslesek*

® L! g=min(b,c,d) és Q =max(b,c,d) (=>0<g=<Q)

(n—1)*(n—-2) (n—1)*(n—2)

SMrTn)<Q+Qxn—1)+Q *

*qtqx(n—1)+q=*

o (n + (n—l);(n—z)) <MrT(n) <Qx*(n+ (n—l);(n—z))

® gxMT(n) < MrT(n) <Q *MT(n)

» Mindkét esetben a valodi futasi idd alulrdl és felGlrdl becsilheto
(T(az eljarashivasok)+T(a ciklusiteraciok szamanak))*pozitiv konstans

>ugyano|yan nagysagrendu



Rendezesek stabilitasa

® Egy rendezes stabil (stable):

® ha megtartja az egyenld kulcsu elemek eredeti sorrendjet
® A stabilitas (stability) elonyos tulajdonsag:

® PI. rekordoknal, ha vannak azonos kulcsu rekordok

® A stabilitas nelkilozhetetlen tulajdonsag:

® pl. (linearis mdveletigényd) radix rendezesnél



Rendezesek stabilitasa

Stabil rendezesek Nem stabil rendezesek

BeszUro rendezeés
(insertion sort)

Kupacrendezeés
(heap sort)

| =

® azel6adas szerinti valtozatban

® Atomb rendezett szakaszaba az ujabb
elemeket jobbrdl balra szurjuk be

® Abesziuranddval egyenlé kulcsu W

elemeket mar nem lepjik at Gyorsrendezés

W (quicksort)

Osszefésilé rendezés
(merge sort)




® Minimumkivalasztasos rendezés:
® Megkeressik az A[o..n) tomb minimalis elemét -> csere(min, A[0o])
® Megkeressik a A[1..n) résztomb legkisebb elemét -> csere(min, A[1])

® Folytassuk ezen a modon az A[o..n) els6 (n - 1) elemére!
® Tomb
® rendezett szakasz: a tomb elejen kezdetben Ures

® rendezetlen szakasz: tomb vege

® MuUveletido
(D

D

0o _ . * -1
*0(n) =Xt i =20 € o(n?)

Kivalaszto rendezesek (selection sorts)

@

(3,9, 7;1;6; 2)
(119;7;3;6;2)
(1,217;3;6;9)
(1,2;3]7;6;9)
(1,2;3;617;9)
(1;2;3;6;7|9)
(1;2;3;6;7;9)

°Cs(n)=n-1 @




,05zd meg es uralkodj” elv

2. Ezeket megoldjuk

* Haamegoldando (rész)probléma
elég egyszery -> kozvetlenUl

» Egyébkent: ugyanazzal az

algoritmussal




OsszefésUld rendezés
(Merge Sort)

® ,0szd meg és uralkodj” elv

® Adott: egy rendezendo kulcssorozat

® 2 eset:

® Ures és az egyelem( sorozatok:
® eleve rendezettek
® Hosszabb sorozatok:

® A két fél-sorozatot ugyanezzel a
modszerrel rendezzik

® A rendezett fel-sorozatokat rendezetten
osszefésuljuk

] |
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Osszefésilé rendezés tulajdonsagai,

szemleltetese

® Stabil rendezes

® megorzi az egyenlo kulcsu elemek bemeneti sorrendjet

® rendezett resztombok 6sszefésilesekor, egyenld kulcsok
esetén a bal oldali résztombbdl szarmazo kulcsot tesszik
el0szor a helyere

® Muveletigénye

® MT,,s(n),mT,,s(n) € ©(nlog n) @ /

® MT,,s(n) aszimptotikusan optimalis
az un. 0sszehasonito rendezesek kozott

nagy elemszamu sorozatokat is viszonylag gyorsan rendez



Osszefésiulo rendezés algoritmusa

: Q”“l'#‘ﬁm'll (A T[nﬂ)
B :T[n]: B[0..n):= A[0..n)

Sort B[0..n) into A[0..n) non-decreasingly:
ms( B, A)

Gna‘{ B, J?. : ‘J'[-n.]D

Initially B[0..n) = A[0..n).
Sort B[0..n) into A[0..n) non-decreasingly:

n>1
m = EJ
ms(A[0..m),B[0..m)) // Sort Al0..m) into B[0..m)
ms(Alm..n),Blm..n)) // Sort Alm..n) into Blm..n)
merge(B[0..m), Blm..n),Al0..n)) // sorted merge

SKIP




Osszefésild rendezés algoritmusa

4 - ‘ ~
anrgv[r‘[ T B| :Tm| : C: J'[-n.]D
sorted merge of A and B into € where [+m =n

k:=0//in loop, copy into C|k]
i:=0:7:=0// from Ali] or Blj]
1 <IN <m

Al < B
Clk] := Ali] C'lk] .= Blj]
1:=1+1 J=7+1
E=kE+1

1 < I

Clk..n):=Afi..1) Clk..n):=B[j..m)




Osszefésil6é rendezés C# kodja*
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Merge vizsgalata

® A merge sort stabilitasat a merge() eljaras explicit ciklusanak elagazasa biztositja:

® Alil=B[j]=> Ali]-t masolja C[k]-ba

® Az Arésztomb megeldzi a B résztombot a mindkettdt tartalmazo (rész)tombben

® A merge() eljaras mdveletigénye: T .,(n)=n€0BO(n)

® C.length=n
® Azeljaras soran ennek mindegyik eleme egy-eqgy iteracioval all el6 A-bol vagy B-bdl
® Az explicit ciklus:
® Clo..k)-t tolti fel, k iteracioval.
® Az implicit ciklusok:
® C[k..n) := ... alaku utasitasokba rejtve jelennek meg
® csak az egyik fog végrehajtodni n-k iteracioval

> Osszesen: k+(n-k) = n iteracio



A merge sort muveletigenye:
szemleletes megkozelites

® MT,,s(n), mT,,s(n) € ©(nlog n)

® Bizonyitasa szemleletesen: (matematikai biz. kesobb)

® A muveletek tulnyomo részeét a merge(A, B, C) eljaras végzi el
® M7 e(D,MTe0e(1) € ©(1) (ahol [az aktualis résztdmb hossza (I = C.length)

® Arekurziv ms(B, A) eljaras minden hivasban felezi a rendezend6 résztomb hosszat

» A rekurziénak kb. log n + 1 szintje van

® Minden rekurzios szinten: a merge hivasok résztombjei eqyitt lefedik az egész A tombot
® Kivétel az alsé egy vagy két szint: kevesebb

> Eqgy tetszbleges szint 6sszes merge hivasanak mdiveletigényét 6sszeadva: O(n)

® Aszintenkénti mdveletigényt a szintek szamaval szorozva nagysagrendben ©(n log n)



Tarigeny

® Tarigeny tombokre:
® nmeretd segedtomb
® nehany segedvaltozo

® arekurziv hivasok adminisztralasanak tarigenye: ~ log n
»S,,:(n) €O (n +log n) = O (n)

® Roviden:

Sys(n) €O (n)




Ellenorzo kerdesek

Adja meg a rendezesi feladat specifikaciojat!

Mit nevezunk stabil rendezesnek?

A tanult rendezesek kozil melyik stabil?

Mennyi a beszurasos rendezés miveletigenye és tarigenye? Miert?
Mennyi az 0sszefesuleses rendezes muveletigénye es tarigenye? Miert?
Adja meg a tanult rendezoalgoritmusok struktogramijat!

Mit jelent az ,,0szd meg és uralkodj” elv? Melyik rendezés alapul ezen az
elven?




Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutato6 Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek |I.
el6adasjegyzete alapjan késziilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetek!|l.
2. Eloadas

Elemi adatszerkezetek es adattipusok:

a verem (Stack) es a sor (Queue) tipus.

Lancolas, egyiranyu listak




Tartalom

Elemi adatszerkezetek és adattipusok

Verem (stack) adattipus: LIFO

Sor (queue) adattipus: FIFO

Linearis adatszerkezetek

Egyiranyu listak (one-way or singly linked lists)

Beszuro rendezes Hil listakra

Osszefésijléses rendezés Sil -re




Elemi adatszerkezetek es adattipusok

Adatszerkezet (data structure)
® Adatok tarolasanak es elrendezesenek egy lehetseges modja
® adatok elérése, modositasa, beszurasa, torlése

® A programozasi feladat megoldasanak alapveto resze:

—__® Amegfelelo adatszerkezetek kivalasztasa vagy
megalkotasa

> A programok hatekonysaga nagymertekben figqg az
— alkalmazott adatszerkezetektdl /



Elemi adatszerkezetek és adattipusok




Verem (Stack) adattipus: LIFO (Last-In First-Out)

® Azutoljara benne eltarolt, €s meg benne lévo adat erheto el, illetve eltavolithato

-

Stack

— A: T[] J 1s some known type : A.length is the physical
— constant m0 : N, := 16 // size of the stack, its default is m0.
—n:N // ne0.Alength is the actual size of the stack

+ Stack(m : Ny :==m0) { A = new T[m] : n:=0} // create empty stack
+ ~ Stack() { delete A }

+ push(z : T) // push x onto the top of the stack

+ pop() : T // remove and return the top element of the stack

+ top() : T // return the top element of the stack

+ isEmpty() : B {return n = 0}

+ setEmpty() {n =0} // reinitialize the stack




Verem pelda
@ )

CHm— p—
319 n=3
2 2 n=2
J L] 4 n=1
2
013 n=o
4 A
3
a | G y

/ \
® Gyakorlati alkalmazasa
® CALLSTACK

® Kifejezések postfix formara hozasa

® Postfix forma kiertekeles




Verem muveletek

®

¢

® Miveletidd: 6(2)
» Nem tartalmaz ciklust / rekurziét
® Push muvelet:
® mT(n) € ©(a)
® MT(n) € ©(n)

@len'l{::pnsh{:c ; TJ)
|

n = A.length

/

doubleFullArray( A) SKIP

Aln] ===

n—+ +

® AT(n) € O(2) Y,

El:ml;l(*l"llll_—‘arrm' &A ‘J'HD
|

B : T[] := new T|2 % A.length]

t:=0to Alength — 1
B[i] := Ali]

delete A: A:=H

@1&1:'1{::];(”;{‘]:@
|

\ n =0

n——
StackUnderflow

return A[n]

s )
Eﬂmlk::llmm",»"

n >0

return Aln — 1] | StackUnderflow




® read(&x:T’): B fUggveny
® akurrens inputrol olvas
® sikeres (visszatéres: igaz)
® nincs meg vege az inputnak
® beolvassa x-be a kovetkezo input adatot
® Sikertelen (visszatérés: hamis):

® veége van az inputnak

® xerteke definialatlan

® write(x): a kurrens outputra irja x ertéket

Pelda a verem hasznalatara:
Az input adatok kiirasa forditott sorrendben

r

¢ .
\r m*r.lr.*;ﬁ ( L'

v Stack

read(x)

v.push(x)

—v.isEmpty()

write(v.pop())




® Aritmetikai kifejezes
® Infix alak: 4+5
® Prefixalak: +4 5

® Postfix alak: 4 5+

® Lengyel forma:

® Egy aritmetikai kifejezés postfix alakja
® Jantukasiweicz 1920

® Reverse Polish Notation

® Nem tartalmaz zarojeleket

Pelda a verem hasznalatara: Lengyel forma*

® Operandusok:
® valtozo, konstans, postfix kifejezés
® sorrendje nem valtozik, az infix kifejezéshez képest

® Minden operatort kozvetlen megel6znek az
operandusai

® Operatorok

® Mdoveleti jelek

® Azelvégzesik sorrendjeben szerepelnek



n J = I

Operatorok precedenciaja és asszociativitasa*

Megnevezés Operator Asszociativitas
Els6dleges operatorok O .- balrdl jobbra
- - . - - "

{E)g::gtir':r:‘dusu I~ ++ - & sizeof | jobbrol balra * Asszocativitas:
Aritmetikai operatorok I % balrol jobbra ® Az azonos precedenciju

- operatorokat tartalmazo
Biteltol6 miveletek << >> balrdl jobbra kifejezésekben a kiértékelés iranya
Relacios operatorok < <= > >= balrél jobbra

== I= ¢ Kép forrasa:
Bitmiveletek balrdl jobbra ® https://slideplayer.hu/slide/2140789/
Logikai miiveletek && balrél jobbra

I 7
Feltételes operator ?: jobbrol balra
Ertékado operatorok = += .= jobbrol baira
Vessz6 operator , balrdl jobbra




Lengyel forma algoritmusvaz*

” 7

Lengyel forma eldallitasa: Shunting-yard algoritmus

® Ha a soron kovetkezo karakter :

® Operandus: — outputra

® Operator:

® BlJtipusu:
1.— Uriti a vermet az outputra

® az elso nalanal < precedenciaju operatorig (ezt mar nem beleértve)
® hailyen nincs => a verem aljaig
® ha (-tlat => megall

2.— verembe



Lengyel forma algoritmusvaz*

” 7

Lengyel forma eldallitasa: Shunting-yard algoritmus

® JBtipusu:
1. — Uriti a vermet az outputra
® az elsd nalanal < precedenciaju operatorig (ezt mar nem beleértve)
® hailyen nincs => a verem aljaig
® ha(-tlat =>megall
2. — verembe
® (:—verembe
[ ] ):
1. — Uriti a vermet az outputra a kovetkezé ( -ig

2. Kiveszia ( -et, de azt nem irja az outputra

® Ha a kifejezés valamennyi karakterét feldolgoztuk
=> a vermet kiUritjuk az outputra




Lengyel formara hozas lejatszasa*

® Infix alak
[0)
/| ( d e )+ fArg™r (h*i) [ j+ (k | )
( (
( ( all A A A
[/ / / A AMA - ML ( (




Lengyel forma kiértekelese algoritmusvaz*
Lengyel forma kiertekeléese: evalRPN algoritmus

® Ha a soron kovetkezo karakter :
® Operandus erteket: — verembe
® n aritasu operator (op):
1. kivesziunk n elemet
°x., ..., X

nf - - 1

2 .VisszatesszUk: op(x,, . . ., X,) erteket

® Veqgul: averemben csak a kifejezées erteke lesz




Lengyel forma kiertekelesenek lejatszasa*

® Infix alak: o)
U 6 |8 L * + 5 -

® Verem:

b=4 b=32 b=5

a=8 a=6 a=38

a*b=32 a+b=38 a-b=33

8 8 32 5

6 6 6 6 38 38 33
® Vegeredmeny: 9




Sor (Queue) adattipus: FIFO (First-In First-Out)

Queue
— 7 T[] // T is some known type ; Z.length is the physical
— constant m0 : N, :=16 // length of the queue, its default is mo0.
—n:N//nel.Zlength is the actual length of the queue
— kN // ke0.(Zlength —1) : the starting position of the queue in Z
+ Queue(m N :=m0){ Z :=new T|m|;n:=0:k:=0}
// create an empty queue
+ add(z : T) // join x to the end of the queue
+ rem() : T // remove and return the first element of the queue
+ first() : T // return the first element of the queue
+ length() : N {return n}
+ isEmpty() : B {return n = 0}
+ ~ Queue() { delete 7 }
| + setEmpty() {n:=0} // reinitialize the queue




Sor pelda

(@
n=0 n=1 n=2 Nn=3
© rem(): 4 0 1 2 3
¢ add(2) 3141209
® add(9) c k k k
J/

|0 pufferek

Ugyfélszolgalati programok (Uzletek, bankok)
Folyamatutemezes

Fak szintenkenti bejarasa

Szelessegi kereses grafokon

Legrovidebb Ut keresese a legaltalanosabb esetben

Gyakorlati alkalmazasa




)

)

® Mdveletido: o(2)
® Add muUvelet
® mT(n) € O(2)
® MT(n) € ©(n)

Sor muUveletek

G.)ll{*ll{*::l'iral () : ‘J’)

n =10

return Z|[k]

QuenelUnderflow

° AT(n) €O(1)

® doubleFullQueueArray(Z, k)

® hamartelevanatomb

> cserélje le nagyobbra (2x)

r:(_gui*ui*::rvln{] ; ‘]')

n>=>>0

n——
1:=k
k.= (k+ 1) mod Z.length

return Z|i

QuenelUnderflow

@Qlleuezzadd(;r ; ‘T))

n = Z.length

doubleFullQueueArray(Z, k)

SKIP

Z(k+mn)mod Z.length| := x

n—+ +




Linearis adatszerkezetek

Tombok vs. Listak i

K MT(beszuras [ torlés adott poziciora): ©(n) O(1)

® MT(egy eleméenek elerése): O(1) O(n)

Lancolt listak (Linked Lists) fajtai

® Egyiranyu - ketiranyu
® Mozgas: csak a lista elejétdl vs vissza felé is (tobb memoria, utasitas)

® Fejelemes- fejelem nelkuli



Egyiranyu listak (one-way or singly linked lists)

® EgyszerU egyiranyu listak (S1L = Simple One-way List)
/\_/\/
Ly = ©

Ly ——9 = 10 > 4 - 1|©
/W
® Fejelemes egyiranyu listak (H1L = One-way List with Header node)

Ly ——— S

I
@

Ly ——— - 4 - 8

® Vegelemes egyiranyu listak

L, —=| 120 [4—| s [41—| - \

® Ciklikus egyiranyu listak

f_dﬂ 23 +—>| -4 = 9 ——>| 135 —+—>| -3




Egyiranyu listak elemeinek osztalya

-
E1
+key T
... // satellite data may come here
+next : E1*
+E1() { next =0 }

® p:Ex1* - pointer:
® Ex1tipusu objektum cimeét tartalmazhatja (vagy ® )
® A mutatott objektum: *p

® Mez06i (adattagjai):

® (*p).key [ p->key
® (*p).next | p->next



Egyszerl egyiranyu listak (S1L = Simple 1-way List)

® L ->key=9; L ,->next->key=1; L ->next->next= (%

Ly — 0| — 1 |®

* p=08 -
> *p hibas

> p->next; p->key hibasak

» futési hiba

® Hap pointernek nem adunk ertéket

> *p; p->next; p->key definialatlanok



® Sil_length(L:E1*):N
® L parameter

® absztrakt (logikai) szinten: lista

® L:Ea*:aflggveny altal elvégzett szamitas
helyessegenek eldfeltetele

® konkret (fizikai) szinten:
memoriacim, ami a listat azonositja

® Mdveletigény:
® n:azl lista hossza

® aciklus niteraciot vegez

> T,

(n) €O(n)

1L_length

Példa: egyszerl egyiranyu lista (S1L) hossza

-

(SIL length(L: E1%) ;

N)

-

n =10

p:= L

P#O

n:=n-4+1

p = p — nert

returm n




® Key mezd: definialatlan

® Ures HaL:

® vanfejeleme

® next pointere ®

® HilL_length(H:E1*):N

® Mindig tartalmaznak egy fejelemet

® Afejelemére mutato pointer azonositja

® (L,->key: definiadlatlan; L,->next= ® )

TH:LL_length(n ) € G(n)

)

Fejelemes listak (HiL = Header node + 1-way List)

® Next pointere: a HiL-nek megfelel6 SiL-t azonositja

I@HL length(H : E17) : N}I
| _

return SIL length(H — next)




® Egyiranyu listak kezelese
® Listaelemek megfeleld atlancolasa
® Ker{ljik a felesleges adatmozgatast
® Jarulékos adatok
® Listaba szuras
® xp eleme utan fUzi a *q objektumot
® vegrehaijtasa el6tt *q nincs listaba fUzve
® Teo(a)

Egyiranyu listak alapmuveletei

// Let xp be followed by x*q.

g — next .= p — next

p — next = q

® KifUzes listabol
® EF: xp és xq valamely egyiranyd lista
egymas utani elemei
® p—onext=q#Q®
®* TEO(Q).

atfizeésnél a g—next:= © elhagyhato

f

// Provided that xp is followed

// by *q. unlink *q.

p — next := q — next

(q — next := Q)




Egyiranyu listak tovabbi muveletei

® Fejelemes egyiranyu listak (H1L)

® AzalapmUveletek segitsegével minden Osszetett listamodosito miUvelet megadhato
® Egyszeru egyiranyu listak (SaL)
1. Elem (*q) beszurasa a lista legelejere

. Elso elem kifUzésére

2.
-
// Tnsert %q at the // Unlink the first element of list L.
// front of list L. q:= L
q — next == L L := g — next
L:=gq q — next ;= Q|




® Sikeres kereses:
® p=Azelsd k kulcsu elem cime
® Sikertelen kereses:

* p=§

Miveletigény: O(n)

r

Keres S1L(L:E1*; k:7):E1*

p:=L

p+0és p->key #k

p:=p->next

return p

—

MUveletek egyiranyu listakon:
Kereses*

~
Keres_H1L(L:E1*; k:7):E1*

p:=L->next

p#0eés p->key #k

p:=p->next

return p




Egyedi kulcsok

® Ismetlédes nem megengedett
Keét futo pointer

® pe: p elGtti elem

Sikeres keresés:

® Nincs beszuras ->False
Sikertelen kereses:

® Beszuras utolso elemnek ->True

Miveletigény: O(n)

Muveletek egyiranyu listakon: Beszuras*

(

Beszur_S1L(&L:E1*; k:7):B

pe:=C; p:=L

p=oes p->key =k

pe:=p

p:=p->next

S

return False

q:=new E1

q->key:=k

L:=q | pe->next:=q

return True

(

Beszur_H1L(L:E1*; k:7):B

pe:=L; p:=L->next

p+©es p->key #K

pe:=p

p:=p->next

p#O
T F

return False | q:=new E1

q->key:=k

pe->next:=q

return True




MUveletek egyiranyu listakon: Torles*

Torsl_S1L(&L:E1*; k:T):B (Ti:iri:il_H1L(L:E1*; k:7):B

® Ket futo pointer

pe:=®; p:=L pe:=L ; p:=L->next

° ] Nt
pe: p elotti elem p=0és p->key #k

p*Qeés p-~key *k

® Sikertelen keresés: pe:=p
® Nincs torlés ->False p:=p->next pe:=p
® Sikeres kereseés: ] p=© F p:=p->next
® KifUzés és torlés e oo ) =0 F
->True - i

return False | pe->next:=p->next

L:=p->next | pe->next:=p->next

Miveletigény: O(n)

delete p

delete p

return True return True




SalL

® Sokrovid lista
> Szignifikans a tarigenyek kilonbsege

> Fejelemek allokalasa és deallokalasa a
futasi idot jelentésen megnovelheti

® (pl. hasito tablak, o0sszefesiléses rendezes)

® Egy (resz)feladatban a listat mindig csak
a legelején (~ veremszerUen) kell
modositani

® Alista elso eleme biztosan a helyén
marad

S1lL es HilL osszehasonlitasa

Hail

Kevesebb esetszetvalasztas
® Mindig valami utan kell beszurni

® Mindig valami mogul kell kifGzni.
Eggyel tobb objektumot tartalmaz

® Megnoveli a program tarigényet
Orszem (sentinel):

® fejelem, vegelem

Vegelem: pl. sorok



cut(L:Ex*;n:N):Eax*

(7 L T a1k R 1w
cut(L : E1* ; n:N): E1*
|
® L kettévagasa (L: SiL) =1L
® Azelsd nelemet hagyja L-ben n > 1

® Visszaadja a lista levagott maradekat
azonosito pointert n:=mn-—1

pi=p— next

® Alistaelemek sorrendjet megtartja

q ‘= p — next

@ T_,«(n) € O(n) ﬂ p — next .= Q

return g




Hail_read(): Ex*

® Feladata: That reaa(n) € ©(N)

® beolvas egy adatsort a kurrens inputrol

® bemenet sorrendje szerint eqgy HaL-t épit bel6lik

® visszaadja a fejeleme cimét ~

H1L read(): E1*
® read(&x: T): B ( _lmf s )

H :=v:=new E1

® kovetkezo adat beolvasasa x-be

read(x)

® igaz: ha a beolvasas elott még
volt adat a bemeneten

vi=1v — nexrt := new Kl

v— key :— X

® hamis: kilonben
(x definialatlan marad)

// satellite data may be read here

return H

® Feladat: Valositsuk meg a Queue osztalyt egyiranyu, végelemes listaval! //mo: 4. ora



Dinamikus memoriagazdalkodas

® objektumok dinamikus létrehozasa: new T ® objektumok dinamikus torlése: delete p
® T tipusu objektumot hoz Iétre, és visszaadja a cimét ® pmutato altal hivatkozott objektumot torli
® helyfoglalas a memoriaban ® memoria felszabaditasa

® p mutato

I 7 0n 7 I . 0 . [ ] 4 4 7 . 4 .
® ap:=newT utasitas végrehajtasa elbtt is étezik delete p vegrehajtasa utan is letezik

® egészen az 6t (automatikusan) deklarald eljaras

» amutatd deklaraciojanak kiértékelése hozza létre S e el
vagy figgvény végrehajtasanak befejezéseéig

® Az absztrakt programokban: new [ delete utasitasok miveletigenye:
® Konstans ertéekeknek (©(1)-nek) vesszik
® Valojaban nem tudjuk, mennyi.

> Alehetd legkevesebbet hasznaljuk a new és a delete utasitasokat.



Beszuro rendezes HaL listakra

o

m1rs(n) € O(n)

ATis(n), MTis(n) € O(n

2
)

(

(H 1L _insertionSort(H : E 1*))
|

r:=H — next

r# O

S =1r — nexrt

s#O

r— key < s — key /

r— nexrt .= 5 — next

p:=H:q:=H — next

q — key < s — key

pi=q:q:=q— next

s —+mnexrt :=—q:p—nexrt :—s

S =1 — next

SKIP




Osszefésuléses rendezés S1l-re

4 (Il(l”((Ll LZ E1%) EL) h
! szrge.‘%ort(&ﬂ- ; EI*D L1 — key i: L2 — key
/) Lis Lm S1L. L:=t:=Ll L:=t:=12
n := S1L_length(L) L1 := L1 — next L2 := L2 — next
ms(L,n) L1£ONL2#S
L1 — key < L2 — key
f 6115(&L' : E1* 1 n ND t:=1— nexrt .= L1 t:=1t— next .= L2
n :L 1 L1 := L1 — next L2 = [2 — nexrt
nl:=|%] L1#0
L2 = cut(L,nl) t = next := L1 t — next := L2
ms (L, nl) SKIP return L
ms(L2,n —nl) pl
L = mergell, 12) mTys(n), MTys(n) € O(nlogn)




Ellenorzo kerdesek

Adja meg a Stack/Queue osztalyok — tombos reprezentaciora alapozott —
leirasat, a metodusok struktogramjaival egyitt! Mennyi a verem egyes
mUveleteinek a futasi ideje? Miert?

Adja meg a Stack/Queue osztalyok — egyiranyu, nem ciklikus, lancolt listas
reprezentaciora alapozott - leirasat, a metodusok struktogramjaival egyitt!
Mennyi a verem egyes muveleteinek a futasi ideje? Miert?

Adja meg a Queue osztalyok — egyiranyu, ciklikus, fejelemes lancolt listas
reprezentaciora alapozott - leirasat, a metodusok struktogramijaival egyutt!
Mennyi a verem egyes muveleteinek a futasi ideje? Miert?

Melyek a tanult linearis adatszerkezetek? Mennyi ezeknek a beszuras, a
torles, illetve az i. elem elerésenek a mdveletigenye?

Milyen tipusu lancolt listat ismer? Mik az egyes tipusok elonyei és hatranyai?




Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutaté Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek |.
el6adasjegyzete alapjan készilt.

Tovabbi felhasznalt irodalom:
*  drPdder Margit f- docens Rendszer- és Szoftvertechnoldgia Tanszék. (n.d.).
https://slideplayer hu/slide/2140789/ (2025. 01. 30.)
*  oktatas:programozas:algoritmusok:lengyelforma [szit]. (n.d.).
https://szit hu/doku php?id=oktatas:programozas:algoritmusok:lengyeiforma (2025. 01. 30.)
*  Prezi M. W. O. (n.d.). Lengyel-Forma. prezi.com. https://prezi com/p/150uthé1cilu/lengyel-forma/ gous. o )
. Lengyel forma. (n.d.). https://people.inf elte hu/veanna/algl/segedanyagok/T engyelForma/index htm (s on. 300

. https.//ntibi web elte hu/programozas/elmelet/L engyel-forma pdf (2025. 01. 30.)



https://slideplayer.hu/slide/2140789/
https://szit.hu/doku.php?id=oktatas:programozas:algoritmusok:lengyelforma
https://prezi.com/p/150uth61cj1u/lengyel-forma/
https://people.inf.elte.hu/veanna/alg1/segedanyagok/LengyelForma/index.htm
https://ntibi.web.elte.hu/programozas/elmelet/Lengyel-forma.pdf

Algoritmusok es
adatszerkezetek I.
3. Eloadas

Sor megvalositasa listaval
Kétiranyu listak




Tartalom

Sor megvalositasa vegelemes listaval

Sor muveletek

Keétiranyu listak (two-way or doubly linked lists)

Ciklikus ketiranyu listak

Listakezelo muveletek

Peldak C2L listakra

Halmazmuveletek szigoruan monoton novo CalL listakra




Sor megvalositasa vegelemes listaval

° Valositsuk meg a Queue osztalyt egyiranyu, vegelemes listaval!

-
® Alistara ket kilso pointer mutat @ )

® first: az elsé elemre 1

® trailer: a (nemdefinialt kulcsu) végelemére et el
® A sor muUveleteinek muveletigénye o [ T3 : N

l
® setEmpty() és a destruktor :9(n) (Y fret trailer |
® tobbi: O(1) Queue
— first, trailer : E1* a one-way list with trailer represents the queue
® nakitritendo sor hossza —n:N // nis the actual length of the queue

+ Quene(){ first ;= trailer :==new E1 : n:=0 } create an empty queue
® new és a delete utasitasok: O(1) | + add(z : T) // join z to the end of the queue

_— + rem() : T // remove and return the first element of the queue

¢ Tfh a hew utasitaso khOZ + first() : T // return the first element of the queue

+ length() : N {return n}

® elegend6 a memoria + isEmpty() : B {return n = 0}

+ setEmptyv() reinitialize the queue

+ ~ Quene() { setEmpty() : delete trailer }




Queue muveletek

C(_Qm*m*::ﬂlnlnl{r : ‘J'))

trailer — key == x

trailer = trailer — nexrt := new L1

n—+ +

E{_,}uvuv::lirﬂ () : T)

n =70

return first — key | QueuelUnderflow

((_)11{*115*::1‘{*111{) ; ‘J')

n =10

r = first — key

n— —
p:= first
first ;== first — next

delete p

return r

QueneUnderflow

[{_Qumw::am Empty() )

|
first & trailer

p = first

first .= first — next

delete p

n:=10




Ketiranyu listak
(two-way or doubly linked lists)

® EgyszerU ketiranyu listak (S2L = Simple Two-way List)

® alista modositasakor kilonbozdkeppen kell kezelni:

® alistaelso/utolso [ kozbiUlso elemeit

® Hasito tablanal hasznaljuk
w

\ /
N |

Li——®|9 ” 16 > 4 T 1O

- —
]

/_\_/_\_/
® Fejelemes ciklikus ketiranyu listak (C2L = Cyclic Two-way List with header)

® Gyakoribb T~
® Jistamodosito mUveletek: L—-[ ]

egyszerUbbek és hatékonyabbak




Ciklikus kétiranyu listak (C2L) (Cyclic Two-way List)

® Fejelemes vs. fejelem nelkili C2L

® Megegyeznek:

® alistak elemeinek osztalya (E2)

™

E2

® alapveto listakezel6 miveleteik (©(1)) +prev.next . E2*
+key : T

® Fejelem hasznalatanak el6nye:

+ E2() { prev := next := this }

® Nem kell kiilon kezelni:

®az Ures listaba vald beszurast >C2L: Fejelemes
®az utolso listaelem torlését

> Listakezelés tovabb egyszer(sodik



Listakezeld miveletek

-

r

Gmlink (q : EQ}"D
|

// remove (*q)

pi=q— prev:r:.=q— nert

p—nexrt :=r . r — prev.=p

q — prev = q — next == q

i7

@1‘(3(1(3(1(} (q,r : ET”‘D
|

// (*q) will precede (xr)

pi=T — prev

q— prev:=p;q— nexrt :=r

p — next ;== r — prev = (q

L'l —_—

@:Jll(m*( Pq EZ}:‘D
|

// (xq) will follow (xp)

r=p— next

q— prev:=p;:q— nexrt :=r

p —» next :=r — prev :=(




Peldak C2L listakra: splice listamUvelet

® Elofeltetel: p1 P

q q2 r-=prev (=p1) r

® *p és *g ugyanannak a L]

= S || - -

C2L-nek az elemei

® xputan jon valahol *g (p = g is lehet)
® aCal[p, ..., q] szakasza nem tartalmaz:

® sem fejelemet

® sem a *relemet

® xrelem: ennek, vagy egy masik C2L-nek eleme

® splice(p, g, r) elemi listamUvelet
® Afentielofeltétellel
® (C2L egyadott|p, ..., q] szakaszat eltavolitja

® majd az eltavolitott szakaszt egy *r eleme elé fizi
)

Mdveletigény: O(1)

pli=p — prev: g2 := q — next

pl = next :=q2 ; q2 — prev = pl

pl :=r — prev

p— prev:=pl:q— next :=r

pl — next :=p:r — prev:.=q

p1 g2

r->prev (=p1).p q r
5 s T Y 5 O Y = (Y G 2 O [ O =3 O I =




Peldak C2aL listakra: append eljaras

® Elofeltetel:

® xpésxqgugyanannak a C2L-nek az elemei
® *putanjon valahol g (p = g is lehet)
® [p, ..., gl nem tartalmazza sem a fejelemet, sem a *relemet

® xrelem: ennek, vagy eqgy masik C2L-nek is lehet eleme

® append(L,H) eljaras

r

G})li(-.(z(‘pﬁ q.r: E2% D

pl =p— prev: q2 = q — next

pl = next ;= q2 ;: q2 — prev ;= pl

pl :=r — prev

p — prev:=pl; q— next :=r

pl — next :==p:r — prev :=q

® atfiziaz L C2L végére a HC2L elemeit

® eredetisorrendben

@pp(znd( L. H: E2* D

o . : H — next # H
asznalja a slice(p,q,n)
_ splice( H — next, H — prev, L) SKIP
fﬁ Muveletigény: O(a)
S
p1 g2 p1 P q

-
> [T S S S =

v — D - S - N




Peldaprogramok C2L listakra

. .
@Ength(ﬂ: E2%) : Nj
4 1 " ) R ) [ e : |
[C,-ZL_I{_.d(.l(l&.H. E2 D @p_rEmpt}'fH : EZ"D n— 0
H := new E2 p:=H — prev p:=H — next
read(x) p#H p#*H
p = new E2 unlink(p) n:=n++1
p— key:=ux delete p p = p — next
precede(p, H) p:=H — prev return n
U TC‘ZL i‘cad(”) 7 U reetEmpt-y(”) < (_)(”)Q] ? T:!'-Eﬂght(n'J € @(Iljj
U




C2L listakra

Peldaprogramok

@15{}1"{1()118-:)1"{ (H : E2*D
|

r:=H — next : s :=r — next

s# H

r— key < s — key

unlink(s)

p =T — prev

p# HANp— key > s — key

pi=p — prev

follow(p, s)

S =1 — next

mT1is(n) € O(n)

ATyg(n), MTig(n) € O(n?)

S

1311

Hﬁ%H*mﬁjﬁH]ﬂIZIﬁ*—HM%&uTﬂ_l
H—-m__LDL'HlH..:LISJJ@rlﬁlﬁ’—HGHAHI

P s r s
H—vm'_LD;’L[lH#lzlﬁrISIt'—HGH#[ [

r S

p

H*I;I'_Llj:illlﬂIZIﬁ*—HsHaﬂl?I o3l
S P S r

H—-m'_LDzL[lH..:Hz]J@rHIt’—HSH#[GSi|




® unionintersection (H,, H,: E2¥) o

® H,ésH,:szig.mon. ndvo rendezett C2L-ek =
u l

® H,megfeleld elemeit atfizi a H, listaba

® Feltetelek:

® (Csaklistaelemek atfUzese

® Nincs allokalas/ deallokalas
MT(n, n,) €O©(n, +n,)

® H,C2L hossza: n,

[
[ ca—

® H,C2aL hossza: n;

® Minket lista marad

® Szigoruan monoton

novekvoen rendezett C2L

Eredmeény:

Halmazmuveletek szig. mon. novo CaL listakra

® H, listaban: az eredetilisték ~ halmazok unioja

® H;listaban: a metszetuk marad

Gllli()llhlt(?l‘&i(.‘.(fti()Il (Hy, H; : EZ*D

q:= H, — next ; r .= H; — next

q#* H, Nr # H,;

q — key < r — key

q — key >r — key

q— key =1 — key

q:=q — next

pi=r

ri=1r — nexrt

q = q — next

unlink(p)

precede(p, q)

r.=1r — next

T # H’f_

pi=r

;=1 — next ; unlink(p)

precede(p, H,)




Ellenorzo kerdesek

® Adja meg a Ketiranyu ciklikus listak muveleteit!
® {rja meg a tanult rendezé algoritmusokat C2L listara!

® Adott két szigorian monoton névekedden rendezett C2L. Irjon eljarast, mely

a megfeleld elemek atfUzesevel elballitja a ket lista mint halmazok uniojat az
elso listaba! A masik lista lebonthato!

® frjon eljarast, mely az eléz6 feladathoz hasonldan a kdvetkez6 halmazmiveleteket oldja
meg:

® Keét halmaz metszetet
® Ket halmaz kilonbségét

® Ket halmaz szimmetrikus differenciajat



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek |.
el6adasjegyzete alapjan késziilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetekI.
4. Eloadas

Gyorsrendezes




Tartalom

® Gyorsrendezes

® Partition fUggveny

® A gyorsrendezes (quicksort) C# kodja

® A gyorsrendezes (quicksort) miUveletigenye

® Gyorsrendezeés lejatszasa

® Vegyes gyorsrendezes




Gyorsrendezeés - Quicksort

® Jelenleg nem ismerink elfogadhato
hatekonysagu stabil Quicksort tombrendezot

A futtatasi tapasztalatok:

® lancolt listakra altalaban
jobb valasztas a merge sort




Gyorsrendezes lepesel

[ , _ R
> ‘ ,Oszd meg és uralkodj” elv \ <

1. Tengely (pivot) kivalasztasa: rendezendo (rész)tomb egy tetszoleges eleme

2. Részekre bontas: particionalas (partitioning): Tomb atrendezése
® minden, a tengelynél kisebb elem -> a tengely ele
® anagyobbak ->utana
® Atengellyel egyenldk -> barmelyik részbe
Z Tengely a végleges helyére kerl
3. Afentilépések rekurziv alkalmazasa:
® tengelynél kisebb elemek résztombijére
® tengelynél nagyobb elemek résztombijére
4. A rekurzio alapesetei
® Ures és az egyelemU résztombok

> Eleve keészen vannak -> nem kell oket rendezni.




Gyorsrendezes algoritmusa

(Quicksort(A : ‘J'[n]j:}

Quicksort(A,0,n — 1)

Sort A[0..(n—1)].

> A tengely kivalasztasa es a reszekre bontas lepeései
>Tb'bbfé|eképpen

» A médszerek konkrét megvalasztasa
er0sen befolyasolja a rendezés hatekonysagat.

» Fontos kovetelmeny:

> egyutt linearis idében befejezddjenek

sz_gnirl{a'm (AT :p,r: ND

Sort Alp..r].

p<r

q := partition( A, p,r)

Quicksort( A, p,qg — 1)

Quicksort(A, g+ 1,7)

SKIP




>Je|6|ések:
> Alk.ml<x© haVi(k<l<m):A[l]<x
> Alk.mlzx© haVi(k<l<m):A[l]zx

p 1 T
A |5 |3 8|56 4|71

P

.
A5 3[81|64]|T7|® | pivet =A[r] =5

L plifi r
A:| 5 [3(8[1]|6[4|7]|®)

Partition nggvény}

» Bemenet: Alp..r] résztomb, pivot: 5 (p+3. indexU elem)

» 1. ciklus: megkeresi az 1. tengelynél > elemet {ha van)

(partition(A : "Tl[] ;p,7:N): Nj

i ;= random(p, r) Select a random pivot

swap (A[i], A[r])

Alr] is the pivot

1:=p

i < rNAli] < Alr

ii=1+1

1< T

ji—i+1

j<r

> A j a kovetkezo elemre all:
P BE

Afj] < AY]

>psi<jsr A 513181

) =
i

.H‘.'u'H]J:j-Al[EI]: Al7]) L=

> Az Alp..r] résztomb szakaszai: (2. inv. tul.)

> Alp..I) < pivot p<
> Ali.j)z pivot i<
> A[j..r) (ismeretlen) Jjs

> Alr] (pivot) r

. : SKIP
1 =14+ 1

j1:=73+1

swap(A[i], Alr])

return 7




Partition fUggveny

® Atovabbiakban: az ismeretlen szakasz elemeit - ‘\""‘l“i“"“ijf”rﬂ:lp‘l""'m :1 Y 1
i = random(p, ) /] Select a random pivo
® sorbanatengelynél < vagy = elemek szakaszahoz kapcsoljuk A A j['r] b the phvo!
® amig azismeretlen szakasz el nem fogy. = N\?iﬂjf[r]
® Vequl: atengely -> az elso ket szakasz koze kerul j=itl -
F<r
® A masodik szakasz eltolasa: nagyon rossz hatekonysag ];[j]jbi” — i
> elkeriilése: az aktualis az elemet A[j] < A[r] esetben i::;,:ljﬂ i
megcseréljik a masodik szakasz elsé elemével WWMA[:Stum i
>k6vetkezmény: a Quicksort nem stabil
< i < 7 < r

Alp..i) < pivot, Ali..j) = pivot, A[j..r) (ismeretlen).  Alr] (a pivot)




® A[jl=1<pivot =5
® csere(A[j], All)

® A[j->azA[p..r]1. szakaszahoz
(a tengelynél < elemei)

® Al (azinv. alapjan) = x -> a 2. szakasz

(a tengelynél = elemek szakasza)

Szakaszhatarok valtozasa -> i ++; j ++
(cikl. inv. igaz maradjon)

® A[jl=62=pivot =5
® A[jl-t hozzavesszUk a 2. szakaszhoz

¢ j++

® A 2. ciklus valtozasai:

Partition fUggveny 2. ciklus végrehajtasai

@

0

=

)

P




® Aljl=4<pivot =5
® csere(A[j], ALl
® j++
® j++(~1. eset)

» Aljl =7 2 pivot = 5

® A[jl-t hozzavesszik a 2. szakaszhoz

® i+

>A[p..r] resztomb reszekre

bontasat befejeztuk

>A 2. ciklus valtozasai:

Partition fUggveny 2. ciklus végrehajtasai

@

A:l) 61470
p i |
A:lD 68|70
D 1 1T
A: |5 +5|8[7] 6




Partition fUggveny

® A partition fv helyessegenek ellenorzesehez vezessuk
meég be a kdvetkezo jeloleseket:

®* A, [p..r1:azA[p..r] tomb kezdeti allapota
a partition flggveny meghivasakor.

—— @ Apartition fv elofeltétele:

® osp<r<A.length (p, rafv-en belil konstansok.)

/



Partition fUggveny




static

{

int Partitj ]
ltlt_oﬁf-’?[] A, int p, int ry

a
Haﬂdﬂm rand = new Randomf\'
L

A gyors- |
gy t pivotIndex = rand.Next(p, r 4 1);

Swap(a, pivutlndex, r};
F

rendezes | ...

while (i < r 88 A[i] < ALr])

C# kodja*| «

private static woid Swap(int[] A, int i, int j)

1
t

int temp = A[i];

public static void Main()
J++;

{

:’:[] array = { 3, 8, 2, 5,1, 4, 7, B }}

Console.Writeline("Eredeti tomb: " + string.Join(", ™, array)); Swap(a, i, rY;

QuickSort(array, &, array.lLength - 1);

return i;

o+ ring. Join(", ", array));

LA
()

Console.Writeline("Rendezett tomb:



A gyorsrendezes (quicksort) muveletigenye

® Afentiszetvagas (partition) miUveletigenye linearis
> a két ciklus egyuttr- p - 1vagy r - p iteraciot végez

® Mdveletigény:

mT(n), AT(n) € O(n log n)
MT(n) € ©(n?)

® Avarhato vagy atlagos miveletigény aszimptotikusan a legjobb esethez esik kozel

® Alegrosszabb eset valoszinUsege nagyon kicsi



A gyorsrendezeés lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemét valasztja tengelynek

i <randA[i] <=A[r]

Y

j<r?lgen

§

25 32 8o 66 49 28 3 52

o< 52 ?YES




A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

j<r?lgen
25< 52 ?YES

§ 4 §

25 32 8o 66 49 28 3 52




A gyorsrendezeés lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemeét valasztja tengelynek

32<52?YES J SR REE

§ U §

60 32 8o 66 49 28 3 52




A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis résztomb utolso elemét valasztja tengelynek

80<52?NO j<r?lgen

§ J §

32 60 80 66 49 28 3 52




A gyorsrendezes lejatszasa: *

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemét valasztja tengelynek

66 <527 NO j<r?lgen

§ 4 §

32 60 8o 66 49 28 3 52




A gyorsrendezes lejatszasa: *

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

49<52?YES j<r?lgen

{ U §

32 60 8o 66 49 28 3 52




A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemeét valasztja tengelynek

j<r?lgen
28 <52 ?YES

§ v §

32 49 8o 66 60 28 3 52




A gyorsrendezes lejatszasa: *

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemét valasztja tengelynek

3<52?YES j<r?lgen

§ ¢ &

32 49 28 66 60 8o 3 52




A gyorsrendezeés lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemét valasztja tengelynek

32

49

28

!

60

j<r?Nem

80

66

N

v

52




A gyorsrendezes lejatszasa: *

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

0ALT<=AlT 5 <372N0 j<r?lgen

4 ¥

32 49 28 3 52 8o 66




A gyorsrendezes lejatszasa: *

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemét valasztja tengelynek
32<37?NO j<r?lgen

4 ¥

32 49 28 3 52 8o 66




49<3?NO

32

4

49

28

j<r?lgen

!

52

A gyorsrendezeés lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemeét valasztja tengelynek

80

66

60




28<3?NO

32

49

j<r?lgen

¢ 4

28 3

52

A gyorsrendezeés lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

80

66

60




A gyorsrendezes lejatszasa: *

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemét valasztja tengelynek

j<r?Nem @

32 49 28 3 52 8o 66




i<randA[i] <=x

32

49

4

28

5O

52

A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis résztomb utolso elemét valasztja tengelynek

8o

66

60




most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemét valasztja tengelynek

i <randAJi] <=x

A gyorsrendezes lejatszasa: *

32

49

4

28

5O

52

8o

66

60




most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

i <randAJi] <=x

A gyorsrendezes lejatszasa: *

§

32

49

4

28

5O

52

8o

66

60




A gyorsrendezes lejatszasa: *

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

3

i <randAJi] <=x

32 49 28 50 52 8o 66




most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolsé elemet valasztja tengelynek

i <randA[i] <=A[r]

A gyorsrendezes lejatszasa:*

32

49

§

28

5o

52

8o

66

60




A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolsé elemet valasztja tengelynek

i <randA[i] <=A[r]
49<28?NO

j<r?lgen

1 13

32 49 28 50 52 8o 66




A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

j<r?Nem \V

!

v

32 49 28 25 52 8o 66




49

32

5O

52

A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

8o

66

60




A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

§ 1

i <randA[i] <=A[r]

28 49 32 50 52 8o 66




32

49

5O

52

A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolsé elemet valasztja tengelynek

8o

66

60




A gyorsrendezes lejatszasa:* 66 <607 NOTS RCY

most a particionalas minden esetben az aktualis i <rand A[i] <= A[r]

resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

28 32 49 50 52 80 66 60




j<r?Nem

A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis
resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

<

25 28 32 49 52 80 66 60




A gyorsrendezes lejatszasa:* <t and All] <= Al

most a particionalas minden esetben az aktualis
resztomb utolso elemet valasztja tengelynek
25 28 32 49 52 60 66 80




I<rNem

A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis
resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

§
§

25 28 32 49 52 60 66 80




A gyorsrendezes lejatszasa:*

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemet valasztja tengelynek

25

28

32

49

52

60

§
§

66

8o




A gyorsrendezes lejatszasa: *

most a particionalas minden esetben az aktualis resztomb utolso elemeét valasztja tengelynek

25

28

32

49

52

60

66

8o




Vegyes gyorsrendezes

® Kis elemszamnal (max. nehanyszor tiz rendezendo elem):

® a beszuro rendezés hatékonyabb a gyors rendezéseknél
(merge sort, heap sort, quicksort)

>Quicksort(A, p, r) eljaras jelentos gyorsitasa:

® kis meéretU resztomboknel atterink a beszuro rendezesre

® k€N (20 és 40 kozott 2 ; \
( i ) f:f_)uirl{ram'l (AT :p,7: ND
|

'I’—p}ﬁ.‘

q = partition( A, p.r)

Quicksort(A, p,q — 1) insertionSort(A[p..r])
Quicksort(A, g+ 1,7)




Vegyes gyorsrendezes

> Legrosszabb esetenek javitasa (@( n?) -> ©(n log n))
® rekurziv eljarasaban: a rekurzios melyseget figyelese
® Bizonyos (pl. 2 log n) melyseg meghaladasanal

> Attérink valamelyik MT(n) € ©(n log n) gyors rendezésre
(pl. heap, merge).

Quicksort
+ insertionSort
+ heapSort




Vegyes gyorsrendezes algoritmusa

(mixed Quicksort (A : T[n]
\.

)

Quicksort(A,0,n — 1, [2logn|)

Sort A[0..(n—1)].

I:E_Quirlm:nrl (A:T[]: p,r,d: ND

r—p<k

[~

insertionSort (Alp..r])

d >0

d— —

q = partition( A, p,r)

Quicksort( A, p,g—1,d)

heapSort (Alp..r])

Quicksort(A,g+1,r,d

)




Vegyes gyorsrendezés muveletigéenye

® Ha a melyseqi korlat eleresekor kupacrendezeésre valtunk
® elony: helyben rendez (© (1) tarigeny) ~ beszuro rendezés

® Tarigeny

= arekurzios melyseg (pozitiv egyutthatos) linearis fuggvenyevel
® alegjobb és alegrosszabb esetben is) © (log n)

» minimalis és maximalis tarigeny: © (log n)

(O
mSmixedQuicksort(n)l MSmixedQuicksort(n) €0 (|Og n)

(), MT _ (n) €O (nlogn)

mT

ixedQuicksor ixedQuicksor




A gyorsrendezés vegrekurzio-optimalizalt
valtozata *

(_ . " '\.- h
Iif_,}ulrl;r-;m'l (AT :p,r: ND
|

. N g :::,. -
(Quicksort( A : ‘J'[n]?"r r—p=2k
", S i { !
| q ;= partition( A, p,r)
(Quicksort(A,0,n — 1)

Quicksort( A, p,qg — 1)

p=q+1

insertionSort(A[p..r])




Ellenorzo kerdesek

A gyorsrendezeés stabil rendezes-e?
Mennyi a gyorsrendezés muveletigénye és tarigenye? Miert?
Adja meg a gyorsrendezés |épéseit!

Adja meg a gyorsrendezeés struktogramijait!
® Tombre
® Egyszer( egyiranyu listara
® Ciklikus ketiranyu listara

Hogyan lehet a gyorsrendezést javitani?



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek I.
el6adasjegyzete alapjan készilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetekl.
5. Eloadas

Fiuggvenyek aszimptotikus
viselkedese

(a ©,0,Q,<,>, o, w matematikaja)




Tartalom

® Flggvenyek aszimptotikus viselkedése

® Aszimptotikus korlatok

® Flggvenyek aszimptotikus dsszehasonlitasa

® A figgvenyosztalyok kapcsolata

® A figgvenyosztalyok tulajdonsagai

® Aflggvenyek aszimptotikus viszonya

® |'Hospital szabaly és kovetkezmeénye

® Tovabbi tetelek

® N x N ertelmezesi tartomanyu fuggvenyek




FUggvenyek aszimptotikus viselkedese

1. Definicio. Valamely P(n) tulajdonsag elég nagy n -ekre pontosan akkor teljesul, ha AN

€ N, hogy Vn € N -re n> N eseten igaz P(n).

2. Definicio. Az f AP (aszimptotikusan pozitiv) fuggvény,ha eleg nagy n-ekre f(n) > o.

® Az (also és/vaqy felso) becslések végzése a futasi idore vagy a
gy g gy

tarigényre

® Azinput adatszerkezetek meretenek figgvényeben vegezzik a

becsleseket

® abecsléseket leiro figgvények N — R tipusuak

® N - P, de az egyszerUség miatt megelégszink fv-ek AP-k legyenek

Jelolesek. Az f, g, h (esetleg indexelt) latin betUkrol feltesszik, hogy
N — R tipusu, aszimptotikusan pozitiv figgvenyeket jelolnek, mig a
&, Y gorog betUkrol csak azt tesszik fel, hogy N = R tipusu

figgvényeket jelolnek.

@

&

T(n)
f(n)
n>ng = f(n):
[ — n
e
/ E"H[]. = N[]




Aszimptotikus korlatok

3. Definicio. Az O(g) fuggvényhalmaz olyan f
fuggvenyekbal all, amiket eleg nagy n helyettesitesi
ertekekre, megfeleld pozitiv konstans szorzoval felGlrdl
becsul a g flggveny:

O(g) ={f : 3d € P, hogy elég nagy n-ekre d * g(n) = f(n).}
f € O(g) eseten azt mondjuk, hogy g aszimptotikus
felso korlatja f-nek.

4. Definicio. Az Q(g) figgvenyhalmaz olyan f
fuggvenyekbal all, amiket eleg nagy n helyettesitesi
ertekekre, megfeleld pozitiv konstans szorzoval alulrol
becsul a g flggveny:

Q(g) ={f : 3c € P, hogy elég nagy n-ekre c * g(n) < f(n).}

also korlatja f-nek.

2

f(ng)

T(n)

dg(n)
dd =0
)
nFnyg = dg(n) > f(n)
__________ 7
. n
E|'H[) - N(]

f(na)

f € Q(g) eseten azt mondjuk, hogy g aszimptotikus
(&

n

dn 0 = N(]

f anagy Omega(g) fiiggvényosztalyhoz tartozik (f € Q(g))

o




Aszimptotikus korlatok

5. Definicio. ©(g) = O(g) N Q(g)

6. Kévetkezmény. A© (g) fuggvényhalmaz olyan f
fuggvenyekbal all, amiket eleg nagy n helyettesitesi
ertekekre, megfelel6 pozitiv konstans szorzokkal alulrol
es felUlrol is becsil a g figgveny:
© (g) = {f: 3¢, d € P, hogy eleg nagy n —ekre
c*xg(n)<f(n)<d=g(n)}

f € O (g) esetén tehat azt mondhatjuk, hogy g

@

T(n)

dg(n)
de.d =0

f(n)

cg(n)

n :IL'H[)
cg(n) < f(n) < dg(n)

n

Flno) foozmmeassd

3”(; [= N[)

f a Theta(g) fiiggvényosztalyhoz tartozik (f € ©(g))

aszimptotikus also es felso, azaz éles korlatja f-nek. (Ezt
a 9. tulajdonsagnal is [athatjuk.) 7

J




FUggvenyek aszimptotikus 6sszehasonlitasa

7. Definicié.
. en)
<g & lim—— =0
PTI T e g
llyenkor azt mondjuk, hogy ¢ aszimptotikusan kisebb, mint g. (VegyUk észre, hogy ¢ nem
okvetlenil AP!) AP figgvényekre f < g < f € o(g)
azaz definicio szerint:

o) ={f:f<g}
8. Definicié.
f<p ©p>f
llyenkor azt mondjuk, hogy f aszimptotikusan nagyobb, mint . (Vegyuk eszre, hogy ¢y nem

okvetlenGl AP!) AP figgvényekre f > g & f € w(g)
azaz definicio szerint:

f:olg) ={f:f>g}



A fuggvenyosztalyok kapcsolata

(@
O.Tulajdonsag.
* 6(9)=0(g) N Qg - v
® o(g9) & 0(9) \ Q(g) olg)
* w(g) £ Q(g)\O(g) Olg)
o{g)
(2 y




A figgvenyosztalyok tulajdonsagai

10.Tranzitivitas
® feO(g)AgEeO(h)=feO(h)
* feQ(g)AgeQh) =feQh)
- eI A ® AP fiuggvények halmazanak osztalyozasat
®* p<gAg<h=>p<h adja
T RS Rl » * feo(g) =0 =0(g)

(f flggveny aszimptotikusan ekvivalens a g
figgvénnyel.)

13. Kévetkezmeny

® © ekvivalenciarelacio

11.Szimmetria

® fEO(@)=>gEDO
fe8lg9) = g€6() ® Azegyes osztalyok reprezentalhatok a
12 .Reflexivitas legegyszer(bb figgvényikkel, pl.: ©(2),

* fEONAFEQP AFER O(n), O(n*), 6G/n)



Példa AP fuggvények nagysagrendjére:

T)sn 20 n N n*  nlog(n)

logn <

Vn (n*?) <

nlogn <

n2logn <

const




14.1,9.€0(h)Af, g, €06(h,)
NNL<[=9,<9,
15.Definicio.
°* O(f)<B@ef<g
16.Zértség
® fEO(@ANCEP=c*feO(g)

®* fEOCQYANP<f=f+p€eO(g)

® feO(h)AgeEO(h,)=f+gEOh,+h,)
® feEOh)ANgeOh,)=>f+xgeO(h, *h,)

Tovabbi tulajdonsagok

17.Felcserélt szimmetria
®* feO(g) = g € Q(f)
*f9g=g>f
18.Aszimmetria
* f<g=>"@=<)h
* f>g9=>"(g>])
19.A < és a > relaciok irreflexivek.
* (<
S0



n—oo g(n)

2 im®=ce P= f €0(g9)

n—oo g(n)

_oo=>f>g

3.

A figgvenyek aszimptotikus viszonya

® Bizonyitas.

1. a<relaciodefiniciojabol adodik
y f(m)
20.Tetel. 2o rltl_{r.}o g(n) ks
f(m) c
J llmf()—0=f<g elegnagynre|() c‘<2

=> <&<2c

gm)
Mivel gAP elég nagy n-ekre g(n) > o

— atszorozhatunk vele
=329 < f(n) < 2c*g(m)
= f € 0(g)

a > relacio definiciojabol adodik



A figgvenyek aszimptotikus viszonya

® Bizonyitas.

21. Kovetkezmeny. e g o aRa
L m K r
k € NA
k k-1
o oan®  ag_qn a;n ap .
°® a,a,...,q,€ERA lim(—F—+—7—+ .. t—% k)=
o Ay - a a
a >0= li k—1 1 0\ _
k lim (a, + = + .. +nk_1 T
° k k-1 Aj— a a
Qe N A nta, € O(n") lim a + lim ——+ ... + lim kil + lim —2) =

a+0+--+0+0=q, EP =

apn® + a_n* 1+ .. + an + ay € 0(n%)



L'Hospital szabaly es kovetkezmenye

22. L'Hospital szabaly. ¢ 23. Kovetkezmeny. (20. és 22. alapjan)

® Ha elég nagy helyettesitesi ertekekre ®* ¢ deRAc<d=>n <n?
az f es g figgvények valos

L . 5 iy : ® ¢ deEP Ac<d=>c"<d"
kiterjesztése differencialhato, g .

valamint ®* ¢ deERAdA>1=>n<d"
® lim f(n) =00 A hmg(n)—ooA ®* deP,>d"<nl<n"
Nn—o>00
o 3 lim [ ®* ¢dePAc d>1=>log.n€O(log,n)
n—oo g/(n)

®* eeP=logn<nt
i LT )
n—ow g(m) n-—oo g/(n) ®* ceRAeg€P=n‘logn< ne




Bizonyitas es kovetkezmeny

® Bizonyitas. € € P = log n < n® (L'Hospital szabaly
alkalmazasaval)

o 1:... logn . Inn : In'n
lim —— =loge lim — = loge lim =
n-ooco N n—oo N n—oo (n)/

1 1
loge ,. g log e g loge
% lim L = 5% lim & = 2250 =0
£ nooonél £ n-oooné £

24. Kovetkezmeny.
® O(logn) <O©(n) < O(n *logn) <B(n?) < BO(nN?*log n) < O(n3)



Tovabbi tetelek

25.Tetel. f€ O(g) &3d € P és Y < g, hogy elég nagy n-ekre
d * g(n) + Y(n) = f(n)

26.Tétel. fe Q(g) & Ac € P és A < g, hogy elég nagy n-ekre
¢ * g(n) + @(n) < f(n)

27 .Tetel. f€EO(g) & 3¢, dE€ P és Iy, Y < g, hogy eleg nagy n-ekre
¢ * g(n) + (n) < f(n) = d * g(n) + Y(n)



N x N ertelmezesi tartomanyu fuggvenyek

28. Definicié. g : N x N — R figgvény AP, ha elég nagy n és elég nagy m
ertekekre g(n,m) > o.

29. Megjegyzes. A tovabbiakban az egyszeruseg kedvéert feltesszik, hogy f,
g, h:NxN — R AP fuggvenyeket jelolnek.

30. Definicio. O(g) = {f | 3d € IP, hogy f(n,m) < dxg(n,m), tetsz6leges elég nagy
n es eleg nagy m ertekekre}.



N x N ertelmezesi tartomanyu fuggvenyek

31.Definicio. Q(g) = {f| 3c € P, hogy f(n,m) = c #g(n,m), tetszoleges elég nagy n
es eleg nagy m ertekekre}.

32. Definicio. ©(g) = {f| 3¢, d € P, hogy ¢ *g(n,m) < f(n,m) <d * g(n,m),
tetszoleges eleg nagy n és elég nagy m ertekekre}.

33.Megjegyzés. A korabban a termeszetes szamokon ertelmezett
figgvenyekre vonatkozo tetelek az itt targyaltakra termeszetes modon
altalanosithatok.



Ellenorzo kerdesek

1. Tegyuk fel, hogy f: N —R, aszimptotikusan nemnegativ flggveny!
Adja meg az O(f), az Q(f) es a O(f) figgvenyhalmazok definiciojat!

2 .Milyen alapvetd 6sszefiggest ismer az O(f), az Q(g) es a O(f)
fuggvenyhalmazok kozott?

3.lgaz-e, hogy (5n + 1)(2n-3) € ©(n?)? Miert?
/4y .1gaz-e, hogy 2" € O(n!)? Miert?
5.lgaz-e, hogy 2" € Q (n')? Miért?



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatdé Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek I.
el6adasjegyzete alapjan késziilt.

A képek forrasa:
http://tamop4a2.elte.huftananyagok/algoritmusok/lecke2_lapa.html#hivy




Algoritmusok es
adatszerkezetek!l.

6. Eloadas

Binaris fak




Tartalom

® Altalanos megjegyzések

® Specialis binaris fak

® Binaris fa merete, szintjei, magassaga

® Binaris fak reprezentacioi

® Binaris fak bejarasai

® Binaris fa altalanositasa: r-aris fa




Binaris fa

® Felhasznalasa

® Nagy méretU adathalmazok és multihalmazok

(zsakok) abrazolasara

® egyeb adatreprezentacios célokra

® Fogalmak:

® (Csucs (node)

® (max 2.) rakovetkezd: bal (left) / jobb (right)

® gyerek (child) <-> szilé (parent)
® testvér (sibling)
levél (leaf) : (1,4,8)

® nincs gyereke

(@

‘/I\é/ \/li / | l"\i/l
X /’ :
'\_}_/’I \:l/
( 4 /




Binaris fa

® Fogalmak:
® Gyoker (root): (6)
® nincs szUlgje
® Belso csucs (internal node):
® nem-levél csucs

® csucs leszarmazottai (descendants):

® agyerekeies a gyerekei leszarmazottai.
® csucs osei (ancestors):
® asziloje és a szildje sei.
® Fak abrazolasa:

® felUlrol lefele:

(@

X N
‘/:\%/: \/l\ E/J |\,_E_5,/’
X y '.
'\_}_/’ "‘\%_/'
( J




Altalanos megjegyzések

@
L4
® Jeloles f;\
® Konkrét elem: kor /\—
® Ha nem fontos az adott részfa szerkezete: haromszdg A f:)
® Q dres fa (empty tree): & J

® nincs csucsa

® Egy tetszoleges nemures t fat a gyokercsucsa (xt) hataroz meg

> A fa tébbi csUcsa: ennek a leszarmazottja




Altalanos megjegyzések

® A xt bal/jobb gyerekehez tartozo fak:

® At bal/jobb reszfajanak nevezzik
® Jelolese: t — left [t — right ( left(t) és right(t))
® Ha agyerek letezik:
® xt— left/*t— right
® (Itta,—" er0sebben kot, mint a ,*". Pl. xt — left = x(t — left))
® Ha xt-nek nincs bal/jobb gyereke:

® tleft=@/t—right=(



Altalanos megjegyzések

® A tbinaris fanak (t = © esetén is) részfai (subtree)
® Onmaga
® Hatz®
» t— leftés t— right

> ezek részfai
® A tvalodi részfaja (proper subtree) f
® treszfajaf

® tzfz (S



Altalanos
megjegyzesek

® A xt-ben tarolt kulcs
® Jelolése: t — key (illetve key(t)).

® Altalaban csak a csUcsban tarolt adat egy kis része,
vagy abbol egy figgveny segitségével szamithato ki

® Ha xg egy fa egy csucsa

® aszUil0je a *g — parent

® Aszulojehez, mint gyokercsucshoz tartozo fa a g — parent (illetve parent(g)).
® Ha xg a teljes fa gyokere

® g—parent=0



Specialis binaris fak

® Listava torzult fa: Azok a fakat, amelyekben minden
belso (azaz nem-level) csucsnak egy gyereke van

® Szigoruan binaris fa (strictly binary tree vagy full binary
tree): Azok a binaris fak, amelyekben minden belso (azaz
nem-level) csucsnak ket gyereke van

® Tokeletes binaris fa (perfect binary tree): Ha a szigoruan
binaris fanak minden levele azonos szinten van

® TetszoOleges h magassagu teljes binaris fa csucsainak szama:
1+2+ 4+ ... +2"=2M1- 1

® Az Ures fais tokeletes

8 @ ©
® o
—
D ®
@6 O,




Specialis binaris fak

®* Majdnem teljes binaris fa (nearly complete binary tree): Ha egy
tokeletes binaris fa levelszintjerol nulla, egy vagy tobb levelet
elveszink, de nem az 6sszeset

® Az iUresfais

® Minden tokeletes binaris fa egyben majdnem teljes is
(forditva viszont nem igaz).

® TetszOleges h melysegul, nemires,
majdnem teljes binaris fa csucsainak szama:

® n € [2"..2) (a fenti definicid szerint)
» h=|logn].

® Az also szinten levo leveleket elveve

® h-1meélyséqgU tokéletes binaris fat kapunk.



Binaris fa merete, szintjei, magassaga

® Binaris fa meérete (size): csucsainak szama @

® Atbinaris fa méretének jelolése:

*

\ f)
* n(t)
® n(haegyértelmi) o /\/ ~
® Faszintjei (levels) \/\ /\/

L .’:% )
. e /4 . a -
A gyokeér: nulladik szint _ - /

® Azj-edik szintl csucsok gyerekeit *' height = 3
az (i + 1)-edik szinten talaljuk.

® Afamagassaga (height) (~melysege) @

r'/__\\
\\ r’/.

level 0

level 1

level 2

level 3

® Alegmelyebben fekvd leveleinek szintszama.

® Atbinaris fa magassaganak jelolese: h(t), vagy h (ha egyertelm0)

® Az Ures fa magassaga h((\) = -

Tetsz6leges nemures t binaris fara: h(t) = 1 + max(h(t — left), h(t — right))




Binaris fa magassagarol szolo tetel

1. Tetel. Tetszoleges n > 0o méretU es h = 0 magassaqu (azaz nemures) binaris fara:
llogn|<hsn-1

-~

® Bizonyitas.

® |logn|<h

* A hmélyséqu binaris fak kdzott a legtobb csucs: tokéletes binaris fanak van: n =21 -1
> tetszoleges binaris fara: n < 22

>n>o=>|ogn<|og 2M1=h+1

> |logn| <h



Binaris fa magassagarol szolo tetel

®*h<n-1

>tetszc’5|eges h magassaqu fa szintjeit o-tol h-ig sorszamoztuk: h + 1 szint
> Mivel a fa minden szintjén van legalabb egy csucs

> tetszOlegesfaran=h +1

» hs<n-1

»h=n-1 pontosan akkor teljesul, ha a fa listava torzult.



Binaris fak reprezentacioi

o 0 O @fék lancolt (linked) abrazola
o

o0 0O @ fak zarojelezett, szoveges formaja
— /

0 O O@fék aritmetikai abrazolasa
. .




Binaris fak lancolt abrazolasai
t

5)
. 7 s I s . . N A 7 I - ‘\/\ '/()'\'l
® Az Ures fareprezentacioja: © pointer, jelolése ~ absztrakt faknal (9) A,
Vad AR
® BinTree absztrakt tipus reprezentacioja: Node* 7S (4

r

Node
+ key - T /T valamilyven ismert tipus
+ left,right : Node™®
+ Node() { left == right :=Q } eevestesu fat képez beldle
+ Node(z : T) { left :=right = Q : key :=z }

Node3
+ key - T /) T valamilven ismert tipus
+ left,right, parent : Node3™*
+ Node3(p:Node3*) { left := right := © : parent :==p }
+ Node3(z : T, p:Node3™) | left .= right == : parent :=p : key ==z }




Binaris fak zarojelezett, szoveges formaja

® Tetszdleges nemdures binaris fa zarojeles, azaz szoveges alakja:

® (balRészFa Gyoker jobbRészFa)

A balra lathatd ¢ binaris fa

e coyszeri frll()](l(‘w alakja;

20)3000405B))6(7)))

e clegans zardjeles alakja:

()4(5))6

* ha az aktualis [ szintre
* [Imod4g=0=>{}
e Imodg=1=>[]
e [Imodg=2=>()
* [mod4=3=>()
zarojeleket
hasznalhatunk.



Binaris fak rekurziv bejarasai
(Binary tree recursive traversals)

S

.y - T . 1 _.r-}-'.?\l
G;lmulu[_i:. Node )

t# 0

process(t)

preorder(t — left) | SKIP

preorder(t — right)

|

Gum‘:la*r[_f : }{u:li*"*"D
[

t#£0©

inorder(t — le ft)

process(t) SKIP

inorder(t — right)

@”H‘“f‘lﬁ‘r[i : lez"‘#\h

| —
t# QS
postorder(t — left)
postorder(t — right) | SKIP

process(t)

® Nevek: gyokercsucsot a részfakhoz képest mikor dolgozzak fel.

t

/Qj\
S @ e
& U /

& o @ o




Binaris fa szintenkenti bejarasa
(Binary tree Breadth First or Level Order traversal)

( .

) , l ( @WE‘H Jrder(t : Node® D

t |
l t# 0

() : Queue : Q.add(t)

A
/ﬁ\ /& =) asEmpty()
s = QQ.rem()
@ © @

e
L

process| s| -
7 s —+left#0 SR
Q.add(s — left) | SKKIP

s — right = ©
().add(s — right) F;la;ll-“.




Binaris fa C# kod*

® Node osztaly megvalositasa ® Binaris fa iterativ bejarasa

public class MNode<T>

1 public static wveid LevelOrder<T»>(Node<T:>? node, Action<T> process)
public T Key { get; set; } {
public Node<T>? Left { get; set; } if (node == null) return;
public Mode<T>? Right { get; set; }

Queus<Node<T>> queue = new Queus<Node<T>>();
public Node() queue . Enqueue (node ) ;
1
Left = Right = null; while (queue.Count > &)
¥ 1

Mode<T> current = gqueue.Dequeue();
public Node(T key) process(current.Key);
1

Key = key; if (current.lLeft != null) queue.Enqueue(current.Left);

Left = Right = null; if (current.Right != null)} queue.Engqueue(current.Right);




Binaris fa C# kod*

® Binaris fa rekurziv bejarasok

static void Inorder<T:>({Node<T»? node, Action<T: process)

Inorder{node.Left, process);
i = TaT]
process{node.Key);

Inorder{node.Right, process);

+




Binaris fak bejarasai

Ures fara mindegyik bejarasa
® Ures program
BinTree
® abinaris fak absztrakt tipusa
A struktogramokban a *t csucs feldolgozasa:
® process(t)
® T(process(t)) € O(2)

& I, 7 L @
Allitas: -

Tpreorder(n)l 7-inorder(n)l Tpostorder(n)l 7-IeveIOrder(n) < G)(n)

ahol n a fa mérete (csucsainak szama)



Binaris fak bejarasai

® lgazolas:
® Rekurziv bejarasok

® Hivasok szama= Binaris fa reszfainak szama (az Ures részfak is)

® nszerinti teljes indukcioval belathato:

® tetszoleges n csucsu binaris fanak 2n + 1 reszfaja van.
® egy-egy hivas végrehajtasa: ©(1)
® Aszintenkenti bejaras:
® minden csucsnal: a ciklus egy-egy vegrehajtasa

® egy fa csucsainak szintenkenti felsorolasaban a korabbi csucs gyerekei megeldzik a kesobbi
csucs gyerekeit

v akar egy szinten, akar kilonb6zd szinten van a ket csucs a faban



r

- _ . o
| preorvder(? @ Node™) )

| )
t#0Q

Bejarasok hatékonysaganak javitasa

process(t)

preorder(t — left) | SKIP

preorder(t — right)

® Apreorder es az inorder bejarasok
:'l“\

Y Y ’ 0 ’ s B
hatekonysaga konstans szorzoval javithato (preorder(t : Node*))
I

® Avégrekurzidkat ciklussa alakitjuk t# 9O
process|(t)
® A tparameétert értéek szerint adjuk at preorder(t — left)
> AL ; , . t:=1t— right
az aktualis parameter nem valtozik meg

® [Altaldban nem célszer( cim szerint atvett ! (inorder(t : Node*))
formalis parametereket ciklusvaltozokent — s
vagy segedvaltozokeént hasznalni] inorder(t — left)
process(t)
t =1t — right




® LegegyszerUbb
® definicio lekodolasa

® ~postorder bejaras

Fabejarasok alkalmazasa:
Binaris fa magassaga

r_

U’”Hm“ ler(? : ‘\'mle*’{‘w

':I./

t£ 0

postorder(t — le ft)

postorder(t — right)

|jl[_t: Nm;lv’*"] : Ejr

t£ O

return 1+max(h(ft — left).h(t — right))

return —1

process|(t]

SKIP




Ql[f - Node™) : Z\

Fabejarasok alkalmazasa: "
blnérIS fa magassa’ga preorder  h(t, level, max)
return max

® Preorder bejarassal .

F 3 L " N
\preorder  h(t : Node™ : level, &mazx : ZD;

T egy nemrekurziv keret

t#0O

® alegtobb rekurziv programnal

level = level + 1

® elokesziti a legkilso rekurziv hivast

level > max

mazr = level

SKIP

® aveégen is biztositja a megfeleld interfészt preorderh(t — left, level, maz)

t:=1t— right

+ két extra paraméter

® level: tarolja, milyen melyen (hanyadik szinten) jarunk a faban

® max: tarolja, mi alegmelyebb szint, ahol eddig jartunk

® bejaras es a maximumkereses 6sszefesilese

pr—
QJI‘E‘U[‘(IE‘I‘H : Node™

™
)|

)

t£ 0

process(t)

preorder(t — le ft)

t:=t— right




Pelda a parent pointer szuksegessegere

. Irjuk meg az inorder_next(p) fUggvényt

® axpcsucsinorder bejaras szerinti rakovetkezdjének cimét adja vissza

® hanincsilyen, ®-t!

® Moiveletido: MT(h(t)) € O(h(t)), ahotTa *p csucsot tartalmazo binaris fa

® ~inorder_megel(p): inorder bejaras szerinti megel6zoje @

(

dor nevt(m - Nade2%) - Node2F)
Gum:lu_m Xt(p : f\():le.% ) hmla.%j

q = p — right \}/\
—

\ qg# 0 /| [ 2 )

QANg—left#£p 1) '
0 g left q# q Jt#1 \_/ \u&
p:=4q:q:=q— parent -

return ¢
( J

1 .-_'-F-"‘r ! . ¢
— left ‘= p — parent _\/ _/\ /\,_
q ft#0 q:=p—1] p Y 2




Binaris fa C# kod*

® InorderNext

class Binary

{

Tree

public static Mode3<T» InorderNext<T:>{Node3<T> p)

{

® Node3 osztaly megvalositasa

null) return null;

class HNode3<Ts

{

Mode3<T» q = p.Right;
if (g != null)
1

public T Key;
public Mode3<T» Left, Right, Parent;

while (g.Left != null)
1

public Mode3({MNode3<T> p)
{

q = q.Left;

Left = Right = null;
Parent = p;

1.
J

return q;

public MNode3(T x, MNode3<T> p)

{

q = p.Parent;
while (g != null && g.Left != p)

Key = x;
Left = Right = null;
Parent = p;

public static void Main{string[] args)

{

= 03
q.Parent;

L T
]

Mode3<int> root = new Node3<int»>{18, null);
root.Left = new Node3<int>(5, root);
root.Right = new Mode3<int>(15, root);

return q;

root.Left.lLeft = new Node3<int>(3, root.Left);
root.Left.Right = new MNode3<int>{7, root.Left);
root.Right.Right = new Mode3<int>({18, root.Right);

Mode3<int> next = InorderNext({root.Left);

Console.WriteLine(next != null ? next.Key.ToString() : "null"|




Binaris fa altalanositasa: r-aris fa

e Afaban egy tetszdleges csucsnak legfeljebb rrakovetkezoje van

® A hozzajuk tartozo reszfakat:

® [o..r)-beli szelektorokkal sorszamozzuk

® Ha egy csucsnak nincs i-edik gyereke (i € [0..r))
> az i-edik részfa vres.
® Binaris fa ~ 2-aris fa

® (left ~oésaright ~1)



Nemdures r-aris fak bejarasa

. ® Inorder bejaras:
® Preorder bejaras:
1. bejarja anulladik reészfat
1. afagyokerétdolgozza fel
2. afagyokeret dolgozza fel
2. sorban bejarjaao..r - 1-edik ,
ot 3. sorban bejarjaazi..r-1-edik

részfakat
® Postorder bejaras:
J ® Szintenkenti bejaras:
1. sorbanbejarjaao..r-1-edik

et ® acsucsokat a gyokertdl kezdve

szintenként
2. afagyokeret csak areszfak utan
dolgozza fel ® minden szintet balrdl jobbra bejarva

dolgozza fel



Ellenorzo kerdesek

Milyen specialis binaris fakat ismer?
® Adja meg a definicioikat!
Mennyi a binaris fa merete, illetve magassaga?
Mondja ki és bizonyitsa be a binaris fa magassagarol szolo tételt!
Milyen binaris fa reprezentaciokat ismer?
Milyen binaris fa bejarasokat ismer?
® Adja meg a struktogramjaikat!

® Szamolja ki a struktogramokhoz tartozé miveletigényeket!

Mit jelent az r-aris fa?




Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek I.
el6adasjegyzete alapjan készilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetek .
7. Eloadas

Binaris keresofa, prioritasos
sor, kupac
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Binaris keresofa

Binaris keresofa epitese

Binaris keresofa alapmuveletei

Kupacok

Prioritasos sor muveletei

Rendezes prioritasos sorral




Binaris keresofa (Binary search tree)

® Egy binaris fat keres6fanak nevezink,
ha minden belso csucsara es annak y kulcsara igaz:

® A csucs bal részfajaban minden csucs x kulcsara x<y,

® A csucs jobb részfajaban minden csucs z kulcsara z>y

® Rendezofa (binary sort tree):
ha megengedjuk az egyenloseget

® Egy binaris fat rendez6fanak nevezink, ha minden
belsd csucsara és annak y kulcsara igaz:

® A csucs bal részfajaban minden csucs x kulcsara x<y,

® A csucs jobb reszfajaban minden csucs z kulcsara zzy

Binaris fa zarojelezett alakja:

(((2) 3 (4)) 5((6) 8 ()




Binaris keresofa epitese

® Epitsink keres6fat a kovetkez6 szamokbol:
® 15,12, 25, 5,16, 7, 38, 19, 28, 30

Binaris fa zarojelezett alakja:

(((05 (7)) 12 () 15 ((() 26 (29)) 25 ((() 28 (30)) 38 () )))

@



Keresofak~ halmazok, sorozatok reprezentaciol

A binaris keresofak tekinthetdk veges halmazok, vagy szigoruan
monoton novekvo sorozatok reprezentacioinak.

-

Iff'|-|||||'r||'|'l’|"||||:4I ; .“{urln":f.f
® Jeldlje H(t) a t binaris keresdfa altal reprezentalt - | ’
o 7 .7 . f£ '-.-H
halmazt! Ekkor definicio szerint: "‘-_m — '|'l’|"||||'J'.4d:Trr =
* HO)=1{ write(t — key) SKIP
inorderPrint ([t — right)
® H(t) = H(t — left) U {t — key} UH(t — right), amennyiben t z © L 9z

® At binaris kereséfa altal reprezentalt sorozatot megkaphatjuk,
ha Inorder bejarassal kiiratjuk a fa csucsainak tartalmat:

® Atbinaris kereséfa < ha a fa kulcsait szigoruan monoton névekvd sorrendben irja kil

® Kovetkezmény: amennyiben egy binaris fa transzformacio a fa inorder bejarasat nem valtoztatja
meg, és adott egy binaris keresdfa, akkor a fa a transzformacio végrehajtasa utan is binaris
keres6fa marad (Keresofak kiegyensulyozasanal (pl. AVL fa) hasznaljuk fel)



Binaris keresofa alapmuveletei:

® search(t, k): At faban megkeresi a k kulcsu &):met, @ -t ad vissza, ha
nincs benne. 19 megkeresése

® insert(t, k): Beszurja a k kulcsu elemet, ha még nincs a faban. 7 jobb gyerek?
28 bal gyerek?

® del(t, k): Torli a k csucs elemet, amennyiben az megtalalhato a faban.
® min(t): A minimalis kulcsu csucs cimét adja vissza.

® remMin(t, minp): A fabol kiveszi a minimalis kulcsu csucsot, és a cimet a
minp pointerben ada vissza.



Binaris keresofa alapmuveletei:

® search(t, k): A t faban megkeresi a k kulcsu®emet, @ -t ad vissza, ha
nincs benne. 19 megkeresése

® insert(t, k): Beszurja a k kulcsu elemet, ha még nincs a faban. 7 jobb gyerek?

Arli { - . : : 8 bal k?
® del(t, k): Torli a k csucs elemet, amennyiben az megtalalhato a faban. e

: - . . . torlése
® min(t): A minimalis kulcsu csucs cimet adja vissza. /

® remMin(t, minp): A fabol kiveszi a minimalis kulcsu csucsot, es a cimet a

minp pointerben ada vissza.



Binaris keresofa alapmuveletei:

search(t, k): A t faban megkeresi a k kulcst®emet, ) -t ad vissza, ha
nincs benne. 19 megkeresése

® insert(t, k): Beszurja a k kulcsu elemet, ha még nincs a faban. 7 jobb gyerek?

3rli ! - : ; ; 8 bal k?
del(t, k): Torli a k csucs elemet, amennyiben az megtalalhato a faban. 8 Pe

: . . T o, . torlése
min(t): A minimalis kulcsy csucs cimét adja vissza. A=

) _ e _ B sl , A 12 torlése
remMin(t, minp): A fabol kiveszi a minimalis kulcsu csucsot, es a cimet a

minp pointerben ada vissza.



Binaris keresofa alapmuveletei:

search(t, k): A t faban megkeresi a k kulcsu ®2met, ) -t ad vissza, ha
nincs benne. 19 megkeresése
® insert(t, k): Beszurja a k kulcsu elemet, ha még nincs a faban. 7 jobb gyerek?

Arli ! - : . ; 8 bal k?
® del(t, k): Torli a k csucs elemet, amennyiben az megtalalhato a faban. 3 e

; . . . . N torlése
® min(t): A minimalis kulcsU csUcs cimét adja vissza. 1 e
" " I I L] 0 . ] I ] I I I I I 12 torlese
® remMin(t, minp): A fabol kiveszi a minimalis kulcsu csucsot, és a cimét a 26 térlése

minp pointerben ada vissza.

y Mindegyik muveletido ©(h),

G /@ ,
. G ©) () rincoioami
'\ e e MT(n) € O(n)
© » &
()



Binaris keresofak muveletei

r

(search(t : Node* : k:T) _\'r.:uli‘ﬁf-)
h |
tZ£ONt — key # k

\ kE<t— key
t:=t—left|t .=t — right

return t
-
Guaa*rl (&t : Node™ : k : ‘TJJ
P
o E<t— key k>t — key E=t— key
new Node(k) | insert(t — left, k) insert(f — right. k) SIIP




Binaris keresofak muveletei

"

r _
(- Nade®) « Nade*

Gmnkf. _\c:ullf. | - Node )

t —left#0

t =t —left

return ¢

(del(&t : Nodet : k - ‘TJ)
i

t# 0
\k{t%key k>t — key k=1t — key _
: , \ : SKIP
del(t — left, k) | del(t — right, k) delRoot ()




Binaris keresofak muveletei

ﬁ'ﬁ*m_\lin{&ft, &minp : Node¥)
b
|

minp =1t

t .= minp — right |remMin(t — left, minp)

minp — right .= ©

(delRoot (&t : _\'mlﬁ**})
- |

p=t

t—=left=0 t > right =0 N\Nt—left#0Nt—right#0Q

remMin(t — right, q)

— left :=p — left
t:==p— right t:=p—left a / b /

g — right == p — right

t:=gq

delete p




Binaris keresofak muiveleteinek C# kodja*

Yclass BinarySearchTree
{ public Node Insert(MNede root, int key)
public Mode Root; {
if (root == null)
blic BinarySearchTree()
SeE e rehTree() return new Node(key);
. 1
class Node
Root = 11;
o i if (key < root.Key)
public int Key; d root.Left = Insert(root.Left, key);
public Node Left, Right; else if (key > rooct.Key)
root.Right = Insert{root.Right, key);
blic N . K public Mode Search(Meode root, int key)
public Node{int key)
{ { return root;
while (root != null 88 root.Key != key) .
Key = key; ( }
Left = Right = null;
) if (key < root.Key)
root = root.Left; . L
Li______,/—~\__,/———___,______, public Node FindMin(MNode root)
else
) 1
root = rooct.Right; .
while (root.Left != null)
d root = root.Left;
return root;

return root;
1

A BinarySearchTree: egy osztallyal implementalt modul (nem tipus)




Binaris keresofak muveleteinek C{

private void remMin{ref Node t, ref

{

Mode minp)

if (t.left == null)

I
L

minp = t;

t = minp.right;
minp.right = null;

}

gl=ze

I
L

remMin({ref t.left, ref minp);

}

LL___;




Teljes binaris fak, Kupacok
(Complete binary trees, heaps)

® Szigoruan binaris fa (full binary trees):

® afaminden belso pontjanak ket gyereke van.

® Tokeletes (perfect) binaris fa:
® olyan szigoruan binaris fa, ahol minden level azonos szinten helyezkedik el.

® h mélyséqu tokéletes binaris fa csUcsainak szama: 1+2+4+...+ 2= 2M1 -1



Teljes binaris fak, Kupacok

® Majdnem teljes (nearly complete) binaris fa:

® olyan tokéletes binaris fa,
melynek legalso (level) szintjérol elhagytunk nehany levelet (de nem az 6sszeset).

® h mélységl majdnem teljes binaris fa csUcsainak szama: n € 2"..2*1-1, és igy h = |log n]
® Azalso szinten levo leveleket elvéve egy h — 1 mélysequ tokeéletes binaris fat kapunk
® Majdnem teljes balra tomaoritett binaris fa:

® Majdnem teljes binaris fa, de levelek csak a legalso szintrdl, a jobb oldalrol
hianyozhatnak.

® Ezeket teljes (complete) faknak is nevezzik.



Teljes binaris fak, Kupacok

® Kupac: Maximum kupac (heap): olyan teljes binaris fa, melynek minden
belso csucsara teljesul, hogy a belso csucs kulcsa nagyobb vagy egyenlo a
gyerekei kulcsanal.
lgy kupac tetején (a fa gyokerében) mindig az egyik legnagyobb elem
talalhato.

® Minimum kupac hasonloan: a szUl6 kulcsa < a gyerekei kulcsanal.

® Csonka kupac: Olyan teljes binaris fa
® minden szUl6-gyerek parosban: a szulo kulcsa= a gyereke kulcsa
® kivéve, ha aszil6 a gyokeércsucs.
® A gyokércsucs kulcsa is definialt, de lehet, hogy kisebb, mint a gyereke kulcsa.

® Atmeneti adatszerkezetek: egy tomb kupacca alakitasa soran jonnek majd létre




) 25 |
26
8)(3) J

&

4

Nem balra tomoritett

Tokéletes fais a belsé csucs kulcsa (13) nem nagyobb
vagy egyenld a gyerekei (15) kulcsanal



Teljes binaris fak aritmetikai abrazolasa:

® A:T[m]tombben szintfolytonosan @

® Haafanakncsucsavan:n<m

® Csucsokat szintfolytonosan az A[o..n)
resztombben taroljuk, ahol:

® Afo]: fa gyokercsucsa (ha n>0)
® Indexeles:

® Legyen acsucs indexe: i

® Bal gyerekénekindexe:  2%*j+1

® Jobb gyerekéenek indexe: 2%+ 2

® Sz0Ulo indexe (ha i>0): r — 1‘
2




L

Kupacok es elsobbségi (prioritasos) sorok

Maximum prioritasos sor (alapértelmezett):

® mindig a legnagyobb prioritasu elemet tudjuk kivenni

Minimum prioritasos sor: a legkisebb prioritasu elem kivetele

Mindketto fajta abrazolhato kupaccal

® Alapértelmezett kupac: maximum kupac

MUveletido: (az A témbn hosszusagu kezdoszelete egy kupac aritmetikai abrazolasa)

MT 44 ; nea.tengen(n) € ©(log n) PrQueue
MT s . et fength(™) € O(N) — A T[] // T is some k_llf)\‘.»l-"ljl tiype . Allength Is the ph}_-'s.l(:al
— constant m0 : N, := 16 // size of the PrQ, its default is m0.
AT,44(n) € O(log n) —n:N// nel0.Alength] is the actual length of the PrQ)
+ PrQueue(m : N :=m0){ A :=new T[ml]; n:=0"} // create an empty PrC
mT () € O(D) PrQuenc(om : IV, :=m0)y ew Jim] P pty PrQ
+ add(z : T) // insert = into the priority queue
®  MT, max(N) € O(log n) + remMax():T // remove and return the maximal element of the priority queue
+ max():T // return the maximal element of the priority queue
[ ] . . ;
MT emmax(N) € ©(1) + isEmpty() : B {return n = 0}
° T _(nEOQ) + ~ PrQueue() { deletg A } o o
) + setEmpty() {n := 0} // reinitialize the priority queue




Kupac mUveletei: (animacioval)  moveletids:log.n]

Beszuras Maximum Torles

60|35 fsofafsfa 603 fsof] o
o 1 2 3 “ 5 6 7 0 & 2 3 4 5 6




Kupac muUveletei: (animacio nelkul)

Beszuras Maximum Torles

6030 s ] fao
) 1 2 3 4 5 6 7 2 1 2 3 4 5 6




Prioritasos sor muUveletei kupac eseten

9]

D ° MTadd :n<A.length(n) < @(|Og n)

® aciklus legfeljebb annyiszor iteral, amennyi a
fa magassaga: |log(n + 1)]

PrQueue::add(z : T)
[ | ) >Iog NS MT,44. nea tengen() = [log(n + 1)] + 1 < log
n = A.length — B

doubleFull Array(A) SKIP Q)
jbn:; mn:n-l1 U ¢ MTadd :nzA,,ength(n) (S G(n)
Aljl ==z i:=parent(j)
J>0NAll] <x
swap(Ali], Alj])
ji=1; i:=parent(i) ® ez dominal a tobbi tevéekenysegek
muveletigenye folott

D ®* mT_4(n) €O(2)

® Xelegkicsi-> ciklus egyet sem iteral

® adoubleFullArray(A) ciklusa: n iteraciot
hajt végre

0]




Prioritasos sor muveletei kupac eseten

|

[ CPrQueue::add(.r : T))
[
n = Alength
doubleFullArray( A) ‘ SKIP
Jo-n;:; n:-n+l
Aljl:=x;  i:=parent(j) 1

TS ONAN <z @rQueue..mdx() ; fl')

swap(Alil, Alj]) |
ji=1i: i:=parent(i) n > 0
A return A[0] PrQueueUnderflow

® AT_4(n) € O(logn)

(amortizalt mUveletigény szamitas)

egyréSZt MTadd : n<A.length(n) € @(lOg I’)) Q)

masrészt n = A.length -> doubleFullArray(A) n iteracio

* T _.(n)€EOBO()

Max

ez kettesével képzeletben szétoszthato az el6z6 n/2
add() hivas kozott:

® biztosan nem hivtuk meg a doubleFullArray(A) eljarast
® igy az n/2 add() hivas O(log n) miveletigénye 2-vel né meg

® azaz O(log n) marad



Prioritasos sor muveletei kupac eseten

G}ink(fl T s Eync N)) ) [ ° MTsink(h) =h+1
|
i=k;j:=left(k);b:=true ® (h: k gyokerU csonka kupac
J<nAb magassaga)

// Alj] is the left child of Ali]
JH1l<nANA[j+1] > Alj]
P SKIP " smlndh) <2
// Alj] is the greater child of A[/] ® Hak=o0->
Ali] < Al/]
swap(Ali], Alj])
i= ;= left())

® aciklus legfeljebb h iteraciot vegez

logn<MT_ (n)=h+1=
b:= false =|logn]+1<logn+1




(PrQueue::renﬂ-{ax() ; f]')

n >0

maz = A0]

n:=n-—1;A[0] =

Aln]

sink(A, 0, n)

return max

PrQueueUnderflow

Prioritasos sor muveletei kupac eseten

U‘MT

emMax

(n) € O(log n)m

° Iogn<|og(n—1)+1s

remMax(n) =
log(n -1) + 2 <

logn + 2

[T

remMax

() €O() |

®2=1+1%<

1+ml,

mTremMax(n) =
(N-1)<1+2=3




Prioritasos sor C# kod*

if (heap.Count == @)

o
i fii
A

throw new InvalidOperationException prioritdsos sor dres!"};

return heap[@];




Prioritasos sor C# kod*

index)

n = heap.Count - 1;
int j = 2 * index + 1;
bool b = true;
while (j < n && b)
1
if (j +1 < n & heap[ § + 1] > heap[ 1)
1
j=3+1;
}
if (heap[ i] < heap[ 1)
1
swap( i, J);
i=7;
j=2*1i+1;
}
else
1
b = falze;
}
¥
|+




Rendezes prioritasos sorral

® Q.add(A[l]), Alil:= Q.remMax() utasitasok miveletideje: O(log n)
® PrQueue-t sort reprezentald kupac magassaga < logn

> arendezés mUveletigénye O(n log n)

® Maximalis mUveletigénye ©(n log n) rf:;ul't WithPrQueue{ A : Tin|
Q) : Pr (.;;urf-u.e (1)
t:=0ton—1
Q.add( Alf])
i :=n — 1 downto 0
Ali] := Q.remMax()

",
. -,l

® azinput tomb szigoruan monoton névekvo

® kupacépités minden Uj csucsot a fa gydkeréig mozgat fel

> A végso kupac leendd levelei beszurasanal:

®* Afamélysége: |log n|-1

® Aleendo levelek szama: [n/2]

> Alevelek beszrasanak futasi ideje Q(n log n)

® SortWithPrQueue hatranya
° munkamemoria: S(n) € ©(n)

° (Beszuro rendezésnél: S(n) € ©(1))

> Kupacrendezes



Rendezeés prioritasos
sorral C{

AanEs -

class Program

{

static void HeapSort(int[] array)

1

PriorityQueue<int> pq =

foreach (int

{

num in array)

pg-Add{num) ;

i = array.Length - 1;

new PriorityQueue<in

i »>=8; i--)

L

>();




Ellenorzo kerdesek

1. A binaris fa fogalmat ismertnek feltetelezve, mondja ki a binaris kereséfa definiciojat!

2. A tegy lancoltan abrazolt binaris kereséfa gyokerpointere. A csucsokban nincsenek ,, parent”
pointerek.

® [rja meg az alapmuveletek (search(t, k), insert(t, k), del(t, k), min(t), remMin(t, minp)) eljarasok
struktogramjat!

® Rekuzivan /iterativan
® Mennyi az egyes eljarasok (maximalis / minimalis) mUveletigénye?

3. Szemléltesse a keresofa alapmiveleteinek hatasat az alabbi binaris kereséfan!

{I[(821231)3(4) 15[ (B6{73)8(9) 13



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek I.
el6adasjegyzete alapjan készilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetek I.
8. Eloadas

Kupacrendezes




® Kupacrena

Tartalom

ezes

® Kupacca a

akitas szemleltetese

ezes szemleltetese

® Kupacrena

® Kupacrenc

ezes muveletigenye

® A kupacca

alakitas muveletigénye

® A merge sort muveletigenye

® Versenyrendezés (Tournament sort)*




Kupacrendezés
(heap sort)

® sortWithPrQueue(A : T'[n]) rendezés optimalizalasa
® helyben rendezove alakitjuk: © (n) -> © (1) segédmemoria

® optimalizaljuk a kupac felépitéset (O(n log n))
)]

@ink(f’l T s ko N))

\
1=k j:=left(k);b:=true

J<nAb

// Alj] is the left child of Ali]

J+1<nANA[j+1] > A[J]

Jg=J+1 SKIP

/) Alj] is the greater child of Ali]

Ali] < Alj]

swap(A[i], Alj])
=7 ) = lfift(j)

b:= false

® MT(n) € ©(nlog n) ‘ -

® Lepesek:

@e apSort(A : T[n]) )
|

® tomb kupacca alakitasa

buildMaxHeap( A)

® rendezes

mo=1mn

r

@uildf\{axﬂeap(ﬂ : ‘J'[?‘I}))

m > 1

|
ke := parent(n — 1) downto 0

m :=m — 1 ; swap(A[0], Alm])

sink(A, k,n)

sink(A. 0, m)




Kupacca alakitas szemleltetese

t t t
4

() f’\
| ;\/_/\ /;\/O\

2¢ \ 23 51 \g 97
o060 Flode 7 |ébe @é@

181 23, 51, 42, 14, 35, 97, 53, 601 19 18' 23, 51, 42,19, 35, 97, 53, 60'14 18’ 23, 51, 60’ 19,35, 97, 53,42, 14 181 23,97, 601 19, 35,51, 53,42, 14

t y t
®» & @ Q g/ @ ® Q (o) @ ®@ 0 ©
{5” 7 E\O delo0 } VO 2)(1) 7

18,60,07,23, 19, 35,5%, 53,42, 14 18,60,97, 53, 19, 35,51,23,42, 14 97, 60,18, 53, 19, 35,51,23,42, 14 97, 60, 51, 53, 19, 35, 18,23,42, 14

Csonka kupacok: csak a gyokérelem lehet ,rossz helyen”
Ha V szUl6-gyerek parosban a szil6 kulcsa = a gyereke kulcsa, kivéve, ha a szi16 a gyokercsucs.




Kupacrendezes szemleltetese

t t ¢
}

TS @-N
To ) J (51)
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Kupacrendezes szemleltetese

7 60| |68 |97 7 60| |68 |97 7
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A heap sort
szemléltetese az
A :N[10] tombon

Jelolesek:

® lesillyesztéseknel
¢ *:5z0l6
® #:nagyobbik gyerek
® Swap muveleteknél
® ~:megcserélendd elemek

® +:végleges helyikre érkezett
kulcsok
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Kupacrendezes muveletigenye

m A kupacca alakitas: O(n log n)

. /4 = J 14 . LI 4 /4 I 14 14 . /4 . /4 n
® Aziteracio es a sink(A, k, n) eljarashivas vegrehajtasainak szama: b‘

® k gyokerdl részfa magassaga < log n

® durva felso becsléssel: O(log n)
> |2| hivas ossz futasi ideje: O(n log )

® Ciklus E‘ iteracidja nem befolyasolja

® (O(n) < O(nlogn))




Kupacrendezes muveletigenye

Kupacrendezes: O(n log n)

® sink(A, o, m) hivasok hatarozzak meg:
® O(logm)(m€ {n-1,n-2,...,1})
® durva felso becsléssel: O(log n)

> Az (n-1) hivas: O(n log n)

® A ciklus (n-1) iteracioja nem befolyasolja
® O(n) mUveletigényt ad hozza

® O(n) < O(nlog n).



® ncsucsu fa szintfolytonosan az A/1: T[n] tombben

® Az alabbigondolatmenet
1-tol indexelt tombokre vonatkozik.

® nem befolyasolja a miUveletigényt

® egyszerUsiti a gonolatmenetet és a kepleteket.
® last(n)=n
® JjindexU csucs gyerekei:

® 24 ill. 2i+1,(ha2i<n,ill. 2i+1<n)
® j>1indexdU csucs szuldje: E‘
> 14 I I 'L " k
1..k sorszamu csucsok szuleiaz 1.. =

= I ’xl ” s = - ” -« j k
—>15j <k, ésvanszilGje (j = 2) ->aszild index: 1< 2| < [=
! 2 2

A kupacca alakitas muveletigenye linearis*

Ij;lliltlll'rl}lli(‘ﬂ]}:f].fl : ‘T[n])}

k := parent(n) downto 1

sink( A, k,n)

{::;inl;[flfl T i Nﬂ'

j = left(i) : b:= true

j<nAb

A[7] is the left child of Ali]

jg<nAAlj+1] > Alj]

ji=j+1

SIKIP

Alj] is the greater child of A[i]

Ali] < A[j]

swap (A7), A[7])

i=7:7:=left(j)

b:= false




A kupacca alakitas muveletigenye linearis*

. n ” I - k
é HajindexU csucsra1<i< IEJ

> bal gyerekére: 2<2j<2 EJ <k
» van gyereke az 1..k csucsok kozott

>Egy n csucsy, teljes binaris fanak:

n ” I
fele(n) = b‘ belso csucsa van
® Ha a csucsokat sorfolytonosan az 1..n sorszamokkal indexeljik

> o . n
a szUleik sorszamai 1 .. lEJ

>Az elobb belatott allitas szerint:

4 I . . I . V4 n
egy n csucsu teljes binaris fanak [ﬂ levele van



A kupacca alakitas muveletigenye linearis*

n,:n meretU teljes binaris fa d magassagu részfainak szama
n.,:afalegalabb d magassagu reszfainak szama
® 1<dsh=|logn](hazeredeti fa magassaga)
n,, = fele(n) (=belso csucsok)
n,, = fele(fele(n)) = fele?(n)

® amin. 2 magassagu részfak gyokércsucsai: a min. 1 magassagu részfak gyokércsucsainak szilei

® utobbiak szintfolytonosan 1..fele(n) sorszamuak -> az el6bbiek fele?(n) sorszamuak

Teljes indukciqval:
©0

n
N, = Nsg = fele? (n) < >d

-



A kupacca alakitas muveletigénye linearis*

® Hatekonysag merteke:
® Elemek beszurasa mekkora kupacba tortenik

® sortWithPrQueue(A)

® Elemek beszurasa:

® avegsohoz kozeli magassagu kupacba
® buildMaxHeap(A)

® azelemek felet

® nem kell lestllyeszteni
® ezek szlleit (%) - egy magassagu faban sillyesztjik le

® nagyszuleit ('/y) - kettd magassagu faban stb.



A kupacca alakitas muveletigenye linearis*

(0]

buildMaxHeap(A) maximalis m(jveletigénye:U MT,(n)<2n+1

az eljaras meghivasa

+ a ciklus Bl iteracioja

+ a lesUllyesztd eljaras Bl -szeri meghivasa

+benne a lesillyeszto ciklus végrehajtasai

® dmagassagu reszfara a lesillyeszto ciklus mlUveletigénye legfeljebb d

® Az 06sszes: ng darab d magassagu részfakra a lesullyeszt6 ciklusok miveletigénye:
® legfeljebb d *ng

® Alesullyeszto eljaras hivasai sorand € 1..h

> a kupacca alakitas alatt a lesillyesztd ciklusok miveletigényének 6sszege legfeljebb Y1 _. d * ny

h
n
MTy(n) < 1+Zb‘+2d*nd
d=1



A kupacca alakitas muveletigenye linearis*

° Yh_.d=*ng, kifejtése:
[ ] nl +
bt np, +n, +

e n3+n3+n3+

([ J
®* np+ny+ny+ * = * +ny (htagl 6sszeq)

® Ezt oszloponként 6sszeadva:

® Az eredményeket 6sszesitve:

h
n n
MTb(n)S1+(b‘+b‘)+zd*ndS1+n+n=2n+1
d=1



A kupacca alakitas muveletigénye linearis*

2. buildMaxHeap(A) minimalis miveletigenye: mT,(n) 2 n
® akupacca alakitasbol a lesullyesztesek bels6 miveletigenyét elhanyagolva

® csak a kilso eljarashivas + a ciklusiteraciok +a lesullyeszt-hivasok:

® mT,(n) =1+ E‘ + E‘ =N

*nsmT,(n)<MT,(n)<s2n+1
9

-
D mT,(n), MT,(n) € ©(n)

/




® Azalgoritmus:

GI’lEI‘gES()I‘t (A:T[n]) D
|

// sort Al0..n)

ms(A,0,n)

~

@15(44 :Tn] ; u,v: [[)..’T?.}D

_—

// sort Alu..v)

u<v—1

e | UtV
m .= L—z J

ms(A, u,m)

ms(A.m,v)

merge( A, w,m,v)

SKIP

A merge sort muveletigenyenek kiszamitasa*

A merge sort mlveletigénye a merge sort egy masik valtozatanak az algoritmusara vonatkozik!

’

Qm*rgf*:;—l : Tn] | U, M, v [D..H]D
sorted merge of Alu..m) and A[m..v) into Alu..v)
d:=m—u // dis the length of Afu..m).
Z T[] : Z]0..d) := Alu..m)
sorted merge of Z[0..d) and A[m..v) into Alu..v)
k:=wu// copy into Alk]
j=0:i:=m // from Z[j] or Al
i<vhg<d
Ali] < Z]] /
Alk] := Ali] Alk] := Z[J]
=1+ 1 j=7+1
k=k+1
Jj<d
A = Z])]

k=k+1:7=7+1




= r an | FF r . V.
Osszefesulo rendezes algoritmusa

* Osszefesiles: |_.;JI"'."_[I (A Tn]; w,m,w: [0 ]I
* A merge(A, u, m, v)eljaras 2 ciklusa ' '

sorted merge of Aju.m) and Ajm..v) into Alu..v)
* Z[0._d) segedtomb: d=m—u// disthe length of Alu.m).

* az dsszefésilés soran az output ne irja feldl az inputot 2T : Z|0.d) = Alu.m)

* eleg, mert az dsszefésiles elsd explicit ciklusa soran sorted merge of Z[0..d) and Alm.v) into Alu.v]

veqig igaz lesz, hogy k<1 ki=w | copy into A[K]

* az elsd explicit sszefésild ciklus magjaban j<d=n j=0zi=m '/ from Zj] or Afi
*  Alu..v) résztombbe masolt elemek szama: k— u i<uhj<d
* Alm..v) résztombbél: i —-m elemet A 1[i] < Z]j]
* 7[0..d) segédtombbél: j elemet Al = Af AlK = ZJj
rk-usi-mtj<i-m+m-u = Al it
k=k+1
* k-u<i-u i<d
ki W =75
L=b+1:7=1+1




Merge eljaras muveletigenye *

* |:=v— u(az aktualis résztomb hossza)
* A merge eljarast csak akkor hivijuk meg, hau<v-1->/22
* 1 eljarashivas + az 1. ciklus H iteracioja + a 2. és 3. ciklus iteracioi
* a2 es 3. cklus iteracioi
* Min: Ztombben Iévd || elemet biztosan visszamasoljuk az A-ba = || iteracio
* Max: a2 esa3. ciklus mindegyik elemet atmasolja: / iteracio
FomT 21+ + ] = B+ 5] =tesMT <1+ | + 1221
F1smT () <SMT, (1)<21

7 mT,. . (.MT,_. (I) € ©)

T it



A merge sort muveletigenye:
szemleletes megkozelites™

®* MTys(n), mTys(n) € ©(nlog n)

* Bizonyitasa szemléletesen: (matematikai biz. késébb)
* A miveletek tulnyomé részet a merge eljaras vegzi el
* M pergell).MT nerell) € ©(1) (ahol / az aktualis résztomb hossza (I = v - u))
* Arekurziv ms(A, u, v) eljaras minden hivasban felezi a rendezendd résztomb hosszat

» A rekurzionak kb. log n + 1 szintje van

* Minden rekurzids szinten: a merge hivasok résztombjei egyitt lefedik az egész A tombot

* Kivetel az also egy vagy ket szint: kevesebb
» Egy tetszéleges szint 6sszes merge hivasanak miveletigényét 6sszeadva: ©(n)

* Aszintenkénti muveletigényt a szintek szamaval szorozva nagysagrendben ©(n log n)



D

MT,,(n), mT,,(n) € ©(n log n)
ahol n arendezendo tomb meérete

J

® ms(. .. ) eljarashivasai szigoruan binaris fat
alkotnak
>merge sort algoritmus tetszdleges n > o méretu

input tomb esetén pontosan 2n - 1 -szer hivja
meg az ms(. . . ) rekurziv eljarast

® aholaz ms(. . .) hivasok fajanak n - 1 belsé
csucsa es n levele van

A merge sort muveletigényenek kiszamitasa*

61'1{_~1'gr_~5(J1't(A : T[IJ]JD

// sort A[0..n)

ms(A.0,n)

s @15(}4 :Tn] s u, v [l)..-n}D

// sort Alu..v)

u<v—1

, e | utv
(I — L D) J

ms(A, u,m)

ms(A.m.v)

merge( A, u.m.v)

SKIP




A merge sort muveletigényenek kiszamitasa*

® Egy binaris fa a levelek szama szerint kiegyensulyozott:

® hatetszOleges nemures részfaja bal es jobb reszfaja leveleinek szama
legfeljebb eggyel ter el

® Alevelek szama szerint kiegyensulyozott szigoruan binaris fak
halmaza a majdnem teljes binaris fak halmazanak valodi reszhalmaza

® Biz: pl. a fa magassaga szerinti teljes indukciot!



A merge sort muveletigényenek kiszamitasa*

® Afentirekurziv program ms(. . . ) eljarashivasai a levelek szama szerint
kiegyensulyozott szigoruan binaris fat alkotnak

> az ms(. . .) hivasok faja majdnem teljes

* n>o meretU input tomb esetén pontosan 2n - 1 csucsa van

>|'gy a magassagara:

llog n| < h=|[log(2n - 1)| < [log(2n)| = |log(n) + 1| = |log n] + 1,
tehat |logn| <h < |logn] + 1.



Becslés a merge(A, u, m, v) eljaras 6sszes
vegrehajtasanak teljes muveletigenyere*

Y Eddig:
® n>omeéretlinput tomb esetén, az ms(. . . ) hivasok fajanak 2n - 1 csucsa van,
igy a teljes merge sort mUveletigénye a merge(. . . ) eljaras végrehajtasai nélkil 2n

® amerge(A, u, m, v) végrehajtasanak miveletigényére: [« mT, () < MT ()< 21, aholl=

merge merge
V-U+1

® ms(A, u, v) rekurziv eljaras hivasai majdnem teljes fajanak
® leveleiben u =v->nem hivodik meg a merge(A, u, m, v)
® belsé csucsaiban u < v -> meghivodik a merge(A, u, m, v)

® Utolso eldtti szinten valahanyszor meghivodik

® amagasabb szinteken mindig meghivodik



Becsles a merge(A, u, m, v) eljaras 6sszes
vegrehajtasanak teljes muveletigenyere*

A legalso szinttol eltekintve barmelyik szinten: az adott szint ms(. . . ) hivasai eqyUtt lefedik
a teljes A tombot

> Az egyes hivasok altal lefedett résztombok 6sszhossza pontosan n

Az also ket szinttol eltekintve minden szinten, az ms(A, u, v) rekurziv eljaras minden
hivasaban meghivodik a merge(A, u, m, v) eljaras, igy az adott szinten, ez utobbi hivasok is
lefedik az A tombot.

A rekurzio also ket szintjetdl eltekintve V szinten, a merge(. . . ) hivasok 6sszes
muveletigénye = n

© =MTgel) SMT, (D s 2

® aszorzas és 0sszeadas diszributivitasanak szabalyai miatt

A rekurzio legalso szintjetol eltekintve V szinten, a merge(. . . ) hivasok 6sszes
muveletigénye < 2n

® (Alegalso szinten ez nulla.)




Becsles a merge(A, u, m, v) eljaras 6sszes
vegrehajtasanak teljes muveletigenyere*

® Arekurzio h melysegere h = [log n| (ahol a rekurzios fa gyokere o melseégben
van)

> A merge(A, u, m, v) eljaras 0sszes vegrehajtasara eqyUtt:
mT(n) =2 n(|log n| - 1) = n(log n - 2)

® Arekurzio hmelysegereah<|logn|+1

> A merge(A, u, m, v) eljaras 0sszes vegrehajtasara eqyUtt:

MT(n) < 2n(|log n] + 1) = 2n(log n + 1)



A merge sort muveletigényenek kiszamitasa*

ZA merge(A, u, m, v) eljaras 0sszes vegrehajtasara eqgyUtt:
nlogn-2n<mT(n)<MT(n) < 2n(logn) + 2n
+ A merge(. . . ) eljaras vegrehajtasai nelkili 2n miveletigenyt
> A teljes mergeSort(A) eljarasra:
nlogn<mT,,(n) < MT,,s(n) < 2n(log n) + 4n

® Ebbdl a 8.29. tetellel kapjuk a bizonyitando 6sszefiggest:

0]

U MT,,.(n), mT,,s(n) € ©(n log n)




Versenyrendezes (Tournament sort)*

® Maximumkivalaszto rendezesek koze tartozik

~Kieseses sportversenyek
® Tetszl6leges elemszamra megvaldsithato (n=2%-ra nézzik)

® Adatszerkezet: versenyfa (tournament)
® Falevelei: elemek

® Belsé csucsok: ,nyertes elemek”



Versenyrendezes (Tournament sort)*

® Algoritmus:
® 1. specialis menet
® Versenyfa felépitése
® (n-1) menet
® Az akt. Max. elem helyett —oo
® Az agUjrajatszasa
® Dinamikus programozas elve

® feljegyzi egy adott menet maximum kivalasztasanak az
osszehasonlitasait



Kezdo tournament letrehozasa*

Def.: A tournament olyan teljes binaris fa, amelynek minden belsd
pontjaban a ket gyermek nagyobbika foglal helyett.

Kezdetben van 8 elem. Ezek lesznek a fa levelei.
Kattintasra indul az animacio, amely megmutatja a fa
felépulését!




A merkozesek uUjrajatszasa a tournament egy agan*

A réjzonr Bjdtstoth o g\gy datesmalis soroesdelikietydagobd)¢letonk, majd lejatszunk ezen az
agen 3 (W—%Slfgzzersfcé 3432 rlr\(Lfﬂc(;f,eha jtunk 3 osszehasonlltast:
attintasra indul az animacio, amely bemutatja ezt!

N
;
OFORORORCRONORO



A versenyrendezeés
rekurziv algoritmusa®

® Muveletigeny
® BuildTour

® aversenyzOk szama: n=2k

® Opgn)=1+2+...+2K1 +2k=2k-1=p—1
® MaxTour
* O,{n)=2k=2log,n

N

~
BuildTour(t:Node™)
lIFelt: A tfalevelei mar tartalmazzak a rendezé adatsorozatot

h(t)<0

BuildTour(t->left)

& BuilldTaur(t-=>right)

t-= key:=Max(t->left-> key, t->right-> key)

rI"v."lzvut:T-‘.:rur{t:l‘v.lu::u‘.:lne"}p
h(t)=0
T F
= I{ey:: -0 t== kE'y:t-:" left- kE'y"
T F
MaxTour(t==|eft) Max Taur(t=>right)
t-> key:=Max(t-> left-> key t->right-> key)




A versenyrendezes rekurziv algoritmusa*

rTuurSm‘t[t:Nude*]
e ] ®* MdUveletigeny
BuildTour(t) ® Ateljes eljaras 6sszehasonlitas szama:
write (t=> key) ¢ 6T5(n) =(n-1) +(n-2)2log,n =(n-1) (2 log,n +1)
ne= ) - ® O,.(n) € © (nlog,n)
. ® Memoriaigeny:2n-1
MaxTour(t) ® Nem helyben rendez!
write(t=>key)
n:=n-1




TourSort iterativ valtozata*

/A versenyfat szintfolytonosan elhelyezzik egy tombben. A rendezend6 elemek a f
levelén foglalnak helyet, ezért a 2n-1elemszamu tomb utolso n eleme van kitoltve. A

megel6z6 elemet éppen a Ktour eljaras tolti ki, méghozza jobbrdl balra haladva.

Kattintasra indul az animacio, amely bemutatja ezt!

~
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TourSort iterativ valtozata*
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TourSort iterativ valtozata*

10

11

12

13

14

16

15

11

16

15

11

16

12




A versenyrendezes iterativ algoritmusa*

(MaxTour[A:T[2n-1]]
j=0 -
TourSort(B:T[n])
j<n-1
AfiI=A[2j+1] A:T[2n-1]; A[n-2..2n-2]:=B[0..n)
T F
BuilldTaur(A)
y o j=2j 1 j=2j+2
BuildTour(A:T[2n-1]) write(A[0])
A==
i:=n-2 downto 0 _ _ i=n-1 downta 1
j==floar({j-1)12)
Alil=max(A[2i+1], A[2i+2]) 0 MaxTour(A)
Aljl:=Max(A[21+ 1] A[21+2]) write(A[0])
j=floar((j-1)I12)




Ellenorzo kerdesek

1. AdottazA=(8;6;8;5; 4; 5; 2; 3; 4; 2) tdomb, ami egy binaris maximum-kupacot
reprezental.

® Szemléltessik a g, a 8, a7ésa3beszurasat afenti kupacba! Mindegyik esetben a fent adott kupacra
alkalmazzuk a mdveletet!

® Szemléltessink sorban harom remMax() mUveletet erre a kupacra!

2. Egy binaris fa mikor szigoruan binaris? Mikor tokeletes? Mikor majdnem teljes? Ez
utobbi mikor balra tomoritett, és mikor kupac?

® Szemleltesse a kupacrendezeést a kovetkezd tombre! <3; 9; 8; 2; 4; 6; 7; 5>

® Minden lesillyesztés elott jelolje a csucs mellett egy kis korbe tett sorszammal, hogy ez a rendezes

soran a hanyadik lesillyesztés; akkor is, ha az aktualis lesillyesztés nem mozditja el a csucsban lévo
kulcsot! Minden valddi lesillyesztés eldtt jeldlje a lesullyesztés iranyat és Utvonalat! Minden olyan
lesUllyesztés el6tt rajzolja Ujra a fat, ami az aktualis abran mar modositott cstcsokat érinti! Ujra
rajzolaskor adja meg a fat tartalmazo tomb pillanatnyi allapotat is!



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek |I.
el6adasjegyzete és Fekete Istvan: Algoritmusok és
adatszerkezetek El6adasjegyzete alapjan késziilt.



http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad1jegyzet/ad1jegyzet.pdf
http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad1jegyzet/ad1jegyzet.pdf
https://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke16_lap1.html
https://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke16_lap1.html

Algoritmusok es
adatszerkezetek I.
9. Eloadas

Rendezeés linearis idoben

(Sorting in linear time)




Tartalom

Rendezd algoritmus

Radix rendezes

Szetvalogato rendezes (distributing sort)

Radix rendezes listakra

Radix rendezes 0sszetett kulcsu rekordok rendezesere

Leszamlalo rendezeés (counting sort)

Radix rendezes tombokre

Edényrendezes (bucket sort)



Rendez6 algoritmus

Tétel: Tetszoleges rendezé algoritmusra mT (n) € Q(n).

® Tetel: Barmely 6sszehasonlito rendezés végrehajtasahoz a legrosszabb esetben
MC(n) e Q(nlgn) kulcsésszehasonlitas szikséges.

® Tétel: TetszOleges 6sszehasonlitd rendezésre MT(n) € Q(nlgn).

® Lehet-e mas elven mikodo algoritmussal ezen javitani?
® Akulcsok 6sszehasonlitasa helyett kulcsok osztalyozasa (aszimptotikusan optimalis)
® radix sort (szamjegypozicios rendezés)
® szétvalogato rendezés (distributing sort)
® counting sort (leszamlalo rendezés)
® + kulcsosszehasonlito segédrendezeés

® Bucket sort (egyszerl edényrendezés) (AT(n), mT(n) € ©(n))

® Srendezes aszimptotikusan optimalis, ha MT.(n) € O(n)

MTs(n), mT¢(n) € ©(n)



Radix rendezes
(Radix Sort = Szamjegypozicios rendezes)

® A kulcsok @

A Helyiértékek sorszamai (d=3, r=4, kulcs:10320):
® ralapu szamrendszerben

4 3 2 1
0 3 2 0

=t Ly

® dszamjegyy, <

dDigitNumber tipusu: eldjel nelkili egész szam

Szamjegyek sorszamozasa: jobbrdl balra

1. szj: legkevésbé szignifikans, ... P— —— =~
(radix sort( L dDigit Number{) ; d : M}
® ad-edik a legszignifikansabb ' | -

® Arendezes 1= 11to d

nse i stable sort to sort list Loon digit ¢

® dmenet

® azi-edik menetben a jobbrol i-edik szamjegy szerint rendezink

® stabil rendezes

® L:absztrakt lista (véges sorozat)

® dDigitNumber(): olyan véges sorozatok, amiknek az elemtipusa: dDigitNumber




Radix rendezeés linearis muveletigeny

® Muveletido: U 0(d * rendezés(n)) T

®* arendezés(n): a belsé rendezés koltsége

® Elvarasok a belso rendezestOl

~

® Gtabil {j'nrlix sort( L - dDigit Numhber() ; d - HI

|
® Linearis muveletigeny i =11tod

s a =stahle sort to sort list f_- on et 2

® Belso rendezeés
® Szetvalogato rendezes (distributing sort)
® lancolt listaknal

® Leszamlalo rendezés (counting sort)

® tomboknel




® Stabil

Szetvalogato rendezes (distributing sort)

® Lancolt listakra optimalis [ P —
> (distributing sort(L: T} ;r: N:p: T = [0.r)))
Hatékony a Radix rendezéssel ' , ' '
Y B: T([r] // arrav of lists, i.e. bins
® Arendezési probléma: ki=0tor—1
o(r) ——— —
Adott: Let Blk| be empty list [/ init the array of bins
L is not o Ly
® aznhosszusagu B
L . O(n) Hemove the ficst element @ ol list L 0(1)
elemdfpiae [usert @ at the end of Ble(x)] // stable distribution 0(1)
® [ absztrakt lista, o(r) E:=r—1 downto IZ.‘J_
°* reon) (e P) L:=Blk|+ L // append B[k] before L
® @:T—[o..r) kulcskivalasztd figgvény.

Rendezzik L-et stabil rendezéssel, linearis miveletigénnyel!

Moveletigeny:

©(n+r)=0(n) (r € O(n) miatt)




® ralapu szamrendszer

1. szamok széetvalogatasa
® j-edik szamjegyUk erteke szerint
®* B,B,B,, ...B,_ polcokra (bins)
® Polcok: kezdetben Uresek

® fontos:

® az egyes polcokon megmaradjon
a szamoknak a szétvalogatas
el6tti sorrendje

2. a polcok tartalmat 6sszefizi L-be.

Radix rendezes listakra

® Aradix rendezes altal felhasznalt szetvalogato rendezes

®* Muveletigeny:
® Belsd (szétvalogato rendezes): ©(n +r)
® rdarab polc Uresre inicializalasa
® nelemet szétvalogatasa
® rdb polc 6sszef(zése
® Aradixrendezes: ©(d * (n +r))
® abelso (stabil) rendezést d-szer hivja meg

® dkonstans ésr € O(n)

>T

«(n) € O(n)

adix_sor




Radix rendezes listakra - lejatszas
L = <103, 232, 111, 013, 211, 002, 012> (r = 4; d = 3)

® 1. mentet (utolso szj. szerint)
* B,=()

B, = (111, 211)

el 2521902,012) ® 3. Menet: (els6 szj. szerint)

B, = (103, 013) ® B, =(002, 012, 013)

® Osszef(izve: L = (111, 211, 232, 002, 012, 103, 013) ® B - (103 111)
® 2. Menet: (utolso elbtti szj. szerint) ® B =(211, 232)
® B, =(002, 103) ° 33 - ()
® B, =(111, 211, 012, 013) ® Osszef(izve: L = (002, 012, 013, 103, 111, 211, 232)
®* B,=()
® B,=(232)

® Osszef(izve: L = (002, 103, 111, 211, 012, 013, 232)



Az absztrakt listak ha nem lancolt listak

® Az egyes polcok tetelszama
® nem ismert: [0..n] k6zOtt (n :az input mérete)
> rdarab n méret( segedtomb
> t0l sok munkameméria
® Ha az interfesz egy tomb, de a polcok lancolt listak
® 0Osszesen n * d memoria allokalas, és ugyanennyi deallokalas

>Nagyon megnoveli a ©(n) muveletigényben rejtett , konstanst”

> arendezés gyakorlatilag hasznalhatatlan



A gyakorlatban az absztrakt listak: lancolt listak

® Ha a polcok lancolt listak

> A bemenet és a kimenet is a polcokkal azonos tipusu lancolt lista

® a memoria allokalasok (pl. new ) és deallokalasok (pl. delete ) elkerilése miatt
® Az egyes menetek bemenetilistaja elemeinek szetpakolasa hatekony legyen

® minden elemre: ©(1) ido
> A listak vegehez is direkt hozzaferes szukseges
® Megvalositasa
® Sil -ekkel és a nemures polcok veégere mutato pointerekkel

® C2L-ek alkalmazasaval

® konstans szorzok aran



Radix rendezés osszetett kulcsu rekordok rendezésére:
pl. Datum

® harom komponenst (év, ho, nap) tartalmaz

® Radix rendezese:

® Legkevesbe szignifikanstol a legszignifikansabb felé ( 3 menet):
® nap->ho->évmezd szerint
® Stabil rendezessel

® Mar nehany ezer tétel esetén is gyorsabb rendezést kapunk

® Feltétel: nincs tul sok lehetséges évszam

® Osszehasonlitd rendezésnél

® asorrend: év -> ho -> nap



Radix rendezes listara - algoritmus

r

(radixz sort| L E2%
LN —

-
g
&

BinHead : E2[r]

the headers of the lists 1'|‘]H'l“~l‘1l1ill;_'; the bins

®L: fejelemes,

B

E2%[r]

pointers to the headers

C2L tipusu lista

i =0tor—1

B[i] ==

&BinHead]i]

Initialize the ith pointer,

® alistaelemek kulcsai

® dszamjegyU
(d € IP konstans)

i=1tod

distribute( L, i, B)

Distribmte L on the ith rlll;_';l'1w of kevs,

cather( B, L)

(yather form the bins back into L

® ralapu szamrendszer
(re O(n))

® digit(j, r: N, x:277): [0..r)

szrdsz-ben

® xkulcs jobbrdl i-dik szj. ralapu

-

(distribute| L E27
S

-1: N: B: E2* [r] ';

L — next # L

p = L — next ; unlink( p)

precede( p, B[digit (i, r, p — key)]




Radix rendezes listara - algoritmus

-

(gather( B : E2%[r] ; L : E2% )]
e - 4

it:=0tor—1

append( L, Bli])

add to the end of L the elements form B:é]

Muveletigeny: ©(n) (n: lista hossza)

o
Tappen

. Tdistribute(n) S @(n), aholn = |L|

>T

radix_sort

4EO@)->T (r) € O(r)

gather
(n,d, r) €EO(r+d(n+r))
® d konstans esr € O(n)

> Tradix_sort(n) € @(n)

append(L : E2%,Bi: E2¥%)

Bi->next # Bi

p. q. r := L->prev, Bi->next, Bi->prev

p-}next, q-=prev:=q.p

r->next, L->prev :=L.r

Bi->next := Bi->prev := Bi




Leszamlalo rendezes (counting sort)

. 1 f e T N
Stabil (connting_sort(A, B : T[n] :r: N:p: T = [0.r)))
. | ’

® Radix sort idealis segédrendezése C: Nfr] // counter array
k=10 1t0r—1
® témbben @(I’) Clk] == 0 // init the counter array
. L i=0ton—1
Y 4 ’ . G) n 1
A rendezesi prObIema' (n) Cle(Afi])] count the items with the given key
® Adott: O(r) k:i=1tor—1
C'[k] Clk —1] / C[k] :== the number of items with key < k
® A:T[n]tomb O(n) i :=mn— 1 downto 0
a k= :,_3{-1[4']" k= the key of J"l[.f
= O(n) (E ]P)) Cr'!m] —_ = The next one with ke kst e (L hetore _*-‘1[.1' where
° ®: T — [0..1) kulcstggvény B[C[k]] := A[i] //Let Ali] be the last of the {unprocessed items with key k}

® Rendezzik A tombot stabil rendezessel, linearis mUveletigénnyel -> az eredmeény: B: T'[n]
tombben keletkezzék

® Mdveletigeny: O(n+r)=0(n) (re€ O(n) miatt)




Leszamlalo rendezés magyarazata

1. CIklUS: [ I':n-nmﬂ ing_sort(A,B:Tn]:r: N:p:T— [E.‘J..r'}i-\]
7 71y . . ’ ’ - I i}
® (szamlalo tomb kinullazasa C : N[r] // counter array
) kE:=01tor—1
2' CIklUS C[ﬂ'] =10 init the counter array
=0ton—1
® V kkulcsra a C[k]-ban: S = nn . .
| Cle(Af])] count the items with the given key
® kkulcsu elemek megszamolasa ki=1tor—1
| C'[k] Clk —1] 0 Clk] := the number of items with key < J
3. C|k|US i:=n—1downto
. k= p(A[i]) '/ k= the key of Afi]
v k kUICsra C[k]-ban: !:-l!]] - — The next one with key E must he put hefore 1.[; where
4 7 /4 . V4 I_‘} Cr ,IE" = ! ] | _1 ]:'I' ]'_l' ]}','-\ I'Jl. .I'_I' LIN e T |'~\~\|'r:. 1t s Wl ]'_ ]\I"\, .;1
® <kkulcsu elemek szdmanak 6sszegzése (C1H] = AU /Lot AR be the last of the funp e }

® <0 kulcsu elem =0 kulcsu -> C[0] erteke nem valtozik

® > k kulcsokra: < k kulcsu elem = k kulcsu + k-nal kisebb kulcsu
» CIK] Uj értéke = C[K] régi értéke + C[k-1] Uj értéke
L. ciklus:
® abemeneti tombon visszafelé haladva

® Velem elhelyezése az eredmény tombbe



4. Ciklus reszletezeése:
k kulcsu elem feldolgozasa

® Forditott sorrendben: ( el0szor az utolso k kulcsu elemet)
® Utolso helyre, ahova k kulcsu elem kerilhet

® ([k] :hany darab legfeljebb k kulcsu elem van a bemeneten

>pontosan az eredmeny tomb C[k]-adik ( C[k]-1 indexU) elemeéebe tesszik
1. C[k]-t eggyel csokkentjuk

2. azaktualis elemet B[C[k]]-ba masoljuk



4. Ciklus reszletezeése:
k kulcsu elem feldolgozasa

> A forditott bejaras szerint kovetkezo k kulcsu elem kozvetlenil a mostani
ele fog kerUlni stb.

» k kulcsra a k kulcst elemek eredeti sorrendje megmarad az eredmeny
tombbe is

> kisebb kulcsu elemek megelozik a nagyobb kulcsuakat
» stabil rendezést kapunk



L eszamlalo rendezes
C# kodja*

static void Main()
{
intf[]A={ 4, 2, 2, 8, 3, 32, 1 };
int maxValue = 9;

int[] B = new int[A.Length];

CountingSort(A, B, maxValue, x =» x);

"Sorted array:");

Console.Writeline(

Console.WriteLine(string.Join{", ™, B));

YEI;;;—E;,’ting5a’:élg:rithT

{

public static void CountingSeort(int[] A, int[] B, int r, Func<int, int> keyFunc)

int n = A.Length;

[
3

(sl

—

[

[l
[}

new int[r];

for (int k = 8; k < r; k++)

™
—
Eo
—
1]
=
™

for (int i = ©; i < n; i++)

C[keyFunc(A[i])]++;

for (int k = 1; k < r; ki)

C[k] += C[k - 1];

for (int i =n - 1; 1 »=8; i--)

1
int k = keyFunc(A[i]);
Cl[k]--;
B[C[k]] = A[i];
} v




Leszamlalo rendezés (animacioval):
A=<21, 30, 20, 33, 31, 10>

® Leszamlalas a masodik szamjegy szerint:

C |21 [30 [20 |33 [32 |a0 [GY ™V

H o |+ | 2] 3 | 4 5

® B=<30, 20, 10, 21, 31, 33>



Leszamlalo rendezes animacio nelkul:
A=<21, 30, 20, 33, 31, 10>

® Leszamlalas a masodik szamjegy szerint:

--EEMEIEHH-EIMME
Do -
u o 1 2 2 5 1 o
2 B
Ml o
Helyre rakaskor a C tombbal olvassuk ki, hova kell tenni az elemet miutan
csokkentettuk eggyel C megfelelo ertéket.

®* B=<30, 20, 10, 21, 31, 33>



Leszamlalo rendezes folytatasa (animacioval):
B=< 30, 20, 10, 21, 31, 33 >

® Leszamlalas az els6 szamjegy szerint:

o | i 2 | 3 4 | 5

® A=<10,20,21,30,31,33>

® Paros darabszamu szamjegy esetén a rendezend6 szamok épp abban a
tombben vannak, amelyikben eredetileg voltak.



Leszamlalo rendezés folytatasa animacio nelkul
B=< 30, 20, 10, 21, 31, 33 >

® Leszamlalas az els6 szamjegy szerint:

----------

-o 1 1 1 0
2 [ 1 2 2 3 2 1
Blo 1| 2 3 3 6 5 4 3

® A=<10,20,21,30,31,33>

® Paros darabszamu szamjegy esetén a rendezend6 szamok epp abban a
tombben vannak, amelyikben eredetileg voltak.



® Arendezendo A tomb kulcsai
® ralapuszamrendszer
® d-jegyd P,
® Ajobbrdl 1. szj helyiértéke: min
® Ajobbrdl ad. szj helyiértéke: max
® Muveletigeny: ©(d * (n +r))
® arendezés dleszamlalo rendezésbdl all
® dkonstans esr e O(n)

> Q(d*(n + ) = O(n)

@

(0

>Tradix_sort(n) € @(n)

J/

Radix rendezes (Radix-Sort) tombokre

r

[j-;-_rii:-;_mnw | A:dDigitNumber[n] : d: N '
o | e
1= 1tod

Hendezzilk az A tomhiot az elemek kulesainak

jobbral -edik szamjegve szerint stabil rendezcssel

® pl. a kulcsok negy bajtos nemnegativ egészek
® szamjegyek: a szamok bajtjai
® d=4ésr=256
® mindkettd n-tdl figgetlen konstans
> a feltételek teljesilinek
» arendezés linearis idében lefut

® azi-edik szamjegy: (C++):(key >> (8 * (i - 1)))&255



Egyszert edenyrendezes (bucket sort)

® Arendezendo elemek kulcsai [0;1) valds iv. elemei

® Kulcsok normalasa
® k€Z| keR||azza konvertalhato
® kkulcsra k € [q; b)
> I;_;Z € [0;1)
® Egyenletes eloszlas
® (input kulcsai a [0; 1) iv-on)
® Mdveletigeny
®|lmT(n) € ©(n) 1
AT(n) € @(n)ﬁ] (egyenletes eloszlast felt.)

® MT(n) ~ milyen rendezést valasztunk
az edények (buckets) rendezésére

® Beszuro rendezes: ﬂMT(n) € G)(nz),1

®  (sszefésild rendezés: []MT(n) € O(nlog n) 1

(

s - : .“‘-

| bucket  sort| L list )|

-, _ vy
[

n:o the length of L

B list|n] Create the buckets B:':]..I.'::l:

j:=0to (n—-1)

Let B’_}l he empty st

L#®

Remove the iirst element of list L

[nsert this element according to its key E into list BHH # LJ]

j:=0to (n-1)

Sort list B[j] nondecreasingly

Append lists B[0]. B[1]. .... B[n — 1] in order into list L







® A listak tipusa:

® Kezdeti lista:

® <0,45; 0,19; 0,63; 0,36; 0,20;
0,81; 0,12; 0,77; 0,54; 0,78>

® Végeredmeny:

® <0,12; 0,19; 0,20; 0,36; 0,45;
0,54; 0,63; 0,77; 0,78; 0,81>

® egyszerU egyiranyd lista (S1L)

0,12

0,20

o
w
(o)}

A 0,45

0,54

o ©
NI e
oo W

0,81

Edenyrendezes lejatszasa

A <0,45; 0,19; 0,63; 0,36; 0,20; 0,81; 0,12; 0,77; 0,54; 0,78 > tiz elemU listan
mutassa be a bucket sort algoritmusat [o; 1)-beli kulcsokra!

Beszuras utan Rendezes utan

0,19

0,77

0,12 ; 0,19

0,77 ; 0,78



Ellenorzo kerdesek

1. Mutassa be a szamjegypozicios (Radix) rendezes miUkodeset a <20; 02; 21; 01; 31; 20>
negyes szamrendszerbeli szamok tombjen! Az egyes menetekben leszamlalo rendezest
alkalmazzon!

2. Mutassa be a szamjegypozicios (Radix) rendezes mUkodeset a <h31; 20; 11; 23; 21; 10>
negyes szamrendszerbeli szamok listajan! Az egyes menetekben a megfelel6 szamjegy
szerinti szetvalogato rendezest alkalmazzon!

. A<0,4; 0,82; 0,0; 0,53; 0,73; 0,023; 0,64; 0,7; 0,39; 0,203> tiz elemU listan mutassa be a
53/ 0,73
bucket sort algoritmusat [o; 1)-beli kulcsokra!

4. Mekkora a fenti rendezesek aszimptotikus muveletigénye, es miért?

5. Aleszamlalo rendezés/szétvalogato rendezés — mint segedprogram- mely tulajdonsagara
epul a Radix rendezés? Mit jelent ez a tulajdonsag az adott esetben?

6. Adja meg a fenti rendezések struktogramiait!



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek I.
el6adasjegyzete alapjan készilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetek I.
10. Eloadas

Hasito tablak
(hash tables)




® Szotarak

® Jelolesek

® Hasheles szemleletesen

® Direkt cimzes

® Hasito tablak

® Kulcsutkozes feloldasa lancolassal

Tartalom

® Hasitofiggveny

® Nyilt cimzéses hasheles

® Probasorozatok

® Linearis proba

® Néegyzetes proba

® Kettos hasitas




Szotarak (dictionaries)

® Szotarak muveletei:
® adat beszurasa a szotarba
® kulcs alapjan a szotarban a hozza tartozo adat megkeresése
® aszotarbol adott kulcsu, vagy egy korabbi kereses altal lokalizalt adat eltavolitasa
® Szotarak megvalositasa:
® AVL fak
® B+ fak (ld. a kovetkezo felévben)
® egyeb kiegyensulyozott keresofak
® hasito tablak

® Mduveleteknek az atlagos (©(1)) (nem a maximalis (©(n))) futasi idejét minimalizaljuk



Jelolesek:

e

® m:ahasito tabla merete

TTo..m) : a hasito tabla
ITo], T[1],..., Tlm-1] : a hasito tabla resei (slot-jai)

N : Ures rés a hasito tablaban (direkt cimzésnel és a kulcsUtkozesek
lancolassal valo feloldasa esetén)

E: Ures rés (empty slot) kulcsa a hasito tablaban (nyilt cimzésneél)

D: torolt rés (deleted slot) kulcsa a hasito tablaban (nyilt cimzeésnéel)

J




Jelolesek:

® n:ahasito tablaban tarolt adatok szama
o = n/m: a hasito tabla kitoltottsegi aranya (load factor)

® U: a kulcsok univerzuma: k, k', k. € U

h: U — o.. (m-1): hasito fUggveny (hash function)

_ﬁ*_——

Feltevesek:

® ahasito tabla nem tartalmazhat ket vagy tobb azonos kulcsu elemet

® h(k) (1) idoben szamolhato




Hasheles szemleletesen



Direkt cimzes (direct-address tables)

U =[o0..m), ahol m = n, de m nem tul nagy

T : Dx[m] hasito tabla resei pointerek

® D tipusu adatrekordokra mutatnak D

A rekordok: - kU // kis the key
// satellite data

® k:Ukulcsmezd o

® jarulékos mezOk

A hasito tabla inicializalasa: © pointerekkel



Direkt cimzes muveletek

r @nit( T:D*[m)] D (ﬁnd( T:D*[] ; kU ):Dﬂ
| |
1= 0 to m—1 return 7'k
Tl =08
4 @1591‘1_( TD*H qu* )I@ @eﬂl()\re( TD*H . ALT )D@
: |
| T 1.
Tp—kl=0 p =Tk
Tlp— k| :=p Tkl =0
return false return
return true P

® Miveletigény:

Tini(m) € ©(m)

(m) € B(2)

7—mtj'velete




Hasito tablak (hash tables)

® Hasito fuggveny (hash function):

® |U|>>n ->adirekt cimzés nem alkalmazhato, vagy nem gazdasagos

»h:U— o.(m-1) hasitd fuggvenyt alkalmazunk

®* |U>>m

® A kkulcsu adatot a TTo..m) hasito tabla T[h(k)] résében taroljuk (probaljuk tarolni).

® ahasito tablaban minden rekord kulcsa egyedi

Il Hasito fuggveny egyszeri egyenletes hasitas legyen



Hasito tablak (hash tables)

® Ah:U— [o..m)flggveny egyszerU egyenletes hasitas

® simple uniform hashing

® akulcsokat a resek kozott egyenletesen szorja szet

® hozzavetdleg ugyanannyi kulcsot képez le az m rés mindegyikére.
® Kulcsutkozesek (key collisions):
® Ha ket adat k, # k, kulcsara h(k,) = h(k,)

® |U|>>m -> kulcsitkozés szinte biztosan el6fordul -> kezelni kell



Kulcsutkozes feloldasa lancolassal (collision resolution by chaining)
Lancolt/vodros hashelés (animacioval)

El
. PR, .Eq% +key : U
® Feltesszi k, hogy d haS|'.tO tabla T:E1*[m] - , ... // satellite data may come here
rései egyszer( lancolt listakat (S1L)e |ictzelemek: Pelda: | 4cur: 1%
azonositanak * m=y ILELW {neet =0]

) : - . ® ke
® Hashtabla T[i] eleme: i. lancolt lista 4
elsd elemére mutato pointer * next
QEIemei Afk)=i ® jarulékos mezdk

® Beszuras: megfeleld lista elejére (satellite data)

® h:N—o..6, h(k)=kmod 7

® Abeszurt elemek:

3, 21,73, 8, 24, 35,
26, 14, 5, 10, 18



Kulcsutkozes feloldasa lancolassal (collision resolution by chaining)
Lancolt/vodros hasheles nem animalt valtozata

.o 7’ 7 ’ o . *

® Feltesszuk, hogy a hasito tabla F:Ea*[m] E1

rései egyszer(i lancolt listdkat (S1L) e |ictaelemek: +hey U

azonositanak ' ... // satellite data mayv come here

° key +next : E1*

® Hashtabla T[/] eleme: i. lancolt lista +E1() { neat =0 }

elsd elemére mutato pointer ® next

® Elemei: h(k)=i o

jarulekos mezok
® Beszuras: megfeleld lista elejére (satellite data)

14 35 21
. ® Példa:

®* m=y

® h:N—>o0..6, h(k)=kmod7
10 24 73 3

® Abeszurt elemek:

18 3, 21,73, 81 24, 35,
26, 14, 5,10, 18
T[5] 26

T[e]



Kulcsutkozes feloldasa lancolassal: muUveletek

(search and update operations)

E1l [

+key : U
... // satellite data may come here
+next : E1%*

@nsert( T:E1*[] ; p:E1* )B)

|
k:=p— key;s:=h(k)

+E1() { next =0 }

&,ear(,.hSlL(T[.s] !a) S

p — next :=Ts]

r

Gnit( T:E1%[m] D

Ts| :=p return false

return true

=0 tom—1
Tl =0

searchS1L( ¢: 1% ;
|

kU :ELF

@earch( T:E1*] ; kU ):El"’D
|

return searchS1L(7T'[h (k)] k) ‘

qF# QNG — key #k

q:=q — next

return ¢




KulcsUtkozes feloldasa lancolassal: muveletek

(search and update operations)
® Muveletigeny: o
©

® T,:(m) €O(m)

@em()ve( T:E1*]] ; kU ):El“@ * Togveteter(M) :
|
s:=hk);p=0;q:="1T]|s] ®* mTeOo()
q7# ONqg— key #k ® MT(n) € ©(n)

pi=q,(q:=q— next

® AT(nh,m)€EO(1+ 2)
q# O m

r=o Y feltétel
 J A .
T[s] := q — next| p— next = q— next SKIP ALl aNEetels
q — nert :=Q ® h:U— o..(m-1)fvegyszerl egyenletes hasitas

return ¢

/4 14 . 14 14 n
® aresekhez tartozo listak atlagos hossza = — =

* ~€0(1)=>AT(n,m) € ©() s teljesl



Lancolt hasheles muveletek C# kodja *

\—\_/

public bool Insert(El p)

1
: - R {
public class HashTable 1) int s = Hash(key);

int k = p.Key;
1

_ int s = Hash(k): 1P
private E1[] table; El q

public E1 Remove(int key)

null;
table[s];

ivate int size;
private int size if (SearchsiL(table[s], k) != null}
while (g != null &% g.Key != key)

{
using System; public HashTable(int size) return false; {
{ } P = qJN .
public class E1 this.size = size; 9 = q-Next
I table = new El[size]; p.Next = table[s]; ¥
G oo ) table[s] = p;
public int Key; } [s] =7 if (g != null)
public E1 Mext; return true; [
private int Hash{int key) ¥ if (p == null)
public El{int key) 1 {
] public E1 Search{int key)
{ return key ¥ size; : table[s] = g.MNext;
=] H }
Key keys ¥ return SearchSlL(table[Hash(key)}], key);
Mext = null; : else
public void Init() {
. ) . p-Mext = g.Next;
{ private E1 SearchS1L(El1 q, int key) !
for (int 1 = @; i < size; it+) {
- - 1=
I while (gq != null &8 q.Key != key) T e L
table[i] = null; { 3
1 q = q.-MNext;
¥ ! return q:
return q;




A hasitofiggveny megvalasztasa
( good hash functions)

® Oszto modszer (division method)
* keZ

® h(k)=kmodm

® molyan prim, amely nincs kozel a kettd hatvanyhoz
> egyenletesen szor [0..(m-1)]

® Pl. 2000 rekord és a =3

>701

® (kozel esik a 2000/3-hoz, de tavol 512 és 1024



A hasitofUggveny megvalasztasa

® Kulcsok a [0; 1) intervallumon (egyszerd szorzo modszer)
® Ha a kulcsok egyenletesen oszlanak el
>h(k) = |k * m]
® Szorzo modszer (multiplication method)
* kel
® h(k)={k x A} * m] (0 <A <1)
® Nem minden konstanssal szor egyforman jol

® Knuth: 4 = % ~ 0,618

® Oszto modszerrel szembeni elony

® nem erzékeny a hasito tabla méretere



A hasitofUggveny megvalasztasa

® Eldjel nelkuli egesz kulcsok eseten a szorzo modszer helyett
® Tablameéret: ketto hatvany
® Tfh kulcsok: w biten abrazolt természetes szamok
» o<ks<2v—1
® Abrazoljuk szintén w biten az s = |A * 2% | konstanst
® LIm=2°P, g=2"-1és r=w-p
® duplaszavas, eldjel nelkili egész aritmetikat hasznalunk

® &:abitenkénti és muvelet

® >>:bitléptetés jobbra

> h(k) = ((s * k) & q) >> r




A hasitofUggveny megvalasztasa

® Mindharom modszer feltetelezi, hogy a kulcsok szamok

Pl. sztringek esetén

a karakterek ~ megfeleld szamrendszerbeli
elojel nelkuli egesz szamok szamjegyei

a sztringek ~ nagy természetes szamok



Nyilt cimzeses (open addressing) hasheles

® Az adatrekordok kozvetleniUl a resekben vannak

® hasito tabla: T: R[m] R

E:UU{E D} // kisa key or it is Empty or Deleted

satellite datea

® rekordok: R tipus

® Egyedi kulcsok

® Rések (slots) (init( T:R[m] })
® Szabad (free) (Ures (Empty) / torolt (Deleted)) i — () II.. m—1
® Foglalt (occupied) [lijk=E

® Hashfiggveny

probafiggveny (probing function): h: Uxo0..(m-1) ->0.. m -1

potencialis probasorozat (potential probing sequence: <h(k,0), h(k,1),..., h(k,m -1)>
Elsé elem: h_(k)

m darab hasité fliggvény: h( = ,i): U > 0..(m-1) (i€ 0..(m-1))



Nyilt cimzeés: beszuras es kereses,
ha nincs torles

® k kulcsu radat beszurasanak/ keresesenek lepései:
® Probak(foglalt és a kulcsa nem k,): h(k, o), h(k, 1)....
® Leallas:

® Ures rest talalunk

® kkulcsu foglalt rest talalunk

® kimeritjik az 6sszes lehetseges probat

® ((h(k, 0), h(k, 1), . .., h(k,m - 1)) potencialis probasorozatot)



Nyilt cimzes: beszuras es kereses,
ha nincs torles



Probasorozatok (probe sequence)

® Potencialis probasorozat: (h(k, o), h(k, 1), . .., h(k, m-1))
®* muveletek elvegzesekor ténylegesen csak egy prefixet allitjuk el

M ¢0,1,...,(m-12)) egy permutacioja (permutation) legyen
® azegész hasitd tablat lefedje

® ne hivatkozzon kétszer vagy tobbszor ugyanarra a résre
® aktualis probasorozat (actual probing sequence):

® apotencialis probasorozatnak a ténylegesen eldallitott prefix sorozata

® a beszuras/kereses a h(k, i — 1) probanal all meg &
a beszuras/keresés (azaz az aktualis probasorozat) hossza i



Egyenletes hasitas, varhato lepesszam

® Egyenletes hasitas (uniform hashing)

® Egy tetszoleges potencialis probasorozata (o, 1, . . ., (m - 1)) sorozatnak mind az m!
permutaciojat azonos valoszinUseggel allitja el
® Varhato lepésszam

® (egyenletes hasitas, nincsenek torolt resek, kitoltottsegiarany: o < a < 1)

® egy sikertelen kereseés illetve eqgy sikeres beszuras varhato hossza Iegfeljebl:;OO

® egy sikeres kereses illetve sikertelen beszuras varhato hossza legfeljebbe o O

®  50%-os kitoltottség mellett egy sikertelen keresés (illetve egy sikeres beszuras) varhato hossza legfeljebb 2,

mig egy sikeres keresésé (illetve egy sikertelen beszurasé) kisebb, mint 1,387

90%-os kitoltottség mellett pedig egy sikertelen keresés (illetve egy sikeres beszuras) varhato hossza legfeljebb 10,
mig egy mig egy sikeres keresésé (illetve egy sikertelen beszurasé) kisebb, mint 2,559



Nyilt cimzésu hasitotabla muveletei,
ha van torles is

® Torles:

® Sikeres kereseés

® A megtalaltjrés kulcsat toroltre (D) allitjuk

® Miert nem Ures-re (E) allitjuk?

® a k kulcsu adatot kulcsUtkozés miatt a TTh(k, 1)] helyre tettik

® majd toroltik a h(k, o) helyen levd adatot
(azaz a TTh(k, o)] rést Uresre allitottuk)

>egy ezt koveto keresés nem talalna meg a k kulcsu adatot



Nyilt cimzésu hasitotabla muveletei,
ha van torles is

® Kereses:
® Atlépjuk a torolt réseket (deleted slots) is
® Leallas

® sikeres keresés

® Keresett kulcsu elem megtalalasa

® Sikertelen kereses
® Ures rés (empty slot)

® a potencialis probasorozat kimeritése



Nyilt cimzeésu hasitotabla muUveletei,
ha van torles is

® Beszuras
® Teljes kereseés a beszurando adat kulcsara
® Kozben az elsd torolt res megjegyzese

® Sikertelen beszuras
® Sikeres keresés (duplikalt kulcsot nem engedink meg)

® A potencialis probasorozat kimeritése (a hasitotabla tele van)



Nyilt cimzésu hasitotabla muUveletei,
ha van torlesis

® Sikeres beszuras: sikertelen kereses

® Ha talaltunk kozben torolt rést
® a beszurando adatot az elsokent talalt torolt résbe tesszik
® jovobeli keresések hossza a lehet6 legkisebb legyen

®* Hanem talal torolt rest-

® Ures résen all meg

® a beszurando adatot ebbe az Ures réesbe tessziUk



Nyilt cimzesu hasitotabla muveletei,
ha van torles is

® Hasito tablak karbantartasa

® Ha elég sokaig hasznalunk egy nyilt cimzesU hasito tablat
® Elszaporodhatnak a torolt rések, és elfogyhatnak az Ures resek
® Atablaesetleg kozel sincs tele

» A sikertelen keresések az egeész tablat vegig fogjak nezni

> Erdemes a tablat idénkénti frissiteni

® Torolt resek megszintetese
® Kimasolja az adatokat egy temporalis teriletre
® Uresre inicializalja a tablat

® A kimentett adatokat egyesével Ujra beszurja



Probasorozat eloallitasa:

® (h(k, o), h(k, 1), ..., h(k, m - 1)) probasorozat (részleges) eldallitasa:

® Egy elsodleges h, : U — o..(m-1) hasitofuggvény

® azértéke egyben az els6 proba indexet, h(k, 0)-t adja

® Szikseg eseten : ebbdl kiindulva lepkedink a reseken tovab:b

® Elvaras: h, egyszerl egyenletes hasitas (uniform hashing) legyen

® FeltesszUk: a kulcsok természetes szamok (igy lehet pl. D= -1 és E = -2)
® Harom strategia:
® Linearis proba
® Neégyzetes proba

® Kettos hasitas



Linearis proba (linear probing)

® h(k, i) = (h (k) +i) mod m (i € 0..m-1)
® Elonye:
® Konnyd implementalni
® Hatranyai:
® Ha ket kulcsra h(k,, 0) = h(k,, o)

® masodlagos csomosodas (secondary clustering):

® az egész probasorozatuk megegyezik

» Osszesen csak m db kilénbézé probasorozat van

® azegyenletes hasitashoz szikseéges m! db probasorozathoz képest



Linearis proba (linear probing) (animacioval)

® Hatranyai:
® Elsddleges csomosodas (primary clustering):

® akilonbozo proba sorozatok 6sszekapcsolodasaval foglalt rések hosszu,
0sszefliggo sorozatai alakulhatnak ki

® megnoveli a varhato keresési idot

® pl. két szabad res kozott (ciklikusan értve) i db foglalt rés

® legalabb (i + 2)/m valoszinUséggel a kovetkezd sikeres beszuraskor ez a csomo még hosszabb lesz

® el6fordulhat, hogy kozben 6sszekapcsolodik egy masik csomaoval.

® Hasznalata:

® Ha a kulcsUtkozes valoszinUsege elenyeszden kicsi



A kitoltottsegi aranyszam: o =6/11

Sikeres keresés varhato lépésszama (egyenletes hasitas esetén): ln(—) ~ 1,73

inearis proba ﬂﬂﬂﬂ-ﬂﬂ-nﬂﬂ

21 7/ ST LS | Ty —

® h(k, i) = (h (k) +i) mod m (i € 0..m-1)
® Pelda: m=11, h,: U%O (m-1), h,(k)= kmodm

CEIA TR | [ R s

BGS_ZUF 24 2g v BeszUr 21 10 10, 0 v
BEzUr 16 5 5¢ v Keres 2 2 2,3p, 4 5 6 X
B_esz(Jr >/ > 2,3 ¥ BeszUr 2 2 2,30, 4, 5, 6 V
Beszur 32 10 10 vV

Eeszdr e . e BeszUr 2 2 2,3, X
Torol 57 2 2,3 vV Keres 21 10 10,0, Vv

I ~21

® Tablameéretet célszerd primszamnak valasztani



A kitoltottsegi aranyszam: o =6/11

Sikeres keresés varhato lépésszama (egyenletes hasitas esetén): ln(—) ~ 1,73

Linearis proba nem animalt valtozata

® h(k, i) = (h (k) +i) mod m (i € 0..m-1)
e Példa m=11, h :U - 0.(m-1), h,(k)=k mod m

[TEENEIETS s KA
n2h

Beszur 24 2¢

Beszur 16 5 oe vV | 24, 16
BeszUr 57 2 2,3t vV 2457 16
Seer | o 16 10, 2457 L 16 &\

Beszur 15 4 Le vV

Torol 57 2 2,3 vV

® Tablaméretet célszerd primszamnak valasztani



A kitoltottsegi aranyszam: o =6/11

Sikeres keresés varhato lépésszama (egyenletes hasitas esetén): ln(—) ~ 1,73

inearis proba nem animalt valtozata

® h(k, i) = (h (k) +i) mod m (i € 0..m-1)
® Pelda: m=11,h, :U - 0..(m-1), h_ (k)= k mod m

Mivelet Lk LhtkProbasorozat OO

o221 24 D 15 16

Beszur 21 10 10, 0 vV

FE I R r 3045 6. X ﬂ--ﬂ-ﬂﬂ-ﬂﬂ-
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ey | 2 | s 2 3. X ﬂﬂﬂﬂ-ﬂﬂ-ﬂﬂﬂ

ﬂ 24 2 15 16
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Negyzetes proba (quadratic probing)

® h(k, i) =(h(k,0)+c, -i+cC

® (h,: U—o0..(m-1) hasito fv.), ¢, c

I —1/

, -i?) mod m (i € 0..m-1)

LER;c,#20
® A kiUlonbozd probasorozatok nem kapcsolodnak ssze
® Masodlagos csomosodas (secondary clustering):
® Ha ket kulcsra h(k,, o) = h(k,, 0) -> az egesz proba sorozatuk megegyezik
> Itt is csak m db kilénboz8 probasorozat

® (az egyenletes hasitashoz szukseéges m! db probasorozathoz kepest)



Negyzetes proba (quadratic probing)

® ¢, ¢, konstansok megvalasztasa:
®* m kettOhatvany -> ¢, =c, =1/2
iy
* ki) = (hl(k) +%) modm (i € o.m-1)

(i+1)+(i+1)? i+i?

- (h(k,i+1)—h(k,i))modm=( > = )modm=(i+1)modm
»hk,i+1) = (h(k,i)+i+1)modm




Negyzetes proba (animacioval)

o a2l ]els |67

79 4 12 22 28

® Pelda: m=8, Pelda: m=11, h,: U~ 0..(m-1), h (k)= k mod m

CIIGOTMCTT [

Beszur 5 oe VvV Keres 4 4 45702, v
Be_szdr 12 4 AN Keres 15 7 700 0,2, 5,1 X
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;szdr 79 7 7,0 V Torol 18 2 2,3 X
Eeszdr 4 4 4,5 7,2 YV
Torsl 39 7 739 ¥




Negyzetes proba nem animalt valtozata

® Pelda: m=8, Pelda: m=11, h,: U~ 0..(m-1), h (k)= k mod m

wiveet |k iy probszorozst S o |3 | |5 | s |5 |6 7.
Beszur 21 5 5 vV —

Be_szur 12 4 Le vV 12 21

B_eszdr 39 7 7e vV 212 21 -39
Eeszdr 79 7 7,0 V 79 12 21 e
Beszir 4 4 4,57 2¢ ¥ 79 b o122 21 39
Torol 39 7 735 ¥ 79 b L1221 D

N



dvelet | K | hdo | Probasorozat

Keres 4 4 4,572, Y
Keres 15 7 7001 0,2, 51 X
Beszur 28 4 by 5 7on 2, 6 V
Torol 18 2 2,3 X

Negyzetes proba nem animalt valtozata

® Pelda: m=8, Pelda: m=11, h,: U~ 0..(m-1), h (k)= k mod m

o l1]213]4 5 ]6]7
79 - P -— . b
D i B i it b
79 4 12 21 28

il e i m——C Ol m— 2O



N é gyzete S p r(') b a A kitoltottségi aranyszam: o =5/8

o a2l el |67

79 10 12 21 28

Tl+7’l

® Példa: m=8,h:N—o0..7, h(k, n) = (k + )mod8

e e Bl

Beszur 5 oe VvV Keres 45,72, ¥
Be_szdr 12 4 AN Keres 15 7 700 0,2, 5,1 X
Bz,zdr 39 7 7e vV Beszur 28 4 45 7o 2, 6 V
;szdr 79 7 7,0 V Torol 18 2 2,3 X
Eeszdr 4 4 4,5 7,2 YV Torol 4 4 45 7,2¢ V
?&55 39 7 739 ¥V Beszur 10 2 20,3, 5,0, 4, 1V




Kettos hasitas (double hashing) (animacioval)

® h(k, )= (h(k)+i-h, (k) modm (i€ o0..m-1)
® (h,: U—o0..(m-1)és h,: U— o..(m-1) hasito fv.-ek)

® A probasorozat lefedi az egész hasito tablat < h,(k) és m relativ primek
® m kettd hatvany és h,(k) minden lehetséges kulcsra paratlan szam
® m primszam

® Peélda:

® ha m primszam (ami lehetdleg ne essen kettd hatvany kozelebe)

® m’kicsit kisebb (mondjuk m"=m - 1vagy m'=m - 2)

» h,(k)=kmod m h,(k) =1+ (kmod m’)



Kettos hasitas (double hashing)

® Minden kilonbozo (h,(k), h,(k)) paroshoz kilonb6zo probasorozat tartozik
» O(m?2) kilonboz6é probasorozat lehetséges

® messze van az idealis m! szamu probasorozattol

® megis jol kozeliti annak mUkodéset

® Példa

® m=1609 €s m’=1607 (ikerpirmek)

>2.585.663 kilonb6zd potencialis probasorozat

® Linearis eés négyzetes proba esten: 1609



® h(k, i) =(h,(k)+i-h,(k)) mod m (i € 0..m-1)
® Pelda: m =11, h (k) = kmod 11, h,(k) =2+ (k mod 10)

Kettos o] 2]3 45617 8]0 0

Probasorozat: szamtani sorozat
Els6 elem: h,: N — 0..m-1
Differencia: kulcsonként eltéré: h, : U — o0..m-1
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Kettos hasitas nem animalt valtozata

® h(k, i) =(h(k)+i-h,(k)) mod m (i € 0..m-1)
® Pelda: m =11, h (k) = kmod 11, h,(k) =2+ (k mod 10)
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Kettos hasitas nem animalt valtozata

® h(k, i) =(h,(k)+i-h,(k)) mod m (i € 0..m-1)
® Pelda: m =11, h (k) = k mod 11, h,(k) =2+ (k mod 10)
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® Parameterek:

( }
® x:beszurando adat

® k:akeresett kulcs,
illetve a torlendo adat kulcsa

® A hasito tabla: T[o..m)
® nullatdl indexeljuk

® mamerete

A kettOs hasitas programozasa - feladat

® Irjuk meg a beszUras, a keresés és a torlés struktogramjait

® Eredmény:

Sikeres keresés: a keresett kulcsu adat pozicidja
Sikertelen keresés: -1
Sikeres beszuras: a beszuras pozicidja
Sikertelen beszuras:

® Ha nincs elég hely a tablaban:-(m+1)

® Haajindexl résben megtaldljuk a tablaban a
beszurandé adat kulcsat:—(j + 1)

Sikeres torlés: a torolt adat pozicidja

Sikertelen torlés:-1

® Anyilt cimzesu hasito tabla Uresre inicializalasanak és az adott kulcsu foglalt res torlésenek
struktogramja nem figg attol, hogy a beszurast és a keresést milyen stratégiaval hajtjuk végre.



A kettOs hasitas programozasa - megoldas

4 .jjnn'rll T:R[m] ; «:R ﬁ
|
~ - 8 —-. » L=kl D = r_:
(search(T:R[m] ; &:U ). &) ki=ak:di=h(k
B [ : Fi=hi(k);::=0
i =01 7= hi(k) i < mAT[5l.k ¢ {E, D}
b :=true ; d := ha(k) \ T[]k = k
b return t+ +
, Tk =k /| —(7+1) 7= 1(j+d) mod m
return j SKIP \ 1< m
1+ + ide 1= j return —(m + 1)
h = fT[j]_L';éEﬁif.'j M | i< m A T[j].f.';,é |0 2
7 :=1(7+d) mod m \ T[]k = k I;;lu-Ju-Iu-I T-R[] : kU EW
. | .
return —1 return 1+ + j = search(T, k)
—(J+ 1| j:=(j+d) mod m \ i=0
Tlide] == x Tlj]k = D SKIP
return ide return j




1

i

private int

private int

public woid Init()

for (int i =@8; 1 <« m; i++)

table[i] = new R{);

Kettos hasitas
C# kod*

L

Hl{int key) => key % m;

H2(int key) => 1 + (key ¥ (m - 1));




Kettos hasitas
C# kod*
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Ellenorzo kerdesek

1. A T[o..M-1] hasito tabla resei (slot-jai) egyiranyu, nemciklikus, fejelem nélkili, rendezetlen
lancolt listak pointerei. Adott a k mod M hasito fuggveny. A kulcsitkozeéseket lancolassal
oldjuk fel. Feltehetd, hogy mindegyik kulcs csak egyszer szerepel T-ben.

* Irjuk meg az ins(T[],M,k,a) : o..2 érték( flggvényt, ami beszuirja a T[o..M-1] hasito tablaba a (k,a)
kulcs-adat part! Akkor és csak akkor ad vissza o értéket, ha sikeres volt a beszuras. llyenkor az Uj
listaelemet a megfelels lista elejére szurjuk be! Ha a tablaban mar volt k kulcsu elem, a beszuras
meghiusul, s 2 hibakodot adjunk vissza. Kilonben, ha nem tudjuk mar a szikseges listaelemet
allokalni, 1 hibakddot adjunk vissza!

® [rjuk meg a search(T[],M, k) figgvényt, ami visszaadja a T-beli, k kulcsu elem cimét, vagy a _
pointert, ha ilyen nincs!

* [rjuk meg a del(T[],M, k) logikai fUggvényt, ami torli a T[o..M-1] hasit6 tablabdl a k kulcsy adatot!
Akkor és csak akkor ad vissza true értéket, ha sikeres volt a torlés, azaz a tablaban volt k kulcsu
elem. llyenkor a feleslegesse valo listaelemet deallokaljuk!

Legyen M = g Mutassuk be, mi torténik, ha sorban beszurjuk a hasité tablaba a kovetkezd
kulcsokat: 5; 28; 19; 15; 20; 33; 12; 17; 10.



Ellenorzo kerdesek

1. A T[o..M-1] hasito¢ tablat nyilt cimzéssel abrazoltuk. Adott a k mod M hasito figgvény.
Mindegyik kulcs csak egyszer szerepel T-ben.

® Akulcsitkozések feloldasara hasznaljuk a kovetkez6 mddszereket:
® Linearis proba
® Négyzetes proba (c, = ¢, = 5)
® Kettds hash-elés esetére! A masodlagos hash figgvény: h,(k) = 1+(k mod (M - 1))

® irjuk meg az ins(T[],M,k,a) : o..2 érték{ figgvényt, ami beszUrja a T[o..M-1] hasitd tablaba a (k,a) kulcs-adat
part! Akkor és csak akkor ad vissza o értéket, ha sikeres volt a beszuras. llyenkor az Uj listaelemet a megfelel6
lista elejere szurjuk be! Ha a tablaban mar volt k kulcsu elem, a beszuras meghiusul, és 2 hibakodot adjunk
vissza. Kilonben, ha nem tudjuk mar a szikséges listaelemet allokalni, 1 hibakddot adjunk vissza!

® irjuk meg a search(T[],M,k) figgvényt, ami visszaadja a T-beli, k kulcsU elem cimét, vagy a _ pointert, ha ilyen
nincs!

® rjuk meg a del(T[],M, k) logikai figgvényt, ami torli a T[o..M-1] hasitd tablabdl a k kulcsy adatot! Akkor és
csak akkor ad vissza true értéket, ha sikeres volt a torlés, azaz a tablaban volt k kulcsu elem. llyenkor a
feleslegessé valo listaelemet deallokaljuk!

® Legyen M = g Mutassuk be, mi torténik, ha sorban beszurjuk a hasito tablaba a kdvetkezd kulcsokat 10; 22;
31; 4; 15; 28; 17; 88; 59. Ezutan toroljik a 17-et, majd probaljuk megkeresni a 18-at és az 59-et, végul pedig
szurjuk be a 18-at!



KOszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutatd Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek |I.
el6adasjegyzete és az Algoritmusok I. gyakorlo feladatok (2024)
alapjan késziilt.




Algoritmusok es
adatszerkezetek I.
11. Eloadas

(Osszehasonlito) rendezesek
muveletigenyenek also korlatai




® Rend

Tartalom

ezesek alsokorlat- elemzese

® Osszehasonlitd rendezések

® Az 0sszehasonlito rendezesek alsokorlat-elemzese

® Dontesi fa modell

® Also

vecsles a kulcsosszehasonlitasok maximalis szamara

® Also

n

orlat a legrosszabb esetre

*A

korlat az 6sszehasonlitasok szamara atlagos esetben




Rendezesek alsokorlat-elemzese
(Lower bounds for sorting)

1. Tetel: TetszOleges rendez6 algoritmusra D mT(n) e Q(n).

Q)

® Bizonyitas

® V helyes rendezo algoritmusnak mind az n rendezendoé elem érteket ellendriznie kell

® Mindegyik alprogram hivas és ciklusiteracio is csak korlatos szamu elemet ellendriz
® abelé agyazott alprogram hivasok és ciklusiteraciok nelkal

® L!ezeknek a korlatoknak a maximuma k

>mT(n)*k >n
>mT(n)2 %n

» mT(n) € Q(n)



Osszehasonlitod rendezések (Comparison sorts)

2. Definicio6.
® Tetszoleges rendezd algoritmus akkor 6sszehasonlito rendezes

(comparison sort), ha az input elemeinek rendezésehez csak az elemek
kulcsainak 6sszehasonlitasabol nyer informaciot.

® adottaz(a,aq,, ...
osszehasonlitani

a, ) input kulcssorozat, és ennek ket kulcsat akarjuk

> azq;<a;,a;£a;,a;,=0q;,a;#0;,a;2aj,vagy a;> a; kulcs-6sszehasonlitasok valamelyiket

vegezzuk el

® Nem vizsgaljuk meg a kulcsok belso szerkezetet, €s mas egyeb modon sem
szerzink roluk informaciot.

® Insertion sort, Heap sort, Merge sort es a Quicksort



Az 0sszehasonlito rendezesek
alsokorlat-elemzese

® Felteheto: a rendezendo elemek kulcsai kilonboznek egymastol
> A lehetseges inputok halmazat csokkentjik

® Akisebb halmazon adott also korlat (MC(n)-re/ MT(n)-re) -> a teljes halmazon is also
becslés

® Also becslesek:

® Arendez0 algoritmus altal elvegzett kulcs 6sszehasonlitasok maximalis szamara
(MC(n))

® A maximalis mUveletigenyre (MT(n))
>a,< a;,a;<qa;,q2a;, a;>a;alaku kulcs 6sszehasonlitasok maximalis szamara

® Ez az 0sszes kulcsosszehasonlitas maximalis szamara is also becslés



Dontesi fa modell (decision tree model)

® Az 0sszehasonlito rendezesek modellezesenek eszkoze
® Belso csucsok: kulcs 0sszehasonlitasok
® Levelek: a rendezés eredmeényekent adodo lehetseges sorozatok

® Az egyes részfakban a felette levo kulcs 6sszehasonlitasok
eredmenyeivel 6sszhangban levo levelek vannak

® feltéve, hogy a rendez6 algoritmus helyes

® Az unaris belso csucsokat torolhetjik

® Ezek nem adnak informaciot a program tovabbi mikoddésehez.

> Feltehetd: a déntési fa szigoruan binaris



Beszuro rendezes dontesi faja
az <a, b, c> input sorozatra (3! =6)

a<b @ b<a
% c<b E




Also becsles a kulcsosszehasonlitasok
maximalis szamara (MC(n))

® Altalanossagban: L! (a,, a,, ...a ) arendezendé sorozat
® A dontesifaban:
® V belsd csucs: egy kulcsosszehasonlitas
® Vlevel: (a, a,, ...a,) permutacioja
® TetszOleges rendezes:

® egy Ut megtéetele a dontesi faban

® agyokertol valamelyik leveélig

® belso csucsok: akozbenso kulcsosszehasonlitasok es dontesek

® alevelek: arendezéslehetséges eredményei



Also becsles a kulcs-0sszehasonlitasok
maximalis szamara (MC(n))

® Pl. egy belsé csucs: az g; < q; 6h:
® abalreszfaban a tovabbi 6sszehasonlitasok: mar tudjuk, hogy a; < g;,
® ajobb részfaban a tovabbi 6sszehasonlitas: mar tudjuk, hogy a;> q;.

® Egy tetszoleges levelhez erink: a rendezés meghatarozza az {(a,, a,, . . . a,) megfelel6 sorba rendezeset
» MC(n)=a leghosszabb kérmentes Ut hosszaval a dontési faban a gyokertdl levélig

> Ez éppen a dontési fa h magassaga

> h=MC(n)

® Avrendezés inputja a rendezett sorozat tetszéleges permutacidja lehet
> Barmelyik helyes rendezd algoritmus képes kell legyen az input tetsz6leges permutacidjat eldallitani

» Aznelem{ input sorozat mind az n! permutacidja meg kell jelenjen egy-egy levélen

> A déntési fanak legalabb n! levele van.



Also korlat a legrosszabb esetre
(A lower bound for the worst case)

3. Tetel. Barmely 6sszehasonlito rendezés vegrehajtasahoz a legrosszabb
esetbenUMC(n) e Q(nlog nﬂ kulcsGsszehasonlitas szikseges.

® Bizonyitas. A fentiek miatt elég: alsé becslést adni a dontési fa h = MC(n) magassagara

® Llaleveleiszama: |/

| <
- - } nl</<2h
> [ <2h (egy h magassagu binaris fanak legfeljebb 2" levele van)

> nl<2h

n

MC(n) = h =2 logn! = Zlogl > Z logi > Z log E\ > [9 * log E\ >
2.3

1= 2] %
n

n n n
>—xlog= ===x*(l —log2) === (1 —1=—l — =€ Q(nl
= xlog> 2>l<(ogn 0g2) 2>l<(0gn ) Slogn— 7 (nlogn)



Also korlat a legrosszabb esetre

¥ (51 108[2] = [2] - 05[] ) magyarazata

® Az 6sszegnek legalabb || tagja van.

+ wtagokszams n— (3] ~1) = (n-[£) +1= 2] +1
® Han paratlan: ||

® Ha n paros: [ﬂ +1



Also korlat a legrosszabb esetre

4. Tetel. Tetszdleges 6sszehasonlito rendezésre[MT(n) e Q(nlogn)

® Bizonyitas.
® Mindegyik alprogram hivas és ciklusiteracio is csak korlatos szamu elemet ellendriz
® abele agyazott alprogram hivasok es ciklusiteraciok nelkl

® |l ezeknek a korlatoknak a maximuma k

> MT(n)xk =MC(n)

» MT(n)2 %MC(n) & 3. tétel

7

% o ¢ (o) relacio tranzitiv
» MT(n) € QMC(n))

» MT(n) € Q(nlogn)
® heap sort és a merge sort: aszimptotikusan optimalisak

® MT(n) €0(n log n) dsszeillik a MT(n) € Q(n log n) alsé korlattal. (Ld. 4. tétel)

> MT(n) € O(n log n)



Also korlat az 0sszehasonlitasok szamara
atlagos esetben*

® Arendezo eljaras (adott n meret melletti) atlagos 6sszehasonlitasi szama =
a dontesi fa levelmagassagainak az atlaga

® Jeldlesek:
® [hsum(t) : A levelmagassag 6sszeg
® Tokéletes dontési fa: minden belsé pontnak pontosan ket gyermeke van: igen/nem
® ~(szigoruan binaris fa)

® Egy ttokeletes dontesi fahoz nem feltetlenil tartozik olyan algoritmus, amelynek t a
dontesi faja lenne, de becsleshez felhasznalhato

5. Lemma. Az azonos szamu levelet tartalmazo tokeletes dontesi fak kézul
levélmagassag 0sszeg azokra a legkisebb, amelyek egyben majdnem teljes
binaris fak.



Also korlat az 6sszehasonlitasok szamara
atlagos esetben*

® Bizonyitas.
® L!t:tokeletes dontési fa, de nem majdnem teljes binaris fa

® =>levelei kdzott legalabb két szintkGlonbség talalhato

® Pl. At fabanpl.az A ésBlevelek és a D levél kozotti szintkilonbseg 2

® h(A)-h(D) = h(B)-h(D) = 2 e
® L!'t’ t-nek egy atalakitdsa Cj/ ¥/\\(\
® Aés B leveleket athelyezzik legalabb két szinttel magasabbra /é <\:Q é g
® Alevélmagassagosszeg legalabb 1-gyel csokken ¢< [5 ’
® [hsum(t) - lhsum(t’) = 2(h(C) + 1)) + h(D) — (h(C) + 2(h(D) + 1)) 9 g e
=2 h(C) + 2 + h(D) - h(C) —2(h(D)) —2=h(C) - h(D) =1 [ ] | » —— l A
4




Also korlat az 6sszehasonlitasok szamara
atlagos esetben*

® Bizonyitas folytatasa

® Az also szintU testver levélparok — szUlovel egyUtt torteno — veges sokszori athelyezese

> majdnem teljes binaris fahoz jutunk ()
s ¥
= tokéletes dontésifa ~ o
- \w<
® Magassagosszege < barmely (ugyanannyi levélcsucsot /Z ﬁ\\ /< L'
szamlalo) nem majdnem teljes tokeletes dontesi fa ~— 7(/ 7( =
A\ /L \
/4 /4 . . . /4 . /4 14 ” | [
® Az [sum(t) értek a majdnem teljes binaris fakra egyertelmd — 10

® PI. 6 levelG faknal:
® 4azalso szintl levelek szama

® 2azeggyel magasabb szinten levok szama



Also korlat az 6sszehasonlitasok szamara
atlagos esetben*

6. Tetel. Barmely 6sszehasonlito rendezes vegrehajtasahoz atlagos esetben
AC(n) e Q(nlogn)

kulcsosszehasonlitas szUkseges.

® Bizonyitas.
® LIty(n):

® Az R 6sszehasonlitasos rendezo algoritmus
adott n input meérethez tartozo dontesi faja

® |eveleinek szama: n!

® n!levelet tartalmazd majdnem teljes tokéletes dontési fa



Also korlat az 6sszehasonlitasok szamara
atlagos esetben*

® Bizonyitas folytatasa
1. s5.lemma szerint: lhsum(t,(n)) 2 lhsum(topt)

2. Tovabba: [hsum(topt) > n!(lhsum(t,,,) -1) (lasd abra)

® Atlagos esetre térve:

Lhsum(t(n)) - thsum(topt) ~ n! (thsum(tope)—1)
! _ n! = n!

® AC(n) =

(2) (2)
= h(tg,) —1€ Q(nlogn)



Ellenorzo kerdesek

1. Mit tud mondani a rendezesek minimalis mUveletigenyének also korlatjarol?
Miert?

2 .Egy tetszdleges rendezést mikor nevezink 6sszehasonlito rendezésnek?
3. Az 0sszehasonlito rendezeseket mivel modellezzik? Mit tud err6l mondani?

/4t .Mondja ki az 6sszehasonlito rendezesek maximalis mUveletigenyenek also
korlatjara vonatkozo alaptetelt!

§.Bizonyitsa be a kulcsésszehasonlitasok szamanak maximumara vonatkozo
lemmat!

6.0sztalyozza a tanult rendezéseket miveletigény és tarigény szempontjabdl!



Koszonom a
figyelmet!

Pusztai Kinga

A bemutaté Asvanyi Tibor: Algoritmusok és adatszerkezetek |.
el6adasjegyzete és Fekete Istvan: Algoritmusok és
adatszerkezetek El6adasjegyzete alapjan késziilt.



http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad1jegyzet/ad1jegyzet.pdf
http://aszt.inf.elte.hu/~asvanyi/ad/ad1jegyzet/ad1jegyzet.pdf
https://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke20_lap1.html
https://tamop412.elte.hu/tananyagok/algoritmusok/lecke20_lap1.html
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