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Bevezetés

Végiil az olvasé waldszintleg meglepédik, hogy a Riemann-integrdlt, az analizis-
eléaddsok ezen tiszteletre mélto tdrgydt egydltaldin mnem wezetjik be. Kénnyen
elképzelhetd, hogy ha ez a fogalom nem ilyen jol csengd névhez kapcsolodna, mdr
régen tulhaladottd vdlt volna. Bernhard Riemann zsenije irdnti minden tisztelet
mellett minden gyakorlo matematikus tisztdban van vele, hogy ez az ,elmélet”
manapsag az altaldnos mérték- és integralelmélet keretében legfeljebb eqy érdekesebb
feladat jelentdségével bir. Csak az akadémiai tradicio begyepesedett konzervativizmu-
sa tudta a Riemann-integrdlt az analizisoktatds teljes értékid részeként megtartani
joval azutdn, hogy torténeti jelentdségét tulélte.

Jean Dieudonné

Oktatasunk az utébbi idében egyre inkabb az USA oktatasdhoz kezd hasonlitani.
Az informatikusok és a mérnokok oktatdsaban ez azt jelenti, hogy a hangsily az alapos
megértésrol atkeriilt az alapfogalmak és eljardsok gyors elsajatitasara. Ellentmondasban
ezzel, a villamosmérnokok oktatasaban is elkeriilhetetlenné valt a kvantummechanika-
hoz nélkiilozhetetlen matematikai alapfogalmak — példaul az L2-tér — legaldbb vézlatos
ismertetése. Ugyanezek az alapfogalmak sziikségesek a numerikus analizis haladottabb
fejezeteinek megértéséhez. Tovabbi szempont, hogy a szamitégépes rendszerek fejlédé-
se feleslegessé tette egyes eljarasok, példaul integralasi modszerek begyakorlaséat, viszont
kivalo lehetOséget nyijt az oktatds soran a szemléltetésre.

Az ellentmondé kiévetelmények kielégitésére ma mar megvan a lehetéség: az integ-
ral targyalasat a Kurzweil-integralra kell alapozni. Ez az integral altalanosabb, mint a
Lebesgue-integral, igy j6 alapot ad az L2-tér és ha kell, a Szoboljev-terek targyaldsihoz,
mégis, definiciéja nagyon hasonlé a Riemann-integral definiciéjahoz, és meglep6é médon
a legtobb allitas bizonyitdsa sem nehezebb, s6t, a legalapvetébb allitasok megfogalma-
zasa még egyszeriibb lesz. Ez az elsé magyar nyelvii tankonyv, amely ezt a felépitést
alkalmazza.

Az anyag felépitése sok tapasztalat felhasznaldsaval nyerte el jelenlegi formajat. Fel-
hasznaltam az 1980-as évek elején a KLTE-n a programozé matematikusok, valamint a
fizikusok analizisoktatdsdban szerzett tapasztalatokat, az 1990-es évek végén az ELTE-n
programtervezé matematikusok és alkalmazott matematikusok analizisoktatasadban szer-
zett tapasztalatokat, de legf6képpen a BME-n a villamosmérnokok BSc és MSc anali-
zisoktatdsaban szerzett tapasztalatokat. Az anyag jelenlegi valtozatat a villamosmérnok
BSc oktatasban prébaltam ki, és a fels6bb analizis oktatasanal az MSc hallgatéknak ez
volt az a hivatkozdsi alap, amelyre egy szdmos témakor (numerikus analizis, Fourier-
transzforméacid, waveletek, Hardy-terek, varidcidszamitas, Pontrjagin-féle maximumelv,
differencidlhaté sokasigok) alapjait tartalmazoé el6addst alapozhattam.

Az anyag megfelel a BME villamosmérnok-hallgatéi szamaéara tartott ,Matematika
A1”,  Matematika A2” és ,Matematika A3” eldadasok harom féléve anyaganak. Itt a
magyarazatokat szinte teljesen melloztem, igy ez a konyv semmiképpen sem helyettesiti
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az eléadast. Ugy gondolom azonban, kozreaddsa mégis hasznos, mert segitséget nyujt az
el6adason a jegyzeteléshez, lehet6vé teszi mindenki szamara, hogy az el6adason késziilt
jegyzeteit kiegészitse, hibait javitsa, és vildgosan rogziti, miben tértem el egyéb jegyze-
tektol, mi a tananyag. JOl hasznalhatd arra is, hogy utdnanézziink valaminek. Ez utébbit
részletes index konnyiti meg. A torzsanyagon kiviili részeket *-gal jeloltem. A °-rel meg-
jelolt részek olyan fogalmakat is felhasznalnak, amelyeket még nem definidltunk, és csak
magyarazatként szolgdlnak. A definiciéban a definidlt fogalmakat és az allitdasokat délt
betiivel szedtem. A bizonyitasok végét OO jelzi.

Az elsé bekezdésben emlitett szempontok alapjan az anyag minél egyszeriibb felépi-
tésére torekedtem. A kozépiskolds ismeretek kissé magasabb szintrdl torténé attekintése
és a komplex szamok bevezetése utan, az alapvet6 halmazelméleti fogalmak birtokaban
a fliggvények folytonossaganak és a hatarértékének targyaldsa kovetkezik. A sorozatok
targyaldsa ezen az alapon torténik. Az elemi fliggvények targyaldsa 6sszekapcsolédik hat-
vanysoruk targyalasaval. Az egyvaltozos fliggvények differencialszamitdsanak targyaldsa
lényegében a szokasos. A valds véaltozos fliggvények integraljanak targyaldsa azonban a
Kurzweil-integrdlon alapul. Végiil néhany alkalmazas zarja az els6 félév anyagat. A ma-
sodik félév a linedris algebra (és a tenzorok) targyaldsival kezdédik, és roviden Ossze-
foglalja a linearis algebra numerikus maddszereit és a szimplex médszert is. Ezutan a
tobbvaltozés fuggvények differencidl- és integralszamitasa kovetkezik. Természetesen itt
is a Kurzweil-integralt haszndlom; melléktermékként a Lebesgue-mértéket is megkapjuk.
A fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok targyaldsa tartalmazza a Lebesgue-integralra vo-
natkozoé konvergenciatételek altaldnositdsait is; természetesen a bizonyitasok elhagyhatok.
A Fourier-sorokat a matematikusoktatdsban szokasos dltaldnossagban targyaljuk, bar ki-
sebb terjedelemben. A harmadik félév vektoranalizissel kezdddik; természetesen a gorbe
menti integralt is Kurzweil felépitésében targyaljuk. Itt a teljesség kedvéért részletezziik a
Lebesgue-integrallal val6 kapcsolatot is; természetesen ez kihagyhat6. A Gauss-, Green- és
Stokes-tétel az altalanos integralfogalom miatt kell§ altaldnossagban fogalmazhaté meg.
A komplex fiiggvénytan — a kell6en dltalanos gorbe menti integral miatt — egyszeriien tér-
gyalhat6. A differencidlegyenletek targyaldsa a szokdsos, de egy rovid pont — kihasznélva,
hogy kell6en altalanos integralfogalom all rendelkezésre — a Laplace-transzformaciora is
kitér. Végiil a valosziniiségszamitas és matematikai statisztika — ami a mérnokoktatasban
hagyomanyosan ide tartozik — révid targyalasa zarja a harmadik félévet. Mindeniitt az
egyszeriség elsddleges szempontjanak a matematikai pontossiggal és kell§ altalanossig-
gal valé 6tvozésére torekedtem.

A konyvhoz egy szemléltet6 példakat tartalmazd szamitégépes anyag is tartozik,
amely a honlapomon,

http: //moon.inf.elte.hu/~ajarai

érheto el.

Koszonettel tartozom Réacz Andrasnak, aki igen gondosan atnézte a jegyzet els6
valtozatat, és rendkiviil sok értékes megjegyzéssel, észrevétellel jarult hozza a javitasdhoz.
Ko6sz6nom az Eotvos Kiadé munkatarsainak a konyv megjelenéséhez nytjtott segitségét.

Budapest, 2012. oktéber 23. Jdrai Antal



Ez a 2., elektronikus valtozat a papir alapi kiadashoz képest kisebb hibdk javitasan
kiviil mintegy 15 oldal kiegészitést tartalmaz, elsésorban a feltételes széls6éértékszami-
tas témakorébdl, de alapvetd valtoztatisokat nem. Elérheté az ELTE Infomatikai Kar
Digitdalis Konyvtaraban vagy a honlapomon.

Budapest, 2025. oktéber 23. Jdrai Antal
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Halmazok

Ebben a fejezetben a halmazokat, reldcidkat és fliggvényeket targyaljuk, kiegészitve
a kozépiskoldban tanultakat.

1.1 Halmazelméleti alapfogalmak

1.1.1. Halmazelmélet. A halmazokrdl szemléletes elképzelésiink, hogy a halmaz, vagy
rendszer, osztaly, Osszesség (egyeseknél csaldd, sokasdg, gylijtemény) elemeinek gondolati
burka (,zsék”). A halmazelméletben (az egyenléségen kiviil) a ,halmaznak lenni” (nincs
jele) és az ,eleme” alapfogalom szerepel. Az x € A (vagy A 5 x) jelentése, hogy az = (elem,
dolog) eleme az A halmaznak, vagy mésként = hozzdtartozik A-hoz. Ennek tagaddsét
x ¢ A jeloli. Hasonléan més esetekben is athuzassal jeloljiik a tagadést, példaul A # B
jelentése, hogy A nem egyenlé B-vel. Egy halmaz elemei kozott lehetnek halmazok is.
A jelolések tetszdlegesek, de altalaban a ,bonyolultabb dolog, bonyolultabb betii” elvet
kovetjiik.

1.1.2. Meghatarozottsag. Két halmaz akkor és csak akkor egyenld, ha az eleme-
ik ugyanazok. Egy halmazt tehat elemei hatdroznak meg. Nincs olyasmi, hogy valami
,,t0bbszor eleme” egy halmaznak. A meghatarozottsag az ,,€” egy lényeges tulajdonsé-
gat fejezi ki, példaul a , gyermeke” kapcsolat az emberek koézott nem rendelkezik ezzel
a tulajdonsaggal.

1.1.3. Részhalmazok. Azt mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaznak,
ha A minden eleme a B halmaznak is eleme. Jele: A C B vagy B D A. Ha A részhalmaza
B-nek, de nem egyenld vele, akkor azt mondjuk, hogy A valédi részhalmaza B-nek. Jele:
A C Bvagy B D A. (Més, logikusabb, de kevéshé elterjedt jelolések: A C Bvagy B2 A a
részhalmazra és A C B vagy B D A a valédi részhalmazra.) Minden halmaz részhalmaza
sajat maganak (reflexivitds), és ha A C B, B C C, akkor A C C (tranzitivitds). Ha
A C B és B C A, akkor a meghatarozottsag szerint A = B. Erre azt mondjuk, hogy C
antiszimmetrikus. (Az egyenléségre még az is teljesiil, hogy ha A = B, akkor B = A is,
az egyenlGség szimmetrikus.) A meghatdrozottsiag ugy is fogalmazhatd, hogy az A és B
halmazok pontosan akkor egyenléek, ha A C B és B C A. Rendszerint ennek alapjan
bizonyitjuk halmazok egyenléségét.

Ha A halmaz, akkor {z € A:...} vagy {x € A | ...} jeldli azt a halmazt, amelyhez
A-nak pontosan azok az x elemei tartoznak, amelyekre a kipontozott részre irt feltétel
igaz. Néha, ha vildgos, hogy milyen A halmaz részhalmazara gondolunk, az ,&€ A” részt
a jel6lésbol elhagyjuk.

Azt a halmazt, amelynek nincs eleme, tres halmaznak nevezziik, és 0 jeloli. (A
meghatdrozottsdg miatt csak egy tires halmaz van.) Az tires halmaz minden halmaznak
részhalmaza, és persze minden nem iires halmaznak valddi részhalmaza.

Egy halmazt ugy is megadhatunk, hogy kapcsos zardjelek kozott felsoroljuk az ele-
meit, példaul {a}, {a,b}, {a,b,c} stb. (Ennek megfelelden programozssi nyelvekben az
tires halmazra szokdsos a {} jel6lés is.)



1.1.4. Unié. Ha A és B halmazok, akkor azt a halmazt, amelynek pontosan azok az
elemei, melyek elemei A-nak vagy B-nek (vagy mindkettének), A U B-vel jeloljiik, és a
két halmaz unidjdnak nevezziik. Régebbi konyvek néha U helyett +-t frnak. (Uni6 helyett
egyesitést is szokds mondani.)

Jéval altaldnosabban, ha A egy halmaz, melynek elemei mind halmazok, akkor azt a
halmazt, amely pontosan azokat a dolgokat tartalmazza, amelyek A valamely elemének az
elemei, az A unidjdnak nevezziikk. Ennek a jel6lése: UA vagy U{A: A € A} vagy U, 4A.

Nyilvdn U = @ és ha A egy halmaz, akkor U{A} = A, ha pedig A és B halmazok,
akkor AU B = U{A, B}.

x 1.1.5. Axiomatikus halmazelmélet. Ha valaki figyelmesen megnézi, a fenti tar-
gyalads nem pontos. Néhany dolgot, példaul hogy két halmaz pontosan akkor egyenld, ha
ugyanazok az elemeik, vagy hogy van iires halmaz sth., egyszerlien elfogadtunk, a szemlé-
let alapjan. Pontos targyalasnal ezeket axiomaként kellene felsorolni. Pontosabb targyalds
talalhaté a [33] konyvben.

1.1.6. Allitas: az unié tulajdonsagai. Ha A, B, C halmazok, akkor
(1) Aub=A4;

(2) AUB= BUA (kommutativitds);

(3) AU(BUC) = (AUB)UC (asszociativitds);
(4) AUA = A (idempotencia);

(5) A C B akkor és csak akkor, ha AUB = B.

1.1.7. Metszet. Ha A és B halmazok, legyen AN B:= {z € A:xz € B}. (A := azt
jelenti, hogy a bal oldaldn szerepld jelolést a jobb oldaldn szerepl§ kifejezéssel definidljuk.)
Régebbi konyvekben néha N helyett - &ll (vagy semmi sem). J6val dltaldnosabban, ha
A halmazok egy nem {ires rendszere, akkor a halmazrendszer metszetét a

NA:= {z:x € A minden A € A-ra}

Osszefiiggéssel definidljuk. Més jelolések: N{A: A € A} és Ny 4A. Ha teljesen pontosak
akarnank lenni, akkor

NA:={x € UA:x € A minden A € A-ra}.

Ha A és B halmazok, akkor nyilvin A N B = N{A, B}. )
Ha AN B = (), akkor azt mondjuk, hogy A és B diszjunktak (vagy idegenek). Al-

talanosabban, ha egy nem {ires .4 halmazrendszer metszete az iires halmaz, akkor azt

mondjuk, hogy a halmazrendszer diszjunkt. Ha mér a halmazrendszer barmely két hal-

mazanak a metszete iires, akkor azt mondjuk, hogy elemei pdronként diszjunktak. (Mas

szbhasznédlatban a paronként diszjunkt halmazokbol allé6 halmazrendszert nevezik disz-

junktnak.)

1.1.8. Allitas: a metszet tulajdonsagai. Ha A, B, C' halmazok, akkor

) AND=10;

2) AN B=BnNA (kommutativitds);

) AN(BNC)= (AN B)NC (asszociativitds);

AN A=A (idempotencia);

A C B akkor és csak akkor, ha AN B = A. O

—_
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1.1.9. Allitas: disztributivitisi szabalyok. Ha A, B, C halmazok, akkor
(1) ANn(BUC)=(ANDB)U(ANC) (a metszet disztributivitdsa az uniéra nézve);
(2) AUu(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (az unié disztributivitdsa a metszetre nézve). O

1.1.1 dbra: AN (BUC) és (AN B) U (ANC) Venn-diagramja.

1.1.10. Kiilonbség és komplementer. Az A és B halmazok kilonbségét (vagy
differencidjat) az A\ B:= {x € A:x ¢ B} Osszefliggéssel definidljuk. (Az A — B jelolés is
hasznalatos.) A két halmaz szimmetrikus differencidjat (vagy Boole-algebrai dsszegiiket)
az A/ B:= (A\ B) U (B\ A) 0sszefiiggéssel definidljuk. (Az A+ B és A o B jelolések
is hasznalatosak.) Ha A C X, akkor az X \ A halmazt néha A’-vel (vagy A-sal) jeloljiik,
és az A halmaz X-re vonatkozd komplementerének nevezziik. Ez természetesen nem csak
A-t6l, hanem az X ,alaphalmaztél” is fiigg, ami az A’ jelolésben nem jut kifejezésre.
Emiatt, bar az A’ jelolés rovidebb, dltaldban mégis inkabb kiirjuk helyette, hogy X \ A.
A kovetkezd allitdsban meghagytuk a ” jelolést.

1.1.11. Allitas. Ha A, B C X, akkor az el6z6 definicié jeloléseivel

1) (A = A4;
2) 0V=X;

3) X' =0;

4) ANA =(;
5) AUA =X;

A C B akkor és csak akkor, ha B’ C A’;
(AUB)Y =A"NnB;
(ANB)Y = A UB'.0O

Az utolsé két allitast De Morgan-szabdlyoknak nevezik; dltaldnosabb valtozatukat
késobb tanuljuk.

1.1.12. Hatvanyhalmaz. Egy A halmazhoz azt a halmazrendszert, amelynek elemei
pontosan A részhalmazai, az A halmaz hatvinyhalmazénak nevezziik. Jele p(A), a p beti
a ,,Potenz” széra utal.
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1.1.2 dbra: AN B és A’ U B’ Venn-diagramja.

1.2 Relacidk

A relacidk a fiiggvényfogalom dltaldnositasai és a fiiggvénykapcsolatnal dltalanosabb
kapcsolatok leirdséara is alkalmasak.

o

1.2.1. Descartes-szorzat és relacié. Az (xy,x,,...,x,) rendezett n-es fogalmat
alapfogalomnak fogjuk tekinteni. Az (z,zo,...,x,) és (y1,Ys, - .-, Yy, ) rendezett n-eseket
pontosan akkor tekintjiik egyenlének, hai¢ =1,2,...,n esetén z; = y,. Azt mondjuk, hogy
x; az (xq, g, . . ., x, ) rendezett n-es i-edik koordindtdja. Az X, x Xy x -+ -x X, Descartes-
szorzatot vagy direkt szorzatot mint az 6sszes olyan (1, o, ..., z,,) rendezett n-esek hal-
mazat definidljuk, amelyeknek az i-edik koordinataja X;-ben van, hai=1,2,...,n. Ilyen
szorzathalmazok részhalmazait reldcioknak nevezziik. Tetszoleges kapcsolatokat relacidk-
kal irhatunk le, ezért a relaciék fontos szerepet jatszanak az adatbéazis-kezel® rendszerek-
ben. Ha X; = X, =--- = X,, = X, akkor X; x X, x --- x X, helyett X"-et szokas irni.
Ennek a halmaznak a részhalmazait X-beli reldcicknak nevezziik.

1.2.2. Megjegyzés. Az el6z6 definicioban felhasznaltuk a természetes szdmokat.
Nincs sziikségiink a természetes szamokra, ha elGszor csak a legfontosabb specialis esetet,
két halmaz Descartes-szorzatat definidljuk, majd altalanositjuk a halmazok Descartes-
szorzatanak fogalméat tetszéleges halmazrendszerekre. A pontos targyalas megtalalhaté
Halmos-Sigler [31] kényvében.

1.2.3. Binér relacidok. Ha n = 2, akkor a rendezett n-eseket rendezett pdroknak ne-
vezzik. Egy halmazt binér reldcionak (vagy kétvdltozds reldcidnak) neveziink, ha minden
eleme rendezett par. Ha R egy binér relacid, akkor (x,y) € R helyett gyakran azt frjuk,
hogy xRy, és azt mondjuk, hogy = és y kozott fenndll az R reldcid. (Vannak, akik egy
binér relaci6é grafikonjarol vagy grdfjarol beszélnek, amikor parok halmazéira gondolnak;
vannak, akik a binér relaciokat megfeleltetésnek nevezik.)

Egyszerii példak binér relacidkra a két ,szélsGséges eset”: az lires halmaz és két
halmaz Descartes-szorzata. Barmely X halmazra az

Ixi={(z,2) € X x X:z € X}

halmaz relécié (ez az egyenléség X-en); ezt a relaciot X x X diagondlisénak is szokds
nevezni. Barmely F halmazrendszerre az

{(X,)Y)eTF xF:XCY}
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halmaz binér reldcié (ez a tartalmazas & halmazai k6zott). Barmely # halmazrendszerre
az

(X,Y)eF xF:XCY}

halmaz binér reldcié (ez a valédi tartalmazas F halmazai k6zott).

Ha valamely X és Y halmazokra R C X x Y, akkor azt mondjuk, hogy R reldcié
X és Y kozott. [Minden reldcidhoz léteznek ilyen halmazok, példdul X = dmn(R) és
Y = rng(R) vélaszthato, lisd kés6bb.] Ha X =Y, akkor azt mondjuk, hogy R egy X-beli
binér reldcio. Nyilvan minden X és Y kozotti binér relacié tekintheté X U Y-beli binér
reladciénak.

° 1.2.4. Relacidk grafja. Gyakran érdemes binér relacidkat igynevezett ,nyildiagram-
mal” szemléltetni: egy R C X x Y binér reldcié szemléltetésére abrazoljuk pontokkal X
és Y elemeit, és vezessen irdnyitott él x-bdl y-ba (azaz rajzoljunk egy x-bdl y-ba vezetd
nyilat), ha (z,y) € R. Lasd az 1.2.1 abrét.

1.2.1 abra: dmn és rng, relacié X és Y kozott, X-beli relacio.

1.2.5. Ertelmezési tartomany, értékkészlet. Az R binér relécié értelmezési tarto-
manyat a
dmn(R): = {z:van olyan y, hogy (x,y) € R},
értékkészletét pedig a
rng(R): = {y: van olyan z, hogy (z,y) € R}
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Osszefiiggéssel értelmezziik. A jelolések a ,domain” illetve ,range” széra utalnak; dom
vagy 2, illetve ran, R vagy im (az ,image” sz6bdl) is szokdsosak, de a méssalhangzdk
tobb informaciét hordoznak.

1.2.6. Kiterjesztés, lesziikités. Az R binér reldciot az S binér relacié kiterjesztésének
illetve S-et az R lesziikitésének (vagy megszoritdsinak) nevezzik, ha S C R. Ha X egy
halmaz, az R relicié X-re val6 leszikitésén (vagy megszoritdisan) az

R|x:={(z,y) € Riz € X}
relaciét értjiik. Lasd az 1.2.2 dbrat.
1.2.7. Inverz. Egy R binér relacié inverzén az
R~t:={(b,a):(a,b) € R}
binér relaciét értjiikk. Nyilvan (R71)~1 = R; ha R reldcié X és Y kozott, akkor R~ reldcié
Y és X kozott, és dmn(R™1) = rng(R) valamint rng(R~!) = dmn(R).

R|a

1.2.2 abra: Relacid inverze, halmaz képe, relacié megszoritdsa.

1.2.8. Halmaz képe és inverz képe. Legyen R egy binér relaci6 és A egy halmaz.
Az A halmaz képe az R relaciénal az
R(A):= {y:van olyan z € A, hogy (z,y) € R}

halmaz. Vegytik észre, hogy R(A) pontosan akkor iires, ha A és dmn(R) diszjunktak.
Az A halmaz inverz képe az R relaciéndl R™'(A). Ha A = {a}, akkor R({a}) helyett
R(a)-t frunk. Ez kényelmes, de néha félreértésekre vezethet, ha példaul a és {a} is eleme
dmn(R)-nek; ilyen kétes esetekben megmondjuk, hogy hagytunk-e el zérdjelet.

12



1.2.9. Kompozicié. Az R és S binér relaciok dsszetételén (kompozicidjan, szorzatén)
az
Ro S:={(z,y): van olyan z, hogy (z,z) € S és (z,y) € R}

relaciot értjitk. [Egyesek forditva S o R-et {rnak; a fenti jelolés elénye, hogy ezzel barmely
A halmazra R(S(A)) = (R0 S)(A).]

> » e
S R RoS

1.2.3 abra: két relacié kompozicidja.

Két relaci6é kompozicidja lehet tires: ez a helyzet, ha rng(S) és dmn(R) diszjunktak.

1.2.10. Allitas. Legyen R, S és T binér reldcié. Ekkor
(1) harng(S) D dmn(R), akkor rng(R o S) = rng(R);
(2) Ro(SoT)=(RoS)oT (akompozici6 asszociativitdsa);
(3) (RoS)'=8"1oR1. O
1.2.11. Allités. Ha R relicié X és Y kozitt, akkor lyo R =R és Roly = R. [
1.2.12. Rendezés. Egy X halmazbeli rendezés (teljes rendezés, linedris rendezés) egy
X-beli < relacié, amelyre
(1) haz<yésy< z akkor x < z (a reldcid tranzitiv);
(2) minden z,y € X esetén x <y, x =y és x > y koziil pontosan egy teljesiil (a relaci6
trichotom).
Vegytik észre, hogy az (1) tulajdonsdg nem fiigg X-t6l, csak a relaciétdl, mig (2) a
reldciétdl és X-t6l is fugg, {gy ez az (X, <) par tulajdonsiga. Egy X rendezett halmaz
tulajdonképpen az (X, <) par. Egy X rendezett halmaz minden Y részhalmaza is rende-

zett, ha a < reldciét csak ennek az elemei kozott tekintjik, azaz a < N(Y x Y) relaciéval.
Gyakran = < y helyett azt irjuk, hogy y > =z, igy a > relacidé a < relacié inverze. Az
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x <y (vagy y > x) jelolés azt jelenti, hogy © < y vagy © = y. A > reldcié a < inverze.
Ha x < y, akkor azt mondjuk, hogy x kisebb mint y vagy y nagyobb mint zx, illetve hogy
x megeldzi y-t vagy y koveti x-et. A < illetve > relacié esetén hozzdtessziik, hogy ,vagy
egyenld”.

°1.2.13. Példa. A valds szamok halmaza és igy a természetes, egész és raciondlis szamok
halmaza is rendezett a szokdsos rendezéssel. A természetes szamok korében az ,n valédi
osztdja m-nek” relacié nem rendezés, mert nem trichotom.

1.2.14. Intervallumok. Legyen X rendezett halmaz. Ha x < z és z < y, akkor azt
mondjuk, hogy z az x és y kéz€ esik, ha pedig x < z és z < y, akkor azt mondjuk, hogy
z szigorian x és y kiézé esik. Az Gsszes ilyen elemek halmazat [z,y], illetve |z, y[ jeloli.
Az utébbi halmaz jelolésére (z,y) is szokdsos; hatranya, hogy megegyezik a rendezett
pér jelolésével. A |x,y] és [z,y[ halmazok definicidja analdg; itt is haszndlatos a kerek
zardjeles valtozat. Ha x < y, de ugyanakkor nem létezik szigorian = és y kozé esd elem,
akkor azt mondjuk, hogy x kdzvetlenil megeldzi y-t, vagy y kézvetleniil kéveti x-et. Egy
x elemhez tartozé kezddszeletnek a {y € X:y < x} részhalmazt nevezziik. A kezddszelet
jelolésére logikus, de nem elterjedt jelolés |«—, z[. Az analdg |«, z], |z, =, [z, —=[ jelolések
analég médon vannak definidlva.

1.2.15. Legkisebb és legnagyobb elem. Az X rendezett halmaz legkisebb vagy elsd
elemén egy olyan x € X elemet értiink, amelyre x < y minden y € X-re. Nem biztos,
hogy van ilyen elem, de ha van, akkor egyértelmii. Hasonléan, X legnagyobb vagy utolso
elemén egy olyan x elemet értiink, amelyre y < x minden y € X-re. Nem biztos, hogy
van ilyen elem, de ha van, akkor egyértelmi.

Ha X-nek létezik legkisebb eleme, akkor azt min(X)-szel jeloljik, ha pedig létezik
legnagyobb eleme, akkor azt max(X)-szel jeloljiik.

1.2.16. Korlatok. Egy X rendezett halmaz egy = elemét az Y részhalmaz alsé kor-
latjdnak nevezziik, ha minden y € Y-ra 2 < y. Ha minden y € Y-ra y < z, akkor z az
Y felsd korlatja. Lehet, hogy egy részhalmaznak nincs alsé vagy fels6 korlatja, de az is
lehet, hogy tobb van. Ha egy Y részhalmaznak van egy vagy tobb alsé korlatja, akkor is
eléfordulhat, hogy egyik sem eleme Y-nak. Ha mégis van az alsé korlatok k6zott eleme
Y-nak, akkor csak egy van és ez Y legkisebb eleme; hasonld allitas érvényes természetesen
a fels6 korlatokra. Ha az alsé korldtok halmazaban van legnagyobb elem, akkor azt Y leg-
nagyobd also korldtjanak vagy pontos also korldatjanak vagy also hatdranak, idegen szoval
infimumanak nevezziik, és inf(Y)-nal jel6ljiik. Hasonl6an, ha Y fels korldtjai halmazaban
van legkisebb elem, akkor azt Y legkisebb felsé korldatjanak vagy pontos felsé korldtjanak
vagy felsd hatdranak, idegen széval szuprémumadanak nevezziik, és sup(Y)-nal jeloljik. Egy
X rendezett halmazt felsé hatdr tulajdonsdginak neveziink, ha minden nem iires feliilrél
korlatos részhalmazanak létezik legkisebb felsé korlatja, és alsé hatdr tulajdonsdginak
neveziink, ha minden nem tres alulrél korlatos részhalmazanak létezik legnagyobb also
korlatja.

1.2.17. Jélrendezés. Egy X rendezett halmazt jolrendezettnek, rendezését pedig
jolrendezésnek nevezziik, ha X barmely nem iires részhalmazanak van legkisebb eleme.

° 1.2.18. Példa. A természetes szamok halmaza jolrendezett, de az egész, raciondlis és
valés szamok halmaza nem jélrendezett a szokasos rendezéssel. A valds szamok halmaza
fels6 hatar tulajdonsagi, mig a racionalis szamok halmaza nem.
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1.2.19. Ekvivalenciarelacid, osztalyozas. Az X halmazbeli ~ relacié ekvivalencia-
reldcid, ha
(1) minden z € X esetén x ~ x (reflexiv);
(2) minden z,y-ra x ~ y esetén y ~ x (szimmetrikus);
(3) inden z,y,zre x ~y és y ~ z esetén x ~ z (tranzitiv).
Konnyt 14tni, hogy a & = {y € X:y ~ x}, * € X ekvivalenciaosztalyok X-nek

egy paronként diszjunkt nem iires halmazokra valé felosztdsat, tgynevezett osztdlyozdsat
adjak.

1.3 Fiiggvények

1.3.1. Fiiggvény. Egy figgvény (leképezés, transzformdcio, hozzdrendelés, operdcio
vagy operdtor) egy olyan f binér reldcid, amelyre ha (z,y) € f és (z,y’) € f, akkor
y =y, més széval minden z-hez legfeljebb egy olyan y létezik, amelyre (z,y) € f.
Igy tehdt minden z € dmn(f)-re f(z) = {y} valamely y-ra. Az ltaldnos szokas itt is
elhagyni a kapcsos zardjelet, azaz f(x) = y-t irni. Az y elemet az f fiiggvény x helyen
(argumentumban) felvett értékének nevezzik és gyakran f, -szel jeloljik. (Vannak, akik
a fliggvény grafikonjarol beszélnek, amikor parok halmazéra gondolnak.) Legegyszeriibb
példa fiiggvényre [y, amelyet X identikus leképezésének neveziink.

Annak kifejezésére, hogy az f fiiggvénynek az x helyen y az értéke, azt is szokas irni,
hogy f:z + y. (Régebbi konyvekben f:x — y szerepel.) Ennél a jelolésnél néha nem is
jeloljik semmivel a fiiggvényt. Példaul az X x Y Descartes-szorzat elemeihez elsé illetve
mésodik koordindtdjukat rendeld fiiggvények (z,y) = x illetve (x,y) — y.

Az Osszes olyan fiiggvények halmazat, amelyek értelmezési tartomdnya része az
X halmaznak, értékkészlete pedig az Y halmaznak, X — Y fogja jelolni (a jelolés nem tul
elterjedt). Annak kifejezésére, hogy az f fliggvény értelmezési tartoménya az X halmaz,
értékkészlete pedig az Y halmaznak részhalmaza, az f: X — Y jelolés szolgal, amit ugy
olvasunk ki, hogy f az X-et Y-ba képez6 fiiggvény. (Ez nem ugyanaz, mint f € X — Y]
mert ez utébbi esetben dmn(f) C X is lehetséges. Szokés az f € X — Y fiiggvényeket,
némileg logikatlanul, az X-et Y-ba képez6 parcidlis fiiggvényeknek is nevezni. Inkabb az
f € X — Yijelolést fogjuk hasznalni, vagy azt mondjuk, hogy f az X valamely részhalma-
zat Y-ba képez6 fiiggvény.) Az dsszes, X-et Y-ba képezd fiiggvények halmazat Y fogja
jelolni. Ha azt mondjuk, hogy f az X-et Y-ra képez6 fiiggvény, akkor ez alatt azt értjik,
hogy f olyan fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya X, értékkészlete pedig Y.

Az f fiiggvényt kolcsondsen egyértelminek nevezziik, ha f(x) = y és f(z”) = y esetén
x = z’. Bz nyilvan azzal ekvivalens, hogy az f~! relaci6 fiiggvény. Szokés a kéleséndsen
egyértelmi fiiggvényeket injektivnek is nevezni. Ha egy f: X — Y fliggvény Y-ra képez le,
akkor szokas sziirjektivnek vagy szuperjektivnek is nevezni, ha pedig injektiv és sziirjek-
tiv, akkor bijektivnek. Ennek a széhaszndlatnak a veszélye, hogy az, hogy egy fiiggvény
szirjektiv illetve bijektiv, nem csak a fliggvénytol, hanem az Y halmaz valasztdsatdl is

fligg.

1.3.2. Allitas. Ha f és g fiiggvény, akkor g o f is. Ha f és g kolesonésen egyértelmii
fliggvény, akkor go f is az. Ha az f fiiggvény X-et Y-ra, a g fiiggvény pedig Y-t Z-re képezi
le, akkor g o f az X-et Z-re képezi le. O
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1.3.3. Monoton fiiggvények. Legyen X és Yrendezett halmaz. Az f: X — Yfiggvény
monoton novekedd, ha x,y € X, x < y esetén f(x) < f(y); szigorian monoton novekedd,
ha z,y € X, v < y esetén f(x) < f(y); az f monoton csokkend, ha z,y € X, v < y
esetén f(x) > f(y) és szigorian monoton csékkend, ha x,y € X, v < y esetén f(x) >
f(y). Szigortan monoton noévekeds (illetve csokkend) fliggvény nyilvan monoton névekedd
(illetve csokkend) is.

Szigorian monoton névekedd (illetve csokkend) fiiggvény nyilvan kolesondsen egyér-
telmi is. Megforditva egy f: X — Y kolcsonosen egyértelm{i monoton novekeds (illetve
csokkend) leképezés szigoriian monoton novekeds (illetve csokkend) is, és az inverze is
monoton noveked§ (illetve csokkend) f(X)-en. Valoban, ha x < y, akkor f(z) < f(y), de
f(x) = f(y) nem lehetséges, és ha u,v € f(X), u < v, x = f(u), y = f*(v), akkor
x > y nem lehetséges, mert ebbél z > y és x #+ y miatt f(x) > f(y), de f(z) # f(y), azaz
u= f(x) > f(y) = v kovetkezne. A mdsik eset hasonléan bizonyithatoé.

1.3.4. Indexelt csaladok. Mint emlitettiik, egy x fiiggvény i helyen felvett értékét
néha x;-vel jeloljiik. Ilyenkor gyakran a fiiggvény I értelmezési tartomanyat indezhal-
maznak, elemeit indereknek, értékkészletét indexelt halmaznak, az x fliggvényt magat
pedig indezelt csalddnak nevezziik.

Ha az értékkészlet elemei halmazok, akkor indexelt halmazcsalddrél beszéliink. Egy
X;, 1 € I indexelt halmazcsaldd unidjat a

UierX;i=U{X;:i € I}

Osszefiiggéssel értelmezziik. Ha nem okozhat félreértést, akkor a révidebb U, X; jelolést is
hasznaljuk. Ha I # (), akkor az indexelt halmazcsaldd metszetét is definidljuk a

NierX;i=N{X,;:i € I'}

Osszefiiggéssel, és erre is haszndljuk a rovidebb N, X, jelolést. Halmazcsaladokra is igaz
marad szamos halmazelméleti azonossag, példaul kommutativitas, asszociativitds, diszt-
ributivitas. Csak eggyel foglalkozunk részletesen.

1.3.5. De Morgan-szabalyok. Ha X, i € I az X halmaz részhalmazainak egy nem
tires indexelt csalddja (azaz I # 0)), akkor az X-re vonatkozé komplementert vesszével
jelolve

(1) (UperXy) = Nier X;
(2) (NierXy) = Ui X[ O

1.3.6. Megjegyzés. A De Morgan-szabdlyok {ires csaldd esetén (azaz ha I = 0) is
érvényben maradnak, ha az X ,alaphalmaz” részhalmazai egy X,, ¢ € I csaladjanak a
metszetét a N,c;X;: = {x € X:minden i € I-re x € X} Osszefiiggéssel értelmezziik, mert
a jobb oldal megegyezik a {X;:i € I'} U{X} nem tires halmazrendszer metszetével, azaz
NigpX; = X.

Szamos olyan Osszefiiggés érvényes, amely egy adott fliggvény (vagy akar egy adott
binér reldci6) esetén az értelmezési tartomdny, illetve az értékkészlet részhalmazainak
indexelt csalddjai, valamint az indexelt csaldd halmazainak képei, illetve inverz képei
kozott teremt kapcsolatot. Mivel ezek az Osszefiiggések altaldban konnyen kitaldlhatok és
bizonyithatdk, csak annyit emeliink ki, hogy ebbdl a szempontbdl legjobban egy fiiggvény
inverze viselkedik:
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1.8.7. Tétel. Legyen f: X — Y egy fiiggvény, B, B, CY, hai € I # (). Ekkor
(1) fHYB) = U f1(By);
2) fHNBy) =N f(By);
3) fFAY\B)=X\f4YB).O

° 1.3.8. Tobbvaltozés fiiggvények. Egy X; x X, x --- x X, Descartes-szorzat va-
lamely részhalmazan értelmezett fliggvényt szokas tébbuvdltozos fligguénynek is nevezni.
Megjegyezziik, hogy egy f tobbviltozds fiiggvénynek (zq, o, ..., x,)-hez rendelt értékét
mindenki f(z,,2,,...,z,)-nel jeloli f((x,,z,,...,z,)) helyett. Tobbvaltozés fiiggvények
esetén is elofordul, hogy a véltozokat als6é indexként irjuk. Példaul a Kronecker-féle o-
fligguény a 6, , =1, hax =y és d,, =0, ha x # y Osszefiiggésekkel definidljuk z,y € X
esetén.

T,y T,y

1.3.9. Miiveletek. Legyen X egy halmaz. Egy X-beli binér (vagy kétvdltozés mi-
veleten) egy *: X x X — X leképezést értiink. Ha z,y € X, akkor x(x,y) a miivelet
eredménye, x és y pedig az operandusai. Rendszerint a binér miivelet jelét az operandu-
sok kozé irjuk: x *y. Ha A, B C X, akkor *(A x B) helyett A x B-t, az A = {a} illetve
B = {b} esetben pedig a * B-t illetve A * b-t {runk. A legszokdsosabb miiveleti jelek + és
-, az utobbit gyakran ki sem irjuk.

Egy X-beli unér mivelet egy +: X — X leképezés. Mivel X° = {0}, egy nullér
mduvelet egy *: {0} — X leképezés, ami tulajdonképpen X egy elemének a kijelolését
jelenti, operandusa nincs, csak eredménye. (Ternér stb., miiveleteket is tekinthetiink, de
erre nem nagyon lesz szitkségiink.)

Ha miiveletek eredményeire ijabb miiveleteket alkalmazunk, akkor zaréjelekkel kell
jelezniink, hogy milyen sorrendben kell elvégezniink a miiveleteket. Szokas megallapod-
ni a miveletek precedencidjaban, példaul a nullér miiveletek utan az unér miiveleteket,
majd a binér miveletek koziil el6bb a ,hatvanyozasszert”, majd a ,,szorzasszerii”, végiil az
,osszeadasszeri” miiveleteket végezziik el stb. Ilyen megallapodassal a zardjelek egy része
megtakarithat6. Megjegyezziik azonban, hogy a zardjelek teljesen elhagyhatdk, ha a mii-
veleti jeleket mindig az operandusok elé irjuk. Ezt a jel6lésmodot Jan Lukasiewicz vezette
be és lengyel jeldlésnek szokds nevezni. Az informatikdban még elterjedtebb a forditott
lengyel jeldlés, amelynél a miiveleti jelek az operandusok utdn koévetkeznek. Néhany zseb-
szamol4gép mellett a FORTH nyelv és a beléle kifejlesztett PostScript’ nyomtatévezérls
nyelv és szinte minden forditoprogram ezt hasznalja.

1.3.10. Példak. (1) Ha X egy halmaz, akkor U, N, \ és A binér miiveletek, a ” komp-
lementerképzés pedig unér mivelet p(X)-en.
(2) Ha X egy halmaz, a o Osszetétel miivelet az X-beli binér reldcidk kozott.

° 1.3.11. Példak: miivelet megadasa tablazattal. Egy véges halmazon egy binér
miiveletet (vagy altaldnosabban, barmely két véges halmaz Descartes-szorzatan értelme-
zett fliggvényt) ,szorzdtablaval” is megadhatunk: az els6 oszlopba a bal oldali operandus,
az elsd sorba pedig a jobb oldali operandus kertil. Példaul az aldbbi tablazatok az igaz
(jele: 1) illetve hamis (jele: |) a logikai értékek {f,]} kételemli halmazin az A (,és”,

konjunkcid), V (megengedé ,vagy”, idegen széval diszjunkcid), = (,ha ... akkor ...”,
implikdcid) és < (,akkor és csak akkor” vagy ,pontosan akkor”, ekvivalencia), ® (ki-
78r6 ,vagy”, gyakrabban ,vagy ... vagy ...”: pontosan az egyik), | (,,sem ... sem ...”),
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| (6sszeférhetetlen ,vagy”, gyakrabban ,vagy ... vagy ...”: legfeljebb az egyik, de lehet,
hogy egyik se) logikai jeleknek megfeleld binér logikai miveleteket definidljsk:

Al vt o
N N
A R T
= |+ | = |1 |
N 1 T
[ ! Lo
o | 1 | Lt
I Tl
Ll Lo
-
N
|

Hasonl6an, egy véges halmazon egy unér miiveletet (vagy éltaldnosabban, barmely
véges halmazon értelmezett fliggvényt) is megadhatunk tdbldzattal. Példdul az aldbbi
tablazat a — (,nem”, idegen széval negdcid) logikai jelnek megfelel$ fliggvényt adja meg:

I
R

Altaldnosabban, az informatikdban néha véges halmazok Descartes-szorzatan értel-
mezett fiiggvényt egy tombbel adunk meg.

1.3.12. Miiveletek fiiggvényekkel. Legyen X tetszbleges halmaz, Y pedig egy halmaz
a * binér miivelettel. Ekkor az X-et Y-ba képez6 fiiggvények kozott is értelmezhetiink
ybontonként” egy binér miiveletet (amelyet ugyanazzal a jellel szokds jel6lni) az

(f*g)(x) = f(x) * g(x) minden € X-re, ha f,g: X =Y

Osszefiiggéssel. Hasonlbéan definidlhaték fiiggvényekre unér, illetve nullér miiveletek. Sé6t,
ha csak egy * € Y XY — Y parcialis mivelet adott és f,g € X — Y, akkor is tekinthetjiik
az x > *(f(x), g(x)) leképezést, de ez mar nem biztos, hogy mindeniitt értelmezve lesz
X-en, még akkor sem, ha f és g mindeniitt értelmezve vannak X-en (példdul valds értékii
fiiggvények hinyadosa).

° 1.3.13. Példak. Egy n-bites gépen rendszerint rendelkezésre allnak az el6z6 példaban
szereplo logikai miveletek és még egyéb logikai miiveletek is az n-bites szavakon, azaz a
{0,1,...,n— 1} halmazt a {1,]} halmazba képez6 fiiggvények halmazan.
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°1.3.14. Példak. Egy X halmazon értelmezett valds értékii fliggvények Gsszege, szorzata
és kiilonbsége mindentutt értelmezve van, hanyadosa azonban csak ott, ahol az oszt6 nem
nulla.

1.3.15. Miivelettarté leképezések. Legyen * binér miivelet az X és legyen %’
binér miivelet az X’ halmazon. Egy ¢: X — X’ leképezést mivelettartonak neveziink, ha
p(x*y) = p(z)* ¢(y) minden z,y € X-re. Hasonl6éan értelmezziik a miivelettartast unér
és nullér miiveletre is.

A miivelettartds jelentésége, hogy ha ¢ kolesonosen egyértelmil, akkor X és p(X)
kozott nem tudunk kiillonbséget tenni a mivelet alapjan, ,,algebrailag megkiilonboztethe-
tetlenek”.

°1.3.16. Példa. Ha a > 1, az = = a” leképezés miivelettart6 és kolecsénosen egyértelmii
leképezése az Osszeadassal tekintett valos szamoknak a szorzassal tekintett pozitiv valds
szamokra.
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2

Szamok

Ebben a fejezetben bevezetjiik a valds szamokat és a komplex szamokat. A természe-
tes szamokat, az egész szamokat és a racionalis szamokat a valds szdmok részhalmazainak
tekintjik.

2.1 Valos szamok

2.1.1. Test. Egy K halmazt két miivelettel, az Gsszeaddssal és a szorzéssal [pontosab-
ban a (K, +,.) hdrmast| testnek neveziink, ha

(Al) minden z,y,z € K-ra v+ (y+ 2) = (z + y) + z (az Gsszeadds asszociativ);
(A2) minden z,y € K-ra x +y =y + = (az Osszeadds kommutativ);

(A3) K-nak van nulleleme (elem semleges elemnek is szokds nevezni), azaz van olyan
0 € K, amelyre 0+ x = z =  + 0 minden = € K esetén;

(A4) minden x € K-ra létezik olyan y € K, amelyre 2 +y = 0 = y + x (az Osszeaddsra
nézve minden elemnek van inverze;

(M1) minden z,y, z € K-ra 2(yz) = (xy)z (a szorzis asszociativ);

(M2) minden z,y € K-ra xy = yx (a szorzas kommutativ);

(M3) K-nak van egységeleme, azaz van olyan 0 # 1 € K, amelyre lx = = 1 minden
r € K esetén;

(M4) minden 0 # z € K-ra létezik olyan y € K, amelyre xy = 1 = yx (a szorzdsra nézve
minden nem nulla elemnek van inverze;

(D1) minden z,y, z € K-ra (z+y)z = xz+yz (a szorzés jobbrdl disztributiv az 6sszeaddsra
nézve);

(D2) minden z,y, z € K-ra z(x+y) = zx+ 2y (a szorzés balrdl disztributiv az 6sszeaddsra
nézve).

Itt (A1)—(A4) az dsszeadds axiomdi, (M1)—(M4) a szorzds axiomdi, (D1)—(D2) pedig
az Osszeadast és a szorzas Osszekapcsold disztributivitds axiomdi.

Az (A3) axiémabdl kovetkezik, hogy egyetlen nullelem van, mert ha 0 és 0* is nul-
lelem, akkor 0 = 0 4 0* = 0*. Most (A1) és (A4) felhasznaldsdval kapjuk, hogy min-
den elemnek csak egy additiv inverze van, mert ha y és z az x additiv inverzei, akkor
y=y+0=y+(r+2) = @Ww+z)+2z=0+2= 2 Az z additiv inverzét —z fogja
jelolni. Az additiv inverz képzését unér miiveletnek is tekinthetjiik. Barmely z,y € K
esetén x + (—y)-t  — y fogja jelolni. Nyilvan x + y additiv inverze —y — z. Bérmely
x € K-ra —(—x) = x; ez az y — y = 0 Osszefiiggésben y helyére —z-et {rva kovetkezik. Ha
r + z =y + z, akkor ebbdl

r=z4+0=zx+(z—2)=(+2)—2=Yy+2) —z=y+(z—2 =y+0=y;

20



ez az eqyszeriisitési szabdly az Osszeaddsra. Specidlisan, ha z + z = z, akkor z = 0.

Hasonléan kovetkezik, hogy csak egy egységelem van, és barmely nem nulla z elem
multiplikativ inverze egyértelmfi; ezt 2~ vagy 1/x fogja jeldlni. Mivel xy(1/y)(1/z) = 1,
az xy inverze 1/(xy) = (1/y)(1/x).

Barmely © € K esetén 20 = 0, mert (D1) szerint 0+ 20 = 2(0+0) = z0; hasonléan
(D2) szerint Oz = 0. Innen 0 # z € K esetén 1/x # 0, mert egyébként 1 = z(1/x) = 20 =
0 lenne, ami ellentmondas.

Barmely 0 # = € K-ra 1/(1/x) = z; ez az y(1/y) = 1 Osszefiiggésben y helyére
1/z-et {rva kovetkezik. Ha z # 0 és xz = yz, akkor ebbdl

r =l =w2(1/2) = (£2)(1/2) = (y2)(1/2) = y(=(1/2))= y1 = y;

ez az egyszerusitési szabdly a szorzasra. Specidlisan, ha xz = z, akkor x = 1. Hasonldéan,
ha z # 0 és zx = zy, akkor x = y, és specidlisan ha zx = z, akkor z = 1.

Béarmely 0 # ¢ € K és 0 # y € K esetén zy # 0, mert egyébként 0 = zy(1/y) = =z,
ami ellentmondaés.

Teljesiil az tgynevezett eldjelszabdly: barmely zy € K esetén

w(—y) = —(zy) = (-x)y & (—x)(—y) = 2y;

valéban (D1) szerint xy+x(—y) = z(y—y) = 20 = 0, ahonnan z(—y) = —(zy); hasonléan
adédik, hogy (—z)y = —(zy); végill (—z)(—y) = —(z(—y)) = —(—(zy)) = 2.

A figyelmes olvasé észreveheti, hogy eddig (M2)-t, a szorzds kommutativitdsit nem
hasznéltuk fel. Ha ennek kivételével minden maés feltétel teljesiil, akkor a (K, +, -) hdrmast
ferdetestnek nevezziik. Nyilvdnvals, hogy (M2) miatt (D1) és (D2) ekvivalensek, azaz
elég az egyiket megkovetelni, a masik mar kovetkezik. Hasonld apro egyszertisitések mas
axiomdkban is lehetségesek (A2) illetve (M2) felhaszndlasaval. Testben barmely x € K
és 0 # y € K esetén z(1/y)-t z/y fogja jelolni. Ha a szorzds nem kommutativ, akkor ezt
a jelolést nem célszer(i haszndlni, mert (1/y) és (1/y)z nem feltétleniil egyenl8ek.

2.1.2. Példa. A legegyszer(ibb példa testre a kételemd test: {0,1}. Ebben (sziikség-
képpen) 14+ 1 =0, azaz —1 = 1. Kételemi test {1,1} is a @ és A miiveletekkel.

° 2.1.3. Példak. Tovabbi példak testre a racionalis, valos, illetve a komplex szamok, a
modulo p maradékosztalyok, ha p primszam.

2.1.4. Algebrai struktiarak. Ha a (K,+) parra teljesiil (A1), akkor félcsoportnak
nevezziik. Ha (A3) is teljesiil, azaz van semleges elem, akkor (K, +) monoid. Ha még (A4)
is teljestil, akkor (K,+) csoport. Ha egy félcsoport, monoid, illetve csoport még (A2)-t
is teljesiti, akkor azt mondjuk, hogy kommutativ félcsoport, kommutativ monoid, illetve
kommutativ csoport. A kommutativ csoportokat Abel-csoportnak szokds nevezni, mert
Abel norvég matematikus vizsgédlta 6ket el0szér. Nem kommutativ esetben egyébként
szokasosabb a miiveletet szorzassal jelolni; ilyenkor ha van semleges elem, akkor azt 1-
gyel jeloljiik, egységelemnek nevezziik, és egységelemes félcsoportrél beszéliink.

A (K,+,-) hdrmast gydrinek neveziink, ha az 6sszeadédssal Abel-csoport (a nullele-
met 0 fogja jelolni), a szorzassal félcsoport, és teljestil mindkét oldali disztributivités, azaz
ha (A1)—(A4), (M1), (D1) és (D2) teljestilnek. Ha a szorzas kommutativ, azaz (M2) is
teljestl, akkor a gytrit kommutativ gyiirinek nevezziik. Ha a szorzdsnak van egységeleme,
azaz (M3) is teljesiil, akkor a gyfir(it egységelemes gyidirinek nevezziik.
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2.1.5. Példa. Ha X = {1,]}, akkor (X, A) és (X,V) kommutativ egységelemes fél-
csoportok, (X, < ) Abel-csoport, mig (X,=-)-ben nincs egységelem, a miivelet nem
asszociativ és nem is kommutativ.

° 2.1.6. Példa. Az (N,+) par kommutativ félcsoport a 0 nullelemmel (belathatd, hogy
csak a 0-nak van additiv inverze, a 0), és (N, ) is kommutativ félcsoport az 1 egysége-
lemmel (beldthatd, hogy csak az 1-nek van multiplikativ inverze, az 1).

* 2.1.7. Példak. (1) Ha X tetsz6leges halmaz, akkor (p(X),N) és (p(X),U) kommu-
tativ egységelemes félcsoportok, (p(X),A) Abel-csoport, mig (p(X),\)-ben altaldban
nincs egységelem, a miivelet nem asszociativ és nem is kommutativ.

(2) Ha X egy halmaz, akkor az X-beli binér reldcidk a o osszetétellel egységelemes
félcsoportot alkotnak, amely altaldban nem kommutativ és nem is csoport, bar vannak
invertalhaté elemei.

(3) Ha X egy halmaz, akkor az X-et 6nmagdba képez6 fiiggvények a o Gsszetétellel
egységelemes félcsoportot alkotnak. Ha csak az Osszes injektiv, illetve az Gsszes sziirjektiv
leképezéseket tekintjiik, akkor is egységelemes félcsoportot kapunk. Az Osszes bijektiv
leképezések (permutécidk) csoportot alkotnak. Ha az Osszes nem injekti{v leképezéseket,
illetve az Gsszes nem sziirjektiv leképezéseket tekintjik, akkor is félcsoportot kapunk, de ez
mar nem lesz egységelemes. Ezekben az esetekben a miivelet altaldban nem kommutativ.

x 2.1.8. Példak. A legegyszerlibb példa gyfiriire a nullgydrd, amely csak egy elemet
tartalmaz, ez nyilvdn a 0 kell legyen. Mésik trividlis példa egy (additiv) Abel-csoport,
amelyben barmely két elem szorzatat nullanak értelmezziik; ezeket a gytriiket zérdgyi-
riinek nevezziik. Mindkét esetben a gytirti kommutativ.

x 2.1.9. Példak. Bdrmely X halmazra p(X) a (A, N) miveletekkel kommutativ egy-
ségelemes gytri.

°x 2.1.10. Példak. Tovabbi példak gylriikre az egész szamok, a paros egész szamok, a
racionalis egytitthatés polinomok, a valds egyiitthatés polinomok, tetszéleges halmazon
értelmezett valds értékii fliggvények és az n x n-es matrixok (egész, raciondlis vagy valds
elemekkel). Ezek a gy(irtik mind egységelemesek, és kivéve a matrixgytriiket, ha n > 1,
kommutativak is. Ferdetestre példa a kvaternidk, mint azt kés6bb latni fogjuk.

2.1.11. Rendezett test. A K-t rendezett testnek nevezziik, ha rendezett halmaz,
test, és
(1) hax,y,z€ K és x <y, akkor z + z < y + z (az dsszeadds monoton);
(2) haz,ye€ Résx,y>0,akkor -y >0 (a szorzds monoton).

Rendezett testben ha z > 0, akkor z-et pozitivnak, ha = < 0, akkor z-et negativnak
nevezziik. A K rendezett test dsszes pozitiv elemének halmazat K+ fogja jelolni. Legyen
|| = z, ha « > 0 és legyen |z| = —z, ha © < 0. Legyen sgn(z) = 0, ha = 0 és
sgn(z) = z/|x| egyébként; sgn az eldjel fiigguény.

2.1.12. Tétel. Legyen K rendezett test, x,y,z € K. Ekkor
(1) ha x>0, akkor —x < 0, és ha x < 0, akkor —x > 0;
(2) haxz<wyész>0,akkor xz < yz;
(3) hax <vyész<0, akkor xz > yz;
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(4) ha x # 0, akkor 2% > 0; specidlisan, 1 > 0;
(5) ha0<z <y, akkor 0 < 1/y <1/z.

Bizonyitas. Ha « > 0, akkor 0 = —z +2 > —x + 0 = —z, ha pedig < 0,
akkor 0 = —z + o < —x + 0 = —xz. Ezzel belattuk (1)-et. (2) abbdl kovetkezik, hogy
y—x>y—y=20,1gy (y —x)z >0, amibbl yz = (y —x)z + zz > 0+ zz = zz. (3)-at
megkapjuk (1)-bél és (2)-bél, mert —((y—z)z) = (y—x)(—z) >0, igy (y—z)z < 0, tehat
yz < xz. Ha > 0, akkor 22 > 0, ha viszont x < 0, akkor —x > 0, igy 22 = (—x)2 > 0.
Specialisan, 12 = 1 > 0. Végiil (5)-héz, ha y > 0 és v < 0, akkor yv < 0. Azonban
y(1/y) = 1 > 0. Ezért 1/y > 0, és hasonléan 1/z > 0. Ha az = < y egyenlStlenség
mindkét oldaldt megszorozzuk a pozitiv (1/2)(1/y) mennyiséggel, akkor azt kapjuk, hogy
1/y < 1/z. 0

° 2.1.13. Példak. A raciondlis szdmok, illetve a valds szamok rendezett testet alkotnak.
A kételemil testen nincs olyan rendezés, amellyel rendezett test, mert rendezett testben
1>0¢és —1<0, de a kételemii testben —1 = 1.

2.1.14. Tétel. Létezik fels6 hatar tulajdonsdgu rendezett test. Legyen R’ és R” két
felsé hatar tulajdonségi rendezett test. Ekkor létezik egy ¢ kdlcséndsen egyértelmii leké-
pezése R’-nek R -re, amely monoton novekedd, dsszeadds- és szorzdstarto.

x Bizonyitas. A bizonyitas hosszi és bonyolult. Alapgondolata, hogy el0szor a ter-
mészetes szamokat, majd az egész szamokat, ezutan a racionélis szamokat definialjuk, és
végil a valés szamokat mint a raciondlis szamok bizonyos részhalmazait, tgynevezett
Dedekind-szeleteit definidljuk. A teljes bizonyitds megtaldlhaté példdul a Landau [41]
konyvben vagy magyarul a Jarai [33] jegyzetben.

2.1.15. Valoés szamok. Egy fels6é hatar tulajdonsagu testet a valds szdmok testének
neveziink. Az el6z6 tétel szerint létezik ilyen test és lényegében csak egy ilyen van. A
valés szamok testét R-rel fogjuk jelolni. Megjegyezziik, hogy R alsé hatar tulajdonsagu
is: ha A C R nem tires és alulrdl korldtos, akkor inf(A) = —sup(—A).

Torténetileg el6szor a természetes szadmok, majd a nemnegativ racionalis szdmok
fogalma alakult ki. Piithagorasz iskolajanak matematikusai észrevették, hogy egy egység-
nyi oldali négyzet atléjanak hossza nem racionalis szam. Fokozatosan kidolgoztdk az 1j
szamokkal valé szamolds szabdlyait, racionalis szamokkal val6 kozelitéseik felhasznalasa-
val. Mdédszeriik az volt, hogy egy valds szamot az Osszes nala kisebb raciondlis szamok
halmazéval azonositottak. Ezt az alapgondolatot szokas felhasznalni a valds szamok be-
vezetésére. A gorogok geometriai meggondoldsokat hasznaltak. A valds szamok tisztan
halmazelméleti bevezetése Dedekindtél, illetve Cantortdl szamazik 1872-bol.

Mi a valds szamok részhalmazaiként definidljuk a természetes, az egész és a racionalis
szdmokat.

2.1.16. Természetes szamok. Jelolje N az R mindazon N részhalmazainak a met-
szetét, amelyek rendelkeznek az alabbi két tulajdonsaggal:
(1) 0eN;
(2) hane N, akkorn+1¢€ N.

Az N halmaz elemeit természetes szdmoknak nevezziik. (Vannak, akik a természetes
szamokat 1-gyel kezdik.)
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Megmutatjuk, hogy N rendelkezik az alabbi tulajdonsigokkal, amelyeket torténeti
okokbdl Peano-axiomdknak neveziink:

(P1)0 e N;

(P2) han € N, akkor n+1 € N;

(P3) ha n € N, akkor n 4+ 1 # 0;
(P4)han,meNésn+1=m+1, akkor n =m;

(P5)ha SCN,0€ Sésn e Seseténn+ 1€ S, akkor S = N.

Mivel N olyan halmazok metszete, amelyek rendelkeznek az (1) és (2) tulajdonsa-
gokkal, N is rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal, igy (P1) és (P2) teljestl. (P5) a teljes
indukcid elve; abbdl kovetkezik, hogy az S halmaz rendelkezik az (1) és (2) tulajdonsigok-
kal, igy N C S. (P4) kovetkezik az egyszeriisitési szabdlybdl. Végiil (P3) fennalldsét (P5)
segitségével bizonyitjuk. (Az ilyen bizonyitdsokat teljes indukcidval valé bizonyitdsoknak
szokas nevezni, és nagyon gyakran szerepelnek természetes szamokra vonatkozé allitdsok
bizonyitasandl.) Legyen S = {n € N:in+ 1 > 0}. Nyilvdn 0 € S, és ha n € S, akkor
n+1)+1>0+1>0,igy n+1€S. Innen (P5) miatt S = N, azaz teljesil (P3).

Minden 0 # n € N-hez van egy ((P4) szerint egyértelmi) m € N, amelyre m+1 = n.
Valéban, az

S = {0} U{n € N:van olyan m € N, amelyre m + 1 =n}

halmazra 0 € Séshan € S, akkorn+1=(m+1)+1€ S, igy (P5) szerint S = N. (Ezt
az el6z6 bizonyitassal Osszevetve latjuk, hogy N minden nem nulla eleme pozitiv.)

Azt az apro triikkot, amit az elézé bekezdésben hasznéltunk, mindig alkalmazhatjuk,
ha a teljes indukciét nem 0-t6l akarjuk kezdeni.

Megjegyezziik, hogy ha m,n € N, akkor (n szerinti teljes indukciéval) m +n € N.
Hasonléan, mivel m(n + 1) = mn + m, az n szerinti teljes indukciéval kapjuk, hogy
mn € N, ha m,n € N. Ugyancsak n szerinti teljes indukciéval, ha m,n € N és m < n,
akkor n —m € N.

Legyen 2:=1+4+1,3:=24+1,4=3+1,5:=441,6:=5+1,7:=6+1,8=T+1,
9:= 8+ 1. (Ha tovabbi szdmjegyekre van sziikségiink, példdul hexadecimalis (tizenhatos)
szamrendszerben, akkor igy folytatjuk: A:=9+ 1, B:= A+ 1 stb.)
targyaljuk. Ezeket a fiiggvényeket végtelen sorozatoknak nevezzik. (Az N* = N\ {0}
halmazon értelmezett fliggvényeket is szokds végtelen sorozatnak nevezni.) Erezziik, hogy
egy sorozatot megadhatunk gy, hogy megadjuk a 0 helyen felvett értékét, és megadunk
egy képzési szabdlyt, amelynek alapjan megkapjuk a sorozat n helyen felvett értékébol
az n + 1 helyen felvett értékét. Errdl szél a kovetkezd tétel.

2.1.17. Rekurziététel. Legyen X egy halmaz, a € X, és f: X — X egy fiiggvény.
Ekkor egy és csak egy olyan N-et X-be képezé g fiiggvény létezik, amelyre g(0) = a és
g(n+1) = f(g(n)) minden n € N-re.

x Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha g és g* is a tétel feltételeit kielégité fiiggvény,
akkor teljes indukciéval adédik, hogy g = g*.

Csak g létezését kell tehat belatnunk. Tekintsiik N x X mindazon A részhalmazainak
A rendszerét, amelyekre (0,a) € A, és ha (n,x) € A, akkor (n+1, f(z)) € A. Mivel Nx X
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rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal, a .4 halmazrendszer nem {ires. Teljes indukciéval
kapjuk, hogy minden A € A relacié értelmezési tartomanya IN.

Tekintstiik a A-beli halmazok metszetét, jeldlje ezt g. Mivel nyilvan g € A, csak
azt kell bizonyitanunk, hogy ¢ fliggvény. Més széval, azt kell igazolnunk, hogy minden
n € N-re ha (n,z) € g és (n,y) € g, akkor x = y. Teljes indukciéval bizonyitunk. Legyen
S azoknak az n € N-eknek a halmaza, amelyekre (n,z) € g és (n,y) € g esetén = = y.

Ha 0 ¢ S, akkor valamilyen a # b € X-re (0,b) € g. De ekkor g\ {(0,b)} még mindig
A-beli, mert tartalmazza (0,a)-t, és ha tartalmazza (n,z)-et, akkor (n + 1, f(z))-et is,
hiszen n + 1 # 0. Ez ellentmond annak, hogy g = NA.

Most tegyiik fel, hogy n € S. Ez azt jelenti, hogy pontosan egy olyan =z € X létezik,
hogy (n,z) € g. Mivel (n,z) € g, teljesil, hogy (n + 1, f(z)) € g. Ha n + 1 nem tartozik
S-hez, akkor (n + 1,y) € g valamely f(x)-t8l kiilonboz6 y-ra. A g\ {(n + 1,y)} reldcié
még mindig A-beli, mert nyilvdn tartalmazza (0, a)-t, hiszen 0 & n+ 1, és ha tartalmazza
példaul (m, z)-t, akkor tartalmazza (m+1, f(z))-t is; valéban, ha m = n, akkor ez fennall,
ha pedig m # n, akkor m+1 # n+ 1. Ez megint ellentmond annak, hogy g = NA. Ebbdl
az ellentmondésbodl kévetkezik, hogy n+1 € S. A teljes indukci6 elve szerint S = N, és a
bizonyitas kész. [

2.1.18. Tétel. A természetes szamok halmazaban n + 1 kézvetleniil kéveti n-et. A
természetes szamok halmaza jolrendezett.

* Bizonyitds. Ha n < m, akkor m = n + (m — n). Mivel m —n # 0, van olyan
ke N, amelyre n—n=k+1. Deekkorm=n+k+1=(n+1)+k, azaz n < m.
A jélrendezettség bizonyitdsahoz legyen A C N nem tires halmaz. Legyen

B ={m € N:m < n minden n € A-ra}

Nyilvdn 0 € B. Han € A, akkor n + 1 ¢ B. Tehat van olyan m € B, amelyre m + 1 ¢ B,
mert egyébként teljes indukcidval azt kapndnk, hogy B = N. Megmutatjuk, hogy m az A
legkisebb eleme. Az vilagos, hogy alsé korlat, csak azt kell belatnunk, hogy m € A. Ha
m ¢ A teljesiilne, akkor minden n € A-ra m < n lenne, amib6l m + 1 < n kovetkezne,
mert m + 1 kdzvetleniil koveti m-et, ez azonban ellentmondés. [

2.1.19. Sorozatok. Mint mér emlitettiik, az N-en vagy Nt-on értelmezett fligg-
vényeket végtelen sorozatnak nevezziik. Az x végtelen sorozatot tgy is jeloljiik, hogy
g, T, Lo, ... Vagy x;, ¢ = 0,1,2,..., illetve z;,29,25,... vagy z,;, ¢ = 1,2,3,.... Ha
n € N, akkor az N illetve az N halmaz n-nél kisebb illetve nem nagyobb elemein értel-
mezett fliggvényeket véges sorozatnak nevezziikk. Az x véges sorozatot ugy is jeloljik, hogy
T, L1y Ty vagy ;,0=0,1,2,...,n—1,illetve 21, 29,...,2, vagy x;, ¢t =1,2,...,n.
Ha a szovegoOsszefiiggésbol kideriil, hogy véges vagy végtelen sorozatrél van szo, akkor
egyszerien csak sorozatrol beszéliink.

Végtelen halmazsorozat unidjara a

UAZ» vagy AgUA,U...,
=0

metszetére pedig a

ﬂAi vagy AgNA; N...
i=0
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jelolést hasznaljuk. Véges sorozatok esetén a megfeleld jelolések

n?

JA, vagy A,u4d,u...uA4
=0

n-

ﬂAi vagy AyNA, N...NA
i=0

Persze, mindegyiknél kezdhetiink 1-gyel is.

% 2.1.20. Példa. Legyen X egy tetsz6leges halmaz, amelyet dbécének fogunk nevezni. Az
Osszes, X elemeibdl képzett véges sorozatok (ezeket szdnak fogjuk nevezni) egységelemes
félcsoportot alkotnak az egymds utdn irdsra nézve: ha f = f,fy- - f, egy sz6, g =
9192 * G, Dedig egy maésik sz6, akkor legyen fg = fifo: - fo0192* * Gm- (Szavakndl
nem szokdas kifrni a sorozat tagjait elvdlaszté vesszéket.) Az egységelem az lires sorozat.
Ez a félcsoport dltaldban nem kommutativ.

2.1.21. Motivacié: tovabbi rekurziv definiciék. A Fibonacci-sorozatot a kovet-
kezéképpen ,definidljuk”: Legyen F, = 0, F} = 1, és legyen F, , = F, + F, ;. Ugy
érezziik, hogy ez a feltétel egyértelmiien definidlja a sorozatot, de ennek bizonyitasara a
rekurziététel nem hasznalhatd, mert a sorozat egy tagja nem csak az el6zotél fiigg. A
rekurziététel alabbi dltalanosabb valtozata lehetévé teszi, hogy egy sorozat egy tagjat az
Osszes el6z6 tag fiiggvényeként adjuk meg.

2.1.22. Altaldnos rekurziététel. Legyen adott egy X halmaz és egy X-be képezd f
fiiggvény, amelynek értelmezési tartoméanya az X-beli (nulldtdl indexelt) véges sorozatok
halmaza. (Az f adja a rekurziét.) Ekkor egyértelmiien létezik egy g:N — X fiiggvény,
amely , f-zart”, azaz g(n) = g,, = (99,915 - - » 9n_1) minden n € N-re.

A tétel szemléletesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy fiiggvényiink, amely
egy egydimenziés tomb esetén kiszamitja a tomb mar feltoltott kezdetébdl, hogy a kovet-
kez6 helyre mit kell tenntink, akkor ennek segitségével a tombot akarmeddig feltolthetjik.

A tétel és a bizonyitas érvényes marad akkor is, ha N helyett tetszéleges N jolren-
dezett halmaz szerepel. Ezt az altalanosabb valtozatot szokas transzfinit rekurzidtételnek
nevezni. Ekkor f értelmezési tartoméanya az Osszes, N valamely kezddszeletébél X-be ké-
pezo fuggvény halmaza, és azt allitjuk, hogy egyértelmiien létezik egy g: N — X fiiggvény,
amely , f-zért”, azaz g(n) = f(glj— () minden n € N-re. (Itt J«<—, n[ az n € N-hez tartozo
kezd&szelet.)

*x Bizonyitds. Az egyértelmiiség bizonyitdsa N jélrendezettségén muilik. (Az ilyen
bizonyitasokat transzfinit indukcidval torténd bizonyitdsnak nevezziik.) Tegyiik fel, hogy
g és g* is eleget tesz a tétel feltételeinek. Legyen S = {k € N: g(k) # ¢g*(k)}. Ha S nem
iires, akkor létezik legkisebb eleme, legyen ez n. Mivel g és ¢g* megegyeznek az |+, n|
intervallumon, azt kapjuk, hogy

g(n) = f(glicn) = (g1 np) = 9" (n),

ami ellentmond annak, hogy n € S.
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A g létezésének bizonyitdsa hasonlit a rekurziotétel megfeleld részének bizonyitasara.
Nevezziik N x X egy A részhalmazat f-zartnak, ha minden n € N-re és minden

h:]<,n[— X

fiiggvényre, amelyre h C A, az is teljesiil, hogy (n, f(h)) € A. Maga N x X egy f-
zart halmaz, ilyen halmaz tehat létezik. Legyen g az 6sszes f-zart halmaz metszete. Mivel
nyilvan g is f-zart, csak azt kell megmutatnunk, hogy g az egész N-en értelmezett fliggvény.
Mi4s széval, azt fogjuk bizonyitani, hogy ha k € N, akkor van olyan « € X, hogy (k,x) € g,
tovabba ha (k,y) € g, akkor z = y. A bizonyitds megint indirekt, transzfinit indukcidval
torténik. Legyen S azon N-beli k elemek halmaza, amelyekre ez nem igaz. Legyen n az
S legkisebb eleme. Ekkor glj,_ ,,; egy ]<—, n[-en értelmezett fiiggvény, és mivel a g halmaz
f-zért, ha x = f(glj_ (), akkor (n,z) € g. Mivel n € S, ez csak tigy lehet, hogy van
olyan y € X, hogy (n,y) € g és y # x. Megmutatjuk, hogy g\ {(n,y)} is f-zirt. Ez azt
jelenti, hogy m € N és h:|«—,m[ — X, h C g\ {(n,y)} esetén (m, f(h)) € g\ {(n,y)}.
Ez nyilvanvalé akkor is, ha m = n, és akkor is, ha m # n. Viszont ez ellentmond annak,
hogy g a legszlikebb f-zart halmaz. O

2.1.23. Példa: Fibonacci-szamok. Példaként megmutatjuk, hogyan definidlhatok a
Fibonacci-szdmok az el6z6 tétel segitségével pontosan. Legyen X = N. Elészor az f(0) =

0, f({(o, k)}) — 1 barmely k € N-re definicikkal eléirjuk, hogy az eléz6 tétel szerint
addédd g-re g(0) = 0 és g(1) = 1 legyen. Most ha n > 1, (hg,hy,..., h, ) egy véges
sorozat, akkor legyen f(h) = h, + h, . (Megjegyezziik, hogy n = min(N\ dmn(h)).)

2.1.24. Szorzatok és Osszegek. Legyen K egy test, z:N — K egy sorozat. Az
altalanos rekurziétételt alkalmazva az N jolrendezett halmazra, definidlhatjuk a HZ: 1 Tk

p 0 . +1 , .
n € N szorzatokat tgy, hogy [[,_ z, = 1és [ o) = (szl xk> -2, 1. Ha minden k-ra
x, = x, akkor HZ: | @ helyett z"-et irunk, és az 2 elem n-edik hatvdnyarol beszélink, x az
alap, n pedig a kitevd; z° = 1. A szorzatok tulajdonsigait indukciéval bizonyithatjuk, ezt
nem részletezziik. A szorzatok tulajdonsiagaibdl kovetkezik, vagy indukciéval kozvetlentil
is bizonyithat6, hogy a™*™ = g™ . 2™ és (™)™ = ™" minden m,n € N-re. Gyakran
HZ:1 x;, helyett azt irjuk, hogy © -2y - --x,,; ez a felirds mar felhasznalja azt az allitast,
hogy az asszociativitds miatt a szorzat barmely zardjelezése esetén az eredmény ugyanaz.
(Ez az dltaldnos asszociativitds tétele; teljes indukciéval konnyen belathatd.) Ha z,y € K,
akkor indukciéval (zy)™ = 2™y™ minden n € N-re.

Ha a szorzas helyett az 6sszeadast tekintjik, akkor szorzat helyett Zzzl x,;, 0sszeget
irunk, 22:1 23, = 0. Ha minden k-ra z;,, = z, akkor ZZ:1 x;, helyett nz-et irunk, n az
egyiitthats. (Ha K = R, akkor na-nek két értelme is van; szerencsére teljes indukciéval
azonnal adédik, hogy a ketté megegyezik.) Gyakran ZZ: 1 Tk helyett azt irjuk, hogy
xy+ 29+ -+ x,. Hax: A — K egy tetszéleges fiiggvény és van olyan

p:{keN:1<k<n}— A

kolesonosen egyértelmi leképezés, amely A-ra képez, akkor a kommutatitivast és asszo-
ciativitast felhasznalva indukciéval belathatd, hogy minden ilyen leképezésre ZZ: 1 To(k)
ugyanaz. (Ez az dltaldnos kommutativitds tétele.) Ezt a kozos értéket } 5 _, x,-val is
jeloljik.
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2.1.25. Az Aaltalanos disztributivitas tétele. Egy K testben
(1) ham,n € N, valamint a,, a,,

., Qy, 65 by, by, ... b, a test tetszOleges elemei, akkor

@;a) (;Q :i b

AR
=1 j=1
(2) ham e N*, ., n,, €N, valamint a,

(30 -

7;=1

. € K,hal<i<m,1<j <n,, akkor
Z ZH%
Ji1=1 Jm=11=1

* Bizonyitas. (1) trividlis, ha m = 0 vagy n = 0. Az n = 1 eset m szerinti teljes
indukciéval kovetkezik a jobb oldali disztributivitasbol. Végiil az altalanos esetet n szerinti
teljes indukciéval kapjuk:

VR
g
agt

S
S
N———
N
.
[ M:
—
S
<.
N———
I
) 3
£
N——— N————
VR
M
L
e
+
S
3
N———

fLle m
= Zai < bj) + (Z ai>bn
i=1 Jj=1 i=1
m n—1 m
= Z ab; + Z a;b,,
=1 j=1 1=
m n
= Z a;b;.

=1

[

[

(2) trividlis, ha m = 1 és (1)-gyel ekvivalens, ha m = 2. Az altalanos esetet (1)
felhasznalasaval m szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk

i=1 \j,=1 Fm=1

A3 Mm-1 m—1 m
]1—1 nl—lzl i=1 J
3

T n

mT
g

-3 z_ﬁ

2.1.26. Faktoridlis, binomidlis egyiitthat6. A [] ' k szorzatot nl-sal (n faktori-
alis) jeloljuk. Az

ha n,k € N, k < n (n alatt a k) szdmokat binomidlis egyitthatdknak nevezzik. (A jobb
oldali kifejezéssel ezek akkor is definidlhatdk, ha n tetsz6leges szdm.)
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2.1.27. Binomialis tétel. Az el6z6 pontban definialt binomialis egyiitthatok pozitiv
természetes szamok. Legyenek x,y egy K test elemei, n € N. Ekkor

(x+y)" = ; (Z) T

Bizonyitas. Barmely n € N-re

) e ()

Indukciéval, n = O-ra az allitds nyilvanvalé. A jobb oldalt k6z6s nevezére hozva

n + n _(n+1

k k+1) \k+1)’
ha 0 < k < n, ahonnan indukciéval adédik, hogy a binomidlis egyiitthaték pozitiv ter-
mészetes szamok. Ugyancsak indukciéval, a disztributivitast felhasznalva,

(z+y)" ! = (z+y) Z (Z) ghynh — Z (Z) (zhlyn—h 4 ghyn—h+1)
k=0 k=0
n+1

-5 (”‘I: 1) (ahy ) O

x 2.1.28. Kovetkezmény.

g:o (Z) — o & g (Z) (—1)F = 0.

Bizonyitas. A binomialis tételbdl x = 1, y = 1, illetve x = 1, y = —1 helyettesi-
téssel adédik. O

2.1.29. Egész szamok. A természetes szamok korében az Osszeadasra nézve csak a
0-nak van inverze, masként szélva, a kivonas altaldban nem végezhet6 el. Ez indokolja az
egész szdmok bevezetését. A Z = —NUN C R halmaz elemeit egész szamoknak nevezziik.
A definicié alapjin adodik, hogy Z-bdl nem vezet ki az Gsszeadds és az additiv inverz
képzése, az elbjelszabaly alapjan pedig, hogy a szorzas sem.

2.1.30. Hatvanyozéas egész kitevével. Ha K egy test, 0 + x € K, akkor az n + z"
leképezést az o™ = (z71)", ha n € N definiciéval kiterjeszthetjiik egy Z-n értelmezett
leképezéssé.

Mint esetszétvalasztdssal nem nehéz belatni, erre a leképezésre ™" = z™z" és
(™)™ = ™" minden m,n € Z-re, tovabba (zy)” = z"y"™ minden n € Z-re, ha z,y € K
nem nulla elemek.

Ha szorzas helyett az Osszeadast tekintjiikk, x € K tetszoOleges, akkor nz-et irunk.
Figyelem, (n,z) — nz, ¢ € K, n € Z nem miivelet, hanem ismételt Gsszeaddssal van
definidlval (Ha K = R, akkor nz-nek két értelme is van; szerencsére a ketté megegyezik.)
A fenti Gsszefiiggések ezzel a jeloléssel (m+n)x = max+nx, m(nz) = (mn)x és n(x+y) =
nx + ny minden m,n € Z, x,y € K esetén.
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2.1.31. Raciondlis szamok. Az egész szdmok korében a nem nulla elemek koziil
csak 1-nek és —1-nek van multiplikativ inverze, masként szélva, az osztas dltalaban nem
végezhet§ el. Ez indokolja a raciondlis szamok bevezetését. A

Q={m/n€Rm,nc€Zn+0}

halmaz elemeit raciondlis szamoknak nevezziik; R \ Q elemeit irraciondlis szamoknak
szokds nevezni. A raciondlis szdmok rendezett testet alkotnak: 0 = 0/1 € Q, ha m/n € Q
és m’/n’ € Q, akkor (—m)/n = —m/n € Q, m/n+m’/n’ = (mn +m'n)/(nn’) € Q és
(m/n)(m’/n’) = (mm’)/(nn’) € Q, 1 = 1/1 € Q, valamint ha 0 # m/n, akkor m # 0,
igy 1/(m/n) =n/m € Q.

2.1.32. Arkhimédészi tulajdonsag. Egy F rendezett testet arkhimédészi tulajdon-
sdginak neveziink, ha z,y € F, x > 0 esetén van olyan n € N, amelyre nx > y.

2.1.33. Allitas. Egy fels6 hatdr tulajdonsagi test arkhimédészi tulajdonsag is.

Bizonyitas. Ellenkez& esetben ugyanis valamely F felsé hatar tulajdonsaga testre
és x,y € F, x > 0-ra az A = {nx:n € N} halmaznak az y felsé korldtja lenne. Legyen
z =sup A. Mivel z —x < 2, a z — x mar nem fels6 korlat, {gy van olyan n € N, amelyre
nx >z — x. De ebbdl (n+ 1)z > z. Ez ellentmondds. O

2.1.34. Egész rész, maradék. Ha x € R, legyen |z|, az = alsd egész része az
a legnagyobb eleme Z-nek, amely nem nagyobb, mint x (szokdsos az [z] jelolés is), és
legyen [z], az x felsd egész része az a legkisebb eleme Z-nek, amely nem kisebb, mint
x: Hogy ezek léteznek, az nyilvdnval6, ha © = 0 (ekkor mindketté nulla). Ha = > 0,
az arkhimédészi rendezettségbdl és N jolrendezettségébdl kovetkezik, hogy van az x-nél
nagyobb vagy egyenld természetes szamok kozott egy legkisebb n természetes szdm, ez
[z]. Nyilvdn n > 0. Ha n = z, akkor |z] = n, egyébként |z] = n — 1. Végil ha = < 0,
akkor [z] = —|—z] és |z] = —[—=x].

Ha z valés szdm, akkor legyen x mod 0 = z ész mod y = v — |z /y| -y, ha0# y € R.
Nyilvan ha y > 0, akkor 0 < z mod y < y, ha pedig y < 0, akkor y < x mody < 0.
Megjegyezziik, hogy ha y # 0, akkor z = |z/y] - y +  mod y az egyetlen © = qy + r
alaku eléallitdsa x-nek, amelyben ¢ € Z és 0 < r < y,hay >0é y <r <0, ha
y < 0. A ¢ szdmot hdnyadosnak, r szdmot pedig maradéknak nevezziikk az r szam y-
nal valé maradékos osztasanal. Ha az x egész szam 2-vel valé maradékos osztasandl a
maradék 0, akkor z-et pdrosnak, egyébként pdratlannak nevezzilk. A paros és paratlan
szamok Osszegére és szorzatara vonatkozd szabalyok azonnal kévetkeznek a maradékos
osztas egyértelmiiségébol.

2.1.35. Tétel. Ha a,b € R, a < b akkor van olyan r € Q, amelyre a < r < b.

Bizonyitas. Mivel b —a > 0, van olyan n € NT, hogy n(b —a) > 1. Legyen
m = |na]+1. Igy m olyan egész, amelyre m—1 < na < m. Innen na < m < 1+na < nb,
és mivel n > 0, azt kapjuk, hogy a < m/n < b. O

2.1.36. Tétel: gyokvonas. Minden x > 0 valds szdmhoz és n € NT természetes
szamhoz pontosan egy olyan y > 0 val6s szam taldlhaté, amelyre y™ = x.

Az y szdmot az x szam n-edik gyokének nevezziik és {/z-szel (n = 2 esetén \/z-szel
is) vagy 2/™-nel jeloljiik.
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* Bizonyitas. Vildgos, hogy legfeljebb egy ilyen y létezik, hiszen y; < y, esetén
y < yy. Ha z = 0, akkor y = 0. Legyen E azoknak a ¢ pozitiv valés szdmoknak a
halmaza, amelyekre t" < z. Hat = 2 /(14 z), akkor 0 < t < 1, igy t" < t < x, {gy F nem
iires. Ha ¢t > 14z, akkor t™ >t > 1+4x, igy 1+ x az E fels§ korldtja. Legyen y = sup(E).
Meg fogjuk mutatni, hogy 4™ = x. A bizonyitds indirekt: megmutatjuk, hogy az y" < x
és y" > x egyenlotlenségek mindegyike ellentmondésra vezet.

A

bn — g™ = (b—a)(b"’l _~_bn72a+. .__’_anfl)

azonossag alapjan b™ —a™ < (b—a)nb™ !, ha 0 < a < b.
Tegyiik fel, hogy y™ < x. Valasszunk olyan h szamot, amelyre 0 < h < 1 és
T — yn
h< ———.
n(y+ 1)1
Legyen a =y, b = y + h. Ekkor
(y+h)"—y" <hn(y+h)" ' <hn(y+1)"" <az—y",

igy (y+ h)" <z, és ezért y + h € E. Ez ellentmond y felsé hatar voltdnak.
Tegyiik fel, hogy y™ > x. Legyen

=Y 2

nyn 1’
Ekkor 0 < k < y. Ha t > y — k, akkor
vt <yt = (y— k)" <kny" Tt =yt -
igy t" > x, ést ¢ E. Igy y — k az E egy fels6 korlatja. Ez ellentmond y felsé hatar

voltanak.

2.1.37. Kovetkezmény. Ha a és b nemnegativ valés szamok ésn € N, akkor V/ab =

Ya/b.
Bizonyitas. Legyen a = {/a és 3 = V/b. Ekkor (a3)" = ab, igy az egyértelmfiséghdl
kovetkezik az allitas. O

% 2.1.38. Allitas. Nincs olyan racionélis szdm, amelynek a négyzete 2.

Bizonyitas. Ha lenne, akkor felirhaté lenne m/n alakban, ahol m,n € N*. V4-
lasszuk azt a felirdst, amelyre a szamlalé minimélis. Mivel m? = 2n2, m péros kell le-
gyen. Legyen m = 2k, k € N*. Ekkor 4k? = 2n?, ahonnan 2k? = n2. Innen n is paros. Ez
ellentmond annak, hogy a szdmlalé minimalis. O

% 2.1.39. Allitas. A raciondlis szamok rendezett teste arkhimédészi tulajdonsdgi, de
nem felsé hatar tulajdonsagi.
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Bizonyitas. Legyen z = i/j > 0, 4,j € NT. Ha y < 0, akkor n = 0 vdlasztdssal,
ha pedig y = k/m, k,m € NT, akkor n > kj valasztdssal nz > y, {gy kapjuk, hogy
Q arkhimédészi tulajdonsagu.

Legyen A az 6sszes olyan r > 0 raciondlis szdmok halmaza, amelyekre r? < 2, és
legyen B az 6sszes olyan r > 0 racionlis szamok halmaza, amelyekre r? > 2. Legyen

-2 2r+2

ST r+2  r+4+2°
Ekkor )
§2 — :u.
(r+2)2

Ha r € A, akkor s > r, de s < 2, igy A-nak nincs legnagyobb eleme. Ha r € B, akkor
s < r, de s2 > 2, {gy B-nek nincs legkisebb eleme. Innen kévetkezik, hogy A-nak nincs
legkisebb felsé korlitja: ha lenne, nem lehetne A-ban, mert akkor A legnagyobb eleme
lenne, igy B-ben kellene lennie, de B-nek nincs legkisebb eleme. [J

2.1.40. Bovitett valés szamok. Legyen a bévitett valds szamok halmaza
R=RU{—o00, +00},

6s legyen —oo < & < +o00, ha z € R. Igy kiterjesztve R rendezését, R rendezett halmaz,
és benne minden részhalmaznak 1étezik fels6 hatara és alsé hatédra, példdul ha ) # A C R
az R-ben feliilrdl nem korldtos, akkor sup(A4) = 4+00. Megjegyezziik, hogy sup(f)) = —oo,
inf(()) = +oo, de ha @ # A C R, akkor inf(A) < sup(A). Néha (pontatlanul) +oco helyett

oo-t irunk.

2.2 Megszamlalhaté halmazok

2.2.1. Halmazok ekvivalencidja. Az X és Y halmazokat ekvivalenseknek nevezziik,
ha létezik X-et Y-ra leképezd kolcsonosen egyértelmii leképezés. Jelolése: X ~ Y.
2.2.2. Allitas. Legyenek X, Y és Z halmazok . Ekkor
(1) X ~ X (reflexivitas);
(2) ha X ~Y, akkor Y ~ X (szimmetria);
(3) haX ~YésY ~ Z, akkor X ~ Z (tranzitivitds). O

2.2.3. Megjegyzés. Ha f az X-et X’'-re képezd kolesonosen egyértelmii leképezés, g
pedig Y-t Y’-re leképezd kolcsonosen egyértelmii leképezés, akkor az

(z,9) = (f(x),9(y))

kolesonosen egyértelmil leképezés X x Y-t X’ x Y'-re képezi le, igy ezek ekvivalensek.
Egy h C X x Yrelaci6 képe ennél a leképezésnél a b’ = goho f1 C X’ x Y’ relaci6. A
h = h' leképezés fuiggvényt fliggvénybe, kolesonosen egyértelmii leképezést kolesonosen
egyértelmii leképezésbe, Y-ra val6 leképezést Y'-re valé leképezésbe visz, specidlisan Y X
és '~ ekvivalensek.
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2.2.4. Tétel. Barmely n természetes szamra {1,2,...,n} barmely valédi részhalmaza
ekvivalens {1,2,...,m}-mel valamely m < n természetes szamra.

x Bizonyitas. Teljes indukciéval: O-ra nyilvan igaz, mert az {ires halmaznak nincs
valédi részhalmaza. Ha n-re teljesiil az allitas, és A C {1,2,...,n+ 1}, akkor az A része
{1,2,...,n} esetben az allitds nyilvan teljesiil. Ha n + 1 € A, akkor van olyan k <n + 1
természetes szam, amelyre k ¢ A. Definiadljuk az f fiiggvényt gy, hogy f(i) legyen i, ha
i€ A i#+n+1,éslegyen f(n+1)=k. Az f fiiggvény kolcsonésen egyértelmii leképezése
A-nak {1,2,...,n} valamely részhalmazédra. Ha f értékkészlete {1,2,...,n}, akkorm =n
valaszthat6. Ha f értékkészlete valddi részhalmaza {1,2,...,n}-nek, akkor az indukciés
feltevés hasznalhaté. O

2.2.5. Tétel. Ha n természetes szam, akkor nem létezik ekvivalencia {1,2,...,n} és
egy valédi részhalmaza kozott.

Megjegyezziik, hogy N-re ez nem igaz: n > n't ekvivalencia N és N* kozott.

* Bizonyitas. Teljes indukciéval bizonyitunk: O-ra az allitas vilagos. Tegyiik fel,
hogy n-re teljesiil, de 1étezik egy f kolcsonosen egyértelmii leképezése {1,2,...,n+1}-nek
egy A val6di részhalmazara. Han+1 ¢ A, akkor f megszoritdsa {1,2,...,n}-re kolcséno-
sen egyértelmii leképezése {1,2,...,n}-nek egy valddi részhalmazara, mivel f(n + 1) nem
lesz az értékkészletben, ami ellentmond az indukciés feltevésnek. Ha n 4+ 1 € A, akkor
viszont ugy kapjuk {1,2,...,n} és A\ {n+1} egy ekvivalencidjit, hogy a (k,n+1) és az
(n + 1,1) parokat kihagyjuk a leképezésbél, és helyettiik a (k,l) part vessziik be, hacsak
nem k =1 =mn+ 1. Ez megint ellentmond az indukciés feltevésnek. O

2.2.6. Véges és végtelen halmazok. Egy X halmazt végesnek neveziink, ha vala-
mely n természetes szdmra ekvivalens a {1,2,...,n} halmazzal, egyébként végtelennek
nevezzik.

Egy halmaz legfeljebb egy n-re lehet ekvivalens az {1,2,...,n} halmazzal, mert ha
{1,2, ..., m}-mel is ekvivalens lenne, akkor m < n vagy n < m miatt Nt egy kezd8szelete
ekvivalens lenne egy valédi részhalmazaval, ami az el6z6 tétel szerint lehetetlen.

Azt az egyértelmiien meghatarozott természetes szamot, amelyre egy adott X véges
halmaz ekvivalens {1,2,...,n}-nel, az X halmaz elemei szamdnak, vagy szdmossdgénak
nevezzik, és f(A)-val vagy (a ,cardinal number” réviditéseként) card(A)-val jeloljik. Az
|A] és A jelolés is szokasos.

Péld4ul §(@) = 0, barmely a-ra §{a} = 1, barmely a, b-re, ha a # b akkor §{a,b} = 2.
Azt, hogy a természetes szamokat nullaval kezdtiik, az indokolja, hogy igy a természetes
szamok a véges halmazok szdmossagai.

Az el6z6 tételbdl az is kdvetkezik, hogy véges halmaz sohasem ekvivalens egy valédi
részhalmazaval. Mivel ez N-re nem teljesiil, N végtelen halmaz.

2.2.7. Karakterisztikus fiiggvények. Legyen X egy halmaz, és ha Y C X, le-
gyen xy(z) = 1, haz € Yés xy(xr) = 0, ha z € X \ Y. A xy fiiggvényt az Y halmaz
(X-en értelmezett) karakterisztikus fiigguényének nevezzilk. Az Y + xy leképezés nyil-
van kolcsonosen egyértelmii leképezése p(X)-nek az X-en értelmezett karakterisztikus
fiiggvények {0,1}* halmazara. Megjegyezziik, hogy a Kronecker-delta nem més mint [y
karakterisztikus fiiggvénye.
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2.2.8. Tétel. Legyenek X és Y halmazok. Ekkor

ha X véges és Y C X, akkor Y is véges és (V) < t(X);

ha X véges és Y C X, akkor §(YV') < h(X);

ha X és'Y végesek és diszjunktak, akkor X UY is véges és f(X UY) = y(X) + 1(Y);
ha X és Y végesek, akkor j( X UY) + (X NY) = §(X) + 4(Y);

ha X és 'Y végesek, akkor X x Y is véges, és j(X xY) =4(X) -4(Y);

ha X és Y végesek, akkor XY is véges, és j(XY) = f(X)*Y);

ha X véges halmaz, akkor p(X) is véges, és f(p(X)) = 2:X);

w N

(=)

3 =~
e DD D O —

A~ N N N~~~
ot

oo

ha X véges és az f fiiggvény X-et Y-ra képezi, akkor Y is véges, (V) < §(X), és ha
f nem kélesénésen egyértelmii, akkor §(Y) < f(X).

* Bizonyitas. (1) nyilvanval6, ha Y = X, ha viszont Y C X, akkor ekvivalens
{1,2,...,8(X)} egy valédi részhalmazdval, amirél tudjuk, hogy ekvivalens {1,2,...,m}-
mel valamely m < n-re. Ezzel (2)-t is belattuk. (3) azon mulik, hogy

{m+1m+2....m+n}

ekvivalens az
{1,2,...,n}

halmazzal. (3) szerint f(X UY) = (X \Y) + 56X NY) + 1Y \ X); mindkét oldalhoz
hozzdadva §(X NY)-t és djra felhaszndlva (3)-at kapjuk (4)-et. (5) és (6) az Y elemeinek
szdma szerinti teljes indukciéval kovetkeznek. (7) kovetkezik (6)-bdl és p(X)-nek a karak-
terisztikus fiiggvények halmazaval valé ekvivalencidjabdl. (8) bizonyitdsihoz feltehetjiik,
hogy

X ={12,...,8(X)}.

Minden y € Y-ra legyen g(y) az f~!(y) halmaz legkisebb eleme. Ekkor g az Y-t kolcséndsen
egyértelmiien képezi le X egy részhalmazédra és ha f nem volt kdlcsondsen egyértelmd,
akkor ez a részhalmaz valodi. [J

2.2.9. Skatulya elv. Ha X és Y véges halmazok, és §(X) > §(Y), akkor egy f: X =Y
leképezés nem lehet kélcséndsen egyértelmii.

Bizonyitas. Egyébként {1,2,...,5(Y)} egy részhalmaza, azaz §(Y) < §(X) miatt
{1,2,...,8(X)} egy valodi részhalmaza ekvivalens lenne {1,2,...,5(X)}-nel. O

2.2.10. Tétel. Rendezett halmaz barmely nem iires véges részhalmazanak van maxi-
malis és minimalis eleme.

x Bizonyitas. A részhalmaz elemeinek szama szerinti teljes indukcioval. Ha A egy-
elemfi, akkor nyilvanvalé. Ha §(A) = n+ 1, legyen a € A és A’ = A\ {a}. Ha a nem
nagyobb, mint az A’ halmaz ¢’ maximalis eleme, akkor az a’ maximadlis elem, egyébként
a maximalis elem. Minimaélis elemre a bizonyitas hasonlé. [J

2.2.11. Megszamlalhaté halmazok. FEgy halmazt megszamldlhatéan végtelennek
neveziink, ha ekvivalens N-nel. Ha egy halmaz véges vagy megszamlalhatéan végtelen,
akkor megszamldlhaténak nevezziik. (Vannak, akik megszamlalhat6 alatt megszadmldlha-
téan végtelent értenek.)
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2.2.12. Tétel. Egy halmaz akkor és csak akkor végtelen, ha van megszamlalhatéan
végtelen részhalmaza.

Bizonyitas. Ha egy halmaznak van végtelen részhalmaza, akkor nem lehet véges,
mert véges halmaz minden részhalmaza is véges. A masik irdny bizonyitasdhoz az dltala-
nos rekurziététel felhasznalasaval az X végtelen halmazbdl valasszunk ki egy kiilonb6z6
elemekbdl all6 x, 1, T9, . . . sorozatot. Ennek értékkészlete X egy megszamlalhatéan vég-
telen részhalmaza. O

2.2.13. Tétel. Egy megszamlalhaté halmaz barmely részhalmaza is megszamlalhato.

Bizonyitas. Elég N részhalmazaira bizonyitani az allitast. Ha X C N feliilrél korla-
tos, akkor véges. Ha nem feliilr6l korlatos, akkor az altalanos rekurziotételt felhasznalva,
legyen x,, az X \ {zg,,...,2,_1 } halmaz legkisebb eleme. Az igy kapott sorozat szigo-
rian monoton névekedo és értékkészlete X. O

2.2.14. Tétel. Egy X nem iires halmaz akkor és csak akkor megszamlalhato, ha létezik
N-et X-re képezé leképezés.

Bizonyitas. Ha faz N-et X-re képezi, akkor legyen g(x) az f~!(z) legkisebb eleme.
Mivel g kolesonosen egyértelmii, X ekvivalens N egy részhalmazaval, igy az el6z6 tétel
szerint megszamlalhaté. A megforditas nyilvanvalo, ha X megszamldlhaté végtelen, ha
pedig X véges, X = {fy, f1,---, [} valamely n € N-re, akkor legyen f, = f,, ha k > n.
(I

2.2.15. Tétel. Az N x N halmaz megszamlalhato végtelen.

Bizonyitis. Ha (m,n) € N x N és k = m + n, akkor legyen

k(k+1)

f(m,n) = T—Fm

Az f kolcsonosen egyértelmi és N-re képez. O

2.2.1 abra: N x N sorozatbarendezése.
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2.2.16. Tétel. Megszamlalhaté halmazok megszamlalhaté csaladjanak az egyesitése
megszamlalhato.

Bizonyitas. Legyen I megszamlalhaté, és X, megszamlalhaté minden ¢ € I-re.
Nyilvan feltehetjiik, hogy I és minden X, nem iires. Valasszunk olyan f;, i € [ és g
fiiggvényeket, amelyek N-et X;-re, illetve I-re képezik le. Legyen h(m,n) = fy,,(n).
Ekkor h az N x N-et X = U,;X,-re képezi le, igy az el6z6 tételbél kovetkezik az 4llitas.
|

2.2.17. Kovetkezmény. A Z, Q, N (n € N), Us® (N™ halmazok megszamldlhatéak.

Bizonyitis. Mivel Z = NU(—N), Q = U {m/n:m € Z}, az el6z8 tételbdl kapjuk
az els6é két allitdst. A harmadik &llitds is az el6z6 tételbdl kovetkezik indukcidval. A
negyedik allitas a harmadik kévetkezménye. O

2.2.18. Tétel. Ha X megszamlalhato, Y pedig végtelen halmaz, akkor X UY ~ Y.

Bizonyitds. Az X-et helyettesitve X \ Y-nal, feltehetjiik, hogy X és Y diszjunktak.
Legyen Z megszamlalhaté végtelen részhalmaza Y-nak. Legyen f egy Z-t X U Z-re képezo
kolesonosen egyértelmii leképezés, és legyen g(x) = f(x), ha € Z és g(x) = x, ha
x €Y\ Z. Ekkor g az Y-t X U Y-ra képezo kolcsonosen egyértelmi leképezés. [

2.2.19. Kovetkezmény. Egy halmaz akkor és csak akkor végtelen, ha ekvivalens egy
valodi részhalmazaval.

Bizonyitas. Mar lattuk, hogy véges halmaz nem lehet ekvivalens valodi részhal-
mazaval. Ha X végtelen, és x € X, akkor Y = X \ {z} sem lehet véges, és az eléz0 tétel
szerint ekvivalens X-szel. [

2.2.20. Cantor tétele. A p(N) halmaz nem megszamlalhaté.

Bizonyitas. Vildgos, hogy p(N) végtelen, hiszen az egyelemi részhalmazok egy
megszamldlhaté végtelen részhalmazat adjak. Nyilvan p(N) ekvivalens a {0, 1} halmaz-
zal, azaz az Osszes 01 sorozatok halmazéaval, hiszen N minden részhalmazahoz hozzaren-
delhetjiik annak N-en értelmezett karakterisztikus fliggvényét. Tegyiik fel, hogy n +— s,
egy kolcsondsen egyértelmii leképezése N-nek {0, 1}N-be. Megmutatjuk, hogy nem képez-
het {0,1}"-re. Egy olyan S € {0, 1} sorozatot, amely nem 1ép fel képként, a Cantor-féle
atlés eljarassal kaphatunk: legyen S(n) =1 — s, (n) minden n € N-re. O

2.3 Komplex szamok

A g6rog matematikdn, amelynek szabatossdga a tudoméanyok mintdjaul szolgélt
(Eukleidész miive 2000 évig volt tankonyv!), elészor a reneszansz szamolomiivészeinek
sikeriilt tullépnie, amikor Scipione del Ferro és Nicolo Fontana , Tartaglia”harmadfoki
egyenleteket oldottak meg. Felfedezéseiket Gerolamo Cardano és tanitvanya, Lodovico
Ferro fejlesztették tovabb, megtalilva az altaldnos harmad- és negyedfokt egyenletek
megoldasanak modjat. Eppen olyan esetekben azonban, amikor hdrom kiilénbézd valds
gyoke van egy harmadfoki egyenletnek, a Cardano-képletben a négyzetgyokjel alatt nega-
tiv szdm szerepelt, és igy nem adta meg a megoldést: ez a ,casus irreducibilis”. Eszrevették
azonban, hogy negativ szdmok négyzetgyokeire is bevezetheték megfelel$ szamolasi sza-
balyok. Fokozatosan tisztazodtak a ,képzetes” szamokkal valé szamolas szabdlyai, és a
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2.3.1 Aabra: komplex szam, valés és képzetes rész, konjugalt, argumentum.

trigonometrikus fliggvényekkel val6 kapcsolat. A komplex szamok fogalmat Carl Friedrich
Gauss tisztazza véglegesen, és bebizonyitja az algebra alaptételét.

2.3.1. Komplex szamok. A komplexr szdmok halmaza C = R x R, azaz a valds
szamparok halmaza, az

(z,y)+ (@', y)=(x+2",y+7vy), iletve (z,y)-(z,y) = (zz' —y'y,y'x+ yz’)

Osszeaddssal, illetve szorzassal mint miiveletekkel. Egyszeri szamolds mutatja, hogy C
test a fenti miiveletekkel: a nullelem a (0,0) pér, az (x,y) par additiv inverze a (—x, —y)
pér, egységelem az (1,0) pér, és a nullelemtdl kiillonbozé (x,y) par multiplikativ inverze
az (z/(22+y?), —y/(2® +y?)) par. Vegyiik észre, hogy ha z,2” € R, akkor (z,0)+(2/,0) =
(x+2',0), (z,0) - (2/,0) = (zz’,0), igy az x — (x,0) leképezés kolcsondsen egyértelmii,
Osszeadds- és szorzastarto leképezése R-nek C-be, igy az 6sszes (z,0), € R alakt komplex
szamok halmazat azonositjuk R-rel.

Jelolje ¢ a (0,1) komplex szdmot. (A villamosmérnokok ezt a szdmot j-vel szoktdk
jelolni.) Vegyiik észre, hogy i2 = —1, az i segitségével az (z,y) komplex szdmot x + iy
alakban irhatjuk, és ez a felirds természetesen egyértelmii. Ha z = = + iy € C, ahol
z,y € R, akkor z-et a z valds részének, az y-t pedig a z képzetes részének nevezziik.
Jelolésiik: R(z) illetve J(z) (vagy Re(z) illetve Im(2)). A z konjugdltja a z = = — iy
komplex szam. Egy komplex szam pontosan akkor valés, ha megegyezik a konjugaltjaval.
Ha egy komplex szam valds része nulla, akkor képzetesnek nevezziik.

A definicié alapjén azonnal kovetkeznek a z =z, 2+ w =Z+ W, Z0 = ZW, z + Z =
2R/(z), z — z = 2i3(2), 1/z = 1/Z Osszefiiggések.

Megjegyezziik, hogy nincs olyan rendezés, amellyel a komplex szamok teste rendezett
test lenne, mert rendezett testben 1 > 0 és —1 < 0, és C-ben i = —1, ami ellentmond
annak, hogy rendezett testben minden nem nulla elem négyzete pozitiv.

2.3.2. Példa. A z = 64/(v/3+1i) komplex szam algebrai alakja a nevezé konjugaltjéval
valé bovitéssel kaphato:

A » s
_ 64 V8- 64 (VBoh) e e
V3+i V3—i 34+1

A z valds része R(z) = 16V/3, képzetes része J(z) = —16, konjugaltja 161/3 + 16i.

z
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2.3.3. Komplex szamok abszolut értéke. A komplex szamok a sik pontjainak,
vagyis az origébdl kiindulé vektoroknak is tekinthetok. A komplex szdmok Gsszeadasa
megfelel a vektorok szokdsos Osszeaddasanak. Egy komplex szam abszolit értéke ennek a
vektornak a hossza: az (z,y) € R x R komplex szém abszolit értéke |(x,y)| = /a2 + y2.
Ezzel a jeloléssel 1/z = z/|z|?, ha 0 # z € C. A valés szdmokra a szokdsos abszolit
értéket kapjuk vissza: |(z,0)| = |z|. Nyilvin ha z,w € C, akkor 2z = [2|%, [0| = 0 és 2 # 0
esetén [z| > 0, 2| = |z|, [zw| = |2||w| (mert mindkét oldal négyzete zzww), |R(z)| < |2[,
3(2)| < |2] és |2 < |R(2)|+|I(2)]. Teljesiil a |z+w| < |z]+ |w| hdromszég-egyenibtlenség;
valéban,

lz+wP? =(z+w)(z+w) =(z4+w)(Z+W) = 22+ 20 + Wz + WO
= 2Z + 20 + 20 + ww = |2|2 + 2R(2w) + |w|?
< 2 + 202 + [wf? = [2[2 + 2zljw] + [w]? = (2] + [w])’,
ahonnan négyzetgyokvonassal kovetkezik az egyenlétlenség. A haromszog-egyenlétlenség-
bél ||z| — |w|| < |z — w| minden z,w € C-re; valoban egyrészt |z| < |z —w| + |w|, ahonnan
|z] — |w| < |z — w|, masrészt z és w szerepét felcserélve |w| — |z| < |z — w|.
Legyen sgn(0) = 0 és legyen sgn(z) = z/|z|, ha 0 # z € C. Nyilvan sgn(z) = sgn(z)
és ‘sgn(z)‘ =1, ha z # 0. A valds szdmokra visszakapjuk az ott definilt sgn fiiggvényt.

° 2.3.4. Komplex szamok argumentuma és trigonometrikus alakja. A komplex
szamokat origobol kiindul6 vektoroknak tekintve, a vektor koordinatéi felirhaték a vektor
hossza és a vektornak az ,x tengely pozitiv felével” bezart szoge, annak szinusza és
koszinusza segitségével. A trigonometrikus alaknak (a geometridra valé hivatkozas nélkiil
és szamos ezekre vonatkozé (a kozépiskoldbol ismert) dsszefliggést, amelyet késdbb fogunk
bizonyitani.
Ha 0 # z € C, akkor van olyan t valds szdm, amelyre sgn(z) = cost + isint.
Ha ez az Osszefiiggés fenndll t-re, akkor a ¢t + 2kmw, k € Z szdmokra is, és csak ezekre.
Nyilvdn z = |z|(cost + isint), ez a komplex szdm trigonometrikus alakja. (Ha z = 0,
akkor akdrmilyen t € R véalaszthatd.) Ha 0 # z € C, akkor legyen arg(z) az az egyetlen
t valés szam, amelyre —m < t < 7 és sgn(z) = cost + isint; ez az egyetlen t valds szdm,
amelyre —m < t < 7 és z = |z|(cost + isint). Nyilvin ha z = |z|(cost + isint), akkor
Z = |z|(cost —isint) = |z|(cos(—t) + isin(—t)), Osszhangban azzal a geometriai képpel,
hogy Z a z vektor ,x tengelyre” torténd tiikrézésével kaphato.
Legyen z,w € C, z = |z|(cost+isint) és w = |w|(cos s +isin s), ahol ¢, s € R. Ekkor
zw trigonometrikus alakja
zw = |z| - (cost + isint) - |w| - (cos s + isin s)
=|z] - |w| - (cost + isint) - (cos s + isins)
= |zw|(costcos s — sintsins + i(costsin s + cos ssint))
= |zw|(cos(t + s) + isin(t + s)).
Ezt az Osszefliggést Moivre-azonossdgnak nevezziik. Figyelembe véve, hogy ha w # 0,
akkor 1/w = w/|w|?, ebbdl
— = —(cos(t —s) +isin(t — s)).
> = o (eos(t =) isint — )
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Ha tehat z,w nem nulla komplex szdmok, akkor zw argumentuma arg(z) + arg(w), ha ez
nagyobb, mint —m, de nem nagyobb, mint 7. Ha arg(z) + arg(w) < —, akkor

arg(zw) = arg(z) + arg(w) + 2,
ha pedig arg(z) + arg(w) > , akkor
arg(zw) = arg(z) + arg(w) — 2.

Tehat a komplex szamok szorzasanak geometriai jelentése, hogy a hosszak Gsszeszorzod-
nak, az ,x tengely pozitiv felével” bezart szogek pedig dsszeadddnak. (A komplex szdmok
osztasanal az eredmény hossza a hosszak hanyadosa, az ,,x tengely pozitiv felével” bezart
szogek pedig kivonddnak.)

Indukcibval azt kapjuk, hogy 2" = |z|"(cos(nt) + isin(nt)), ha n € N; ha z # 0,
akkor ez az sszefiiggés minden n € Z-re teljestl.

2.3.5. Példa. A z = 161/3 — 16i komplex szdm trigonometrikus alakja, mivel |z| =

V16% -3+ 16% = 32,

z=16V3 — 16i = 32 (gg — ;) = 32(cos(—n/6) + isin(—7/6)).

° 2.3.6. Gyokvondas komplex szambdl. Legyen n € N, és vizsgdljuk a z — 2", 2 € C
hatvanyozas inverzét. Ha n = 1, akkor a z = z leképezés [, az identikus leképezés, és
inverze sajat maga. Han > 1, z,w € C és 2" = w, akkor nyilvin (indukcidval) |w| = |2|™.
Ebbél w = 0 esetén z = 0. Egyébként, ha t = arg(w), akkor a

t+ 2k ¢+ 2k
4= \”/w|<cos( +n ﬂ)—i—isin( +n ”)) k=0,1,...,n—1

kiilonbozé komplex szamok, és csak ezek azok, amelyeknek n-edik hatvinya w. Vegyiik
észre, hogy ha n = 2, akkor z; = —z,. Igy tehat n > 1 esetén z ++ 2" inverze nem
fliggvény, de persze C-beli relacié. Néha mégis szokéds az inverzet 3/ -kel jelolni. Ezzel a
jeloléssel /0 = {0} és /w = {z,:k=0,1,...,n—1}; ha n = 2, akkor vw = {5, —2,}.
Mivel nagy a veszélye az (egyértelmiivé tett) valds gyokvondssal valé Osszetévesztésnek,
ezt a jelolést a tovabbiakban altalaban nem hasznaljuk.

Specidlisan, ha w = 1, akkor az €™ = 1 feltételnek az

2k 2k
sk—cos(w) +isin<ﬂ>, k=0,1,...,n—1
n n

komplex szamok tesznek eleget. Ezeket n-edik komplex egységgyikoknek nevezziik. Bi-
zonyos n-edik egységgyokok hatvanyaiként az Gsszes tobbi eléall (példdul e, = E’f, k=
0,1,...,n—1), ezeket n-edik primitiv egységgyokoknek nevezzik. Az e, = 1 nyilvdn nem
n-edik primitiv egységgyok, ha n #+ 1.
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2.3.2 abra: 6todik egységgyokok és 16y/3 — 16i 6todik gyokei.

Ha 2™ = w, akkor z és az n-edik komplex egységgyokok segitségével megkaphatjuk
az Osszes komplex szdmot, amelyek n-edik hatvanya w, ezek zeg, 2¢4, ... z¢,,. Innen ko-
vetkezik, hogy ha n > 1, akkor az Gsszes olyan komplex szamok Osszege, amelyek n-edik
hatvanya w, nulla. Valoban,

n—1 n—1 n
& el —1 1-1
2€, = 2E7 = 2 =z =0.
Z k Z 1 e, —1 e, —1

(Geometriailag, 27 /n-nel elforgatva a gyokoket, az dsszegiik is elfordul 27 /n-nel. Mivel
a gyokok halmaza nem valtozik, n > 1 esetén ez csak Ugy lehetséges, hogy az Osszeg
nulla.)

Ugyaniigy, mint a valés esetben, beldthatjuk hogy ha a,b,c € C, a # 0, akkor
az? + bz + ¢ = 0 pontosan akkor teljesiil, ha

—b + Vb2 —4ac
7=—" "
2a ’

ahol d # 0 esetén t = arg(d) jeléléssel vVd = /[d|(cos(t/2) + isin(t/2)).

2.3.7. Példa. A w = 16v/3—16i komplex szam 6t6dik gyokei, mivel a trigonometrikus
alakja w = 32(cos(—/6) + isin(—7/6)), a

2, = 2(cos(—m/30 + 2kw/5) + isin(—n/30 + 2kn/5)), k=0,1,2,3,4

komplex szamok.
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2.3.3 abra: kvaternidk szorzasa.
2.3.8. Bovitett komplex szamok. A bdvitett komplexr szamok halmaza
C = CU{o0}.

2.3.9. Kvaterniék. Ha a komplex szamok bevezetésénél hasznalt dupldzdsi eljdrdst
megismételjik, a William Rowan Hamilton ir matematikus, fizikus és csillagasz altal
bevezetett kvaternickhoz vagy Hamilton-féle szamokhoz jutunk: ezek halmaza H = C x C,
a komplex szdmpéarok halmaza, a (z,w) + (2, w’) = (2 + 2/, w + w’) Osszeaddssal és a
(z,w) - (2/,w') = (22 —ww,w 2z + wz’") szorzéssal mint miiveletekkel. (Figyeljiitk meg,
hogy a szorzas hasonlé a komplex szamoknal bevezetett szorzashoz, de itt konjugdlasok
is szerepelnek.) Egyszer(i szdmolds mutatja, hogy H ferdetest a fenti miiveletekkel: a
nullelem a (0,0) par, a (z, w) par additiv inverze a (—z, —w) péar, egységelem az (1,0) pér,
és a nullelemtél kiilonboz6 (z, w) par multiplikativ inverze a (z/(2z+ww), —w/(2z+ww))
pér. Vegyiik észre, hogy ha z,2" € C, akkor (z,0) + (2/,0) = (z + 2/,0), (2,0) - (2/,0) =
(22/,0), azaz a z > (2,0) leképezés kolcsonosen egyértelmil, osszeadds- és szorzastarto
leképezése C-nek H-ba, igy az Gsszes (z,0), z € C alakt kvaterniék halmazét azonositjuk
C-vel, azaz gy tekinthetjik, hogy R C C C H.

Jelolje j a (0,1) kvaterniét. Vegyiik észre, hogy j2 = —1, a j segitségével a (z,w)
kvaterniot z 4+ wj alakba frhatjuk, és ez a felirds természetesen egyértelm@i. Ha k a (0, 4)
kvaterni6t jeloli, akkor a (z,w) kvaternit felirhatjuk a + bi + ¢j + dk alakban, ahol
a,b,c,d € R, és ez a felirds egyértelmil, mert a« = R(z), b = J(z), ¢ = R(w) és d =

J(w). A definicié alapjan i? = j2 = k? = —1. Mig egy valés szdm barmely kvaterniéval
felcserélhetd, a komplex szdmokra ez mar nem igaz; példaul ha z € C, akkor jz = Zj.
Koénnyen ellenérizheto, hogy ij = k, ji = —k, jk = i, kj = —i, ki = j, ik = —j.

A szdmolasi szabalyok legegyszeriibben a 2.3.3 dbra alapjin jegyezhet6k meg: a nyilak
mentén haladva ciklikusan korbe, a két kvaternié szorzata a harmadik, mig ellenkez6
irdnyba haladva az ellentettje. Ezek alapjan legegyszeriibb a kvaternidkat

a+bi+cj+dk

alakba irni, és a disztributivitast, az asszociativitast, a fenti szorzasi szabalyokat, valamint
a valés szamok i, j, k-val val6 felcserélhet6ségét felhasznalva szamolni veliik.

Ha p = a+bi+cj+dk, ahol a,b, c,d € R, akkor az a valds szamot a p valds részének,
idoszerd részének vagy skaldr részének, a bi + cj + dk kvaterniot pedig a p képzetes
részének, térszeri részének vagy vektor részének nevezzik. Jelolésiik: R (p) illetve J(p).
(A jelolés eltér a komplex szamokndl szokésostol!l) A p konjugdlija a p = a — bi — ¢j —
dk kvaterni6. A komplex szdmokra a szokasos konjugédlast kapjuk vissza. Egy kvaternio
pontosan akkor valés, ha megegyezik a konjugaltjaval, azaz b = ¢ = d = 0. Ha egy
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kvaternié valés része nulla, akkor tisztan képzetesnek, térszerimek vagy egyszeriien csak
vektornak nevezziik. A definicié alapjan azonnal kévetkeznek a p = p, p+q = p + ¢,
pq = qp (sic!), p+ D = 2R(p), p — P = 23(p), ha p, ¢ € H sszefiggések.

2.3.10. Kvaternidk abszolat értéke. Egy kvaterni6 abszolit értéke a hossza (mint
vektornak): ha p = a+bi + ¢j+dk, ahol a,b, ¢, d € R, akkor legyen a p kvaternié abszolit
értéke |p| = Va2 + b2 + c2 + d?. (Ezzel a jeloléssel most is 1/p = (1/|p|?)p, ha 0 # p € H.)
A komplex szamokra a szokdsos abszolit értéket kapjuk vissza. Nyilvan pp = [p|?, |0] = 0
és p # 0 esetén |p| >0, [p| = pl, [R(p)| < |pl, [I(0)] < Ip, és |pgl = [pllg| (mert mindkét
oldal négyzete ppqq). Teljesil a |p + q| < |p| + |g| hdromszdg-egyenlétlenség és a belble
kaphato ||p| — |¢|| < [p— g| egyenl8tlenség; mindkettd ugyanigy kaphat6, mint a komplex
szamoknal.

2.3.11. Vektorialis szorzas. A kvaterniészorzas eltérését a kommutativitastol a p x
q= %(pq — gp) mennyiséggel mérhetjik. Ez egy 0j szorzds a kvaterniék kozott, amelyet
vektoridlis szorzdsnak neveziink, mert a konnyen ellendrizhetd R (pq) = R(gp) egyenldség
miatt a valds része mindig nulla. A vektoridlis szorzas mindkét oldalrél disztributiv az
Osszeadasra nézve és valds szam barmelyik tényezdjébdl kiemelhetd. Nyilvan p x p = 0
barmely p € H-ra, ahonnan

O=(p+g x(p+q=pxp+pxqg+qgxp+qgxq
=pXq+qxp,

tehat tetszbleges p,q € H-ra p X ¢ = —q X p, azaz a vektoridlis szorzas nem kommutativ,
hanem antikommutativ. A definiciébol kénnyen adédik, hogy i xj =k, jxk =1, kxi = j,
és teljesiil a Jacobi-identitds: tetszéleges p, g, € H-ra

(pxq)xr+(gxr)xp+(rxp)xqg=0.

A vektoridlis szorzds nem asszociativ, példdul ¢ x (i X j) =i x k = —j, mig (i x i) x j = 0.

2.3.12. Kvaterniék és a haromdimenzidés euklidészi tér. A kvaterniok a fen-
tiek alapjan R* (azaz a négydimenziés téridé) pontjainak is tekintheték. A kvaternidk
osszeaddsa megfelel az R*-beli 6sszeadasnak. A tisztén képzetes kvaterniék R3-mal, és igy
a haromdimenzids tér pontjaival azonosithaték: egy derékszogii koordinata-rendszerben
(7,9, z) € R? koordinatakkal rendelkezé pontnak az xi+1yj+ 2k tisztan képzetes kvaternié
felel meg. Ily médon i, j és k rendre a koordinata-rendszer harom tengelyén vett egység-
vektoroknak felelnek meg. Ha mast nem mondunk, akkor a koordindta-rendszert tgy
valasztjuk, hogy jobbsodrdsi legyen, azaz egy jobbmenetes csavart az ¢ vektor iranyabol
a j vektor irdnydba forgatva, a k vektor irdnydba haladjon. A tisztan képzetes kvaternidék
osszeadédsa megfelel a térbeli vektorok szokdsos (paralelogramma-szabdly) Osszeaddsdnak.
Av=uxi+yj+zkésv =a"i+vy'j+ 2’k tisztdn képzetes kvaternidk szorzatdnak valds
része —(v,v’), ahol (v,v") = xx’ + yy’ + zz’, képzetes része pedig

1

J(w') = %(vv’ —w') = %(m/ —7'7) = 5(1)1/ — (=) (—v)) = %(vv’ —v'v)
=vxv =y —zy)i+ (za’ —x2')j+ (xy — 2'y)k.
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A (v,v") b (v,v") leképezést belsd szorzdsnak vagy skaldris szorzdsnak nevezziik (bar
nem miivelet, de ,kommutativ” és ,mindkét oldalrél disztributiv az dsszeaddsra nézve”).
Nyilvédn (v,v) = |v|?. Egy kvaternié pontosan akkor vektor, ha a négyzete valés és kisebb
vagy egyenl6 nulla: ha s skaldr, v vektor, akkor

(s+v)? =52+ 0% + 250 =52 — (v,v) + v X v+ 250 = 52 — (v,v) + 2sv;

ez az s = () esetben valds és kisebb vagy egyenld nulla, és ha valds, akkor v = 0 vagy s = 0,
de a v =0, s # 0 esetben nagyobb, mint nulla. Ha v’ is egy vektor, akkor, mint kénnyen
kiszdmolhatd, v x (v/ x v") = (v,v”")v" — (v,v")v". Végill a (v,v",0") = (v,0" x V")
leképezést vegyes szorzdsnak szokas nevezni.

2.3.13. A szorzasok geometriai jelentése. Ha egy vektort valds szdmmal (skaldrral)
szorzunk, az a vektor nyujtasanak, illetve Gsszehuzasanak felel meg, negativ valds szdm
esetén pedig az irdnyitds is valtozik. Az el6z6 pont szerint ha v és v tisztdn képzetes
kvaternidk, azaz vektorok, akkor

(1) (0,0) + o x v'|2 = 2o,

Innen |(v,v)| < |v|[v/] és v x v'| < |v]]v/].
A koszinusztételbél, ha a v és v” vektorok 4ltal bezéart szog ¢, akkor
2Jv[lv'] cos o = [v]? + [V — v — ' |?
= (v,v) + (V',v") — ((v,v) + (', v") — (v,0) — (v, v))
= 2(v,v"),

tehdt (v, v") = |v||v’| cos . Ha v egységvektor és v” # 0, akkor (v,v") abszolit értéke a v’
vektor v iranyt vetiiletének hossza, el6jele pedig pozitiv, ha a két vektor hegyesszoget zar
be, negativ, ha a két vektor tompaszoget zar be, és nulla, ha merdlegesek.

Ebbél az eredménybdl (1) felhasznédlasaval |v x v'| = |v||v/||sing|, a v és v altal
kifeszitett paralelogramma teriilete. Tehdt ha v és v' parhuzamosak, akkor vektori szor-
zatuk nulla lesz. Egyszer(i szdmolédssal ad6dik, hogy (v,v x v') = 0 és (v',v x V') = 0,
azaz v X v’ mer6leges a v és v’ vektorokra. Az irdnyitds meghatarozdsahoz vegytiik észre,
hogy ha a v vektort az ¢ irdnyba, a v’ vektort pedig az ¢ és j altal adott sikba forgatjuk,
de gy, hogy masodik koordindtaja ne legyen negativ, akkor vektori szorzatuk k iranyt.
Ez azt jelenti, hogy v, v’ és v X v’ ugyanolyan irdnyitdsi vektorrendszert alkotnak, mint
i, 7 és k.

Végiil a vegyes szorzat geometriai jelentése a v, v’ és v’/ vektorok altal kifeszitett
paralelepipedon eldjeles térfogata, hiszen ennek alapteriilete |v" x v”’|, magassiga pedig
|v| cos p, ahol ¢ a v és v x v altal bezart szog.

2.3.14. Forgatasok. A kvaterniékat a haromdimenzids forgatdsokkal valé szoros
kapcsolatuk miatt felhasznaljak robotok vezérlésénél. Legyen p egy egységuektor, azaz
egységnyi abszolit értékli vektor, v pedig egy tetszdleges p-re merdleges vektor. Megmu-
tatjuk, hogy a v = qu leképezés, ahol ¢ az egységnyi abszolut értékii ¢ = cos ¢ + psiny
kvaternié, a v vektornak a ¢ szoggel valé elforgatasa a p tengely koriil, éspedig a p vektor
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vége fel6l nézve olyan iranyba, mint a k vektor vége fel6l i-nek j-be val6 forgatasa. Mivel
(v,p) =0,
qu = (cos + psiny)v = vcosp + pusinp = vcos p + p X vsin g,

amibo6l adddik az allités.

Most tekintsiik a v = qug ' leképezést. Megmutatjuk, hogy ez tetsz6leges v vektorra
a p tengely koriili 2¢ szoggel valé elforgatas. Eloszor tegytlik fel, hogy v meréleges p-re.
Mivel ¢! = cosp — psin, a © = quv jeloléssel, mivel ¥ merSleges p-re,
gt = (cos — psinp) = cosp — 0 X psinp = cos +p X Usinp,
azaz 9g~ ! a ¥ vektor ¢ széggel torténd tovabbforgatisival kaphaté. Most legyen v tetszé-
leges, és irjuk fel v = v" +v"" alakban, ahol v = ap, a = (v, p) és v/ = v —v". Mivel v"

merdleges p-re, qv”’q ! a v/-nek 2¢ szdggel vald elforgatdsaval adédik. Mésrészt

qu'qt = (cos p + psin p)ap(cos p — psin @) = ap(cos? ¢ + (p, p)sin® ) = ap = v/,
azaz v’ a transzformdciondl nem valtozik. Ezzel az allitast beldttuk.

Az allitasbdl azonnal adodik, hogy két forgatds egymasutanja is forgatas, és ennek
tengelye és szoge is meghatdrozhaté, mert a v = ¢'vg’ " és v = ¢ ’vg” " leképezések
dsszetétele a v > qug ! leképezés, ahol ¢ = ¢''¢’ egységnyi abszolit értékii kvaternié.
Vegyiik figyelembe, hogy ¢ és ¢ + m ugyanazt a forgatast adjék, de a cos + psinp és a
cos(p+7)+psin(p+7) = — cos p—psin ¢ kvaternick egymas ellentettjei. Altalanosabban,
barmely g # 0 kvaterniéra és o # 0 valés szamra a v - qug ' ésa v — q'vq -t leképezések
megegyeznek, ha ¢ = aq.

2.3.15. Egyéb geometriai alkalmazasok. A haromdimenzids térben p, és p; altal
megadott pontok tdvolsdga |p; — py|. Ha py # p;, akkor a két ponton dtmend egyenesnek
a v = p; —p, vektor egy irdnyvektora; az egyenes barmely p pontjara a p — p, vektor a v
vektor egy skaldrszorosa, azaz valamely ¢t € R-re p = p, + tv. Ez az egyenes paraméteres
egyenlete. Ha pg, p; és py, hdrom pont, amelyek nem esnek egy egyenesbe, akkor a harom
ponton dtmend sik tetszoleges p pontjahoz léteznek olyan ¢, és ¢, valos szamok, amelyekkel
a p—py = v irdnyvektorra v = t;v; + tyv,, ahol vy illetve vy a p; — py illetve py — py
irAnyvektorok. Innen p = p,+t,v; +1t9v,, €z a sik paraméteres egyenlete. A koordindtékat
kifrva, ez hdrom osszefiiggést jelent. Kettobdl kifejezve a t, és t, paramétereket, és beirva
a harmadikba, egy egyenletet kapunk, ez a sik egyenlete. Ugyanezt gy is megkaphatjuk,
hogy vélasztunk egy, a v,-re és a vy-re is merdleges n normalvektort, példaul v, X vy-t, és
észrevessziik, hogy a v vektorokat az jellemzi, hogy merdlegesek n-re, azaz (p,n) = (py,n).
Hasonlé médon, a sik paraméteres egyenletébdl két sik egyenletét kaphatjuk (az egyenes
ezek metszete), ez az egyenes egyenletrendszere.

A p pont és a p, ponton dtmend, n norméalvektoru sik tavolsdgat kiilonésen egyszerii
szdmolni, ha n-et egységvektornak valasztjuk, mivel ez a p—p, vektor n irdny1 vetiiletének
hossza, azaz (p — py,n) abszolit értéke. Egy p pont tdvolsidgit a p, ponton &tmend, v
irdnyvektori egyenestdl ugyancsak akkor a legegyszeriibb szamolni, ha v egységvektor: ez
(p—pg) X v hossza. A p, illetve p, pontokon atmend, v, illetve v, irdnyvektori egyenesek
tavolsdga, ha n egységvektor, amely merdleges v,-re és vy-re is, (po—p;, n) abszolit értéke.
Ezen két egyenes hajladsszoge a v, és vy vektorok altal bezart szog, amelynek koszinusza
(vq, vy) abszolut értéke, ha vy és v, egységvektorok. Végiil a v irdnyvektori egyenes és az
n normdlvektorid sik hajldsszogének szinusza, ha n és v is egységvektor, (v,n) abszolit
értéke.
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2.4 Polinomok

2.4.1. Jelolés: K, K. A tovdbbiakban gyakran egyszerre kivanjuk targyalni a valds,
illetve a komplex esetet. Ilyenkor hasznos az a jelolés, hogy K vagy R-et vagy C-t jelenti,
K pedig vagy R-t vagy C-t jelenti.

2.4.2. Polinomok és racionalis tortfiiggvények. A K feletti konstans fiiggvé-
nyekbodl és az identikus fliggvénybdl véges sok szorzas és Gsszeadas segitségével kaphato
fliggvényeket polinomfiiggvényeknek vagy réviden csak polinomoknak, pontosabban K fe-
letti polinomoknak nevezziik. Nyilvdn a polinomok z — f(z) = ZZ:O frzk, x € K alaki
fiiggvényeket, ahol n € N és f, f1,. .., f,, € K. Az iires szorzatot egynek, az iires sszeget
nulldnak tekintjiik, igy ° = 1, az azonosan nulla polinom pedig iires dsszegként is irhaté.
A binomidlis tétel szerint, akdrmilyen ¢ € K-ra, z ZZ:O a,(z — ¢)F is polinom. Ha
valamely ¢ € K-ra f(c¢) = 0, akkor azt mondjuk, hogy ¢ az f polinom gydke. Azokat a
fiiggvényeket, amelyek eléallnak = - f(x)/g(x) alakban, ahol f, g polinomok, raciondlis
tortfigguényeknek nevezziik; ez a fiiggvény a g gyokeiben nincs értelmezve.

2.4.3. A maradékos osztas tétele polinomokra. Legyenek
f@)=fo+ izt + fpz™ & g@)=gy+gz+ - +g,2"

polinomok K felett, n > 0 és g,, # 0. Ekkor léteznek olyan q és r polinomok, hogy f(x) =
q(x)g(x) + r(x) minden x € K-ra, tovdbbd ha m < n, akkor q az lires dsszeg, egyébként
q(l‘) =q¢t+tqar+-- -+ qm—nxmirx Am—n = fm/gn és T(I) =7y +rT+---+ Tn—lxnil'

Figyeljiik meg, hogy a bizonyitds algoritmust ad a maradékos osztas elvégzésére.

Bizonyitas. Az m szerinti indukciéval bizonyitunk. Ha m < n, akkor legyen ¢ az
lires Osszeg és r; = f;, ha 0 < j <m ésr; =0, ha m < j < n. Indukciéval, tegyiik fel,
hogy m — 1-re igaz az §llitds. Legyen q,,_,, = fin/gn, és legyen 17 =1 = Gm-n9j—min
ha j=m-—nm—n+1,...,m éslegyen f; = f;, haj=0,1,....,m —n— 1. Ekkor

() = fi+ fio+ -+ fi,_12™ Y, {gy az indukciés feltevés szerint 1éteznek olyan
Q0915 -+ Qm_n—1 €8 TsT15---,Tp_q Szamok, hogy
m—n—1 ) n—1 .
ro=g@( Y o)+ e

=0 =0

m—n

Mindkét oldalhoz hozzdadva g(z)g,,,_,x™ "-et, kapjuk az allitast. O

2.4.4. Kovetkezmény: Horner-elrendezés. A maradékos osztas tételét alkalmazva
az f és a g(x) = x—c polinomra azt kapjuk, hogy f(z) = (z —c¢)q(z)+r, ahol r konstans.
Az x = ¢ helyettesitéssel azt kapjuk, hogy r = f(c). Igy m — 1 szorzassal és ugyanannyi
osszeaddssal megkaphatjuk f(c)-t. O

2.4.5. Kovetkezmény: gyoktényezd levalasztasa. Ha c az f gybke, akkor valamely
¢ polinomra f(z) = (z — ¢)q(z).
Bizonyités. Az el6z8 kovetkezményben r = f(c¢) nulla kell legyen. O

2.4.6. Kovetkezmény. Ha m > 0 és f,, # 0, akkor f-nek legfeljebb m gy6ke van.

45



Bizonyitas. Az m szerinti indukciéval dolgozunk. Ha m = 0, igaz az allitas. Ha
m > 0, és ¢ egy gyok, akkor f(z) = (z — c)q(z), ahol q(x) = ¢y + ;o + - - + q,,_12™ L.
Ha d az f egy gyoke, akkor vagy d — c = 0, azaz d = ¢, vagy d gyoke g-nak, ahonnan
kovetkezik az allitas. O

2.4.7. Kovetkezmény. Ham > 0 és az f(x) = fo+ fix + -+ f,2™ és f*(x) =
fo+ fix+-- -+ f,2™ polinomok m + 1 kiil6nbéz6 helyen ugyanazt az értéket veszik fel,
akkor f; = fi, haj=0,1,...,m.

Bizonyitis. Egyébként a kiilonbségpolinom olyan h(xz) = hy + hyx + - - - + h,,a™
polinom lenne, amelynek nem minden egyiitthatdja nulla, de m + 1 gyoke van. O

2.4.8. Polinomok egyértelmii felirasa. Az el6z6 kovetkezmény szerint egy K felet-
ti f(z) = ZZ:O fz* polinom egyértelmiien meghatdrozza az f, szamokat, bar a felirds
nem egyértelmi, mert nulla egyiitthatoju tagokat elhagyhatunk, illetve a felirashoz to-
vabbi nulla egyiitthatoja tagok adhaték hozza. Egyértelmiivé valik azonban a feliras, ha
kikotjiik, hogy f,, # 0 legyen és minden n-nél alacsonyabb foki tag is szerepeljen. Ekkor
f,, a polinom fdegyitthatdja, n pedig a polinom foka, jelolése deg(f). Ha egy polinom
féegytitthatdja 1, akkor fépolinomnak nevezzik. (Egy mdsik lehetdség a felirds egyér-
telmiivé tételére, hogy minden nulla egyiitthat6ju tagot elhagyunk.) Az azonosan nulla
polinom egyértelmii felirdsa az iires 0sszeg, nincs féegytitthatdja és foka definicié szerint
deg(f) = —oo. (Vannak, akik a nulla polinom fokat nem definialjak vagy —1-nek definial-
jék.) Két nem nulla polinom szorzatdnak a f8egyiitthatdja a féegyiitthatdk szorzata, foka
pedig a fokok Gsszege. Az f; neve a k-adfoku tagegyutthatdja. A nulladfokd tag egyiitt-
hatdja a polinom konstans tagja. Két polinom szorzatanak a konstans tagja a konstans
tagok szorzata. A konstans polinomok a legfeljebb nulladfokt polinomok. A legfeljebb
elséfoki polinomok a linedris polinomok. Azokat a polinomokat, amelyek a,z* alakba
irhaték, monomoknak nevezziik.

2.4.9. A maradékos osztas egyértelmiisége. Legyenek f,g polinomok K felett,
deg(g) > 0. Ekkor egyértelmiien léteznek olyan K feletti q,r polinomok, amelyekre f =
gq + r, ahol degr < degg.

Bizonyitas. Csak az egyértelmiiséget kell bizonyitanunk. Ez onnan koévetkezik,
hogy gq + r = gq* + r* esetén g(q — ¢*) = r* — r; innen, ha valamelyik oldal nem nulla,
akkor a mésik sem, de a bal oldal fokszdma legalabb deg(g), a jobb oldal fokszdma pedig
ennél kisebb. O

2.4.10. Tobbszoros gyokok. Azt mondjuk, hogy ¢ € K a K feletti f polinom egy
n-szeres gyoke, ha f(z) = (x — ¢)"g(x), ahol g-nek ¢ nem gyoke.
A komplex szamok korében a kiovetkezé tétel biztositja a gyokok létezését.

2.4.11. Az algebra alaptétele. Minden legalabb elséfoku polinomnak van komplex
gyoke.

A tétel késobb, a komplex fliggvénytanban bizonyitjuk. O

2.4.12. Gyoktényezss elballitas. A komplex szamtest felett az algebra alaptétele
szerint minden nem konstans polinomnak van gycke, igy a gyoktényezd levalasztasara
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vonatkozo allitas szerint indukciéval barmely n-edfokd ag + ayz + - - - + a,, 2™ polinomot
felirhatunk
(T =€) (2 =) ™2 - - (T — )™

alak gyoktényezds alakban, ahol a kiilonb6z6 ¢, c,, . . ., ¢, komplex szamok a gyokok, az
Qay,Qy, ... ,q pozitiv egész szamok pedig az egyes gyokok multiplicitasai,

aptay+- -+ o =n.

A gyoktényezis elballitas tényezdk sorrendjétdl eltekintve egyértelmii; ha ez nem lenne
igaz, egy minimalis fokszamu polinomot valasztva amelyre nem igaz, ha egy maésik el6alli-
tasban egy (z — cj) tényez6 nem szerepelne, akkor az egyik el8allitasnak gyoke lenne c;, a
masiknak nem, ha pedig magasabb hatvanyon szerepelne, akkor (x—cj)"j—vel végigosztva,
lenne alacsonyabb fokt polinom nem egyértelmi eloallitassal.

Egy a val6s szdmtest feletti, azaz valds egyiitthatés p(z) = ag + ayz + - - - + a,x
polinom tekintheté komplex egyiitthatosnak is, igy az algebra alaptétele szerint n > 1
esetén van olyan ¢ € C, hogy ay + a;c+ -+ + a,, ¢ = 0. Ha c valds, akkor egy = — ¢
gyoktényezé levdlaszthatéd. Ha ¢ ¢ R, akkor konjugélassal ag+a,c+- - -+a,c" = 0, tehit ¢
konjugaltja is gyok. A g, = (v —c)(z—¢) = 2% —2Re+|c|? valds egyiitthatés polinommal
R felett maradékosan osztva, f = g.q+r. Az r csak nulla lehet, mert egyébként legfeljebb
els6fokul lenne és nem lehetne nem valés komplex gydke. Tehat a valds szamtest felett
minden ay+a;x+- - - +a,2" polinom legfeljebb mésodfokii valés egyiitthatés polinomok
szorzatara bonthaté. Az, hogy az el6allitds lényegében egyértelmii, a komplex el6éallitas
lényegében egyértelmii voltabdl kovetkezik.

n

2.4.13. Lagrange-interpolacié. A polinomok osztasara vonatkozo tétel egyik kovet-
kezményébdl, ha cy,cq,...,c, kilonbozd, dy,d;,...,d, pedig tetszoleges elemei K-nak,
akkor legfeljebb egy olyan legfeljebb n-edfokt f polinom létezik, amelyre

fle;)=d;, ha j=0,1,...,n,

mert egyébként két ilyen polinom kiilénbségének n+ 1 gyoke lenne. Mindig létezik is ilyen
polinom, és az alabbi Lagrange-féle interpoldcios eljdrdssal megkaphaté. Legyen

(r) = —/———
! Hz%j(cj - Ci)

a j-edik Lagrange-interpolicids alappolinom [erre I;(x;) = 1 és I;(x;) = 0, ha i # j| és
legyen f = Z;‘L:o djl;.

2.4.14. Tobbvaltozés polinomok és racionalis tortfiiggvények. Legyen n pozi-
tiv természetes szdm. Az (x1,24,...,2,) & Tk, (T1,2q,...,2,) € K" fliggvényt k-adik
koordindtafiigguénynek nevezzik (k = 1,2,...,n). A K" feletti konstans fliggvényekbdl
és koordinatafiiggvényekbdl véges sok szorzas és Osszeadas segitségével kaphatéd fiigg-
vényeket n-valtozos polinomfiigguényeknek vagy réviden csak m-valtozéds polinomoknak,
pontosabban K™ feletti polinomoknak nevezziik. Nyilvan a K™ feletti polinomok

ky Kk k,
1’|—>f($> = Z fkl,kz,...,knxllx;'“xn ’ ("Elaxnv"'virn) e K"
Ky ks ik, €N
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alaku fiiggvények, ahol az Gsszeg véges, és fi 1. 1 € K. Az egyvéltozds polinomok ép-
pen az eddig vizsgalt polinomok. Itt is az iires szorzatot egynek, az iires Osszeget nullanak
tekintjiik, igy ) = 1, az azonosan nulla polinom pedig iires dsszegként is irhato.

Mivel egy tobbvaltozos polinom felirasabdl is nulla tagokat elhagyhatunk, vagy to-
vabbi nulla tagokat adhatunk a felirdshoz, a tobbvaltozds polinomok felirdsa nem egyér-
telm{i. Megmutatjuk azonban, hogy ettdl eltekintve egyértelmii, vagyis egy

ky _k k
T E fkl,kz,...,knzllz22' CTn” (x17xna'~'vxn) ek
Ky koyo ok, €N

fiiggvény (ahol az Osszeg véges) egyértelmiien meghatarozza az Tiy kg, € K szdmokat.
Az n szerint teljes indukciéval dolgozunk. Az n = 1 esetben mar belattuk az 4llitast. Elég
azt belatni, hogy ha az Osszeg azonosan nulla, akkor minden fy ;. ~ ; nulla. Irjuk az
Osszeget

m
ka(xl?m% H -axnfl)x’lri
k=0

alakban, ahol az f, fiiggvények n — 1-vdltozés polinomok. Ha barhogyan rogzitve az
(xq,29,...,2,_1) valtozokat, a kapott polinomja x,-nek azonosan nulla, akkor minden
fr-nak nullanak kell lennie, mert az egyvéaltozos esetben igaz az &llitds. Tehat az f;
polinomok azonosan nullék, és az indukciés feltevésbol kapjuk az allitast.

Az fkl,kQ,...,knxlflxg
egyttthatojanak, a

k .
.- ayn" tagokat monomoknak, az f .  szdmot a monom
Kok,

(ky kg, ... k) € NP

»''n

n-est a monom multifokdnak, a k = k; +ky+- - -+ k,, természetes szdmot pedig a monom
fokanak nevezziik. A polinom egyetlen nulladfokt tagjanak az fy, o egyiitthatéja a
polinom konstans tagja. Két polinom szorzatanak a konstans tagja a konstans tagok
szorzata. Azt a legkisebb m-et, amelyre a polinom minden (nem nulla) tagjanak a foka
legfeljebb m, a polinom fokanak nevezziik; az azonosan nulla polinom foka megallapodas
szerint —oo. (Vannak, akik a nulla polinom fokat nem definidljak vagy —1-nek definidljak.)
Az f polinom fokat deg(f)-fel jeloljik. Két polinom szorzatdnak foka a fokok Osszege. A
konstans és els6foku polinomok egyttt a linedris polinomok. Ha egy polinom minden
(nem nulla) tagjdnak ugyanaz a k a foka, akkor k-adfokti homogén polinomnak nevezziik.

Azokat a fiiggvényeket, amelyek eléallnak x — f(z)/g(z), alakban, ahol f,g poli-
nomok K" felett, K™ feletti raciondlis tortfiigguényeknek nevezzik; ez a fliggvény nincs
értelmezve ott, ahol g nulla. A két linearis fiiggvény hanyadosaként el6allé fiiggvényeket
linedris tortfiigguényeknek nevezziik.
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3
Hatarérték

Ez a fejezet az analizis legfontosabb fogalmaival, a folytonossaggal és a hatarértékkel
foglalkozik a szdmokon értelmezett szamértékii (skaldr—skalar) fiiggvények korében. Sorok
Osszegét is itt targyaljuk.

3.1 Folytonossag és hatarérték

3.1.1. Tavolsag, kornyezetek, korlatossiag. Az z,y € K tdvolsdga |z —y|. Az x € K
szdm r > 0 sugard U, (z) kornyezetén a {y € K: |y — x| < r} halmazt érjik. Ha a sugir
nem lényeges, akkor egyszeriien x egy kornyezetérdl beszéliink. Az A C K halmaz korldtos,
ha van a nullanak olyan koérnyezete, amelyben benne van, azaz van olyan K € R szam,
hogy |z| < K minden z € A-ra.

3.1.2. Belso, izolalt és torlédasi pontok. Legyen A C K és x € K. Az x pontot az
A halmaz belsé pontjanak nevezziik, ha van olyan U kérnyezete z-nek, amelyre U C A. Az
x izoldlt pontja A-nak, ha van olyan U kornyezete, hogy U-ban & az egyetlen A-beli pont.
Ha z minden kornyezete tartalmaz z-t6l kiilonb6zé pontot A-bdl, akkor azt mondjuk,
hogy x torléddsi pontja A-nak. A belsé pont és az izoldlt pont eleme A-nak, a torlédési
pont nem feltétleniil.

3.1.3. Nyilt és zart halmazok. Ha az A C K halmaz minden pontja belsé pontja
A-nak, akkor A-t nyilinak nevezziik. Példaul az tires halmaz és az egész K nyilt halmazok.
Ha az A halmaz minden torlddasi pontjat tartalmazza, akkor zdrtnak nevezziik. Példdul
az lires halmaz és az egész K zartak.

3.1.4. Allitas. Egy A C K halmaz akkor és csak akkor nyilt, ha a komplementere
zart.

Bizonyitas. Ha A nyilt, x pedig a komplementer egy torlédasi pontja, akkor £ nem
lehet A-ban, mert annak minden pontja belsé pont, igy van olyan kérnyezete, amelyben
csak A-beli pontok vannak. Ha A komplementere zart, x pedig A egy pontja, akkor
x nem lehet torlédasi pontja A komplementerének, mert az minden torlédési pontjat
tartalmazza. Mivel 6 maga A-ban van, van olyan kdrnyezete, amelyben nincs pontja a
komplementernek, tehat x belsé pontja A-nak. O]

3.1.5. Allitds. Ha 2 € K és r > 0 (sic!), akkor {y € K:|y —z| < r} nyilt, {y €
K: |y — x| < r} pedig zart halmaz.

Ezeket a halmazokat r sugari nyilt gombnek, illetve zdrt gombnek nevezziik.

Bizonyitas. Ha |y — x| < r, azaz y az els6 halmaz eleme, akkor e = r — |y — 2| > 0
valasztdssal |z — y| < € esetén |z —z| < |y — x| + |z — y| < r, azaz y bels6 pontja
az elsé halmaznak. Ha |y — x| > r, azaz y nem eleme a mésodik halmaznak, akkor
e=|y—=x|—r >0 vilasztassal |z —y| < e esetén |z — x| > |y—z| — |z —y| > ¢, igy a
masodik halmaz komplementere nyilt. OJ
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3.1.6. Példak. Mint R részhalmaza, {1,2,...,n} nem nyilt, zart, korldtos; N nem
nyilt, zart, nem korldtos; {1/n:n € N,n > 0} nem nyilt, nem zart, korlétos; ha a,b € R,
a < b, akkor ]a, b] nyilt, nem zart, korldtos; ha a,b € R, a < b, akkor [a, b] nem nyilt, zart,
korlatos; R nyilt, zart, nem korlatos. Ha C részhalmazénak tekintjiik ezeket a halmazokat,
akkor ]a, b[ és R nem nyilt. Mint C részhalmaza az {z:z € C,|z| < 1} halmaz nyilt, nem
zart, korldtos; az {z: z € C, |z| < 1} halmaz nem nyilt, zart, korlatos; ha ay, ay, by, by € R,
a; < ay, by < by, akkor

{ze€Ciay <R(z) <ay és by <T(2) <by}
nyilt, nem zart és korlatos; ha a,, ay,b;,b, € R, a; < ay, b; < by, akkor
{z€Ciay <R(2) <ayésby <T(2) <by}

nem nyilt, zart és korlatos; C nyilt, zart, nem korlatos.

3.1.7. Folytonossag. Legyen A C C és f: A — C egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
az f fiiggvény folytonos az a € A pontban, ha f(a) barmely V kornyezetéhez van olyan U
kornyezete a-nak, hogy ha x € U N A, akkor f(x) € V. Ez azzal ekvivalens, hogy minden
e > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy hax € A és |z—a| < 6, akkor | f(z)—f(a)| < e. Nyilvén ha
egy fiiggvény folytonos egy a pontban, akkor barmely megszoritdsa, amely értelmezve van
a-ban, szintén folytonos a-ban. Figyeljiik meg, hogy a folytonossag csak a fliggvény lokalis
viselkedésétol fiigg, azaz nem valtozik, ha f-et megvéltoztatjuk a valamely kornyezetén
kiviil. Ha a izoldlt pontja A-nak, akkor f biztos, hogy folytonos a-ban.

Ha f az értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos, akkor réviden azt
mondjuk, hogy folytonos.
Azokat az f € C — C fiiggvényeket, amelyekre az

f(y) — f(2)]

, = #y, z,y € dmn(f)
ly — x|

szamhalmaz feliilrdl korlatos, Lipschitz-fiiggvényeknek nevezziik. Ezek mind folytonosak,
mert ha B a fenti halmaz egy pozitiv fels6 korldtja, akkor € > 0-hoz ¢ = ¢/ B védlaszthato.

A folytonossagot valds valtozos, illetve valds értékii fuggvényekre is definidlhatjuk.
Ez azonban semmi Gjdonsagot nem ad, ugyanazt kapjuk, mint ha a fiiggvényt C — C-beli
figgvénynek tekintjiik.

3.1.8. Példak. A konstans fliggvény, az identikus leképezés és az abszolut érték
fiiggvény Lipschitz-fiiggvények, igy folytonosak.

3.1.9. A Dirichlet-fiiggvény. A Q halmaz R-en értelmezett karakterisztikus fliggvé-
nyét Dirichlet-fligguénynek szokas nevezni.
Ez a fiiggvény egyetlen pontban sem folytonos: ez a definicié alapjan, € = 1 valasz-
tassal adédik.

3.1.10. Példa. A sgn fiiggvény R-en minden nem nulla pontban folytonos, a nulldban
azonban nem.

3.1.11. Tétel. Legyen A C C, a € A és f: A — C. Az f pontosan akkor folytonos
a-ban, ha R(f) és J(f) folytonosak a-ban.
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x Bizonyitas. Mivel

és
[3(£(@)) = 3(f(@)| = p(s (@) = fla))| < |f@) = Fla)],
az f folytonossiagabdl kovetkezik R(f) és T(f) folytonossiga.

Megforditva, adott € > 0-hoz vdlasztva olyan 0, illetve d,-t, hogy ha |z — a| < dy,
x € A, akkor

[R(£(2) = R(F(@)| < /2.

ha pedig |z — a| < 0y, © € A, akkor

() = 3(f(@)| < ¢/2

teljesiiljon, § = min{d;, d,} vélasztéssal, ha |z —a| < 9, € A, akkor

(@) = f(@)] < [R(f@) = f(@)| +[3((@) - f(@))]
= [R(f(2) = R(f(@)| + [3(f(@) = 3(f(@)] < 0

3.1.12. Tétel. Legyen A C C, a € A és f,g: A — C fiiggvények. Ha f(a) = 0, f
folytonos a-ban, g pedig lokalisan korlatos a-ban, azaz van olyan U kérnyezete a-nak és
K valos szam, hogy x € U N A esetén |g(x)| < K, akkor fg folytonos a-ban.

Bizonyitas. Adott e > 0-ra ¢/K-hoz van olyan 6 > 0, hogy |z—a| < 0, x € A esetén
|f(z)| < e/K. Nyilvan ¢ valaszthaté gy is, hogy ne legyen nagyobb, mint U sugara. Ekkor

|[f(@)g(x) = fla)g(a)| = |f(z)g(x)| <e.O
3.1.13. Tétel. Legyen A C C,a € A és f,g: A — C az a-ban folytonos fiiggvények.
Ekkor
(1) f+gés f— g folytonosak a-ban;
(2) fg folytonos a-ban;
(3) ha f(a) # 0, akkor a valamely U kérnyezetére 1/ f értelmezve van A N U-ban és
folytonos a-ban.

Bizonyitas. Adott ¢ > 0-hoz vélasztva olyan §; illetve d,-t, hogy ha |z — a| < 4§y,
x € A, akkor |f(z) — f(a)| < /2, ha pedig |z — a| < 6y, x € A, akkor |g(z) — g(a)| < &/2
teljesiiljon, § = min{d,, d,} valasztdssal, ha |z —a| < d, € A, akkor

((f +9)(@) = (f + 9)(a)| < |f(2) = fla)| + [g(2) — gla)| <&

|(f —9)(@) = (f = g)(a)] < [f(2) = fla)| + |g(z) — g(a)| <e.
Ezzel belattuk (1)-et.
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Mivel

(f9)(x) = (f9)(a) = f(x)g(x) — f(x)g(a) + f(x)g(a) — fa)g(a)
= f()(g(x) — g(a)) + g(a)(f(x) — f(a)),

valamint (1) szerint g(x) — g(a) és f(z) — f(a) folytonosak a-ban és értékiik nulla, (2)
kovetkezik az el6z6 tételbdl, mert a valamely U kornyezetében | flx)—f (a)| < 1, ahonnan
|f(z)| < |f(a)| + 1, azaz flokalisan korldtos.

Mivel f(a) # 0, valaszthatunk olyan U kornyezetét a-nak, amelyben

@)~ fia)] < 2.

Ebben a kérnyezetben nyilvan f(x) # 0, s6t, | f(z)| > |f(a)|/2. Mivel

1 1 _ flo) = f=z)

fl@)  fla) — f(@)f(a)

és a nevezd abszolut értéke legaldbb | f(a) \2 /2, ha x € UNA, a reciproka lokélisan korlatos,
igy (3) kovetkezik az el6z6 tételbdl. O

3.1.14. Kovetkezmény. Az egyvaltozds polinomok folytonosak. Az egyvaltozds ra-
cionalis tortfiiggvények folytonosak minden olyan pontban, ahol értelmezve vannak. [J

3.1.15. Tétel. Legyen A C C, B C C, és legyenck f: A — C, g: B — C fiiggvények.
Haa € Aésb= f(a) € B, tovabbd f folytonos a-ban, g pedig folytonos b-ben, akkor go f
folytonos a-ban.

Bizonyitas. Legyen W egy tetsz6leges kornyezete g(b) = g(f(a))-nak. Ehhez van
olyan V kornyezete b = f(a)-nak, hogy ha y € BNV, akkor g(y) € W. Mdsrészt V-hez
létezik olyan U kornyezete a-nak, hogy ha z € ANU, akkor f(x) € V. Ez azt jelenti, hogy
ha z € U, és (go f)(x) értelmezve van, akkor (go f)(x) € W. O

3.1.16. Weierstrass tétele. Legyen —0co < a < b < +00 és f:[a,b] — R folytonos
fiiggvény. Van olyan c,d € [a,b], hogy f(c) < f(z) < f(d), ha x € [a,].

Bizonyitas. Csak c létezését bizonyitjuk, d 1étezésének bizonyitédsa teljesen ha-
sonlé. Legyen m = infrng(f) és legyen S azon z € [a,b] szdmok halmaza, amelyekre
inf f([z,b]) = m. Legyen ¢ = sup S. Ha f(c) > m, akkor a folytonossag miatt ¢ nem felsd
korldtja S-nek. Nyilvdn f(c) < m nem lehetséges. O

3.1.17. Példdk. Az z +— 1/x fiiggvény |0, 1[-en nem korldtos feliilr6l és nem veszi fel
infimumat, [1,+oo[-en pedig nem veszi fel infimumdt. Az z = x fliggvény | — 0o, +o0|
intervallumon sem alulrél, sem feliilr6l nem korlatos.

3.1.18. Bolzano tétele. Legyen —oco < a < b < 400 és f:[a,b] — R folytonos
fiiggvény. Ha f(a) < ¢ < f(b) vagy f(b) < ¢ < f(a), akkor van olyan z € |a,b[, amelyre
f@) =ec.

A tétel algoritmust ad f(z) = c tipust egyenletek megolddsdnak kozelitésére: elfe-
lezve az intervallumot, valamelyik felében van megoldas stb.
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Bizonyitas. Elég az els§ esetet bizonyitani. Legyen S = {y € [a,b]: f(y) < ¢} és
x =supS. Ha f(x) > ¢ lenne, akkor a folyonossig miatt lenne olyan U kornyezete x-nek,
hogy az abbdl vett y pontokra f(y) > ¢, ami ellentmond annak, hogy x a legkisebb fels§
korlat. Az f(x) < c eset ellentmond annak, hogy x fels6 korlat. O

3.1.19. Kovetkezmény. Ha I C R intervallum, akkor egy f: I — R folytonos fiiggvény
értékkészlete is intervallum.

Bizonyitas. Az intervallumokat az jellemzi, hogy barmely két elemiikre az Osszes
kozbeeso elemet is tartalmazzak. A tétel szerint f értékkészlete is ilyen. O

3.1.20. Kovetkezmény. Ha I C R intervallum, akkor egy f: I — R folytonos fiiggvény
pontosan akkor kélcsénésen egyértelmt, ha szigortian monoton.

Bizonyitds. Az egyik irdnyt mar lattuk. Megmutatjuk, hogy ha f kolcséndsen
egyértelmii, akkor szigorian monoton. Azt kell megmutatni, hogy nem létezhetnek olyan
x,y,u,v € I szdmok, hogy = < y, u < v, f(z) < f(y) de f(u) > f(v), mert egyenldség
nyilvan nem allhat. Ha léteznének ilyen szamok, akkor koziiliik kivalaszthatnank harmat,
mondjuk a, b, c-t gy, hogy a < b < ¢ és

vagy f(a) < f(e) > f(b) vagy f(a)> f(c) < f(b).

Mindkét esetben létezne olyan a < p < b < ¢ < ¢, amelyre f(p) = f(q), ami ellentmondas.
(I

3.1.21. Jobb és bal oldali folytonossdag. Ha A C R, a € A és f: A — K egy
fiiggvény, akkor ha az f fliggvény {z € A:x > a} illetve {x € A:x < a} halmazra val6
megszoritasa folytonos a-ban, akkor az mondjuk, hogy f jobbrol folytonos, illetve balrol
folytonos a-ban. Ha f folytonos a-ban, akkor nyilvan jobbrél és balrél is folytonos a-ban.
Megforditva, ha f jobbrél és balrdl is folytonos a-ban, akkor folytonos a-ban.

3.1.22. Tétel. Ha I C R intervallum, akkor egy f:I — R szigorian monoton fiiggvény
inverze folytonos.

x Bizonyitas. Csak a szigorian monoton névekedd esettel foglalkozunk, a masik
eset teljesen hasonléan kezelhetd. Legyen ¢ € f(I), a = f~'(c) és € > 0. Ha a nem az
I jobb oldali végpontja, akkor vilasszunk olyan b € I-t, amelyre a < b < a + €. Ekkor
¢ = f(a) < f(b), tehat egy alkalmas 6 > 0-ra c+6 < f(b). Hax € f(I) ésc <z <c+9,
akkor a < f 1) < fH(c+6) < fHf(b) =b < a+e. Ez azt jelenti, hogy f~! jobbrél
folytonos c-ben. Ha a az I jobb oldali végpontja, akkor ¢ az f(I) jobb oldali végpontja,
igy f~! trividlisan jobbrél folytonos c-ben. A bal oldali folytonossag bizonyitésa teljesen
hasonlé. OO

3.1.23. Kovetkezmény: a gyokvonas folytonossaga. Han € N, az z — /z
leképezés folytonos [0, +ool-en.

Bizonyitéas. Ez a fliggvény a [0, +oo[-en tekintett x 2™ fliggvény inverze. O

3.1.24. Hatarérték. Legyen A C C és f: A — C egy fiiggvény, a pedig torlodasi
pontja A-nak. Azt irjuk, hogy f(z) — b, ha  — a, vagy lim,_,, f(x) =b, hab e C és a

g(z) = {f(:z:), ha z € A\ {a},

b, haz=a
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fliggvény folytonos a-ban. Masként fogalmazva ez azt jelenti , hogy b barmely V kornyeze-
téhez van olyan U kérnyezete a-nak, hogy ha x # a, € ANU, akkor f(z) € V. Ez azzal
ekvivalens, hogy minden & > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha z € A és 0 < |x — a| < 0,

kapjuk, hogy ha a torlédasi pontja A-nak, akkor f pontosan akkor folytonos a-ban, ha
lim,_,, f(z) = f(a). Nyilvan ha egy fiiggvény hatarértéke a-ban b, akkor barmely meg-
szoritasanak, ha az értelmezési tartomanynak torlédasi pontja a, szintén hatarértéke b.
Figyeljiik meg, hogy a hatarérték létezése és értéke csak a fiiggvény lokalis viselkedésétol
fligg, azaz nem valtozik, ha f-et megvaltoztatjuk a valamely kérnyezetén kiviil.

A hatarértéket valos valtozos, illetve valds értékii fiiggvényekre is definidlhatjuk. Ez
azonban semmi tjdonsagot nem ad, ugyanazt kapjuk, mint ha a fiiggvényt C — C-beli
fiiggvénynek tekintjiik.

3.1.25. Tétel. Fiiggvény hatarértéke, ha létezik, egyértelmrii.

Bizonyités. Tegyiik fel, hogy lim,_,, f(x) = b, éslim,_,, f(x) = b,. Barmely € > 0-
hoz vélasztva olyan d; illetve d,-t, hogy ha 0 < |z —a| < 0;, € A, akkor |f(z) —b,| <€,
ha pedig 0 < |z — a|] < d,, € A, akkor |f(z) — by| < £/2 teljesiiljon, 6 = min{d,,d5}
valasztéssal, ha 0 < |z — a| < §, x € A (ilyen z 1étezik, mivel a torl6dédsi pontja A-nak),
akkor

by — by | < |f(x) = by| + [ f(2) = by < 2e.

Mivel ¢ tetszoleges volt, csak b; = b, lehetséges. O
3.1.26. Tétel. Legyen A C C, a torlédasi pontja A-nak és f,g: A — C fiiggvények.
(1) Pontosan akkor létezik lim,_,, f(x) = b, ha a

lm R(f)(x) =b" és lUm I(f)(x) =b"

Tr—a Tr—a

hatarértékek léteznek, tovabbd ekkor b = b’ + ib”.

(2) Halim, ,, f(x) =0, a g pedig lokélisan korlatos, azaz van olyan U kérnyezete a-nak
és K valés szam, hogy a #+ x € U N A esetén |g(z)| < K, akkor lim,_,,(fg)(z) = 0.

Halim,_,, f(z) = b és lim,_,, g(x) = ¢, akkor

(3) lim,_ ,(f+9)(@) =b+c

(4) tim,,(f9)() = be;

(5) hab # 0, akkor a valamely U kérnyezetére 1/ f(x) értelmezve van, haa # x € ANU
és lim, ,,(1/f)(xz) = 1/b.
Bizonyitas. A tétel a folytonossag és a hatarérték kapcsolatabdl kovetkezik. 7

3.1.27. Példa. Hataratmenetek altalaban nem cserélheték fel. Példaul

lim lim ~—¥ — 1,
z=0y—=0 T + Y

de v
lim lim ¥ _ —1.

y—=02—=0 T + Yy o
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3.1.28. Jobb és bal oldali hatarérték. Ha A C R, a € R és f:A — K egy
fiiggvény, akkor az f figgvény {z € A:x > a} illetve {x € A:z < a} halmazra val6
megszoritdsa hatarértékeit a-ban (ha léteznek) az f jobb oldali hatdrértékének, illetve
bal oldali hatdrértékének nevezziik. Jelolésiik : lim,, f(z) illetve lim,, f(z) vagy f(a+)
illetve f(a—). A folytonossdg és a hatarérték kapcsolata alapjan vildgos, hogy ha mindkét
oldali hatarérték létezik a-ban, akkor a hatarérték pontosan akkor 1étezik, hogyha a jobb
és a bal oldali hatarérték megegyeznek, és ekkor ugyanaz a szdm a hatarérték is.

3.1.29. Szakadasok. Ha f nem folytonos a-ban, akkor azt mondjuk, hogy szakaddsa
van a-ban. Ha lim,_,, f(x) létezik, de nem egyenld f(a)-val, akkor azt mondjuk, hogy
f-nek megsziintethetd szakaddsa van, egyébként a szakadas nem megszintethetd szakadds.

Ha f valds véltozds, lim,,, f(z) és lim, , f(z) 1éteznek, de nem egyeznek meg, akkor
azt mondjuk, hogy f-nek elséfaji szakaddsa vagy ugrdsa van a-ban, minden méas nem
megsziintetheté szakadast mdasodfaji szakaddsnak neveziink.

3.1.30. Példak. A sgn fiiggvény R-en minden nem nulla pontban folytonos, a nulldban
nem megsziintethetd elséfaji szakaddsa van. Az | sgn | fliggvénynek R-en a nulldban meg-
sziintethetd szakaddsa van. A Dirichlet-fiiggvénynek minden pontban nem megsziintethe-
t6 mésodfaju szakaddsa van, mert nem létezik hatarértéke, ugyanis a racionalis szdmokra
vett megszoritasanak a hatarértéke 1, mig az irracionalis szdmokra vett megszoritasanak
hatarértéke 0. Legyen f(z) = x, ha x € Q, és f(z) = 0, ha z € R\ Q. Az f a nulldban
folytonos, minden méas pontban nem megsziintetheté masodfaju szakadasa van.

x 3.1.31. Példa. A Riemann-figgvény nulla, ha © € R\ Q és 1/¢q, ha z € Q és g a
legkisebb pozitiv természetes szdm, amivel z felirhaté p/q, p € Z alakban. Ez a fiigg-
vény az irraciondlis pontokban folytonos, a racionalis pontokban megsziintethet6 elséfaju
szakadasa van.

3.1.32. A bdvitett valés és bévitett komplex szamok topolégidja. Az R halmaz-
ban +o00 kérnyezetein Ja, +00], a € [—o0, +o00[ alakil halmazokat, —oo kérnyezetein pedig
[~o0,al, a € ]—00, +-00] alakti halmazokat fogunk érteni. Az C halmazban oo kérnyezetein
az {00} U{z:|z| > a}, a € R alakd halmazokat értjiik.

Mindazokat a fogalmakat, amelyeket kornyezetek segitségével értelmeztiink (belsd
pont, izolalt pont, torlédasi pont, nyilt halmaz, zart halmaz, lokalis tulajdonséag, folyto-
nossag, jobb és bal oldali folytonossig, hatarérték, jobb és bal oldali hatarérték, szakadas,
megsziintetheté szakadds, nem megsziintetheté szakadas, elséfaji szakadds, méasodfaju
szakadds), dtvihetjik erre az esetre is. Szamos tétel is érvényben marad, példaul a 3.1.12,
3.1.15 és 3.1.25 tételek.

3.1.33. Példa. Nyilvan lim, ., 1/z =0, lim, , 1/z = 0, lim, |, 1/ = 400 és
lim,.,o 1/2 = —oo. Komplexben lim, ., 1/z = oo és lim,_, . 1/x = 0.

Altalanosabban, ha f bévitett valés értékii pozitiv figgvény, és lim, ., f(x) = 0,
akkor lim,_,, 1/f(z) = +o0; valéban, ha K > 0 tetszéleges, akkor ¢ = 1/K-hoz vélasztva
olyan U kérnyezetét a-nak, amelyre a # x € UNdmn(f) esetén ’f(:n) —O| < g, ezekre az x-
ekre f(z) > K = 1/e. Hasonldan, ha f(z) < 0 minden z-re az a egy kornyezetébdl, akkor
lim,_,, 1/f(z) = —oo; végiil komplexben, ha f(z) # 0 minden z-re az a egy kérnyezetébél,
akkor lim, ., 1/f(x) = occ.
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~ 3.1.34. Miiveletek bdvitett valés és bévitett komplex szamokkal. Legyen
R-ben
+oo+x=+400=2x+(+00), ha xz€&]—oo,+00;

—00 42 =—00=1x+(—0), ha =z € [—o0,+0c];
400 & =400 =1 (4+00), ha z€]0,+o0l;
o0z =—00=ax-(+00), ha € [—o0,0];
—0-r=—00=x-(—), ha x€]0,+o0];
—00-x =400 =1x-(—00), ha & [-00,0[;

x/+o00=0=x/—00, ha z€]—o0,+0l.

Mas esetekben az Osszeadast és a szorzast nem definidljuk.
Legyen C-ban
o+r=00=x+(0), ha z€C;

c<-r=o00=x-00, ha 0+#ux¢cC
z/oo=0, ha ze€C, /0 =00, ha 0+#2z¢€C.
A 0- o0 és oo -0 szorzatokat nem definialjuk.

3.1.35. Tétel. Tegyiik fel, hogy A C K, a torléddsi pontja A-nak, f,g: A — K, és
lim, ., f(z) =0, lim,_,, g(x) = c. Ha a jobb oldal értelmezve van, akkor

(1) lim, ., (f+9)(zx)=b+¢
(2) lim, ,,(fg)(z) = be;
(3) lim, ., (f/g9)(z)=0b/c.

Megjegyezziik, hogy van olyan U kornyezete a-nak, hogy a # x € U N A esetén a bal
oldalon &ll6 fiiggvény értelmezve van.

Bizonyitas. Az a € K;, b,c € K, eseteket mar lattuk. A tobbi eset hasonléan
bizonyithat6. Példdul ha K, = R, b € R és ¢ = 400, akkor van olyan U, kornyezete a-nak,
hogy a # x € U; N A esetén|f(z) — b| < 1, valamint tetszéleges B € R-hez van olyan U,
kornyezete a-nak, hogy a # x € U, N A esetén g(x) > B—b+ 1. Innen U = U; N U,
jeloléssel a #+ x € U N A esetén (f + g)(x) értelmezve van, és nagyobb, mint B. Ez azt
jelenti, hogy lim_ . (f + g)(z) = +o00. O

3.1.36. Megjegyzés. Eppen ez a tétel motivdlja, hogy mikor értelmezziik a miivele-
teket: A+ B, AB és A/B pontosan akkor és igy van definidlva, hogy a fenti tétel igaz
legyen. Péld4ul lim, ,,  1/2? = 0 és lim, , .z = o0, szorzatuk hatdrértéke pedig
0, mig lim, ,, 1/ =0 és lim 12 = +00, szorzatuk hatarértéke pedig +oo, ezért
0 - (+00)-t nem definidltuk.

r—+00

3.1.37. Feladat [6]. Adjunk hasonld példat a tobbi nem definidlt esethez is.
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3.1.38. Tétel. Tegyiik fel, hogy A C K, a torléddsi pontja A-nak és az f,g: A — R
fiiggvényeknek létezik hatarértéke a-ban.

(1) Halim,_,, f(z) <lim,_,, g(x), akkor van olyan U kérnyezete a-nak, hogy
flz) < g(x), ha a#xe€UNA;
(2) ha a valamely U kérnyezetére a #+ x € U N A esetén f(xr) < g(x), akkor

lim f(z) < lim g(x).
r—a Tr—a
Bizonyités. Legyen b = lim,_,, f(z) < d < ¢ =lim,_,, g(x), és vélasszuk Villetve
W kornyezeteit b-nek illetve c-nek tgy, hogy V C [—oo,d[, W C |d,+0o0] teljesiiljon.
Legyen U az a megfeleld kornyezeteinek metszete. Ekkor a # x € U N A esetén f(z) <
d < g(x), amivel belattuk (1)-et. (2) indirekt kovetkezik (1)-bél. O

3.1.39. Tétel: renddr-elv. Ha A C K, a torlédési pontja A-nak és az a valamely U
kornyezetére az f, g, h: A — R fiiggvényekre f(x) < g(x) < h(x), tovdbb4
lim f(z) = lim h(x),

Tr—a Tr—a

akkor
lim f(x) = lim g(z) = lim h(x).
Tr—a r—a r—a
Bizonyitas. Legyen V kornyezete az f és h kozos hatarértékének, U pedig az a
megfelel6 kornyezeteinek metszete. [J

3.1.40. Tétel. Legyen A C R, a = infA és f: A — R egy monoton fiiggvény. Tegyiik
fel, hogy a torlédési pontja A-nak.
(1) ha f monoton névekeds, akkor lim, |, f(r) =inf,_,c 4 f(2);
(2) ha f monoton csékkend, akkor lim, |, f(z) =sup,_ _, f(z).

Hasonlé allitas igaz a bal oldali hatarértékre, ha a = sup A, de akkor az inf és sup
szerepe felcserélédik.

Bizonyitas. Csak a monoton névekedo fliiggvény esetével foglalkozunk, a mésik eset
hasonléan kezelhetd. Legyen az { f(x):a < x € A} szdmok halmazénak alsé hatéra b. Meg
kell mutatnunk, hogy b = f(a+). Ha b = 400, akkor f mindeniitt +o00. Egyébként legyen
¢ > b. Mivel b pontos als6 korlat, van olyan a < d € A, hogy b < f(d) < c¢. Innen
a<z €A x<deseténb< f(x) <ec. O

3.1.41. Kovetkezmény. Legyen Ja,b] C R és f:]a,b] — R egy monoton fiiggvény,
a < ¢ < b. Ha f monoton névekedd, akkor

sup f(z) = fle=) < f(e) < fle+) = inf f(z),

a<z<c c<x<b

ha pedig f monoton csékkend, akkor

inf f(x) = fle=) > f(c) = fle+) = sup f(a),

a<z<c c<z<b

tehat csak elséfaju szakadasi helye lehet c-ben, tovabba mindkét esetben csak megszam-
ldlhaté sok olyan c van, amelyre f(c—) # f(c+).
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Bizonyitas. Csak az utols6 &llitast kell még beldtnunk. Az dsszes | f(c—), f(c+) |
nyilt intervallumok halmaza, ahol ¢ az ]a,b[ azon pontjait futja be, ahol a jobb és bal
oldali hatarérték nem egyenld, diszjunkt nem fires intervallumokbdl all. Mivel minden
intervallum tartalmaz raciondlis szamot, az intervallumok halmaza megszamlalhaté. O

°% 3.1.42. Példa. Legyen z,, egy olyan sorozat, amelynek minden tagja kiilénboz6 és
értékkészlete Q. Legyen f(z) = > . 1/2™ ha = € R. Ekkor f szigorian monoton

novekedd, az irraciondlis szdmokban a jobb és bal oldali hatarértéke megegyezik, x,-ben
pedig a két hatérérték kulonbsége 1/2™.

3.2 Sorozatok és sorok

3.2.1. Sorozatok. A sorozatok NT-on értelmezett fiiggvények, igy beszélhetiink K-
beli sorozatok +oo-ben vett hatarértékérdl. Az, hogy A az a, sorozat hatarértéke, azt
jelenti, hogy A barmely kérnyezetére véges sok n kivételével minden n-re a,, benne van
az adott kérnyezetben. Jel6lése: lim,,_,  a,, = A vagy a,, — A. Tudjuk, hogy a hatarérték
egyértelmii. Vildgos, hogy a hatarérték nem valtozik, ha a sorozatnak véges sok tagjat
megvaltoztatjuk. Ha A € K, akkor az a,, sorozatra azt mondjuk, hogy konvergens vagy
A-hoz konvergdl. Az a,, akkor és csak akkor konvergdl A-hoz, ha minden ¢ > 0-hoz van
olyan N € N, hogy ha n > N, akkor |a,, —A| < € (itt n > N illetve |a,, — A| < ¢ is irhatd).
Konvergens sorozatnak véges sok tag kivételével minden tagja K-ban van. Egy soroza-
tot korldtosnak neveziink, ha értékkészlete korlatos. Konvergens K-beli sorozat nyilvan
korldtos. Ha egy sorozat nulldhoz konvergél, akkor nullsorozatnak nevezzilk. Az, hogy
a,, konvergal A-hoz, azzal ekvivalens, hogy a, — A nullsorozat. Az, hogy a,, nullsoro-
zat, azzal ekvivalens, hogy |a, | nullsorozat R-ben. Ha egy sorozat nem konvergens, akkor
divergensnek nevezziik. Természetesen indexelhetjiik a sorozatokat nullatdl is.

Nyilvanvald, hogy egy konstans sorozat, azaz egy olyan sorozat, amelynek minden
tagja ugyanaz a c szam, konvergens, és hatarértéke az adott ¢ konstans.
A kovetkezd négy tétel azonnal kévetkezik a fiiggvények hatdrértékére tanultakbol.

3.2.2. Tétel. Egy a,, komplex szimsorozat pontosan akkor konvergdl C-ben, ha R(a,,)
és J(a,,) konvergdlnak R-ben, és ha a,, — A, R(a,,) = A, J(a,) — A", akkor A= A"+
1A”. Specidlisan, valés szdmsorozatokra az R-beli és a C-beli konvergencia és hatdrérték
egybeesik. (J

3.2.3. Tétel. Ha a, nullsorozat, b, pedig korlatos sorozat C-ben, akkor a,,b, nullso-
rozat. [

3.2.4. Tétel. Tegyiik fel, hogy K-ban a,, — A ésb, — B. Ha a jobb oldal értelmezve
van, akkor
(1) (a, +b,) = (A+ B);
(2) (apb,) = (AB);

®3) (an/b,) = (A/B). O

Megjegyezziik, hogy a bal oldalon &ll6 sorozatok esetleg véges sok helyen nincsenek
értelmezve.
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3.2.5. Tétel. Egy R-beli monoton sorozatnak létezik hatarértéke. Monoton névekedd
sorozat hatarértéke az értékkészletének fels6 hatara, monoton csékkenG sorozat hatarér-
téke az értékkészletének alsé hatara. [

3.2.6. Példak. (1) Az a,, = ay + nd sorozat szdmtani sorozat d = 0 esetén konstans,
konvergens, hatérértéke a,, korlatos, értékkészlete egyelemi; d # 0 esetén nem korlatos,
divergens, értékkészlete végtelen, hatarértéke C-ben co. Ha ag 6s d valésak, akkor R-ban
hatarértéke d > 0 esetén +o0, ha pedig d < 0, akkor —oo.

(2) Az a,, = n? sorozat nem korldtos, divergens, értékkészlete végtelen, hatarértéke
R-ban +oo0.

(3) Az a,, = 1/n sorozat nullsorozat (legyen Ne > 1), korldtos, értékkészlete végte-
len.

(4) Az a,, = 1+ (—1)™/n sorozat konvergens, hatdrértéke 1, korlatos, értékkészlete
végtelen.

(5) Az a,, = i" sorozat divergens, korldtos, értékkészlete négyelemii, hatarértéke
nincs.

3.2.7. Atviteli elv. Tegyiik fel, hogy A C Ky, f: A — Ky, és a torlédési pontja A-nak.
Pontosan akkor teljesiil, hogy lim,_,, f(x) = b, ha minden olyan x,, € A\ {a} sorozatra,

amelyre lim,,_,  x, = a, teljesiil hogy lim,_,  f(x,) =b.

Bizonyitds. Ha lim, ,, f(xz) = b, akkor minden V kornyezetéhez b-nek van olyan
U kornyezete a-nak, hogy x € UN A, x # a esetén f(x) € V. Egy adott z,, € A\ {a}
sorozatra, amelyre lim, , =, = a, legyen N olyan index, hogy n > N esetén z, € U,
ekkor f(z,) € V.

Megforditva, tegyiik fel, hogy lim,_,, f(x) = b nem teljesiil. Ekkor van olyan V
kornyezete b-nek, hogy a egyetlen U kirnyezetére sem teljesiil, hogy f(U \ {a}) C V. Ha
a € Ky, akkor U = U, ,,(a) valasztéssal van olyan z,, € U,,,(a) N 4, z,, # a, amelyre
f(z,,) ¢ V. Az igy kivalasztott x,, sorozatra lim, , .z, = a, de limn — oof(x,,) = b nem
teljesiil. Ha K; = R, a = 400, akkor U = |n, +-00] vdlasztassal hasonléan jarunk el. Az
a = —00 és a = oo esetek is hasonléan kezelhetok.

3.2.8. Felsd és als6 hatarérték. Legyen a, egy R-beli sorozat, és b, = sup, ., Q.
A b,, sorozat monoton csokkend, igy 1étezik hatarértéke. Ezt az a,, sorozat felsé hatarér-
tékének nevezziik, és limsup . a,-nel jeloljik. Tehat

limsupa,:= lim supa,.
n—00 n—00 p>p

Hasonléan, a c, = infy,, sorozat monoton névekvd, igy 1étezik hatarértéke; ezt az a,,
sorozat alsé hatdrértékének nevezzik, és liminf, . a,-el jeloljik. Tehdt

liminfa,:= lim inf a.
n—oo n—oo k>n

Mivel nyilvan ¢, <b,,, kapjuk, hogy liminf, , a, <limsup __ a,.
3.2.9. Tétel. Az el6z6 definicié jeloléseivel,
(1) ha x> lim sup, . a,, akkor csak véges sok olyan index van, amelyre a,, > x;

(2) hazx < lim sup, ., a,, akkor végtelen sok olyan index van, amelyre a,, > x;
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(3) az el6z6 tulajdonsdgok jellemzik a lim sup, ., a, bdvitett valds szamot, azaz ez az
egyetlen bévitett valos szam, amely mindkét tulajdonsiaggal rendelkezik;

(4) hax <liminf, | a,, akkor csak véges sok olyan index van, amelyre a,, < x;

(5) ha x> liminf akkor végtelen sok olyan index van, amelyre a,, < z;

n—oo n’
(6) az elbz8 tulajdonsdgok jellemzik a liminf, , _ a, bévitett valds szamot, azaz ez az
egyetlen bévitett valos szam, amely mindkét tulajdonsaggal rendelkezik;
(7) lim,_, a, pontosan akkor Iétezik, ha liminf, , a, = limsup __ a,, és ekkor
liminf, , a, =lim,_, a, =limsup . a,.

Bizonyitds. Az el6z8 definicié jeloléseit fogjuk hasznédlni. Ha (1) nem teljesiilne,
akkor b,, > x lenne minden n-re. Ha (2) nem teljestilne, akkor egy indextél kezdve b,, < x
teljesiilne. (3) abbdl kovetkezik, hogy ha A < B, és A is, B is rendelkezne az (1) és (2)
tulajdonsdgokkal, akkor vélasztva egy A < x < B szdmot ellentmonddst kapnénk. (4)—(6)
bizonyitésa teljesen hasonld (1)—(3) bizonyitdsdhoz.

Végiil ha A = lim létezik, akkor = > A esetén (1), v < A esetén pedig (2)

n—oo TL
teljestl, igy A = limsup_,_ a,. Teljesen hasonléan adodik, hogy A = liminf, ,  a,.
Megforditva, ha A = lim 1nfn oo Oy, = limsup . a,, akkor barmely x > A-ra véges sok

index kivételével a,, < z, és barmely y < A-ra véges sok index kivételével a,, > y, igy A
barmely koérnyezetében a sorozatnak véges sok kivételével minden tagja benne van. [J

3.2.10. Allitas. Ha a,, és b, két R-beli sorozat, és véges sok tag kivételével a, <b,,

akkor limsup _ _ a, <limsup . b, ésliminf,  a, <liminf, , 0, O

3.2.11. Cauchy-sorozatok. Egy K-beli sorozatot Cauchy-sorozatnak nevezink, ha
minden € > 0-hoz van olyan N, hogy ha n,m > N, akkor |z, —x,,| < e.
A fogalom jelentéségét az adja, hogy anélkiil donthetiink segitségével a konvergen-
ciarél, hogy ismernénk a hatarértéket.

3.2.12. Cauchy-féle konvergenciakritérium. Egy K-beli sorozat pontosan akkor
Cauchy-sorozat, ha konvergens.

* Bizonyitas. Az egyik irdny egyszer(i: ha a,, — A, akkor van olyan N € N, hogy
n > N esetén |a,, — A| < €/2, igy n,m > N esetén |a,, — a,,| < |a, — Al +|A —a,,| <e.

A megforditast elég valés sorozatokra bizonyitani, mert ha a,, Cauchy-sorozat, akkor
a valos és a képzetes része is. El6szor is vegyiik észre, hogy egy Cauchy-sorozat korlatos,
mert ha n,m > N esetén |a,, — a,,| < 1, akkor az értékkészlete U (ay) és véges sok
egyelemii halmaz egyesitése. Legyen A = limsup . a,. A korldtossig miatt A € R. Ha
r < A, vilasztva € = (A — x)/2-hdz N-et, sup, _ \ a;, > A miatt van olyan m > N, hogy
a,, > A—e. Innen n > N esetén a,, > A—2e = z. Ez azt jelenti, hogy liminf, , _a, = A,
amibél a, = A. O

* 3.2.13. Megjegyzés. A racionalis szamok korében nem minden Cauchy-sorozat

konvergens. Ha vesziink egy olyan racionalis szamokbdl 4116 monoton névekedo sorozatot,

amelynek R-ben a hatérértéke v/2, akkor ez Cauchy-sorozat, de Q-ban nem konvergens.
3.2.14. Nevezetes sorozatok hatarértéke.

(1) hap e N*, akkor lim,, ,._ 1/n'/? = 0;

(2) haae€R", akkor lim,_,  {a=1;
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w
=

lim, .. ¥n=1;

ha a € R* és k € N, akkor lim,, , _n*/(1 +a)" = 0;

ha a € C, akkor |a| < 1 esetén lim,,_, a™ =0, a =1 esetén lim,_, a"™ =1, |a] =1,
a # 1 esetén a™ korldtos, de nem konvergens, |a| > 1 esetén a™ nem korldtos, igy

nem konvergens;
(6) haa € C, akkor lim,_,  a™/n! = 0.

—~
[SL N
-

Bizonyités. (1) bizonyitdsdhoz legyen N > (1/¢)P.

Ha (2)-ben a > 1, akkor legyen z,, = {/a — 1. Ekkor x,, > 0, és a binomialis tétel
alapjan 1 +nz,, < (1+=z,)" =a,igy 0 <z, < (a—1)/n, ezért ,, - 0. Az a = 1 eset
trividlis. Ha 0 < a < 1, vegyiik a reciprokat, és arra alkalmazzuk az eddig bizonyitottakat.

(3) bizonyitasahoz legyen z,, = {/n — 1. Ekkor z,, > 0, és a binomiélis tétel alapjan
n=1+z,)">nn—1)2z2/2 Ezért 0 < x, < /2/(n—1), ha n > 2. Igy (1)-bél
kovetkezik az allitas.

(4) bizonyitdsdhoz legyen K = k + 1. Ha n > 2K, akkor

" n\ g nn—1)--(n—K+1) , _nfaf
(1+a) >(K)a = % at > S
Ezért . X
28 K1
0< " < n*~K  ha n>2K.

A+ar ~ ok

Mivel k — K = —1, (1) alapjan n*~% — 0.

(5)-ben az a = 0 és a = 1 esetek trividlisak. A 0 < |a| < 1 esetben |a| = 1/(1 + b)
valamely b > O-ra, {gy (4)-b8l k = 0 vélasztdssal kovetkezik, hogy |a|™ és igy a™ is
nullsorozat. Ha |a| > 1, akkor a™ nem lehet korlatos, mert akkor 1/|a|™ > ¢ lenne valamely
g > O-ra. Végill ha |a| =1, a # 1, akkor |a™| =1 de

@ — | = ™~ a®|/Jal" = o~ 1],

igy a™ nem Cauchy-sorozat.
(6) bizonyitdsdhoz legyen N = ||a|] + 1. Ekkor |a|/n < 1, han > N, és igy

am N ‘a|N+1 1

I =TI

|
n! el el

ha n > N, ahonnan kévetkezik, hogy a sorozat nullsorozat. O

3.2.15. Sorok. Ha ag,aq,... egy K-beli sorozat, akkor a K-beli ZZO:O a, vagy ».a,

végtelen sort vagy réviden sort az s, = ZZ:O a, (n=0,1,...) részletésszegek sorozaté-
val azonositjuk. Az a,, szdmot a sor n-edik tagjanak nevezziik. A sor tagjait rendszerint
nullatél indexeljiik, mert a sorok szorzasianal ez a célszerti. A részletosszegekbdl vissza-
kaphatjuk a sor tagjait, hiszen aq = s, és a,, = s,, — 5,1, ha n € N*. Azt mondjuk,
hogy a Z _ O SOT konvergens, és dsszege A, ha az s, részletosszegek sorozata A-hoz
konvergal. Ezt nem teljesen korrekt modon, dgy is jeloljiik, hogy Z:’;O a, = A. Ha a

sor nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens. Ha R-ban s, — +oo illetve
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s, — —00, akkor azt frjuk, hogy 3> 'a, = +oo illetve 35> a, = —oo, de ilyenkor a
sort nem nevezziik konvergensnek. Hasonléan, ha C-ban s, — oo, akkor azt irjuk, hogy

ZZC_O a,, = 00, de ilyenkor a sort nem nevezziik konvergensnek. A ZZO_ | Gy, SOt abszolil

konvergensnek nevezzik, ha a EZO: L la,,| sor konvergens. Konvergens, de nem abszolit
konvergens sort feltételesen konvergensnek neveziink.

A sorozatokra vonatkozé legtobb tétel egyszeriien atfogalmazhatéd sorokra. Példaul
a sorozatok Osszegére és konstansszorosara vonatkozé tétel, illetve a Cauchy-féle konver-
genciakritérium az alabbi alakba irhaté at:

3.2.16. Tétel. Legyen ¢ € K, a K-beli ) a, és Y b, sorokra Y a, = A € K és
> b, = B € K. Ha A+ B definidlva van, akkor > (a, +b,) = A+ B, és ha cA definidlva
van, akkor  (ca,) = cA.

Bizonyitas. A részletosszegek felhasznalasaval azonnal kovetkezik. [J

3.2.17. Cauchy-féle konvergenciakritérium. A K-beli ) a, sor akkor és csak
akkor konvergal, ha minden € > 0-hoz van olyan N € N, hogy m > n > N esetén

’E;":n ap| <e.O
3.2.18. Kovetkezmény. Ha > a, konvergens, akkor lim,, , a, = 0.

Bizonyitas. Legyen m = n. [

3.2.19. Allitas. Egy nemnegativ tagi sor akkor és csak akkor konvergdl, ha részle-
tosszegei korlatos sorozatot alkotnak.

Bizonyitds. A monoton sorozatokra vonatkozé tételbdl kapjuk. [

3.2.20. Osszehasonlité kritérium. Ha véges sok n kivételével |a,| < b,,, és 3. b,
konvergil, akkor > a,, is.

Bizonyitas. A Cauchy-kritériumbdél minden € > 0-hoz van olyan N, hogy ha m >
n > N, akkor

m
la,| <b, és Zbk <e.
k=n
Inpe,n. |Z:L:n ap| < 37 lagl < 350 by < e, és igy az éllitds kovetkezik a Cauchy-
kritériumbol. O

3.2.21. Kovetkezmény. Ha véges sok n kivételével b, > a,, > 0, és > a,, divergdl,
akkor b, is.

Bizonyitis. Ha ) b, konvergilna, akkor 3 a,, is. O
3.2.22. Kovetkezmény. Abszolut konvergens sor konvergens is.
Bizonyitas. Legyen b, = |a,|.- O

3.2.23. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a, b, > 0 minden n € N*-ra. Ekkor

n»-n
(1) bhalim, . a,/b, =c>0, akkor ) a, pontosan akkor konvergens, ha ) b,, konver-
gens;

(2) halim,_, a,/b, =0, és > b, konvergens, akkor > a,, Is.

62



Bizonyitas. Az elsd esetben véges sok n kivételével cb,, /2 < a,, < 2¢b,,. A mésodik
esetben akarmilyen ¢ > 0-ra véges sok n kivételével a,, < cb,,. O

3.2.24. Leibniz-kritérium. Ha a pozitiv tagi a, sorozat monoton csékkenden nul-
lahoz tart, akkor }- (—1)"a, konvergens, és ha s,, a sor n-edik részletdsszege, s pedig az
Osszege, akkor s, < s <s, +a, , ha n pdratlan és s,, —a, ., < s < s,, han pédros.

Bizonyitas. Ha n paratlan, akkor minden m > 0 esetén
0< Sptm — Sp = Gpy1 — Opgat o + (_1)m71an+m < Apt1s
ha pedig n paros, akkor
0 <8 = Sppm = Uyt — Gy + o+ (1) ay, <,

igY [Sn4m — Snl| < @,11; ennek a becslésnek az alapjan a Cauchy-kritériumbdl kévetkezik
a konvergencia. Az m — oo hatardtmenettel kovetkeznek az egyenlétlenségek. O
3.2.25. Néhany nevezetes sor.
(1) A Zf;o a™ végtelen mértani sor |a| < 1 esetén konvergens, Gsszege 1/(1 — a), mig
|a| > 1 esetén divergens;

—~
[\
~

A 7™ 1/n harménikus sor divergens;

—
w
=

A ZZO: L(=1)"/n sor konvergens, de nem abszoltit konvergens;

—
N
N—

oo 2 .
A Y2  1/n® sor (abszoliit) konvergens.
Bizonyitis. Ha |a| > 1, akkor @™ nem tart nulldhoz. Indukci6val
n+1

1—a
Za 1—a ’

ha n € N, ahonnan kovetkezik (1) mésik része.
(2) abbdl kovetkezik, hogy az s,, = ZZ: | 1/k részletbsszegekre

2n 2n 1
"= Sn — =1/2.
Tt kzn:H :Zn: 2n /

Innen m szerinti teljes indukciéval som > (m + 1)/2, azaz a részletosszegek sorozata nem
korlatos.

Az, hogy a (3)-ban szerepld sor konvergens, kovetkezik a Leibniz-kritériumbdl, az
pedig, hogy nem abszolut konvergens, kovetkezik (2)-bél.

Végiil vegyiik észre, hogy

1 S 1 . 1 1 1

ha n > 1, igy a (4)-ben szerepld sor részletosszegei korldtos monoton sorozatot alkotnak.
O
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3.2.26. Cauchy-féle gyokkritérium. Egy K-beli Y a,, sor, ha
limsup V/|a,| <1,
n—oo

akkor konvergens, ha

limsup V/|a,| > 1,

n—oo

akkor divergens.

Bizonyitds. Ha o =limsup_ ,_ {/[a,|és a <1, akkor a < 3 < 1 esetén van olyan
N € N, hogy n > N esetén /|a,| < B, azaz |a,| < 8", igy az osszehasonlité kritérium
szerint Y a,, abszolit konvergens. Ha o > 1, akkor @ > 3 > 1 esetén végtelen sok n-re
la,| > "™ > 1, igy a,, nem tart nulldhoz. O

3.2.27. d’Alembert-féle hanyadoskritérium. Egy K-beli, nem nulla tagokbdl all6
> a,, sorra, ha

lim sup 1| <1,
n—oo ‘an‘
akkor konvergens, ha
i inf 121l 1,
n—00 |an|

vagy ha véges sok n kivételével |a,,,,|/|a,| > 1, akkor divergens.

Bizonyitéas. Ha limsup, la,411/la,| < 1, akkor van olyan 8 < 1 szdm és N € N,

1— 00
hogy n > N esetén |a,|/|a,| < B. Innen indukciéval |a,| < |ay|B" N, han > N, igy az
Osszehasonlité kritérium szerint ) a,, abszolit konvergens. Ha liminf, , _|a,,|/|a,| >
1, akkor van olyan N € N, hogy n > N esetén |a,,|/|a,| > 1. Innen indukciéval |a,,| >

lay|, ha n > N, igy a,, nem tart nulldhoz. O

. o0 z o0 3 P
3.2.2,8. Sorool: szorzatzf\. A K-beli ano annes Zn: 0 0n Cauchy-szorzatan vagy roviden
szorzatdn a ) c, sor értjiik, ahol ¢, = 3°" Sapb, , han=0,1,...
Hogy miért igy célszerli sorok szorzatat definidlni, az a hatvanysoroknal valik vila-
gOSssa.

3.2.29. Kettds sor tétel. Legyen a;, € K, ha j,k € N. Ha van olyan K valds
szam, hogy Z;nzo >on_olajkl < K minden n,m € N-re, akkor az aldbbi sorok abszoliit
konvergensek és

(1) izaj,k =

=0 k=0 k

o0
Z Aj k-

oo
=0 5=0

Vegyiik észre, hogy a feltétel teljestilése kovetkezik, ha feltessziik, hogy (1)-ben vagy
a jobb, vagy a bal oldalon minden tagot az abszolut értékével helyettesitve a kapott sorok
konvergensek.
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* Bizonyitas. Rogzitett m-re n — oo hatdrdtmenettel Z;":O Z:io la;xl < K,

ahonnan m — oo hatardtmenettel Z;’io > oo lag
a jobb oldalon szereplé sorok is abszolut konvergensek. Feltéve, hogy K a pontos felsé

korlat, € > 0, elég nagy m-re és n-re Z;nzo >onolajkl > K —e. Ha most n’ > n, akkor

| < K, és hasonléan kapjuk, hogy

m o0 m n
DIPILITED P I EE
=0 k=0 §=0 k=0
Hasonlbéan kaphaté, hogy
n o0 m n
DIPILITED PP BN B
k=0 j=0 §=0 k=0

amib6l

Ha most n — oo, majd m — oo, akkor kapjuk a tétel allitasat. O

3.2.30. Kovetkezmény: sorok atrendezése. Ha p:N — N egy permutécié (azaz
bijekci6), és a K-beli Z _o,0n SOT abszoliit konvergens, ésszege A, akkor a Z a, sor
is abszoliit konvergens, és osszege A.

A kovetkezmény alapjan ha M megszamldalhatd végtelen halmaz, m € M esetén
m € K, és van olyan K valds szdm, hogy barmely véges M’ C M-re ZT la,,| < K,
akkor bérmely p: N — M bijekcidra a 3°>° a

neM’

p, Osszeg ugyanaz. Jelolése: Z oy O
Bizonyitas. Legyen a;; = a;, ha k = p;, egyébként nulla, és alkalmazzuk a kettds

sor tételt. [

3.2.31. Kovetkezmény: sorok atzardjelezése. Ha a K megszamlalhaté halmaz a
K;, j € J diszjunkt halmazok megszdmldlhaté unidja, a), € K, ha k € K, és 3_, _ |ay| <

oo, akkor
S0y Y u

keK jeJ keK;

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy K, J C N. Legyen a, , = a, ha k € K, egyébként
nulla, és alkalmazzuk a kettOs sor tételt. O

x 3.2.32. Riemann atrendezési tétele. Ha a > a, valds szdmsor konvergens,
de nem abszoliit konvergens, akkor tetszéleges o, f € R, a < B esetén van a sornak
olyan > b, dtrendezése, amelynek s, = ZZ:O b, részletbsszegeire liminf, . s, = a és
limsup . _ s, =0.
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Bizonyitas. A >3 max{a,,0} illetve 32> 'min{a,,0} sorok mindketten diver-
gensek: ha csak az egyik lenne konvergens, akkor 0sszegiik, a ZOO », sor divergens lenne,

ha pedig mindketté konvergens lenne, akkor kiilonbségiik, a Z | lay| sor is konver-
gens lenne. Valasszunk olyan, monoton csokkend «,, illetve monoton noévekedd 3,, valds
szamsorozatokat, amelyekre «,, < (3, minden n-re, és lim, , o, = «, lim, G,

B. Els6 lépésként tekintsiikk a negativ a,-ek kozil az els§ néhdnyat — ezek lesznek
by, by, ..., b, — addig, amig m; = n, Jelolessel Z"ilo b; kisebb nem lesz, mint ;. Ma-
sodik 1épésként tekintsiik a nemnegativ a,-ek kozul az elsé néhanyat — ezek lesznek
by 15 Om, 425 -+ -3 Oy 4, — addig, amig my = my + p; jeloléssel Zm2 b; nagyobb nem

lesz, mint f;. Igy folytatjuk, felvaltva valasztva negativ, majd nemnegativ tagokat: ha
bo; by - - - by, mér ki van védlasztva, és eddig a,,, az utolso felhaszndlt negativ tag, akkor

s Ym

tekintsiik az n,-ndl nagyobb indexii negativ a,,-ek koziil az elsé néhanyat — ezek lesznek
Dyt 1s Uyt 25 -+ 3 Oy, addig, amig moyyq = Moy + nyyy jeloléssel Z?L;O’“‘“ b
kisebb nem lesz, mint oy, majd tekintsiik a p,-ndl nagyobb indexi nemnegativ a,-
ek koziill az elsé néhanyat — ezek lesznekmbm%HH,b,,L2kH+27 cosbytpy,, — addig,
amig mop 9 = Moy 1 + Ppyq jeloléssel ZFZ(;““ b; nagyobb nem lesz, mint £, ;. Mivel
Ny <Ny <...6€p; <py<... minden a,-et felhasznaltunk, tehat b,, az a,, dtrendezése.
Mivel s, > By, de mgy, < j < Mg,y esetén s; < By, +a,,, , azt kapjuk, hogy

B =limsup 3, <limsups; < hmbup By + hglbup Uy = B

k—o0 j—o0
Hasonléan adédik, hogy liminf, | s, =a. O

3.2.33. Tétel. Ha a K-beli ZZOZO a,, €s ZZOZO b,, sorok abszoltit konvergensek, sszegiik
A, illetve B, akkor a ZZOZO ¢,, szorzatuk is abszolit konvergens, és dsszege ADB.

* Bizonyitas. Alkalmazzuk a kettds sor tételt a;; = a;b,_;, ha j<késa;, =0
egyébként valasztassal. O

3.2.34. Abel folytonossagi tétele. Ha a K-beli ZZO:O a,, sor konvergens és dsszege
A, akkor limy 3577 a,t" = A

* Bizonyitas. Mivel a, helyettesitheté a, — A-val, feltehetjiik, hogy A = 0. Mivel
5, = ZZ:O a;, nulldhoz tart, korldtos is valamely K korlattal. Tetszdleges 0 < t < 1

mellett o oo
D apth =(1-1)> st
=0 k=0

mert a szerepl6 sorok abszolit konvergensek, igy beszorzas utan a jobb oldali sor dtren-
dezhetd és atzardjelezhetd, és a bal oldalit adja. Legyen € > 0, és legyen N-re |s,| < /2,

ha n > N. Ekkor
’Zaktk‘ <(1-t ( |sktk| + Z \sktk)

< (1—t)KN+§.

Innen kovetkezik az allitas, s6t latjuk, hogy ha 0 < 7 < 1, akkor minden ¢ > 7-ra ugyanaz
az N megfelel. O
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3.2.35. Kovetkezmény: Abel tétele. Ha a K-beli > > a, és > " b, sorok, va-

lamint a Z:io ¢,, Cauchy-szorzatuk is konvergens, az dsszegek rendre A, B, illetve C,

akkor C = AB.

+x Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy a binomidlis tétel szerint minden 0 < t < 1-re

(nf% 0, (ni) btn) = f; ot

majd alkalmazzuk Abel folytonossagi tételét. O

3.2.36. Szamrendszerek. Legyen q > 1 természetes szdm, és legyen A € R*. Ekkor
létezik olyan n € Z és olyan a, € {0,1,...,q—1}, k=n,n+1,n+2,... sorozat, amelyre
a, # 0 és

oo
ag
(1) A=>
k=n q
Ha az el6allitas valaszthato végesnek is, azaz
m
Qg
(2) A=) %
k=n q

alakunak, ahol a,, # 0, akkor nem egyértelmt, de csak egy masik el6allitas létezik, ez

a, a,—1 X qg—1
3) A=) G+t Y T
k:nq 4q k=m+1 q

egyébként n és az a,,,a, 1,0, 9, .. jegyek egyértelmiiek.

Nyilvan 0 is el84llithat6 (1) alakban, lényegében egyértelmiien: n tetszdleges és a;, =
0 minden k > n-re.

* Bizonyitds. Legyen n az a legkisebb egész szdm, amelyre 1/¢" < A. Mivel n
a legkisebb, 1/¢" < A < 1/¢" ' = q/q", azaz 1 < ¢q"A < q. Legyen a, = |q"A].
Ekkor a, € {1,2,...,q—1},0 < ¢"A—a, < 1, azaz A, = A —a, /q" jeloléssel A =
a,/q" + A, és 0 < A, < 1/¢". Tegyik fel, hogy indukciéval a;, € {0,1,...,9 — 1} és
0< A, <1/¢% k=n,n+1,...,m mér definidlva van tgy, hogy A = A, + Z;’L:n a,/q".
Ekkor 0 < ¢™™A,, < q, és ha a,,., = |¢"A,,], A1 = A,, — a1 /™", akkor
0< A, <q"lésA=A, .+ ZZ:: a;,/q*. Mivel lim,, .. A, =0, azt kapjuk, hogy
A= ZZO:,L a,/q".

Az egyértelmiiség bizonyitdsdhoz eldszor is vegyiik észre, hogy ha (2) fenndall, akkor
(3) is. Legyen A € R, és tegyiik fel, hogy A = Z:in a/q" = Z:in, a},/q"*, ahol a,, # 0,
a, € {0,1,...,¢q—1},hak =nn+1,... ésa,, # 0, a, € {0,1,...,g— 1}, ha k =
n’,n"+1,.... Feltehetjiik, hogy n < n’. Legyen a;, = 0, ha n < k < n/, és irjuk a mésodik
eléallitdst A = Z;in a},/q" alakba. Legyen m a legkisebb olyan index, amelyre a,, # aj,,.
Feltehetjiik, hogy a,, > a/,. A két el6allitast kivonva egymdsbol,

Upy — Gy i a;—ak< io: g—1 -1 1 1
o k= k. gmil La gk gm’
" kema1 4 kemr1 4 "= e 4

Innen a}, = a,, — 1 és az egyenl6tlenség egyenldség, amibél aj, = ¢ — 1 és a;, = 0 minden
k> m-re. O
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3.2.37. Kovetkezmény. A p(N) halmaz és |0, 1] ekvivalensek.

* Bizonyitds. Minden n € N-re p(N)-nak megszamlélhaté sok olyan A eleme van,
amelyre f(A) < n. Igy N 6sszes véges részhalmazainak F halmaza megszamldlhaté. Ha
A C N, jelolje x4 az A halmaz N-en értelmezett karakterisztikus fiiggvényét. Az

leképezés kolesondsen egyértelmiien képezi le a p(N)\ F halmazt, azaz N Osszes végtelen
részhalmazait ]0, 1]-re. Igy ]0,1] ~ p(N)\ F ~ p(N). O

3.2.38. Kovetkezmény. Ha R egy részhalmazanak van belsé pontja, akkor nem lehet
megszamlalhato.

*x Bizonyitas. Ha az A C R halmaznak van bels6 pontja, akkor tartalmaz egy ]a, b],
a,b € R, a < b intervallumot, ez viszont ekvivalens ]0, 1]-gyel. Igy az el6z6 tétel szerint
Ja,b] nem megszdmldlhaté. Innen A sem lehet megszdmldlhat6, mert megszdmlalhatd
halmaz barmely részhalmaza is megszamlalhaté. 7

o0

* 3.2.39. Végtelen szorzatok. Haa,a,, ... egy K-beli sorozat, akkor a K-beli Hn:O a,

vagy [la, végtelen szorzatot a p, = HZ:O ap (n = 0,1,...) részletszorzatok sorozaté-
val azonositjuk. Az a, szdmot a szorzat n-edik tényezdjének nevezziik. Azt mondjuk,
hogy a HZOZO a,, szorzat konvergens, és értéke A, ha a p,, részletszorzatok sorozata A-hoz

konvergal. Ezt, nem teljesen korrekt médon, ugy is jeldljilk, hogy HZOZO a, = A. Ha a
szorzat nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens. Ha R-ban p, — +o0 illetve
p, — —oo, akkor azt irjuk, hogy [[>” a, = +oo illetve [[* a, = —oo, de ilyenkor a
szorzatot nem nevezziik konvergensnek. Hasonléan, ha C-ban p,, — oo, akkor azt irjuk,
hogy HZO:O a,, = 00, de ilyenkor a szorzatot nem nevezziik konvergensnek.

3.3 Elemi fiiggvények

Az exponencialis fiigguény a legfontosabb fligguény a matematikdban.
Walter Rudin

3.3.1. Hatvanysorok. A polinomok altaldanositasai ,végtelen fokszamra” a hatvany-

sorok. A -
Z a, (x—c)"

n=0

alaku fiiggvénysorokat (x,c,aq,aq,... € K) hatvdnysornak nevezzik (0° = 1); ay,aq,. ..
a hatvanysor egyiitthatdi, ¢ a hatvanysor konvergencia-kozéppontja. Az utdbbi elnevezés
értelmére a kovetkezo tétel vilagit ra.

3.3.2. Cauchy—Hadamard-tétel. Az el6z6 pont jelbléseivel, legyen

R =1/limsup V/l|a,|

n—oo

(itt 1/0 = 400). Ekkor |x—c| < R esetén EZO:O a,,(x—c)™ abszoliit konvergens, |[t—c| > R
esetén pedig divergens.
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Az |z — ¢] = R esetben semmit sem mondhatunk a konvergenciarél. A Z:io ",

o w ny 300 (1) n, 300 at /n® sorok mindegyikére R = 1, de az elsé sor

n=0
|z] = 1 esetén divergens, a masodik = 1-re divergens, mig © = —1-re konvergens (de
nem abszoldt konvergens), a harmadik = 1-re konvergens (de nem abszolat konvergens),
mig = —1-re divergens, a negyedik pedig |z| = 1 esetén abszolit konvergens.

x Bizonyitas. Alkalmazzuk a gyokkritériumot:

lim sup { ’an(‘r _C>n‘ = |z — c|lim sup m: M.D
n—o00 R

n—oo

3.3.3. Konvergenciasugar, konvergenciatartomany. Az eléz8 pont jeloléseivel, R
a hatvanysor konvergenciasugara, {x € K: |x — ¢| < R} pedig a konvergenciatartomdnya.

3.3.4. Hatvanysorok atrendezése. Az el6zd tétel jelbléseivel, ha |x —c| < R esetén
flz) = 220:0 a,(x —c)", tovabbd d € K, és |d — ¢| < R, akkor r = R — |d — ¢| jel6léssel

(azaz a kozéppont dthelyezésével) |x — d| < r esetén f(x) = Z::o b,,(x —d)™, ahol

Valamennyi sor abszoliit konvergens.

A b,,-re adott formuldt konnyti kitaldlni: gy adddik, hogy f sordba (z — c) helyére
mindeniitt ((x —d) + (d — ¢))-t irunk, és elvégezziik a hatvdnyozasokat.

x Bizonyitas.

n=0  m=0
) n;) <7; (77:%) anld =) m) (@ —d)™,

ami a kivant el6allitds; az Osszegzés sorrendje a kettds sor tétel miatt cserélhetd fel: Ez
megengedhetd, ha

konvergens. De ez ugyanaz, mint

Z la,|(Jz —d|+|d—c|)",
n=0

és ez a sor konvergal, ha |z — d| + |d — ¢| < R, mert ha |y — ¢| = |z — d| + |d — ¢|, akkor
5% a,(y — ¢)™ abszolit konvergens. [J

n=0 "7
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3.3.5. Analitikus fiiggvények. Az f € K — K fliggvényt analitikusnak nevezzik a ¢
pontban, ha eléall f(z) = ZZO: 0 a,, (x—c)™ alakban, azaz hatvanysor osszegfiiggvényeként
a ¢ pont valamely kornyezetében. Az f fiiggvényt analitikusnak nevezziik a D C K halma-
zon, ha annak minden pontjaban analitikus. Persze, ez csak akkor lehet, ha D nyilt. Az
el6z6 tétel szerint hatvanysor Osszegfiiggvénye analitikus a konvergenciatartomany min-
den pontjiban. Ha f és g analitikusak a ¢ pontban, akkor (hatvanysoruk osszeaddsdval

adddik, hogy) f + ¢ is analitikus c-ben, és (hatvanysoruk Cauchy-szorzasaval

(Z— )(zb b0 )

Z ay(z —c)kb, (v —c)"Fk

n
k=0

f(z)g(x)

tnqg

i
o

M

3
Il
o
=
Il
o

azaz) fg is analitikus c-ben.

3.3.6. Példa. Az z — 1/z fuggvény analitikus minden 0 # a € C pontban. A
geometriai sor Osszegét fogjuk felhasznélni.

%: a—(clz—ac) :%1—@—1(1)/—& :jzz(;l)n(x_a)n'

3.3.7. Tétel. Analitikus fiiggvény folytonos.

* Bizonyitas. Legyen a ¢ pont egy R > 0 sugara koérnyezetében

= Z a,(x—c)"
n=0

Legyen 0 < r < R. Mivel a hatvinysor konvergenciasugara legaldbb R, ha |y — ¢| =
r, akkor ZZOZO a,, (y — ¢)™ abszolat konvergens, azaz Z:‘;O |a, |r™ konvergens. De akkor

PO la,,|r™ ! is konvergens. Legyen ez utébbi sor 6sszege A. Ekkor |z — ¢| < r esetén

0]

\f(@) = f(o)] = [f(z) —ag| < |aylle—c[" < Alx—¢],

n=1
ahonnan kovetkezik a folytonossidg. O

° 3.3.8. Motivacié. A hatvanyozds, azaz az x — a” fiiggvény legjellemz6bb tulajdon-
sdga az otV = a%a¥ Osszefliggés teljesiilése. Ha f(z) = Eiio a,x* hatvanysor alakban
keresiink olyan f:C — C fliggvényt, amely megolddsa az f (x +y) = f(z)f(y), vagy akar
csak az ebbél y = x helyettesitéssel ad6dé f(2x) = f?(x) fiiggvényegyenletnek, akkor azt
kapjuk, hogy

ap +2a,7 + da,x?® + - - - = at + 2apa, 7 + (2a9ay + aF)z® + - - -
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Mint kés6bb megmutatjuk, két, egy adott pontban analitikus fliggvény csak akkor lehet
egyenlé az adott pont egy kornyezetében, ha hatvanysoraik egyiitthatéi megegyeznek.
(Lasd a Taylor-tételt.) Ezt felhasznélva az

— g2 — — 2
ag = ag, 2a, =2a9a,, 4ay = 2apay -+ af,

n
8as = 2agas + 2a,ay, ..., 2"a, = Zakanfk, e
k=0
egyenletrendszerhez jutunk. Az elsé egyenlet egyik megoldésa a, = 0, ez az érdektelen

f = 0 megoldashoz vezet. A masik megoldds a, = 1, ekkor a; szabadon valaszthato.
Legtermészetesebb valasztdsnak a; = 1 tlinik, ekkor teljes indukciéval a,, = 1/n! adddik,

e sz

adédik.)

3.3.9. Az exponencialis fliiggvény. Az exponencidlis fligguényt az
o0 Zn
exp(z) = Z !
n=0
Osszefiiggéssel definidljuk, ha z € C; a hidnyadoskritérium alapjan adédik, hogy a hat-
vanysor minden z € C-re konvergens, igy konvergenciasugara +o0o. Hatvanysorok Cauchy-
szorzasaval

=) Z{l oo Zg’ oo n lec Zg,fk:
exp(21) exp(z;) = (Z n') (Zo n') :Zzoﬁn_k!

n=0 n=» n=0 k=
o0 n &) n
N AN (M) ek N B )"
= ' L) = o
n=0 """ =0 n=0 :

=exp(z; + 25), ha 2,25 €C,
ahogy véarjuk, azaz exp eleget tesz a (felhasznaltnal dltalanosabb)
exp(zy + z9) = exp(z;) exp(zy), ha 2,2, €C

fiiggvényegyenletnek is. Nyilvan exp(0) = 1 és exp(—z) exp(z) = exp(0) = 1, igy az expo-
nencidlis fiiggvény sohasem nulla és exp(—z) = 1/ exp(z). Mivel exp sordnak egyiitthato6i
valdsak, exp(Z) = exp(z), igy valds z-re exp(z) valds.

3.3.10. Az e szam. Az e:=exp(l) szédmra s, = ZZ:O 1/k! jeloléssel nyilvan

1 1 1 n+2

(n+1)!( LT R Fo) =t CECESE
ahonnan n = 35 valasztassal e = 2,7182818284590452353602874723526624977572 . ... Ha
x > 0, akkor exp(z) > 1, és mivel exp(—z) = 1/ exp(x), minden valds a-re exp(x) > 0. Az
exp fliggvény addiciés képletébdl teljes indukcival exp(gz) = exp(x)? barmely = € R-re,
ha ¢ € N. Specidlisan, ha ¢ > 0, akkor x = 1/q valasztdssal e'/? = exp(1/q). Innen ha
p €7, q €N, akkor exp(p/q) = (e'/9)", masrészt, mivel

s, <e<s,+

exp(p/q)? = exp(q - (p/q)) = exp(p) = €7,

kapjuk, hogy exp(p/q) = (ep)l/q. Ezek az Osszefiiggések az e®:= exp(z), ha z € R
definiciét sugalljak.
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3.3.11. Természetes logaritmus. Az el6z6 pont eredményeit felhasznalva, ha > 0,
akkor e¢* > 1+ x, amibél lim,_, e® = +oo és lim,_,_e® = 0. Mivel ha = < y,
akkor e¥ = eV Fe® > %, az x  €e” fliggvény szigorian monoton névekedo és folytonos
leképezése R-nek R*-ra. Ennek inverzét természetes logaritmus fiiggvénynek nevezziik, és
In-nel jeloljik (,logaritmus naturalis”).

° 3.3.12. Megjegyzés. A ,természetes” jelz6 In-nél a differencialdssal és integralds-
sal valé egyszerii kapcsolatra utal: mivel az analitikus fiiggvények folytonosak, igy az
exponencialis fiiggvényre
exp(z + h) — exp(2) exp(h) — 1 s exp(2),
h h
ha h — 0, azaz az exponencialis fiiggvény derivaltja 6nmaga, az inverz fiiggvény differen-
cidlasara vonatkozé tételbol pedig

= exp(z)

In'(z) = /; = l, ha x> 0.
exp’(In(z)) =
Ez utébbi 6sszefiiggés miatt szerepel a természetes logaritmus oly gyakran az integralds-
nal. Latjuk, hogy mindkét osszefiiggés (az el6z6 motivacid jeloléseivel) az
exp(h)—1
h
hatarértéken, igy az a; = 1 vdlasztdson alapul, és mutatjak annak célszertiségét. Erre to-
vabbi indok az exponencialis fiiggvény és a trigonometrikus fiiggvények kézotti kapcsolat;
lasd a tétel utén.
3.3.13. Tétel.
(1) Az x> ln(z) leképezés folytonos és szigortian monoton névekedd kélesonésen egyér-
telmii leképezése RT-nak R-re;
(2) In(1) =0;
(3) In(e*)=ux, haz eR;
(4) In(zy) =1In(z) 4+ In(y), ha z,y € R*.
Bizonyités. (1)—(3) kovetkeznek a definiciébdl és a tanult altalanos tételekbdl. (4)
az

—a; =1

eln(my) =gy = elngxc . elny — e(lnx+1ny)

Osszefiiggésbol kovetkezik. O

° 3.3.14. Motivacié. Vizsgiljuk a t — exp(it), t € R leképezést, azaz az exponencialis
fiiggvény viselkedését a képzetes tengelyen! Mivel exp(it) = exp(—it), {gy |exp(it)|? =
exp(it) exp(—it) = 1, azaz ennek a fiiggvénynek az értékei az {z:|z] = 1} egységkoron
vannak. Mivel

exp(i(t + h)) — exp(it) exp(ih) — 1

h ih

ha h — 0, a t > exp(it), t € R leképezés egy, az egységkoron valé mozgasnak felel
meg, ami t = 0-ban az 1 pontbdl felfelé indul, és sebességének abszolit értéke egységnyi.
Szemléletiinknek megfeleld tehat a cos(t) és sin(t) értékeket exp(it) valds, illetve képzetes
részeként definidlni. Mindkettd kifejezhet6 exp(it) és exp(—it) segitségével, igy természe-
tes modon jutunk a koszinusz és szinusz fliggvény alabbi — tetszOleges komplex szamra

c s ez

= dexp(it) — dexp(it),
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3.3.15. Trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények. Legyen
exp(iz) + exp(—iz)
5 )
exp(iz) — exp(—iz)
21 ’
ha z € C. Természetesen a definiciob6l mindketto valds, ha z valds, és az egész komplex
sikon teljesiilnek az alabbi hatvanysor-eldallitasok:

cos(z) =

sin(z) =

o) ZQn
cox(2) = S G
e’ 22n+1

A két definiciébdl kapjuk a nagyon fontos
exp(iz) = cos(z) +isin(z), ha z€C
Euler-féle ésszefiiggést. Ugyancsak a definiciébol
cos?(z) +sin?(z) =1, ha z€C,
valamint az exponencidlis fiiggvény addiciés képletét felhaszndlva kévetkeznek az addicios
formuldk minden 2z, z, € C-re:
cos(zy + z4) = cos(zy) cos(zy) — sin(zq ) sin(z,),
sin(zy + z4) = sin(zy) cos(zy) + cos(z ) sin(z,).
Ezek specialis eseteként adédik, hogy
cos(22) = cos?(z) — sin?(z) = 2cos?(z) — 1,
sin(2z) = 2sin(z) cos(z).
A sin és cos fiiggvény segitségével definidlhatjuk a tobbi trigonometrikus fliggvényt is: tg =

sin / cos, ctg = cos /sin, sec = 1/ cos és cosec = 1/sin. A trigonometrikus fliggvényekhez
hasonléan hasznosak a hiperbolikus fiiggvények:

_exp(z) +exp(—2) o= 22"
ch(z) = > = 7;) )’

_exp(z) —exp(—z) & z2ntl
h(z) = 2 - ; @n+ 1)

Nyilvan ch?(z) —sh?(z) = 1 minden z € C-re. (A ,hiperbolikus fiiggvény” elnevezés arra
utal, hogy mig a t - (cost,sint) leképezés cos? t +sin? ¢ = 1 miatt egy kort paraméterez,
at +— (cht,sht) leképezés ch®t —sh?t = 1 miatt egy hiperboldt.) A t6bbi hiperbo-
likus fuggvényt ezek segitségével definidljuk: th = sh/ch, cth = ch/sh, sech = 1/ch
és cosech = 1/sh. Ezek tulajdonsdgai hasonléan bizonyi{thaték, mint a trigonometrikus
fliggvények tulajdonsigai.

A kovetkezd tétel Osszefoglalja a most belatott dsszefliggések és a hasonléan beldt-
haté osszefiiggések koziil a legfontosabbakat.

3.3.16. Tétel. Ha z, 2z, 2, € C, akkor
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(1) exp(z; + 23) = exp(z;) exp(zy);

(2) exp(—2) = 1/ exp(2);

(3) exp(iz) = cos(z) + isin(z);

(4) cos(—z) = cos(z), sin(—z) = —sin(z);

(5) cos(z) = exp(iz) +2exp(—iz);

(6) sin(z) = exp(iz) —QQXp(—iz);

(7) cos?(2) + sin?(z) = 1;

(8) cos(zy + 2z9) = cos(z;) cos(zq) — sin(z;) sin(zy);
(9) sin(zy + 25) = sin(zy) cos(zq) + cos(z;) sin(z,);
(10) ch(iz) = cos(z), sh(iz) = isin(z);

(11) exp(z) = ch(z) + sh(z);

(12) ch(—=z) = ch(z), sh(—z) = —sh(z);

(13) ch(z) = exp(z) +exp(—z),

(14) sh( ) exp(z) *26Xp( )’

(15) ch?(z) —sh?(z) = 1;

(16) ch(z; + 2z5) = ch(zy) ch(zy) + sh(z;) sh(z,);
(17) sh(z, + 2) = sh(z,) ch(z,) + ch(z,) sh(z,). O

3.3.17. A 7 szam. Mint a trigonometrikus fliiggvények bevezetésénél megbeszéltiik,
at > exp(it), t € R leképezés egy, az egységkoron valé mozgasnak felel meg, sebessé-
gének abszolut értéke egységnyi, és a t = 0-ban az 1 pontbdl felfelé indul. A 7 szdm
szokdsos geometriai jelentése a kor keriiletének és atméréjének hanyadosa. Szemléletiink-
nek megfelel6 tehdt, ha m-t mint a legkisebb olyan pozitiv szdmot definialjuk, amelyre
exp(2mi) = 1. Természetesen meg kell mutatnunk, hogy ilyen pozitiv szdm létezik. El6-
szO0r megmutatjuk, hogy a koszinusz fiiggvénynek van pozitiv valds zérushelye. A szinusz
fliggvény hatvanysorabdl

sin(z)

—1, ha 2z-—0,

)
z

ebbdl elég kis pozitiv t-kre sin(t) > 0, tehat cos(t) < 1. Ha t > 0 esetén cos(t) mindeniitt
pozitiv lenne, akkor teljes indukciéval 0 < cos(2"t) < cos®"(t) — 0 kovetkezne, igy
valamely t,-ra 0 < cos(t,) < 1/2, de ekkor cos(2t,) = 2 cos?(t,)—1 < 0, ami ellentmondés.
Jelolje T a koszinusz legkisebb pozitiv zérushelyét. A sin(2z)-re vonatkoz6 osszefliggésbol
sin(27) = 0 és 27 a legkisebb pozitiv szdm, amelynek szinusza nulla: ha a legkisebb ilyen
szdm 0 < 2t < 27 lenne, akkor sin(2t) = 2sin(¢) cos(t) miatt cos(t) = 0 kovetkezne,
ami ellentmondés. Igy sin(7) = 1, és exp(7i) = 4, exp(27i) = —1, exp(47i) = 1. Mivel
cos(t + 7) = —sin(t), kapjuk, hogy 7 < ¢ < 27 esetén cos(t) < 0, és mivel cos(t + 27) =
—cos(t), kapjuk, hogy cos(t) < 1, ha 0 < t < 47, azaz ™ = 27.

Megmutatjuk, hogy ¢t — exp(it) a [0, 27 intervallumot kolesénosen egyértelmien
képezi le a {z:|z] = 1} egységkorre. Ha 0 < t; < t, < 2m, akkor

exp(ity)
m = €X P( (s )) # 1.
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Ebbdl kovetkezik, hogy a leképezés kolcsonosen egyértelmii. Ahhoz, hogy beldssuk, a
leképezés az egységkorre torténik, rogzitsiink olyan z szdmot, amelyre |z| = 1. Legyen
x = R(2), y = J(2). Mivel cos folytonos, cos(0) = 1, cos(r) = —1, van olyan t € [0, 7],
hogy cost = x. Ekkor sint = +y; ha sint = y, akkor kész vagyunk, ha nem, akkor
cos(2mr —t) = cost = x és sin(2m — t) = —sint = y, tehat ekkor a keresett ¢ a |, 27|
intervallumban van.

Az exponenciilis fiiggvény addiciés képletébdl 2nki, k € Z peribdusa exp-nek. Meg-
forditva, legyen c¢ periédusa exp-nek. Ekkor exp(z 4 ¢) = exp(z), igy exp(c) = 1. Mi-
vel |exp(z + iy)| = exp(z), és ha = > 0, akkor exp(z) > 1, ha pedig = < 0, akkor
exp(z) = 1/exp(—z) < 1, a c tiszta képzetes. Az iw = ¢ jeloléssel, ha

2kr <w<2(k+1)m, keZ,

akkor 0 < t = w — 2km < 27 olyan szam, amelyre exp(it) = 1, ami lehetetlen. Igy exp
Osszes peridodusa 2kmi alakn.
A kovetkezd tétel sszefoglalja a most beldtott dsszefiiggések koziil a legfontosabba-

kat.
3.3.18. Tétel. Az exponenciélis fiiggvényre exp(mi/2) = i, exp(wi) = —1, és a 2mik,

k € Z halmaz adja exp Osszes periédusét; t — exp(it) kélesénosen egyértelmii leképezése
[0, 27r[-nek {z: |z| = 1}-re, tovdbbd ha z € C, akkor
(1) cos(z+ 2m) = cos(z), sin(z + 27) = sin(z);
(2) exp(z+ 2mi) = exp(z);
(3) ch(z+ 27i) = ch(z), sh(z + 2mi) = sh(z). O

3.

Ina

3.19. Hatvanyozas. Legyen a € RT. Mivel a = e™® és

igy
1 Ina 1/q\P plna
a'/l=ea és (a q) =e a ,
masrészt 4
P plna
aP (elna) _ 6plna és (6 q ) — eplna — ap’
gy

plna

(a?)"? ="

Ezek az Gsszefiiggések az a®: = e*'"®, ha z € R definiciét sugalljék.

3.3.20. Tétel. Legyen a € RY, x,y € R.

(1) Ha a +# 1, akkor az © — a® leképezés szigoriian monoton és folytonos leképezése
R-nek R*-ra;

(2) a®Y=a%-a¥,a® =1/a";
(3) a®=1,a' =aés1® =1.

Bizonyitas. Kovetkezik a definiciobdl. O
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3.3.21. Logaritmus. Ha a € R", a # 1, akkor az = — a®, x € R fliggvény inverzét a
alapt logaritmus figgvénynek nevezziik és log -val jeloljik.
3.3.22. Tétel. Legyen a,b € RY, a#+1#bésx,y €R.
1) zm log, @ szigortian monoton és folytonos leképezése R*-nak R-re;

2

loga T _

log a=1,log 1=0,log, (a”) =z, é hax >0, akkor log_x =Inz, a T.

W

(
(2)

(3) hawx,y >0, akkor log (vy) = log_ x +log_ y;
(4) ha x>0, akkor log_z = log, x/log, a;
(5)

5) hax >0, akkor log (x¥) =ylog_ x.

Bizonyitas. Mivel
Inx Ina
alna = eMOyg = 0 — x,

log, x = (Inz)/(Ina). EbbS, és In tulajdonsigaibél minden Osszefiiggés kévetkezik. O

3.3.23. Komplex logaritmus és hatvanyozés. Ha 0 # z € C, legyen arg(z) az a t
valés szam, amelyre —m < t < 7 és exp(it) = sgn(z). Vegyiik észre, hogy z = |z| exp(it) =
|z|(cost+isint) (ha z = 0, tetszleges t valaszthatd), ez a komplex szam trigonometrikus
csak most lett teljes. Emlékeztetiink ra, hogy a trigonometrikus alakbol leolvashaté a
komplex szamok szorzasinak geometriai jelentése: az abszolut értékek Osszeszorzodnak,
az argumentumok pedig 6sszeadédnak, mod 27 komplex .

Ha 0 # z € C, akkor legyen Inz = In |z| + iarg(z), azaz az exp fiiggvény

{z:—m < Jz < 7}

halmazra valé megszoritasdnak inverze. Ha 0 # z € C és w € C, akkor legyen

w

2": = exp(wln(z)).

Megjegyezziik, hogy a logaritmus és a hatvanyozéas definiciéja 6sszhangban van az
eddigi definiciékkal.
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4
Differencialszamitas
4.1 Derivalt

4.1.1. Derivalt. Legyen K; C K,, f € K; — K, és x belsé pontja az f értelmezési
tartomanyanak. Ha 1étezik a

A TR

hatdrérték, akkor azt mondjuk, hogy f differencidlhaté az x pontban, és f'(x) az f dif-
ferencidlhdnyadosa vagy derivdltja z-ben. A lim jel mogott allé hanyados f differencia-
hdnyadosa z-ben. (A K; C K, feltevéssel azért zartuk ki a K; = C, Ky = R esetet, mert
ebben az esetben a differenciahdnyadosok komplexek.) A K; = Ky = R esetet fogjuk a leg-
gyakrabban hasznélni, ekkor a derivalt jelentése a fiiggvény grafikonja (z, f(z))-pontbeli
érintéjének meredeksége. Az f':x > f/(x) leképezést, ami persze csak ott van értel-
mezve, ahol a figgvény differencidlhatd, az f derivdltfiggvényének vagy réviden csak f
derivdltjanak nevezziik; a df /dx jelolés is szokdsos.

A differencidlhatésig nyilvan lokélis tulajdonsig: ha két fliggvény megegyezik az x
pont valamely kérnyezetében, akkor egyszerre differencialhatéak és derivaltjuk megegye-
zik.

Ha K; = R, és van olyan § > 0, amelyre [z, + J] részhalmaza f értelmezési tarto-

manyanak, akkor az

€K,
ylx Yy—x

jobb oldali hatarértéket az f fiiggvény x-beli jobb oldali deriviltjanak nevezziik. Teljesen
hasonléan értelmezheté az f’(z—) bal oldali derivdlt. Ha f egy [a,b] C R zart interval-
lumon van értelmezve, akkor az alatt, hogy f differencidlhatd [a,b]-n, azt fogjuk érteni,
hogy differencialhat6 az intervallum bels6é pontjaiban, valamint a végpontokban léteznek
a jobb, illetve bal oldali derivaltak. A derivaltakra vonatkozé &allitasok altaldban érte-
lemszertien atvihetok jobb és bal oldali derivaltakra is; ezzel a kérdéssel részletesen nem
foglalkozunk.

4.1.2. Magasabb derivaltak. Az eléz6 pont jeloléseivel, ha az f fliggvény derivalt-
fiiggvénye, f’ differencidlhat6 z-ben (ehhez persze kell, hogy f’ értelmezve legyen x egy
kornyezetében), akkor derivaltjat x-ben f'/(x)-szel jeloljik és az f fliggvény x-beli mdsodik
derivdltjanak nevezzik; az f:x + f"(x) leképezés az f mdsodik derivdltfiggvénye. (A
d?f /dz? jelolés is hasznalatos.) Rekurziéval folytatva, az f, f/, f", f" = f&, ..., f™, ...
fuggvényeket kapjuk.

4.1.3. Allitas. Legyen K, C Ky, f € Ky = K, és tegyiik fel, hogy f differencidalhato
xz-ben. Ekkor f folytonos x-ben.
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A megforditas nem igaz, példaul az = — |z| fliggvény folytonos, de nem differencidl-
haté 0-ban (bér a jobb és bal oldali derivéltjtak léteznek, de nem egyeeznek meg). Olyan
f:R — R fliggvény is 1étezik, amely sehol sem differencidlhaté, de mindeniitt folytonos.

Bizonyitas. Ha y — x, akkor

fly) = f=z)

Fo) - fla) = FE—

(y—x) = f(x)-0=00

4.1.4. Tétel. Legyen K, C Ky, f,g € K; = K, és tegyiik fel, hogy f és g differencial-
hatoak x-ben. Ekkor

(1) f+ g differencidlhaté z-ben és (f + g)'(z) = f'(z) + ¢’ (x);
(2) fg differencidlhaté x-ben és (fg) () = f'(z)g(z) + ¢’ (x) f(z);
(3) ha g(z) # 0, akkor 1/g differencidlhaté x-ben és (1/g)'(z) = —g'(x)/g*(x).
Bizonyités. (1) nyilvanvald, mert

(f+9)) - (f+9)@) _ fly) = flz)  9(y) —g(x)

y— == s T, 2 T@+dE@.

Mivel

D= ) ) SO Iy ) SO g0 0) + s @),

adddik (2). Végiil (3)-hoz vegyiik észre, hogy

19w —1/g)(=) 1 gy)—gl=) = g
y—x 9yglx) y—= g*(x)

4.1.5. Példak. A definicié alapjan egy ¢ konstans fiiggvény derivalhaté és a derivaltja
nulla, valamint (¢f)’ = c¢f’. Az f(x) = v — ¢, x € K figgvény a definici6 alapjan derival-
haté, és derivaltja 1. Innen az f(z) = (x — )™, z € K, n € Z fiiggvény minden pontban,
ahol értelmezve van, differencialhaté és a derivaltja f'(z) = n(z —c)"1; ez n € N esetén
a szorzat differencidlasi szabalyat felhasznalva indukciéval adodik, egyebkent pedig a re-
ciprok differencidlasi szabalyabdl kapjuk. Innen az is kévetkezik, hogy minden polinom,
s6t, minden racionélis tortfliggvény (minden olyan pontban, amelyben értelmezve van),
differencidlhaté.

A szorzat differencidldsi szabaly4dbdl az is kovetkezik, hogy ha f egy polinom, n € NT
és ¢ € K az f egy n-szeres gyoke, akkor ¢ az f’-nek (n — 1)-szeres gyoke: Ha

f(x) = (z —c)"g(),

akkor f'(z) = (z —c¢)" }((x — )¢’ (z) + ng(x)). Mivel a zaréjelben 4ll6 kifejezés értéke a
¢ helyen ng(c), ami nem nulla, ¢ pontosan (n — 1)-szeres gyoke f’-nek.

A kovetkez6 tétel tigy tekinthets, mint a polinomok differencidlasira vonatkozoé sza-
baly kiterjesztése.
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4.1.6. Tétel. Hatvanysor dsszegfiiggvénye tagonként differencidalhaté a konvergencia-
tartomany pontjaiban, azaz ha

o0

a,(x—c)"
=0

n

akkor a konvergenciatartomany barmely x pontjaban

oo
"(z) = Znan(a: —c)vh
n=1

A két hatvdnysor konvergenciasugara megegyezik.

* Bizonyitas. Mivel lim,, Yn = 1, a ZZO:O ay(x — )" és 33> na,(r —c)"
hatvénysorok konvergenciasugara megegyezik. Mivel

Z nan(x - C)n = (.’IJ - C) Z na‘n(x - C)n717
n=0 n=1

barmely x-re a két sor egyszerre konvergens. A hatvanysorok atrendezésére vonatkozo
tétel szerint a konvergenciatartomdny barmely d pontjara f(z) = Z::O b,,(x —d)™, ha
|z —d| <r=R—|d—c|, ahol

Innen

ha 0 < |z — d| < r. Mivel a jobb oldal hatvanysor 6sszegfiiggvénye, folytonos, ezért f’(d)
létezik és
=b, = Z na, (d n-1

ami a bizonyitandé allitas. O

4.1.7. Kovetkezmény: Taylor-tétel. Az el6z6 tétel feltételei mellett, f akarhanyszor
differencialhaté a konvergenciatartomanyban és ha a konvergenciatartomany nem fires,
akkor

A tétel tgy is fogalmazhatd, hogy hatvanysor Osszegfiiggvénye meghatdrozza az
egylitthatoit.

Bizonyitds. Az, hogy a, = f(c), trividlis, és teljes indukciéval kapjuk, hogy f
akarhanyszor differencialhaté és a,, = ™ (c)/n!. O
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4.1.8. Kovetkezmény. A valds és a komplex szamok halmazan is exp’ = exp, sin’ =
cos, cos’ = —sin, sh’ = ch, ch’ = sh. A valés és a komplex szamok halmazan is, ahol tg,
ctg, th illetve cth értelmezve van, ott

tg’ = 1/cos? =1+ tg?, ctg = —1/sin* = —1 — ctg?,
th" =1/ch® =1 —th® cth’ =1/sh® = cth® —1.
Bizonyitas. Nyilvanval6 szamolas. [J

°x 4.1.9. Megjegyzés. Ha egy fiiggvény akarhanyszor differencidlhaté a ¢ pontban,
akkor mindig felirhatjuk a

o~ f(e) n

> (@ —c)

n=0 :

n

hatvanysort, a Taylor-sort (ha ¢ = 0, akkor a sort MacLaurin-sornak szokés nevezni). Az
eléz8 tétel szerint hatvanysor 6sszegfiiggvényének Taylor-sora. Azonban tetszéleges valos
valtozos, akarhanyszor differencidlhaté fiiggvény esetén nem biztos, hogy a Taylor-sor
konvergal a fiiggvényhez. Példaul az

_felr haz>0,
f@‘")_{o, ha z < 0

Osszefiiggéssel definidlt fiiggvény tetszoleges sokszor differencialhatéd és MacLaurin-sora-
nak egyiitthatoi nulldk, igy a sor nem konvergal a fiiggvényhez: Teljes indukciéval meg-
mutathatjuk, hogy f(z) = 0, ha = < 0 és f™(z) = p,(1/x)e”"/* valamely p, poli-
nommal, ha z > 0. A differenciahdanyados bal oldali hatarértéke nyilvan nulla, igy csak
azt kell megmutatni teljes indukciéval, hogy f(”>(0) = 0, azaz hogy

@) =o)L p ()
12?3 z—0 _lﬁg xexp(l/x) =0

Ez konnyen kovetkezik, ha exp helyére beirjuk a hatvinysoranak egy (elég magas indexti)
részletOsszegét.

Komplex valtozos fiiggvényeknél egészen mas a helyzet, mint latni fogjuk: ha a fligg-
vény egyszer differencialhato, akkor analitikus is; ezzel a kérdéskorrel a komplex fiiggvény-
tanban foglalkozunk.

4.1.10. Segédtétel. Ha K; C K,, f € K; — Ky, és x bels6 pontja f értelmezési
tartomanyanak, akkor f pontosan akkor differencialhaté x-ben, ha van olyan A € K,
szam és € € Ky — K, fiiggvény, hogy e(x) = 0, az € folytonos x-ben, és

fy) = f(z) = Aly —x) + e(y)(y —2) minden y € dmn(f)-re.
Az A szdm egyértelmiien meghatdrozott, A = f'(x).

A jobb oldalon szereplé y — A(y — z) = f'(z)(y — z) linedris fuggvényt szokés
az f fuggvény z-beli differencidljanak nevezni. A tétel azt mondja, hogy differencidlhato
fliggvény egy linearis leképezés és egy eltolas Osszetételével, azaz egy affin leképezéssel
(legfeljebb elséfokt polinommal) kozelithetd.
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Bizonyitis. Ha f differencialhaté, akkor legyen A = f'(z),

ha y # z, és e(x) = 0. A megforditdshoz az

fly) = f(z) = Aly —z) +e(y)(y — )

Osszefiiggésben y — z-szel osztva, majd hatarértéket véve, kapjuk, hogy f'(x) 1étezik, és
A. O

4.1.11. Lancszabaly. Legyen K; C Ky, C K;, f € K; = Ky, g € Ky = K. Ha
f differencidlhaté az x pontban, g pedig differencidlhaté az f(x) pontban, akkor g o f
differencialhaté az x pontban és

(g f)(x) =g (f(x))f ().

Bizonyités. Az el6z6 segédtétel alapjan az f fliggvény x-beli differencidlhatésiga
azt jelenti, hogy az f(t) — f(x) megvaltozésa felirhatd

f@) = f(x) = f/(2)(t —2) +e(t)(t —x)

alakban, ahol e(x) = 0, és ¢ folytonos x-ben. Hasonléan, a g fiiggvény y = f(x)-beli
differencidlhatosiga azt jelenti, hogy a g(s) — g(y) megvaltozésa felirhaté

9(s) —g(y) =g"(y)(s —y) +d(s)(s —y)

alakban, ahol d(y) = 0 és 0 folytonos y-ban. Ha most s = f(¢), akkor

ahol n(t) = f'(2)d(s) + ¢’ (y)e(t) +e(t)d(s) Mivel s = f(t) — f(z) =y, ha t — x, kapjuk,
hogy d(s) = 0, és igy n(t) » 0, hat — z. O
4.1.12. Az inverz fiiggvény differencidlasi szabalya. Ha [a,b] C R, az f:[a,b] — R

fiiggvény szigorian monoton és folytonos [a, b]-n, az x € |a,b] pontban differencidlhaté és
f/(x) # 0, akkor f~! differencidlhaté az y = f(x) pontban, és

1 1
) ()

Hasonlé6 allitas igaz C — C-beli fliggvényekre is; ezzel a komplex figgvénytanban
foglalkozunk.
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Bizonyitéds. Legyen y = f(x) és ¢ ugyanaz, mint az el6z6 bizonyitdsban, tovibbéa
tegyiik fel, hogy f monoton névekeds (a masik eset hasonléan kezelhetd). Ha ¢ = f(a),
d = f(b), akkor Bolzano tétele szerint f az [a,b]-t [c, d]-re képezi le, tovabbd f~! folytonos
[¢,d]-n. Ha most s € [¢,d], akkor pontosan egy olyan ¢ € [a, b] létezik, amelyre s = f(t),
tovabba

f@&) = fz) = (f'(z) + () (t — ).
Ha s +# y, akkor t # x és

Ebbdl ) )
- —f- 1
O B SR
s—y f(x)
4.1.13. Kovetkezmény. Ha x > 0 és r € R, akkor In’ x = 1/ és x + a" deriviltja
x = rrL

Bizonyitas.
In'(z) = ! = L !
~exp/(Inz)  exp(lnz) =

és
(z7)" = (exp(rinz))’ = exp(rin x)f =rz" 1. O
x
— 4.1.14. Feladat [5]. Legyen f,g € K; — K,. Mutassuk meg, hogy ha f és g is n-szer
differencidlhat6 z-ben, akkor fg is, és

19w =3 (1) 9@l o)

k=0
4.2 Szélsoértékek

4.2.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy egy f € R — R fiiggvénynek az értelmezési tartomany
valamely x belsé pontjaban lokalis maximuma vagy lokalis minimuma van, azaz x-nek
van olyan kérnyezete, hogy az ott felvett értékei kézott f(x) maximélis, illetve minimélis.
Ha f differencidlhaté x-ben, akkor f’(x) = 0.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f-nek lokdlis maximuma van z-ben. Valasszunk olyan
d > 0-t, amelyre |y — x| < § esetén y az értelmezési tartoményban van, és f(y) < f(x).
Ekkor z — 6 < y < x esetén (f(y) — f(z))/(y —x) > 0, igy f'(x) > 0, ha viszont
z <y<ax+9d,akkor (f(y)— f(z))/(y—=) <0, igy f'(z) <0. A lokdlis minimum esetén
az egyenl6tlenségek megfordulnak. [J

4.2.2. Rolle tétele. Ha —co < a < b < o0, f:[a,b] — R folytonos [a, b]-n, f(a) = f(b),
és f differenciglhaté Ja,b[-n , akkor van olyan £ € ]a, b, amelyre f'(§) = 0.

Bizonyitas. Ha f konstans, akkor barmely ¢ € |a, b megfelel. Ha van olyan y €
la, b, amelyre f(y) > f(a) = f(b), akkor f maximumbhelyére, egyébként pedig f mini-
mumhelyére alkalmazva az el6z6 tételt, kapjuk az allitast. O
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4.2.3. Cauchy kozépérték-tétele. Ha a,b € R, a < b, f,g:[a,b] — R az [a,b]-
n folytonos fiiggvények, amelyek |a,b[-n differencidlhatéak, akkor van olyan & € ]a,b],
amelyre

(f(b) — f(a))g'(§) = (g(b) — g(a))f'(£).

Bizonyitas. A bizonyitas abban all, hogy észrevessziik, a

fliggvény az a és b pontokban ugyanazt az értéket veszi fel, és igy alkalmazhat6 ra Rolle
tétele, azaz van olyan & € Ja, b[ pont, ahol h’'(§) = 0. O

4.2.4. Kovetkezmény: Lagrange kozépérték-tétele. Ha —oo < a < b < o0,
f:la,b] — R folytonos [a,b]-n és differencidlhaté |a,bl-n , akkor van olyan & € |a,b],

amelyre

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el8z8 tételt g(z) = z-el. O

4.2.5. Megjegyzés. A kozépérték-tételek nem maradnak érvényben mar valos val-
toz6s, komplex értékil fiiggvényekre sem, példaul az = — exp(ix) fiiggvényre [0, 27]-n
nem teljesiil a Rolle-tétel &llitdsa. Altaldnosabb esetben egy egyenlStlenség veszi at a
kozépérték-tételek szerepét.

4.2.6. Tétel. Ha I C R intervallum, f: I — R differencidlhaté az I belsé pontjaiban
és folytonos az esetleges hatarpontokban, akkor

(1) fakkor és csak akkor monoton névekedd, ha f'(x) > 0 az I minden belsé pontjaban;
(2) fakkor és csak akkor monoton csékkend, ha f'(x) < 0 az I minden belsd pontjaban;

(3) f akkor és csak akkor konstans, ha f’(x) = 0 az I minden belsé pontjaban.

Bizonyitas. Ha f monoton névekedd, akkor minden differenciahdnyados nemnega-
tiv, igy f’(x) > 0. Megforditva, mivel barmely I-beli a < b parhoz van olyan a < x < b,
amelyre f(b) — f(a) = f'(x)(b —a) > 0, kapjuk a monoton névekedést. (2) hasonléan
adddik, (3) pedig (1) és (2) kévetkezménye. [

4.2.7. Megjegyzés. Ugyanez a bizonyitds mutatja, hogy az eléz tételben, ha f/(z) >
0 minden z € ]a, b[-re, akkor f szigorian monoton noévekeds, ha pedig f’(z) < 0 minden
x € la,b[-re, akkor f szigortian monoton csokkend. Itt azonban nem igaz a megforditas,
mint az z — 3 fiiggvény példdja mutatja. A kovetkezd tétel szitkséges és elégséges
feltételt ad, amely erre a fiiggvényre is alkalmazhato.

4.2.8. Tétel. Ha I C R intervallum, f:1 — R differencidlhaté az intervallum belsé
pontjaiban és folytonos az esetleges végpontokban, akkor

(1) f akkor és csak akkor szigoriian monoton névekedd, ha f’(x) > 0 az I minden belsé
pontjdban és nincs olyan nem tires nyilt részintervalluma I-nek, amelyen f’ azonosan
nulla;

(2) fakkor és csak akkor monoton csékkend, ha f’(x) < 0 az I minden belsé pontjéban
és nincs olyan nem tres nyilt részintervalluma I-nek, amelyen f’ azonosan nulla.
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Bizonyitas. Konnyen lathato, hogy f akkor és csak akkor szigorian monoton, ha
monoton és nincs olyan nem iires, nyilt részintervallum, amelyen konstans, igy a tétel

T

kovetkezik az el6z6 tételbol. O

4.2.9. Példdk. Ha f(0) =0 és f(x) = xsin(1/z) egyébként, akkor f nem differenci-
alhaté a nulldban, bar folytonos. Ha f(0) = 0 és f(x) = x?sin(1/z) egyébként, akkor f
differencidalhat6 a nulliban, de a derivaltja nem folytonos, bar lokalisan korlatos a nulla-
ban. Ha f(0) = 0 és f(x) = 2%sin(1/2?) egyébként, akkor f differencidlhaté a nulldban,
de a derivaltja nem folytonos, és nem is lokélisan korlatos a nullaban.

4.2.10. A trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények inverzei. Az eddig tanult
tételek alapjan
(1) asin fiiggvény [—m/2, 7/2]-re valé megszoritdsa szigortian monoton névekedd, inverze
az arcsin fiiggvény;

(2) a cos fliggvény [0, 7]-re valé megszoritdsa szigorian monoton csokkend, inverze az
arccos fiiggvény;

(3) atg fiiggvény |—m/2, 7/2[-re val6 megszoritdsa szigortian monoton névekedd, inverze
az arctg fiiggvény;

(4) a ctg fuggvény |0, w[-re valé megszoritdsa szigorian monoton csokkend, inverze az
arcctg fliggvény;

(5) asec fiiggvény [0, 7/2[U]r/2, 7]-re valé megszoritasa kolcsondsen egyértelmil, inverze
az arcsec fliggvény;

(6) a cosec fiiggvény [—m/2,0[U]0, w/2]-re valdé megszoritdsa kolesondsen egyértelmd, in-
verze az arccosec fliggvény;

(7) a sh fiiggvény |—o0, co[-en szigorian monoton novekedd, inverze az arsh fiiggvény;

(8) a ch fliggvény [0, co[-re valdé megszoritdsa szigortian monoton névekedd, inverze az
arch fliggvény;

(9) a th fiiggvény |—o0, oo[-en szigorian monoton névekedd, inverze az arth fiiggvény;

(10) a cth figgvény ]—oo,0[ U ]0, oo[-en szigortian monoton csokkend, inverze az arcth
fliggvény;
(11) a sech fiiggvény [0, co[-en szigorian monoton csokkend, inverze az arsech fiiggvénys;

(12) a cosech fiiggvény ]—oo,0[ U ]0,00[-en szigordan monoton csokkend, inverze az
arcosech fiiggvény.

A trigonometrikus fiiggvények inverzeinek neve az arcus (iv) sz6bdl ered, mivel ezek
értékei egy szoget, azaz ivhosszat adnak meg. A hiperbolikus fliggvények inverzeinek neve
az area (teriilet) sz6bél ered, mivel megmutathaté, hogy az 22 — y? = 1 hiperbola (x,y)
és (x,—y) pontjai kozotti iv, valamint az ezen pontokat az origdval Gsszekotd szakaszok
altal hatarolt sikrész teriilete arch z.

4.2.11. Osszefiiggések a trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvények inver-
zei kozott.
Ha —7/2 < 2 < 7w/2, akkor sinz = cos(n/2 — z), ahonnan y = sinx jeloléssel
x = arcsiny és m/2—x = arccos y, {gy arcsiny+arccosy = 7/2, ha y € [—1, 1]. Hasonléan
arctgy + arcctgy = 7/2, ha y € R.
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Ha —7/2 < 2 < /2, akkor

sinx tgx tgx
sinz = |cosz| = tgxVeos? z = A = & —.
COS T sinz +cos?x  V1+telw
cos?

Innen ¢t = tgz, y = sinxz jeloléssel y = ¢/v/1 + 2 és

arcsin = x = arctgt,

t
V142

ha t € R, valamint
. Y
arcsiny = x = arctg ————
1—y?
ha -1 <y<1.
Ha x € R, akkor shz = (e* — e ®)/2, ahonnan y = shz, t = e” jel6léssel
Ct—1/t -1

:h .
y=suz 2 2

Az egyenletet megoldva t-re t = y + y/y? + 1; a pozitiv eléjelet azért kell vlasztanunk,
mert ¢ pozitiv kell legyen. Innen arshy = z = Int = In(y++/y? + 1), ha y € R. Hasonléan
adédik, hogy archy = In(y + \/y? — 1), ha y > 1; itt a négyzetgyokvondsnal azért kell

a pozitiv elGjelet valasztani, mert y —y/y2 —1=1/(y+/y?>—1) < 1/2, hay > 1, de
t=¢e" > 1, ha z > 0. Végiil hasonléan t = e”, y = thx jeloléssel

t=1/t -1

— the = - :
O A I |

és az egyenletet megoldva t = /(1 +y)/(1 — y), ahonnan

1.1
arthy:lent:flnﬂ,
2 1—y

ha -1 <y < 1.
Természetesen szamos tovabbi Gsszefliggés is levezethetd.

x 4.2.12. Darboux kozbensd érték tétele. Ha f:[a,b] — R differencidlhaté, akkor a
derivalt minden f'(a) és f'(b) kozdtti értéket felvesz.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f'(a) < f/(b), legyen f'(a) < A < f'(b) tetsz8leges,
és legyen g(z) = f(x) — Az. Ekkor ¢’(a) < 0, igy valamely x; € |a,bl-re g(z;) < g(a),
és hasonléan g(x,) < 0 valamely z, € ]a,b[-re. Innen g felveszi a minimumét valamely
x € |a,b] pontban. Itt ¢'(z) = 0, tehat f'(z) = A\. Az f'(a) > f'(b) eset hasonléan
kezelhet6. O
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4.2.13. L’Hospital-szabaly. Tegyiik fel, hogy —oo < a < b < 400, hogy f, g:|a,b] —
R differencidlhaté fiiggvények, ¢’ (x) # 0, ha x € |a, b[, és hogy

f'(z)
g'(z)

— A, ha z—a.

Ha x — a esetén f(x) — 0 és g(x) — 0, vagy ha v — a esetén g(x) — 400, akkor

I(@)
g(z) 4

ha z — a.

Természetesen x — a helyett x — b és +00 helyett —oc is szerepelhet.

*x Bizonyitas. Eloszor tegyiik fel, hogy —oco < A < oo. Vialasszunk egy olyan g
valds szamot, amelyre A < ¢, és aztdn egy olyan r szdmot, amelyre A < r < q. Ekkor
(1) szerint van olyan ¢ € ]a,b[ pont, hogy a < z < ¢ esetén f'(z)/¢’(z) < r. Ha most
a < x <y < c, akkor Cauchy kozépérték tétele szerint van olyan t € |z, y[ pont, hogy

(1) = <r.

Ha lim,, f(z) = 0 = lim, |, g(x), akkor ezt felhasznalva az el6z6 Gsszefiiggésbdl

)

——~ <r<gq, ha a<y<ec

9(y)

Ha lim, , g(x) = 400, akkor (1)-ben y-t rogzitve, valaszthatunk olyan ¢, € Ja,y[ szamot,
hogy ha a < z < ¢, akkor g(z) > g(y) és g(x) > 0. Végigszorozva (1)-et a

9(x) —g(y)
9(x)
kifejezéssel, azt kapjuk, hogy
@) o) | W
2 a@ =) ey

ha a < < ¢;. Ha most « — a, akkor van olyan ¢, € |a, ¢,[ szdm, hogy

f(=)

——=<gq, ha a<z<ec,

g(x)
Osszegezve, mindkét esetben ez az allitas teljesiil. Hasonléan mutathaté meg, hogy —oo <
p < A < 400 esetén van olyan ¢z, hogy ha a < x < ¢4, akkor p < f(x)/g(zx). Ezekbdl az
allitdasokbdl kévetkezik a tétel. O
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4.2.14. Példak. (1) A lim,_,oIn(1+ x)/z hatarérték 0/0 alaka. A L’Hospital-szabdly
alkalmazasdval

z—0 x z—0

(2) A lim,_, . In(1 + z)/x hatdrérték co/oco alakd. A L'Hospital-szabély alkalma-

zaséval
1
In(1 T+
fm BOFD o, Thm o
T—+00 x T—+00

(3) Legyen a,b € R, a #0és b # 0. A lim,_,
In((1+ a/z)*®) = bxIn(1 + a/x), ha = elég nagy, és a

(1 + a/x)" hatérérték 1°° alak.

In(l+ ¢
i 2O+ Z)
T—+00 i

bz

hatarérték 0/0 alaka. A L’Hospital-szabély alkalmazasédval

a
In(1+ & 221 b
lim u = lim x(——&—a/x) = lim a — ab.
T—+00 i T—+00 _L z—+oo 1 + a
bz b2 x
Innen lim,_, (1 +a/z)"* = e,

4.2.15. Konvex és konkav fiiggvények, inflexiés hely. Ha I C R inrevallum, az
f: 1 — R fuggvényt konvernek nevezziik, ha I-beli z < y és 0 < A < 1 esetén

(1) fz 4+ (1= Ny) < Af(z) + (1= A)f(y).

Ha (1) a < helyett >-vel teljesiil, akkor f-et konkdvnak nevezziik, ha pedig (1) a < helyett
<-bel illetve >-bal, akkor szigorian konvernek illetve szigorian konkdvnak.

Ha az f fliggvény az I egy x bels6 pontjaban differencialhaté és van olyan € > 0, hogy
az |x — g, z[ intervallumon a fuggvény konvex, az |z, z + ¢[ intervallumon pedig konkav,
vagy forditva, az Jx — ¢, z[ intervallumon a fiiggvény konkdv, az |x,x + €[ intervallumon
pedig konvex, akkor azt mondjuk, hogy f-nek inflerids helye az x.

x 4.2.16. Segédtétel. Ha I C R intervallum, az f: I — R fiiggvény akkor és csak akkor
konvex, ha barmely I-beli x < t < y esetén

f(t) = f(x) _ fly) = £(t)
t—x o y—1

(1)

Hasonléan f pontosan akkor konkdv, szigoriian konvex, illetve szigorian konkdv, ha (1)
teljestil < helyett >, <, illetve >-bal.
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Bizonyitas. Ha f konvex, akkor a definiciéban A helyére (y —t)/(y —z)-et {rva, azt
kapjuk, hogy 1 — A= (t —a)/(y — ), és

(y—t)f(@) + (t—=2)f(y)
y—x '
Ezt atrendezve, kapjuk (1)-et. Megforditva, ha (1) teljesiil, akkor atrendezéssel
(y—2)f(t) < (y—t)f(x) + (¢t —2)f(y).
A t helyére Az + (1 — N)y-t irva,
(y—2)fAz+ (1= Ny) <My —2)f(2) + (1 =Xy —2)f(y),
amibdl kapjuk a definiciét. A tobbi eset bizonyitasa hasonld. [J

4.2.17. Tétel. Ha Ha I C R intervallum, az f:1 — R differencia‘lhato‘ fu”ggve‘ny
akkor és csak akkor konvex, konkdv, szigortian konvex, illetve szigortian konkdv, ha f’
monoton névekedd, monoton csékkend, szigortian monoton névekedd, illetve szigortian
monoton csékkend.

flt) <

* Bizonyitas. Ha f konvex, e's © <t < r < y az I-ben van, akkor ke‘tszer alkal-
magzva az el6z6 segédtételt,

£~ f(@) _ f0) =T _ fly) — F)
t—x - r—t - y—r

)

ahonnan t | z, r T y hatdrdtmenettel f/(z) < f'(y). Megforditva, ha f* monoton néveke-
dé, akkor Lagrange kozépérték tétele szerint 1étezik x < £ <t < n < y, hogy

f&) —f=) _ , fly) — f(t)
P (&< fn -
A to”bbi eset bizonyi‘ta‘sa hasonlo‘, de a szigoru‘ esetekne‘l ha‘romszor kell alkalmazni
az elo“zo“ lemma‘t. [J

4.2.18. Kovetkezmény. Ha x belsé pontja I-nek, az f: I — R differencialhato fiigg-
vénynek pontosan akkor van inflexiés helye x-ben, ha f’-nek lokalis széls6értéke van
x-ben. O

4.2.19. SzAmtani és mértani kozép kozti egyenl8tlenség. Ha n € NT,
aq,0q,...,a, >0, akkor /ajay---a, < (ay +ay+ -+ a,)/n, és egyenl6ség pontosan
akkor teljesiil, haa; = a9 =---=a

* Bizonyitas. Ha valamelyik a; nulla, akkor az allitas trividlis. Az n = 1 eset is

trividlis. Teljes indukcidoval, ha n — 1-re teljestil az allitas, akkor az In fliggvény szigorian
konkav voltabdl a = »ajay - - - a,_; jeloléssel

—1 1 -1 1
r In(a) + —In(a,) <In (n a+ fan) )

n n n n
ahonnan
1 n—1 1 n—1la, +ay+---+a
"an—la < Zq a< =a 1 2 n—l7
T + —n " + n n—1
és egyenldség pontosan akkor teljesill, ha a; = ay = - - - = a,, ami a bizonyitandé allitas.
|
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4.2.20. Taylor-polinom. Ha —co < a < b < 400 és az f:[a,b] — R fliggvény az
x € [a, b] pontban n-szer differencialhat, akkor a

k=0

heR

polinomot az f figgvény z-beli n-edfokt Taylor-polinomjanak nevezziik.

4.2.21. Taylor-formula maradéktag nélkiil. Legyen —oo < a < b < +oo, n € NT
és tegylik fel, hogy az f:[a,b] — R fiiggvény az x € [a, b] pontban n-szer differencidlhato.
Jelolje T az f fiiggvény x-beli n-edfoki Taylor-polinomjat. Ekkor

S =T()

=0.
h—0,z+he[a,b] hn

c sz

n > 1, akkor vegyiik észre, hogy T’ az f’-hoz tartozé n — l-edfokt Taylor-polinom, és
T(0) = f(x), igy a kozépérték-tétel szerint
fla+h)—T(h) _ flx+h)—T(h)—(flx) —T(0) _ f(z+7h)—T'(rh)

hn = hn = hn—1 - 0’

ha h — 0.0
4.2.22. Taylor-formula Lagrange-féle maradéktaggal. Legyen n € N,

—o<a<b< 4o, fila,b] >R, x,x4hE[a,b],

és tegylik fel, hogy f folytonos a {x+th: 0 <t < 1} zdrt intervallumon, n-szer folytonosan
differencidlhaté a {x +th:0 < t < 1} félig zdrt intervallumon, és (n + 1)-szer differenci-
dlhaté a {x + th:0 < t < 1} nyilt intervallumon. Jelélje T az f fiiggvény x-beli n-edfoki
Taylor-polinomjat. Ekkor van olyan 0 < 7 < 1, hogy

fr Y (z + 7h)
(n+1)!

n+1

flx+h)=T(h)+

Bizonyitds. Legyen M = f(x + h) — T'(h), és legyen
g(t) = f(x +th) —T(th) — Mt"™, ha 0<t<1.

Azt kell megmutatnunk, hogy (n + 1)!M = f"(z 4+ 7h)R"! valamely 0 < 7 < 1-re.
Ez viszont
gt (t) = A FOH D (2 4 th) — (n 4 1)!M

miatt azzal ekvivalens, hogy ¢("*!)(7) = 0 valamely 0 < 7 < 1-re. Mivel k = 0,1,..., n-re
T®(0) = f*)(2), azt kapjuk, hogy g(0) = ¢’(0) = - - - = g™ (0) = 0. Az M vélasztasabol
kévetkezik, hogy g(1) = 0. Rolle tétele szerint ¢'(7;) = 0 valamely 0 < 7; < 1-re. Mivel
¢’(0) = 0, hasonléan kovetkezik, hogy ¢”'(75) = 0 valamely 0 < 7, < 7y-re; n + 1 1épés
utan kapjuk a tételt. O
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4.2.23. Tétel. Tegyiik fel, hogy n € N*, n > 1, az f € R — R fiiggvény n-szer
differencidlhaté x-ben, f(x) # 0, de f'(z) = f/(z) = --- = f*V(x) = 0. Ekkor

(1) ha f™(x) > 0 és n paros, akkor f-nek lokélis minimuma van x-ben;
(2) ha f"(z) < 0 és n pdros, akkor f-nek lokalis maximuma van x-ben;

(3) han pdratlan, akkor f-nek nincs lokdlis szélséértéke x-ben.

Bizonyitas. A maradéktag nélkiili Taylor-formula szerint

— (n)
fath)=f@) | fP@
h™ n!
igy ha (1) fenndll, akkor van olyan § > 0, hogy f(z 4+ h) > f(z), ha 0 < h < § és
f(x+h) < f(x), ha —6 < h < 0. Hasonléan adédik (2) és (3). O

4.2.24. Aszimpt6tak. Szemléletesen, ezek olyan ax + by = ¢, |a| + |b] # 0 egyenletii
egyenesek, amelyek a valds valtozos valds értéki = — f(z) fliggvény grafikonjanak ,vég-
telen tdvoli érintéi”. Pontosabban, ha b # 0, akkor az « — g(x) = ¢/b — (a/b)x egyenes
az f aszimptdtdja, ha lim,_,, (f(z)—g(z)) =0, vagy ha lim, , (f(z)—g(z)) = 0. Ha
b = 0, akkor az ax = c egyenletli egyenes akkor aszimptdétdja f-nek, ha az f jobb vagy
bal oldali hatérértéke a c¢/a helyen 400 vagy —oo.
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5
Integralszamitas

5.1 Primitiv fiiggvények

5.1.1. Primitiv fiiggvény. Legyen D C K; C K,. Az f: D — K, fliggvény primitiv
fliggvényén vagy hatdrozatlan integrdljan egy olyan F': D — K, fiiggvényt értiink, amely-
nek derivaltja az f. A primitiv fliggvény nem egyértelmii, hiszen ha F az f egy primitiv
fiiggvénye, akkor akdrmilyen ¢ € K, konstansra F' + ¢ is. Az f Osszes primitiv fuggvénye-
inek halmazat [ f vagy [ f(z)dz fogja jelolni. Az x integrdcids vdltozd helyett mds beti
is allhat.

5.1.2. Tagonkénti integralas hatarozatlan integralokra. Ha D C K; C K,,
c € Ky, ésaz f,g: D — K, fiiggvényeknek létezik primitiv fiiggvénye, akkor az f + cg

fliggvénynek is és
/(f+cg)=/f+c/g.

Bizonyitas. Legyen F az f fiiggvény, G pedig a ¢ fiiggvény primitiv fiiggvénye.
Ekkor (F' + ¢G) = f +cg, igy F + c¢G az f + cg primitiv fiiggvénye. Megforditva, legyen
H az f + cg egy primitiv fiiggvénye. Meg kell mutatnunk, hogy el6all F' + cG alakban,
ahol Faz f fiiggvény, G pedig a ¢ fiiggvény primitiv fiiggvénye. Legyen G a g tetszbleges
primitiv fiiggvénye, és legyen F:= H — ¢G. Nyilvdn F’ = f+cg—cg = f. O

5.1.3. Parcidlis integralas hatarozatlan integralokra. Legyen D C K; C K,, és
tegytik fel, hogy az f,g: D — K, fiiggvények differencidlhatéak az értelmezési tartoma-
nyukon. Ha az [’g fiiggvénynek létezik primitiv fliggvénye, akkor a ¢’ f fiiggvénynek is

és
/g’f=fg—/f’g.

Bizonyitas. Legyen H az f’g tetszOleges primitiv fliggvénye. Ekkor
(fg—H) =fg9+9f—F9g=4F
igy ¢’ f-nek a jobb oldal minden eleme primitiv fliggvénye. Felcserélve f és g szerepét,

kapjuk a masik iranyt tartalmazast. (J

5.1.4. Helyettesitéses integralas hatarozatlan integralokra. Tegyiik fel, hogy
K, C Ky C Ky, ag e Ky = K, fiiggvény differencidlhaté értelmezési tartomanyéan, az
f € Ky — Ky fiiggvénynek pedig létezik primitiv fiiggvénye, rng(g) C dmn(f), tovabba g
kolcsénosen egyértelmii és gt is differencidlhaté az értelmezési tartomanyan. Ekkor az
(fog)-¢ fiiggvénynek is létezik primitiv fiiggvénye és

firea-s=(f3)-s
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A tétel allitasa érvényben marad akkor is, ha nem tessziik fel, hogy g kolcséndsen
egyértelmi és ¢! is differencidlhaté az értelmezési tartomanyan, de ekkor a bizonyitas
bonyolultabb. Ennek az dltaldnosabb véltozatnak az a speciélis esete, amikor dmn(g) C R
egy intervallum, megkaphat6 a kévetkezd tételbdl.

Bizonyitas. Legyen F az f egy primitiv fiiggvénye. A g értelmezési tartomanyéan
mindeniitt (Fog) = (fog) ¢, igy (fog) g -nek van primitiv fiiggvénye, és a jobb oldal
minden eleme eleme a bal oldalnak is. Vegyiik észre, hogy eddig még nem hasznaltuk ki,
hogy g kolcsonosen egyértelmii és g is differencidlhaté az értelmezési tartomanyan.

Most legyen H egy primitiv fiiggvénye az (f o g) - ¢’ fiiggvénynek. Ekkor

(Hog™t) =(fegeg ') (g og ) (g1)-
Mivel g o g1 az identikus leképezés, differencidlassal (¢’ o g71) - (¢71) =1, fgy Hog*
derivaltja f, azaz H o ¢! az f primitiv fiiggvénye. Innen kovetkezik az allitds. O

5.1.5. Megjegyzés. Az F'figgvény valamely x, helyen vett F'(z) helyettesitési értékét
szokés az F(z)| szimbodlummal is jel6lni. Ezt a jelolést felhasznalva az el6bb igazolt
tétel allitasa

T=x(

/ f(@) da|,_ gy = / flg(t))g'(t)dt, ha t€ dmn(g)

alakba irhat6. Ez a képlet gy jegyezhetd meg, hogy az x = g(t) helyettesitést alkalmazva
x helyébe g(t)-t, a dz helyébe pedig a dz/dt = ¢’ (t) Ssszefliggésbél ,atrendezéssel” ad6déd
dx = g’ (t) dt kifejezést kell frni. A fenti dsszefiiggés t = g~!(z) helyettesitéssel

/f d;v—/f t)dt|,_g1(z), ha x €rng(g)

alakba irhaté.

5.1.6. Tétel. Ha I C R egy intervallum, és F, F| az f:1 — K fiiggvény két primitiv
fiiggvénye, akkor F| — F konstans I-n. Intervallumon tehdt [ f = F + ¢, ¢ € K.

A hatarozott integral felhasznalasaval meg fogjuk mutatni, hogy intervallumon min-
den folytonos fliggvénynek van primitiv fliggvénye.

Bizonyitas. Az F| — F derivéltja nulla I-n, igy ha K = R, akkor F; — F konstans.
A K = C esetben ugyanezt kapjuk F; — F valds és képzetes részére. [J

5.1.7. Kovetkezmény: alapintegralok. A szamegyenesen az alabbi valés értékii
fiiggvényekre
1) hane€e N, akkor [z"dr =a2""/(n+1)+c,
2) [1/(1+ 2?)dx = arctg(x) +c,
Jetdr =e" +¢,
[sin(z) dz = — cos(z) + c,
J cos(z) dz = sin(x) + ¢,
[ sh(z)dx = ch(z) + ¢

w
D D

(
(
(
(4
(5
(6
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(7) [ ch(z)dx =sh(x) +c,

(8) [1/ch®(x)dx = th(z) +c,

ahol ¢ € R. A |—o0,0[ vagy |0, +oo] intervallumokon

(9) han=-2,-3,... akkor [2"dx = 2" /(n+1)+c,
(10) [1/zdx =1In(|z|) + ¢,

(11) [1/sh®*(z)dz = cth(z) +c,

ahol ¢ € R. A |0, 4o0] intervallumon

(12) ha —1 # p € R akkor [atdx =z' /(n+1) +c,

ahol ¢ € R. A |—1, +1][ intervallumon

(13) [1/V1—22dx = arcsin(z) + c,

ahol ¢ € R. A |kr, (k+ 1)n[, k € Z intervallumok bdrmelyikén
(14) [1/sin*(z)dz = —ctg(z) +

aholc € R. A |(k—1/2)m, (k+ 1/2)x[, k € Z intervallumok barmelyikén
(15) [1/cos?(z)dx = tg(z) + ¢,

aholc € R. O

5.1.8. Megjegyzés. Nem intervallumon értelmezett fliggvényre az el6z6 tétel nem
marad igaz. Példdul az x = 1/x fiiggvénynek minden a,b € R-re az f, ,(z) = a + In|z|,
ha x > 0, f,,(r) = b+ In|z|, ha x < 0 Osszefliggéssel értelmezett fiiggvény primitiv
fuggvénye.

5.1.9. Példak. (1) Helyettesitéses integraldssal kaphatjuk, vagy kozvetleniil észre-
vessziik, hogy = — ¢'(z)g(x)*, 1 € R egy primitiv fiiggvénye = — g(z)*™1/(u + 1), ha
w#—lésxr 1n’g(z)|, ha p = —1.

(2) Hasonléan = + ¢’ (x)ed®) egy primitiv fiiggvénye x — e9(®).

(3) Az z = f(azxz + B), a # 0 fiiggvényt = = (1/a)f(ax + B)a alakba irva latjuk,
hogy = = F(axz + )/« egy primitiv fliggvénye, ahol F' az f primitiv fiiggvénye.

(4) Az [a"e"dx, n € Nt integralban f(z) = 2", ¢'(x) = e® valasztdssal, parcidlis
integralassal n-et csokkenthetjiik.

(5) Az [2™In"(x)dz, n € NT integralban, f/'(z) = 2™, g(x) = In"(z) valasztdssal,
parcialis integralassal n-et csokkenthetjiik.

(6) Az [ e cos(Bz)dx, [e**sin(fz)dz integralok kiszamolhatok az f’(z) = e**
valasztassal végzett parcidlis integralasok utan kapott egyenletrendszert megoldva az is-
meretlen integrdlokra. Még egyszerfibb az [ elatiB)r do integral valés és képzetes részét
kiszamitani.

(7) Az [arctg(z)dz integralt f(xz) = arctg(z), ¢'(z) = 1 vélasztdssal, parcidlis
integraldssal szamithatjuk ki. Ugyanigy kezelhet az [ arcsin(z)dx integral.

5.1.10. Tétel. Hatvanysor Osszegfiiggvényének a konvergenciatartomanyon létezik
primitiv fliggvénye.

A kovetkezmény felhaszndlhaté integrélok kozelitésére.
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Bizonyitas. A Y
szbleges a_; € K-ra

"o a,(x —c)", x,c,a, € K hatvinysor osszegfiiggvényének tet-

a1+zn+1 n+1

egy primitiv fliggvénye a konvergenciatartomanyon: Mivel a tagonkénti differencialds nem
valtoztatja a konvergenciasugarat, a tagonkénti integralas sem valtoztathatja. O

5.1.11. A logaritmus fiiggvény hatvanysorai. A végtelen mértani sor integrélasaval
és az x = 0 helyen vett fliggvényértékeket Osszehasonlitva az el6z6 tétel alapjan azt
kapjuk, hogy

2 0
—ln(lfx)—erszrer 937
2 klk

ha x € ]—1, 1[. Szorozva —1-gyel és x helyére —z-et irva,

22 g8 0 (—1)kHIgh
In(1 AT = =
n(l+z)=zx s +t3 ¥ ; - ;

ha z € ]—1,1[. Szdmoldsra alkalmasabb a fenti két Osszefiiggés szdmtani kozepeként
kapott

1 142 LE3 oo x2k+1
arthe 20g<1— ) rhgt Zk:02k+1’

ha x € ]—1, 1] osszefliggés. Példaul x = 1/3 valasztdssal, 42-ig Gsszegezve, és az elhagyott
tagok Osszegét mértani sorral becsiilve,

In2 = 0,6931471805599453094172321214581765680755 . . . .

Egyébként In(1+ ) hatvinysorabdl Abel tételét felhaszndlva 1 —1/2+1/3—1/4+... =
In(2).

5.1.12. Az arctg fiiggvény hatvanysora. Tudjuk, hogy az arctg fiiggvény differen-
cidlhato és derivaltja

1 1
1+ tg?(arctg(z)) 1+a2

arctg’ () =

A végtelen mértani sorban —a2-et helyettesitve, majd a kapott sort tagonként integralva,
végiil az x = 0 helyen vett helyettesitési értékeket Gsszehasonlitva,

.1‘3 .%'5 o (_1)nx2n+1
t =1 — — - e = ~
aretg(e) =0 =g g F =)

ha z € |—1,1[.
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5.1.13. A 7 kiszamitasa. Ha tgz, tgz,, tg(z; + 29) értelmezve vannak, akkor

sin(z,) cos(zy) + cos(zy ) sin(z,) _ tg(zy) + tg(2s)
cos(z) cos(zy) —sin(zy) sin(zy) 1 —tg(zy) tg(zy)’

tg(z; +29) =

ez a tg fiiggvény addicids képlete. Innen tg(2arctg(1/5)) = (2/5)/(1 —1/25) = 5/12 és
tg(4darctg(1/5)) = (10/12)/(1 — 25/144) = 120/119. Ugyanigy
tg(4arctg(1/5) —arctg(1l)) = (120/119 — 1) /(1 4+ 120/119) = 1/239,

vagyis /4 = arctgl = 4arctg(1l/5) — arctg(1/239). Az x = 1/5 esetben arctg sorét
n = 27-ig, az x = 1/239 esetben n = 7-ig Osszeadva, mindkét esetben a hibédt az els§
elhagyott taggal becsiilve, azt kapjuk, hogy

m = 3,1415926535897932384626433832795028841971 . . ..
5.1.14. Newton binomidlis sora. Ha 0 # a € C rdgzitett, akkor
[«
1 [e3 — n
(o= ()

ha x € ]—1,1[, ahol

() ﬁa—k+1 oz(oz—l)---(oz—n—&-l).

n!

x Bizonyitas. A jobb oldali sor n+1-edik és n-edik tagja abszolut értékének hanya-
dosa |[n—al|z|/(n+1) — |z|, tehat |z| < 1 esetén a sor abszolut konvergens, |z| > 1 esetén
divergens, azaz a konvergenciasugar 1. Legyen a sor osszege f(z). Mivel f(z)/(1 + x)®

derivaltja
« oo o7 n—1 a—1 oo «a n
L+2)* 3" (na" ! —a(l+a)* 1 307 ()
1+ )2 ’

és a szamlalé (1 + x)* -szer

NgE
N
N———

S

=
_|_

8
T

T

|
NgE
Q
S 2

n=1 n=0
04+ni:< >(na)x"+§%( +1>( +1)a"

(Yoo (2 Jien) o

mert a nagy zaréjelben 4ll6 kifejezés nulla. Igy a két oldal hanyadosa konstans, és mivel
az x = 0 helyen mindkettd 1, a két oldal megegyezik, ha |z| < 1. O
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5.1.15. Az arcsin fiiggvény hatvanysora. Tudjuk, hogy az arcsin fliggvény diffe-
rencidlhat6 |—1, 1[-en és derivaltja

1 1
arcsin’(z) = 1/ cos(arcsin(z)) =

- \/1 — sin? (arcsin(z)) Vi—a?

Az (14 y)~1/? fiiggvény soraban y helyére —z2-et helyettesitve, majd a kapott sort ta-
gonként integralva, végiil az x = 0 helyen vett helyettesitési értékeket 6sszehasonlitva,

) o0 . _1/2 x2n+1 o) 1 /2n x2n+1
arcsin(z) = Z(—l) ( X >2n—|—1 - 247 ) o1

n=0

ha z € ]-1,1].

5.1.16. Elemien integralhaté fiiggvények. A (valds valtozos, valds értékii) konstans
fliggvények, az identikus leképezés, valamint az exp, In, sin és arcsin fliggvényekbdl véges
sok Osszeadas, kivonas, szorzas, osztas, fliggvényosszetétel és nyilt halmazra valé leszlikités
alkalmazasaval kaphato fliggvényeket szokas elemi fiigguényeknek nevezni. Példaul a cos,
tg, ctg, sec, cosec, sh, ch, th, cth, sech, ch, arccos, arctg, arcctg, arcsec, arccosec, arsh,
arch, arth, arcth, arsech, arcosech fiiggvények és ha u € R, akkor az x = =, x € ]0, +o0|
leképezés elemi fiiggvények.

Mig a differencialasi szabdlyok szerint elemi fiiggvények derivaltja is elemi fliggvény,
vannak olyan elemi fiiggvények, amelyeknek primitiv fiiggvényei nem elemi fiiggvények.
Megmutathaté példéul, hogy az R-en értelmezett x + exp(x?), x - cos(2?), z + sin(z?),
a ]0,+oo[-en értelmezett x  sin(z)/z, x — cos(z)/x, x — exp(z)/x, x = Va3 +1, és
az |1,4oo[-en értelmezett x = 1/In(x) fliggvények primitiv fiiggvényei nem elemi fiigg-
vények. (Bér primitiv fliggvényeik analitikusak, és a hatvdnysoruk is konnyen felirhat!)
Azokat a fiiggvényeket, amelyeknek van olyan primitiv fiiggvénye, amely elemi fiiggvény,
elemien integrdlhato figgvényeknek nevezziik. Be fogjuk latni, hogy a racionalis tortfiigg-
vények elemien integralhatoéak.

* 5.1.17. Segédtétel. Ha f, g és r is K feletti nem nulla polinomok, az f-nek és g-
nek nincs kézos gyoke, akkor egyértelmiien léteznek olyan K feletti u és v polinomok,
amelyekre fu + gv = r és deg(u) < deg(g). Ha még deg(r) < deg(f) + deg(g) is teljesiil,
akkor deg(v) < deg(f).

Bizonyitas. El6szor a fokszamkorlat nélkiil az » = 1 esetben mutatjuk meg u és
v létezését. Tekintsiik az Osszes fu + gv alakd polinomok halmazét, és legyen d ennek
nem nulla polinomjai koziil egy minimalis fokszamu, d = fu + gv. Feltehetjiik, hogy d
f6egyiitthatoja 1, mert egyébként végigszorzunk a reciprokaval. Osszuk el maradékosan az
f polinomot d-vel: f = gd + ¢, ahol deg(c) < deg(d). Ha ¢ # 0, akkor visszahelyettesitve
f = q(fu + gv) 4+ ¢, ahonnan kifejezve c-t, ¢ = f(1 — qu) + g(qv), ami ellentmond d
vélasztasdnak. Igy ¢ = 0. Mivel f = ¢d, a d minden gydke gyoke f-nek is. Hasonlban
kapjuk, hogy d minden gyoke gyoke g-nek is. Mivel f-nek és g-nek nincs kozos gyoke,
d=1.

Az altalanos esetben mindkét oldalt szorozva r-rel, adédik tetszoleges r-re valamilyen
u és v létezése, amellyel » = fu + gv. Osszuk el u-t maradékosan g-vel: u = gq + ug.
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Legyen vy = v+ gf. Nyilvan deg(u,) < deg(g) & fuq + guo = f(u— gg) + g(v -+ qf) = .
Ha r = fu; + gv; egy maésik el6allitds, amelyre deg(u,) < deg(g), akkor a két eldallitdst
kivonva egymésbol, f(u; —ug) = g(vy—v;). Mivel g minden gyoke (multiplicitdssal) gyoke
u; — ug-nak, de annak foka kisebb mint g foka, u; —uy, = 0, ahonnan a bal oldal nulla, és
igy vy — v, = 0, amivel beldttuk az egyértelmiiséget. Végiil r = fu + gv, deg(u) < deg(g)
esetén deg(fu) < deg(f) + deg(g), igy deg(v) > deg(f) esetén a jobb oldal foka, tehat r
foka is legalabb deg(f) + deg(g). O

5.1.18. Parcidlis tortekre bontas tétele. Legyen h = f/g raciondlis tortfiiggvény,
ahol f és g is K-beli egyiitthatos polinomok, g nem nulla. Legyen

n n,
g:U11”_vmm

a g polinom paronként kézds komplex gyok nélkiili v, ... ,v,, tényezdkre valé felbontasa.
Ekkor egyértelmiien léteznek olyan u;, j = 1,2,...,m, k = 1,2,...,n; polinomok és
olyan q polinom, amelyekre

j

hzﬁzq—kzm: ok

%
gy s CH

és deg(u; ;) < deg(v;).

A g és u;, polinomokat gy szamithatjuk ki, hogy kézos nevezére hozds utén dssze-
hasonlitjuk az egyiitthatdkat.

T

* Bizonyitas. Legyen g; = v, '~ ha j = 1,2,...,m. Elészér megmutatjuk, hogy
egyértelmiien léteznek olyan K-beli egytitthatds q és fy, fo, - - ., f,, polinomok, amelyekkel

g 91 92 Im

és deg(f;) < deg(g;). Teljes indukciéval bizonyitunk. Ha m = 1, az llitds maradékos osz-
tassal nyilvanvald, f; = r, a g-vel val6 osztas maradéka. Az altalanos eset ugy kovetkezik,
hogy a 91,95, -+ 9m—2s Ym—_19m DPolinomokra alkalmazva az indukcids feltevést, kapunk

egy *
h:f:q+ﬁ+&+...+@+f7
g 9 92 Im—2 Im—19m
eléallitast, majd az eléz6 lemmat alkalmazva, kapunk olyan f,,_;, f,, polinomokat, ame-
lyekre f,,_19m + finGm—1 = f*, amit g,,_;9,,-mel osztva kapjuk az indukcids 1épést.
Végiil vegyiik észre, hogy a jobb oldalon szerepld tortek w/v™ alaktiak, tovabba
deg(u) < deg(v™). Ezek a tortek egyértelmiien felirhatok

U U U U
1 1
. n n 1 .
(0 (0 v v

alakban, ahol minden u, fokszama kisebb, mint v fokszdma. Ez n = 1 esetén nyilvanvalo,
egyébként pedig indukciéval kovetkezik, ha u-t maradékosan osztjuk v '-nel. O
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5.1.19. Racionalis tortfiiggvények integralasa. A valos racionalis tortfiiggvények
elemien integralhatok.

A bizonyitas konstruktiv, médszert ad az integraldsra.

Bizonyités. Az eléz6 tétel alapjin, mivel az abban szerepld ¢ polinom nyilvin
elemien integralhatd, csak azt kell megmutatni, hogy az u/v™ alaku tortek elemien in-
tegralhatdk, ahol v elséfokt fépolinom vagy valés gyok nélkiili masodfoku fépolinom és
deg(u) < deg(v).

Ha v elséfoku, akkor u konstans, igy n = 1 esetén u/v egy primitiv fiiggvénye u In |v|,
az n > 1 esetben pedig u/v" egy primitiv fiiggvénye uv'="/(1 —n).

Ha v masodfokt, akkor u legfeljebb els6foki, igy az n = 1 esetben alkalmas b,c € R
valés szdmokkal v = bv’ + ¢, azaz u/v = bv’' /v + ¢/v. A V' /v egy primitiv fuggvénye
Inv. Az 1/v(x) = 1/(2? + ax + B) fiiggvény primitiv fiiggvényét gy kapjuk, hogy teljes
négyzetté alakitunk, v(z) = (v + «/2)? ++2, ahol v2 = B —a?/4 > 0, majd t = (x +
«/2) /7 helyettesitést alkalmazunk. Igy azt kapjuk, hogy 1/v egy primitiv fiiggvénye x -

arctg((z + a/2)/7) /.
Ha v méasodfokt és n > 1, akkor észrevessziik, hogy

Yz +9 _d Y1% + 0y i &1
(22 +ar+p)"  dr (22 +ax+ L)t (22 +ax + B)v L
ahol | 26 1 28y—as
ay— e
= = = 2 —3 .
N= 132 _48 43 T a1 o —43 43 g1 =(2n—3)m

Ennek az észrevételnek az alapjan n eggyel csékkenthet6. O

5.1.20. Racionalis tortfiiggvény integralasara visszavezethet6 integralok.
Az [r(e”)dz integral kiszdmitdsa, ahol r valés raciondlis tortfiiggvény, z = Int
helyettesitéssel racionalis tortfiiggvény integraldsara vezethetd vissza.
Az [r(sinz,cosz)dx integrdl kiszdmitdsa, ahol r két val6s valtozés, valds értékii
raciondlis tortfiiggvény, ¢t = tg(x/2) helyettesitéssel racionélis tortfiiggvény integraldsira
vezetheto vissza, mert

. 2sin(x/2)cos(x/2)  2tg(x/2) 2t
S sin?(2/2) + cos2(x/2)  1+tg?(x/2) 1+’
_cos?(z/2) —sin®(z/2)  1—tg¥(z/2) 1—12
s sin?(x/2) + cos2(x/2)  1+tg?(x/2) 1+t
r = 2arctgt d—xzi
Todt 1+ ¢2
Bebizonyithaté, hogy ha r(—u,—v) = r(u,v) minden u,v € R-re, akkor a t = tgx, ha
r(u,—v) = —r(u,v) minden u,v € R-re, akkor a t = sinx, ha pedig r(—u,v) = —r(u,v)

minden u,v € R-re, akkor a t = cos x helyettesités is célhoz vezet.
Az [r(z, ¥/(ax + B)/(yx + 6)) dz integrdl kiszamitdsa, ahol r két valés vdltozos,
valés értékii raciondlis tortfiggvény, a, 8,v,d € R, ad — By £ 0, a

t= {/(az+ B)/(yz + )
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helyettesitéssel raciondlis tortfiiggvény integraldsara vezethetd vissza, mert

n_ ax+f
oyx 46’
ot" —
r=—
a— "
dzx oy Q06— By
— =nt"" .
dt (¢ —~t™)?

Az [r(z,\/az?®+ Br + ) dx integral kiszamitdsa, ahol r két valds véltozos, valds
értékili raciondlis tortfiggvény, «, 8,7 € R, a # 0, raciondlis tortfiiggvény integréldsara
vezethetd vissza. Az egyik megoldds az ilyen integralok kezelésére linedris helyettesitéssel
elérni, hogy hogy a négyzetgydk alatt z? + 1, 22 — 1, illetve 1 — 22 legyen, majd az
x = sht, x = cht, illetve x = sint helyettesitést alkalmazni. Egy masik megoldas, amely
kozvetleniil célhoz vezet, az ugynevezett Euler-féle helyettesitések alkalmazasa. Ha a > 0,

akkor a t = \/ax? + Bz + v — /ax helyettesitést alkalmazzuk. Ekkor ugyanis
ar? + Br +v = (Vax +1)? = az? + 2/atz + 22,

ahonnan z = (t* —v)/(8 — 2y/at). Ha v > 0, akkor a \/az? + fz+~v = zt + /7
helyettesitést alkalmazzuk. Ekkor

ax? + Bx + v = 2%t + 2\/yxt + 7,

ahonnan z = (2t,/7 — f)/(a — t2). Végiil, ha a < 0, és \/ax? + Bz + v egynél tobb
pontban értelmezve van, akkor az ax? + Bx + v polinomnak két kiilonbozé valds gyoke
van, mondjuk z; és z,. Nyilvidn az? + Bz + v = a(z — z1)(z — ). Alkalmazzuk a
Vol —x)(x — 24) = t(z — x,) helyettesitést. Ekkor a(z — z1)(z — ) = t3(x — x1)?,
ahonnan x = (axy — t22;)/(a — t2).

5.2 Hatarozott integral

5.2.1. Definicié. Legyen —co < a < b < 00. Az [a, b] intervallum egy felosztdsin egy
olyan véges x4, 2q,...,x, sorozatot értiink, amelyre

a=zy<x; <...<zx, =0

Az xzy,xq,...,2, pontok a felosztas osztdpontjai, az [l‘jil,.’L‘j] intervallumok pedig az
[a, b]-nek P-hez tartoz6 részintervallumai. Egy P pontozott felosztds alatt egy felosztést
értiink, amelynek minden [z, ;, 7] részintervallumdhoz meg van adva egy z; | <t; <z;
pont. Legyen 0: [a,b] — R" egy tetszéleges fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a ([z; 1, ,],t;)
pontozott részintervallum §-finom, ha [z;_;,7;] C [U(;(tj)(tj); a P pontozott felosztés o-
finom, ha minden pontozott részintervalluma d-finom. Legyen f:[a,b] — K egy fiiggvény.
Az [a,b] intervallum P pontozott felosztdsdhoz hozzarendeljitk az

S P) = 3 )~y )
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Riemann-ésszeget. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény integrdlhatd [a,b]-n, és integrdlja
S, ha minden ¢ € R*-hoz van olyan 4:[a,b] — R*, hogy minden d-finom P pontozott
felosztésra |S — s(f, P)| <.

Az igy kapott integralfogalom jéval altaldnosabb, mint a szokasos Riemann-integral,
amit akkor kapunk, ha § nem fiiggvény, hanem konstans.

5.2.2. Tétel. Legyen —oo < a < b < oco. Minden §: [a,b] — R" fiiggvényhez van olyan
P pontozott beosztdsa [a,b]-nek, amely d-finom.

Bizonyitas. Tekintsiik azon a < x < b szdmok X halmazit, amelyekhez [a, x]-nek
van olyan pontozott beosztdsa, amely d-finom. Mivel d(a) > 0, X tartalmazza a egy
kérnyezetét, igy nem tres. Legyen ¢ = sup X. Ha ¢ < b lenne, akkor d(c) > 0 miatt
ellentmondast kapnank. O

5.2.3. Tétel: az integral egyértelmiisége. Legyen —oo < a < b < co. Ha S’ és S”
is az f:[a,b] — K fliggvény integrélja, akkor S = S"’.
A tovabbiakban az integralt fa b £ jeloli.
Bizonyitas. Az ¢ = |S” — 5”|/2-hoz léteznek megfelels ¢, : [a,b] — Rt fiiggvé-

nyek. Legyen 6 = min{d’, "’ }. Valasztva egy J-finom pontozott beosztast, ellentmondast
kapunk. O

5.2.4. Tétel: komplex értékii fiiggvények integralja. Legyen a,b € R, a < b. Egy
f:[a,b] — C fiiggvény pontosan akkor integralhatd, ha R(f) és J(f) integrdlhatdak, és

ekkor , . .
/af:/a D‘i(f)ﬂ'/a 3(f).

Bizonyitas. Ha fintegralhaté és integralja S, akkor |S—s(f, P)| < ¢ esetén ‘9‘{(5)—

s(R(f), P)‘ < gés ‘3(5)—5(3(]"), P)| < g, {gy R(f) és T(f) is integralhatdak és integraljuk
R(S) illetve J(S). Megforditva, ha R(f) és J(f) integralhatdak, integraljuk S’ illetve S”’,
akkor az £ > 0-hoz tartozé ¢’ illetve & fiiggvények 6 minimumdt véve, é-nal finomabb

Pre S — s(%(f),P)‘ < egébs |9 — s(j(f),P)‘ < g, ahonnan S = S’ + 15" jeloléssel
|S — s(f, P)| < 2e, tehét f integrélhato. O

5.2.5. Tétel: az integral linearitasa. Ha —o0 < a < b < +00, ¢ € K és az
fy9:la,b] — K fiiggvények integralhatck [a,b]-n, akkor az f + g és cf fiiggvények is
integralhatdk [a, b]-n és

/ab<f+g>—/abf+/abg, /ab<cf>—c/abf.

Bizonyitas. Legyen S’ illetve S” az filletve a g integréalja, S = S’ + S/, és §’, "’
az adott € > 0-hoz tartozé fliggvények. Ha P finomabb a ¢’ és 6”7 minimuménél, akkor
|S = s(f +g,P)| < 2e. A mésodik allitds kovetkezik abbél, hogy s(cf, P) = cs(f, P). O

5.2.6. Tétel: az integral nemnegativitdsa. Ha a,b € R, a < b és az f:[a,b] — R
nemnegativ fliggvény integralhaté, akkor fa b f>0.
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Bizonyitas. Kovetkezik abbdl, hogy minden Riemann-6sszeg nemnegativ. O

5.2.7. Kovetkezmény: az integral monotonitasa. Ha f,g: [a,b] — R integrdlhaté
fiiggvények és f < g, akkor fa b f< fa b g

Bizonyitas. Kovetkezik abbol, hogy g — f nemnegativ. O

x 5.2.8. Tétel: Cauchy-kritérium. Legyen —co < a < b < oo. Egy f:[a,b] — K
fiiggvény pontosan akkor integralhaté, ha minden € € RT-hoz van olyan §:[a,b] — Rt
fiiggvény, hogy barmely é-finom P’, P pontozott beosztdsokra |s(f, P") —s(f,P")| <e.

Bizonyitas. Ha fintegrilhaté, akkor e-hoz a definicié szerint § fiiggvényt vélasztva,
azt kapjuk, hogy |s(f, P")—s(f, P”)‘ < 2e. A megforditast az el6z6 tétel szerint elég valds
értékil fiiggvényre bizonyitani. Adott d:[a,b] — RT fiiggvényre legyen M(S) az Osszes
d-nél finomabb P pontozott beosztdsra vett s(f, P) Riemann-0sszegek szuprémuma, és
legyen S az Osszes M(J) bévitett valés szdmok infimuma. Vélasztva adott € > 0-hoz
egy, a feltételnek eleget tévé § fiiggvényt, és egy d-ndl finomabb P pontozott felosztast, a
feltételbdl M (6) < s(f, P)+e¢,igy S < s(f, P)+e. Ha S < s(f, P)—e¢ lenne, akkor létezne
olyan ¢": [a,b] — RT fiiggvény, amelyre M (6") < s(f, P)—e. Ha 6" a § és a 6’ minimuma,
akkor egy ¢”’-nél finomabb P”’ pontozott beosztasra s(f, P”") < M(8") < s(f, P)—¢, ami
ellentmondds, mert P és P is d-finomak. Igy |S — s(f, P)| < e barmely d-finom Pre. [J

x 5.2.9. Segédtétel. Legyen —oco < a < b < 0o. Ha egy f:[a,b] — K fiiggvényre adott
e € Rt-re és §:[a,b] — RY fiiggvényre tetszdleges §-finom P;, P, pontozott beosztasaira
la,b]-nek |s(f, Py) — s(f,Py)| < ¢, akkor a < a’ < b’ < b esetén is tetszéleges 6-finom
P{, P} pontozott beosztésaira [a’,b']-nek |s(f, P{) — s(f, P3)| <e.

Bizonyitéas. Tegyiik fel, hogy a < a’ és b" < b. Vélasszunk egy d-ndl finomabb Pj
pontozott felosztdsat [a, a’]-nek és egy 6-ndl finomabb P, pontozott felosztdsat [b’, b]-nek,
és legyen P) a Py, a P| és a P, egyesitése, P, pedig a Py, a Pj és a P, egyesitése. Nyilvin
s(f,Py) —s(f,Py) = s(f,P{) — s(f,Py). A tobbi eset bizonyitdsa hasonlé. O

5.2.10. Tétel: az integral intervallum-additivitasa. Haa < ¢ < b, ahol a,b,c € R,
az f:[a,b] — K fiiggvény integralhaté [a, b]-n, akkor integrdlhatd [a, c]-n és [c,b]-n is és

/abf/acf+/cbf.

* Bizonyitas. Az el6z6 segédtétel szerint, ha adott € > 0-hoz d: [a,b] — R olyan
fiiggvény, hogy bérmely két d-finom P, és P, felosztasra |s(f, P) — s(f,P,)| < ¢, ak-
kor ugyanez [a,c] és [c,b] d-finom pontozott felosztésaira is teljesiil. Innen f integral-
haté [a,c]-n és [c,b]-n is. Legyen P’ egy d-finom pontozott felosztdsa [a,c]-nek, P”
pedig [c,b]-nek. Ekkor P = P’ U P” egy d-finom pontozott felosztdsa [a,b]-nek, és
s(f,P)=s(f,P")+ s(f,P"), tovibba mivel az integralkozelitd dsszeg tetszélegesen kozel

lehet az integrélhoz, |s(f, P) — fab fl<e |s(f,P) = [fl <eés|s(f, P") f fl<e

Innen . . .
]/ f—/a f—/c < 320

5.2.11. Tétel. Ha —oco < a < ¢ < b < 400, és az f:[a,b] — K fiiggvény integrdlhatoé
[a,c]-n és [c, b]-n, akkor integrdlhatd [a,b]-n is.
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* Bizonyitas. Legyen f integralhatd, integrélja [a, ¢]-n illetve [c,b]-n S” illetve S”/;
adott e > O-ra legyenek &" és "' az £/2-hoz megfelel$ fuggvények [a,c]-n illetve [e, b]-
n. Legyen 0(t) = min{d’(¢),c —t}, ha a < t < ¢, 6(t) = min{d’(¢),6”(¢)}, ha t = ¢
és 0(t) = min{d”(t),t —c},hac <t < b Haa =2y < z; < ... <z, =begy
tetsz6leges o-finom pontozott beosztas osztépontjai, akkor valamilyen k-ra ¢ € |x;,_q, z,].
A 0 konstrukcidja miatt ¢, = c kell legyen, és z;,_; < ¢ < x, esetén kettévigva az
[24_1, 2] intervallumot a ¢ ponttal, és mindkét részintervallumban c-t vélasztva kijelolt
pontnak, a Riemann-6sszeg nem valtozik. A kapott Riemann-6sszeg 2e-nél kevesebbet tér
el 8" + S”-tél, igy f integrélhaté [a,b]-n és integrdlja S + 5. O

5.2.12. Definicié. Ha —oco0 < b < a < 400, legyen faaf = 0 és ha a jobb oldal
értelmezve van legyen fab f=- jl;a f
Ha —0co < u < v < 400 és az f:[u,v] — K fliggvény integralhatd, akkor esetszétva-
lasztassal azonnal adédik, hogy a, b, ¢ € [u, v] esetén fac f—i—fcb f= fab f. Az is teljesiil, hogy
. b . b+c . b , be
barmely ¢ € R-re az j{; f(x)dx és fa+c f(x +c¢)dz, illetve az j{; cf(cx)dx és j(;c f(z)dx
integrdlok egyszerre 1éteznek és egyenléek, mert az integralkozelité Gsszegek egyenldek.

5.2.13. Nullahalmazok. Jeldlje R egy korldtos I intervalluménak a hosszat |I|. Egy
H C R halmaz nullahalmaz, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan korlatos intervallumokbdl
all6 megszamlalhato I; intervallumrendszer, amely lefedi H-t, és amelyre Ej |I;| <e. Ha
valamilyen feltétel egy nullahalmaz kivételével teljesil, akkor azt mondjuk, hogy majdnem
mindenditt teljesil.

Nullahalmaz barmely részhalmaza nyilvan nullahalmaz. Megszamldlhaté sok nulla-
halmaz egyesitése nullahalmaz, hiszen az els6t lefedve egy &/2-nél kisebb 6sszhossztisé-
gl megszamlalhaté intervallumrendszerrel, a masodikat lefedve egy e/4-nél kisebb Ossz-
hosszusagu intervallumrendszerrel stb., az intervallumrendszerek egyesitése olyan meg-
szamlalhaté intervallumrendszer, amelynek 6sszhossza kisebb, mint . Specialisan, meg-
szamlalhaté halmaz nullahalmaz.

5.2.14. Lebesgue-feltétel. Legyen —oo < a < b < 400 és f:[a,b] — K egy korldtos
fiiggvény. Ha f majdnem mindeniitt folytonos, akkor integralhato.

*x Bizonyitds. A Cauchy-kritériumot fogjuk haszndlni. Tegyiik fel, hogy |f| < K.
Legyen ¢ > 0. Mivel f szakadasi pontjainak halmaza nullahalmaz, lefedhet6 egy I,
m = 1,2,... megszamlalhat6é nyilt intervallumrendszerrel, amelynek 6sszhossza kisebb,
mint £/(4K). Legyen t € [a,b]. Hat € UjY_, I, akkor legyen 6(t) olyan kicsi, hogy Uy (?)
teljesen benne legyen valamelyik I, ,-ben. Egyébként f folytonos t-ben: valasszuk 0(¢)-t
gy, hogy |z —t| < 26(t), x € [a,b] esetén | f(x) — f(t)| < £/(2b — 2a) teljesiiljon.

Legyenek P’ és P”" pontozott d-finom beosztédsai [a, b]-nek. Ha P’ osztépontjai a =
ry < 2] < ...,x,, =0b, a P osztépontjai pedig a = xy < 27 < ...,x, = b, vegyik
az osztopontok unidjat és legyen a = x5 < x; < ... < z,, = b az igy kapott 4j beosztas.

17 144
]

Minden k-ra [z)_;,7;] részhalmaza pontosan egy [z]_;,z;] és pontosan egy [z7 ,,z

intervallumnak; legyen 7 = t; és 7/ = t//. Nyilvén s(f, P") = ZZ:I fm)(z, —xp_q) és
s(fy P") =320 F(1)(xp — 24_1), igy a két Riemann-Gsszeg kiilonbségének becsléséhez
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Osszeg abszolit értékét kell megbecsiilniink.
Azon tagok Osszegének becsléséhez, amelyekre f folytonos a 7, és a 7;/ pontban
is, tekintsiik az [z]_;, 2} A

;] intervallumot, ha ez hosszabb, mint az [z} ;,z}] intervallum.

Mivel 7, = t; és 7/ = t] tdvolsdga kisebb, mint 20(t;), egy ilyen tag kisebb, mint
ez, — x,_1)/(2b — 2a). Ha az [x;_;, ;] intervallum nem hosszabb, mint az [xgll,x;»’]
intervallum, akkor az utébbit tekintve kapjuk ugyanezt. Igy az Gsszes ilyen tipust tag
Gsszege kisebb, mint e/2.

Azon tagok 6sszegének becsléséhez, amelyekre f nem folytonos a 7, vagy a 73, pont-
ban, vegyiik észre, hogy az egész [x},_;, z;] intervallum benne van valamely I,,-ben. Min-
den ilyen intervallumhoz valasszunk egy I,,,-et. Egy adott I, -hez tartozé részintervallu-
mok Osszhossza nyilvan legfeljebb I,,, hossza, igy az Gsszes ilyen intervallumok dsszhossza
kisebb, mint ¢/(4K), tehat a megfelel§ tagok abszolit értékeinek Osszege legfeljebb e/2.

O

5.2.15. Kovetkezmény. Ha f folytonos, akkor integralhaté. Ha f monoton, akkor
integralhato. O

5.2.16. Tétel. Legyen —co < a < b < +00 és f,g:[a,b] — K fiiggvények. Ha f és g
majdnem mindeniitt megegyeznek, és f integralhato, akkor g is és fa b g= fa b f.

A tétel azt mutatja, hogy az integralhat6sag és az integral szempontjabdl a nullahal-
mazok ,elhanyagolhatéak”. Igy olyan fiiggvények integraljardl is beszélhetiink, amelyek
csak majdnem mindeniitt vannak értelmezve.

* Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 és valasszunk olyan §:[a,b] — RT fliggvényt, hogy
minden J-nal finomabb pontozott beosztdsra az f-hez tartozé Riemann-tsszeg e/2-nél
kevesebbet térjen el a S integraltél. Legyen N, azon pontok halmaza, amelyekben f és
g kiilonbségének abszolut értéke nagyobb, mint & — 1, de nem nagyobb, mint k, ahol
k =1,2,.... Mivel N, nullahalmaz, valaszthatunk olyan [, ,,, k = 1,2,... nyilt inter-
vallumokat, amelyek lefedik N,-t, és dsszhosszuk kisebb, mint ¢/(k2%*2). Ha t € |[a,b]
benne van valamelyik [ ,, intervallumban, legyen 0 < ¢’(¢) < 6(t) olyan kicsi, hogy a
t pont ¢’(t) sugart kornyezete benne legyen egy I ,, intervallumban, egyébként legyen
d’(t) = 4(t). Legyen Pegy 0’-nél finomabb pontozott beosztasa [a, b]-nek. Azokra a ¢,-kre,
amelyekre f(t,) és g(t;) megegyeznek, a megfelel tag f és g Riemann-Gsszegében meg-
egyezik. Minden mas t; benne van valamely I ,.-ben. Minden ¢,-hez régzitve egy ilyen
k,m indexpért, az adott indexparhoz tartozo intervallumok sszhossza kisebb, mint I, ,,
hossza, a fiiggvényértékek kiilonbsége pedig legfeljebb k. Osszegezve m-re, majd k-ra, azt
kapjuk, hogy f és g integralkozelité Osszege kevesebbet tér el S-t6l, mint . O

5.2.17. Megjegyzés. A [0,1] intervallumon a Dirichlet-fiiggvény sehol sem folyto-
nos, mégis integralhatd, mert majdnem mindeniitt nulla. (Ez a fiiggvény nem Riemann-
integralhato.)

5.2.18. Az integral, mint a fels6 hatar fiiggvénye. Legyen a,b € R, a < b és
f:[a,b] — K integrdlhatd. Legyen

F(:U):/Zf(t)alt7 ha a<z<b.

Ekkor F folytonos [a,b]-n, tovdbbd ha f folytonos az [a,b] egy x pontjaban, akkor F
differencidlhaté x-ben és F'(x) = f(x).
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* Bizonyitas. Legyen a < z < b és ¢ < y < b. Vélasszunk [a, b]-n adott € > 0-
hoz ¢:[a,b] — Rt-et. Az 5.2.9 segédtétel szerint ha P és P’ is ¢-ndl finomabb pontozott
beosztésai [z, y]-nak, akkor a megfeleld Riemann-6sszegek kiilonbsége nem nagyobb, mint
e. Legyen y — x < §(x), és P’ élljon az [z,y] intervallumbdl, a ¢ = x kozbensd ponttal.
A P’-hoz tartozd Riemann-6sszeg f(x)(y — ). Mivel a P-hez tartozé Riemann-Osszeg
tetszblegesen kozel lehet f;’ f-hez, azt kapjuk, hogy |fmyf — f(z)(y — z)| < e. Mivel ¢
tetszéleges volt, lim, |, fzy f=1lim,,(F(y) — F(x)) = 0, azaz F jobbrdl folytonos z-ben.
Teljesen hasonléan kapjuk, hogy F balrdl folytonos z-ben, ha a < x < b.

Most tegytiik fel, hogy f folytonos z-ben. Adott ¢ > 0-hoz védlasszunk olyan & > 0-t,
hogy |f(t) — f(z)|< € teljesiiljén, ha |t — x| < § és a < t < b. Ha most

r—d<s<zx<t<x+9
és a < s <t<b, akkor

F(t) — F(s)
t—s

— flx)

] : /t(f(U)—f(w))du <e.

t—s
S

Ebbdl kévetkezik, hogy F'(x) = f(z). O

5.2.19. Kovetkezmény. Az R valamely [ intervalluman értelmezett f: I — K folyto-
nos fiiggvénynek létezik primitiv fiiggvénye.

Bizonyitas. Legyen c € I tetsz8leges és F(x) = ff f)dt,haz el O

5.2.20. Newton—Leibniz-formula. Ha —co < a < b < +00 és f:[a,b] — K differen-
cialhato, akkor

b
/ = f(b) - f(a).

A tételre mint az integralszamitds alaptételére is szokéas hivatkozni.

Bizonyitas. Legyen € > 0. Rogzitett ¢ € [a, b]-hez van olyan 6(t) > 0, hogy t # x €
[a, b] esetén

‘f(x)—f(t)

x—t

— f’(t)‘ <e.
Vegyiik észre, hogy ha t —d(t) < z <t <y < t+ 0(¢), akkor

[f(y) = f@) = (y—2)f (O] < |fy) = () = (y = ) ()] + [£(t) — f2) — (t —2) [ (1)
<ely—t)+elt—z) =e(y—x).
Legyen a =z <t; <z; < ... <t, <z, = b egy 6-ndl finomabb pontozott beosztasa
[a, b]-nek. Ekkor a fenti becslés szerint f”(¢;)(x), —xj,_1) legfeljebb e(x);, —x,_;) tédvolsdgra

van f(x;) — f(x,_q)-t6l, igy a Riemann-osszeg meg legfeljebb (b — a) tévolsdgra van

f(b) — f(a)-tél. O
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5.2.21. Parcialis integralas hatarozott integralokra. Legyen a,b € R, a < b és
f,g:[a,b] — K differencidlhaté fiiggvények. Ha az aldabbi két integralbdl az egyik létezik,
akkor a masik is, és

b b
/ 19’ = f(b)g(b) — Fla)g(a) — / fa.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a Newton—Leibniz-formulat fg-re. O

5.2.22. Helyettesitéses integralas hatarozott integralokra. Legyen a < b, ¢ <
d, a,b,c,d € R, g:[a,b] — [c,d], és tegyiik fel, hogy ¢ differencidlhaté [a,b]-n. Ha az
f:le,d] — K fiiggvénynek van primitiv fliggvénye, akkor

b g(b)
/ f9(@)) - ¢ (@) da = / 1) dy.
a g(“)

Bizonyitéas. Legyen F az f egy primitiv fliggvénye. Az F o g fliggvény differencidl-
haté [a,b]-n és a derivaltja (fog) - ¢, {gy a Newton—Leibniz-formula szerint

b g(b)
/ Hg(@)g' (2) dz = Flg(b)) — Flg(a)) = / f(y)dy.0

5.2.23. Tétel: improprius integralds. Legyen —oo < a < b < 400 és f:[a,b] — K
egy fiiggvény.
(1) Ha f minden [c,b], a < ¢ < b intervallumon integralhato, és S = lim,, j;b f, akkor f
integralhatd [a,b]-n és [ f = S.
(2) Ha f minden [a,c], a < ¢ < b intervallumon integrdlhatd, és S = lim .y, fa “ f, akkor f
integrélhatd [a,b]-n és | bf=s.

A tétel gyakran hasznos, amikor nem tudjuk kozvetlentil az [a,b] intervallumra al-
kalmazni a Newton—Leibniz-formulat.

*x Bizonyitds. Csak (1)-et bizonyitjuk, (2) bizonyitdsa teljesen hasonld. Valasszunk
adott € > 0-hoz olyan n > 0 szamot, hogy a < z < b, z — a < 1 esetén

b
/ f—fla)(x—a)— S| <e/2

teljesiiljon. Legyen ¢; = a + (b —a)/27, ha j = 0,1,.... Ha j = 1,2,..., akkor van

olyan §;: [c;,q1,¢; 1] — R*, hogy barmely két d;-nél finomabb Riemann-sszeg kiilonbsége

legfeljebb £/27%2. Legyen 0 < 6(t) < 6,(t) és 0(t) < (b—a)/2/*!, ha t € [¢j,1,¢; 4] és

legyen (a) = n. Az [a,b] egy tetszdleges d-nél finomabb
a=2y<t; <2, <...<t, <z,=b

pontozott felosztasdra gytijtsiik 6ssze egy I; halmazba azokat a i-ket, amelyekre

cj<t7,'£cj71’ j:1,27....
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Mivel minden ilyen i-re 6(t;) < (b — a)/27"", azt kapjuk, hogy [z, ;,2;] C [¢j11,¢; 4]
Igy ha I ; # 0 akkor az [z, _y, ], i € I; intervallumok [a;, b;] egyesitésére két tetszéleges
Riemann-Osszeg eltérése legfeljebb &/ 27+2 Innen

‘/a f— Zf (x; —x;_ )‘<%

1€l

Vegytik észre, hogy minden ¢ > 1 benne van valamelyik I,-ben, viszont i = 1 egyikben
sem. Innen ¢, = a, x; < a+ 7, és ¢ = z, valasztéssal

b n
/ = Z ft)(x; —2;q)

o0

9 9
= 2 22 ~ 2
=

amibdl
n

Z f) (v, — ;) — S’ <e.d

i=1

5.2.24. Példak. (1) A Newton-Leibniz-formula felhasznédlaséval

hm/ adw—{l—i—a’ ha —1 <a <0;
ha o < —1.

Igy z® pontosan akkor integralhaté [0, 1]-en, ha a > —1, és ekkor

1
1

/xo‘dx: .

A 1+«

—a 1
lim (/ d—x +/ da:) =0,
al0 1 x o X
az x > 1/x figgvény nem integralhat6 [—1, 1]-en, és példaul
o ¢ dx Ve
lim lim — 4+ — | =
ato blo \J | =
lim lim (/ d—m +/ d—x da:) = —o0.
bl0 at0 \J | = , T

5.2.25. Tétel: osszehasonlité teszt. Legyen —oo < a < b < 400 és

(2) Bar

f>9:[a;b] = [0, +00]
fiiggvények, amelyekre f < g.
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(1) Ha f és g minden [c,b], a < ¢ < b intervallumon integralhatd, akkor

b b
li <l
ﬁ[f—ﬁl%

igy ha g integrélhaté [a,b]-n, akkor f is, és ha f nem integrdlhaté [a,b]-n, akkor g
sem.

(2) Ha f és g minden [a,c], a < ¢ < b intervallumon integrdlhaté, akkor

c c
li <l
i [ £sim o

igy ha g integralhato [a,b]-n, akkor f is, és ha f nem integralhaté [a,b]-n, akkor g
sem.

Bizonyitas. Mivel a ¢ — j; b filletve ¢ - j; © f leképezések monotonak, a nemnega-
tiv bovitett valés hatarértékek léteznek, igy a hatarértékek osszehasonlitasara vonatkozé
tételbdl kovetkezik az allitas. O

5.2.26. Kovetkezmény: hatarérték teszt. Legyen —oo < a < b < +00 és legyenek
f,9:]a,b] — [0, 400[ fiiggvények.

(1) Ha f és g minden [c,b], a < ¢ < b intervallumon integralhaté, és

akkor C' > 0 esetén f és g egyszerre integralhatéak [a,b]-n, C' = 0 esetén pedig ha g
integralhaté [a, b]-n, akkor f is.

(2) Ha f és g minden [a,c], a < ¢ < b intervallumon integralhato, és

f(z)

C=lim—= eR,
a1 g()

akkor C' > 0 esetén f és g egyszerre integralhatéak [a,b]-n, C' = 0 esetén pedig ha g
integralhaté [a, b]-n, akkor f is.

Bizonyitas. Csak (1)-et bizonyitjuk, (2) bizonyitdsa hasonlé. Ha C' > 0, akkor
van olyan a < ¢ < b, hogy a < = < ¢ esetén C/2 < f(x)/g(z) < 2C, {gy az [a,c]
intervallumon alkalmazhaté az Gsszehasonlité kritérium. Ha C' = 0, akkor van olyan
a < ¢ < b hogy a < < cesetén 0 < f(x)/g(x) < 1, igy az [a,c] intervallumon
alkalmazhaté az 6sszehasonlité kritérium. [J

5.2.27. Megjegyzés. Megmutathatd, hogy ha egy integralhaté fiiggvényt szorzunk
egy Lipschitz-fliggvénnyel, a szorzat is integralhato lesz.
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5.2.28. Abszolit integralhaté fiiggvények. Ha a,b € R, a < bés f:]a,b] = R egy
integralhaté fliggvény, amelyre |f| is integralhatd, akkor azt mondjuk, hogy f abszolit
integralhatd |a,b]-n. Ez azzal ekvivalens, hogy az

\fl+f

fH=max{f,0} = 5

[~ =max{—f,0} = mTf
Osszefiiggésekkel definialt fiiggvények, az f pozitiv része és negativ része integralhatdak.
(Az f* és f fiiggvények tetszdleges halmazon értelmezett valds értékil fiiggvényre is
ugyanigy definidlhatéak.) Komplex értékii fiiggvényt akkor neveziink abszolit integrdlha-
tonak, ha a valds és a képzetes része is abszolut integralhatd. Megmutathaté — késobb
meg is mutatjuk — hogy az abszolut integralhaté fiiggvények az tgynevezett Lebesgue-
integrdalhato figgvényekkel egyeznek meg. Ennek segitségével konnyen kovetkezik, hogy
ha f, g: [a,b] — C abszoldt integralhatdak, akkor |f| is integralhatd, és ha g korldtos, ak-
kor fgis abszolut integralhatd, ha pedig valamely ¢ > O-ra |g| > c az [a, b]-n, akkor f/g is
abszolut integralhato. A kovetkezd tétel is bizonyithatoé a Lebesgue-integral elméletében,
lasd példaul a [35] konyvben.

5.2.29. Tétel. Legyen [a,b] C R, f:[a,b] — K abszoliit integrdlhatd, F az f integral-
fiiggvénye. Ekkor F majdnem mindeniitt differencidlhato és deriviltja majdnem minden-
ilitt megegyezik f-fel. [

5.2.30. Tétel: parcidlis integralas integralfiiggvényekre. Legyen [a,b] C R,
f,g9:la,b] — K abszoliit integralhatéak, F és G az integralfiiggvényiik. Ekkor az aldbbi
integralok léteznek és

b b
/ fG+ / Fg = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Bizonyitas. Az abszolit integralhaté fuggvényekrél eddig mondottak alapjan el
tudjuk végezni a bizonyitast. Mivel fG és F'g is abszolut integralhatbak, az integralfiiggvé-
nyiik differencidlhaté majdnem mindeniitt. De F'G is majdnem mindeniitt differencialhato
és derivaltja majdnem mindeniitt fG + Fg, igy FG az fG és a Fg integralfiiggvényének
osszege. Igy az el6zé tételbdl kovetkezik az allitas. O

5.2.31. Tétel. Legyen —o0 < a < b < +00 és f:[a,b] — K egy abszoliit integrdlhatd

fliggvény. Ekkor
b b
/ f1< / |f1-

Bizonyitas. Legyen ¢ = j:lb f. Ekkor

c|2—cc—c/bf—/bcf.

Mivel a bal oldal nemnegativ valés szam, a jobb oldal képzetes része nulla kell legyen.
Mivel R(cf(z))< |c||f(z)| minden z € [a,b]-re, |c|* < |c| fab |f], ahonnan kévetkezik az
allitds. O
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5.2.32. Improprius integral. Legyen f:[a,+oo] — K egy fliggvény (a € R), és te-
gyiik fel, hogy a fiiggvény minden [a,b], a < b < 4oo intervallumon integrélhaté. Ha
létezik a lim,_, fa b f € K hatarérték, akkor azt az f fiiggvény [a,+oc[-en vett imp-
roprius integrdljanak nevezzik és fa e f vagy fa e f(z) dz-szel jeloljiikk. Ha a hatarérték
K-beli, akkor az improprius integralt konvergensnek nevezziik; ha az f fiiggvény minden
[a,b], a < b < +oo intervallumon abszolit integralhaté és a j(; "% f| improprius integral
konvergens, akkor abszolit konvergens improprius integrdlrél beszéliink. Hasonlbéan, egy
fi]—00,b] — K fiiggvény |—oo, b]-n vett improprius integréljat a lim, , fabf hatérér-
tékként értelmezziik. Az improprius integralra vonatkozd tételekben az els6 valtozatra
szoritkozunk, bar azok nyilvan értelemszertien atviheték a masodik valtozatra is. Megje-
gyezzilk, hogy akkor is szokds improprius integralrol beszélni, ha véges intervallumon az
integralando fliggvény nem korlatos, és az 5.2.23 tételt alkalmazzuk az integral kiszami-
tasara.

5.2.33. Példak. A Newton-Leibniz-formula felhaszndlasaval

+oo 1 .
/ x“daz{_a—i—l’ ha o < —1;
1 400, ha a > —1;

+o00 1 .
/ eamdx:{—a, haa<0,
A +o00, haa>0.

5.2.34. Tovabbi improprius integralok. Szokas példdul L t:o f tipust és mas imp-
roprius integrélokat is haszndlni. Ha azonban példdul f(z) = 1/x, ha |z| > 1 és f(z) =
egyébként, akkor

b
lim lim / =+,

a——00 b—+00

lim lim / f=—
b—+o00 a——00

Legegyszeriibb ilyen esetekben kiirni, hogy milyen hatarértéket tekintiink.
5.2.35. Tétel. Legyen f:[a,+oo[ — K egy fiiggvény (a € R). Ha f improprius integ-
ralja abszolut konvergens, akkor az improprius integral is konvergens.
Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy f valds értékii. Legyen A = f;oo |f] és e > 0.
Van olyan K, hogy ha b > K, akkor j: |f| > A—e. Innen ha b,c > K;, b < ¢, akkor

\fbcf\ < g; ez abbol kovetkezik, hogy |fbcf| < fbc|f| = f: Ifl — fab |f], és a jobb oldalon
all6 szamok nagyobbak, mint A — &, de nem nagyobbak, mint A.
Mivel |fab fl < fab lf| <A, az fab f szdmok halmaza korlatos. Legyen

= lim sup/ I
d—+00 ¢c>q
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A hatdrérték létezik, mivel a d > sup __, fa © f fiiggvény monoton csokkend és korlatos. Van
olyan K, hogy ha d > K, akkor I +& > sup__, facf > I. Legyen K = max{K,, K,}, és
b > K. Vilasszunk olyan ¢ > b szdmot, amelyre I +¢ > j; f > I—e. Mivel fac f—j: f=
J° 1, kapjuk, hogy I +22 > [*f>1—2, hab> K.

A komplex esetben ugyanigy adddik, hogy JR(f) és J(f) improprius integrilja kon-
vergens. []

5.2.36. Tétel. Legyen —oo < a < b < +00 és f:[a,b] — K egy fiiggvény.

(1) Ha f minden [¢,b], a < ¢ < b intervallumon abszoliit integralhatd, és lim,, fcb |f]
véges, akkor f abszolit integralhatd [a, b]-n.

(2) Ha f minden [a,c], a < ¢ < b intervallumon abszoliit integralhatd, és lim ., f: |f]
véges, akkor f abszolut integrdlhaté [a, b]-n.

Bizonyitas. Az eléz8 tételhez hasonléan bizonyithatd. O

5.3 Alkalmazasok

5.3.1. Végtelen kicsinyek. Az analizis héskoraban a differencidlhdnyadost a kovet-
kezOképpen vezették be: Tekintsiik az x — y(x) figgvényt, és viltoztassuk meg x értékét
a végtelen kis dx értékkel (differencidlis valtozéas). Ekkor — ha a fiiggvény folytonos — a
fiiggvényérték is végtelen kicsit, y(x + dx)-re valtozik. Legyen a fiiggvényérték viltozasa
a végtelen kicsiny (differencidlis) dy = y(x + dz) — y(x) érték. A differencidlhdnyados
dy/dx.

Hasonl6 gondolatmenetet alkalmaztak az integral bevezetésére: az x + y(x) gorbe
alatti teriilet = és © 4 dx kozott y(x)dx, igy a teljes teriilet ZZ y(x)dx, ahol az Gsszegzés
az [a, b] intervallum végtelen kicsinyekre vald felosztéséra értendd. Az integral jelolése is
innen ered: az Osszegzést S-sel jelolték, az integral jele egy elnytjtott S beti.

Ezzel a gondolatmenettel konnyen ad6dik a Newton-Leibniz-formula: Jelolje Y (x)
az x > y(x) gorbe alatti, a és x kozotti szakaszon vett teriiletet. Az x-et dz-szel megval-
toztatva, a teriilet y(x)dz-szel valtozik, ahonnan a dY = Y (x 4 dz) — Y (z) differenciélis
valtozéas y(x)dz, tehdt dY /dx = y(x).

A végtelen kicsinyek hasznélata nagyon sok buktatét tartalmaz. Példaul egyszerii
gondolatmenetiinkb6l nem vildgos, hogy miért nem differencidlhaté minden folytonos
fuggvény. Még fontosabb ellenvetés, hogy a valds szamok kozott nincsenek végtelen kicsi-
nyek: az arkhimédészi tulajdonsag szerint barmely nem nulla valés szaimhoz van olyan n,
hogy a szdmot n-szer Gsszeadva sajat magaval, az Gsszeg abszolut értéke nagyobb lesz 1-
nél, igy a szdm abszolat értéke nagyobb, mint 1/n. Bar a gondolatmenetek finomithatdk,
és a valés szamok halmazanak boévitésével a végtelen kicsinyek is ,,megmenthetok”, ma
véges dx, dy, stb., valtozasokkal dolgozunk, majd hataratmenetet veszlink. Semmi sem
gatolja azonban, hogy heurisztikus gondolatmenetben végtelen kicsinyeket hasznaljunk,
csak az igy megsejtett Osszefiiggéseket be is kell bizonyitani.

Az aldbbiakban néhany ilyen heurisztikus gondolatmenettel kaphaté eredményt is
bemutatunk.
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5.3.2. Gorbe hossza, heurisztikusan. Legyen —oo < a < b < 400 és t — z(t) egy,
az [a, b] intervallumot C-be képezd folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ezen fuggvény
tekinthetd egy pont mozgdsanak. A dt id8re esé elmozdulds dz, ennek hossza |dz|, {gy a

teljes hossz
b b
/ dt:/ |2/ (t)] dt.

A gorbe hosszat késébb pontosan definidljuk, és az Gsszefiiggést (nem csak sikgor-
békre) bebizonyitjuk.
Legyen z:[a,b] — C egy sima (azaz folytonosan differencidlhaté) sikgérbe. Ha deri-

dz
dt

valtja sehol sem nulla, akkor az s = ¢(t) = fa "|2’| ivhossz szigortian monoton névekeds és
folytonosan differencidlhaté fiiggvénye t-nek. A w(s) = z(¢ 1 (s)) Osszefiiggéssel definidlt
fliggvény egy, a z-vel ekvivalens sikgorbe. Erre

du| _ |dzde
ds dt ds

1
7(p—1 —
YOy
azaz a derivaltja egységvektor. Ilyen paraméterezéseket a sikgérbe természetes paramé-
terezésének fogunk nevezni. (Példaul a ¢ — exp(it) = cost + isint gorbe természetes
paraméterezésben van adva.) A természetes paraméterezés hasznalata sokszor egyszerti-
siti a szamolasokat.

Legyen z:[a,b] — C egy sikgorbe természetes paraméterezéssel. Ha z folytonosan
differencidlhaté, akkor barmely s € [a,b] pontra az e(s) = 2'(s) vektort a z gorbe
s pontbeli érintd egységvektorianak nevezziik. (Tetszéleges paraméterezésben adott sik-
gorbe derivéaltjat is érintévektornak nevezzik, ez nem feltétleniil egységvektor.) Ha z

kétszer folytonosan differencidlhaté, akkor e(s)e(s) = 1 differencidlasaval kapjuk, hogy
R(e'(s)e(s)) = 0, tehat e’(s)/e(s) tiszta képzetes, azaz €’(s) merbleges e(s)-re. A k(s) =
|e’(s)| szdmot az s-beli gorbiiletnek nevezziikk. Ha x = 0, akkor e konstans, és r egye-
nes, r(s) = r(sy) + (s — sg)e. Ha k(s) # 0, akkor az n(s) = €’(s)/x(s) vektort az s-beli
fénormalisnak nevezziik.

Legyenek most az s, és ky > 0 valds szamok, a C-beli e, és n, egymdsra merdleges

egységvektorok, valamint az z, € C vektor adottak. Legyen R = 1/k,,. Tekintsiik az

2(s) = (2 + Rng) — Reos((s — sy)/R)ng + Rsin((s — s,)/R)e,
sp—mR<s<syg+ 7R

kort. Mivel |2/ (s)| = ‘— sin((s—so)/R)no—i-cos((s—so)/R)eO’ = 1, a paraméter természetes

paraméter. Tovabbd z(sy) = 1, €(sg) = €g, k(Sy) = kg és n(sy) = ng, {8y
_ _ F0 g g )2 _
z(s) = 2o+ (s — sp)eg + 5 (s = 80)"ng +w(s — ),

ahol w(s — s5) még (s — s)-tel osztva is nulldhoz tart. Ha most Z tetszéleges kétszer
folytonosan differencidlhaté gérbe természetes paraméterezéssel, amelynek az s, pontban
az értéke zy, érintéje e, gorbiilete k( és fénormalisa ng, akkor Z(s) — z(s) tart nulldhoz
még (s — s,)>-tel osztva is. Ezért szokds a fenti kort a gérbe s, ponthoz tartozé simuls-
korének nevezni. Megmutathat, hogy megfeleld feltételek mellett a simulékor 1ényegében
egyértelm.
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5.3.3. Polarkoordinatakkal adott szektor teriilete, heurisztikusan. Legyen
—mT<a<f<+més pr(p) egy [a, f]-t RT-ba képezd folytonos fliggvény. A
S:={z€C:0<|z| <7(p) és a < ¢ < B, ahol ¢ = arg(z)}
szektorszerl sikidomra, a ¢ és p+dyp kozott szogekhez tartozé rész kozelitoleg haromszog,
amelynek teriilete
r(p)?
—_dep,
9 ¥
igy a teljes teriilet

IR
5 T(p)* dep.

A tertiiletet kés6bb pontosan definidljuk, és tanulunk olyan tételeket, amelyek segitségével
az Osszefliggés konnyen kovetkezik.

5.3.4. Forgastest térfogata, heurisztikusan. Legyen —oc0 < a < b < 400 és
f:[a,b] = R* egy folytonos fiiggvény. A fiiggvény grafikonjanak megforgatdsival kapott

T:={(z,y,2) €ER*a <z <b, y?+22 < f(zx)?}

forgastest azon része, amelynek els6 koordinataja x és x+dx kozé esik, kozelitéleg henger,
amelynek magassiga dz, alapteriilete pedig 7f(x)?, tehat térfogata

nf(x)?dz,
igy a teljes térfogat
b
™ / f(z)?da.
a
A térfogatot kés6bb pontosan definidljuk, és tanulunk olyan tételeket, amelyek segitségé-

vel az Osszefiiggés kdnnyen kévetkezik.
5.3.5. Példa. Kiszdmitjuk az R > 0 sugarti gomb térfogatat. Mivel y = VR2 — 22, a

térfogat
R 3
4
7r/ (R? —2%)dx = Rﬂ.
R 3

5.3.6. Forgasfeliilet felszine, heurisztikusan. Legyen —oco < a < b < 400 és
f:]a,b] — R* egy folytonos fiiggvény. A fliggvény grafikonjédnak megforgatdsdval kapott

F:={(z,y,2) eR¥:a <z <b, y*+ 2> = f(z)?}

forgasfeliilet azon része, amelynek elsé koordinataja = és x + dx kozé esik, kozelitoleg
csonkakip-paldst, amelynek keriilete 27 f(x), magassdga dx, igy alkotdjdnak hossza

Vda? +df? = \/dz? + f/(x)2 da? = dz/1+ f/(2)2,
tehat felszine kozelitéleg
27 f(x)V/1 + f'(x)* da,

igy a teljes feliilet
b
27r/ flx)v/1+ f/(x)? dz.

A felszint kés6bb pontosan definialjuk, és tanulunk olyan tételeket, amelyek segitségével
az Osszefliggés konnyen kovetkezik.
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5.3.7. Példa. Kiszamitjuk az R > 0 sugaru gomb felszinét. Mivel y = vV R2 — 22
derivéltja —x /v R? — 22, a felszin

R R
27T/ \/RQ—xz\/1+x2/(R2—xZ)dx:27r/ Rdx = 4R*r.
—R —R

5.3.8. Tomeg, tomegkozéppont, tehetetlenségi nyomaték. Tekintslink egy T
testet, amelynek siirlisége az x, y, z koordinatakkal megadott pontban o(z,y, z). A testen
kivil a stiriséget tekintsiik nulldnak. Tegyiik fel, hogy a test minden pontjanak elso,
masodik, illetve harmadik koordinataja rendre z és x1, y, és y,, illetve 2z, és z; kozé esik.
Mivel a test azon részének tomege, amelynek els6, méasodik, illetve harmadik koordinatédja
rendre z és © + dx, y és y + dy, illetve z és z + dz kozé esik, o(x,y, z) dedydz, a test

tomege
21 Y1 T
M :/ / / o(z,y,z)dxdydz.
20 Yo Zg

Ha a gravitaciés gyorsulas g, a test stulya Mg. Feltéve, hogy a gravitacids gyorsulas
parhuzamos a z tengellyel, szamitsuk ki az y tengelyre vonatkozé forgatéonyomatékot.
Mivel a test azon részétol szarmazéd forgatényomaték, amelynek elsd, masodik, illetve
harmadik koordindtdja rendre x és x + dx, y és y + dy, illetve z és z + dz kozé esik,
zo(x,y, z)dx dydz, a teljes forgatényomaték

21 Y1 zy
/ / zo(z,y,z)drdydz.
20 Yo To

Ez meg kell egyezzen azzal a forgatényomatékkal, amelyet akkor kapnank, ha a test teljes
M tomege az S = (zg,yg, zg) sulypontban (tomegkdzéppontban) lenne. Innen

1 21 Y1 T
Tg= M/z | /% zo(x,y, z)drdydz.

0

Hasonlbéan adédik, hogy

1 21 Y1 Ty
Ys = M/ / / yo(,y,z) dx dydz
20 Yo To

1 (=
ZS = M
20

Y1
Yo

és N
1
/ zo(x,y, z)dx dydz.
To
Végiil hatdrozzuk meg z tengelyre vonatkozé ©,, tehetetlenségi nyomatékot. Mivel
a test azon részétdl szarmazo tehetetlenségi nyomaték, amelynek elsé, masodik, illetve

harmadik koordinataja rendre x és x + dx, y és y + dy, illetve z és z 4+ dz kozé esik,
(22 + y?*)o(x,y, 2) dv dydz, a teljes tehetetlenségi nyomaték

Z1 Y1 Ty
o= [ [ ] @+ ietey ) drdyd
20 Yo To
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5.3.9. Kozelit6 szamitasok. Az alapgondolat egy fliggvény értékét, integraljat, de-
rivaljat, zérushelyét stb. Ggy kozeliteni, hogy vessziik a fiiggvény egy kozelitését (példaul
egy Lagrange-interpoldciéval kaphaté polinomkozelitést), és ennek vessziik az értékét,
integraljat, derivaltjat, zérushelyét stb. Itt egy [a, b] korldtos valds intervallumon értel-
mezett, valds értékii fiiggvény kozelitd integraldsat fogjuk vizsgalni. Az igy ad6do legegy-
szerlibb formulak az

/abf<x>dm<b—a>f(“;b)

érintéformula, az

b b—a
[ f@rde =250 @) + 50)

trapézformula, és az

/abf<x>dm ~ 2 (S +ar (S0 + 50)

6 2

Simpson-formula. Az érint6formula neve onnan ered, hogy ha a fliggvényt az intervallum
kozéppontjaban vett érintével kozelitjik, akkor ezt a formulat kapjuk. A Simpson-formula
parabolikus interpolacionak felel meg. Konnyen megmutathaté, hogy ha egy test térfo-
gatat a Simpson-formuldval gy kozelitjik, hogy

m

V2%

(Ta + 4Tk + Tf)v

ahol T, T, Ty rendre az alaplap, a kozépmetszet, illetve a fedSlap teriiletei, és m a ma-
gassag, akkor henger, hasab, kip, gila, gomb, csonka kip és csonka gila esetén pontos
értéket kapunk.

Gyakran ezekkel az egyszerii formuldkkal nem ériink célt. Ekkor az értelmezési tar-
toményt kisebb részekre osztjuk, minden kis részen egy kozelitést valasztunk, ennek az
integraljat szdmitjuk ki, és a kis részeken vett integralokat osszeadjuk. Példdul ha egy [a, b]
intervallumon egy fiiggvény integraljat akarjuk kozeliteni, az intervallumot h = (b — a)/n
hossziisagu egyenl6 részekre osztva az z;, = a + kh beosztast kapjuk, és az

b —a
[ @) de s P () 26) 26 ) 26 0) + £ )

osszetett trapézformula, illetve az

/ oo ~ e (f(xo) (BT ape) + 4 (B2

2f(ay) + oot df (2L +f<:cn>)-

osszetett Simpson-formula adédik. A pontossig az osztépontok szamanak novelésével
novelhetd.
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5.3.10. A Newton-médszer. Egy f(z) = 0 egyenlet gyikének meghatirozasira
természetes médon adédik egy kozelité mddszer, ha egy adott x,, érték kozelében f-et a
linearis részével kozelitjiik. Ekkor az

egyenletet kapjuk, amibol

igy a kovetkezo kozelitésre

f(,)

Tpp1 = Ly — f/(x )
n

Az iterdcié altaldban csak a gyok kozvetlen kozelébél inditva konvergens, ekkor viszont
igen gyorsan konvergal: az értékes jegyek szdma altaldban minden lépésben megdupldzé-
dik. A konvergencia biztosabba tehetd, ha kezdetben relaxdciot alkalmazunk:

f(ajn)

Tpt1 = Ty — Oy f’((E )
n

alakban keressiik a kovetkezd kozelitést, ahol az 0 < «,, < 1 relaxdcios paramétert ugy
vélasztjuk, hogy |f(z,,1)| < |f(z,)| legyen. Ez mindig lehetséges, ha f(z,) # 0 és
f'(z,) # 0: Nézziik meg, milyen irdnyd h-t kell vdlasztanunk, hogy az abszolut érték a
lehet6 legjobban csokkenjen. A h adott (kis) hossza mellett f(x)+ f/(x)h abszolut értéke
akkor lesz a legkisebb, ha egyenesen a nulla felé mozdulunk el, tehat ha f/(z)h az f(x)
ellentettjének egy pozitiv konstansszorosa, vagyis ha h az f(z)/f'(x) ellentettjének egy
pozitiv konstansszorosa. Mivel f(x+h) = f(z)+ f'(z)h +r(h), azt kapjuk, hogy elég kis
|h| esetén

|[f(@+ )| = [f(2)| < —[nf (@)] + |r(h)].
Az xz =z, Ax,, = —f(z,)/f (z,), h = alAz, jeloléssel

alf(z,)] B ol f(z,)]

ha o — 0. Altaldban azt koveteljitkk meg, hogy a hanyados kisebb legyen, mint 1 — o
valamely 0 < o < 1/2 értékre. (Rendszerint 107° < o < 1071.) Ezt tgy érjiik el, hogy
o, = 1 valasztassal probéalkozunk, és ha a feltétel nem teljesiil, akkor csokkentjik a,-et,
rendszerint szorozzuk p-val, ahol 0 < ¢ < 1, altaldban 0,3 < o < 0,8.

5.3.11. Differencidlegyenletek. A természettudomanyokban az ismeretlen gyakran
egy x — y(x) fiiggvény, amelyet egy rd vonatkozd

fy gy, y™) = gley gy y™)

alaku egyenletbdl, igynevezett differencidlegyenletbdl kell meghatdaroznunk, amelyben f
és g adott fiiggvények. A differencidlegyenletekkel részletesen késébb foglalkozunk, itt
csak két nagyon specidlis esetet tekintiink.
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5.3.12. Els6rendii szeparabilis differencidlegyenletek megoldasa. Legyenek [
és J az R nyilt intervallumai, f: 1 — R és g: J — R fiiggvények, amelyeknek F, illetve G
primitiv fiiggvényei. Egy I, C I-n értelmezett, J-be képezd x +— y(x) fiiggvény akkor és
csak akkor megoldéasa a

(1) gy = f(x)
differencialegyenletnek, ha valamely ¢ € R konstanssal
(2) Gy) =F(z)+c.

A szeparabilis elnevezés onnan ered, hogy az egyenlet formélisan g(y)dy = f(x) dx
alakban irhatd, azaz az y és x valtozdkat a két oldalra szétvalaszthatjuk.

Bizonyitis. Ha (2) fennall, akkor mindkét oldalt differencidlva = szerint,

Ha (1) teljesiil, akkor
(Gw) — F(@)) = gy’ — f(x) =0,
igy G(y) — F(x) konstans Ij-on. O

5.3.13. Els6rendii linearis differencidlegyenletek megoldasa. Legyen I az R
nyilt intervalluma, f,g:I — R és F az [ egy régzitett primitiv fliggvénye. Egy I-n értel-
mezett x — y(x) fiiggvény akkor és csak akkor megoldédsa az

(1) y' = f(z)y +g()

differencialegyenletnek, ha

(2) y € eF/g(m)e’Fmdm.
Bizonyitis. Ha (1) fennéll, akkor
(e ) = (fy+gle " +ye F(=f) =ge ",
tehat
ye F e /g(z)e*F(z)d:c,
ahonnan kovetkezik (2). Masrészt ha y = ef'H, ahol H € [ g(z)e F®)dz, akkor
y' = (e"H) = fe"H + e"ge™" = fy + 9.0

5.3.14. Hatvanysorok alkalmazasa differencidlegyenletek megoldasara. Az
f(2x) = f?(x) fiiggvényegyenlet megoldasat hatvanysor alakban kerestiik. Ehhez hason-
léan méas fliggvényegyenletek, példaul differencidlegyenletek megoldasat is kereshetjitk
hatvanysor alakban. Példaként keressiik az

d’y | dy

2 2 2\,
x EJFLE%JF(JU —n?)y=0
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oo

o a,x"® alakban. Az

Bessel-féle differencidlegyenlet megoldasat n € Z esetén y(z) = >
egyenletbdl

k(k —1)a,z* + Z ka,z* + Z arht? — ZnQakmk
=1 k=0 k=0

(oo} (oo} (oo}
k(k —1)agx* + Z kayx® + Z g — ZnQakxk
k=1 k=2 k=0

(s L0¢

Bl
Il
N

oo
= a,x —nay — nla;x + Z((kz2 —n?)ay + aj_o)7",
k=2

igy azt kapjuk, hogy (k* —n?)a, +a, 5 =0,ha k=0,1,..., ahol a_; = a_, = 0. Innen
m = |n| jeloléssel ay =a; =+ =a,, 1 =0=a,,,1 = Q43 =""", és ¢ = q,, jeloléssel

(=1)c
Um+2j = 525 a1 0. .- N
gb-(m+1)---(m+j)

Igy a hatvdnysor alakd megolddsok a ¢ = 1 valasztdssal kapott tgynevezett elséfaji
Bessel-fiigguények, illetve konstansszorosaik:

B moo (71)] x 25
A CIR j_oj!.(m+1>...(m+j)<2) '

A j+ l-edik és a j-edik tag abszoltit értékének hanyadosa |z|?/(4(j+1)(m+j+1)) — 0,
ha j — o0, igy a hatvanysor mindeniitt konvergens.
Az n € R\ Z eset hasonléan kezelhetd, ha a megoldést y(z) = z@ E;io a,x" alak-

ban keressiik (o behelyettesités utdn n fiiggvényében meghatdrozhatd); az igy kapott
fuggvényeket is elsdfaji Bessel-fiigguényeknek hivjuk.

* 5.3.15. Generatorfiiggvények. Sokszor célszerli egy szamsorozatot egy analitikus
fiiggvénybe, Ggynevezett generdtorfiggvénybe Gsszefogni. A g, g1, 9o, - . - komplex szam-
sorozat generdtorfiggvényén a

G(2) =) g,2"
n=0

Osszefiiggéssel definidlt fliggvényt értjik, ha a hatvanysor konvergens a nulla egy kérnye-
zetében. Ha az fy, fi, fy, ... sorozat generatorfiiggvénye F, akkor a hatvanysorok ismert
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tulajdonsagaibdl adédnak az alabbi Osszefiiggések:

F(2)+BG(2) =Y _(af, + Bg,)2";
G(2) =Y Gy

C2) — g — guo oo e m—1
(2) — g0 — 17 Im—17 Zgn+mzn;

Zm

A fenti 6sszefiiggések kombindlasdval konnyen kaphatunk tGjabb 6sszefiiggéseket, példaul

2G' (2 ann , 222G (2) = Zn(n —1)g,2",

n=0
és igy
22G7 (2) + 2G' (= Zn g,2",

vagy hogy ha F a G azon primitiv fiiggvénye, amelyre F(0) = 0, akkor

ig 1
= n—

n=1

A fenti Osszefiiggések generatorfiiggvények linearis kombindlasara, szorzasara, diffe-
rencidldsira és integralasara, ij valtoz6 bevezetésére és a sorozat eltolasara vonatkoznak.
Ha ismert hatvdnysorokat is felhaszndlunk (Newton binomidlis sora, az exponencislis
fiiggvény sora, 1/(1 — 2) sora, stb.) Gjabb Osszefiiggéseket kaphatunk, példdul

P23 )

=0 0<k<n

Mindezek nagyon hasznosak példaul a valészinliségszamitasban, mi is fel fogjuk hasznélni
Oket.

Néhény triikk az alkalmazdsokhoz: Ha g,, legfeljebb d-ed foku polinomja n-nek, akkor
G(z) racionélis tortfiiggvény, amelynek nevezdje (1—2)?*!. Ha ez az n mod m maradéktél
fiiggben mas-m4s polinommal teljesiil, akkor véges sok (1 — 27 )dJ alaki tényezd szorzata a
nevezd. Ha g,, rekurziv, ¢, = ¢19,,_1 +¢29p_o+ - -+ C49,_q, ha n > d, akkor G raciondlis
tortfiiggvény, amelynek nevezdje d-ed foku polinom. Ha a c; egytitthatok nem konstansok,
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hanem polinomjai n-nek, akkor G egy polinomegyiitthatds linearis differencidlegyenletnek
tesz eleget. Példaul az f, =0, f, =1, f, = f._1 + fn_2, ha n > 1 Fibonacci-szamokra

F(2) :f0+f12'+f22'2+f32’3+f424+...,
2F(2) = for + f12° + f22° + 32 + .
22F(2) = fo2? + f128 + fort + ...,

amibdl kivonassal (1 — z — 22)F(z) = 2. Ebbél parcidlis tortekre bontéssal

1 1 1
Fz) = %(1—%27 1—q§2z)’
ahol ¢, = (1 +5)/2, ¢y =1 — ¢, = (1 —+/5)/2. Innen

e 1
= ¢n _¢n n’
;:0 \/5( 1 2)2

azaz f, = (o7 — ¢3)/V/5. A levezetés nem preciz, mert a hatvanysorok konvergencidjat
nem vizsgaltuk, de pontossa tehetd.

Néha mas mdédon rendeliink egy sorozathoz egy fiiggvényt. Példaul ha g, valamely
permutaciok szama, vagy egyszerlien csak a generatorfiiggvényt definidlé hatvanysor nem
konvergél a nulla egy kornyezetében, akkor hasznédlhatjuk a g,, /n! sorozat generatorfiigg-
vényét, ez a g, sorozat exponencidlis generdtorfiiggvénye. A szdmelméletben gyakran
hasznéljék a

Dirichlet-féle generdtorfiggvényt; az 1,1,1,... sorozathoz tartozé Dirichlet-féle genera-
torfliggvény a nevezetes ( fiigguény.

x 5.3.16. Varidciészdmitias. A fizikdban valamely probléma megolddsat, vagy az
azt leird differencidlegyenletet gyakran egy minimumfeladatbdl kapjuk az tgynevezett
varidcioszamitds segitségével. Erre mutatunk egy matematikai jellegli példat.

Hatérozzuk meg egy minimalis felszin(i forgasfeliilet alakjat, amelyet az x +— y(z)
fiiggvény x tengely koriili forgatdséval kapunk. Feltessziik, hogy y dtmegy az (z,,y,) és
(x1,y,) pontokon. A forgésfeliilet felszine

S(y) =2 /ml y(x)V/1+y (2)* da.

A minimumot adé z = y(x) fliggvényt ,varidljuk” ev(z) hozzdadasdval, ahol v egyszer
folytonosan differencidlhaté fliggvény, amelyrdl feltessziik, hogy =z, illetve z; egy kornye-
zetében nulla, egyébként egyeldre tetszbleges, € pedig valds szdm. Az

e’:‘l—)f(&):S(y-i-&’U)ZQﬂ'/ml( )+ ev(z \/1 x)+ev(z ))de

0
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fliggvénynek minimuma van a 0 pontban, igy ott e szerinti derivaltja nulla. Mint késébb
megmutatjuk, a differencidlas felcserélhetd az integraldssal, igy azt kapjuk, hogy

W) @)
\/1+ z) +ev'(x))”

f’(a):27r/ \/1+ +6v())2+(y( ) +ev(z

z,

tehat
T / ’
0=f'(0) = 27r/ o(z)y/ T g @ + LW (D) 4,
- 1+ (2)?
Tegytik fel, hogy y kétszer folytonosan differencidlhaté. (Ez a feltétel kikiiszobolhetd, csak
az egyszeriibb levezetés kedvéért éliink vele.) Ekkor a fenti integralt parcidlis integraldssal
atalakitva azt kapjuk, hogy

0=f'(0)= 27r/m1 v(z) ( Py i%) "

0
Megmutatjuk, hogy az integral csak agy lehet minden v fiiggvényre nulla, ha a zardjelben
all6 kifejezés nulla az |z, ;[ intervallum minden pontjaban. Valéban, ha ez nem allna
fenn, akkor vélaszthatnank olyan x pontot, amelynek valamely 6 > 0 sugard kornyezete
része |z, 21 [-nek, és a kornyezetben a zardjelben 4ll6 kifejezés nem valt el§jelet. De akkor
egy alkalmas v fliggvény vélasztva, amely mindeniitt pozitiv ebben a kérnyezetben, azon
kiviil azonban nulla (példdul a

_ (@ =t)2(1+1t)? halt <1,
v(t) = {07 ha [t > 1

fiiggvény egy alkalmas linedris transzformaéltjit), ellentmondést kapnédnk.
Igy azt kaptuk, hogy a megoldas eleget tesz a

d yy
Vidy?———22 =0
tyt - o v

differencidlegyenletnek. Szorozzuk végig az egyenletet y’-vel, és vegyiik észre, hogy az igy
kapott jobb oldal megegyezik

, vy’ y
yW1+y?—y s = 5
Vity?r 1ty

derivaltjaval. Innen valamely « valds konstanssal y = av/1 + y’2. Ez a differencidlegyenlet
szeparabilis, altalanos megoldasa

r—f

=ach
y(a) = ach

Az o, B konstansok meghatdrozhaték abbol, hogy az @ > y(x) figgvény dtmegy az
(%g,Yo) és (xq,y,) pontokon.
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5.3.17. Integralkritérium. Nemnegativ tagi sorok konvergencidjanak vizsgalatanal
gyakran hasznos a sor 6sszegét egy olyan fiiggvény integraljanak felfogni, amely két szom-
szédos természetes szam kozott konstans, és az integralt 6sszehasonlitani egy masik, sima
fliggvény integraljaval.

Példaul vizsgaljuk meg a ZZO: .
nem tart nulldhoz, {igy a sor divergens. Most tegytik fel, hogy 0 > a > —1. Az f(x) = n®,
han <z <n+1,n¢e Nt figgvényre f(z) >z, ha x > 1. Innen

N N+1 N+1
Zna:/ f(x)dxz/ x®dx
1 1

n=1
at+1 PN+1 N+ 1)etl 1
_[= _ WD
a+1 a+1

@ sor konvergenciajat. Ha o > 0, az altalanos tag

1

igy a sor divergens. Végiil tegytik fel, hogy « < —1. Az f(z) = (n+1)*, han <z <n-+1,
n € Nt fuggvényre f(z) < 2%, ha > 1. Innen

N+1 N N+1 N+1
Zn":Z(n—Fl)a:/ f(ac)dxg/ x*dx
1 1

n=2 n=1
- xa+1 N+1 B <N+1>a+1 -1 . —1
Cla+1 B a+1 a+1’

1

igy a sor konvergens, s6t, ha a komplex, J(«) > 1, akkor is abszolut konvergens.
A modszer felhasznalhaté tobbek k6zott a

o0

Z(lnn)“/n

n=2

és
oo

> (Inlnn)*/(nlnn),

n=3

a € R sorok konvergenciajanak eldontésére is.
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6
Linearis algebra

Ebben a részben méarixokkal, vektorokkal és linearis operatorokkal fogunk foglal-
kozni. Felhaszndljuk az algebrai struktrirakrol, elsésorban a testekrdl és a gytriikrol
tanultakat.

6.1 Matrixok és vektorok

6.1.1. Jel6lés. Bar a kodolaselméletben véges testek is szerepet jatszanak, és a linearis
algebrat akar ferdetestek felett is lehetne targyalni, szamunkra a legfontosabb az R valés
és a C komplex szamtest lesz; szokds szerint jelolje K ezen testek valamelyikét. Példaul
az elsd két részben csak a K testre megfogalmazott definicidk és tételek mind atvihet6
tetszOleges K testre is.

6.1.2. Matrixok. Ha X egy halmaz, egy z:(i,j) = xz;; € X, i = 1,2,.
j=1,2,...,n leképezést m x n-es X-beli elemfl (vagy X feletti) (z j)z:lj:l matrmnak
neveziink, az x; ;-k a matrix elemei. A métrixokat

Ty Tyg e Ty oo Ty
Ti1  Tio T j Lin
Tyt Topo o0 Tyj oo Ty

téglalap alaku tdblazatként dbrazoljuk; x; ; az i-edik sor j-edik eleme, tehét az els6 index
a sorinder, a masodik az oszlopindex, m a sorok szama és n az oszlopok szama. Szinte
mindig skaldrelem® matrixokkal lesz dolgunk. A fenti métrix x’ tmnszpondltjén azt az
n x m-es (zj ;)7 4", métrixot értjikk, amelyre 2%, = x,;, ha i = 1,2,...,m és j =
1,2,...,n; ennek sorai tehat az el6z6 matrix oszlopai. Nyllvan (') = x. Ha n = m,
akkor negyzetes (vagy kvadratikus) matrixrdl beszélink. Ha o’ = z, akkor az x métrixot
szimmetrikusnak nevezziik. Természetesen csak négyzetes matrix lehet szimmetrikus. Egy
x métrix fédtldjat vagy roviden dtldjat, idegen szoval diagondlist az x; ; elemek alkotjak.
Néha a mellékdtlo fogalma is hasznos lesz: ezt az w; ,.,_; elemek alkotjak, ahol n az
oszlopok szdma. Ha egy métrixnak csak egy sora van, azaz m = 1, akkor sormdtrizrol,
ha pedig csak egy oszlopa van, azaz n = 1, akkor oszlopmdtrizrol beszélunk. Sormatrix
transzpondltja nyilvan oszlopmatrix, oszlopmatrix transzponaltja pedig sormatrix.

6.1.3. Miiveletek matrixokkal. Legyen v € K és
a= (ai,j)y;l?:la b= (bi,j)?lﬂlﬂ
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K-beli elem@i m x n-es matrixok. Legyen

a=(a; ;)% va=(va; ;)% 6 a+b=(a;;+b; ;)%

Vegyiik észre, hogy a konjugalés, a K-beli elemekkel valo szorzas és az Osszeadas megfelel
a flggvények szokasos konjugaldsanak, konstanssal valé szorzdsdnak és Osszeaddsanak.
Nyilvédn (@)’ = a/, (ya)' =~a' és (a+b) =a’ + V.

A K™ két elemének, azaz egy (21, Tq,...,2,,) és €€y (Y1, Vs, - - -, Y,,) skaldr m-esnek
a kompozicidjan az azonos helyen allo elemek szorzatanak Osszegét, azaz a

m
Z LY
=1

Gsszeget értjiik. Legyen most b = (bm)f:l}":l egy ¢ x m-es K-beli elem{i matrix. A b és
a matrixok szorzatat sor-oszlop kompozicioval definidljuk: a b és az a matrix ¢ = ba
szorzatdn az { X n-es ¢ = (¢; )¢_1 ', métrixot értjiik, ahol

m
Cip= bia, hai=12..6k=12..n,
j=1

azaz a szorzatmatrix i-edik sordnak k-adik elemét gy kapjuk, hogy vessziik a b matrix
i-edik soranak és az a matrix k-adik oszlopdanak a kompozicidjat.

Természetesen a matrixmiiveleteket nem véletleniil definidljuk igy: a cél az, hogy
megfeleljenck a linedris leképezések kozotti miiveleteknek. Igy a linedris leképezések ko-
zOtti miiveletekre bizonyitandé tulajdonsagok érvényesek matrixok kozotti miiveletekre is.
A lineéris leképezéseket késObb targyaljuk. Tobbek kozott be fogjuk bizonyitani, hogy a
szorzas asszociativ, mindkét oldalrdl disztributiv az Gsszeadasra nézve, de altaldban még
a négyzetes matrixok szorzasa sem kommutativ, azaz a tényezOk nem felcserélhetdek.

Péld4ul ((1) g) (8 é):(g (1))
(0 0) (o 2)=(5 o)

6.1.4. Allitas. Ha ¢ a K-beli elemii a = (a; ;)ityj=y 6s b= (bi7j)f:1;71:1 madtrixok ba
szorzata, akkor ¢’ = a’b’, ahol a’, b’ ¢’ az a, b, illetve ¢ transzpondltja.

mig

Bizonyitas. Mivel ¢, ; = Z L bija; 1, kapjuk, hogy

m

- Z bivjajvk Z akv] J i

=1

6.1.5. Nullmatrix, egységmadtrix, inverz matrix. Az a = (q; ]) " 17—, matrixot
K-beli elemekkel nullmdtriznak nevezziik, ha minden eleme nulla. Ha adott £ € N-re
i—j >k esetén a; ; = 0, akkor alsé k-sdvmdtrizrol vagy bal k-sdvmdtrizrol beszélink.
Hasonléan, ha adott k € N-re j —i > k esetén a; ; = 0, akkor felsé k-sdvmdtrizrol vagy
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jobb k-savmdtrizrdl beszélink. A k = 1 esetben alsé Hessenberg-mdtrizrél, illetve felsd

Hessenberg-mdtrizrol, a k = 0 esetben pedig, ha a {6atl6 feletti elemek mind nullak, als¢
trapéz mdtrizrol (m < n esetén alsé hdromszog mdtrizrdl), illetve ha a f84tl6 alatti ele-
mek mind nulldk, akkor felsd trapéz mdtrizrdl (m > n esetén felsd hdromszog mdtrizrol)
beszéliink. Ha még az is teljesiil, hogy a féatléban csupa egyes van, akkor azt mond-
juk, hogy a maétrix alsd trapéz egységmdtriz, alsé hdromszog egységmdtriz, felsd trapéz
egységmdatriz, illetve felsé hdromszdg egységmatriz. Ha a f6atlén kivili elemek mind nul-
lak, akkor a matrixot dtlds mdtriznak vagy diagondlis mdtriznak nevezziik. Ha a matrix
egyszerre 1-fels6 és 1-alsé savmatrix, azaz csak a f6atloban, valamint kozvetlentl felette
és alatta lehetnek nem nulla elemek, akkor tridiagondlis mdtrizrél beszéliink. Ha csak a
féatléban és kozvetlenil alatta lehetnek nem nulla elemek, azaz 0-felsd 1-alsdé sdvmaéatrix
esetén matrix also bidiagondlis mdtrizrol, ha pedig csak a fé6atléban és kozvetleniil felette
lehetnek nem nulla elemek, azaz 1-fels6 0-alsé sdvmatrix esetén matrix felsd bidiagondlis
mdtrizrdl beszéliink. Az a = (a; ;) matrix felsé lépcsds mdtriz, ha léteznek olyan
J1 < Jo < ...<j indexek, hogya #0,de1<j<n, j; 27 <Jjirs Ji <€ < mesetén
ag; =0 (1tt Jo=0¢és g1 =n+1 ertendo)

A K-beli elemt d: (4,7) + d; ;, 1 < 4,j < n négyzetes matrixot, ahol §, ; = 1, ha
i = 4, és nulla egyébként, n x n-es egységmatriznak nevezzik. (Ez azt jelenti, hogy dia-
gondlis matrix, és a f8atléban egyesek dllnak). Az egységmatrix elnevezést az indokolja,
hogy akéar balrdl, akar jobbrdl szorozva egy maéatrixot a megfelelé méretli egységmatrix-
szal, visszakapjuk az adott mdtrixot. A K-beli elemfi n x n-es a = (a; ;)i matrix
inverzén egy olyan K-beli elemii n X n-es b = (bi,j)?:1?:1 matrixot értiink, amelyre ab
az egységmatrix. Kés6bb megmutatjuk, hogy ilyenkor ba is az egységmatrix és az inverz
egyértelm.

6.1.6. Elemi sor- és oszlopmiiveletek. Legyen v € K, és a = (a; ;)% egy K-
beli elemil m X n-es matrix. Elemi sormiveletek alatt két sor felcserélését, illetve egy sor
tagonként vett y-szorosanak tagonkénti hozziaadasat értjiik egy masik sorhoz. Elemi 0sz-
lopmdveletek alatt két oszlop felcserélését, illetve egy oszlop tagonként vett y-szorosanak
tagonkénti hozzdadéasat értjik egy masik oszlophoz.

6.1.7. Gauss-féle kikiiszobolés. Az m egyenletbél all6, n ismeretlenes
a11%1 +ay 9Ty + - Fay T+ F Ay, T, =by
a; 1Ty + a; 9Ty + -+ a; T+t a; T, =b;

0,57

am,1x1+am,2x2+' cta,, jx]+ +a‘m ntn bm

(ajj b5z, €K, hai=1,2,...,n, j=1,2,...m) egyenletrendszer matrixa a
arn Qo -0 Gy o Gy
a;1 Q2 Qi j Qi n
m1 A2 L A



matrix. Az egyenletrendszer megoldasa elemi sormiveletek sorozataval torténik, amelyek-
kel a matrixot fels6 1épcsOs alakra hozzuk. Az eljaras neve Gauss-féle kikiiszobilés vagy
elimindcio. Az els6 fazis a kovetkez6: A nulladik 1épésben a matrixot bévitjiikk a jobb
oldalon all6 b-k oszlopmatrixaval:

Ay Qg 0 Qg o Gy by
Ai1 Qi o Qi ot Gy g b;
Ap1 Ap2 " Gy 0 Qg bm

Legyen j, = 0. A k-adik 1épésben megkeressiik az elsé j,_;-nél nagyobb, de n-nél nem
nagyobb indexii oszlopot, amelynek k-ndl nem kisebb sorindexti elemei kézott van nem
nulla elem. Ennek az oszlopnak az indexe lesz j,.. Ha nincs ilyen oszlop (ez a helyzet akkor
is, ha k > m), akkor az elsd fazis véget ért, és a masodik fazisra tériink &t.

Ha sziikséges, egy néla nagyobb indexii sorral felcserélve a k-adik sort, nem nulla
elemet viszlink a j,-adik oszlop k-adik sordba, ez a nem nulla elem lesz a k-adik 1épésben
a fdelem. Ezutan minden k-nal nagyobb indexii sorhoz hozzdadjuk a k-adik sor alkalmas
tObbszorosét gy, hogy a j,-adik oszlop minden k-ndl nagyobb sorindexii eleme nulla
legyen, majd a k + 1-edik lépésre tériink &t.

Viladgos, hogy az els6 fazis mindegyik lépése soran az eredetivel ekvivalens egyenlet-
rendszert kapunk, azaz olyan egyenletrendszert, amelynek ugyanazok a megoldasai, mint
az eredetinek.

A maésodik fazis soran kiszamitjuk a megolddsokat: ha az els6 fazisbdl a k + 1-edik
lépésben léptiink ki, és az utolsé oszlopban a k-nal nagyobb indexii helyek valamelyikén
nem nulla all, akkor nyilvadn nincs megoldas. Egyébként van megoldés, a ji,ja,-- .,k
indexti ismeretlenek kivételével a tobbi értékét tetszdlegesen valaszthatjuk, és minden
ilyen valasztashoz pontosan egy megoldas tartozik, amelyet visszafelé a k-adik, k— 1-edik
stb. sorok felhasznalasaval meghatarozhatunk.

6.1.8. Példak. (1) Oldjuk meg az

1z, + %xz + %x?,: 1

Sl

1 1 1., _
301+ 3%y + 303 =
1 1 1 — 13
3%+ 1T T 523 = 35

egyenletrendszert. A

11
131
1111
2 3 4 12
11 1 13
3 4 5 30
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matrixot kapjuk. Az elsé 1épés utan a

I

0 13 15 13

0 % i 10
matrix adédik. A méasodik 1épés eredménye a

13 3 1

1 1 1
0 5 © 1

1 1
0 0 %% @

matrix, és ez a harmadik 1épés és egyben az elsé fazis eredménye is. Innen z; = 3,
xe=12(1/12-3/12) = =2, 2, =1—-1+1=1.
(2) Ha az
11
1 5 5 1
11 1 7
2 1 3 12
11 1 13
3 4 5 30

matrixszal indulunk, akkor az els6 1épés utan a

1 1
14 1
1 1
o0 1 L

1 4 1
0 12 45 10

matrix adédik. Sorcserével a masodik 1épés eredménye a

1

N[
ol

0 1 4 1

12 45 10
11
00 § 13

métrix. Ez a harmadik 1épés, és egyben az els fazis eredménye is. Az eredmény x5 = 1/2,
xg=2/3és2,=1—1/3—1/6=1/2.

(3) Ha az
11
1 5 5 1
11 1 7
2 3 4 12

Wl
=
S
gl



matrixszal indulunk, akkor az els6 1épés utan a

101

1 5 35 1

11 1

0 %7 & 12

101 1

0 %7 13 10
matrix adédik. A mésodik 1épés eredménye a
1

1 5 3 1

11 1

0 5 17 1

1

00 0 &

matrix, ami egyben az els6 fazis eredménye is, és nincs megoldas.

(4) Ha az
IR S S |
2 3
i1 1 7
2 3 1 12
11 7 5
3 4 3 12
matrixszal indulunk, akkor az els6 1épés utan a
101
1 5 35 1
S|
0 5 13 1
101 1
0 12 12 12
matrix adédik. A mésodik 1épés eredménye a
1
1 5 3 1
11 1
05 & 0@
0 0 0 O

matrix, ami egyben az elsé fazis eredménye is, és az altalanos megoldas az, hogy x4
tetszlleges, xg =1 — x4, ;1 =1 —25/3 —1/24+ 25/2 =1/2 — 245/6.

6.1.9. Médositott Gauss-féle kikiiszobolés. A k-adik lépésben a féelem meghata-
rozdsa utdn ugy is eljarhatunk, hogy a k-adik sort osztjuk a f6elemmel (ez nyilvin nem
valtoztatja meg a megolddsokat), és ennek az 4j k-adik sornak a tobbszoroseit vonjuk le
a k-nal nagyobb index{ sorokbdl. Ekkor a féelem helyére 1 keriil és a mésodik fazisban
elmaradnak az osztasok.
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6.1.10. Matrixinverzié Gauss-féle kikiiszoboléssel. Ha egy linearis egyenlet-
rendszert t6bb kiilonb6z6 jobb oldallal kivinunk megoldani, akkor az Gsszes jobb oldalt
hozzairhatjuk az eredeti matrixhoz. Mivel egy n x n-es matrix inverzének meghatarozasa
azt jelenti, hogy olyan négyzetes matrixot keresiink, amelynek j-edik oszlopat mint osz-
lopmaétrixot szorozva az adott matrixszal, a (51', j)?:l;’lzl egységmatrixot kapjuk, a matrix-
inverzié megoldhaté Gauss-féle kikiiszoboléssel: az eredeti métrixhoz egy egységmatrixot
kell hozzairnunk.

6.1.11. Gauss—Jordan-kikiiszobolés. Célszeriinek tiinhet a Gauss-féle kikiiszobolés-
nél, illetve a médositott valtozatanal a k-adik 1épésben nemcsak a k-nédl nagyobb indexti
sorokbdl, hanem a k-nal kisebb indexii sorokbdl is kivonni a k-adik sor alkalmas tobb-
szOrosét. Bz a valtozat, a Gauss—Jordan-kikiiszobolés, nagyon leegyszerisiti a masodik
fazist. Példaul matrixinverziénal a modositott valtozat esetén teljesen el is marad a ma-
sodik fazis, mert ha van inverz, akkor az eredménymatrix elsé fele egységmatrix lesz, igy
az inverz matrix egyszerlien az eredménymatrix masodik fele. Hatranya, hogy a miivelet-
igény megno.

x 6.1.12. A miiveletigények Osszehasonlitdsa. A miiveletigényt csak a legfontosabb
esetben szamitjuk ki, amikor a kiindulasi matrix n x n-es, n 1épést tesziink az els6 fazisban,
igy 7, = k minden k-ra, sorcserékre pedig nincs sziikség. Feltessziik, hogy m kiilonb6z6
jobb oldallal akarjuk megoldani az egyenletrendszert. A szamitashoz felhasznéljuk a

~ 5 nn+1)2n+1)
Zkz_ 6

k=1

Osszefiiggést, amely teljes indukciéval konnyen igazolhato.

A Gauss-féle kikiiszobolés esetén a k-adik 1épésben a k-adik oszlop minden elemének
kikiiszoboléséhez 1 osztasra és n — k +m szorzasra és kivonasra van sziikség, igy Gsszesen
n—k osztdsra és (n—k+m)(n— k) szorzdsra és kivondsra van sziikség a k-adik 1épésben.
Minden jobb oldal esetén az xz; meghatdrozasanal n — k szorzasra és kivonasra és egy
osztdsra van sziikség. Igy az m jobb oldal miatt az Gsszes x;, meghatarozasara Gsszesen
m osztds és m(n — k) szorzds és kivonds szitkséges. Az osztdsok teljes szdma tehét

zn:m(n —k)=mn(n—1)/2.
k=1

A szorzasok és kivonasok teljes szama

n
> (n—k)(n—k+2m) =n(n—1)(m+ (2n —1)/6).
k=1

A mdédositott valtozatndl a k-adik 1épésben n — k + m osztasra és a k-adik oszlop
minden elemének kikiiszoboléséhez n — k 4+ m szorzéasra és kivonasra van sziikség, igy
Osszesen n — k — m osztésra és (n — k + m)(n — k) szorzéasra és kivondsra van sziikség
a k-adik 1épésben. Minden jobb oldal esetén az x; meghatdrozasanal n — k szorzasra és
kivondsra van sziikség. Igy az m jobb oldal miatt az 6sszes z, meghatarozéséra osszesen
m(n — k) szorzés és kivonds sziikséges. A miiveletigény tehdt ugyanannyi.
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Gauss—Jordan-kikiiszobolés esetén a k-adik 1épésben Gsszesen n — 1 osztdsra és
(n—k+m)(n— 1) szorzésra és kivondsra van sziikség. Az x; meghatdrozdsdhoz viszont
minden jobb oldal esetén csak egy osztasra van sziikség. Kedvezobb a helyzet a modositott
valtozatnal, ahol a szorzasok és kivonasok szama ugyanannyi, és ugyan a k-adik lépésben
n — k + m osztasra van sziikség, az x; szamolasanal viszont nincs sziikség osztasra sem.
Ez utébbi esetben ugyanannyi osztasra van sziikség, mint a Gauss-féle kikiiszobolésnél,
viszont a szorzasok és kivondsok teljes szama

n

Z(n— Hn—k+m)=nn—1)(m+ (n—1)/2).

k=1
Ez egyenletrendszer megolddsa, azaz m = 1 esetén nagy n-re kb. 3/2-szerese, matrixin-
verzié, azaz m = n esetén nagy n-re kb. 9/8-szorosa a Gauss-féle kikliszobolés miivelet-
igényének.
x 6.1.13. A haromszogmatrixok médszere. A Gauss-féle kikiiszobolés uigy is végez-
hetd, hogy oszlopcserével a féelemet a k-adik oszlopba hozzuk. (Az oszlopcseréket nyilvén
kell tartani.) Ekkor az eljards eredménye egy fels§ haromszog matrix lesz. Nyilvin nem
érdemes az eljaras sordn az informdciét nem hordozé nulldkat visszairni a matrixba. (A
médositott valtozatnal a f6elem helyére sem {runk 1-et, hanem otthagyjuk a f6elemet.) Az
otthagyott elemek egy alsé haromszog métrixot alkotnak. A k-adik 1épésben otthagyott
elemek teljesen meghatarozzék az adott 1épésben a b-ken végrehajtandé miiveleteket. Igy
az eliminacié két 1épésre oszthatd: eldszor csak az a matrixszal dolgozunk, eléallitva a
haromszog matrixokat, majd egyenként foglalkozunk a jobb oldalakkal. A sorcseréket is
nyilvan kell tartani, mert a b-k kozott ugyanilyen cseréket kell végezni.

% 6.1.14. Numerikus megjegyzések. A Gauss-féle kikiiszobolés gépi megvaldsité-
sandal legtobbszor a haromszogmatrixok modszerével torténik. Fizikailag nem cseréljiik
meg a sorokat, illetve az oszlopokat, csak a rajuk mutatd pointereket. A féelemmel vald
osztasok helyett célszerl a féelem reciprokat kiszamitani és ezzel szorozni, mivel a szorzas
altaldban sokkal gyorsabb, mint az osztds. A f6elem reciproka tarolhaté a féelem helyén,
mivel a tovabbiakban csak a reciprokra van sziikség. Valés vagy komplex elemii matrixszal
dolgozva, a k-adik 1épés soran érdemes az adott oszlopbdl a legnagyobb abszolut értéki
elemet vélasztani féelemnek (részleges féelem-kivdlasztds), mert &ltaldban ez a vélasztas
nagyobb numerikus pontossagot ad. Szintén javitja a pontossagot, ha az eljards megkez-
dése el6tt a sorokat végigszorozzuk egy alkalmas konstanssal tigy, hogy minden sorban a
legnagyobb abszolit értékii elem nagysdgrendje ugyanannyi legyen (sorskdldzds). Tovab-
bi pontossagnévekedés érhetd el, ha a k-adik 1épésben a k-nal nem kisebb sorindexii és
Jr-nal nem kisebb oszlopindexii elemek koziil sor- és oszlopcserével a maximalis abszolit
értékli elemet valasztjuk ki féelemnek, azaz sor- és oszlopcserével ezt hozzuk a k-adik
sor k-adik oszlopaba. Mivel ez a teljes féelem-kivdlasztds tobb munkat igényel, altaldban
megelégsziink a sorskalazassal és a részleges féelem-kivalasztassal.

A héromszogmatrixok modszerével dolgozva egy szamolasi hibakkal terhelt kozelito
megoldas javithato: ha a megoldast és a jobb oldalt egy-egy x, illetve b oszlopmatrix alak-
jédban irjuk fel, akkor az egyenletrendszer ax = b alakba irhato. Egy T kozelitd megoldds
segitségével — célszeriien megndvelt pontossdggal — kiszdmitjuk a b = aZ oszlopmatri-
xot. A megoldést pontosabba tehetjiik, ha meghatarozzuk az a(x —Z) = b— b linedris

egyenletrendszer egy T kozelité megolddsat, mert T + I jobb kozelitése z-nek, mint .
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6.1.15. Vektortér. Legyen K egy test. A V halmazt K feletti vektortérnek vagy
linearis térnek nevezziik, a V elemeit vektoroknak, K elemeit pedig skaldroknak, ha V-n
értelmezve van egy Osszeadds, amellyel Abel-csoport, valamint egy (a, x) - ax leképezése
K x V-nek V-be, amelyet skaldrral valé szorzdsnak neveziink, gy, hogy

(S1) minden o, € K-ra és & € V-re (o + B)z = ax + Sz (a skaldrral vald szorzés
disztributiv a skalarosszeadasra nézve);

(S2) minden o € K-ra és z,y € Vre a(x + y) = ax + ay (a skaldrral vald szorzés
disztributiv a vektorosszeaddsra nézve);

(S3) minden «, 5 € K-ra és = € V-re (af)x = a(Bx) (asszociativitds);
(S4) minden z € V-re 1z = x.

Ugyantigy, mint a testeknél, kapjuk, hogy az 6sszeaddsokndl és a szorzasoknél fe-
lesleges kitenni a zérGjelet és a sorrend sem szdmit (néha a skaldrral val6 szorzdsnél a
skaldrt a jobb oldalra irjuk), a 0 vektor és az x vektor —z additiv inverze (az = ellentettje)
egyértelmiien meghatarozott. Innen a 0 vektort barmely « skalarral szorozva a 0 vektort
kapjuk, mert a0 = a(0 + 0) = a0 + «0. Hasonléan, barmely z vektort a nulla skaldrral
szorozva, a nulla vektort kapjuk, mert 0z = (0+0)x = 0z+0x. Az x vektor —z ellentettje
(—Dz,mert 0= (1 — 1)z =x+ (—1)z.

Megjegyezziik, hogy a vektorokat szokas jelolésben megkiilonboztetni a skalaroktol,
példdul x helyett x-et, Z-et, z-et irni. Mi nem fogjuk hasznélni ezen jeloléseket. Ennek
hatranya, hogy a nullvektor és a nulla skalar jelolése is 0, de ez a gyakorlatban nem okoz
problémat.

Szamunkra legfontosabbak az R és C feletti, azaz a K feletti vektorterek.

6.1.16. Példak. Egyenes, sik és tér kotott és szabad vektorai, erdk, elmozdulasok,
sebességek, gyorsulasok stb. vektorteret alkotnak R felett. A K test vektortér sajat maga
felett. A szdm n-esek K™ tere a koordinatanként torténé osszeaddssal és skalarral torténé
szorzassal vektortér K felett. A K-beli elemii m x n-es matrixok a métrixok ¢sszeadasdval
és skaldrral torténd szorzasaval vektorteret alkotnak K felett. Altalinosabban, barmely
X halmazra az X-en értelmezett K-beli értékii fliggvények vektorteret alkotnak K felett.
Hasonléan barmely K testre és X halmazra az X-et K-ba képezo fliggvények vektorteret
alkotnak K felett.

6.1.17. Altér. Egy K feletti V vektortér egy U részhalmazat altérnek nevezziik, ha
maga is vektortér ugyanazzal az Gsszeadassal és skalarral valé szorzassal. Ehhez nyilvan
csak az kell, hogy az Osszeadds és a skalarral vald szorzas ne vezessen ki U-bdl, vagy
masként, hogy o, € K, x,y € U esetén ax + By € U teljesiiljon. Nyilvan V maga egy
altér; a V-t6l kiilonbo6zd altereket valddi altereknek nevezziik. Nyilvan {0} is mindig altér;
Vés {0} a trividlis alterek.

Alterek barmely csalddjanak a metszete is altér. Egy =, € V, i € I vektorrendszer
(specidlisan egy X C Vrészhalmaz) dltal generdlt altéren (vagy a vektorrendszer linedris
burkdn) az osszes, az x;, i € I vektorokat tartalmazo alterek metszetét értjuk.

6.1.18. Példak. Alterek: sikban és a térben az origén atmend egyenesek és sikok;
C-ben mint R feletti vektortérben R és iR; RM-ben a korldtos sorozatok, a konvergens
sorozatok, a nullsorozatok, azok a sorozatok, amelyeknek csak véges sok tagja nem nulla;
RR-ben a folytonos fiiggvények, differencidlhaté fiiggvények, egy adott pontban eltiiné
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fliggvények, a minden kompakt intervallumon integralhat6 fiiggvények, a polinomok, az
adott k& € N-nél alacsonyabb fokt polinomok; RX"-ben az n-valtozés polinomok, az adott
k € N-nél alacsonyabb foku n-valtozds polinomok.

6.1.19. Linearis kombinacié. Legyen V vektortér K felett. Azt mondjuk, hogy az
x € Vvektor az
T, o,y X, €V

vektorok linedris kombindcidja, ha 1éteznek olyan

o, Qy,...,0, €K
skalarok, hogy = = ayx; + a2y + - - - + o, x,,. Megjegyezziik, hogy az iires 0sszegen
szokas szerint a nulldt értjik, igy a 0 vektor mar az iires elemrendszernek is linearis
kombinacidja.

Az n szerinti teljes indukciéval adédik, hogy ha az x,x,, ..., x, vektorok mind egy
U altérben vannak, akkor barmely linearis kombinaciéjuk is U-ban van.

Egy vektorrendszerb6l barmely olyan vektort elhagyva, amely a tobbiek linearis
kombinacidja, a generalt altér nem valtozik, hiszen minden altér, amely tartalmazza a
maradék vektorrendszert, tartalmazza az elhagyott vektort is.

6.1.20. Megjegyzés. A K™ térben Gauss-féle kikiiszoboléssel konnyen eldénthetd,
hogy egy z vektor linedris kombinacidja-e az =, x5, ..., z, vektoroknak. Ez ugyanis azt
jelenti, hogy annak a linedris egyenletrendszernek, amely matrixanak j-edik oszlopa z;, a
jobb oldalan pedig x all, van egy «ay, s, . . ., @, megoldasa. Igy a kombindlé egyiitthatokat
is megkapjuk.

6.1.21. Tétel. Legyen V vektortér K felett és x;, i € I egy vektorrendszer. Az x;, i € I
altal generalt altér az x; elemek Osszes linearis kombindciéinak halmaza.

Bizonyitas. Az xz; elemek barmely linedris kombinaciéja benne van az xz,-k altal
generdlt altérben. Masrészt az x;-k két linedris kombindcidjanak az Osszege, és az x,-k
egy linearis kombinaciéjanak a skalarszorosa is az z;-k egy linedris kombindcidja, igy az
x,;-k linedris kombinaciéi alteret alkotnak. O

* 6.1.22. Tétel. Legyen V vektortér K felett és

U, U,,....U,

m

alterei V-nek. Az U, alterek egyesitése altal generalt altér az alterek Gsszege:
U+Uy+--+Upi={u +uy+---+u,:u; €U;, hai =1,2,...,m}.

Bizonyités. Az el6z6 tétel szerint az alterek Osszege benne van a generalt altérben.
Masrészt, a generalt altér minden u eleme az U, alterek egyesitésébdl vett elemek linedris
kombinécidja. Adjuk Gssze a linedris kombinécié azon tagjait, amelyek vektorai U, -beliek,
és legyen ezek Osszege uq. (Lehet, hogy nincs ilyen tag, ekkor az dsszeg nulla.) Most adjuk
Ossze azokat a tagokat, amelyek vektorai U,-beliek és eddig még nem hasznéltuk fel dket,
és legyen ezek Gsszege u,. Hasonléan folytatva, a kapott u, € U, vektorok Osszege u. OJ
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6.1.23. Generatorrendszer, dimenzié. Legyen V vektortér K felett. Azt mondjuk,
hogy az x;, € V, i € I vektorrendszer a V generdtorrendszere, ha az x,, ¢ € I altal
generdlt altér V. Ez azzal ekvivalens, hogy az z;, ¢ € I vektorok linedris kombindci6jaként
V minden vektora el6all. Ha V-nek van véges generatorrendszere, akkor azt a legkisebb
n € N szamot, amelyre van n elemii generatorrendszere, a V' dimenzidjanak nevezzik és
dim(V')-vel jeloljiik; ha nincs véges generdtorrendszer, akkor azt mondjuk, hogy V végtelen
dimenziés és azt rjuk, hogy dim(V) = occ.

Foleg véges dimenziés terekkel fogunk foglalkozni.

6.1.24. Linearis fiiggetlenség és fiiggdség. Legyen Vvektortér K felett. Azt mond-
juk, hogy az z; € V, i € I vektorrendszer linedrisan fiiggd, ha vannak a vektorrendszernek
olyan vektorai, amelyeknek nem csupa nulla egytitthatékkal vett linearis kombinécidja-
ként el6all a nulla vektor. Ha a vektorrendszer nem linedrisan fiiggd, akkor linedrisan
fiiggetlennek nevezziik.

Ha példdul a vektorrendszer egy z; vektora nulla, akkor a vektorrendszer lineéri-
san fliggd, mert 1z, = 0. Ha a vektorrendszer két vektora megegyezik, mondjuk x; = z,,
akkor is fiiggd a vektorrendszer, mert 1z, 4(—1)z, = 0. Ha a vektorrendszer valamely vek-
tora mas vektorainak linedris kombinacidja, mondjuk x;, = ayx; + Ty +- - -+ 1 Ty_q,
akkor a vektorrendszer linedrisan fiiggé, mert oz + gy +- - -4y, +(—1)z;, = 0.
Ha egy vektorrendszer linedrisan fiiggd, akkor nyilvin minden, 6t részrendszerként tar-
talmaz6 vektorrendszer is linearisan fiiggd. Mésrészt, a definicié szerint, ha egy vektor-
rendszer linedrisan fiiggs, akkor van olyan véges részrendszere, amely linearisan fiiggd.
Ennek megfeleléen egy vektorrendszer pontosan akkor linearisan fliggetlen, ha minden
véges részrendszere linearisan fiiggetlen. Elég tehat véges vektorrendszerek linearis fiig-
gbségével foglalkozni.

6.1.25. Tétel. Legyen V vektortér K felett. Az x,,2,,...,x, € V vektorrendszer
pontosan akkor linedrisan fiiggd, ha valamely x;, 1 < k < n vektor az x,,2y,...,%;_;
vektorok linearis kombindcidja.

Emlékeztetiink rd, hogy a nulla vektor mar az {ires rendszernek is linearis kombiné-
cidja; a k = 1 esetben ezen miilik az allitas.

Bizonyitas. Az egyik irdnyt mér lattuk. Ha valamely z; vektorokbdl nem csupa
nulla egyiitthatokkal el6all a nulla vektor, akkor a tobbi vektorok egyiitthatoit nullanak
valasztva, vannak olyan nem csupa nulla egyiitthatok, hogy oy +asxe+- - -+ oz, = 0.
Legyen k a legkisebb olyan index, amelyre ez teljesiil. Biztos, hogy «; # 0, ellenkezd
esetben & nem lenne minimélis. Igy

Ok

_—«a —Qy
T, =—x +—Ty+ -+
Qg Qg

Tpq- O
6.1.26. Bazis. Legyen Vvektortér K felett. Azt mondjuk, hogy az x, € V, i € I vektor-
rendszer a V bdzisa, vagy koordindta-rendszere, ha linearis fliggetlen generdtorrendszere
V-nek. A koordinata-rendszer elnevezést 6.1.40 magyarizza.
Példaul legyen a K™ térben az j-edik egységuektor az a szdm n-es, amelyben a j-edik
szém 1, az Osszes tobbi 0, azaz legyen e; = (9, ;)i'y. Az ej, j =1,2,...,n vektorok bazis
alkotnak: A Z;’:l a e; linedris kombinaci6 (aq, @y, ..., a,) € K. Innen egyrészt latjuk,
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hogy K" minden eleme el8all linedris kombindacioként, tehat az e; vektorok generator-
rendszert alkotnak. Mésrészt ez a linearis kombindié csak akkor lehet nulla, ha minden
a; nulla, {gy az e; vektorok linedrisan fiiggetlenek. Az e;, j = 1,2,...,n bazis K" szokdsos
bdzisa.

6.1.27. Tétel. Legyen V vektortér K felett, x,z,,...x,, € V egy linedrisan fiiggetlen
vektorrendszer, y,,Ys, - .., Y, € V pedig egy generatorrendszer. Ekkor m < n és léteznek
olyan 1 < j; < jp <--- <j, < n indexek, hogy ©1, %y, ..., &, Y; 1Y), s - -, Y;, bézis.

Bizonyitas. Tegyiik az x,,-et az y; vektorok elé:

LTy Y15Y2s -+ -y Yp

Mivel y;,¥s,- - -, Y, generatorrendszer, az x,, az Yy, Ys, - - - , Y, vektorok linedris kombina-
cibja, ezért ez a rendszer nem linedrisan fiiggetlen. Igy valamely vektora az elStte allok
linearis kombinaciéja. Ez nem lehet az x,,, mert az ellentmondana az x-ek linearis fiig-
getlenségének. Hagyjuk el ezt az y vektort. A kapott rendszer generdtorrendszer marad.
Most a kapott rendszer elé irva z,, ;-et, a kapott rendszer Gjra linedrisan fiiggd, de az
els6 olyan vektor, amely linedrisan kombinalhat6 az el6tte allokbol, az y-ok koziil kell
kikeriiljon; ezt hagyjuk el. Indukcioval végiil egy olyan generatorrendszert kapunk, amely
az Ty, Ty, ...,&,, vektorokkal kezdédik, és esetleg még néhany y-bdl all. Mivel minden
lépésben egy x vektort vettiink a rendszerhez, és egy y-t hagytunk el, kévetkezik, hogy
m<n.

Ha a kapott vektorrendszer linearisan fiiggo, folytassuk az eljarast az els6 olyan
vektor elhagydsaval, amely linedrisan kombinalhaté az el6z6ekbél. Ez tovabbra is csak az

y-ok kozill keriilhet ki. Végiil, amikor mar egyik vektor sem kombinalhaté az el6z6ekbdl,
olyan generatorrendszert kapunk, amely linedrisan fiiggetlen, tehat bazis. [J

6.1.28. Kovetkezmény. Véges dimenzids vektortérnek van bazisa.

Bizonyitas. Legyen m = 0 és y;,...,y, egy generatorrendszer, és alkalmazzuk a
tételt. O

6.1.29. Kovetkezmény. Véges dimenzids vektortér barmely két bazisa vektorainak
szama megegyezik.

Bizonyitas. Ha z,...,x,, és y;,...,y, is bazisok, akkor n < m és m < n és igy
n=m.d

6.1.30. Kovetkezmény. Véges dimenzios vektortérben barmely minimalis elemszami
generatorrendszer bazis.

Bizonyitas. Egy minimalis elemszdmu generatorrendszer nem lehet linedrisan filig-
g6, mert akkor valamelyik vektora kombindlhaté lenne az el6tte allokbodl, és azt elhagyva,
egy kisebb elemszamu generatorrendszert kapnank. [

6.1.31. Kovetkezmény. Véges dimenzios vektortér bazisa annyi vektort tartalmaz,
amennyi a tér dimenzidja.

Bizonyitas. Az el6z6 kovetkezménybél adodik. O
6.1.32. Kovetkezmény. Egy n dimenzios térben barmely n + 1 vektor linedrisan

fiiggd.
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Bizonyitas. Egyébként egy generdtorrendszer tagjaival kiegészithetnénk egy lega-
1labb n + 1 tagu bazissa. O

6.1.33. Kovetkezmény. Egy n dimenzios térben egy n vektorbdl allé rendszer pon-
tosan akkor bazis, ha linedrisan fiiggetlen.

Bizonyitas. Utana i{rva barmely vektort az el6z6 kovetkezmény szerint az kombi-
nalhaté az elétte allokbol. O

6.1.34. Kovetkezmény. Egy n dimenziés térben egy n vektorbdl allé rendszer pon-
tosan akkor bazis, ha generatorrendszer.

Bizonyitas. Ha generatorrendszer, de nem lenne linearisan fiiggetlen, akkor vala-
melyik kombinalhatoé lenne az elétte allokbol. Ezt elhagyva, n-nél kevesebb vektorbol alld
generatorrendszert kapnank, de akkor a tér dimenziéja nem lehetne n. O

6.1.35. Rang. Legyen V vektortér K felett. Az x; € V, i € I vektorrendszer rangja a
vektorrendszer dltal generalt altér dimenzidja. Egy véges vektorrendszer rangja nyilvan
véges. Egy K-beli elemii m x n-es matrix oszloprangja a matrix oszlopai, mint K™ vektorai
altal alkotott vektorrendszer rangja; a matrix sorrangja a vektor sorai, mint K" vektorai
altal alkotott vektorrendszer rangja. A matrix sorrangja nyilvan a transzpondlt matrix
oszloprangja, oszloprangja pedig a transzponalt méatrix sorrangja. Kés6bb, az 6.2.62 té-
telben meg fogjuk mutatni, hogy a sorrang és az oszloprang megegyezik.

6.1.36. Megjegyzés. Egy K-beli elemli matrix oszloprangjat konnyen meghataroz-
hatjuk Gauss-féle kikiiszoboléssel. A 6.1.20 megjegyzés szerint, ha az eljarast a matrix-
ra alkalmazva a k-adik 1épésben a j,-adik oszlopot vélasztjuk, akkor az eredeti métrix
Je—1 < J < ji indexii oszlopai a j,...,J,_; indext oszlopok linearis kombinaciéi, a j,
index{i oszlop viszont nem. Igy ha az eljaras elsé fazisa a k+ 1-edik lépésben fejez8dik be,
akkor az eredeti matrix minden oszlopa a jq, . .., j, indexii oszlopok linearis kombinaciéja,
ezek viszont linedrisan fliggetlenek.

6.1.37. Tétel. Legyen V egy n dimenziés vektortér K felett, U egy altere V-nek, és
tegyliik fel, hogy x,,z,,...,x; linedrisan fiiggetlen vektorrendszer U-ban. Ekkor létez-
nek olyan x;,4,...,x, vektorok és k < m < n, hogy x,,%,,...,x,, bdzisa U-nak, mig
xq,%y,...,%, bdzisa V-nek.

Bizonyitas. Az z,z,,...,x, vektorrendszer altal generalt altér része U-nak. In-
dukci6val, j = k-val kezdve, ha az @y, z,,...,z; vektorrendszer éltal generalt altér része
U-nak, de nem egyenlé U-val, valasszuk ;. -et tetszéleges olyan vektornak, amely nincs
benne a generdlt altérben, de eleme U-nak. Valamely j < n-re a generalt altér meg kell
egyezzen U-val, mert egyébként n-nél tobb linearisan fiiggetlen vektort taldlnank V-ben.
Ez a j lesz m. Innen kezdve, ha a generalt altér nem egyezik meg V-vel, valasszuk z;,,-et
tetszOleges olyan V-beli vektornak, amely nincs benne a generalt altérben. Ha j = n, akkor
a generalt altér meg kell egyezzen V-vel, mert egyébként n-nél tobb linedrisan fiiggetlen
vektort taldlndnk V-ben. O

6.1.38. Kovetkezmény. Az U is véges dimenziés, és dimenzidja legfeljebb n. O

6.1.39. Tétel. Legyen V egy n dimenziés vektortér K felett, xy,x,,...x, € V egy
vektorrendszer. A vektorrendszer pontosan akkor bazis, ha minden x € V vektor egyér-
telmtien allithaté el6 x = £z, + {29 + - - - + &, x,, alakban.
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Bizonyitas. Ha minden z € V eléall ilyen alakban, akkor z;,z,,...x, genera-
torrendszer. Ha nem lenne linedrisan fiiggetlen, akkor nem csupa nulla egyiitthatékkal
maey + - - - + 1,2, = 0 teljesiilne, ahonnan azt kapnank, hogy

azaz az el6allitas nem lenne egyértelmii.
Megforditva, ha z,...x, bazis, akkor minden x € Velédll z = iz + - - - + &, 2,
alakban. Ha az el6éllitds nem lenne egyértelmi, mondjuk x = nxy + --- + 0,2, is

” s

teljestilne, akkor a két eléallitast kivonva egymasbdl, azt kapnank, hogy

(& —m)zy +- -+ (&, — )z, =0,

ahol nem minden egyiitthaté nulla, igy x, ..., nem lenne linedrisan fiiggetlen. [

6.1.40. Koordinatak. Legyen Vegy n dimenzids vektortér K felett,
€,€69,..., €V
pedig egy béazis. Az el6z6 tétel szerint barmely x € V-hez egyértelmiien 1étezd

517527"'7571

szamokat, amelyekkel x = £1e; + &yeq + - -+ + &€, az x vektor e, e,,...€, bdzisra
vonatkozo koordindtdinak nevezzik.

6.1.41. Izomorfia. Legyenek U és V vektorterek K felett. Egy kolcsonosen egyértelmii
p: U — Vleképezését U-nak V-re izomorfizmusnak nevezziik, ha ¢ mego6rzi a miiveleteket,
azaz barmely z,y € U és a € K esetén o(z + y) = o(x) + ¢(y) és p(ax) = ap(x).
A két tulajdonsig nyilvan ekvivalens azzal, hogy barmely z,y € U és «, 5 € K esetén
olax + By) = ap(z) + Be(y). Egy izomorfizmus inverze is nyilvdn izomorfizmus. Ha U
és V kozott 1étezik izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy U és V izomorfak. Adott test
feletti vektorterek izomorfidja nyilvan reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

Egy nyilvanval6 példa izomorfidra: a K-beli elemii m X n-es matrixok a K™ térrel
izomorf teret alkotnak.

Mivel izomorfizmus nyilvan megorzi a linearis kombinacidkat, azaz egy linearis kom-
binacié képe a vektorok képeinek ugyanazon egytitthatokkal vett linearis kombinacidja,
a linedris kombindcidok segitségével definidlt fogalmak és tulajdonsdgok (altér, generd-
torrendszer, dimenzié, linedris fiiggetlenség, bazis stb.) izomorfizmusndl megérzédnek,
példaul egy véges dimenzids térrel izomorf tér is véges dimenzids, és ugyanannyi a dimen-
zibja. Megmutatjuk, hogy megforditva, ha két véges dimenzids tér dimenzidja megegyezik,
akkor izomorfak. Ehhez elég bebizonyitani, hogy ha Vegy n dimenziés vektortér K felett,
akkor izomorf K™-nel. Ennek alapjan elég lenne véges dimenzios terek helyett csak a K™
terekkel foglalkozni. Ez azonban sok szempontbdl nem célszerti.

6.1.42. Tétel. Legyen V egy n dimenzids vektortér K felett. Ekkor V izomorf K™-nel.

Pontosabban, ha e, ey, ..., e, egy tetszéleges bazis V-ben, és ¢ az a leképezés, amely V
egy T = Z:;l &;e; eleméhez (&1,&,,...,§,)-et rendeli, akkor ¢ izomorfizmus, amely az
€1,€q,...,e, bazist K" szokdsos bazisaba viszi.
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A tétel jelentOsége, hogy ha valamely V-beli bazisra nézve ismerjiik egy xz,, i € I
vektorrendszer vektorainak koordinatait, akkor minden, a vektorrendszerre vonatkozo
linearis algebrai problémat K™-beli vektorokra vonatkozo probléméra vezethetiink vissza.

Bizonyitas. Nyilvin ¢ a V-t K™-re képezi, k6lcsonosen egyértelmii és miivelettarté.
O

x 6.1.43. Vektorterek direkt osszege. Legyenek
‘/1’ ‘/2’ ce Vm

vektorterek K felett. A vektorterek direkt dsszege (vagy kiilsé direkt dsszege) a rendezett
m-esek

V=V, xVyx - XV :={(vy,09,...,0,):v; € V;,hai=1,2,...,m}

halmaza, amelyen a miiveleteket koordinatanként értelmezziik: ha

v,v' €V, v=(v,Vy,...,0,), v =(V,0,...,0,)

s Ym

és a € K, akkor legyen

/ / / /
v4+vi= (v U], 09 F VY, .0, UL,

av: = (avy, Qug, ..., av,,).
Konnyt latni, hogy igy értelmezve a miiveleteket V linearis tér K felett.

* 6.1.44. Tétel. Az el6z6 definicié jeloléseivel, ha adott V, egy e
bazisa, akkor

i J = 12,..0n,

0,...,0,e; ,0,...,0), i=12...,m, j=12...n

i3
a Vegy bazisa.

. 2y 2 . n; . s . . ’
Bizonyitas. Az e, ;, j=1,2,...,n; vektorrendszer Zj;l a; ;e; ; linedris kombind~

cidjaként egyértelmtien allithat6 el6 minden v; € V; vektor. Az

jeloléssel

— — 4
V= (V1,09 ..., U,) = E Q; €5 s

m  m
i=1

<
Il
—

és az eldallitas trividlisan egyértelmi, mert koordinatanként az. O

* 6.1.45. Kovetkezmény. Véges dimenzios vektorterek direkt dsszege is véges dimen-
zi6s, és dimenzidja a tagok dimenzidinak dsszege. O
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* 6.1.46. Példa. A K™ és K™ terek direkt osszege m + n dimenzids. A K™ tér n darab
egydimenziés tér direkt Gsszege. O

6.1.47. Affin sokasagok. Legyen Vvektortér K felett. Az x,,,...,x, € Vvektorok
egy affin kombindcidjan egy olyan oz, + ayxy + - - - + o, x,, linedris kombinaciét értiink,
amelyre az egylitthatok Osszege egy, azaz oy +ay+- - -+, = 1. A Vegy affin sokasdgan
egy olyan () # A C V részhalmazt értiink, amelyb6l nem vezet ki az affin kombindcidk
részhalmazai, azaz pontjai affin sokasagok, és maga V is affin sokasig, ezek a trividlis
affin sokasdgok. A kovetkezd tétel leirja az affin sokasdgok szerkezetét.

6.1.48. Tétel. Legyen V vektortér K felett és A C Vegy affin sokasag. Ekkor létezik egy
egyértelmiien meghatarozott U altere V-nek, amellyel A = U + x, ahol x az A tetszbleges
elemének valaszthaté. Megforditva, ha U egy altere V-nek, akkor barmely x € V-re A =
U + z egy, az x-et tartalmazé affin sokasag.

Bizonyitas. A megforditas nyilvinvald: mivel 0 € U, az A tartalmazza z-et, és ha
a;tag+-+a,=1,2;=u;+z, ahol u; €U, ha j=1,2,...,n, akkor

0Ty + ATy + - -+ a,x, = (U + Uy + -+ auy,) o e U+

Az elsé allitashoz vegyiik észre, hogy U = A — x csak akkor lehet altér, ha = € A,
mert egyébként nem tartalmazza a nullvektort. Ha u,v € U, o, € K, akkor x € A,
utz,v+x €A gy alut+z)+Bv+z)+ (1 —a—P)x € A, tehit au+ fv € U, vagyis
Ualtér. Haz,y €e Aésu=z—cv € A—zx,akkorw=1-z+(-1)-z+1-y € A, igy
u=w—y € A—y,azaz A—x C A—vy. Az = és y szerepét megcserélve kapjuk, hogy
A—z=A—y O

6.1.49. Kovetkezmény. Egy affin sokasdg pontosan akkor altér, ha tartalmazza a 0
vektort. O

6.1.50. Kovetkezmény. Ha V véges dimenzids, akkor valasztva U-ban egy

€1,€9,...,€E,

bazist és egy tetszbleges x € A vektort, az A minden y eleme egyértelmiien allithato elé
y=ztae; + e+ tape,

alakban, ahol oy, 0, ..., a,, € K. O

6.1.51. Affin sokasag dimenzidja. Legyen V vektortér K felett. Ha a V két affin
sokasdgahoz az el6z6 tétel szerint tartozo alterek megegyeznek, akkor a két affin sokasagot
pdrhuzamosnak nevezziik. A V egy affin sokasagdnak dimenzidjdn az el6z6 tétel szerint
hozzé egyértelmiien tartozé altér dimenziéjat értjik. A nulldimenziés affin sokasigokat
pontoknak, az egydimenzidsokat egyeneseknek, a kétdimenzidsokat sikoknak nevezziik.
Ha V véges dimenziés, dim(V) = n, akkor a V tér n — 1 dimenzids affin sokasdgait
hipersikoknak nevezziik.
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% 6.1.52. A linearis programozas alapfeladata. Linedris algebrai ismereteinket fel-
hasznalhatjuk optimalizaldsi feladatok megoldasara: linearis célfiggvény maximumanak
megkeresésére R™ véges sok linearis feltétellel megadott részhalmazan, egy konvex polié-
deren. Az alapfeladat a kovetkez6: maximalizalandé a d + Zje o Ci%j T €R célfiiggvény,
ahol C egy véges indexhalmaz, a

Y ax;<b, (i€B), ;20 (j€C)

4,57
jel

feltételek mellett, ahol B is egy véges indexhalmaz, és az a, ;,b;, ¢;, d konstansok mind
valosak. Nyllvanvalo, hogy a maximumok helye nem fugg d-t6l, csak az értéke. Az alapfel-
adatot tomoren az ax < b, x > 0, d + ¢’z — max alakba is irhatjuk, ahol az egyenldtlen-
ségek koordinatdnként értenddk; a matrix, x és ¢ oszlopmatrixok, ¢’ a ¢ transzpondltja.
Geometriailag az egyenlétlenség-rendszer dltal megadott halmaz egy zart, konvex polié-

der, azaz véges sok zart féltér metszete.

x 6.1.53. Feladat [7]. Az el6z8 pont jeloléseivel adjunk példét a kétdimenzids esetben
azaz amikor C' kételemii) arra, hogy

1) az egyenl6tlenség-rendszernek egyaltalan nincs megoldésa;

(
(
(2
(
(
(

az origd nem megoldasa az egyenldtlenség-rendszernek, de van megoldésa;

w

)

) pontosan egy maximumbhely van;

4) végtelen sok maximumhely van;

5) az egyenlStlenség-rendszer megolddsainak halmaza nem korldtos, mégis pontosan
egy maximumhely van;

(6) az egyenl6tlenség-rendszer megolddsainak halmaza nem korldtos, mégis végtelen sok
maximumbhely van;

(7) a célfiiggvény nem korlatos.

* 6.1.54. Lineéaris programozasi feladatok visszavezetése az alapfeladatra. Az
alapfeladat jeloléseivel, ha minimalizalni kell, vegyiik a célfiiggvény ellentettjét. Ha vala-
melyik egyenlétlenség > alaki, vegyiik mindkét oldal ellentettjét. Ha egy feltétel egyen-
16ség, irjunk helyette egy < és egy > feltételt. Ha az x; valtozora nincs nemnegativitdsi

feltétel, rjuk =, = 2} — 27/, z}, 7/ > 0 alakba.

* 6.1.55. Linearis programozasi feladat egyenletrendszer alakja. A linedris
programozas alapfeladata az ottani jelolésekkel, bevezetve az y segédvektort, a kivetkezo
ekvivalens alakba is irhaté:

y=b—azr, x>0, y>0, d+cz— max.

Az egyenletrendszer, részletesen kifrva

Yy =b; —Za” x5, 1€B

jel

alakt. Az egyenletrendszer jobb oldalan all6 valtozdkat bdzisvdltozoknak nevezziik. Az
egyenletrendszer megoldasaira egyszertien, mint megolddsokra fogunk hivatkozni. Vegyiik
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észre, hogy megoldds mindig van, hiszen minden nem bdazis valtoz6, azaz minden z;
helyére nullat helyettesitve, egy megoldast kapunk; ezt bdzismegolddsnak nevezziik, erre
a célfiiggvény értéke d. A bazismegoldéasra y; = b,, ha i € B. Ha egy megoldés kielégiti az
egyenlétlenségeket is, akkor megengedett megolddsnak nevezziik (ilyen mar nem mindig
van). A bazismegoldds pontosan akkor megengedett megoldds, ha b, > 0 minden i €
B-re. Ha egy megengedett megoldasra a célfiiggvény értéke maximalis, akkor optimalis
megolddsnak nevezziik (ilyen lehet hogy nincs, de végtelen sok is lehet). Megmutathatd,
hogy ha van megengedett megoldas, akkor vagy nem korlatos feliilrél a célfiiggvény, vagy
van optimélis megoldds. A célunk annak eldéntése, hogy van-e megengedett megoldés, ha
van, annak eldontése, hogy korlatos-e a célfiiggvény, és ha korlatos, akkor egy optimalis
megoldas meghatarozasa.

Az alapgondolat, hogy egy megengedett bazismegoldas véltoztatasaval egy olyan
megengedett bazismegoldasra tériink at, amelyre a célfiiggvény értéke nagyobb, de lega-
lébbis nem kisebb. Nyilvan egy olyan z; valtozot kell vélasztanunk, amelyre a megfeleld
¢; pozitiv, mivel z; értékét csak névelni tudjuk. A névelésnél az

y; =b, — Zai7j:cj, 1€B
jeC

értekeknek nemnegativaknak kell maradniuk. Ez biztosan teljesiil y;-re, ha a; ; < 0; ha
minden ¢ € B-re ez a helyzet, akkor az x; értékét akdrmeddig novelhetjiik, és a célfiigg-
vény értéke tetszOlegesen nagy lehet. Ha viszont a; ; > 0, akkor x; legfeljebb b, /am—ig
novelheté. Nyilvan akkor érjik el a célfiiggvény maximalis novekedését gy, hogy még
megengedett megoldast kapunk, ha z -t a b, / a; ; értékek minimumdig noveljik, ahol a
minimum az osszes olyan indexre értendd, amelyre a; ; > 0. Vegytik észre, hogy ekkor y,
uj érteke nullava valik, tehat y,-t kiléptethetjiik a bazisbol, és helyette x;-t kell beléptet-
nink. Ezt kénnyen meg is tehetjiik, ha z;-t kifejezziik az

Y, =b; — Z a; ;2;
jeA
egyenletbdl (az egyenletet ezzel az 1j alakkal helyettesitjiik), majd behelyettesitjiik a tobbi
egyenletbe és a célfliggvénybe is. Ez a helyettesités nyilvan egy ekvivalens, 1 egyenlet-
rendszer alakot eredményez, amelynek a bazismegoldasa azonban mas, arra a célfiiggvény
értéke nagyobb — de legalabbis nem kisebb — és a célfiiggvényt is csak méas alakban irtuk
fel. Ezutan az y,, k € B, k # i és x; véltozok lesznek a bazisvaltozok.

Vegyiik észre, hogy eddigi jeloléseink csak zavarnak a fent véazolt bazisvaltozé-
cserénél: sokkal egyszertibb, ha y, helyett az x; jelolést hasznaljuk a bazisvaltozokra is;
persze, ezt csak akkor tehetjik meg, ha a B és C' indexhalmazok diszjunktak. Nyilvan
az altalanossag megszoritdsa nélkil feltehetjiik, és a tovabbiakban fel is tessziik, hogy
BUC = {1,2,...,m+n}, ha B-nek m, a C-nek pedig n eleme van. Igy az egyenletrendszer
alak végs6 forméja

xi:bi—Zaiyjmj, 1€B, z,>0,hake BUC=1{1,2,...,m+n}
jeC
és
d+cha:j%max.
jec
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* 6.1.56. A bazisvaltozék cseréje. Az elézd pontban vazolt bazisvaltozd-csere az
ottani (végsd) jelolésekkel részletezve a kovetkez8képpen torténik: Adott az

z; = b, —Za” z;, 1€DB

jeC

egyenletrendszer és a

d+ Z oy
jec
célfiiggvény, valamint egy i € B és egy j € C index, tgy, hogy a, ; # 0. Az

x; =b; fZa” z;

jec

egyenletbdl kifejezziik x-t:

majd x -t behelyettesitjikk az Osszes tobbi egyenletbe, és a célfiiggvénybe. Az egyenlet-
rendszer 1j alakja

’ ’ /
x, = by, — E a %y, ke B,
Lec’

ahol B’ = {j} U (B\ {i}), C" = {i} U(C\{j}), ¢}, = 1/a, ;, b} *bza“, aj, = Zéaﬂ,
ha ¢ € C’, ¢ # i, tovabba ha k € B’, k # j, akkor b, = b, — akj fir Qi = —y ;a
valamint aj , = a;,; —a;,;a;;, ha £ € C7, £ #i. A célfiggvény 1j alakja

d + Z Cpy,

LeC’

2J Jl’

ahol d’ = d + c;by, ¢; = —c;a},;, és ¢; = ¢, — ha t e C’, ( #i.

375,00 ]Z’

x 6.1.57. A szimplex moddszer. Tegyiik fel, hogy az alapproblémaéaval ekvivalens

valamelyik egyenletrendszer alak bazismegoldasa egy megengedett megoldds. Ekkor az

alabbi algoritmusrél megmutathatd, hogy véges sok 1épésben megall, és vagy megmutatja,

hogy a célfiiggvény nem korlatos, vagy megtalal egy optimélis megoldast:

(1) Viélasszunk egy j € C indexet, amire ¢; > 0. Ha nincs ilyen, alljunk meg, a bazisme-
goldas optimalis. Ha tobb is van, valasszuk a legkisebb indexet.

(2) Vilasszunk egy i € B indexet, amelyre a; ; > 0. Ha nincs ilyen, dlljunk meg, a
célfiiggvény nem korlatos a megengedett megoldasok halmazan. Ha tobb is van, egy
olyat véalasszunk, amire b, /a - minimalis. Ha tobb indexre is minimalis, a legkisebbet
valasszuk.

(3) Hajtsunk végre bazisvaltozo-cserét: a j index(i valtozé bekeriil a bzisvaltozok kozé,
az ¢ index(l pedig kikeriil kozuliik; menjiink (1)-re.
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* 6.1.58. Megengedett bazismegoldas keresése. Hatravan még annak eldontése,
hogy az eredeti

Zam-xjgbi (i=n+1,...,n+m), z; >0 (j=1,...,n)
=1

egyenlGtlenség-rendszernek van-e megengedett megoldasa, és ha van, egy megengedett
béazismegoldds megkeresése. A célfiiggvény nyilvan egyik kérdésnél sem jatszik szerepet.
Ha b, > 0,7 =n+1,...,n+ m, akkor a bazismegoldds megengedett, és alkalmazhat-
juk a szimplex mddszert. Egyébként valasszunk ki egy ¢ indexet, amelyre b, minimalis.
Helyettesitsiik az eredeti egyenlGtlenség-rendszert a

Zaiijj—mogbi (it=n+1,...,n+m), r; >0 (j=0,1,...,n)
=1

egyenldtlenség-rendszerrel és tekintsitk a —z; — max feladatot. Ez a célfiiggvény nyilvin
feliilrél korlatos, mert megengedett megoldasra nem lehet pozitiv. Az 1j probléménak
megengedett megolddsa is van, hiszen z; = 0 (j = 1,...,n) vilasztassal, elég nagy z,
értéket valasztva, megengedett megoldast kapunk. Ez majdnem bazismegoldésa is az 1j
problémdanak, hiszen csak z, értéke nem nulla. Léptessiik ki z;-t a béazisvaltozok koziil,
és helyette léptessiik be x,-at a bazisvaltozdk kozé: ezzel a bazisvektor-cserével az 1j
bazismegoldas megengedett lesz, persze, az 11j problémara. Most alkalmazzuk a szimplex
modszert az 1j probléméra. A kapott optimélis megoldasra ha az optimum nulla, azaz
xo = 0, akkor a kapott bazismegoldas bazismegoldasa az eredeti problémanak is, hiszen
o = 0 helyettesitéssel az 1Gj egyenl6tlenség-rendszer a régibe megy at. Megforditva, ha
a régi egyenlOtlenség-rendszer kielégithetd, akkor x, = 0 valasztassal az 1j is, igy az 4j
probléménak az optimdlis megolddsa x; = 0. Ha tehdt ez nem teljesiil, akkor az eredeti
problémanak nincs megengedett megoldasa.

6.2 Linearis leképezések

6.2.1. Linearis leképezések. Legyenek U és V vektorterek K felett. Az U egy U’
alterének V-be valé A leképezését linedris leképezésnek nevezziik, ha

(1) minden z,y € U’ esetén A(x +y) = A(z) + A(y) (a leképezés additiv);
(2) minden z € U’, a € K esetén A(ax) = aA(z) (a leképezés homogén).

A két tulajdonsag azt jelenti, hogy A miivelettarté az dsszeadasra és a skalarral valo
szorzasra nézve. Nyilvan A(0) = A(0z) = 0A(x) = 0. A lineéris leképezéseknél dltaldban
nem szokés kifrni a zérdjelet, hanem A(z) helyett gyakran Az-et frunk.

A fenti két tulajdonsig azzal ekvivalens, hogy minden o, 8 € K, z,y € U’ esetén
A(azx + py) = aAx + SAy; valéban ha (1) és (2) teljesiil, akkor

Alax + By) = A(ax) + A(By) = alAx + SAy,

mig ebbdl a tulajdonsaghdl 5 = 0 helyettesitéssel kapjuk a homogenitast és o = g =1
helyettesitéssel az additivitést.
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Ha V’ egy altere Vnek, akkor A~1(V”’) altere U-nak: ha
r,y€ ANV, Ar=uecV’', Ay=veV/,

és o, B € K, akkor A(ax + By) = au + pv € V', igy ax + By € A~ (V’). Specialisan,
ker(A):= A~1(0), az A magja altere U-nak.

Az A linearis leképezés V' = rng(A) értékkészlete altere V-nek: ha u,v € rng(A),
u = Az, v = Ay, akkor au + fv = A(azx + By) € V/ minden «,5 € K esetén. Az
értékkészlet dimenzidjit a linedris leképezés rangjdnak nevezziik és rg(A)-val jeloljiik.

Az A pontosan akkor kolesondsen egyértelmii, ha ker(A) = {0}; ha ez nem teljesiil,
akkor van két kiilonb6zd vektor, amelynek a képe nulla. Ha ez teljesiil, akkor x,y € U,
x # yesetén 0 + A(x —y) = Az — Ay.

Ha az A linedris leképezés kolcsonosen egyértelmii, akkor a (1étez8) inverze is linedris
leképezés: ha u,v € V’', u = Az, v = Ay, a, 8 € K, akkor

A (au+ Bv) = az + By = aA tu + BA 1.

Mar talalkoztunk bizonyos linearis leképezésekkel: egy U és V k6zotti izomorfizmus
olyan linearis leképezés, amely U-t V-re kolcsénosen egyértelmiien képezi le.

Mivel az A linearis leképezés vizsgélatanal U-nak U’-n kiviili része nem jatszik szere-
pet, a tovabbiakban altalaban feltessziik, hogy egy linearis leképezés az egész vektortéren
van értelmezve. Az 6sszes U-t V-be képez0 linedris leképezések halmazat £(U; V')-vel fog-
juk jelolni. Azokat a linearis leképezéseket, amelyek U-t sajat magaba képezik, linedris
transzformdcidknak nevezzik.

6.2.2. Példak linearis leképezésekre. Linedris leképezések: azonosan nulla leké-
pezés, a K™ elemeihez j-edik koordinatdjukat rendelé j-edik projekcié, polinomokhoz
adott helyen vett helyettesitési értékiik hozzarendelése, polinomhoz adott n-nél alacso-
nyabb foku tagjai 6sszegének hozzarendelése, konvergens valds sorozatokhoz a hatarérték
hozzarendelése, nyilt intervallumon differencialhaté fliggvények korében a differencialas,
polinomok adott nem nulla polinommal valé osztdsanal a maradék képzése, adott zart
intervallumon integralhaté fiiggvényekre az integral képzése, valés valtozos fiiggvények
megszoritasa R egy részhalmazéra.

Linearis transzformécidk: azonosan nulla transzformécié, az identikus transzformaé-
cio, tér vetitése sikra, egyenesre, a tér forgatisa, komplex szdmok korében, mint R feletti
vektortérben a konjugalds, a valds rész, illetve a képzetes rész képzése, a valds polinomok
terén a differencialés.

6.2.3. Tétel. Legyenek U és V vektorterek K felett és A € £(U; V). Ekkor

(1) haej,ey,...,e, €Uésay,a,..., o, €K, akkor
Alaje; + agey + - -+ ae,) = agde; + ajAey + -+ -+, Ae,y;
(2) ha U egy generdtorrendszere vektorainak ismerjiik az A altali képeit, akkor A egyér-

telmiien adott;

(3) ha ey, e,y,...,e, az U egy bdzisa, és fy, fo,..., [, € V tetszbleges vektorok, akkor

egy 6és csak egy olyan A:U — V linedris leképezés létezik, amelyre Ae; = f;, ha
ji=12,....,n.
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Bizonyitéas. (1) teljes indukciéval adédik. (2) kovetkezik (1)-bél. (3)-ban A egyér-
telmfisége kovetkezik (2)-b6l. Ha x = aje; + agey + -+ - + a,e,, akkor legyen Az:=
afitagfo+- - +a,f,. Erre aleképezésre Ae; = f;, ha j=1,2,...,n, és linedris, mert
ha y = B,e1 + Byeq + - - - + B, o, B € K, akkor

aAzr + Ay = aloy fy +agfo + - a, f,) + BBLfL + Bofo 4+ -+ Bufrn)
= (aay + BB)) f1 + (aay + BBs) fo + -+ - + (aa, + BB,) fr
= A(azx + By). O

6.2.4. Linearis leképezések Gsszege és skalarszorosa. Legyenek U és Vvektorterek
K felett. Az £(U; V) halmaz elemeire, mint V-beli értékii fiiggvényekre, értelmezve van az
Gsszeadds és a skaldrral vald szorzas: ha v € Kés A, B € £(U; V), akkor (vA)(x): = vA(z)
és (A+ B)(z):= A(z) + B(x) minden z € U-ra. Mivel z,y € U, «, 8 € K esetén

(vA) (e + By) = v(aAz + BAy) = a(yA)(z) + B(vA)(y)
(A+ B)(azx + By) = A(ax + By) + Blaz + By)
= (adx + BAy) + (aBzx + By) = a(A + B)(x) + B(A + B)(y),

tehat linearis leképezések skalarszorosa és Gsszege is linedris leképezés.

6.2.5. Tétel. Legyenek U és V vektorterek K felett. Az £(U; V') halmaz linedris tér K
felett.

Bizonyitas. Nyilvinvald, hogy linearis leképezések Gsszeadasa asszociativ és kom-
mutativ, az azonosan nulla leképezés nullelem, és az A linearis leképezésnek a (—1)A le-
képezés additiv inverze. Az is nyilvanvald, hogy 1A = A, valamint a skalarral val6 szorzas
asszociativ és disztributiv a skalarok Gsszeadasara és a linearis leképezések Osszeadasara
nézve, {gy £(U;V) linedris tér. O

6.2.6. Linearis leképezések szorzata. Legyenek U, V és W vektorterek K felett. Ha
A€ L(U;V) és B e £L(V;W), akkor BA szorzatukat, mint a B o A Osszetett leképezést
értelmezziik. Megmutatjuk, hogy BA € £L(U;W). Ha x,y € U és «, 8 € K, akkor

(BA)(azx + By) = B(A(ax + By)) = B(aAz + Ay) = aB(Azx) + BB(Ay)
= a(BA)(x) + B(BA)(y).

Linedris leképezések szorzdsa (mivel leképezések Osszetétele) asszociativ, de &ltala-
ban nem kommutativ, példdul C-ben mint R feletti vektortérben a valds rész képzése és
az i-vel valé szorzas nem felcserélheto linearis transzformaciok.

6.2.7. Tétel. Legyenek U, V és W vektorterek K felett. Ha A, B € £L(U;V), C,D €
L(V; W), v € K, akkor
(1) C(A+ B) =CA+ CB (bal oldali disztributivitds);
(2) (C+ D)A=CA+ DA (jobb oldali disztributivités);
(3) 1(CA) = (1C)A = C(7A),
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Bizonyitas. Minden z € U-ra
(C(A+ B))(x) = C(Az 4+ Bx) = (CA)(xz) + (CB)(z) = (CA+ CB)(z),
((C+ D)A)(z) = (C + D)(Az) = (CA)(z) + (DA)(z) = (CA + DA)(z),

(7(CA))(x) =1(C(Az)) = (vC) Az = C(vAz) = C(yA)(z). O

6.2.8. Kovetkezmény. Egy V vektortér linedris transzformédciéinak £(V; V') halmaza
gytirt. O

6.2.9. Tétel. Legyenek U és V vektorterek K felett, és tegyiik fel, hogy U véges
dimenziés. Legyen A:U — V egy linearis leképezés. Ekkor

rg(A) + dimker(A) = dimrng(A4) 4+ dimker(A) = dim(U).

Bizonyitas. Legyen e, e,,...,e, egy olyan bazisa U-nak, amelyre e;,eq,...,€,,
bézisa ker(A)-nak. Mivel Ae;, j=1,2,...,n generdtorrendszere rng(A)-nak, de Ae; =0,
ha j =1,2,...,m, csak azt kell megmutatnunk, hogy Ae,, ,..., Ae, linedrisan fiigget-

lenek. Ha o, Ae,, .1 +-- -+, Ae, =0, akkor a,, 1€, + -+ a,e, € ker(A), azaz
Qi 1€my1 T - T o€, =age; +- -, ésigy

Qe+ ey, — Qo t1C€m41 — 71" T Oy = 0.

Ha nem lenne minden «;, j = m+1,...,nnulla, eq,. .., e, nem lenne linedrisan fliggetlen.
O

6.2.10. Kovetkezmény. Mindig fenndll rg(A) < dim(V) és egyenl8ség pontosan
akkor teljesiil, ha A a V-re képez. Mindig fennall rg(A) < dim(U) és egyenl8ség pontosan
akkor teljesiil, ha A kélcsonésen egyértelmii. [

6.2.11. Kovetkezmény. Ha U = V, azaz A egy linearis transzformacio, akkor az
alabbiak ekvivalensek:
1) létezik az A! linedris transzforméacié és AA™ = A71A =

2) A kélesonosen egyértelmii leképezése V-nek 6nmagéra;

W

(
(2)
(3) A kolesondsen egyértelmii;
(4) A a V-re képez;
(5) rg(A) =dim(V).

Bizonyitas. (1) és (2) nyilvan ekvivalensek. Az el6z6 kovetkezmény alapjan (2),
(3), (4) és (b) ekvivalensek. O

6.2.12. Vektorrendszer és linearis leképezés matrixa. Legyen Vegy véges dimen-
zi6s linearis tér K felett, x,,z,,...,x, € V pedig egy vektorrendszer. A vektorrendszer-
nek a Vegy adott fi, fo,..., f,, bazisira vonatkozé [z, z,,...,z,] mdtrizdn az m x n-es
(&,;)it1 =1 métrixot értjiik, ahol z; = Z:’il §i.jfi» azaz a j-edik oszlopban z;-nek az
adott bazisra vonatkozé koordinatai allnak. Egy egytagi x € V vektorrendszer métrixa

az m X l-es [z] oszlopmatrix.
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Legyen most U is egy véges dimenziés vektortér,

€1;€2,.-.,€p

pedig az U egy adott bazisa. Egy A € £(U;V) lineéris leképezésnek a két adott bézishoz
tartozé mdtrizan az
Aeq, Ae,y, ..., Ae

n

vektorrendszernek az fi, fs, ..., f,, bézisra vonatkozé matrixat fogjuk érteni, amit [A]-
val jeloliink. Adott bézisok esetén A +— [A] kolecsonosen egyértelmii leképezése £(U;V)-
nek az Osszes K-beli elemekbdl képzett m X n-es matrixok halmazara. Természetesen
ha mas bazisokat valasztunk, akkor a linearis leképezés méatrixa altalaban megvaltozik.
Egy adott matrix mas bazisok valasztasa esetén altalaban masik linearis leképezésnek a
matrixa. Szokés a linedaris leképezés matrixat ugyanazzal a betiivel jelolni, mint a linearis
leképezést; mi ezt altalaban nem tessziik.

Egy linearis leképezés matrixanak ismeretében a leképezés rangja meghatarozhato:
megegyezik matrixanak oszloprangjaval.

Ha A linedris transzformdcio, azaz U = V, akkor [A] négyzetes; ilyenkor, ha mést
nem mondunk, feltessziik, hogy a két bazis ugyanaz.

6.2.13. Tétel. Legyenck U és V véges dimenzios linedris terek K felett

€1,€2,- €, illetve f13f27...7fm

régzitett bazisokkal. Ekkor az A +— [A] leképezése £(U;V')-nek az bsszes K-beli elemekbdl
képzett m x n-es matrixok halmazara additiv és homogén, sét izomorfizmus. Ha x € U
egy vektor, ennek mint egytagi vektorrendszernek az

€1,€2;5--.,€Cp
bézisra vonatkozé métrixa az n X 1-es [x] oszlopmadtrix, és ha y = Ax, akkor [y] = [A][z],
ahol [y| az y € V vektor fi, fo,..., [, bdzisra vonatkozé m X l-es oszlopmadtrixa.

Bizonyitis. Ha v € K, A,B € £(U;V) és [A] = (a'i,j);llz‘l:lv [B] = (bi7j)§’;1?:1,
akkor (’yA)(ej) = fyAej = Zzl 'Vai,jfz‘ és (A+ B)ej = Aej + Bej = Zzl(am + bi,j)fi’
ha j=1,2,...,n,igy [YA] = v[4] és [A+ B] = [A] + [B]. A maésik allitds bizonyitdsa: ha
r=E§e; + e+ -+ e, akkor

y=Azr =& Aey + EAey + - -+ €, Ae,
S S SR 30 o)A
j=1 =1 i=1 " j=1
ahonnan [y] = [4][z]. O
6.2.14. Ko6vetkezmény. Az £(U; V) linedris tér izomorf K™"-nel. O

6.2.15. Tétel. Legyenek U, V és W véges dimenzios linearis terek K felett e, ..., e,;
fise-os fom, illetve gy, ..., g, bézisokkal. Ha A € £L(U;V) és B € £(V; W), akkor [BA| =
[B][A]. Igy C = BA pontosan akkor teljesiil, ha valamely bazisokban (és ekkor akdrmilyen
bdzisokban is) [C] = [B][A].
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e sz

Bizonyitas. Mivel

(BA)e), = (Z a;, kf = Zaj,kB<f>

= ZaJ k wagz Z(Zb 393, k)gza

kapjuk, hogy [BA] = [B][A]. O

6.2.16. Attérésmatrix. Az kivanjuk vizsgalni, hogyan valtoznak vektorok koordiné-
tai, illetve linedaris leképezések matrixa, ha mas béazisra tériink at. Legyen V véges dimen-
ziés linedris tér K felett e, eq,... e, illetve fi, fy,..., f, bazisokkal. Az elsé béazisrodl
a masodikra valo attérés kisérd transzformdcidja a Te; = f;, ha j = 1,2,...,m GOssze-
fiiggéssel definialt transzformécidja V-nek 6nmagaba. Mivel T értékkészlete tartalmazza
az fi, fa,. .., [, bazist, az valéjaban az egész V, igy T reguldris kell legyen. Megforditva,
barmely regularis transzformacidéja V-nek valamely baziscsere kisér6 transzformécidja, hi-
szen ha ey, ey, ..., e, tetszlleges bazis, akkor a T'e;, j = 1,2,...,n vektorok nem lehetnek
linedrisan fiiggéek, mert abbdl ker(T') # {0} kovetkezne, {gy bézist alkotnak. A mésodik
bazisrél az elsére valé attérés kiséré transzformacidja nyilvan T-1.

Ha z = & eq +&eq+- - -+, 6, akkor nyilvan y = Tz koordindtai a masik bazisban
ugyanezek, mert y = T'w = T(§1e) + &ep + - - +8,6,) = 6f1 + &fo+ 0+ &S

A kisérd transzforméciéo matrixat dttérésmdtriznak nevezzik; latszélag meg kellene
mondani, hogy az ey, e,,...,e, vagy az fi, fy,..., f, bazisban értjik a matrixot, de
kideriil, hogy mindegy: ha f; =Te; = Z _, ti j€, akkor mindkét oldalra alkalmazva T-t,
Tf = Z _ tighie (Természetesen ugyanez igaz T~ !-re is.)

Ha egy = € Vvektor koordinétéit az f; bazisban az [r] oszlopvektor adja meg, akkor

az e; bézisban a [T[x] oszlopvektor; valéban, ha z = Z;': e = Z;’Z ;[ akkor

n n n n
=D _nf anzt g% = Z(Zti,jnj)ez
Jj=1 i=1 j=1

gy & = Z;-lzl ti,jnj‘

6.2.17. Példak: egyszerii bazistranszformacidék. Az eléz§ definicié jeloléseit fogjuk
hasznalni.
(1) Legyen v € K, 1 < 4,5 < n, i # j, és legyen fi, = ¢, ha k # jés f; =
e; +ve;. Ekkor fi,..., f, is bazis, hiszen n tagja van, valamint e, = fi, ha k # j és
e; = f; —fi, gy az f-ek éltal generdlt altér tartalmaz minden e-t, igy az egész tér. A
megfelel6 attérésmatrix
v, har=1,s=y7;
brs = {(5 egyébként.

T8

Nem nehéz kiszdmolni, hogy ezzel a matrixszal szorozva jobbrdl egy matrixot, annak
j-edik oszlopahoz hozzaaddédik az i-edik oszlop 7-szorosa, a tobbi oszlop nem valtozik.
Ha viszont egy matrixot balrél szorzunk ennek a méatrixnak a transzponaltjaval, akkor a
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j-edik sorhoz adddik hozz4 az i-edik sor y-szorosa, mert t'a = (a’t)’. Azt is észrevehetjiik
hogy az attérésmdtrix inverze hasonld, de benne ~ helyén —~ &ll.

(2) Legyen ismét 1 < i,j < mn, i+ j, és legyen f = e, hak #i, k# jés f; = e,
[i = e;. A megfeleld attérésmatrix

0, har=s=ivagyr=s=7;

]

.8

1, har=i,s=jvagyr=3j, s=1;
t’l‘,S =
egyébként.

Nem nehéz kiszamolni, hogy ezzel a matrixszal szorozva jobbrél egy matrixot, annak i-
edik és j-edik oszlopa helyet cserél, a tobbi oszlop nem valtozik. Ha viszont egy matrixot
balrél szorzunk ennek a maéatrixnak a transzpondltjaval, ami ugyanaz, mint a matrix,
akkor az i-edik és a j-edik sor cserél helyet. Az attérésmatrix inverze sajat maga.

(3) Legyen 0 # v € K, 1 < j < n és legyen f; = ve;, hai # j, és f; = e
megfelel6 attérésmatrix

A

) egyébként.

T8

(v har=s=y
tns_

Nem nehéz kiszamolni, hogy ezzel a matrixszal szorozva jobbrdl egy matrixot, a j-edik
oszlop minden eleme szorzodik v-val, a t6bbi oszlop nem valtozik. Ha viszont egy métrixot
balrodl szorzunk ennek a méatrixnak a transzponaltjaval, ami ugyanaz, mint a matrix, akkor
a j-edik sor szorzodik ~y-val. Az attérésmatrix inverzében v helyén 1/ all.

6.2.18. Tétel. Legyenck U és V véges dimenzios linearis terek K felett

7 /7 / 4
€1,€9,...,€, 65 ej,e5, ... e,

illetve

f17f2a~-.afm éS f{aféa7f1/n

bazisokkal, A:U — V egy linedris leképezés. Ha S, illetve T a vesszé nélkiili bazisrol
a vesszds bézisra valé attérés kisérd transzformécioi az U, illetve a V térben, [A] pedig
az A mdtrixa a vessz6 nélkiili bazisparban, akkor az A matrixa a vesszis bdzisparban

[TH[A]LS].

Bizonyitas. Jelolje (s, ;), illetve (¢

és Aej =" b, i ff, akkor egyrészt

n n n m m n
/
Ae; = ASe; = A( E sk’jek) = E sg ;Ae, = E Sk.j g a; . fi = E ( E aiykskd)fi,
k=1 k=1 k=1 i=1 i=1 k=1

masrészt

/ 7.2 ’ . m
i,;) az dttérésmatrixokat. Ha Ae; = 37" a, ; f;

Aes = bifi =D b The=Y by tinfi = Z(Z ti,kbk,j)fi'
k=1 =1 [ | =1 k=1

Innen azt kapjuk, hogy =)' a; k8, = >, t; xby, ;- Ha b jeloli az A métrixdt a vesszs
bézisokban, akkor ez azt jelenti, hogy [A][S] = [T]b, ahonnan kovetkezik az &llitds. O
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6.2.19. Kovetkezmény. Az az U-t V-be képezé linedris leképezés, amelynek matrixa
[A] a vessz8s bdzisokban, a B =TAS™! linedris leképezés.

Bizonyitas. Valdban, a vesszds bazisokban az A matrixa [T1][A][S], ezért a jobb
oldal métrixa

6.2.20. Kovetkezmény. Ha

U=V, emiatt m=mn, ése; = f;, e; = fi,haj=12,....n,

S = T a vesszb nélkiili bazisrdl a vessz0s bazisra valé attérés kiséré transzformacidja
U = V-ben, akkor az A linedris transzforméacié matrixa [T 1|[A][T] a vesszds bazisok-
ban. Az a B transzformécié, amelynek matrixa [A] a vessz8s bdzisokban, a B = TAT !
transzformacié. O

6.2.21. Ekvivalens transzformacidk, ekvivalens matrixok. A K feletti V linearis
tér A és B linedris transzforméciéit ekvivalenseknek nevezziik, ha van olyan V-t V-re
képezdé T kélcséndsen egyértelmf linedris transzformdcié, amellyel B = TAT . A K-
beli elemili n x n-es a és b matrixokat ekvivalenseknek nevezziik, ha van olyan n X n-es
invertalhaté t matrix, amellyel b = ¢ 'at.

6.2.22. Linearis formak. Legyen V vektortér K felett. Az £(V;K) teret V’-vel is
jeloljiik, és V dudlis terének nevezziik; elemei a linedris formdk vagy linedris funkciondlok.
Ha V véges dimenzids, e, ¢€,,... ¢, egy bazisa, akkor az az f; linedris leképezés,
amely egy = € V vektorhoz a j-edik koordinatajat rendeli, egy linearis forma. Ha a K
(egydimenzids) térben az 1-et vilasztjuk bazisnak, akkor f; matrixa a (J; ;)i’; sormdtrix;
innen az f; € V’/, j = 1,2,...,n vektorok a dudlis térnek azt az egyetlen bézisat alkotjak,
amelyre f;(e;) = 6; ;, ha 4,5 = 1,2,...,n. Ezt a bazist az e,,...,e, bézishoz tartoz6
dudlis bdzisnak nevezziik. Létezése azt is mutatja, hogy dim(V”’) = dim(V). A V’ dualis
terét mdsodik dudlis térnek nevezzik és V' -vel jeloljiik.
* 6.2.23. Tétel. Ha V vektortér K felett, akkor minden x € V-re a z,:y > y(x) leképezés

V" egy eleme. Az x — z, Ugynevezett természetes leképezés V-t V''-be képezi le. Ha V
véges dimenzids, akkor a természetes leképezés izomorfizmusa V-nek V' -re.

Bizonyitas. Mivel

2, (Y1 +y2) = (Y1 +¥2) (@) = 41 () + Y2(2) = 2, (y1) + 2,(¥2)
és
z(ay) = (ay)(z) = ay(z) = az,(y),
a z,, linedris funkciondl V'-n, azaz V"’ eleme. Megmutatjuk, hogy a természetes leképezés
linearis:
2y, (U) = Y(@1 +22) = Y1) +y(22) = 2, (Y) + 25, (1Y)
és
2oz () = ylax) = ay(z) = az,(y) = (@z,)(y).

Legyen e;,eq,...,e, a Vegy bazisa, és fi, fo,..., [, a megfelelé6 dudlis bazis. Mivel V"’
is n dimenzids, elég belatni, hogy a természetes leképezés kolcsondsen egyértelmi. Ha z,,

azonosan nulla, akkor z,(f;) = 0 minden j-re, igy = minden koordinatdja nulla, amibdl
z=0.0
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6.2.24. Bilinearis leképezések. Legyenek U, V, és W linedris terek K felett. Egy
B:U x V. — W leképezést bilinedrisnak neveziink, ha mindkét valtozéjaban linedris,
feltéve hogy a mésik valtozét rogzitjiik. Fontos példdk R3-ban a skaldris szorzas és a
vektoridlis szorzas, ezeket késébb részletesebben megvizsgaljuk. Az osszes, U x V-t W-
be képezd bilinedris leképezések halmazat £(U,V; W)-vel jeloljik. Konnyti latni, hogy
L(U,V; W) a fiiggvények szokasos Osszeaddsdval és skaldrral val6 szorzdsaval linedris tér
K felett. Az £(U,V;K) elemeit bilinedris formdknak nevezziik.

Legyen B € £(U,V;W). Teljes indukciéval, ha

T =€ +agey ot age, € y=pf+ B+ +Be,,

ahol
ey €U f1,... fLEV
és
Qpyevey Qs By o5 B €K,
akkor

(1) Blz,y) =) > aif;Ble;. f;)-

Specidlisan, ha az U, illetve a V egy-egy generdtorrendszerébdl alkotott parokon ismerjiik
B értékét, akkor B egyértelmiien meghatarozott. Ugyantgy, mint a lineéris leképezéseknél
belathaté, hogy hae,,... e, az U, az f;,..., f, pedig a Vegy bazisa, akkor tetsz6legesen
valasztvaa g, ; € W,i=1,...,m, j =1,...,n vektorokat, egy és csak egy olyan bilinedris
leképezése létezik U x V-nek W-be, amelyre B(e,, f;) = g, ;; nem kell mést tenniink,
mint (1) jobb oldaldval definidlni a leképezést és kiszdmolni, hogy valéban bilinedris. A
(95,7)i%1 =1 métrixot a bilinedris leképezés mdtrizdnak nevezziik. Ennek elemei W-beliek;
ha W = K, tehat ha bilinearis formarol van sz6, akkor skalarok.

6.2.25. Tétel. Legyenck U és V véges dimenzids linearis terek K felett

€1,€25--.5€y

7 /7 ’ 4
és ej,e5,...,€e,,

illetve

f17f2a""fn éS f{’f2,77f’;b

bazisokkal, B:U x V — K egy bilinearis forma. Ha S, illetve T a vessz6 nélkiili bazisrol a
vesszOs bdzisra valé attérés kisérd transzformdcioi az U, illetve a V térben, [B| pedig a B
métrixa a vessz6 nélkiili bazisokban, akkor a B métrixa a vesszés bazisokban [S]'[B][T].

Bizonyités. Jeldlje (s, ;), illetve (, ;) az attérésmatrixokat. Mivel
m n
B(e/r’ f;) = Z Si,r Z tj,sB(eiv f])v

kapjuk az allitast. O
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6.2.26. Kovetkezmény. Ha

U=V, emiatt m=nése; = f;, e;=fi, haj=12,...,n,
S = T a vessz6 nélkiili bazisrol a vessz0s bazisra valo attérés kiséré transzformacioja
U = V-ben, akkor a B bilinedris forma métrixa [T)'[B][T] a vesszés bdzisokban. O

6.2.27. Kvadratikus leképezések. Az el6z6 definicid jeloléseivel, ha U = V, akkor
egy B € £(V,V;W) bilinedris leképezésbil képezhetiink a Q(x):= B(z,z) definicié-
val egy Q:V — W leképezést, a B bilinedris leképezéshez tartozé ugynevezett kvadrati-
kus leképezést. Els6sorban a kvadratikus formdk érdekelnek benniinket, tehat a W = K
eset, de az altalanos esetet is hasznaljuk a késGbbiekben. T6bb kiilonb6z6 bilinearis le-
képezéshez tartozhat ugyanaz a kvadratikus leképezés: ha ugyanis valamely x,y € V-re
B(z,y) #+ B(y,x), akkor az (z,y) — B(x,y) és az (z,y) — B(y,x) bilinedris leképezé-
sek kiilonboznek, de mindkett6hoz ugyanaz a kvadratikus leképezés tartozik. Azokat a
B e £L(V,V;W) bilinedris leképezéseket, amelyekre B(z,y) = B(y,z) minden x,y € V-
re, szimmetrikus bilinedris leképezéseknek (a W = K esetben szimmetrikus bilinedris for-
mdknak) nevezziik. Azokat a B € £(V,V; W) bilinedris leképezéseket, amelyekhez tar-
tozé kvadratikus leképezés azonosan nulla, alterndld bilinedris leképezéseknek (a W = K
esetben alterndlé bilinedris formdknak) nevezzilk, azokat a B € £(V,V;W) bilinedris
leképezéseket pedig, amelyekre B(x,y) = —B(y,z) minden x,y € V-re, antiszimmetrikus
bilinedris leképezéseknek (a W = K esetben antiszimmetrikus bilinedris formdknak). Egy
alterndl6 bilinearis leképezés antiszimmetrikus is, mert

0= B(r+y,r+y) = B(x,z) + B(z,y) + Bly,z) + B(y,y) = B(z,y) + B(y, z).

A kovetkezd tétel 1ényegében tisztdzza a harom fogalom kozotti kapcsolatot.

6.2.28. Tétel. Tegyiik fel, hogy V és W vektorterek K felett. Ekkor minden kvadratikus
leképezés képezhets egy egyértelmiien meghatarozott szimmetrikus bilinearis leképezés-
bél, minden antiszimmetrikus bilinedris leképezés alterndlé és minden B € L(V,V; W)
bilinearis leképezés egyértelmiien el6all egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus biline-
aris leképezés osszegeként.

Az allitas tetszéleges K test felett nem marad érvényben, csak ha K-ban 1+ 1 # 0.

Bizonyitis. Ha A antiszimmetrikus, akkor A(x,z) = —A(x, z), ahonnan
2A(z,z) =0,
A(z,z) = 0 minden x € Vere. Ha B € £(V,V; K), akkor
Sa: (2,y) = B(x,y) + By, )

szimmetrikus,
Ay (z,y) = Blz,y) — By, z)

pedig alterndld, és 2B =S, + A,, B= 5+ A, ahol
1 1
S = 5527 A == 5142,
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tehat az eldallitas 1étezik. Ha ) a B-hez tartoz6 kvadratikus leképezés, akkor
Qz) = S(z,x),
tehat @@ megkaphaté S-bol. Mivel

Q(z +y) = B(z,z) + B(x,y) + B(y,r) + B(y,y)
=Q(z) + Qy) + S(z,y) + A(z,y) + S(y,v) + Ay, v)
=2S(z,y) + Q(z) + Q(y),

Q, és igy a B is egyértelmiien meghatarozza S-et, tehat A is egyértelmiien meghatarozott.
O

6.2.29. Példa: vektorialis szorzat. Jelélje R? szokdsos bazisat 4, j, k. A vektoridlis
szorzas az egyetlen bilinedris és antiszimmetrikus (z, y) - 2 xy miiveletet R3-ban, amelyre
IX)j=k jxk=iéskxi=j.

6.2.30. Tétel: szimmetrikus és alternalé bilinearis leképezések matrixa. Le-
gyen V vektortér K felett

€1,€9,...,€

rn

bézissal, W pedig egy mdsik vektortér K felett. A B € £(V,V; W) bilinedris leképezés
pontosan akkor szimmetrikus, ha 1 < i < j < n esetén B(ej,e;) = Ble,,¢;) [a Ble;,¢;),
i = 1,2,...,n vektorok tetszélegesek|, és pontosan akkor alterndls, hal < i < j < n
esetenB(e e)f —B(e,,e;) és Ble;,e;) =0, hai=1,2,...,n

32 % AR AR

Bizonyitas. A feltételek sziikségessége nyilvanvald. Masrészt, ha = koordindtai &,,
az y koordinatai pedig n;, akkor az els6 esetben

ZZ&% €is j ZZE”] J’ € —B(y,l’),

=1 j= i=1 j=

a masodik esetben pedig

n n

22553 einey) =D Y (&€~ §&)Blese) = 0.0

=1 j= i=1 j=i+1

6.2.31. Szimmetrikus bilinearis formak atlés alakra hozasa. Ebben a pontban
megmutatjuk, hogy véges dimenzids esetben megfelel6 bézist valasztva elérhetd, hogy
egy adott szimmetrikus bilinedris forma maéatrixdban minden f64tlén kiviili elem nulla
legyen. (Az eljardas nem miikodik bérmely test esetén, csak ha 1 + 1 # 0). Tegyiik fel,
hogy a métrix n x n-es. A k-adik 1épésben (k = 1,2,...,n) azt fogjuk elérni, hogy a
k-adik sor és oszlop minden féatlén kiviili eleme nulla legyen. Ha a féatloban allé elem
nulla, de van olyan k < j < n, amelyre a j-edik sor j-edik eleme nem nulla, akkor
cseréljiik meg a k-adik oszlopot a j-edik oszloppal és a k-adik sort a j-edik sorral: ezzel
elérjiik, hogy a fé6atléban 4ll6 elem nem nulla. Ha k < j < n-re a j-edik sor j-edik eleme
nulla, de van olyan k < j < n, amelyre a k-adik sor j-edik eleme nem nulla, akkor
adjuk hozzd a j-edik sort a k-adik sorhoz és a j-edik oszlopot a k-adik oszlophoz: ezzel
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elérjiik, hogy a féatléban all6 elem nem nulla. Ezutan a k-adik oszlop, illetve sor egy
alkalmas tobbszorosét hozzdadva a j-edik oszlophoz, illetve sorhoz, elérhetjiik, hogy a
k-adik sor j-edik eleme és a k-adik oszlop j-edik eleme nulla legyen. Ezt mindegyik £ <
7 < n-re elvégezve, elérjiik, hogy a k-adik sor és oszlop minden féatlon kiviili eleme nulla
legyen. Ha sziikséges, felirhatjuk az egyszerii bazistranszforméaciéknak megfelelé egyes
lépések attérésmatrixat, és ezen matrixok Osszeszorzasaval megkaphatjuk a baziscsere
attérésmatrixat.

Az eljarast szokas kvadratikus forma négyzetOsszeggé transzformalasinak vagy
fétengely-transzformdcidjanak is nevezni, mert az atlés alakt szimmetrikus bilinearis
formahoz tartozé kvadratikus forma egy vektorhoz a koordinatai négyzeteinek linearis

c sz

6.2.32. Megjegyzés. Az el6z6 eljarasban a komplex esetben azt is elérhetjiik, hogy a
féatléban csak 0 vagy 1 alljon. Ha ugyanis o # 0 all a f6atléban, akkor a megfeleld bézis-
vektort 1/y/a-szorosra cserélve, a helyére 1 keriil. A valds esetben csak azt tudjuk elérni,
hogy a féatléban 0 és +1 értékek alljanak, a megfeleld bazisvektort 1/./|a|-szeresére
cserélve.

% 6.2.33. Antiszimmetrikus bilinearis formak atlés alakra hozasa. Hasonléan
eljarva, mint a szimmetrikus bilinearis formék esetén, barmely antiszimmetrikus bilinearis
formahoz taldlhatunk olyan bazist, amelyben a mellékatlén kiviil minden elem nulla. Akar
valés, akar komplex esetben, az el6z0 megjegyzés szerint eljarva, elérheto, hogy a nem
nulla elemek csak +1-ek legyenek, és az is, hogy a f64tld alatt legyenek a +1-ek, alatta
pedig a —1-ek.

6.2.34. Definit és indefinit kvadratikus formak. Egy @ kvadratikus formét az R
feletti V vektortéren pozitiv szemidefinitnek, illetve negativ szemidefinitnek neveziink ha
Q(z) > 0, illetve Q(z) < 0 minden = € V-re, egyébként a kvadratikus format indefinitnek
nevezzilkk. Ha minden 0 # = € Vrre Q(x) > 0, illetve Q(x) < 0, akkor a kvadratikus
formét pozitiv definitnek, illetve negativ definitnek nevezzik. [Komplex vektortér esetén
ezen fogalmaknak nincs értelme, hiszen Q(iz) = —Q(z).|

Az, hogy @Q negativ szemidefinit, illetve negativ definit, nyilvan azzal ekvivalens,
hogy —Q pozitiv szemidefinit, illetve pozitiv definit, igy elég az egyik esettel foglalkozni.
Definit kvadratikus forma nyilvan szemidefinit is, mert Q(0) = 0.

A kvadratikus forma fétengely-transzforméciéja utdn kénnyen eldénthet6, hogy mi-
lyen jellegli: ha a diagonalisban csupa pozitiv elem van, akkor pozitiv definit, ha csupa
nemnegativ elem van, akkor pozitiv szemidefinit, ha viszont van negativ és pozitiv elem
is, akkor indefinit.

6.2.35. Sylvester-féle tehetetlenségi tétel. Véges dimenzios vektortér egy S szim-
metrikus bilinedris forméaja esetén a fétengely-transzformacié utan a matrixaban a féat-
I6ban &ll6 pozitiv, negativ, illetve nulla elemek szama mindig ugyanannyi.

x Bizonyitas. Legyen két f6tengely-transzormécié utan a féatloban alld pozitiv,
nulla, illetve negativ elemek szdma rendre p, z és n, illetve p’, 2’ és n’. Legyenek a meg-
feleld bazisok vektorai eq,e,,...,e,,, illetve e7,€5,...,e,,, Ggy felsorolva, hogy elébb a
pozitiv, majd a nulla, végiil a negativ féatlébeli elemnek megfelel6 bazisvektorok kovet-
kezzenek, és tegyik fel, hogy

W A
areg ooy e, fae, oo+ Fape, =0,
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azaz
’ ’r

aep+.o oy e, =—ajel = —an e

Mivel a bal oldalon szerepld x linedris kombindciéra S(x,z) > 0, ugyanez teljesiil a jobb
oldalon &ll6 linearis kombindciéra is, ami csak tigy lehetséges, hogy a jobb oldalon minden
egyiitthat6 nulla, azaz x = 0. Innen az eq,...,e,, vektorok linearis fiiggetlensége miatt
a bal oldalon is minden egyiitthaté nulla, tehdt e;,... e, ., e;nin/ﬂ, ..., er linedrisan
fuggetlenek. Ez azt jelenti, hogy p+z+n' < m = p+ z+n, azaz n’ < n. A vesszis
és vesszd nélkili betiik szerepét felcserélve, n < n’, ahonnan n = n’. Teljesen hasonl6an
adodik, hogy p = p’. Végiil a két egyenléségbdl z = 2.

% 6.2.36. Konjugalt bilinearis leképezések. Komplex U, V, W terek esetén a biline-
aris leképezéseknél fontosabb szerepet jatszanak a konjugdlt bilinedris leképezések. Ezek
olyan B:U x V — W leképezések, amelyek az els§ valtozoban linedrisak, ha a masodik
valtozot rogzitjik, ha viszont az els6 valtozot rogzitjiik, akkor a masodik valtozoban kon-
Jugdlt linedrisak: additivak és konjugdlt homogének, azaz B(x,cay) = aB(x,y) minden
xz € X,y € Yés ae C esetén. Ugyanigy mint a bilinearis leképezéseknél kapjuk, hogy ha

T =6 +agey ot age, € y=p1f+0ey+ -+ Be,,

ahol
epyn€y €U, fro [ €V,
és
ay, 7am7/81" ’ﬁTLEC’

akkor

m n _
o Bla) = 3 3038 1)

i=1 j—1

Specidlisan, ha az U, illetve a V egy-egy generatorrendszerébdl alkotott parokon ismerjiik
B értékét, akkor B egyértelmiien meghatarozott. Ha ey, ... e, az U, az f,,..., f,, pedig
a V egy bézisa, akkor tetszolegesen valasztva a g;; € W, i = 1,....m, j = 1,...,n
vektorokat, egy és csak egy olyan konjugdlt bilinearis leképezése 1étezik U x V-nek W-
be, amelyre B(e;, f;) = g; ;; nem kell mdst tenniink, mint (1) jobb oldaldval definidlni
a leképezést és kiszdmolni, hogy valoban konjugalt bilinearis. A (gi,j)?ll;}:l matrixot a
konjugalt bilinedris leképezés mdtrizanak nevezziik. Ennek elemei W-beliek; ha W = C,
tehat ha konjugalt bilinearis formardl van szé, akkor komplex szamok.

x 6.2.37. Tétel. Legyenek U és V véges dimenziés linearis terek C felett

z / / ’
és ej,ey, ..., e,

€1,€9,-+5Cp,

illetve
fl?fZ?""fn és f{afé?"'? 1/L

bazisokkal, B:U x V' — C egy konjugalt bilinedris forma. Ha S, illetve T a vesszé nélkiili
bdzisrdl a vesszés bézisra valé dttérés kiséré transzformédciéi az U, illetve a V térben, [B|
pedig a B métrixa a vessz6 nélkiili bazisokban, akkor a B matrixa a vesszés bazisokban
[SI'[BI[T].
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Bizonyitas. Jelolje (s, ;), illetve (t; ;) az dttérésmatrixokat. Mivel

kapjuk az allitast. O

% 6.2.38. Ko6vetkezmény. Ha

U=V, emiatt m=nése; = f;, e;=fi, haj=12,...,n,
S = T a vesszb nélkiili bazisrdl a vessz0s bazisra valé attérés kiséré transzformacidja
U = V-ben, akkor a B bilinedris forma métrixa [T]'[B][T] a vessz8s bdzisokban. O

* 6.2.39. Hermite-formak. Az el6z6 definicié jeloléseivel, ha U = V, akkor egy B €
L(V,V; W) konjugilt bilinearis leképezésbdl képezhetiink a Q(z): = B(x,x) definiciéval
egy Q:V — W leképezést. Egy tetszéleges konjugalt bilinearis leképezés visszakaphatd
az igy képzett Q) leképezésbol:

3

B(z,y) = i ZijQ(x +ily).

J=0

Egy B:V x V. — C konjugdlt bilinearis format Hermite-szimmetrikusnak, illetve
Hermite-antiszimmetrikusnak neveziink, ha B(z,y) = B(y, ), illetve B(x,y) = —B(y, x)
minden z,y € V-re. Nyilvan B pontosan akkor Hermite-szimmetrikus, ha iB Hermite-
antiszimmetrikus. Tetsz6leges B konjugdlt bilinearis forma egyértelmiien irhaté fel
B =S5+ A alakban, ahol S Hermite-szimmetrikus, A pedig Hermite-antiszimmetrikus,
ugyanis

e

5 .

Ha B Hermite-szimmetrikus, akkor a Q(z) = B(z,z) figgvény valds értékii, és megfor-
ditva, ha Q(z) = B(x, z) valds értékii, akkor

1< 1<
B Y,z ZZ JQ y—|—’Lj(E ZZ JQ _Z y+ ) B(l’,y>7

7=0

azaz B Hermite-szimmetrikus. Ebben az esetben Q-t a B-hez tartozé Hermite-formanak
nevezzilk A Hermite-formak ugyanigy transzformalhaték fétengelyre, mint a kvadratikus
forméak, és a Sylvester-féle tehetetlenségi tétel megfeleldje is érvényben marad.

Ha V véges dimenziés, akkor B pontosan akkor Hermite-szimmetrikus, ha (akar-
milyen béazisban) a méatrixa megegyezik a konjugdlt transzpondltjdval, és pontosan ak-
kor Hermite-antiszimmetrikus, ha matrixa a konjugalt transzponaltjanak az ellentettjével
egyezik meg.

154



% 6.2.40. Multilinearis leképezések. Legyenek
U,,U,,...,U,

és Vlinedris terek K felett. Egy M:U, x U, x - - - x U,,, — Vleképezést m-linedrisnak vagy
multilinedrisnak neveziink, ha ,minden valtozéjaban linearis”, azaz ¢ = 1,2,..., m-re
tetszOlegesen valasztva az x; € Uj, j =+ i vektorokat, az

e Mz, .., T ,2,%,...,T), TEU;

leképezés linedris. Az Osszes, U; x Uy X - - - x U, ,-et V-be képez6 multilinearis leképezések
halmazat £(U,,U,,...,U,,;V)-vel jeloljik. Kénny@ latni, hogy £(U;,Us,..., U, ;V) a
fliggvények szokdsos Osszeadasaval és skalarral valé szorzasaval linearis tér K felett. Teljes
indukciéval (m szerint), ha z; = «; 1€; 1 +@; 0€; 0+ - -+, ,, €, , ahole; 1,...,e;,, €U,
éso; €K, i=1,2,...,m, j=12,...n, akkor

(1) M($17..., Z Z 731 o 7jm,M(617j17.'.’enL’jnL>'

Specidlisan, ha az U, vektorterek egy-egy generatorrendszerébdl alkotott m-eseken is-
merjlik M értékét, akkor M egyértelmiien meghatarozott. Ugyanigy, mint a linearis le-
képezéseknél belathato, hogy ha e, ,... ¢, az U, bazisa, ha ¢ = 1,2,...,m, akkor

) M,

tetszOlegesen valasztva a fj1 g € Vot =1,..0m, jl =1,...,n; vektorokat, egy és
csak egy olyan m-linedris leképezése 1étezik U, x U2 - X Um—nek V-be, amelyre
Meyj €0, s€my ) = Fiigprin €EVe i=1...om, j;=1,...,n;

nem kell mast tenniink, mint (1) jobb oldaldval definidlni a leképezést és kiszdmolni, hogy
valéban m-linearis.

* 6.2.41. Tétel. Legyenek U,,U,,...,U,

m

és V linearis terek K felett. Ekkor a

T(x1,Tgs ey @)= S(xq)(Tg, T3, ., Tpy),s

ha z;, € U, i = 1,2,...,m Osszefiiggés egy S + T természetes linedris izomorfizmust
definidlt £(Uy; £(Uy, Us, ..., U,,; V) és £(Uy,U,,...,U,,; V) kozott.

Bizonyitas. Egyszer(i szamolds. [J

x 6.2.42. Példa. Ha U és V véges dimenziés vektorterek, akkor korabbrél felhasznalva,
hogy létezik egy természetes izomorfizmus V és V"' = £(V, K) kozott, egy természetes
izomorfizmust kapunk £(U;V) és L(U; £(V';K)), és igy az el6z8 tételb8l £(U; V) és
L(U,V’; K) kozott.

x 6.2.43. Tenzorok, tenzorszorzat. Az el6z6 tétel és példa alapjan, ha V véges di-
menzi6s vektortér K felett, szdmos tér [példaul £(V; V), £(V; £(V;V)) stb.] természetes
médon izomorf az L(V,V,..., V. V' V' ..., V';K) terek valamelyikével. Ha itt k¥ € N
szdmi V és £ € N szamu V' szerepel, akkor ezt a teret, amelynek elemei k + ¢-linearis
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formak, -ﬂ—f;(V)—VGI jeloljuk, elemeit k-szor kovaridns, £-szer kontravaridns tenzoroknak ne-
vezzik. Az 1-szer kovaridns, 0-szor kontravaridns tenzorok V' elemei, a 0-szor kovaridns,
1-szer kontravaridns tenzorok pedig V'’ elemei, igy V elemeivel azonosithaték. A 0-szor
kovarians és 0-szor kontravarians tenzorokat K elemeinek tekinthetjiik.
Ha
ki,koyo ok, by, ly, .o L, €N,

» Vmy

ésTjevfgjj,haj:1,2,...,m,akkora

/ ’
T(JEL17 s T s Tty Ty s T gy >~Tm,£m)

m

_ / ’

— HTj(xj,l’ SERE TN ML IRTERE 7l'j’ej)
J=1

(G=12,....,mi=12,... k;esetén x;, € Vés j=1,2,...,m, i =1,2,...,/; esetén
x;Z € V') osszefiiggéssel definialt T € Fﬁ tenzort a 7T tenzorok tenzorszorzatanak nevez-
ziik. Megjegyezziik, hogy Ti nem minden eleme all el ilyen alakban, mar akkor sem, ha
m=2,ky =ky =1, =L, =0. Példdul ha dim(V) = 2 és e, e, egy bazis V-ben, akkor
az a T € T9 bilinearis forma, amelyre T'(e;,e;) = 6, ;, nem &ll el6 T9-beli Ty, T, linedris
formék szorzataként, mert a 0 = T'(eq, e5) = T (e1)Ty(eq) Osszefiiggésbol Ty (e;) = 0 vagy
T,(ey) = 0 kovetkezne, de az elsé eset 1 = T'(eq,e;) # T (e;)T5(eq) = 0, a masodik pedig
1 ="T(ey,eq) # T} (ey)T(e5) = 0 miatt vezet ellentmondésra.

Legyen eq,e,,...,¢e, egy bazisa V-nek, e, €5, ..., el pedig a megfelel§ dudlis bézisa
V’-nek. Egy T € T tenzort egyértelmiien jellemezhetiink a

gitaenie _ g

R . e
11522y

/7 /7 /7
i 7:2""7eik7ei/17ei/2"”7ei2)
koordindtdkkal; a V’-beli valtozokhoz tartozd, igynevezett kontravaridns indexeket ha-
gyomanyosan felsé indexként irjuk.

A kovaridns és kontravarians elnevezésekre a kovetkez6 tétel ad magyardzatot. Bi-

zonyitasdhoz sziikségiink lesz egy segédtételre.
x 6.2.44. Segédtétel. Legyen V vektortér K felett,
€1,€9,...,€,, illetve fi,fo, ..., fn
egy-egy bazisa V-nek,
€],€5,...,€

., dlletve  fi, f5, ...,

a megfelel§ dudlis bdzisai V'-nek. Ha az ey, ey, ..., e, bazisrdl az fi, fs,..., f, bdzisra

ez

(a).
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A segédtétel allitasat igy szokas kifejezni, hogy Vvektorai kogrediens, mig V' vekto-
rai kontragrediens modon valtoznak. Az elnevezés arra utal, hogy baziscserénél V vektora-
inak 11j koordindtait a kisér6 transzformdcié méatrixa, mig V'’ vektorainak 1j koordinatait
az kiséro transzformacié matrixanak inverze segitségével szamolhatjuk ki.

Bizonyités. Jeldlje (b; ;)77 a keresett métrixot, amelyre tehdt

n
fir = ijJ/@;, ha j=1,2,...,n
=1
Ekkor
n n n n
05 = f]//<fj> = Zaz ij, (e;) = Zai,jzbj,fe;(el) = Zb RACRE
i=1 i=1 =1 i=1

ahonnan b transzpondltjanak és a-nak a szorzata az egységmatrix, igy kévetkezik az
allitas. O

% 6.2.45. Tenzorok koordinatainak transzformacidja. Legyen V vektortér K felett,

n illetve f17f2a"'7fn

€1,€9, ..., €
egy-egy bazisa V-nek,

/ ’ /7 . / ’ /
€1,€5,...,e,, iletve fi,f5, ..., f

a megfelel§ dudlis bézisai V'-nek. Ha az ey, ey, . .. , e, bdzisrél az fy, fs, ..., f,, bazisra valé

attérés matrixa (%), , ennek inverze pedig (bz)z,1 %y, ahol az oszlopindexet mindkét

esetben feliilre irtuk, és a T € W tenzor koordinatai az elsé bazisban a t :
akkor a masodik bazisban a T’ koord1nata1 az

-/
Jla ’jg 21: % . Lk ]1 LBk
(1) S Z Z Z Z i 7Zk J1 kazl bzfe’

i1=1 ip=14¢=1

711

i szamok,
k

1< 1,000 s dis J1s G50 - -5 Jp < 1 szamok.

Lathato, hogy a formuldban a kovarians indexekhez az a attérésmatrix tartozik, mig
a kontravarians indexekhez annak b inverze. Ez indokolja a kovaridns és kontravarians
elnevezéseket.

Bizonyitas. Mivel f; = " ale; és fj =" ble] (sic!),

(2

T(fjlv"'7f]kf 77f]/})

n

-/
_ 7k J1 R ’ ’
= E E a]1 b1 bi;T(eil""7eiw€i’1""’€i;)' O

* 6.2.46. Einstein-konvencié. Mint latjuk, tenzorokkal valé szamolasnal sok szum-
ma jel szerepel. Ezen segit az Finstein-konvencid: a szummakat nem {rjuk ki, de minden
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kétszer eléfordulé indexre Osszegezni kell. Példaul az eléz6 tétel (1) formuldja ezzel a
konvenciéval igy néz ki:

S a

o =t e af by b

6.2.47. Permutacidk. Egy halmaz permutdcidjan a halmaznak énmagara vald kolcso-
nosen egyértelmi leképezését értjiik. Az X halmaz 6sszes permuticioi kozott tekinthet-
jik a o miveletet, azaz az Osszetett fliggvény képzést. Ez a miivelet asszociativ, barmely
permutaciét az [y identikus leképezéssel szorozva akar balrél, akir jobbrdl, az adott
permutéciét kapjuk vissza, és barmely permuticiét akar balrél, akar jobbrol szorozva
a fliggvényként vett inverzével, az identikus leképezést kapjuk. Az {1,2,...,n} halmaz
Osszes permutaciéinak halmazat ezzel a miivelettel S, -nel fogjuk jeldlni és n-edfokt szim-
metrikus csoportnak nevezziik. Elemei olyan {1,2,...,n}-beli py,ps,...,p, sorozatok,
amelyeknek minden tagja kiillonb6z6. Az ilyen sorozatok szdma nyilvan n!.

Egy p € S,, permutéciéra, ha k 0sszes olyan 1 < i < j < n péarok szama, amelyekre
p; > pj, azaz az inverzidk szdma, akkor legyen sgn(p) = (—1)k. A permutéciot pdrosnak,
illetve pdratlannak nevezziik aszerint, hogy k paros vagy paratlan, azaz sgn(p) = 1, illetve
sgn(p) = —1. Péld4ul az identikus permutécié paros.

Az identikus permutaciétol eltekintve a legegyszeriibb permutaciék azok, amelyek
csak két elemet cserélnek meg, ezeket transzpozicicknak nevezzilk. Az S,, minden eleme
felirhat6 transzpozicidk szorzataként, sot, olyan transzpoziciék szorzataként is, amelyek
két szomszédos elemet cserélnek meg: vigyiik a helyére p,-et, majd py-t stb. Bar ez az
eloallitas nem egyértelmii, az alabbi allitds igaz:

6.2.48. Tétel. Egy p € S, permutacié pontosan akkor paros, ha el6allithaté paros
sok transzpozicié szorzataként, és pontosan akkor paratlan, ha paratlan sok transzpozicio
szorzataként allithato eld.

Bizonyitas. Csak azt kell megmutatnunk, hogy ha egy permutaciot balrdl szorzunk
egy transzpozicioval, akkor megvéltozik a permutéicié paritisa. Ha egy p permutaciot
szorzunk az i-edik és j-edik elemeket megcseréld transzpoziciéval balrdl, ahol 1 < 7 <
7 < n, akkor az eredményben k < ¢ vagy k > j esetén azon inverzidk szdma, amelyekben
Dy, részt vesz, nem valtozik. Ugyanez a helyzet, ha ¢ < k < j, de p, vagy nagyobb,
mint max{p;,p;} vagy kisebb, mint min{p;,p,}. Ha i < k < j és min{p;,p,;} < p, <
max{p;,p;}, akkor azon inverzidk szdma, amelyekben p, részt vesz, kettével valtozik.
Mivel p;, > p; esetén egy inverzié megszilinik, p; < p; esetén pedig egy 1j keletkezik, az
allitdst belattuk. O

6.2.49. Kovetkezmény. Az S, csoportban egy paros és egy paratlan permutédcio
szorzata paratlan. Két paros vagy két paratlan permutacié szorzata paros. O]

6.2.50. Teriilet, térfogat és determinans. A sikban két vektor &altal kifeszitett
paralelogramma teriilete, illetve térben harom vektor &ltal kifeszitett paralelepipedon
térfogata hdrom alapvetd tulajdonsiggal rendelkezik. Az els§ tulajdonsidg, hogy akkor
biztosan nulla, ha a vektorok kozil ketté megegyezik. A mésodik tulajdonsag, hogy bér-
melyik vektort egy nemnegativ valés szammal szorozva, a teriilet, illetve térfogat az adott
szammal szorzédik. A harmadik, hogy az egyik vektort két, egymadssal ,nem tul nagy”
szoget bezaro vektor Osszegével helyettesitve, a teriiletek, illetve térfogatok dsszeaddédnak.
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A miésodik és harmadik feltételt a konnyebben kezelheté homogenitassal, illetve additi-
vitassal helyettesithetjiik, ha ,el6jeles teriiletet”, illetve ,elGjeles térfogatot” is megen-
gediink. Meg kell még mondanunk, hogy mely, példaul egy adott bazis altal kifeszitett
paralelogramma, illetve paralelepipedon teriiletét, illetve térfogatat valasztjuk egységnek.
Ez a harom tulajdonsag és az egységnyi teriilet, illetve térfogat kijelolése jellemez is egy
»eléjeles teriiletet”, illetve ,elGjeles térfogatot”.

Altaldnosabban, legyen V egy n dimenziés vektortér K felett, és tekintsiink egy
n-linedris D: V"™ — K format, amelyr6l feltessziik, hogy alterndld, azaz (definicié sze-
rint) ha két védltozéja megegyezik, akkor nulla. Ha eq, e, ... e, a V egy bézisa, és
D(ey,eq,...,e,) = 1, akkor D-t az adott bazishoz tartozd determindnsnak nevezziik,
a D(xqy,2,...,x,) skaldrt pedig az z,,2,,...,2, € V vektorrendszer adott bézishoz
tartozo determindnsanak. A determinans geometriai jelentése R™-ben az z,,x,,...,x,
vektorok altal kifeszitett ,paralelepipedon” elGjeles ,,n dimenzids térfogata”, ahol az
€1;€q,...,6€, bazis altal kifeszitett ,paralelepipedon” eléjeles ,n dimenzids térfogatat”
valasztjuk egységnek.

6.2.51. Tétel. Legyen V egy n dimenzids vektortér K felett, és D: V"™ — K egy

n-linedris alternalé forma. Ekkor barmely p € S, permutédciéra és x,%q,...,2, € V
vektorrendszerre

D(z, @, 7gcp") =sgn(p)D(xq, 2g,...,2,).
Ha az xl,xQ, ...,x, vektorrendszer linedrisan fiiggs, akkor D(x,,z4,...,x,) = 0. Ha
€1,€9,.+.,€, & Vegy bazisa, x; koordindtdi a §; ; szdmok, akkor
(1) D(zq,29,...,2, Z sgn(p Pul o2 -§pmnD(el,62,...,en),

peS,,

és barmely D(eq,e,,...,e,) skaldrra (1) jobb oldala egy n-linedris alternilé format defi-
nial.

x Bizonyitas. Ha az z,z,,...,z, vektorrendszer linedrisan fiiggd, akkor valame-
lyik vektora el6éallithaté az elGtte 1évok linearis kombinacidjaként. A D multilinearitdsat
felhasznélva, D(x,x,,...,x, ) olyan tagok linedris kombindcidjaként allithaté els, ame-
lyekben két valtozd megegyezik, tehat értéke nulla.

Mivel

0=D(zy, .., % 1,T; + Ty T g, T + Ty, Ty,)
= D(T1s oy Ty 1y Ty Ty T, Ty Tjgs - Ty) +0
+0+ D(‘rla cee 7xi—1a$3a$z+la cee axj—la‘ria :I:j+17 ey mn)a

azt kapjuk, hogy D értéke az ellentettjére valtozik, ha két valtozojat felcseréljiik. Innen
barmely p € S,, permutaciéra

D(z, 2y, 2, ) =sgn(p)D(x, 29, ..., T,).
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Ha ey, e,,...,€, a Vegy bdzisa, z; koordinatai a ; ; szdmok (1 < i,j < n), akkor a
multilinearitdst kihasznélva,

D(zy,29,...,2,)

Z 61’171 pe,2 " " gpmnD(ePNePz’ Tt epn)

1<p1,p2se- P <N

Z Epr18pa2  py D€y €56y ),

PES,

mert D(e, ,e, ,...,e, ) = 0, ha p; = p; valamely i # j-re, igy a tébbi tag nulla. Az
el6bb bizonyitott allitast felhaszndlva kapjuk (1)-et.
Azt, hogy barmely D(e;,e,,...,e,) skaldrra (1) jobb oldala egy n-lineéris alterndld

format definidl, hasonléan lathatjuk be, mint a bilinearis alterndlé formaknal tettiik.

6.2.52. Kovetkezmény. Barmely bazishoz létezik az adott bazishoz tartozé deter-
minans. [J

x 6.2.53. Kovetkezmény. Barmely alterndl6 n-linedris forma egy tetszéleges régzitett
bazishoz tartozé determinans konstansszorosa. [

6.2.54. Kovetkezmény. Egy z,,x,,...,x, vektorrendszernek egy adott bazishoz
tartozo determinansa csak a vektorrendszer adott bazisban vett koordinataitol fiigg, és
értéke a koordinatakkal kifejezve

Z Sgn<p>§p1,1£p2,2 t 'gpn,n' ‘:‘

PES,

a2

6.2.55. Matrix determinansa. Az elézd kovetkezmény szerint, az ottani jelolésekkel,
egy vektorrendszer adott bazisban vett determindnsa csak az adott bazisban vett (négy-
zetes) matrixatol fiigg, igy beszélhetiink 6nmagéban egy (fi’j)?ﬂ;‘:l négyzetes matrix

det((& )1y y) = D sen(p)é, 1&p,0 Spm

PES,

determinanséardl is. (Szokds a matrix determindnsat a fenti egyenldség jobb oldaldval is
definidlni.) A [¢; ;|77 vagy

)

SRENEEE 51,]' fl,n

3 )

v o &y o Ein

Sn1 o0 Sny o Cam

s

jelolés is szokésos.
Az egységmatrix determindnsa nyilvan 1, a nulla matrixé pedig 0.
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6.2.56. Tétel. Egy K-beli elemii 1 X 1-es, 2 x 2-es, illetve 3 X 3-as négyzetes matrixra

¢ i
|§1,1|:§1,17 L1 512 251,152,2—51,252,17
§a1 S22
11 &2 G
So1 S22 23| =811822833 821832813 T 831812823
&1 &2 a3

— 13822831 — €2,383.261,1 — §3,381,280,1-
Bizonyitéas. Azonnal kovetkezik a definiciébdl. [

6.2.57. Tétel. Egy K-beli elemi (¢; )iz négyzetes matrix determindnsa megegye-
zik a transzponaltjanak a determinansaval.

* Bizonyitas. Ha p és ¢ is S, -beli permutdcidk, akkor (mivel p o ¢ is permutacio),

fpl,l D22 'gpmn és gpq17q1 quz,qz o 'gpq”,qn
szorzatok csak tényezlik sorrendjében kiilonboznek. Ha minden p € S, -hez tekintjiik
q = p'-et, akkor Pg, =1 minden i-re, igy az el6z6 definicié alapjan azt kapjuk, hogy

det((& )1y y) = > sen(q ) 4 6oa Sna,-

qles,

Figyelembe véve, hogy sgn(q!) = sgn(q), és hogy ha ¢! befutja S, -et, akkor ¢ befutja
S, -et,
det((&; )iafr) = Y sen(@)€r g, 6o, - Eng,

q€S,
A jobb oldal viszont nem mds, mint a (;;);"17_; transzponalt matrix determindnsa. OJ

6.2.58. Kovetkezmény. A matrix barmely oszlopat, illetve sorat megszorozva egy
konstanssal, a determinansa az adott konstanssal szorzédik. Ha a matrix barmely oszlopa
vagy sora nulla, akkor a determinansa nulla. A matrix determinansa barmely oszlopanak,
illetve soranak additiv fiiggvénye. A matrix barmely oszlopahoz hozzaadva egy masik o0sz-
lop konstansszorosat, illetve barmely sorahoz hozzaadva egy masik sor konstansszorosat,
a determinans értéke nem valtozik. A matrix barmely két oszlopat, illetve barmely két
sorat felcserélve, a determindnsa ellenkezGjére valtozik.

Bizonyitas. Oszlopmiiveletekre kovetkezik a definiciébdl, a sormiiveletek pedig
megfelelnek a transzpondlt matrixon végzett oszlopmiiveleteknek. O

6.2.59. Részmatrix, aldeterminans. Egy m X n-es x = (mi,j):’il?:l matrix 1 < iy <
19 < ... <1, < m sorindexekhez és 1 < j; < jy < ... < j, < n oszlopindexekhez tartozé
részmdlrizan vagy minormdtrizan az (zimjs)ff:lﬁ:l matrixot értjiik, vagyis csak azokat
az elemeket tartjuk meg, amelyeknek sorindexe az i, 15, ..., indexek valamelyike, osz-
lopindexe pedig a j;, js, - - -, J, indexek valamelyike.

Ha a matrix K-beli elem matrix, akkor az 1 < i; < iy < ... <4, < m sorindexekhez
és 1 < j; < jgy < ... <, <n oszlopindexekhez tartozé aldetermindnsan vagy minoran
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a megfelel6 négyzetes részmatrix determindnsat értjik. A matrix determindnsrangjan
azt a legnagyobb k-t értjilk, amelyre van a métrixnak nem nulla determinansa k x k-as
részmatrixa. Ha a matrix determinansrangja k, akkor a nem nulla determinansa k x k-as
részmétrixokat (hibds széhasznalattal) rangmeghatdrozé aldetermindnsoknak nevezziik.

Ha m = n, akkor az ugyanazon sor- és oszlopindexek altal meghatarozott aldeter-
mindnsokat féminoroknak, az 1,2,...,k (1 < k < n) sor- és oszlopindexek &ltal megha-
tarozott féminorokat pedig sarokminoroknak nevezziik.

6.2.60. Tétel. Egy R feletti V véges dimenzids vektortéren egy szimmetrikus bilinearis
formabdl képzett kvadratikus forma pontosan akkor pozitiv definit, ha a bilinearis forma
(bdrmilyen bazisban vett) mdtrixanak sarokminorai mind pozitivak.

A tétel gyakran hasznalatos valés kvadratikus forma pozitiv definit voltanak eldon-
tésére, bar a fotengely-transzformécié kevesebb szamolassal jar.

*x Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha a B szimmetrikus bilinearis forma matrixanak
f6tengely-transzformacidja sordn soha nem fordul eld, hogy a f6atléban nulla all, akkor
a sarokminorok nem valtoznak, igy a kvadratikus forma pontosan akkor pozitiv definit,
ha a kapott atlos alak féatléjaban pozitiv elemek allnak, azaz ha a sarokminorok mind
pozitivak. Ha a fétengely-transzformacié soran elOszor a k-adik 1épésben fordul el6, hogy
a féatléban nulla all, akkor az elsé ilyen esetig a sarokminorok nem valtoztak, az éppen
aktudlis sarokminor nulla, és ha e, az aktudlis bazis k-adik eleme, akkor B(e;,e,) = 0. O

6.2.61. Tétel. Tegyiik fel, hogy a K-beli elemt x = (z; ;)i }_; négyzetes matrix

y w y 0
(5 %) vea (3 7)

alaki, ahol y egy m x m-es, z pedig egy (n—m) x (n—m)-es négyzetes matrix, 1 < m < n,
azaz x; ; = 0, ha © > m és j < m, vagy pedig z; ; = 0, ha i < m és j > m. Ekkor
det(z) = det(y) det(z).

x Bizonyitas. Elég az els esetet bizonyitani, a masik transzponéaldssal kovetkezik.
Ha i >m és j <m esetén x,; ; = 0, akkor a

Z Sgn(p) Ty, 1%p, 0 Tp n

peS,,

Osszegben minden olyan tag nulla, amelyre p; > m valamely 1 < j < m-re, hiszen ekkor
a szorzat egy tényezéje nulla. Azokra a p € S, permutdcidkra, amelyekre 1 < j < m
esetén 1 < p; < m, az is teljesill, hogy p; > m, ha j > m, azaz p az {1,2,...,m},
illetve {m + 1,m + 2,...,n} halmazok elemeit csak egymds kézott permutélja. Az ilyen
p permutdciokra legyen ¢ € S, az a permutacid, amelyre ¢; = p;, ha 1 < j < m, és
legyen r € S, ,, az a permuticié, amelyre ; = p;,,, —m. Az igy kapott p > (g,7)
hozzarendelés kolesonosen egyértelmii és sgn(p) = sgn(q) sgn(r), igy

det(m) = E E Sgn Sgn ) 1,10 xqm,mmerrl,erl e mm+’rn,m,n

€S, TES,

E Sgn( ) Lg 1 " Lg m E sg‘n m+r1,m+1' Togr, n
qeS,, res,,

= det(y) det(z). O
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6.2.62. Tétel. Egy K-beli elemii m X n-es matrix sorrangja, oszloprangja és determi-
nansrangja megegyezik.

A bizonyitds azt is mutatja, hogyan hatdrozhaté meg egy négyzetes matrix deter-
mindnsa Gauss-féle kikiiszoboléssel.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a Gauss-féle kikiiszobolés els6 fazisa soran végzett
elemi sormiiveletek nem valtoztatjdk meg a determindnsrangot. A sorcseréknél az egyes
aldeterminansok legfeljebb csak egymas kozt cserélédnek és el6jelet valtanak. Elég meg-
mutatni, hogy az i-edik sor \ # 0-szorosiat hozzdadva a j-edik sorhoz, a determindnsrang
nem csOkkenhet, mert akkor nem is n6het, hiszen —\-val megismételve a miveletet, csok-
kenne. Ha k a determindnsrang, és a miivelet utdn minden k X k-as rangmeghatarozo
aldeterminans eltiinne, akkor azok mindegyikében szerepelne a j-edik sor, de nem szere-
pelne az i-edik sor. Egy ilyen rangmeghatarozé aldeterminansban a j-edik sort az i-edikre
cserélve, a kapott aldeterminans nem lehet nulla, hiszen ha nulla lenne, akkor a miive-
let nem valtoztatna a rangmeghatarozé aldeterminans értékét. Ez viszont ellentmondas,
mert igy van olyan rangmeghatarozé aldetermindns, amelyben nem szerepel a j-edik sor.

Ha az els6 fazis a k + 1-edik 1épésben ér véget, akkor az el6z6 tétel szerint a deter-
mindnsrang nyilvan k, mert az eredménymatrixnak van olyan k x k-as aldeterminansa,
amely felsé haromszog alakd, és a féatléjaban nem nulla elemek allnak, de minden na-
gyobb aldetermindnsnak valamelyik sora csupa nullat tartalmaz. Mivel az eljaras soran
az oszloprang sem valtozik, a determinansrang és az oszloprang megegyeznek. Az, hogy
a determindnsrang és a sorrang is megegyeznek, transzpondlassal kovetkezik.

6.2.63. Kifejtési tétel. Jelolje a K-beli elemti x = (x; ;)i négyzetes matrix i-
edik sordnak és j-edik oszlopdnak elhagydsdval kapott aldetermindnsdnak értékét X, ;.
Ekkor bdrmely ¢ sorindexre det(x) = Z?Zl(—l)”jxi,ij és barmely j oszlopindexre
det(z) = 377" (—=1)"x, ; X, ;.

x Bizonyitas. Elég az oszlop szerinti kifejtésre vonatkozé allitast bizonyitani, a
masik transzponalassal adédik. Ha z;, = Z?Zl T; 1€;, ahol ey, eq,... €, egy tetszileges
bazis, és D pedig az ehhez tartozé determinans, akkor

det(z) = D(T1, 29, ., Tj 1, T4, Tjiq50 -0, Ty,)
n
= g T, i D(Ty,Tg,y o Ty 1,€5, T, Ty )
i=1
Ha felirjuk a zy,2q,...,7,;_q,€;,Z;.4,..., T, vektorrendszer matrixat, ¢s j — 1 szomszé-

dos oszloppal végzett oszlopcserével a j-edik oszlopot az els6 oszlop helyére, majd ¢ — 1
szomszédos sorral valé sorcserével az abban 1év6 egyetlen nem nulla elemet, ami 1, az els6
sorba hozzuk, azt kapjuk, hogy

D(xy, 20, Tj1,€5,T g5 Ty) = (‘Djflﬂ;lXi,j = (—Dﬁixi,p
ahonnan kovetkezik az allitas. O

% 6.2.64. Linearis transzformaécié determinansa. Legyen Vvéges dimenzids linedris
tér K felett, A € £(V; V). Ekkor létezik egy egyértelmiien meghatérozott det(A) skalar,
amit a linedris transzformdcio determindnsdnak hivunk, és amelyre

(1) D(Azq, Az, ..., Az,) = det(A)D(xq, 29, ..., 2,)
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barmely x,x,,...,x, vektorrendszerre és barmely D alterndlé n-linearis formara: A
bizonyitashoz legyen D, egy adott e, e, ..., e, bazishoz tartozd determinans. Mivel

(X1, g, ..., x,) = Dy(Azy, Az,, ..., Az,,)

egy alternalé n-linedris leképezés, van olyan det(A) skaldr, hogy (1) fenndll D = Dy-ra és
minden z, ¥y, ..., x, € Vore. Az z; = e; vdlasztdssal latjuk, hogy a konstans egyértelmii
is, és nem mas, mint az A adott bazishoz tartozé matrixanak determinansa. Ha most D
tetszoleges alterndld n-linedris forma, akkor van olyan A € K skalar, hogy D = AD,, igy
D-re szintén teljesiil (1) ugyanazon det(A) szorzdval. Tehdt ezt a szdmot az A linedris
transzformécié mar énmagaban meghatarozza, és nem mas, mint a bazisvektorok képei
altal alkotott vektorrendszer determindnsa. Mivel az ey, e,, ..., e, bazis tetszileges volt,
azt is megkaptuk, hogy barmely bazisban vessziik A méatrixat, ugyanaz a determindnsa.

% 6.2.65. Determinansok szorzastétele. Legyen V véges dimenzios linearis tér K
felett, A, B € £(V;V). Ekkor det(AB) = det(A) det(B).

Bizonyitds. Az el6z6 definicié jeloléseivel, (1)-bol

det(AB)Dy(z1, o, ..., z,)

Dy((AB) xl, (AB)z,,...,(AB)x,)
Dy(A(Bz,), A(Bx,), ..., A(Bz,))
det(A)DO(Bxl, Bx,,...,Bx,)
det(A) det(B)Dy(xq, Zg, .., 2,,),

ahonnan kovetkezik az allitas, mert D, nem azonosan nulla. O

6.2.66. Determinansok szorzastétele matrixokra. Két K-beli elemii egyforma
méretii négyzetes matrix szorzatanak a determinansa a determinansaik szorzata.

Bizonyitéas. Az &llitas kovetkezik az el6z6 tételbdl, de kozvetlen bizonyitds is ad-
hato: lasd Kuros [38] konyvét, 99. o.

6.2.67. Megjegyzés: linearis transzformacié determinansa. Legyen V véges
dimenziés linearis tér K felett

z /7 / 4
és ef,e5,...,e

€1,€9,...,€ s €ns

n

bazisokkal, A € £(V;V). Legyen T vessz& nélkiili bézisrdl a vesszis bézisra vald attérés
kiséré transzformécidja a Vtérben. Az el6z6 tétel szerint, mivel [T1][T] az egységmatrix,
det([T']) det([T]) = 1. Innen, ismét felhaszndlva az el6z tételt,

det([T1[A][T]) = det([T"]) det([A]) det([T])
— det([4]) det([T1]) = det([A]),
azaz A barmelyik bazisban vett marixdnak ugyanaz a determindnsa. Ennek alapjin az A

linedris transzformdcid determindnsa Ugy is definidlhatd, mint a — tetszdleges bazisban
vett — matrixdnak a determinénsa.

6.2.68. Tétel. Legyen V véges dimenzids linedris tér K felett. Egy A € £(V; V) linedris
transzformdcié pontosan akkor invertalhatd, ha det(A) # 0.
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Bizonyitas. Ha A invertalhaté, akkor AA~! = [, igy det(A)det(A™1) = 1, azaz
det(A) nem lehet nulla. Ha A nem kolcsénosen egyértelmii, akkor van olyan e; # 0
vektor, amelyre A(e;) = 0. Kiegészitve e;-et egy ey, e, ..., e, bazissd, ha D az ehhez a
bézishoz tartozé determindns, akkor D(Aeq, Ae,, ..., Ae,) =0, azaz det(4) = 0. O

6.2.69. Tétel. Legyen z = (x, ;)i egy K-beli elemii négyzetes mdtrix, és jeltlje
az i-edik sor és j-edik oszlop elhagydsdval kapott aldetermindns értékét X, ;. Ekkor az x
métrix akdr balrél, akér jobbrol szorozva a ((—1)"*7X, ;)i mdtrix transzponaltjdval,
azaz az y = ((—=1)""X; )i 1j—1 matrixszal, det(x)-szer az egységmatrix.

Bar a tétel felhasznalhaté az inverz matrix kiszamitasara, alkalmazéasa csak Kkis,
illetve ,ritka” (sok nullat tartalmaz6) matrixok esetén célszerti.

Bizonyitas. A z = xy szorzatmatrix

E

=1

eleme a kifejtési tétel szerint ¢ = j esetén det(x), egyébként egy olyan métrix determi-
nansa, amelynek egyik sora megegyezik egy masik sorral, tehat nulla. O

6.2.70. Linedris egyenletek. Legyenek U és V vektorterek K felett, A € £(U;V)
és b € V. Az Ax = b alaka linedris egyenlet megoldhatosagdval, megoldashalmazanak
szerkezetével kivanunk foglalkozni. Sziikségilink lesz a megfelel6 Ax = 0 homogén linedris
egyenlet vizsgalatara is. Vegyiik észre, hogy ha a terek véges dimenzidsak, e, e,,... €,
egy bézis U-ban, fi, fs,..., f,, pedig egy bdzis V-ben, A métrixa (a; ;)i,}_;, a b koordi-
natai pedig by, by, ..., b,,, akkor x € U pontosan akkor megoldédsa az Ax = b egyenletnek,

ha az z,x,,...,z, koordinatai kielégitik a

a1+ a1 9Ty + - tay jr o tag T, =0y

a; 11 + a; 9%y + -+ a, jacj + - ta; ,z, =

am,lml+am,2m2+' cta,, 7.’17]+ +a’m nt n_bm
egyenletrendszert, igy egy linearis egyenlet megoldasai Gauss-eliminaciéval meghataroz-
hatéak.

6.2.71. Allitas. Legyenck U és V vektorterek K felett, A € £L(U;V) és b € V. Az
Ax = b linedris egyenlet pontosan akkor megoldhatd, ha b € rng(A). O

6.2.72. A szuperpozicié elve. Legyenek U és V vektorterek K felett, legyen A €
L(U;V) és by,by,...,b, € V. Tegyiik fel, hogy Az, = b;, ha i = 1,2,... k, legyenek
U, Q. ..,y skalarok, és legyen b = a by + ayby + - - - + ayby,. Ekkor

T =092 + Qg+ -+ LTy,

megolddsa az Ax = b egyenletnek.
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Bizonyitas.

Az = Aloqzy + -+ - + ogxy,) = ag Az + - - - + o Az,
=ayb; +asby + -+ aib, =b. 0O

6.2.73. Kovetkezmény. Ha az Ax = b egyenletnek van megoldasa, akkor a megol-
dasok affin sokasagot alkotnak.

Bizonyitas. Legyen b; =by =---=b, =0. O
6.2.74. Kovetkezmény. Az Ax = 0 homogén egyenlet megoldasai alteret alkotnak.
Bizonyitas. Legyen by = b, =---=b, =0. O

6.2.75. Kovetkezmény. Ha z; az Ax = b egyenlet egy megoldasa, akkor x, pontosan
akkor megoldasa az Ax = b egyenletnek, ha x, — x; megolddsa az Ax = 0 homogén
egyenletnek.

Bizonyitds. A by = b, = b, a; = 1, ay = —1 vdlasztdssal kapjuk, hogy =z, — x;
megoldasa a homogén egyenletnek. A b; = b, by = 0, oy = a; = 1 vélasztassal kapjuk,
hogy ha z, a homogén egyenlet egy megoldasa, akkor o, = x; + x;, megoldasa az Az = b
egyenletnek. 7

6.2.76. Kovetkezmény. Ha ker(A) = {0}, akkor az Az = b egyenletnek minden
b € V-re legfeljebb egy megoldasa van. O

6.2.77. Kovetkezmény. Ha az Axr = b egyenlet megoldhaté, akkor megoldasai egy
dim ker(A) dimenziés affin sokasagot alkotnak. [

6.2.78. Invaridns alterek. Legyen X linedris tér K felett, A: X — X linedris transz-
formaci6. Egy Y alterét X-nek az A invaridns alterének nevezziik, ha A(Y) C Y.
Példék invaridns alterekre rng(A) és minden azt tartalmazé altér, ker(A) és minden
altala tartalmazott altér. Speciédlisan, az egész tér és {0} mindig invaridns altér, ezek a
trivialis invaridans alterek.

6.2.79. Sajatérték, sajatvektor, sajataltér. Legyen A:V — Va K feletti V vektor-
tér linearis transzformaciéja. Az mondjuk, hogy A € K sajdtértéke, az x # 0 vektor pedig
sajdtvektora A-nak, ha Ax = Az. Pontosabban, az 6sszes nem nulla vektort, amelyre
Az = Az, a A sajatértékhez tartozé sajatvektornak nevezziik. Az A sajatértékeinek hal-
mazat o(A)-val jeloljik és A spektruménak nevezziik. A o(A) spektrdlsugdr a sajatértékek
abszolut értékeinek maximuma.

Vegyiik észre, hogy ha z a A-hoz tartozé sajatvektor, akkor A%z = A2z. Alta-
lanosabban, ha oy, aq,...,a, € K, p(A) = ag + a;A + asA? + -+ - + a, A" akkor a
p(A) = ool + ;A + ayA? + -+ - + a,, A" definiciéval p(A)x = p(\)x, tehat ha A-nak
2 a A-hoz tartozo6 sajatvektora, akkor p(A)-nak x a p(A)-hoz tartozé sajitvektora.

Adott A skaldrra az Osszes olyan x vektorok, amelyekre Ax = Az (beleértve a 0
vektort is), egy alteret alkotnak, amely nem mads, mint ker(A — Al). A A € K skalar
pontosan akkor sajatérték, ha ez az altér nem a {0}, vagy ami ezzel ekvivalens, ha A —
Al nem kolesonosen egyértelmii; ekkor a ker(A — Al) altér a A-hoz tartozd sajdtaltér,
dimenziéja a A geometriai multiplicitdsa. A sajataltér nyilvan invaridns altere A-nak.
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6.2.80. Karakterisztikus polinom. Legyen V egy n dimenziés vektortér K felett,
A e LV;V). A X det(A — Al) leképezést az A transzformdcié karakterisztikus po-
linomjanak nevezziik; mivel barmilyen bézisban felirva A matrixat, a A > det[A — Al]
leképezésrél van szd, 1atjuk, hogy n-edfoki polinom, f8egytitthatdja (—1)™, konstans tagja
det(A), és a definicié szerint nem fiigg a bazis megvalasztdsatol. Szokds az A transzfor-
mé&ci6 helyett az [A] matrix karakterisztikus polinomjardl is beszélni. Nyilvan ekvivalens
matrixok karakterisztikus polinomja ugyanaz, hiszen azok felfoghaték ugyanazon linearis
transzformacié mas-més béazisban vett matrixanak. Hasonlbéan ekvivalens transzformaéci-
ok karakterisztikus polinomja is ugyanaz, mert alkalmas bézisokat valasztva, ugyanaz a
métrixuk. Az [A]” karakterisztikus polinomja megegyezik [A] karakterisztikus polinom-
javal, hiszen [A]" — All] = [A — Al]’, és az ut6ébbi determindnsa megegyezik [A — Al]
determindnséval.

A karakterisztikus polinom n — 1-edfokii tagjanak a (—1)" l-szerese az [A] f64tl6-
jaban 1év6 elemek Osszege; ezt [A], illetve A nyomdnak nevezziik, és Tr(A)-val, illetve
Tr([A])-val (vagy Sp(A)-val, illetve Sp([A])-val) jeloljiik. Ha felirjuk a karakterisztikus
polinomot A = (A; —A)(Ay — ) - - - (A, — \) gyoktényezbs alakban, akkor latjuk, hogy (a
K = R esetben is) az A nyoma a karakterisztikus polinomja (multiplicitdssal vett komplex,
tehat Osszes) zérushelyeinek Gsszege.

A karakterisztikus polinom jelent6ségét a sajatértékekkel valé kapcsolata adja: is-
meretében a kovetkezd tétel szerint meghatarozhatok a sajatértékek, azok ismeretében
pedig a hozzajuk tartozé sajdtalterek. A karakterisztikus polinom kiszamitasira, ugyan-
ugy, mint a determindns kiszamitdsara, ,ritka” (sok nullat tartalmazd) matrix vagy kis
n esetén a kifejtési tétel hasznalhaté; egyébként érdemesebb n + 1 helyen Gauss-féle
kikiiszoboléssel kiszdmitani det[A — Al értékét és Lagrange-interpolacival felirni a ka-
rakterisztikus polinomot. (Sokkal hatékonyabb eljardsok is vannak.)

6.2.81. Tétel. Az el6z6 definicié jeloléseivel, A, € K pontosan akkor sajatértéke A-nak,
ha K-beli zérushelye a karakterisztikus polinomnak.

Bizonyitas. Ha A\, € K egy zérushelye a karakterisztikus polinomnak, akkor
det(A — A\yl) =0, igy A — Ayl magja nem {0}. Megforditva, ha A, € K sajatérték, akkor
A — Xyl nem kélesondsen egyértelmt, igy det(A — A l) = 0. O

6.2.82. Algebrai multiplicitds. Az el6zé definicié jeldléseivel, ha A, € K a ka-
rakterisztikus polinomnak k-szoros zérushelye [azaz a karakterisztikus polinom oszthatd
(A—Xg)k-val, de nem oszthaté (A—X,)*1-gyel], akkor azt mondjuk, hogy a A, sajatérték
algebrai multiplicitdasa k.

A geometriai és az algebrai multiplicitds nem mindig egyeznek meg: példaul ha
D a differencidlas operatora az n-nél alacsonyabb foku K-beli egyiitthatés polinomok
terén, akkor D-nek nem nulla sajatértéke nem lehet, mert barmely polinom derivaltja
alacsonyabb fok1, mint a polinom. A 0 viszont sajatérték, a megfeleld sajataltér a konstans
polinomok egydimenziés altere. Az 1, x,z2,...,z" ! hatvanyfiiggvényekbdl 4116 bazisban
felirva D matrixat adédik, hogy a karakterisztikus polinomja A — (—1)"A", igy a 0
algebrai multiplicitdsa n. A geometriai multiplicitds nem nagyobb, mint az algebrai: ha
€1;€9,-.-,€, a Ag-hoz tartozd sajataltér egy bazisa, és ezt kiegészitjiikk V egy bazisava,
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akkor ebben a bézisban A métrixa

Ao O .00 Ay js1 e Qg

0 X v 0 agpyr oo ag,

0 O - )\0 ak)k+1 . ak)n ,
0 O e O ak+17k+1 e ak+17n

0 0 ... 0 aypy1 - Gy,

ahonnan latszik, hogy (A — \y)* osztdja a karakterisztikus polinomnak.

x 6.2.83. Cayley—Hamilton-tétel. Legyen V véges dimenzios vektortér K felett, A
linedris transzforméciéja V-nek, és p az A karekterisztikus polinomja. Ekkor p(A) = 0.

Bizonyitéis. Legyen n a tér dimenzidja, p(A) = py + p1 A + - - - + p,, A", rogzitsink
egy bazist, legyen A matrixa a, az egységmatrix e, és jelolje bm.()\) az a — Ae matrix
i-edik oszlopdnak (sic!) és j-edik sordnak elhagydsdval kapott aldetermindns értékének

(—1)"-szeresét. A b(\) = (b, j()\))n .. métrix és az a — Ae métrix szorzata a 6.2.69
: i=1joy

tétel szerint det(a — Ae)e. A b(A) métrix minden eleme legfeljebb n — 1-edfoki polinomja
A-nak. Irjuk fel a b(\) matrixot by + Aby + A2by + - - -+ A" 1b, | alakban. Az elézd allitds
szerint

boa + A(bya —by) + -+ A" L(b,_ja—b, o) — A", 1 = (pg + P1A+ ...+ D A" )e.

A két oldalon szereplé matrixoknak elemenként meg kell egyezniiik minden A-ra. Innen
bpa = pge, bja—b; y =p;e,haj=1,2,...,n—1,é —b, , = p,. Ezeket az egyenldségeket
balrél beszorozva rendre a® = e-vel, a-val, a®-tel, stb, a™nel, majd dsszeadva, azt kapjuk,

hogy 0 = pye + pya + pya® + - - - + p,a™. O

6.2.84. Fels6 haromszog alak. Legyen V véges dimenziés vektortér K felett, A linea-
ris transzformacioja V-nek. Akkor és csak akkor van olyan bazis, amelyben A matrixa felsé
haromszég alaki, ha a karakterisztikus polinom K-beli egyiitthatés elséfokii polinomok
szorzataként irhato.

A bizonyitas konstruktiv.

x Bizonyitas. Ha A matrixa valamely bazisban fels6 haromszog alaku, akkor gyok-
tényezds alakban (els6fokd polinomok szorzataként) olvashaté le a karakterisztikus poli-
nom: gyokei a féatloban 4116 elemek. A megforditast a V dimenzidja szerinti teljes indukci-
oval bizonyitjuk. Egy dimenzidban igaz az allitas. Tegyiik fel, hogy n — 1 dimenziéra igaz.
Legyen A, egy sajatértéke A-nak, és legyen f; egy hozzd tartozd sajatvektor. Egészitsiik

ki az f; vektort ey, es, ..., e, vektorokkal Vegy béazisava. Ebben a bazisban A métrixa
A a9 Q13 ... Qp,
0 agy ag3 ... ag,
0 azy azs ... as,

0 Upo Gpg .- _
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alaku. Tekintsiik a P:V — U projekciét, ahol P(x) = x9e9 + - - - + €, ha

n-n’

r=x1f; +x9e5+ -+ 2,6,

Mivel P linearis, a B = PA, B:U — U leképezés is linearis, és az e, ...,e, bazisban
matrixa

Ago Qg3 ... Qg

Ao Q33 .. a3,

Upo Qpz oo Gy

Innen A karakterisztikus polinomja a A — A; — A polinomnak és B karakterisztikus
polinomjanak a szorzata, tehat B karakterisztikus polinomja is felirhato els6foku tényezék

szorzataként. Az indukcids feltevés szerint van olyan f,,. .., f,, bazis U-ban, amelyben B
matrixa fels6 haromszog alakt. Az fi, fy, ..., f, bazisban A matrixa fels6 haromszog
alaki. O

6.2.85. Kovetkezmény. Ha K = C, akkor van olyan bazis, amelyben A matrixa felsé
haromszég alakii. O

* 6.2.86. Segédtétel. Legyen V véges dimenziés vektortér K felett, A linedris transzfor-
macidja V-nek. Ha \,...,\,, paronként kiilénbézé sajatértékek, z,,...,x,, pedig hoz-
zdjuk tartozé sajatvektorok, akkor x; + - - -+ x,, # 0.

Bizonyitas. Indukciéval: m = 1-re nyilvanval6é. Ha m-re nem lenne igaz, azaz x; +
To+- -+ 2, 1+, =0 teljesiilne, akkor alkalmazva A-t mindkét oldalra, azt kapnank,

hogy
MTy ATy + -+ Ay 1Ty + Ay, = 0.

Ebbdl az 6sszefliggésbol kivonva az el6z6 Gsszefliggés A, -szeresét, az adddna, hogy
(/\1 - )‘m)xl + <)‘2 - )‘m>x2 +oeet ()‘mfl - )‘m)xmfl =0,

ami ellentmond az indukeiés feltevésnek, mert (A\;— A, )x; is a \;-hez tartozo sajétvektor,
haj=1,2,....m—1.0O0

6.2.87. Atlos alak. Legyen V véges dimenziés vektortér K felett, A linedris transzfor-
macidja V-nek. Akkor és csak akkor van olyan bazis, amelyben A mdtrixa diagonalis, ha
a karakterisztikus polinom K-beli egyiitthatés elséfoku polinomok szorzataként irhato, és
minden sajatérték geometriai dimenzidja megegyezik az algebrai dimenzidjaval.

A bizonyitas konstruktiv.

x Bizonyitas. Ha A matrixa valamely bézisban diagonalis, akkor gyoktényezés
alakban (els6foku polinomok szorzataként) olvashaté le a karakterisztikus polinom: gyokei
a féatléban allé elemek, a megfelel§ bazisvektorok pedig az adott sajatértékhez tartozo,
annak algebrai multiplicitasaval megegyez6 dimenziés alteret feszitenek ki, igy az algebrai
és geometriai multiplicitdsok megegyeznek. A megforditdshoz legyenek Aj, Ay, ..., A, a
karakterisztikus polinom paronként kiilonbozé gyokei, és

m

A (A — )\)kl Ay — /\>k2 (N, — /\)km
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a karakterisztikus polinom. Minden sajatértékhez valasztva a sajataltérbdl egy bazist,
egy €y, €,,...,e, vektorrendszert kapunk, ahol dim(V) =n =k; + ko +---+ k,,. Ez
a vektorrendszer linedrisan fiiggetlen, mert ha 2?11 ae, =0, 8és e, ,€,,... )€y, B A
sajatértékhez tartozo sajataltérben vannak, akkor z; = a, e, +a, e, +---+o, e, is.
J "]
Ezen vektorok koézott viszont nem lehetnek nullatédl kiillonbézoek, mert azok paronként
kiilonbozé sajatértékekhez tartozo sajatvektorok lennének, igy az el6z6 segédtétel szerint
Osszegiik nem lehet nulla. Tehat azt kapjuk, hogy az Osszes «, egyiitthaté nulla, azaz

€1,€q,...,€, bazis. Ebben a bazisban A métrixa diagondlis matrix. O

* 6.2.88. Altalanositott sajatvektor. Legyen V vektortér K felett, A: V — Vlinearis
transzformécié. Az mondjuk, hogy az x vektor a A € K sajatértékhez tartozé dltaldnositott
sajdtvektora A-nak, ha valamely p € N-re (A — Al)Pz = 0. Masként az  vektor pontosan
akkor A-hoz tartozé éltaldnositott sajatvektor, ha benne van U,cy ker((A — Al)P)-ben.
Mivel ker((A—Al)?) C ker((A—AI)P*!) minden p € N-re, az A-nak a A € K sajatértékhez
tartoz6 altalanositott sajatvektorai egy alteret alkotnak; ez a A sajatértékhez tartozéd
altalanositott sajdtaltér, amelynek nyilvan része a A-hoz tartozé sajataltér. Ez az altér
nyilvdn invaridns altere A-nak, hiszen ha tartalmazza x-et, akkor (A — Al)z-et is, igy
Az = (A — Nz + Az-et is.

Legyen x a A sajatértékhez tartozo altaldnositott sajatvektor. Az z-hez tartozé vek-
torsorozaton a

(A= X)P e, (A= AP 22,... (A= N)z, 2

sorozatot érjiik, ahol p a legkisebb olyan természetes szdm, amelyre (A — Al)Pz = 0.
Vegyiik észre, hogy a vektorsorozat tagjai mind kiilénbozéek és az els6 tagja A-hoz tartozéd
sajatvektora A-nak.

* 6.2.89. Segédtétel. Legyen V vektortér K felett, A linedris transzformacidja V-nek, A
pedig sajatértéke A-nak. Ha S;, i = 1,2,...,k a A-hoz tartozo altaldnositott sajatvekto-
rokbdl 4116 (nem tires) vektorsorozatok, els§ vektoraik, az y;, i = 1,2, ..., k sajatvektorok
linearisan fiiggetlenek, akkor a vektorsorozatok egyesitése is linearisan fiiggetlen rendszer.

Bizonyitas. Legyen p; az S; vektorsorozat hossza. Feltehetjiik, hogy

A bizonyitas p, szerinti indukciéval torténik. Ha p; = 1, akkor az allitas nyilvanval6, mert
az y;-k fiiggetlenségét mondja ki. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz minden 1 < p; < m-re,
és tegyiik fel, hogy m = p; > py > ... > p,. Legyen r a legnagyobb olyan index, amelyre
p, > 1. Legyen S az a vektorsorozat, amelyet tigy kapunk, hogy elhagyjuk az utolsé z;
vektort S;-bél, ha 1 < i < r. A kezdévektorok nem valtoztak, igy az S}, i = 1,2,...,r
vektorsorozatok egyiitt linedrisan fliggetlen rendszert alkotnak. Meg kell mutatnunk, hogy
visszarakva az elhagyott (az S;-k egyesitésében nyilvidn nem szerepl$) z; vektorokat, a
kapott S rendszer linedrisan fiiggetlen. Tegytik fel, hogy er g ¥ =0. Jelolje S az S
azon részhalmazat, amelyet Ugy kapunk, hogy az y;, 1 < ¢ < k vektorokat hagyjuk el
S-bol. Alkalmazva az A — Al operétort, azt kapjuk, hogy

0= Zaw(A — ANz = Z a,(A— M)z = Z Q.

zeS zeS”’ zes’
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Mivel az S’-beli vektorok linedrisan fiiggetlenek, az ezekhez tartozé egyiitthaték mind
nullak. A t6bbi egyiitthatdk a ZzGS a,x = 0 6sszegben viszont az y;-khez tartoznak, igy
azok fliggetlensége miatt ezek is mind nullak. OJ

* 6.2.90. Segédtétel. Legyen V vektortér K felett, A linedris transzformacioja V-nek,
ALy Ay, .oy A, Dedig kiilonbozo sajatértékei A-nak. Barmely 1 < i < m-re valasztva egy
linedrisan fiiggetlen vektorrendszert a A\,-hez tartozé altalanositott sajataltérben, a kapott
vektorrendszerek egyesitése linedarisan fiiggetlen.

Bizonyitas. Ha nem lenne az, akkor linedrisan kombinalhatnank bel6le a nulla
vektort nem Csupa nulla egyﬁtthatéval Jel('jlje T;a N hez tartozo vektorok adott linea-
mindegyik z; nulla, akkor ellentmondast kapunk. Tegytik fel 1nd1rekt7 hogy Valamelylk
z; nem nulla, mondjuk x; # 0. Legyen p, az a legkisebb természetes szam, amelyre
(A —\DPix, = 0. Alkalmazzuk az 0 = z; + x5 + x5 + - - - + z,,, egyenlség mindkét ol-
daldra az (A — A D71 T (A — \0)Pe operatort. Felhaszndlva, hogy a szorzat tényezdi
felcserélhetdek, kapjuk, (A A Dypat H (A= ADPiz; =0, ha j = 2,...,m. Mivel az

(A — X\ 1)Pr~1z, vektor a A;-hez tartozoé sajatvektora A-nak,

(A= X\DP) (A= N0y, = ﬁ Pi)(A— NNz, #0.

1=

e E

(]

.
||

)

)

Ez ellentmondés. [

% 6.2.91. Jordan normalalak. Egy K-beli elemii négyzetes matrixot Jordan-blokknak
neveziink, ha 1 x l-es vagy pedig 1 fels6 sdvmatrix a féatléban mindenitt ugyanaz-
zal a A skalarral, felette pedig mindeniitt 1-gyel. Egy K-beli elemii négyzetes matrixot
Jordan-normadlalaktnak neveziink, ha 1 x 1-es vagy pedig 1 felsé savmatrix, amely a f6-
atléra felftizott Jordan-blokkokbdl all. Egy véges dimenzids vektortér egy adott linearis
transzformaciéja esetén egy bazist a transzformacidhoz tartozdé Jordan-bdzisnak neve-
ziink, ha ebben a bazisban a transzformécié méatrixa Jordan-normaélalaki.

* 6.2.92. Jordan-bazis létezése és a Jordan-normalalak egyértelmiisége. Legyen
V véges dimenziés vektortér K felett, A linedris transzforméciéja V-nek. Pontosan akkor
létezik Jordan-bazis A-hoz, ha a karakterisztikus polinomja elséfoki tényezlk szorzata-
ként irhaté K felett. A Jordan-normdlalak (ha létezik) egyértelmii a kévetkezs értelemben:
az egyes sajatértékekhez tartozo Jordan-blokkok szama a sajatérték geometriai multipli-
citasa, méreteinek ésszege a sajatérték algebrai multiplicitasa, ami az adott sajatértékhez
tartozo altalanositott sajataltér dimenzidja, és az adott sajatértékhez tartozé adott mé-
retii Jordan-blokkok szama egyértelmiien meghatarozott.

A bizonyitas konstruktiv, lehet&séget ad a Jordan-bézis megkeresésére.

Bizonyitas. A létezés bizonyitasaval kezdjiik. A feltétel sziikségességet mar lattuk,
hiszen a Jordan-normalalak fels6 haromszog alak. Az elégségességet az n dimenziészam
szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha n = 1, nyilvan igaz az allitds. Tegyiik fel, hogy
n > 1, és minden n-nél kisebb dimenziéban igaz az allités.

El6szor azt az esetet vizsgaljuk, amikor A képtere m-nél kisebb dimenzids. Mivel
rng(A) invaridns altere A-nak, az indukcids feltevést alkalmazhatjuk A A)Ta. Az egy

rng(
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adott Jordan-blokkhoz tartozd béazisvektorok nyilvan a megfelel6 A sajatértékhez tartozo
vektorsorozatot alkotnak. Jeldlje S;,S,,..., S, a 0 sajatértékhez tartozé ilyen vektorso-
rozatokat, és legyen ezek elso, illetve utolsé vektora y,,v,, ..., ys, illetve wy,w,y, ... wy.
Mivel w; a képtérben van, létezik hozzd olyan x; vektor, amelyre Az; = w;. Mivel az
Y1, Ya, - - -, Y vektorok a 0-hoz tartozd, tehat ker(A)-beli sajatvektorok, és nyilvdn lined-
risan fliggetlenek, hiszen egy bazis tagjai, sorozatuk kiegészithetd 2., 2549, .,2, vek-
torokkal ker(A) egy bézisava. Ha 1 < i < k, akkor legyen S, az a vektorsorozat, amelyet
ugy kapunk, hogy S; végére odairjuk z;-t, ha pedig k < i < r, akkor legyen S, az egyetlen
z; vektorbol all6 vektorsorozat; a tobbi sajatértékhez tartozé vektorsorozatokat nem vél-
toztatjuk. Az igy kapott 0sszes vektorsorozat vektorai pontosan n vektort tartalmaznak,
mivel n = dim(ker(A)) +dim(rng(A)), és az eléz6 két segédtétel felhasznéldsaval adodik,
hogy linearisan fiiggetlen vektorrendszert — tehat bazist — alkotnak. Ebben a bazisban A
matrixa nyilvan Jordan-normélalaki.

Végiil az dltalanos esetben legyen A egy sajatértéke A-nak, és alkalmazzuk az eddig
bizonyitottakat az A — Al leképezésre, amelynek van 0-hoz tartozé sajitvektora, tehat
amelyre dim(rng(4)) < n.

Az egyértelmiiség bizonyitasihoz vegyiik észre, hogy egy adott Jordan-normalalak
esetén egy adott A\ sajatértékhez tartozo Jordan-blokkhoz tartozé bazisvektorok egy, az
adott sajatértékhez tartozé altalanositott sajatvektor-sorozatot alkotnak. Mivel ezek nyil-
van linearisan fliggetlenek — hiszen egy bazis vektorai — és szdmuk a A algebrai multiplici-
téasa — hiszen a Jordan-normalalakbél a karakterisztikus polinomot gyoktényezds alakban
kapjuk — csak azt kell megmutatnunk, hogy a A-hoz tartozé altalanositott sajataltér egy
bézisat alkotjdk. Ha ez nem lenne igaz, akkor valaszthatnank még az altalanositott sa-
jataltérbdl egy tolik linearisan fiiggetlen vektort. Mivel a Jordan-bazis tobbi vektora a
tobbi altalanositott sajataltérben van, ez ellentmond az el6z6 segédtételnek, hiszen tobb
linearisan fliggetlen vektort kaptunk, mint a tér dimenzidja.

Jelolje Jy,...,J, a A sajatértékhez tartozoé Jordan-blokkokat, J; legyen p; x p; mé-
retll, és legyen e; ), _1,€;, _o,...,€; o az adott blokkhoz tartoz6 vektorsorozat a Jordan-
bazisbol. Az egyértelmiiséggel kapcsolatos Gsszes tobbi allitas kovetkezik, ha megmutat-
juk, hogy az e; ;, 1 < i < k, max{0,p; —r} < j < p; bézisvektorok ker((A — Al)")
egy béazisit adjak. Az nyilvdnvald, hogy mindannyian ebben az altérben vannak, mert
(A—ADe; 1 = 0¢és (A—Ale; ; = e, 44, ha j < p; — 1, igy csak azt kell megmu-
tatnunk, hogy generatorrendszert alkotnak. Tegyiik fel, hogy (A — Al)"z = 0. Ekkor x
a A-hoz tartozé altalanositott sajatvektor, igy az eddig bizonyitottak szerint felirhato

x = Zle ;’gl ; je; ; alakban. Mindkét oldalra alkalmazva (A — Al)"-et azt kapjuk,

hogy (4= X = 0= 325, 5 e

i=1 =0 1,7 1,5+
linearis fiiggetlenség miatt nulldnak kell lenni, ami igazolja az allitast. O

Az itt szerepld «; ; egyiitthatoknak a

x 6.2.93. Kovetkezmény. Ha K = C, akkor van Jordan-bdzis, amelyben A matrixa
Jordan-normaélalaki. O

6.3 Belso szorzat

6.3.1. Norma. Legyen X linedaris tér K felett. Egy = — |z| leképezését X-nek R-be
normdnak, az (X, | |) part pedig normdlt térnek nevezziik K felett, ha

(1) ||| > 0 minden x € X-re és ||z| = 0 pontosan akkor, ha z = 0;
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(2) |laz| = |a||x| minden z € X-re és o € K-ra (abszolitérték-homogenitds);
(3) |z +y| <llz| + |y| minden z,y € X-re (hdromszdg-egyenlétlenség).

Megjegyezziik, hogy | || helyett az | | jelolés is szokdsos. Normalt tér barmely linedris
altere is normalt tér. Egy © € X elemet normdlinak nevezink, ha ||z| = 1. A normalt
terek izomorfizmusai definici6 szerint a linearis és normatart6 bijekciok. Barmely X véges
dimenziés normalt tér izomorf valamely alkalmas norméval ellatott K™ térrel: Ha az X
tér n dimenzids, akkor tudjuk, hogy létezik egy p: X — K" linedris izomorfizmus. Legyen
le()|:= llz|, ha = € X. Ezzel a normaval (K",| |) normalt tér, az elébbi ¢ pedig
normatarto linearis bijekcio.

A normalt terek normalt térbe vald leképezéseit altalaban operdtornak, skalar értéki
leképezéseit pedig funkciondlnak nevezzik.

6.3.2. Példak. A K™ tér normaélt tér a

n

folly = D" lagl, illetve ol = max [z,

J=1

ha z = (2, 2,,...,z,) norméikkal.
A jel6lés onnan ered, hogy akirmilyen 1 < p < oo valds szamra az

z i al, = (D l21?)
j=1

leképezés norma K™-en (ez az igynevezett p-norma): a t > t¥ leképezés konvexsége miatt

p
< z+ w) < 2P +
u—+v U+ v u—+v u—+v

wP,

ha 0, 2,0 > 0, utv > 0oz = [l v = [yl 2 = |1/l w = 1/l helyettesités
utan j-re Osszegezve azt kapjuk, hogy

pZIJIHyJ <1,

(I, + ||y||

amibdl adédik a haromszog-egyenlGtlenség, a tobbi feltétel teljestilése pedig trividlis. A
| ; a p=1 specidlis eset, | |-t pedig a p — oo hatarérték adja.

6.3.3. Bels6 szorzat. Ha X linedris tér K felett és adott egy (z,y) = (z,y) leképezése
X x X-nek K-ba tgy, hogy minden x,y, z € X-re és a € K-ra

(1) (z+4y,2) = (x,2)+ (y,2) (additivitds);
(2) (az,y) = a{z,y) (homogenitds);

(3) (x,y) = (y,z) (Hermite-szimmetria);
(4) (x,x) >0, ha x # 0 (pozitiv definitség);
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akkor X-et belsd szorzat térnek nevezzik K felett. Az x és y elemek (z, y) belsd szorzatdnak
vagy skaldris szorzatdnak jelolésére az (x,y), (z|y), z -y, xy és x ey jelolések is szokdsosak.
A belsd szorzat terek izomorfizmusai definicié szerint a lineéris és bels6 szorzat tartd
bijekcidk.

(3)-bél barmely « € X-re (x,z) = (z,x), tehit (z,z) valds. (1)-bdl és (3)-bdl

(T y+2)=(y+z2) =(yz) +(2,y) = (2,y) + (2,2),

igy a belso szorzas additiv a masodik valtozdban is, és

(2, ay) = (ay, z) = a(y, z) = a(z,y),

igy a méasodik valtozobol K = C esetén nem a skalar, hanem a skaldr konjugéltja emelhet6
ki. Megjegyezziik, hogy a fizikdban a (y|z) = (x,y) bels6 szorzatot hasznaljik, ez a
mésodik valtozéban lineéris és az elsé valtoz6bdl emelhetd ki a skaldr konjugaltja. (2)-
bél (0,x) = 0 = (x,0) minden = € X-re. Természetesen a konjugdldsnak csak a K = C
esetben van jelentésége; a valds esetben (3) egyszerfien a szimmetridt jelenti, és a bels§
szorzas szimmetrikus bilinedris forma, amelyhez tartozé kvadratikus forma (4) szerint
pozitiv definit.

6.3.4. Tétel. Ha X bels6 szorzat tér K felett, akkor az x elem norméjit a ||z =
(z, x)Y/? bsszefiiggéssel definidlva

M (@) < lelly]  minden .y € X-re

és X normalt tér. Az egyenlStienséget Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlGtlenségnek fogjuk
hivni, mivel szamsorozatokra Cauchy, integralokra Bunyakovszkij hszndlta el6szér, bar
szokés a Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlétlenség) elnevezés is, vagy a nevek mads
kombinaciéja.
Bizonyitds. Az z =0 = y eset trividlis. Ha példaul y # 0, akkor minden « € K-ra
0 < |z —ayl® = |z]* —alz, y) — afy, ) +[al*|y]*,

amibdl a = (x,y)/|ly|? vlasztéssal

@, )]

0< HxHQ*W,

tehét adédik (1). Ebbél

|z +yl? = 2% + (2, v) + (. 2) + [yl?
= |l + 2Rz, y) + lyl? < 2l + 22yl + 912 = (el + ly])’,
amibdl adédik a haromszog-egyenlétlenség. A t6bbi normatulajdonsig trivialis. [
6.3.5. Példa. Legyen (z,y) = Z?Zl vy, ha zy € K o = (2y,79,...,2,), y =
(Y1, Yay - - -, Yy, ). Konnyil latni, hogy igy egy belsé szorzatot kapunk, amelyet K™ szokdsos

belsé szorzatinak neveziink. A bel6le ad6dé norma az el6z6 példaban a p = 2 esetnek
felel meg.
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6.3.6. Megjegyzés. Egyszerl szamolassal adédik, hogy egy X bels6 szorzat térben
teljesiil az
|z +yl? + o —yl* = 2lz]* + 2[y|*, ha z,yeX

paralelogramma-azonossdg. Mivel n > 1 és p #+ 2 esetén ez az azonossag nem teljesiil K-
en a | [, normdra, az nem szdrmazhat belsé szorzatbdl. Megmutathaté, hogy egy norma
pontosan akkor szarmazik bels6 szorzatbdl, ha teljesiil ra a paralelogramma-azonossag.

6.3.7. Szogek, euklideszi tér, unitér tér. Valos bels6 szorzat térben két nem nulla
vektor altal bezar szdg alatt azt az egyetlen 0 < o < 7 szoget értjiik, amelyre (z,y) =
lzllly] cos . A véges dimenzids valds bels6 szorzat tereket euklideszi tereknek, a véges
dimenziés komplex belsé szorzat tereket pedig unitér tereknek is szokds nevezni. (Vannak,
akik az unitér tereket, s6t, a végtelen dimenzids belsé szorzat tereket is euklideszi térnek
nevezik.)

6.3.8. Definicié. Legyen X belsd szorzat tér. Ha z,y € X, és (z,y) = 0, akkor azt
mondjuk, hogy x és y merdlegesek vagy ortogondlisak. Jelolése: x L y. Az M, N C X
halmazokat ortogondlisaknak nevezziik, ha x 1 y minden x € M, y € N-re. Jelolése:
M 1 N. Egy M C X halmaz ortogondlis komplementerén az X Osszes olyan elemeinek
halmazat értjiik, amelyek ortogonélisak M minden elemére. Jelolése: M. Vegyiik észre,
hogy barmely halmaz ortogonalis komplementere altér. Egy x;, ¢ € I rendszert ortogondlis
rendszernek neveziink, ha barmely két kiillonb6z6 eleme egymaésra ortogondlis, azaz ha
i,7 € I, i +# j, akkor z; L z;. Ha egy ortogonalis rendszer minden eleme normalt, akkor
ortonormdlt rendszerrdl beszéliink. Az x € X elemnek az x;, ¢ € I ortonormalt rendszerre

vonatkozé Fourier-egyitthatdin az (z,x;), i € I szdmokat értjiik.

6.3.9. Vegyes szorzat. Jelolje R? szokdsos bazisat i, j, k. Konnyti kiszdmolni, hogy
az vy = byt + ¢;j + dik és x4 = byi + coj + dyk vektorok vektoridlis szorzata a

b, by i
g C J
d d, k

determinédns utolsé oszlop szerint formalis kifejtésével is megkaphaté, és hogy merdleges
az xq és az xo vektorra is. Ha x5 = bgi + ¢35 + dsk, akkor az (zq, 29, 3) b (X1 X Ty, X3)
vegyes szorzatra egyszeri szamolassal

by by by
(T1 X T9,23) = |1 o c3],
dy dy dg

azaz a vegyes szorzat nem mas, mint a harom vektornak az i, j, k bazishoz tartozé determi-
nansa. Ha x5 helyére olyan normalt vektort helyettesitiink, amelynek x; x £, nemnegativ
konstansszorosa, akkor (djra) latjuk, hogy a vektoridlis szorzat hossza az z, és x, éltal
kifeszitett paralelogramma (el6jeles) teriilete.

6.3.10. Altalanositott Pitagorasz-tétel. Ha az X belsd szorzat tér
L1, Ty &

n
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vektorai paronként merélegesek és r = x| + x4 + - - - + x,,, akkor

lel? =l ? + oo + - - - + 2.

Bizonyitas.
n n n
(wx) =Y (wjm) =D |z l* O
=1 k=1 =1
6.3.11. Kovetkezmény. Ha x,x,,...,x, ortonormaltak, akkor linedrisan fiiggetle-

nek.

Bizonyitas. Ha v = ayz; + - - - + o, x,, nulla, akkor

n n
) =Y Nyl =Y layl®. O
=1 =1

6.3.12. Gram—Schmidt-ortogonalizalas. Legyen X egy bels§ szorzat tér, és
Y1, Ya, - - - €8y Véges vagy végtelen linedrisan fiiggetlen sorozat X-ben, azaz olyan sorozat,
amelynek minden tagja linedrisan fliggetlen az elétte alloktdl. Egy olyan x;, ortonormalt
sorozatot fogunk megkonstrudlni, amelyre

{yp:k <n} és {xpk<n}
ugyanazt az alteret feszitik ki minden n-re.

Legyen u; = y; és 1 = uy/|uy. Legyen uy = yp — (Y, 21)21 65 25 = uy/|uy.
Folytassuk teljes indukciéval ezt az eljarast. Legyen

—=

n—

Up =Yp — <yna‘rk>xk és Ly = un/”un”
1

>
Il

Ha 1 < k < n, akkor

(U, ) = <(yn nz:l (Yn> @ >7xk> =0,

J=1
igy (x,,,x;) = 0. Mivel u,, benne van az u, ..., u,_q, ¥, rendszer altal kifeszitett altérben,
mindkét rendszer ugyanazt az alteret fesziti ki.

6.3.13. Kovetkezmény. Barmely véges dimenzios belsé szorzat térben létezik orto-
normalt bazis. O

6.3.14. Kovetkezmény. Barmely n dimenziés belsé szorzat térnek létezik izomortiz-
musa a szokasos belsé szorzattal ellatott K™ térre.

Bizonyitas. Legyen eq,e,, ..., e, egy ortonormalt bazis a térben, és ha
T =T + Ty + -+ x,€,,
akkor legyen x képe (x4, 2y,...,z,). O
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6.3.15. Tétel. Legyen ey, e,,...,e, egy ortonormalt bazis az X belsé szorzat térben.

Ekkor egy x € X elem koordindtdi ebben a bazisban az o; = (x, ej> Fourier-egytitthatok.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy v = oy + ayeq + - - - + o€, Ekkor
n
(z,e;) = Zaz(ei, e;) =a;. O
=1

6.3.16. Az approximacié alapfeladata normalt térben. Legyen X egy normalt
tér, Y egy linedris altere X-nek, és x € X. Az approximdcio alapfeladata abban all, hogy
dontsiik el, van-e az z-et az Y-bdl legjobban approximdlo elem, azaz olyan y € Y, amelyre
|z — y|| minim&lis, ha van, egyértelmfi-e, és hatdrozzuk meg.

6.3.17. Legjobb linearis approximacié bels6 szorzat térben. Legyen
T, Lgye ., T

n

egy ortonormalt rendszer az X belsé szorzat térben, x € X. Ekkor

o= > s = el = Y|,
k=1 k=1

bdrmilyen ay, . .. «,, skaldrokra, és egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha «y, = (x, x},)
fennall k =1,2,...,n-re, azaz ha az ok a Fourier-egyiitthatdk.
Bizonyitas.

n 2 n
o= > awai|| = 2l + Y (@@ — Tl i) — apfas )
k=1 k=1
- 2 2
= |lz|* - ZKCE,%H + Z|ak — (z,z)| . O
k=1 k=1
6.3.18. Kovetkezmény: Bessel-egyenlGtlenség.
. 2
> @)l < lal?,
k=1
és egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha x az x,-k linedris kombinacidja.
Bizonyités. Az el6zé tételben «f = (x, ;) helyettesitéssel egyenldség teljesiil, igy
0< =D twmn =l = Yl 20l O
k=1 k=1

6.3.19. Ortogonalis felbontasi tételfelbontasi tétel . Legyen X egy véges dimen-
zi6s belsé szorzat tér, és Y egy altere X-nek. Ekkor minden x € X egyértelmiien felirhaté
x =y + z alakban, ahol y € Y és z € Y, tovabbd dim(Y) + dim(Y*) = dim(X).
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A tételt projekcio tételnek is szokds nevezni, mivel z = x — y merdleges y-ra, igy
T = y merdleges vetitése, idegen széval ortogondlis projekcidja X-nek Y-ra. A bizonyitas
mutatja, hogy y az z-et Y-bol legjobban approximalé elem, és Y- egy ortonormalt bazisat
is megadja.

Bizonyitas. Valasszunk egy olyan bazist X-ben, amelynek els6 m tagja bazis Y-
ban, és ortonormaljuk. A kapott e, es, ..., e, bazisbdl az elsé m ortonorméalt bazis Y-ban.

Legyen y = Z;L(:L ej>ej €Y, ami az z-et az Y-bdl legjobban approximal6 elem. Ekkor
j=12,...,mre (x —y,e;) =0, igy 2 = x — y merleges Y-ra, azaz a kivant felbontas
1étezik.

A felbontés egyértelmi, ha ugyanis * = y+ 2z =y + 2/, (y,y €Y, 2,2 € Y1),
akkor Y > y—y =2 —z € Y, de az egyenléség két oldalan all6 vektorok ortogondlisak,
igy

O=(y—y,2' —2)=W—v,y—y)=ly—yI
amibdl y =y, z = 2’.
Nyilvan z = Z;Lmﬂ (z,e;)e;, és igy a konstrukcié miatt e, ..., e, bézisa Y -nek.

a
6.3.20. Kovetkezmény. (Y1)t =Y.

Bizonyitas. Mivel Y minden eleme meréleges Y minden elemére, Y C (V1)1 A
masik iranyu tartalmazashoz vegyiik észre, hogy ha x = y+ 2z az x ortogonalis felbontésa,
akkor (z,2) = |z|%. Igy ha = € (Y1), akkor 0 = (z,2) = |z|?, ahonnan z = 0, igy
r=yeY O

6.3.21. Kovetkezmény. Ha 2,,2,,...,2, egy generdtorrendszere az Y+ altérnek,
akkor
Y={yeX:(yz) =0, j=12,...,k},
azaz Y egy homogén lineéris egyenletrendszer megoldasainak halmaza, és ha v € X tet-
széleges, akkor
Y+o={y+veX:(yz)=0 =12, k}
={ueX:(u-v2)=0,j=12,... k}
={ueX:(u,2;) = (v,2), j=1,2,...,k},
azaz az Y + v affin sokasag egy inhomogén linedris egyenletrendszer megoldasainak hal-
maza. []
6.3.22. Eljdallitasi tétel. Legyen f linearis funkcional az X véges dimenziés bels
szorzat téren. Ekkor létezik egy és csak egy olyan y € X, amelyre
fz) = (z,y) minden z € X-re.

* Bizonyitas. Tudjuk, hogy Y = ker(f) linedris altere X-nak. Ha Y = X, akkor
y = 0 vélaszthat6. Ha Y # X, akkor Y+ # {0}. Legyen u egy nem nulla eleme Y*-nek.
Ekkor barmely = € X esetén f(z)u — f(u)r € Y, mert

ff@yu— flu)r) = f(x)f(u) = f(u)f(x) = 0.
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fgy
0= (f(z)u— fwz,u) = f(@)|ul® = f(u)(z,u),

ahonnan f(x)-et kifejezve, y = f(u)u/|u|? jeloléssel kapjuk az allitést.
Az egyértelmiiséghez: ha f(x) = (z,y) = (x,z2), akkor (z,y — z) = 0 minden a-re,
amibdl x = y — z helyettesitéssel y = z. O

6.3.23. Adjungalt leképezés. Legyenek X és Y véges dimenzids bels6 szorzat terek
K felett, A: X — Ylinedris leképezés. Barmely rogzitett y € Y-ra az x — (Ax,y) leképezés
linedris funkcional X-en, igy van olyan (A-tél és y-tol fuggd) A*y € X, amelyre

(Az,y) = (x,A*y), ha =z € X.
Az A*:y > A*y leképezését Y-nak X-be az A adjungdltjanak nevezziik. Ha A*A = [y és
AA* = ly, azaz A és A* egymas inverzei, akkor A-t unitérnek nevezziik.

6.3.24. Tétel. Az el6z6 definicio jeloléseivel A* linedris leképezése Y-nak X-be. Bar-
mely A-ra (A*)* = A. Ha B: X — Y egy madsik linedris leképezés és A € K, akkor
(A+ B)* = A* + B*, (AMA)* = MA*. Ha Z egy harmadik bels§ szorzat tér K felett, és
C:Y — Z egy linedris leképezés, akkor (CA)* = A*C*.

Bizonyitas. Mivel o, 5 € K, x € X, y,z € Y esetén
(Az, ay + Bz) = a(Az,y) + B(Ax, z) = a(z, A*y) + Bz, A*2) = (z, aA*y + BA*2),

kapjuk, hogy A*(ay + Bz) = aA*y + SA*z, azaz A* linedris.
Mivel barmely x € X, y € Y esetén

(y, Az) = (Az,y) = (z, A*y) = (A*y,x) = (y, (A*)*z),

azt kapjuk, hogy (A4*)* = A.
Mivel

((A+ B)z,y) = (Az,y) + (Bx,y) = (x, A*y) + (z, B'y) = (v, A"y + By)
= (z, (A* + B")y),

kapjuk, hogy A* + B* = (A + B)*. Hasonl6an
(Maz,y) = MAz,y) = Nz, A'y) = (2, A%y) = (z,(AA")y),

ahonnan (AA)* = \A*.
Végiil barmely =z € X, z € Z-re

(CA)x,z) = (C(Ax),2) = (Az,C*z) = (z, A*(C*2)) = (z, (A*C*)z),

ahonnan (CA)* = A*C*. O

6.3.25. Adjungalt operator matrixa. Legyenek X és Y véges dimenziés belsd
szorzat terek K felett eq,...,e,, illetve fi,...,f,, ortonormdlt bazisokkal, A:X — Y
/

linedris leképezés. Ekkor [A*] = [A] = [A]’.
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Bizonyitds. Az A métrixdnak a, ; elemei (Ae;, f;), mig A* métrixanak a ; elemei

(A" fire;) = (ej, A* f;) = (Aey, fy) = a; 5. O

6.3.26. Onadjungalt és normailis transzformaciék. Legyen X véges dimenzids
belsé szorzat tér K felett, A: X — X linearis transzformécié. Ha A* = A, akkor A-t on-
adjungdlinak, ha pedig A* = —A, akkor ferdén énadjungdlinak nevezziik. Komplex bels§
szorzat térben szokasos a Hermite-szimmetrikus, illetve ferdén Hermite-szimmetrikus, va-
16s belsé szorzat térben pedig a szimmetrikus, illetve ferdén szimmetrikus elnevezés is. Az
utobbi elnevezések vilagossa valnak, ha meggondoljuk, hogy ortonormélt bazisban mit is
jelentenek ezek a feltételek a transzformacié matrixara.

Komplex térben az, hogy A ferdén o6nadjungalt, azzal ekvivalens, hogy iA 6nad-
jungalt; valéban, ha A ferdén énadjungdlt, akkor (iA)* = iA* = —i(—A) = iA, és ha
(1A)* = iA, akkor —iA* = —i(—A) = iA, ahonnan i-vel szorozva A* = —A.

Az A onadjungalt transzformécié pozitiv szemidefinit, illetve negativ szemidefinit,
ha (Ax,x) > 0, illetve (Az,z) < 0 minden x € X-re, egyébként indefinit; ha (Ax,z) > 0,
illetve (Az,z) < 0 minden 0 # x € X-re, akkor A pozitiv definit, illetve negativ definit.

Az A: X — X linedris transzformdcié normadlis, ha felcserélheté az adjungaltjdval,
azaz AA* = A*A. A normalis transzformacidk osztilya elég széles: az 6nadjungdlt, ferdén
onadjungalt és unitér transzforméciok nyilvan normélisak. Tobb tételt normélis transz-
forméacidkra fogunk bebizonyitani.

6.3.27. Példa. Ha X és Y véges dimenziés bels6 szorzat terek K felett, A: X — Y
linedris leképezés, akkor A*A és AA* dnadjungaltak, mert (A*A)* = A*(A*)* = A*A és
(AA*) = (A*)*A* = AA*.

6.3.28. Polarizaciés formula. Legyen X unitér tér, A: X — X linedris transzforma-
ci6. Ha x,y € X, akkor

A(Az,y) = (Alz +y),x +y) — (A@ —y),z —y)
+ i(A(z + iy), = + iy) — i(A(x — iy), = — iy).

Ha X euklideszi tér és A énadjungalt, akkor

4Az,y) = (Az +y),z+y) — (Alz —y),z —y).

Bizonyitas. Kiszamoljuk. O

6.3.29. Kovetkezmény. A belsé szorzat kifejezhets a normaval, igy adott normahoz
legteljebb egy belsé szorzat van, amelybdl szarmazik.

Bizonyitas. Legyen A =1. O

6.3.30. Kovetkezmény. Ha (Az,z) = 0 minden x € X-re és X komplex vagy A
6nadjungalt, akkor A = 0.

Bizonyitis. Minden z,y € X-re (Az,y) = 0, ahonnan y = Az helyettesitéssel
barmely x € X-re Az =0. O
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6.3.31. Tétel. Legyenek X és Y véges dimenziés bels6 szorzat terek K felett. Egy
U: X — Y linedris leképezésre az alabbiak ekvivalensek:

1) UT=1y;
(2)
(3) |Ux| = ||=| bdrmely x € X-re;
(4)

(Ux,Uy) = (x,y) bdrmely z,y € X-re;

|Uz — Uy| = |z —y| barmely z,y € X-re.

A tétel ugy is fogalmazhato, hogy az U*U = [y feltétel az izometrikus (tdvolsdgtarto)
linearis transzformaciokat jellemzi.

* Bizonyitas. Mivel
(,y) = (UUz,y) = (Uz,Uy),

(1)-bdl kovetkezik (2). (2)-b6l nyilvdn kovetkezik (3). Nyilvan (3) és (4) ekvivalensek,
mert U linedris. Tegyiik fel, hogy (3) teljesiil. Ekkor

(U Uz, xz) = Uz, Uz

-

= Uz]? = [* = (x, z)

barmely z € X-re, igy ((U*U — lx)x,x2) = 0, ahonnan felhasznalva, hogy U*U — Iy
6nadjungalt, kapjuk, hogy U*U = [x. O

6.3.32. Kovetkezmény. Az aldbbiak ekvivalensek:

) U unitér;

2) mmg(U) =Y és (Uzx,Uy) = (x,y) barmely x,y € X-re;

3) mg(U)=Yés
4) mg(U) =Y és

—_

|Uz| = |x| bdrmely x € X-re;

—~ ~~ —~

Uz — Uy| = | —y| barmely x € X-re.

A tétel gy is fogalmazhatod, hogy az unitér transzformaciék pontosan a belsé szorzat
terek, illetve a belsd szorzatbdl szarmazé norméaval ellatott normalt terek izomorfizmusai.

*x Bizonyitas. Ha U unitér, akkor UU* = ly miatt Y-ra képez, {gy teljesiil (2).
Nyilvan (2), (3) és (4) ekvivalensek, és kovetkezik beldlik, hogy U*U = lx. Mivel U
linedris, Y-ra képez, és |Uz| = |z| miatt ker(U) = {0}, ezért létezik inverze, tehdt
Ur=U"10

6.3.33. Megjegyzés. Az m = dim(X), n = dim(Y) jelolésekkel, felirva U* és U
matrixat azt kapjuk, hogy az U*U = [y 0Osszefiiggés azzal ekvivalens, hogy ortonor-
malt bazisokban [U] oszlopai ortonormalt vektorrendszert alkotnak K™-ben. Azokat a
matrixokat, amelyekre ez teljestl, ortogondlis mdtrizoknak fogjuk nevezni. Néha a line-
aris izometriakat is szokds ortogondlis linedris transzformdcionak nevezni. Az UU* = [y,
Osszefliggés azzal ekvivalens, hogy ortonormélt bazisokban [U] sorai ortonormélt vektor-
rendszert alkotnak K™-ben. Ha U unitér, akkor m = n és ortonormélt bazisokban [U]
oszlopai és a sorai is ortonormélt bazist alkotnak K"-ben, az [U] és a transzpondlja is
ortogonalis matrix.

6.3.34. Tétel. Legyen X véges dimenziés belsé szorzat tér K felett, A: X — X linedris
transzformécié. Az A-nak az Y akkor és csak akkor invaridns altere, ha Y invaridns altere
A*-nak.
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Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy Yinvarins altere A-nak. Ha z € Y+, akkor (y, A*z) =
(Ay,z) = 0 barmely y € Y-ra (mert Ay € Y), igy A*z € Y1. A megforditds A = (A*)*,
Y = (Y1) felhasznélasaval adodik. O

6.3.35. Segédtétel. Ha A egy unitér tér egy normadlis transzformdcidja és x a A
sajatértékhez tartozo sajatvektora A-nak, akkor x a X\ sajatértékhez tartozé sajatvektora
A*-nak.

Bizonyitas. Mivel A normalis,
[Az|? = (Az, Ax) = (A* Az, x) = (AA*1, 2) = (A*z, A*) = |A*x|?.
Mivel ha A normalis, akkor A — Al is, és (A — AI)* = A* — ), a fentiek alapjan
|Az — Az| = A"z — X,

ahonnan kovetkezik az allitas. (J

6.3.36. Normalis transzformacié atlés alakja. Egy unitér tér egy A linedris

ez

madtrixa atlos alaku, ha A normalis.
A bizonyitas konstruktiv.

* Bizonyitis. Ha egy unitér tér valamely A linedris transzformdaciéja ortogonélis
bazis vilasztasdval atlos alakra hozhato, akkor ebben a bazisban adjungaltjanak métrixa
is 4tlés alaku, igy A és A* felcserélhetéek. Megmutatjuk, hogy A normaélis volta nem
csak sziikséges, hanem elégséges is. A bizonyitas teljes indukciéval torténik. Ha n = 1,
az allitas nyilvanvalé. Az algebra alaptétele szerint A-nak van sajatértéke. Legyen e, egy
ehhez tartozé normalt sajatvektor. Ez sajatvektora A*-nak is, igy az n — 1 dimenzids
U = {e, }* altér invaridns altere A-nak és A*-nak is. Vegyiik észre, hogy Al adjungiltja
A*|y, mert

(Alp)z,y) = (Az,y) = (z, A%y) = (z, (A"[)y),

ha z,y € U. Ezt felhasznélva kapjuk, hogy Aly normadlis, mert
(Alp)(Alp)*z = (Alp)(A"[p)z = A"z = A" Az = (A"[y)(Aly)z = (Aly)"(Aly)z,
ha x € U. Az indukciés feltevés szerint U-nak van olyan e, e,,...,e,_; ortonormalt

bézisa, amelyben A|; métrixa 4tl6s matrix. Innen kovetkezik az &llitds. O

6.3.37. Kovetkezmény. Unitér tér normalis transzforméaciéja pontosan akkor énad-
jungalt, pozitiv szemidefinit, pozitiv definit, ferdén Hermite-szimmetrikus, unitér, illetve
invertalhato, ha sajatértékei valosak, nemnegativak, pozitivak, tiszta képzetesek, egység-
nyi abszolut értékiiek, illetve nullatél kiilbnbézéek.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az atlés alakot. O

6.3.38. Valds onadjungalt transzformacié atlés alakja. Ha A egy euklideszi tér
egy onadjungalt transzformacidja, akkor van a térnek olyan ortonormalt bazisa, amelyben
A madtrixa atlos alakd.
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Bizonyitas. Az alapgondolat az igynevezett komplezifikdlds. Irjuk fel egy ortonor-
malt bazisban A matrixat. Ez a valos elemil szimmetrikus matrix tekintheté egy unitér tér
egy 6nadjungalt transzformacidja matrixanak is valamely ortonormélt bazisban. Innen az
el6z6 kovetkezmény szerint karakterisztikus polinomjanak zérushelyei mind valésak. Ezt
felhasznalva, alkalmazhatjuk a normadlis transzforméaciok esetén hasznalt gondolatmene-
tet. O

6.3.39. Polaris felbontas. Legyenek X és Y véges dimenzids belsé szorzat terek K
felett és A: X — Y egy linedris leképezés. Ha dim(X) < dim(Y'), akkor Iétezik olyan
@Q: X — Y linedris izometria és P: X — X pozitiv szemidefinit transzformacié, hogy
A = QP, ha pedig dim(X) > dim(Y"), akkor létezik olyan Q:Y — X linedris izometria és
P:Y — Y pozitiv szemidefinit transzformacio, hogy A = PQ*.

A bizonyitas konstruktiv.

* Bizonyitas. Eldszor legyen dim(X) < dim(Y). Valasszunk olyan eq,e,, ..., e,
ortonormélt bézist X-ben, amelyben az A* A 6nadjungalt transzformdcié métrixa diago-
nilis. Erre (Ae;, Ae;) = (A*Ae;,e;) = 0. Legyen Pe; = [Ae;e; (1 < i < m) és legyen
Qe; = Ae,/|Ae;|, ha Ae; # 0, az A nullterét pedig képezze le @ izometrikusan rng(A)

ortogondlis komplementerébe. A masik esetben A* = QP, és igy A = P*Q* = PQ*. O

* 6.3.40. Szingularis érték felbontas. Egy K feletti m X n-es a matrix felirhaté
a = (sq alakban, ahol s egy m x m-es diagonalis matrix a f6atléjaban 4ll6

§1>892>...25,>0, k=min{m,n}

értékekkel, § és q pedig m x m-es, illetve n X n-es ortogonalis matrixok.

A bizonyitas konstruktiv. A tételben szerepld felbontast az a mazimdlis szinguldris
érték felbontdsanak nevezzik, az s; > s5 > ... > s, értékek a szinguldris értékek. Meg-
jegyezzik, hogy ha n < m, akkor ¢ utols6 m — n oszlopa el is hagyhato, hiszen s utolsé
m — n sora ugyis nulla. Ezt az alakot nevezziik szinguldris érték felbontdsnak, ezt fogjuk
bizonyitani. S6t, ha a rangja r, akkor s rangja is r kell legyen, igy

Sp41 = Spyp =+ =15, =0,

figy G utols6 m — r oszlopa, valamint g utolsé n — r oszlopa (azaz g’ utolsé n — r sora) is
elhagyhato; ezt az alakot minimadlis szinguldris érték felbontdsnak nevezziik.

Bizonyitas. Legyen A: K™ — K™ az a lineéris transzformacié, amelynek matrixa a
szokasos bazisban a. Tekintsitk A poléris felbontdsat: A = QP. Van olyan ortonormélt
bézis, amelyben P matrixa diagondlis és a bézisvektorok cserélgetésével az is elérheto,
hogy ebben a bazisban P diagonalisinak elemei monoton cstkkend sorozatot alkossanak.
Legyen s ez a matrix. Legyen T az errdl a bazisrol a szokasos bazisra vald attérés kiséro
transzformaciéja. Ekkor P matrixa a szokdsos bdzisban [T]~!s[T], igy

a = [A] = [QI[T]'s[T] = [QT]s[T].

Mivel T, és fgy T—! is unitér, QT ! linearis izometria, igy § = [QT 1], ¢ = [T]~! jeloléssel
kapjuk az allitdst. Az m > n esetben a bizonyitas hasonl6. O
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% 6.3.41. Altalanositott inverz. Legyenek X és Y véges dimenziés belsd szorzat
terek, A: X — Y linearis operator. Az Ax = b linearis egyenlet helyett tekinthetjiik az
altalanosabb || Az — b||?> — min probléméat, amelyrdl megmutatjuk, hogy mindig megold-
haté. Ennek a megoldésait a legkisebb négyzetek modszere értelmében vett megoldasoknak
nevezziik. A megoldas nem mindig egyértelmfi, ezért min, v |Az — b|*> = « jel6léssel te-
kintsiik az | Az — b|? = «, |2|?> — min problémét. Megmutatjuk, hogy ennek egyetlen
megolddsa van. Valéban, az |y — b|| — min, y € rng(A) probléménak egyetlen megoldésa
van, amelyet meg is kaphatunk: tekintsiink egy ortonormdlt bézist az rng(A) altérben,
és kombindljuk a vektorait b-nek a Fourier-egyiitthatéival. Most A~!(y) minden eleme
az |Az — b]> = a megoldésa. Legyen x, € A~ (y). Ezzel A\ (y) = ker(A) + z,. Irjuk
fel zy-at x; + x5 alakban, ahol z; € ker(A), z, € ker(A)t. Megmutatjuk, hogy z, a
keresett x, elem. Mivel y = A(x,) = A(z;) + A(zy) = A(z,), kapjuk, hogy x, € A~1(y).
Minden z € A~1(y) egyértelmfiien felirhaté z = x, + 2’ alakban, ahol 2’ € ker(A). Mi-
vel T, € ker(A)*, azt kapjuk, hogy [z|? = |zo|? + |2/|?, az |z|* (és {gy |=| is) akkor
minimalis, ha 2’ = 0, azaz valéban z;, = z,.

Az At:b > 1, leképezését Y-nak X-be az A dltaldnositott inverzének nevezziik. Az
elnevezést az indokolja, hogy a rng(A) =Y, ker(A) = {0} esetben megegyezik az inverzzel.

% 6.3.42. Feladat [7]. Ha a szokdsos bazisban

4d=(y +)-

ahol ¢ valés paraméter, szamitsuk ki Al métrixat. Vizsgaljuk a lim Al hatarértéket.

c—0

* 6.3.43. Tétel. Legyenek X ésY véges dimenzios belsé szorzat terek, eq, ..., e,, illetve
fi,-- -, f, ortonormalt bazisokkal, A: X — Y linedris operator, rangja r. Legyen A mat-
rixanak maximalis szinguldris érték felbontdsa a = Gsq . Ekkor A" linedris operdtor, és
métrixa ugyanezekben a bazisokban at = qs@”,, ahol sT egy n x m-es diagonélis métrix,
atléjaban az 1/s1,1/s4,...,1/s,,0,...,0 értékekkel.

Bizonyitas. Legyen b € Y, a = min, x| Az — b|?, és x az a = || Az — b|* minimélis
normaji megoldésa, azaz = A'(b). Ekkor

a = |ale] — Pl = G657 [«] — )| = |}sa[2] — G B)* = |}slv] — [e]lf"

ahol [c] = E/ [b] és [y] = @'[x], mivel § és § ortogondlis matrixok. Legyen

Y1 C1
=1 : [c] =
Ym Cm
Ekkor m
bl = I = Sl — e+ 3 1P
Jj=r+1

Innen y; = j/sj, hal<j<r ésy; tetszoleges, ha r < 7 < m esetben lesz a bal oldal
minimélis. Ezen vektorok koziil y norméja akkor lesz minimalis, ha r < j < m esetén

y; = 0. Innen [z] = q[y] = qs'lc] = quZIJ [b], azaz AT linedris és [AT] = quZ]J. O
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x 6.3.44. Tétel: QR-felbontas. Legyen a egy m X n-es K-beli elemii matrix, és legyen
k a rangja. Ekkor létezik olyan m X k-as q ortogonalis matrix és k X n-es felsé trapéz
matrix, hogy a = qr.

A bizonyitéas konstruktiv. A tételben szerepld felbontast minimdlis Q R-felbontdsnak
szokéas nevezni. Tovabbi nulla sorokkal kiegészitve r-et és megfelelé oszlopokkal kiegé-
szitve ¢-t elérhetd, hogy a méretekben szerepld k-ra k = min{m,n} legyen, ezt fogjuk
QR-felbontds alatt érteni. Ha m > n, akkor tovabb folytatva a kiegészitést, azt is el-
érhetjiik, hogy a méretekben szereplé k-ra k = m legyen; ezt a felbontast mazimalis
QR-felbontdasnak nevezziik.

Bizonyitas. Legyenek a oszlopai aq,a,,...,a,. Hagyjunk el minden olyan vektort
ezek koziil, amely az el6z6ek linedris kombinécidja, majd a maradék Qj Qs @, vek-
torokat ortonormaljuk. A kapott q;, ¢y, - - ., g; vektorok legyenek g oszlopai. Ha 1 < j<mn
6s jy < j < Jjeyq (ahol jo = 06s jj .1 = n+1), akkor a; linedrisan kombindlhaté a g, ..., g,
vektorokbdl: a; = Zle 7, ¢;- Legyen r; » =0, ha £ < i < k. A kapott r = (r; ;) matrix

fels6 trapéz matrix és nyilvan a = gqr. O

* 6.3.45. Megjegyzés. Abban a specialis esetben, amikor az A: X — Y linedris
operator kolcsonosen egyértelmii, ahol X és Y véges dimenzids belsé szorzat terek, a
QR-felbont4s is felhasznélhat6 az |Ax — b|? — min probléma megolddsara. Valasztva
€1y---5€, €s fi,..., f,, ortonormdlt bazisokat (m > n), az a = [A] jeloléssel, ha a = ¢r
az a maximélis @) R-felbontésa, akkor

| Az —b])? = |ale] — B)|* = [lgrle] — Bl = |rle] — 7 I = ||ly] — (€],

ahol [y] = r[z] és [c] = §'[b], mivel ¢ ortogonalis. Legyen

1 €1
_ yn — Cn
yl = o] =
[v] 0 fI=1:"
0 o
Ekkor
2 - 2 . 2
lly] =Ll =D lyy —eslP+ > lel
j=1 j=n+1
- Loas m 2 7. . _ .
Innen a minimum értéke Zj:nH |c;|* és akkor kapjuk, ha y; = ¢; (j = 1,...,n). Az
r[z] = [y] egyenletrendszer egyértelmiien (és konnyen) megoldhat6, mert r rangja n, és

fels6 haromszog alaki.

* 6.3.46. Feladat [8]. Legyen h = (h, ;) a 15 x 15-6s Hilbert-marix, azaz legyen h, ; =
1/(i+ 7). Szdmoljuk ki a csupa 1 koordindtaji x oszlopmétrixra b = hx értékét pontosan,
majd oldjuk meg Gauss-eliminaciéval részleges féelem-kivalasztassal lebegOpontosan az
egyenletrendszert x-re. Csindljuk meg ugyanezt h szingularis érték felbontasaval, nullazva
a 10719-nél kisebb szinguldris értékeket.
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* 6.3.47. Feladat [8]. Legyen a szokdsos bazisban

10 1
[A}_(o o) . [b}_(a)
0 0 3

Hatarozzuk meg a legkisebb négyzetes értelemben vett megoldasok koziil a legkisebb
normajit. Ismételjiik meg ugyanezt, a masodik sor masodik elemét 10~ 2-re cserélve.

°x% 6.3.48. Tyihonov-regularizacié. Legyenek X és Y véges dimenzids bels§ szorzat
terek, A: X — Y linedris operator. Az

[Az —b|?> =, |z|*> = min, ahol «a= mi)r(l Az — b||?
xEe
probléma helyett adott C' > 0 konstanssal tekintsiik a
|Asz — bs|? + 0| Tx|? — min
problémét, ahol § > 0, ||b — bs| < 4, |[A — As|| < 0, |Pb— Psbs|| < C6 és T a Tyihonov-
operdtor, leggyakrabban T = ly; itt P a rng(A)-ra, Ps pedig rng(A4s)-ra valé meréleges
vetités operdtora. Ennek a problémdanak a megolddsa sokszor sokkal jobban viselkedik (és

megmutathatd, hogy ha T' = [y, akkor § — 0 esetén tart az els6 probléma megoldasahoz).
Az eljarast Tyihonov-regularizdcionak nevezziik.

°x 6.3.49. Feladat [7]. Ha a szokdsos bézisban

A=(y o) B=(2).

ahol a, c valés paraméterek, szamitsuk ki a Tyihonov-regularizaciéval kapott probléma
x5 megoldasat, ha C' =1,T =1y, As = A és by = b. Vizsgdljuk a lim; x5 hatarértéket.
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7
Tobbvaltozos fiiggvények

7.1 Folytonossag és hatarérték

Ebben a fejezetben véges dimenzios belsé szorzat terekben targyaljuk a hatarér-
tekkel és folytonossaggal kapcsolatos alapfogalmakat. (Szoritkozhatnank csak RF-ra is,
mivel C¥ normatarté médon azonosithaté R?*-val.) A legtobb tételben csak a norma-
tulajdonsigokat hasznaljuk, igy az eredmények nagy része tetszoleges normalt térben is
érvényes marad. (Abban a néhdny esetben, amikor nem, ezt a tényt jelezziik.) Tovabbi
altalanositas is lehetséges lenne, mert igen sok esetben csak a kévetkezd pontban beveze-
tendo tavolsag tulajdonsdgait hasznaljuk. Bar nagyon sok minden hasonléan megy, mint a
skalar valtozés, skalar értékii fiiggvények esetén, inkabb mindent részletesen targyalunk.

7.1.1. Tavolsag, kornyezetek, korlatossag. Ha z,y € K¥, akkor a két pont tdvol-
sdgad(z,y) = |z —y|. Az x € K* pont és az A C K¥ halmaz tdvolsdga

d(z,A) = inf{|z — y|:y € A}.

Legyen z € K¥ és r > 0. Az z vektor r sugart U,.(z) kérnyezetén a {y € KF: |y — x| < r}
halmazt érjik, azaz azon pontok halmazat, amelyek tavolsadga x-t0l kisebb, mint r. Ha
a sugar nem lényeges, akkor egyszerien x egy kornyezetérol beszéliink. Vektorok egy
halmazat vagy csaladjat korldtosnak nevezziik, ha van a nulla vektornak olyan kérnyezete,
amelyikben mindegyik benne van, azaz ha van olyan r valés szam, hogy minden vektor
hossza kisebb, mint r. Véges sok korlatos halmaz egyesitése korlatos.

7.1.2. Belsd, kiilsd, izolalt, torlédasi és hatarpontok. Legyen A C K¥ és z €
K*. Az x pontot az A halmaz belsé pontjanak nevezziik, ha van olyan U kérnyezete a-
nek, amelyre U C A. Az A bels§ pontjainak halmazat A belsejének nevezziik és A°-rel
jeloljik. A komplementer bels6 pontjait A kilsé pontjainak nevezziik, a tobbi pontok
A hatdrpontjai. A hatarpontok halmaza A hatdra, jelolése 0A. Ha x nem kiils6 pontja
A-nak, azaz ha bels6 pontja vagy hatarpontja, akkor azt mondjuk, hogy x érintkezési
pontja A-nak. Ez azzal ekvivalens, hogy d(x, A) = 0. Az A Osszes érintkezési pontjainak
halmazat A jeloli, ez az A halmaz lezdrtja. Az A pontjait szokds a kovetkezOképpen is
felosztani: egy = € A pont izoldlt pontja A-nak, ha van olyan kornyezete, hogy abban
6 az egyetlen A-beli pont; egyébként — azaz ha x minden kornyezete tartalmaz xz-tol
kiilénb6z6 pontot A-bol — azt mondjuk, hogy = torldddsi pontja A-nak. A belsé pont és
az izolalt pont eleme A-nak, a hatdrpont és a torlédési pont nem feltétlentil, a kiilsé pont
pedig nem eleme A-nak.

7.1.3. Nyilt és zart halmazok. Ha az A C K* halmaz minden pontja belsé pontja A-
nak, akkor A-t nyiltnak nevezziik. Példaul az iires halmaz és az egész K¥ nyilt halmazok.
Ha az A halmaz minden torlddasi pontjat tartalmazza, akkor zdrtnak nevezziik. Példaul
az iires halmaz és az egész K* zartak.
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7.1.4. Allitds. Egy A C K* halmaz akkor és csak akkor nyilt, ha a komplementere
zart.

Bizonyitas. Ha A nyilt, = pedig a komplementer egy torlédéasi pontja, akkor x nem
lehet A-ban, mert annak minden pontja belsé pont, igy van olyan kérnyezete, amelyben
csak A-beli pontok vannak. Ha A komplementere zart, x pedig A egy pontja, akkor
x nem lehet torlédasi pontja A komplementerének, mert az minden torlédési pontjat
tartalmazza. Mivel 6 maga A-ban van, van olyan kornyezete, amelyben nincs pontja a
komplementernek, tehat = bels6 pontja A-nak. O

7.1.5. Allitas. Ha x € K* ésr > 0 (sic!), akkor {y € KF:|y — x| < r} nyilt, {y €
K¥: |y — x| < r} pedig zdrt halmaz.

Ezeket a halmazokat r sugard nyilt gombnek, illetve zdrt gombnek nevezziik.

Bizonyitas. Ha |y — | < r, azaz y az els§ halmaz eleme, akkor e =r — |y —z| >0
valasztassal |z — y| < € esetén |z — x| < |y — x| + |z — y| < r, azaz y belsé pontja
az els6 halmaznak. Ha |y — 2| > r, azaz y nem eleme a mdsodik halmaznak, akkor
€ =|y—x| —r >0 vilasztassal |z —y| < e esetén |z — x| > |y —z| — |z —y| > r, {gy a
masodik halmaz komplementere nyilt. [J

7.1.6. Tétel. Legyen A C K*. Az A egy torléddsi pontjanak barmely kérnyezetében
A-nak végtelen sok pontja van.

Bizonyitas. Legyen x torlédéasi pontja A-nak. Ha az allitds az x valamely U kor-
nyezetére nem teljesiilne, akkor € > 0-t tgy valasztva, hogy U_(z) C U legyen, és U_(z)
az U N A-bdl egyetlen z-t6l kiillonbozé pontot se tartalmazzon, ellentmondast kapnénk.
U

7.1.7. Tétel. Akarhany nyilt halmaz egyesitése nyilt és véges sok nyilt halmaz met-
szete nyilt.

Végtelen sok nyilt halmaz metszete nem feltétleniil nyilt, példaul R-ben

{0} = N3z l=1/n,1/n.

Bizonyitas. Ha G, v € I' nyilt halmazok tetszOleges rendszere, és z € G, ahol
G = U, epG,, akkor valamely v € I'-ra z € G.,. Ebbdl kovetkezik, hogy valamely £ > 0-ra
U.(z) C G, C G. Ha Gy,G,,...,G, nyilt halmazok, és » € G = N}L;G;, akkor minden
i-re van olyan €; > 0, hogy U, (z) C G;. De ekkor £ = min, ¢;-vel U.(z) C G. O

7.1.8. Kovetkezmény. Akirhdany zart halmaz metszete zart. Véges sok zart halmaz
egyesitése zart.

Bizonyitas. Attériink komplementerekre. [
7.1.9. Kovetkezmény. Halmaz belseje nyilt.

Bizonyités. Vélasszunk az A halmaz minden z bels6 pontjahoz egy U, kérnyezetet,
amely benne van A-ban. Mivel U, nyilt, minden pontja belsé pontja A-nak, igy A° =
Uzea U, nyilt. O

7.1.10. Ko6vetkezmény. Halmaz hatara és lezartja zart.
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Bizonyitas. A lezart a komplementer belsejének komplementere. A hatar a halmaz
lezartjanak és a komplementere lezartjanak metszete. O

7.1.11. Tartomany. A D C K¥ részhalmazt tartomdnynak nevezziik, ha nyilt és nem
allithaté elé két nem tres diszjunkt nyilt halmaz egyesitéseként. Az utébbi tulajdonsag
azt fejezi ki, hogy D ,6sszefiiggd”.

7.1.12. Konvex halmaz, konvex és konkav fiiggvény. Egy R feletti linearis tér
egy K részhalmazat konvex halmaznak nevezziik, ha z,y € K esetén az x és y pontot
6sszekotd szakasz ax 4+ (1 — a)y, 0 < a < 1 pontjai is benne vannak a halmazban. Egy
valés értéku figgvényt konvex fligguénynek neveziink, ha egy K konvex halmazon van
értelmezve és z,y € K, 0 < a < 1 esetén

flaz + (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y);

ha az egyenldtlenség mindig szigort, akkor szigorian konvex fligguényrol beszélink, ellen-
kez6 irdanyu egyenlGtlenség esetén pedig konkdv fiigguényrél illetve szigorian konkdv fiigg-
vényrél. Egy R feletti vektortérben konvex kombindcion olyan affin kombinaciét értiink,
amelyben az egytitthatok nemnegativok. A tagszam szerinti indukciéval adédik, hogy egy
K konvex halmazra, illetve egy rajta értelmezett konvex fiiggvényre ha x,,...,x, € K,
akkor ayxy + -+ a,x, € K és

nwn

flagzy +- - apx,) <oqf(eg) +- - +a, flx,)

Példaul a gobmbok konvex halmazok: ha a a géomb kézéppontja, akkor
A+ (1= Ay —a] < Az —a)] + (1= My~ a)] < max{lz — al. |y~ al}.

7.1.13. Siirti halmazok. Legyen A, B C K*. Az mondjuk, hogy A sird B-ben, ha
B C A. Egy, az egész KF-ban sfirti halmazt mindeniitt siirinek, vagy roviden stirinek
neveziink. Példaul Q strii R-ben.

7.1.14. Kompakt halmazok. Egy K C K* halmaz egy nyilt lefedésén egy olyan
nyilt halmazokbdl all6 halmazrendszert értiink, amelynek az egyesitése tartalmazza K-t.
A K halmazt kompakinak nevezziik, ha K barmely nyilt halmazokkal val6 lefedésébdl
kivélaszhato véges lefedés. Véges sok kompakt halmaz egyesitése nyilvin kompakt. A
véges halmazok kompaktak. A kompaktsig a végesség egyfajta kiterjesztése; egy kom-
pakt halmaz ,kozelitéleg véges”. Egy K kompakt halmaz és egy F zart halmaz K N F
metszete kompakt; valéban, K N F egy nyilt lefedéséhez hozzdvéve F komplementerét,
K nyilt lefedését kapjuk; ebbdl kivalasztva K egy véges lefedését, és elhagyva beldle F
komplementerét, K N F egy véges lefedését kapjuk.

7.1.15. Tétel. Egy K C K¥ halmazra az alibbi tulajdonsagok ekvivalensek:
(1) K kompakt;
(2) K minden végtelen részhalmazénak létezik torlédasi pontja K-ban;
(3) K korldtos és zart.
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Az (1) és (3) pont ekvivalencidjat Heine—Borel-tételnek szokds nevezni. Végtelen
dimenziéban a tétel nem marad érvényben: (1) és (2) ugyan ekvivalensek, és kovetkezik
beléliik (3), de (3)-bdl nem kévetkezik (1) és (2): példdul mint a Fourier-soroknél latni
fogjuk, egy végtelen ortonormalt sorozat pontjai korlatos zart halmazt alkotnak, amely
nem kompakt.

*x Bizonyitas. Tegylik fel, hogy (1) teljestil. Ha lenne olyan A végtelen részhalmaza
K-nak, amelynek K egyetlen pontja sem lenne torlodasi pontja, akkor K minden x pont-
janak lenne olyan U, kornyezete, amely A-nak legfeljebb egy pontjat tartalmazza. Az U,
halmazok K egy nyilt lefedését adndk. Mésrészt a skatulyaelv miatt véges sok ilyen U,
halmaz nem fedheti le az A halmazt, igy K-t sem, ami ellentmond K kompaktsiganak.

Megmutatjuk, hogy (2)-bdl kovetkezik (3). Ha K nem lenne korldtos, akkor tar-
talmazna olyan pontokat, amelyekre |z,| > n, n € NT. Az A = {z,:n € N*} halmaz
végtelen (masképpen |z| végtelen sok n-re ugyanaz a konstans érték lenne), és nyilvin nem
lehet torlédasi pontja K¥-ban, igy K-ban sem. Igy (2)-bél kovetkezik, hogy K korlatos.
Ha K nem lenne zart, akkor lenne olyan x € K*¥ pont, amely K torlédési pontja, de nem
pontja K-nak. Ekkor vannak olyan y,, € K, n = 1,2,... pontok, amelyekre |y, —z| < 1/n.
Legyen A ezen pontok halmaza. Ekkor A végtelen (masképpen |y, — x| végtelen sok n-re
ugyanaz a pozitiv konstans érték lenne); A-nak x torléddsi pontja, és A-nak nincs més
torlodasi pontja K*-ban. Ennek beldtasahoz gondoljuk meg, hogy ha z # z, z € K*, akkor

1.1
Yo — 2| 2 o — 2| = |yn — 2] 2 |z — 2| = — = Sz — 2|

véges sok n kivételével; ez mutatja, hogy z nem torlédési pontja A-nak. Igy A-nak nincs
torlédési pontja K-ban, ezért ha (2) teljesiil, akkor K-nak zdrtnak kell lennie.

Végiil megmutatjuk, hogy (3)-bdl kovetkezik (1). Mivel K zart, elég beldtnunk, hogy
része valamely kompakt halmaznak. Mivel a késébb bizonyitandé 7.3.4 koévetkezmény
szerint zart téglak kompaktak, kapjuk az allitast. O

7.1.16. Ko6vetkezmény: Weierstrass tétele. Minden A C K* korlitos végtelen
halmaznak van torlédéasi pontja K*-ban.

Végtelen dimenzidban az allitds nem marad érvényben.

Bizonyitas. Az A halmaz része egy zart gdmbnek, és ebben van torldodasi pontja
A-nak. O

7.1.17. Vektor-skalar, skalar-vektor és vektor-vektor fiiggvények. A tovabbi-
akban K* — K3-beli fiiggvényekkel kivanunk foglalkozni. Mivel R¥ C C¥, szoritkozhat-
nank C™ — C" tipust fiiggvényekre. Mivel C* tigyis azonosithaté R?*-val, az sem jelenti
az altaldnossdg megszoritasat, ha R™ — R™-beli fiiggvényekre szoritkozunk. Az m = 1,
n = 1 esetet mar ismerjiikk. Az R — R™-beli fiiggvényeket vektor-skaldr fiiggvényeknek ne-
vezzik. Az R™ — R-beli figgvényeket skaldr-vektor figgvényeknek vagy skaldrmezdnek
nevezzik. Végiil az R™ — R™-beli fuggvényeket vektor-vektor fliggvényeknek, az m = n
esetben vektormezdnek nevezziik.

7.1.18. Folytonossag. Legyen A C R™ és f: A — R" egy fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
az f fliggvény folytonos az a € A pontban, ha f(a) barmely V kornyezetéhez van olyan U
kornyezete a-nak, hogy ha x € U N A, akkor f(x) € V. Ez azzal ekvivalens, hogy minden
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¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha x € A és |z—a| < 4, akkor |f(x)—f(a)‘ < &. Nyilvan ha
egy fiiggvény folytonos egy a pontban, akkor barmely megszoritdsa, amely értelmezve van
a-ban, szintén folytonos a-ban. Figyeljiik meg, hogy a folytonossag csak a figgvény lokalis
viselkedésétol fiigg, azaz nem valtozik, ha f-et megvaltoztatjuk a valamely kornyezetén
kivil. Ha a izolalt pontja A-nak, akkor f biztos, hogy folytonos a-ban.

Ha f az értelmezési tartomanya minden pontjaban folytonos, akkor réviden azt
mondjuk, hogy folytonos.

Azokat az f € R™ — R"™ fiiggvényeket, amelyekre

Lo sy @O

z,yedmn(f),z#y |£l7 - y‘

véges, Lipschitz-fiigguvényeknek nevezziik. Ezek mind folytonosak, mert § = ¢/ Lip(f)
valaszthat6 € > 0-hoz.

7.1.19. Példak. A konstans fliggvény, az identikus leképezés és az egy vektorhoz
a hosszat rendel6 figgvény Lipschitz-fliggvények, igy folytonosak. Ha A C K™ nem
iires, akkor az = + d(x, A) leképezés Lipschitz-fiiggvény, mert tetszéleges x,y € KF-ra
|d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y) = |z —y|; valéban, d(z, z) < d(z,y) + d(y, z) minden z € K-
ra, tehat d(x, A) < d(x,y) + d(y, 2), ha z € A, ahonnan d(x, A) < d(z,y) + d(y, A); és
hasonléan d(y, A) < d(z,y) + d(z, A).

7.1.20. Tétel. Legyen X C R™, f = (f1,...,f,): X — R"™ egy fiiggvény, a € X.
Az [ fiiggvény pontosan akkor folytonos az a pontban, ha az f; koordindtafiiggvények
folytonosak a-ban j = 1,2,...,n-re.

Bizonyitas. Mivel

|f5(@) = fi(a)] < [f(z) — f(a)],

ha 1 < j <n, az f folytonossagabdl kévetkezik a koordinatafiiggvények folytonossaga.

Megforditva, adott ¢ > 0-hoz valasztva olyan §;-t, hogy ha |z —a| < §;, x € A, akkor
|f;(x) — f;(a)] < e/n teljesiilion, § = min{d;,1 < j < n} valasztassal, ha |z —a| < 6,
x € A, akkor

£(x) — f(@)] < 3)5,@) — fyla) <&

7.1.21. Segédtétel. Legyen A CR™, a € A és f,g9: A — R fiiggvények. Ha f(a) =0,
f folytonos a-ban, g pedig lokéalisan korlatos a-ban, azaz van olyan U kérnyezete a-nak és
K valés szam, hogy x € U N A esetén |g(x)| < K, akkor fg folytonos a-ban.

Bizonyitds. Adott ¢ > 0-ra e/K-hoz van olyan § > 0, hogy |x—a| < J, z € A esetén
| f(z)] < /K. Nyilvén é vélaszthat6 ugy is, hogy ne legyen nagyobb, mint U sugara. Ekkor

|f(2)g(x) — fla)g(a)| = |f(x)g(z)] <e. O

7.1.22. Tétel. Legyen A C R™, a € A és f,g: A — K", h: A — K az a-ban folytonos
fiiggvények. Ekkor

(1) f+gés f— g folytonosak a-ban;
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hf folytonos a-ban;

—
w
~

(f,9) folytonos a-ban;

—
N
N—

ha h(a) # 0, akkor a valamely U kérnyezetére 1/h értelmezve van A N U-ban és
folytonos a-ban.

Bizonyitds. Adott ¢ > 0-hoz vélasztva olyan ¢, illetve d,-t, hogy ha | — a| < 4y,
z € A, akkor |f(z) — f(a)| < £/2, ha pedig |z — a| < &,, x € A, akkor |g(z) — g(a)| < £/2
teljesiiljon, 6 = min{d;, 65} valasztdssal, ha |z —a| < 4, z € A, akkor

[(f +9)(@) = (f + 9)(a)| < |f(2) = fla)| + [g(x) — gla)| <&
|(f = 9)(@) = (f —g)(a)] < [f(z) = fla)| + |g(z) — g(a)| <.
Ezzel belattuk (1)-et.

Mivel attérhetiink koordindtafiiggvényekre, (2) bizonyitasat elég a K = R, n = 1
esetre elvégezni. Mivel

(hf)(z) = (hf)(a) = h(z)f(x) — h(z)f(a) + h(z)f(a) — h(a) f(a)
h

I
(@)(f(z) = f(a)) + f(a)(h(z) — h(a)),

valamint (1) szerint f(z) — f(a) és h(x) — h(a) folytonosak a-ban és értékiik nulla, (2)
kovetkezik az el6zé segédtételbdl, mert a valamely U kérnyezetében |h(z) — h(a)| < 1,
ahonnan |h(z)| < |h(a)| + 1, azaz h lokalisan korlatos.

Koordindtafiiggvényekre attérve, (3) kovetkezik (2)-bél.

Mivel h(a) # 0, vdlaszthatunk olyan U kornyezetét a-nak, amelyben

Ebben a kérnyezetben nyilvan h(x) # 0, s6t, |h(z)| > |h(a)|/2. Mivel

1 1 h(a) — h(x)

h(z)  h(a) h(z)h(a) ’

és a nevezd abszolit értéke legalabb |h(a) |2 /2, ha x € UNA, a reciproka lokalisan korlatos,
igy (4) kovetkezik az el6z6 tételbdl. O

7.1.23. Tétel. Legyen A C R, B C R™, és legyenek f: A — R™, ¢: B — R" fiigg-
vények. Ha a € A és b = f(a) € B, tovdbbd f folytonos a-ban, g pedig folytonos b-ben,
akkor g o f folytonos a-ban.

Bizonyitas. Legyen W egy tetsz6leges kornyezete g(b) = g(f(a))-nak. Ehhez van
olyan V kérnyezete b = f(a)-nak, hogy ha y € BNV, akkor g(y) € W. Mdsrészt V-hez
létezik olyan U kornyezete a-nak, hogy ha € ANU, akkor f(x) € V. Ez azt jelenti, hogy
ha x € U, és (go f)(x) értelmezve van, akkor (go f)(z) € W. O
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7.1.24. Példak. A p;:(zy,y,...,7;) > z; leképezése KF-nak K-ba, az tigynevezett
j-edik projekcid folytonos, mivel |p;(x) —p;(y)| < |z —y| barmely z,y € K*-ra. Innen és a
korabbiakboél kévetkezik, hogy a (tobbvaltozés) polinomok mindeniitt folytonosak K*-n.
Ezt felhasznalva kapjuk, hogy egy racionalis tortfiiggvény K* egy nyilt részhalmazan van
értelmezve, és ott folytonos. Egy A: K™ — K™ linearis leképezés folytonos, mert koordi-
natafliggvényei elséfokti polinomok. A K-beli elemii k& x k-as matrixhoz a determindnsat
rendeld a > det(a) leképezés, mint KF* leképezése K-ba, folytonos, mivel a determindns
a matrixelemek polinomfiiggvénye. Az a — a~' leképezés, mint KE — K¥? eleme, nyilt
halmazon van értelmezve és ott folytonos, mert az inverz matrix pontosan akkor van ér-
telmezve, ha det(a) # 0, és elemei az eredeti matrix elemeinek racionalis tortfiiggvényei.

7.1.25. Gorbék. Legyen X C K". Egy X-beli gorbe alatt egy  folytonos leképezését
értjitk egy nem csak egy pontbdl allé6 I = [a, b] C R intervallumnak X-be. (Szokds barmi-
lyen intervallumon értelmezett folytonos leképezést is gérbének nevezni.) Az R? = C-beli
gorbéket sikgorbéknek, az R3-beli gorbéket pedig térgorbéknek nevezziik. A ~y(a), illet-
ve v(b) pontokat a gorbe kezdd-, illetve végpontjainak nevezziik. Ha v(a) = ~(b), akkor
azt mondjuk, hogy ~ zdrt gorbe. A gorbét egyszeri gérbének nevezziik, ha kolcséndsen
egyértelmii, kivéve hogy zart gorbe esetén a kezd6- és végpont megegyezik. A

3(t) =~(=t), ha t€[-b —q]

gorbét a v megforditdsanak nevezzik. Ha v, az [a,b]-n, 7, a [b, c]-n definidlt gorbék, és
71 (b) = ¥,(b), akkor definidlhatjuk a v, és v, egymds utdni bejardsat, a vy, Vyy = v gorbét,

a
(M), haa<t<b,
V(t)_{%(t), hab<t<ec

Osszefiiggéssel. Legegyszerlibb gorbék a t +— ¢ + td alakban el6allithaté linedris gorbék
valamely rogzitett c,d € R"™ vektorokkal. A d = 0 specidlis esetnek megfelels konstans
gorbék értékkészlete egyetlen pont. A véges sok linedris gorbe egymads utani bejarasival
kaphaté gorbék a szakaszonként linedris gorbék.

Az I, intervallumon értelmezett v, és az I, intervallumon értelmezett v, gorbéket
ekvivalenseknek nevezziik, ha van olyan ¢ szigortian monoton néveked6 folytonos fiigg-
vény, amely I -et I,-re képezi le, és amelyre 7; = 75 o . Kénnyl latni, hogy goérbék
ekvivalencidja ekvivalencia-relacio.

7.1.26. Tétel. Egy X C K™ nyilt halmazra az alabbiak ekvivalensek:
(1) X tartomény;

(2) az X barmely két u és v pontjdhoz van olyan X-beli szakaszonként linedris gérbe,
amelynek u a kezd6-, v a végpontja;

(3) bdrmely két X-beli ponthoz van olyan X-beli gérbe, amelynek az egyik pont a kezdé-,
a masik a végpontja;

*x Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (1) teljesil, és legyen u € X. Azon v € X pontok
halmaza, amelyekhez 1étezik olyan szakaszonként linearis gorbe, amelynek kezdSpontja
u, végpontja pedig v, nyilt és nem {iires. De hasonléan azon v € X pontok halmaza,
amelyekhez nem létezik olyan szakaszonként linearis gorbe, amelynek kezdOpontja wu,
végpontja pedig v, szintén nyilt, igy ennek tiresnek kell lennie, azaz kapjuk (2)-t.
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Az nyilvdnval6, hogy (2)-bdl kovetkezik (3). Tegyiik fel, hogy (3) teljesiil, de X
nem tartomény. Ekkor el6dllna U,V nem iires, diszjunkt, nyilt halmazok egyesitéseként.
Legyen ¢ olyan gorbe, amelynek kezd6pontja U-ban, végpontja V-ben van, és legyen
t = supg *(U). Ha ¢(t) € U, akkor a folytonossdg miatt ¢ nem lehet felsd korlat, ha
pedig g(t) € V, akkor a folytonossag miatt nem lehet a legkisebb fels6 korlat. Igy (3)-bol
kovetkezik (1). O

7.1.27. Kovetkezmény. A szdmegyenesen a tartoményok az ]a,bl, ]—o0,b[, Ja, +00[
alaku nyilt intervallumok.

* Bizonyitas. Ha egy X C R nyilt halmaz nem intervallum, akkor léteznek olyan
x < z < y pontok, amelyekre z,y € X de z ¢ X, igy X az X N]—o0, z[ és X N[z, +00[ nem
tires diszjunkt nyilt halmazok egyesitése. A megforditas kovetkezik (2)-bol.

7.1.28. Tétel. Legyen K C R™ és f: K — R™ egy folytonos fiiggvény. Ha K kompakt,
akkor f(K) is kompakt.

Bizonyitas. Legyen G., v € I' egy nyilt lefedése f(K)-nak. Legyen z € K. Ekkor
f(x) € G, valamely v, € I'ra. Mivel G, nyilt, van olyan V, kérnyezete f(z)-nek,
amelyre V C G, . Mivel f folytonos, van olyan U, kornyezete z-nek, amelyre y € U, N K
esetén f (y) eV, C G, . Az U,, * € K halmazok egy nyilt lefedését alkotjak K-nak,
igy ebbdl kivalaszthatd ?{ egy UIl, ..., Uy, véges lefedése. Ha y € f(K), akkor y = f(:ﬂ)

valamely z € K-ra. Innen = € U, valamely i-re, tehdt y = f(z) € f(U, ) CV, C G,

Ez azt jelenti, hogy G, ,...,G, egy véges lefedése f(K)-nak. (]

Ve,

7.1.29. Kovetkezmény: Weierstrass tétele. Ha K C R™ kompakt és az f: K — R
fiiggvény folytonos, akkor f(K) korldtos, és van olyan a,b € X, hogy f(a) = inf f(K),
f(b) =sup f(K), tehdt f felveszi maximumé&t és minimumdt.

Bizonyitis. Az el6z6 tétel szerint f(K) kompakt, igy korlitos és zart. Mivel
inf f(K) és sup f(K) érintkezési pontjai f(K)-nak, benne vannak f(K)-ban. O

7.1.30. Hausdorff tétele. Ha K C R™ kompakt, f: K — R™ folytonos és kélcsénGsen
egyértelmti leképezés, akkor f~! is folytonos.

Bizonyitas. Legyen b € f(K) ésa = f1(b), tovabba U egy kérnyezete a-nak. Mivel
K\ U kompakt, f(K\U) = f(K)\ f(U) is kompakt, tehat zart. Nyilvan f(K)\ f(U) nem
tartalmazza b-t. Mivel f(K)\ f(U) komplementere nyllt ez azt jelenti, hogy b-nek van
olyan V kérnyezete, hogy y € f(K) N Vesetén x = f~1(y) € U, azaz, hogy f~* folytonos
b-ben. O

° 7.1.31. Példa. A kompaktsig nem hagyhaté el: a t > cost + isint, 0 < t < 27
leképezés folytonos és kolcsondsen egyértelmii, de az inverze nem folytonos.

x 7.1.32. Lebesgue-szam. Egy A C R™ halmaz egy lefedésének a Lebesgue-szamén
egy olyan § > 0 szdmot értiink, amelyre minden x € A esetén Ug(z) benne van a lefedés
valamelyik halmazaban.

x 7.1.33. Tétel. Barmely K C R™ kompakt halmaz nyilt lefedésének van pozitiv
Lebesgue-szama.
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Bizonyitas. Legyen G, v € I' a K kompakt halmaz egy nyilt lefedése. Minden x €
K-hoz van olyan ¢, > 0, hogy U. (z) C G, valamely v € I'-ra. Az U_ /2( x) kérnyezetek
nyilt lefedését alkotjak K-nak. Klvalasztva ebbol a nyilt lefedésbdl egy véges részlefedést,
az ehhez tartozé e, / 2 szdmok J minimuma Lebesgue-szdma a nyilt lefedésnek, mert ha
y € K, akkor y € [UE /2( x;) valamely x;-re, igy

[U6(y) C [Ual(xz) cG

ol

valamely v € I'-ra. O

* 7.1.34. Egyenletes folytonossag. Egy A C R¥ halmazt R™-be képezé f leképezést
egyenletesen folytonosnak neveziink, ha minden ¢ > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy ha
z,y € Aés |x —y| <4, akkor |f(z) — f(y)| < e. Lipschitz-fiiggvény nyilvan egyenletesen
folytonos. Egyenletesen folytonos leképezés folytonos is, de a megforditas nem igaz alta-
ldban, példaul ha A C R nem tartalmazza egy x, torldasi pontjat, akkor > 1/(x —x)
folytonos, de nem egyenletesen folytonos A-n.

Ha g € R™ — R™ is egyenletesen folytonos, akkor g o f is egyenletesen folytonos.

* 7.1.35. Heine tétele. Egy K C R™ kompakt halmazon folytonos f: K — R" fiiggvény
egyenletesen is folytonos.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0. Minden = € K-nak van olyan U, koérnyezete, hogy
y € U, esetén |f(z) — f(y)| < ¢/2. Legyen 6 > 0 az U, * € K nyilt lefedés Lebesgue-
szdma. Ekkor y,z € X, |y — 2| < § esetén |f(y) — f(z)| <e. O

7.1.36. Jobb és bal oldali folytonossag. Ha A C R, a € A és f: A — R™ egy
fiiggvény, akkor ha az f figgvény {x € A:x > a}, illetve {z € A:z < a} halmazra vald
megszoritasa folytonos a-ban, akkor az mondjuk, hogy f jobbrol folytonos, illetve balrol
folytonos a-ban. Ha f folytonos a-ban, akkor nyilvan jobbrél és balrél is folytonos a-ban.
Megforditva, ha f jobbrél és balrdl is folytonos a-ban, akkor folytonos a-ban.

7.1.37. Feliilrdl és alulrdl folytonossag. Legyen A C R*, a € Aés f:A — R
egy fliggvény. Ha minden ¢ > 0-hoz van olyan U kérnyezete a-nak, hogy z € U N A
esetén f(x) < f(a) + ¢, illetve f(x) > f(a) — ¢, akkor azt mondjuk, hogy f felilrél
folytonos (felilrél félig folytonos), illetve alulrdl folytonos (alulrdl félig folytonos) a-ban.
Ha f minden a € A pontban feliilrél, illetve alulrdl folytonos, akkor azt mondjuk, hogy
feliilrdl folytonos, illetve alulrdl folytonos A-n. Nyilvanvald, hogy ha f és g felilrdl, illetve
alulrdl folytonosak a-ban, ¢ > 0, akkor f + g és cf is felulrdl, illetve alulrdl folytonosak
a-ban.

7.1.38. Hatarérték. Legyen A C R™ és f: A — R™ egy figgvény, a pedig torldédasi
pontja A-nak. Azt {rjuk, hogy f(x) — b, ha x — a, vagy lim,_,, f(x) =b,ha b€ R" és a

(@) = {f(sc), ha z € A\ {a},

o, haz=a

fliggvény folytonos a-ban. Mésként fogalmazva ez azt jelenti, hogy b barmely V kérnyeze-
téhez van olyan U kérnyezete a-nak, hogy ha x # a, € ANU, akkor f(z) € V. Ez azzal
ekvivalens, hogy minden & > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha z € A és 0 < |x — a|] < 0,
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kapjuk, hogy ha a torlédasi pontja A-nak, akkor f pontosan akkor folytonos a-ban, ha
lim, ., f(z) = f(a). Nyilvdn ha egy fiiggvény hatérértéke a-ban b, akkor barmely meg-
szoritasanak, ha az értelmezési tartomanynak torlédasi pontja a, szintén hatarértéke b.
Figyeljiikk meg, hogy a hatarérték 1étezése és értéke csak a fiiggvény lokalis viselkedésétol
fligg, azaz nem valtozik, ha f-et megvaltoztatjuk a valamely kornyezetén kiviil.

7.1.39. Tétel. Fiiggvény hatarértéke, ha létezik, egyértelmti.

Bizonyités. Tegyiik fel, hogy lim,_,, f(x) = b, éslim,_,, f(x) = b,y. Barmely € > 0-
hoz valasztva olyan ¢y, illetve d5-t, hogy ha 0 < |z —a| < 0;, z € A, akkor |f(z) —b,] <,
ha pedig 0 < |z — a|] < dy, € A, akkor |f(z) — by| < £/2 teljesilljon, 6 = min{d,,d5}
valasztéssal, ha 0 < |z — a| < §, x € A (ilyen z 1étezik, mivel a torlédédsi pontja A-nak),
akkor

by = by| < |f(@) = by| + | f(z) = by| < 2e.
Mivel ¢ tetszdleges volt, csak b; = b, lehetséges. O

7.1.40. Tétel. Legyen A C R™, a torléddsi pontja A-nak és f,g: A — K", h: A — K
fliggvények.

(1) Pontosan akkor létezik lim,_,, f(x) = b, ha az f = (f1, fa,--., f,,) koordindtafiigg-
vényekre a
lim f;(x) = b;

r—a J

hatdrértékek léteznek, tovabbd ekkor b = (by,by,...,b,,).

(2) Halim,_,, f(x) =0, a h pedig lokdlisan korldtos, azaz van olyan U kérnyezete a-nak
és K valds szam, hogy a #+ x € U N A esetén |h(x)| < K, akkor lim,_,,(hf)(z) = 0.

Halim,_,, f(z) = b éslim,_,, g(z) = ¢, akkor

(3) lim, ,(f+g)(x) =b+e

(4) lim, ., (f,9)(x) = (b,c).

Halim,_,, f(z) = b és lim,_,, h(x) = d, akkor

(5) lim,_,,(hf)(x) = db;
(6) had #+ 0, akkor a valamely U kérnyezetére 1/h(x) értelmezve van, haa #+ x € ANU
és lim,_,,(1/h)(z) = 1/d.

Bizonyitas. A tétel a folytonossag és a hatarérték kapcsolatabdl kovetkezik. O

7.1.41. Jobb és bal oldali hatarérték. Ha A C R, a € Rés f: A — K egy
fiiggvény, akkor az f fiiggvény {x € A:x > a}, illetve {x € A:z < a} halmazra vald
megszoritdsa hatarértékeit a-ban (ha léteznek) az f jobb oldali hatdrértékének, illetve
bal oldali hatdrértékének nevezziik. Jelolésiik : lim, |, f(x), illetve lim 4, f(z) vagy f(a+),
illetve f(a—). A folytonossdg és a hatarérték kapcsolata alapjan vildgos, hogy ha mindkét
oldali hatarérték létezik a-ban, akkor a hatarérték pontosan akkor létezik, hogyha a jobb
és a bal oldali hatarérték megegyeznek, és ekkor ugyanaz a szdm a hatarérték is.
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7.1.42. Szakadasok. Ha f nem folytonos a-ban, akkor azt mondjuk, hogy szakaddsa
van a-ban. Ha lim,_,, f(x) létezik, de nem egyenld f(a)-val, akkor azt mondjuk, hogy
f-nek megsziintethetd szakaddsa van, egyébként a szakadas nem megszintethetd szakadds.

Ha f valds véltozds, lim ., f(z) és lim, , f(z) 1éteznek, de nem egyeznek meg, akkor
azt mondjuk, hogy f-nek elséfaji szakaddsa vagy ugrdsa van a-ban, minden mas nem
megsziintethetd szakadast mdsodfaji szakaddsnak neveziink.

7.1.43. A végtelen mint hatarérték, hatarérték a végtelenben. Mivel R-ban
—00 és +00 kornyezetei, C-ban pedig co kérnyezetei definidlva vannak, mindazokat a
fogalmakat, amelyeket kornyezetek segitségével értelmeztiink (folytonossig, jobb és bal
oldali folytonossag, hatarérték, jobb és bal oldali hatarérték, szakadés, megsziintethetd
szakadds, nem megsziintethet szakadds, elséfaju szakadds, masodfaju szakadas), atvi-
hetjik erre az esetre is. Szamos tétel is érvényben marad, példaul a 7.1.21, 7.1.23 és 7.1.39
tételek.

7.1.44. Tétel. Tegyiik fel, hogy A C R", a torlédasi pontja A-nak, f,g: A — K és
lim, ,, f(z) =0, lim,_,, g(x) = c¢. Ha a jobb oldal értelmezve van, akkor
(1) Tim,_ (f+9)(x) =b+¢
(2) lim, . (fg)(x) = bc;
(3) lim, ., (1/f)(z) =1/b.

Megjegyezziik, hogy van olyan U kornyezete a-nak, hogy a & x € U N A esetén a bal
oldalon all6 fiiggvény értelmezve van.

Bizonyitas. A b,c € K eseteket mar lattuk. A t6bbi eset hasonléan bizonyithaté.
Példaul ha K = R, b € R és ¢ = +oo, akkor van olyan U; kérnyezete a-nak, hogy
a# x € U NA esetén |f(z) — b| < 1, valamint tetszéleges B € R-hez van olyan U,
kornyezete a-nak, hogy a # = € Uy, N A esetén g(z) > B—b — 1. Innen U = U; N U,
jeloléssel a #+ x € U N A esetén (f + g)(x) értelmezve van, és nagyobb, mint B. Ez azt
jelenti, hogy lim,_,,(f + ¢)(z) = +00. O

7.1.45. Tétel. Tegyiik fel, hogy A C R", a torléddsi pontja A-nak és a-ban Iétezik
hatédrértéke az f,g: A — R fiiggvényeknek.

(1) Halim, ,, f(x) <lim, ,, g(z), akkor van olyan U kérnyezete a-nak, hogy
flz) < g(x), ha a#xeUNA;
(2) ha a valamely U kdrnyezetére a # x € U N A esetén f(z) < g(x), akkor

lim f(z) < lim f(x).

Bizonyités. Legyen b =lim,_,, f(z) <d < ¢ =lim,_,, g(x), és valasszuk V] illetve
W kornyezeteit b-nek, illetve c-nek gy, hogy V C [—oo,d[, W C |d,+oo] teljesiiljon.
Legyen U az a megfelel§ kornyezeteinek metszete. Ekkor a # © € U N A esetén f(z) <
d < g(z), amivel belattuk (1)-et. (2) indirekt kovetkezik (1)-bél. O
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7.1.46. Tétel: renddr-elv. Ha A C R", a torléddsi pontja A-nak és az a valamely U
kornyezetére az f, g, h: A — R fiiggvényekre f(z) < g(x) < h(x), tovdbb4
lim f(z) = lim h(x),

Tr—a r—a

akkor
lim f(x) = lim g(z) = lim h(x).

T—a

Bizonyitas. Legyen V kornyezete az f és h kozos hatarértékének, U pedig az a
megfelel6 kornyezeteinek metszete. O

7.1.47. Sorozatok. A sorozatok N*-on értelmezett fiiggvények, igy beszélhetiink K*-
beli sorozatok co-ben vett hatarértékérsl. Az, hogy A € K* az a,, sorozat hatérértéke,
azt jelenti, hogy A barmely koérnyezetére véges sok n kivételével minden n-re a, benne
van az adott kornyezetben. Jel6lése: lim, , a, = A vagy a, — A. llyenkor az a,, so-
rozatra azt mondjuk, hogy konvergens vagy A-hoz konvergadl. Tudjuk, hogy a hatarérték
egyértelmi. Vildgos, hogy a hatdrérték nem valtozik, ha a sorozatnak véges sok tagjat
megvaltoztatjuk. Az a, akkor és csak akkor konvergdl A-hoz, ha minden £ > 0-hoz van
olyan N € N, hogy ha n > N, akkor |a, — A|] < ¢ (itt n > N, illetve |a,, — 4| < € is
irhatd). Konvergens sorozat nyilvan korlatos. Ha egy sorozat nulldhoz konvergdl, akkor
nullsorozatnak nevezzik. Az, hogy a, konvergdl A-hoz, azzal ekvivalens, hogy a, — A
nullsorozat. Az, hogy a,, nullsorozat, azzal ekvivalens, hogy |a,,| nullsorozat R-ben. Ha
egy sorozat nem konvergens, akkor divergensnek nevezziik. Természetesen indexelhetjiik
a sorozatokat nullatdl is.

Ha ny < ny < ... pozitiv egész szamok egy sorozata, akkor az Qs j=1,2,... soro-
zatot az a,, sorozat részsorozatanak nevezzik. A definiciébdl azonnal kévetkezik, hogy ha
egy sorozatnak van hatarértéke, akkor barmely részsorozatanak is ugyanaz a hatarértéke.

Nyilvanvald, hogy egy konstans sorozat, azaz egy olyan sorozat, amelynek minden
tagja ugyanaz a c vektor, konvergens, és hatarértéke az adott ¢ konstans.

A kovetkezd két allitds azonnal kovetkezik a fiiggvények hatarértékére tanultakbol.

7.1.48. Tétel. Egy
A, = (1, Qg 1y -+ Qg ) € Kk

vektorsorozat pontosan akkor konvergal az
A= (A, A,, ... A) €KF
vektorhoz, ha koordindtdnként is, azaz ha a;,, — A; (j=1,2,...,k). O

7.1.49. Tétel. Haa,,,b, € K* ésc, € K sorozatok, a,, — A, b, — B és c,, — C, akkor

n»-n

(a, +b,) — (A+ B), (a,,b,) — (A, B) és (c,a,) — CA. O

7.1.50. Atviteli elv. Tegyiik fel, hogy A C R™, f: A — K, és a torlédasi pontja A-nak.
Pontosan akkor teljesiil, hogy lim,_,, f(x) = b, ha minden olyan z,, € A\ {a} sorozatra,
amelyre lim,,_,  x,, = a, teljesil, hogy lim, ,  f(x,) =b.

Bizonyitas. Ugyantgy bizonyithatd, mint az egyvaltozoés esetben. [

7.1.51. Tétel. Egy K C K* halmaz akkor és csak akkor kompakt, ha minden K-beli

a,, sorozatnak van K-ban konvergens részsorozata.
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Bizonyitas. Legyen K kompakt és E az a,, értékkészlete. Ha E véges, akkor van
olyan A € E és olyan n; < ny < ... indexsorozat, hogy Up, = A minden j-re. Vilagos,
hogy ay, = A. Ha FE végtelen, akkor tudjuk, hogy E-nek van egy A torlédési pontja
K-ban. Vélasszunk olyan n; < ny < ... indexsorozatot, amelyre |anj — A| < 1/j. Legyen
J > 1/e, ekkor j > J esetén |anj —Al<e.

A masik irdny egyszeriibb. Legyen E egy végtelen részhalmaza K-nak, és vélasszunk
ki egy kiilonb6z6 E-beli elemekbdl allé részsorozatot. Ennek van egy K-ban konvergens
részsorozata. A részsorozat hatarértéke torlédasi pontja E-nek, igy E-nek van K-beli
torlédasi pontja. O

7.1.52. Kovetkezmény: Bolzano—Weierstrass-féle kivalasztasi tétel. Minden
K*-beli korlitos sorozatnak van konvergens részsorozata.

A tétel végtelen dimenzioban nem marad érvényes.

Bizonyitas. A sorozat értékkészlete része valamely origéd kézépponti zart gombnek,
és ebben a sorozatnak van konvergens részsorozata. O

7.1.53. Cauchy-sorozatok. Egy KF-beli sorozatot Cauchy-sorozatnak neveziink, ha
minden € > 0-hoz van olyan N, hogy ha n,m > N, akkor |z, — z,,| <e.
A fogalom jelent6ségét itt is az adja, hogy anélkil donthetiink segitségével a kon-
vergenciarol, hogy ismernénk a hatarértéket.

7.1.54. Cauchy-féle konvergenciakritérium. Egy K*-beli sorozat pontosan akkor
Cauchy-sorozat, ha konvergens.

Bizonyitas. Attérink koordindtasorozatokra. [

7.1.55. Banach-terek és Hilbert-terek. Azokat a normalt tereket, amelyekben
minden Cauchy-sorozat konvergens, Banach-térnek, azokat a bels6 szorzat tereket pedig,
amelyekben minden Cauchy-sorozat konvergens, Hilbert-térnek nevezziik. A Hilbert-terek
nyilvan Banach-terek is. Megmutathaté, hogy minden belso szorzat térhez, illetve normalt
térhez — lényegében egyértelmiien — létezik egy Hilbert-tér, illetve Banach-tér, amely
ot stirli részhalmazként tartalmazza.

7.1.56. Sorok. Ha ay,a,... egy K*-beli sorozat, akkor a KF-beli > O VABY Dy,
végtelen sort vagy réviden sort az s,, = Z" N (n=0,1,...) részletosszegek sorozatdval
azonositjuk. Az a, vektort a sor n-edik tagjanak nevezzilk. A sor tagjait rendszerint
nullatél indexezziik. A részletosszegekbdl Visszakaphatjuk a sor tagjait, hiszen ay = s, és
a, = $,—S,_1, han € N*. Azt mondjuk, hogy a Z », SOr konvergens, és dsszege A, ha
az s, részletosszegek sorozata A-hoz konvergdl. Ezt nem teljesen korrekt médon, agy is
jeloljiik, hogy ZOO = A. Ha a sor nem konvergens, akkor azt mondjuk, hogy divergens.
A S o On SOT abszolut konvergensnek nevezziik, ha a Z o |@| sor konvergens. Ha a
sor konvergens de nem abszolut konvergens, akkor feltetelesen konvergensnek nevezziik.

A sorozatokra vonatkozé legtobb tétel egyszertien atfogalmazhaté sorokra.

7.1.57. Tétel. Ha a KF-beli 3" a,, és > b, sorok konvergensek, ésszegiik A, illetve B,
és ¢ € K, akkor Y (a, +b,) = A+ B és > (ca,) = cA.

A tétel normalt terekre is érvényes marad.
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Bizonyitas. A részletosszegek felhasznalasaval azonnal kovetkezik. [J

7.1.58. Cauchy-féle konvergenciakritérium. A K*-beli " a, sor akkor és csak
akkor konvergal, ha minden € > 0-hoz van olyan N € N, hogy m > n > N esetén
’Z;n:n a;| <e.O

A kritérium Banach-terekre is érvényes marad.
7.1.59. Kovetkezmény. Ha > a, konvergens, akkor lim,_, _a, = 0.

Bizonyitas. Legyen m =n. O

7.1.60. Osszehasonlité kritérium. Ha KF-beli Y a,, sorra véges sok n kivételével
la,| <0, és > b, konvergdl, akkor >_ a,, is.

A kritérium Banach-terekre is érvényes marad.

Bizonyitas. A Cauchy-kritériumbdél minden € > 0-hoz van olyan N, hogy ha m >
n > N, akkor |a,| <b, és " b; <e. Innen
j=n

m m m
Dol <D legl < b <,
j=n j=n j=n

és igy a konvergencia kovetkezik a Cauchy-kritériumbol. O
7.1.61. Kovetkezmény. Abszolit konvergens sor konvergens is.

Megmutathaté, hogy egy normaélt tér pontosan akkor Banach-tér, ha benne minden
abszolut konvergens sor konvergens.
Bizonyitas. Legyen b, = |a,,|. O
7.1.62. Cauchy-féle gyokkritérium. Egy K¥-beli Y a,, sor, ha

limsup {/|a,| <1,
n—oo

akkor konvergens, ha

limsup V/|a,| > 1,

n—oo

akkor divergens.

Bizonyitds. Ha o =limsup . {/[a,|és a <1, akkor a < 3 < 1 esetén van olyan
N € N, hogy n > N esetén {/|a,| < B, azaz |a,| < ", igy az Osszehasonlité kritérium
szerint Y a,, abszolit konvergens. Ha o > 1, akkor a > 8 > 1 esetén végtelen sok n-re
la,| > ™ > 1, igy a,, nem tart nulldhoz. O

7.1.63. d’Alembert-féle hanyadoskritérium. Egy K*-beli, nem nulla tagokbdl 4116
> a,, sorra, ha
|an+1 |

lim sup <1,
n—00 ‘an‘
akkor konvergens, ha
lim inf M > 1,
n—oo|a,|

vagy ha véges sok n kivételével |a,, ,|/|a,| > 1, akkor divergens.
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Bizonyités. Halimsup . _ la,|/|a,| <1, akkor van olyan 8 < 1szidm és N € N,
hogy n > N esetén |a,,.,|/|a,| < B. Innen indukciéval |a,| < |ay|8" Y, han > N, igy az
Osszehasonlité kritérium szerint ) a,, abszolit konvergens. Ha liminf, , __ |a,|/|a,| >
1, akkor van olyan N € N, hogy n > N esetén |a,_;|/|a,| > 1. Innen indukciéval |a,,| >
lay|, ha n > N, igy a,, nem tart nulldhoz. O

7.1.64. Kettds sor tétel. Legyen a, ; € K*, ha i,j € N. Ha van olyan K valés
szam, hogy Z;’;O Yoo lajkl < K minden n,m € N-re, akkor az aldbbi sorok abszoliit
konvergensek és

(1) izaj,k =

7=0 k=0 k

oo
Z g k-

0 j7=0

o0

A tétel Banach-terekben is érvényes.

Vegyiik észre, hogy a feltétel teljesiilése kovetkezik, ha feltessziik, hogy (1)-ben vagy
a jobb, vagy a bal oldalon minden tagot az abszolut értékével helyettesitve a kapott sorok
konvergensek.
* Bizonyitas. Rogzitett m-re n — oo hatdrdtmenettel Z;_R:O Solail < K,
s 7 oo o0 z ’ .
ahonnan m — oo hataradtmenettel ijo Zk:o laj | < K, és hasonléan kapjuk, hogy

a jobb oldalon szerepld sorok is abszolut konvergensek. Feltéve, hogy K a pontos felsé
korlat, € > 0, elég nagy m-re és n-re Z;nzo ZZ:O la; | > K —¢e. Ha most n" > n, akkor

’

m n m n
DD a—d Y au <=
=0 k=0 =0 k=0

amibél n” — oo hatiratmenettel

m m n
’ZZGM - ZZ%\ <e.

=0 k= i

=}
o
Il
o
>
Il
[=}

Hasonloéan kaphaté, hogy

amib6l

Ha most n — oo, majd m — oo, akkor kapjuk a tétel allitasat. O

7.1.65. Kovetkezmény: sorok atrendezése. Ha p:IN — N egy permutdcié (azaz
l‘)i jekcié),/és a KF-beli Zzo: o @n SOT abszoliit konvergens, osszege A, akkor a ZZO: o Op,, SOT
is abszolut konvergens, és osszege A.
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A kovetkezmény alapjan ha M megszamlalhaté végtelen halmaz, a,, € K¥ ha m €
M, és van olyan K valés szdm, hogy barmely véges M’ C M-te Zme y 1@m| < K, akkor

barmely p: N — M bijekcidra a ZZOZO a, Osszeg ugyanaz. Jelolése: Zme o G-
Bizonyitas. Legyen a; ; = a;, ha j = p;, egyébként nulla, és alkalmazzuk a kettds

sor tételt.

7.1.66. Kovetkezmény. Ha az I megszamlilhaté halmaz a I;, j € J diszjunkt hal-
mazok megszamlalhaté unidja, a; € K¥, hai € I, és Zie[ la;| < oo, akkor

Sa=Y Y

iel jed iel;

Bizonyitas. Feltehetjik, hogy I, J C N. Legyen a; ; = a;, ha i € [}, egyébként
nulla, és alkalmazzuk a kettOs sor tételt.

7.1.67. Ekvivalens normdk. Az X linedris téren a | | és || | normédkat ekvivalenseknek
nevezziik, ha léteznek olyan ¢, C' > 0 valds szamok, hogy

clz| < e < Cla|

minden x € X esetén. Példaul ||, < |z, < n'/P|z|,, bérmely 1 < p < oo esetén min-
den x € K™-re. Normdk ekvivalencidja nyilvan ekvivalencia-relacié. Ekvivalens normékra
ugyanaz a hatarérték, a nyilt és zart halmazok és ugyanazok a Cauchy-sorozatok is.

7.1.68. Tétel. Véges dimenziés téren barmely két norma ekvivalens.

x Bizonyitas. Elég az allitast R™ normadira bizonyitani. Mivel a normak ekvivalen-
cidja ekvivalencia-reldcid, elég beldtni, hogy R™ egy tetszdleges | | norméja a szokdsos
bels6 szorzatbdl szarmazd | | norméaval ekvivalens. Legyen

€1,€9,...,C,

a szokasos ortonormalt bazisa R™*-nek. Ekkor z = Z?ﬁl z;e; esetén |z =" a?

i=1Ti 8

n n
o < max{le;|: 1 <i<n} Y el <zl Y el
i=1 i=1

tehat teljesiil az |z| < C|z| egyenlStlenség. Innen az (R™,| |) tér (R™,| |) térre vald
identikus leképezése folytonos, és mivel az | | normdban vett egységgdmb hatédra (azaz
hatarpontjainak halmaza) kompakt, rajta a | | fliggvény felveszi ¢ pontos alsé hatarat,
ami nem lehet nulla. Igy |jz/|z| > ¢, ha = # 0, azaz || > c|z| minden € R"-re. O

* 7.1.69. Fixpont és kontrakcié. Ha T az X halmazt énmagéba leképezd fiiggvény,
akkor T fixpontjdnak azokat a pontokat nevezziik, amelyekre T'(z) = x.
Egy T € R™ — R™ leképezést kontrakcionak nevezziik, ha Lip(T') < 1.

% 7.1.70. Banach-féle fixponttétel. Ha X egy zart részhalmaza RF-nak és T: X — X
egy kontrakcio, akkor T-nek pontosan egy x fixpontja van. Ha x, € X tetszlleges, akkor
az x, ., = T(x,) iterdciéval adédé sorozatra lim,,_,  x, = .
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A tétel Banach-terekre is érvényes marad.

Bizonyitéas. Legyen D = d(xz, z,). Teljes indukciéval
d(z,,z,,1) <a™D, ha n=0,1,....
Ebbo6l m > n esetén

d(xn,vzm) < d(xn7xn+1) + d<xn+17xn+2) ++ d(xm,—hxm)
a™D

<a"D+a"™ D+ +amID<a"D(1+a+a®+--1) = T

Mivel a"D/(1 —a) — 0, ha n — o0, z,, Cauchy-sorozat, amely konvergdl X egy =
eleméhez. Megmutatjuk, hogy x fixpontja T-nek.

0<d(x,T(z)) <d(z,z,)+dx,, T(z) < dz,z,) + ad(z,_,2),

amib8l n — oo esetén d(z,T(x)) = 0 kovetkezik. A fixpont egyértelmiisége abbdl kovet-
kezik, hogy ha z és y fixpontok, akkor

d(z,y) = d(T(z),T(y)) < ad(z,y). O

x 7.1.71. Metrikus terek. Megvizsgélva az analizis alapfogalmainak (kornyezet, nyilt,
zért és kompakt halmazok, hatarérték, Cauchy-sorozat, stb.) definici6it és a tételek bizo-
nyitésait, mindeniitt ldthaté, hogy — kozvetve vagy kozvetleniil — a K* pontjai kozotti
tavolsag bizonyos egyszerii tulajdonsagait hasznaltuk fel. Ezt figyelembe véve, az egész
targyaldst joval altaldnosabban végezhetjiik, ha bevezetjik a kovetkezd fogalmat: Az X
halmazt metrikus térnek nevezziik, ha barmely két x,y eleméhez hozza van rendelve egy
nemnegativ valés szam, az x és y tdvolsdga gy, hogy minden x,y, z € X esetén

(1) d(z,y) =0 akkor és csak akkor, ha x = y;

(2) d(z,y) =d(y,z) (szimmetria);

(3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) (hdromszog-egyenldtienség).

Ha egy metrikus térben minden Cauchy-sorozat konvergens, akkor teljesnek nevez-
ziik. Metrikus terek izomorfizmusai az izometridk, magyarul tdvolsdigtarto leképezések
(egybevdgdsagok). Segithet a metrikus terek elképzelésében, ha tudjuk, hogy minden met-
rikus tér egybevagd valamely Banach-tér egy részhalmazaval.

7.2 Differencialszamitas
A differencidlds linearizdlds.

Népkoltemény

Figyelemre mélto, hogy a jelolés megkonnyiti a felfedezést: a legesodalatosabban csik-
kenti az értelem munkdjat.

Gottfried Wilhelm Leibniz
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7.2.1. Linearis operatorok norméja. Tekintsiink egy-egy (ugyanigy jelolt) norméat
a K", illetve K™ tereken. Egy L € £(K™; K™) linearis leképezésre legyen

(1) IL] = sup L]

lz|<1

A szuprémum véges, mert L folytonos (mivel koordinatai els6fokd polinomok) és igy
korlétos az egységgombon. Mivel Lz = |x|L(z/|x|), ahonnan |Lz| < |L||z| minden 0 #
x € K"-re, |L| a legkisebb olyan szém, amelyre |Lx| < |L|||z| minden x € K"-re, azaz
|L| = Lip(L). Nyilvdn |L| > 0 és |L| = 0 pontosan akkor, ha L = 0. Az is vildgos, hogy
[AL] = |A||L|. Ha Ly, Ly, € L(K™; K™), |z| < 1, akkor

|(Ly + Ly)a| < |Lyz| + [Lox| < Ly + [ Ly,
amibdl a bal oldalon szuprémumot véve, azt kapjuk, hogy
1Ly + Lol < [Ly]l + | Lol

igy £(K™;K™) normdlt tér. Az (1) Osszefiiggéssel definidlt normat a K™ és K™ tereken
adott vektornorméakhoz tartozé operdtornormdnak (vagy ha a linedris operator matrixa-
rél van sz6, mdtriznormdnak) nevezziik. Ha mést nem mondunk, akkor a bels§ szorzat-
bél szarmazé normakhoz tartozé operatornorméat fogjuk hasznalni. Ha kifejezésre akarjuk
juttatni, hogy mindkét téren a p-norméat (1 < p < co) hasznéljuk, akkor a kapott operéa-
tornormat | [|,-vel jeloljiik.

Nyilvan L € £(K™;K™) esetén |A| < |L| barmely A sajatérték és barmely operator-
norma esetén. A numerikus analizishez fontos tudni, hogy minden L € £(K™; K™)-hez és
minden ¢ > 0-hoz van olyan | | norma K"-en, amelyre |L|| < o(L) + ¢.

7.2.2. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy ha [L] jeloli az L € £(K™;K™) matrixat a
szokésos béazisban, akkor
. < 15l < 12,

bazisvektornak vélasztjuk, amely képének koordinatai kozott van [L] maximélis abszoldt
értékii eleme. A jobb oldali egyenl6tlenség a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenldtlen-

ségbél kovetkezik, mert ebbél |Lz|? < ||[L]||;||x\|2, amibdl gyokot vonva és ||z] < l-re
szuprémumot véve | L] < H[L]H2

— 7.2.3. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy az operatornorma szubmultiplikativ, azaz
ha A € £(K*;K™) és B € £(KF, K™), akkor

[AB| <[ A[lB].

— 7.2.4. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha A, — A a £(K™;K™) térben, és x;, — x
a K™ térben, akkor K™-ben A x;, — Az.
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— 7.2.5. Feladat [10]. Hatdrozzuk meg a kétdimenzids euklideszi tér azon linedris

(2 3)

2 3)°

x 7.2.6. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy L € £(K";K™) esetén, ha L mdtrixa a

szokasos bazisban (f; ;), akkor |L]; = max; 3" [¢; ;.

x 7.2.7. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy L € £(K™;K™) esetén, ha L matrixa a

szokdsos bazisban (¢; ;), akkor L], = max; ijl 1€; ;-

* 7.2.8. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy L € £(K™;K™) esetén | L], = o(A*A).
7.2.9. Definicié. Ha f € R — R, akkor az f figgvényt az x pontban akkor neveztik

differencidlhaténak, ha létezik a

i L0 — f(@)
h—0 h

= f'(z)
hatarérték. Tudjuk (4.1.10 segédtétel), hogy ez dtfogalmazhatd gy, hogy
f@+h) = f(x) = f(@)h +r(h),

ahol r olyan fiiggvény, amelyre lim,, ,,7(h)/h = 0. Ez azt jelenti, hogy az f(x+h)— f(z)

kiilonbség elballithaté egy h-ban lineéris ,,f6tag” és egy kicsiny ,maradéktag” dsszegeként.

A derivalt fogalmanak ezt az alakjat altalanosithatjuk tobbvaltozés fiiggvényekre.
Legyen G C K" és f: G — K™. Ha x bels6 pontja G-nek, és van olyan

L € £(K™; K™)

linearis leképezés, hogy
|f(x+ h) — f(x) —Lh| -
h0 |h| -

0,
akkor azt mondjuk, hogy f differencidlhato vagy totdlisan differencidlhatdé az x pontban.
A differencialhatésag nyilvan lokalis tulajdonsag: ha két fiiggvény megegyezik az x pont

valamely kornyezetében, akkor egyszerre differencidlhatéak és derivaltjuk megegyezik.
Geometriailag a differencidlhatésdg az « pontban azt jelenti, hogy az f fiiggvényhez,

azaz az {(y, fy):y € G}

parok halmazéhoz 1étezik egy
{w @) + Ly — )iy e K}

affin sokasig, az érintétér, amely az (z, f(x)) pontban érinti azt.
Vilagos, hogy ha f differencidlhaté az x pontban, akkor ott folytonos is, mert ekkor

lim| (2 + ) — f() = Lh| =0,
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amibél lim;,_,, Lh = 0 miatt f folytonos z-ben.
Ha h € K", akkor f-et az x pontban a h irdny mentén differencidlhatonak nevezziik,
ha t — f(x + th) értelmezve van a 0 egy kornyezetében, és 1étezik a

0, (x) = lim L&) = /(@)

t—0 t

hatarérték, az f fiiggvény x pontbeli h irdny menti derivdltja vagy varidcidja. A 6 f(x; h)
jelolés is haszndlatos. Nyilvan 0_,, f(x) = —0,, f(z).

A definiciobdl kozvetlentil kovetkezik, hogy ha f differencialhaté xz-ben, akkor minden
h € K"-re 1étezik a 0y, f() irdny menti derivélt is és

mert h # 0 esetén

0 i M@ ) = F@ = L) _ 1 fw+ o) = f(@)
-0 [th| |h| t—0 t

— Lh|,

igy a fenti L egyértelmiien meghatarozott. Az L-et az f figgvény x pontbeli differenci-
dljanak vagy totdlis differencidljanak nevezzik és f’(z)-szel jeloljik.
Ha n =1, akkor az f fiiggvény x-beli differencidlhatésiga ekvivalens a

e [@ D) — (@)
h—0 h

hatarérték, az f fiiggvény x pontbeli derivdltjanak létezésével, és
f/(x)h = hc minden h € K-ra.

A derivaltat is f'(x)-szel szokds jelolni, bar fogalmilag a differencidl és a derivalt kiilon-
boznek: a derivalt a ¢ vektor, a differencidl pedig a h = hc leképezés, aminek a matrixa
a ¢ egyelemi vektorrendszer métrixa. Ha K = R, és van olyan 6 > 0, amelyre [z, + ]
részhalmaza f értelmezési tartomanyanak, akkor az

f/<l’+)lz lim f(y) —f(.]?)

ylx y—x

jobb oldali hatarértéket a f fiiggvény z-beli jobb oldali derivdltjanak nevezzik. Teljesen
hasonléan értelmezheté az f'(x—) bal oldali derivdlt. Ha f egy [a,b] C R zart interval-
lumon van értelmezve, akkor az alatt, hogy f differencidlhatd [a,b]-n, azt fogjuk érteni,
hogy differencialhat6 az intervallum bels6 pontjaiban, valamint a végpontokban léteznek
a jobb, illetve bal oldali derivaltak. A derivaltakra vonatkozé &allitdsok altaldban érte-
lemszertien atvihetok jobb és bal oldali derivaltakra is; ezzel a kérdéssel részletesen nem
foglalkozunk.
Ha m = 1, akkor egyértelmien létezik olyan

Vf(x) e K",
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az f gradiense, amelyre
f/(x)h = (h, Vf(xz)) minden h € K™-re.

Fogalmilag a gradiens és a differencial kiilonboznek: a gradiens egy vektor, a differencidl
pedig egy linearis forma.

Az irdny menti derivaltak dltaldban kénnyen szamithatok.

Az itt definidlt fogalmak és értékek nem véltoznak, ha a normékat ekvivalens nor-
makkal helyettesitjiik, igy K™-en és K™-en is barmilyen normat tekinthetiink.

A legegyszeriibb példa differencialhato fiiggvényre egy konstans fiiggvény, amelynek
differencidlja nulla, vagy egy f:K™ — K™ linearis figgvény, amelynek differencidlfiiggvé-
nye konstans: f'(z) = f minden z € K™-re.

Ha f’ = g, akkor azt is mondjuk, hogy f a g primitiv fiigguénye.

7.2.10. Példa. Az z  |z| = \Jzi+ a5+ 22, x € R fiiggvény folytonos, sbt
Lipschitz-fliggvény, de az origéban nem differencidlhat6: 0 # h € R™ esetén még a h irdny
menti derivaltja sem létezik.

7.2.11. Példa. Legyen faz {(z,y) € R*:x # 0,0 < |y| < 2?} halmaz karakterisztikus
fuggvénye. A fliggvény nyilvan nem folytonos az origéban, bar ott minden irdny menti
derivaltja létezik és nulla: ha h = (hy, hy) és hihy # 0, akkor 0 < [t| < |hy|/h? esetén
f(thy,thy) = 0, mert |thy| > t?h?, ha pedig h,h, = 0, akkor ez minden t-re teljesiil.

7.2.12. Sima gorbék. Egy f € R — R™ fiiggvény egy R™-beli mozgasnak felel meg.
Ha a fiiggvény differencidlhaté az x pontban, akkor f'(z) az érintdvektora xz-ben. Ha
f/(x) # 0, akkor az z-beli érintdegyenesén vagy roviden érintdjén az

{(t,f(ac)+tf’(a:)):te [R}

egyenest értjik.

Egy R™-beli gorbét sima girbének neveziink, ha értelmezési tartomanyan folyto-
nosan differencidlhaté (a végpontokban féloldali derivaltakat tekintiink). Ha egy gorbe
véges sok sima gorbe egymas utani bejarasa, akkor szakaszonként simdnak nevezziik.

7.2.13. Osszegszabély. Ha az f,g € K® — K™ fiiggvények differencialhatéak x-ben,
« és (8 skalarok, akkor af + Bg is differencidalhaté x-ben, és

(af +Bg)'(x) = af'(x) + By (x).

Bizonyitas. Kovetkezik a definiciobdl. O

7.2.14. Léancszabaly. Ha f € K* — K™, x € dmnf, y = f(z), g € K™ — K’ |, f
differencialhaté x-ben és g differencialhaté y-ban, akkor

(9o f)(z) =g (f(x))f (x).
x Bizonyitas. Feltevésiink szerint
9y +k) —g(y) = 9" (Wk + [kls(k),
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ahol s(0) = 0, és s folytonos a nulldban. Legyen
k= f(z+h)—fx)=f(z)h+][hlr(h),
ahol r(0) = 0 és r folytonos a nulldban. Ekkor behelyettesitve y = f(x)-et és k-t,

9y +k) —gly) = g(fx+h)) —g(f(x))

9" (W) (@)h+g'(y)[hlr(h) + |kls(k)
9' () J'(x)h + [R]t(h),

ahol £(0) =0 és
||

t(h) = g'(y)r(h) + mS(k)
egyébként. Mivel h — 0 esetén k — 0, valamint
k
B < lr@l e,

kapjuk, hogy t(h) — 0, ha h — 0. O

7.2.15. Koordinatafiiggvények differencidlhatésaga. Ha f = (fy,..., f,,) a K"
tér x pontjanak egy kérnyezetét K™ -be képezé fiiggvény, akkor f pontosan akkor differen-
cidlhaté az x pontban, ha az f;, j =1,2,...,m koordindtafiiggvények differencidlhatéak

z-ben, és h € K"-re f'(x)h = (f{(x)h,..., [, (z)h).

Bizonyitas. A p;:(y;,...,Y,,) b y; projekcié linearitdsabol és a lancszabdlybol
kovetkezik, hogy ha f differencialhatd, akkor f; = p; o fis. Az allitds tobbi része a
definfciobol kovetkezik: az | f;(x+h)— f;(z)— f]’(x)‘ /|h| koordindtdk mindegyike nulldhoz
tart. O

7.2.16. Parcidlis derivaltak. Legyen G C KFi x KFz x ... LAz G — K™
leképezés x = (1, x4, ..., x,) pontbeli x; szerint parcidlis dzﬁer@ncmljat illetve parcidlis
derivdltjat a

t f(a;l,...,xjfl,t,mjﬂ,...,mn)

parcialis leképezés x; pontban vett differencidljaként, illetve k; = 1 esetén derivéltja-
ként definidljuk. Ha ez létezik, akkor f parcidlisan differencidlhaté xz-ben a j-edik valtozo
szerint. A parcidlis differencialt f, (x)-szel, amjf(ac)—szel, vagy 0 f(z)-szel jeldljiik.

Vil4dgos, hogy ha f differencidlhaté az = pontban, akkor ott parcidlisan is differenci-
lhato, és 0, f(z)h; = f'(x)h, ahol h = (0,...,0,h;,0,...,0) € KF1 x KFz x . KEn (it h;
a j-edik helyen 4ll). Nyilvdn a parcidlis dlfferenmal 1lletve derivalt is differencial, illetve
derivalt, tehat az eddig tanultak alkalmazhatok.

Leggyakrabban azt az esetet hasznaljuk, amikor k; = ky = --- = k,, = 1. Ekkor a
parcialis derivaltak a szokéasos bazis vektorai szerinti irdny menti derivaltak, igy felhasz-
nilhatok a differencial matrixdnak felirdsdra a szokdsos bazisban: az e; vektornak f’(z)
differencidl szerinti képe a 0, f(z) vektor. Ha f koordindtéi fi, fs,. .. , akkor ennek a
vektornak a koordindtdi a 0, f;(z) szamok, igy f’(z) matrixa (ajfi(x))l 1oy Ham =1,
akkor ez egy sormétrix, és V f(x) métrixa ennek a transzpondltja.

208



Fontos kérdés, hogyan kovetkeztethetiink a parcialis derivaltak segitségével a fiigg-
vény differencidlhatésdgara. Mint egy példaval megmutattuk, még az Osszes irdny menti
derivaltak létezése sem elég még a folytonossaghoz sem. Még egyszeriibb példa — a
{(z,y) € R*:zy # 0} halmaz karakterisztikus fiiggvénye — mutatja, hogy a parciélis
derivaltak létezése nem elég még a folytonossidghoz sem. A kérdés vizsgdlatahoz sziiksé-
glnk lesz egy onmagaban is fontos egyenldtlenségre. Ez az egyenlGtlenség helyettesiti a
Lagrange-féle kozépérték-tételt, amely vektor értékl fliggvényekre nem marad igaz.

x 7.2.17. Kozépérték-egyenlotlenség. Ha f a K™ tér egy, az x és x + h pontokat
Osszekots {x + th: 0 <t < 1} zart szakaszt tartalmazo részhalmazéanak a leképezése K™-
be, amelynek megszoritasa a zart szakaszra folytonos, az {x +th: 0 < t < 1} nyilt szakasz
minden pontjaban létezik a h irdny menti derivalt, ¢ € K™ tetszbleges, akkor

£+ )= f(a) | < sup [0, + ) — ]

A tételt gyakran ¢ = 0 vagy ¢ = 0, f(z) vélasztassal és a |9, f(y)| < ||f' (w4l
illetve |0, f(y) — 0, f(z)| <||f (y) — ' (2)||h| becslésekkel hasznaljuk, ekkor azt kapjuk,
hogy

|f(x+h)— f(z)| < sup [0, f(z +th)| < || sup |f'(z +th)|,

illetve

£ +1) = J(0) = 00 (@) < s [0, + th) — 0,
<t<
< |hl sup [|f'(x + th) — /()]
o<t<1
Bizonyitas. A ¢(t) = f(x + th) — tc jeloléssel definici6 szerint
g'(t) = 0pf(z +1th) —c,
igy a jobb oldali szuprémum k = sup0<t<1’g/ (t)|, és azt kell megmutatnunk, hogy
lg(1) —g(0)| <k, ha k< oc.

Legyen ¢ > 0 és K > k. Ha 7 az
S:{ogtglz\g(t)—g(())\ge+Kt}

halmaz szuprémuma, akkor g-nek a 0-beli folytonossiga miatt 7 > 0 és S zartsagabol
7€ S. Ha 7 < 1 lenne, akkor

_gt)—g(r) _
lim ==——"— = ¢/(7)
miatt a 7 egy elég kis kdrnyezetébdl vett barmely t > 7-ra |g(t) — g(7)| < K(t — 7), ami
ellentmond 7 definicijanak. Igy 7 = 1, tehét l9(1) —g(0)] < e+ K. Végiille | 0, K | k
hataratmenettel kapjuk az allitdst. O
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x 7.2.18. Kovetkezmény. Ha [’ létezik és korlatos, ||f'|| < B egy K konvex halmazon,
akkor f Lipschitz-fiiggvény K-n és Lip(f) < B.

Bizonyitas. Ha | f’| < B a K-n, akkor z,y € K esetén
F@) = F@)| < ly— 2| sup [|f/(z + tly— )| < Bly—2l. O
o<t<1
7.2.19. Kovetkezmény. Ha egy tartomanyon F, és F, az f primitiv fiiggvényeli,

akkor I, — F, allandé.

* Bizonyitas. F' = F| —F, derivéltja nulla, igy a kozépérték-egyenlStlenség szerint
lokélisan 4llandé. Legyen egy adott pontban felvett érték c. Igy azon pontok halmaza,
ahol Fértéke c, nyilt és nem f{ires. Hasonléan, azon pontok halmaza, ahol az F értéke nem
¢, szintén nyilt, igy ez utobbi iires kell legyen. (J

7.2.20. Tétel. Legyen G C KF1 x KF2 x ... x KFn | f:G — K. Ha az 0,/,7=12,...,n
parciélis derivaltak léteznek az x = (x4,...,x,) € G pont egy kiérnyezetében, és folyto-
nosak x-ben, akkor f differencidlhaté x-ben, és h = (hq,...,h,,) jeloléssel

F@h = "0,f(x)h,.
i—1
x Bizonyitas. Legyen

() = Flo+ b — f(z) — >0, (@),

=1

Minden & > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha |h| < 4, akkor

‘ajr(h)’z‘ajf(a:—l—h)—ajf(xﬂS (j=1,2,...,n).

9
n

Ebbdl |h| < § esetén a kozépérték-egyenlétlenség szerint

0,...,0)—7r(hy,...,h

-

|7’(h)|£ |r<h17"’7h’j7 jflﬂoﬂ""0)|

1

J

NgE

|h;] sup [;7(hy, ..., hj 1, th;,0,...,0)]

0<t<1
5|hj|

n

<
Il
fat

-

Il
_

<ce¢lh|l. O
j

7.2.21. Megjegyzés. Természetesen a parcialis derivaltak folytonossiga nem sziik-
séges a derivélt 1étezéséhez: példaul az f(0) = 0, f(x) = 2?cos(1/x), ha 0 # z € R
fiiggvény differencidlhaté 0-ban, de a derivaltja nem folytonos. Hasonlban, az f(0) = 0,
f(z) = |z|?cos(1/|z]), ha 0 # = € R™ fiiggvény differencidlhaté az origbban, de ott a
parcialis derivaltjai nem folytonosak.
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7.2.22. Példak. Az el6zo tétel alkalmazdsaval adodik, hogy a szorzas és az osztds, mint
kétvaltozos fiiggvények, differencidlhatoak az értelmezési tartomanyukon. Innen kovetke-
zik, hogy a (tobbvaltoz6s) polinomok és raciondlis tortfiiggvények is differencidlhatéak
az értelmezési tartoményukon. Az el6z6 tételbdl az is kovetkezik, hogy a bilinedris és
multilinearis fliiggvények is differencialhatéak.

7.2.23. Magasabbrendii derivaltak. Az f”, f'”, ... magasabbrendd differenci-

alokat,
ayaff = ay(aﬂf)’ R Va’gy f’ty = (f’L‘)y7 M
magasabbrendd parcidlis differencidlokat, valamint a magasabbrendii derivdltakat induk-
ciéval értelmezziik. Példaul K" egy részhalmazat KF-ba képezd f fiiggvényt m-szer diffe-
rencidlhatonak neveziink az x pontban, ha az f fiiggvény m — 1-szer differencialhat6 az x
egy kornyezetében, és az f™~1) fiiggvény differencidlhaté z-ben. Vegyiik észre, hogy mig
f/(x) az £(R™;R¥) tér egy eleme, f”(z) mar az £(R"; £(R™; R¥)) tér eleme, stb.
Az m-edrendi irdny menti derivdltakat is rekurzioval, a

.0, f(a:):hmM

0
h t—0 t

m a h'm,— 1

hatarértékként értelmezziik, ha a

g(t) =09y, ...0, f(z+ th,,)

fliggvény értelmezve van a nulla egy kornyezetében.
Megjegyezziik, hogy ha f™)(z) létezik, akkor minden m-edrendii

O By, .0 flx)

m

h

m—1

irdny menti derivalt is és értéke
F (@), by oy hy = ( L (f™(@)h,) ... h1>,
mert — indukcidval és felhasznalva a hatarértékképzés linearitasat —

PO @) gy by = (@) Ry Vg by = (B, f (@) oy

(m—1) _ f(m—1)
_ (15% S (@ 4 th?) f (x)> h L. b
i F (@ + thy )Ry, g .. hy — f D (@)hy, . hy
t—0 t
. O .0 flmtth,)—0, ...0, f(x)
t—0 t

Hasznalni fogjuk az
m-szer

f(m><a?)hm — f(m><$) m

és m-szer
o f(x) = B, .0y /()
roviditéseket.
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7.2.24. Magasabbrendii derivaltak és parcidlis derivaltak kapcsolata. Az
el6z6 definicié jeloléseivel f kétszeri differencidlhatésdga az o pontban azzal ekvivalens,
hogy az els6 derivalt koordindtdi, a 0,f;, i = 1,2,...,k, j = 1,2,...,n skaldr értékii
figgvények mind differencidlhatéak az x pontban. Ez pedig azzal ekvivalens, hogy a 0, f,
7 = 1,2,...,n vektor értéki fliggvények mind differencidlhatéak az x pontban, mivel
ezek koordinatafiiggvényei a 0, f; fiiggvények. Az m szerinti indukciéval azt kapjuk, hogy
f pontosan akkor m-szer differencialhatd, ha a

0 a]‘m72"'aj1fi7 1§j17j27"'7jmflgna 1S’L§k
skalar értékii, vagy ami ezzel ekvivalens, a

0, 0; -0, fs 1< jijereerifmy <

JIm—1

Jm-1

vektor értékii fiiggvények mind differencidlhatéak az 2 pontban. Az m-edrendii f™(x)
differenciélt a

0,0, 0 fi(x),  1<jijoeifm<n, 1<i<h
skalarokkal, vagy ami ezzel ekvivalens, a
ajmajmf1...aj1f<x)el}<k’ 1§j17j27"'7jm§n

vektorokkal adhatjuk meg. Ha f™)(z) létezik és
hl,hQ,...,hmG[Kn7 hZ:(hé,lahz,Qa"'vhf,n)v ha, 1§€§m7

akkor
9, O

m

O, f(@) = @)y by By

n

— Z e Z B+ by 05 o0 f(a).
Fm=1

J1=1

h

m—1

7.2.25. A maéasodik derivalt, mint bilinearis leképezés. Definicié szerint egy
[ € K" — K™ fiiggvény masodik derivaltja egy = pontban £(K™; £(K™;K™)) egy L
eleme. A B: (h, k) — L(h)(k) = Lhk leképezése K™ x K™-nek K™-be mindkét viltozdjaban
linearis, igy L a B € £(K", K™; K™) bilinearis leképezéssel azonosithat6. Altaliban egy B
bilinearis leképezés normdjat a linearis leképezések norméjihoz hasonldéan a

|Bl = sup [B(z,y)

lz|<1,lyl<1
Osszefliggéssel értelmezziik; | B| nyilvan az a legkisebb szdm, amelyre
|B(z,y)| < |Bllz[lyl, ha =z,yeR"

Vegytik észre, hogy az L +— B, B(x,y) = L(x)(y) Osszefliggéssel értelmezett leképezés
kolesénosen egyértelmii linearis leképezése

£(K™; £(K Km™))
térnek a £(K™, K™; K™) térre, tovibbd
|Bl=sup |B(z,y)| = sup sup|L(z)y|
|lz|<1,lyl<1 lz<1]yl<1
= sup||L(z)|| = |L],
lz|<1
igy B+ |B| tényleg norma, tovabba £(K"; £(K™;K™)) és £(K™, K™; K™) azonosithato.
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* 7.2.26. A magasabbrendii derivaltak, mint multilinearis leképezések. Egy
M:KFr x oo x KEm — K* multilinedris leképezésnél M (xq, @, ..., z,,) helyett gyakran
csak Mx s ... x,,~et irunk. Az M normdjat a

M| = sup Mz ...z,

|z1]<1,.. |2, |<1
Osszefiiggéssel értelmezziik. Az || M|| a legkisebb olyan szdm, amelyre

|Mzq ...z, | <|M||z,]-- |z ha =z, € Kk, .. .z, € KFm,

m|7

Az
M L, M(xq,2q,...,2,,) = L(z) (g, ..., 2,,)

Osszefiiggéssel definialt leképezés kolesonosen egyértelmii linearis leképezése az
L(KF KRz KRy KR
térnek az
L(Kkvs £(KF2, o KFms KF))

térre, tovabba
M= s |Mzy...z,)

24 |<1,. |2, <1

= sup sup |L(zy)zy ... 2,

lz1|<1 |zg <1, ]2y, <1

— sup [L(e))] = IZI.

lzy[<1

Ebb6l m szerinti teljes indukciéval kévetkezik, hogy M + | M| norma.
Ennek alapjan az f figgvény m-edik differencidlja az x pontban azzal az m-linearis
Fr)(z): (K*)™ — K* leképezéssel azonosithat6, amelyre

f<m) (x)h’mhm—l e h’l = (f(mil))/(‘r)hm(hm—h tre hl)

Ez a korabbi rekurziv definicié egy masik alakja.

7.2.27. Schwarz tétele. Ha az f € K" — K™ fiiggvény kétszer differencialhaté az x
pontban, akkor f"(x) szimmetrikus, azaz "' (x)hk = f”(x)kh minden h,k € K™-re.

Az dllitas azzal ekvivalens, hogy 0,0,f(z) = 0,0, f(x), ha 1 <4,j <n.
x Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy h, k — 0 esetén
|[f(@+h+k)—flz+h)— flz+k)+ f(z)— f(z)hk|
2
(1Al + [k1)

(1)

tart nulldhoz. Feltehetjiik, hogy = = 0. Adott £ > 0-hoz f’/(0) létezése miatt van olyan
0 > 0, hogy
[F'(y) = £/(0) = f7(0)y| <elyl. ha |y <24.
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Ha |h|, |k| < 6, legyen
gr(h) = f(h+k) = f(h) = f(k) + f(0) = 7 (0)kh,

és vegyiik észre, hogy h szerint differencialva
gi(h) = f'(h+ k) — f'(h) — f"(0)k
= (f'(h+ k)= f/(0) = f7(0)(h + k) — (f'(h) — f(0) — f(0)h),

amibél
|9 ()| < elh + k| + e[h] < 25(|h] + |K]).

Mivel g, (0) = 0, a kézépérték-egyenl6tlenségbél kapjuk, hogy
2
|9k ()] < 2e(|h] + [KI)|R| < 2e(|h] + [K])",

tehdt (1) hatarértéke nulla. Felcserélve h és k szerepét és a két szdmldlét kivonva egy-
méshal
|7 (@)kh — f(2)hk|
lim =
mES0 (B 4 [K])
Ha most valamely h, k € K"-re f”(x)hk #+ f(x)kh, akkor ¢t — 0 esetén th — O-ra
és tk — O-ra alkalmazva az el6z6 Osszefliggést, azt kapjuk, hogy
!f” )(th,th) — " (x)(th,tk)| _ |f"(x)(k,h) — " (z)(h, k)|
5 (Ith] + [tk])° (In] + [K))*

ami ellentmondas. O

0=

#0,

7.2.28. Taylor-formula valés értékii fiiggvényekre. Legyen f € R" — R, x,h €
R", és tegytiik fel, hogy f értelmezve van és folytonos a {x+th:0 <t < 1} zdrt szakaszon,
Ok f értelmezve van és folytonos az {x +th:0 < t < 1} félig zdrt szakaszon 0 < k < m-re,
valamint O f értelmezve van a {x + th:0 < t < 1} nyilt szakaszon. Ekkor van olyan
0 <7 <1, hogy

m—

flz+h) = Z ' %am(ﬁm).

k=1
Ez az m-edrendtt Taylor-formula.

Bizonyitas. Legyen g(t) = f(z + th), ekkor g¥)(t) = 0¥ f(x + th), igy formulank a
g-re felirt szokdsos Taylor-formula megfelel6je. Bizonyitdsdhoz legyen

m—1 g(k) 0
k=0
és L ® i
& 0)t
% — Mt
k=0
Legyen 7, = 1. Mivel 0 = h(0) = A’(0) = ... = A" 1D(0) és h(1) = 0, a Rolle-tételt
0

felhaszndlva a [0,7,_4] intervallumon, teljes indukciéval kapjuk, hogy 1 < k < m-re
létezik olyan 0 < 7, < 73,4 < 1, hogy h'®(1,) = 0. Legyen 7 = 7,,. OJ
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7.2.29. Megjegyzés. A formula vektor értékii fiiggvényekre nem marad igaz még az
n = 1, m = 1 esetben sem, de a koordindtafiiggvényekre alkalmazhaté (persze més és
més 7-val).

7.2.30. Implicit fiiggvény tétel. Legyen (a,b) € K" x K™, és (z,y) — F(x,y) az
(a,b) egy kornyezetét K™-be képezé folytonos fiiggvény, amelyre F'(a,b) = 0. Ha F, létezik
és folytonos az (a, b) egy kérnyezetében, tovdbbd az F) (a,b) linedris operdtor invertdlhatd,
akkor
(1) léteznek olyan e és 6 pozitiv szamok, hogy minden x € K"-re, amelyre |x — a| < ¢,
pontosan egy y(x) € K™ létezik, amelyre |y(x) —b| < & és F(z,y(x)) = 0;

(2) x> y(x) folytonos;

(3) ha F az (a,b) egy kornyezetében folytonosan differencidlhatd, akkor az a egy kor-
nyezetében x - y(x) is folytonosan differencidlhaté, az F,(x,y(x)) linedris operdtor
invertalhato, és

Y (x) = —F,(2,y(2)) " Fy(z,y(z)).

*x Bizonyitis. Az altaldnossig megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a = 0, b = 0,
és helyettesithetjiik F-et F,(0,0)" F(z,y)-nal, azaz feltehetjiik, hogy F,(0,0) = [. Legyen
G(z,y) =y—F(x,y), és definidljuk az (x-t6l figgd) T, leképezést a T, (y) = G(x,y) Ossze-
fiiggéssel. Ekkor az F(z,y) = 0 egyenlet az y = T, (y) egyenlettel ekvivalens. Vizsgaljuk
G-t. Mivel G, =1 — F, a kozépérték-egyenldtlenség szerint elég kicsiny € és ¢ esetén, ha
lz] <&, M =Bgs(0) = {y: ly| < &} és y,z € M, akkor (mivel az y és z pontokat 9sszekdtd
szakasz is az M gombben van)

|Ga,y) — Gz, 2)] < r(e, 0y — 2,

ahol
r(e,d) = sup HGy(x,u)H,
|z|<e,ue M
és igy
Ge,y)| < |Gla.y) — Gl 0)| + |G, 0)] < r(e.8)lg] + |Gl 0)].
Mivel F és F, és igy G és G, is folytonosak, tovibba G(0,0) = 0 és G,(0,0) =0, az €
és & csokkentésével elérhetd, hogy r(e,d) < 1/2 teljesiiljon, valamint — ha kell, tovdbb
csokkentve e-t — hogy |z| < € esetén |G(x,0)| < §/2 is fenndlljon. Igy ha |z] < ¢ és
Y,z € M, akkor
ly—=z

tehat |z| < e esetén T, egy M-et dnmagaba képez8 kontrakcié. A Banach-féle fixpontté-
telbdl kovetkezik (1).

Ha |z|, |z,| < e, akkor y, = y(z,) jeloléssel

[y(@) = ol = |T..(y(@) = T, ()| <

|y(96) - yo‘
< L it
- 2

T, (y(@)) = Tolyo)| + [ Tab0) — Ty (w0)|
+ ’Tz(yO) - Two (yO)‘a
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amibdl
’y(ﬂﬂ) - yo‘ < 2|Ta:<y0) - Taso(yO)’ = 2‘G(x,y0) - G(%ayo)‘ — 0,

ha x — x,, azaz beldttuk (2)-t.
Ak=ylx+h)—yx) jeloléssel a

0=Flz+h,y(z)+ k) — Flz,y(x))
Osszefiiggésbol azt kapjuk, hogy
0= F,(z,y(x))h + F,(z,y(x))k + s(h, k),

ahol |s(h, k)|/(|h| + |k|) — 0, amint |h| + |k| — 0. Innen

k=—F,(z,y(z))  F,(z,y(x)h + q(h, k),

ahol |q(h, k)|/(|h] + |k|) — 0, amint |h| + k| — 0. [Az F,(z,y(x)) inverzénck létezése az
F,, az y és a métrixok inverzképzésének folytonossagabol kovetkezik.] Mivel h — 0 esetén
k — 0, ebbdl kovetkezik, hogy valamely ¢ konstanssal |k| < c|h| + |k|/2, ha |h| elég kicsi.
Igy |k| < 2¢|h|, amibél y derivalhato, és

Y (z) = —F,(z,y(x)) " F,(z,y(z)).

Mivel F’, y és az inverzképzés folytonosak, a derivalt folytonos. [

7.2.31. Inverz fiiggvény tétel. Legyen f a K" egy a pontjanak egy kornyezetét K-
be képezs leképezés. Ha f mindeniitt folytonosan differencialhaté és f’(a) kolesondsen
egyértelmii, akkor f az a egy kérnyezetében kélcsénésen egyértelmt, az inverze folytono-
san differencidlhaté az f(a) egy kirnyezetében, és ott

S (f@) = (/@)

vagy az y = f(x) jeloléssel

YW= (rew)

Bizonyités. Legyen b = f(a), F(x,y) =y — f(z), és alkalmazzuk az implicit fiige-
vény tételt, x és y szerepét felcserélve. Azt kapjuk, hogy z lokalisan kifejezheté az y-nal,
és mint y fiiggvénye differencidlhatd, azaz f lokalisan invertalhatd, az inverze derivalhato
és derivaltja a megadott alaka. O

x 7.2.32. Megjegyzés. Mitrix inverzének a képzése, azaz az a — a ', K" — K"
leképezés, mivel az inverzmatrix koordinatai az eredeti matrix koordinatainak racionalis
tortfliggvényei, akdrhanyszor differencidlhaté. Ezt felhasznalva konnyen kapjuk, hogy ha
az implicit fiiggvény tételben azt tessziik fel, hogy az F fuggvény k-szor folytonosan diffe-
renciadlhato, akkor y is k-szor folytonosan differencialhat6 (1 < k < oo). Ezt felhasznélva
adodik, hogy ha az inverz fiiggvény tételben azt tessziik fel, hogy az f fliggvény k-szor
folytonosan differencidlhaté, akkor f~! is k-szor folytonosan differencidlhat6 (1 < k < o0).
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7.2.33. Széls6érték sziikséges feltétele. Legyen f az R™ egy részhalmazat R-
be képezs leképezés. Ha f-nek minimuma van az x pontban, és 0, f(x) létezik, akkor
0, f(x) = 0. Ha még 0% f(z) is létezik, akkor 03 f(z) > 0.

A tételt gyakran lokdlisan alkalmazzuk: ha f-nek lokalis minimuma van az x pont-
ban, azaz ha f-et megszoritva az = valamely kornyezetére, a kapott fliggvénynek mini-
muma van az x pontban, akkor erre a megszoritasra alkalmazhatjuk a tételt. Maximum
esetén — f-re alkalmazandd.

Bizonyitds. A ¢(t) = f(x + th) fuggvényre kell megmutatnunk, hogy ¢’(0) = 0 és
g’ (0) > 0. Ha ¢’(0) < 0, akkor van olyan & > 0, hogy 0 < t < € esetén g(t)—g(0) < 0, ami
ellentmondds. A ¢’(0) > 0 eset negativ t-re ad ellentmondast. Ha ¢’ (0) < 0, akkor van
olyan € > 0, hogy 0 < t < ¢ esetén ¢’'(t)/t < 0. Ebbél a Lagrange-féle kozépérték-tétel
szerint 0 < s < ¢ esetén g(s) — g(0) < 0, ami ellentmondéas. O

7.2.34. Lokalis széls6érték masodrendii elégséges feltétele. Legyen f az R™ egy
részhalmaz&t R-be képez8 leképezés. Ha [ létezik és folytonos az x egy kérnyezetében,
tovabba f'(x) =0, azaz Vf(x) =0 és a h = f"(x)hh kvadratikus forma pozitiv definit,
illetve negativ definit, akkor f-nek lokalis minimuma, illetve maximuma van z-ben. Ha a
kvadratikus forma indefinit, akkor f-nek nincs lokalis szélsGértéke x-ben.

+x Bizonyitas. Ha a kvadratikus forma pozitiv definit, akkor a folytonos
hi f"(x)hh

leképezés pozitiv a {h:|h| = 1} kompakt halmazon, igy valamely ¢ > 0 als6 korlatja.
Vélasszunk olyan § > 0-t, hogy |y — x| < § esetén ||f”(y) — f”(z)H < ¢/2 teljesiiljon. A
Taylor-formula szerint |h| =1, 0 < ¢t < 4 esetén

flx+th) — f(z) = %th”(x + Oh)hh

= SE2F @ S (7 (4 0h) — [ ()b,

ahol 0 < 6 < t. Mivel f”(z)hh > ¢, az els6 tag legaldbb £t?/2. A masodik tag abszolit
értéke viszont legfeljebb et?/4, amibél f(z + th) — f(z) > 0. A negativ definit eset
hasonléan adédik. Az indefinit esetben van olyan € > 0 és vannak olyan Ay, hy normalt (1
hosszi) vektorok, hogy f”(xz)h hy > e, f”(x)hohy < —e. A fenti szdmoldssal azt kapjuk,
hogy 0 < t < 4 esetén f(z +thy) > f(x) > f(z +thy). O

x 7.2.35. Lokalis széls6érték magasabbrendii elégséges feltétele. Legyen f az
R™ egy részhalmazat R-be képezs leképezés. Tegyiik fel, hogy m > 1-re f™ létezik és
folytonos az x egy kérnyezetében, f*¥(z) = 0, ha 1 < k < m és f")(z) # 0. Ha
a h = f(x)h™ leképezés minden 0 #+ h € R" esetén pozitiv, akkor f-nek lokalis
minimuma van z-ben. Ha a h = ") (x)h™ leképezés minden 0 # h € R" esetén negativ,
akkor f-nek lokalis minimuma van x-ben. Ha a h +— f<m)(:r)hm leképezéshez van olyan
0 # hy € R™ is, amelyre pozitiv, és van olyan 0 # hy € R™ is, amelyre negativ (mindig ez
a helyzet, ha m pdratlan), akkor f-nek nincs lokélis szélséértéke x-ben.

Bizonyitéds. A bizonyitds hasonld az el6z6 tétel bizonyitasdhoz. [
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7.2.36. Lagrange-elv: feltételes széls6érték keresése. Legyen G nyilt részhalma-
za R™-nek, m <n, f:G — R és g:G — R™ folytonosan differencialhatéak. Ha f-nek az c
pontban szélséértéke (azaz minimuma vagy maximuma) van a g~ (0) halmazon, és g’ (c)
rangja m, akkor létezik A € £(R™;R) hogy

f(e)=Ag'(e) = 0.

Az F(z,\) = f(z) — Ag(x) jeloléssel a feltétel F(c,\) = 0 alakban irhaté.
Ezt a tételt is gyakran alkalmazzuk lokélisan.

x Bizonyitas. A koordinatakat alkalmasan csoportositva, elérhetjiik, hogy az

(Ugy-.oyu Viyeooy Upy) = (u,0) > g(u,v), ¢ =(a,b)

) n—m?

jeloléssel g, (a,b) invertalhat6. Alkalmazva az implicit fiiggvény tételt g-re egy olyan U
kornyezetét kapjuk a-nak és egy azon értelmezett u — v(u) folytonosan differencidlhaté
figgvényt, amelyre g(u,v(u)) = 0, ha u € U. Ezzel kikiiszoboltik g-t. Az u > f(u,v(u))
fiiggvénynek szélséértéke van a-ban és b = v(a), igy

0= fu(a,b) + f,(a,b)v"(a).

Innen felhasznélva az
-1
V' (u) = =g, (u,v(u) g, (u,v(w))

eléallitast, A = f,(a,b)g,(a,b)™! jeloléssel azt kapjuk, hogy

0= fu(a? b) - fv(a’ b)gv(a? b)_lgu(a/5 b) = fu(a7 b) - )\gu(aﬂ b)

A ) definicidja alapjan nyilvanvald, hogy

fv(a’ﬂ b) - )‘gv(av b) =0.
A két utolséd osszefiiggés ekvivalens az allitassal. [

Az alabbi 4llitas azt mutatja, hogy a széls6érték létezésének masodik derivaltakkal
megfogalmazott elégséges feltétele érvényben marad feltételes szélséérték-szamitasnal is.
Az allitast nem bizonyitjuk, bizonyitdsa, valamint magasabb derivaltakkal megfogalma-
zott véltozata megtalalhat6 Zeidler [63] konyvében, II1. kotet, 290. o., 43.D tétel.

x 7.2.37. Feltételes széls6érték masodrendii elégséges feltétele. A Lagrange-
elvnél hasznalt jel6lésekkel, az ottani feltételeken kiviil tegytik fel azt is, hogy f és g kétszer
folyonosan differencidlhatéak. Ha a ¢ € G-hez van olyan A\ € £(R™;R) linedris funkcion4l,
hogy f'(c)—Ag'(¢c) =0 ésah (f"(c)—Ag" (¢))hh kvadratikus funkciondl pozitiv definit,
illetve negativ definit, akkor f-nek lokalis minimuma, illetve lokalis maximuma van c-ben.
Az F(xz,)\) = f(x) — Ag(z) jeloléssel a feltételek F, (c,\) = 0, illetve hogy az F,.(c,\)
bilinedris formahoz definit kvadratikus forma tartozik.
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7.2.38. SzélsGérték-szamitas. Legyen A C R™. Egy f: A — R fliggvény lehetsé-
ges szélsbértékhelyeit 7.2.33 segitségével megkereshetjik, ha A nyilt halmaz. Ha A nem
nyilt, akkor 9A N A pontjainak halmazdt paraméteresen (egy fliggvény értékkészleteként)
eléallitva, vagy a Lagrange-elvet haszndlva kereshetjiik meg az ezen a halmazon beliil le-
hetséges szélséértékhelyet add pontokat. Hasznalhat6 a Lagrange-elv aldbbi, altalanosabb
valtozata is.

x 7.2.39. Lagrange-szorzék. Az

fo(x) > min, z€G
(1) filw) <0, j=1,2,....k
fj(x):07 j=k+1,....m

feltételes minimumproblémat akarjuk tanulmanyozni, ahol G C R™ nyilt halmaz, f;: G —
R folytonosan differencialhaté fiiggvények. Sziikséges és elégséges feltételt is a A; € R
Lagrange-szorzok segitségével adhatunk:

(2) > Aifile) =0,
i=0

(3) A AL Ay 20, Aifi(e) =0, j=1,2,...,m

(4) file) <0, j=12,..k fic)=0, j=k+1,...,m

Nyilvan ha f;(c) < 0, akkor A; = 0 kell legyen, (j = 1,...,k), ekkor azt mondjuk, hogy
a feltétel nem aktiv. Figyeljik meg, hogy ha egy pozitiv konstanssal megszorozzuk a
Lagrange-szorzdkat, (2) és (3) ekvivalens feltételbe mennek at, igy akdr azt is feltehetjiik,
hogy vagy Ay = 0 (elfajuld eset), vagy Ag = 1 (nemelfajuld eset). Mindkét esetben (2),
(3) és (4) Gsszesen n + m skalar egyenletet adnak ¢ és Ay, ..., A\, meghatdrozasdhoz.

A (2), (3) és (4) feltételek az L Lagrange-fiigguény segitségével is kifejezhetdk, ame-
lyet az

L(z,y) = Ao fo(x) + Z%fz(x)
i=1

Osszefliggéssel definidlunk, ahol y = (y1,Ys, ..., Y,,). Példdul a A = (A, Ay, ..., A,,) jelo-

léssel (2) nyilvan ekvivalens az L (¢, A) = 0 feltétellel, és ha k = 0, akkor (4) ekvivalens
az L,(c, ) = 0 feltétellel.

* 7.2.40. Lagrange-elv: feltételes széls6érték keresése, egyenl6tlenségeket is
tartalmazé feltételrendszer. Az el6z6 pont jelbléseivel, tegyiik fel, hogy f;:G — R,
1=0,1,...,m folytonosan differencidalhatéak G-n.

Sziikségesség: Ha ¢ € G az (1) feltételes minimumprobléma megolddsa, akkor létez-
nek olyan nem mind nulla Lagrange-szorzok, hogy (2), (3) és (4) teljesiil.

Elégségesség: A (2), (3) és (4) feltételekbdl kévetkezik, hogy ¢ megolddsa (1)-nek,
feltéve, hogy az alabbi két kiegészits feltétel teljesiil:
(B) A=1

(6) fi,i=0,1,....k éS$l—>Z£kH . f;(x) konvexek.
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A tételt és bizonyitdsat Péles [47] jegyzetébél vettiik 4t. A bizonyitds nem hasznélja
az implicit fiiggvény tételt. Ezt a tételt is gyakran alkalmazzuk lokalisan.

Bizonyitas. Az elégségességet bizonyitasa teljesen elemi. Legyen
e(t) = L(c+t(x —¢), A),

ahol t € [0,1] és = € U rogzitett. A ¢ fiiggvény konvex, és (2) szerint ¢’(0) > 0, ezért a
[0, 1]-en ¢-nek minimuma van 0-ban. Innen kovetkezik, hogy L(c, \) < L(x,\), ha x € G.
Mivel Ay = 1, a (3) és (4) feltételekbdl fy(c) = L(c, \). Minden z-re, amely teljesiti az
(1)-ben szerepld mellékfeltételeket, L(z,\) < fo(x), mivel A\; > 0 (j = 1,...,k). Innen
fole) < fola).

A sziikségesség bizonyitdsaban az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjik, hogy
¢ =0éshogy fy(c) =0, fi(c) =0,hal<i<rés f;(c) <0, har <i<k. Valasszuk ugy
az £y > 0 értéket, hogy a B, (0) zart gémb benne legyen G-ben, és hogy az f;, r <i <k
fliggvények mind negativak legyenek ezen a gdbmbon.

Els6 1épésként azt fogjuk megmutatni, hogy barmely 0 < € < g4-hoz van olyan NV,
hogy

k m

W fol) + |22 +N(Z<fr<x>>2 S <fi<a:>>2>> 0,
=1 1=k+1

ha |z| = e. Indirekt médon bizonyitunk. Ha az allitds nem teljesiil, akkor 1étezik olyan

monoton névekedd N, sorozat és olyan x; sorozat, amelynek elemei e normadjtak, és

k m
(2) fo(%‘) + |33j|2 < _Nj (Z(fj(%)f + Z (fi(xj)>2>
i=1 i=k+1

minden j-re. Az z; sorozat valamely részsorozata konvergdl valamely x* ponthoz. Az
altaldnossag megszoritasa nélkil feltehetjik, hogy ez az egész sorozat. Ekkor |z*| = ¢
és fo(z*) = lim;_, o fo(z;). Elosztva az el6z6 egyenlStlenség mindkét oldaldt —N;-vel és

hataratmenetet véve
m

k
(@) + 3 (fi@)” =0

i=k+1

K3

Ez azt jelenti, hogy z* is teljesiti a minimumfeladat feltételeit, igy fy(z*) > fy(c). Ez
azonban ellentmond a (2) egyenlStlenséghél kovetkezd f,(z*) < —e? egyenl6tlenségnek.

Mésodik 1épésként azt mutatjuk meg, hogy barmely 0 < € < g esetén 1étezik egy
x* pont és egy A = (Mg, Ap,...\,) egységvektor, amelynek Ag, Aj,..., A, koordindtéi
nemnegativak agy, hogy

(3) AV (@) +2X0a" + > NV fi(a*) = 0.
=0
Ertelmezziik az elsd 1épésben szerepld N-nel a
k m
2 2
a) = fola) + ol + N L (5 @) + Y (0)7)
=1 i=k+1
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fiiggvényt. Létezik olyan z* pont a B_(0) zart gdbmbben, amelyre ¢ értéke minimalis. Erre
o(x*) < p(0) = 0, ezért (1) miatt |x| = & nem teljesiilhet, tehdt z* a gomb belsejében
van, igy o gradiense z*-ban eltlinik:

k m
(1) Vfo(x*)+2$*+2N(fo(w*)vfi($*>+ 3 fi(:v*)Vfi(x*>)=0~

i=1 i=k+1
Legyen
k m
2 2
L=1+Y (Nff(@))"+ Y (2Nfi(«"),
i=1 i=k+1

és legyen \g =1/L, \;, = 2N f(2*)/L,ha 1l <i <k és \;, =2Nf;(z*)/L, ha k < i < m.
(Vegylik észre, hogy A, = 0, ha r < i < k, mivel ekkor f; negativ.) A X = (g, Ay,... A,,)
vektor egységvektor, és ha (4) mindkét oldaldt osztjuk L-lel, azt kapjuk, hogy (3) fenndll.

Végiil valasszunk egy ¢, > ¢, > &5 > ... nulldhoz tarté sorozatot. A megfeleld
x¥, pontok és A\™) vektorok egy konvergens részsorozatit véve, hatdratmenettel a tétel
allitasat kapjuk. O

7.2.41. Kovetkezmény. Ha f;(x) = a,x — b;, ahol a; sormdtrix, i = 1,...,m, akkor
a sziikségességnél a Lagrange-szorzok valaszthatok ugy, hogy A\, =1 legyen.

Bizonyitas. Feltehetjilk, hogy minden feltétel egyenlGtlenség, mert egy a;z—b, =0
alaku feltétel helyett irhatunk egy a;z —b;, < 0, —(a;x —b;) > 0 feltétel part. Feltehetjiik,
hogy csak az els6 r feltétel aktiv, azaz f;(¢) < 0, ha r <i < m. Igy \; =0, ha i > r, és
a (2) feltétel A\gag + A\jaq + - -+ + A\.a, = 0, ahol ay = fi(c). Tegyiik fel, hogy A, = 0.
Ha van olyan h € R”, hogy a;h < 0,47 =1,...,r és aph < 0, akkor elég kis pozitiv t-re
x = ¢+ th € G még mindig teljesiti a mellékfeltételeket, de f,(x) < f,(c), azaz ¢ nem
minimum. Teh&t nincs ilyen h. Ekkor viszont a Farkas-lemma szerint (14sd kicsit kés6bb)
léteznek olyan nemnegativ yu,; szamok, hogy ay + paq + - + p,a, = 0. A p; = 0, ha
1 > r valasztassal, a két egyenletet Gsszeadva

ag + (A + pp)ag + -+ (A + pg)ag =0,
valamint (3) és (4) is teljesiilnek A, helyett A, + p;-vel.
x 7.2.42. Elvalasztasi tétel. Legyen K C R™ zart, konvex halmaz, a € R"™. Ekkor
létezik K-ban (az R"™ szokdsos bels6 szorzatdbdl szdmazé normdra nézve) a-t legjobban
approximélé b elem, egyértelmt, és (x —b,a — by <0 minden x € K-ra.

Ha a ¢ K, akkor azt mondjuk, hogy az (x — b,a — b) = 0 hipersik elvilasztja K
pontjait a-tol: a bels6 szorzat x = a-ra pozitiv, mig z € K-ra nem pozitiv. Szemléletesen,
a a hipersik egyik oldaldn van, mig K a masikon.

Bizonyitds. Legyen D = d(a,K). A D = 0 eset trividlis, b = a. Egyébként van
olyan b,, € K sorozat, hogy |b, — a| — D. A paralelogramma-azonossag szerint
mivel (b,, +b,,)/2 € K. Innen viszont ||b,, — b,,||*> — 0, azaz b, Cauchy-sorozat. Legyen
b a hatarértéke, erre a norma folytonossdga miatt |b — a| = D. Ha = € K tetsz6leges,
x # b, akkor x — b és a — b nem zarhatnak be hegyes szoget, mert akkor b-bél = felé
haladva az 0sszekoté szakaszon, differencidlassal adodik, hogy kezdetben a tavolsag csok-
kenne. Ha viszont nem hegyesszoget zarnak be, akkor a tavolsag nd, amibdl kévetkezik
az egyértelmiiség. O
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% 7.2.43. Farkas-lemma. Legyen X = R" és ay,aq,...,a,, az X' dudlis tér elemei. A

kovetkezd két feltétel ekvivalens:

m

(1) minden h € X-re, amire a;h >0, i =1,...,m, az is teljestil, hogy ayh > 0;

(2) léteznek olyan iy, ..., u,, nemnegativ valés szamok, hogy a, = Z;": | Ha.

Bizonyitds. Nyilvan (2)-bél kovetkezik (1). Tegyiik fel, hogy (2) nem teljesiil. Je-
16lje K az a4, ...,a,, nemnegativ egyiitthatos linearis kombindciéinak halmazat. Nyilvan
K konvex. Megmutatjuk, hogy K zart. Tartalmazhat alteret: legyen L egy maximalis
dimenziés altere. Az L egyértelmi, mert ha lenne méasik ugyanilyen dimenziés altér is
K-ban, akkor azok Osszege nagyobb dimenziés altere lenne K-nak. Tekintsiik azon a;-ket,
amelyek nincsenek L-ben. Feltehetjiik, hogy ezek a4, . .., a;. Jelolje K ezen vektorok kon-
vex kombindcidinak halmazdt (ha k = 0, akkor K tires). Ha y a K egy torlédési pontja,
akkor van olyan y,, € K sorozat, amelyre y, — y. A kombindlé egyiitthatok korlatos
sorozatot alkotnak RF-ban, aminek a Bolzano—Weierstrass-féle kivdlasztési tétel szerint
van konvergens részsorozata. Az y,, megfelel6 részsorozata egyiitthatéinak osszege 1, igy
adodik, hogy y € K. Megmutatjuk, hogy K, diszjunkt L-t6l, amibdl tavolsaguk pozitiv,
mert L zart, K, pedig kompakt. Ha nem igy lenne, akkor a4, ..., a; valamely konvex kom-
binaciéja L-ben lenne. Feltehetjiik, hogy a konvex kombindciéban a,...,a, egyitthatoi
a pozitivak. Ha r = 1, akkor a; € L, ellentmondés. Legyen z € L, z = aya; + - - - + ,.qa,
ez a kombinécid. Legyen z(t) = ta; + (1 —t)y, ahol y = (agaq+- - -+ a,a,)/(1—ay) € K;.
Ha valamely t # «4-re z(t) € L, akkor minden 0 < ¢ < l-re is, {gy oy € L, ami ellent-
mondés. Ha viszont nem ez a helyzet, akkor a z(t) — z, 0 < ¢t < 1 szakasznak t = a;-re
pontja az origd, és mas pontja nincs L-ben. Mivel a szakasz pontjainak nemnegativ kons-
tansszorosai is K-ban vannak, ez ellentmond annak, hogy L dimenzi6ja maximélis. Legyen
most x egy érintkezési pontja K-nak, és z, € K egy sorozat, amelyre x,, — z. Legyen
Ty = ApYp + 2, ahol A\, y, az aq,...,a, nemnegativ egylitthatds linearis kombinacidja,
A, a kombindl6 egytitthatdk osszege, y,, € K, (tetszéleges, ha A, = 0) és z,, € L; a felirds
nem egyértelmii. Ha \,, nem lenne korlatos, akkor valamely részsorozata +oo-hez tartana;
feltehetjiik, hogy ez az eredeti sorozat. Mivel y,, egy korlatos és zart halmazban van, len-
ne olyan részsorozata, amely konvergens; ismét feltehetjiik, hogy ez az egész sorozat. De
ekkor z,, /A, — v, = x,, /A, — 0, ami ellentmond annak hogy L és K, tavolsiga pozitiv.
Most hasonlé gondolatmenettel, ha kell, részsorozatra attérve, feltehetjiik, hogy A, — A
ésy, =y € K. Ekkor z,, is konvergens, z,, — z € L. Ez azt jelenti, hogy z = Ay+2 € K.

Tehat K zart konvex halmaz X’-ben, a ¢ K. Az el6z8 tétel szerint van olyan b € K,
hogy (z — b,a — b) < 0 minden z € K-ra. Az x = 0 helyettesitéssel —(b,a — b) < 0, az
x = 2b helyettesitéssel pedig (b,a —b) <0, azaz (b,a —b) =0, igy (z,a — b) < 0 minden
x € K-ra. Mivel a bal oldalon egy linedris funkcional &ll, és X' azonosithaté X-szel, van
olyan h € X, hogy xh < 0 minden x € K-ra, specidlisan a,, ..., a,,-re is, de (a —b)h < 0.
Mivel b € K, bh <0, igy ah > 0. Attérve —h-ra kapjuk, hogy (1) nem teljesiil. OJ
x 7.2.44. Kovetkezmény. A kivetkezs két feltétel ekvivalens:

(1) minden h € X-re, amire h > 0 és a;h =0, i =1,...,n, az is teljesiil, hogy agh > 0;
(2) Iéteznek olyan py,. .., u,, valés szdmok, hogy aq < E;n:l 11;0;.

Bizonyitas. Legyen a az a matrix, amelynek sorai a4, ..., a,,, b pedig az a matrix,
amelyet ugy kapunk, hogy az a, a —a és az m-szer m-es § egységmatrixot egymas ald
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helyezzik. Ekkor (2) azzal ekvivalens, hogy y'b = ay-nak van y > 0 megolddsa, ami a
lemmat alkalmazva b soraira, ekvivalens (1)-gyel. O

x 7.2.45. Primal-dudl feladatpér. A linedris programozés alapfeladatat a megfogal-
magzasakor is hasznalt jelolésekkel tomoren

d+cx—max, >0, ar<b

alakban irhatjuk, ahol z,c € R™, b € R™ oszlopméatrixok és a egy m X m-es matrix.
Tekintsiik ehhez a primdl feladathoz a

d+by—min, y>0, dy>c
dudl feladatot, ahol y € R™. Fz nyilvan
—d—by—max, y>0, —ady<—c
alakban irhaté, aminek a dudlisa
—d—c'z—min, x>0, —a"’xz>-b,

ekvivalens az eredeti feladattal. A két feladat kapcsolatanak vizsgdlatdhoz sziikségiink
lesz egy tételre.

x 7.2.46. Feladat [6]. Az el6z8 pont jeloléseivel, adjunk példat, amiben n,m < 2 és
(1) mindkét feladatnak van megengedett megoldésa;

(2) csak a primdl feladatnak van megengedett megoldésa;

(3) csak a dudl feladatnak van megengedett megolddsa;

(4) egyik feladatnak sincs megengedett megoldésa.

x 7.2.47. Nyeregpont tétel. Legyenek X és Y nem tlires halmazok és L: X xY —
R tetszdleges fiiggvény, F(z) = inf .y L(x,y) és G(y) = sup,_y L(z,y), tovabbd o =
sup,_ F'(z) és B = inf ., G(y) bévitett valés értékek. Ekkor aw < 3 és az aldbbi két
allitas ekvivalens:

(1) van olyan zy, € X, y, € Y, hogy L(z,y,) < L(zy,y) < L(zy,y) minden z € X,
y € Y-ra (nyeregpont);

(2) F(zg) =, Glyy) = B, a =p.
Ha (1) vagy (2) fenndll, akkor

(3) a=F(zy) = L(zgyp) = Glyy) = B.
Bizonyitis. Mivel G(y) > L(x,y) minden € X és y € Y-ra,

=1 > i =
f=infG(y) = inf L(z,y) = F(x)

minden x € X-re, ahonnan « < 3 kévetkezik.
Ha (2) fenndll, akkor

B = G(yy) = sup L(z,y,) > L(zg,yy) > inf L(zg,y) = F(z) = a,
zeX yey
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igy mindeniitt egyenléség all, amib6l (1) kovetkezik.
Ha (1) fennéll, akkor

F(zq) = ;IellfVL(wo, y) = L(zg,y) = SIEJEL(JU,W = G(yp),

fgy
a > F(zg) = L(zg,y0) = G(yo) = B,
amivel (2)-t és (3)-at is belattuk.

x 7.2.48. A linearis programozas f6tétele. Az el6z6 definicié jeléléseivel, ha X =
{r € Rz > 0,ax < b}, Y ={y € R™my > 0,d'y > ¢}, a = sup,_ ¢’z +d, és
8= infyeyb’y + d, akkor o < 8 és az alabbiak ekvivalensek:

(1) a primél feladatnak van x, optimdlis megolddsa;

(2) a dual feladatnak van y, optimélis megoldésa;

(3) mindkét feladatnak van megengedett megolddsa.

Tovébbd ha (1), (2) teljesiilnek, akkor xy,y, az L(x,y) = d + 'z + by — y'az, z € X,
y € Y fliggvénynek nyeregpontja, a = = yjax,.

Tehat egy linearis programozasi problémanak, ha van megengedett megoldasa, akkor
vagy van optimalis megolddsa vagy a célfiiggvény nem korldtos. A szimplex moddszer
eldonti, melyik eset &ll fenn. Persze az is lehetséges, hogy sem a primdl, sem a dudl
feladatnak nincs megengedett megoldasa.

Bizonyités. Tegyiik fel, hogy (1) teljesiil: a célfiiggvény —d — ¢’z ellentettjének van
minimuma az ax —b < 0, —e;z <0, j = 1,...,n feltételek mellett, ahol e; a sorvektorok
terének szokdsos bézisa, és ' a transzpondlds. Ha a; az a métrix i-edik sora, akkor az
azx < b feltétel az a,x —b;, i = 1,...,m feltételekkel ekvivalens. Jeldljon z egy optimalis
megoldast, és alkalmazzuk a Lagrange-elv egyenlétlenséges alakjanak kévetkezményét.
Kicsit mas jelolésekkel azt kapjuk, hogy léteznek olyan A\, > 0, k = 1,..., m+n Lagrange-

szorzok, hogy
m n
— + Z \a; — Z Amsse; =0,
i=1 j=1

tovabbd A;(a;zo—b;) =0,i=1,...,més A\, ; = 0, ha az x, vektor j-edik koordindtdja
nem nulla. Ez azt jelenti, hogy
m
-+ Z \;a;
i=1

minden koordinataja nemnegativ, és nulla, ha az z, vektor j-edik koordinataja nem nulla,

azaz tomoren
m m

—c’ + Z Na; >0 és (—c’ + Z )\iai)xo =0.
=1 i=1
Tehat bevezetve az y, oszlopmatrixot A, ..., A, koordindtdkkal, =, > 0, y, > 0, és
(4) — +y,a>0, (= +ya)ryg=0, ary—>b<0, yilax,—1>b)=0.
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Tekintsiik az L(z,y) = d + ¢’z — y'(ax — b) Lagrange-fiiggvényt, ha > 0 és y > 0,
és alkalmazzuk a nyeregpont-tételt. Most

d+c’z, haaxr<b,

F(z) = ;g(f)L(x, v) = { —00 egyébként;

valéban, ha ax — b < 0, akkor —y’(ax — b) minimélis értéke 0, ha viszont ax — b va-
lamelyik koordinatéja pozitiv, akkor y megfelelé koordinatajat elég nagynak, a tobbit
nulldnak vélasztva, —y’(az — b) barmilyen szdmnél kisebb lehet. Igy a = sup, ., F'().
Mivel L(z,y) =d + b'y + 2’ (¢ — a’y), hasonléan -

G(y) =sup L(z,y) =

x>0

{d +b'y, hady>c,
+00 egyébként.

Igy 8 = inf,.oG(y) > sup__, F(r) = a. A (4) sszefiiggésekbdl egyrészt ¢’z — ygax <
0 = ¢’xy — yjyary, ahonnan L(z,y,) < L(xg, yy), masrészt y'b—y'azy > 0 =y, (b — azy),
ahonnan L(zg,y,) < L(zy,y). Ez azt jelenti, hogy z,,y, nyeregpont, azaz x, az F-nek
maximumbelye, y, a G-nek minimumbhelye és o = 5. Tehat (1)-b6l kévetkezik (2), és a
széls6értékek egyenldsége. A dualitds miatt (2)-bél is kévetkezik (1). Ha csak a megenge-
dett megoldasok kisebb X, Yhalmazain tekintjlik L-et, z, y, ott is nyeregpont. Az vilagos,
hogy (1)-b6l és (2)-bél kovetkezik (3). Azt kell megmutatnunk, hogy (3)-bdl kovetkezik
(1), vagyis ha a d + ¢’z célfiiggvény feliilrél korldtos, akkor felveszi az « szuprémumét.
Tegytiik fel indirekt, hogy nem. Feltehetjiik, hogy d = 0 és az = > 0 feltételrendszert
belefoglalhatjuk az ax < b feltételekbe, ha a alad irjuk egy n-szer n-es 0 egységmatrix el-
lentettjét, b-t pedig nulldkkal egészitjik ki. Az indirekt feltevés szerint nincs olyan z € R™,
amelyre ax < b és ¢’z > a. Ekkor viszont a Farkas-lemma kovetkezménye szerint (azt
ag = (b, a)-ra, az a matrix soraira és —c’-re alkalmazva) van olyan y > 0 és A > 0, hogy
y'a— M’ =0, de y’b— la < 0. Innen

Aa = Asup{c’z:ax < b} = sup{Ac'z:ax < b} = sup{y’az: ax < b}
<y'b< . O
— 7.2.49. Feladat [7]. Hatdrozzuk meg az x — ||z|3, # € R™ leképezés differencidljat
és gradiensét.
— 7.2.50. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy a
f(t) = (cost,sint),
t € R korvonal esetén nincs olyan ¢ € R, amelyre f(27)— f(0) = 27 f’(t), azaz a Lagrange-
féle kozépértéktétel nem teljesiil vektor értékili fliggvényekre.

— 7.2.51. Feladat [8]. Legyen az f fiiggvény az origéban nulla, a sik t6bbi pontjiban
pedig legyen f(z,y) = xy?/(x? + y?). Mutassuk meg, hogy f irdny menti derivaltjai
mindeniitt 1éteznek, de a h = 0y, f(0) leképezés nem linedris.

— 7.2.52. Feladat [8]. Legyen az f fliggvény az origéban nulla, a sik t6bbi pontjaban
pedig legyen f(z,y) = 2%y/(x*+y?). Mutassuk meg, hogy az irdny menti derivaltak létez-
nek az origéban, a h — 0, f(0) leképezés linedris, de f nem differencidlhat6 az origéban.
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— 7.2.53. Feladat [9]. Legyen az f fliggvény az origéban nulla, a sik t6bbi pontjdban
pedig legyen f(x,y) = zy(z? —y?)/(2? +y?). Mutassuk meg, hogy az ésszes mésodik par-
cidlis derivaltak léteznek, de a vegyes parcialis derivaltak nem egyeznek meg az origdban.

7.2.54. Feliiletek. Egy R™-beli n dimenziés felilet alatt R™ valamely D nyilt hal-
mazanak egy ¢g: D — R™ folytonos leképezését értjiik. Ha g Lipschitz-fliggvény, akkor
Lipschitz-feliiletr6l beszéliink. Ha g folytonosan differencialhat6 és minden xz € D-re a

019(x),059(2),...,0,9(z)

vektorok linedrisan fiiggetlenek (ez csak akkor lehetséges, ha m > n), akkor sima feliletrol
beszéliink.

Ha G C R™ egy maésik nyilt halmaz, és ¢: G — D egy kolcsonosen egyértelmi, inver-
zével egyttt folytonosan differencialhaté leképezése G-nek D-re, akkor a g o ¢ fiiggvényt
a g sima feliilet egy ekvivalens elddllitdsanak nevezziik.

7.2.55. Feliiletek elSallitdsi médjai. ElSszor kétdimenziés R3-beli feliiletekre szo-
ritkozunk. Ha ¢g: D — R® egy sima feliilet, u € D, akkor ez az tigynevezett Gauss-féle
eldallitds koordinatanként kiirva

T = gy (g, uy)
Ty = go(uy, uy)
73 = gs(uy, uy)

alaku. Az a feltétel, hogy 0;g(u) és 0,9(u) linedrisan fiiggetlenek, tgy is kifejezhetd, hogy

a
W) g

ou,y Ougy

o) o)
() ok (w)
o) o)

g (@) g

matrix rangja 2 minden wu-ra. Ez azt jelenti, hogy lokdlisan u, és u, kikiiszobolhetd a
fenti egyenletrendszerb6l (valamelyik két egyenletbdl kifejezve uq-et és uqy-t, és beifrva a
harmadikba), és igy r = (ry, 7y, 75) valamelyik koordinatéja kifejezheté a masik kettGvel
(Buler—-Monge-féle vagy explicit eléallitds). Ha példaul r4 kifejezhetd rq,ry-vel, akkor
lokalisan egy 3 = f(ry,75) alaku explicit eléallitdsra térhetiink 4t. Természetesen egy
explicit eldallitasrol mindig kénnyen visszatérhetiink a Gauss-féle elGallitasra.

Ha valamelyik parcidlis derivalt nullatél kiulénboz6, egy F(rq,ry,73) = 0 alaki
egyenlet, ahol r{,75,73 € R és F valds értékii, folytonosan differencialhaté fiiggvény,
lokélisan egy sima felilletet ad meg, mert az implicit fiiggvény tétel szerint lokalisan
attérhetiink explicit el6allitasra.

Hasonlé 4llitas igaz mas dimenzidkra is. Példaul egy R3-beli egydimenziés sima. ,,fe-
lillet”, azaz egy sima gorbe esetén a Gauss-féle r = g(t), t € D C R3 elé4llitas részletesen
kiirva

T =g, (1)
Ty = go(t)
T3 = gs(t)
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alakd. Ha t € D, és igy az érintovektor nem nulla, akkor lokalisan t kikiisz6bolhetd, és
Ty, 79,75 kOzil az egyikkel kifejezhet6 a masik kettd, azaz explicit eléallitasra térhetiink
at. Megint az implicit fliggvény tétel szerint egy Fy(rq,ry,75) = 0, Fy(ry, 9, 75) = 0 alakd
egyenletrendszer, ahol r;,75,73 € R és Fy, F, valds értékii, folytonosan differencidlhaté

figgvények, valamint a

or; Ory Org
Or; Ory Oy

matrix rangja 2, lokalisan egy sima egydimenziés feliiletet, azaz sima gérbét ad meg, mert

lokélisan attérhetiink explicit el6allitasra.

7.2.56. Feliileti normalis, érint&sik, feliileti gorbék. Ha r: D — R3 egy kétdi-
menzi6s sima feliilet, u € D, akkor a 0,7(u) X 057 (u) vektort felileti normdlisnak, az

n(u) = 017(u) X 0yr(u)
|81r(u) X azr(u)’

vektort pedig felileti normdlis egységuektornak fogjuk nevezni. Legtobbszor nem irjuk
ki a valtoz6tdl vald fiiggést. Vilagos, hogy 0,r, 057 és n egy (pozitiv irdnyitdsd) bézist
alkotnak. Az r(u) ponton dtmend, (p —r(u),n(u)) = 0, p € R® egyenletii sikot r(u)-beli
[vagy r(u)-n dtmend] érintésiknak nevezziik. Ez az r(u) pont koriil elsérendben kozeliti
a feliiletdarabot.

Egy r o alakban el6éllithat6 gorbét, ahol u: [a,b] — D egy gorbe, felileti gorbének
fogunk nevezni. Ha u = (uq, u,) folytonosan differencidlhatd, akkor a feliileti gorbe is, és
érintévektora

(rou)” =uj0,r + uy0qr,

azaz egy, az r(u(t)) pontbdl kiinduld, az érintésikban haladé vektor. Feliileti gorbék
példaul az Ggynevezett paramétervonalak, amelyeknek egyenlete u,(t) = ¢, u, konstans,
illetve u; konstans, u,(t) = t.

* 7.2.57. Approximécié. Az approximicié feladata a kovetkezd. Legyen adott egy H
halmazon értelmezett valds f fliggvény. Ismerjitk f(x) értékeit a H halmazon, vagy annak
adott xq, zo, ..., x, pontjaiban. Keresend6 egy m paraméteres g(z,aq,...,a,,) figgvény-
sereghdl az a fiiggvény, amely f-et a ,legjobban kozeliti”. Altaldban olyan fiiggvények ko-
zil valasztjuk a kozelito fiiggvényt, amelyek értékei konnyen szamithatok. Mivel szamité-
gépen kozvetleniil csak a négy alapmiivelet végezheto el, elényben részesitjiik a polinom és
racionalis tortfiiggvény kozelitéseket. Lehetséges az is, hogy érdemes H-t kisebb részekre
osztani, és a részeken kiilon-kiilon keresni a kozelitéseket. Egy adott halmazon vald ko-
zelitést helyettesitéssel egy masik halmazon valé kozelitésre vezethetiink vissza, példéul
barmilyen korlatos zart intervallumon valé kozelités linearis helyettesitéssel visszavezet-
het6 a [0,1] vagy a [—1, 1] intervallumon valé kézelitésre. A linedris helyettesités elénye,
hogy a polinomok polinomba, racionélis tortfiiggvények racionélis tortfiiggvénybe mennek
at, és a fokszadmok sem valtoznak.

Attol fuggben, hogy f és a kozelitd fliiggvény eltérését hogyan mérjik, kilénbozo
eseteket kapunk. Ha azt koveteljiik meg, hogy a kozelit6 fiiggvény az x,x,,...,z, pon-
tokban megegyezzen f-fel, kapjuk az interpoldcio esetét. Ha azt koveteljiik meg, hogy az
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Ty, Tq,...,T, pontokban mért eltérések négyzetosszege minimalis legyen, akkor a legkisebb
négyzetes kozelitést kapjuk. Végil, ha az egész H-n vett eltérés szuprémumat minimali-
zaljuk, akkor az egyenletesen legjobb kizelitést kapjuk.

Ha az f fliggvény értékeit csak az x, x,, ..., z,, pontokban ismerjiik, akkor az inter-
polaci6 a legkézenfekvEébb lehetéség. A legaltalanosabb esetben az

f(z;) = g(z;,aq,...,a,,), ji=12....n

egyenletrendszert kapjuk. Ezt az a,...,a,, paraméterekre megoldva kapunk egy inter-
polald fiiggvényt. Példaul, ha g4,...,g,, adott és

g(xvalv s 7am) = a’lgl(‘r> + a’292(x) oot amgm(x)a

akkor linedris egyenletrendszert kapunk. A legfontosabb az az eset, amikor f egy [a, b]
intervallumon értelmezett valés fiiggvény, x4, xo, .. ., x,, az |a,b] pontjai, interpolalé fliigg-
vényként pedig n-nél alacsonyabb foku polinomot keresiink: ez a Lagrange-interpolacio,
amit mar tanultunk.

Sokszor a kozelitendd fliggvény mért értékei elég nagy hibat tartalmaznak. Ilyenkor
nem célszeri azt kivanni, hogy a kozelité fiiggvény az x, x,, ..., x,, pontokban megegyez-
zen a mért értékekkel, mert akkor a hibat is tartalmazza. Elég azt megkovetelni, hogy
a mért értékek kozelében legyen. A legkisebb négyzetek mddszere értelmében tehat az
aq,...,a,, paramétereket ugy kell megvalasztani, hogy ha f(x,), f(z5),..., f(z,) a mért
értékek, akkor a

n
2
CI)<0’17 tee 7am) = sz(f@cz) - g(xia Apyeney am))

i=1
eltérés minimdlis legyen. Itt a w;-k pozitiv sulyok, amelyeket az f(z;) értékek szords-
négyzete reciprokanak célszerii valasztani, mert minél pontatlanabb a mért érték, annal
kisebb stllyal kivanjuk figyelembe venni. Ezt a minimumot a V®(a4,...,a,,) = 0 egyen-
letrendszer megoldasaval kereshetjiik.

* 7.2.58. A Newton-médszer. Ha f € RF — R* és az f(x) = 0 egyenletet kivanjuk
megoldani, természetes médon addédik a Newton-moddszer: az egyenletet egy adott z,,
érték birtokaban az f fiiggvényt linearis részével kozelitjiik. Ekkor az

flx,) + f(z,)(r—2x,) =0

egyenletet kapjuk, amibdl a kévetkezo kozelitésre az

f/(xn)<xn+1 - xn) = f,(xn>Axn = _f(xn)

egyenlet addédik, igy z,,; meghatdrozasdhoz egy linedris egyenletet kell megoldani, pél-
daul Gauss-eliminaciéval. Az iterdcié altaldban csak a gyok koézvetlen kézelébol inditva
konvergens.

Gyakran hasznélatos a modositott Newton-modszer is, ennél a derivalt kiszamitasara
és invertalasara csak egyszer van sziikség, de a konvergencia lelassul:

Az, =—(f'(zo)) " f(z,).
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Néhany 1épés utan tjra szdmolva a derivaltat, a konvergencia gyorsithatoé.

A fékezett Newton-mddszernél az f'(z,)Ax, = —f(x,) egyenletb8l meghatdrozzuk
Az, -et,dex, | =z, +a,Az,, ahol az 0 < o, < 1 relazdcids paramétert ugy valasztjuk,
hogy Hf(an)H2 < Hf(avn)H2 legyen. Ez mindig lehetséges, ha az egyenlet megoldhat6: Az
[ f|?>-nek a Az, irdny menti derivaltja az z,, helyen

2(f (), /(@) A,y = =2 f ()

igy ,
[

|f (@, + ate,)|* —|f(z,)
ol f(z,)If

ha o — 0. Altaldban azt koveteljiik meg, hogy a hanyados kisebb legyen, mint 1 — o
valamely 0 < o < 1/2 értékre. (Rendszerint 107> < o < 1071.) Ezt tgy érjiik el, hogy
«,, = 1 valasztassal probéalkozunk, és ha a feltétel nem teljesiil, akkor csokkentjik a,-et,
rendszerint szorozzuk p-val, ahol 0 < ¢ < 1, altaldban 0,3 < o < 0,8.

A médositott Newton-médszerbdl is képezhetd fékezett valtozat, de itt mar nem
biztos, hogy a feltétel teljesitheto, esetleg tjra kell szamolni a derivaltat.

i2’

x 7.2.59. Kvézi Newton-moédszer. A Newton-médszernél az f'(x,,)Azx, = —f(z,,)
egyenletet kell megoldanunk minden lépésben. A kvazi Newton-moédszernél x,,_ | értékét
az A, Az, = —f(x,) egyenlet megoldédsaval nyerjiik, ahol A, az f'(x,,) egy kozelitése (itt
is lehetséges fékezett valtozat). A kozelitést nyerhetjiik példaul differencidkkal kozelitve a
parcidlis derivaltakat. Ha minden irdnyban a differencia lépéskoze konstansszor |x,, — z|
alatt marad, ahol x a gyok, akkor a konvergencia elméletileg kvadratikus, de a kerekitési
hibék veszélyesek lehetnek. A Broyden-mddszernél Ay = f'(x,), és A,,.1-et igy prébéljuk
meghatarozni, hogy A, Az, = f(z,)— f(z,) = Af(z,) teljesiiljon. Mivel ez az
egyenlet alulhatdrozott, Ggy vélasztunk, hogy A, , — A, = AA, métrixdnak norméja
(a szokdsos bézisban) minimalis legyen. Ez akkor teljesiil, ha AA, matrixa a szokédsos
bézisban

[Af () = Ay D] [Az, ]
Az, [? '
A konvergencia linedrisnél jobb, bar nem biztos, hogy A,, — f’(z). Lehet&ség van mind-
jart A}, szdmitdsdra: a szokésos bdzisban A, %, — A1 = AA;! matrixa
(Az,, AT Af(z,))
* 7.2.60. Feladat [10]. Alkalmazzuk a Newton-mddszert és valtozatait az

et} _1-0, 31—
egyenletrendszer megoldasara =, x5, = 0,1, 10, 20 kezd6értékekkel.
% 7.2.61. Feladat [10]. Alkalmazzuk a Newton-mdédszert és véltozatait az
T+ xy—3=0, 224+23-9=0

egyenletrendszer megoldasara x; = 2, x4 = 4 kezddértékekkel. Hova konvergdl a Broyden-
médszernél Q,,7
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* 7.2.62. Kapcsolat minimumfeladatokkal. Ismeretes, hogy egy valos értékii ® €
RF — R fiiggvény minimumanak megkeresését visszavezethetjiikk a ®'(z) = 0 egyenlet
megoldasara. Megforditva, egy f(z) = 0, f € RF — R* operdtoregyenlet megoldasait
meghatarozhatjuk gy is, hogy megkeressiik a ®(x) = | f(z)|3 fiiggvény minimumait. A
| |3 vélasztds azért elényds példaul | |, helyett, mert a || |3 fiiggvény differencidlhaté.
Néha el6nydsebb egy méasik normét hasznélni, példaul a ®(z) = Zf: Lwilf; (x))2 fiiggvény
minimumait keresni, ahol az f; fliggvények az f fliggvény koordinatai. A pozitiv w, stulyok
tetszés szerint valaszthaték, de alkalmas megvéalasztasuk a minimumfeladat megoldédsat
megkonnyitheti. Ahol ® nincs értelmezve, ott az értékét +oo-nek tekintjik.

* 7.2.63. Nelder—-Mead-mdédszer minimumfeladatokra. Ez egy valds értékii @ €
R*¥ — R fiiggvény minimumdanak megkeresésére alkalmas heurisztikus médszer. Minden
lépésben az x(, 1y, ..., 1z, € R¥ pontokat médositja, amelyek nincsenek egy hipersikban,
igy egy tgynevezett szimplexet (kétdimenzidéban haromszoget, harom dimenziéban tetra-
édert, stb.) adnak meg, és amelyeket gy indexeliink, hogy

D(z) < O(y) <. < B(wy)

teljestiljon. Ha adott € > 0 tilirésre

1 & —\2
%Z(@(xj)—cb) <e?,

J=0

[ahol P a <I>(9cj) értékek szamtani kozepe|, akkor megallunk, az eredmény az x;-k szamtani
kozepe. Egyébként x,-t tlikrozziik a tobbi pont T, szdmtani kdzepére, pontosabban legyen
y =T + Ty, — xy,); az « tikrozési paraméter rendszerint 1. Ha

O(zo) < O(y) < D()y),

akkor x;-t kicseréljiik y-nal. Ha még ®(y) < ®(z) is teljesiil, akkor kiszamitjuk ®(z)
értékét, ahol z =T, + B(T, —x,); B a kiterjesztési paraméter, rendszerint 2. Az x,, pontot
D(z) < D(y) esetén z-re, egyébként y-ra cseréljiik.

Ha ®(y) > ®(x;_;), akkor a szimplexet Gsszehtizzuk: legyen

w =z, +Y(Ty, — ),

ahol a ~ dsszehizdsi paraméter rendszerint 1/2. Ha ®(w) < ®(x;,), az x;, pontot kicse-
réljiik w-vel; egyébként az z, kivételével az Gsszes x; pontot az xy + d(x; — x,) ponttal
helyettesitjiik, ahol a § redukcids paraméter rendszerint 1/2.

* 7.2.64. Az irdny menti csokkentés médszere. Lényege, hogy a ® € R¥ — R
figgvény minimumbhelyét ugy keressiik, hogy minden z,, kozelitéshez meghatarozunk egy
e, irdnyt, amerre a fliggvény értéke tovabb csokken, és a kozelitést ebbe az irdnyba
mozditjuk el: Az, = «,e,. Ha egy bazis vektorait (+ el6jellel) valasztjuk e,-nek tgy,
hogy az utols6é bazisvektor utan djrakezdjiik az elsovel, akkor a ciklikus koordindtinkénti
csokkentés maodszerét kapjuk. Ha a derivalhatd @ egy nyilt részhalmazon van értelmezve,

és minden lépésben e, = —V®(x,,), a legmeredekebb csokkenés irdnya, akkor a gradiens
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mddszert kapjuk. Ha e, = —V®(z,,) + 5,,_1e,_; alkalmas §, ; konstanssal, akkor a
konjugdlt gradiens modszert kapjuk: az egyik valtozatndl B_; = 3, =0,e_; =0 és
V()

S — ) ha n > 0,
’V¢(‘xn—l)‘

n

mig a masik valtozatndl 3_; =3, =0,e_; =0 és

Ve, 1)

B, = , ha n>0.

Az e, kijelolése utan az elmozdulds mértékének meghatarozasahoz az egyvaltozos
g(t) = @(z, + te,) figgvényt kell minimalizlnunk. (Ha sikeriil, a kapott pontban a
gradiens meroleges lesz e,,-re. Ez az észrevétel adja a konjugdlt gradiens médszerek alap-
jat: a —=V®(z,,) irdnyba minimalizélva, utdna tudndnk még tovibb csokkenteni az e,, ;
irdnyba; a konjugalt gradiens mddszernél ezt probaljuk ,megel6legezni”.) A ¢ - g(t) fligg-
vényt csak kozelitoleg fogjuk minimalizalni. Ez torténhet a kovetkezSképpen. A t, = 0,
t, és ty, pontokban meghatarozzuk a g fliggvény értékét, majd Lagrange-interpolacioval
meghatdrozzuk azt a p(t) masodfoki polinomot, amely ezekben a pontokban megegyezik
g(t)-vel. A t; értékének jé megvilasztasdhoz az el6z6 1épések adhatnak ttmutatdst, Ggy
valasztjuk, hogy ¢(t;) < g(t,) teljesiiljon; t, vilasztasa fiigghet g(t;)-t6l is. A gradiens és
a konjugalt gradiens mddszereknél a méasodfoki polinomot inkabb gy valasztjuk, hogy
a tg = 0 helyen értéke ®(z,,), deriviltja 0, ®(x,) legyen, igy t,-re nincs szikség. A t*
kozelitést ugy kapjuk, hogy vessziik p minimumhelyét. (Arra is gondolnunk kell, hogy a
mésodfokd polinomban a mésodfoki tag egyltthatdja nempozitiv is lehet.) Bar valame-
lyik pontot elhagyva, helyette a t* pontot tekintve, ez a 1épés megismételhetd, altalaban
nem érdemes g minimumhelyét t1il pontosan meghatarozni, hanem t* meghatarozasa utan
o, = t* vilasztéssal attérhetiink az z,, ., = =, + o, e, pontra. Az alulrelaxdlds, azaz az
adott 1épésben optimadlis t*-ndl kisebb «,, valasztasa altaldban noveli a médszer haté-
konysagat, mert a cikcakkpalya kisimul. Az alulrelaxalast példiul «,, olyan valasztdséval
biztosithatjuk, amelyre az
(I)(‘Tn + anen) B (I)(‘Tn)
@

n

differenciahdnyados és a 0, ®(x,,) irdny menti derivalt hdnyadosa o és 1 — o kozé esik
valamely 0 < o < 1/2 értékre. (Rendszerint 107> < o < 1071.) Az alsé korlat kikiiszoboli
a tul hosszd, a fels§ pedig a tul rovid 1épést. A tul rovid 1épés kikiiszobolésére azt is
megkovetelhetjiik, hogy a 0, ®(z, + ay,e,) és 0, ®(x,) irdny menti deriviltak hinya-
dosdnak abszolut értéke, vagy legalabb a hanyados kisebb legyen, mint valamely ~ érték,
ahol 0 < v < 1. (Rendszerint 0,1 < v < 0,5.) Az alkalmas a,, értéket a t*o*, k € Z
értékek kozott keressiik, k = 0-val kezdve, ahol 0 < o < 1.

A konvergencia altaldban elég lassi, és semmilyen garancia nincs arra, hogy bér-
melyik médszer egy abszolit minimumhoz konvergél, bar konvergenciahalmaza altalaban
b6vebb, mint a Newton-moddszeré. Ezért szokds a kozelités kezdetén az iranymenti csok-
kentések modszerét alkalmazni, majd attérni a gyorsabb Newton-mddszerre.
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* 7.2.65. Példa. Az el6z6 pont jeloléseivel, tekintsiik azt a tipikus esetet, amikor egy
x* lokalis minimumhelyen a méasodik derivéltra, amely szimmetrikus bilinearis forma, a
vele képzett kvadratikus forma pozitiv definit. Ekkor a Taylor-formula szerint

O(x) ~ %fb”(x*)(x —a*x— o)+ D(a¥).

Vizsgaljuk a kiillonb6z6 modszereket a
1 77 * * * *
plz) = 507(@")(z — 2",z —a%) + B(27)

fiiggvényre. Mivel barmely B szimmetrikus bilinedris formara rogzitett y-ra « — B(z,y)
linedris funkciondl, eléall (x, Ay) alakban. Mivel valds térben B a mésik véltozdjaban is
linearis, A linearis operator. Mivel B szimmetrikus,

(z, Ay) = (y, Ar) = (Az,y) = (z, A"y),

amib6l A énadjungdlt. Jelolje A a &/ (z*)-hoz tartozé énadjungalt operatort, amely nyil-
van pozitiv definit is. Ezzel

pla) = 5 (A — "),z — ) + D) = L(Aw, ) — (Ax',2) + 3 (Az", ) + B(a")
. %(Ax,x) ~(b2) e,

ahol b = Az* és ¢ = L(Az*, ") + ®(z*). A minimalizélassal az Az = b linedris egyenlet-
rendszert oldjuk meg.

Bevezetve az r = Az — b jelolést, A(x —z*) =, és a g(t) = ¢(x + te) fiiggvényre
barmely e irdnyra

g(t) — g(0) = t(Az,e) —t(b,e) = t{Ax —b,e) = t(r, e).

Innen atosztva, 0,¢(x) = (Ax — b,e) = (r,e) és igy Vo(x) = Ax — b = r. Hasonldan
kiszdmolhatd, hogy ¢’(t) = 0 akkor teljesiil, ha ¢ = —(r,e)/(Ae,e). Legyen = = =z,
e =e,, r, = Az, — b vilasztéssal «,, ez a t, azaz a,, = —(r,,e,)/{Ae,,e,). A hiba

méréséhez tekintsiik az 4j (x,y) — (Ax,y) = (x,y) 4 belsd szorzatot és a beldle szdrmazd
||| 4 normét. Ezzel

”anrl - ‘r*H?LX = ”xn -+ anenHi = “mn —T* H?ﬁl + 2an<xn - x*7en> + ai”en”i

<Tn76n>2 *||2
(1 (Ae,,, e (A r, T >)Hx” 7

n''n

mivel r,, = Az,, — b jeldléssel ||lz,, — 2*|4 = (A7'r,,r,). A gradiens-mddszernél

”zn+1 - I*||,24 = ”In —a + anen||2A

o ”Tn”4 * |2
N <1 (Ar,, ro ) (A7 Tr, 7 ))Ha% "2

n''n n»'n
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azaz linearis konvergenciat varhatunk.

Megmutatjuk, hogy a konjugélt gradiens modszer két valtozata ebben a példaban
egybeesik. Az jellemzi ket, hogy (e, e, 1)a = (=71 + Bn_1€n_1,€n_1)4 = 0. Ehhez
az kell, hogy 8,1 = (Ar,,e,_1)/(Ae,_1,€,_1) teljesiiljon. Indukciéval megmutatjuk,
hogy a fenti «,, és f5,_; valasztdssal, ha ry,r,...,r, nem nullak, akkor ey, e;,...,e,

sem nulldk és ugyanazt az alteret feszitik ki, tovabba 5y, 31,...,05,,_1 és ag,aq,...,
értelmezve vannak, az utébbiak nem nulldk,

n

Hrn”2 - B _ <Tn7 Tn — ’rn—1> _ “TnHQ
z 2 27
len % Il lrp 1l

n = n—1 —
valamint (e;,e,), = 0 és (e;,7,) = 0, ha j < n. Az n = 0 esetben az allitds teljesiil
(B_1 = By =0, e_; =0 miatt ey = —r(). Tegytik fel, hogy r,,,; # 0. Mivel az e, irdnyban
minimalizaltunk, e,, L 7, ., azaz (e,,r, ;) = 0. A 3, definicidja szerint (e, ,€,)4 = 0.
(Nyilvan ,, értelmezve van.) Mivel e, ., = —r, ., +B,€,, az r,,; kombinalhaté e,, ,;-b6l
és e,-bdl, és e, ., kombindlhat6 r, -bdl és e, -bdl. Felhaszndlva az z;,, = x; + aje;
osszefliggést r;.; = r; + a;Ae;, amibél j < n esetén egyrészt

<ej7rn+1> = <6j7rn> + an<ej7 Aen> = 0’

masrészt

<A€j7€n+1> = <Aej7rn+1> + 5n<A€jven> = <A€j=7“n+1> =0,

mivel a; # 0, {gy Ae; benne van az g, ...,r,, vagyls az e, ..., e, altal kifeszitett altér-

s Ims
ben. Ha e, ; = 0 lenne, akkor r,, ., = 3, ¢, teljesiilne, ami ellentmond annak, hogy r,;

s sz

n € n

Uiy = 7<€n+17’rn+1> _ <Tn+1 — nenarn+1> _ ||Tn+1||2 7£ 0.

lenial len il enal

Mivel z,, | = x,, + a,e,-bol r, ., =71, + «a,Ae,, azt is kapjuk, hogy

B _ <en+1vrn+1> _ <Tn+1 _T7L7Tn+1>
L, =

_ (Ppi1 = TnsTnga) _ ("1 =T Tga)
<Tn+1 —Th 6n> <Tna en>
. <7”n+1 —Tns 7"n+1> _ <Tn+1 —Tn rn+1> _ ||7"n+1||2 .
<Tnﬂ -y + ﬂn—len—1> ”rn”2 ”’r’nH2 7
az utolsé egyenléség azért teljesiil, mert r,, benne van az e, . . ., ¢,, altal generdlt altérben.
Vegyiik észre hogy a konjugélt gradiens modszer véges sok 1épésben konvergal, mert
€, - - - €, Ortogondlisak az (z,y) > (x,y) 4 belsd szorzatra, {gy r; = 0 kell legyen valamely

j < k-ra, hiszen R*-ban vagyunk.

* 7.2.66. Kvazi Newton-mddszerek minimalizalasra. Mint mar emlitettiik, mini-
malizalaskor a lokalis minimumbhely koézelében érdemes attérni egy Newton-tipust mod-
szerre. Ez azt jelenti, hogy ® minimuma helyett f = V& zérushelyét keressiik. Barmelyik
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modszer hasznalhaté, de javitasok is lehetségesek. A gyakran hasznalt Broyden-médszert
példaul tgy szokas megvaltoztatni, hogy az iteraci6 soran A, szimmetrikus legyen, mert
@ (x,,) szimmetrikus bilinearis forma. Az egyik szokasos vélasztasndl AA, = A, ., — A,
matrixa a szokasos bazisban

Nem tandcsos tovabb folytatni az iterdciot, ha a A f(z,,)—A,, Ax,, és Ax,, altal bezart szog
koszinusza t1l kicsi lesz, mondjuk 102 ald megy. Egyébként erre a formulara A;}H—A;l =
AA,! matrixa a szokdsos bdzisban

[Az, — A Af(x,)][Az, — A A f(2,)]
(Ax, — ATAf(x,), Af(z,))

Még elterjedtebb az a valtozat, amelyben AA, métrixa a szokdsos bazisban

[Af))Af@,)] [A,A,][A,A,]

(Af(z,),Az,) (A, A,Az,)

Erre a formuldra AA,' méatrixa a szokdsos bazisban

(A, Af(x,)) + (Af(x,), Ay Af(x,))
(Az,, Af(x,))
(A Af ()] [A,] + (A [Af(2,)] [ALY
(A, Af(x,)) '

[Az,][Az,] '

x 7.2.67. Feladat [10]. A ®(zy,2,) = 100(zy — 2%)% + (1 — z,)? fiiggvény minimali-
zaldsédn hasonlitsunk 6ssze kiillonbo6zé mddszereket.

* 7.2.68. Feladat [10]. A ®(z,y) = (22 +y—11)>+ (y*> + 2 —7) fiiggvénynek keressiik
meg a négy abszolit minimumat és az egyetlen lokalis maximumat, Gsszehasonlitva a
kiilénb6z6 mddszereket.

x 7.2.69. Feladat [11]. A

=

(I)(xlax27"'7xn) = ((171.])2 + 100€j(x]+1 7xj2)2)
J

Il
—

fiiggvény — ahol e,,...¢,,_; €]0, 1] szabad paraméterek — minimalizadldsédn hasonlitsunk
ossze kiilonb6z6 modszereket. [A fiiggvénynek egy globélis minimuma van, de még ha
minden ¢, egy, akkor is mar 4 < n < 7 esetén van egy lokalis minimuma a (—1,1,1,...,1)
pont kozelében.]
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* 7.2.70. Bels6 pont médszerek. A Lagrange-szorzoknél leirt

fo(x) > min, z€G
(1) filw) <0, j=1,2,... .k
fi(x)=0, j=k+1,....m

feltételes minimumproblémat kivanjuk numerikusan megoldani. Hasznalni fogjuk az ot-
tani feltevéseket és jeloléseket. Az egyenléség tipusu feltételeket kikiiszobolhetjik, ha f,
helyett az f, + szﬂ(wi f;)? fiiggvényt minimalizdljuk, ahol w; # 0 stlyok. Kérdés,
hogyan célszerii valasztani a stulyokat. Az egyenlStlenség tipusu feltételeket tigy vehetjik
figyelembe, hogy a célfiiggvényhez hozzdadunk egy

| =

k
Z ln(—fj(x))
=1

tagot. Ez mint sorompé szerepel, az X~ = {x: f;(z) < 0,5 = 1,...,k} nyilt halmaz
belsejében tart minket, mert a hatarhoz kozeledve +oo-hez tart. Innen a belsé pont maod-
szerek elnevezés. Minél nagyobb ¢, annél gyengébb a sorompd, annal kozelebb mehetiink
a hatérhoz. A legegyszeriibb sorompd mddszernél X~ Ndmn(f,) egy pontjabdl indulunk.
Egy adott pozitiv t-re minimalizdlva (példaul a fékezett Newton-mddszerrel), ha ¢(t)-ben
van a minimum, akkor megnovelt t-re, példaul ¢ helyett pt-re a c¢(t)-t haszndlhatjuk kez-
dépontnak, Gjra minimalizalunk, stb. A tapasztalatok szerint a médszer 3 és 100 kozotti
-t valasztva jol miikodik, sebessége alig fiigg pu-tol. Leggyakrabban p értékét 10 és 20
kozott valasztjuk. Fontos észrevétel, hogy ha nincsenek egyenléség tipusi feltételek és c(t)
a minimumbhely, akkor x = ¢(t)-re

L )
(1 J :0’

— T

igy — legaldbbis a regularis esetben — a

1

MO =)

mennyiségek a c(t)-hez tartozé Lagrange-szorzok, és 72?:1 Aj(t)f;(x) az = c(t) he-
lyen k/t. Ez adhatja az Otletet a sokkal agresszivebb és gyorsabb primél-dudl bels6é pont
modszerhez.

Tekintsiik a

m

0=fj(x) + > _y;fj=),

j=1
1 )
0=f;(z), j=k+1,....,m
egyenletrendszert, amely a t > 0 paramétertdl fiigg. Ennek az (z,y) megolddsat keressiik
y; > 0, ha j = 1,...,k feltételek mellett fékezett Newton-modszerrel. Azt varjuk, hogy
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t novekedésével (z,y) tart (¢, A)-hoz. Kiszamitjuk n = —Z?Zl y;fi(x) értékét, és t-t a
k/n szédm p-szorosének valasztjuk (u rendszerint 10 koriili). Csak egyetlen iterdcids 1épést
tesziink, majd ujraszamoljuk t-t. Az egyenes szakasz menti keresésnél kiszamitjuk azt a
legnagyobb a-t, amely nem nagyobb mint 1, és amelyre y; +aAy; > 0, j = 1,..., k, majd
az a kezd6éértékének ennek mondjuk 0,99-szeresét vessziik, és ha kell, tovabb csokkentjitk
a-t a fékezett Newton-mddszernél leirtak szerint. Az egész program akkor &ll meg, ha
n < e és Z;,n:kH fj($)2 meg az els6 egyenlet jobb oldala normanégyzetének Gsszege ki-

sebb mint §2. Egy olyan z € X~ pontbdl indulunk, amely mindegyik fiiggvény értelmezési
tartomdnydban benne van, y; kezd6értéke —1/(tfj(:1c)), ha j =1,...,k, a tobbi y; tet-
sz6leges, példaul nulla. Nincs garancia a konvergenciara, kivéve, ha az f;, ¢ =0,1,...,k
figgvények szigoruan konvexek, az f;, j = k+1,...,m figgvények pedig linedris plusz
konstans alakuak.

Ha nem tudunk pontot X~ -ban, amire minden f; értelmezve van, de ismerjiik az
értelmezési tartomdnyok egy kozos pontjit, akkor az f, — min, f; <s,j=1,... .k, f; =
0,5=k+1,...,m, s =0 problémét prébaljuk megoldani. Ha csak kiilon-kiilon tudunk
egy-egy 2; € dmn(f;) pontot, akkor az fo(z + 2y) — min, f;(z +2;) < s, j=1,...,k
fj(x—I—zj) =0,j=k+1,...,m,s=0,2 =0,7=0,1,...,m problémdt prébaljuk
megoldani.

7.3 Integralszamitas

7.3.1. Tobbvaltozoés fiiggvények integralja. Egy R™-beli m dimenzids tégla alatt
egydimenziés T; = [a;,b,], —00 < a; < b; < +oo korldtos, zart, pozitiv hosszisdgl
intervallumok

T=T,xTyx---xT,

Descartes-szorzatét értjiik. A T tégla |T'| mértéke az oldalhosszak szorzata, H;_nzl(bj —ay).
A Ttégla egy felosztdsan téglaknak egy olyan T3, T5,, ... T} véges sorozatat érjik, amelyek
egyesitése T, és amelyeknek paronként nincs kozos belsé pontjuk.

Egy P pontozott felosztds alatt egy felosztast értiink, amelynek minden 7 résztégla-
jahoz meg van adva egy t; € T, pont, azaz P = {(T},t;):t; € T;,j=1,2,...,k}. Legyen
6:T — R* egy tetszlleges fiiggvény. Azt mondjuk, hogy a T egy (T},t;) pontozott rész-
tégldja o-finom, ha T; C [U(;(tj)(tj); a P pontozott felosztds J-finom, ha a (T}, t;) résztégldk
mind é-finomak, ha j =1,2,..., k. Legyen f:T — K" egy fiiggvény. A T tégla P pontozott
felosztasahoz hozzarendeljitk az

k
s(f, P) = Z|Tj|f(tj>

Riemann-dsszeget. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény integrdlhatd T-n, és integrdlja S, ha
minden € € R™-hoz van olyan 6: T — R*, hogy minden d-finom P pontozott felosztdsra
1S —s(f,P)| <e.

Az igy kapott integralfogalom joval altalanosabb, mint a szokdsos Riemann-integral,
amit akkor kapunk, ha f korlatos és § nem fliggvény, hanem konstans.
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7.3.2. Tétel. HaaT C R™ téglanak al),... T, téglak paronként kozds bels6 pont nél-
kiili résztégldi, akkor Zle IT;| <|T|. HaaTy,...,T, téglik a T egy felosztdsat alkotjdk,

k
akkor ZFl |T;| =T

* Bizonyitas. Nyilvdnvald, hogy ha a T'tégla valamelyik [a;, b;] oldalat kettéosztjuk
egy a; < ¢; < b; szammal, a kapott két résztégla mértékének osszege T' mértéke. Osszuk
ketté a T tégla i-edik oldalat minden olyan c; szdmmal, amely valamely T} tégla i-edik
oldaldnak végpontja, és amelyre a; < ¢; < b;. Tegyiik ezt meg minden 1 < i < m-re.
A kapott résztéglak 6sszmértéke T mértéke. A kapott résztéglik koziil azok 6sszmértéke,
amelyeknek van kozos belsé pontja a T} téglaval, a T; mértéke. Mivel egy résztégldnak
legfeljebb egy T} téglaval lehet kozos belsé pontja, kapjuk az elsé allitast. Mivel a masodik
esetben minden résztégldnak van kozos belsd pontja valamely T'-vel, a mdsodik allitas is
kiadddik. O

7.3.3. Tétel. Legyen T C R™. Minden §: T — R* fiiggvényhez van olyan P pontozott
beosztasa T-nek, amely §-finom.

x Bizonyitas. A bizonyitast m szerinti indukcioval végezziik. Tegytik fel, hogy mar
tudjuk az allitdst m — 1-re, m > 1. Legyen T = [aq, b;] X « - - X [a,,,,D,,] és

m’rm

T" =lay,by] X -+ X [ay,_1, by 4]

Tekintsitk azon a,, < = < b, szdmok X halmazat, amelyekhez T” X [a,,,z]-nek van
olyan pontozott felosztdsa, amely d-finom. Mivel T'-nek van m — 1-dimenziés -finom
pontozott felosztasa, és ezen felosztdsnak barmely T/ résztégldja csticsai a T -hoz tartozo
" ponttdl kisebb, mint 6(¢””) tavolsagra vannak, valamely x > a,,-re t”’ X [a,,, ] része a t”’
kozépponta, 6(t”) sugart kornyezetnek. Mivel véges sok résztégla van, és ez mindegyikre
igaz, azt kapjuk, hogy X nem iires. Legyen ¢ = sup X. Ugyanez a gondolatmenet mutatja,
hogy c € X, és a c < b, esetben ellentmondasra vezet. Végiil az m = 1 esetben is ugyanez
a gondolatmenet miikédik. O

7.3.4. Kovetkezmény. R™-ben barmely tégla kompakt.

Bizonyitas. Legyen V., v € I' a T tégla egy lefedése. Minden ¢ € T-re van olyan
6(t) > 0, hogy Us,(t) C V, valamely v € I'ra. Egy -finom pontozott felosztds pontjaihoz
tartoz6 V. halmazokat kivdlasztva, T egy véges lefedését kapjuk. O

7.3.5. Tétel: az integral egyértelmiisége. Legyen T C R™ tégla. Ha S’ és S” is
az [: T — K™ fiiggvény integrélja, akkor 8" = S”.

Az integralt a tovabbiakban fT f fogja jeldlni.

Bizonyitis. Ha S’ #+ S” ) az ¢ = |S" — S"|/2 vilasztéssal, léteznek megfeleld
§,6": T — R fiiggvények. Legyen 6 = min{d’,6”’}. Valasztva egy d-finom pontozott
beosztast, ellentmondast kapunk. [J

7.3.6. Tétel: az integral linearitasa. Ha T' C R™ egy tégla, az f,g:T — K"
fliggvények integralhatok T-n és ¢ € K, akkor az f + g és cf fiiggvények is integralhatok

e /T<f+g>—/Tf+/Tg, /T<Cf)—c/Tf-

237



Bizonyités. Legyen S’ illetve S” az f, illetve a g integralja, S = S" 4+ 5", és ¢, §"”
az adott € > 0-hoz tartozé fiiggvények. Ha P finomabb a ¢’ és ¢ minimuménal, akkor
|S —s(f +g,P)| < 2e. A mésodik allitas kovetkezik abbol, hogy s(cf, P) = cs(f, P). O

7.3.7. Tétel: integral és koordinatafiiggvények. Legyen T' C R™ tégla. Egy f =
(f1sfar- s fo): T — K" fiiggvény pontosan akkor integrdlhatd, ha az f;, j = 1,2,...,n
koordinatafiiggvények integralhatéak, és ekkor

L= (fa o [ 1)

A tétel lehet6vé teszi, hogy a tovabbiakban valds értékii figgvényekre szoritkozzunk.

Bizonyitas. Ha f integrdlhaté és integrlja S, akkor |S — s(f, P)| < e esetén
|Sj — s(fj,P)‘ < ¢ haj=12,...,n, gy az f; koordindtafiiggvények integralhatoak
és integréljuk S;. Megforditva, ha az f; koordinatafiiggvények integralhatoak, integraljuk
S;, akkor az € > 0-hoz tartoz6 ¢; fiiggvények 0 minimumdt véve, 4-nal finomabb P-re
|S; — s(f;, P)| < e, ahonnan S = (5,,5,,...,5,) jeloléssel |S — s(f,P)| < ne, tehat f
integralhaté. O

7.3.8. Tétel: az integral nemnegativitasa. Ha T C R™ tégla, és az f:T — R
nemnegativ fiiggvény integralhato, akkor fT f=0.

Bizonyitas. Kovetkezik abbdl, hogy minden Riemann-6sszeg nemnegativ. O

7.3.9. Kovetkezmény: az integral monotonitisa. Ha T C R™ tégla, és az
f,9:T — R fiiggvények integralhatéak, f < g, akkor fT < fT g.

Bizonyitas. Kovetkezik abbdl, hogy g — f > 0. O

7.3.10. Megjegyzés. Ha T C R™ egy tégla, a,b € R™ és a = (aq,a,,...qa,,) koordi-
natéi mind nem nulldk, g(x) = (a, z) + b, akkor az aldbbi két integral egyszerre 1étezik és
egyenloek:

/Tf(x)da: & / vy, (@) + b) .

9(T)

Ez abbdl kévetkezik, hogy az integralkozelito osszegek megegyeznek. [

* 7.3.11. Tétel: Cauchy-kritérium. Legyen T C R™ tégla. Egy f:T — R fiiggvény
pontosan akkor integrdlhaté, ha minden € € R*-hoz van olyan 6: T — R* fiiggvény, hogy
barmely 6-finom P’, P"" pontozott beosztdsokra |s(f,P') — s(f,P")| <e.

Bizonyitas. Ha f integralhat6, akkor e-hoz a definicié szerint § fiiggvényt vé-
lasztva, azt kapjuk, hogy |s(f,P’) — s(f,P”)’ < 2e. A megforditdshoz legyen M (9)
adott d:[a,b] — RT fiiggvényre az Osszes 0-nal finomabb P pontozott beosztdsra vett
s(f, P) Riemann-0sszegek szuprémuma, és legyen S az Osszes M (6) bévitett valos sza-
mok infimuma. Vélasztva adott € > 0-hoz egy, a feltételnek eleget tévo § fiiggvényt,
és egy 0-ndl finomabb P pontozott felosztést, a feltételbdl M(d) < s(f,P) + ¢, igy
S < s(f,P)+e. Ha S < s(f,P) — ¢ lenne, akkor 1étezne olyan ¢”: [a,b] — RT fliggvény,
amelyre M (") < s(f,P) —e. Ha §" a § és a ¢’ minimuma, akkor egy ¢”’-nél finomabb
P’ pontozott beosztasra s(f, P"") < M(§") < s(f,P) — e, ami ellentmondéas, mert P és

P is 6-finomak. Igy |S — s(f, P)| < e barmely é-finom Pre. [J
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7.3.12. Tétel. Legyen T C R™ egy tégla, T’ egy résztéglija. Ha egy f:T — R
fiiggvény integralhaté T-n, akkor T'-n is.

* Bizonyitas. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha egy adott ¢ € R*-ra és §: T — R
fiiggvényre tetszbleges d-finom P;, P, pontozott beosztasaira T-nek

|S(f7P1)_8(f7P2)’ <eg,

akkor barmely T” C T téglara is tetsz6leges d-finom P, Py pontozott beosztésaira T’ -nek
|s(f,P{) —s(f,Pj)| < e, ahonnan a Cauchy-kritérium alapjén mér kovetkezik az allitas.
Elészor tegyiik fel, hogy T = [aj,by X «++ X [Ays by Cpy < any, < bl < b, és

m’rm
T = [ay,by] X - [ap_1,bm_1] X [a,,b;,]. Valasszunk egy d-nal finomabb P; pontozott
felosztésat [aq,by] X+« [@y1s 01| X [@ps @iy ]-n€k és egy d-nal finomabb P, pontozott
felosztdsat [aq,by] X+ [G_1y0m_1] X [bin, D,n]-nek, és legyen P, a Py, a P és a P,

egyesitése, P, pedig a P;, a Py és a P, egyesitése. Nyilvan

S(f,Pl)—S(f,PZ)ZS(f,P{)—S(f,Pé).

Az a,, =a,, <b,, <b,, illetve a,, < a;, <b], =b,, eset bizonyitasa hasonls. Ugyanez
igaz barmelyik oldal felosztdsara. Ebbol méar ad6dik az altalanos eset. [J
7.3.13. Az integral mint téglafiiggvény additivitasa. Tegyiik fel, hogy az R™-beli

T’ ésT” téglakat a T tégla valamelyik oldaldnak kettéosztdsdval kaptuk. Ha az f: T — R
fiiggvény integralhaté T-n, akkor integrdlhaté T'-n és T"-n is és

/Tf:/,f+ [ s

* Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 és valasszunk olyan §:T — R* fiiggvényt, amelyre
bérmely két 6-finom P, és P, pontozott felosztésdra Trnek |s(f, P)) — s(f,P,)| < e.
Legyen P’ a T’ és P a T" egy-egy o-finom pontozott felosztasa, P = P’ U P”. Az el6z6
tétel bizonyitasa szerint |s(f,P') — [ f| <eés |s(f,P”)— [, f| <e, valamint nyilvan
|s(f,P)— fo‘ < e. Mivel s(f,P) =s(f,P’)+s(f,P"), azt kapjuk, hogy

‘/Tf//f/”flg?)e,

7.3.14. Kovetkezmény. Ha 1), ..., T}, a T tégla egy felosztdsa, és f integralhaté T-n,

akkor )
Jrexle

x Bizonyitas. Az allitds a tétel felhasznaldsaval ugyaniugy kovetkezik, mint a 7.3.2
tétel. O

7.3.15. Tétel. Tegyiik fel, hogy az R™-beli T" és T"' téglakat a T tégla valamelyik
oldaldnak kettéosztdsdval kaptuk. Ha az f:T — R fliggvény integralhaté T'-n és T" -n,
akkor integralhaté T-n is.

amibd6l kovetkezik az allitas. O
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*x Bizonyitds. Tegylik fel, hogy f integralhaté T’-n és T"'-n, integréalja S’, illetve
S”; adott € > O-ra legyenek ¢’ és ¢’ az ¢/2-hoz megfeleld fiiggvények T’-n, illetve T"-n.
Tegylik fel, hogy T” és T" a T utolsé oldaldnak a ¢ ponttal valé kettéosztasdval keletkezett,
ahol a,, < ¢ <b,,. Legyen 6(t) = min{d’(t),c—t,,}, hat = (t,ym,...,t,,) ésa,, <t,, <c,
§(t) = min{d’(¢),d6”(t)}, ha t,, = ¢ és 6(t) = min{d"’(¢),t,, — ¢}, ha ¢ < t,, <b,,. Ha
T* egy tetszOleges d-finom pontozott beosztas résztéglaja, és az utolsé koordindtakra
ar, < c < by, akkor a T*-hoz tartozé t* pont utolsé koordindtajara J definicidja miatt
csak t7, = c lehetséges. Ilyenkor kettévaghatjuk T™-ot, mindkét résztéglaban a ¢t* pontot
valasztva; a Riemann-0sszeg nem valtozik. A kettévigasok utan a résztéglik mindegyike
vagy T’, vagy T"' részhalmaza, és a kapott pontozott felosztdsok ¢’-, illetve 6"’ -finomak.
Innen a Riemann-6sszeg 2¢-nal kevesebbet tér el S + S”-t6l, igy f integralhaté T-n és

integrdlja S + 5. O

7.3.16. Kovetkezmény. Ha T},...,T, aT tégla egy felosztésa, és f:1T — R integral-
haté minden T);-n, akkor T-n is.

x Bizonyitas. Az allitas a tétel felhasznaldsaval hasonléan kovetkezik, mint a 7.3.2
tétel. O

7.3.17. Nullahalmazok. Egy H C R™ halmaz nullahalmaz, ha minden € > 0-hoz van
olyan R™-beli téglakbol all6 megszdmlalhaté T rendszer, amely lefedi H-t, és amelyre
> |Tj| < e. Ha valamilyen R™ pontjaira vonatkozo feltétel egy nullahalmaz kivételével
teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy majdnem mindeniitt teljesiil.

Nullahalmaz barmely részhalmaza nyilvan nullahalmaz. Megszamlalhaté sok nulla-
halmaz egyesitése nullahalmaz, hiszen az elsét lefedve egy e/2-nél kisebb Gsszmértékii
megszamldlhat6 téglarendszerrel, a masodikat lefedve egy £/22-nél kisebb 6sszmértéki
téglarendszerrel stb., a téglarendszerek egyesitése olyan megszamlalhatd téglarendszer,
amelynek Osszmértéke kisebb, mint . Specidlisan, megszamlalhaté halmaz nullahalmaz.

Nem nehéz megmutatni, hogy barmely hipersik nullahalmaz.

7.3.18. Lebesgue-feltétel. Legyen T' C R™ tégla és f:T — R egy korlatos fiiggvény.
Ha f majdnem mindeniitt folytonos, akkor integralhato.

*x Bizonyitds. A Cauchy-kritériumot fogjuk hasznédlni. Tegyiik fel, hogy |f|] < K.
Legyen ¢ > 0. Mivel f szakadédsi pontjainak halmaza nullahalmaz, lefedhetd egy
T, m=1,2, ... megszamlalhato téglarendszerrel, amelynek Osszmértéke kisebb, mint
e/(4K). Minden T}, tégldt ugyanolyan ardnyban koézéppontosan nagyitva egy kicsit,
elérhetjiik, hogy minden szakadasi pont valamely tégla belsé pontja legyen. Legyen ¢t € T.
Ha t belsé pontja valamely T}, téglinak, akkor legyen §(¢) olyan kicsi, hogy Uy (t)
teljesen benne legyen valamelyik T7% -ben. Egyébként f folytonos ¢t-ben: valasszuk 6(¢)-t
gy, hogy |z —t| < 26(t), z € [a,b] esetén | f(z) — f(t)| < &/(2|T)) teljesiiljon.

Legyenek P’ és P’ pontozott d-finom beosztésai T-nek. Tekintsiik azokat a 7" NT"
metszeteket, amelyek téglak; itt 77 a P’ egy résztéglaja, T” pedig P’ egy résztéglija.
Ezek egy felosztasit adjak T-nek. Ezen 1j felosztas minden T}, j = 1,2,..., k résztéglaja
pontosan egy P’-beli T” és pontosan egy P’’-beli T’ téglanak részhalmaza; legyen 7/ a T"-

hoz tartozé t’ pont, 7/ pedig a T"'-h6z tartozé ¢ pont. Nyilvin s(f, P’) = Zle fF()I|T;|
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és s(f,P") = Z F(m)|T}], {gy a két Riemann-Osszeg kiilonbségének becsléséhez a

n

Z 7))IT;]

J=

Osszeg abszolut értékét kell megbecsiilniink.

Azon tagok Osszegének becsléséhez, amelyekre [ folytonos a 77 és a 7;" pontban is,
tekintsitk a 7" tégldt, ha §(t') > 6(t”"). Mivel 7} =t és 7/" =t tdvolsiga kisebb, mint
20(t"), egy ilyen tag kisebb, mint ¢|T}|/(2|T'). Ha It < 5(t”) akkor 7/ =t' és 7} =t
tavolsaga kisebb, mint 28(t”’), és ugyanezt kapjuk. Igy az 6sszes ilyen tlpusu tag Osszege
kisebb, mint &/2.

Azon tagok 6sszegének becsléséhez, amelyekre f nem folytonos a Tj vagy a 7' ’ pont-
ban, vegyiik észre, hogy az egész T tegla benne van valamely T -ben. Mmden ilyen
téglahoz véalasszunk egy T -et. Egy adott 1); -hez tartozé résztégldk Gsszmértéke legfel-
jebb T mértéke, gy az Osszes ilyen résztéglak osszmértéke kisebb, mint £/(4K), tehdt a
megfeleld tagok abszolit értékeinek Osszege legfeljebb /2. O

7.3.19. Kovetkezmény. Ha f folytonos, akkor integralhaté. O

7.3.20. Tétel. Legyen T C R* tégla és f,qg:T — R fiiggvények. Ha f és g majdnem
mindentitt megegyeznek, és f integrdlhatd, akkor g is és fT g= fT f

A tétel azt mutatja, hogy az integralhat6sag és az integral szempontjabdl a nullahal-
mazok ,elhanyagolhatdak”. Igy olyan fiiggvények integraljardl is beszélhetiink, amelyek
csak majdnem mindeniitt vannak értelmezve.

* Bizonyitas. Legyen € > 0 és valasszunk olyan J: T — R™ fiiggvény, hogy minden
5-nal finomabb pontozott beosztdsra az f-hez tartozé Riemann-6sszeg /2-nél keveseb-
bet térjen el az S integraltol. Legyen IV,, azon pontok halmaza, amelyekre f és g értéke
kiilonbségének abszulut értéke nagyobb, mint m — 1, de nem nagyobb, mint m, ahol
m = 1,2,.... Mivel N,, nullahalmaz, valaszthatunk olyan T, ;, j = 1,2,... tégldkat,
amelyek lefedik N, -et, és 6sszmértékiik kisebb, mint e/ (m2m+2) Ugyanolyan ardnyban
kozéppontos nagyitassal minden 75, ;, j = 1,2,... téglat megnovelve, feltehetjiik, hogy
N,,, minden pontja belsé pontja valamely 7, ;, j = 1,2,... tégldnak. Ha ¢ € T belsd
pontja valamely T, ; téglanak, legyen 0’ (t) < d(t) olyan kicsi, hogy a ¢ pont ¢’ (¢) sugart
kérnyezete benne legyen egy T,, ; téglaban, egyébként legyen 0’(¢) = 6(¢). Legyen P egy
0’-nél finomabb pontozott beosztasa T-nek. Azokra a t,-kre, amelyekre f(¢,) és g(t;) mege-
gyeznek, a megfelelo tag f és g Riemann-0sszegében megegyez1k Minden mas ¢; benne van
valamely 7)), .-ben. Minden ¢;-hez régzitve egy ilyen m, j indexpart, az adott indexpar-
hoz tartozo teglak osszmerteke kisebb, mint T,,, ; mértéke, a fiiggvényértékek kiilonbsége
pedig legfeljebb m. Osszegezve j-re, majd m-re, azt kapjuk, hogy f és g Riemann-osszege
kevesebbet tér el egyméstol, mint e/2. Igy ¢ Riemann-osszege kevesebbet tér el S-tél,
mint €. OJ

7.3.21. Megjegyzés. A [0,1]* téglan azon pontok halmazinak a karakterisztikus
fliggvénye, amelyeknek minden koordinataja raciondlis, sehol sem folytonos, mégis integ-
ralhatd, mert majdnem mindenttt nulla.
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7.3.22. Tétel: ismételt integralas. Legyen I az R?, a .J pedig az R’ tér egy téglija.
Ha f:I x J — R integralhato, akkor majdnem minden x € I-re létezik az j:]_f(amy) dy
integral, majdnem minden y € J-re létezik az fJf(x,y) dy integral, tovabba az alabbi
integralok mind léteznek és

/Ifo N /I/Jf(:z:,y) dydz = /J/If@vy)dxdy.

Tobbszor alkalmazva a tételt, tobbvaltozés fiiggvények integraljanak kiszamitdsat
tetszOleges sorrendben végzett egyvaltozds integralasokra vezethetjiik vissza.

* Bizonyitas. A bizonyitds nehéz, a hivatkozdsok megtaldlhatéak Kurzweil [38]
koényvében, 101. o. O

7.3.23. Abszolut integralhaté fiiggvények. Ha f:T — R egy integralhaté fiiggvény
egy T C R* téglan, amelyre |f| is integralhatd, akkor azt mondjuk, hogy f abszolit
integralhato T-n. Mint tudjuk, ez azzal ekvivalens, hogy az

fl+f

[fl =7
2 2

f*zmax{fﬂ}: f*:max{—f,O}z
Osszefiiggésekkel definialt fiiggvények, az f pozitiv része és negativ része integralhatodak.
Egy komplex értékii f fiiggvényt akkor neveziink abszolut integrdlhatonak, ha valds és
képzetes része abszolit integralhatéak; ekkor nyilvan f is abszolit integralhaté. Vektor
értéki fiiggvényt akkor neveziink abszolut integralhaténak, ha a koordindtafiggvényei
abszolut integralhatoak.

Megmutathatd, hogy az abszolut integralhaté figgvények az tgynevezett Lebesgue-
integralhaté fiiggvényekkel egyeznek meg; ennek bizonyitdsdhoz még nincsenek meg az
eszkozeink, de kés6bb visszatérink ra. Ezt felhasznalva konnyen kovetkezik, hogy ha
fi:T — R, i=1,2,...,n abszolut integralhatdak, és g: R" — R egy folytonos fiiggvény,
akkor az

f(.i?) = g(fl(x)’f2(x)v .- ,fn(l‘))

Osszetett fliggvény abszolut integralhatd, ha valamely integralhaté fiiggvény majoralja az
abszoldt értékét, azaz ha |f| < h valamely, a T n integralhaté h fiiggvénnyel.

Néhany példa ennek az allitdsnak az alkalmazasara: Ha f; és f, abszolut integralha-
téak, akkor g(yy,y,) = y; +y, valasztdssal fi+ fy = g(f1, fo) és |1+ fol < |fil+1fal, igy
f1 + f5 is abszolut integralhaté. Ha egy f integralhaté fliggvény alulrdl korlatos, f > c,
ahol ¢ < 0, akkor az €l6z8 g-vel és f;, = f — ¢, f, = ¢ vdlasztéssal f = g(f, f5) és mivel
f=ec>0,|f| <|f—c|l+|c| = f—c+]c|, tehat fabszolut integralhatd. Teljesen hasonléan
adédik, hogy ha egy f integralhaté fiiggvény feliilrol korlatos, akkor abszolut integralha-
t6. Ha f komplex értékii abszolut integralhaté fiiggvény, akkor ¢(yy,v,) = \/¥3 + y3,
f1 =R(f), fo = 3(f) vélasztéssal, az |f| < |f1] + | fo] becslést felhasznédlva kapjuk, hogy
| f] integralhaté. Teljesen hasonléan adédik, hogy egy K™-beli értékii abszolit integralhatd
fiiggvényre | f| integralhatd. Végil, g(y,,ys) = y1y, valasztéssal, ha f; abszolut integral-
haté fiiggvény, f, pedig korldtos integralhaté fiiggvény, akkor az |f; fo| < c|f;| becslést
felhasznélva, ahol ¢ > | f,|, kapjuk, hogy f; f5 abszolat integralhaté. Altaldnosabban, ab-
szolut integralhaté figgvények szorzata, ha abszolit értékét majoralja egy integralhato
fiiggvény, akkor abszolit integralhato.
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Sokkal altaldnosabban, tekintsiik az Gsszes olyan R™-et R™-be képez fiiggvények-
bél all6 A fuggvényosztalyokat, amelyek tartalmazzak az Osszes folytonos fliggvényt,
és amelyekbol nem vezet ki a pontonkénti konvergencia, azaz ha f,, € A és minden
x € R"re létezik a véges f(x) = lim,, . f,(x) hatarérték, akkor f € A. Jelolje
B(R™; R™) az 0sszes ilyen fliggvényosztalyok metszetét. Nyilvan B(R™; R™) is tartalmaz-
za az Osszes folytonos fliggvényt, és nem vezet ki belSle a pontonkénti konvergencia;
B(R™;R™) elemeit Baire-figgvényeknek nevezziik; B(R™; R™) azonos az R™-et R™-be
képezd ugynevezett Borel-fiigguények halmazéaval (lasd [17], 2.2.15). Megmutathatd,
hogy ha f;:T — R, i = 1,2,...,n abszolut integralhatdak, és g € B(R™;R), akkor
az f(z) = g(f1(x), fo(z),..., [, (x)) Osszetett fiiggvény abszolit integralhatd, ha va-
lamely integrélhaté figgvény majordlja az abszolut értékét, azaz ha |f| < h valamely
integralhaté h fiiggvényre. Durvan szélva ez azt jelenti, hogy az abszolut integralhato
fliggvényekbdl az analizis eszkozeivel eloallithaté fiiggvénnyel vald fiiggvényosszetétellel
keletkez6 Osszetett fliggvény abszolit integralhatd, ha abszolat értékben egy integralhato
fiiggvény alatt marad. Példaul egy c valds szamra és egy f; abszolut integralhaté fligg-
vényre a {z € T: f,(x) > ¢} halmaz karakterisztikus fiiggvénye (abszolut) integralhato,
hiszen g o f; alaki, ahol g(z) =1, ha x > ¢ és g(z) = 0, ha = < ¢; a g fiiggvény nyilvin
folytonos fiiggvények pontonkénti hatarértéke.

7.3.24. Tétel. Legyen T' C R™ tégla és f: T — K™ egy abszolit integralhaté fiiggvény.

Ekkor
/T /< /T 11

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy K = R. Legyen ¢ = j;,f Ekkor

|c|? = ZCJQ = ch /fj(x) dr = /(c,f(m)> dx.
j=1 j=1 JT T
A Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij-egyenlétlenség szerint

(e, f(@) < lel| ()],

igy |e|? < |cf J..1f|, ahonnan kévetkezik az éllitas. OJ

7.3.25. Definicié. Legyen H egy korlatos részhalmaza RF-nak, és f: H — R" egy
fiiggvény. Valasszunk olyan T téglat, amely tartalmazza H-t. Legyen g(x) = f(x), ha
x € Héslegyen g(x) = 0, hax € T\ H. Ha g integrdlhaté T-n, illetve abszoliit integralhatd
T-n, akkor azt mondjuk, hogy f integralhaté H-n, illetve abszolit integralhaté H-n, és
integraljat az fo = ng osszefiiggéssel definidljuk. Megjegyezziik, hogy a k = 2 esetben
a [ fH [, a k = 3 esetben pedig a || fH f jelolés is hasznalatos. Mivel az integral additiv
halmazfiiggvény, fintegralhatosaga, abszolut integralhatosiga és integralja H-n nem fiigg
az T megvalasztdsatol, hiszen ha T’ egy mésik zart tégla, amely tartalmazza Ttt, akkor
T NT’ is olyan zart tégla, amely tartalmazza H-t, és k-szor alkalmazva, hogy az integrél
additiv halmazfiiggvény, kapjuk, hogy a T NT’ feletti és az T feletti, illetve T” feletti
integral megegyezik.

243



7.3.26. Improprius integral. Az egyvaltozos esethez hasonléan, a tobbvaltozos
esetben is definidlhaté az improprius integrdl fogalma: H C R* esetén egy f: H — K

fiiggvényre az fH f integralt a
lim / f
emtee HN[—c,c]k

hatarértékkel értelmezziik, ha ez létezik. (Vegyilik észre, hogy az integral mint halmaz-
fiiggvény additivitdsa miatt, ha valamely ¢ > 0-ra H N[—c, c]* felett fintegralhat6, akkor
minden 0 < b < c-re is integralhaté f a H N [—b,b]* halmaz felett.) Ha ez a hatarérték
K-beli, akkor az improprius integralt konvergensnek nevezziik. Ha f: H — K", akkor is
hasonldan értelmezziik az improprius integralt, de itt csak akkor, ha a hatarérték K™-beli.
Ha minden ¢ > 0O-ra f abszolit integralhaté a H N [—c, c]¥ halmazon, és az fH |f] imp-
roprius integral konvergens, akkor abszolit konvergens improprius integrdlrédl beszéliink.
Az improprius integral szokasos tulajdonsigai itt is az integrdlds és a hatarértékképzés
tulajdonsigaibdl kovetkeznek.

7.3.27. Mérték. Egy H C R* korldtos halmazt mérhetének neveziink, ha a konstans
1 fiiggvény integralhaté H-n. Ekkor a H halmaz |H| mértékét a konstans 1 fiiggvény
H felett vett integraljaként, azaz a |H| = le Osszefliggéssel definidljuk. Ez a jelolés
téglakra osszhangban van az eddigivel. Egy tetsz6leges H C R halmazt akkor neveziink
mérhetének, ha a konstans 1 fiiggvény impropius integralja értelmezve van; ekkor a H
halmaz |H| mértékét a konstans 1 fliggvény H felett vett improprius integraljaként, azaz
itt is a |H| = le Osszefiiggéssel definidljuk (de most lehet +o0 is). Egy dimenziéban a
mérték a hosszt, két dimenziéban a teriiletet, hArom dimenzidban a térfogatot, RF-ban a
k dimenzios térfogatot adja.
Nyilvan ha H nullahalmaz, akkor karakterisztikus fiiggvénye majdnem mindeniitt

nulla, igy H mérhet6 és |H| = 0. A megforditds a Lebesgue-integral elméletét felhasznélva
adddik: ha H mérhetd, és |[H| = 0, akkor H nullahalmaz.

7.3.28. Tétel. Ha H, K C R* mérhetéek, akkor HN K, HUK és H\ K is. Ha H és
K diszjunktak, akkor |H U K| = |H| + |K|.

Bizonyitas. ElGszor tegyiik fel, hogy H és K korlatosak. Az els6 allitas az abszolat
integrélhaté fliggvényre tett megjegyzésbol kévetkezik, mert X gnx = XuXk> XHUK =
X+ Xx — Xank € Xmx = X7 — Xank- A masodik allitds kovetkezik az integral addi-
tivitasdbdl. Az altaldnos eset hataratmenettel kovetkezik. O

7.3.29. Tétel. Legyen H C R*. Ha f: H — K™ abszoliit improprius integralhaté H-n,
akkor az improprius integralja is konvergens.

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy f valds értékli. Legyen A = fH |f] és € > 0.

Van olyan K, hogy ha b > K, akkor me[ib o |f| > A—¢c. Innen ha b,c > K;, b < ¢,

akkor ’fHﬁ([—c,c]k\[—b,b]k) f| < &; ez abbdl kévetkezik, hogy

/ i</ a=[ u=[
HN([—c,c]*\[-b,b]*) HN([—c,c]*\[-b,b]F) HN[—c,c]F HN[—b,b]*

és a jobb oldalon &all6 szamok nagyobbak, mint A — ¢, de nem nagyobbak, mint A.
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Mivel |me ok < me bk Ifl < A, az f i bb]kf szamok halmaza korlatos.
Legyen

I = lim sup/ f
d—+00 g HA[—c,c]k

A hatarérték létezik, mivel a d +— sup f fliggvény monoton csékkend és kor-

c]kf > I. Legyen

c>d JHN[—c

latos. Van olyan K,, hogy ha d > K,, akkor I +e>sup,_, J,

K =max{K,, Ky}, és b > K. Vélasszunk olyan ¢ > b szdmot, amelyre

I+e> / f>1—e.
HN[—c,c]F

[ s 2
HN[—c,c]® HN[—b,b]* HN([—c,c]*\[-b,b]*)
kapjuk, hogy I + 2 > me[ib b f>I1—2hab>K.

A komplex esetben ugyanigy adédik, hogy QR(f) és J(f) improprius integralja kon-
vergens. Végill az altalanos esetben ugyanez adddik koordinatanként. O

7.3.30. Tétel. Ha H, K C R¥, H C K, H mérhetd, és f: H — K" abszoliit (improp-
rius) integralhaté K-n, akkor H-n is. Ha H és K diszjunktak és mérhetSek, akkor egy
fiHUK — K" fiiggvény pont akkor abszolit (improprius) integrdlhaté H U K-n, ha H-n
és K-n abszoliit (improprius) integralhato, és ekkor

Jo L0

Bizonyitas. Elég a K =R, n = 1 esettel foglalkozni. Az els6 allitas bizonyitdsahoz
eldszor tegyiik fel, hogy K korlatos, valamely T téglara K C T. Ha z € K esetén g(x) =
f(z) és nulla egyébként, akkor az abszolit integralhaté fiiggvényekrél mondottak szerint
h(z) = g(x)-x g (z) is abszolut integrdlhaté T-n. A nemkorldtos eset innen hatdrdtmenettel
kovetkezik.

A maésodik allitas bizonyitdsahoz elészor ismét tegyiik fel, hogy H és K korlatosak,
valamely T téglara H, K C T. Legyen g(x) = f(z), ha z € H U K és nulla egyébként. Ha
f abszolit integralhaté H U K-n, akkor az eddig bizonyitottak szerint H-n és K-n is, és
mivel ¢ = g-xg+9- Xk, kapjuk az allitdst. Ha f abszolat integralhaté H-n és K-n, akkor
g X €8 g X abszolut integralhatdak, és igy Osszegiik is, tehat f abszolut integralhatd
H U K-n. Az altalanos eset hataratmenettel kovetkezik. O

Mivel

7.3.31. Normal integriciés tartomany. Egy H C R¥*! halmazt normdl integrdcids
tartomdnynak vagy rovidebben normdl tartomdnynak neveziink az utolsé koordinatara
nézve, ha van olyan T C R” tégla és vannak olyan f,g:T — R folytonos fiiggvények,
amelyekre f < g a T-n mindeniitt, és

{(z,y):z €T, f(z) <y<g(z)} CRF xR =R
Hasonl6an definidlhaté normal tartoméany barmely més koordinatara nézve.
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Példaul egy origd kozépponti, 7 > 0 sugarit R¥*1-beli zart gémb normal tartomany;

ez I = [—r,r]*,
flz) = —v/r? —|z[?, ha|z| <,
0 egyébként;
(z) = Vr2—lz|?, halz| <r,
0 egyébként;

valasztassal adodik.
7.3.32. Tétel. Normal tartomany mérhetd.
x Bizonyitas. Elég belatni, hogy a
{(z,y):z € T,y= f(x)} CRF x R =RF!

halmaz, az f grafikonja nullahalmaz, mert a = inf,.; f(z), b = sup__, g(z) jel6lésekkel
OH része f és g grafikonja, valamint a 0I X [a,b] halmaz egyesitésének, és ez ut6bbi
nyilvan nullahalmaz. Az f folytonossidga miatt adott € > 0-hoz és minden ¢ € T-hez van
olyan 6(t) > 0, hogy ha |z — ¢| < é(t), akkor |f(z) — f(t)| < e. Legyen T}, Ty, ... T, egy
d-finom felosztasa T-nek. A T;x [f(t;)—¢, f(t;)+¢], i =1,2,...,n téglak 2¢|T|-nél kisebb
Osszmértéki lefedését alkotjak f grafikonjanak. O

7.3.33. Példa: forgastest térfogata. Legyen [a,b] C R, f:]a,b] — R egy mindeniitt
pozitiv, folytonos fiiggvény. Hatarozzuk meg az ezen fiiggvény grafikonjanak az x tengely
koriili forgatasaval kapott

H={(z,y,2):z € [a,b], Vy? + 22 < f(z)

forgastest térfogatat. A K = SUP, (5] f(x) jeloléssel, az y = f(x)sint helyettesitéssel

b K K
|H|:/f/1dxdydz:/ / / X dzdydx
H a KK
bopfl@) VP (@)—y?
:// / 1dzdydx
f(z

/ / m/ﬁdydx—/ /ﬂ/Qz\/ﬁ )sin ¢ f(z) cost dt da

/2 /2
:/ 2f%(x )/ cosztdtdx:/ fQ(x)/ (1 + cos2t) dt dx
—/2 a /2

/2 b
/ f(x s1n2t} da:zﬂ'/ 2 (z) dz.
—7/2 a

7.3.34. Példa: tehetetlenségi nyomaték. Legyen H egy test, o a slriiség, mint a
hely fiiggvénye. A test z tengely korili megforgatasakor fellépé tehetetlenségi nyomaték

definicié szerint
J, = /// (22 +y?)o(z,y, 2) drv dydz.
H

A definiciét az indokolja, hogy egy olyan végtelen kicsiny dx szélességli, dy mélységili és
dz magasségn tégla tomege, amelynek egyik csticsa az (z,y, z) pont, o(x,y, z) dedydz, a
2 tengelyre vonatkozé tehetetlenségi nyomatéka pedig (22 + y2)o(z,y, ) dx dy dz.
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7.3.35. Rademacher tétele. Legyen V C R™ korlatos nyilt halmaz és legyen g: V —
R™ Lipschitz-fiiggvény. Ekkor g majdnem mindeniitt differencidlhaté és g’ abszolit in-
tegralhato.

Bizonyitéds. A bizonyitds a Lebesgue-integral elméletét hasznalja, lasd a [35] kony-
vet, 9.3.5. tétel. O

7.3.36. Tétel: integraltranszformaciés formula. Legyen V' C R" korlatos nyilt
halmaz és g: V — R™ Lipschitz-fiiggvény.
(1) Ha A C V mérhetd, akkor g(A) is és

lg(A)] < /\det g (y)| dy;
A

(2) ha g kélesénésen egyértelmii A-n, f pedig abszolut integralhaté g(A)-n, akkor a jobb
oldali integral is létezik és

/ f(x) da = / Fg(w)) - |det g’ ()] dy.
g(A) A

(

A det ¢’(y) mennyiség a

i,j=1
matrix determinansa, hagyoméanyos jel6lése
8(917925 s agk)
a(ylayQ, AR yk)
szokasos elnevezése pedig Jacobi-determindns. Szemléletes jelentése a 019,059, ...,0,9

vektorok altal kifeszitett paralelepipedon (el6jeles) térfogata. A tétel szemléletes jelen-
tése, hogy egy olyan végtelen kicsiny dy,, dys, ..., dy, oldalhosszakkal rendelkez6 tégla,
amelynek egyik cstcsa az y pont, az © = g(y) helyettesitéskor egy olyan paralelepipedonba
megy at, amelynek élei az © = g(y) pontbdl induld

dg dg dg
——dy, =— dy,,..., —— dy
0y, ! 0y, 2 Oy, ¥

vektorok.

x Bizonyitas. A tételt nem bizonyitjuk, a Lebesgue-elmélet felhasznalasaval bizo-
nyithaté. Lasd a [35] konyvet, 9.3.9 tétel. O

7.3.37. Példak: polar-, henger- és gombi koordinatak. Forgasszimmetrikus sik-
beli problémaknal az x = rcosp, y = rsing, 0 < r < 400, —7 < p < 7 Gsszefiiggésekkel
polarkoordinatakra érdemes attérni. A leképezés kolcsonosen egyértelmiien képez le az
x <0, y =0 félegyenes kivételével az egész sikra, inverzével egyttt folytonosan differen-
cidlhaté, a Jacobi-determinansa

0z Oz

or Op| |cose —rsing|
Oy Oy| |sing rcosp | "
or Oy
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A z tengelyre forgasszimmetrikus térbeli probléméknal az x = rcosy, y = rsin g,
z2=20<r <400, —T< <7 —00 < z < oo Osszefiiggésekkel hengerkoordinatakra
érdemes attérni. A leképezés kolcsonosen egyértelmiien képez le az x < 0,y =0, z € R
félsik kivételével az egész térre, az inverzével egyiitt folytonosan differencidlhaté, a Jacobi-
determindnsa

0z Oz Oz

or dp 0z cosp —rsing 0

9y Dy Oy = | sin T COS O|=r

or OJp 0z ¥ L4 )

9z 0z 0Oz 0 0 1

or Oy 0z

Gombszimmetrikus térbeli problémakndl a f6ldi koordinatazasnak megfelelo

x=rcospcostd, y=rsinpcos?d, z=rsind,
0<r<4oo, —m<p<m, —w/2<¥<7/2

Osszefiiggésekkel gombi koordindtakra érdemes attérni. A leképezés kolcsonosen egyértel-
mien képez le az ¢ < 0, y = 0, —00 < z < +oo félsik kivételével az egész térre, az
inverzével egyiitt folytonosan differencidlhatd, a Jacobi-determinansa

Or Oz Oz

gr %go 279 cospcosty —rsinpcosd —rcossind

a—?f{ a—y % =|[sinpcos?¥ rcospcos?y —rsingsind|= r2 cos 9.
9z 8;2 0z sin 9 0 rcos v

or Op 0Y

(Ha az = rcosepsind, y = rsinpsind, z = rcosd, 0 < r < 400,
0 < ¥ < 7 koordinatazast hasznaljuk, akkor r2sin 9 adédik.)

-1 < p < T,

7.3.38. Példa. Egy R sugari, origd kdzépponti géomb z tengelyre vonatkozo tehetet-
lenségi nyomatéka gémbi koordinatakra attérve:

w/2 27
J, —/ / / r*cos® 9 de dv dr
/2
—27r/ / (1 —sin® ) cos ¥ dvd dr

2 [y = SR,
30TT 15

7.3.39. Tétel: paraméteres integrailok differencialasa. Legyen I C R zart inter-
vallum, és K C RF egy kompakt halmaz. Tegyiik fel, hogy az f:1 x K — R fiiggvényre

minden t € I-re létezik a
t) = / ft,x)dx
K

integral, toviabba — a végpontokban bal, illetve jobb oldali derivaltat értve — minden
(t,z) € I x K-ra létezik és folytonos az f, parcidlis derivalt. Ekkor ¢ differencialhaté I-n

és minden t € I-re
“(t) :/ft(t,x)dx
K
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* Bizonyitas. Legyen € > 0. Mivel f, folytonos az I x K kompakt halmazon, ott
egyenletesen is folytonos, igy van olyan § > 0, hogy ha « € K, t,u € I és |[t—u| < 4, akkor
| fi(t, @) — f,(u,x)| < e. Legyen s € I gy, hogy 0 < |t—s| < & teljesiiljon. A Lagrange-féle
kozépérték-tétel szerint

f(svx) — f(t,.’L‘)

s—t

= ft (’LL7 .'I}),
ahol w a t és s kozott van és figg t-n és s-en kiviil z-t0l is. Integralva x szerint, azt kapjuk,

o () — o(t)
ps)— @
‘ /Kft<t,x> da

< ¢|K].
s—t

Itt f, azért integralhaté K-n, mert folytonos és K mérhetd: lasd a 8.1.21 kévetkezményt.
Mivel e tetsz6leges volt, kapjuk, hogy ¢ differencialhaté t-ben, és derivaltja fK fi(t,z)dz.

7.3.40. Integralas feliileteken és felszin. Han € NT, ésegy g: D — R™ n dimenziés
Lipschitz-feliilet differencidlhaté az x € D pontban, vizsgaljuk meg a

ek - R
det(g’(x)* -g'(m)) _ 29 v 19 29 7: nd
(0,9(x),019(x)) ... (9,9(2),0,9(x))

szam geometriai jelentését. Az R™-beli

alg@:)’ aQQ(x)a ct ang(x)

vektorokbodl all6 vektorrendszert az altaluk kifeszitett altér ortogonalis komplementerének
egy ortonormalt bazisaval kiegészitve R™ egy bazisava, a kapott vektorrendszernek a
determindnsa (a szokdsos bézisra vonatkoztatva) nem mds, mint a

019(z),059(2), ..., 0,9(z)

vektorok altal az R™ térben kifeszitett paralelepipedon (el6jeles) n dimenzids térfogata.
Ha ezen kibovitett vektorrendszer szokasos bazisban vett matrixat balrdl szorozzuk a
transzponaltjaval, akkor egy olyan matrixot kapunk, amelynek az n x n-es sarokminora a
fenti determinans, a t6bbi f6atlobeli elem 1, minden mas elem pedig nulla. fgy a fenti de-
termindns nemnegativ, és geometriai jelentése a 9,g(x), 059(x), ..., 0, g(x) vektorok altal
az R™ térben kifeszitett paralelepipedon n dimenzids térfogatanak a négyzete. Legyen

J(9)(x) = \/det(g' (x)" - ¢'(2),

ha = € D és g differencidlhaté z-ben. Ha G C D mérheté halmaz és g kolcsondsen
egyértelmli G-n, akkor az F = ¢g(G) feliiletdarabot mérhetd feliiletdarabnak nevezzik és
n dimenziés felszinét az |F| = fG J(9)(z) dx 6sszefiiggéssel értelmezziik. Ha f: F' — K* egy
fiiggvény, akkor az F feletti fF fdF vagy fF fly) dF (y) vagy fF fly) dy feliileti integrdljat
az

/ fdF = / F9(x))J(9) () da
F G
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integralként értelmezziik, ha a jobb oldalon all6 fiiggvény abszolut integralhaté, és azt
mondjuk, hogy f abszolut integrdlhaté F-en.

A definicié mogott az a heurisztika 4ll, hogy egy R™-beli ,végtelen kicsiny” tégla,
amelynek egyik csticspontja z, oldalai pedig dz 4, . .., dx,,, képe a g leképezésnél egy olyan
R™-beli n dimenzi6s paralelepipedon, amelynek oldalai 9, g(z) dzy, ..., 0,9(x) dx,,, és igy
n dimenziés felszine J(g)(z) dx, - - - dz,,.

A feluleti integrél és a felszin fontos tulajdonséaga, hogy nem fligg F el6allitasatol:

ha g és g két n dimenzidés Lipschitz-feliilet, és g(G) = g(G) F valamely G, G mérhets

halmazokra, akkor
[T = [ 3G da.
G €

tovabba barmely f: F — K* fiiggvényre

/ i (@)do = [ H(5(a)I(G)a) da.

G

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal abszolut integralhatd, akkor a masik is, és
megegyeznek. Ez indokolja az |F|, illetve fF fdF jelolést. A bizonyitds konnyen addédik
abbdl, hogy a felszin a Hausdorff-mérték, a feliileti integral pedig a Hausdorff-mérték
szerinti integrél lésd a [30] k('jnyvben a 9 3.9. felszinképletet

e sz

esetet.

Ha n =1, és F egy g egyszer(i sima gorbe értékkészlete, akkor J(g)(z) = |¢'(z)|, {gy
azt kapjuk, hogy |F| a gorbe hossza.

Ha n = 2, akkor

o (0,9(2),0,9(x)) (9,9(x), 0og(x))
J<g><>—Jdet(<alg o I
— Viow@ P ps9() — (@19(2),09(0))’
_((ugta), 00900\
= [Pag(@)liRag(e) ‘Jl (ralg a9z |)
— ouate)[0200)[VT = 087 = [0, 000
:|819><829|,

0 0
vooe— { 19@) Dug(a) \
019(2)| " [029()
azaz a az érint6évektorok altal bezart szog. Igy J(g)(z) geometriai jelentése a g(x)-beli

érintovektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete.
Hasonléan n = 3 esetén J(g)(x) geometriai jelentése a

019(x),059(x),039()
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érintOvektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogata. Egyébként ekkor

J(g)(x) = /det(g'(2)" - g/ (x)) = \/det(g’(w)*) - det(g'(2))
= \/det(g’(z))2 = ‘det(g’(x))’,

azaz az integraltranszformaciés formulaban szerepld szorzét most eredeti alakjaban kap-
juk vissza.

x 7.3.41. Példa: forgasfeliilet felszine. Legyen [a,b] C R, f:[a,b] — R egy min-
deniitt pozitiv, folytonosan differencialhatoé fliggvény. Hatdrozzuk meg az ezen fiiggvény
grafikonjanak az x tengely koriili forgatdsaval kapott F forgasfeliilet felszinét. A feliilet
egy eléallitdsa: x = u, y = f(u)cosv, z = f(u)sinv, a <u <b, 0 <v < 27 Ebbél

Or Oz

gu gz ( 1 0

2y SY 1 = f'(u)cosv —f(u) sinv) ,

% gg f'(u)sinv  f(u)cosv

ou Qv
ahonnan .

sotwe) = | TEET 0= s TR

és gy

b 27 b
|F| :/ / f(u)«/1+f’(u)2dvdu:27r/ F)/1+ f(u)? du.
a 0 a
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8

Fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok

8.1 Pontonkénti és egyenletes konvergencia

8.1.1. Figgvényterek, fliggvénysorozatok. Legyen X tetszOleges halmaz. Az X-et
K*-ba képezé fiiggvények terében két konvergencia jitssza a legfontosabb szerepet. Azt
mondjuk, hogy az f,: X — KF* fiiggvények sorozata az x € X pontban konvergdl az
f: X — K* fiiggvényhez, ha K*-ban f, (z) — f(x). Azon pontok halmazat, ahol a konver-
gencia fennall, a fiiggvénysorozat konvergenciahalmazanak nevezziik. Azt mondjuk, hogy
az f,: X — KF fiiggvények sorozata pontonként konvergdl az f: X — K* fiiggvényhez, ha
fo(x) — f(z) minden z € X-re. Ha minden £ > 0-hoz van olyan N, hogy ha n > N,
akkor |fn(x) — f(ac)| < ¢, akkor azt mondjuk, hogy f,, egyenletesen konvergdl f-hez. Az
egyenletes konvergenciabdl nyilvan kovetkezik a pontonkénti. Mivel lattuk, hogy K* nor-
matartéan azonosithaté R?*-val, szoritkozhatunk euklideszi térbeli értékii fiiggvényekre.

* 8.1.2. Approximdaciés lemma. Legyen f az X halmazon értelmezett nemnega-
tiv fiiggvény. Ekkor létezik véges értékkészlettl fiiggvényeknek egy s, sorozata, amely
monoton névekedve pontonként konvergal f-hez. A fiiggvények valaszthatok raciondlis
értékiinek. Ha f korlatos, a konvergencia egyenletes.

Bizonyités. Indukciéval, legyen s, = 0, és legyen s,,(x) = s,,_1(x)+1/n, ha f(z)—
Sp_1(x) > 1/n, egyébként legyen s, (z) = s,_;(x). Mivel f(z) < 400, végtelen sok n-re
s, () = s,_1(z), és minden ilyen n-re k > n esetén f(x) — s.(z) < 1/n. Ha f korlatos,
akkor a legkisebb ilyen n egy x-t6l fliggetlen korlat alatt marad.

8.1.3. Cauchy-kritérium fiiggvénysorozatokra. Az el6z6 pont jelbléseivel az f,
fliggvénysorozat akkor és csak akkor konvergal egyenletesen egy f fiiggvényhez, ha minden
€ > 0-hoz van olyan N € N, hogy n,m > N esetén

minden x € X-re.

Bizonyitas. Ha f, egyenletesen konvergal f-hez, akkor van olyan n € N, hogy
n > N esetén |f,(z) — f(z)| < /2 minden z € X-re. Innen n,m > N esetén (1) teljesiil
minden z € X-re.

Megforditva, legyen € > 0, és valasszunk olyan N € N szamot, amelyre n, m > N ese-
tén (1) fennall minden = € X-re. Mivel eszerint barmely = € X-re f, () Cauchy-sorozat,
konvergens is. Jelolje f(z) a hatdrértékét. (1)-bél m — oo hatardtmenettel kapjuk, hogy
n > N esetén | f,(z) — f(z)| < e minden z € X-re. O

8.1.4. Fiiggvénysorok. Legyen X egy tetszéleges halmaz. Az X-et RF-ba képezd
fliggvények korében értelmezve van fliggvénysorozatok pontonkénti és egyenletes konver-
gencidja. Fliggvénysorok pontonkénti és egyenletes konvergencidjit a sorokhoz hasonléan
a részletosszegek pontonkénti, illetve egyenletes konvergencidjaval értelmezziik.
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8.1.5. Weierstrass-kritérium. Legyen X egy halmaz, f,: X — RF egy fiiggvénysoro-
zat, és tegylik fel, hogy |fn(x)’ <M,,haxe Xén=20,1,.... Ha ZZO:O M, konvergens,
akkor ZZO: 0 fn egyenletesen konvergal X-en.

Bizonyitas. Tetszoleges € > 0-hoz van olyan N € N, hogy ha m > n > N, akkor

> i@ > M<e
j=n+1 Jj=n+1

Igy a Cauchy-kritériumbél kovetkezik az egyenletes konvergencia. [

8.1.6. Hataratmenetek felcserélése. Tegyiik fel, hogy A C R, f,f,: A — RF,
és a torldddsi pontja A-nak. Ha f, egyenletesen konvergal A-n f-hez, és minden n-re
létezik lim,_,, f,(x) = b,, akkor a b, sorozat konvergens, és ha hatdrértéke B, akkor
lim,_,, f(z) = B, mds széval a két hatarérték felcserélhets, azaz

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).
T—a n—oo n—oo r—a

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 adott. Ekkor van olyan N, hogy ha n > N, akkor |fn(x)—
fm(a:)‘ < ¢ minden x € A-ra. Képezziik az * — a hatarértéket: azt kapjuk, hogy |b,, —
b,,| < e. Ez azt jelenti, hogy b, Cauchy-sorozat, igy konvergens; jelélje B a hatdrértékét.
Nyilvan

|f() = B| < | f(2) — fo(@)| + [ fu(@) = by| + |b, — B.

Vélasszunk olyan n-et, amelyre egyrészt | f(z) — f,,(z)| < ¢/3 minden = € A-ra, masrészt
|b,, — B| < /3. Erre az n-re vlasszunk olyan Vkornyezetét a-nak, amelyre a # z € ANV
esetén |f, (z) —b,| < /3. Ekkor az is teljesiil, hogy |f(z) — B| <e. O

8.1.7. Tétel. Ha A C R, és az f,: A — RF folytonos fiiggvények egyenletesen kon-
vergalnak az f: A — RF fiiggvényhez, akkor f folytonos A-n.

Bizonyitds. Kovetkezik a hatérértékekre vonatkozé eléz6 tételbdl b, = f, (a) va-
lasztassal. O

x 8.1.8. Megjegyzés. Az el6z6 tételbdl is levezethetd hatvanysorok 6sszegfiiggvényének

a folytonossiga: ha a ZZOZO a,,(x — ¢)™ hatvanysor konvergenciasugara R és 0 < r < R,
akkor ZZO:O a, ™ konvergens, igy az {zr € K:|r —¢| < r} halmazon egyenletes a kon-
vergencia, igy a belsejében az Osszegfiiggvény folytonos. Mivel a konvergenciatartoméany
minden pontja bels6 pontja egy ilyen intervallumnak, illetve kérlapnak, az 6sszegfiiggvény

mindeniitt folytonos.

8.1.9. Példa. Az eléz0 tételben a pontonkénti konvergencia nem elegendd. Ha f,, (z) =
22/(1422)", akkor a ZZ‘;O £, fuggvénysor minden x € R pontban konvergens, de dsszege
0, ha x = 0, és 1 4+ 22, ha = # 0, azaz nem folytonos a nulldban, ami mutatja, hogy a
konvergencia nem egyenletes.

8.1.10. Példa. A lim lim cos(m!mc))% hatdrérték létezik, ha x € R, és a

m—0o0 n—oo <
Dirichlet-fiiggvény.
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8.1.11. Tétel: hataratmenet és integral felcserélése egyenletes konvergenci-
anal. Legyen T' C R™ egy zart tégla, és f,,: T — R integralhaté fiiggvények egy sorozata,
amely egyenletesen konvergél egy f:T — R fiiggvényhez. Ekkor f is integralhaté és

f=1lim [ f,.

T T

Természetesen a tétel sorokra is atvihetd.

Bizonyitas. Legyen € > 0. Van olyan N, hogy n > N esetén ‘f(x) — fn(ac)| <e
minden z € T-re. Nyilvdn barmely P felosztdséra T nek |s(f, P) — s(f,,P)| < ¢|T| ha
n > N. Létezik olyan ,,: T — R", hogy minden d,,-finom P felosztéséra T-nek |s(f,, P) —
L. fn] < e. Innen § = min{d,,d,,} vilasztassal egy 6-finom P felosztést hasznalva | St —
fom’ < 2¢(|T| + 1), ha n,m > N, azaz az integrdlok sorozata Cauchy-sorozat. Legyen
a hatérértéke S. Mivel hatardtmenettel |fon — S| < 2e(|T| + 1), példaul egy dy-nél
finomabb P felosztésra |s(f, P) — S| < 3e(|T| + 1), azaz f integralhat6 és integréalja S.

8.1.12. Példa. Legyen f,(z) = nz(l —2?)", ha 0 < 2 < 1, n = 1,2,.... Ekkor
lim, . f,(x) = 0. De a konvergencia nem lehet egyenletes, mert

! 1
/0 (1l —2?)"dx = 12
tehdt ) . .
/0 nz(l —2?)"dr = o 12 — 3 + 0.
Ha 0 < x <1 esetén f,(z) = n?x(1 — 2?)", akkor lim,, ,  f,(z) =0, de

1 n2
22(1 —a®)"dx = — 0.
/Onx( x?)"dx 12 +oo #

Mint a példak mutatjak, a pontonkénti konvergencia nem elegend6, valamilyen kiegészit6
feltétel még sziikséges. Az egyenletes konvergencidnal joval gyengébb kiegészité feltételek
szerepelnek a kovetkezo tételekben, a bizonyitashoz azonban 4j fogalmak bevezetésére és
szamos segédtételre lesz sziikségiink.

* 8.1.13. Definicié. Egy T C R" tégla Osszes résztéglain értelmezett valds értéki
w:T" = p(T") figgvényre azt mondjuk, hogy additiv, ha barmely P felosztdsara T-nek
w(T) = ZT’eP‘u(T/>; ha a < teljesiil, akkor szubadditivnak, ha pedig a >, akkor szu-
peradditivnak hivjuk a téglafiiggvényt. Példaul T’ — |T’| additiv, {gy szubadditiv és
szuperadditiv is.

Legyen a T' C R™ tégla Gsszes pontozott résztéglain értelmezett U valds értéki
fliggvényre egy adott P pontozott felosztashoz tartozé integrdlkiozelitd dsszeg

s(U,P)= > U(T,1).
(T’ t)eP
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Az U-t integrdlhatonak nevezzilk, ha van olyan S € R, az integrdlja, hogy minden € > 0-
hoz van olyan §: T — R™, amelyre minden §-finom P pontozott felosztésra ‘S(U, P)—S ’ <
e. Ugyanigy, mint a fliggvények integraljandl, belathat6, hogy az integral egyértelmd,
és létezéséhez sziikséges és elégséges a Cauchy-kritérium teljesiilése: minden £ > 0-hoz
van olyan §:T — R*, hogy barmely d-finom P’, P’ pontozott beosztdsokra ]s(U, P —
s(U, P”)|§ €. Nyilvan az integrél valos linedris és az is igaz, hogy ha U nemnegativ és az
integrél 1étezik, akkor az is nemnegativ, igy az integral monoton. Bizonyitasaval egyiitt
érvényben marad az az allitas, hogy ha az integral 1étezik egy T téglin, akkor annak
minden T résztégldjin is 1étezik; teljesiil az is, hogy a T” fT, U fiiggvény additiv (a
bizonyitas valtozatlan).

x 8.1.14. Segédtétel. Legyen T' C R™ egy tégla, U az T dsszes pontozott résztéglain
értelmezett valds értékii fiiggvény, amely integrdlhaté T-n, € > 0 és 6: T — R olyan
fiiggvény, amelyre minden é-finom pontozott P’, P felosztdsra

|s(U, P") —s(U,P")| < e

teljesiil. Ekkor létezik egy, a T tégla dsszes T’ résztégliin értelmezett szuperadditiv w
fiiggvény, hogy barmely d-finom felosztds barmely (T',t) pontozott résztégldjara

‘U(T’,t) —/T/ U‘ < w(T)

és w(T) <e.

Bizonyitas. Tetszéleges T’ résztégldjara T-nek legyen «(T’) = sups(U,P’) és
B(T") = infs(U, P’"), ahol P’ tetszéleges d-finom pontozott felosztasa T'-nek. Nyilvin
B(T") < fT, U < a(T’), mivel az 0sszeg barmilyen kozel kertilhet az integrdlhoz, és
B(T) < a(T) < B(T) + €. Ha T}, T, ..., T), tetszOleges felosztdsa T-nek, akkor a T
résztéglakhoz tartozé tetszoleges d-finom P, pontozott felosztasok egyesitése pontozott
felosztasa T-nek, igy o(T) > Z?: ,8(U, P;). A jobb oldalon sorra szuprémumot véve
P, P,,..., Pra, adédik, hogy a szuperadditiv. Hasonléan adédik, hogy /5 szubadditiv.
Mivel barmely d-finom P felosztés (T”,t) pontozott téglajara S(T7) < U(T",t) < a(T"),
azt kapjuk, hogy

a0~ [ v <) - s
T/
és w(T") = a(T') — B(T") vélaszthato.
Legyen m a P\ P’ elemeinek szdma, és n > 0 tetsz6leges. Minden (7",¢) € P\ P’-

hoz van olyan dp,: T — R*, amelyre ;v < § a T’-n és minden §p,-finom Py, felosztésira
T’-nek |s(U, Pp/) — J;ﬂ Ul < n/(m+1). Legyen P”" = P’ UUg¢p pr Pps. Ekkor

’s(U,P”)—/TU‘
:| Z U(T’,t) + Z s(U, Pp) — Z /U* Z /U‘
T’ (T’ t)e P\P’ T’

(T’ t)eP’ (T’ t)eP\P’ (T’ t)eP’
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Innen

Ut -y //U’<5+n,

(T t)eP’ (T, t)eP’
ahonnan kovetkezik az allitas, mivel n > 0 tetszdleges volt. OJ

* 8.1.15. Segédtétel. Legyen T' C R™ egy tégla, U az T dsszes pontozott résztéglain
értelmezett valés értékil fiiggvény, amely integrdlhaté Ten, € > 0 és 6:T — RT olyan
fiiggvény, amelyre minden d-finom pontozott P felosztasra

|s(U, P) —/U\ <e
T

teljesiil. Ekkor egy adott é-finom P pontozott felosztds barmely P’ részhalmazéra

(U(T’,t) _ / U)

Bizonyitds. Legyen m a P \ P’ elemeinek szdma, és n > 0 tetsz6leges. Minden
(T”,t) € P\ P’-hoz van olyan dp: T" — R, amelyre ép» < § a T’-n és minden dp,-finom
Py felosztaséra T'-nek |s(U, Pp/) — [, Ul < n/(m+1). Legyen P = P’ UUpcp pr Py
Ekkor

‘ (U, P") /U‘

:‘ v+ > sWU.Pp)— Y /U_ > /U‘
x 7 , T (T’ t)eP\P’ T’

<e.

(17 1)eP’

Innen

‘ Z U(T',t) — Z /U’<6+77,
(T’ ,t)epP’ VT’

(T’ ,t)eP’
ahonnan kovetkezik az 4llitas, mivel n > 0 tetszdleges volt. O

* 8.1.16. Tétel. Legyen T' C R" egy tégla, és Uy, k =1,2,... a T pontozott résztégldin
értelmezett valos értékii integralhato fiiggvények egy sorozata, U pedig a T pontozott
résztéglain értelmezett valds értéki fiiggvény. Tegyiik fel, hogy

(1) wvan olyan 6: T — R* fiiggvény, hogy

lim U, (T',t) =U(T",t)

k—o0

minden 0-finom pontozott (T',t) résztégljdra T-nek;

(2) minden € > 0-hoz van olyan 6: T — R*, hogy

Uka /Uk

minden J-finom pontozott P felosztasara T-nek, ha k =1,2,....
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Ekkor U is integralhaté T-n, és

k%ooT T

A tétel (2) feltétele nehezen ellenérizhetd, kés6bb egyszeriibb feltételekkel helyette-
sitjiik.

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0. Vélasszunk §’: T — R* fiiggvényt, amelyre (1) teljesiil,
és olyan §":T — R* fiiggvényt, amelyre (2) teljesill £/2-vel, és legyen § = min{d’,d”}.
Egy d-finom P felosztasra (2) teljesiil és van olyan ky, hogy k > k, esetén

|s(U, P) — s(Uy, P)|< /2.

fgy ha k > ko, akkor [s(U, P) — [ U] < e. Mésrésat ky, ky > ky esetén

|/Uk1—/Uk2|§2s,
T T

igy az integralok sorozata Cauchy-sorozat, aminek létezik egy S hatarértéke. Erre
|5(U, pP)— S| < e. Mivel ez tetszlleges d-finom P beosztasra teljesiil, a bizonyitéds teljes.
O

% 8.1.17. Altaldnos konvergenciatétel. Legyen T C R" tégla, U, k=12,...azTn
integralhato, valos értékii pontozott téglafiiggvények sorozata, U a T pontozott résztéglain
értelmezett valos értékii fiiggvény. Tegyiik fel, hogy

(1) az elb6z6 tétel (1) feltétele teljestil;
(2) minden € > 0-hoz létezik olyan, a T résztégldin értelmezett w nemnegativ szuperad-
ditiv fiiggvény, §: T — RT és p: T — N, hogy w(T) < € és

UL(T" ) — U(T", )| < w(T")

minden (1”,t) pontozott résztégldjara T-nek, amelyre 1" C Uy (t) és k > p(1);

(3) Iétezik olyan M korlat, hogy a T minden T}, i = 1,,2,...m felosztdsdra és minden
ky, kg, ..., k,, € NT indexsorozatra |Zzl fT Uki| < M.

Ekkor U integralhaté T-n és
k—oo T T

Ennek a tételnek a feltételei konnyebben ellenérizhet6k, mint az el6z6 tételé, de joval
nehezebb a bizonyités.

Bizonyitéds. A tétel kovetkezik az el6z6 tételbdl, ha megmutatjuk, hogy teljestil
annak (2) feltétele. Legyen j € N és jelélje Z; az Osszes olyan, T pontozott résztégldin
értelmezett valds értékii (17,t) — Z(T’,t) fiiggvények halmazat, amelyekhez létezik T-
nek olyan T, i = 1,2,...,m felosztdsa és ky,...,k,, € NT indexsorozat, hogy k; > j
minden i-re és

Z(T',t) =Y U, (T'NT},t)

teT,
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minden (7”,¢) pontozott résztéglajira Ttnek (példdul U; € Z;). A 2, fliggvényrendsze-
rekre nyilvan j; > j, esetén Z; C 2, , és minden Z € 2, integralhaté T-n, hiszen ha
0:T — RT olyan fliggvény, amelyre

TN Us4(t) C Uper, T;

minden ¢ € T-re, akkor minden 4-nal finomabb P felosztdséra T-nek az s(Z, P) osszeg
felirhat6 az fT‘ Uy, integralok kozelitd osszegeinek Gsszegeként, igy elég kozel van a

> [ u
i=1 YT,

szamhoz, ha a beosztds elég finom.

Legyen j € Nt és e > 0. Elsg 1épésként vegyiik észre, hogy a (2) feltételbdl és az
el6bb mondottakbdl kovetkezben létezik olyan nemnegativ és szuperadditiv w fliggvény
T résztégléin és olyan 0: T — RT, hogy |Z(T”,t) —U(T",t)| < w(T'), ha Z € 2 és (T, 1)
olyan é-finom pontozott résztéglaja T-nek, amelyre k > j > p(t), tovabbd w(T) < e.

Miésodik 1épésként adott € > 0-hoz valasszunk minden j € N*-re olyan Vi, W; e 2;

fliggvényeket, amelyekre
. . €
mf{ Z.ZGZ]}+§> V;
T T

sup{/ZZEZ} /W

teljesiil; itt felhaszndltuk a (3) feltételt. Legyen Z € 2, és T}, ..., T, a T paronként kozos
belso pont nélkiili résztéglainak egy sorozata. Ekkor

/V—7<Z/Z<Z/W+f
Valoban, ha példdul az elsé egyenlétlenség nem dllna fenn, akkor létezne olyan Z € 2,

amelyre
S S <
S[z<y v
i=1 YT} i=1 YT,

Egészitstik ki tovabbi T}, i = s+1, ..., m tégldkkal a téglasorozatot a T'egy P felosztasava.
Legyen

és

ZXT' )= Y Z(T'NT,t)+ Y Vi(T'NT,t).

teT;,i1<s teT;,i>s

Ugyantgy, mint fent, kapjuk, hogy ha §: T — R* olyan fiiggvény, amelyre
TN Usp)(t) C Uper, T
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minden ¢ € T-re, akkor minden ¢-ndl finomabb P felosztésdra T-nek az s(Z*, P) osszeg
felirhat6 az fT Z,1 < s és fT_ V;, i > s integralok kozelitd Gsszegeinek Osszegeként, igy

k2 (2
elég kozel van ezek Gsszegéhez, ha a beosztas elég finom. Innen

[z <[V,
T T

ami ellentmond V; vélasztdsdnak. Hasonl6an ad6dik a masodik egyenlétlenség.

Harmadik lépésként vegyiik észre, hogy a V;, W, fiiggvényekre az is teljesiil, hogy
minden & > 0-hoz létezik olyan w szuperadditiv fiiggvény T résztéglain, §*:T — R* és
p:T — NT, hogy w(T) < ¢ és

Vot (T 1) = Up (T, )| < w(T7),  [Wyey (T, 1) = Up (T, 1) |< w(T7),

ha (77,t) pontozott résztéglaja T-nek, T" C Uy.y(t) és k > p(t).

Most hozzdldthatunk a tulajdonképpeni bizonyitdshoz. Legyen € > 0, és k € N*-ra
legyen d,: T — R* olyan fiiggvény, amelyre minden ¢,-finom pontozott felosztdsara T-nek

3 3

i) = [Vils g VP = [wif< g s p) - o< 5
T

Legyen 6(t) = min{d*(t),d,(t), ..., 0, (t)}, ha t € T, ahol p és §* a harmadik 1épésben
szerepld fiiggvények. Tegyiik fel, hogy P egy d-finom felosztds, és k € NT tetszbleges. Az
s(Uy, P) Osszeg felirhato

s(Uy, P) = Z U, (T",t) = Z U, (T',t) + Z U, (T",t)

(T"t)ep (T’ ,t)eP,k<p(t) (T’ ,t)eP,k>p(t)

alakban. Ha egy 0sszeadandéban k > p(t), akkor Uy (T",t) > W, (1", t) —w(T"), és igy

k—1
sWUpP)> > (T 0)+>, Y WiT,t) —w(T)

(T 1)EP k<p(t) 1 (T HEPp()=
>—c+ Y +Z S wiTe).
<T',t>eP,k§p<> ! )P p(t)=]

Az els§ Osszegre, illetve a masodik Osszeg részosszegeire alkalmazva az €l6z6 lemma ered-
ményeit, azt kapjuk, hogy

(T7,t)eP,k<p(t)

illetve



Osszegezve

k—1 k—1
€ €
S(Uk,P>> 8727*. 2J+ /Uk+E /W]
=1 (T’ t)eP,k<p(t) VT’ J=1 (T’ t)eP,p(t)=j T’

Mivel nyilvan Uy, € Z;, ha j = 1,2,...,k — 1, a harmadik 1épést felhasznalva kapjuk,
hogy

k—1 k=1

€

> oy [wey [v-5>=+ > [u
J=1(T7,t)eP,p(t)=5 'T’ J=1 (T’ t)eP,p(t)=5 T’ (T t)eP k>p(t) VT’

Innen s(Uy, P) > —3e + [ U,. Hasonléan kapjuk, hogy s(Uy, P) < 3¢ + [ Uj. Mivel &

tetsz6leges volt, és a d fiiggvény nem fiigg k-t6l, belattuk, hogy az el6z8 tétel (2) feltétele

teljesiil. O

* 8.1.18. Konvergenciatétel. Legyen T’ C R™ tégla, U, k = 1,2, ... az T-n integrdalha-
to, valos értékii, T pontozott résztéglain értelmezett fiiggvények sorozata, U a T pontozott
résztégldin értelmezett valds értékii fiiggvény. Tegyiik fel, hogy az el6z6 tétel (1) és (2)
feltétele teljesiil és
(1) U, <Uyu, hak=1,2,..., és az integralok sorozata feliilré] korldtos

vagy

(2) Iéteznek olyan T integralhaté valos értéki V és W, a T pontozott résztégldin értel-
mezett fiiggvények, amelyekre V< U, <W, hak=1,2,....

Ekkor U integralhaté T-n és
k—o0 T T

Bizonyitas. Elgszor megmutatjuk, hogy az (1) feltételbdl kovetkezik az elézd tétel
(3) feltétele. Legyen T, i = 1,2,...,m egy felosztdsa T-nek, és ky,...,k,, € NT egy
indexsorozat. Legyen k, az indexsorozat minimuma, k* pedig a maximuma, és legyen M
az integralok sorozata egy fels¢ korlatjanak és az | fT U1| szamnak a maximuma. Mivel

Uy, integralhaté T;-n és
[0.<[v.<]0.

hai=1,2,...,m, azt kapjuk, hogy

—Mg/Ul*g /Ukig/Ul*gM.
T i=1 /T, T

7

Masodszor belatjuk, hogy a (2) feltételbdl is kovetkezik az eléz6 tétel (3) feltétele.
Legyen most M az |fTV1 és |fTM szdmok maximuma. Legyen T, i = 1,2,...,m egy
felosztésa Trnek, és k —1,...,k,, € N* egy indexsorozat. Ekkor

/Vg/Uk_g/W
T, T,

i
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és innen

—Mg/VgZ/Uk_g/WgM.m
T = Jr,  Jr

i

8.1.19. Monoton konvergenciatétel. Legyen T' C R™ egy tégla, és

fish<...

a T-n értelmezett valds értékii integralhato fiiggvények egy monoton névekedé soroza-
ta, amely mindeniitt konvergal egy f:T — R fiigevényhez. Tegyiik fel, hogy az fT In
integralok sorozata feliilr6l korlatos. Ekkor f is integralhato, és

/ f=lm [ f,.
T n—o0 T
Természetesen a tétel sorokra is atviheto.

*x Bizonyitas. Ha (T",t) a T tégla egy pontozott résztéglija, legyen
Up(T",1) = [T’ & U(T",t) = f(O)[T"].

Nyilvan U, (T’,t) monoton noévekedve tart U(T”,t)-hez minden (T”,t)-re, igy az altaldnos
konvergenciatétel (1) feltétele teljesiil. Mivel fT U, = fT fi, teljesiil a konvergenciatétel

(1) feltétele is, igy csak azt kell megmutatnunk, hogy az altalanos konvergenciatétel (2)
feltétele teljesiil. Nyilvén 1étezik olyan p: K — N, hogy |f,(t) — f(t)| < e/(|K| + 1), ha
k> p(t). Legyen w(T") = ¢|T’|/(|T| + 1), d pedig tetszbleges. O

8.1.20. Dominalt konvergenciatétel. Legyen T' C R™ egy tégla, és legyen
fn:T — R integralhaté fiiggvények sorozata, amely mindeniitt konvergal az f:T — R
fiiggvényhez. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan g,h:T — R integralhaté fiiggvények, hogy
g < f,, < h mindeniitt. Ekkor f is integralhaté és

/ f=1lim [ f,.
T n—oo T
Természetesen a tétel sorokra is atviheto.

*x Bizonyitas. Ha (T”,t) a T tégla egy pontozott résztéglija, legyen
Up(T7,t) = fL(O[T7], U, t) = f)IT'], V(T",t) =g®)|T"| W(T",t) = h(t)|T"|.

Nyilvan U, (T”,t) tart U(T", t)-hez minden (7", t)-re, igy az altaldnos konvergenciatétel (1)
feltétele teljesiil. Mivel fTUk’ = fT T fT V= fT g, fTW = fTh, teljesiil a konvergenciatétel
(2) feltétele is, igy csak azt kell megmutatnunk, hogy az dltaldnos konvergenciatétel (2)
feltétele teljesiil. Nyilvan létezik olyan p: T — N, hogy |f.(t) — f(t)| < ¢/(|T| + 1), ha
k > p(t). Legyen itt is w(T") = ¢|T’|/(|]T]| + 1). O

8.1.21. Kovetkezmény. Az R kompakt részhalmazai mérhetbek.
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x Bizonyitas. Legyen K C R™ kompakt halmaz, T pedig egy K-t tartalmazo tég-
la. A T'n az f,(x) = 1/(1 + n - d(z, K)) Osszefiiggéssel definidlt folytonos fiiggvények
pontonként konvergalnak K karakterisztikus fliggvényéhez, igy az eredmény kovetkezik a

dominalt konvergencia tételbdl. O

8.1.22. Bevezet$ példa. Legyen f, (z) = sin(nz)/y/n, han=1,2,.... A fiiggvény-
sorozat R-en egyenletesen konvergal az azonosan nulla f fiiggvényhez, de

f/(z) = v/ncos(nx)
nem konvergél f/ = 0-hoz, példdul x = 0-ra. (Megmutathatd, hogy sehol sem.)

8.1.23. Fiiggvénysorozat tagonkénti differencialdsa. Legyen G C K¢ tartomany,
f,,: G — K* differencidlhatd fiiggvények egy sorozata. Ha legalabb egy pontban f,, konver-
gens, és f; lokélisan egyenletesen konvergens (azaz minden pontnak van olyan kérnyezete,
amelyen egyenletesen konvergens), akkor az f, sorozat lokélisan egyenletesen konvergens,

és f =lim,,_, f, jeloléssel f differencidlhaté és f = lim,,_,  f/.

Természetesen a tétel sorokra is atviheto.

* Bizonyitas. Tegyik fel, hogy a B,.(a) C G gdmboén az f; sorozat konvergencidja
egyenletes. Ekkor a kdzépérték-egyenlétlenséghol

fon (@) = fo(x) = (fin(a) — fn(a))’ <l|z—al sup |[f}.(y) — fi ()|
(1) y€B,.(a)
<7 sup ||f(y) = £ )|

y€B,.(a)

Ez azt mutatja, hogy ha f, a B,(a) gomb valamely pontjdban konvergens, akkor a ko-
zéppontban is, és viszont, ha a kézéppontban konvergens, akkor egyenletesen konvergens
B, (a)-n. Igy egyrészt azon z € G pontok halmaza, ahol f, lokalisan egyenletesen kon-
vergens, nyilt és nem iires, mésrészt azon pontok halmaza, ahol f, nem konvergens,
szintén nyilt, igy ez utobbi csak tires lehet. Tehat a konvergencia fenndll, s6t lokalisan
egyenletes az egész G-n. Legyen g = lim,,_, f;. Meg kell mutatnunk, hogy f diffe-
rencidlhato, és f/ = g. Adott @ € G-hez és ¢ > 0-hoz van olyan N, hogy n,m > N
esetén minden y € B.(a)-ra ||f),(y) — fr(y)|| < € és |lgla) — fi(a)]| < e teljesiil, tehat

‘(g(a) — fi(a)(x —a)‘ <elz—al. Az (1) egyenl8tlenségben m — oo hatdrdtmenetet véve
azt kapjuk, hogy n > N és x € B,.(a) esetén

[£(@) = f(a) = (fu(@) = fu(@)] < 2lo —al
Mésrészt minden n > N-hez van olyan r’ < r, hogy |z — a| < " esetén
[ (@) = fola) = fi(a)(z — a)| < elz —al
teljesiil. Igy rogzitve egy n-et, azt kapjuk, hogy |z —a| < 1’ esetén
|f(z) = f(a) — g(a)(z — a)| < 3e|z —al. O

* 8.1.24. Megjegyzés. Ebbdl a tételbdl is levezethetd a hatvanysorok tagonkénti
differencidlasara vonatkozo tétel.
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A kovetkezd tételben az egyenletes konvergenciat egy érdekes példa konstrudlasara
hasznaljuk.

* 8.1.25. Tétel. Létezik olyan f:R — R folytonos fiiggvény, amely sehol sem differen-
cialhato.

Bizonyitéds. Legyen g(z) az = tévolsdga a legkozelebbi paros egésztdl, azaz a paros
szamok halmazatdl. Nyilvan g periodikus 2 szerint. A halmaztdl vett tdvolsag ismert
tulajdonsaga szerint barmely s és t esetén

(1) l9(s) —g(®)] < |s — ],
specialisan g folytonos. Legyen
s =" (3) gtara,
n=0 4

Mivel 0 < g < 1, a Weierstrass-kritérium szerint a sor egyenletesen konvergens, igy f
folytonos.
Rogzitsiink egy x valds és egy m pozitiv egész szamot. Legyen

1
h = 4= .4=m
m :I:2 )

ahol az el6jelet gy vélasztjuk, hogy ne essen egész szam 4™z és 4™ (x + h,,,) kozé; ez
megtehetd, mert 4™|h,,| = 1/2. Legyen

_ g(4"(@ + hyy) —g4")
n h *

m

Ha n > m, akkor 4™h,, paros egész szam, ezért k,, = 0; ha 0 < n < m, akkor (1) miatt
|k,,| < 4™ Mivel k,,, = 4™, ezért a kovetkezd becslést kapjuk:

> (5)

n=0

flx+hy,) = fz)
h

>3m — 23”— (3™ +1).

m

Mivel h,,, — 0, kovetkezik, hogy f nem differencidlhaté z-ben. O

x 8.1.26. Weierstrass approximacids tétele. Ha —o0o < a < b < +00 és f:[a,b] — K
folytonos fiiggvény, akkor van olyan K-beli egyiitthatds p,, polinomsorozat, amely egyen-
letesen konvergal f-hez.

Bizonyités. Feltehetjiik, hogy [a, b] = [0, 1], mert linedris helyettesitéssel [a, b]-t at-
vihetjiik [0, 1]-be, és linedris helyettesitésnél polinom polinomba megy 4t, sét, a fokszdma
sem valtozik. Legyen f:[0,1] — K folytonos fiiggvény. Azt fogjuk megmutatni, hogy a

n

Bra() =3 () fk/mat =y

k=0
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az ugynevezett Bernstein-polinomok egyenletesen konvergalnak f-hez, ha n — +oo.
Kulcslépésként azt bizonyitjuk, hogy n > 1,0 <z <1, § > 0 esetén

n _ z(1—x) 1
1 F1—a)mF < < :
Y Ixsz/r:zba <k>x e Toné? T dnd®

Valéban,

zn:(k — na)? (Z) 2k (1 — )k

k=0
=n?2? — 2nx k(n)xk ) k4 k2< > (1—=z —k
2k > !

n _1)-
_ 22_222 k (n k=1(1 _ p)yn—k

(n—k)(k—1)!

(nfl)! k—1 n—k
2.2 _ 2 n_2 k—2 _ n—k
=—n’z®+nz+ (n—1)nx Z—x (1—2x)

2)!
=nz(l—x),

ahonnan

=z 5 ot (Det o

|lz—k/n|>0
> 6%n? Z (Z) 2P (1 — )"k,
|lz—k/n|>6

amibdl kovetkezik (1).
Most valasszunk & > 0-hoz olyan 6 > 0-t, hogy =,y € [0,1], |x — y| < § esetén
|f(z) — f(y)] < /2 teljesiiljon, és legyen |f(z)| < K minden x € [0, 1]-re. Ekkor

/(@) ~ By (a)| = | () - i s ()1 =y
- ‘Z Fk/n)) (k) 2% (1 —x)"’k|

< Y 2K<k> a*(1—z)nk

|le—k/n|>6

+ > k/n)y< )xk(l B

Jz— k:/n\<5
<€ n K
2 2n6?

Ha n elég nagy, a jobb oldal kisebb, mint €. O
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8.2 Fourier-sorok

Isten wvolt az elsd, aki Fourier-analizist miuvelt, amikor a filinkbe beépitett eqy
Fourier-analizdatort.

William R. Wade (1985)

A trigonometrikus sorok elméletének kiindulépontjaul egy mechanikai probléma ké-
ril kialakult vita tekinthets, amely a XVII. szdzad koézepén d’Alembert, Euler és
Daniel Bernoulli kézott folyt le. Ez a probléma a rezgé hur problémaja volt: a két
végén kifeszitett, | hossziisagui homogén rezgé hur alakjanak meghatarozasa egy tet-
szés szerinti t idépontban, feltételezve, hogy a hur transzverzalis sikrezgést végez.
... Bernoulli arra a kévetkeztetésre jutott, hogy a

Zan sin n—}m cos ?(t —B,)

Osszegfiiggvények szolgaltatjak a rezgésprobléma altalanos megoldasat. Bar az
dsszegfiiggvényrdl csak véges sok tag esetén evidens, hogy az u,, = a*u,, differen-
cialegyenlet megoldasa, az akkori kozfelfogas szerint nem kételkedett abban, hogy
végtelen sok tag esetén is hasonlé a helyzet. Euler kétségbevonta Bernoulli allitasat.
Ellentmondast latott ugyanis abban, hogy a t = 0 kezdeti pillanatban a megoldas

szerint a hur alakjat a
nra . nrx
Z (an cos TﬁT‘) sin ——
n

trigonometrikus sor adja meg, holott a hiur kezdeti alakja nem csak ,,functio conti-
nua”, hanem példaul tértvonal-alak is lehet. Marpedig az Euler el6tt lehetetlennek
latszott, hogy egy ilyen ,tetszéleges”, ,,mechanikai” gérbe, amelynek egyes darabjai
ké6z6tt semmi szerves kapcsolat sincs, egész menetében ugyanazzal a trigonometrikus
sorral legyen kifejezhetd. . ..

Uj lendiiletet kapott a probléma Fourier-nak a hévezetés elméletével foglalkozo,
1807-t61 kezdve kozolt dolgozatai révén, amelyeket a szerz6 1822-ben megjelent
, Théorie analytique de la chaleur” cimi hires miive foglalt dssze. E dolgozatokban
djra felmeriil tetszéleges fiiggvények trigonometrikus sorokkal valé elGallitasanak
kérdése; Fourier — hasonléképpen mint Bernoulli — azt allitja, hogy ilyen eléallitas
lehetséges. . ..

Fourier eredményei, melyeket e feltevés alapjin nyert, olyan nagyszamiak, jelen-
tések, és a tapasztalattal egyezdek wvoltak, hogy — félretéve Euler, d’Alembert és
Lagrange ellenvéleményét — a szdzad legkivalobb matematikusai most mar nem a
feltevés elvetésére, hanem bizonyitdsdra feszitették meg erejiiket.

Szbkefalvi-Nagy Béla (1951)

8.2.1. Altalanositott Pitagorasz-tétel. Legyen x,, egy (véges vagy végtelen) or-
togondlis sorozat egy X bels6 szorzat térben. Ha x = 3° =, akkor (z,z,) = |, |1 és
|z)? = > 2,12, igy > |2,]|? < co. Ha > |z, ]? < oo, akkor a ., Tn Sor részletdssze-
gei Cauchy-sorozatot alkotnak, igy ha X Hilbert-tér, akkor a feltétel elégséges is En x,,
konvergencidjahoz.
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* Bizonyitds. Véges rendszerre (z,x), illetve (z, z,,) kiszdmolasaval adddik az ér-
demi allitas. Egyébként, ha s, = 37" 2, és n > m, akkor

n 2 n
Isw = sull? = | 3= @l = D el
k=m+1

fgy 307w, és 300 |, ||* részletosszegei egyszerre alkotnak Cauchy-sorozatot. Mivel
[zl = ls,ll < lz = s, és sl = ],

[l = lIs1?| = (I + IsnD{l2] = I, ]| = 0,

azaz

o
2] = lim Js, 2 =" ]2
k=1
Végiil, ha n < m, akkor

|<I7zn> - ”‘Tn”2’ = |<$,£En> - <5mvzn>| = ‘<‘T - Sm5zn>|

<|x—=s,llz,] =0, ha m—oo. O

8.2.2. Fourier-sor. Legyen z, egy ortonormalt sorozat egy X belsé szorzat térben,
észe X Ay (z,x,)z, sor az x Fourier-sora.

8.2.3. Tétel. Legyen z,, egy ortonormalt sorozat az X Hilbert-térben. Minden x € X-
re a ), (x,z)x, sor konvergdl X-ben egy y € X elemhez, és x — y ortogondlis minden
xk—l‘a.

x Bizonyitas. A Bessel-egyenl6tlenségbél

n

n
Sl zad =3 @, 2| < =),
k=1

k=1

igy a Pitagorasz-tétel mésodik felébdl kovetkezik a sor konvergencidja. Ha s,, az n-edik
részletosszeg, akkor k < n — oo esetén

(@ =y )| < [ = s 2| + (s, — v, 7))
< [y ap) = D (w2 (g 2] + I, =yl
j=1

=[5 =yl = 0. O

Tetszbleges ortonormalt rendszer esetén altaldban nem minden elem Fourier-sora
konvergal az elemhez. Példaul z;-et elhagyva a rendszerbdl, x = x,-nek a maradék rend-
szerre vonatkozé Fourier-egytitthatéi mind nulldk lesznek, igy y = 0. A kovetkezd tétel
azzal foglalkozik, hogy mikor konvergdl minden elem Fourier-sora az adott elemhez.
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8.2.4. Tétel. Legyen X bels6 szorzat tér. Egy x,, ortonormalt sorozatra a kévetkezdk
ekvivalensek:

(1) mindenz € X-rex =Y, (z,z,)x,, tehdt minden elem Fourier-sora konvergdl és az
n
adott elemhez;

(2) minden z € X-re |z|* = Zn| x, T, | (ez a Parseval-egyenléség);

(3) minden x,y € X-re

(2,9) = 3 (a2, (g, 2,)

n
(ez az &ltalanositott Parseval-egyenldség);
(4) minden x € X pontosan egyféleképpen irhaté fel x = 3 a,z, (o, € K) alakban;
(5) az x,-ek véges linedris kombindcidi stirti halmazt alkotnak X-ben, mint normélt
térben.

Ha ezek a tulajdonsagok fennéllnak, akkor az ortonormalt sorozatot zdrtnak nevez-
ziik, mert (5) szerint linedris kombinéciéi halmazdnak a lezdrtja az egész X.

* Bizonyitas. Ha (1) teljesiil, legyen s, az z, az r,, pedig az y Fourier-sordnak
n-edik részletosszege. Ekkor

n

<1:7y> - Z<$,Ik><y,$k> = |<£E,y> - <5nvrn>’

k=1
<z = sullyl + lsullr, —yl — 0,

azaz teljestl (3). Ennek specidlis esete (2). Mésrészt vegyiik észre, hogy

n

<I75n> = <$,ZZ:1<SC,Ik>I’k> = <£E, I :L'k Z| € Ik = HSnH27
=1

=

fgy (2)-bél
|z = sn)? = 2]* — (@, 5,,) — (z, 5,) + Is,* = |2 — [Is,]* = O,

azaz (1) teljestil, tehat (1), (2) és (3) ekvivalensek. (1)-bél nyilvan kévetkezik, hogy minden
x eléallithato Zn a,, alakban, a Pitagorasz-tételt alkalmazva két eldallitas kiilonbsé-
gére pedig kapjuk, hogy az eldéllitas egyértelmil, igy teljesiil (4). Trividlis, hogy (4)-bol
kovetkezik (5). Ha (5) teljesiil, vilasszunk egy olyan y-t, amelyre |z — y|| < € és y az
Tq,Tq,...,T,, linedris kombindcidja. Ha n > m, a legjobb linearis approximéaciérdl sz6lé
tétel szerint azt kapjuk, hogy |z —s,| < |z —y| < e. Tehat (1) teljesiil. O

8.2.5. Definicié. Egy X bels6 szorzat tér egy =z, sorozatat teljesnek nevezzik, ha
nem bovitheté minden z,,-re ortogondlis normalt elemmel, azaz ha egyediil a 0 elem
ortogondlis minden z,-re, vagy mdsként fogalmazva, az z,-ek halmazdnak ortogondlis
komplementere {0}. Ha az z,, ortonormalt sorozat zart, akkor az el6z6 tételbél (1) miatt
teljes is. A megforditds nem minden belsé szorzat térben igaz, de Hilbert-térben igen,
mivel ott @ — 3 (z,2,)z, egy el6z8 tétel szerint ortogondlis minden z;-ra, tehdt csak
nulla lehet.
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8.2.6. Az [ %-tér. Legyen H C RF egy mérheté halmaz. Ha f: H — K minden
0 < ¢ < 4oo-re abszolit integralhaté H N [—c,c|*-n és az fH |f|*> (improprius) integ-
ral konvergens, akkor f-et H-n négyzetesen integralhaténak fogjuk nevezni. Az ilyen
fiiggvények halmazat L2(H) fogja jeldlni. A négyzetesen integralhaté fiiggvények koré-
b6l nem vezet ki a K elemeivel valé szorzas, a konjugalt képzés és az Osszeadds sem,
mert |f + g| < 2max{|f],|g|}, ahonnan |f + g|* < 4max{|f[?,|g]} < 4(|f|* + |g/?). Az
f,g € L2(H) fiiggvények belsé szorzatan az

(f.g) = / f(@)g@) da
T

integralt értjiik; vegyiik észre, hogy 4fg = (f+9)%+ (f—9)?, igy fg abszolit (improprius)
integralhatd. Az igy definidlt bels6 szorzat annak minden sziikséges tulajdonsagéval ren-
delkezik, egyet kivéve: az || f|| = 0 Osszefliggés nem csak akkor teljesiil, ha f = 0, hanem
pontosan akkor, ha f majdnem mindeniitt nulla: ha f majdnem mindenitt nulla, akkor
nyilvan || f|| = 0; megforditva, ha | f|? = 0, akkor az

{I € H: ‘f(x)|2 > 1/n}

mérhetd halmaz egyetlen n € Ntra sem lehet pozitiv mértékii, mivel abbdl fH IfI2>0
kovetkezne, igy tehat nullahalmaz, amibdl ezen halmazok egyesitése, az

{33 € H: |f(gc)|2 > O}
halmaz is nullahalmaz. Ezen tgy segithetiink, hogy az f és g fiiggvényeket azonosaknak

tekintjiik, ha majdnem mindeniitt egyenléek.

* 8.2.7. Az LP-tér. Legyen H C R* egy mérhet halmaz, és 1 < p < 4o0. Ha f: H — K
minden 0 < ¢ < +oo-re abszolit integralhaté H N [—c,c]f-n és az fH | f|P (improprius)
integral konvergens, akkor f-et H-n p hatvdnyon integralhatonak fogjuk nevezni. Az ilyen
fiiggvények halmazat LP(H) fogja jelolni. Az LP(H)-bol nem vezet ki a K elemeivel valé
szorzas, a konjugdlt képzés és az Osszeadas sem, mert

|f + gl < 2max{[f], |g]},

ahonnan
|f +glP < 2P max{|f[?,[g|"} < 2P(]fIP + |g|?).

Egy f € LP(H) fuggvény p-normdjin az

1/p
I, = ([ 177)
H
szamot értjik.

A p = oo esetben élljon L>°(H) azon f: H — K fliggvényekbdl, amelyek minden
0 < ¢ < +oo-re abszolit integralhatéak H N [—c,c]*-n és amelyekhez van olyan r > 0
valds szam, amelyre

{xGH:‘f(:C)| 27’}
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nullahalmaz. Egy ilyen fiiggvényre legyen || f| ., az osszes ilyen r valés szdmok infimuma.
Vegytik észre, hogy |f| < | f] majdnem mindeniitt, ugyanis ha n € N*, akkor van olyan
r < |flo + 1/n, amelyre

{xEH‘f(x)| 27”}

nullahalmaz, ahonnan

{o e #:|f@)]| = Ifle+1/n}

is nullahalmaz, de

(o€ B:|f@)] > 1/l }

ezen nullahalmazok egyesitése, igy maga is nullahalmaz.

Itt is az igy definidlt norma annak minden sziikséges tulajdonsagaval rendelkezik (a
hiromszog-egyenlStlenséget a kovetkezd tételben bizonyitjuk), kivéve hogy az | f[, = 0
Osszefiiggés nem csak akkor teljesiil, ha f = 0, hanem pontosan akkor, ha f majdnem
mindeniitt nulla. Ezen ugyantgy segithetiink, mint az L2-tér esetén: az f és g fiiggvényeket
azonosaknak tekintjiik, ha majdnem mindeniitt egyenldek.

* 8.2.8. Minkowski-egyenl6tlenség. Az el6z6 definicio jelbléseivel, ha 1 < p < oo és
f,g € LP(H), akkor
If +gl, <171, + lgll,-

Bizonyitds. A p = oo és ||f, = 0 vagy |g], = O esetek trividlisak. A ¢ > P
fiiggvény konvexsége miatt

u v p U
( Y+ z) < yP + 2P,
U+ u—+v u—+v u—+v

ha w,v,y,2 > 0, u+v > 0. Az w = |fl,, v = lgl,, y = |F@)|/If],, z = [9(=)|/lgl,
helyettesités utdn mindkét oldalt (improprius) integralva, azt kapjuk, hogy

-
(171, + gl

/H(If Tl <1,

amibdl addodik a keresett egyenlGtlenség.

8.2.9. Riesz—Fischer-tétel. Az el6z6 két definiciéban definialt terek teljesek, azaz
az 2(H) tér Hilbert-tér, és az LP(H) terek Banach-terek.

x Bizonyitas. A bizonyitds a Lebesgue-integral elméletét hasznélja, ldsd példaul a
[34] koényvet. O

8.2.10. Klasszikus Fourier-sorok. A [0, 1]-en értelmezett komplex érték{i négyze-
tesen integralhato figgvények bels6 szorzat terében az

z 2™k keZ

fliggvények ortonormalt rendszert alkotnak, az dgynevezett trigonometrikus rendszert.
Megmutathat6, hogy ez a rendszer zért, tehat teljes; 14sd példdul a [34] konyvet. Egy
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[0, 1]-en négyzetesen integralhato fiiggvény klasszikus Fourier-sora vagy roviden Fourier-

Sora a
o0
E CkeZTrzkx

k=—oc0

sor, ahol

1
¢, = / flz)e 2™ ke dy ke Z.
0

Szokds azt irni, hogy
oo

f(l‘)N Z Ck€2mkx,

k=—00
ahol a ~ jel azt fejezi ki, hogy a jobb oldalon &ll6 sor f Fourier-sora. A részletosszegekre
bevezetve az

n
Sn(x) — Z cke2m'kx

k=—n

jelolést, a zartsdg miatt 8.2.4(1) alapjdn azt kapjuk, hogy
! 2
/ |f(z) —s,(z)]"dz =0, ha n— oo
0

A Parseval-egyenlGség itteni alakja

(oo}

1
/ F@)fde= 3 lef2
0 k

=—00

Vegyiik észre, hogy a Bessel-egyenl6tlenségbdl Zk lep|? < oo, amibél kévetkezik, hogy
le|? = 0, igy ¢, — 0, ha |k| — oco. Mivel az x 2™ fijggvények periodikusak 1
szerint, a [0, 1] helyett barmilyen més, 1 hosszisdgt intervallumot is haszndlhatunk. Leg-
célszer(ibb lesz olyan f fiiggvényt tekinteni, amely 1 szerint periodikus, és [0, 1]-en négy-
zetesen integralhaté. A tovabbiakban ilyen feltételek mellett fogjuk vizsgalni f klasszikus
Fourier-sorat.

Ha az f fuggvény 2! szerint periodikus (I > 0), akkor az x - e teljes ortogonalis,
de nem feltétleniil normélt fiiggvényrendszert tekinthetjiik, a Fourier-sort

mikx/l

f(.’II)N Z ckeﬂikm/l
k=—oc0

alakban frhatjuk
I :
_ —mikx/l
Cr = 5 Z l f(z)e dz

egylitthatokkal és



részletosszegekkel. Szokas a fenti komplex alakrdl az Euler-féle 6sszefiiggéssel valds alakra
vagy mas néven trigonometrikus alakra attérni:

- k
f(x)~%+2(akcos erksm%x),
k=1
. k
sn(ac):%—i—Z(akcos + by, sin 7 )
k=1

ahol ag = 2¢y és a, = ¢, + c_y, by, = ic, —ic_y, ha k> 0. (Egyébként a valamely n-re

<4 Z(ak cos —|—b,c sin kﬂ%)

(agy@ys--vypyby,y...,b, € K) alakban eléallithat6 fiiggvényeket trigonometrikus poli-
nomoknak nevezziik.) A ¢;-khoz hasonléan az ay, b, egyiitthatok is kifejezheték kozvet-
leniil integralokkal:

!
ak:%/f(:r)coslm%dx (k=0,1,...),
-

l
bk:%/f(x)sinkaxdx (k=1,2,...).
—

A Parseval-egyenl@ség alakja most:

o0

1 1/ lag|?
=1 [ 1rwrar=2 3 e =4S o+ )
—1

k=—o0

A valds alak elénye, hogy vildgosan mutatja, ha f valés értékii fiiggvény, akkor az a,,
b, szamok, és igy az s,, részlettsszegek is valdsak, ha f paros fiiggvény, akkor a b, ha
pedig paratlan fliggvény, akkor az a; egylitthatok mind nulldk. Ha csak valds értéki
figgvényekkel kivanunk foglalkozni, akkor is legtobbszor ezt az alakot célszerii hasznalni.
A komplex alak elénye, hogy egyszeriibb, jobban mutatja a Fourier-transzforméciéval val6
kapcsolatot és az altalanositasi lehet&ségeket. Ezért dltalaban a komplex alakot fogjuk
hasznalni.
Néha a |0, [[-en értelmezett fliggvényt akarunk sin-sor vagy cos-sor alakjaban felirni.
Ezt megtehetjiik, ha elébb kiterjesztjiik |-, I[-re paratlan, illetve paros fiiggvénnyé, majd
2l szerint periodikus fiiggvénnyé.
Végiil megjegyezziik, hogy sok kényv csak az [ = 7 esetet targyalja.
8.2.11. Példak. (1) Azon 2w szerint periodikus fiiggvényre, amelyre f(z) = sgn(x),
ha |z| < m (négyszogjel),
4 S sin(2k + 1)z
f(@wwg %k+1

mivel

2 [T 2 skrl™ 4 [
o2 a2
o 0 paros.
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A Parseval-egyenl6ségbél

IRUEN
2 — (2k +1)2’
ahonnan
pr (2k +1)2 8
Mivel
==Yt
pt k2 pt (2k)? — (2k +1)2
s
T4 8’

kapjuk, hogy s = 72 /6.
(2) Azon 27 szerint periodikus f fiiggvényre, amelyre f(z) = |z|, ha |z| < 7 (hdrom-
szogjel),

f(2) ~ k _%i cos(2k + 1)357

2 — (2k 4+ 1)2
mivel
2 /"
ag = — zdr =7
T Jo
és k > 0 esetén
2 s
ay, = 7/ xcoskx dr
T
2 k
= — {xsm x / sin kx dx
T 0 krm b

2 [
= COS k;p 2 5 ha k paratlan,
0, ha k péros.

A Parseval-egyenl6ségbél

> 1 Tt =1 ot
—— = — &8 —_ =
; 2k+1)* 24 kz:; k4 45

8.2.12. Tétel. Ha az f, illetve f* fiiggvények 1 szerint periodikusak, a [0, 1]-en négy-
zetesen integralhatéak, Fourier-egyiitthatoik c,,, illetve cj, és ¢ € C, akkor

(1) az f = c fiiggvény Fourier-egyiitthatdi ¢, = ¢ és ¢, =0, ha k # 0;

(2) a cf fiiggvény Fourier-egyiitthatoi ccy,;

(3) az f+ f* fiiggvény Fourier-egytitthatoi c;, + cj;

(4) ha f* = f, akkor ¢}, = ¢_y;

(5) ha f*(z) = f(z + «), akkor ¢} = cke%iko"

(6) ha az f* derivdlja f és f*(0) =0, azaz f*(x f f, akkor 2mikc}, = ¢}, — cy.
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Bizonyitas. (1)—(5) egyszerli szdmolds. (6) parciélis integraldssal adédik az integ-
ralfiggvényekre vonatkoz6 valtozatot hasznalva. O

A tovabbiakban Fourier-sorok pontonkénti konvergencigjaval fogunk foglalkozni. A
bizonyitasok s,, — f zart alakban valé eléallitdsan mulnak.

x 8.2.13. Dirichlet-formula. Legyen f komplex értékii, 1 szerint periodikus, [0, 1]-en
négyzetesen integralhaté fiiggvény. Ekkor a

Dn(t) — i eQm’kt

k=—n
jeloléssel
1/2
sulfor) = s,@) = [ (fa+6)+ fla— 0)D,(0)
0
és 12
sn(x)—f(x):/ (flx+1t)+ f(x—t)—2f(x))D,(t)dt,
0

tovabba

sin(2n + 1)t
sin ¢

D,(t) = , ha sinmt #0.

c sz

hato, paros és 1 szerint periodikus.
Bizonyitas. A D, magfliggvény masik alakja a

n

D, (t)sinwt = sin 7t (1 + ) 2cos 27rkt>
k=1

= sinmt + Z(sin(Qk + 1)t — sin(2k — 1)7t) = sin(2n + 1)7t

k=1
Osszefiiggésbol kaphato.
n n 1 1
) = Y e = 3 [ permsetian— [ gp, v
k=—n k=—n "0 0
1—x 1
[ s+ wD,du= | fa+uD,wdu
—x 0
1/2 1
= flx+u)D,,(u) du + flx+u)D,,(u)du
0 1/2

1/2
— [ U0+ fa—n)D,w
0

Tagonkénti integralassal



igy

amibol

1/2
5u(2) — f(z) = / (F@+ ) + f(z — 1) — 2f(x))D,(t) dt. O
0

8.2.14. Lipschitz-kritérium. Legyen f komplex értéki, 1 szerint periodikus, [0, 1]-
en négyzetesen integralhaté fiiggvény. Ha van adott xz-hez olyan ¢ € R és § > 0, hogy
t € ]-9, 9] esetén

[Fa+ 1)+ fz —t) — 20(x)| < clt],

akkor s, (x) — f(x).
* Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy § < 1/2. A g(0) =0 és

fla+t)+ fla—t)—2f(z)

sin(t)

g(t) =

)

ha 0 < t < 1/2 6sszefliggéssel definilt fliggvény négyzetesen integralhaté minden [g,1/2],
e > 0 intervallumon. Ha 0 < t < §, akkor |g(t)| < ct/sin(rt). Felhasznalva, hogy
lim, ,,t/sin(nt) = 1/m, azt kapjuk, hogy a jobb oldal korldtos a [0, 4] intervallumon,
igy g is. Innen ¢ | 0 hataratmenettel adodik, hogy a g fiiggvény négyzetesen integralhato
[0,1/2]-en. Legyen g(t) =0, ha —1/2 <t < 0. Ekkor

1/2
s,(x) — flz) = / g(t)sin(2n + V)t dt
0

1/2 1/2
= / g(t) cos mt sin 2n7t dt + / g(t) sin 7t cos 2nt dt.
—1/2 —1/2

Mivel ¢t + g(t)cosnt és t > g(t)sinnt is négyzetesen integralhatéak [—1/2,1/2]-en, a
Bessel-egyenlGtlenség szerint a két utolséd integral nulldhoz tart, ha n — co. OO

8.2.15. Kovetkezmény. Ha léteznek és végesek az f(x+) és f(x—) jobb és bal oldali
hatarértékek és a

i [EFO =S G) S0 = )
tl0 t t10 t

hatarértékek, azaz a jobb és bal oldali félérinték, akkor

Specidlisan, ha létezik f'(x), akkor s, (x) — f(x).
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Bizonyitas. Ha kell, z-ben megvaltoztatva f-et, feltehetjiik, hogy

Ekkor t = 0 egy kornyezetében
|f(x +i)+ flx —1t)— 2f(x)| <c|t]. O

8.2.16. Példa. Azon 2w szerint periodikus f fiiggvényre, amelyre f(x) = sgn(z), ha
|z| < 7 (négyszogjel),

4 i sin(2k + 1)z

f@%VEhﬂ k+1

és a Fourier-sor mindeniitt konvergens. Az x = 7/2 helyettesitéssel

PR S U O
47 375 7 '

8.2.17. Kovetkezmény: Riemann-féle lokalizacios tétel. Ha az f és f* fiige-
vények 1 szerint periodikusak, [0,1]-en négyzetesen integralhatéak, és az x pont egy
kérnyezetében megegyeznek, s, illetve s), pedig Fourier-soraik részletdsszegei, akkor

*

sp(x) — s (z) — 0, amint n — oo.
Bizonyitas. Az x egy kornyezetében f— f* = 0. O

x 8.2.18. Klasszikus ortogondlis polinomok. Legyen I C R egy (nem feltétleniil
korlatos) intervallum és o: I — R egy pozitiv integralhaté fliggvény; a o fiiggvényt a
tovabbiakban stlyfiiggvénynek fogjuk nevezni. Jeldlje L2(p) azon fiiggvények halmazat,
amelyekre f\/o € L2(I). Az f,g: 1 — K fiiggvények (o-val képzett) belsd szorzatén az

b
(f.g) = / f(@)g@)el(z) dz

integralt értjiik; ez megfelel az f\/0 és g\/o fiiggvények L?(I)-beli bels§ szorzaténak. A
Gram—Schmidt-féle ortogonalizaciés eljarast kiilonb6z6 intervallumokon kiilonb6zé stly-
fiiggvények mellett a hatvanyfiiggvények 1, x,z2, ... sorozatira alkalmazva, ortonormalt
polinomrendszereket kaphatunk. Az aldbbiakban néhény ilyen polinomrendszert soro-
lunk fel. A felsorolt polinomrendszerek mind zdrtak a g-ra nézve négyzetesen integrdalhatd
fiiggvények 1.2(p) terében.

Megjegyezziik, hogy az ortogondlis polinomok legtébbszér nem normélt, csak orto-
gonalis rendszer alakjaban hasznalatosak.
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Név Paraméterek  Jelolés Intervallum o(x)

Jacobi a,B>—1 ple? ]—1,1] (1—2)*(1+z)8
Ultraszférikus a=8>-1 (@p, —1,1] (1—a?)°
Elséfaji Csebisev a=0=-1/2 T, 1-1,1] 1/V1— a2
Miésodfaji Csebisev a=p=1/2 U, ]—1,1] V1—a2
Legendre a=0=0 P, 1—1,1] 1
Altalanos Laguerre a>—1 (r, 10, +o00[ x%e™®
Laguerre a=0 L, 10, +00] e
Hermite H |—00, +00] e

n

— 8.2.19. Feladat [6]. Hatarozzuk meg [.2[—1, 1]-ben a paros fiiggvények halmazénak
ortogondlis komplementerét.

— 8.2.20. Feladat [5]. Hatéarozzuk meg 12[0,1]-ben a t i ¢’ fiiggvényt legjobban
approximal6 elséfokd polinomot.

— 8.2.21. Feladat [7]. Ortogonalizaljuk 1%[0,1]-ben az 1, z, 22 fiiggvényrendszert.
8.2.22. Feladat [8]. Ortonorméljuk L2[—1,1]-ben az 1,z,x? fiiggvényrendszert.

8.2.23. Feladat [9]. Hatdrozzuk meg az aldbbi tévolsdgokat:
1) x tavolsdga x2, 23 linedris burk4tél L2[0, 1]-ben;
2) 1 tévolsaga sinx, cosz linedris burkatol L.2[—m, 7]-ben;
3) a3 tavolsaga 1,z,x? linearis burkatdl 120, 1]-ben;
)

(
(
(
(4

23 tavolsdga =, x? linedris burkatdl 1.2]0, 1]-ben.

— 8.2.24. Feladat [10]. Hatédrozzuk meg az alabbi fliggvények (klasszikus) Fourier-
sorat:

(1) |sinz|;

(2) sin*x;

(3) sgn(cosz);

(4) (1—a?)/(1 —2acosz + a?), |a| < 1;

(5) (1—acosz)/(1—2acosz +a?), |al < 1;
(6) [2z] —2]x;

(7)  [4z] —3[2z] + 2[x];

(8) =zt j;)x |22 — 2| z] dz;

9) z Lm |4z | — 3[2z] + 2|z | dx;
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(10) In|sin(z/2)|.
Mely pontokban konvergens a Fourier-sor és mi az 6sszege?

8.2.25. Feladat [8]. Hatédrozzuk meg az alabbi fiiggvények (klasszikus) Fourier-sorét

]

(1)

(2) sgn(z)(m —[=]);
(3) x(m—|x]);
4) %

(5) (7 —sgn(x));
(6) sgn(z)cosz;

(7) (1 +sgn(z))sinz;

(8) cosaz;

(9) sinazx.

8.2.26. Feladat [8]. Az aldbbi fiiggvények (klasszikus) Fourier-sora |—m, w[-n mely
pontokban konvergens és mi az Osszege:

(1) xsin(1l/z);

(2) sin(x)/x.

— 8.2.27. Feladat [7]. Hatdrozzuk meg az egyendrami komponens és a harmadik
felharmonikus amplitudéjanak ardnyat egyutas egyeniranyitasnal.

— 8.2.28. Feladat [7]. Szimmetrikus flirészfog-fesziiltség integraldsdval szinuszos jela-
lakot kozelitiink. Hatarozzuk meg, hogy az alapharmonikus a teljes teljesitmény hanyad-
részét képviseli.
— 8.2.29. Feladat [9]. Hogyan valtozik egy gitdrhang felharmonikus tartalma, att6l
fliggben, hogy a hurt hol penditjiik meg?

8.2.30. Feladat [9]. Ortonormaéljuk a megadott figgvényrendszert a megadott suly-
fliggvényre a megadott intervallumon:
(1) 1,z,2% o(z) =e®, x €0,00];
(2) 1,z,2% o(x) =22, 2 €[0,1];
(3) 1,z,2% o(x) =sinmz, z € [0,1].

277



9
Vektoranalizis

Ez a fejezet két paragrafusbol all. Az els6 a goérbe menti integralast targyalja,
és egyuttal alapokat szolgaltat a komplex fliggvénytan targyaldsdhoz is. A mésodik a
vektoranalizis klasszikus eredményeinek, a Gauss—Green—Osztrogradszkij-tételnek, Gre-
en és Stokes tételének bizonyitasa utan differencialformak integralasaval foglalkozik, és a
Poincaré—Stokes-tételig jut el.

9.1 Gorbe menti integral
Mindenki tudja, mi eqy gorbe, amig elég matematikdt nem tanul, hogy zavarba hozza
a szamtalan kivétel.
Feliz Klein

Ez a paragrafus fliggvények primitiv fliggvénye meghatarozasanak probléméjaval
foglalkozik, pontosabban azzal, mikor 1étezik primitiv fiiggvény, és ha létezik, hogyan ha-
tarozhatjuk meg. Az dltaldnos eset lényegesen bonyolultabb, mint a valds valtozoés fiigg-
vények esete. Eszkozlink a gorbe menti integral lesz, ezt viszont Stieltjes-tipusi integral
segitségével definialjuk.

9.1.1. Definicié. Az f:[a,b] — K™ fiiggvény vdltozdsan a

k
\:/f:\/(f) :SUP{Z‘JC(%) _f(xi—l)’:a =TS TS ST = b}
i=1

bévitett valos szamot értjitkk. Ha V(f) < +oo, akkor f-et korldtos vdltozdsunak nevezziik.
Ha a < ¢ < d < b, akkor haszndlni fogjuk az v4(f) jelolést f |[e,q) VAltozasdnak jeldlésére.

Legyen V§ f = —\/g f
9.1.2. Tétel. Legyen f:[a,b] — K™ egy fiiggvény, o € K. Ekkor

(1) haa <c <b, akkor Vo f = V¢ f+ VO f, igy a ¢ & VS f vdltozdstiiggvénye f-nek
monoton névekedd;

ha f: (flv"wfn)} akkor\/(fj) < v(f) < Z?zl\/(fi)f haj: 1,...,7’L;
V(f+g) <V(f) +V(g);
V(af) = |la| V(f) (itt 0- 00 =0).

az f fiiggvény pontosan akkor folytonos balrdl, illetve jobbrél egy x € [a,b] pontban,
ha a valtozastiiggvénye balrdl, illetve jobbrdl folytonos x-ben.

*x Bizonyitas. (1) bizonyitdsihoz, ha
a=zyg<x; <...<x,=b
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és <c< Tjiq, akkor

k J
Z|f(xz) - f(xi71)| < Z|f<$z) - f(xi71)| + ‘f(c) - f(x])|
i=1

i=1

k
F1f) = SO+ 3 ) = S ) S VIV,

i=j12

amibdl \/Z F<ve f+ \/IC” f. Megforditva,

f

\%

J k
Z|f(‘rz) — flaiy)|+ Z |fz;) — flzi )],

i=j+1

Q<L

amib6l V2 f > V¢ f+ VP f.

(2)-t ugy kapjuk, hogy a megfelel§ egyenlétlenséget felirjuk egy felosztdsra, majd
el6bb a jobb, aztdn a bal oldalon vesziink szuprémumot. (3) ugyanigy adédik. (4) mindkét
oldala ugyanazon szamhalmaz szuprémuma.

(5) bizonyitdséhoz tegyiik fel, hogy f balrdl folytonos az a < a < b pontban, és
jelélje s a valtozasfiiggvényét. Legyen € > 0 és valasszunk egy olyan § > 0-t, amelyre
x—0 <t<wxesetén |f(x) — f(t)| < £/2, tovabba olyan

A=) <) <...<ZTp 1 <Tp =71
beosztést, amelyre s(z) —e/2 < 25:1“(33]‘) — f(z;4)| és 2y > = —b. Mivel a jobb
oldali Gsszeg utols6 tagja kisebb, mint /2,

k-1
s(z) —e < Z|f(xj) - f(xjfl)‘ < s(zgq)-
j=1

Ebbdl t > x;,_, esetén s(x) — s(t) < e, azaz s balrdl folytonos x-ben. A jobb oldali
folytonossag hasonléan lathaté be. A masik irdny nyilvanvalé, mivel x < y esetén

|f(x) = f()| <V f. O

EREa

9.1.3. Jordan felbontasi tétele. Legyen —oco < a < b < +00, f:[a,b] — R korldtos
valtozasu, és s a valtozastiiggvénye. Ekkor az

s+ @)

fw) = T,

fiiggvények monoton névekedbek és f = f, — f_

A tételben szerepld elbéllitasa f-nek két monoton novekedé fiiggvény kiilonbségeként
az f Jordan-felbontésa. Ilyen felbontas t6bb is van, a tételben szereplé felbontas minimélis
abban az értelemben, hogy V(f,) + V(f_) megegyezik V(f)-fel, és nem tébb. Nem nehéz
belatni, hogy egy minimélis felbontas konstanstél eltekintve mar egyértelmii.
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Bizonyitas. Mivel a < x < y < b esetén ‘f(ac) — f(y)| < VY f, igy egyrészt f(x) —
fy) < Vi f, tehdt

Foly) = fole) = 5(VF = @)+ £(9) 2 0
masrészt f(y) — f(x) < VY f, tehdt

fly) = f(@)=5(

9.1.4. Megjegyzés. Az el6z6 tétel mutatja, hogy a monoton fliiggvényekre vonatkozd
tételek nagy része teljesiil korlatos valtozasu fiiggvényekre is: bal és jobb oldali hatérér-
tékek létezése, megszamlalhatéd sok szakadési hely stb.

f+f@) = fly) = 0.

l\.')\»—l
EREaS

9.1.5. Palyak. A ~ gorbe hosszan a gorbe V() valtozdsat értjiikk. Ha V(y) < oo, akkor
~-t rektifikalhato gérbének vagy pdlyanak nevezziik. Ha egy zart gorbe palya, akkor zart
palyanak nevezzik. Nyilvanvalé, hogy ekvivalens gbérbéknek, illetve egy gorbének és a
megforditdsinak ugyanaz a hossza.

9.1.6. Tétel. Egy g:[a,b] — K" differencidlhaté gérbe pontosan akkor péalya, ha a
derivaltja abszoliit integralhaté és ekkor

b b ,
vg=/|m.
a a

x Bizonyitas. Ha ¢’ abszolut integralhaté és

a=2yg<z; <...<x, =b,
/I

/ | g |da:
ahonnan kovetkezik, hogy g palya.
Tegytik fel, hogy g palya. Legyen € > 0 tetszbleges. Van olyan a = yo <y; < -+ <

akkor

k k
Z|9(l"j) —g(z; 1) | = Z

J=1

yp = b, amelyre V(g) < Z?:1|g(yj) — g(y; 1)| + . Mivel g differencialhato, folytonos is
és igy egyenletesen folytonos. Van tehét olyan § > 0, amelyre |g(t) — g(s)| < £/(2k), ha
|s —t| < d. Mivel g differencialhaté, minden t € [a,b]-hez van olyan 6’(¢) > 0, hogy ha
t+y, ly—t| <d(t), akkor

9(y) — 9(t)

y—1t

ahonnan |g(y) — g(t) — ¢'(t)(y — t)| < ely —¢t[, ha |y — t| < &(t). A §(t) szdmokat
valaszthatjuk gy, hogy értékiik legfeljebb ¢ legyen. Innen barmely ¢’-finom a = z, <
to <z <...<t, <z, =0 pontozott felosztasra

l9(ay) = 9(t)] =1’ (1) = 1;)] < ea; = )
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és

ij=12,...,n Igy

n n

3~ (lotay) = g(tp] +lotts) = ge; )= Do’ 0l ; = ;1)

=1 =1

<e(b—a).

A zardjelben &ll6 Gsszeg osztépontjaihoz egyenként adjuk hozzé az y,, .. .y,_; pontokat.
Minden pont hozzdadédsakor az 6sszeg legfeljebb €/k-val né, viszont az eredmény legaldabb
V(g) — € lesz. Igy azt kapjuk, hogy

]wg) NN ]y — )| < (b —a) + 2.

Mivel € tetsz8leges volt, |¢’| integralhatd és V(g) = jc; b l¢’|- Megkaptuk az egyenldséget, de
azt, hogy ¢’ abszolut integralhato, csak a valds értékii esetben. Viszont ha g vektor értékii,
akkor a (valés) koordindta fiiggvényei is korldtos valtozasuak, igy az eddig bizonyitottak
szerint mindegyiknek a derivaltja abszolut integralhaté. O

9.1.7. Példak. A legegyszeriibb sima palya a linedris pdlya. Gyakran fogunk szakaszon-
ként linearis palyakat hasznalni. Legegyszeriibb zart palyak a harom linedris szakaszbdl
allé hdromszégpdlya és a komplex sikban a

y(t) = ¢ + re2mint tel0,1], ceC, r>0, 0#neZ

korpalyak. Ha n > 0, akkor ez a korpalya a ¢ kozéppont, r sugart kor keriiletét ,,pozitiv
koriiljarasi iranyban”, ha pedig n < 0, akkor ,negativ koriiljarasi irdnyban” |n|-szer futja
be.

x 9.1.8. Sima palyak természetes paraméterezése. Legyen f:[a,b] — R" egy
sima gorbe. Ha deriviltja sehol sem nulla, akkor az s = ¢(t) = j(; ! |f’| ivhossz szigortian

monoton névekedd és folytonosan differencidlhaté fiiggvénye t-nek. A g(s) = f(p*(s))
Osszefiiggéssel definialt fiiggvény egy, az f-fel ekvivalens gorbe. Erre

— | (o-(s 1 _
=V Oy =t

azaz a derivéltja egységvektor. Megforditva, ha egy paraméterezésben az s > g(s) € R™
folytonosan differencialhaté gorbe derivaltja minden pontban létezik és egységvektor,

akkor s
[ 1g1=5-s
So

azaz ez a paraméterezés csak konstansban kiilonbozik az ivhossztol. Ilyen paraméterezé-
seket a gorbe természetes paraméterezésének fogunk nevezni. Természetes paraméterezés
hasznalata sokszor egyszerisiti a szamolasokat.

dg
ds

_jdrar
" dt ds
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9.1.9. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy az f(0) = 0, f(z) = 2 2cos(z?), ha 0 <
r <1 fuggveny differencidlhaté, de nem korldtos valtozasu [0, 1] -en, igy a ¢g(0) = 0,
g(x) = 27 %sin(x2), ha 0 < x < 1 fiiggvény integralhatd, de nem abszoltt integrdlhatéd
[0, 1]-en.

9.1.10. Feladat [7]. Milyen a,3 € R esetén lesz a (0) = 0, y(x) = |2|*sin |z|%, ha
—1 < x <1 osszefiiggéssel definidlt fliggvény palya?

9.1.11. Integral. Legyen (z,y) > z -y egy mindkét véltozdjdban linedris leképezése
X x Y-nak Z-be, ahol X, Y és Z véges dimenzids vektorterek R felett. Egy ilyen leképezést
gyakran (pontatlanul) szorzdsnak fogunk nevezni, és -y helyett csak xy-t frunk. Tudjuk,
hogy van olyan minimdlis konstans, a - bilinedris leképezés || - | norméja, amelyre |z - y| <
[-I1x]|y| minden z € X, y € Y-ra. Legyen —oo < a < b < 400 és f:]a,b] = X, g:[a,b] = Y
figgvények. Ha a = t, <t; <t,... <t, ; <t, =begy felosztds és 7; € [t;_;,1;], azaz
adott egy P pontozott felosztasunk, akkor jelélje

s(f,9.P Zf —g(t; 1))

az f-nek g-re vonatkozo, a P pontozott felosztashoz tartozé Osszeg Riemann—Stieltjes
integralkozelité dsszegét. Ha létezik olyan S € Z, hogy minden € > 0-hoz van olyan
d:[a,b] — R*, amelyre barmely d-nél finomabb pontozott felosztasra |s(f,g, P)— S| <e,
akkor azt mondjuk, hogy S az f fliggvénynek a g-re vonatkozé integrdlja [a, b]-n. Ugyan-
lgy, mint a kozonséges integrilndl, adodik, hogy S egyértelmii. Jelblése:

/ab fdg  vagy /ab f(t)dg(?)

Legyen j:fdgzOés jl;afdg:—j:fdg.

9.1.12. Megjegyzés. Kiilonboz6 szorzasokkal kiilonbozé integralokat kaphatunk.
Példaul lehet a szorzas a valds, a komplex, vagy a matrixszorzas, lehet a valds vagy a
komplex belsé szorzas, lehet a vektorialis szorzéds. Fontos specidlis eset, amikor a szorzas
az x linedris operator alkalmazasa y-ra. Ha a szorzas jel6lésére valamilyen meghatarozott
jelolést hasznalunk, ugyanezt a jelolést hasznédljuk az integralban is. Példaul ha a vekto-
ridlis szorzast haszndljuk R3-ban, akkor azt irjuk, hogy fa ’ f x dg. Az egyik legfontosabb
specidlis eset az, amikor a szorzds a szokdsos skaldrral vald szorzés, Y = R, és g(t) = t,
ha t € [a,b], akkor a mér tanult integralt kapjuk.

* 9.1.13. Tétel: Cauchy-kritérium. Az el6z6 definicié jelbléseivel egy f fiiggvény
pontosan akkor integralhaté g-re nézve, ha minden € € R*-hoz van olyan §:[a,b] — Rt
fiiggvény, hogy barmely d-finom P’, P’ pontozott beosztdsokra

|$(fagvpl) *5<fagapll)| S 9

Bizonyitas. A Z = R eset pontosan ugyanugy bizonyithatd, mint a szokdsos integ-
ralra, az dltaldnos eset pedig kovetkezik az aldbbi tétel (6) pontjat felhasznélva.
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x 9.1.14. Segédtétel. Az elbz8 definicié jeloléseivel, ha adott € € Rt-re és adott
d:a,b] — R* fiiggvényre tetszbleges d-finom Py, P, pontozott beosztasaira [a, b]-nek

|5(f7g,P1) 75<fagvp2>| < &

akkor a < a’ < b < b esetén is tetszbleges o-finom P;, Py pontozott beosztdsaira [a’,b’]-
nek |s(f, P{) - s(f, P})| < e.

Bizonyitas. Ugyantgy adédik, mint az 5.2.9 segédtétel. O

9.1.15. Tétel. Az el6zb definicié jeldléseivel, legyenek

f7fj:[a7b]_>X éS g7gj:[a7b]_>y

fiiggvények. Ekkor

(1)
(2)
(3)

ha f = ¢ konstans, akkor j: fdg =c(g(b) —g(a));
ha g = c konstans, akkor fab fdg=0;

ha fabfdg létezik, akkor ¢ € R esetén fab(cf) dg = cj(;bfdg és Lbfd(cg) = cLbfdg
teljesiil; ¢ € C esetén, ha X és Z komplex vektorterek és a szorzas linearis, illetve
konjugalt linearis az elsé valtozéban, akkor

/b(cf)dg—c/bfdg, illetve /b(cf)dg—c/bfdg,

ha pedig Y és Z komplex vektorterek és a szorzas linedris, illetve konjugalt linearis
a masodik valtozéban, akkor

/bfd(cg):c/bfdg, illetve /bfd(cg):c/bfdg;

b . b , b b b b
haL fidg esfa fo dg Iéteznek, akkorfa (fi+fy)dg= fa fi dg—i—j(; fodg; hafa fdg,
. b . b b b
es fa fdgy léteznek, akkor f[; fd(gr+92) = f; fdg, + fa fdgs;

ha W is véges dimenziés vektortér R felett, és T:Z — W egy linedris leképezés,
j: fdg létezik és x x y = T (xy), akkor j:f* dg = LbT(fdg) = T(j:fdg);

ha Z egy adott béazisa esetén x xy = (r *, y,...,T *, y), akkor fab f * dg pontosan
akkor létezik, ha az fab f* dg,..., fab [ *,, dg integrdlok Iéteznek, és

/abf*dg:(/abf*l dg,...,/abf*n dg);
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(7) ha Z =R, tovabbd valamely bazisban
k m
f:(fla"'afk,)v g:(g17"'agm)a xy:zzcz,]xzyy
i=1 j=1
és ha az fab fidg;,i=1,...,k, j=1,...,m integrdlok mind léteznek, ahol a szorzds

. . ¢ b . 1 s 2 s
a val6s szamok szorzésa, akkor az [ fdg integral is, és értéke
a

El

m b
> ey | fidgy
b . b
(8) ha [’ fdg létezik, akkor ‘fa fdg’ <[ - 1v(g)sup,_, | F(B)];
(9) hah:la,b] = R egy monoton névekedd és folytonos fiiggvény, fh ’::;) fdg létezik, akkor

h(b)

b
/(foh)d(goh)z fdg

h(a)
(helyettesitéses integralds);
(10) ha fab fdg létezik és a < ¢ < b, akkor [ fdg és fc” fdg is léteznek és ésszegiik fab fdg;
(11) ha a < ¢ < b, valamint fac fdg és j;b fdg léteznek, akkor fab fdg is létezik;
(12) ha \/Z g<ooésf;— faz [a, b]-n egyenletesen, az j: [; dg integralok léteznek, akkor
" Fdg is létezik, és [* f;dg — [* fdg;
(13) ha Vb g < oo, f = Z;’io » a sor az [a,b]-n egyenletesen konvergal, az fab f;dg
integralok Iéteznek, akkor az j: fdg integrél is létezik, és Z;’io fab fidg = j:’ fdg;
(14) ha f és g korldtos védltozdasiak, nincs kozds szakaddsi pontjuk, fa b fdg létezik, és
y * x = xy, akkor fab fdg+ fabg x df = f(b)g(b) — f(a)g(a) (parcidlis integralds);

(15) ha [ fdg létezik, alkor

lim / g+ fla)o(e) - 9(a)))=lim( / fdg+ F06)(a(b) — g(c))

b
= [ fdg.

a
(16) ha minden a < ¢ < b-re fac fdg létezik, és a
b
tiw( [ fdg + F)(glo) - 9(@)
[
hatarérték létezik vagy ha minden a < ¢ < b-re fc b fdg létezik, és a

13%1(/0 fdg+ f(b)(g(b) — 9(0)))

hatarérték létezik, akkor fa b fdg is létezik és megegyezik a hatarértékkel.
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Bizonyitas. (1)—(13) a kozelit Osszegek segitségével hasonléan adédnak, mint a
szokasos integralra vonatkozé tételek, felhaszndlva a Cauchy-kritériumot és az el6z6 lem-
mat is.

(14) bizonyitdsdhoz adott € > 0-hoz vélasszuk tigy a d: [a,b] — RT fiiggvényt, hogy
egy d-finom beosztasra

|f(Ti) - f(ti71)| <e és |f(ti> - f(7i>| <e

vagy pedig
|9(Tz‘) —gt;q)| <e és |9(tz‘) - 9(7'@')’ <e

teljesiiljon. A két integralkozelitd osszeg sszegébdl levonva f(b)g(b) — f(a)g(a)-t, a ma-
radék normaja legfeljebb 2| - |e(V(f) + V(g)).

(15) ugyanazzal az eljardssal bizonyithatd, amelyet az integral, mint fels6 hatar
fiiggvénye folytonossdgdanak bizonyitdsdnal haszndltunk, (16) pedig a véges intervallumon
torténd improprius integralasra vonatkozé tétel bizonyitasanal hasznélt eljarassal.

9.1.16. Megjegyzés. Az integralok kiszamitasa valds értékli fiiggvények valds ér-
tékl fiiggvények szerint vett integraljainak kiszdmitdsara vezethetd vissza 9.1.15(6) és
9.1.15(7) segitségével; valds értékii korlatos valtozasu fiiggvény szerinti integralas Jordan
felbontasi tétele szerint tovabb redukalhato, felirhatd két monoton névekedd fiiggvény
szerint vett integral kiilonbségeként. Példaul 9.1.15(6) szerint, ha X =Y = R3, a szorzds
az igynevezett diadikus szorzés, zy = (z;y;)7 ;_,, akkor fab fdg = (fab fidg)? ;. Ha a
szorzds a belsd szorzas, akkor 9.1.15(7) szerint

/a (f, dg) = /fdgz,

ha pedig a vektoridlis szorzds, akkor 9.1.15(6) és 9.1.15(7) szerint fab f X dg koordindtai
b b b b . b b
rendre fa fodgs — f; f3dgy, fa f3dg, — fa fidgs és fa fidgy — fa f2dgy.

9.1.17. Nullahalmazok. Legyen g:R — R egy monoton névekedd fiiggvény. Egy
H C R halmaz g-nullahalmaz, ha minden € > 0-hoz van olyan R-beli zart, nem csak
egy pontbdl 4ll6 intervallumokbdl 4ll6 [a,, b;] rendszer, amely lefedi, az a;, b, pontok
folytonossdgi pontjai g-nek, és >° g(b;) — g(a;) < e. Ugyanezt kapjuk, ha nyilt inter-
vallumokbol, vagy tetszoleges intervallumokbdl allé rendszert tekintiink, ugyanis ha az
osszeg 1, akkor minden zart intervallumot novelhetiink €/7-nél kisebb ardnyban névelve a
fuggvényértékek kiilonbségét, mivel a végpontok g-nek folytonossagi pontjai. Nullahalmaz
barmely részhalmaza nyilvan nullahalmaz és megszamlalhaté sok nullahalmaz egyesitése
nullahalmaz.

9.1.18. Lebesgue-feltétel. Legyen —o0 < a < b < 400, f:[a,b] — R korldtos,
¢g:R — R monoton névekedd és g(t) = g(a), ha t < a, g(t) = g(b), hat > b. Ha f
g-majdnem mindeniitt folytonos, akkor integralhato.

* Bizonyitds. A bizonyitds ugyantgy megy, mint a g(z) = x esetben. [
9.1.19. Kovetkezmény. Tetszbleges g korlatos valtozasu fiiggvényre, ha f folytonos,
akkor g-integralhaté. O
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9.1.20. Tétel. Legyen —co < a < b < 400 és f1, fy:[a,b] — R fiiggvények, g:R — R
monoton névekeds és ¢g(t) = g(a), ha t < a, g(t) = g(b), hat > b. Ha az f; és f,
fiiggvények g-majdnem mindeniitt megegyeznek, és az f, fiiggvény g-integralhato, akkor

foisés [" fidg=[" f,dg.

A tétel azt mutatja, hogy az integralhat6sag és az integral szempontjabdl a nullahal-
magzok ,elhanyagolhatdak”. Igy olyan fiiggvények integraljardl is beszélhetiink, amelyek
csak majdnem mindeniitt vannak értelmezve.

*x Bizonyitas. A bizonyitds ugyanigy megy, mint a g(z) = x esetben. O

9.1.21. Tétel. Legyen —oco < a < b < +o0, f, g, h:[a,b] = R, az f korldtos, a g pedig
h-integréalhatd, és legyen G(t f gdh, ha a <t <b. Ha az f fliggvény G-integralhato,

akkor az fg fiiggvény h—mtegralhato, és fa fdG = fa fgdh.

A tételt leggyakrabban a h(t) = t, g(t) = G’ (t) esetben haszndljuk integralok kisza-
mitasara a Newton—Leibniz-formula segitségével.

*x Bizonyitds. Tegyik fel, hogy |f| < K. A 8.1.14 segédtétel szerint minden & > 0-
hoz létezik olyan, az [a,b] nem csak egy pontbdl 4116 zart részintervallumain értelmezett
szuperadditiv w fuggvény, és olyan d:[a,b] — RT, hogy w([a,b]) < e és egy o-finom
pontozott felosztds barmely ([c,d],t) pontozott részintervallumara

|G(d) = Gle) = g(1)((d) — h(e))| < w(le, d)).

Legyen a = 2y < z; < ... < z, = b egy felosztds z;_; < t; < x; pontokkal. Ha a
pontozott felosztds d-finom, akkor

‘Z f@)(G(z;) — Glz;q)) — Z f@t)g(t) (M) — h(%‘fl))‘ < Kw([a,b]) < Ke.
=1 i=1
Innen az fg fliiggvény h-integralhaté és integralja j{; b fdG. O

9.1.22. Kovetkezmény: az integralszamitas kozépérték-tétele. Ha a,b € R,
a <b, f,g:la,b] = R, az f monoton a g pedig abszolit integrdlhatd, akkor van olyan

¢ € [a,b], hogy
b ¢ b
J@)g(a)de = f(a) | gla)da+ f®) [ gle)da.
[ g [g [g

+x Bizonyitas. Feltehetjik, hogy f monoton n('jvekedo Az el6z6 tetelt fogjuk hasz-
nalni h(t) = t vilasztassal. Legyen G ( f gt(t)dt, G_( f g (t)dt és G(x) =

f g(t) dt. Ekkor

/ab f(z)g(z)dx = /b f(z)g*(z)dx — /b f(z)g~(z) da
/ f(z)dG . ( / fla)dG_( / F(2) dG(z
—[Gwmwm
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Az fab G(x)df(x) integral értéke inf, ., G(£)(f(b) — f(a)) és SUD, ¢, G(E)(f(b)— f(a))

kozott van, és mivel G folytonos, van olyan a < £ < b, hogy

b
/ G(x) df(z) = G(E)(f(b) - f(a)).

Innen azt kapjuk, hogy
b
/ f(@)g(x) dz = f(b)G(b) — f(B)G(E) + f(a)G(E) — fa)G(a)

¢ b
— fla) [ g(@)dz+f0) [ glx)da.
/a g /£ g

x 9.1.23. Monoton konvergenciatétel. Legyen a,b € R, a < b, g: [a,b] — R monoton
névekedd fiiggvény, és f; < f, < ... az [a,b]-n értelmezett valds értéki g-integralhatd
fiiggvények egy monoton névekeds sorozata, amely mindeniitt konvergdl egy f:[a,b] — R
fliggvényhez. Tegyiik fel, hogy az fa b fn dg integralok sorozata feliilrél korlatos. Ekkor f

is g-integralhato, és
b b
/ fdg = lim / fn dg.
n—oo
a a

Természetesen a tétel sorokra is atviheto.

Bizonyitas. Ugyantgy bizonyithat6 a pontozott téglafliggvényekre vonatkozé kon-
vergenciatételekbol, mint a kozonséges integralokra vonatkoz6 megfelel6 tétel. O

x 9.1.24. Dominéalt konvergenciatétel. Legyen a,b € R, a < b, g: [a,b] — R mono-
ton névekedd fiiggvény, és f,:[a,b] — R g-integralhaté fiiggvények egy sorozata, amely
mindeniitt konvergdl egy f:la,b] — R fiiggvényhez. Tegyiik fel, hogy léteznek olyan
h,H:la,b] — R g-integrdlhaté fiiggvények, hogy h < f, < H mindeniitt. Ekkor f is

g-integralhato és
b b
/fdg: lim/ fndg.
a n—oo o

Természetesen a tétel sorokra is atviheto.

Bizonyitas. Ugyantgy bizonyithaté a pontozott téglafiiggvényekre vonatkozé kon-
vergenciatételekbdl, mint a kozonséges integralokra vonatkozé megfeleld tétel. (I

x 9.1.25. Feladat [10]. Legyen —co < a < b < +oo. Mutassuk meg, hogy
(1) ha f,g:[a,b] = R monoton névekedd fiiggvények, ¢ € [a,b] és f konstans a [a,c[ és
|e, b] intervallumokon, akkor fa b fdg létezik, és szamitsuk ki az értékét;

(2) ha f,g:[a,b] = R monoton névekedd fiiggvények, akkor fa b fdg létezik;
(3) ha f,g:[a,b] = R korldtos vdltozdsi fiiggvények, akkor L b fdg létezik.

x 9.1.26. Tétel. Legyen —oco < a < b < 400, ¢g:[a,b] = R monoton névekedd, és
legyenek f,, f, nemnegativ g-integralhaté fiiggvények. Ekkor min{ f;, f5} és max{f, f5}
is g-integralhatoak.
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Bizonyitas. Ha f = min{f,, f5}, akkor max{f, fo} = f1 + fo — [, {gy elég csak
f-rél beldtni, hogy g-integrédlhaté. Ha I = [a,b] és 6:1 — R, legyen M (§) az Osszes
d-finom P felosztdshoz tartozd s(f,g, P) integralkozelits osszegek infimuma, és legyen
S =supy M(0). Nyilvan M(0) < fab(f1 + f5) dg minden ¢ fiiggvényre, igy S véges.

Legyen € > 0. Létezik olyan d,: I — R*, amelyre M(d,) > S — . Léteznek tovabba
olyan &y,d,: I — R fiiggvények és wy, w, szuperadditiv fiiggvények I nem csak egy pont-
bél 4ll6 részintervallumain, hogy w;(I) < € és ‘fz(t) (g9(d) —g(c)) — fcd fi dg‘ < w;([e,d]),
haa < ¢ <d < bt € led ésfe,d C Usq(t), ahol i € {1,2}. Vélasszunk olyan
P={(I;,t;):i=1,2,...,n} pontozott felosztdst, amelyre

S(f,g,P) SM(60)+5§S+€

Vélasszunk olyan ¢ < min{dy,d;,d,} pozitiv fiiggvényt, amelyre U, (t) N I része a P
felosztéas t pontot tartalmazé részintervallumai egyesitésének. Legyen

(J:,8:), j=1,2,....m

31%j
egy o-finom pontozott felosztéasa I-nek. Minden olyan J; intervallumot, amelynek s; bels6
pontja, vagjunk ketté az s; ponttal, és mindkét részintervallumhoz rendeljiik hozzd az
s; pontot. Az gy kapott P* = {(K},r;):k = 1,2,...,p} pontozott felosztashoz tartoz6
integralkozelité Osszege f-nek ugyanaz, mint a (Jj, s;), 5 =1,2,...,m pontozott felosz-
tashoz tartozé integralkézelitd dsszeg. A J valasztdsa miatt J; C Us,er, i minden j-re,
Igy minden Kj-ra K} csak egy I;-be metsz bele, és igy I; = Uy, - Ky, hai=1,2,...,n.
Tegytik fel, hogy f,(t;) < fo(t;). Az adott i-re a (K, 7)), K, C I, pontozott intervallu-
mok az I, egy P, pontozott felosztésat alkotjak, amely d-finom, igy §,-finom is I,-n. Mivel

fIi frdg < f1(t;)9(I;) + w, (1), azt kapjuk, hogy

S(1.9.P) < (g P) < 3 ([ fidgen(ry)
K

K.cl, 'K,
< / frdg +wy (L) < Fu(t)g(I;) + 2w, (I)
I;

= [(t;)g(L;) + 2w, ().
Az fo(t;) < fi(t;) esetben hasonl6é gondolatmenet alkalmazhatd, igy azt kapjuk, hogy
mindig
s(f,9,F;) < f(t)g(L) + 2w, (1;) + 2wy ().
Innen
S—e<s(f,9,P") <s(f,9, P+ 2w (I)+2wy(I) < S+ be,

ahonnan kovetkezik az allitas. [

9.1.27. Megjegyzés. Az alabbi két tétel mutatja, hogy ha ¢g: R — R monoton néve-
ked§ figgvény, —oo < a < b < 400, akkor az f:[a,b] — R fliggvénynek a g-hez tartozd
Ay Lebesgue-Stieltjes-mérték szerinti integralja megegyezik a g-integréljaval és ponto-
san akkor létezik, ha f és |f| is g-integrdlhaté. A bizonyitds dtvihetd a vektorvéltozds
fuggvények Lebesgue-integrdljara is. Természetesen a bizonyitadsok megértéséhez sziikség
van a Lebesgue-integril és a Lebesgue—Stieltjes-mértékek ismeretére: ldsd példaul a [34]
konyvet.
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* 9.1.28. Tétel. Legyen —co < a < b < 400, g: R — R monoton névekedd, ¢g(t) = g(a),
hat <aésg(t)=g(b), hat >b. Ha f egy A,-integralhato fiiggvény, akkor g-integralhato
is, és a két integrdl megegyezik.

Bizonyitas. Eloszor vegyiik észre, hogy az intervallumok karakterisztikus fiiggvé-
nyeire teljesiil az 4llitas: az [a, b] karakterisztikus fiiggvényének integralja g(b) — g(a); ha
a < c<d<bésc dfolytonossigi pontjai g-nek, akkor [a, [ és [a, c] karakterisztikus
fiiggvényének az integrélja megegyezik, és mindkett6é g(c) — g(a), tovabba [d, b] és |d, b]
karakterisztikus fiiggvényének az integralja megegyezik, és mindkett&é g(b) — g(d), vala-
mint Je,d], [e¢,d], |e,d] és [c, d] karakterisztikus fiiggvényének az integralja is megegyezik,
és mindegyiké g(d) — g(c). Innen hatdrdtmenettel kovetkezik az §llitds.

Miésodik 1épésként megmutatjuk, hogy ha f > 0 felilrdl folytonos [a, b]-n, akkor
teljesiil az allitas. Egy ilyen fiiggvény korlatos. Indukciéval, legyen P, olyan beosztasa
[a, b]-nek, amelybe tartozé intervallumok révidebbek, mint 2%, és tegyiik fel, hogy P,
minden osztépontja osztépontja P, -nek is, ha k = 1,2,.... Ha ¢, d a P, szomszédos
osztépontjai, a # ¢, akkor legyen az f, fiiggvény értéke a ¢ < z < d pontokban

sup{f(t):t € [e,d]},

ha pedig a = ¢, akkor az x = a = c helyen is legyen ez az érték. Nyilvan f, > fi.1,
k=1,2,..., és f, pontonként tart az f fiiggvényhez, amibdl kévetkezik az allitas.

Legyen most f > 0 tetszdleges A -integrdlhaté fiiggvény. Az approximdciés lemma
szerint fo =0és f, = f,_1 + xa, /n definiciéval, ahol x A, Az

A, ={x € [a,b: f(z) — f, 1 (x) = 1/n}
halmaz karakterisztikus fiiggvénye, f,, T f. Mivel A, A -mérhetd, léteznek
FTL,l C FTL,Q C...

zart halmazok, amelyek A -mértéke tart A (A, )-hez. Legyen f;, = ZZ:1 X, k- Az [
fuggvények feliilrdl félig folytonosak és monoton novekedve A -majdnem mindeniitt, azaz
g-majdnem mindeniitt tartanak f-hez. Innen a monoton konvergenciatételbol kévetkezik
az &llités.

Végiil legyen [ tetszdleges A -integrdlhatd fliggvény. Ekkor frés fis Ag-integral-
hatéak, és {gy f = fT — [~ is, és

b b b
/ fdg=/ f*dg—/ f*dgz/ frax,— [ fdx,= [ fd\,. O
a a a la,b] la,b] la,b]

x 9.1.29. Tétel. Legyen —co < a < b < 400, g: R = R monoton névekedd, ¢g(t) = g(a),
hat < aésg(t) =g(b), hat >b. Haaz f:[a,b] — R fiiggvényre f és|f| is g-integrdlhatdak,
akkor az f fiiggvény \,-integrdlhato, és j: fdg = j[‘a . fax,.

Bizonyités. Eldszor azt mutatjuk meg, hogy ha f egy F C [a,b] halmaz karakte-
risztikus fiiggvénye és az [ fiiggvény g-integralhato, akkor A -mérhetd is és
b
/ fdg=X,(F)= fdA,.
a la,b]
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Indukciéval, legyen P, olyan beosztdsa [a,b]-nek, amelybe tartozé intervallumok révi-
debbek, mint 27% tegyiik fel, hogy P, minden osztépontja osztépontja P, -nek is, ha
k=1,2,..., és g folytonos a P, minden osztépontjaban kivéve esetleg a-t és b-t. Legyen
€ > 0 és vélasszunk olyan d: [a,b] — R" fiiggvényt és az [a,b] nem csak egy pontbdl 4116
zart részintervallumain értelmezett szuperadditiv w fliggvényt, amelyre w([a,b]) < e és

[0)st) —ote))— [ sag|< i)

(&

minden d-finom pontozott ([c,d],t) intervallumra. Legyen A, a P, felosztdshoz tartozé
azon [c¢,d] intervallumok halmaza, amelyekhez van olyan t € [c,d] N F, hogy teljesiil
[c,d] C Ugy)(t). Legyen By ezek koziil azok halmaza, amelyek nem részei A;, j < k
egyetlen elemének sem, és legyen B = U2, B,. Nyilvan F' C UB, mivel minden ¢ € F're
d(t) > 0. Minden [c,d] € B-re

d
9td) — g(e) ~ [ fdo] < e,

Ha [¢;,d,] és [cq, d5] killonboznek, akkor legfeljebb az egyik végpontjuk lehet kozos, ahon-
nan B barmely véges C részrendszerére

d b
> [ rig< [ rag
[e,d]eC Ve a

igy
d b
> [ tdg< [ sdg
le,d]leB"“c a
Hasonléan
wllesd)) < w(la,b).
le,dleB
Mivel
d b
> s@-ge) = Y [ fdgruled) < [ rige,
[e,d]eB [e,d]leBYc a

azt kapjuk, hogy A, (F) < f fdg +e. Mivel € > 0 tetszbleges volt, A (F) < f fdg. Az
1 — f fiiggvényre alkalmazva ezt, A ([a,b] \ F) < fa 1 — fdg, ahonnan

b
Ag(la, D]\ F) 4 A, (F) < / ldg = g(b) — g(a) = \,([a,b]).

Ebbdl kovetkezik, hogy az F halmaz A\ -mérhetd és A (F) = fab fdg.
Maésodik 1épésként megmutatjuk, hogy ha az f > 0 fliggvény g-integralhatd, akkor
a {t € [a,b]: f(t) > y} szinthalmazok karakterisztikus fiiggvénye is g-integralhaté. Ez
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nyilvanvald, ha y < 0. Ha y > 0, legyen y,, nemnegativ valos szdmok egy szigortian
monoton noévekedd sorozata, amely y-hoz konvergdl. Ha 0 < z < y, akkor az

foy(t) = (max{mm{ £y}, Z} _ Z)

1
y—2z
fiiggvény g-integralhaté. Az [y, .y figgvényekre 0 < fynwy(t) < fymy(t) <1,hat € [a,b],
és a fliggvénysorozat pontonként konvergél a {¢ € [a,b]: f(t) > y} halmaz karakterisztikus
fliggvényéhez, igy az g-integralhato.

Harmadik 1épésként bebizonyitjuk, hogy ha egy f > 0 fliggvény g-integralhatd, ak-
kor A -integrdlhaté is. Az approximdciés lemma segitségével definidlt f, = 0 és f,, =
Facr +Xa,/n, han > 0 (ahol x, az A, = {t € [a,b]: f(t) — f, ,(t) > 1/n} hal
maz karakterisztikus fiiggvénye) fliggvénysorozat fliggvényei g-integralhatéak és egyben
Ag-integralhatoak is, a két integraljuk megegyezik, és monoton novekedve pontonként
tartanak az f fliggvényhez. Innen kévetkezik az allités.

Végiil tegyiik fel, hogy f és |f| is g-integralhatéak. Ekkor az f* = 1(|f| + f) és
= %(| [l — f) fiiggvények is g-integralhatéak, és mivel nemnegativak, a g-integrdljuk
és a A -integraljuk megegyezik. Innen f = ft — f -nak is megegyezik a g-integrdlja és a
Ag-integralja.

9.1.30. Definicié: gorbe menti integral. Legyen (y,z) — y-x egy mindkét viltozd-
jaban linearis leképezése Y x X-nek Z-be, ahol X, Yés Z véges dimenzids valds vektorterek
R felett, azaz egy szorzas; y - x helyett csak yz-et irunk. Legyen a,b € R, a < b, I = [a,b]

és v:[a,b] = X egy gorbe, f:7(]a,b]) = Ypedig egy fiiggvény. Ha létezik az j;b forydyin-
tegral, akkor az az f fiiggvény v girbe menti integrdlja. Jelolése: L f vagy j:y f(z)dz. Zért
gbrbe esetén az 3% f vagy fv f(z) dz jeldlés is szokasos. Kiilonb6z6 szorzasokkal kiilonbozé

gorbe menti integralokat kapunk. Ha a szorzas jeldlésére valamilyen meghatarozott jelo-
lést hasznalunk, ugyanezt a jelolést hasznaljuk az integralban is. Példaul ha a vektorialis
szorzést hasznaljuk R3-ban, akkor azt frjuk, hogy L f(z) x dx.

9.1.31. Tétel. Az el6z6 definicié jeléléseivel, legyenek f, f;,g:v(I) — Y fiiggvények.
Ekkor
(1) ha f = c konstans, akkor f7f = ¢(y(b) —~(a)); ha  konstans, akkor j;f =0;
(2) f’y f létezik, akkor ¢ € R esetén f’ycf = c[yf, tovdbbd ¢ € C esetén, ha Y és Z komp-
lex vektorterek és a szorzas az elsé valtozojaban komplex linearis, illetve konjugalt
linedris, akkor [ch = cj:yf, illetve chf = Efyf;
haﬁ/fésﬁ/gléteznek, akkorfw(f—i—g) jSéSf"y(f+g):f“/f+f“/g;

(3)

(4) ha v, a~-val ekvivalens girbe, akkor L fés L f egyszerre léteznek és L f= j; f;
1 1

(5)

(6)

y
ha v = 7, V 7y, akkor [/ f akkor és csak akkor létezik, ha L f és L{ f léteznek és
1 2

Lf=L f+0,

[ fés fx,f egyszerre léteznek és j%f = _ny;
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(7) ha W is véges dimenziés vektortér R felett, és T:Z — W egy linedris leképezés,
j;y f(x)dx létezik és y x x = T(yx), akkor

/f(x) * do = /T(f(x) dr) = T(/f(a:) dz);
v v v
(8) ha ny létezik, akkor |j:y A< 1vey) suptEW(I)]f(t)];
(9) ha f folytonos, akkor j; f létezik;
(10) ha V(v) < oo, az f’y [; integralok léteznek és f; — f egyenletesen a y(I)-n, akkor j:y f
is létezik és f“/fj — f“/f;
(11) ha V(v) < oo, az ij integrélok léteznek és f = Z;’io f; egyenletesen a ~(I)-n,

akkor fv f is létezik és
> [6=[s
J=0 "y v

(12) ha f korlatos v(I)-n, v pedig differencidlhaté, és fn/ f 1étezik, akkor

- / )y .

Vegyiik észre, hogy az utolsé allitas lényegében egy integraltranszformaciés formula.

Bizonyitas. Minden &llitas kovetkezik a Stieltjes-integral tulajdonsagaira vonatko-
76 tételek allitdsaibol. O

9.1.32. Megjegyzés. Hasonlbéan, mint az integralnal, gérbe menti integralok kiszdmi-
tasa valds értéki fliggvények valds értéki fliggvények szerint vett Stieltjes-integraljainak
kiszdmitdsara vezethetd vissza. Példdul ha Y = X = R3, a szorzés a belsd szorzés, akkor

3 b . coqs [ .
j:y(f(m), dev) =377, fa fiovdy;, ha pedig a vektoriélis szorzds, akkor f’y f(x) x dx koordi-

e b b b b . b b
nétdirendre [ fooydys—[" fsoydvy, [ faovdm— [ frovdysés [ frovdy,— [ faevdmy.
Az j; b fioydy; integrdlra a klasszikus jel6lés J:Y fi(x)dx J» ezt is hasznalni fogjuk. Ennek az
észrevételnek a felhasznalasaval a gorbe menti integralokat valés értéki fliggvények valos
értékil fliggvények szerint vett integraljai segitségével is definidlhatjuk. Még egyszeriibb
lehet8ség a 9.1.31(12) Osszefiiggést hasznalni definiciénak; ennek a hatranya hogy nem
minden palyara alkalmazhaté.

9.1.33. Zart gorbék homotdpiaja. Legyen X C K". Az I-n definidlt X-beli v, és v,
zart gorbéket homotdpoknak nevezziik X-ben, ha van olyan ¢: I x [0,1] — X folytonos
fiiggvény, amelyre ¢(t,0) = v, (t) és p(t,1) = v, (t) minden ¢ € I-re, tovabbd minden & €
[0,1]-re t > @(t, &) zart gorbe. A homotdpia szemléletes tartalma: a gorbék ,folytonosan
atdeformalhaték egymasba”. Zart gorbék X-beli homotopidja ekvivalencia-relaci6. Az X-
ben konstans gorbével homotép gorbét X-ben dsszehizhatonak neveziink.
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c sz

milyen X részhalmazban homotopok. Példaul ha X = K", akkor X-ben barmely két
YosV1: L — X zart gorbe kozott 1étezik egy

p(t,8) = En(t) + (1 = (t)
trividlis homotopia.
9.1.34. Egyszeresen 0Osszefiiggl tartomany. Egy tartomanyt egyszeresen dssze-
fliggd tartomdnynak neveziink, ha benne minden zart goérbe 6sszehtizhato.

— 9.1.35. Feladat [6]. Legyen X C K" tartomdny. Bizonyitsuk be, hogy ha csillag-
szert, azaz van benne olyan c pont, ugynevezett csillagpont, hogy minden z € D-re, a ¢
és z pontokat Gsszekoto szakasz D-ben van, akkor D egyszeresen Osszefiiggd. Specidlisan,
minden konvex tartomany egyszeresen Osszefliggo.

9.1.36. Tétel. Ha D C R™ nyilt halmaz, f:D — £(R™;R™) olyan fiiggvény D-n,
amelynek létezik egy F primitiv fliggvénye D-n. Ekkor minden ~:[a,b] — D pélyédra
[ f=F((b)) = Fly(a).

*x Bizonyitas. Legyen £ > 0. Minden z € D-hez van olyan n(z) > 0, hogy
|F(y) — F(x) = F'(x)(y — 2)| <ely — =],
ha |y — z| < n(x). Mivel v folytonos, ha 7 € [a,b], akkor létezik olyan §(7) > 0, hogy

[y(t) —~v(ta)| < n(y(7)), ha t € [a,b] és |t — 7| < &(7). Tekintsiink egy &-finom a = ¢t <
7o <t < ... <1, <t = b pontozott beosztast. Erre

k
[FO0) = Frta) = D A7) (1(8) = 1(80)
k k
< ‘Z F(’Y(tj)) - F(’V(tjfl» - ZF/(’Y<TJ'))('Y(’5]') - W(tjfl))’
=1 j=1

-

Il
—

< ‘ F(y(t;)) — F(v(1;)) + F(v(75)) — F(7(t;-1))

J

k
= > F () (k) = v(my) + () = ()|

IN
™
M=

(Intty) =¥l + v(my) = 2t-)) )

IN
™

<
2

Mivel a fenti 0sszeg tetszOleges kozel lehet az integralhoz, kapjuk az allitdst. O

9.1.37. Tétel. Legyen D C R™ tartomédny, f: D — £(R™;R™) folytonos fiiggvény.
Ekkor a kévetkezé feltételek ekvivalensek:

(1)  f-nek létezik primitiv fiiggvénye D-n;
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(2) bédrmely D-beli zart v palydra L{f =0;

(3) bdrmely D-beli v,d palydkra, amelyeknek kezdS- és végpontja megegyezik, teljestil,
hogy [ f = |, f

Az utolsé feltételt szokas tgy kifejezni, hogy a gorbe menti integral fiiggetlen az
uttol.

Bizonyitas. Ha f-nek létezik F primitiv fiiggvénye, akkor barmely zart palyara
[ £=F08) = Fla(@) =0
~

Ha (2) teljesiil, és a v, ¢ palyak kezdd- és végpontja megegyezik, akkor v V 5 zért pélya,

gy
0=/W5f=/7f—/6f-

Végiil, ha (3) teljesiil, legyen u € D rogzitett, és F(v) = ny’ ahol 7:[a,b] — D olyan
pélya, amelynek u a kezdépontja, v a végpontja. A fenti integral nem fiigg a palya meg-
valasztdsatél. A  palyat egy

) =v+ (t—b)(w—w), ha tebb+1]

palyaval meghosszabbitva,

ahonnan

F(w) — F(v) = f(0)(w—1v) + w(w,v),
ahol
w(10,v) = / (f(z) — f(v))d,

tehét |w(w,v)|/|w—v| = 0, ha w —v. O

9.1.38. Tétel. Legyen D C R™ nyilt halmaz, f: D — £(R™;R™) folytonos fiiggvény.
Ekkor a kévetkezé feltételek ekvivalensek:
(1)  f-nek lokdlisan létezik primitiv fiiggvénye;
(2) ha a~y, és~y, zart palydk homotdpok, akkor J:y f= j:y fi
0 1

(3) ha ~v egy hdromszogpdlya, amely az &ltala hatdrolt hdromszoglappal egytitt D-ben
van, akkor f'yf =0.
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* Bizonyitas. Eldszor megmutatjuk, hogy (1)-bdl kovetkezik (2). Legyenek v, és
v, az I = [a, b]-n definidlva, és legyen ¢: I x [0,1] — D egy homotépidja y,-nak v;-be. Azt
nem tessziik fel, hogy minden £ € [0, 1]-re a t = ¢(t, &) zéart gorbe palya. Mivel ¢ folytonos,
C = ¢(I x [0,1]) kompakt részhalmaza D-nek. Legyen £ > 0. Valasszunk C-nek olyan
D-beli nyilt gobmbokbdl allé véges lefedését, amelyeken f-nek van primitiv fliggvénye, és
jelolje o ennek a lefedésnek a Lebesgue-szamat. Mivel ¢ egyenletesen folytonos, 1étezik
n >0, hogy [t —t'| <n, |¢—&| < nesetén |p(t, &) — p(t',&')| < 0. Most legyen

a:t0<t1<t2<.<tk:b
egy n-nal finomabb felosztdsa I-nek, és

0:£0<§1<<§€:1
egy n-nél finomabb felosztdsa [0, 1]-nek. Legyen

6j(t) = (p(tiflvgj) + %( (twg ) ( i— l’gj))

hat, | <t<t,1<i<k 0<j</{ Minden d;, 0 <j </ egy zirt pdlya D-ben. Jelolje
d;; ad;, 7, pedig a v; megszoritasat [z, ,,z;]-re. Mivel 7 ; V 50,1‘ zart palya D egy olyan
nyilt részhalmazaban, ahol f-nek van primitiv fliggvénye, az el6z6 tétel szerint

[=]r

Yo.i
Osszegezve i-re kapjuk, hogy f7 f= fé f. Hasonléan kapjuk, hogy f7 f = fé f. Elég
0 0 1 4

tehat azt megmutatnunk, hogy

(4) /&f:/&f, ha 1<j</.

Rogzitsiik j-t. Legyen «; ; egy linedris pélya, d; ;(t;) kezdéponttal és §;(t;) végponttal,
B;,i pedig egy linedris pélya d; ;(t;_) kezdoponttal és 6;(t;) végponttal. Teljes indukci6val
megmutatjuk, hogy

o S )] o e

ha 0 <i < /. Ha i = 0, az allitas trivialis. Tegyiik fel, hogy i-re igaz. Nyilvan

/Bf—/ f/f—o

FRESY ] i+l
és
[ o] -] 1=
6j—1,i+1 Qg i1 5]‘,i+1
mivel a megfelel6 haromszogpalydk egy olyan gémbben vannak, amelyen f-nek van pri-
mitiv figgvénye. Ezt a két Osszefliggést hozzdadva (5)-hoz, éppen az indukcids 1épést
kapjuk. Ha i = ¢, alkalmazva (5)-6t kapjuk (4)-et
(2)-bél nyilvan kovetkezik (3), mert v homot6p egy konstans palydval D-ben. Végiil,
ha (3) teljesiil, és a ¢ kozépponti G nyilt gbmb D-ben van v ennek egy pontja, legyen
v egy linedris palya ¢ kezd6ponttal és v végponttal, és F'(v f f- Ugyantgy, mint az

el6z6 tétel bizonyitasaban, kapjuk, hogy F'a f primitiv fuggvenye a G gdbmbon. O
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9.1.39. Tétel. Legyen D C R™ nyilt halmaz, f:D — £L(R™;R™) differencidlhaté
fiiggvény. Az f-nek pontosan akkor van lokalisan primitiv fiiggvénye, ha minden x € D,
h,k € R*-re f'(x)hk = f’(x)kh, azaz ha f’(x) szimmetrikus bilinedris fiiggvény minden
z € D-re.

*x Bizonyitds. Ha F az f primitiv fliggvénye x egy kornyezetében, akkor az F"’(x)
méasodik derivalt szimmetrikus, igy a feltétel sziikséges. Az elégségesség bizonyitdsdhoz
elég belatnunk, hogy ha + egy haromszogpalya, amely az altala hatarolt B haromszog-
lappal egyiitt D-ben van, akkor L f=0.A v, = jeloléssel, a szomszédos toréspontok

szamtani kozepeit linedris palyakkal osszekétve, olyan v, 73, 76 és 73 haromszogpalydkat

kaphatunk, amelyekre
4
/ f= Z / -
Yo J=1 73

Jeloljiink ezek koziil egyet ~;-gyel, gy valasztva meg, hogy | fv f’ > M /4 legyen, ahol
M = | f’y f]- Nyilvdn V(v;) = V(y)/2. Teljes indukciéval folytatva ezt az eljérdst, hé-
romszogpalydknak olyan v = vy, vy, 7s, - . - sorozatat kapjuk, amelyekre | f f| > M/4™,

V(7,,) = V(v)/2"™, és minden pélya értékkészlete tartalmazza a kovetkezd kezdopontjat A
két utolso feltetelbol a kezd6pontok B-beli Cauchy-sorozatot alkotnak, legyen ennek ha-
tarértéke x. Mivel z € B, és f differencidlhaté z-ben, e > 0-hoz elég nagy n-re z € rng(v,,)
esetén f(2) = f(z) + f'(z)(z — 2) + w(z,2) és |w(z,z)| < €|z — z|. Mivel h + % f'(z)hh
derivaltja a h pontban k - 1 f'(2)hk + 3 f'(2)kh = f'(2)hk, a h — f'(2)h fiiggvénynek
van primitiv fliggvénye. Ezt felhasznalva,

M<4n / £(2)dz

:4"/ flz dz+/ f(z )(z—x)der/w(z,:c)dz

:4"/ w(z,x)dz

Tn

Igy csak M = 0 lehetséges. O

<ed"V(y,

9.1.40. Kovetkezmény. A primitiv fliggvény létezésének differencialhaté f-re az

f/(x)-ek szimmetridja sziikséges feltétele, és ha D egyszeresen Osszefliggs tartomény, ak-
kor ez a feltétel elégséges is. O]
° 9.1.41. Megjegyzés. Az el6z6 tétel bizonyitdsival egyiitt érvényben marad akkor
is, ha m = n = 2, és komplex differencidlasrol van szé. Mivel ekkor f'(z)hk = f'(x)kh
mindig teljesiil, hiszen a komplex szdmok szorzasa kommutativ, differencialhaté komplex
figgvénynek lokélisan mindig van primitiv fliiggvénye.

9.2 Feliileti integral

A Stokes-tétel kiilonds sajdtsiga, hogy az egyediili vele kapcsolatos nehézség a ki-
mondasihoz szikséges fogalmak definicicinak bonyolultsiga. E definicick differen-
cialformdkra, ezek derivdltjaira, integrdcios tartomdnyok hatdraira és irdnyitdsdra
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vonatkoznak. Ha ezek a fogalmak mar tisztdzottak, akkor a tétel kimonddsa nagyon
rovid €s tomor, és bizonyitdsa kevés nehézséget okoz.

Walter Rudin (1978)

Ez a klasszikus témakor a klasszikus fizika taldn legszebb részének, a Maxwell-
elméletnek az alapjat képezi, de alkalmazédsai atszovik a fizika kiillonbo6z6 agait, és fontos
szerepet jatszanak a matematika kiillonb6z6 dgaiban (példaul parcidlis differencidlegyen-
letek, numerikus analizis, topoldégia stb.) is. Elkeriiltem az egyszeri(ibb, de lényegében
formalis targyalasmodot, amely geometriai szempontbdl keveset mond, és lényegében a
Potter—Morrey [51] konyv targyalasmédjat kovetem, de nem Riemann-integralt haszné-
lok, mert igy az eredmények altalanosabbak, az integraciés tartomanyok hatarara vonat-
kozo feltételek pedig kénnyen ellendrizhetd és szemléletes lokélis feltételek. Més valtoza-
tokat példaul a PAal-Schipp—Simon [46] jegyzetbdl vagy Rudin [53] konyvébdl ismerhet
meg az olvasd. A divergenciatétel utdn részletesen targyaljuk a két- és haromdimenzios
esetet, és csak ezutdn fogalmazzuk meg a Stokes-tétel altalanosabb alakjat.

9.2.1. Lokalisan Lipschitz hatara halmazok. Tételeinket olyan R™-beli halma-
zokra tudjuk majd bizonyitani, amelyeknek a hatara ,elfogadhatéan j6”. Egy G C R™
halmazra azt mondjuk, hogy hatara lokdlisan Lipschitz, ha a OG hatéar minden z pont-
jdhoz van egy azt tartalmazo n — 1 dimenziés F feliilet, hogy egy megfelel6en vélasztott
(ortonormalt béazishoz tartozd) &, ..., &, lokilis koordinata-rendszerben az F feliilet elé-
allithaté egy Lipschitz-fiiggvénnyel is; az F parhuzamos eltoltjainak G-ben, illetve G-n
kiviil vannak. Pontosabban fogalmazva, az © € 0G ponthoz, hogy ha b,,...,b, a meg-
felel6 ortonormalt bazis R™-ben, és ebben a bazisban x koordinatai z, z,, ..., z,,, akkor
az ¥’ = (vy,2q,...,7, 1) pontnak R" 1-ben létezik olyan U, (z’) kérnyezete, egy azon
értelmezett valds értéki ¢ Lipschitz-fiiggvény, és egy € > 0 szam, hogy az

§1by F &by -+ 6, b+ (Y 9(6, &, 601))by,

vektor v = 0 esetén G hataran, 0 < v < € esetén G kiilsejében, —e < v < 0 esetén pedig
G belsejében van minden (&,,...,&, 1) € U,.(x')-re.

9.2.2. Kiils6 normalis. Legyen A egy mérhetd részhalmaza R™-nek. Az A Lebesgue-

stirtisége az = pontban
AN, ()|

lim ,
10 |[Br(x)|

ha 1étezik. Ha = € R™ és u egy egységvektor R™-ben, azt mondjuk, hogy u a kilsé nor-
mdlisa A-nak x-ben, ha az

{yeR"y¢ A (y—=z,u) <0} é {yeR™:yeA (y—=x,u) >0}

halmazok Lebesgue-siiriisége x-ben nulla. A kiils§ normalis szemléletes jelentése, hogy
»az A hatdran az x pontban a halmazbdl kifelé mutat és mer6leges a hatarra” Ha az A
halmaznak az x pontban létezik kiilsé normaélisa, akkor az egyértelmii: Valéban, ha u és
v két kiillonbo6z6 kiilsé normaélis lenne, akkor w — v benne lenne a

C={yeR"(y,u) >0 és (y,v) <0}
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nyilt kipban. Igy az 2 + C halmaz nem iires, Lebesgue-siiriisége x-ben pozitiv, de
r+CC{yeRtyecA(y—zu) >0tU{ye Ry ¢ A, (y—z,v) <0},

ami ellentmondds. Ha 1étezik kiils6 normaélisa A-nak az x pontban, akkor azt n(x, A)-val
jeloljiik. Vildgos, hogy A-nak sem a belsd, sem a kiils§ pontjaiban nem létezhet kiilsé
normadlis, csak az A hatdrpontjaiban. Gyakran n(z, A) helyett csak n(x)-et, esetleg csak
n-et irunk.

A kovetkezd lemma segit a kiilsé6 normalis kiszdmitdsaban, ha a hatar Monge-féle
(vagyis explicit) el6allitdsa adott.

9.2.3. Lemma. Legyen valamely by, b,,...,b, ortonormalt bazisban a G C R" korla-
tos nyilt halmaz hataranak egy darabja a ¢ Lipschitz-leképezés grafikonjaként megadva,
pontosabban, tegyiik fel, hogy ¢ az R"! egy nyilt D részhalmazat képezi R-be 1igy, hogy
valamely € > O-ra

w*y(xl’ s 71‘1171) = 'rlbl +oot xnflbnfl + (@('1317 v 7xn71) + 7>bn

v = 0 esetén D-t 0G-ba, —e < v < 0 esetén G belsejébe, 0 < v < € esetén pedig
G kiilsejébe képezi. Ekkor minden olyan ' € D pontra, amelyben o differencidlhato,
x = 1y(z") € 0G-ben létezik a G kiils6 normélisa és v(z") = bn—zzzll @, (x")b; jeloléssel
n(z) =v(z’")/|v(z")].

Bizonyitas. A bizonyitds lényege, hogy a hatar z-beli 9,¢y(z") = b; + 9,¢(z")b,,
linedrisan fiiggetlen érintévektorai merdlegesek v(z”)-re. Részletesebben lasd a [34] kony-

vet, 12.4 lemma. [

9.2.4. Megjegyzés. Ha a hatér egy darabja mint elemi feliiletdarab, Gauss-féle (vagyis
paraméteres) g: D — R” alakban adott, D C R" ', v € D, és 2 = g(u), akkor olyan

by, by, ..., b, ortonormalt bazist valasszunk R™-ben, amelynek elsé n—1 vektora ugyanazt
az alteret fesziti ki, mint a ajg(u)7 7 = 1,2,...,n — 1 vektorok. Ha az z-nek erre a
bézisra vonatkoz6 koordindtai z,,z,,...,x,, akkor u = (uq,uq,...,u,_ ;) kifejezhetd
' = (xq,%q,...,2, 1)-¢el, és a felilletnek egy ekvivalens

Vo(@yy ooy Ty q) 2 Tby + -+ T by (T, T, )b,

explicit el6éllitasa adhat6. Mivel ¢ (x”) értékkészlete megegyezik g’'(u) értékkészletével,
V(z') = 0, tehat n(x), ha létezik, +b,,. Példdul ha n = 3, akkor a kiils§ normaélis, ha

létezik,
0 0 0 0
n((E) _ lg(u) X 29(“) vagy n(ac) — 29(“’) X 1g(u) )
019(u) x Dy9(u)] 029(u) x 0,9(u)|
Ha a kiilsé normalist igy szamitjuk, akkor 1étezését és a helyes elGjelet méas, példaul
geometriai meggondolasok alapjan kell eldonteni.

9.2.5. Divergencia. Ha fegy vektormezo R™ egy részhalmazan, amely differencialhaté
az x pontban, akkor f divergencidjit az x pontban a

(div f)(z) = (Tr f)(z)
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Osszefiiggéssel értelmezziik.

Emlékeztetiink rd, hogy egy A:R™ — R™ linedris transzforméciéra Tr(A) a
A det(A — Al) karakterisztikus polinom gyokeinek multiplicitdssal vett osszege. Akér-
milyen béazisban felirva A métrixat, a gyokok és egylitthatok kozotti Osszefiiggésbol
addédik, hogy Tr(A) az A métrixdnak f64tlojaban allé6 szamok Osszege, és nem fligg a
bézis valasztasatol.

Ebbél kévetkezik, hogy ha f és g is vektormez6 és mindketto differencidlhaté z-ben,
akkor div(f + g)(x) = div f(x) + divg(z).

A divergencia fizikai jelentésének megértéséhez tekintsiink egy

T = [ay,by] X [ag, by] x -+ x [a,, b,]

n»-n

téglat. Ha f = (fy, fa, ..., f,,) folytonosan differencidlhaté vektormezé valamely, a téglat
tartalmazo nyilt halmazon, akkor z = (zq,2"), ' = (24,23, ..., 2,) jeloléssel

by
01 f1(2y,2") dxy = fi(by,2") — fi(ag, 2).
ay
Jelolje n(z) a T tégla valamely oldallapjénak egy pontjdban a kiilsé normélist, és n,(z)
ennek i-edik koordinatajat. Ennek segitségével a jobb oldal

nq(by, ") f1(by, 2") +nqlay, 2") fi(aq, ")

alakba irhat6. Mindkét oldalt integrdlva z’ szerint, azt kapjuk, hogy
[ou@dn = [ my(o)fi (o) da
T oT

az integrdldst az {x:x; = ay} és {x:2; = by} oldalakrdl azért terjeszthetjiik ki a tég-
la hatéréra, mert a tobbi lapon n,(z) nulla. Hasonléan jérva el a tobbi 0, f;-vel is, és
Osszegezve i-re, azt kapjuk, hogy

/(div () do = / (f(@),n(z)) da.
T T
Formuldnk a divergenciatétel specidlis esete. Az altalanos valtozatot ldsd késbb.

Az f vektormezére (f,n) az f normadlis irdnyd komponense. Ennek feliileti integrélja
a vektormez6 altal jellemzett aramlasban a feliileten idGegység alatt ataramlé mennyiség,
a vektormezének az adott feliiletre vonatkozé fluzusa. A fenti integralban a jobb oldal
fizikai jelentése tehdt a T tégldbdl idGegység alatt kidramlé mennyiség (a bedramldst
negativ kidramldsnak tekintve). Osszehtizva Tt egy pontra, azt kapjuk, hogy div f fizikai
jelentése az f vektormezé azon pontbeli forrasintenzitasa.

9.2.6. Gauss—Green—Osztrogradszkij-tétel. Legyen G C R" korldtos nyilt hal-
maz, amelynek hatara lokalisan Lipschitz, f: G — R™ Lipschitz-skalarmezd, e pedig egy
régzitett vektor. Ekkor

éU@M=Lj@@MWMa

ahol f, az f-nek az e irdny menti derivaltja.
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Bizonyitas. Lasd a [34] konyvet, 12.7 tétel. O

9.2.7. Divergenciatétel. Legyen G C R" korldtos nyilt halmaz, amelynek hatdra
lokalisan Lipschitz, és f: G — R™ Lipschitz-vektormezs. Ekkor

/ div f = / ) dx.

Bizonyitas. Altalanosabban, ha fennsll a Gauss-Green-Osztrogradszkij-tétel &l-
litdsa egy korldtos nyilt halmazra, amely hatdrdnak van (véges) felszine, valamint egy
€1;€q,-..,e, bazis vektoraira, akkor abbdl mar kovetkezik a divergenciatétel, és a diver-
genciatételbdl kovetkezik a Gauss—Green—Osztrogradszkij-tétel.

Valéban, tegyiik fel, hogy a divergenciatétel teljestil, és legyen f(z) = g(x)e, ahol g
egy skaldrmezo, e pedig a rogzitett vektor. Az e = 0 eset trivilis. Egy olyan bézisban irva
fel f/ méatrixat, amelynek egyik bazisvektora e, kapjuk a Gauss—Green—Osztrogradszkij-
tételt g-re.

Megforditva, tegyiik fel, hogy a Gauss—Green—Osztrogradszkij-tétel teljesiil minden
skaldrmezére, és egy bézis e, ey, ..., e, vektoraira. Irjuk fel f(z)-et skalar értékii fiigg-
vényekkel Zi f;(x)e; alakban. Ha aej i jeloli az f; fiiggvény e; irdny menti derivaltjat,
akkor a Gauss—Green—Osztrogradszkij-tételbol azt kapjuk, hogy

/af dx—/f n(z)) dz

teljesiil, ahol a 9, f; () szdmok f’(z) métrixdnak elemei az eq, ..., e, bazisban. A j =1
valasztassal, Osszegezve i-re a bal oldalon Z:L: . 0., f;(x) integrélja 4ll, ami nem mds, mint
(div f)(z) integrélja, mig a jobb oldalon 4ll6 integrandus (f(z),n(z)). O

9.2.8. Gradienstétel. Legyen G C R" korldtos nyilt halmaz, amelynek hatdra loka-
lisan Lipschitz, és f:G — R™ Lipschitz-skalarmezé. Ekkor

/G grad f = /ac f(@n(z) d

Bizonyitas. Legyen eq,e,,..., e, az R™ szokasos bazisa. Mindkét oldalnak ebben
a béazisban vett megfelel§ koordinatai megegyeznek a Gauss—Green—Osztrogradszkij-tétel
szerint. (O

9.2.9. Rotacié. Legyen v az R? valamely részhalmazan értelmezett vektormezd. Ha
v differencidlhaté értelmezési tartomanya valamely x pontjaban, akkor értelmezzik v
rotdciojat az x pontban. Legyenek v,, vy, v5 a v koordindtafiiggvényei a standard ey, ey, e5
bazisban. Legyen

rot v = (0yv3 — 030;) € + (0301 — Oyv3) €3 + (D103 — Ogvy) €3.

A rotaci6 definicigja konnyebben megjegyezhet6 a rotv = V x v formalis felirds segitsé-
gével, ahol a V szimbdlum a (94, 04, 05) ,,differencidloperatort” jelenti. Ez a szimbolikus
jelolés egyébként R™-re is kiterjesztheté: V = (04,05, ..., 0,,). Ezzel a szimbolikus jelolés-
sel dive = (V,v), és ha f egy skaldrmezd, akkor a gradiense Vf = (0,f,05f,...,0,f),
valamint a /A Laplace-operdtor szimbolikusan (V, V), réviden V? alakba irhaté. [Defi-
nici6 szerint, (A f)(z) = Z;;l 07 f(x), ha f kétszer differencidlhat6 2-ben. Vektor értékii
figgvényre a Laplace-operdtort koordindtanként alkalmazzuk.| Ezek a szimbolikus Gssze-
fiiggések megkdnnyitik a definicidk és tételek megjegyzését.
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9.2.10. Rotaciététel. Legyen G C R? korldtos nyilt halmaz, amelynek hatdra loka-
lisan Lipschitz, és f: G — R3 Lipschitz-vektormez8. Ekkor

/Grotf: /aG n(z) x f(z)dz.

Bizonyitas. Legyen e, e,,e3 az R® szokdsos bazisa. Mindkét oldalnak ebben a bé-
zisban vett megfeleld koordinatai megegyeznek a Gauss—Green—Osztrogradszkij-tétel sze-
rint. OJ

9.2.11. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy az R* egy nyilt részhalmazan értelmezett
elég sima a és b skalar, illetve ¢ és d vektormezokre teljesiilnek az alabbi 6sszefiiggések.
Irjuk fel mindegyiket a V operéator segitségével is.

(1) V(ab) =aVb+bVa;

(2) div(ac) = (Va,c) + adive;

(3) rot(ac) = Va x ¢+ arotc;

(4) div(e x d) = {d,rot c) — (c,rot d);
(5) rotVa =0;

(6) divrote = 0;

(7) divVa = Ag;

(8) rotrotc = Vdive— Ag

(9) graddive = Ac + rotrote.

9.2.12. Feladat [8]. Az el6z6 feladat jelléseivel, szamoljuk ki az aldbbi kifejezéseket:
(1) Ve, d);
(2) rot(ec xd).

9.2.13. Feladat [8]. A divergencia-tétel alkalmazdsdval alakitsuk &t a kovetkezd

integralokat. Itt a V' C R® korlatos nyilt halmaz hatéra az S lokalisan Lipschitz feliilet,
és a kiils6 normélis irdnykoszinuszai (koordindtéi) cos «, cos 8, cos~.

(1)

//xcosa+ycosﬁ+zcosvd5;
s

Va2 +y? + 22
//5 (g—z cosa + %Zcos,é’—i— Z—Zcosv) ds;

oR 0Q oP OR 0Q OP
//S<8yaz) cosa + ($75) cosﬂJr(a—a) cosydS.

— 9.2.14. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy ha a V C R? korldtos nyilt halmaz hatara
az S lokalisan Lipschitz feliilet, akkor a |V térfogatra

1
V| = 3 //(mcosa +ycos B+ zcosvy) dS,
S
ahol cos «, cos 3, cos~y a kiilsé normaélis irdnykoszinuszai (koordindtai).
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— 9.2.15. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy ha a V C R? korldtos nyilt halmaz hatara
az S lokdalisan Lipschitz feliilet, akkor tetszéleges rogzitett | irdnyra

//cos(n,l) ds = 0.
S

— 9.2.16. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy ha a V C R? korldtos nyilt halmaz hatara
az S lokélisan Lipschitz feliilet, r a rogzitett (x,y,z) pontbdl a (£,7,¢) pontba mutatd
vektor, amelynek hosszat r jeloli, akkor

///Mdv = %//COS(r,n) ds.
v S

— 9.2.17. Feladat [8]. A jelolések megegyeznek az el6z6 feladat jeloléseivel. Szamitsuk
ki az aldbbi Gauss-integralt, ha (x,y, z) a V halmaz belsejében, illetve kiilsejében van:

J L
S

— 9.2.18. Feladat [8]. A V testet teljesen folyadékba mdartjuk. Pascal torvényébol
kiindulva bizony{tsuk be Arkhimédész torvényét.

9.2.19. Iranyitas. Az egyvaltozos integraltranszformacios formuldndal lattuk, hogy
az irdnyitasra is érdemes tekintettel lenni. A szdmegyenes irdnyitdsa annyit jelent, hogy
kijeloljiik egy nem nulla elemét. Mindazok a szamok, amelyek egymés pozitiv konstansszo-
rosai, ugyanazt az irdanyitast jelolik ki. Nyilvan kétféle iranyitas van, pozitiv és negativ.

A sik esetén az irdnyitas egy (b, b,) rendezett vektorpar kijelolését jelenti, amelyek
bézist alkotnak. Egy maésik (b7,b5) bézis akkor definidlja ugyanazt az irdnyitast, ha az
egyik bazis folytonosan atdeformalhat6 a masikba bazisokon keresztiil. Itt is két iranyitas
van, amelyeket a sik esetén is szokds pozitivnak és negativnak nevezni, éspedig a standard
(eq,e5) bézissal ekvivalens irdnyitdst nevezzik pozitivnak, a mésikat negativnak. Nem
nehéz megmutatni, hogy a (by, by) irdnyitds det(by, by) eléjele.

Hasonl6 a fogalom haromdimenzids térben, itt szokas jobb-, illetve balsodrésu koor-
dinata-rendszerrél beszélni. Itt is megmutathaté, hogy kétféle irdnyitds van. Az egyik a
standard bézissal ekvivalens irdnyitas, ezt nevezziik pozitivnak, a masikat negativnak. A
(by, by, bs) bazis dltal definindlt irdnyitds itt is det(by, by, by) elbjele.

Ennek megfeleléen, R"-ben egy (by, by, . . ., b,,) bazis irdnyitdsat ugy definidljuk, hogy
legyen sgn(det(by, by, ...,b,)). Vildgos, hogy a standard bézis irdnyitdsa pozitiv, és bér-
mely bézis irdnyitasa az ellentettjére valtozik, ha két bazisvektort felcseréliink, illetve ha
valamelyik bazisvektort az ellentettjével helyettesitjiik.

— 9.2.20. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha a,b € R3 és a x b # 0, akkor a,b,a x b
pozitiv irdnyitasa bazist alkotnak.

9.2.21. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy R™ egy bézisa akkor és csak akkor po-
zitiv irdnyitdsi, ha folytonosan atdeformélhaté a standard bazisba bazisokon keresztiil.

e sz
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9.2.22. Green-tétel. Legyen D C R? egy korlitos nyilt halmaz, amelynek hatéra
lokalisan Lipschitz. Ekkor létezik egyszeri zart Lipschitz-palyak egy vy, ... ,7,, sorozata,
amelyek értékkészlete 0D egy diszjunkt lefedése tigy, hogy 1 < k < m-re és majdnem
minden t-re n(v,(t)),v;.(t) pozitiv irdnyitdsu ortogonalis bazisa R*-nek, azaz ,a vy, palyan
haladva D belseje balra esik”. Barmely ilyen pédlyasorozatra és f: D — R?, f(x,,1,) =
(fi(zy,29), fo(xq, x,)) Lipschitz-vektormezdre

/D (0,f, — 01) :gjl / (@), d

Tk

A tétel masodik része lényegében a divergenciatétel kétdimenziés valtozatdnak at-
fogalmazasa.

Bizonyitas. Léasd a [34] konyvet, 12.17 tétel. O
9.2.23. Kovetkezmény.

|D| = Z/ 2y dry = Z/ —xydry = Z/ 2y dxy — Ty dxy. O
k:1 Yk

=17 =1y

— 9.2.24. Feladat [7]. A Green-tétel segitségével alakitsuk at az
7{ Va2 +yrdr +y (a:y +In(z + 22 + y2)) dy
c

integralt, ahol a C' egyszerli zart sima palya az S korlatos tartomanyt hatarolja.

— 9.2.25. Feladat [7]. A Green-tétel segitségével szamitsuk ki az
?{(m +y)?dr — (2% + y?) dy
K

integralt, ahol a K haromszogpalya az (1,1), (3,2), (2,5) cstcst hdromszoget hatarolja.
— 9.2.26. Feladat [7]. A Green-tétel segitségével szamitsuk ki az

7{ny dy — x?ydx
C

integralt, ahol a C egyszerfi zart sima palya értékkészlete az x2 + y? = a® korvonal.

— 9.2.27. Feladat [8]. Szamitsuk ki az

7{ xdy —ydx
e rt 4R
integralt, ahol a C egyszerii zart sima pélya értékkészlete egy tartomédny hatara, amelynek

az origd nincs a hataran.
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9.2.28. Stokes tétele. Legyen D C R? és7,,...,7,, ugyanaz, mint a Green-tételben,
tovabbd legyen x egy D-at tartalmazé nyilt halmazon értelmezett R3-beli értékii kélcso-
nésen egyértelmti folytonosan differencidlhaté fiiggvény, f pedig egy x(D)-at tartalmazé
nyilt halmazon értelmezett folytonosan differencialhaté vektormezo. Legyen n a x érték-
készletén az
012(s) X 0yz(s)
|61x(s) X 8230(5)‘

)

n(xz(s)) =

ha 0,2(s) x 0y,x(s) # 0, egyébként n(z(s)) = 0 Osszefiiggéssel értelmezett normélvektor-

mez6. Ekkor
/ (rot f,n) Z /
z(G)

Bizonyitéas. Lésd a [34] konyvet, 12.25 tétel. O
— 9.2.29. Feladat [9]. A Stokes-tétel alkalmazasaval szdmitsuk ki az

?{ydaz—i—zdy—i—mdz
c

palya menti integralt, ahol C az x? + y? + 22 = a?, z +y + 2z = 0 korpélya az z tengely
pozitiv fele felél nézve pozitiv koriljarasi irannyal. Eredményiinket ellenérizziik az integral
kozvetlen kiszamitasaval.

— 9.2.30. Feladat [8]. A Stokes-tétel alkalmazasaval szamitsuk ki az
Pl 2)dat (z+a)dy+ (o +v)dz
c

palya menti integréalt, ahol C az x = asin’t, y = 2asintcost, z = acos’t, 0 < t < w
ellipszis.

— 9.2.31. Feladat [8]. A Stokes-tétel alkalmazdsdval szamitsuk ki az
P2 dot G- o)dy+ (o y)ds
c

palya menti integralt, ahol C az 2? + y? = a2, x/a+ z/h =1 (a > 0, h > 0) ellipszis az
x tengely pozitiv fele fel6l nézve pozitiv koriiljarasi irdnnyal.

x 9.2.32. Differencialformak. Az aldbbi séma a vektoranalizis klasszikus differencié-
loperatorait és tételeit foglalja Ossze, a teljesség kedvéért az egydimenzids esettel kezdve:

dim =1
a
dz
skalar ,;mez6” — skalar ,,mez6”
b
[ F = £) — f(a)
)
pontok — szakaszok



dim =2

0, 0y
skalér— v Vekt9r— fr f1 f skal;}r—
mez6 — mez6 mez6
[(9£.d7)
= f(y(b)) Green-
—fr(@)) tétel
3 5 2 dim.
pontok — gbrbék — halmaz
dim =3
skalzir— v vektl(l)r— rot vektl(l)r— div skale}r—
mez6 — mez6 — mez6 — mez6
[(V1,dv)
= f(~(b)) Stokes- Gauss-
—f(v(a)) tétel tétel
2 irdnyitott 2 3 dim.
pontok — gorbék — feltiletek — halmaz
dim=n
skalzir— v vekt?r— 2 2 vekt?r— div skalér—
mez6 — mezo — ... — mezd — mezo
[V f,dv)
= f(y(b)) Gauss-
—f(v(a)) 77 tétel
n—1
3 2 5 dim. 5 n dim.
pontok — gorbék <+— ... <«— ir. fel. <—  halmaz

Mint latjuk, az egész torténet a Newton—Leibniz-formuldval kezdédik, mely szerint
egy szakaszon integralva egy figgvény derivaltjat, az eredmény a fels6 és alsé végpontok-
ban vett fliggvényértékek kiilonbsége.

Vegyiik észre, hogy a fels6 sorokban mezdk, és kozottiik hatéd differencidloperato-
rok allnak. Az als6 sorokban mindig ) irdnyitott hatdrt képziink. A kozépsé sorban allé
tételek séméja: ha a tétel felett allé differencidloperdtor hat egy mezore, és a kapott
mez6t integraljuk az alatta allé iranyitott alakzat felett, akkor ugyanazt kapjuk, mintha
az alakzat irdnyitott hatara felett integralndnk az eredeti mez6t. Ezt az altaldnos sémat
szeretnénk atvinni tetszoleges dimenziéra.
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Az alsé sor altalanositasaval konny(i dolgunk van. A gérbék fogalméat véve alapul, k
dimenziés feliilet, vagy roviden k-feliilet alatt egy & dimenziés G nyilt halmazon értelme-
zett 1 folytonos fliggvénynek egy D C G korlatos mérheté halmazra vett megszoritasat
fogjuk érteni. Ugyanigy, mint a gorbéknél, itt is magat a leképezést fogjuk feliiletnek
nevezni, nem az értékkészletét, mert az irdnyitasra is sziikség van, és ezt a leképezés adja,
atvive az értelmezési tartomany természetes iranyitasat. Mint a gorbéknél, itt is legtobb-
szor feltessziik, hogy ¢ differencialhatd, vagy legaldbbis Lipschitz, és D-rél is gyakran
feltessziik, hogy 0D lokalisan Lipschitz. Az iranyitott hatart tgy fogjuk képezni, mint
a Stokes-tételnél tettitk: a D hatarat iranyitja a kiilsé normaélis, és az iranyitott hatar
képzésénél olyan k — 1 feliiletet keresiink, amelynek iranyitasa ezzel 6sszhangban van.

Nehezebb megtaldlni, hogy mit integraljunk a k-feliileteinken. A kiindul6pontot a
gorbe menti integrdl adhatja. Itt lattuk, hogy vektormezo6 helyett jobb kovektormezot
integrdlni, azaz linedris funkciondl (vagy operdtor) értékii fliggvényt. Egy vektormez&hoz
aztan a belsd szorzat vagy a vektori szorzat segitségével, vagy mas mddon hozzarendel-
hetiink egy kovektormez&t. A gorbe menti integral definidldsakor (a felosztédsok haszné-
latanal) kihasznaltuk a valds szdmok rendezését. A k-feliilet feletti integraloknal ezt nem
tehetjiik meg, ezért hasznosabb a gérbe menti integral kiszamitasara szolgdld

- /  f )y @,

ha dmn~y = [a, b] Osszefiggés jobb oldalat alapul venni. Ez megtehetd, ha ~ Lipschitz-
fuggvény, a k-felilleteknél is ezt fogjuk feltenni; integralfogalmunk igy is elég altalanos
lesz. A jobb oldalon az f(y(t)) linedris funkcionalt (vagy operéatort) alkalmazzuk a ' (¢)
vektorra, és az igy kapott értéket, ami ¢ fiiggvénye, integraljuk.

Vegyiik kozelebbrol szemiigyre a haromdimenzids esetet. A Stokes-tételben egy

/F (9:m)

tipust integral szerepel, ahol F egy kétdimenziés alakzat, amit az n normalvektor ,ira-
nyit”, g pedig egy vektormezé. Az Fret egy +v: D — R3 2-feliilet értékkészleteként eldallit-
va, a fenti integral

J (o), 003000 x 07 (0))

alakba frhat6. Igy tulajdonképpen a ¢ vektormez8hoz a vegyes szorzat segitségével egy
bilinedris format rendeltiink, és ezt alkalmazzuk a 0,7(s) és 05y(s) vektorokra. A bi-
linearis funkcional alternald, a vegyes szorzat tulajdonsigai miatt. Ennek megfeleléen
egy k-felilleten egy értékként k-linearis alternalé formékat felvevd fiiggvényt kell integ-
ralnunk. A differencidloperator az ugynevezett kiilsé derivalds lesz: értéke egy pontban a
differencidlbdl képzett alternal6 forma.

* 9.2.33. Segédtétel. Tegyiik fel, hogy n > 1 és G C R™ korldtos nyilt halmaz, amely-
nek hatéra lokalisan Lipschitz. Ekkor van olyan R™! valamely D korlitos nyilt rész-
halmazdn értelmezett Lipschitz-fiiggvény, és olyan B C D mérheté halmaz, hogy v|B
kéleséndsen egyértelmt, értékkészlete G, majdnem minden y € dmn(v)-re

n(Y(y)), 019(y), 29(y), -, 0, 19(y)
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pozitiv irdnyitasi bazisa R"™-nek és n(v(y)) merdleges a

0,v(y), i=1,....,n—1
érintévektorokra. Minden ilyen 1)-re és B-re, és minden x" ‘-integralhaté f:0G — R"
fliggvényre

[ = [ aet (60,000 0,190

Bizonyitas. Léasd a [34] kényvet, 12.30 lemma. OJ

* 9.2.34. Multilinearis formak. Legyen V vektortér R felett. Emlékeztetiink rd,
hogy egy f: V™ — R, minden véltozdjaban linedris (multilinedris, m-linearis) leképezést
m-linedris funkciondlnak vagy m-linedris formanak, réviden m-formanak neveztiink. Az
Osszes m-formak linearis teret alkotnak R felett. Az 1-formdk a f: V' — R linearis funkcio-
nalok, a V' dudlis tér elemei. A O-formék definici6 szerint R elemei. Egy példa m-formara
a kévetkezd: Legyen wy,...,w,, € V'. Ekkor az

(W @wy @+ @y, ) (v, Vg, V) = Hwi(vi)
i=1

tenzorszorzat egy m-formét definidl V-n. (Tudjuk, hogy nem minden m-forma 4l el§ ilyen
alakban.)

Tudjuk, hogy az m-formak tere n™-dimenziés. Megmutatjuk, hogy ha w;,...,w,, a

V' egy bézisa, akkor az
w]1®®wjm’ 1§]1’7]m§n
m-formék bazist alkotnak. Vélasszunk olyan ey, ..., e, bazist V-ben, amelyre w;(e;) = 9, ;
(Kronecker-delta). Ekkor barmely f m-forméra
f= 3 flejne )0, @ 8w,
1<g15e s dm<n
mert a bal és jobb oldal minden (e, , ..., ekm) vektor m-esen egybeesik. Mdasrészt, ha egy
Aoy B OWy,
1<G15e s dm<n

linedris kombindci6 nulla, akkor minden «; ;= egyiitthat6 nulla. Valéban, ha valame-
lyik o, , mnem nulla, akkor a linedris kombinaci6 az (ey, ..., e, ) vektor m-esen nem

a nulla értéket veszi fel.

Az m-formék két specialis fajtdja kiillondsen fontos: a szimmetrikus és az alternald
formak.

Jelolje S, az {1,2,...,m} halmaz Gsszes permutédcidinak csoportjit. Egy fm-format
szimmetrikusnak neveziink, ha barmely vy,...,v,, € V-re és 0 € S,,,-re

f(va(l)7 v 7va(m)) = f(vh s avm)'
A szimmetrikus m-formék egy alterét alkotjik az m-formédk terének. Barmely f m-
formabdl képezhetiink egy S(f) szimmetrikus m-format az
S(f)(v17 . ,Um) = Z f(’l}o_(1>7 . ,’Uo_(m>)
o€S,,

definiciéval. Kénnyt latni, hogy S(f) szimmetrikus m-forma és az S leképezés linedris. Ha
f maga szimmetrikus volt, akkor S(f) = m!f. Emlékeztetiink ré, hogy egy skalar értékii
fliggvény m-edik derivaltja egy szimmetrikus m-forma.
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Szamunkra most még fontosabbak lesznek az alterndlé formak. Egy f m-format
alterndlonak vagy antiszimmetrikusnak neveziink, ha barmely v, ... eVésoel,
esetén

» Um

JFWaays - ,v[,(m)) =sgn(o)f(vyy...,v,,);

itt sgn(o) = (—1)°?), ahol e(0) az inverziék szdma a ¢ permutdciéban. [Ismert, hogy
o sgn(o) az S, csoport szorzdstart6 leképezése a {—1, 1} multiplikativ csoportba.] Egy
alternal6 forma el6jelet valt, ha barmely két valtozojat megcseréljiik, ugyanis a megfeleld
o permutéciéra sgn(o) = —1. Megforditva, ha egy m-forma barmely két szomszédos valto-
z6jat megeserélve el6jelet valt, akkor alternald, mert ilyen cserékkel barmely permutéacio
eléallithat6. Ha f alterndlé forma, és v; = v; valamely i # j-re, akkor f(vy,...,v,,) =0,
mert ezt a két valtozdt megceserélve, az ertek ugyanaz marad, de elGjelet is kell valta-
nia. Az alternalé m-formak is egy alterét alkotjik az m—formék terének. Itt is barmely f

m-formabdl képezhets egy A(f) alternalé m-forma az

A(f)(vl’ ce 7vm> = Z Sgn(O')f(U0<1), ce ’Ua(m))

c€eS,,

definiciéval. Konnyti latni, hogy A(f) tényleg alterndlé m-forma, és az A leképezés linedris.
Ha f maga alterndl6 volt, akkor A(f) = m!f.
Ha wy,...,w,, € V', akkor legyen

W AW Ao Aw,, =AW Qwy ® - - Qw,,).

Ezeknek az igynevezett kiilsd szorzatoknak az értékei kifejezheték determinansok segit-
ségével: Ha vy, ... € Vegy tetszoleges vektorrendszer, akkor

) m

(ah A A(UWJ(U17""UWJ = }E: Sgn(G)WU(D(Ul)'"WohnﬂU"J

c€eS,,

= det((w; ()" ).

Véges dimenzids V esetén megadjuk az alterndlé m-formak terének egy bazisat. Le-
gyen wy,...,w, a V'’ egy bézisa. Barmely 1 < j;,...,j,, < n indexrendszer esetén képez-
hetjik az wj Aw;, ... Aw; —alternalé m-formédkat. Ezek kifeszitik az alternalé m-formak
alterét, de nyilvan nem fiiggetlenek, hiszen egyrészt a j,, js, . .., j,, barmely permutécio-
jdhoz ugyanaz az m-forma vagy az ellentettje tartozik, masrészt ha két index megegyezik,

akkor a megfelel6 m-forma nulla. Ha azonban az Osszes

wij ANwj A Awj 1< <jo<... <3, <n

alterndlé m-formakat tekintjiik, akkor ezek bazist alkotnak. Csak a lineéris fiiggetlenséget
kell megmutatnunk. Ez hasonléan adédik, mint a nem alternalé esetben.

— * 9.2.35. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy minden 2-forma egyértelmiien el64llit-
haté egy alternild és egy szimmetrikus forma Gsszegeként. Igaz-e ez m-formakra?
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— % 9.2.36. Feladat [10]. Bizonyitsuk be, hogy egy f m-forma akkor és csak akkor
alterndld, ha az alabbi feltételek koziil valamelyik fennall:

(1) minden pératlan o permutéciora és vy, ...,v,,-re

f(%u)a .- "Ua(m)) = —f(v1,---,0);

(2) minden o transzpoziciéra és vy, ..., v,,-Te

f(vo(l)’ T vo(m)) = _f(vl’ ce 7Um>;
(3) f(vy,...,v,,) =0, ha a v,-k koziil legalabb kett6 megegyezik.
— * 9.2.37. Feladat [5]. Legyen f alterndl6 m-forma. Mutassuk meg, hogy ha

Viyenny Uy

linedrisan fiiggbek, akkor f(vq,...,v,,) = 0.

— % 9.2.38. Feladat [8]. Ha Vvalds n dimenzi6s vektortér, hiny dimenzids a V feletti
alternalé m-linedris formak tere?

* 9.2.39. Feladat[6]. Ha V valés n dimenzids vektortér, hany dimenziés a V feletti
szimmetrikus m-linedris formak tere?

x 9.2.40. Kiils6 szorzat. Emlékeztetiink ra, hogy ha V egy vektortér R felett, és
f:VF 5 R, g: VH — R multilineéris leképezések, akkor az f ® g tenzorszorzatukat az

(f®g)<vla"'7vk’vk+1""7vk+l) = f(vlv"'7vk)g(vk+1""7vk+l)

Osszefiiggéssel értelmeztiik. Vildgos, hogy a tenzorszorzas asszociativ, és mindkét oldalrol
disztributiv az Osszeadasra nézve.

Egy (k,l)-keverés alatt az {1,...,k,k+1,...,k+1} halmaz egy olyan permutaci6jét
értjik, amely monoton névekedo az

{1,...,k} és {k+1,....,k+1}

részhalmazokon. Az Osszes (k,1)-keverések halmazat jelolje S(k,1). Ha most f és g alter-
nalé formak, akkor az f A g kiilsé szorzatukat az

(f A g)(vla sy Uy Uy - - - 7Uk+l)

= Z Sgn(“)f(%(l)a e 7Uo(k))g(va(k+1)ﬂ EEE! Ua(k+1))
oeS(k,l)

Osszefiiggéssel definidljuk. Vegyiik észre, hogy

1
fAg= mA(f@Dg),

igy f A g egy alterndlé (k + [)-forma. Ebbél az osszefliggésbdl kovetkezik, hogy a kiilsd
szorzas mindkét oldalrdl disztributiv az Osszeadasra. Megmutatjuk, hogy asszociativ is.
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Ehhez azt kell el6szor belatnunk, hogy ha f egy k-forma, g pedig egy [-forma, akkor
A(A(f)®g) = KA(f®g) és A(f ® A(g)) = 'A(f ® g). Definicié szerint

A(A(f) ®9)
= Z sgn(o) ( Z sgn(T)f(vU<T(1)>, e ,UU(T(k)>)>g(vg(kH>, - 7vg(k+l)).
o€S,,, TES),

Jelolje " € S, azt a permutéciot, amelyre 7'(¢) = 7(4), ha 1 < ¢ < k és 7/(i) = 4, ha
k <1< k+1. Ezzel a jelcléssel

A(A() ®g)
= Z Z sgn(a o Tl)f(”awr’(l)? e ’UG'OT/(k)>g(UO'0T/(k+l)’ e ?’UUOT/(kH»l))'

0€Sy, TES),

Mivel S, minden permutacidja pontosan k!-féleképpen all el6 oo 7', 0 € S;y, T € 5,
alakban, a jobb oldal K!A(f ® g). A masik Osszefiiggés hasonléan lathaté be.

Ezt felhasznalva, a kiilsd szorzds asszociativitdsa adddik a tenzorszorzas asszociati-
vitasabdl, mivel ha h meg egy m-forma, akkor

1 1 1
(Frginh= Al A @h) = m!(k+1)!A<mA(f®g)®h)

= mA(f@g@h) =fA(gAh).

* 9.2.41. Definicié. Valamely D C R™ halmazon értelmezett, értékként R™ feletti alter-
nalé m-formékat felvevo fiiggvényt m-edrendii differencialformanak neveziink. Mivel az
alternalé m-formdk tere (véges dimenziés) normalt tér, beszélhetiink a differencidlformak
integralhatésdgardl, folytonossdgardl, differencidlhatosagardl stb. Hogy a differencialfor-
ma elnevezést megértsiik, tekintsiink az R™ egy D nyilt részhalmazan egy x: D — R™
folytonosan differencidlhaté és kolcsonosen egyértelmii leképezést, amelynek derivaltja
minden pontban invertdlhaté. Az x gy tekinthetd, mint egy gorbevonali koordinédta-
zés. Ha © = (xq,...,x,), azaz x; az x figgvény i-edik koordindtafiiggvénye, akkor az x;
differencidljanak hagyomdanyos jelolése dx,. Barmely y € D pontra a dz,(y),...,dz,(y)
1-formak egy bazis alkotnak az 1-formak terében, igy barmely y € D-re a

dz; (y) A...Ndz; (y), 1<j<...<jn,<m

m-formék béazist alkotnak az m-formék terében. Barmely m-edrendii w differencidlforma
D-n felirhaté

wy)= Y wy, g, Wdey () A A (y)
1<j1<...<Jm<m
alakban w; . valOs értékii egytitthaté-fiiggvényekkel. Innen ered a differencidlforma el-

Jisedm
nevezés. Leggyakrabban a szokdsos koordindtdzast hasznaljuk (z az identikus leképezés),

ekkor dz; nem fiigg y-tol.
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Legyen D C G C R™, és tegylik fel, hogy G nyilt, D pedig korlatos mérhetd hal-
maz. Legyen v: G — R™ egy Lipschitz-fliggvény, f pedig egy m-edrendii korlatos Baire-
differencidlforma v(D)-n. Legyen

/D = [ 16@pPnn - 0,0

Differencidlformék integraljanak egyszerti tulajdonségai (pl. additiv, homogén stb.) azon-
nal kovetkeznek a definiciébdl. Az aldbbi tétel mutatja, hogy az integral nem fiigg a
paraméterezéstol.

x 9.2.42. Tétel. Tegyiik fel, hogy n > m >0, D C G C R™, G nyilt, D pedig korlatos
és mérhetl. Legyen ~v: G — R™ Lipschitz-fiiggvény. Tegytik fel, hogy adott egy masik,
H C R™ nyilt halmaz, ennek egy F C H korlatos mérheté részhalmaza, és egy : H — G
Lipschitz-fiiggvény, amely E-t D-re képezi le kélcs6nésen egyértelmiien. Legyen f korlatos
m-edrendii Baire-differencilforma ~(D)-n. Ha 1)’ determindnsa majdnem mindeniitt po-
zitiv (Y ,irdnyitastarto”), akkor f w\E f= f“/ D f, ha pedig majdnem mindeniitt negativ

(¥ ,irdnyitasfordité”), akkor f w\E fﬂD [

Bizonyitéas. Lésd a [34] konyvet, 12.39 tétel. O
x 9.2.43. Kiils6 derivalt. Ha m > 0 és az (m — 1)-edrend(i f differencidlforma diffe-
rencidlhat6 az x pontban, akkor az z-beli kiilsé derivdltjat a

m

df(x)(vlv ce ’Um) = Z(il)iilf/(x)(vixvl’ e U1 Viggs e e 7vm)

i=1
Osszefiiggéssel értelmezziik. Az z-beli kiils6 derivalt alternalé m-forma, mert barmely két
szomszédos valtozdjat feleserélve el8jelet valt. Igy x + df(x) egy m-edrendli differenci-
alforma.

* 9.2.44. Poincaré—Stokes-tétel. Legyen n >m —1>0,DCDC G CR™, D és G
korlatos nyilt halmazok, tegyiik fel, hogy D hatéara lokalisan Lipschitz, legyen v: G — R"™
egy folytonosan differencidlhaté fiiggvény, és legyen B és i az el6z6 segédtétel szerinti
halmaz és fiiggvény, a ,,D iranyitott hatara” Ekkor barmely, a (D) egy nyilt kérnyezetén
értelmezett f folytonosan differencidlhaté (m — 1)-formdra

/ df = f-
v|D ~yorh| B

Bizonyités. Lasd a [34] konyvet, 12.41 tétel.
— % 9.2.45. Feladat [12]. Mutassuk meg, hogy ha

w(z) = E Wil (z) dz; A...Adz; .
1<iy <. <y <n
ahol z,,...,z, a szokasos koordinatak, akkor
n
x) = E E 0; wi,,..i (@) dz; Adx, A...Adz; .
io=11<i;<...<i<n

— % 9.2.46. Feladat [12]. Legyen f az R? egy nyilt részhalmazén értelmezett skaldr-
mez6, g pedig az R? egy nyilt részhalmazin értelmezett vektormezs.
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(1) Hatérozzuk meg az f kiils6 derivaltjat. Mi a kapcsolata V f-fel?

(2) Hatérozzuk meg a g(z)(v) = (g(x),v) Osszefiiggéssel értelmezett 1-forma kiilsé deri-

c sz

(3) Hatérozzuk meg g(z)(v, w) = (g(z),v x w) Osszefliggéssel értelmezett 2-forma kiilsd
derivaltjat. Mi az Osszefliggés g divergencidjaval?

— % 9.2.47. Feladat [9]. Mi a kapcsolat a Newton—Leibniz-formula és a Poincaré-
Stokes-tétel kozott?

— x 9.2.48. Feladat [9]. Mi a kapcsolat az j:/gradf = f(v(b)) — f(v(a)) Osszefiiggés

és a Poincaré-Stokes-tétel kozott?

— * 9.2.49. Feladat [10]. Vezessiik le a Green-tételt a Poincaré-Stokes-tételbél.

— x 9.2.50. Feladat [10]. Vezessiik le a Stokes-tételt a Poincaré—Stokes-tételbol.

— * 9.2.51. Feladat [10]. Vezessiik le a divergencia-tételt a Poincaré-Stokes-tételbdl.
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10
Komplex fiiggvénytan

A legrévidebb ut két valos igazsdg kézott a komplexben vezet.

Jacques Hadamard

Miutan Euler felfedezte az exponencialis fiiggvény és a trigonometrikus fiiggvények
kozotti kapcesolatot, megkezd6dott a komplex fiiggvénytan diadalatja. Laplace a Fourier-
transzformaltat a valtozé komplex értékeire is kiterjeszti, ezzel a komplex fliggvénytan
erds eszkoz lesz (és mindmaig az marad) a matematikusok, fizikusok és mérnokok kezé-
ben. A komplex szamok fogalmat Gauss tisztdzza véglegesen, és bebizonyitja az algebra
alaptételét. Ruffini (1765-1822) és Abel (1802-1829) bebizonyitjak a négynél magasabb
foku altalanos algebrai egyenletek gyokjelekkel valé megoldhatatlansagat. Munkajukban
Euler és Lagrange otleteit is hasznéljék, akik az egyenletek megoldoképlete és a gyokok
permutéaciéi kozotti kapcsolatot felfedezték és vizsgaltak. A kérdéskort a zsenidlis Galois
(1811-1832) tisztézta, akinek gondolatai ma is élénken hatnak. Kézben Cauchy bebizo-
nyitotta a komplex fiiggvénytan legfontosabb tételeit (integraltétel, reziduumtétel stb.).
A komplex fiiggvénytan harmonisja elbiivolte a matematikusokat. A zsenidlis Riemann a
komplex fliggvénytan és a matematika tobbi aga, példaul a topoldgia kozott mély kapcso-
latokat tart fel, gondolatainak hatdsa napjainkig tart. A komplex szamok és fiiggvények
alkalmazasa ma igen széles korli. A szdmtalan matematikai alkalmazas mellett olyan egy-
szert példaktél, mint a komplex impedancidk hasznalata a mérnoki gyakorlatban, az els6
repiilégépszdrny tervezésén (Zsukovszkij-profil) keresztiil egészen a mai fizikai térelméle-
tekig szdmtalan hivatkozas lehetséges.

Itt a hangsily az elmélet legegyszeriibb, de hatékony eszkézoket nyudjtd targyala-
sén van. ElGszor tisztazzuk az analitikus fiiggvények alapvetd tulajdonsdgait. A gorbe
menti integralnal tanult tételekbél kapjuk a Cauchy-féle alaptételt, abbdl pedig a komp-
lex fiiggvénytan holomorf és meromorf fliggvényekkel kapcsolatos alapveté eredményeit.
Mell6ztem a Riemann-feliiletek fogalmat, de a Riemann-féle szamgémb és a tortlinearis
leképezések szerepelnek.

10.1 Holomorf fiiggvények

Riemann megmutatta nekiink, hogy a bizonyitdsokhoz kénnyebben eljuthatunk gon-
dolatokkal, mint hosszu szamitdsokkal.

David Hilbert (1897)

Nem art emlékezni arra, hogy a matematika nem csak problémdk megoldasdval fog-
lalkozik, hanem az dltala létrehozott objektumok és struktirdk tanulmdnyozdsdval.
Az egyik legjobb példa a komplex vdltozos fiigguények klasszikus elmélete. Mellékesen
valdoban megold problémdkat is, mint Riemann leképezési tételében. De szépségének
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java olyan dllitasokban van, amelyeket aligha tekinthetink gy, mint bdrminek a
»megolddsa”, mint a reziduumszdmitds, vagy Picard tétele, vagy a Cauchy-formula

(©) 16)= 50 [ 2 du.

Az egyetlen ,,probléma”, amit (C) megold, f meghatdrozdsa a v pdlydn felvett értékei-
bél, ami dlprobléma és dltalaban nincs megolddsa. A (C) formula nem csak rendkivil
gyonyori, hanem rendkivil hasznos is. Kozvetlendl mutatja, hogy minden holomorf f
figguény végtelen sokszor differencidlhato és eldallithato konvergens hatvanysordval.

Fritz John (1984)

10.1.1. Definicié. Komplex fiiggvény alatt a komplex szamok testének valamely rész-
halmazan értelmezett, komplex értékii fiiggvényt fogunk érteni. (A komplex fiiggvénytan
legtobb tétele érvényben marad C™-beli értékii fiiggvényekre is. Az 6sszes definicidt, tételt
és bizonyitast tgy fogalmaztuk, hogy valtozatlanul érvényes, ha komplex fiiggvény alatt
a komplex sik valamely részhalmazat C™-be leképezo fliggvényt értiink, és a hatvanysor
fiiggvényekre gondolunk, akkor azt kifejezetten mondani fogjuk.)

Ismerjiikk a komplex szdmokat, komplex szam argumentumét és trigonometrikus
alakjat. A komplex fliggvények folytonossagardl, differencialhatosagardl, sorok konvergen-
genciasugar, konvergenciatartomany, sorok és hatvanysorok szorzata, analitikussag, ex-
ponencialis, trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények és tulajdonsagaik, hatvanysorok
differencidlasa és integralasa, Taylor-tétel, komplex logaritmus, komplex szam komplex
kitevGs hatvanya.

Legyen D C C egy halmaz, és f egy D-n értelmezett komplex fliggvény. Ha f a D
minden pontjiban differencidlhaté (persze ekkor D nyilt), akkor azt mondjuk, hogy f ho-
lomorf D-n. Ha egy fliggvény az egész sikon holomorf, akkor egész fligguénynek nevezziik.
Ha f holomorf D-n és f’ = g, akkor azt is mondjuk, hogy f a g primitiv fiigguénye.

Emlékeztetiink ra, hogy az f komplex fiiggvény pontosan akkor differencidlhaté c-
ben, ha e(z,¢) = f(z) — f(¢) — (z — ¢)f'(c) jeloléssel e(z,¢)/(z —¢c) — 0, ha z — ¢
(4.1.10 segédtétel). Igy egy differencislhaté komplex véltozés, komplex értékii fiiggvény,
ha egy pontban a derivéltja nem nulla, akkor lokdlisan egy komplex szimmal (a derivalt-
tal) vald szorzdssal kozelithetd, tehdt a pont egy kornyezetében kozelitéleg egy nagyitas
(vagy kicsinyités) és egy forgatds Osszetétele, azaz lokdlisan koriiljardsi irdny és szogtarto
(konform).

10.1.2. Megjegyzés. A komplex fliggvénytan egyik legfontosabb és legmeglep&bb té-
tele szerint minden holomorf fiiggvény analitikus (ez nagyon eltér a valds valtozds esettél:
ott még végtelen sokszor differencidlhato fliggvény sem analitikus, és még az sem biztos,
hogy a derivalt fliggvény folytonos). Bar ennek az eredménynek a bizonyitdsahoz csak ké-
s6bb jutunk el, ismerete segit jobban megérteni a tételeket és kivalasztani a legrévidebb
bizonyitasokat.

Néhany allitast analitikus fiiggvényekre bizonyitunk be. Tovabbi analitikus fiiggvé-
nyekre vonatkozé allitasok is bizonyithatok, példaul, hogy analitikus fliggvények hanya-
dosa is analitikus (ha a nevez$ nem nulla), analitikus fliggvények Gsszetétele is analitikus
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stb. Mindezekre az &llitdsokra azonban nem lesz sziikség, mert a komplex analitikus
fliggvényekrol kideriil, hogy megegyeznek a holomorf fiiggvényekkel, amelyekre a fentiek
trividlisan fennallnak, a valds analitikus fiiggvényeket pedig hatvanysorukkal kiterjeszt-
hetjiik a komplex sik egy nyilt részhalmazéra, és az analitikus folytatds elve szerint (14sd
alabb) ez a kiterjesztés lényegében egyértelmii.

— 10.1.3. Feladat [7]. Abrézoljuk a komplex exponencislis fiiggvényt.

10.1.4. Az inverz fiiggvény differencialasi szabalya komplexben. Ha f € C —
C folytonosan differencidlhaté fiiggvény, f’(c) # 0, akkor van olyan a ¢ pontot tartalmazo
U nyilt halmazt, amelyet f egy V nyilt halmazra kélcséndsen egyértelmiien képez le és
V-n az f inverze is differencidlhaté. Ha x € U, y = f(x), akkor

/ 1 1
FOW=5—==% :
VWS 5 T W)

Bizonyités. Az éllitds az n = 1, K = C specidlis esete a K"-beli inverz fliggvény
tételnek. OJ

10.1.5. Koévetkezmény. Ha z € C\ ]—o0,0] és w € C, akkor In" 2 = 1/z és z = 2%
derivaltja z — w2V,

Bizonyitas.
1 1 1
' (z) = — -z
m(2) exp’(Inz) exp(lnz) =z
és w
(2%)" = (exp(wlnz))” = exp(wlnz)— = wz*"1. O
z

10.1.6. Tétel. A R(z) = z, J(z) =y, R(c) = a, I(c) = b jelblésekkel, a z — f(z)
komplex fiiggvény pontosan akkor differencialhaté a ¢ pontban, ha mint kétvaltozos valos
fiiggvény differencidlhaté az (a,b) pontban és f,(a,b) +if,(a,b) = 0 is teljesiil. Ekkor
f'(e) = f.(a,b).

Az f,(a,b) +if,(a,b) = 0 feltételt gyakran formdlisan a 0f/0z = 0 alakban irjdk,
mert © = (2+2)/2, y = (2—2)/(21) felhaszndldsdval formdlisan (mintha z és z fliggetlenek
lennének)

of 0ofox 0ofody 1 /0f f
9z 0r0z  0y0z 2 (ax ! ay>

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy ¢ = 0 és f(¢) = 0. Az f mint komplex fiiggvény
akkor differencidlhaté, ha egy linedris rész és egy maradéktag Osszegeként irhato, ugy,
hogy a maradéktag |z|-kel osztva is nulldhoz tart, ha z — 0. Ekkor f, mint kétvéltozds
valés fiiggvény is differencidlhatd, mert komplex linedris fiiggvény valds linedris is.

Megforditva, ha f differencidlhato, mint kétvaltozds valés fiiggvény, akkor felirhato
egy maradéktag, amely még /2 + y? = |z|-kel osztva is nulldhoz tart, és egy linedris
rész Osszegeként. A linedris rész

. z N
Ennek az 6sszegnek az elsd tagja komplex linearis z-ben, de ha f,+if, # 0, akkor mésodik

nem; valéban, a komplex homogenitds nem teljesiil: legyen z = 1 és z = i. gy f pontosan
akkor differencidlhato, mint komplex fiiggvény, ha f, +if, = 0, és ekkor —if, = f, miatt
derivaltja z = f,z. O
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10.1.7. Cauchy—Riemann-egyenletek. Ha u és v kétvaltozés valds értékli valds
fliggvények ugy, hogy
f(z) = ulz,y) +iv(z,y),
akkor az el6z0 tétel ugy fogalmazhatd, hogy az f komplex fliggvény akkor és csak akkor

differencidlhat6 a ¢ pontban, ha u és v differencidlhatéak (a,b)-ben, tovabbé fennallnak
az u,(a,b) = v,(a,b), u,(a,b) = —v,(a,b) Cauchy-Riemann-egyenletek; ekkor

f'(¢) =u,(a,b) +iv,(a,b).

Egy differencialhaté kétdimenzios vektormez6 tehat pontosan akkor felel meg komplex
differencidlhat6 figgvénynek, ha a derivalt métrixa az f(c) komplex szdmmal val6 szorzas
matrixa, azaz ha

(o) o) = (5F6) wre)-

A Cauchy-Riemann-egyenletek geometriai jelentése, hogy Vv a Vu-nak /2-vel vald elfor-
gatasaval kaphaté. Innen u és v szintvonalai merélegesek egymaésra, mert a szintvonalak
merdlegesek a gradiensekre.

10.1.8. A zérushelyek izolaltsaganak elve. Ha az
f(2) =) au(z=¢)"
n=0

hatvanysor konvergenciatartomédnya nem iires (azaz az R konvergenciasugdr pozitiv),

pontjaiban f(z) = Zzio a,(z—c)", és nem minden a,, nulla, akkor van olyan 0 < r < R,

hogy 0 < |z —c¢| < r esetén f(z) # 0.
Bizonyitéds. Legyen k az a legkisebb természetes szam, amelyre a; # 0. Ekkor
f(z) = (2= ¢)*g(2), ahol
9(2) = a, + a1 (2 — ) + ap9(z — )+
a ¢ sora pontosan azokban a z pontokban konvergens, amelyekben f sora. Mivel g foly-
tonos és g(c) = a;, # 0, van olyan r > 0, hogy ¢g(z) # 0, ha |z —¢| <r. O

10.1.9. Az analitikus folytatas elve. Legyen D C K egy tartomany, f,g analitikus
fliggvények D-n, amelyek D egy végtelen kompakt részhalmazan megegyeznek. Ekkor
f(2) = g(2) minden z € D-re.

Bizonyitds. Ha z,z, € D, z, # z, z, — z és f(z,) = g(%,), akkor z nem izoldlt
zérushelye f — g-nek, igy f és g megegyeznek z egy egész kornyezetén. Az

{z€D:f(z) =9g(2)}

halmaz tehdt nyilt és nem tires. Mivel f és g folytonossdga miatt az {z € D: f(z) # g(2)}
halmaz is nyilt, az utébbi iires kell legyen. [0
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10.1.10. A nyilt leképezések tétele. Legyen D C C tartomany, f: D — C analitikus
fiiggvény. Ha f nem konstans, akkor f nyilt leképezés, azaz nyilt halmaz képe nyilt, és
f(D) tartomédny, tovabbd pontosan akkor létezik olyan kornyezete c-nek, amelyet f az
f(c) egy kornyezetét tartalmazoé nyilt halmazra koleséndsen egyértelmiien képez le, ha
I(e) # 0.

Bizonyitis. Ha f(u), f(v) € D és v egy D-beli gorbe, amelynek kezdépontja wu,
végpontja v, akkor f o~ egy f(D)-beli gorbe, amelynek kezdépontja f(u), végpontja
f(v). Ha még megmutatjuk, hogy barmely ¢ € D-nek van olyan kornyezete, amelynek f
altali képe tartalmazza f(c) egy kornyezetét, kapjuk, hogy f nyilt leképezés és igy f(D)
tartomdany. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetjiik, hogy ¢ = 0 és f(c¢) = 0.
Mivel az analitikus folytatds elve szerint f nem lehet lokalisan konstans, az origd egy
kornyezetében felirhato

20 2™ (A, + Q12 F Q02 L) = a2 h(2)

alakban, ahol h egy hatvinysor Osszege, h(0) = 1. Ha A = a%m, akkor az origd egy
kornyezetében

1) = (Ax(h()"™)"

és 2z — Az(h(z))l/ " derivaltja az origéban A # 0. Az inverz fiiggvény tétel szerint ez a
leképezés — igy f is — nyilt leképezés. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy az f pontosan akkor
kolcsonosen egyértelmii a 0 egy kdrnyezetében, ha m = 1. O

10.1.11. Kovetkezmény: Maximumelv. Legyen f: D — C analitikus a D C C
tartomanyon. Ha | f|-nek van lokdlis maximuma D-ben, akkor f konstans.

Bizonyitas. Ellenkez6 esetben f a c lokdlis maximumbhely egy kornyezetét f(c) egy
kornyezetét tartalmazé halmazra képezné le, ami ellentmondéas. [

— 10.1.12. Feladat [2]. Ha z € C és 0 < k € N, hatdrozzuk meg mindazokat a w
komplex szémokat, amelyekre w* = z. Mi ezek kapcsolata z'/*-val?

— 10.1.13. Feladat [1]. A sinz/z, (1—cosz)/22, (e —1)/z, In(1+ z)/z fiiggvényeket
hatvanysor segitségével értelmezziik ott is, ahol a nevezd eltiinik.

— 10.1.14. Feladat [5]. Differencidlhatéak-e a z = Z, z = R(z), z = J(2), z > |z],
2 |2]2, 2 > ze? fiiggvények?

— 10.1.15. Feladat [5]. Van-e zF-nak primitiv fiiggvénye (k € Z)?
— 10.1.16. Feladat [1]. Igaz-e, hogy In(zw) = Inz + Inw, ha z,w # 07

10.1.17. Feladat [8]. Irjuk fel a z = (1 + 2)®, a € R fiiggvény Taylor-sorat az origd
koriil. (Newton binomidlis sora). Vizsgdljuk meg a konvergenciat.

— 10.1.18. Feladat [5]. Hatérozzuk meg az aldbbi leképezések értelmezési tartom4-
nyat, értékkészletét, inverzét:

(1) zaz

(2) zb+z
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(3) z+1/z
(4) zb (az+b)/(cz+ d) (leképezés tortlinedris leképezés).

Adjuk meg az (1), (2), (3) tipust leképezések geometriai jelentését. Bizonyitsuk be,
hogy a tortlinedris leképezések (1), (2) és (3) tipusi leképezések Osszetevésével dllithatdk
eld.

10.1.19. Feladat [6]. A z;, 24, 23, 2, komplex szdmok kettdsviszonya a

23721/24721
R3 — Rl 24— %9

szam. Bizonyitsuk be, hogy tortlinearis leképezés megorzi a kettOsviszonyt.

10.1.20. Feladat [7]. Az el6z6 feladat felhasznalasaval bizonyitsuk be, hogy ha z, zo,
z3, valamint wq, we, w4 kiilonb6z6 komplex szamok, akkor pontosan egy olyan tortlinearis
z = w leképezés van, amelynél z;, zy, 23 képe rendre w;, wy, ws.

10.1.21. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy a z;, zy, 23, 2, komplex szdmok ket-
tésviszonya akkor és csak akkor valés, ha egy koron, vagy egy egyenesen vannak, igy
tortlinearis leképezés , kortartd”.

10.1.22. Riemann-feliiletek. Tortlinearis leképezések vizsgdlatanal érdemes a bévi-
tett komplex szdmokat tekinteni. Ekkor a z — (az+b)/(cz+d) leképezésnél —d/c képe oo,
és a oo képe a/c. Az {gy kiegészitett komplex sikot gyakran Riemann-féle szimgémbnek
nevezzik. A Riemann-féle szamgdmb sok mas esetben is hasznos, és mas, ,,tobbrétii” leké-
pezések vizsgalatandl a komplex sik mas dltaldnositasai, ugynevezett Riemann-feliiletek
is fontos szerepet jatszanak. Mivel ezen kérdések elegans targyaldsa a komplex differen-
cidlhaté sokasagok segitségével oldhatd meg, itt nem foglalkozunk veliik.

10.1.23. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg egy tortlinearis leképezés fixpontjait.

10.1.24. Feladat [8]. Keressiink tortlinedris leképezéseket, amelyek a felsé félsikot az
egységkorlapra képezik le. Hatarozzuk meg az 6sszes ilyen tortlinearis leképezést.

10.1.25. Feladat [8]. Keressiink tortlinedris leképezéseket, amelyek az egységkorlapot
onmagara képezik le. Hatarozzuk meg az 6sszes ilyen tortlinedris leképezést.

— 10.1.26. Feladat [9]. Vizsgdljuk meg a z > (z + 1/2)/2 fiiggvényt.
— 10.1.27. Feladat [9]. Vizsgdljuk meg a z — 2%, a € C fuggvényt.
— 10.1.28. Feladat [10]. Vizsgdljuk meg az aldbbi fiiggvényeket. Inverzeik rendre

arcsin, arccos, arctg, arsh, arch, arth:
1) sinz, |R(z)| < 7/2;

) cosz, 0 <fR(z) <

) tgz, |R(2)| < 7/2;
4) shz, |3(z)| < /2

) chz 0<3(2) <m;

) thz [3(2)] < 7/2.
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10.1.29. Feladat [9]. Vizsgdljuk meg a cosec = 1/ sin fiiggvényt a [R(z)|< 7/2, 2 # 0
halmazon.

10.1.30. Feladat [10]. Vizsgaljuk a z - z/(1 — 2)? Koebe-fiigguényt az egységkoron.

10.1.31. Cauchy-féle alaptétel. Legyen D C C egy nyilt halmaz, f egy holomorf
fiiggvény D-n. Ha a vy, és v, zart palyak D-ben homotdépok, akkor

/f(z)dz:/f(z)dz

Bizonyitas. Ez a fontos tétel a mi felépitésiinkben kovetkezik a 9.1.38 tételbdl és
a bizonyitas lényegét tartalmazd 9.1.41 megjegyzésbdl. O

10.1.32. Tétel. Legyen v: I — C egy pélya, és f egy v(I)-n folytonos komplex fiigg-

vény. Ekkor a
- / (1_U) d
w—z
¥

Osszefiiggéssel C\ v(I)-n definialt fiiggvény analitikus. Pontosabban, minden ¢ € C\y(I)

pontra az
f(w)
n = / (w—cpt

Y

egylitthatékkal képzett EZOZO a,(z — ¢)™ hatvdnysor konvergens minden c¢ kézéppontii
C\~(I)-ben fekvé D nyilt korlapon, és Gsszege g.

Bizonyitis. Ha r az c és y(I) tévolsdga, és |z — ¢| < gr, ahol 0 < ¢ < 1, akkor
minden w € y(I)-re

1 1 2 (z—c
w2z (w—e)(1—(z—c)/(w—c)) 77;)(1”—0)”“’

amibdl

> f(w)(z—c)"
w— z Z n+1'

n=0

Ha |f(w)| < M a ~(I)-n, akkor

‘f(w>(z—0)" M,

(w—c)tl |~ o

igy a sor egyenletesen konvergens v(I)-n. Tagonkénti integraldssal

9(z) =Y a,(z—e)",

és a jobb oldali sor |z — ¢| < gr esetén konvergens. [J
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10.1.33. El8készité példa. Legyen ¢ € C, n € Z, és y(t) = c + 2™t € [0,1].

Ekkor ) .
d 271 mwint
[2E = [ = i,
z—c o e mint

Y

azaz az integrdl megadja, hogy a korpalya (el6jelesen) hanyszor keriili meg a kézéppontot.

10.1.34. Definicié. Ha egy c kozéppontu korpélyaval C\{c}-ben homotdp pélyat, vagy
ez utébbival ekvivalens palyat vesziink, az is ugyanannyiszor keriili meg a ¢ pontot. Mivel
a fenti integral ilyen palyara vald atéréssel a Cauchy-féle alaptétel szerint nem valtozik, az
el6z6 példa lehetéséget ad arra, hogy definidljuk egy zart palyanak egy pontra vonatkozo
koriljdrdsi szdmat, idegen széval indexét. Legyen ¢ € C és v egy zért palya C \ {c}-ben.
A v palya ¢ pontra vonatkozé indexét a

1
ind(c,7) —/ dz

2mi | z—c¢
v

Osszefiiggéssel definidljuk. A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy a definicié alapjaul szol-
gal6 észrevételnek a megforditdsa is igaz. A bizonyitdshoz azonban sziikségiink lesz egy
lemmara.

*x 10.1.35. Lemma. Legyen D C K" nyilt halmaz és v: [a,b] — D egy zart gérbe. Ekkor
létezik olyan § szakaszonként linearis palya, amely homotdp ~y-val D-ben.

Bizonyitas. Mivel B = +([a,b]) kompakt, van olyan r > 0, hogy a B zirt r-
kornyezete D-ben van. Mivel v egyenletesen folytonos, van olyan n > 0, hogy |t —t'| <n
esetén |y(t) —y(t')| <r. Legyen a =ty < t; < ... <t, = b egy n-nal finomabb beosztdsa
[a, b]-nek, és legyen a 7 szakaszonként linedris kozelitése a

t—1t.

-1
———(y(t;)) = (t;-1)), ha t; 4 <t<t

() = (t;y) +
! tj=tia

pélya, tovabbé legyen a homotdpiat definidls leképezés ¢(t, &) = £6(t) + (1—£&)~(¢). Ekkor
tig <t<t;,1<7<n,0<E< 1 esetén o, §) ay(t;) koriili r sugard nyilt gdmbben
van. [J

10.1.36. Tétel. Ha ~:I — C egy zdrt pdlya és ¢ € C\ y(I), akkor ind(c,v) egész.
Ha n = ind(c, ), akkor v egy C\ {c}-ben a t + 2™t t € [0, 1] kérpdlyaval homotép
pélydval ekvivalens. Ha D C C\ v(I) egy tartomény, akkor ¢ + ind(c, ) konstans D-n.

Ha ~(I) benne van egy B egyszeresen sszelliggd tartomanyban, akkor ez a konstans nulla
C\ B-n.

*x Bizonyitas. Ekvivalens palyaval helyettesitve 4-t, feltehetjiik, hogy a [0, 1] inter-
vallumon van értelmezve. Az el6z6 lemma szerint azt is feltehetjiik, hogy v szakaszonként
sima. Legyen

(s)—c

ha 0 <t < 1. Ekkor g(1) = 2min, a h szakaszonként sima, és véges sok pont kivételével

(t) —'(®)
V() —c

g(t) = / /(s)ds s h(t) = ((t) — c)e 9,
0

B (t) =~ (t)e 9 + (y(t) — c)e™9 =0,
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igy h konstans. Ebb6l, h(0) = v(0) — ¢ miatt,

Mivel v(1) = v(0), exp(g(1)) = 1, amibél n, a koriiljardsi szdm, egész. Vegyiik észre, hogy
(t, &) = ¢+ (v(0) — C)e(l—f)g(t)+£tg(1>

egy C\ {c}-beli homotdpidja y-nak a t > ¢+ (v(0) — ¢)e?™"* kérpélyaba.

Mivel az integréllal adott ¢ — ind(c,7) leképezés analitikus, folytonos is. Mivel D
Osszefiiggd, ind(c,y) pedig csak egész értéket vehet fel, csak konstans lehet. Végiil, ha
~v(I) benne van valamely B egyszeresen Osszefiiggd tartoményban, és ¢ € C\ B, akkor ~
6sszehtzhaté B C C\ {c}-ben, igy ind(c,y) = 0. O

10.1.37. Feladat [7]. Adjunk meg olyan ~ pélyat, amelyre minden k természetes
szdmhoz van olyan z pont, hogy ind(z,v) = k.

— 10.1.38. Feladat [8]. Szdmitsuk ki a

. B sinx
lim dx
R—oo 0 €T

integralt. [Integraljuk az (e** —1)/(2iz) fiiggvényt a 0 kézéppontt, R sugari korlap felss
fele koriil.]

— 10.1.39. Feladat [8]. Szdmitsuk ki a

R R
lim cos 2 dx, lim sin 22 dx

R—o0 o R—00 o

Fresnel-féle integrdlokat. (Integraljuk az e figgvényt egy 0, R, Re™/* csticst, R sugart

korcikk koriil.)

x 10.1.40. Feladat [9]. Legyen ~ egy péalya, g holomorf komplex értékii fiiggvény -
értékkészletének egy kornyezetén, f pedig folytonos komplex fliggvény go-y értékkészletén.
Bizonyitsuk be a helyettesitéses integralasra vonatkozé alabbi formulat:

[atng @z = [ fwdw,
gl 97
10.1.41. Tétel. Egy D C C nyilt halmazon holomorf f fiiggvény analitikus D-n. Ha
c € D, akkor az f fiiggvény c kériili hatvanysora konvergens minden ¢ kézéppontu D-beli

nyilt kérlapon.
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Bizonyitas. Vilasszunk olyan r > 0 szamot, amelyre a ¢ k6zépponti r sugaru zart
korlap benne van D-ben. Legyen |z —¢| < r és

g(w) = L T ha w# z.

Legyen 7, (t) = hc + (1 — h)z + hre®t, ha 0 < t < 27 és 0 < h < 1. Megmutatjuk, hogy
j;{ g(w) dw = 0. Nyilvan -, homotép v;-gyel D\ {z}-ben, ha 0 < h <1, igy
1

[ stwraw= [ gwdu.

Th 71

mivel g differencidlhaté D \ {z}-ben. Masrészt ha h elég kicsi, akkor

/ 9(w) dw

Th

< (yf’(z)| + 1>27rh7“ 0,

mert g(w) — f’(2), ha w — z. Ebbdl

o [ et | 2 au [ S

71

azaz

_ 1 (w)
f(Z) = Tm : m dw, ha |Z C| < r,

amibdl a 10.1.32 tétel miatt kovetkezik az allitds. [

10.1.42. Morera tétele. Legyen D C C nyilt halmaz, f folytonos komplex fiigg-
vény D-n. Ha minden v haromszég-palyara, amelynek értékkészlete az altala hatarolt
haromszdg-lappal egyiitt D-ben van, L f(2)dz =0, akkor f holomorf D-n.

Bizonyitas. Az f-nek lokalisan van primitiv fliggvénye, amely analitikus, igy f is
analitikus. O

10.1.43. Cauchy-féle integralformulak. Legyen D C C egy egyszeresen Gsszefiiggd
tartomény, és f holomorf D-n. Ha v: I — D egy zért palya, akkor minden z € D\ ~(I)-re

és n € N-re |
ind(z,)f) = o [ (O

T 2mi | (w—2)™*! '
A tétel leggyakrabban az ind(z,y) = +1 esetben fogjuk hasznélni.

Bizonyitas. Eloszor legyen n = 0. A tétel azon mulik, hogy az integrélas athe-
lyezhetd egy, a z pont kis kornyezetében 1év6, az eredetivel homotép palyara, és erre az
integral ~ f(z) [ dw/(w — z), de kényelmesebb ugyanigy, mint az el6z8 bizonyitdsban,
egy segédfiiggvénnyel dolgozni, ami lényegében most is az ottani segédfiiggvény. Legyen

g(w):M, ha w#2z é g(z) = f'(2).

w—=z
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Egy z-hez elég kozeli w-re

(w—2)?

Flw) = £+ (w=2)f'(2) + @)

igy
w

g(w) = F/(2) + 5= f (@) + -,

tehat g hatvanysor Osszegfiiggvénye z kozelében, igy differencidlhaté D-n. A Cauchy-féle
alaptételbol, hasonldéan, mint az el6z6 bizonyitdsban,

0=/g(w)dw=/%dw—f(z)/wdf’z,

Y

amibdl kovetkezik az n = 0 eset. Az altaldnos eset abbdl kévetkezik, hogy a

f(w)
zle_Zdw

fiiggvény analitikus C \ v(I)-n, és egy analitikus fliggvény hatvanysordnak egytitthato6i
kifejezhet6k a derivdltakkal (1ényegében a differencidlds és az integrilds felcserélhetd),
ldsd a 10.1.32 tételt. O

10.1.44. Cauchy-egyenlGtlenségek. Tegyiik fel, hogy f holomorf a D C C nyilt
halmazon, w € D, és az w kézépponti, r > 0 sugaru zart B kérlap D-ben van. Ekkor

|f™ (w)| < Mnl/r™ (n=10,1,2,...), ahol M = sup{|f(z)’: z € BB}.
Bizonyitas. Legyen v(t) = w + re®, ha 0 < t < 2. Ekkor az el6z6 tétel szerint

n! M2 _ Mn!
= gt T T =

10.1.45. Liouville tétele. Legyen f egy egész fiiggvény. Ha f korlatos, akkor konstans.
Bizonyitas. Ha |f| < M, w € C és r > 0, akkor |f’(w)| < M/r =0, har — co.

Igy f/(w) = 0 mindeniitt. O
10.1.46. Az algebra alaptétele. Minden legalabb elséfokt komplex polinomnak van

zérushelye.

Bizonyitas. Ellenkezd esetben a p polinom reciproka, 1/p egész fiiggvény. Mivel ha
p foka n, akkor a

lim [p(2)]/]2|"

|z] =00
hatarérték véges, |p(z)| — 00, 1/|p(z)| — 0, ha |z| — oco. Igy 1/p korlatos, tehat konstans.
Mivel csak nulla lehet, ellentmondést kaptunk. 7

10.1.47. Megjegyzés. Polinomok gyoktényezés alakjanak dltalanositasa egész fiigg-
vények Weierstrass-féle el6allitasa végtelen szorzatként. Lasd részletesebben Szdékefalvi-
Nagy [60] jegyzetét.
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10.1.48. Feladat [9]. Hatdrozzuk meg az aldbbi fliggvények MacLaurin-sorét:

(1) z In(1-2);

(2) zr> In(1+ 2);

(3) 2 (/2 (1 +2)/(1— 2));
(4) arcsin;

(5) arctg;

(6) arsh;

(7) arth.

* 10.1.49. Schwarz-lemma. Legyen f a nyilt komplex egységkérlap énmagaba valé
analitikus leképezése, amelyre f(0) = 0. Ekkor | f(z)| < |z|, és ha valamely z # 0 pontban
egyenléség teljesiil, akkor f(z) = cz (és persze |c| = 1).

Bizonyitas. Az f felirhaté f(z) = zg(z) alakban, és g is analitikus. Ha 0 < r < 1,
akkor |z| = r esetén |g(z)| < 1/r. A maximumelv miatt |g(z)| < 1/r teljesiil |z| < r
esetén is. EbboSl r 1 1 hatdrdtmenettel |g| < 1 az egész nyilt korlapon, amibél kapjuk az
egyenlétlenséget. Ha valahol egyenldség teljesiil, akkor ott |g|-nek lokalis maximuma van,
igy a maximumelv szerint konstans. [J

10.1.50. Tétel. Legyen D C C nyilt halmaz, és f: D — C holomorf. Ha u, v valés
értékiiek, és f(x + iy) = u(x,y) + iv(z,y), akkor u és v harmonikusak D-n, azaz Au =0
és Av = 0lapA\.

Bizonyitas. Az f végtelen sokszor differencialhatd, igy u és v is végtelen sokszor
differencidlhatéak. A Cauchy—Riemann-egyenletekbél

u = Uyaﬂ uy:}c = Uiy ua:y = Uyy’ uyy = —’ny7

T
amibdl a vegyes parcidlis derivaltak egyenldsége miatt Au = Av = 0.

10.1.51. Definicié. Legyen D C C nyilt halmaz, u: D — R harmonikus fliggvény. Azt
mondjuk, hogy v az u harmonikus tdrsa D-n, ha v: D — R és

[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y)
holomorf D-n. Vegyiik észre, hogy ekkor —if(x + iy) = v(z,y) — iu(x,y), azaz ha u-nak
v, akkor v-nek —u harmonikus tarsa.

10.1.52. Tétel. Legyen D C C egyszeresen 0Osszefiiggd tartomany, u: D — R harmo-
nikus fiiggvény. Ekkor u-nak létezik D-n harmonikus tarsa.

A bizonyitas konstruktiv, igy a harmonikus tars meg is kereshetd.

Bizonyitas. Legyen g(x +iy) = u,(v,y) — iu,(x,y). Ekkor g holomorf, mert fenn-
allnak az u,, = —u,,, u,, = u,, Cauchy-Riemann-egyenletek, tehdt g-nek van primitiv
fiiggvénye. Legyen G a g egy primitiv fuggvénye, és G(x + iy) = w(z,y) +iv(x,y). Ekkor
v és w végtelen sokszor differencidlhatéak, és w, = u,, w, = u,, vagyis w — u konstans.
Igy _ . .

fla+iy) = Gz +iy) — (w(z,y) —ulz,y)) = ulz,y) +iv(z,y)

holomorf. O
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10.1.53. Konform ekvivalencia. Legyenek D, E C C tartomanyok. Azt mondjuk,
hogy f konform leképezése D-nek E-re, ha f homeomorfizmusa D-nek E-re, és f, f~!
holomorfak. Ha létezik konform leképezése D-nek E-re, akkor azt mondjuk, hogy D és FE
konform ekvivalensek.

Tartomanyok konform ekvivalenciajat gyakran hasznaljuk arra, hogy az egyik tar-
toméany ismert harmonikus fiiggvényeivel harmonikus fiiggvényeket ,, gyartsunk” a mésik
tartomanyon. Ilyenkor fontos az is, hogy a konform leképezés folytathato-e folytonosan
a tartomdnyok hatarara is? Err6l durvan azt mondhatjuk, hogy a konform leképezés
»igyekszik annyira folytonos lenni a hataron, amennyire csak lehet”. Részletesebben lasd
Petruska [48] jegyzetét.

A Liouville-tételbél kovetkezik, hogy az egész komplex sik nem képezhetd le konform
modon egy korlatos tartoményra. A kdvetkezo tétel azonban mutatja, hogy az egyszeresen
Osszefiiggd tartomanyok csak két ekvivalenciaosztalyt alkotnak. Nem egyszeresen Ossze-
fliggd tartomanyok korében a helyzet bonyolultabb.

10.1.54. Riemann tétele. Ha D, FE C C a C-tdl kiilénb6z6 egyszeresen Osszefiiggd
tartomanyok, akkor konform ekvivalensek.

Bizonyitis. Megtaldlhat6 Székefalvi-Nagy [60] jegyzetében. O

10.1.55. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy az In(2? + 3?) harmonikus fiiggvénynek
nincs harmonikus tarsa C \ {0}-n.

10.1.56. Feladat [8]. Keressiik meg az alabbi fiiggvények harmonikus tarsat:
(1) 2% —y®+ 2z
(2) e®cosy;
(3) sinachy.
10.1.57. Feladat [14]. Bizonyitsuk be, hogy a C korre a z és w pontok pontosan akkor
alkotnak inverz pontpart, ha minden, a z-n és w-n dtmend kér merdleges C-re. Mutassuk

meg, hogy tortlinedris leképezésnél a C-re inverz pontparok C képére inverz pontparokba
mennek at.

— 10.1.58. Feladat [8]. Egy sikbeli potencidlelméleti probléméahoz tartozé komplex
potencidlon egy olyan holomorf, komplex értékli fiiggvényt értiink, amelynek képzetes
része a potencial. A potencidl szintvonalai az ekvipotencialis vonalak, a valés rész szint-
vonalai az er6vonalak. Példdul kilnz (ahol k valds konstans) egy ponttoltés komplex
potencidlja C \ {z:2 < 0}-n. Ebbél kiindulva, keressiik meg ellenkezd eléjelll, egyenld
nagysagu toltések esetén a komplex potencialt az alabbi esetekben:

(1) két ponttoltés;
(2) egy korvezetd és egy ponttoltés;
(3) két korvezetd.

— 10.1.59. Feladat [11]. Hatdrozzuk meg a hédramldst excentrikus csovek kozott,
stacionarius esetben.

— 10.1.60. Feladat [10]. Vizsgaljuk meg a z > z + €%, |J(2)| < = fuggvényt. Ezen
fliggvény felhasznélasaval hatarozzuk meg egy ,félsik kondenzator” eréterét a kondenzator
szélén.

325



— 10.1.61. Feladat [11]. Hatédrozzuk meg két, egy sikban 1év8, parhuzamos félsikbol

all6 kondenzator erGterét.

— 10.1.62. Feladat: Zsukovszkij-profil [14].

(1) Vizsgaljuk meg a z + (z—1)/(2+1), 2z = 22 leképezéseket, és a z > (2 —2) /(2 +2)
leképezés inverzét.

(2) Mi a képe a fenti leképezések sszetételénél egy, a —1 és 1 pontokon adtmené C' kor
kiilsejének?

(3) Vizsgaljuk meg egy, a C kort az 1 pontban érinté, ndla nagyobb C* kor képét.
(Zsukovszkij-profil.)

(4) Szédmoljuk ki a fenti leképezések Gsszetételét.

10.1.63. Feladat [10]. Képezziik le konform médon az aldbbi tartomédnyokat a nyilt

egységkorre:

1) {z€C:|z| <1}\[z,1], ahol -1 <z < 1;

2) {z€C:lz] <1}\([-1,—2]U][z,1]), ahol 0 < z < 1;

3) {z:3(z) > 0} \ 40, 1];

4) C\ (]—o0,z] U [y, o0[), ahol z < 0 < y;

(5) {z—m < J(2) < wp\]—00,0].

x 10.1.64. Feladat [12]. Mutassuk meg, hogy a nyilt egységkorlap énmagéra val kon-

form leképezései tortlinedris leképezések. [ElSszor az f(0) = 0 esetre mutassuk meg, hogy

f(2) = cz. Az altaldnos esetben az origd képét vigyiik vissza egy tortlinedris leképezéssel
az origoba.|

(
(
(
(

x 10.1.65. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy két, C-t8l kiilonboz egyszeresen Gssze-
fligg6 tartomany kozott 1étezik olyan konform ekvivalencia, amely egy adott pontot egy
adott pontba visz, és ott a derivalt adott argumentumi. Mutassuk meg, hogy ilyen mel-
lékfeltételek mellett a konform leképezés mér egyértelmi. (Vezessiik vissza a problémdt
a nyilt egységkorlap onmagéra torténd leképezéseinek vizsgalatara.)

x 10.1.66. Weierstrass tétele. Tegyiik fel, hogy a D C C nyilt halmazon holomorf
fiiggvények f,, n =1,2,... sorozata a D-n lokdlisan egyenletesen konvergal az f: D — C
fliggvényhez, azaz minden pontnak van olyan kérnyezete, amin a konvergencia egyenle-
tes. Ekkor f is holomorf, és fflk) — f% s teljesiil minden k € N*-ra a D-n lokdlisan
egyenletesen.

Bizonyitas. Mivel D minden pontjanak van kompakt kérnyezete, a lokdlisan egyen-
letes konvergencia ekvivalens azzal, hogy a konvergencia a kompakt halmazokon egyen-
letes. Legyen ¢ € D, és valasszunk olyan r > 0 valds szamot, amelyre a ¢ kézéppontu, r
sugart zart korlap D-ben van. Legyen y(t) = ¢ + re®, ha 0 < t < 2. Ekkor |z —¢| < r
esetén

ERRIAC
o) = 5 [ 2w

Rogzitve z-t, v értékkészletén




egyenletesen, amibdl

w —

0= 50 [ 2L au,

azaz [ analitikus.

Most legyen C kompakt részhalmaza D-nek, és valasszunk olyan r > 0-t és B C D
kompakt halmazt, amelyre B a C' minden pontjanak r sugart zart kornyezetét tartalmaz-
za. Ha z € C, akkor z benne valamelyik ilyen kérnyezetben, igy a Cauchy-egyenlétlenség
szerint

[£7() = 19 2] < supd | ) = flaw)|:w € BP0,
ha n — oco. O

10.1.67. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy a ( fliggvény analitikus a R(z) > 1 félsikon.

10.2 Meromorf fiiggvények

A legtébb magasabb matematikai fogalom, igy a komplex szamok, algebrak, line-
aris operatorok, Borel-halmazok — e felsorolast szinte vég nélkiil folytathatnank —
fogalmat ugy alkottak meg, hogy azok alkalmas anyagként szolgaljanak, melyen a
matematikus bemutathatja leleményességét és érzékét az elvont szépség irant. . ..
A komplex szamok kilondsen taldlé példdat szolgdltatnak a mondottakra. Semmiféle
tapasztalat nem koveteli, hogy e mennyiségeket bevezessik. Valoban, ha megkérde-
ziink eqy matematikust, hogy indokolja meg érdeklédését a komplex szdmok irdnt, rd
fog mutatni — némi méltatlankoddssal hangjiban — az egyenletek, a hatvdnysorok s
altaldban az analitikus figgvények elméletének sok szép tételére, melyek megfogalma-
zdsdt a komplex szdimok bevezetése tette lehetévé. A matematikus nem hajlandé arra,
hogy feladja érdeklédését szellemének e legszebb teljesitményei irdnt.

Wigner Jend (1959)

10.2.1. Laurent-sor. Legyen 0 < r < R < oo, ¢ € C, és tegylik fel, hogy f holomorf
aD={zr <|z—c| <R} kirgyliriin. Ekkor f el6&llithaté

f) =) a,z=e)"+) a,(z—c)"
n=0 n=1

alakban. Az elsé hatvdnysor konvergens |z — ¢| < R esetén, a méasodik fiiggvénysor pedig
|z—c| > r esetén, igy a kérgytirtin mindkettd konvergens. Az a,, egyltitthatok egyértelmiien
meghatarozottak és minden D-beli zart v palyara

(1) ind(e,v)a,, = % (w{(lcu))nﬂ dw.

Az eléallitast, nem teljesen korrekt modon,

alakban is szokas irni.
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x Bizonyitds. Legyenek z € D, r’, R’ € R tetszblegesek tigy, hogy
r<r <|z—¢/<R <R
teljesiiljon, és legyen elGszor
y(t)=c+ret, T(t)=c+ R'e', ha 0<t<2m.

Mivel v és I' homot6épok D-ben, és a

fuggvény holomorf D-n,

w) dw = w) dw,
[ gty dw = [ g(w
azaz

[L0=16),  [H0=10),

o w—z w2 ’
amibél ind(z,v) = 0, ind(z,T') = 1 miatt

1 flw) L[ flw)

(2) f(z)_M/Fw—zdw_M[w—zdw'
Mivel

1 1 1

_ _ (z—c)"

w—2z (w—c)—(2z—¢) (w—c)(l—(z—c)/(w—c)):;(w—c)"”’

és a jobb oldali sor egyenletesen konvergens, ha |w —¢| = R’, (2)-ben az elsé integral

n=0 n=0
alakba irhaté. Hasonlban,
11 1 B 1
w—z z—w (2—c¢)—(w—c) (z—c)(1—(w—2c)/(z—¢))
B i (w _ C)n—l
n=1 (Z‘Arc)n ’

ahol a jobb oldali sor w-ben egyenletesen konvergens az |w—c¢| = r’ kéron, és igy (2)-ben
a masodik integral

_;mli(fl dw:Z (zjc)n;mlf(w)(w—c)”l dw = 2 a,(z—c)"

n=1 n=—1
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alakba irhaté. Az egyiitthatok nem fiiggnek z-t6l, csak esetleg 7-t6l és I'-tél, amibol
kovetkezik, hogy 37> 'a,,(z —¢)" minden |z —c| < R esetén, 3 > a,(z —c)" pedig
minden |z — ¢| > 7’ esetén konvergens.

Tegytik fel, hogy

(3) Za z—c¢) —|—Za z—c) ",

ha 7 < |z —¢| < R’. Az els§ sor egy hatvdnysor, a mésodik sor pedig w = 1/(z — ¢)
helyettesitéssel egy hatvanysorba megy at, amely egy korlapon konvergens. Tekintsiink
egy v: I — D zart palyat, amelyre r’ < |y(t)—c¢| < R’ minden t € I-re. A (3)-ban szerepld

sorok egyenletesen konvergensek v(I)-n, és szorozva 1/(w — ¢)™*!-gyel
f( n m—1
[y(w—cm“ n_z;oo w—c¢) dw.

Mivel (w — ¢)¥-nak van primitiv fiiggvénye D-n, ha k # —1, a jobb oldali integrdlok
mind nulldk, ha n —m — 1 # —1. Igy az ind(c, ’y) index deﬁnlciéjébol kapjuk (1)-et, és
az ind(c,y) # 0 esetben a Laurent-sor egyértelmiiségét is. Ebbdl specialisan kovetkezik,
hogy az a,-ek nem fiiggnek 1’ és R’ vélasztdsatdl sem, ' | r;, R 1 R esetén pedig,
hogy ZZOZO a,(z —¢)™ konvergens |z — c¢| < R, a Z;Zo_l a,(z — ¢)™ sor pedig konvergens

|z —¢| > r esetén. O

10.2.2. Fiiggvény rendje egy pontban. Legyen ¢ € C, és tegyiik fel, hogy fholomorf
valamely r > O-ra a D = {2:0 < |z — ¢| < r} lyukas kérlapon. Legyen

o0

flz)= Z a,(z—c)", ha zeD

n=—0oo

az [ Laurent-sora. Tudjuk, hogy az f soranak egyiitthatéi nem fiiggnek r valasztasatol.
Az f rendjét c-ben az w(c, f) = inf{n: a,, # 0} Osszefliggéssel definidljuk. Ha w(c, f) <0,
akkor azt mondjuk, hogy f-nek c-ben zzolalt szingularitdsa van. Ha w(c, f) = —oo, akkor
¢-ben f-nek lényeges szingularitdsa van, ha pedig —oo < w(c, f) = —n < 0, akkor f-nek
c-ben n-edrendii pdlusa van. Az

o0
Ea (z—c¢)™, ha z#c

n=1

fiiggvény az f férésze c-ben. Ha w(c, f) > 0, akkor a Laurent-sor hatvanysor, igy f ho-
lomorf médon kiterjeszthetd a {z: |z — ¢| < r} korlapra; ekkor azt mondjuk, hogy ¢
megszintethetd szingularitdsa f-nek. Ha w(e, f) = n > 0, akkor azt mondjuk, hogy ¢ az
fnek n-edrendl zérushelye. Ha g egy masik, a D lyukas kérlapon analitikus fiiggvény,
akkor trividlisan w(c, f + ¢) > min{w(c, f),w(c,9)} és w(c, fg) = wle, f) + wle, g), ha
w(e, f) és w(c, g) végesek; az utébbi allitds belatdsdhoz vegylik észre, hogy ha f véges
renddi c-ben, w(c, f) = n, akkor f a D-n egyértelmiien felirhaté (z — ¢)™ f*(z) alakban,
ahol f* a D-n analitikus és rendje c-ben 0. Ha f véges rendli c-ben, akkor 1/f is, és
w(e,1/f) = —wlc, f). Az a_y az f reziduuma c-ben, jelolése Res(c, f).
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10.2.3. Reziduumtétel. Legyen D egy egyszeresen dsszefiiggé tartomany és S C D
egy csupa izolalt pontbdl 4ll6 halmaz. Ha D\ S nyilt, f analitikus D\ S-en és~y: I — D\ S
egy zart palya, akkor

/f(z) dz = 2mi Zind(s,’y) Res(s, f),

sesS
és a jobb oldali dsszegnek csak véges sok tagja nullatol kiilbnbézo.

x Bizonyitas. Az, hogy D \ S nyilt, azzal ekvivalens, hogy S-nek nincs D-ben
pontja. Feltehetjiik, hogy minden s € S nem megsziintethet6 szingularitasa f-nek, mert a
megsziintethetd szingularitasokban a reziduum ugyis nulla, igy azokat megsziintethetjitk
anélkiil, hogy a jobb oldali 6sszeg megvaltozna. Barmely K kompakt részhalmazara D-
nek S N K véges, mert nem lehet torlédasi pontja. Legyen P az Gsszes olyan w pontok
halmaza, amelyekre ind(w,v) # 0. Vélasztva egy ~v(I)-t tartalmazé nyilt korlapot, az
konvex, tehat egyszeresen Osszefiiggd, az index tulajdonsdgai miatt P korlatos. Mivel
D egyszeresen Osszefiiggd, P C D. Mivel C \ «(I) azon pontjainak halmaza, amelyekre
ind(w, ) egy adott értéket vesz fel, nyilt, P minden hatarpontja (I)-ben van. igy P C D,
és P kompakt. Legyen ¢: I x [0,1] — D a v egy homotépidja egy konstans palyaval, és
M = ¢(I x[0,1]). Ha S" = SN (M UDP), akkor S’ véges és B = (D\ S)U S’ nyilt. Jelélje
ug az f f6részét az s € S” pontban, és tekintsiik a

9(2) = f(z) = > uy2), z€B

ses’

analitikussd tett fiiggvényt. Mivel a Cauchy-féle alaptétel szerint f7 g(z)dz =0,

/ f2dz =3 / 2)dz= Y 2miind(s,7) Res(s, f). O

seS’ ses’

10.2.4. Megjegyzés. A reziduumtételt gyakran haszndljuk komplex és valds integralok
kiszdmitdsara. Gyakran egy z — f(2)/g(z) fuggvény reziduumara van szitkségiink egy ¢
pontban, ahol f, g analitikusak, g(c) = 0. Ilyenkor célszerti felirnunk f és g Taylor-sorat
¢ kozépponttal. Példaul ha ¢’(c) # 0, akkor

flz) _ fle)+fe)z=¢c) + ... _ 1 O+ feE=o+. ..
9(2)  g)z—c)+g"()(z—c)*/2+... z—cg(c)+g"(c)(z—¢)/2+..]

igy Res(c, f/g9) = f(c)/g'(c).

10.2.5. Meromorf fiiggvények. Legyen D C C nyilt halmaz. Azt mondjuk, hogy
az [ meromorf D-n, ha f a D egy nyilt B részhalmazan holomorf, és D \ B minden
pontja pdlusa f-nek. (Példdul a racionélis tortfiiggvények meromorf fliggvények.) Vegyiik
észre, hogy D \ B-nek nem lehet torlédéasi pontja D-ben: a torlédasi pont ugyanis nem
lehet B-ben, mert az nyilt, de D\ B-ben sem, mert annak a pontjai pélusok, igy izolaltak.
Meromorf fliggvények 6sszege és konstansszorosa is meromorf, sét, D-n meromorf komplex
értéki fuggvények szorzata is meromorf. Ha D tartoméany, akkor D-n meromorf komplex
érték fliggvények hanyadosa is meromorf, ha az 0szté nem azonosan nulla. Az 1/ f pélusai
f zérushelyei, 1/ f zérushelyei pedig f pélusai.
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x 10.2.6. Megjegyzés. A parciilis tortekre bontés tétele végtelen sok tagra torténd 4l-
talanositasanak tekinthet6 Mittag-Leffler tétele. Ennek a tételnek, valamint a Weierstrass-
féle szorzat eléallitasnak a segitségével sok érdekes és fontos Gsszefiiggés levezetheto, pél-
ddul a T'(2)I'(1 — z) = «/sinnz Osszefiiggés. Részletesebben lasd Székefalvi-Nagy [60]
jegyzetét.

* 10.2.7. Argumentume-elv. Legyen D C C egyszeresen Gsszefiiggs tartomany, és f
egy nem azonosan nulla komplex értékii meromorf fiiggvény D-n. Legyen N, illetve P az

f nullhelyeinek, illetve pélusainak halmaza, g pedig egy D-n holomorf fiiggvény. Minden
D\ (N U P)-beli v zart pélydra

JooEZ az—oni Y inatuwgwieten )

2l f( ) weNUP

Bizonyitas. Az f a w egy kornyezetében felirhaté f(z) = (z — w)* f,(2) alakban,
ahol k az f rendje w-ben, f; holomorf, és f;(w) # 0. Ebbdl

F(2) = k(z—w)* 1 fi1(2) + (2 —w)* fi(2),
tehdt f’/f rendje az w pontban nemnegativ, ha k = 0, egyébként —1, és a reziduuma k,
ha k # 0. A g fiiggvénnyel szorozva, gf’/ f reziduuma kg(w) lesz. Igy a reziduumtételbdl
kovetkezik az allitas. O

x 10.2.8. Kovetkezmény. Ha v szakaszonként sima zdrt palya D \ (N U P)-ben, és
I' = f o, akkor
ind(0,T") = Z ind(w, y)w(w, f).
weNUP
Bizonyitéas. Nyilvan T' is szakaszonként sima pélya, és ha v az [a,b]-n van értel-

mezve, akkor
273 ind(0,T) /dw / f /f dz. O

* 10.2.9. Rouché tétele. Legyen D C C egyszeresen Osszefliggd tartomany, f és g
holomorf komplex értékii fiiggvények D-n, N az f, N’ pedig az f + g zérushelyeinek
halmaza, v:I — D egy zdrt palya D\ N-ben. Ha |g(z)| < |f(2)| a v(I)-n, akkor

> ind(w, Yw(w, f) = Y ind(w, y)w(w, f + g).

weN weN’

Bizonyitas. Mivel f és f+ g sem azonosan nulla, N és N’ izoldlt pontokbdl dllnak,
és megszamldlhatbak. A v egy, a

{z € D: |g(z)| < |f(z)|}

nyilt halmazban vele homotép palyaval helyettesithetd, igy feltehetjiik, hogy szakaszon-
ként sima. Legyen h = (f + g)/f. Ekkor
U+g) 1 W
f+yg foon
és az el6z6 kovetkezmény szerint csak azt kell megmutatnunk, hogy a I' = h o v szaka-
szonként sima pélydra ind(0,T") = 0. Vegyiik észre, hogy |h(z) — 1| = |g(2)/f(z)| < 1, ha
ze~(I). 0O
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% 10.2.10. A gamma-fiiggvény. Ez a fliggvény lényegében a faktoridlis kiterjesztése
természetes szdmokrdl komplex szdmokra, mert I'(n + 1) = n!, ha n € N. Ha %R(z) > 0,
legyen

n

['(z) = lim t=let dt.

—

Megmutatjuk, hogy a hatérérték létezik, és I' analitikus a {z: R(z) > 0} félsikon. Legyen

folz) = /n t*“le7tdt, ha R(z)>0.

1/n

Ha C' C {z:%R(z) > 0} kompakt halmaz, akkor k < R(z) < K valamely 0 < k < K < co-
re minden z € C-re, és ha m > n, akkor

1/n m
fn@ = fua)l < [ et [T eietar

1/m n

1/n 0o
g/ th—le~t dt+/ tE=le7tdt — 0,
0

n

ha n — oo, igy az f, fliggvénysorozat minden kompakt halmazon egyenletesen kon-
vergens. A paraméteres integralok paraméter szerinti differencidlasardl szolé tétel és a
Cauchy-Riemann-egyenletek felhasznalasaval kapjuk, hogy f,, holomorf, és igy Weierst-
integralassal, majd n — oo hataratmenettel adédik a gamma-fliggvény fiiggvényegyenlete:
I(z+ 1) = 2I(2). Ezt atirva a I'(2) = I'(2 4+ 1) /2 alakba, I" analitikusan folytathaté a
{#:R(z) > —1,z # 0} nyilt halmazra és a fiiggvényegyenlet tovabbra is fennall. Ujra al-
kalmazva ezt az Osszefiiggést, a {z: R(z) > —2, 2 # 0, —1} halmazra folytathaté I'. Teljes
indukciéval ismételve az eljardst, I' egy olyan, a C-n meromorf fliiggvénnyé terjeszthetd
ki, amelynek a 0,—1,—2,... pontokban elsérendli pélusai vannak, és erre a kiterjesztett
fiiggvényre —z ¢ N esetén teljesiil a I'(z + 1) = 2I'(z) fiiggvényegyenlet. Az analitikus
folytatds elve szerint a kiterjesztés egyértelmii.

— 10.2.11. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy I'(1/2) = 2]000 =02 gy — /7, hogy
I'(1) =1, és hogy T'(n+1) =n!, han e N.

10.2.12. Feladat [10]. Bizonyitsuk be, hogy

+oo mzfl

/ dr =T(2){(z), ha R(z)> 1.
o et —1

— 10.2.13. Feladat [10]. Ha P, @ polinomok, deg P + 2 < deg (@, mutassuk meg,

hogy

(1) ha @-nak nincs valds zérushelye, akkor

~ D) = 2m es(z ;
/_Oo Q(x)dx—Q 3%20R (z, P/Q);
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(2) ha @-nak nincs nemnegativ valés zérushelye, akkor

/°° P(x) do — _iZReS(Z’f)7
0

Q) 2.
ahol Pl2)

— 10.2.14. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy ha m < n, akkor

% p2m _q om + 1
x di =" (etg I — g 2T
Oox2"—1 n n 2n

— 10.2.15. Feladat [11]. Szamitsuk ki az aldbbi integrélokat:

(1) /m(dw n=12.

. x2+1)n’
< dx
) [ =
0
o0 .2my __ .2my
(3) / wx%i_xldx, my, My < N;
0
e8] x2m
4 LA <n.
(4) /0 o m<n

10.2.16. Feladat [10]. A —R, R, 2mi + R, 27i — R, illetve a —R, R, mi + R, mi — R
csucsu téglalap koriil integralva, majd R — co-t véve, mutassuk meg, hogy

[e'e) eat T
(1) — _dt = — , ha O0<a<l;
1+ et sin T
—00
00 ealt eazt
2) / o dt=mlctgmay —ctgmay), ha 0<aja; <1
—00

10.2.17. Feladat [12]. Hatédrozzuk meg az aldbbi integralokat:

[ee] xafl
(1) / dx, 0<a<l,;
h 1+
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0o . .
sin ax sin bx
/ —dx, a,b eR;

cosx
(6) / e /2 cos ax dz, a>0.
0

x 10.2.18. Feladat [10]. Bizonyitsuk be a gamma-fiiggvény aldbbi Gauss-féle elS4lli-
tasat: |
nln?
I'z) =1 , h eC
(z) nl—>noloz(z+1)--.(z+n) a z

(itt 1/0 = o).
Megoldéas. Lasd Petruska [48], 9.6, vagy Sz&kefalvi-Nagy [60].

x 10.2.19. Feladat: S-integral [11]. Mutassuk meg, hogy a p > 0, ¢ > 0 értékekre
értelmezett kétparaméteres

Blp.q) = / (1 — )0 da
0

B-integral értéke I'(p)T'(q)/T'(p + q). Hatdrozzuk meg ennek alapjin az j(;ﬂm sin® z de,
k € N integralok értékét.

Megoldas.
0o poo
/ e @t gp—lya1 gy dy
0
oo pmw/2
/ ef(cos (p+sin L,O)’I”T,p+Q71 cosP—1 (psianl stQD dr
0

/2 cosP~! pgind
B esin?™ ¢
=T +a) /0 (cos ¢ + sin p)Pta dip,

ahol a jobb oldalon szerepld integralbdl tg o = 1/2 — 1 helyettesitéssel B(p, q) adddik.
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x 10.2.20. Feladat [12]. Mutassuk meg, hogy a R™-ben az egy sugari gémbok térfo-
gata I'(1/2)™/T'(m/2 + 1) — 0, ha m — +o0.

x 10.2.21. Elliptikus integralok és elliptikus fiiggvények. A fizikdban gyakran
lépnek fel [ R(z,+/P(z))dz tipust, tgynevezett elliptikus integrdlok, ahol R raciondlis
tortfliggvény, azaz két kétvaltozds polinom hanyadosa, P pedig polinom. A név onnan
ered, hogy ellipszisiv hosszanak meghatarozasakor is ilyen integralt kapunk. Ha P els6-
vagy masodfoku, akkor alkalmas helyettesitésekkel a primitiv fiiggvény megkaphat6. Ha
P harmad- vagy negyedfokt, akkor néhany elliptikus alapintegralra vezetheto vissza az
Osszes eset, és ezek vizsgalata olyan komplex fiiggvényekhez vezet, amelyek két komplex
szam szerint is periodikusak. Az ilyen fiiggvényeket nevezik elliptikus fiiggvényeknek. A
kérdéskornek kiterjedt irodalma van, a legfontosabb tényeket illetéen ldasd Frank—Mises
[21], 1. 206. o.
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11
Differencialegyenletek

Data aequatione quotcunque fluentes quantitates involvente fluriones invenire et vice
versa. (Figgvényeket differencidlni és differencidlegyenleteket megoldani hasznos.)

Newton Leibnizhez, 1676

A differencidlegyenleteket Newton (1642-1727) taldlta fel, hogy segitségiikkel fizikai
problémakat oldjon meg. A XVIII. szdzad folyaman szamos differencidlegyenlet-tipust
oldottak meg. Euler (1707-1783) és Lagrange (1736-1813) munkai vezettek a linedris
differencidlegyenlet-rendszerek és magasabbrendii egyenletek elméletéhez, és ez a fejlédés
vezetett a linedris algebra szamos fogalménak kialakuldsdhoz. Példaul az adjungalt ope-
rator fogalma is Lagrange-t6l szarmazik, aki azt linearis differencidloperatorokra vezette
be. Az altalanos egyenlettipusokra vonatkozé tételek bizonyitdsat Cauchy kezdeményezte.
A megoldés létezésének és egyértelmiiségének ma szokédsos bizonyitdsa Picard-tdl ered,
1890-bél.

Itt a targyalas az alapprobléma vazolasaval kezdddik, elérebocsitva a 1étezési és
egyértelmiiségi tételt. Az elemi megoldasi moddszereket ,szakacskonyvszeriien” targya-
lom, ugy érzem, igy hasznalhaték a legkdnnyebben. A f6 eredményeket a szukcessziv
approximacié médszerével vezetem le. A linearis egyenletek és rendszerek targyalasa a
sz0kasos.

11.1 Alapfogalmak

11.1.1. Példa. Egy agyuigolyét fliggblegesen 100 m/s kezddsebességgel felldnek. Meny-
nyi ideig emelkedik?

du(t)
dt

= —g— ku(t)?, v(0) = 100 m/s.

Ez egy kozonséges, elsérendli explicit differencidlegyenletre vonatkozd kezdeti érték prob-
léma. Az altalanos megoldas egy konstanst tartalmaz, ezt gy kell megvéilasztanunk, hogy
a kezdeti feltétel teljesiiljon.

11.1.2. Példa. Vizsgaljuk meg a matematikai inga mozgédsat:

7

M 124 g .
mgsing(t) = —mle”(t), ¢ = —7sing, o(ty) = wo, p(ty) = wo-

Ez egy kozonséges, masodrendl explicit differencidlegyenletre vonatkoz6 kezdeti érték
probléma. Az altaldnos megoldas két konstanst tartalmaz, ezeket gy kell megvalaszta-
nunk, hogy a kezdeti feltételek teljesiiljenek.
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11.1.3. Példa. Tegyiik fel, hogy egy kémiai folyamat sordn az x anyag bomlik egy y
anyagga, az y anyag pedig bomlik egy z anyagga. A bomléds sebessége ardnyos a bomld

c sz

/7

8

= —ax z(ty) = x,
—by—a"  y(to) =yo

y/
Ez egy kozonséges, elsérendii explicit differencidlegyenlet-rendszerre vonatkozé kezdeti

érték probléma. Az altalanos megoldas két konstanst tartalmaz, ezeket uigy kell megva-
lasztanunk, hogy a kezdeti feltételek teljesiiljenek.

11.1.4. Példa: a rezgd hur differencidlegyenlete. Tekintsiink egy ¢ hosszisagu
homogén rezg6 hirt, amely transzverzalis sikrezgést végez. Tegyiik fel, hogy a hur rezgései
Hkicsik”, azaz a hurdarabok hossza a rezgés soran nem valtozik szamottevéen. Jeldlje p a
feszitBerdt, o a hir vonal menti slirliségét, u(z,t) pedig a kitérést.

A hir egy kicsiny, az x és az = + dx pontok kozé esé darabjara haté feszitéerSk u
irdnyt komponense
psina(z + dx) — psin a(z),

ahol a(z) a hirnak az x pontban az x tengellyel bezart szoge. Mivel ez az er6 okozza a
hir gyorsuldsat,

2
psina(x 4+ dx) — psina(z) ~ pdz %
Masrészt (@) J
. tga(x U
= —— < _~t = —
sin a(x) T+t a() ga(x) I
fgy
. ) ou ou 0%u
p(sina(z + dz) —sina(z)) ~ p(a—x(m‘ +dx,t) — g(m,t)) ~ pdx @(x,t).
Ebbdl a
o _ ot
022 p Ot2

differencidlegyenletet kapjuk. A hir végpontjai rogzitve vannak, igy teljesiilnie kell még
az

u(0,t) =u(l,t) =0, ha t>0
peremfeltételeknek és az

u(@,0) = uglx), o = ()
kezdeti feltételeknek is. Ez egy mésodrendii parcialis differencidlegyenletre vonatkozo ve-
gyes feladat.
Egy megolddsi médszer a vdltozok szétvdlasztdsa: keressink u(x,t) = X (z)T'(t) alak-
ban megoldasokat. Az egyenletbdl azt kapjuk, hogy

X%mﬂﬂ=§X@ﬁ%m

337



azaz . .
X"(x) _ oT"(t)

X(z)  pT(t)"
Mivel az egyik oldal csak z-t6l, a masik csak ¢-t6l fiigg, mindkét oldal konstans, legyen
példdul —\. Ekkor

Ap

0
A peremfeltételbdl X (0) = X(¢) = 0, igy a médsodik egyenletre, amely egy mésodrendii
kozonséges differencidlegyenlet, egy peremérték problémat kaptunk. Ennek nem min-
den A-ra van megoldasa. Meghatdrozva azokat a A-kat, amelyekre van megoldas, a masik
egyenlet is megoldhatd, annak altalanos megoldasdban két konstans van. Mivel a parcialis
differencidlegyenletiink linedris (azaz megolddsok Gsszege és konstansszorzosa is megol-
dés), a kapott specidlis megoldasok (végtelen) linedris kombindciéjaként kereshetjiik az
eredeti vegyes feladat megoldasat.

T =-\T, X'= X.

11.1.5. Példa: geometriai interpretacié. Legyen D C R? egy nyilt halmaz, f: D —
R egy folytonos fliggvény, és vizsgaljuk az

= f(t,x), (t,z)e D

kozonséges explicit elsérendii differencidlegyenletet. Ha = megolddsa ennek a differenci-
alegyenletnek és athalad a (t,,x,) ponton, akkor ott a meredeksége f(tq,zq). Ezért D
minden pontjaban — a differencidlegyenlet megoldasa nélkiil — megadhatjuk az ott athala-
dé megolddsgorbe irdnyét. Ha példaul «’ = —t/x (¢t > 0, > 0), akkor a megoldasgorbék
orig6 kozéppontu korivek.

11.1.6. A differencidlegyenletek osztalyozasa. Differencialegyenlet-rendszeren
egy

/ (ml) / / (m)
fj(t,thl,...,a:l T 7 S S S A
— / (mq) ’ / (m,,)
=y, (t,xl,arl,...,xl N T o S O S

(j =1,2,...,k) alakti egyenletrendszert értiink. Itt az f;, g; fiiggvények adottak, és a ¢
valtozo6tol fiiggd =, xs, . . ., z,, ismeretlen fiiggvényeket keressiik. Az adott és az ismeret-
len fiiggvények valtozoi és értékei is euklideszi vagy unitér terek vektorai. Az egyenletek
atrendezésével elérhetjiik, hogy a jobb oldalon nulla alljon. Ha az adott, illetve ismeret-
len fiiggvények vektor értékliek, akkor koordinatdkra attérve egy hasonld, de mar skalar
értéki fiiggvényekre vonatkozo egyenletrendszert kapunk.

Gyakran célszerli az ismeretlen és az ismert fiiggvényeket egy-egy vektor értékii
fiiggvény koordinatainak tekinteni, igy az x = (x4, 5, ..., x,,) vektorra vonatkoz6

ft,z, 2 ™) =gtz 2, ... 2™

differencidlegyenletet kapunk. Az egyenlet rendje m, a legmagasabb el6forduld derivalt
rendje; ha m = 1, az egyenlet elsérendi egyenlet, egyébként magasabbrendi egyenlet.

Altalaban feltessziik, hogy f és g nyilt halmazon értelmezett folytonos fliggvények,
és megolddson egy nem tires G tartomanyon (valés valtozés esetben tehdt nyilt inter-
vallumon) értelmezett m-szer folytonosan differencialhat6 ¢ — x(t) fiiggvényt értiink,
amelyre

ft, o), 2/ (), ..., 2™ () = g(t,z(t),2'(t),...,z™(t))
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minden ¢ € G-re. Azt mondjuk, hogy az x megoldasnak az & megoldas folytatdsa, ha az
T fiiggvény kiterjesztése az x fiiggvénynek, azaz x C Z. Egy x megoldast teljesnek vagy
nem folytathaténak neveziink, ha nincs téle kiillonb6zé (azaz valédi) folytatdsa.

Ha az = ismeretlen fiiggvény t valtozdja valds, akkor kézonséges, egyébként parcidlis
differencidlegyenletré]l beszéliink. Ez utébbi esetben .z, ..., 2™ nyilvan a parcidlis
derivaltakkal fejezhetd ki. A ,kozonséges” jelzét altaldban elhagyjuk.

Kozonséges differencidlegyenlet-rendszereknél a gyakorlatban el6forduld esetekben
az ismeretlen skalar fliggvények szama és a skalar egyenletek szama megegyezik, azaz
n = k. Ennek oka, hogy megfelel6 feltételek mellett ebben az esetben az egyenletrend-
szernek egy és csak egy megoldasa létezik. Az n < k esetben az egyenletrendszer til-
hatérozott, és altaldban nincs megoldasa. Az n > k esetben n — k ismeretlen fiiggvényt
szabadon vélasztva az n = k esetet kapjuk. A tovdbbiakban mindig az n = k esetet fogjuk
vizsgalni.

11.1.7. Explicit és implicit egyenletek. Ha egy, az ismeretlen z,...,x, fliggvé-
nyekre vonatkozé kozonséges differencidlegyenlet-rendszer

(mj*U

(m]’> /
JIReE L1 Ty )

; :fj(t,xl,m’l,...,x
(j = 1,2,...,n) alaki egyenletekbél all, és az egyenletek jobb oldaldn szerepld fliggvé-
nyekben mindeniitt csak z;-nek m;-nél alacsonyabb foku derivéltjai szerepelnek, akkor
explicit differencidlegyenlet-rendszerrdl beszéliink, minden més differencidlegyenlet-rend-
szert implicit egyenletnek neveziink. Implicit egyenleteket néha kénnyen atalakithatunk
explicit egyenletekké, maskor az atalakitas problémakkal jar, csak lokédlisan végezheto el,
vagy még ugy sem. A tovabbiakban legtobbszor csak explicit egyenletekkel foglalkozunk.

11.1.8. Atviteli elv. Minden magasabbrend(i kozénséges differencidlegyenlet-rend-
szer ekvivalens egy elsérendil differencidlegyenlet-rendszerrel. Az atiras a kovetkezOkép-
pen torténik: ha az x ismeretlen fliggvénynek az eredeti egyenletrendszerben eléforduld
legmagasabb derivaltja ("), akkor bevezetve az

— — 7
T =, Ty=T, ... Ty 1 =T, o

4j ismeretlen fiiggvényeket, és ezeket beirva az eredeti egyenletekbe, azokban csak z, z,,
Ty oevy Tpyq 68 T, 1 = z(™) fog eléfordulni, igy a differencidlegyenlet-rendszer rendje
csOkken, viszont a helyettesitést definidlé Osszefiiggések m — 1 1Gj elsérendi egyenletet
adnak. A szokasos z(7) = &, 2/(1) = &, ..., ™Y = ¢, | kezddfeltételbdl az x(7) = &,
z; (1) =&;,1=1,...,m — 1 kezd6feltételek adédnak. Minden ismeretlen fiiggvényre el-
végezve a fenti tipusi helyettesitést, egy elsérendii differencidlegyenlet-rendszert kapunk,
amely az eredeti differencidlegyenlet-rendszerrel ekvivalens. Vilagos, hogy ha az erede-
ti differencidlegyenlet-rendszer explicit volt, akkor az 14j differencidlegyenlet-rendszer is
explicit lesz.

11.1.9. Alapprobléma. A fentiek alapjan az aldbbi kozonséges explicit differencidl-
egyenlettel fogunk foglalkozni:

= f(t,x), (t,z) € D,
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ahol D C R x K™ egy nyilt halmaz, és f: D — K" egy folytonos fiiggvény, amelynek x
szerinti parcidlis derivaltja, f,: D — £(K™;K™) is folytonos. Az egyszer(ibb sz6hasznélat
kedvéért a fenti egyenletet normdl egyenletnek fogjuk nevezni.

Ha (7,€) € D és a fenti rendszer olyan x megoldasat keressiik, amelyre

a(1) =&,

akkor Cauchy-feladatrél beszéliink. Meg fogjuk mutatni, hogy a fenti feltételek mellett a
Cauchy-feladatnak egy és csak egy teljes megolddsa van (egzisztencia és unicitds).

A normal egyenlet jobb oldala gy foghato fel, hogy a D halmaz minden pontjdhoz
megad egy irdnyt (irdnymezd). Az egyenlet megolddsa olyan gorbe keresését jelenti, amely
minden pontban az ottani adott irdnyban halad. Gyakran az irdnymez6 abrazolasa jol
mutatja a differencidlegyenlet megolddsainak viselkedését. Ha f nem fligg t-t6l, akkor
gyakran hasznosabb az f vektormez6t abrazolni, mint az irdnymezot.

— 11.1.10. Feladat [5]. Adjuk meg az aldbbi differencidlegyenlet-rendszerekkel ekvi-
valens elsérendii differencidlegyenlet-rendszert:

(1) z"+2z+y"+3y +y=0,2""+y =0;

(2) 2" 4+32" +32"+2=0,2(0) =1, 2’(0) =3, 2’ (0) = 1.

— 11.1.11. Feladat [10]. Adjunk meg olyan differencidlegyenlet-rendszert, amelynek
megoldésai a ¢ adott fliggvényei:

(t—a)? + (x —b)? =%
10) = = acost, y = asint;

(1) z=at;

(2) x=at?%

(3) x = ae’;

(4) 22 +1? =a?%

(5) 2?2 +t*=at;

6) (t—a)?+a2?=1;
(7) z=at+1b

(8) x=at®+bt+c;
(9)

(

(

1 2 +22+9y2=a, t+a+y=0h
11.1.12. Feladat (N. N. Konsztantyinov) [13]. Az A pontbdl a B pontba két,
egymast nem metsz6 1t vezet. Tudjuk, hogy két gépkocsi, amelyek egy 2r-nél révidebb
kotéllel vannak 6sszekotve, és amelyek két kiillonb6z6 dton indulnak el A-bol B-be, képesek
utjukon végigmenni gy, hogy nem szakitjak szét a kotelet. Képes-e ezen a két titon két
kor alaku, r sugari szénasszekér elkeriilni egymast, ha szemben haladnak?

— 11.1.13. Feladat [12]. Tanulmdnyozzuk az alabbi differencidlegyenlet-rendszerek-
hez tartozé iranymezdket, illetve vektormezdket. Mit mondhatunk a megoldasokrél azok
meghatarozasa nélkiil, csak az egyenletbol?

(1) 2’ = kx (szaporodés);
(2) 2’ = kx? (robbanis);
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(3) 2’ = (1 —x)x (szaporodds versengéssel);

(4) 2’ = (1 —z)x — c (haldszat);

(5) @’ = f(b);

(6) ' = —x (kis rezgések);

(7) 2" = —sinz (inga);

(8) z' =kx —axy, y’ = —ly+ bay (ragadozé—dldozat Lotka—Volterra-modellje);
(9) 2" =0 (szabad témegpont);

(

10) 2’ =z, ¥ = ky;
(11) 2" = —x, y”’ = —y (gébmbi inga).
x 11.1.14. Feladat [10]. Néhdnyszori differencidldssal, helyettesitésekkel és egyes tagok

kikiiszobolésével redukaljuk differencidlegyenletre az alabbi fiiggvényegyenleteket, ame-
lyekben f:R — R az ismeretlen fiiggvény, és az egyenlet minden z,y € R-re fennall:

) flxz+y) = f(x) + f(y) (Cauchy-egyenlet);

(1

(2) f(z+y)=f(z)f(y) (Cauchy exponencidlis egyenlete);

(3) f(zy) = f(z)f(y) (Cauchy hatvanyegyenlete);

(4) f(zy) = f(z) + f(y) (Cauchy logaritmikus egyenlete);

(5) f(z+y)+ f(z—y) = 2(2) + 2/(y) (normanégyzet-cgyenlet);
6) flz+y)+ flz—y)=2f(r)f(y) (D’Alembert-egyenlet).

x 11.1.15. Feladat: fiiggvényegyenletek regularitasa [15]. (1) Tekintsiik a

M) F(@) = ho(ey) + 3 b9, Filai@.9). (@y) € D

i=1
figgvényegyenletet, ahol az

f ’ f 1r > f n
ismeretlen fiiggvények rendre az X, X, ..., X,, C R nyilt halmazokon vannak definidlva,

és értékeik valamely Z,Z,,...,Z, C R nyilt halmazokba esnek. Tegyiik fel, hogy ¥ C R
oh
és D C X xYisnyiltak, fi,..., f,, hyhg: D = R és h;: D x Z, — R folytonosak, és a —

oz’
Oh, Oh; Oh,
—9 L 7§ =1,2,...,n parcidlis derivaltak is folytonosak. Tegyiik fel tovibba,
Oor Oz Oy
hogy a g, fiiggvények kétszer folytonosan differencidlhatéak. Legyen x, € X, és tegyiik
fel, hogy van olyan y, € Y, amelyre

.. 0g;
(Tg,Y0) € D, h(zg,y0) #0 és dy (29:Y0) # 0,

ha i = 1,2,...,n. Ekkor valamely X, korlatos nyilt intervallumra és [a,b] C Y inter-
vallumra X, x [a,b] C D, (z4,yy) € X,y X |a,b| és fb h(z,y)dy # 0, ha x € X,,. Az
(1) egyenlet mindkét oldaldt integrlva y szerint az [a,%}-n, majd a kapott integralokban
kiillon-kiilon az u = g;(z,y), ¢ = 1,2,...,n 4j valtozét bevezetve, mutassuk meg, hogy a
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jobb oldalon all6 integralok folytonosan differencidlhatéak x szerint, és igy f folytonosan
differencidlhaté az x, egy kornyezetében.

(2) Mutassuk meg, hogy h(z,y) lehet példaul h*(z,y, fo(y)) alaki valamely foly-
tonosan differencialhaté h*-gal, de csak folytonos (esetleg ismeretlen) fy-lal, amely akar
vektor értéki is lehet. Specidlisan, h(z,y) = Z;}m hi(z,y)f;(y) is lehetséges (esetleg
ismeretlen) folytonos [, m < j < 0 fiiggvényekkel és folytonosan differencidlhato h;
fugvényekkel.

(3) Mutassuk meg, hogy
H(5,§)15(Go(#,9) F(G(E,5) = +ZH (5. £(G.(5.9))

tipusu egyenletek megfelel feltételek mellett az (1)-ben szerepl6 tipusra vezethet6k vissza
Wz =G(Z,9), y = Gy(z,y) viltozékat bevezetve.

(4) Mutassuk meg, hogy a fenti médszer felhaszndlhaté arra is, hogy lokdlisan in-
tegralhaté megoldasok folytonossagat bizonyitsuk.

(5) A fenti médszert felhaszndlva a megoldasok folytonos differencidlhatésaganak
bizonyitasara, a fiiggvényegyenletet differencidlva, majd a derivalt egyenletre Gjra alkal-
mazva a fenti médszert, vezessiik vissza differencidlegyenlet megoldasara az el6z6 fela-
datban szereplé fiiggvényegyenletek folytonos, illetve lokalisan integralhaté megoldasai
meghatarozasanak problémajat.

11.2 Elemi megoldasi médszerek

11.2.1. Megjegyzés. Ha egy differencidlegyenletet meg akarunk oldani, akkor alkal-
mas helyettesitéssel igyeksziink egyszeriibb alakra hozni. Megfelel6 helyettesitésekkel az
egyenletet megprobaljuk olyan alakra hozni, amelynek megoldasat mar ismerjiik. Sokszor
a transzforméacio csak lokalisan végezhetd el. Ezzel az eljarassal ,elég sok” megolddsat
megtalalhatjuk az egyenletnek. Annak vizsgilata, hogy minden megoldast megkaptunk-
e, sokszor célszerlibben elvégezhet6 az egzisztencia-unicitas tétel felhasznaldsaval, mint a
megoldasi mddszer pontosabbé tételével. Ennek megfeleléen, a tovabbiakban a megoldasi
modszereket nem probaljuk meg nehézkes tételekké dtfogalmazni, és a feladatokban az
yoldjuk meg” kifejezés csak azt jelenti, hogy keressiink ,,elég sok” megoldast. Az ismeretlen
fiiggvény rendszerint z-szel, valtoz6jat t-vel jeloljiik, ennek megfelelden a derivalt dx/dt
az inverz derivdltja pedig dt/dx (nyilvdn az inverz meghatdrozasa megadja a megoldast).
Ezt a megoldas és inverze kozotti ,szimmetriat” sugallja az is, hogy néha az egyenletet
dt-vel ,végigszorozva” adjuk meg. Néha az ismeretlen fiiggvényt y-nal, valtozdjat x-szel
jeloljiik.

11.2.2. Egzakt egyenletek. Az f,(t,x) + fo(t,x)z’ = 0 egyenletet egzaktnak ne-
vezzik, ha van olyan (t,z) — F(t,x) valds értékii fliggvény, amely primitiv fliggvénye
az f = (f, fo) vektor-vektor fiiggvénynek, pontosabban VF = f. Egy egzakt egyenlet
megoldasai a F(t,x) = c egyenletb&l kaphatok meg. Valéban, ha a ¢t — x(t) fiiggvényre
F(t,x(t))= ¢, akkor differencidlassal f,(t,z(t)) + fo(t, z(t))z’(t) = 0. Megforditva, ha
megoldésa a differencidlegyenletnek, akkor a t - F(t, z(t)) fiiggvény derivaltja nulla, azaz
a fiiggvény konstans, mint azt az el6z6 szamitas mutatja.

342



Az egyenlet egzakt voltat egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon értelmezett fi, fy
fiiggvények esetén biztositja azok folytonos differencidlhatésaga és a 0, f, = 04 f; feltétel
teljestilése. Az F fliggvény gorbe menti integralassal meghatarozhato.

11.2.3. Integrald szorzé. Ha egy fi(t,x) + fo(t,z)x’ = 0 egyenletre 9, fy # 05 f1,
esetleg egy u(t,z) # 0 fliggvénnyel végigszorozva egzakttd tehetd. Az Osszes olyan p
fliggvény meghatarozasanak probléméja, amellyel az egyenletet szorozva, az egzakt lesz,
egy parcidlis differencidlegyenletre vezet, amelynek megoldasa nehezebb, mint az eredeti
egyenleté. Egy ilyen p fiiggvényt viszont gyakran talalhatunk, ha valamilyen specidlis
alakban keressiik, példaul csak t-tél fiigg, csak z-t0l fugg, csak tx-t6l fiigg stb.

— 11.2.4. Feladat [13]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:
) tdt+xdr+ (2 + 22 dt = 0;

) tgadt—ctgtdr =0;

) z(1+tx)dt —tdx = 0;

) (22 + 9%+ 2x)dz —2ydy = 0;

5 (2*y+y+1)de+ (z +2%)dy = 0;

) xyddr + (1 + 22%y?) dy = 0;

) (y+ay?)dz + (z — 22y) dy = 0;

) (By*/z —y/2* +2y)dx + (8y?/x + 1)z + 3y) dy = 0;

) (zy+y?)da + (zy —a?) dy = 0;

10) (y® —22%y) dz + (22y* — 23) dy = 0.

11.2.5. Szeparabilis egyenletek. Ha a differencidlegyenlet f(z)z’ = g¢(t) alakra
hozhaté (szepardbilis), akkor az egzakt egyenletek megolddsi mddszerével megoldhatd,
de kozvetlen differencidldssal is adédik, hogy a megolddsokat az F(x) = G(t) + C ssze-
fiiggésbdl kaphatjuk, ahol Fa f, G a g primitiv fiiggvénye. Az 2’ = f(x/t) alaki homogén
egyenlet y = x/t helyettesitéssel szepardbilisra vezethetd vissza. Ugyancsak szepardbilis
egyenletre vezethet6 vissza az ' = f(at + bx) alaki egyenlet y = at + bz helyettesitéssel.

Az
t+0
x/:f a1 + 1$+Cl
ast + by + ¢4

alakt egyenlet, ha az a;t + bjx + ¢; és ast + byx + ¢y egyenesek parhuzamosak, azaz

ha a;by — asb; = 0, akkor az el6z6 tipusba tartozik, egyébként pedig alkalmas o és
valasztassal t = t, + o, ¢ = x; + elyettesitéssel az egyenesek metszéspontjat a

B véalasztassal t = t; , 1 + B helyettesitéssel gy k metszéspontjat

koordinata-rendszer kezd6pontjiaba eltolva, homogénné valik.

— 11.2.6. Feladat [9]. Hatdrozzuk meg az aldbbi egyenletek Gsszes teljes megolddsat:
) 2 =ua;

(2) ' = {/|z| (itt nincs unicitds!);

(3) 2'z+t=0;

( ) .13// — 0;

(5) 2™ = f(t).
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— 11.2.7. Feladat [12]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:
) 1+ 2% +tox’ = 0;
) tx(1+t2)a’ =1+ 2%
) (1+2%) =ta';
) t/(142)—z2'/(1+2)=0,z(1) =1;
5) y'sinz =ylny, y(0) =1;
) (I+eT)yy’ =e®, y(l) =1
) ay/1T—y2de+yV1—a22dy =0, y(0) =
) 2yydz = dy, y(0) = 1;
) ylnyde+xzdy =0, y(1l) =1;
10) (a® +y?) dx + 22V ax — 22 dy = 0, y(a) = 0.
— 11.2.8. Feladat [12]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:

(1) « (t—l—x)/(t—|—2m);

(2) 2’ =(2*—1%)/(2tx);

(3) (t*+ ):c’ = tx;

4) (z+y)de—(x—y)dy = 0;

(5) (32% + 62y + 3y?) dx + (222 + 3ay) dy = 0;
— 11.2.9. Feladat [12]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:
1) o' =(t—2)+1

(2) 2’ =sin(t — z);

(3) 2’ =at+bx+c

(4) 2% =at + bz + ¢

(5) (t+z)%z" =a

— 11.2.10. Feladat [10]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:
(1) (r+y+1)de+ (2x+2y+1)dy = 0;

(2) (z4+y—2)de+ (x—y+4)dy =0;

3) 2r—y+1)de+ (2y—z—1)dy=0.

11.2.11. Linearis egyenletek. Az 2’ = f(t)x + g(t) inhomogén linedris egyenlet
minden teljes megoldasa el6dll cy + ¢, alakban, ahol ¢, az inhomogén egyenlet egy
rogzitett teljes megolddsa, ¢ pedig az =’ = f(t)x homogén linedris egyenlet egy nem
nulla teljes megolddsa. (Ezt késébb bebizonyitjuk.) Utébbi szeparabilis, igy megolddsait
konnyen megkaphatjuk. Az inhomogén egyenlet egy megoldasat mindig megkaphatjuk
a ,konstans varidlasival” c(t)p(t) alakban, ahol ¢ a homogén egyenlet egy nem nulla
megoldasa. (Ezt is bebizonyitjuk kés6bb.) Linedrisra visszavezethetd az

'+ ft)r+gt)z* =0
Bernoulli-eqgyenlet y = 1~ helyettesitéssel. Az
v = f(t)a? + g(t)x + h(t)
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Riccati-egyenlet egy ¢ megoldasat ismerve, x = y + ¢ helyettesitéssel y-ra egy Bernoulli-
egyenletet kapunk. Egyébként egy Riccati-egyenletbél

1

yf(t)

helyettesitéssel y-ra egy masik Riccati-egyenletet kapunk, amelyet néha kénnyebb meg-
oldani.

— 11.2.12. Feladat [12]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:

(1) ta’ 4 2z = 3t, (0) = 0;

(2) t2' +3x =13

(3) 2/ +aw =™

(4) 1+t — 2tz = (142
(5) o +2zy = 2ze "

(6) o +a%y=2?y(0) =1

— 11.2.13. Feladat [12]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:
(1) ' 4+oz=-1/x;
(2) 2 +ax+22=0
3) xy +y=y*lnx
(4) ¢ +2zy = 2293,
(5)

nfl(

Yy Hay +y) = .

— 11.2.14. Feladat [12]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:

(1) 2%y =229y +ay+ 1;
2) ¥ +y’=27%

(3) ¥ +y?=a7%

(4) v =e"y? —y+e @,

11.2.15. Implicit egyenletek. Az

x = f(t,z’)

egyenlet a p = 2’ paraméter bevezetésével

(1) z = f(t,p)
alakud, amit differencialva,

alakud egyenletet kapunk. Ezt megoldva, a kapott

h(t,p,c) =0
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alaki Osszefliggés, és (1) egylitt a megoldast adjak a p paraméter fliggvényében. Sziikség
esetén p a két egyenletbdl kikiiszobolhetd.
Specialisan, az
v =tf(z") 4+ g(z’)
Lagrange-egyenlet megoldhaté ezzel a médszerrel, mert t-re mint p fiiggvényére linearis

egyenletet kapunk.
Hasonléan oldhaté meg a

t= f(‘rﬂz/>

egyenlet is a p = 2’ paraméter bevezetésével:

(2) t= f(z,p),

amibd6l most x szerinti differencidlassal

= - =49g{%Dp,

5=y oo )

alaku differencidlegyenletet kapunk. Ha ennek megoldésa
h(x7p7 C) = 07

akkor ez az Osszefiiggés és (2) egylitt a megoldds egy paraméteres eldallitdsa.
Az

flta" —x) = g(z')

Clairaut-egyenlet linearis megoldasai az

f(te— ) = glc)

implicit egyenletb6l kaphatok. Ha az egyenletnek van ezektél kiillonb6z6 megoldésa,
amelyre tehat z”/ # 0, akkor azt igy kaphatjuk meg, hogy az egyenlet differencidlasa és
x”’-vel valé osztas utan kapott

fta’ —x)t —g'(z") = 0

egyenletbdl és az eredeti egyenletbdl kikiiszoboljik x’.

— 11.2.16. Feladat [12]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:

2
t=ux1r —tx’'";

x =2t + 22’

)
(2)
(3) x=2ta’ —az’?;
(4) z =2t —z'%
(5)

(t' — )2 —a'> —1=0.
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11.2.17. Magasabbrendii egyenletek. Az
ft, a2, 2™) =0

hidnyos egyenlet rendje a nyilvdnvalé y = 2" helyettesitéssel csokkenthetd.
Hasonlban, az

flz 2’ 2, . 2™) =0

most a fiiggetlen valtozot nem tartalmazod, tgynevezett autondm egyenlet rendje is csok-
ken, ha megoldéasat =’ = y(z) alakban keressiik.
Ha az
ft,z,a’, .. x™) =0

egyenlet = = ax helyettesitéssel nem valtozik, akkor = = e¥ helyettesitéskor rendje csok-
ken.

Hasonlban, ha az egyenlet ¢ — at helyettesitéskor nem valtozik, akkor ¢ = e® helyet-
tesitéssel autonom lesz.

Végiil, ha az egyenlet a t — at, x + aPx helyettesitések elvégzése utdn ugyanaz
marad, akkor az x = tPy helyettesités elvégzése utan olyan egyenletet kapunk, amely a
t = at helyettesitéskor nem valtozik.

— 11.2.18. Feladat [13]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:

(1) z” =sint/t;

(2) =" =e";

(3) tz” =a’ +tsin(z’ /t);

(4) zz” —2za’Inz = 2’3

(5) z” =2zx2’, x(0) =0, 2'(0) =1;

6) o =a""—x, x(1)=—1/4, 2’(1) = 1/2;
(7) =" =a'e”

(8) ta” =a, x(O) =2/(0) = 1;

(9) t—a"e” =0

(10) 2 = 2""%;

(11) = 2zx’, x(0) = =2, 2’(0) = 0, 2" (0) = 9/2.

— 11.2.19. Feladat [12]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket:

tx//

= 2zx’;
(1—t)(za” —a'%) + 1222 = 0;

t22" + 3ta’ = 1/a3t;

' =t/(t?2% + 2°);

(2 +x) =t + x);

(12 — )" + (2t — 4t)x’ + (6 — 2t)x = 0;
2ua’ —x'% = (' —tx")2/3.

~~ Y~ I~ o/~~~
~— — Y ~— Y N ~—
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x 11.2.20. Feladat [10]. Hatdrozzuk meg az alabbi fiiggvényegyenletek folytonos meg-
oldasait, ahol f:R — R az ismeretlen fiiggvény, és az egyenlet minden x,y € R-re fennall:

1) flz+y) = f(z) + f(y) (Cauchy-egyenlet);
(

(

(2) f(z+y) = f(z)f(y) (Cauchy exponencidlis egyenlete);

(3) f(zy) = f(z)f(y) (Cauchy hatvanyegyenlete);

(4) f(zy) = f(z)f(y) (Cauchy logaritmikus egyenlete);

(5) flz+y)+ fle—y) =2f(z)+2f(y) (normanégyzet-egyenlet);
6) flx+y)+ flx—y)=2f(x)f(y) (D’Alembert-egyenlet).

11.2.21. Vegyes mddszerek. Ha tudjuk, vagy sejtjiik, hogy az egyenlet megoldédsai
milyen alakuak, akkor a hatarozatlan egyiitthatok modszerével, vagy mas néven pro-
bafiiggvények médszerével taldlhatunk megolddsokat. A megolddsokat példaul polinom,
exponencialis fiiggvény, ezek szorzatainak linearis kombinéacidja stb. alakban kereshetjiik,
és a differencidlegyenletbdl egy egyenletrendszert kapunk az egytitthatokra. A mddszer
egyik specidlis esete, amikor a megoldast végtelen sor, példaul hatvanysor alakban keres-
stik.

Specialis egyenletek integraldsara nagyon sok példa létezik. Ezen egyenletek sora
tovabb bovitheto, ha egy mar megoldott egyenletben valamilyen helyettesitést alkalma-
zunk. Mindez azt az érzést keltheti, hogy csak {igyességiinkén mulik, hogy egy adott
differencidlegyenletet meg tudunk-e oldani. Ez nincs igy. Mint Liouville bebizonyitotta,
egészen egyszerii egyenletek, példdul az ' = 22 — t egyenlet altaldnos megolddsa sem
all el6 elemi és algebrai fiiggvények, valamint integraljaik véges kombinacidjaként. Ha a
fent megadott egyszeri modszerekkel nem sikeriil valamely egyenletet megoldani, vagy
a szamitdsok nagyon hosszadalmasak, komputeralgebrai rendszerek (wxMaxima, Maple,
MuPAD, muMATH, MATHEMATICA, REDUCE, MACSYMA stb.) segithetnek. Ha ez
sem vezet célra, vagy a megoldds tul bonyolult és igy hasznalhatatlan, akkor kozelit6
modszereket hasznalhatunk.

x 11.2.22. Operatorszamitas. Heaviside angol mérnok differencidlegyenletekkel fog-
lalkozva, egyszerii és hatékony szamitdasi modszert taldlt ki. Modszerét egy példan mu-
tatjuk be. Jelolje D a differencidlas ,operatorat”, és tegyiik fel, hogy az

42 =12 — 4t 41,

azaz D?>c+2Dx +x = t? — 4t +1 differencidlegyenletet szeretnénk megoldani. ,Kiemelve”
z-et, és ,osztva” D? + 2D + 1 = (D + 1)%-nel, majd 1/(D + 1)?-t ,sorbafejtve”,

r=(1-2D+3D%*—4D3 4+ .. )(t? —4t + 1)
=t —4t+1—-22t—4)+3-2=1>—8t+ 15,

ami egy partikularis megoldas. Modszerét sikerrel alkalmazta bonyolultabb esetekben is.
Heaviside modszere matematikailag megalapozhaté a Fourier- (vagy Laplace-) transz-
forméaci6 segitségével: az egyenlet transzformaldsa — konstanstél eltekintve — a fiiggetlen
valtozoval vald szorzésba viszi 4t a differencialast, igy az osztas és a sorbafejtés jogossa
valik, és az inverz transzforméciot alkalmazva, kapjuk az eredmény. Egy masik, elegdns
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mbdszer Heaviside 6tletének megalapozasara a Mikusiniski-féle operatorszamitas: Vezes-
siik be a lokalisan abszolut integralhaté, az orlgotol balra nullat felvevé valés valtozos,
komplex értékii fliggvények korében az (f * g)( f f(u)g(t — u) du konvolicidt, mint
szorzdst: a pontonkénti 6sszeadassal egy kommutatlv gyurut kapunk A Ot ) =0,hat<0
és O(t) = 1, ha t > 0 Heaviside-fiiggvénnyel val6 szorzasra (© = f)(t f f(t)dt, igy ©
az ,integrélds”. Azt varjuk, hogy ennek multiplikativ inverze a d1fferen01alab ez azonban
nincs a gytiriiben, amely nem is egységelemes. Az ugynevezett Titchmarsh-tétel szerint —
a majdnem mindeniitt egyenld fliggvényeket azonositva — a fenti gytirii nullosztémentes,
azaz f*xg = 0 esetén f = 0 vagy g = 0. Ugyantgy, ahogy az egész szamokbdl képez-
ziik a racionalis szdmokat, ennek a gytrinek is képezhetjitk a hanyadostestét, amelynek
elemeit, az (f,g) parokat f/g alakban irjuk (g # 0), ezek a Mikusiriski-operdtorok. Az
f1/91 és f5/gs hanyadost akkor azonositjuk, ha f, g, = f5*g;. A Mikusifiski-operdtorok
kozott ott vannak az eredeti fiiggvények, mint (f*g)/g alakt hanyadosok, a komplex szé-
mok, mint (ag)/g alakt hanyadosok (g/g az egységelem), a differencidlds D = ¢/(O * g)
operatora és hatvanyai, igy ebben a testben a Heaviside-féle szamitasok elvégezhetok.
Ertelmezhetd példaul (D + a)®, ha «a és 3 komplex szamok, és segitségével megoldhaték
az
(agt + By)a” + (agt + By)a’ + (agt + By)z =0

Laplace-féle differencidlegyenletek (o, 8; € C). Az operdtorszamitds felhaszndlhaté bizo-
nyos parcialis differencidlegyenletek, példaul az egydimenziés hévezetési és hullamegyen-
let, valamint a telegrafegyenlet megoldéasara is. Az operdtorszdmitas részletes targyalasa
megtaldlhaté Mikusiniski [45] konyvében. Megjegyezziik, hogy az operdtorszamitds kap-
csolatban &ll a disztribucidelmélettel is.

11.3 Altaldnos eredmények

Jol ismert, hogy Cauchy volt az elsé matematikus, aki differencidlegyenletek altalanos
tipusaira, amelyekre explicit megoldds nem kaphato, bizonyitott be egzisztencia tétele-
ket. Stratégidja az volt, hogy tekintette a kilonbozd maodszereket, amelyeket kordabban
vezettek be numerikus szdmoldsok céljdra, és megmutatta, hogy ezek a mddszerek
valoban konvergens kozelito eljarast adnak, amelynek a hatdrértéke megoldds.

Jean Dieudonné [13]

11.3.1. Ekvivalens integralegyenlet. Az alapprobléma jelbléseivel, egy nyilt
intervallumon értelmezett p:1 — K" fiiggvény pontosan akkor megolddsa a Cauchy-
feladatnak, ha ¢ olyan folytonos fiiggvény, amelyre

:§+/tf(s,go(s))ds, ha tel.

Bizonyitas. Ha ¢ megoldasa a Cauchy-feladatnak, akkor integraldssal kapjuk, hogy
az integralegyenlet fennall. Megforditva, ha a ¢ folytonos fliggvény eleget tesz az in-
tegrélegyenletnek, akkor a jobb oldalon az integrandusz folytonos, tehat ¢ folytonosan
differencidlhaté. Mindkét oldalt differencidlva kapjuk, hogy ¢ megoldasa a differencial-
egyenletnek. A t = 7 helyettesités az integralegyenletben mutatja, hogy a ¢ megoldasa a
Cauchy-feladatnak is.
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11.3.2. Kozelit6 megoldasok. Az alapprobléma jeldléseivel, ha € > 0, akkor egy
nemiires nyilt intervallumon értelmezett és ott szakaszonként folytonosan differencialhato
o figgvényt a differencidlegyenlet e-megolddsanak neveziink, ha

@ (t) = flt. ()| < e

minden olyan t-re, amelyre ¢’ (t) létezik.
A kozelité megoldasok hasznos bizonyitasi eszkozok, és fontos szerepet jatszanak
differencidlegyenletek numerikus médszerekkel torténé megoldasanal.

11.3.3. Peano-tétel. Az alapprobléma jeloléseivel, de csak az f:D — K" fiigg-
vény folytonossagat feltéve, létezik olyan x megoldasa a differencialegyenletnek, amelyre

p(r) = ¢

Bizonyitas. Vilasszunk a,b, K > 0 valds szdmokat tgy, hogy
C=A{lt,x):[t—7|<a,lz—& <b} CD,

tovabba

Sup{‘f(um)‘: (t,z) € C} <K

teljestiiljon, és legyen ¢ = min{a, b/ K}. Definidljuk az z,, igynevezett ,akat”. Ezeket ugy
kapjuk, hogy a [T — ¢, T + ¢] intervallumot 2m egyenld h hosszisagu részre osztva, a (7,&)
pontbdl indulva, linedrisan haladunk az f fliggvénynek a toréspontban felvett értéke altal
megadott irdnyban a kovetkezd toréspontig. A K és ¢ megvalasztasabol kovetkezik, hogy
barmelyik z,, toréttvonal C-ben halad, és értékei a &tOl nem esnek tavolabb, mint b,
mert derivaltjuk norméja kisebb mint K. Legyen £ > 0. Megmutatjuk, hogy ha m elég
nagy, akkor e-megoldéast kapunk. Valoéban, mivel f egyenletesen folytonos a kompakt C-n,
van olyan § > 0, hogy ha t,t € [T — ¢, 7+ ¢], [t —1| < 8 és x, F tavolsaga &-t6l legfeljebb b
és |z — Z| < 6, akkor |f(t,z) — f(ﬂ§)| < ¢ teljesiil. Ha most m olyan nagy, hogy h < § és
hK < §, akkor z,, egy e-megoldés.

Tekintsiink minden ¢ = 1/k-hoz egy z,, , my, > my_; Euler-féle torottvonalat.
Diagonalis eljarassal valasszuk ki ennek a sorozatnak egy olyan Lo, részsorozatat, amely
az Osszes toréspontok halmazanak pontjaiban konvergens. Felhasznalva, hogy minden
x,, toréttvonalra |z,,(t) — z,,(f)| < K[t — |, ha t,f € [r — ¢, 7 + ], megmutatjuk,
hogy a konvergencia egyenletes, és igy a hatarfiiggvény folytonos. Valéban, kivalasztva
toréspontok egy véges halmazit, amely 7-ndl finomabb felosztdsa [ — ¢, T + ¢]-nek, ha
ezekben a pontokban Lo, és T, eltérése legfeljebb 7, akkor sehol sem t6bb, mint

1N+ 2Kn. Mivel elég nagy m-re z,, egy e-megoldas, kielégiti az

r) =&~ [ S(s,,000) o] < e

egyenlétlenséget. Ebbdl hatardtmenettel kapjuk, hogy a hatarfiiggvény, legyen ez x, is
kielégiti ezt az egyenlStlenséget. Mivel ez minden € > 0O-ra teljesiil, = kielégiti a dif-
ferencidlegyenlettel ekvivalens integralegyenletet. Ebbé&l kévetkezik, hogy x megoldas a
|7 — ¢, 7 + ¢] intervallumon. O

350



x 11.3.4. Gronwall-lemma. Legyenek u és v a [0, ¢] intervallumon adott folytonos
pozitiv fiiggvények, w pedig olyan, a [0, c]-n folytonos valds fiiggvény, amelyre

w(t) < u(t) —|—/ v(s)w(s)ds
0

minden t € [0, ¢]-re. Ekkor

w(t) <wu(t) + /Otu(s)v(s) exp (/tv(r) dr) ds

minden t € [0, c]-re.

A becslés konnyen megjegyezhetd: ha a feltételben egyenloség allna, és a szerepld
fliggvények simak lennének, akkor az allitas egyenl6séggel az ekvivalens differencidlegyen-
let megoldéasat adné. Ez a gondolat a bizonyitds alapja is. A bizonyitas egyben példat ad
arra, hogyan lehet differencialegyenlétlenségeket megoldani.

Bizonyitas. Legyen

y(t):/ v(s)w(s) ds.
0

Ekkor y differencidlhaté, és

Legyen most

Ekkor az el6z6 egyenlotlenség a
t
2/ (t) < u(t)v(t) exp (—/ v(s) ds)
0
egyenlétlenséggel ekvivalens. Mivel z(0) = 0, ebbdl

A(t) < /O tu(s)v(s) exp ( /O () dr) ds,

és igy z definiciéja szerint

o < [ usts)exp / oty ar) ds,

amibdl w(t) < u(t) + y(t) miatt adédik az allitds. O
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11.3.5. Hibabecslési tétel. Az alapprobléma jeléléseivel, tegyiik fel, hogy v, egy
€,-megolddsa, p, pedig egy e,-megolddsa a differencidlegyenletnek az I intervallumon,
Tel, K>0és|f,] <K mindeniitt a D-n, tovdbbd a

D, = {z:(t,x) € D}
,metszet” konvex minden t € I-re. Ekkor
‘<P1(t) - 902@)’ < ’@1(7) - @2(7)"91“_7' + (61 + &) (Xl —1) /K

minden t € I-re.

x Bizonyitas. Az dltaldnossig megszoritdsa nélkil feltehetjiik, hogy 7 =0, és ¢t >
0. A
[1(5) = (s, 01(9))] <2,

egyenl6tlenség integralasaval a 0 < s <t intervallumon

16~ 0= [ flspr()ds] < <t
0
és hasonlbéan ,
[o2() = 20 = [ fls. ool ds] < et
0
tehat

|01 () — 0o ()] < |01(0) — @2 (0)| + + (g1 t &)t

/Ot (f(sﬂol(s)) — f(s,g%(s))) ds

Ebb6l w(t) = |y (t) — @, (t)| jeldléssel, a kozépérték-egyenlétlenség felhasznaldséval
t
w(t) Sw(0) + (g7 + &)t + K/ w(s)ds
0

adodik, amibél a Gronwall-lemma felhasznaldsaval kapjuk a keresett egyenlotlenséget. O

11.3.6. Létezési és egyértelmiiségi tétel. Az alapprobléma feltételei mellett min-
den Cauchy-feladatnak pontosan egy teljes megoldasa létezik. Ha a differencidlegyenlet
valamely teljes megoldasa legalabb egy pontban megegyezik egy megoldassal, akkor annak
folytatasa. Ha két teljes megoldas legalabb egy pontban megegyezik, akkor egybeesnek.

x Bizonyitas. Jelolje ¥ a differencidlegyenlet azon ¢ megoldasainak halmazat,
amelyekre (1) = &, és legyen ¢ = U<,o€\11 . Megmutatjuk, hogy @ fiiggvény. Ha ¢, ¢, €
W, o, az I;-en, p, az I,-n van értelmezve, de v, # ¢y az I, N Iy-n, akkor az a,b € I; N1,
a < 7 < b szdmok megvalaszthatok ugy, hogy ¢, # ¢, az ]a, b[-n. Vélasszunk a ¢, ([a, b])
kompakt halmaz minden pontjahoz olyan nyilt kdérnyezetet, amelyen f, korldtos. Az
r > 0-t ezen lefedés Lebesgue-szaméanak valasztva, a

C= {(t,x):a <t<b|r—p ()] < r}
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yhengeren” f korldtos. A ¢, fliggvény folytonossaga miatt van olyan
a§a0<7—<b0§b7

hogy |¢,(t) — ¢y (t)| < r, de o, # ¢, az Jag, by intervallumon. Ez azonban ellentmond
az eléz6 tételnek. Igy @ fiiggvény. Nyilvan @ teljes megoldds, B(7) = &, és § az egyetlen
teljes megoldds. Ha most a @ teljes megoldds és a ¢ megoldas egy pontban egybeesnek,
jelolje 7 ezt a pontot, és legyen (1) =& Mivel pUP D §, o = pU yp, azaz ¢ C . Ha ¢
is teljes megoldas, akkor @ C ¢ is teljesiil. O

11.3.7. A teljes megoldas hatartdél hatarig halad. Az alapprobléma jelGléseivel,
legyen C C D egy kompakt halmaz, és x a differencidalegyenlet egy teljes megoldasa,
amelynek értelmezési tartoménya |a,b[. Ekkor léteznek olyan a < ay < by < b szamok,
hogy a <t < ay, illetve by < t < b esetén (t,x(t)) ¢ C.

x Bizonyitas. Elég a felsé végponttal foglalkozni. Ha b = oo, akkor az allitas nyil-
vanvalé. Egyébként valasszunk olyan r > 0 szdmot, amelyre C-t6l D komplementerének
minden pontja 2r-nél nagyobb tavolsagban van. A C-tél r-nél nem nagyobb tavolsagra
1év6 pontok C* halmaza kompakt, igy rajta f korlatos K > 0-val. Ha p, g pozitiv szamok
ugy, hogy p + ¢ < r, akkor a Peano-tétel szerint ¢ = min{p, ¢/ K }-ra minden (7,&) € C
kezd8értékkel 1étezik megoldés |7 — ¢, 7+ c¢[-n. Megmutatjuk, hogy b, = b — ¢ valaszthatd.
Val6ban, ha egy by, < 7 < b értékre (7,z(7)) € C lenne, akkor az elézd tétel szerint x a
b-nél nagyobb értékekre is értelmezve lenne. [

11.4 Linearis differencialegyenletek

A XVIIIL szdzadban a differencidlegyenletekrél irt nagyszami munkdk kozil kie-
melkednek Euler (1707-1783) és Lagrange (1736-1813) mivei. Ezekben a munkdk-
ban dolgoztdk ki mindenekeldtt a kis rezgések elméletét, kovetkezésképpen a linedris
differencidlegyenlet-rendszerek elméletét is, mellékesen kialakultak a linedris algebra
alapfogalmai (az n dimenzids eset sajatértékei és vektorai). A linedris operdtor ka-
rakterisztikus egyenletét sokdig szekuldris egyenletnek nevezték, mert éppen egy ilyen
egyenletbol hatdroztdk meg a Lagrange-féle kis rezgések elmélete alapjin a bolygo-
mozgdsok szekuldris (évszdzados, azaz az éves mozgdshoz képest lasst) perturbdcidit.
Newtont kévetve elészor Fuler és Lagrange majd Gauss (1777-1855) fejlesztette ki
a rezgéselmélet modszereit.

V. I. Arnold [2]
11.4.1. Linearis alapprobléma. Legyen I egy nyilt intervallum,
A: T — L(K™; K™), b: I — K"

legyenek folytonos fiiggvények. Tekintsiik az «’ = A(t)x + b(t) differencidlegyenletet (a
D = I x K™ tartoményon). Az egyszer(ibb hivatkozds kedvéért ezt a differencidlegyen-
letet a fenti feltételek mellett linedris normdl egyenletnek fogjuk nevezni. A megfeleld
homogén linedris normdl egyenlet az x’ = A(t)x egyenlet. Ezek a differencidlegyenletek
nyilvanvaloan kielégitik az létezési és egyértelmiiségi tétel feltételeit.
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11.4.2. Tétel. Az z" = A(t)x+b(t), t € I linedris normadl differencidlegyenlet minden
teljes megoldasa az egész I intervallumon van értelmezve.

x Bizonyitas. Legyen c¢,d € I, ¢ < 7 < d, és x egy teljes megoldas, amely értel-
mezve van a |c, d| intervallumon, z(7) = €. Az

€= sup{’b(t)|:c <t< d}, K> sup{|A(t)|:c <t< d}
konstansokkal, mivel az azonosan nulla fiiggvény e-megoldasa az egyenletnek,
()] < [eleXI=l 4 e(eK=m — 1) /K,

ha ¢ <t < d. A jobb oldal korlatos, igy z is korldtos Je,d[-n, amib8l z(]c,d|) lezartja
kompakt halmaz. Mivel a teljes megoldéas hatartél hatarig halad, ,kibtjik” minden kom-
pakt halmazbdl, igy d nem lehet az x értelmezési tartomanyanak fels6 hatara, ¢ pedig
nem lehet az alsé hatara. Ebbdl kovetkezik, hogy x az egész I-n értelmezve van. O

11.4.3. Szuperpozicié, komplexifikalas. Linedris egyenletek tanulmanyozasa-
nal igen hasznos a szuperpozicié elve: Ha x; az 2’ = A(t)x + by(t) az z, pedig az
' = A(t)x 4 by(t) egyenlet egy megoldasa, oy, ay skaldrok, akkor a;x; + asx, megoldé-
sa az ' = A(t)x + a1y (t) + agby(t) egyenletnek. Specidlisan, az ' = A(t)r homogén
linedris egyenlet megolddsai linedris teret alkotnak, és az inhomogén x’ = A(t)x + b(t)
egyenlet egy z, megolddsdhoz hozzdadva a homogén egyenlet Gsszes megolddsat, az
inhomogén egyenlet 6sszes megoldasat megkapjuk.

A komplex szdmtest algebrai zartsiga miatt gyakran hasznos komplex megoldaso-
kat keresni. Ehhez R™-et C™ részének tekintjik és egy A € £(R™;R™) linearis operatort
kiterjesztiink egy Ae € £(C™;C™) komplex linedris operatorrd az

Ac(z) = Ap(z +iy) = A(z) +1A(y) z,y€R™, 2e€C" z=z+iy

definiciéval; ez annak felel meg, hogy A matrixat komplex elemli matrixnak tekintjiik,
az R™-beli vektorokat pedig C"-belieknek. Ha z = x + iy a valés inhomogén egyenlet
egy komplex megoldasa, akkor Z = x — iy is komplex megoldasa a valés inhomogén
egyenletnek, és (z + Z)/2 az inhomogén, (z — Z)/(2i) pedig a homogén egyenletnek egy-
egy val6és megoldasa.

Maésrészt, minden komplex linearis tér valds linearis térnek is tekinthetd, kétszer
akkora dimenziéval, igy a komplex eset sokszor visszavezetheto a valosra. Ezért sok tételt
elég a valds esetben bebizonyitani.

Ez a két trikkk csak a linearitdson mulik, ezért nem csak differencidlegyenletekre,
hanem maés linearis egyenletekre is alkalmazhatoé.

11.4.4. Alaprendszer. A lineéris alapprobléma jeloléseivel, a szuperpozicié elve sze-
rint a homogén linedris
' = A(t)x, tel

egyenlet teljes megoldasai linearis teret alkotnak. Ha ¢q,..., ¢, teljes megoldasoknak
egy linedrisan fliggetlen rendszere, akkor minden 7 € I-re a ¢,(7),...,®,(7) vektorok
linearisan fiiggetlenek. Valoban, ha

01@1(7) +eee CT()O’I‘(T> =0

354



teljesiilne, akkor ¢, ¢, + - - - 4+ ¢, az azonosan nulla megoldassal egyezne meg. A homo-
gén rendszer teljes megolddsainak egy linedrisan fliggetlen ¢4, ..., ¢,, rendszerét alaprend-
szernek nevezziik. Egy tetszleges ¢ teljes megoldas el6all egy alaprendszer fliggvényeinek
linearis kombindcidjaként, azaz egy alaprendszer bazis a megoldasok terében: Valéban,
ha

P(1) = e101(7) + -+ ¢ (1),

akkor ¢ és ¢, + - - - + ¢, ,, ugyanazon kezdeti feltételnek eleget tévé teljes megoldédsok,
azaz egybeesnek I-n.

Az alabbi tétel mutatja, hogy van alaprendszer, igy a megoldastér dimenzidja n, és
egy alaprendszer meghatarozasa ekvivalens az

operator értékli U: I — £(K™; K™) fiiggvényekre vonatkozd Cauchy-feladat, a rezolvens
egyenlet egyetlen teljes megoldasanak meghatarozasaval. A rezolvens egyenlet megolda-
séanak (mint operatornak) a matrixat alapmdtriznak nevezziik.

11.4.5. Tétel. Az el6z8 pont jelbléseivel, ha & € K™, akkor t — U (t)€ a homogén x’ =
A(t)x egyenlet x(1) = & kezdeti feltételhez tartozé teljes megolddsa. Ha &;,... &, egy
bézisa K"-nek, akkor a t — U (t);p;(t) fiiggvények alaprendszert alkotnak. Megforditva,
ha ¢y, ..., ¢, egy alaprendszer, legyen W(t) olyan linedris leképezés, amely métrixdnak
oszlopai ¢, (t),...,p,(t). Ekkor t — ¥ (t)¥ (7)1 a rezolvens egyenlet megoldésa.

Bizonyitas. Tekintsiik a rezolvens egyenlet egy teljes megoldasat. Mivel az egyenlet
linearis, U az egész I-n van értelmezve. Barmely & € K™ esetén

d _au(t),
EU(t)é“ - 75 = A(t)U(t)f

és U(7)€ = £. Az unicitds miatt igy ¢(t) = U(t)€ az (1) = £ kezdeti feltételhez tartozo ¢
teljes megolddsa az ' = A(t)x egyenletnek. Minden &;-re alkalmazva ezt, kapjuk, hogy
Y1, ---,, alaprendszer.

Megforditva, t — W (¢)¥(7)~! a rezolvens egyenlet megoldasa. [J

11.4.6. A konstans varialasa. Keressiik az inhomogén
' = A(t)x + b(t), tel

differencidlegyenlet egy megoldasat az alapmatrix ismeretében. Ha U a rezolvens egyenlet
egy megoldésa, keressiik az inhomogén egyenlet megoldasét

o(t) = U(t)c(t), c: I — K"
alakban. Mivel
@'(t) =U'(t)c(t) + U(t)c' (1),

és U'(t) = A(t)U(t), azt kapjuk, hogy U(t)c’(t) = b(t), azaz ¢/ (t) = U(t)"1b(t), aminek
eleget tesz a

c(t) :/ U(s)~tb(s)ds

e
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fliggvény, és igy

t) / U(s) tb(s)ds

Ezzel a heurisztikus gondolatmenettel valéban megoldast kapunk és az aldbbi tételhez
jutunk:

11.4.7. Tétel. A linearis alapprobléma jeléléseivel az inhomogén egyenletre vonatkozo
Cauchy-feladat teljes megoldasa

(1) pt) =U{t)¢+ U(t)/ U(s)"*b(s)ds, tel,

ahol U a rezolvens egyenlet egyetlen teljes megoldasa. Ha & befutja K™-et, akkor az inho-
mogén egyenlet dsszes teljes megoldasat megkapjuk.

Bizonyités. Nyilvin ¢(7) = & A szuperpozicié elve szerint az inhomogén egyen-
let minden teljes megoldasat megkapjuk, ha az inhomogén egyenlet egy rogzitett teljes
megoldasdhoz hozzdadjuk a homogén egyenlet valamely teljes megolddsat. A jobb oldal
els6 tagja teljes megoldasa a homogén egyenletnek, a masodik tag pedig az inhomogén
egyenletnek. [

11.4.8. A csatolas csokkentése. Ha az egyilitthatémétrix nem fligg ¢-t6l, azaz a
differencidlegyenlet
' = Ax + b(t), tel

alaku, az egyenlet a csatolas csokkentésével megoldhaté. Valasszuk meg a T'linearis transz-
forméaciét gy, hogy TAT ! = B fels6 (vagy alsé) haromszog-matrixi (példdul Jordan-
normélalakd) legyen. Az y = Tz helyettesitéssel

y = By + Tb(t),

és az egyik egyenlet csak egy ismeretlen fiiggvényt tartalmaz. Ezzel kezdve az egyenlet-
rendszer fokozatos visszahelyettesitéssel konnyen megoldhato.

11.4.9. Definicié. Exponencidlis polinomnak neveziink egy f:R — C fiiggvényt, ha
eléallithaté
Ze "yt

alakban, ahol \; € C, p; pedig komplex egyutthatos polinom, ha j=1,2,...,n
x 11.4.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy a

D oeMtpi(t), AN FN ha j#k
j=1

exponencialis polinom nulla egy I nemiires nyilt intervallum minden pontjaban. Ekkor
p;(t) =0, ha j=1,2,...,n, azaz a

t = theMt, AeC,k=0,1,...

komplex értékii fiiggvények linearisan fiiggetlenek I-n.
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Bizonyitas. Az n = 1 esetben e Mf-vel szorozva, kapjuk, hogy p,(t) = 0 az I

intervallumon, {gy mindeniitt. Tegyiik fel indirekt, hogy n — 1-re igaz az allitds, de n-re
nem. Szorozva e *nt-vel

Zeo‘f)‘")tpj(t) +p,(t)=0, ha tel.

=1

Mivel e*p(t) derivalasakor a polinom féegyiitthatéja mindig A-val szorzédik, addig dif-
ferencialva, amig p,, (t) derivéltja nulla nem lesz, ellentmonddasra jutunk. O

11.4.11. Tétel. A linedris alapprobléma jeléléseivel, ha b minden koordinatéja expo-
nencidlis polinom, akkor @' = Ax + b(t) minden megolddsa is exponencidlis polinom. Ha
e egyiitthaté-polinomja a b koordinataiban legfeljebb r-edfokii, és A az A-nak k-szoros
(k > 0) sajatértéke, akkor e’ egyiitthaté-polinomja a megoldés koordinataiban legfeljebb
r + k-adfoki. (Azonosan nulla polinom foka —1.)

x Bizonyitas. A csatolds csokkentésére az y = T'x komplex linedris helyettesitéssel
az y' = By + Tb(t) egyenletre tériink at, amelyben B alsé hdromszog matrix. Nyil-
van e egyiitthaté-polinomja a Th(t) koordinataiban is legfeljebb r-edfoki. Ugyanezen
okbél elég megmutatnunk, hogy az y megoldés y,; koordinitaiban az e’ egyiitthato-
polinomja legfeljebb r + k-adfoktd. Haladjunk i szerinti indukciéval. Az i-edik egyenlet
y; = Ny, + E;(t) alaki, ahol E; exponencidlis polinom. A X' = X\ eset az egyenletek ko-
zul pontosan k darabban 1ép fel. Megmutatjuk, hogy ha az i-edik egyenletben X\ = A,
akkor e* egyiitthaté-polinomja y;-ben legfeljebb eggyel magasabb foki, mint az E;-ben,
ha pedig \" # A, akkor nem magasabb fokd. Ebbdl adédik az &llitds, mert E; a T ko-
ordindtainak és az y;, j < i fiiggvényeknek a linedris kombinacidja. Az i-edik egyenlet
megolddsa a konstans varidlésaval ¢(t)e?'t alaki, ahol

c(t) = / E;(t)e Nt dt.

Felhasznalva, hogy az integrandus exponencialis polinom, amelyben az el6z6 tétel bizonyi-
tasa szerint csak a nulla kitev6hoz tartozéd polinom foka csokken eggyel differencidlaskor,
a t6bbi nem véltozik, kapjuk, hogy integraldskor meg csak ennek a foka néhet eggyel. Igy
y;-ben csak az eN't egyltthato-polinomjanak foka nagyobb eggyel, mint E,-ben. OJ

11.4.12. Konstansegyiitthatés egyenlet. Az 2’ = Ax konstansegyiitthatés ho-
mogén linearis egyenlet esetén az el6zo tétel alapjan egy alaprendszer meghatérozha-
t6 a hatarozatlan egytitthaték médszerével. A konstans varidlasaval megkaphatjuk az
2’ = Az + b(t) inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat. Ha b koordindtdi ex-
ponencialis polinomok, akkor gyakran jobb erre a célra is az el6z6 tételt hasznalni, és a
hatarozatlan egyttthaték moédszerével dolgozni. A szuperpozicié elve szerint az a minden
A\ sajatértékére kiilon dolgozhatunk.

— 11.4.13. Feladat. Oldjuk meg:

{x/l =z + 235, ,(0) =5,

(1) xhy =2z, + 4z, x5(0) = 5;
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) {x’l = bxy + 2z, z1(0) = =3,

xhy = —8xy — 3Ty, x,5(0)=2.
11.4.14. Magasabbrendii linearis differenciadlegyenlet. Legyen I egy nyilt inter-
vallum, a,;,b: I — K (i =1,2,...,n) folytonos fiiggvények. A skaldr értékii a-re vonatkozd

n

™ = Z a;(t)z") 4 b(t)

=1

n-edrendd linedris egyenlet teljes megoldéasait a szuperpozicio elve szerint ugy kaphatjuk,
hogy az egyenlet egy teljes megoldasahoz hozzaadjuk a megfelel6 n-edrendidi homogén

linearis "
M = Z a;(t)zm=)
i=1

egyenlet Osszes teljes megoldasat. Az eredeti egyenlet az atviteli elv szerint egy linearis
differencidlegyenlet-rendszerrel ekvivalens, amelyhez a

0 1 0 e 0 0
0 0 1 e 0 0
: : : illetve
0 0 0 e
a(t)  ap 1(t) a, o) ... ay(t) b(t)
matrix, illetve vektor tartozik. Az alaprendszer itt is a homogén egyenlet I-n értelmezett
megoldédsainak egy ¢, ..., ¢, linedrisan fliggetlen rendszere. A homogén egyenlet minden
megolddsa ezek linedris kombinacidja. A ¢, ..., ¢, teljes megolddsok pontosan akkor
alkotnak alaprendszert, ha a
e1(t) po(t) o (1)
@1 (t) pa(t) on (1)
n—1 nf.l n—1
ATV e e )

matrix determindnsa, a
W(@lv Py (pn)(t)

Wronski-determindans nem nulla valamely ¢ € I-re. Ha ez a determindns egy t-re nem
nulla, akkor egyetlen ¢-re sem. A konstans varidlisinak modszerét alkalmazva itt a

Do M =0  (j=01,...,n-2)

S elt)el™ (8 = b(t)

1=

_

linedris egyenletrendszert kapjuk a ¢ fiiggvényekre, amelynek determindnsa éppen a
Wronski-determindns, ami alaprendszer esetén nem nulla.

Ha az n-edrendii homogén linearis differencialegyenletnek ismerjiik egy ¢ nem nulla
megoldasat, akkor az egyenlet rendje x(t) = o(t) j; i y(s) ds helyettesitéssel csokkenthetd.
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11.4.15. Tétel. Legyen

karakterisztikus egyenlet egy k-szoros gyoke. Ekkor a
t teM (j=0,1,...,k—1)

fiiggvények a differencidlegyenlet (komplex) megoldésai.

x Bizonyitas. A
n—1
p(z) = 2" — Z a7’
=0

polinomot p(z) = ¢(z)(z — \)* alakban irhatjuk. Ha D jeloli a differencialds operatorat
a végtelen sokszor differencialhaté fiiggvények vektorterén, akkor a differencidlegyenlet
ezen a téren

q(D)(D — \)kz =0

alakba irhat6. Mivel ) )
Do = P on
J! (G—nt 7

ha j > 0 és (D — Al)e* = 0, lathatd, hogy a megadott fiiggvények valoban megoldasok.
|

11.4.16. Megjegyzés. A p minden zérushelyére felirva a /e, j = 0,1,...,k —
1 figgvényeket, a differencidlegyenlet egy alaprendszerét kapjuk. Valds a; egytitthatok
esetén konnyen attérhetiink valés alaprendszerre gy, hogy a nem valés A = a + i3,

A = a — if zérushelyekhez tartozo fliggvényeket kombinaljuk:

1, . -~ )
§(tje)‘t + tler) = tiet cos fit,

1, . - .
5 (tTeM — tieMt) = tie®t sin fBt.

11.4.17. Vegyes moédszerek. A Z;l:() aj(t)x@ = b(t) linedris egyenlet rendjének
csOkkentésére megprébéalhatjuk integralni az egyenlet mindkét oldalat. Ha a bal oldalon
parcialis integraldsok utan nem marad olyan tag, amely x primitiv fiiggvényét tartalmaz-
za, akkor egy eggyel kisebb rendii linedris egyenletet kaptunk. Esetleg hasznos lehet az
egyenletet végigszorozni egy t-t0l fliggd figgvénnyel.

Ha aj(t) = cjtj , akkor Euler-egyenletrol beszélink, és ¢ = e® helyettesitéssel kons-
tansegyiitthatos egyenletet kapunk.
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— 11.4.18. Feladat [10]. Oldjuk meg:

(1) zy”" +2y —ay=0;

(2) (2z+ 1)y +4ay — 4y = 0;

(3) xy’ — 2z + 1)y + (v + 1)y =0;
(4) z(@—-1)y" —zy' +y=0;

(5) ¥’ —2(1+tg*x)y = 0;

(6)

(=2}

(e*+ 1)y’ —2y —e*y=0.
— 11.4.19. Feladat [10]. Oldjuk meg:
(1) (2® —1)y"” +4ay’ + 2y = 6x;
(2) (B2® +a)y’ +2y —6zy =4—122%;
3) (@+Day" +(x+2)y —y=x+1/z.
— 11.4.20. Feladat [10]. Oldjuk meg:
(1) ¥y —y—2y=0;
(2) y”" —4y + 5y =0;
(3) y’'+6y +9y=0.
— 11.4.21. Feladat [10]. Oldjuk meg:
(1) y” —2y/a* =0;
(2) y” =3y [z +5y/z* =0;
(3) '+ Ty [z +9y/a* = 0.
11.4.22. Feladat [10]. Hatdrozzuk meg az &’ = Az differencidlegyenlet-rendszer egy
alaprendszerét Jordan-normalalak segitségével.

11.5 Laplace-transzformaci6

A Laplace-transzformdcié egy integraltranszformdcio, integralds segitségével RT-on
értelmezett, komplex értéki fiiggvényekhez komplex valtozos fiiggvényeket rendel. A mér-
noki gyakorlatban elészeretettel hasznaljak linearis kbzonséges és bizonyos parcialis diffe-
renciadlegyenletek megoldasara. Ennek az az oka, hogy a transzformécio a differencialast a
fliggetlen valtozdval vald szorzasba viszi, igy a differencidlegyenletbdl algebrai egyenletet
kapunk. Ezt megoldva, a megoldas egyszerlien egy Laplace-transzformaltakat tartalmazoé
tablazatbol vald ,visszakeresésre” redukalédik. Persze, néhany alaptulajdonsidgot ismer-
ni kell, mert a tdbldzat nem tartalmazhat minden fiiggvényt. Itt az alaptulajdonsagok
ismertetésére és a legalapvetobb példdkra szoritkozunk.

11.5.1. Laplace-transzformacié. A Laplace-transzformicié RT-on értelmezett,
komplex értékii fiiggvényekhez komplex valtozos fliiggvényeket rendel. Szokdsos a Lap-
lace-transzformaltat a megfelelé nagybetiivel jelolni, azaz az f, g, fi, fy stb. fliggvény
Laplace-transzformaltja F, G, F}, F, stb. Csak olyan f fiiggvénynek definidljuk a Laplace-
transzformaltjat, amely minden [0,7], T > 0 intervallumon abszolut integralhaté, az

Fls) = / T st pt) dt
0
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improprius integrallal azon s komplex szdmokra, amelyekre az improprius integral abszo-
lat konvergens; ez azzal ekvivalens, hogy az integral mint Lebesgue-integrdl (ldsd [34])
létezik. (Megtehetnénk, hogy csak az integrdl konvergenciajat koveteljiik meg, de ekkor
a tételek megfogalmazdsa és bizonyitdsa is bonyolultabb lenne; 1dsd Doetsch [14] kony-
vét.) Mivel az integral nem véltozik, ha az integrandust egy nulla halmazon tetszélegesen
megvaltoztatjuk, f(0) értékét tetszblegesen definidlhatjuk. Célszerii lesz az f(x) = 0, ha
z < 0 megallapoddssal élni, igy f az egész szdmegyenesen értelmezve van. [Ha s = x + iy,
ahol z és y valdsak, akkor

F(s) = / T st p ) dt = / et f (et dt,
0

—00

igy a Laplace-transzformélt az JR(s) = = egyenesen lényegében a t i e %! f(t) fiiggvény
Fourier-transzformaltja; ldsd [34].]

11.5.2. Tétel. Az el6z8 definicié jelbléseivel, ha F'(s,) értelmezve van, akkor minden
s komplex szdmra, amelyre R(s) > R(s,), a Laplace-transzformalt értelmezve van, igy
a Laplace-transzformalt értelmezési tartomanya egy zart vagy nyilt jobb oldali félsik
(esetleg iires, vagy az egész komplex sik).

* Bizonyitas. Ha fooo le=5ot f(t)]| < oo, akkor sy =z + iyy, s = x + iy jeloléssel

Vet t)| dt = et t)|dt < T eeot t)]dt <oo. O
[Tl [Tlestjans [Tt po)ar <

11.5.3. Megjegyzés. Egy fiiggvény Laplace-transzforméltja nem lehet tetszOleges
analitikus fuggvény: példdul a Riemann-Lebesgue-lemmabdl (14sd [34]), ha F(s) értel-
mezve van és R(s) = z, akkor lim,_,, . F(z +1iy) = 0. Igy példaul a konstans 1 fiiggvény
semmilyen fliggvénynek nem Laplace-transzformaéltja.

11.5.4. Példa. Tekintsiik a O(t) = 1, ha t > 1 és O(t) = 0, ha ¢ < 0 Osszefiiggéssel
definidlt Heaviside-fiiggvényt. Ha PR(s) < 0, akkor |e*5t®(t)| > 1, hat > 0, igy nem
abszolut integralhaté. Ha viszont R(s) = z > 0, akkor [e=*'O(t)| < e™** és

T— o0 T—o0 S S

0o T 1 1
F(s) = / e st dt = lim e~ stdt = lim ~(1 —e*T) = =,
0 0

11.5.5. Feladat [5]. Adjunk példat olyan fiiggvényre, amelynek a Laplace-transzfor-
maltja a R(s) > 0 zart félsikon van értelmezve.

11.5.6. Tétel. Az el6zb definicié jeléléseivel F' analitikus az értelmezési tartomanya
belsé pontjaiban.

x Bizonyitas. Hasonléan bizonyithaté, mint a I' fliggvény analitikussdga a jobb
félstkon. O

11.5.7. Tétel: a Laplace-transzformacié alaptulajdonsagai. Az el6z4 definicio
jeléléseivel,
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(1) haceCésg=-cf, akkor G(s) = cF(s) minden olyan s-re, amelyre F(s) értelmezve
van (homogenitas);

(2) ha f = fi+ fy, akkor F(s) = F,(s) + F,(s) minden olyan s-re, amelyre F(s) és
F,(s) értelmezve vannak (additivitas);

(3) ha g = f, akkor G(s) = F(3) minden olyan s-re, amelyre F(s) értelmezve van
(konjugélas);

(4) hac>0ésg(t) = f(ct), akkor G(s) = F(s/c)/c minden olyan s-re, amelyre F(s/c)
értelmezve van (nytjtés);

(5) hac>0¢ésg(t) = f(t—c), akkor G(s) = e °*F(s) minden olyan s-re, amelyre F(s)
értelmezve van (eltolds);

(6) haceCésg(t) =ef(t), akkor G(s) = F(s—c) minden olyan s-re, amelyre F(s—c)
értelmezve van (moduldcid).

Bizonyitas. Minden allitds bizonyitasa egyszerii szamolas. O]

11.5.8. Példa. Legyen ¢ > 0 konstans. Ekkor f(t) = ©(t — ¢) Laplace-transzformaltja
az F(s) = e °®/s, ha (s) > 0 fiiggvény.
11.5.9. Példak. Legyen c € C konstans. Ekkor
(1) f(t) = e Laplace-transzforméltja az F(s) = 1/(s — ¢), ha R(s) > R(c) figgvény;
(2) f(t) = ch(et) = (e + e “!)/2 Laplace-transzforméltja az F(s) = s/(s?> — c?), ha
R(s) > “ﬁ(c)’ fiiggvény;
(3) f(t) = sh(ct) = (e — e “!)/2 Laplace-transzformaltja az F(s) = c/(s?> — c?), ha
R(s) > ‘9‘{(0)| fiiggvény;
(4)  f(t) = cos(ct) = (et + e~!) /2 Laplace-transzformaltja az F(s) = s/(s% + ¢?), ha
R(s) > |3(c)’ fiiggvény;
(5) f(t) = sin(ct) = (et — e~!)/(2i) Laplace-transzformaltja az F(s) = c/(s* + c?),
ha R(s) > ‘j(c)| fiiggvény.
11.5.10. Példa. Szdmitsuk ki egyetlen szinuszhullim, azaz az f(t) = sint, ha 0 <
t < 27 és 0 egyébként Osszefiiggéssel definidlt fiiggvény Laplace-transzforméltjat. (Ilyen,
egy korlatos intervallumon kiviil nulla fliggvény Laplace-transzforméltja az egész komplex

sikon értelmezve van.) Legyen g(t) = sint, ha t > 0 és h(t) = g(t — 27). Ekkor G(s) =
1/(s?+1) és H(s) = e 27 /(5% + 1), igy mivel f = g — h,

F(s) = ﬂ ha R(s) > 1.
2417
Ez a gondolat visszafelé is alkalmazhato, egy h(t) = f(t + ¢)O(t), ¢ > 0 fuggvény
Laplace-transzforméltjanak kiszamitdsara: kiszamitjuk a g(t) = f(¢), ha 0 <t < cés 0
egyébként Gsszefliggéssel definialt fliggvény Laplace-transzformaltjat, majd felhasznaljuk,
hogy h(t —c) = f(t) — g(1).
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11.5.11. Egyértelmiiségi tétel. Tegyiik fel, hogy f és g Laplace-transzformaltja
értelmezve van a R(s) > x, félsikon, és megegyezik egy, a félsik belsejében fekvé vég-
telen kompakt halmazon. Ekkor f = g majdnem mindeniitt (azaz egy nullahalmaztdl
eltekintve).

x Bizonyitas. A komplex fiiggvénytanbol tudjuk, hogy ha két analitikus fiigg-
vény megegyezik egy tartomdany belsejében fekvé végtelen kompakt halmazon, akkor az
egész tartomanyon megegyeznek, igy a Laplace-transzformaltak megegyeznek az egész
R(s) > x, félsikon. Mivel z > z, esetén a Laplace-transzforméltak kiilonbsége az = + iy,
y € R egyenesen lényegében megegyezik a ¢t +— e **(f(t) — g(t)) fiiggvény Fourier-
transzformaltjaval, a Fourier-transzforméltra vonatkozé inverzids tétel (14sd [34]) szerint
e ™*(f(t)—g(t)) majdnem minden ¢-re nulla. Innen f és g majdnem mindeniitt megegyez-
nek. O

11.5.12. Példa. Legyen c € R és f(t) =t hat > 0. Ha ¢ < —1, akkor a fiiggvény nem
integralhat6 [0, 1]-en, igy nem lehet Laplace-transzformaltja. Ha viszont ¢ > —1, akkor
a fliggvény minden [0,7], T > 0 intervallumon (abszolut) integralhaté. Ha x > 0, akkor
u = xt helyettesitéssel

o 1 o0 r 1
F(x) = / et dt = — / ue " du = Tle+1)
0 z 0

xetl

a I fiiggvény definiciéja szerint. Az egyértelmiiségi tétel szerint
I(c+1)
F(S) = 567’ ha m(s) > 0.

11.5.13. Megjegyzés. Az elézd példa segitségével minden raciondlis tortfiiggvényre
meg tudjuk hatarozni, hogy minek a Laplace-transzformaltja: t", n € N Laplace-transz-
formaltja n!/s"*1, innen modulaciéval e“’t" Laplace-transzformaltja n!/(s — ¢)"*1. Egy
raciondlis tortfiiggvényt (a komplex szdmok felett) parcidlis tortekre bontva, a tagok
visszatranszformalhatok.

11.5.14. Konvolicié. Legyenek f,g:RT — C minden [0,7], T > 0 intervallumon
abszoldt integralhatéak. A h = f x g konvolicidjukat az h(t) = fot f(u)g(t —u) du 6ssze-
fliggéssel értelmezziik, ahol az integral létezik. A integral tulajdonsigait felhaszndlva ko-
vetkezik, hogy az f majdnem mindeniitt értelmezve van és abszolut integralhaté minden

[0,T], T > 0 intervallumon. Egyszer(i szdmolds mutatja, hogy a konvolicié-képzés kom-
mutativ és asszociativ miivelet.

11.5.15. Konvoluaciététel. Az el6z8 definicié feltételeivel, ha F(s) és G(s) léteznek,
akkor H(s) is, és H(s) = F(s)G(s).

*x Bizonyitis. A Lebesgue-integral tulajdonsigait hasznédlva, v = ¢t — u helyettesi-
téssel

H(s) = /OO e~st /t flu)g(t —u)dudt = /00 /OO e Stes) f(u)g(t — u) du dt
0 0 —o0 Y—o0
- /00 e U f(u) /OO e st Wg(t —u)dtdu

—0o0 —0o0

_ / e f(u) / T esvg(v) dvdu = F(s)G(s). O

—0o0 —0o0
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11.5.16. Ko6vetkezmény: integralas. Ha h(t f f ) du és F(s) létezik valamely
s-re, amelyre R(s) > 0, akkor H(s) is létezik és H( )/S

Bizonyitas. Alkalmazzuk a konvolicidtételt g = © valasztassal. O

11.5.17. Kovetkezmény: differencidlds. Legyen n € N és tegyiik fel, hogy f
minden t > O-ra n-szer differencidlhaté, valamint g = f) abszoliit integralhaté minden
[0,T], T > 0 intervallumon és G(s) létezik valamely s-re, amelyre R(s) > 0. Ekkor
létezik f(0+) és f(0) = f(04) definiciéval léteznek az f*)(0) jobb oldali derivaltak és
fHF(0+) = f*)(0), ha k < n, tovabba

G(s) = s"F(s) = s" 1 f(0) = s"2f/(0) — - - — f“”“( )~
x Bizonyitas. Az n =1 esetben az el6z6 tételbol, mivel f f 1 (u
létezik f(04), és igy az f(0) = f(0+4) definiciéval f(t) — f f(u du Al-

kalmazva az el6z6 tételt, kapjuk az n = 1 esetet. Ismételten alkalmazva az eddlg bi-
zonyitottakat, indukciéval kapjuk, hogy az f*)(0+) hatdrértékek mind léteznek, és a
Laplace-transzformaltra vonatkozé allitas fennall, de f*)(0) helyett f*)(0+)-szal; csak
azt kell tehat bizonyitanunk, hogy ez a két érték megegyezik. De ha egy h fiiggvényre
lim, o b/ () és h(0+) 1étezik, h(0) = h(0+), akkor

h(t) — h(0)
t—0
miatt a h’(0) jobb oldali derivalt h'(0+). O

=h'(r), 0<7<t, ha t>0

11.5.18. Megjegyzés. Ezt a tételt alkalmazzuk a leggyakrabban differencidlegyenletek
megoldasanal.

11.5.19. Tétel: a Laplace-transzformalt derivaltja. Tegytiik fel, hogy f Laplace-
transzformdltja értelmezve van, hai(s) > x. Ekkor a g(t) = (—t)" f(t) fiiggvényre G(s) =
F™(s), ha R(s) > x

* Bizonyitas. Lasd Doetsch [14] konyvét, 37. oldal. O

11.5.20. Szorzastétel. Tegyiik fel, hogy f,, f: R™ — C minden [0,T], T > 0 in-
tervallumon abszoliit integralhatéak. Ha az |f,|? illetve |f,|?> Laplace-transzforméltja
értelmezve van a 2z, illetve 2z, valds szamokra, akkor F(s) illetve F,(s) értelmezve
van, ha R(s) > xz, illetve R(s) > x4, és ha f = f,f,, akkor F(s) értelmezve van, ha
R(s) > xq + x4, tovabbd z1 + x4 < T < R(s) esetén

1 & . .
F(s) = %/ Fy(z +iy)Fy(s — x —iy) dy.

*x Bizonyitas. Ldsd Doetsch [14] kényvét, 230. oldal. O

11.5.21. Inverzidés formula. Tegyiik fel, hogy f Laplace-transzformaltja értelmezve
van, ha s = x +iy. Ha t € R-nek van olyan kérnyezete, ahol f korldtos viltozasi (azaz
két monoton novekedd fiiggvény kiilonbsége), akkor

FAH) +f=) 1 /Y s :
2 = o [ Fla+iy)dy.

*x Bizonyitas. Ldsd Doetsch [14] kényvét, 169. oldal. O
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12

Valészintliségszamitas és statisztika

Ez a fejezet két paragrafusbdl all. Az elsd a valdsziniiségszamitas, a masodik pedig
a matematikai statisztika alapjait targyalja nagyon réviden.

12.1 Valoszintliségszamitas
Ez a paragrafus a valésziniiségszamitas alapjaival foglalkozik.

12.1.1. Valésziniiségi mez6. Az  halmaz részhalmazainak egy A rendszerét ese-
ményalgebranak nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezo feltételek:
(1) 0e A,
(2) ha A € A, akkor Q\ A € A;
(3) had,e A (i=1,2,...), akkor U2 A, € A.

Az Q elemeit elemi eseményeknek, A elemeit eseményeknek nevezzik. Az () a lehe-
tetlen esemény, az ) pedig a biztos esemény. Az 2\ A esemény az A esemény ellentettje,
amit gyakran A’-vel jeloliink. Ha két esemény diszjunkt, akkor kizdrd eseményeknek ne-
vezziilk Oket; teljes eseményrendszer alatt eseményeknek egy olyan sorozatat értjiik, ame-
lyek paronként kizarjdk egymadst, és egyesitésiik a biztos esemény. Az (£, A4, P) héarmast
valoszintségi mezonek, P-et pedig valdsziniségnek nevezziik, ha P az eseményeken értel-
mezett, [0, 1]-be képezd fliggvény, amelyre
(4) PE) =1
(5) haaz A;,, i=1,2,... események paronként kizdrbak, akkor

P(UX,A,) Z[P (o-additivitas).

Események uniéja helyett szokds az dsszegiikrol, metszete helyett pedig a szor-
zatukrol beszélni, és a megfelel§ + illetve - jeloléseket hasznélni.

x 12.1.2. Meértéktér. A valosziniliségi mezé egy altalanosabb fogalomnak, a mérték-
térnek specidlis esete. Itt az alaphalmazt X-szel szokds jelolni, az (1)—(3) feltételeknek
eleget tévl A halmazrendszert o-algebrdnak, X elemeit egyszeriien pontoknak, az (X, .A4)
part pedig mérhetd térnek nevezziikk. A mértéktér egy (X, A, n) harmas, ahol (X, .A)
mérhetd tér, a p mérték pedig egy A-t [0, +oo]-be képezd fliggvény, amelyre (5) teljesiil;
(4) helyett azt kotjitk ki, hogy u(@) = 0, mert (4) hidnydban ez nem adddik (5)-bél.

12.1.3. Klasszikus valdszinliségi mez6. Ha () véges halmaz, A az ) Osszes rész-
halmazaibdl &ll, és minden elemi esemény valésziniisége egyforma, akkor klasszikus va-
16szintiségi mez6rdl beszéliink. Ekkor egy A esemény valdszintiségét megkapjuk, ha A
elemeinek szdmat (a ,kedvezd esetek szdma”) osztjuk 2 elemeinek szdmdval (az ,0sszes
esetek szdma”).

Abbdl, hogy Q véges halmaz, még nem koévetkezik, hogy minden elemi esemény
valészintisége egyforma. (Péld4ul szabalytalan érmével, rajzszeggel, szeggel vagy lmozott
kockaval dobunk, fid vagy lany sziiletik stb.)
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12.1.4. Példa. Kockadobasndl hat elemi esemény van, tehat

Q = {wlﬁw27w3aw4aw57w6}-

Események példaul: ,paros szamot dobni”,  haromnal kisebbet dobni” stb. Ha az elemi
események valdszinlisége egyforma, akkor ezek valdsziniisége 1/2, 1/3 stb.

12.1.5. Geometriai valésziniiségek. Gyakran ) az R" egy részhalmaza, az esemé-
nyek 2 mérheté részhalmazai, a val6szintiség pedig a mérték (vagy valamilyen ,, geometriai
mérték”) konstansszorosa. Ilyen esetekben geometriai valdszinidségrol beszéliink.

12.1.6. Példa. Bekotott szemmel 30 cm atméroji, kor alaka céltablara 16viink, amig
el nem taldljuk. Mi a valészintisége, hogy tizest 16ttiink, ha a tizes kor atmérdje 3 cm? A
teriiletek ardnyabdl adodik a valésziniiség, vagyis 0,01 lesz.

12.1.7. Feladat [8]. Hatdrozzuk meg annak a valdszinliségét, hogy a [0, 1] interval-
lumbdl egy raciondlis szamot talalunk el.

12.1.8. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg annak a val6szintiségét, hogy az egységnégyzet-
bdl egy olyan pontot taldlunk el, amelynek egyik koordinataja raciondlis.

12.1.9. Feladat [8]. Hatarozzuk meg annak a valészinliségét, hogy a [0, 1] interval-
lumbdl egy olyan szamot talalunk el, amely felirhat6 gy hdrmas szamrendszerben, hogy
a felirds nem tartalmaz egyest.

12.1.10. Feladat [5]. A [0,1] intervallum kozepébdl kivesziink egy 1/4 hosszisdgi
nyilt intervallumot. A visszamaradd két zart intervallum kozepébdl kivesziink egy-egy
1/42 hosszisagi nyilt intervallumot stb. Hatdrozzuk meg annak a valészinfiségét, hogy a
[0, 1] intervallumbdl egy olyan szdmot taldlunk el, amely a visszamarad6 halmazban van.

12.1.11. Tétel. Legyen (2, A,P) egy valésziniiségi mezd. Ekkor események kiilonb-
sége, véges vagy végtelen sorozatanak az unidja és metszete is esemény.

+x Bizonyitas.

A=A UAU...UA UDBUDU...

-

i=1

miatt A-bdl nem vezet ki a véges unidképzés. Most a

Na=(Uan)

Osszefliggés szerint A zart a megszamlalhaté metszetképzésre. Végil A\ B = AN B’ miatt
A-bol nem vezet ki a kiilonbségképzés. O

12.1.12. Tétel. Legyen (92, A, P) valésziniiségi mez8. Ekkor

(1) P@®)=0;

(2) események barmely véges, paronként diszjunkt rendszerére

P (UL, 4;) =) P(A (additivitds);
i=1
(3) haA,Be A, AC B, akkor P(A) < P(B) (monotonitds), és P(B\ A) = P(B)—P(A);
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(4) események barmely (véges vagy végtelen) sorozatira

P(y;4,) < Z P(A,) (o-szubadditivitds);

(5) események barmely béviild A, C Ay C ... sorozatdra

P (U?ilAi) = lim P(4,);

12— 00

(6) események barmely sziikiil6 A; D Ay D ... sorozatdra

P(N52,A4;) = lim P(4,).

71— 00
Az (5) és (6) tulajdonsdgokat szokds a valdszintiség folytonossdganak nevezni.

x Bizonyitas. (1) kovetkezik abbdl, hogy
P®)=P@®) +P®) +---.

(2) kovetkezik (1)-bél és a definiciébdl, O = A, ., = A, 5 = - - - vilasztassal. (3) azon
mulik, hogy A és B\ A diszjunktak, uniéjuk pedig B. (4) bizonyitdsdhoz azt kell észre-
venni, hogy By = A; és B; = A;\ (U;;A;), ha i > 1 jeldléssel U;A; = U, B, és a B;-k
diszjunktak. (5) feltételei mellett By = A, és B, = A; \ A,_;, ha i > 1 jeloléssel a B;-k

diszjunktak, igy
1 (U2 Ay) = p (U B;) = ZN(Bz‘)

=1
= ggrgo;u(&) = lim p (UL, B))
= lim p(A4,).

(6)-6t megkapjuk, ha (3)-at és (5)-6t alkalmazzuk a B; = A} halmazokra. O

12.1.13. Feltételes valdsziniliség. Legyen (2, A, P) egy val6szinliségi mez6, A, B
események, P(B) # 0. Az A esemény B-re vonatkozd feltételes valdszinidségén a

P(AB) = ﬂw

szamot értjiikk. Nyilvan P(A N B) = P(A|B)P(B), ez a valdsziniiségek szorzdsi szabdlya.
Ha By, B,,... egy teljes eseményrendszer, P(B,) > 0 minden k-ra, és A egy esemény,
akkor

P(A) =) P(A[B,)P(B,),
&
ez a teljes valdszindiséy tétele. Ha még P(A) > 0 is teljesiil, akkor

_ P(A|BP(By)
P(BlA) = 3, [P(A|kBZ-)”°(%i)’

ez a Bayes-tétel.
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12.1.14. Fiiggetlenség. Egy valdszintiségi mez6 A, eseményeit fiiggetlennek nevezziik,
ha kiilénb6z6 i, 4, . . ., ¢,, indexek esetén

P(A;, NA; N...NA; ) =P(4;)P(A,) - P(4, ).

ZTL
Az A, eseményeket paronként fiiggetlennek nevezziik, ha barmely kett6 koziilik fiiggetlen.

12.1.15. Feladat [4]. Kockadobasndl hatdrozzuk meg annak valdsziniiségét, hogy
hiaromnél nagyobbat dobtunk, feltéve, hogy paros szamot dobtunk.

12.1.16. Feladat [4]. Két kiilonbozé szabédlyos pénzdarabot feldobunk. A megfele-
16 elemi valdsziniliségi mez6ben adjunk meg harom olyan eseményt, amelyek paronként
fliggetlenek, de nem filiggetlenek.

12.1.17. Feladat [5]. Mi a valdszin{ibb, az, hogy egy szabdlyos kockéval négyszer
dobva legalabb egyszer hatost dobunk, vagy az, hogy két kockaval 24-szer dobva, legaldbb
egyszer két hatost dobunk?

x 12.1.18. Feladat [11]. Hatérozzuk meg pokerban annak valdsziniiségét, hogy osz-
téaskor lapunk 1 pér, 2 péar, drill stb., royalflush.

12.1.19. Feladat [6]. Péter pénzét hdrom boritékban tartja. Az els6ben két dtszézas,
a masodikban egy Otszazas és egy ezres, a harmadikban egy Otszazas és harom ezres
van. Mennyi a valdszintisége, hogy véletlenszeriien valasztva egy boritékot és abbdl egy
bankjegyet, az ezres lesz?

12.1.20. Feladat [5]. Egy vdrosban ugyanannyi férfi él, mint n6. 100 férfibél 5, mig
10000 n6bol 25 szinvak. Egy szinvak kartonjat kivalasztva, az milyen valésziniiséggel lesz
no?

12.1.21. Majdnem biztosan. Legyen (Q, A, P) egy val6sziniiségi mez8. Ha T egy, az
elemi eseményeken értelmezett tulajdonsdg (igaz—hamis értékii fiiggvény), akkor gyakran
fogjuk azt mondani, hogy T majdnem biztosan vagy egy valdsziniiséggel teljesiil Q-n. Ez azt
jelenti, hogy azon elemi események halmaza, ahol T nem teljesiil, vagy nincs értelmezve,
esemény, és valészintisége nulla. Példaul az, hogy az f és g fliggvények majdnem biztosan
egyenléek Q-n, azt jelenti, hogy az {w:w € Q, f(w) = g(w)} halmaz komplementere
esemény és nulla valészintségii. Ezt a halmazt egyébként gyakran réviden, bar némileg
pontatlanul {f = g}-vel jeloljik. Hasonléan értjiik az {f < g}, {f < a} stb. jel6léseket
is.

12.1.22. Valésziniiségi valtozé. Egy (Q, A, P) valdszinliségi mezd 2 alaphalmazin
értelmezett, valds értéki £ fliggvényt akkor neveziink valdszintségi valtozénak, ha minden
z € R-re értelmezve van az

F(z) = P{§ <}

fiiggvény, a & valdszinliségi valtozd F eloszldsfiigguénye vagy eloszldsa, azaz ha {£ < x}
minden z € R-re esemény (azokban az esetekben, amikor az 2 minden részhalmaza A-
ban van, ez semmilyen megszoritast nem jelent, egyébként pedig egy gyenge feltétel, a
gyakorlatban eléforduld &:Q) — R fiiggvényekre mindig teljesiil). Egy Q-n értelmezett,
R*-beli értékii (azaz vektorértékii) ¢ fiiggvényt akkor neveziink valdsziniiségi viltozénak,
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ha a {; koordinatafiiggvényei valoszinliségi valtozdk; ennek az eloszldsfiggvényét vagy
eloszldsat az

Flz)=P{{<a}=P{¢<z;,j=1,2,...,k}, ha z=(z,,29,...,2;) €RF

Osszefliggéssel értelmezziik. Ha az A eseményre P(A) > 0, akkor a £ valészintiségi vélto-
zénak az A-ra vonatkozdé feltételes eloszlasfiigguénye az

Fa(z) = P{¢ < z[A}

fliggvény.

x 12.1.23. Meérhet6 fiiggvények. Mértéktéren a valdszinliségi valtozénak a mérhetd
fuggvény felel meg: egy, az alaphalmazon értelmezett valés értékii f fliggvényt akkor
neveziink mérhetd figguénynek, ha minden = € R-re az {f < z} halmaz mérhetd. Az
alaphalmazon értelmezett, RF-beli értékii (azaz vektorértékii) f fiiggvényt akkor neveziink
meérhetd fiigguénynek, ha a koordinatafiiggvényei mérheto fiiggvények.

12.1.24. Baire-fiiggvények. Emlékeztetiink ra, hogy az R*-n értelmezett R™-be képe-
z6 figgvények azon osztdlyainak metszete, amelyek tartalmazzak a folytonos fiiggvényeket
és nem vezet ki bel6liikk a pontonkénti konvergencia, a Baire-fliggvények osztalya. Ez egy
nagyon bo osztély, az 6sszes olyan fliggvények osztalya, amelyek a ,folytonos fliggvények-
bol pontonkénti konvergenciaval elérhetéek”; minden, a gyakorlatban el6fordulé fiiggvény
ide tartozik. A Baire-halmazok R*-ban azok a halmazok, amelyeknek karakterisztikus
fliggvénye Baire-fliggvény; ez nagyon széles halmazosztaly, minden, a gyakorlatban el6-
fordul6 halmaz ide tartozik. Mint emlitettiik, megmutathaté, hogy a Baire-fiiggvények
osztalya megegyezik az tgynevezett Borel-fliggvények osztalyaval, igy a Baire-halmazok
osztalya megegyezik az tigynevezett Borel-halmazok osztdlyaval.

12.1.25. Tétel. Legyen (2, A,P) valésziniiségi mez6, £:Q — RF egy valészintiségi
valtozé, g: RF — R™ pedig Baire-fiiggvény. Ekkor a (&) dsszetett fiiggvény is valészintiségi
valtozo.

* Bizonyitas. Kovetkezik a [34] konyv dltaldnosabb 1.81 tételébdl. O

12.1.26. Kovetkezmény. Ha £ és n valos értékii valoszintiségi valtozok, ¢ € R, akkor
az&+c, ¢, |€], 1/€, €+, &n, max{&, n}, min{, n} fiiggvények — ha mindeniitt értelmezve
vannak — valds értékii valoszintiségi valtozok. O

12.1.27. Tétel. Legyen (12, A, P) valdsziniiségi mezé, £, n = 1,2, ... pedig valészinii-
ségi valtozok egy sorozata. Ha minden w € Q-ra §(w) = lim,,_,  §,,(w), akkor a £ fiiggvény
is valbészintiségi valtozo.

* Bizonyitas. Kovetkezik a [34] konyv altalanosabb 1.85 tételébél. O

12.1.28. Példa. Az, hogy kockaval hanyat dobtunk, valészintiségi valtozo6. Az is valo-
szinliségi valtozo, ha az annyiadik primszamot tekintjiik eredménynek, ez az el6z6 fiigg-
vénye.

12.1.29. Példa. Hogy céltéablara 16ve vagy dartsban dobva hany pontot értiink el,

valdszintiségi valtozé. (Mindenkinél més a valdszinliségi mezd, és persze attdl is fiigg,
hogy hova célzunk!)
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12.1.30. Tétel. Egy valos értékii valosziniiségi valtozo F eloszlastiiggvénye monoton
névekedd, balrdl folytonos, és

lim F(z)=0, lim F(z)=1.

r——00 T—00

Bizonyitas. Kovetkezik a valdszintiség monotonitdsabdl és folytonossagabdl. [

12.1.31. Megjegyzés. Hasonléan egy valdsziniiségi valtozé egyik koordinatdjanak
vagy néhdny koordinatdjanak az eloszlasfiiggvényét megkaphatjuk, ha a tébbi koordina-
taval tartunk végtelenhez.

12.1.32. Median, kvantilis és kvartilisek. Legyen egy valés értékli valoszintiségi
valtozoé eloszlasfiiggvénye F. Ha 0 < ¢ < 1, akkor az a legnagyobb x valés szdm, amelyre
F(z) < q, a val6szintiségi valtozé g-kvantilise. A ¢ = 1/2-hez tartozé kvantilis a medidn,
aq=1/3 és g = 2/3 értékekhez tartozé kvantilisek a tercilisek, a ¢ = 1/4, ¢ = 3/4
értékekhez tartozd kvantilisek a kvartilisek, a ¢ = k/10 értékekhez tartozé kvantilisek a
decilisek stb.

12.1.33. Diszkrét valdsziniiségi valtozdk. Ha egy valészintiiségi valtozo altal felvett
értékek sorozatba rendezhet&ek (felsorolhatdak), akkor diszkrét valészinidségi vdltozonak
nevezziik.

12.1.34. Diszkrét valdszintiségi valtozék varhato értéke. Legyen ¢ valds értékii
diszkrét valdszintiségi valtozd, vegye fel a zq, x,, ... értékeket p, po, ... valészintiségekkel.
Azt mondjuk, hogy &-nek létezik vdrhato értéke, ha a

Zpixi
i
sor abszolut konvergens (ilyenkor az Osszeg nem fiigg az Osszeadds sorrendjétél). Ezt az

értéket E(£)-vel jeloljuk.

12.1.35. Segédtétel. Tegyiik fel, hogy az n < ( diszkrét valoszintiségi valtozoknak
létezik vdrhaté értéke. Ekkor E(n) < E(C). Tegyiik fel, hogy a & valdszintiségi valtozéhoz
léteznek olyan n és ( diszkrét valdszintiségi valtozok, amelyeknek létezik varhaté értéke
és amelyekre n < ¢ < (. Ekkor pontosan egy olyan E(§) valds szam létezik, amelyre
E(n) < E(§) < E(¢) minden olyan n, ¢ diszkrét valésziniiségi valtozoéra, amelyre n < £ < (.

* Bizonyitas. Mivel

E(n) = Z%P{U =y} = Zzyz”){ﬁ =y, (= Zj} < ZZ%‘F{W =y, (= Zj}
= ZszP{n =y, (=2} = sz[P{C = z;} = E(Q),

kapjuk az els6 allitast. Innen kovetkezik, hogy 1étezik a masodik allitasban szerepld tu-
lajdonségi E(¢) szam. Az [y;, z;] intervallumot ¢ > 0-nél kisebb részekre osztva, kapjuk,

hogy csak egy.
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12.1.36. Varhaté érték. Egy & valds értékil valosziniiségi valtozo vdrhato értékét
az el6z8 lemma feltételeinek teljesiilése esetén az egyértelmiien 1étezd E(€) szdmot értjik.
(Diszkrét valésziniiségi valtozé esetén visszakapjuk az eredeti definiciét.) Ha & egy RF-beli
értéki vektor valdszinliségi valtozd, akkor legyen

[E(E):Z% ahol y:<ylay27"-7yk)a yJ:[<§J) (j:1727"'7k>7

ha minden &; koordindtdnak létezik varhato értéke. A vdrhato értékre az M(&) jelolés is
szokédsos. (Hasonlban definidlhaté mérhetd fiiggvények mértéktéren vett integrélja.)

Fontos tudni, hogy egy valdszinliségi valtozo varhato értéke csak a valdsziniiségi val-
toz6 eloszlasfliggvényétdl fiige; ez kozvetleniil belathaté a definici6 alapjan. A valdszinii-
ségi valtozo barmely Baire-fiiggvényének a varhaté értéke is csak az eloszlasfiiggvényétol
fligg. Valds értékii valdsziniiségi valtozo esetén ez az alabbi tételbdl kévetkezik.

x 12.1.37. Tétel. Legyen (2, A, P) valésziniiségi mezd, & pedig Q-n értelmezett valds ér-
tékii valdszintiségi valtozo F eloszldsfiiggvénnyel, g: R — R Baire-fiiggvény. Ekkor E(g(€))
pontosan akkor létezik, ha g abszolut integralhaté F-re nézve és

E(9(6) = [ " g(x) dF ().

—0o0
Bizonyitis. Kovetkezik a [35] konyv altaldnosabb 9.2.2 tételébdl. O
12.1.38. Tétel: a varhaté érték tulajdonsigai. Legyen (2, A,P) valdszintiségi
mez6, & és n az Q-n értelmezett valészintiségi valtozok, és ¢ € R.

(1) Ha ¢ csak az x,,%,,... € R" értékeket veszi fel és g:R" — R* tetszéleges fiigg-
vény, akkor g(€)-nek pontosan akkor van varhaté értéke, ha az alibbi sor abszolut

konvergens, és ekkor
E(g(¢)) = Z P{€ = z;}g(x;);

(2) &-nek pontosan akkor létezik vérhaté értéke, ha |€|-nek, és |E(¢)| < E(|¢]);
(4) ha E(|§]) = 0, akkor £ = 0 majdnem biztosan;

(5) ha |¢] < n és n-nak van varhaté értéke, akkor &-nek is;

(6) ha & =n majdnem biztosan és E(&) létezik, akkor E(§) = E(n);

(7) ha (&) létezik, akkor E(c&) = cE(E);

(8) ha E(&) és E(n) léteznek, akkor (& +n) = E(€) + E(n).

x Bizonyitas. Diszkrét valdszintiségi valtozokra az allitdsok kozvetleniil kiszamol-
haték, az altalanos eset pedig a definicié alapjan, diszkrét valdszintiségi valtozdkkal vald
kozelitéssel kaphaté. O

12.1.39. Markov-egyenl6tlenség. Legyen a & nemnegativ valészintiségi valtozo var-
hato értéke E. Ekkor minden A > 0 valds szamra

P{{> EA} <1/A

Bizonyitas. Ellenkezd esetben legyen n az a valdszintiségi valtozo, amelynek értéke
A, ha &€ > E) és 0 egyébként. Ekkor

E() > E(n) = EAP{¢ > EA} > E,

ami ellentmondas. O
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12.1.40. Szoéras. Egy £ valds értékili valdsziniiségi valtozo szordasnégyzete
2

a D(§) szérdsa pedig ennek négyzetgyoke. Nyilvan D?(¢) = E(£2) — E2(€) (a két oldal
egyszerre létezik), mivel

D2(6) = E( (6 — E(§)") = E(€2 = 2E(€)¢ + E2(6) ) = E(€2) — E2().
Innen az is kovetkezik, hogy ha D() létezik, a,b € R, akkor D(a€ + b) = |a|D(§), mivel

2(ag +b) = E((a& +b) ) E2(a + b) = a®E(£2) + 2abE(¢) + b% — (aE(¢) +b)°
= a®(E(&*) — E2(9)).

12.1.41. Momentumok. Egy £ valos értékii valdszintiségi valtozd k-adik momentuma
E(¢F) (ha létezik), k= 1,2,.. ..

12.1.42. Csebisev-egyenl6tlenség. Legyen a & valoszintiségi valtozé varhato értéke
E, szorasa pedig D. Ekkor minden € > 0 valés szamra

P{|¢ — E| > D/e} < &2.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a | — E|? valészintiségi valtozéra a Markov-egyenlétlen-
séget A = 1/£2 vélasztdssal. [

12.1.43. Feladat [5]. Két kockdval dobva, mennyi a dobott szdmok maximumaénak,
illetve minimumanak varhaté értéke, illetve szorasa?

12.1.44. Feladat [5]. Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, még kétszer dobunk,
ha irds, még egyszer. Mennyi a fejek szdménak varhaté értéke és szérasa?

12.1.45. Karakterisztikus eloszlds. Ha egy p valdsziniiségli esemény bekiovetke-
zik, legyen az ugynevezett karakterisztikus valdsziniségi vdltozo értéke 1, egyébként 0.
Ennek az eloszlasanak, az ugynevezett karakterisztikus eloszldsnak a varhaté értéke p, a
szérdsnégyzete p(1 — p)? + (1 — p)p* = p(1 — p).

12.1.46. Példa. Tegyiik fel, hogy n kulcsunk van, és a s6tétben véletlen sorrendben
probéljuk bele a zarba. Mennyi a valdsziniisége, hogy a k-adik kulcs nyitja a zarat? Az
els6 kulcs n-féle lehet, a méasodik n — 1-féle stb., az utols6 mér csak egyféle. Az elemi
események szdma n! = 1-2- - -n. Feltessziik, hogy minden elemi esemény valOsziniisége
ugyanannyi. Ha a ,j6” kules a k-adik, akkor a t6bbi (n — 1)! sorrendben lehet, igy a
valdszintiség (n — 1)!/n! = 1/n.

A faktoridlisok — vagy a tulcsordulds elkeriilésére a logaritmusuk — kiszdmitasara
nagy n esetén a Stirling-formuldt érdemes hasznalni: n! = /2an"t1/2e~n+1/(120)=¢. ah0]
0 <c, <1/(180n%). Megmutathaté, hogy n > 8 esetén c,, = 0 vdlasztassal a relativ hiba
kisebb, mint 0,0008% (lasd [34]).

372



12.1.47. Diszkrét egyenletes eloszlas. Ha egy £ valOsziniiségi valtozo egyforma,
1/n valésziniiséggel veszi fel az 1,2,...,n értékeket, akkor azt mondjuk, hogy diszkrét
egyenletes eloszlast. Varhato értéke nyilvan

A szérés kiszamitdsdhoz sziikségiink van a Y.k
konnyen adédik, hogy ez n(n + 1)(2n 4+ 1)/6, igy

2 bsszeg értékére. Teljes indukcibval

D2<£):ikj_(n+1)2:n2—l.

12.1.48. Példa. Egy rajzszeget dobdlunk fel, p valdszinfiséggel (0 < p < 1) esik a
lapjara. Mennyi a valdszintisége, hogy n dobésbél éppen k-szor esik igy? Osszesen 27
elemi esemény (lehetséges eredménysorozat) van, ha egy sorozatban k-szor esett lapjara
a rajzszeg, akkor a sorozat valészintisége p¥(1—p)"~*. Ilyen sorozat annyi van, ahdnyféle-
képpen n helybdl ki lehet valasztani k helyet. Rendezziik sorba a helyeket, és valasszuk az
elsé k helyet. Osszesen n! sorrend van, de ugyanazt a k darabot valasztjuk, ha az utolsé
n—k darab tetsz6leges sorrendben van, azaz n!/(n—k)! =n(n—1)--- (n—k+1) esetben
valasztjuk ugyanazt a k helyet. Mivel ezek sorrendje sem szamit, az n helybdl k£ darabot

n\y nn—-1)-n—k+1) n!
(k:)_ 1-2---k  kY(n—k)!

-féleképpen vélaszthatunk ki. Igy a keresett valészintiség

(Z)p’“(l —p)"

12.1.49. Binomialis eloszlas. Egy & valdszintiségi valtozot n-edrendd, p paraméterii
(0 < p < 1) binomidlis eloszldsinak neveziink, ha a k = 0,1,...,n értékeket veszi fel

rendre
LLAPN" n—k
1-—
(k;)p ( p)

valészintiséggel. Ilyen eloszlds 1ép fel példaul visszatevéses mintavételnél. Megmutatjuk,
hogy vérhat6 értéke np, szérdsa /np(1 —p).

—Zn:k(;l)pk(l_ " _"pz e n)k+ Dy (1 = gyt = p.
k=0

Hasonldéan



ahonnan N
E(&2) = k2<n>kl— =k — pn(n— 1)p? + np.
(&%) ; )P 1=p) ( )p? +np
Innen
D2(£) = n(n—1)p* + np — n?p® = np(1 —p).

12.1.50. Példa: visszatevés nélkiili mintavétel. Egy urnaban N goly van, ebbdl
K fehér. Kihizunk n golyét visszatevés nélkil. Mennyi a valdszintlisége, hogy k darab
lesz fehér? Egy elemi esemény az, hogy NN goly6bdl kivalasztunk n darabot. A kedvez6
esetek azok, amikor a K goly6bdl k darabot, a tobbi NV — K-bél pedig n — k darabot
valasztottunk. Igy a keresett valészin(iség

B0-5)
(%)

12.1.51. Hipergeometrikus eloszlas. A ¢ valdszintliségi valtozd hipergeometrikus
eloszldsa, ha értékei a k = 0,1,...,n szamok, és a k értéket

BIt
()

valdszintiséggel veszi fel, ahol 0 < n < min(K, N — K) és K < N. Megmutatjuk, hogy
varhaté értéke Kn/N, szérésa pedig

nEN—K( _n—l)
N N N—-1)

Valéban,
s (0D

=0

(K—1)--(K—k+1) (N-K)---(N—K—-n+k+1)
2 (k—1)! ' (n—k)!
(N—1)---(N—n+1)

(n—1)!

K—1\ ((N-1)—(K-1)

;;( ¢ ) ((le)l)é )
n—1
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Hasonlbéan

ika 1) <Ik{> | (]Z:§> =n(n— 1)@

LM (J:) N(N —1)
ahonnan
K\ (N-K
E(€2) :21& <k> (g\;;k) :n(n—1)m+n§.
Innen

D(¢) = n(n — 1)

TN TN-1

K(K-1) K ,K? KN—K( n—l)
NN—1) "N "NT"NN '

Nyilvan ha N nagy n-hez képest, akkor a visszatevés nem nagyon befolyasolja a
valészintiségeket, igy a hipergeometrikus eloszlas kézelithet6 a binomialissal.

12.1.52. Példa. 10 kg kaldcsot siitiink, a kaldcsba 1000 darab mazsolat tesziink.
Mennyi a valdsziniisége, hogy egy 10 dkg-os szeletben k darab mazsola van? A valdszi-
niiséget kiszamithatjuk a bimomidlis eloszlas segitségével, de n kellemetleniil nagy, 1 000,
mig a p valoszinliség kellemetleniil kicsi: 0,01. Nyilvan nem sokat valtozik a valdsziniiség,
ha 100 kg kalacsot készitiink 10000 darab mazsolaval, igy tulajdonképpen az

(Z)p’“(l —p)"*

valészintiség hatarértéke érdekel benniinket rogzitett k-ra, amikor n — oo és p — 0, de
agy, hogy kozben np = A rogzitett érték:

i ()G 0= =g 0) - 0= =000

AR
= ﬁe

Igy tényleg egy eloszldst kaptunk, mert

Ze_)‘ﬁ =e e =1.
k=0 ’

12.1.53. Poisson-eloszlas. Egy ¢ valdszintiségi valtozd Poisson-eloszlasi A paramé-
terrel, ha a k =0,1,... értékeket
AFe=A
k!
valészintiséggel veszi fel, ahol A > 0 pozitiv allandé. Megmutatjuk, hogy varhaté értéke
\, szérésa v/A. Valéban,

i )\k N i )\k—l N
k—e =X er=A
= M k=1 (k—1)!



és hasonldéan

i oy 2 i AR 2
k(k—1)—e =X e M= )\7
= k! £ (k—2)!

0
ahonnan E(&) = )\, E(£2) = A2 + A, tehat D2(¢) = \.

12.1.54. Példa. Egy rajzszeget dobdlunk fel, p valdszinfiséggel (0 < p < 1) esik a
lapjara. Addig dobunk, amig a lapjara nem esik. Annak a valdszintlisége, hogy ez éppen
a k-adik dobésnal kovetkezik be, p(1 — p)*~!. Annak a valészintisége, hogy még a k-adik
dobasnél sem esik a lapjara, (1 — p)¥ — 0, ha k — oo, tigyhogy annak a valdszintisége,
hogy ez soha nem kovetkezik be, 0. (Itt abban célszer(i megdllapodni, hogy 0 - (+o00) =
+00-0=0.)

12.1.55. Geometriai eloszlas. Ha 0 < p < 1 és egy & valdsziniiségi valtozd a
k=1,2,... értékeket p(1—p)*1 valészintiséggel (a +oo értéket pedig 0 valészintiséggel)
veszi fel, geometriai eloszldsinak nevezziitk. A nevét onnan kapta, hogy a valdsziniiségek
mértani (geometriai) sort alkotnak, amelynek osszege 1. Ilyen eloszldsndl a varhaté érték

1/p, a szoéras pedig /1 — p/p. Valoban, az

1
— =l4zx+z2+...
1—=z

Osszefiiggést differencidlva, majd szorozva p-vel, x = 1 — p helyettesitéssel
o P
D kp(l—p)t=5 =
k=1 p

Kétszer differencidlva x szerint, majd szorozva x-szel és p-vel, x = 1 — p helyettesitéssel

> 5 2p(1 —p
S k(k— p(1 —p)it = 2L=D)
=1 D
Innen
> o 2p(1—p) 1 2—p
E(€2):Zk2p(1_p)k t= ( 3 )+7: 2
o p p P

amibél D2(€) = (2 — p)/p® — 1/p2 = (1 — p)/p>.

x 12.1.56. Feladat [10]. Egy szabélyos érmét addig dobunk fel, amig egymds utdn
két fejet dobunk. Mennyi a dobasok szaméanak varhato értéke? Es ha addig dobunk, amig
fejre irds jon?

12.1.57. Feladat [5]. Egy vegyi anyaggal kezelve 20 kisérleti dllatot, 10-nél jott 1étre
(nem lathatd) elvdltozas. Ha 10-et kivdlasztunk és felboncolunk, milyen valdszintiséggel
fogunk 0, 1, ... 9, 10 egyednél elvaltozast tapasztalni?

12.1.58. Feladat [6]. Egy iizemben tizen egyméstol fiiggetleniil haszndlnak 1 kW-os
kéziszerszamot. Mindenki atlagosan 12-szer 1 percet hasznélja 6ranként a gépét. Ha a
halozat 7 kW-ot bir el, akkor az idonek hény szazalékaban 1ép fel tulterhelés?
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12.1.59. Feladat [6]. Rutherford 2608 alkalommal 7,5 s-ig észlelt rddioaktiv bomlést.
Alkalmanként 3,87 bomlast észlelt dtlagosan. Varhatéan héany alkalommal észlelt 0, 1, 2,
..., 9, >10 bomlast?

12.1.60. Definicié. Legyen egy RF-beli értékii ¢ valészintiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
F. Ha létezik olyan f:RF — [0, oo[ fiiggvény, amelyre

Ty ) Tk
F(:E):F(xl,xg,...,xk):/ / / fty,tg, .. t,) dty dt, ... dit,

minden z = (z,,,...,7;) € RF-ra, akkor azt mondjuk, hogy f a ¢ siiriségfigguénye.
Megmutathato, hogy ekkor F, , . () = f(x) majdnem mindeniitt [azaz a valés esetben
F’(z) = f(z).] Az ilyen valésziniiségi valtozokat abszolit folytonosnak, vagy (hibdsan, de
elterjedten) folytonosnak nevezziik. (Diszkrét val6szintiségi véltozénak sohasem létezik
stirliségfiiggvénye.)

Ha a stirtiségfiiggvény folytonos, és valamely pontban lokalis maximuma van, akkor
azt a pontot az eloszlas mdduszanak nevezziik. Tébb médusz is lehet, két mddusz esetén
példaul bimoddlis eloszldsrol stb., beszéliink.

12.1.61. Sturtiségfiiggvény és varhaté érték. Ha az R™-beli értékii &-nek 1étezik az
f stirtiségfiiggvénye, és g: R* — R* egy tetszileges Baire-fiiggvény, akkor E(g(§)) pontosan
akkor létezik, ha az alabbi integral abszolut konvergens, és

E(9(6) = | gla)f(e)da.
RTI,
* Bizonyitas. Kovetkezik a [35] konyv dltaldnosabb 9.2.2 tételébdl. O

12.1.62. Egyenletes eloszlas. A ¢ valdszintiségi valtoz6 az [a, b] intervallumon (a < b)
egyenletes eloszldast, ha striségfiggvénye

5 , ha a<az<b, 0 egyébként.
—a

Az egyenletes eloszlas varhaté értéke (a + b)/2, szérdsa pedig (b — a)/(2v/3), mert

0o 1 b 1 b2_a2
[E(f)—/_ooxf(a:)dx—b_a A xda:—b_a 5

és

) 1 b 1 b3_a3
2y _ 2 _ 2 g
[E(f)—/ooxf(x)d:v—b_a/axdac—b_a T

12.1.63. Feladat [3]. Hatdrozzuk meg az egyenletes eloszlas eloszldsfiiggvényét.

12.1.64. Exponencidlis eloszlas. A ¢ valdészinliségi valtozét A paraméterli exponen-
ctalis eloszlasunak nevezziik akkor, ha slriiségfiiggvénye

Xe ™ ha x>0, 0 egyébként.
Itt A > 0. Varhato értéke 1/, és szérdsa is 1/A, amint az integraldssal konnyen adodik.
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12.1.65. Feladat [3]. Hatdrozzuk meg az exponencidlis eloszlds eloszlésfiiggvényét.

12.1.66. Feladat [8]. Alkatrészek, késziilékek meghibdsodasaig eltelt idé, illetve a két
meghibasodas kozotti id6 legtobbszor exponencidlis eloszlast kovet. Ha egy késziiléknél
ezen id6 varhaté értéke, az MTBF 1000 6ra, hatarozzuk meg, hogy mennyi a valészintisé-
ge, hogy a késziilék 500 oraig, 1000 6raig, 2000 éraig hibatlanul miikddik. Mutassuk meg,
hogy annak valésziniisége, hogy a késziilék még ¢ ideig hibatlanul miikodik, feltéve, hogy
T ideig mar hibatlanul mokédott, nem fligg T-t6l.

12.1.67. Normalis eloszlds. Az (m, o) paraméteri normdlis eloszlds slirliségfliggvé-
nye
1

2mo

o (@—m)?/(20%)

Itt m tetszOleges, o pedig pozitiv konstans. Latni fogjuk, hogy az eloszlas varhaté értéke
m, szorasa pedig o. Az F eloszlasfiggvény kifejezheté a 0 varhaté értéki, 1 szorasu
eloszlas standard normdalis eloszlds @ eloszlasfiiggvényével, amelynek slirtuségfiiggvénye

e %12 )\/2x, éspedig
r—m
Flz)=92 ( ) ;

g

valéban, az y = (x — m) /o helyettesitéssel

1 v 2 2 1 Y 2 r—m
= — —(@=m)?/(20%) g —— —_ V2 gy = =
F(x) mU/me dx \/%/Ooe dy = ®(y) <I>( . )

Meg kell mutatnunk, hogy ® eloszlasfiiggvény, ebb8l mér kovetkezik, hogy ®((z—m)/o))

is az. Az
[:/ e /2 gy

integrél kiszamitasahoz tekintsiik az

/ / e~ @2 dp dy = I?

integralt és térjlink at polar koordinatdkra:

%2 = / / re /2 dr = 2r.
0 —T

A standard normalis eloszlas varhaté értéke nyilvan 0, mert a slirliségfiiggvénye paros, a
masodik momentuma pedig parcidlis integralassal konnyen szamolhatéan 1. Mivel ha n
standard normaélis eloszlast, akkor & = on + m eloszlasfiiggvénye

P{¢ <z} =P{on+m <z} =P{n<(xz—m)/o} =®((x —m)/0)),
kapjuk az altalanos esetet is.
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Megjegyezziik, hogy a siirliségfiiggvény pérossaga miatt ®(—z) = 1 — &(x), specid-
lisan ®(0) = 1/2. Elég tehdt x > 0 esetén ismerni ®(x) értékét. Mivel a @ fiiggvény nem
irhato fel elemi fiiggvényekkel, értékét rendszerint tablazatbdl vessziik, vagy a

P(x) = L + L/ace_tz/th
2 Ver

integralba beirva az exponencialis fiiggvény sorat, a tagonkénti integralassal kapott sorbodl
szamitjuk. Nagy pozitiv z-ekre hasznosabb az

1 ../l 1 1.3 1-3---(2k—1
1—@(35)%764/2<7——+—+-~~+(—1)k$>
m

kozelités, amely paros k esetén fels6, paratlan k esetén alsé becslést ad.

12.1.68. Feladat [5]. Egy mérés eredmény normélis eloszlast 0,1 szérdssal, varhato
értéke a mérendd mennyiség. Mennyi a valdszinlisége, hogy a mérés hibaja nagyobb, mint
0,37

12.1.69. Valésziniiségi valtozdk fiiggetlensége. A ¢, valdsziniiségi valtozdkat pd-
ronként figgetlennek, illetve fiiggetlennek nevezzik, ha a {¢; < z;} események barmilyen
x,;-k esetén paronként fiiggetlenek, illetve fliggetlenek. Mas szavakkal a fliggetlenség azt
jelenti, hogy az egytttes eloszlasfliggvény az egyes eloszlasfiiggvények szorzata. Ebbol ko-
vetkezik, hogy ha van egyitittes stirliségfiiggvény, akkor az egyes valésziniiségi valtozoknak
is van surtiségfiiggvénye, és a kozos slirtiségfiiggvény az egyes stirliségfiiggvények szorzata.
Megmutathato, hogy ha a &;-k fiiggetlenek, illetve paronként fiiggetlenek, akkor tetszole-
ges g; Baire-fliggvényekre a g, (§,;) valosziniiségi valtozdk is fliggetlenek, illetve paronként
fluggetlenek.

12.1.70. Tétel. Ha & ésn valds értékii fiiggetlen valdszintiségi valtozok, akkor E(En) =
E(§)E(n).

x Bizonyitas. Diszkrét valészintiségi valtozokra kozvetlen szamoldssal adodik a té-

tel. Ha € nemnegativ, akkor a {ke < ¢ < (k4 1)e} eseményekre vonatkozé feltételes elosz-

lasfiiggvények segitségével kapott alsé és fels6 becslésbél adodik € | 0 hatardtmenettel.
Végil ha ¢ tetsz6leges, akkor {rjuk fel £t — &~ alakban. O

12.1.71. Kovariancia és korrelacidos egyiitthaté. Legyenek £ és n valds értéki
valdszintiségi valtozok, amelyeknek létezik szérdsa. Ekkor D?(€ + 7) is 1étezik, mert (& +
n)? =& +2n+n" <28 +07), &

D*(§ + 1) = [E((f —E(§) +n— [E(n))Q) = D?(§) + D*(n) + 2E((§ —E(©)(n— [E(n)))~
Az itt megjeleno
cov(é,m) = E((§— E(©) (1~ E(n)) ) = E(¢n) — E©E()
kovarianciat a ,fliggetlenségtdl vald eltérés” mértékéil hasznalhatjuk. Az el6zé tétel sze-
rint fiiggetlen valésziniiségi valtozdk kovariancidja nulla, igy szorasnégyzeteik 0sszeadod-

nak. A megforditas nem igaz: még az is el6fordulhat, hogy n a £ fliggvénye és mégis nulla
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a kovariancia, legyen példaul £ az a valészintiségi valtozd, amely a —2, —1, 1, 2 értékeket
1/4 valészintiséggel veszi fel, és legyen n a négyzete. Ha n = &, akkor cov(&,n) = D?(€),
ha 1 = —¢, akkor cov(£,n) = —D?(&).

Megmutatjuk, hogy a kovarianciara

|cov(€,m)| < D()D(n);
valéban, a &, = £ —E(&) és n, = n—E(n) valdszinliségi valtozokra minden A valés szamra
0 < E((1 — A&)?) = E(nF) — 2AE(noo) + NE(&3) = D?(n) + 2A cov(§,m) + A’D?(§),

innen a polinom diszkrimindnsa nem lehet pozitiv, tehét

cov?(&,1m) < D*(n)D?(€).
Ennek alapjan, ha D(£) > 0 és D(n) > 0, akkor célszer(i bevezetni a

cov(§,n)
D(£)D(n)

korreldcids egyiitthatdt, amelynek értéke a [—1, 1] intervallumba esik. Megjegyezziik, hogy
konnyen lathatéan a& + b és c¢n + d korrelacios egyiitthatdja megegyezik £ és i korrelacios
egylitthatojaval, ha ac > 0.

cor(&,n) =

12.1.72. Regresszié. Ha a &, n valos értékil valoszintiségi valtozoknak létezik a szorasa,
megkérdezhetjiik, hogy mely a, b valés szdmokra lesz E((n — aé — b)?) minim4lis? Mivel

E((n — a& —0)?) = E(1°) — 2aE(&n) — 2bE(n) + a®E(€) + 2abE(E) + b7,
a minimumot akkor kapjuk, ha
—2[E(&n) +2aE(€2) +20E(¢) =0 és  — 2E(n) + 2aE(€) + 2b = 0.

Ha D(§) # 0, akkor azt kapjuk, hogy a minimum

cov(&,
o= Dg(f@”) b= E(€) — o ()
esetén addédik. Az y = ax + b egyenest az n-nak &re vonatkozd regresszics egyenesének
nevezziik. Hasonl6an kezelheté az a kérdés, amikor egy g(z,aq,...,a,,) paraméteres gor-
beseregbél keressiik azt a gorbét, amelyre E((n — g(&, a4, ..., a,))?) minimélis, ilyenkor
regressziés gorbérél beszélink. Altaldnosabban, lehet € vektor értékd is, ekkor a linedris
esetben regresszios sikrél, az altaldanos esetben regresszios feliiletrdl beszéliink.

Ha azt kérdezziik, hogy az Gsszes valds értékii Baire-fliggvények koziil melyik az a
fiiggvény, amelyre E((n— g(£))?) minimalis, akkor a vdlasz, hogy ezt a g(z) = E(n|§ = x)
feltételes varhat6 érték adja, ez az np-nak &-re vonatkozd regresszids figgvénye; ha a (£,n)
par diszkrét valdsziniiségi valtozo, akkor a feltételes eloszlasfiiggvény azokon az x helyeken
van értelmezve, amelyekre P{{ = x} > 0, ha pedig a (§, n) pér eloszlasanak van egy h(z,y)
kozos stiriségfliggvénye, akkor a feltételes eloszlashoz tartozé feltételes siirtiségfiiggvény

h(z,y)
flz)

ahol f a ¢ slirliségfiiggvénye, azaz f(x) = LO:O h(z,y) dy.

gyl =) =

ha f(z) >0,
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12.1.73. Tétel. Legyenck n és ( fiiggetlen valészintiségi valtozok, amelyek siiriiség-
fliggvénye g, illetve h. Ekkor a £ = n+ ( valészintiségi valtozénak is van stirtiségfiiggvénye,
amelyre f(x) = LO:O g(y)h(z — y) dy majdnem mindeniitt.

Bizonyitas. Legyen b(y,2) =1, ha y+ 2 < z, és nulla egyébként. A b(n, () varhat6
értéke a ¢ eloszlasfiiggvényének az x helyen felvett értéke, igy

Py = [ [ b2tz ddy.

—00 Y—00

Innen z =t — y helyettesitéssel

Fa) = [ h / by, t — y)g(y)h(t — y) dt dy.

o}

c sz

ra) - | OO | stmte = aya.

oo

Innen létezik az f slirliségfliggvény és majdnem mindeniitt

fw) = [ " gwh(z —y)dy. O

—0o0

12.1.74. A x?-eloszlas. Ha n darab fiiggetlen, standard normalis eloszlast valészinfi-
ségi valtozd négyzetét 6sszeadjuk, kapjuk az n szabadsagfokii x2-eloszldst. Megmutatjuk,
hogy ennek a sliriiségfiiggvénye

l,n/Qflefz/Q

W, ha x>0, és 0 egyébként.

Azt is megmutatjuk, hogy a varhaté értéke n, szérasa pedig v2n. Megjegyezziik, hogy a
T fiiggvény értékei a I'(z + 1) = 2I'(z) Osszefiiggés segitségével T'(1) =1 és I'(1/2) = /7
ismeretében a sziikséges helyeken kiszamithatok.

Ha a &; valészinliségi valtozok standard normadlis eloszldstiak, akkor a négyzetik
eloszlasfiiggvénye P{&? < z} = P{—vz < § < &}, ha z > 0 és 0 egyébként. A &
(szintén fliggetlen) valdszintiségi véltozok varhaté értéke a ; szérdsnégyzete, azaz 1, a
szorasnégyzetiik pedig &, negyedik momentuma segitségével kiszamithatod, értéke 2. gy
csak a stirliségfiiggvényre vonatkozé allitast kell megmutatnunk. Mivel

a stirliségfliggvény




ami az allitds az n = 1 esetben. Az altalanos esetet indukciéval bizonyitjuk. Tegyiik fel,
hogy n — 1 tagli n Osszegre igaz az &llitds és legyen ¢ = &£2. Az eléz6 tétel szerint a
stirtiségfliggvény értéke az = helyen y = tx helyettesitéssel

/w y(nfl)/Qflefy/2 (1. _ y)71/267(w7y)/2 dy

20=D/2P((n—1)/2) 21/2(1/2)
n/2—1 ,—x/2 1
_ a2l / Hn=1)/2-14-1/2 g4
22T((n — 1)/2)T(1/2) J,

Az integrél a T fiiggvény tulajdonsdgait kihaszndlva kiszamolhatd, és kapjuk az ered-
ményt, vagy egyszeriibben, abbdl, hogy stirtiségfiiggvényt kell kapnunk, a I' fiiggvény

c sz

12.1.75. A Student-eloszlas. Ha ,,¢,,. .., &, fiiggetlen standard normalis eloszlasa
valészintiségi valtozok, akkor
VEHE+ 48
eloszlasa az n szabadsigfoku Student-eloszlds. Hasonléan, mint az el6zd pontban, meg-
mutathatjuk, hogy ennek a stiriiségfiiggvénye
I((n+1)/2)
Val(n/2)(1 4 2)(+0/2°

n

Az n =1 esetben az eloszlasnak nincs varhaté értéke, egyébként a varhato értéke 0. Az
n < 2 esetben az eloszldsnak nincs szérdsa, egyébként a szérds 1/v/n — 2.

12.1.76. Az F-eloszlas. Ha ¢ illetve n fiiggetlen, m illetve n szabadsagi fokd y2-
eloszlasu, akkor hanyadosuk (m,n) szabadsagi foka F-eloszldst; ennek siirliségfiggvénye
(hasonléan, mint az el6z8 pontokban, ad6dik, hogy)

L((m+n)/2) zm/21
T(m/2)T(n)2) (1 + 2)m i/

ha x>0, és 0 egyébként.

12.1.77. Feladat [6]. Adjunk példat paronként fiiggetlen, de nem fliggetlen valdszi-
niiségi valtozokra.

* 12.1.78. Feladat [10]. Hasonlitsuk 6ssze a 3 szabadsdgfokti y2-eloszlas siirtiségfiige-
vényét egy nemesgaz atomjainak energiaeloszlasat leird fiiggvénnyel. Mi a magyarazat?

12.1.79. A nagy szamok gyenge torvénye. Legyenek a &, k = 1,2, ... valészinii-
ségi valtozok egyforma eloszlasuak és paronként fiiggetlenek E varhato értékkel. Ekkor
minden € > 0O-ra

[P{‘Tllkznlgk—E‘>5}—>O, ha n — oo.

A tételnek az a specidlis esete, amikor a £,-k fiiggetlen karakterisztikus eloszlasok,
kovetkezik a Csebisev-egyenlGtlenségbdl is; ezt fedezték fel legel6szor.
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* Bizonyitas. Lasd Rényi [52], VI, 3§, 4. tétel.

12.1.80. A nagy szamok erds torvénye. Legyenek a &, k = 1,2, ... valoszintiségi
valtozok egyforma eloszlasuak és fiiggetlenek E varhato értékkel. Ekkor

1 n
P{ lim = :E}:l.
dim 26

* Bizonyitas. Lasd Rényi [52], VI, 7§, 3. tétel.

12.1.81. Centralis hatareloszlas tétel. Legyenek a &, k = 1,2,... valésziniiségi
valtozok egyforma eloszlasuak és fiiggetlenek nem nulla szérassal. Legyen tovabba

Z€k7 és C ( (;7”)

Jeldlje F,, a (,, eloszlasfiiggvényét, ekkor

lim F, (x) =®(x), ha zeR.

n—oo
x Bizonyitas. Lasd Rényi [52], VIII, 1§, 1. tétel.

12.1.82. Moivre—Laplace-tétel. Ez a tétel a centralis hatareloszlas tételnek a fligget-
len karakterisztikus eloszlasok Osszegére, azaz a binomidlis eloszlasra vonatkozo6 specialis
esete (ezt fedezték fel elészor.)

12.1.83. Feladat [9]. Egy pénzérmét 10 000-szer feldobva, 5400-szor kaptunk fejet.
Szabalyos-e az érme?

x 12.1.84. Feladat [10]. Legyenek &;,&,, ... fliggetlen, [0, 1]-ben egyenletes eloszldst
valbszintliségi valtozok,

o P _ T — E(1)
My = ;fk €S Cn D(Wn) .

Abrazoljuk ¢, ¢, és (3, valamint a standard normélis eloszlas stirfiségfiiggvényét. Mennyi
D(n12) és E(myp) 7

* 12.1.85. Feladat: szimulicié, Monte—Carlo médszerek [19]. Szdmos olyan
természeti folyamat van, amelynek a lefolyasat kiilonbo6zé véletlen tényezok befolyasoljak.
Ilyen folyamatok jellemzOinek pontos meghatirozasa gyakran nem megoldhatd, de jo
kozelitéseket kaphatunk szimuldcidval. Példaként a lancreakciét szimuldlva, hatdrozzuk
meg egy Pu®*? gémb kritikus sugarat.

x 12.1.86. Matrixjatékok. A jatékelméletben vizsgalt legegyszeriibb jatékban két
jatékos van, mindkettének véges sok stratégiéja vagy tiszta stratégiaija van. Az elsd és
a mzisodik stratégiéit is megszzimozzuk 1, 2 ,m illetve 1, 2 ,n. Ha az elsé jatékos
osszeget (aml persze negatlv is lehet). Az a = (q; i )1_1 =1 matrixot a jaték matnxanak
nevezzik.
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Lehet&ségeinket kibovitjiik, ha kevert stratégiat hasznalunk; ezeket Neumann Janos
vezette be. Ez az els6 jatékosnal azt jelenti, hogy egy m tagt valdsziniiségi eloszlast va-
laszt, és annak megfeleléen véletlenszeriien vilasztja meg stratégidjat. Ha az y eloszlast
valasztja, amit oszlopmdtrixnak frunk, akkor az y’a sormdtrix j-edik koordindtdja jelenti
Ezen sormatrix koordindtainak minimumaét szeretné maximalizalni, azaz ha b és c egy m
illetve n hosszi oszlopmatrix, amelynek minden koordinataja 1, akkor célja  — max, az
y'a> B,y >0és by =1 feltételek mellett; utébbi azt fejezi ki, hogy y valdszintisége-
loszlés, koordinatdinak 6sszege 1. A feladatnak vannak megengedett megoldasai, példaul
az egységvektorok: ezek a tiszta stratégidknak felelnek meg. Célszeri, ha a méatrix minden
eleme pozitiv. Ezt konnyen elérhetjiik, ha minden eleméhez hozzidadunk egy elég nagy d
szamot. Jelolje az igy kapott matrixot @. Persze, ekkor a nyeremények is d-vel megnonek,
és B = B+ d jeloléssel problémank alakija

B—max, by=1, @y>pe, y>0.
Vegyiik észre, hogy mar a tiszta stratégidkra is 8> 0. Az 7 = y/f jeloléssel a feladat
Vy=1/—min, @y>c, 7>0.

Teljesen hasonldéan, ha a masodik jatékos az x eloszlast valasztja, amit oszlopmatrixnak
frunk, akkor az ax oszlopmatrix koordinatainak maximumat szeretné minimalizalni, azaz
célja o — min, az ax < ab, x > 0és ¢’z = 1 feltételek mellett. Most is a feladatnak vannak
megengedett megoldédsai, példaul a tiszta stratégidk. A @ = a + d jeldléssel problémank
alakja

a—min, cdx=1 ar<ab, xz>0.

Mivel @ minden eleme pozitiv, barmely megengedett stratégidra @ > 0. Az T = z/a
jeloléssel a feladat
cT=1/a—max, azx<b, T>0.

Egy dudl-primal feladatpart kaptunk, amely példaul a szimplex moédszerrel megoldhato.

v

x 12.1.87. Neumann nyeregpont tétele. Az el6z6 pont jel6léseivel, marmely mat-
rixjatékhoz vannak olyan x, y, optimalis kevert stratégiak, hogy barmely x, y kevert
stratégidkra y'ax, < yhar, < yiax. Az optimalis stratégidkhoz tartozé «, 3 értékekre
o = yLary = p.

Az optimalis kevert stratégidk dltaldban nem egyértelmiiek. Az yjax, érték a jdték
értéke; a tétel szerint az elsé jatékos ennél nagyobb nyereséget nem tud elérni, ha a

c sz

nem tud elérni, ha az elsé jatékos valamelyik optimalis kevert stratégidjat jatsza.

Bizonyitas. Az el6z6 pont szerint irjuk at a jatékot egy dudl-primal feladatpér-
ra. Mivel a primal feladat megengedett T megoldasainak halmaza korlatos, hiszen egy
megengedett megoldas egyetlen koordinatdja sem lehet nagyobb, mint @ elemei mini-
mumadanak a reciproka, a megengedett megoldasok halmaza kompakt. fgy a primal fela-
datnak van optimalis T, megoldasa. Alkalmazva a linearis programozés f6 tételét kap-
juk, hogy a dudl feladatnak is van egy Y, optimélis megoldasa, és T, Yy, nyeregpont-
jaaz L(T,9) = ¢'T + b’y — y'az Lagrange-fiiggvénynek, azaz L(Z,7,) < L(Z,,y,) <
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L(7o,7) és 1/ay = 1/8, = L(Ty,7,) = J,az,. Innen 'Z + by, — j,az < 1/@)7 tehat
1/a —7y66m/(a~ﬂo) < 0, ahonnan 3, < ypax. Mivel 1/a;, = %Wo = yoazy/(ay - B,), egy-
részt B, = ypazr,, amibdl levonva d-t, 8 = yjax,, masrészt yjaz, < yoaz, amibdl levonva
d-t, kapjuk az egyik egyenl6tlenséget. A masik egyenléség és egyenlOtlenség hasonléan
adodik. O

12.2 Matematikai statisztika

12.2.1. Minta, statisztika. Statisztikai mintan fiiggetlen, egyforma eloszlasu valdszi-
nlségi valtozok egy &;,&,, . . ., &, sorozatat értjik. Statisztikdnak nevezziik a mintaelemek
barmely Baire-fliggvényét.

12.2.2. Az empirikus eloszlasfiiggvény. Az F'(x) eloszlasi valészintiségi valtozokbél
allé &;,&,, ..., &, mintdhoz legyen

F@=3 1,

&<z

a minta empirikus eloszldsfiggvénye. Ha

A, = sup|Fn(x) — F(gc)|,

az eloszlasfiiggvény és az empirikus eloszlasfiiggvény tavolsdga, akkor megmutathato,

hogy
P{lim A, =0} =1.

n—oo

Ez a matematikai statisztika alaptétele. (Lésd Rényi [52], VI, 8§, 1. tétel.)

12.2.3. Hisztogram. A hisztogram a stirliségfiiggvény kozelitésére hasznalhaté. Ha
£1,6,...,&, a minta, és a szdmegyenesen ¢, < t; < ... < t,, osztépontokat valasztunk,
akkor a hisztogram

1
fn(x):t Z: m, ha ¢,_; <z <t,.
i-15€k<t; 4 g

Az osztopontok helytelen valasztasa, til sok vagy tul kevés osztépont hasznalata a koze-
litést erdsen lerontja, ezért tobb kiilonboz6 osztopontrendszerrel is érdemes probalkozni.
Egy 6kolszabaly az osztépontok megvalasztasdhoz: osszuk az empirikus eloszlasfliggvény-
hez tartoz6 alsé és felsd kvartilis kozotti részt ¢/n/2 egyenld részre, és ezzel a 1épéskozzel
folytassuk a beosztast mindkét irdnyba. Megmutathatd, hogy megfelel6 feltételek mellett
ennek a lépéskoznek egy (1-hez kozeli) konstansszorosa esetén kozeliti a hisztogram a
stirtiségfliggvényt L2-ben a legjobban.

12.2.4. Becslések. Ha a &, ... ¢, statisztikai mintank Fjy(z) eloszldst, és a o) para-
métert nem ismerjiik, kozelitésére egy alkalmas 1§n statisztikdt haszndlhatunk. Ezt az elja-

~

rast nevezzik becslésnek. A jé becsléstél elvarjuk, hogy torzitatlan legyen, azaz E(19,,) =
teljestiljon, valamint hogy konzisztens legyen, azaz

lim D(d,) =0

n—oo
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teljesiiljon. Kivanatos, hogy a |D(1§n) sz6rds minél kisebb legyen.
Példaként tekintsiik a varhaté érték becslését. A

=136

dtlag a varhato értéknek torzitatlan és konzisztens becslése.
Miésik példaként vizsgaljuk a szérasnégyzet becslését. Az

R

k=1

3

empirikus szordsnégyzet a szérasnégyzetnek nem torzitatlan becslése, mert mint nem
nehéz kiszamolni, E(s?) = (n — 1)/n. Torzitatlan és konzisztens becslés viszont az

korrigalt empirikus szdrdsnégyzet. (Megjegyezziik, hogy a szérdsra ennek a négyzetgyoke
nem torzitatlan becslés!)

12.2.5. Konfidencia-intervallumok. Gyakran arra van inkdbb sziikségiink, hogy a
¥ valés paraméterhez és egy adott € > 0-hoz a &;,&,, ..., &, minta segitségével olyan v,
és U, statisztikdkat adjunk meg, hogy

P(d, <9 <Dy)>1—¢

teljestiljon. A ]151, 152[ intervallumot konfidencia-intervallumnak nevezzik.

Példaul ha tudjuk, hogy a mintaelemek normalis eloszlastiak ismert o szérassal, de
ismeretlen m varhaté értékkel (a legtobbszor ez a helyzet méréseknél), akkor a varhaté
értékre szerkeszthetiink konfidencia-intervallumot. Az

:@ﬁ
ag

valdszintiségi valtozo standard normalis eloszlast lesz, igy meghatarozhaté olyan u, szam,
amelyre
P{lu| <u.}=1—e=2P(u,)—1.

Ebbdl
{|§ m|<u\/>}=[P{§ f<m<£—|—u f}zl—e.

12.2.6. Hipotézisvizsgalat. A hipotézisvizsgilatnal valamely adott H, hipotézis
fennéllasardl kell donteniink. Az egyéb lehetséges eseteket a H, ellenhipotézisben gytjtjik
Ossze. A rendelkezésre all6 adatok alapjan egy prébastatisztikat készitiink, és megvizsgal-
juk, hogy ennek értéke egy 1|, elfogaddsi tartomdnyba esik-e, vagy ennek komplemente-
rébe, a kritikus tartomdnyba. Ha a probastatisztika az elfogadasi tartoméanyba esik, a H,
hipotézist elfogadjuk, egyébként elvetjiik. Az egész eljarast prébanak nevezziik. Kétféle
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hibat kovethetiink el. Ha a H, hipotézis fennall, mégis elvetjiik, akkor elséfaji hibardl, ha
pedig a H; ellenhipotézis all fenn, és hipotézisiinket mégis elfogadjuk, akkor masodfaji hi-
barol beszéliink. A hibdk nagysagat els6sorban az elfogadasi tartomany megvalasztasaval
befolyasolhatjuk. Az els6faju hiba valosziniiségének csokkentésével a mésodfaji hiba valé-
szintlisége altalaban nd, és viszont. Természetesen a probastatisztika helyes megvalasztasa
is befolyéasolja az eredményt. Ha € > 0-hoz tgy valasztottuk az elfogadasi tartoményt,
hogy az els6faju hiba 1 — e valészintiségii legyen, akkor a hipotézis elfogadésa esetén azt
mondjuk, hogy az eltérés 1 — ¢ szinten nem szignifikdns, egyébként pedig szignifikdins.
Az elfogadési tartomdnyt a proba statisztika ismert eloszldsa alapjan, rendszerint az e/2-
kvantilis és az 1 — /2 kvantilis kozotti intervallumnak vélasztjuk. Ha egy mintdnk van,
és a hipotézis az, hogy a mintaelemek valamilyen adott eloszlasiak, akkor egymintas pro-
barél, ha pedig két mintank van, és a hipotézis az, hogy a két minta eloszlasa, vagy a két
eloszlas valamilyen paramétere megegyezik, akkor kétmintds probarol beszéliink.

12.2.7. Paraméteres probak. Ezeknél a probaknal az eloszlasfiiggvénynek csak egy
vagy néhiny paramétere ismeretlen. Néhany példat mutatunk be.
Az egymintds u-proba esetén tudjuk, hogy a &;,&,,...,&, mintaelemek normaélis
eloszldstiak ismert o szérdssal. Hipotézisiink az, hogy az m varhaté érték egy m, adott
érték, ellenhipotézisiink pedig, hogy m # m,. A hipotézis fennalldsa esetén az

u:@ﬁ

prébastatisztika standard normélis eloszlasi. Adott € > 0 esetén az u, értéket Ggy va-
lasztva, hogy
O(u,) —P(—u,) =20(u,)—1=1—¢

legyen, |—u,,u,[ az elfogaddsi tartomény.

Kétmintas u-probaakkor hasznalhato, ha a £, &, . .., &, mintdnk normalis eloszlast
ismert oy, az 1y,1y,...,n, mintdnk pedig normalis eloszlasu ismert o, szoérassal, hipo-
tézisiink, hogy az eloszlasok varhaté értékei megegyeznek, ellenhipotézisiink pedig, hogy
nem. A hipotézis fennallasa esetén az

E-7
Vot/m+oi/n

probastatisztika standard normalis eloszlast, igy ismét a fenti elfogadési tartomany hasz-
nalhato.

Az F-préba annak vizsgalatara alkalmas, hogy a normaélis eloszldsi, ismeretlen és
esetleg kiilonbozli varhato értéki &, ...,¢§, illetve ngy,...,n,, mintdk szoérdsa azonos-e.
Ha igen, az f = ms?/(nsjf) statisztika (m,n) paraméteri F eloszldst.

Az egymintds t-préba annak vizsgilatara alkalmas, hogy a normaélis eloszlasi, isme-
retlen szérdsu &g, . .., &, minta varhaté értéke adott m érték-e? Ha igen, a

(E—m)vn+1
\/58*2

statisztika n szabadsagi foku Student-eloszlasu.

t=
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A kétmintds t-préba annak vizsgalatara alkalmas, hogy a normalis eloszlasu, isme-
retlen de, egyforma szérasu &, ..., &, illetve n,,...,n, mintdk varhaté értéke azonos-e.
Ha igen, a

(m+1)(n+1)(m+n)

t:
*2+ns*2 m-+n-+2

statisztika m + n paraméterti Student-eloszlasu.
A Welch-préba annak vizsgalatara alkalmas, hogy a normalis eloszlast, ismeretlen
szérasu &, . . ., &, illetve ny, ..., n, mintdk virhaté értéke azonos-e? Ha igen, a

€7
s?/(m—kl)—l—s%/(n—l—l)

t=

statisztika kozelitoleg f paraméterti Student-eloszlasi; itt

1 2 1—c)? s2/n
,:i_,_ﬂ’ ahol c:%.
f n m sg/m+sp/n

12.2.8. Nemparaméteres probak. Paraméteres probdk csak bizonyos eloszlasok
(példdul normalis eloszlds, illetve exponencidlis eloszlds) esetén konstrudlhatok. Altala-
nosabban hasznalhatok a nemparaméteres probak. Kett6t mutatunk be.

A Kolmogorov-préba annak a hipotézisnek az ellendrzésére hasznalhat6, hogy min-
tank eloszlasfliiggvénye egy adott folytonos F'(z) eloszlasfiiggvény-e. Az ellenhipotézis,
hogy az eloszlasfliiggvény barmilyen maés folytonos eloszlasfliggvény. A préba azon alapul,
hogy az empirikus eloszlasfiiggvénynél emlitett A, mennyiség /n-szeresének eloszldsa a
hipotézis fenndlldsa esetén nem fugg F(x)-tél, s6t, a

[ee)

. _ _ k —k2t2
lim P{VnA, <t} = > (—1)ke

k=—00

Osszefiiggés szerint méar kb. n = 30-t6l az n-tél vald fliggéstdl is eltekinthetiink.

A Kolmogorov—-Szmirnov-préba a Kolmogorov-préoba kétmintas megfeleldje. Annak a
hipotézisnek a vizsgalatara alkalmas, hogy a folytonos eloszlasokbdl szarmazd két mintank
F(z), illetve G(z) eloszlésfiggvénye megegyezik-e. Az ellenhipotézis, hogy az eloszlasfiigg-
vények folytonosak, de nem egyeznek meg. A probastatisztika

nm
A’I’L’ITL7
n—+m ’

ahol A, . =sup|F,(z)—G,,(z)|.

n

Ennek eloszldsa nem fiigg F-t6l és G-t6l, hatdreloszldsa ugyanaz, mint /nA, -é, és a
hatareloszlas hasznalhaté n, m > 30 esetén.

12.2.9. A y2-préba. Igen sok célra, példaul illeszkedés- és fiiggetlenségvizsgalatra
hasznalhaté nem paraméteres proba. Alapgondolata, hogy ha A, A,,..., A, egy teljes
eseményrendszer, és teljestil az a hipotézis, hogy az A, esemény valdsziniisége p;, > 0,
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tovabba n fiiggetlen kisérletet végezve v; az A, esemény bekovetkezéseinek szama, akkor

a
o — zr: (v; — np;)*

i=1 np;

prébastatisztika jé kozelitéssel r — 1 szabadsagfoki x? eloszlast kovet. A j6 kozelitéshez
altaldban az szilikséges, hogy az np,; értékek 10-nél nagyobbak legyenek. A préba akkor
is hasznéalhatd, ha a p, valészintiségek meghatarozasdhoz s darab, a mintdbdl szamitott
becslést hasznaltunk fel, de ekkor a x2-eloszlas szabadsagfoka r — s — 1.

12.2.10. A legkisebb négyzetek moédszere. Ha (£,7) egy vektor val6sziniiségi
valtozo, amelynek els6 koordindtdja maga is lehet vektor, akkor egy

(flv”l)a (527772)7 LR} <£na77n)

minta birtokaban szeretnénk meghatarozni egy paraméteres seregbdl az a paramétervek-
tor azon értékét, amelyre a megfelel6 regresszids gorbe, feliilet stb. a legjobban illeszkedik,
azaz,

E((n— 96 0)%)

minimélis. Az a paramétervektort a
- 2
Zwi(n —g(&a))” — min.
i=1

minimumfeladat megoldasaként kapjuk, ahol a w;-k szabadon valasztott pozitiv stlyok.
Ez az eljaras elméletileg ugyan csak akkor megalapozott, ha € nem is valészintiségi valtozo,
hanem értékét mi valaszthatjuk meg, de az altaldnos esetben is hasznaljak. A sulyokat
1 négyzetének ingadozasaval forditottan ardnyosnak érdemes vélasztani, azaz a legjobb
valasztas az, ha w; az n adott & érték mellett vett szorasnégyzetének reciproka.

Ha & valds értékili, és az y = ax + b regresszidés egyenes paramétereit becsiiljiik igy,

akkor a-ra a ¢/ 322 becslést, b-re az 7 — Ec/ 522 becslést kapjuk, ahol

1
n—1

C =

S 60—

=1

az empirikus kovariancia. A korrelacids egyiitthaté becslésére az 1 = c/(s¢s;) egyiitthaté
empirikus korreldcids egyiitthato hasznalhato.

12.2.11. Feladat [6]. Egy fizikai mennyiséget mértiink, és az aldbbi eredményeket
kaptuk: 12,15; 12,33; 10,94; 10,25; 9,80; 12,90; 12,04; 11,45; 9,64; 11,20; 9,78; 10,89; 11,22;
11,91; 10,78; 10,04; 10,35; 11,32; 9,18; 11,36; 10,40; 10,89; 11,50; 11,26; 11,95; 9,28; 11,11;
10,34; 11,12; 9,71. Abrézoljuk az empirikus eloszlasfiiggvényt. Készitsiink hisztogramot.
Becsiiljiik meg a varhato értéket és a szérast. Feltételezve, hogy a minta normalis eloszlasi
1 szoérédssal, készitsiink konfidencia-intervallumot a varhaté értékre, és 95%-os szinten
dontsiik el azt a hipotézist, hogy a varhaté érték 11,2.
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12.2.12. Feladat [6]. Egy madsik laboratériumban az el6z6 feladatban szerepl§ fizikai
mennyiség mérésekor az alabbi értékeket kaptuk: 10,62; 13,10; 12,40; 9,80; 10,31; 9,25;
10,87; 9,93; 9,72; 12,34; 11,77; 13,23; 9,20; 10,11; 11,66; 10,79; 11,06; 12,71; 10,89; 11,19;
10,93; 10,17; 11,97; 9,14; 11,76; 11,60; 9,14; 10,56; 11,57; 12,53. Tudjuk, hogy ezek az ada-
tok is normalis eloszldstiak, de szérasuk 1,2. Elfogadhatd-e 95%-os szinten az a hipotézis,
hogy a két minta dtlaga megegyezik?

12.2.13. Feladat [6]. Elfogadhat6-e 95%-o0s szinten az a hipotézis, hogy az elézd
feladatban szereplé minta normaélis eloszldasu 11,2 varhaté értékkel és 1,2 szérassal? Hat
az, hogy a két el6z6 feladatban szereplé mintdk egyforma eloszlasiak?

12.2.14. Feladat [6]. Egy kockat 600-szor feldobva, rendre 92, 87, 91, 101, 86, 143
esetben kaptuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokat. Ellentmond-e ez 95%-os szinten annak, hogy
a kocka szabalyos?

x 12.2.15. Feladat [16]. Készitsiink programot a megismert becslésekre és probakra.
Hasznaljunk adatbazis-kezel6t.
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antiszimmetrikus bilinearis forma 150
— — leképezés 150

— forma 308
approximacié 227

— alapfeladata 177

arccos 318

arch 318

arcsin 318

arctg 318

arcus 84



area 84

arg 76

argumentum 15
argumentum-elv 331
arkhimédészi tulajdonsag 30

Arnold, Vlagyimir Igorjevics (1937-2010)

353, 391

arsh 318

arth 318

asszociativ 13, 20, 309

asszociativitas 130

aszimptéta 90

atlag 386

atlé 122

atlés matrix 12/

attérésmatrix 1460

atviteli elv 339, 358

autonoém egyenlet 347

Babcsanyi Istvan 391

Baire-fliggvény 243, 369

Baire-halmaz 369

Baire [bér], René-Louis (1874-1932) 243,
369

bal oldali derivalt 77, 206

— — hatarérték 55, 196

bal k-savmatrix 123

balrél folytonos 53, 195

Banach-féle fixponttétel 202

Banach, Stefan (1892-1945) 199, 202

Banach-tér 199

Bayes-tétel 367

Bayes, Thomas (1701-1761) 367

bazis 132, 307-308, 310

bazismegoldas 139

bézisra vonatkozé koordinatak 135

béazisvaltozd 138

becslés 385

belseje 187

bels6 pont 49, 187

— — modszerek 235

— szorzas 43

— szorzat 174, 180, 268, 275

— — tér 17

Bernoulli [bernuli], Daniell (1700-1782)
265

Bernoulli-egyenlet 34/

Bessel-egyenlGtlenség 177

Bessel-féle differencialegyenlet 117

Bessel, Friedrich Wilhelm (1784-1846)
117, 177

[-integral 334

bijektiv 15

bilinearis 149

— forma 149, 306

bimodalis eloszlas 377

binér mivelet 17

— reléci6 10

binomidlis egytiitthaté 28

— eloszlas 373

biztos esemény 365

bolygbémozgas 353

Bolzano tétele 52

Bolzano, Bernard (1781-1848) 52, 199

Bolzano—Weierstrass-féle kivalasztasi
tétel 199

Boole-algebrai 6sszeg 9

Borel, Félix Edouard Justin Emile
(1871-1956) 190, 243

Borel-fiiggvény 243

bévitett komplex szamok 4 1

— valds szamok 32

Broyden, Charles George (1933-2011)
229, 234

Broyden-moédszer 229, 234

Budé Agoston (1914-1969) 391

Bunyakovszkij, Viktor Jakovlevics
(1804-1889) 174

Cantor, Georg (1845-1918) 23, 36

Cardano [kardano], Gerolamo
(1501-1576) 36

Cardano-képlet 36

casus irreducibilis 36

Cauchy kozépérték-tétele 83

Cauchy [kési|, Augustin (1789-1857) 60,
62, 64, 68, 83, 174, 199-200, 252,
313-314, 319, 323, 336, 340, 349

Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlotlenség
174

Cauchy-egyenlotlenség 323

Cauchy-feladat 340, 349, 352, 356

Cauchy-féle alaptétel 319

— gyokkritérium 64, 200



— integralformuldk 322

— konvergenciakritérium 60, 62, 199-200

Cauchy—Hadamard-tétel 68

Cauchy-kritérium fiiggvénysorozatokra
252

Cauchy—Riemann-egyenletek 316, 324,
332

Cauchy-sorozat 60, 60, 199, 199

Cauchy-szorzat 6/

Cayley [kéli], Arthur (1821-1895) 168

Cayley—Hamilton-tétel 168

ciklikus koordinatankénti csokkentés
modszere 230

Clairaut-egyenlet 346

Coddington, Earl Alexander 391

Cormen, Thomas H. 391

Csank Lajos 391

csatolds csokkentése 356

Csebisev-egyenlotlenség 372

Csebisev, Pafnutyij Lvovics (1821-1894)
276, 372

csillagpont 293

csillagszeri 293

csoport 21

Csurgay Arpad 391

Czach Lészlé (1929-2021) 391

d’Alembert-féle hanyadoskritérium 6/

— 200

d’Alembert, Jean Baptiste le Rond
(1717-1829) 64, 200, 265

Darboux, Jean-Gaston (1842-1917) 85

Darboux kozbenso érték tétele 85

De Morgan-szabaly 9

decilis 370

Dedekind, Julius Wilhelm Richard
(1831-1916) 23

Dedekind-szelet 23

o-finom 99, 236

derivalt 77, 206, 211

derivaltfiiggvény 77

Descartes [dékéart], René (1596-1650) 10

Descartes-szorzat 10

determinéns 159

— linedris transzforméciéé 165-164

determindnsrang 162

diagonalis 10, 122

— matrix 124

Dieudonné, Jean 4, 349, 391

differencia 9

differenciahanyados 77

differencial 80, 206, 211

differencidlegyenlet 115, 336, 338

differencialegyenlet-rendszer 338

differencidlforma 310, 310-311

differencidlhdnyados 77

differencidlhaté 77, 205-206, 208, 316

— sokasag 318

differencidloperator 336

dimenzié 132, 137

direkt Gsszeg 130

— szorzat 10

Dirichlet-féle generatorfiiggvény 119

— magfiiggvény 273

Dirichlet-formula 273

Dirichlet-fiiggvény 50

Dirichlet [diriklé], Gustav Peter Lejeune
(1805-1859) 50, 119, 253, 273

diszjunkcié 17

diszjunkt 8

diszkrét egyenletes eloszlas 373

— valdszinliségi valtozd 370

disztribuciéelmélet 349

disztributiv 20, 150, 309

disztributivitas 9

— axiémai 20

div 299

divergencia 299

divergenciatétel 299, 300, 303

divergens 58, 61, 68, 1958-199

Doetsch, Gustav (1892-1977) 361, 364,
391

Dringé Laszl6 391

dudl feladat 223

duélis bazis 148

— tér 148, 307

Duncan, John 391

duplazasi eljaras 41

d(z,A) 187

d(z,y) 187, 203

egész figgvény 314, 323

— szam 20, 29

egy valoszintiséggel 368



egybevagosag 203 ellentett 130, 365

egyenes 137 ellipszis 335
— egyenletrendszere /4 elliptikus fiiggvény 335
— paraméteres egyenlete /4 — integral 335
egyeniranyitas 277 eloszlas 368-369
egyenlet 36, 115, 228 eloszlasfliggvény 368-369, 370, 377
egyenletes eloszlas 377 eléallitasi tétel 178
egyenletesen folytonos 195 el6jel fuggvény 22
— konvergal 252 eléjelszabdly 21
— legjobb kozelités 228 els6 1/
egymas utani bejaras 193 els6faji Bessel-fliggvény 117
egymintas proba 387 — hiba 387
egymintas t-proba 387 — szakadés 55, 197
egymintas u-préba 387 elsérendli 339
egységelemes félcsoport 21 — egyenlet 338
— gytird 21 eltolas 362
egységmatrix 124 empirikus eloszlasfiiggvény 385
egységvektor 43, 132 — korrelaciés 389
egyszeresen Osszefliggl tartomany 293, — kovariancia 389

322, 324-325, 330-331 — szérasnégyzet 386
egyszerii gorbe 193 e-megoldas 350
egyszerisitési szabaly 21 eredmény 17
egyutthato 27, 46, 48, 68 érintkezési pont 187
egzakt egyenlet 3/2 érint6 207
egzisztencia és unicitasi tétel 352 érintGegyenes 207
Einstein, Albert (1879-1955) 157 érintéformula 114
FEinstein-konvenci6é 157 érintosik 227
ekvipotencialis 325 érintotér 205
ekvivalencia 17 érintévektor 207
ekvivalenciaosztaly 15 er6vonal 325
ekvivalenciarelacié 15 érték 15
ekvivalens 32, 148 értékkészlet 11
— eléallitas 226 értelmezési tartomany 11
— gbrbék 193 és 17
— normak 202, 202 esemény 365
eleme 122 eseményalgebra 365
elemei szdma 33 Eukleidész (~i.e. 300) 36
elemi esemény 365 euklideszi tér 175
— fiiggvény 96 Euler-egyenlet 359
— oszlopmivelet 124 Euler-féle helyettesités 99
— sormivelet 124 — Osszefliggés 73
elemien integralhaté 96 — torottvonal 350
elfajul6 eset 219 Euler, Leonhard (1707-1783) 73, 226,
elfogadasi tartomany 386 265, 313, 336, 353, 359
eliminécio 125 Euler-Monge-féle eléallitas 226
ellenhipotézis 386 explicit egyenlet 339

397



— eldallitas 220, 227
exponencialis eloszlas 377

— figgvény 71, 313

— generatorfiggvény 119

— polinom 356, 356

Federer, Herbert (1920-2010) 391
fékezett Newton-modszer 229
felcserélhet6 123

félcsoport 21

félérinté 27/

felharmonikus 277

Feller, William (1906-1970) 391
F-eloszlas 382

felosztas 99, 236

fels6 bidiagonalis 124

— egész rész 30

— haromszog egységmatrix 12/
— — matrix 124

— hatar 14

— — tulajdonsag 14

— hatarérték 59

— korlat 14

— 1épcsOs matrix 124

— trapéz egységmatrix 12/

— — matrix 124

fels6 Hessenberg-matrix 12/
fels6 k-savmatrix 123

felszin 249

feltételes eloszlasfiiggvény 369
— szélsOérték-szamitas 218-219
— valdszinliség 367

feltételesen konvergens 62, 199
feliilet 226

feliileti gérbe 227

— integral 2/9

— normalis 227

— — egységvektor 227

feliilrol félig folytonos 195

— folytonos 195

Fényes Imre 391

ferdén Hermite-szimmetrikus 180
— Onadjungalt 180

— szimmetrikus 180

ferdetest 21

Ferrari, Lodovico (1522-1565) 36

Ferro, Scipione del (71465-1526) 36

Feynman, Richard Phillips (1918-1988)
392

f/// 211

Fibonacci, Leonardo Pisano (1170-1250)
27

Fischer, Ernst (1875-1959) 269

fixpont 202, 202

fixponttétel 202

fizikai jelentés 299

#7211

fluxus 299

fm) 213

fok 46, 48

folytatas 339

folytonos 50, 190-191, 377

folytonosan atdeformélhatok egymasba
292

Fontana, Niccolo , Tartaglia” [tartajjal
(71500-1557) 36

forditott lengyel jelolés 17

forrasintenzitds 299

Fourier-egyttthatd 175, 272

Fourier [furié|, Jean Baptiste Joseph
(1768-1830) 175, 265, 269, 348

Fourier-sor 266, 269-270

Fourier-transzformaci6 271, 313

f64t16 122

féegyiitthato 46

foelem 125

féminor 162

fénormalis 111

fopolinom 46

férész 329

fétengely-transzformécié 152

F-préba 387

Frank, Phillip (1884-1966) 335, 392

Fresnel [frenel], Augustin Jean
(1788-1827) 321

Fresnel-féle integral 321

Freud Rébert 392

Fried Ervin 392

Fuchs Lészlé 392

Fuksz, B. A. 392

funkcional 173

fliggetlen 368, 379

fliggvény 15



— rendje pontban 329

fliggvényegyenlet 332

fliggvénysor 252

fliggvénysorozat 252

— tagonkénti differencidlasa 262

fliggvénytér 252

flirészfog-fesziltség 277

I 206

Jay 211

Galois [galod], Evariste (1811-1832) 313

Y1V ye 193

gamma-fiiggvény 332

T 332

v 193

Gauss, Carl Friedrich (1777-1855) 37,
124-125, 127-129, 131, 134, 226, 278,
298-299, 313, 334, 353

Gauss-féle eléallitds 226, 33/

— kikiiszobolés 124—125, 128-129

Gauss—Green—Osztrogradszkij-tétel
300-301

Gauss—Jordan-kikiiszobolés 128-129

Gelfand, Iszrail Mojszejevics (1913-2009)
392

generdlt altér 130

generatorfiiggvény 117

generatorrendszer 132

geometriai eloszlas 376

— multiplicitas 166, 171

— valészintiség 366

Giordano, F. R. 393

gitdrhang 277

Gjunter, N. M. 392

g-nullahalmaz 285

Gombés Pal (1909-1971) 392

gorbe 193

— kezd6pontja 193

— menti integral 291

— végpontja 193

gbrbék ekvivalencidja 193

gorbiilet 171

gradiens 207

— mbdszer 230

graf 10

grafikon 10, 15

399

Gram, Jorgen Pedersen (1850-1916) 176

Gram—Schmidt-ortogonalizalas 176

Green [grin], Georg (1793-1841) 278, 299,
303

Green-tétel 303

Gronwall-lemma 351, 352

Gronwall, Thomas Hakon (1877-1932)
351

Gyemidovics, B. P. 392

gyok 50, 45, 115, 228

gyokkritérium 64, 200

gyoktényezds 47

Gyurmaénczi Janos 391

gytri 21

ha ... akkor ... 17

Hadamard, Jacques (1865-1963) 68, 313

halmaz 7

Halmos P4l R. 10, 392

Hamilton-féle szamok /1

Hamilton [hemiltn], William Rowan
(1805-1865) 41, 168

hamis 17

hényados 30

hanyadoskritérium 64, 200

harmonikus 32/

— sor 63

— tars 324, 324

haromszog-egyenlGtlenség 38, 42, 173,
203

haromszogpalya 281

Hass, J. 393

hatar 187, 299-301

hatara lokalisan Lipschitz 297, 306

hatarérték 274

hatarozatlan egyiitthaték modszere 348

— integrdl 91

hatarpont 187, 298

hatartél hatarig halad 353

hatvany 27

hatvanyhalmaz 9

hatvanyozas komplex 76

hatvanysor 68, 31/, 348

Hausdorff, Felix (1868-1942) 194

Hausdorf-tétel 19/

Heaviside-fiiggvény 349, 361



Heaviside [heviszdjd], Oliver (1850-1925)
348-349, 361

Heine-Borel-tétel 190

Heine, Eduard Heinrich (1821-1882) 190

hely 15

helyettesitéses integralas 321

helyettesitési érték 92

Hermite-antiszimmetrikus 154

Hermite [ermit], Charles (1822-1901)
154, 276

Hermite-forma 15/

Hermite-szimmetria 179

Hermite-szimmetrikus 154, 180

Hessenberg, Karl Adolf (1904-1959) 124

Hewitt, Edwin 392

hibabecslési tétel 352

Hilbert, David (1862-1943) 199, 313

Hilbert-tér 199

hipergeometrikus eloszlas 37/

hipersik 137

hipotézis 386

hisztogram 385

holomorf 314, 319, 321-322, 331

homogén 141, 362

— egyenlet 3/3

— linearis egyenlet 165, 3/4

— polinom 48

homogenitas 173

homogén linearis normadl egyenlet 353

homotdp 292, 319-320

hossz 102, 244, 280

hozzarendelés 15

idegen 8

identikus leképezés 15

id6szert rész 41

i-edik koordinata 10

igaz 17

implicit egyenlet 3359, 345

— figgvény tétel 215

implikacié 17

improprius integral 109, 244

— — konvergens 109

improprius integral abszolit konvergens
109

indefinit 152, 180

index 16

400

— palyaé 320

indexelt csalad 16

— halmaz 16

— halmazcsalad 16

indexhalmaz 16

infimum 1/

inflexiés hely 87

inhomogén linedris egyenlet 3/4

injektiv 15

integraciés valtozd 91

integral 100, 236, 255, 282

— kiszamitésa 330

integralegyenlet 349

L f 291

L f(x)dx 291

integralhato 100, 236, 255

integralkozelito 6sszeg 254

integralé szorzd 343

integralszamitas alaptétele 104

fT f 237

integraltranszformécios formula 292

92/ f 291

gﬁ/ f(z)dz 291

interpolacié 227-228

invaridns altér 166

inverz 12, 20, 124

— fiiggvény tétel 216

— kép 12

irany mentén differencialhaté 206

— menti derivalt 206

irdnyitas 302

irdnyitott hatar 311

irdnykoszinusz 301

irdny menti csokkentés modszere 230

iranymez6 340

irdnyvektor 44

irraciondlis szam 30

iteraci6é 202, 228

izolalt pont 49, 187

— szingularitds 329

izometria 203

izomorf 135

izomorfizmus 135, 17517/

Jacobi, Carl Gustav Jacob (1804-1851)
42, 247, 276



Jacobi-determinans 247

Jacobi-identitas 42

Jarai, Antal 23, 392

jaték értéke 38/

— matrixa 383

jegy 67

jobb oldali derivalt 77, 206

— — hatéarérték 55, 196

jobb k-savmatrix 124

jobbrdl folytonos 53, 195

jobbsodrasu 42

jolrendezés 1/

jOlrendezett 14, 26

Jordan-bézis 171, 171-172

Jordan-blokk 171, 171

Jordan [zsordd], Camille (1838-1922)
128-129, 171-172, 279, 356

Jordan-felbontas 279

Jordan-normaélalak 171, 171-172, 356, 360

Kamke, Erich (1890-1961) 392

karakterisztikus egyenlet 353, 359

— eloszlas 372

— fliggvény 33

— polinom 167

— valoészintiségi valtozo 372

Katai Imre 391

k dimenziés térfogat 244

kép 12
képzetes 36, 37
— rész 37, 41

kételemu test 21
kétmintas proba 387
kétmintas t-préba 388
kétmintas u-préba 387
kettOs sor tétel 64, 201
kettosviszony 318
kétvaltozds mivelet 17
— relaci6 10

keverés 309

kevert stratégia 384
kezd6pont 193
kezd&szelet 1, 26
x2-eloszlas 381
x2-préba 388

kis rezgések 353

Kisdi David 392

401

kisebb 1/

kisér6 transzforméacié 146

kiterjesztés 12

kiterjesztési paraméter 230

kiteve 27

kizard esemény 365

klasszikus Fourier-sor 270

Klein, Christian Felix (1849-1925) 278

Koebe-fiiggvény 319

kogrediens 157

Kolmogorov, Andrej Nyikolajevics
(1903-1987) 388

Kolmogorov-préba 388

Kolmogorov—Szmirnov-préba 388

kommutativ 20

— csoport 21

— félcsoport 21

— gytlri 21

— monoid 21

kompakt 189, 189

komplementer 9

komplex 354

— alak 271, 271

— egységgyok 39

— figgvény 31/

— potencidl 325

— szam 20, 37, 314

komplexifikdlas 183

komplex szam trigonometrikus alakja 76

kompozicié 13, 123

komputeralgebrai rendszer 348

konfidencia-intervallum 386

konform 314

— ekvivalens 325, 325

— leképezés 325

konjugalas 362

konjugdlt 37, 41

— bilinearis leképezés 153

— gradiens modszer 231

— homogén 153

— linearis 153

konjunkcié 17

konkav 87

— fliggvény 189

konstans gorbe 193

— sorozat 58, 198



— tag 40, 48

— varialas 344, 355, 358

konstansegyiitthatos egyenlet 359

konstansegyiitthatos homogén linearis
egyenlet 357

Konsztantyinov, N. N. 340

kontragrediens 157

kontrakcié 202, 202

kontravaridns 156, 157

konvergal 58, 198, 252

konvergenciahalmaz 252

konvergencia-kdzéppont 68

konvergenciasugar 69

konvergenciatartomany 69

konvergens 58, 109, 198, 244

— improprius integral 109

— sor 61, 199

— szorzat 68

konvex §7, 293

— figgvény 189

— halmaz 189

— kombinécié 189

— poliéder 138

konvolucié 363

konzisztens 385

koordinata 156

koordinatafiiggvény 47, 208

koordinata-rendszer 132

korlatos 49, 58, 187

— valtozasa 278

korrelacids egytitthaté 380

korrigdlt empirikus szérasnégyzet 386

Koésa Andrés 392

koszinusz 72

kovariancia 379

kovarians 156, 157

kolcsonosen egyértelmii 15

kornyezet 49, 55, 187

korpalya 281, 320

koriljarasi szam 320

koveti 1/

kozé esik 14

kozelito integralas 114

— megoldas 350

kozépérték-egyenlétlenség 209

kozonséges differencidlegyenlet 359

402

kozvetlentil koveti 14

— megel6zi 14

kritikus tartomany 386

Kronecker-delta 12/

Kronecker-féle o-fiiggvény 17

Kuros, Alekszandr Gyennagyijevics
(1908-1971) 164, 392

Kurzweil, Jaroslav 242, 392

Kuzmin, R. O. 392

kiilonbség 9

kiils6 derivalt 511

— direkt Osszeg 156

— normalis 297

— pont 187

— szorzat 305-309

kvadratikus 122

— forma 150

— leképezés 150

kvartilis 370

kvaterni6 /1

kvazi Newton-moddszer 229, 233

Laczkovich Miklés 392

Lagrange kozépérték-tétele 83

Lagrange-egyenlet 346

Lagrange-elv 218-219

Lagrange-féle interpolaciés eljaras 47

Lagrange-fiiggvény 219

Lagrange-interpolaci6 228

Lagrange-interpolacios alappolinom /7

Lagrange, Joseph Louis (1736-1813) 47,
83, 89, 218-219, 228, 265, 313, 336,
353

Lagrange-szorzd 219

Laguerre [ldger] Edmond Nicolas
(1834-1886) 276

lancszabaly 207

Landau, Edmund Georg Hermann
(1877-1938) 23, 392

Landau, Lev Davidovics (1908-1968) 392

A 300, 324

Laplace-operator 300

Laplace, Pierre Simon, Marquis de
(1749-1827) 300, 313, 348-349, 360

Laplace-transzforméacié 360

Laurent, Pierre Alphonse (1813-1854)
327



Laurent-sor 327, 329

Lebesgue [lo6beg], Henry Leon
(1875-1941) 194, 288, 297

Lebesgue-integral 288

Lebesgue-integralhaté 108

Lebesgue—Stieltjes-mérték 288

Lebesgue-strliség 297, 297

Lebesgue-szam 19/

Legendre [16zsadr], Adrien Marie
(1752-1833) 276

legjobban approximélé elem 177

legjobb linearis approximacio belsé
szorzat térben 177

legkisebb 14

— fels6 korlat 14

— négyzetek mbdszere 18/, 228, 389

— négyzetes kozelités 228

legnagyobb 14

— als6 korlat 14

lehetetlen esemény 365

Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646-1716)
63, 104, 203, 336

Leibniz-kritérium 63

Leighton, Robert B. (1919-1997) 392

Leindler Laszlé 392

Leiserson, Charles E. 391

leképezés 15

lengyel jelolés 17

lényeges szingularitdas 329

leszlikités 12

létezési és egyértelmiiségi tétel 352

— 353

Levinson, Norman (1912-1975) 391

lezart 187

L’Hospital [lopitél], Guillaume Frangois
(1661-1704) 86

Lifsic, Jevgenyij Mihajlovics (1915-1985)
392

linearis algebra 336, 353

— burok 150

— differencialegyenlet 336

— differencialegyenlet-rendszer 353

— egyenlet 165, 228

— egyenletrendszer 228

— forma 148

— funkciondl 148, 306

— gorbe 193

— inhomogén egyenlet 356

— kombinacié 131

— leképezés 1/1

— normal differencidlegyenlet 354

— — egyenlet 353

— palya 281

— polinom 46, 48

— rendezés 13

— tér 130

— tortfiiggvény 48

— transzformécié 142

— — determinénsa 165-164

linearisan fiiggetlen 152

— fliggo 152

Liouville, Joseph (1809-1882) 323, 348

Liouville-tétel 323, 325

Lip 191

Lipschitz-feliilet 226, 249

Lipschitz-fuggvény 50, 191, 247

Lipschitz-kritérium 274
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