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Bevezetés

A negyedik kiadés fllszovege:

Ez a tankényv az ELTE programtervez6 informatikus hallgatdi szamara késziilt, a
matematika ,diszkrét” — azaz a folytonosssdghoz nem kapcsolédd — témakoreinek isme-
reteit tartalmazza. A halmazelmélet, relaciok, fliggvények, természetes szamok és egyéb
szamkorok targyalasandl ramutatunk az alkalmazasokra is: sz6 esik a lekérdez6 nyelvek-
r6l, a relacios adtbézis kezel6krol, logikai fliggvényekrol és elektronikai megvaldsitasukrol,
tovabbd szamabrazolasokrol. A véges halmazok, a kombinatorika és a végtelen halmazok
ismertetését az elemi szdmelmélet targyaldsa koveti, amely tartalmazza az RSA kodo-
last, a digitalis alairast és a kulccsere modszerét is. A grafelmélettel kapcsolatban néhény
fontos adatstruktiura és szamos grafalgoritmus is széba kertl. Az algebra megalapozza
a kdédolaselmélet és a komputeralgebra megértését, ezért roviden a véges testek elméle-
tét is attekintjik. A kdédolas cimi fejezet rengeteg gyakorlati ismeretet is tartalmaz az
adattomoritéssel és a hibajavito kodokkal kapcsolatban. Az utolsé fejezet mar dtvezet az
elméleti informatikdba: részletesen targyaljuk a gépmodellek ekvivalencidjit, bemutatjuk
a kiszamithatosag és felsorolhatésag fogalmait, az algoritmussal megoldhatatlan problé-
mak létezését. A kotet a tarigény és a futasidé vizsgdlatdaval, a P és NP problémaosztalyok
megfogalmazéasaval zarul. Minden témakorhoz szamos kiilonb6zo6 szintii feladat tartozik.

A negyedik kiadéas elészava:

Ez az 0sszefoglald azzal a céllal késziilt, hogy tomor forméaban rogzitse a programter-
vezO matematikus és programtervezé informatikus hallgatok szamara tartott ,,Bevezetés
a matematikdba” cimil el6adéas anyagat. Az eléadashoz képest lényeges kiillonbség, hogy
itt a magyardzatokat szinte teljesen melléztiik. Igy ez az 6sszefoglalé semmiképpen sem
helyettesiti az eléadast és a jegyzetelést az eléadason. Ugy gondoljuk azonban, kbzreadésa
mégis hasznos, mert segitséget nytjt a jegyzeteléshez, lehetévé teszi mindenki szamara,
hogy az eléadason késziilt jegyzeteit kiegészitse, hibdit javitsa, és vildgosan rogziti, mi-
ben tért el az eldadds més jegyzetektdl, mi a tananyag. Ugy gondoljuk, a vizsgira vald
felkésziiléshez — ha valaki részt vett az el6adasokon és gyakorlatokon, és kovette az ott
elhangzottakat — félévenként legalabb egy hét sziikséges. A torzsanyagon kiviili részeket
*-gal jeloltiik. A °-rel megjelolt részek olyan fogalmakat is felhaszndlnak, amelyeket még
nem definidltunk, és csak magyarazatként szolgalnak. Néhany helyen kozépiskolai anyagot
— geometriai fogalmak és tételek, trigonometrikus fiiggvények, exponencialis fliggvény és
inverzeik — is hasznalunk. Bar az ilyen részek haszndlata szigori axiomatikus felépitésnél
elkeriilend6 és elkeriilhetd lenne, itt sziikségszerti, mert targyaldsuk az analizis tanita-
sakor torténik. Az igazan komolyan felhasznalt kozépiskolai ismeret azonban csak némi
matematikai érettség és absztrakcios készség. A definiciéban a definialt fogalmakat, az
axiéomakat és dllitasokat d6lt betiivel szedtiik. A bizonyitasok végét O jelzi.

Bar szamos, a Komputer Algebra Tanszék munkatarsai altal sszeallitott feladat-
gylijtemény all rendelkezésre (Bruder [5], [6]; Gonda [28], [29]; Ldngné [53], [54], [55],
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[56], [57]), néhdny teriilet egyaltaldn nincs, vagy csak hidnyosan van lefedve, elsdsor-
ban az anyag valtozasa miatt. Ezért ebben az 1j, javitott kiadasban az anyagot felada-
tok is kiegészitik; tovabbi kiegészité szamitogépes anyag talalhatoé a szerkeszté honlap-
jan: http://compalg.inf.elte.hu/~ajarai. Elsosorban olyan feladatokat igyekeztiink
Osszegyljteni, amelyek segitenek megérteni az eléadason tanult altalanos fogalmakat, il-
letve ravilagitanak az informatikai alkalmazasokra: ezeket — jelzi; a gyakorlat anyagat
ezen feladatok megoldasa képezi és ezeket mindenkinek ajanlatos megoldani. Minden fel-
adat nehézségi fokat egy szam jelzi, logaritmikus skalan: eggyel nagyobb szdm kb. kétszer
akkora megoldasi idonek felel meg. Ha az elsé gyakorlat el6bb van, mint az els6 el6adas,
a teljes indukcioval kapcsolatos, illetve a sikbeli ponthalmazok felvazoldasaval foglalkozd
feladatokkal érdemes kezdeni.

Az anyag és a feladatok nagy részét — mint a legtobb tankényvben teszik — méshon-
nan vettiik at. Valdszintlileg azok a részek, amelyeket nem atvettiink, is szerepelnek mar
valahol. Mivel az eredet kinyomozasa lehetetlen, nem adunk meg részletes hivatkozast,
de az irodalomjegyzékben szerepelnek azok a miivek, amelyeket elsésorban hasznéltunk.

Koszonettel tartozunk mindazoknak, akik ezen tankonyv 1étrejottét segitették: az
ELTE Informatikai Kar vezetésének, valamint az ELTE Eo6tvos Kiadé munkatarsainak.
Koszonetet mondunk Récz Andrasnak, a konyv lektoranak, aki az egész konyvet igen
gondosan atnézte és rendkiviil sok észrevétellel, javaslattal, kiegészitéssel segitett.

Budapest, 2009. oktéber 23. A Szerzék

Az otodik kiadés eldszava:

Ez az 6t6dik, elektronikus valtozat csak par, az alaparamkorokkel kapcsolatos oldal-
lal béviilt, de nagyon sok kisebb-nagyobb hibat, elirdst javitottunk. Koszénetet mondunk
mindazoknak, akik a hibdkra felhivtak figyelmiinket, els6sorban hallgatéinknak.

Budapest, 2025. oktober 23. A Szerkeszt6



1

Halmazok

Ebben a fejezetben a logikai alapokat és a halmazokat, relaciékat, figgvényeket és
miiveleteket targyaljuk.

Az &ltaldnos és kozépiskolai matematikdban a szdmitdsi és szerkesztési eljardasok
valamint a feladatmegoldasi médszerek mellett fontos szerepet jatszottak a bizonyitasok,
amelyek soran valamilyen matematikai allitast kordbbi ismereteinkre alapozva logikai
meggondolasokkal lattunk be.

A matematika axiomatikus felépitése (virtudlisan) egy olyan konyvet jelent, amely-
ben egy matematikai témakor (vagy az egész matematika) gy van leirva, hogy abban
— az axiémaknak mondott matematikai allitasok kivételével — minden tétel szabélyos
logikai 1épések sorabol all6 bizonyitdasaval egyiitt szerepel, és — az axidémakban szerepld
axiomatikus alapfogalmak” kivételével — minden fogalom a logika szabélyainak megfe-
leléen van bevezetve (,,definidlva”).

Egyes szavak matematikai jelentése 1ényegesen eltér azok kéznapi hasznéalatatol, pél-
déaul a jogi bizonyitas azt jelenti, hogy néhany elfogulatlan embert meggy6znek valamirol
(pedig e médszer megbizhatosdgat esetek tucatjai tették kérdésessé, a jogi értelemben
is hibdsnak bizonyult tévedésekrdl nem is beszélve); a reklamok gyakran ,bizonyitast”
emlitenek ott is, ahol csak egy-két alkalommal ellenériztek egy allitast.

A matematikdban egy 4llitas bizonyitdsa azt jelenti, hogy (valamilyen precizen ko-
riillirhaté értelemben) a logika szabédlyainak megfeleléen belatjuk: az allitds kovetkezik az
axiéomakbol.

1.1 Logikai alapok

1.1.1. Az axiomatikus mdédszer. Tegyiik fel, hogy a valosig egy részének modelle-
zésével foglalkozunk. Az axiomatikus mddszer abban all, hogy bizonyos feltevésekbdl, az
elmélet axiémdibdl a logika szabdlyai szerint kovetkeztetéseket vonunk le, azaz (az adott
elméletben érvényes) tételeket bizonyitunk. Az igy felépitett matematikai elméletek (pl.
euklideszi geometria) a valosdg tobbé vagy kevésbé pontos kozelitései. Ha az axiémdk
teljestilnek egy strukturaban, akkor ott a tételek is. A matematikdban olyan elméletek-
kel foglalkozunk, amelyek szigorian axiomatizalhaték, formalizdlhatok. A szamitégépes
rendszerek is a valosag egy részének formalizalasai, ezért az informatikus szamara is fon-
tos, hogy pontosan értse, milyen feltevésekbdl indul ki.

A matematikai elméletek a halmazelmélet részének is tekintheték. Més széval, az
egész matematikat a halmazelméletre fogjuk épiteni.

1.1.2. Logikai jelek, predikatumok, formuldk. Egy matematikai elméletben szere-
pel néhany definidlatlan alapfogalom, az igynevezett predikdtumok, amelyeknek valtozéik
értékétdl fuggben az értéke igaz (jele: 1) vagy hamis (jele: |) lehet, ugy értve, hogy a ket-
t6 kozil pontosan az egyik. (Lehetnek nullvaltozés predikdtumok is, ezek a kijelentések,
értékiik igaz vagy hamis.) Példaul a sikgeometridban predikdtumok: E(x) (,x egyenes”),
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P(z) (,z pont”), I(x,y) (,z illeszkedik y-ra”). Néha nem irjuk ki a zardjelet, és ha két
valtozo van, akkor sokszor a predikdtum jelét a valtozok kozé irjuk. Példaul szinte minden
elméletben hasznaljuk az = predikdtumot, amelyet a valtozok kozé irunk.

A logikai formuldk (vagy mondatok) az adott elmélet predikdtumaibdl épiilnek fel
a — (,nem”, idegen széval negdcid), A (,,€s”, konjunkcid), V (megengedd ,vagy”, idegen
szoval diszjunkcid), = (,ha ... akkor ...”, implikdcid) és <= (,akkor és csak akkor”
vagy ,,pontosan akkor”, ekvivalencia), @ (kizard ,vagy”, gyakrabban ,vagy ... vagy ...”:
pontosan az egyik), | (,sem ... sem ...”), || (Osszeférhetetlen ,vagy”, gyakrabban ,vagy

. vagy ...7: legfeljebb az egyik, de lehet, hogy egyik se) logikai jelek, valamint a két
kvantor, a 3 (,,létezik” vagy ,van olyan”) egzisztencidlis kvantor és a V (,minden”) uni-
verzalis kvantor segitségével. Maguk a predikdtumok a legegyszeriibb, tigynevezett elemi
formuldk, és ha A és B formuldk, akkor = A, (A A B), (AV B), (A= B), (A < B),
(A® B), (A | B), (A | B) is formuldk, tovibba ha z egy valtozd, akkor (Jz A) és
(Vx A) is formuldk. Ezeken kiviil mas formuldk nincsenek. Vegyiik észre, hogy kénnyen
készithetd olyan program, amely adott predikatumok és valtozdk esetén a formuldkat
generdlja. (Tulajdonképpen ezzel definidljuk a formuldkat.) Olyan program is készithetd,
amely egy véges jelsorozatrdl eldonti, hogy formula-e. Ha nem okoz félreértést, akkor a
formula felirdsabdl elhagyhatunk zardjeleket.

Néha nem minden logikai jelet illetve kvantort hasznalunk. Ekkor az adott logi-
kai jellel/jelekkel, illetve kvantorral /kvantorokkal felirhaté logikai formuldkrél beszéliink.
Példaul gyakran csak a -, A, V, = és <= logikai jeleket és a két kvantort hasznaljuk.

Egy formula egy (3x A) vagy (Va A) tipust részformuldja esetén az x viltozé min-
den, a két zardjel kozotti eléforduldséra (a kvantor utdn vagy A-ban) azt mondjuk, hogy
a kvantor hataskérében van. Ha egy formuldban egy valtozd egy adott el6fordulasa egy
kvantor hataskorében van, akkor azt mondjuk, hogy az adott elofordulas kétitt eldfordu-
las, egyébként az adott eléfordulds szabad eldfordulds. Ha egy valtozonak egy formuldban
van szabad el6fordulésa, akkor azt mondjuk, hogy a valtozd szabad vdltozo. Ha egy for-
muldnak nincs szabad valtozoja, akkor a formulat zart formulanak, egyébként nyitott
formulanak nevezziik. Ha jelezni akarjuk, hogy egy formuldnak mik a szabad valtozodi,
akkor zardjelben az Gsszes szabad valtozdjat kiirjuk.

A sikgeometria példéjanal maradva, az

(@) A Pw) A I@.y)

formula azt fejezi ki, hogy az y pont illeszkedik az = egyenesre, a

((P(2) A P(y) n 2 = y)

formula pedig azt, hogy x és y kiilonb6z6 pontok. Mindkét formulaban x és y szabad val-
tozok, igy jelolhetjiik az egyiket A(x,y)-nal, a mésikat pedig B(x, y)-nal. Eszrevehetjiik,
hogy itt az egyenl8séget tulajdonképpen ,megtakarithatjuk”, ha I(x,y)-t gy érjik, hogy
ha x és y mindketten pontok vagy mindketten egyenesek, akkor az egyenlGségiiket jelenti.
Ekkor a B(z,y) formula {gy néz ki:

((P@) A Pw) A-I(.y)).
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3y((B@) A Py) A (x,y)

formula azt fejezi ki, hogy van olyan pont, amely az x egyenesre illeszkedik. Most x minden
el6forduldsa szabad, y-nak pedig minden el6forduldsa kotott. Ezt a formuldt C(x)-szel
jelolhetjik. A

Ve (B(@) = 3y(Py) A (,y)))

zart formula azt fejezi ki, hogy minden egyenesen van pont; ezt példaul D()-vel jelolhetjiik,
mert nincs szabad véaltozoja. A

VxVy((P(ac) AP(y) N -z =y)
= (HZ(E(Z) NI(z,z) Ny, Z)))

A Vsz((E(z) N (z,2) N(y,z) N E(w) AN (z,w) N (y,w)) = z = w))

zért formula (amelyben szdmos zaréjelet elhagytunk) pedig a sikgeometria egyik axiéma-
ja, azt fejezi ki, hogy barmely két kiillonb6z6 ponthoz pontosan egy egyenes van, amely
mindkettore illeszkedik. A 3! (,,egyértelmien létezik” vagy ,egy és csak egy létezik” vagy
spontosan eqy létezik”) jelolés felhasznélasival egyébként ez az axiéma a révidebb

VxVy((P(x) ANP(y) AN—x =y) = 32(E(2) AN(z,2) ANy, z)))

forméaba irhato.

1.1.3. Megjegyzés. Bar a matematika teljesen formalizalhatd, nem formalizalva tar-
gyaljuk. Ha szamitogéppel kommunikdlunk, fontos a formalizdlas. Példaul egy lekérdezo
nyelv (az SQL vagy akér a Google) hasznédlatakor predikdtumokkal definidlnunk kell,
amit kérdezni szeretnénk.

Néha nem is olyan kénnyt eldonteni, hogyan formalizaljunk valamit. Példaul a ma-
gyar nyelvli mondatok formalizalasanal gondot okozhat a ,,vagy” haromféle hasznalata.
Az ,Atok red, ki gydvasighbol Vagy lustasigbdl elmarad” mondatban a vagy megengedd
értelmii, a ,Vagy bolondok vagyunk s elvesziink egy szalig, Vagy ez a mi hitiink valésdgra
valik” mondatban kizaré, a ,vagy iszol, vagy vezetsz” mondatban pedig Gsszeférhetetlen
értelmfl. (Lasd Quine [71] konyvének részletes elemzéseit.) A matematikdban a ,vagy”
legtobbszor megengedo értelmii.

1.1.4. Példa. Az emberekre értelmezett N(z) predikdtum jelentse azt, hogy x né.
(Feltessziik, hogy ez egyértelmiien eldonthetd.) Ebben a szerény elméletben N az egyetlen
predikdtum, axiéma pedig nincs. Az ,x és y n8k” mondat formalizalva (N (z) AN(y)) (de
nem N(z A y), ami értelmetlen).

Az alabbi definiciéval bevezethetjiik a férfiak fogalmat:

F(x):=—N(x).
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Ez tulajdonképpen azt jelenti, hogy egy 1j F predikdtumot vezetiink be és a
Va(F(z) < —N(z))
axiomat. Ebben a bévebb elméletben
Va(F(z)V N(z))

és

—3z(F(z) A N(x))
tételek. Ezen utébbi formula ekvivalens a

Va—(F(z) A N(x))
és a

Vo (=F(z) V ~N(x))
tételekkel. Vegyiik észre, hogy a tételek attdl fiiggetleniil kdvetkeznek az axiomabdl, hogy
mit is jelent N(z) és F(x).

1.1.5. Példa. Masik példaként az emberekre N(x) jelentse azt, hogy = nd, G(x,y)
pedig, hogy x gyermeke y-nak. Axiémaként kossiik ki, hogy ha = gyermeke y-nak, akkor
y nem gyermeke z-nek, formalizdlva

VaVy(G(z,y) = —~G(y, x)).
Azt, hogy x unokdja y-nak, gy definidlhatjuk, hogy van olyan z, amelyre x gyermeke
z-nek, z pedig gyermeke y-nak. Formalizalva
U(z,y): = 32(G(z, 2) NG(z,y)).

Bebizonyitjuk a kovetkezd tételt (allitdst, segédtételt, lemmat): senki sem unokéja sajat
maganak, formalizdlva
—2U (2, ).

A bizonyitas indirekt: tegyiik fel, hogy van olyan z, amelyre U(z, x). Ekkor U defi-
nicidja szerint van olyan z, hogy G(z,z) és G(z,z), de ez ellentmond az axiéméanak.
Vegyiik észre, hogy a bizonyitas nem fligg attél, hogy mi volt G, csak az axiématél
és U definicigjatol.
1.1.6. Példa. Tovabb folytatva az el6z6 példat, definidlhatjuk, hogy x az anyai nagy-
mamaéja y-nak:

N, (T, y): = (N(x) A Hz(N(z) A (G(y, z) A G(zgx))))

Annak definicidja, hogy = apai nagyapja y-nak, valamivel bonyolultabb:

N, (,y):= (ﬂN(x) A32(=N (=) A (Gly,2) A Gz, .r)))),

de az F(z): = —~N(z) definiciéval egyszeriibb lesz:

N,,(z,y):= (F(x) A HZ(F(Z) A (Gly, z) A G(z,x))))

1.1.7. Matematikai elméletek. A fenti példak mutatjak, hogy egy matematikai
elmélet hogyan épiil fel: bizonyos zart formuldkat axiomaknak tekintiink, és ezekbél kiin-
dulva tételeket (mds zdrt formuldkat) bizonyitunk be, kozben esetleg definicidkkal bévitve
az elméletet.



1.1.8. Matematikai logika. Nem targyaltuk a bizonyitasi médszereket, ezeket is-
mertnek tessziik fel. Ezek felsorolhatdk, ezek a logika axiémai. Részletes tagyalasuk ké-
sObb, mas targy keretében torténik. Ugyancsak mas targyak foglalkoznak azzal, hogyan
bizonyithatunk szamitégéppel tételeket: ez mind a matematika, mind az informatika sza-
mara rendkiviil fontos kérdés. Léteznek tételbizonyitd algoritmusok is, egy ilyenen alapul
példaul a Prolog nyelv.

1.1.9. Egyenl6ség. Minden olyan elmélet esetén, amelyben szerepel az egyenléség
(jele =), két lehetéségiink van: vagy logikai fogalomnak tekintjiik (mi ezt tessziik), vagy
predikdtumnak, és az axiémdk kozott felsoroljuk a tulajdonsigait. (Példéul z =y <
y =z, stb.)

% 1.1.10. Nyelvek miiveletekkel. A formuldk fent definidlt fogalma nem alkalmas
olyan elméletek targyalasara, amelyekben nem csak predikdtumok, hanem mitveletek is
szerepelnek. (Meglepé, de a mindent magéba foglalé halmazelmélet nem ilyen.) A mate-
matikai logikdban fogunk taldlkozni az dltalanos esettel.

° 1.1.11. Az axidémaéak jelentése. Az axiéma sz6 Eukleidész munkaiban még olyan
nyilvanvaléan helyes allitast jelentett, amelynek igazsigat senki sem vonta kétségbe. Ma-
napsag egy allitas felvétele az axiomarendszerbe azt jelzi, hogy az adott rendszerben azt
az allitdst nem bizonyitjuk, de mas tételek bizonyitasa soran mint igaz allitast felhasz-
nalhatjuk.

Az axiomatikus alapfogalmakat nem definidljuk (nem is definidlhatjuk, mert ,vég-
telen leszdllashoz” jutnank). Emiatt ezeken azt érthetiink, amit akarunk. A bizonyitdsok
menetét az értelmezés nem befolyasolja, hiszen a fogalmak szemléletes jelentését amugy
sem hasznéalhatjuk fel a bizonyitasok soran.

Ha példaul valaki a geometriai ,pont” alatt (X,Y’) pdrokat ért, ahol X és Yis a
,Daros” vagy ,péaratlan” fogalom lehet, roviditve e, illetve o (az angol ,even”, illetve
,0dd” sz6bol), egyenes alatt pedig AX + BY = C alaku egyenleteket, ahol az A, B, C
egyutthatok mindegyike e vagy o lehet, de A és B nem lehet mindkettd e, illeszkedés
alatt pedig azt érti, hogy az (X,Y") pont koordinatai kielégitik az adott egyenletet, akkor
olyan geometridhoz jut, amelyben 4 pont és 6 egyenes van, teljesiil, hogy barmely két
kiilonb06z6 pontra egy és csak egy egyenes illeszkedik, teljesiil a parhuzamossigi axiéma,
és még néhany més axioma is, példaul, hogy létezik harom olyan pont, amely nem fekszik
egy egyenesen. Egy mésik példa a 3.4.4 abran lathaté tgynevezett Fano-sik. Ebben 7
segyenes” és 7 pont van, és itt is teljesiilnek a fent emlitett axiémak — kivéve a par-
huzamossagi axiémat: barmely két kiilonb6z6 egyeneshez pontosan egy pont van, amely
mindkettére illeszkedik. Egyébként pontosan ugyanezek az axiomak teljesiilnek, ha az
segyeneseket” tekintjiik pontoknak, és a pontokat egyenesnek. Ezekben a geometridkban
is érvényes minden olyan tétel, amelynek bizonyitasdhoz csak az adott geometridban tel-
jesiilé axiémakat hasznaltuk fel. Ezekhez hasonld véges geometridk szerepet jatszanak a
kédolaselméletben.

°x 1.1.12. Az axiémak kivalasztasa. Emlitettiikk mar, hogy az axiéma sz6 az okori
gorog matematikdban még olyan nyilvanvaléan helyes allitast jelentett, amelynek igaz-
sagéat ,jézaneszli ember nem vonhatja kétségbe” (Arisztotelész). Ez a megfogalmazas
természetesen nem jelenti azt, hogy axiémaként felsoroltak volna az 6sszes nyilvanvaléan
igaz allitast. Eukleidész a geometria felépitése soran arra torekedett, hogy minél kevesebb
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axiémét mondjon ki, és tételként bizonyitott minden mést (példdul, hogy a csicsszogek
egyenldek stb.).

Az, hogy mely éllitdsokat vilasztjuk axiémanak, meglehetésen 6nkényes. Alapelv,
hogy az axiémék ne mondjanak ellent egymésnak. Altalanos elvaras, hogy az axiémék
egyszeriiek, jol érthetéek legyenek. Célszer(i, ha minél kevesebb axiéma van, de ha tul
kevés allitast valasztunk ki, nem tudunk elég sok tételt bebizonyitani.

Eukleidész hires Elemek cim{i munkéjiban (14sd Eukleidész [16]) {gy szl a sokat
emlegetett 5. posztuldtum (egyes atiratokban: a 11. axiéma): ,Ha két egyenest tigy metsz
egy harmadik egyenes, hogy az egyik oldalon keletkez6 belsé szogek Osszege két derék-
szognél kisebb, akkor a harmadik egyenesnek ezen az oldalan metszi egymast az els6 két
egyenes.”

Ezt igazan nem lehet egyszeriinek tartani. Mar az 6korban kicserélték a ma is szokéa-
sos parhuzamossagi axiomara: ,Egy egyeneshez egy kiils6 ponton at csak egy parhuzamos
egyenes hiizhatd.” Fz, a tobbivel egytitt, ekvivalens az elézével.

Ezek helyett Bolyai Farkas azt az allitast vette axiomanak, hogy ,,harom pont vagy
egy egyenesen, vagy egy koron van”.

Ha az elébbi harom allitas barmelyikét hozzavessziik Eukleidész tobbi axiéméajihoz
(az tgynevezett maradék axiémarendszerhez), ugyanazt a geometriat kapjuk: barmelyik
rendszerben bebizonyithaté a masik két allitas.

—° 1.1.13. Feladat [5]. Pozitiv egészeket tekintve, jelolje P(z), E(x), O(x), illetve
D(z,y) rendre azt, hogy = prim, paros, paratlan, illetve, hogy = osztéja y-nak. Fordit-
suk le magyar nyelvre az alabbi formuldkat. Tagadjuk a formuldkat formalisan, illetve
koznyelvileg. Melyik roviditheté 3! hasznalataval?

(1) P(7);

(2) (E(2)AP(2);

(3) (Va(D(2,7) = E(v)));

(4) (Cz(E(z )AD(SC 6)));

(5) (Va(—~E(z) = ~D(2,2)));

(6) (Va(E(z) = (Yy(D(z,y) = E(y)))));

(7) (Va(P(z) = Fy(E(y) A D(x,y)))));

(8) (Vz(O(x) = (Vy(P(y) = ~D(z,y9)))));

9) (Fz(E(x) A P(2))) A (=(Fz(E(x) A P(x) A (Fy(—z =y A E(y) A P(y)))))))-

— 1.1.14. Feladat [7]. Az embereket tekintve, jelolje J(z), B(z), U(z), I(x), E(z),
P(z), K(x), N(z), H(z,y), illetve T(z,y) rendre azt, hogy z jogdsz, bir6, iigyeskedd,
id0s, életerds, politikus, képviseld, né, illetve hogy x hézastarsa y-nak, valamint hogy =z
tiszteli y-t. Formalizaljuk az aldbbi allitasokat:

1) minden biré jogdsz;

2) vannak tigyeskedd jogaszok;

w
D D

nincs tigyeskedd birg;
4
5
6

bizonyos birék idések, de életerdsek;

d biré sem nem idds, sem nem életerds;

(
(
(
(
(
( a birdk kivételével minden jogasz ligyeskedd;
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7) néhany jogdsz, aki politikus, képviseld is;
8) egyetlen képvisel felesége sem idés;

9) minden id&s képviseld jogasz;

10) van olyan nd, aki jogasz és képviseld;
11) minden olyan nd, aki jogasz, tisztel néhany birét;

12) bizonyos jogaszok csak birdkat tisztelnek;
14) bizonyos tigyeskeddk egyetlen jogaszt sem tisztelnek;

16) vannak jogaszok és iigyeskedok is, akik tisztelik d birdt;
17
18

19) minden nés képviseld életerds;

csak birdk tisztelnek birdkat;

(

(

(

(

(

(

(13) van olyan biré, aki tisztel néhany nét;
(

(

(

(

( minden bir6 csak birdkat tisztel;
(

)
)
)
)
)
15) d bir6 egyetlen iigyeskedét sem tisztel;
)
)
)
)

(20) azok a jogdszok, akiknek életerds feleségiik van, mind képviselék.

— 1.1.15. Feladat [4]. Jelolje N(), E(), H(), illetve B() azt, hogy ma siit a nap,
hogy ma esik az es6, hogy ma havazik, illetve hogy tegnap borult volt az ég. Forditsuk le
magyar nyelvre (az iires zérdjeleket nem irtuk ki):

1) (N=~(EAH));
B < N),

ANV E));
(B= E)VN);
N < ((EAN—H)V B);
(N < E)A(=HV B)).

(
(B
(
(

— 1.1.16. Feladat [7]. Definidljuk formuldval az alabbi kapcsolatokat: = az y-nak fia,
lanya, sziil6je, apja, anyja, unokaja, nagysziilje, nagyapja, nagyanyja, apai nagyapja,
anyai nagyapja, apai nagyanyja, anyai nagyanyja, testvére, fivére, névére, féltestvére,
unokatestvére, nagybatyja, nagynénje, unokadccse, unokahtga.

1.1.17. Feladat [6]. Bevezetve a H(z,y) predikdtumot arra, hogy x és y hazastér-

sak, definidljuk formuldval az aldbbi kapcsolatokat: x az y-nak férje, felesége, ségora,
sogorndje, apoOsa, anydsa, veje, menye.

1.1.18. Feladat [5]. Az el6z6 két feladatban hasznélt predikdtumok mellett milyen
predikatumra van még sziikségiink, ha a batyja, higa, nénje stb. fogalmakat is formali-
zalni akarunk?

— 1.1.19. Feladat [6]. Formalizaljuk az aldbbi dllitasokat:

(1) Marta nem sz6ke;

(2) nem igaz, hogy Métyds nem elég virtudz;

(3) esik az esd, de meleg van, bar a nap is elbijt, és az id6 is késére jar;
(4) Eva vagy Pisti ott volt;
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(S

ha a hegy nem megy Mohamedhez, Mohamed megy a hegyhez;
elmegyiink kirdndulni, ha nem esik az es0, és a szél sem fij;

kizart, hogy se matekbdl, se fizikabdl ne menjek at elsére;

~ o~~~
(=]

oo
D

ha a szemtant megbizhato, és az ujjlenyomatok a tettestol szarmaznak, akkor téved
az frasszakértd;

(9) szivarvany csak akkor van, ha esik az esé, a Nap is siit, de nincs dél;
(10) minden ajtén van kilincs;

(11) nem mind molndr, ki szekercét fog héna ala;

(12)
(13)

12
13) mindig fazom, ha faj a szél.

ki nem szolt, csak bégetett, az kapott dicséretet;

1.1.20. Feladat [5]. Formalizaljuk az aldbbi térgeometriai axiémdkat a P, E, S, T
pont, egyenes, sik, illeszkedik) predikdtumok segitségével:

(
(1) ha egy egyenes két pontja benne van egy sikban, akkor minden pontja benne van;
(2) van négy nem egy sikban fekvd pont;

(3) péarhuzamossigi axiéma.

— 1.1.21. Feladat [0]. Tegyiik fel, hogy a kovetkezé harom &llitas igaz: Ha Eva angolul

tud, akkor tud németiil vagy francidul is. Eva nem tud németiil. Eva valamelyiken beszél
a harom nyelvbol. Kévetkezik-e ezekbdl, hogy Eva tud franciaul?

— 1.1.22. Feladat [6]. Egy tdncmulatsidgon fiik és lanyok téncolnak. Jelolje T'(L, F),
hogy az L lany tancolt az F fiival. Formalizaljuk pontosan az alabbi , gyorsirassal” felirt
formuldkat. Dontsiik el, hogy melyik kovetkezik a mdsikbol. (Egy formulabdl kovetkezik
egy madsik formula, ha valahdnyszor az egyik igaz, a mésik is.)

(1)
3LVFT(L,F), VF3LT(L,F), 3FYLT(L,F),

VIAFT(L,F), VLVFT(L,F), 3L3FT(L,F);
(2)
-3L3FT(L,F),  VYF3L-T(L,F), VYL3F-T(L,F), YLYF-T(L,F).

1.1.23. Tovabbi feladatok. [64]: 14.1.1-14.1.8, 14.2.1-14.2.3.

1.2 Halmazelméleti alapfogalmak

1.2.1. Halmazelmélet. A halmazokrél szemléletes elképzelésiink, hogy a halmaz
(rendszer, osztdly, Gsszesség, egyeseknél csaldd, sokasdg, gyiijtemény) elemeinek gondolati
burka (,zsék”). A halmazelméletben (az egyenldségen kiviil) a ,,halmaznak lenni” (nincs
jele) és az ,eleme” (€) predikdtum szerepel. Az x € A (vagy A > z) jelentése, hogy az
z (elem, dolog, objektum) eleme az A halmaznak, vagy masként = hozzdtartozik A-hoz.
Ennek tagaddsat « ¢ A jeloli. (Tehat tetsz6leges xz-re x € A és x ¢ A kozil pontosan az
egyik teljesiil.) Hasonléan, mas esetekben is dthizédssal jeloljiik a predikdtum tagadasat,
példdul A # B jelentése, hogy A nem egyenlé B-vel. Egy halmaz elemei kozott lehetnek
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A gorég abécé

halmazok is. A jelolések tetszblegesek, de dltaldban a ,,bonyolultabb dolog, bonyolultabb
betli” elvet kovetjiik. A halmazelmélet (Zermelo német matematikustdl szamazo) axio-
mait hasznaljuk, de az axidméakat csak a teljesség kedvéért fogalmazzuk meg.

1.2.2. Meghatarozottsag. Egy halmazt az elemei hatdroznak meg. Az A és B hal-
maz akkor és csak akkor egyenld, ha ugyanazok az elemei. Nincs olyasmi, hogy valami
,,t0bbszor eleme” egy halmaznak. A meghatarozottsag az ,,€” egy lényeges tulajdonsagat
fejezi ki, példaul a , gyermeke” predikdtum az emberek kozott nem rendelkezik ezzel a
tulajdonsaggal.

x 1.2.3. Meghatarozottsagi axiéma. A meghatdrozottsig elvét az aldbbi formaban
fogalmazhatjuk meg axiémaként:

Az A és B halmaz akkor és csak akkor egyenlS, ha ugyanazok az elemei.

1.2.4. Részhalmazok. Akkor mondjuk, hogy az A halmaz részhalmaza a B halmaz-
nak, vagy B bdvebb A-nil, ha A minden eleme a B halmaznak is eleme. Jele: A C B vagy
B D A. Ha A részhalmaza B-nek, de nem egyenl§ vele, akkor azt mondjuk, hogy A valddi
részhalmaza B-nek. Jele: A C B vagy B 2 A. (Mas, logikusabb, de kevésbé elterjedt jelo-
lések: A C B vagy B D A a részhalmazra és A C B vagy B D A a val6di részhalmazra.)
Minden halmaz részhalmaza sajat magdnak (reflexivitds), és ha A C B, B C C, akkor
A C C (tranzitivitds). Ha A C B és B C A, akkor a meghatdrozottsigi axiéma szerint
A = B (antiszimmetria). Az egyenl6ségre is teljesiilnek az iménti tulajdonsdgok, de még
az is teljesiil, hogy ha A = B, akkor B = A (szimmetria). A meghatdrozottsig ugy is
fogalmazhaté, hogy az A és B halmazok pontosan akkor egyenléek, ha A C B és B C A.
Rendszerint ennek alapjan bizonyitjuk halmazok egyenléségét.

Egy A halmazra és egy F (z) formuldra jelolje {x € A: F (z)} (vagy {z € A | F(x)})
azt a halmazt, amelyhez A-nak pontosan azok az z elemei tartoznak, amelyekre F (z) igaz.
Ha vildgos, hogy milyen A halmaz részhalmazara gondolunk, az ,€ A” részt a jel6lésbol
elhagyjuk.

x 1.2.5. Részhalmaz-axioma. Azt, hogy egy adott halmazhoz és formuldhoz 1étezik
a megfelel6 részhalmaz, a kovetkezd axiéma biztositja:

Minden A halmazra és minden F (x) formuldra létezik egy B halmaz, amelyhez
A-nak pontosan azok az x elemei tartoznak, amelyekre F (x) igaz.

A meghatarozottsagi axiéma miatt B egyértelmi.
x 1.2.6. Tétel. Nincs olyan halmaz, amelynek minden dolog eleme.

Bizonyitds. Legyen A tetsz6leges halmaz, és legyen B = {z € A:x ¢ x}. Megmu-
tatjuk, hogy B ¢ A. Indirekt médon tegyiik fel, hogy B € A. Tudjuk, hogy B € B és
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B ¢ B kozil pontosan az egyik teljesiil. Ha B € B, akkor B definicija szerint B ¢ B
is fenndll, ami ellentmondés. Ha B ¢ B, akkor B definicibja szerint B € B, ugyancsak
ellentmondas. O

* 1.2.7. Megjegyzés. Csabitonak tlinik a részhalmaz-axioma helyett azt tenni fel, hogy
minden F (z) formuldhoz van olyan B halmaz, amelyhez pontosan azok az x dolgok tartoz-
nak, amelyekre F (x) igaz (korlatozéds nélkiili halmazképzés). Ez nyilvan erésebb kikotés,
mint a részhalmaz-axioma, és a B = {z:F (z)} jelolést haszndlhatjuk. Els§ pillantdsra
gy tlnik, ennek az axidménak a hasznalata jelentOsen egyszeriisitené a halmazelméletet.
Sajnos, tilsdgosan is: az U = {z:x = x} ,0sszes dolgok halmazira” vagy ,univerzum-
ra” alkalmazva az el6z6 tételt, ellentmondésra jutndnk (Russell-paradoxon). Van azonban
olyan valtozata a halmazelmélet axidémarendszerének, aNeumann-Bernays—Godel-féle, ro-
viditve NBG-axiomarendszer, amely ilyen ,til nagy” dolgokat is megenged, de ezeket nem
halmaznak tekinti, hanem osztélynak. Lasd részletesebben Kelley [43] konyvének fiigge-
1ékét. A halmazelméletnek ezzel a valtozataval nem foglalkozunk, szimunkra az ,,osztaly”
sz0 a ,halmaz” szb szinonimadja.

1.2.8. Néhany egyszerili halmaz. Egy olyan halmazt, amelynek nincsen eleme, dres
halmaznak neveziink. Mivel barmely tires halmaznak ugyanazok az elemei (hiszen nincs
elemtiik), az iires halmazok egyenléek, azaz csak egyetlen iires halmaz 1étezik. Jele: (). Az
iires halmaz minden halmaznak részhalmaza, és persze minden nem iires halmaznak valédi
részhalmaza. Azt a halmazt, amelynek a az egyetlen eleme, {a} jeloli. Annak a halmaznak
a jele, amelynek az a és b az elemei, {a, b}. Ezt a halmazt az a, b-b&l alkotott (rendezetlen)
pdrnak nevezziik. Persze semmi nem tiltja, hogy a = b legyen, ekkor {a,b} = {a} = {b}.
Hasonlbéan {a, b, c} az a halmaz, melynek a, b és ¢ az elemei, stb. (Ennek megfeleléen az
algebrai programozdsi nyelvekben az tires halmazra szokdsos a {} jelolés is.)

x 1.2.9. Az iires halmaz axiémaéaja. Ahhoz, hogy egyaltalan legyen halmaz az elmé-
letiinkben, a halmazok létezését egy axiomaval biztositanunk kell. Specidlisan:

Van olyan halmaz, amelynek nincs eleme.

A meghatarozottsig axiéméaja miatt csak egy iires halmaz van. A részhalmaz-axiéma
miatt ekvivalens lett volna azt feltenni, hogy van halmaz, mert akdrmely A halmazra
{z € A:x # z} az iires halmaz.

x 1.2.10. Paraxiéma. Biztositanunk kell parok létezését is.
Barmely a-hoz és b-hez van olyan halmaz, amelynek ezek és csak ezek az elemei.

A részhalmaz-axioma miatt azt is elég lett volna feltenni, hogy van olyan A halmaz,
amelynek a és b elemei, mert ekkor {a,b} = {z € A:x = a vagy = = b}.

1.2.11. Unié. Ha A és B halmazok, akkor azt a halmazt, amelynek pontosan azok
az elemei, melyek elemei A-nak vagy B-nek (vagy mindkettének), AU B-vel jeloljik, és a
két halmaz unidjdnaknevezziik. Régebbi konyvek néha U helyett +-t {rnak. (Unié helyett
egyesitést is szokds mondani.)

Joval altalanosabban, ha A egy halmaz, melynek elemei mind halmazok, akkor azt a
halmazt, amely pontosan azokat a dolgokat tartalmazza, amelyek A valamely elemének az
elemei, az A unidjdnak nevezziikk. Ennek a jel6lése: UA vagy U{A: A € A} vagy U, 4A.

Nyilvdn U = @ és ha A egy halmaz, akkor U{A} = A, ha pedig A és B halmazok,
akkor AU B = U{A, B}.
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% 1.2.12. Unidaxiéma. Halmazrendszer (azaz olyan halmaz, amelynek elemei mind
halmazok) uni6janak 1étezését axiémaval kell biztositani.

Ha A egy halmaz, amelynek elemei mind halmazok, akkor van olyan halmaz, amely
pontosan azokat a dolgokat tartalmazza, amelyek A legalabb egy elemének elemei.

Nyilvan itt is elég lett volna feltenni, hogy van olyan halmaz, amely A minden

elemének minden elemét tartalmazza.

1.2.13. Allitas: az unié tulajdonsagai. Ha A, B, C halmazok, akkor
1) Aub=A;
2) AUB = BUA (kommutativitds);
AU(BUC) = (AU B)UC (asszociativitas);
AU A = A (idempotencia);
A C B akkor és csak akkor, ha AUB = B.

4
5

A~ o~~~
w

)
)
)
)

Bizonyitds. Az (1) és (4) egyenléség mindkét oldaldn &ll6 halmaznak pontosan
akkor eleme z, ha x € A. Hasonléan, (2) mindkét oldalan 4ll6 halmaznak pontosan akkor
eleme z, ha x € A vagy © € B. Nem nehezebb (3) bizonyitdsa sem. Végiil, ha A C B,
akkor AU B C B, az ellenkez6 irdnyu tartalmazas pedig mindig teljesiil; megforditva, ha
AU B C B, akkor A minden eleme eleme B-nek is. O]

1.2.14. Metszet. Ha A és B halmazok, legyen AN B:= {x € A:x € B}. Régebbi
konyvekben néha N helyett - all (vagy semmi sem). Jéval altaldnosabban, ha A4 halmazok
egy nem ires rendszere, akkor a halmazrendszer metszetét a

NA:= {xz:x € A minden A € A-ra}

Osszefiiggéssel definidljuk. Az {ires rendszer metszetét nem definidljuk, mert az ,univer-
zum” lenne. Més jel6lések: N{A: A € A} és Ny 4A. Ha teljesen pontosak akarnank lenni,
akkor

NA:={z € UA:x € A minden A € A-ra}.

Ha A és B halmazok, akkor nyilvin AN B = N{A, B}.

Ha AN B = (), akkor azt mondjuk, hogy A és B diszjunktak (vagy idegenek). Al-
taldnosabban, ha egy nem fiires A halmazrendszer metszete az iires halmaz, akkor azt
mondjuk, hogy a halmazrendszer diszjunkt. Ha mar a halmazrendszer barmely két kiilon-
boz6 halmazanak a metszete iires, akkor azt mondjuk, hogy elemei pdronként diszjunktak.
(Més szohasznalatban a paronként diszjunkt halmazokbdl 4116 halmazrendszert nevezik
diszjunktnak.)

1.2.15. Allitas: a metszet tulajdonsagai. Ha A, B, C halmazok, akkor
1) AnD=0;
AN B = BnN A (kommutativitds);
AN(BNC)= (AN B)NC (asszociativitds);
AN A=A (idempotencia);
A C B akkor és csak akkor, ha AN B = A.

DN

~ o~~~ —~
=~ W
NN AN AN~

Ut
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Bizonyitas. Az allitdsok bizonyitasa hasonlé az unidra vonatkozd megfelel6 allita-
sok bizonyitasahoz. O

— 1.2.16. Feladat [2]. Egészitsiik ki az eléz6 pont bizonyitasat.

— 1.2.17. Feladat [0]. Legyen A = {{a,b,c},{a,d,e},{a, f}}.
Mi lesz UA és NA?

— 1.2.18. Feladat [1]. Adjunk meg olyan halmazrendszert, amely diszjunkt, de nem
paronként diszjunkt. Van-e olyan halmazrendszer, amely paronként diszjunkt, de nem
diszjunkt?

—° 1.2.19. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg a {{z € R:|z| < y}:y € R,y > 0} halmaz-
rendszer uniéjat és metszetét. Mi a helyzet, ha y € N, illetve y € Z7

° 1.2.20. Feladat [5]. Hatarozzuk meg a
{{zeRi|z—y|<r}yreRr, ly <1, 1<r<5}

halmazrendszer uniéjat és metszetét. Mi a helyzet, ha |y| < 17

° 1.2.21. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg azon nyilt kérlapok rendszerének uni6jat, illetve
metszetét, amelyek sugardra 2 < r < 3, kdzéppontjuk koordinataira pedig 0 < z,y < 1.

1.2.22. Allitas: disztributivitasi szabalyok. Ha A, B, C' halmazok, akkor
(1) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (a metszet disztributivitdsa az uniéra nézve);
(2) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) (az unié disztributivitidsa a metszetre nézve).

Az allitasok megértésében segit, ha az egyes halmazokat ,altalanos helyzetben” 1év6
Jkrumplikat” rajzolva szemléltetjiik. Ezek az ugynevezett Venn-diagramok.

Bizonyitéds. Csak (1)-et bizonyitjuk, (2) bizonyitdsa hasonlé. Az AN (B U C) hal-
maznak z pontosan akkor eleme, ha x € A és x € B U C. Ez utébbi pontosan akkor
teljesiil, ha © € B vagy = € C. Igy z pontosan akkor eleme az A N (B U C) halmaz-
nak ha z € A és x € B vagy pedig ¢ € A és x € C. Ez viszont azzal ekvivalens, hogy
ze€(ANB)UANC). O

— 1.2.23. Feladat [1]. Egészitsiik ki az el6z8 pont bizonyitésat.

1.2.24. Kiilonbség és komplementer. Az unid- és metszetképzés mellett az aldbbi
halmazmiveleteket is gyakran hasznaljuk, példdul adatbédzisok kezelésénél. Az A és B
halmazok kilonbségét (vagy differencidjat) az A\ B:= {x € A:x ¢ B} Osszefiiggéssel
definidljuk. (Az A — B jelolés is hasznalatos.) A két halmaz szimmetrikus differencidjat
(vagy Boole-algebrai osszegiiket) az AN B: = (A\ B)U(B\ A) osszefiiggéssel definidljuk.
(Az A+ B, A® B, Ao B és A+B jeldlések is hasznalatosak.) Ha A C X, akkor az
X\ A halmazt néha A’-vel (Cy A-val vagy A-sal) jeloljiik, és az A halmaz X-re vonatkozé
komplementerének (vagy kiegészitd halmazénak) nevezziik. Ez természetesen nem csak
A-t6l, hanem az X ,alaphalmaztdl” is fiigg, ami az A’ jelolésben nem jut kifejezésre.
Emiatt, bar az A’ jelolés rovidebb, altaldban mégis inkdbb kiirjuk helyette, hogy X \ A.
A kovetkezé allitasban meghagytuk a ’ jelolést.
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1.2.25. Allitas. Ha A, B C X, akkor az el6z6 definicié jeléléseivel
(1) (A7) =4;
(2) 0 =X;
(3) X' =0;
4) AnA =0;
(5) AUA =X;
(6) A C B akkor és csak akkor, ha B" C A’;
(1) (AuB)Y =A"nDB;
8) (AnB)Y =A"UB". 0O

Az utols6 két allitast De Morgan-szabalyoknak nevezik; dltaldnosabb valtozatukat
kés6bb tanuljuk. Megjegyezziik, hogy a (4) és (5) tulajdonsdgok egyiitt jellemzik A’-t,
azaz pontosan egy olyan A’ halmaz létezik, amelyre teljesiil (4) és (5).
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1.2.1 dbra: An B és A’ U B’ Venn-diagramja.

— 1.2.26. Feladat [3]. Részletezziik az el6z6 pont bizonyitdsat.
— 1.2.27. Feladat [4]. Melyik halmazmiivelet melyik logikai jellel van kapcsolatban?

— 1.2.28. Feladat [5]. Legyenek x = {alma, korte} és y = {kutya, macska} halmazok.
Az alabbi halmazok kozil melyekre igaz, hogy x eleme, = részhalmaza, illetve x se nem
eleme, se nem részhalmaza: {{z},y}, =, 0 Nz, {z} \ {{z}}, {z} Uz, {z} U {0}.

— 1.2.29. Feladat [0]. Bizonyitsuk be, hogy (AUB)\ (ANB)=AA B.

— 1.2.30. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszdleges A, B, C halmazokra A /A =
AL ANA =0, AAB = BA A (kommutativitds), (AAB)AC = AA(BAC)
(assszociativitds), és AN (BA C) = (AN B) A (ANC) (disztributivités).

1.2.31. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetsz8leges A, B halmazokra A = (J pontosan
akkor, ha B= A A B.

1.2.32. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszdleges A, B, C' halmazokra A A B C
(AN C)U (C A B), és a tartalmazés lehet valodi.

° 1.2.33. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy ha A, ..., A, halmazok, akkor x pontosan
akkor eleme az A; A A, A ... A A, halmaznak, ha = az A,..., A, halmazok kozil
paratlan soknak eleme.
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— 1.2.34. Feladat [3]. Legyen A, B,C,D C X, és jelolje  az X alaphalmazra vonat-
koz6 komplementert. Egyszeriisitsiik, amennyire lehet:
(1) (A u(Bn((CuU D’))) ;
2) ((A’UB)N(AUB));
(3)
(ANBNC)U(ANBNC)U(ANB' NC)U(ANBNC)
UANB NC)U(ANBNC)U(A' NB NO).

— 1.2.35. Feladat [4]. Allapitsuk meg, hogy az alabbi allitdsok koziil melyek igazak
tetsz6leges A, B, C halmazokra és melyek nem:
(1) (AUB)\ A= B;
(2) (AUB)\C =AU (B\C);
3) (ANB)NC=(ANC)\B=(ANnC)\(BNC);
(4) ANB=A\(ANDB).

1.2.36. Hatvanyhalmaz. Ha A halmaz, akkor azt a halmazrendszert, melynek elemei

éppen A részhalmazai, az A hatvdnyhalmazénak nevezziik. Jele p(A) (vagy P(A)), a p
betii a ,Potenz” széra utal (gyakori a 24 jelolés is, ennek magyarazatat lasd késébb).

x 1.2.37. Hatvanyhalmaz-axiéma. A hatvianyhalmaz létezését is axidémaval kell biz-
tositani.

Minden A halmazhoz létezik egy olyan halmazrendszer, amelynek elemei pontosan
A részhalmazai.

Nyilvian most is elég lett volna azt feltenni, hogy van olyan halmaz, amelynek A

minden részhalmaza eleme.

— 1.2.38. Feladat [3]. Irjuk fel a hatvanyhalmazt egy-egy 0, 1, 2, illetve 3 elemii
halmazra.

— 1.2.39. Feladat [5]. Irjuk fel a p(p(@(@))) halmazt.

1.2.40. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A, B halmazokra
1) ha A C B, akkor p(A) C p(B);
2) A = B pontosan akkor, ha p(A) = p(B), azaz X — p(X) injektiv;
3) p(A)Np(B)=p(ANB);
4) p(A)Up(B) C p(AU B).
Mikor teljestil egyenldség (4)-ben?

(
(
(
(

— 1.2.41. Feladat [5]. Ha X egy halmaz, legyen X* = X U {X}. Irjuk fel a 0+,
Pt+:= (0")", 0T halmazokat. Igaz-e, hogy 0" € 0™, hogy X € X, hogy 0™ C 0+,
hogy 0 N O™ =0, hogy 0T UPTT = P+, illetve hogy (AN O*TT) € §F7
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x 1.2.42. Végtelenségi axiéma. Van olyan A halmaz, amelynek az () eleme, és ha
valamely x halmaz eleme A-nak, akkor az x U {z} halmaz is eleme A-nak.

Az axiéma szemléletes tartalma, hogy az eddigiek alapjan — az x halmazbdl az
2 U {z} halmazt képezve — elballithato

0,10}, {0, {03}, {0, {0}, {0, {01} }...

halmazokat mind ,bele tudjuk foglalni egyetlen halmazba”.

Nevezziik ideiglenesen a ,ha x halmaz és x € A, akkor x U {z} € A” tulajdonsdgot
rakovetkezésre zartsagnak. Az axiéma azt mondja ki, hogy van olyan A halmaz, amely
tartalmazza az iires halmazt és zart a rakdvetkezésre. Mivel rakovetkezésre zart halmazok
minden nem iires rendszerének a metszete is zart a rakovetkezésre, az A halmaz 6sszes, az
ires halmazt tartalmazoé és a rakdvetkezésre zart részhalmazainak w metszete tartalmazza
az lires halmazt és zart a rakovetkezésre. Az w halmaz minden, az {ires halmazt tartalmazé
és a rakovetkezésre zart halmaznak részhalmaza: ha B egy ilyen halmaz, akkor ANB is, igy
w C AN B C B. Tehat w a legszilikebb, az tlires halmazt tartalmazé és rakovetkezésre zart
halmaz, és nem fiigg A vélasztasatol sem. Eszrevehetjiik, hogy w elemei mind halmazok,
ugyanis egy rakovetkezésre zart halmaz minden olyan elemét elhagyva, amely nem halmaz,
a rakovetkezésre zart marad.

x 1.2.43. Megjegyzés. Két tovabbi axiéma még hatravan, ezeket a végtelen halma-
zoknal targyaljuk.

1.2.44. Tovabbi feladatok részletes megoldassal. [6]: 1-23.

1.2.45. Tovabbi feladatok. [3]: L1-1.13; [36]: 1.6, 1.8, 1.11, 1.14-1.34; [56]: 0-
1. 2.0-30; [59): 1.1.1-1.1.18, 1.1.1.20, 1.1.24-1.1.28, 1.1.30-1.1.33; [64]: 1.2.1-1.2.18; 1.[83]:
11.8.2-11.8.5; [84]: 1.1.-1.12, 1.14-1.16, 1.27, 1.1.28, 1.30.

1.3 Relacidk

A relacidk a fiiggvényfogalom altaldnositédsai, és a fliggvénykapcsolatnal dltaldnosabb
kapcsolatok leirdsara is alkalmasak. Részletesebben az ekvivalenciarelaciékkal, a részben
rendezésekkel és a rendezésekkel foglalkozunk.

1.3.1. Rendezett par. Az (z,y) rendezett pdrfogalmét ugy szeretnénk definidlni,
hogy (z,y) = (u,v) akkor és csak akkor teljestiljon, ha z = u és y = v. Megtehetnénk,
hogy a rendezett part alapfogalomnak tekintjiik, ekkor azonban 1j axiémékat kellene
bevezetniink, amelyek a rendezett par fogalmat az eddigi fogalmakhoz kapcsoljak. Ezt
elkeriilendd a rendezett parokat inkdbb halmazként fogjuk definidlni. Az {z,y} halmaz
nem alkalmas rendezett parnak, mert bar z = u és y = v fenndlldsa esetén {z,y} = {u, v},
de megforditva nem, mert abbdl, hogy {z,y} = {u,v} csak az kovetkezik, hogy = = u és
y = v (amit varunk) vagy pedig © = v és y = u, amit nem szeretnénk. A _probléma” az,
hogy {z,y} = {y,z}.

Béarmely z,y esetén legyen (z,y):= {{z},{z,y}}. Ezzel a definiciéval z = u és
y = v esetén nyilvan (z,y) = (u,v). Mésrészt, ha (z,y) = (u,v), akkor {z,y} = U(z,y) =
U(u,v) = {u,v}, és fgy o = u és y = v, amit varunk, vagy pedig © = v és y = u. Az
utébbi eset azonban x # y esetén lehetetlen, mert ekkor {{z},{z,y}} # {{v},{v,z}},
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hiszen a bal oldalon 4ll6 halmaznak van olyan eleme, amelynek x az egyetlen eleme, a
jobb oldalon allénak pedig nincs.
Az (z,y) rendezett par elsd koordindtdja x, mdsodik koordindtdja y.

° 1.3.2. Feladat [3]. A p(p({l, 2})) halmaz elemeib8l melyek a rendezett parok?

1.3.3. Descartes-szorzat. Az X,Y halmazok Descartes-szorzatin vagy direkt szor-
zatan az
XxY:i={(z,y):zeX,yeY}

rendezett parokbdl all6 halmazt értjiik (ez 1étezik, mert p(p(XUY)) részhalmaza, ugyanis
z € X,y € YVesetén {z},{z,y} € p(X UY), gy (z,y) = {{z}, {z,y}} € p(p(X UY))).

— 1.3.4. Feladat [1]. Mutassuk meg, hogy X x Y = () pontosan akkor, ha X = ) vagy
Y = 0.

— 1.3.5. Feladat [2]. Milyen X, Y halmazokra igaz, hogy X x Y =Y x X?

1.3.6. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha X' x Y’ # 0, akkor X’ XY’ C X x Y
pontosan akkor teljestil, ha X' C X és Y’ C Y.

1.3.7. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy (X x Y)U (X' xY) = (X UX') x Y és
(XxY)U(X xY)=Xx(YUY’).

1.3.8. Binér relacidk. Egy halmazt binér reldciénak (vagy kétvdltozds reldcionak)
neveziink, ha minden eleme rendezett par. Ha R egy binér relacid, akkor (z,y) € R
helyett gyakran azt irjuk, hogy xRy, és azt mondjuk, hogy = és y kézétt fennall az R
reldcié vagy x az R reldcidban van y-nal. (Vannak, akik egy reldcié grafikonjarol vagy
grafjarol beszélnek, amikor parok halmazara gondolnak; vannak, akik a binér reldciokat
megfeleltetésnek nevezik.)

Egyszeri példak relaciokra a két ,,széls6séges eset”: az iires halmaz, illetve két halmaz
Descartes-szorzata. Barmely X halmazra az

Ixi={(z,2) € X x X:z € X}

halmaz relécié (ez az egyenléség X-en); ezt a relaciot X x X diagondlisanak is szokas
nevezni. Barmely & halmazrendszerre az

{(X,)Y)eTF xF:XCY}

halmaz binér reldcié6 (ez a tartalmazds F halmazai kozott). Barmely F halmazrendszerre
az

{(X,Y)eTF xT: XY}

halmaz binér reldcié (ez a valédi tartalmazds F halmazai kozott).

Ha valamely X és Y halmazokra R C X x Y, akkor azt mondjuk, hogy R reldcio
X és Y kozott. Itt X és Y nyilvan nem egyértelmiiek, hiszen X C X’ és Y C Y’ esetén
R C X’ xY’. (Minden relaciéhoz 1éteznek ilyen halmazok, példdul X =Y = U(UR)
megfelels, mert (z,y) = {{z},{z,y}} € R esetén {z},{z,y} € UR, igy =,y € U(UR).)
Ha X =Y, akkor azt mondjuk, hogy R egy X-beli binér reldcié (homogén binér reldcid).
Nyilvan minden X és Y kozotti binér relacio tekintheté X U Y-beli binér relaciénak.
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° 1.3.9. Feladat [10]. Abrazoljuk azon (z,y) valés szdmpérok sikbeli halmazét, amelyek
eleget tesznek a megadott Gsszefiiggésnek:

1) y=a" n=123456,—1,-2 3 —4;

y" =z, m=2,3,4,5;

y? = x® (Neile-féle parabola);

Y™ =", (m,n) € {(2.1),(2,3), (3, 1), (3,2), (3,4), (4,2), (4,3)};
2y = 1+ 22 (hiperbola);

xy = 1+ 23 (Newton-féle hdromégi szigony);

yx? =1+ a3,

y(1+ x2) =1 (Agnesi-gorbe);

= 2z (Newton-féle szerpentin);

= —z — 2 (parabola);
y? + 22 = 100 (ellipszis);
1 (hiperbola);
1+2)=1—u;
2 = 2%(100 — z?);
(10 — ) = 23 (cisszois);
18) |z + |y|" =1, n =1,2,3,4,5,1/2,1/3,1/4;

[V

S T T~
I
8,

° 1.3.10. Feladat [9]. Abrézoljuk a megadott valés szamparok sikbeli halmazét:
(1) {(1—t,1—t):teR};
(2) {(t+1/t,t+1/t*):t e R};
(3) {(10cost,sint):t € R} (ellipszis);
(4) {(5cos?t,3sint):t € R};
(5) {(2(t—sint),2(1—cost)):t € [R} (ciklois);
°1.3.11. Feladat [9]. Paraméterezést bevezetve, abrazoljuk azon (x,y) valds szdmpdarok
sikbeli halmazat, amelyek eleget tesznek a megadott Gsszefliggésnek:
(1) 23 +y3 = 32y (Descartes-féle levél);
(2) 22 +y? =2t +y
(3) 2%y =a°—y?
(4) 2?3 4?3 =1 (astroid);
( ¥ =y* x,y > 0.

4

)
)
)
5)
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°1.3.12. Feladat [8]. Polér koordindtéra &ttérve, dbrazoljuk azon (z,y) valds szdmpdrok
sikbeli halmazat, amelyek eleget tesznek a megadott Gsszefliggésnek:

1) (22 +y?)? = 22 — 4? (Bernoulli lemniszk4tdja);

2) at+yt =2ay;

(22 + 9% — 62)2 = 22 4 92;

(22 4y — 42)? = 16(2? + y?);

ot 4yt = 8zy?:

oyt = a2 o2

(22 4+ y?)? = 2722y?;

8) (z2+y*)? =uay.

°1.3.13. Feladat [8]. Abrézoljuk az alabbi, (1, ¢) polarkoordinétdkban megadott sikbeli
halmazokat:
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1) = (arkhimédészi spirdlis);

2) r=mn/¢ (hiperbolikus spirdlis);
r=¢/(1+¢);

r = 29/C™ (logaritmikus spirdlis);
r=2(1+ cosp) (kardioid);

r = sin 3¢ (hdromleveld rozetta);
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7) 1?2 = cos2¢ (Bernoulli lemniszkdtéja).

° 1.3.14. Relacidék grafja. Gyakran érdemes binér relacidkat tgynevezett ,nyildia-
grammal” (tulajdonképpen a reldcié irdnyitott grafjaval, ldsd késébb) szemléltetni: egy
R C X x Y binér relacié szemléltetésére abrazoljuk pontokkal X és Y elemeit, és vezessen
irdnyitott él z-b6l y-ba (azaz rajzoljunk egy x-bdl y-ba vezetd nyilat), ha (z,y) € R. Lasd
az 1.3.1 abrat.

1.3.15. Ertelmezési tartomany, értékkészlet. Az R binér reldcié értelmezési tar-
tomdnyat a

dmn(R): = {z:van olyan y, hogy (x,y) € R},

értékkészletét pedig a
rng(R): = {y: van olyan z, hogy (z,y) € R}

Osszefiiggéssel értelmezziik. A jelolések a ,domain”, illetve ,range” széra utalnak; dom
vagy D, illetve ran, & vagy im (az ,image” sz6bol) is szokdsosak.

— 1.3.16. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy egy R reliciéra R = (), dmn(R) = ) és
rng(R) = 0 ekvivalensek.

1.3.17. Kiterjesztés, lesziikités. Az R binér reldciot az S binér relacié kiterjesz-
tésének, illetve S-et az R lesziikitésének (vagy megszoritdsinak) nevezzik, ha S C R. Ha
A egy halmaz, az R reldcidé A-ra vald leszikitésén (vagy A-ra vald megszoritdsan) az

R|p:={(z,y) € Rix € A}

relaciot értjiik. Lasd az 1.3.2 dbrat.
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dmn(R) " ma(R) Xy X

1.3.1 abra: dmn és rng, relacié X és Y kozott, X-beli relacio.
1.3.18. Inverz. Egy R binér inverzén az
Rt:={(b,a):(a,b) € R}
binér reldciét értjiik. Nyilvan (R~1)~! = R; ha R reldcié X és Y kozott, akkor R~ relacié
Y és X kozott, és dmn(R™!) = rng(R), valamint rng(R ') = dmn(R).

1.3.19. Halmaz képe és inverz képe. Legyen R egy binér relici6 és A egy halmaz.
Az A halmaz képe azR relacional az

R(A): = {y:van olyan z € A, hogy (z,y) € R}

halmaz. Vegyiik észre, hogy R(A) pontosan akkor tires, ha A és dmn(R) diszjunktak. A
B halmaz inverz képe vagy ésképe az R reldcional R~*(B). Ha A = {a}, akkor R({a})
helyett R(a)-t is frhatunk. Ez kényelmes, de néha félreértésekhez vezethet, ha példdul
a és {a} is eleme dmn(R)-nek; ilyen kétes esetekben megmondjuk, hogy hagytunk-e el
zardjelet.

— 1.3.20. Feladat [0]. Ha R binér relacié, mi lesz R(0), R~1(0), R(dmn(R)) és
R (rng(R))?

—° 1.3.21. Feladat [5]. Az R = {(z,y) € R x Riy? = 2 —x — 2%} reldciéra hatdrozzuk
meg a {0} halmaz képét és teljes inverz képét. Mely A C R halmazokra lesz R(A) illetve
R71(A) egyelemii?
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1.3.2 Abra: Relacié inverze, halmaz képe, relacié megszoritdsa.

—° 1.3.22. Feladat [3]. Irjuk fel intervallumokkal az x  |z| leképezésnél az aldbbi
halmazok teljes inverz képét: [—1,2], ]1,4[, [-1,2].

— 1.3.23. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy barmely R reldciéra és A halmazra
A C R7Y(R(A)) pontosan akkor, ha A C dmn(R).

1.3.24. Kompozicié. Az R és S binér reldcidk dsszetételén (kompozicidjén, szorzatan)
az

R o S:={(z,y): van olyan z, hogy (z,z) € S és (z,y) € R}

reldciét értjitk. Lasd a 1.3.3 dbrat. (Egyesek forditva, So R-et {rnak; a fenti jelolés elénye,
hogy ezzel barmely A halmazra R(S(A)) = (R S)(A).)
Két relacié kompozicidja lehet tires: ez a helyzet, ha rng(S) és dmn(R) diszjunktak.

° 1.3.25. Feladat [3]. Hatarozzuk meg az R N S relaciét, ha R az m osztdja n-nek
reldcié N*-on, S pedig az n = m + 6 reldcié Z-n.

—° 1.3.26. Feladat [7]. Hatérozzuk meg az S o R és R o S szorzatot, ha

(1) R={(z,y) eRxRiy* =2} és S ={(z,y) ERxRy=2z};

(2) R={(z,y) eR" xRy’ =2} és S ={(z,y) ERx Ry =tanz};

(3) R={(z,y) e [-m 7] xRy=sinz} és S ={(z,y) e RxRy+1/y ==x};
(4) R=S={(z,y) eRxRz <y}

(5) R=S={(z,y) €ZxZ:zx<y};
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1.3.3 abra: két relacié kompozicidja.

(6) R=S={(z,y) € Nt x N":z osztdja y, de = # y};
(7) A tetszbleges halmaz, R = {(z,y) € p(A) x p(A):x Ny = 0} és S = {(z,y) €
p(A) x p(A):z C y};
(8) K és L két korlap a P sikban és R = {(z,y) € P x P:x = yvagy x,y € K} és
S ={(z,y) € P x P:x =yvagy x,y € L}.
1.3.27. Allitas. Legyen R, S és T binér relicié. Ekkor
(1) harng(S) D dmn(R), akkor rng(R o S) = rng(R);
(2) Ro(SoT)=(RoS)oT (a kompozicié asszociativitdsa);
(3) (RoS)t=8"1oR1. O
1.3.28. Allitas. Ha R reldcié X és Y kozitt, akkor lyo R =R és Roly = R. [

1.3.29. Definicié. Legyen R egy X-beli binér relacié. Azt mondjuk, hogy R
1) tranzitiv, ha minden z,y, z-re (z,y) € R és (y,z) € R esetén (x,z) € R;

N

szimmetrikus, ha minden x, y-ra (z,y) € R esetén (y,z) € R;

w

antiszimmetrikus, ha minden z, y-ra (z,y) € R és (y,x) € R esetén = = y;
szigordan antiszimmetrikus, ha minden x, y-ra (x,y) € R esetén (y,z) ¢ R;

irreflextv, ha (x,x) alak par nincs R-ben;

=)

reflexiv, ha minden x € X esetén (x,x) € R;

~ o~ o~~~ —~ —
~J [SAENTSN
NN NN N~

trichotom, ha minden z,y € X esetén x =y, (z,y) € R és (y,x) € R koziil pontosan
egy teljesil;

(8) dichotom, ha minden z,y € X esetén (z,y) € R vagy (y,z) € R (esetleg mindkettd),
amire azt is mondjuk, hogy barmely két elem ,, dsszehasonlithato”.
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Vegyiik észre, hogy az elsé 6t tulajdonsag csak R-t6l, mig az utols6 hdrom R-t6l és
X-t6l is fiigg, igy ezek az (X, R) par tulajdonsagai.
és a (2)—(8) tulajdonsdgok nem teljesiilésére is. Nem tranzitiv az egyenes pontjai kozott
az a relacid, hogy legfeljebb 1 tavolsagra vannak. k6zott az a relacié, hogy legfeljebb 1
tavolsdgra vannak.

— 1.3.30. Feladat [5]. Legyen X kételemii halmaz. Hatdrozzuk meg az 6sszes X-beli
binér reldciét. Keressiink példéat a tanult relaciétulajdonsagok (tranzitiv, stb.) mindegyi-
kének teljesiilésére és nem teljesiilésére is.

— 1.3.31. Feladat [5]. Hogyan tiikkroz6dnek egy R reldcié grafjan az el6z6 definiciéban
megfogalmazott tulajdonsagok?

° 1.3.32. Feladat [4]. Milyen tulajdonsidgokkal rendelkezik a sik egyenesei kozotti péar-
huzamossag illetve merdlegesség?

— 1.3.33. Feladat [6]. Az emberek halmazan tekintve, milyen tulajdonsidgokkal ren-
delkeznek az apja, szildje, anyja, testvére, féltestvére, gyermeke, nagysziiléje, unokaja,
nagyapja, nagyanyja, anyai nagysziil6je relaciok?

1.3.34. Feladat [6]. Az emberek halmazan fejezziik ki az eléz6 feladatban szerepld
Osszes relaciot az apja és a sziildje relacidk segitségével.

— 1.3.35. Feladat [6]. Az emberek halmazan tekintve, milyen tulajdonsigokkal ren-
delkeznek az egyenesagi leszarmazottja és egyenesagi rokona relacidék?

1.3.36. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy egy X-beli R binér reldciéra
1) R pontosan akkor tranzitiv, ha Ro R C R;

N

R pontosan akkor szimmetrikus, ha R~! = R;

W

R pontosan akkor antiszimmetrikus, ha RN R~ C ly;

R pontosan akkor szigortian antiszimmetrikus, ha RN R~ = (J;

Ut

R pontosan akkor irreflexiv, ha I, N R = §;

D
_ D D D DO

R pontosan akkor reflexiv, ha Iy C R;

~ o~~~ o~
Iy

~J

R pontosan akkor trichotom, ha R, R™! és [ paronként diszjunktak és egyesitésiik
X x X;

(8) R pontosan akkor dichotom, ha RUR™! = X x X.

Prébaljuk meg ezekbdl az Osszefiiggésekbdl leolvasni, hogy egy vagy két tulajdon-
sagbol kovetkezik-e egy mésik.

° 1.3.37. Reflexiv, szimmetrikus, illetve tranzitiv relaciék grafjanak egyszerii-
sitése. Reflexiv relacidk iranyitott grafjat egyszerisithetjik, ha nem rajzoljuk meg az
ugynevezett hurokéleket, amelyeknek a kezdGpontja és a végpontja ugyanaz. Szimmetri-
kus reldcidk irdnyitott grafjat egyszeriisithetjik, ha az (x,y) és (y, x) paroknak megfelel
irdnyitott élek (,nyilak”) helyett csak egy z-et és y-t Osszekoté élt (,ivet”) rajzolunk, az-
az irdnyitatlan grafot hasznalunk. Tranzitiv relicidk (irdnyitott vagy irdnyitatlan) grafjat
egyszerusithetjiik, ha elhagyunk a grafbdl olyan éleket, amelyek létezése a tranzitivitas
miatt a mar berajzolt élekébdl kévetkezik.
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1.3.38. Ekvivalenciarelaci6, osztalyozas. Legyen X egy halmaz. Az X-beli binér
relaciot ekvivalenciareldcionak nevezziik, ha reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv. Az X
részhalmazainak egy O rendszerét X osztdlyozdsanak nevezziik, ha O paronként diszjunkt
nem lres halmazokbdl allé6 halmazrendszer, amelyre UQ = X.

Fontos kapcsolat all fenn az X halmazbeli ekvivalenciareldcidk és X osztalyozasai
kozott.

1.3.39. Tétel. Valamely X halmazon értelmezett ~ ekvivalenciarelacié esetén az & =
{y € X:y ~ z}, x € X ekvivalenciaosztalyok X-nek egy X = X/ ~ osztalyozdsat adjik.
Megforditva, az X halmaz barmely O osztédlyozédsa esetén az U{Y x Y:Y € O} reldcié
ekvivalenciarelacié, amelyhez tartozo ekvivalenciaosztalyok halmaza O. Hasonléan, ha egy
ekvivalenciarelaciéra képezziik az ekvivalenciaosztalyokat, majd ebbdl a hozza tartozé
ekvivalenciarelaciét, akkor az eredeti relaciot kapjuk vissza.

Bizonyitas. Legyen ~ egy X-beli ekvivalenciareldcid, és legyen & = {y € X:y ~ z}
az X halmaz z elemének ekvivalenciaosztilya. Azt kell megmutatnuk, hogy az X =
{Z:x € X} halmaz az X egy osztdlyozdsa. Mivel ~ reflexiv, x € Z, vagyis az T részhalmaz
nem iires, és az X halmaz minden = eleme benne van a X valamely elemében, példaul
Z-ban. Mér csak azt kell beldtnunk, hogy a kiilonb6zd ekvivalenciaosztdlyok metszete
iires. Ha & N # (), akkor legyen z a metszet egy eleme. Ekkor z ~ x és 2z ~ y, amibdl
a szimmetria és a tranzitivitds miatt x ~ y. Ha most w € Z, akkor a tranzitivitds miatt
w € y. Hasonldan, a szimmetria és a tranzitivitds miatt, ha w € g, akkor w € Z. Azt
kaptuk tehat, hogy T = 7, azaz ha két részhalmaznak van kozos eleme, akkor azonosak,
vagyis a kilonbozd T részhalmazok diszjunktak, ezért valéban az X egy osztdlyozdsat
kaptuk, és T az z-et tartalmazoé osztély.

Megforditva, legyen O az X egy osztalyozésa, és legyen R = U{Y xY:Y € O}. Nyil-
van (z,y) € R pontosan akkor teljesiil, ha x és y az O ugyanazon halmazénak elemei. Ez
az R nyilvan reflexiv, szimmetrikus és mivel az osztdlyok paronként diszjunktak, tranzi-
tiv is, tehat ekvivalenciarelacié. Az is nyilvanvald, hogy ha egy osztalyozasbol képezziik a
hozza tartozoé ekvivalenciareldciét, majd ebbél a megfeleld ekvivalenciaosztalyokat, akkor
az eredeti osztalyozast kapjuk vissza, és forditva, ha egy ekvivalenciarelaciobol képezziik
a fentiek szerint hozzé tartozé osztalyozéast, majd abbdl a hozza tartozd ekvivalenciare-
laciot, akkor az eredeti relaciot kapjuk vissza. O

1.3.40. Példa. Egyenesek parhuzamossaga ekvivalenciarelacié, az ekvivalenciaoszta-
lyok az irdny fogalmahoz vezetnek. Egy irdanyt az osztdly barmely elemével reprezentdl-
hatunk.

— 1.3.41. Feladat [0]. Mi a hiba a kovetkezd okoskoddsban? Szimmetrikus és tranzitiv
R relacié reflexiv is, mert ha xRy akkor yRz is, és a tranzitivitas miatt ebbdl zRx.

— 1.8.42. Feladat [2]. Adjunk példat olyan binér reldciéra, amely

(1) reflexiv és szimmetrikus, de nem tranzitiv;

(2) reflexiv és tranzitiv, de nem szimmetrikus;

(3) tranzitiv és szimmetrikus, de nem reflex{v.

— 1.3.43. Feladat [6]. Hény kiilonb6z8 osztlyozasa van egy 0, 1, 2, 3, illetve 4 elemii
halmaznak?
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1.3.44. Részbenrendezés, rendezés. Egy X halmazbeli részbenrendezés (parcidlis
rendezés, féligrendezés, mas szerz6knél rendezés) egy tranzitiv, reflexiv és antiszimmetri-
kus X-beli reldcié. A részbenrendezés jelolésére rendszerint < jelet vagy valamilyen ha-
sonld jelet (példaul <, <, €, <, <, < stb.) haszndlunk. Ha z,y € X, és v < y vagy y < x
(esetleg mindkettd), akkor azt mondjuk, hogy a két elem dsszehasonlithaté. Ha a < rész-
benrendezési relacié dichotom is, azaz ha X barmely két eleme Gsszehasonlithaté, akkor
rendezésnek (teljes rendezésnek, linedris rendezésnek) nevezziik. Egy X részbenrendezett
halmaz, illetve rendezett halmaz tulajdonképpen az (X, <) par. Egy X részbenrendezett
halmaz minden Y részhalmaza is részbenrendezett, ha a < reldciét csak ennek az elemei
kozott tekintjik, azaz a < N(Y x Y) relaciéval. Ha az Y részhalmaz ezzel a relacidval
rendezett, akkor ldncnak nevezziik.

A legegyszeriibb példa részbenrendezésre egy halmazrendszer a tartalmazassal.

° 1.3.45. Példa. A valds szamok halmaza — és igy a természetes, egész és racionalis
szémok halmaza is — rendezett a szokasos rendezéssel. A természetes szdmok korében az
N osztja m-et” relacié részbenrendezés, de nem rendezés.

1.3.46. Szigoru és gyenge relacié. Egy X-beli R relaciohoz definidlhatunk egy X-
beli S relaciét ugy, hogy xSy akkor alljon fenn, ha xRy de x # y, ez az R-nek megfeleld
szigori reldcid. Megforditva, egy X-beli R relacibhoz a megfelelé T gyenge reldcidot tgy
definialjuk, hogy legyen zTy, ha xRy vagy x = y. Megjegyezziik, hogy tulajdonképpen
[y elvétele vagy hozzatétele torténik: S = R\ Iy és T = RUly.

1.3.47. Szigoru és gyenge rendezés. Egy < részbenrendezés esetén a megfelelo
szigoru relaciét <-el jeloljiik; ez nyilvan irreflexiv és tranzitiv is: Ha x < y és y < z, akkor
z < yésy < z ahonnan x < z. Ha = z lenne, akkor teljesiilne y < z, igy x = y
is, ellentmond&s. A tranzitivitasbdl és az irreflexivitasbol kovetkezik a szigort antiszim-
metria: < y esetén y < x nem teljesiilhet, mert ebbdl z < x kévetkezne. Megforditva,
ha < egy X-beli szigori részbenrendezés, amin egy tranzitiv és szigortian antiszimmet-
rikus (tehat sziikségképpen irreflexiv) reldcidt értiink, akkor a megfelels gyenge reldcié
egy részbenrendezés. Egy részbenrendezésbol kapott szigori részbenrendezésbdl ily mo-
don az eredeti részbenrendezést kapjuk vissza, ha pedig egy szigori részbenrendezésbdl
készitliink egy részbenrendezést, majd abbdl a megfelel6 szigoru részbenrendezést, akkor
az eredeti szigori részbenrendezést kapjuk vissza.

Ha < rendezés, akkor a megfelel6 < relacio trichotom is, és megforditva, ha a <
relacié trichotom, akkor a megfelel6 < relacio rendezés. Megjegyezziik, hogy egy trichotom
és tranzitiv relacid irreflexiv és szigortian antiszimmetrikus.

Az x < y helyett azt is irjuk, hogy y > z, az x < y helyett pedig, hogy vy > =.
Tulajdonképpen a > relacié a < relacié inverze, > pedig a < relacié inverze. Ha z < y,
akkor azt mondjuk, hogy = kisebb, mint y vagy y nagyobb, mint z, illetve hogy x megeldzi
y-t vagy y koveti x-et. A gyenge relacid esetén hozzatessziik, hogy ,vagy egyenld”.

Ha a részbenrendezés jelolésére mas jelet hasznalunk, akkor a szigorid pdrja jelolésére
a jel megfeleld nyomdai pdrja szolgal. Ha tehat példdul = egy részbenrendezés, akkor a

. L. . © qes , ’ . ;. =
szigoru parja <, ha viszont < jel6li a részbenrendezést, akkor a szigoru parja 4

Egy halmazrendszeren a tartalmazds szigoru parja a valédi tartalmazas.

— 1.3.48. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha egy részben rendezett halmazban
T <yésy<z akkor x < z.

29



— 1.3.49. Feladat [1]. Lehet-e ) ekvivalencia reldcid, részbenrendezés, rendezés, szi-
goru részbenrendezés, illetve szigord rendezés?

1.3.50. Intervallumok. Legyen X egy részbenrendezett halmaz. Ha = < z és z < g,
akkor azt mondjuk, hogy z az x és y kdzé esik, ha pedig x < z és z < y, akkor azt
mondjuk, hogy z szigoriian x és y kizé esik. Az Gsszes ilyen elemek halmazat [z, y], illetve
|z, y[ jeloli. Az utébbi halmaz jelolésére (z,y) is szokdsos; hétranya, hogy megegyezik a
rendezett pér jelolésével. A |x,y| és [z, y[ halmazok definicidja analdg; itt is hasznédlatos
a kerek zardjeles valtozat. Ha x < y, de ugyanakkor nem létezik szigorian x és y kozé
es6 elem, akkor azt mondjuk, hogy x kézvetlenil megeldzi y-t, vagy y kézvetlenil kéveti
z-et. Egy x elemhez tartoz6 kezddszeletnek a {y € X:y < x} részhalmazt nevezziikk. A
kezd8szelet logikus, de nem elterjedt jelolése |« z[. A ]« x|, |z, —[, [z, = jeloléseket
analég médon értelmezziik. Az itt definidlt halmazokat kozos néven intervallumoknak
nevezziik. Szokds az [x,y], |z, y[, [z,y[ illetve |z,y] intervallumokat rendre zdrt, nyilt,
alulrdl zdrt, felilrol nyilt illetve alulrol nyilt, felilrdl zdrt intervallumoknak nevezni; az
elnevezés az analizisbdl jon.

° 1.3.51. Részbenrendezések Hasse-diagramja. Ha egy részbenrendezett halmaz
elemeit pontokkal abrazoljuk, és csak azon x,y parok esetén rajzolunk egy irdnyitott
élt, amelyekre = kozvetlenill megelézi y-t, a részbenrendezett halmaz Hasse-diagramjat
kapjuk. (Néha irdnyitott élek helyett irdnyitatlan éleket rajzolunk, de gy, hogy a kisebb
elem ,lejjebb” legyen.) A részbenrendezés a Hasse-diagrambdl altaldban (véges halmaz
esetén mindig) reprodukalhato.

1.3.52. Legkisebb, legnagyobb, minimalis és maximalis elem. Az X részben-
rendezett halmaz legkisebb (vagy elsd) elemén egy olyan xz € X elemet értiink, amelyre
z < y minden y € X-re. Nem biztos, hogy van ilyen elem, de ha van, akkor egyértelm.
Hasonlbéan, X legnagyobb (vagy utolsd) elemén egy olyan x elemet értiink, amelyre y < x
minden y € X-re. Nem biztos, hogy van ilyen elem, de ha van, akkor egyértelmii.

Az z-et minimdlisnak nevezziik, ha nincs nala kisebb elem, mazimdalisnak pedig
akkor, ha nincs nala nagyobb elem. Figyeljik meg, hogy minimalis, illetve maximélis elem
tobb is lehet, és hogy ha X rendezett, akkor a legkisebb és a minimélis elem fogalma,
illetve a legnagyobb és a maximalis elem fogalma egybeesik, de egyébként nem feltétlentil.

Ha X-nek egyetlen minimalis eleme létezik , akkor azt min X-szel, ha pedig egyetlen
maximalis eleme létezik, akkor azt max X-szel jeloljiik. Ha van legkisebb elem, akkor az
min X; ha van legnagyobb elem akkor az max X.

° 1.3.53. Példa. Tekintsik az {1,2,3,4,5,6,7,8} halmazon az ,osztdja” részbenren-
dezést. A 1.3.4 &dbrdn ennek Hasse-diagramja lathaté két alakban. Itt 1 legkisebb és
minimélis elem, 5, 6, 7 és 8 maximalis elemek, de egyik sem legnagyobb; {1,2,4, 8} lanc,
igy példaul {2,8} is, de {1,2,3,6} nem; a 2 kozvetlentil megeldzi 4-et, de 8-at nem.

1.3.54. Korlatok. Egy X részbenrendezett halmaz egy x elemét az Y részhalmaz alsé
korldtjanak nevezziik, ha minden y € Y-ra z < y. Ha minden y € Y-ra y < z, akkor x az Y’
felsd korlatja. Ha létezik alsé illetve fels6 korlat, akkor azt mondjuk, hogy Y alulrdl korldtos
illetve felilrél korldtos. Lehet, hogy egy részhalmaznak nincs alsé vagy fels6 korlatja, de
az is lehet, hogy tobb van. Ha egy Y részhalmaznak van egy vagy akér tobb alsé korlatja,
akkor is el6fordulhat, hogy egyik sem eleme Y-nak. Ha mégis van az alsé korlatok k6zott
eleme Y-nak, akkor csak egy van, és ez Y legkisebb eleme; hasonl6 éllitas érvényes a felsé
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1.3.4 abra: Hasse-diagram két alakban.

korlatokra. Ha az alsé korlatok halmazaban van legnagyobb elem, akkor azt Y legnagyobb
alsé korlatjanak, pontos alsé korldtjanak vagy alsé hatdranak, idegen széval infimumaéanak
nevezzik, és inf Y-nal jeloljiik. Hasonldéan, ha Y felsé korlatjai halmazaban van legkisebb
elem, akkor azt Ylegkisebb felsd korlatjanak, pontos felsé korlatjanak vagy felsd hatdranak,
idegen széval szuprémumanak nevezziik, és sup Y-nal jeloljiik.

Ha az X részbenrendezett halmaz barmely nem iires, feliilrél korlatos részhalma-
zénak van fels6 hatara, akkor felsé hatar tulajdonsdginak nevezziik, ha pedig barmely
nem fres, alulrél korldtos részhalmazanak van alsé hatara, akkor X-et alsé hatdr tulaj-
donsdginak nevezziik. A 1.3.4 dbrén a {2,3} halmaznak 6 a legkisebb fels§ korlatja, de
{4,5} nem korlédtos feliilrél. Az alaphalmaz is fontos: {4,5} az N-ben korldtos feliilrél.

— 1.8.55. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy egy részben rendezett halmaz barmely
nem ires részhalmazanak barmely alsé korlatja kisebb vagy egyenld barmely fels6 kor-
latjanal.

— 1.3.56. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy egy részbenrendezés inverze is részben-
rendezés. Mi a kapcsolat a két Hasse-diagram kozott?

—° 1.3.57. Feladat [5]. Tekintsik az {1,2,3,4,5,6,7,8} halmazon az ,oszt6ja” rész-
benrendezést. A megfelels szigora relaciot irjuk fel parok halmazaként. Keressiink inter-
vallumokat, részhalmazokra alsé és fels6 korlatokat, infimumot és szuprémumot.

° 1.3.58. Feladat [5]. Mely n € N szdmokra alkotnak az n-nek az Nt-beli osztéi
rendezett halmazt az oszthatdsigra nézve?

° 1.3.59. Feladat [1]. Hol a hiba a kovetkez6 okoskoddsban? Megmutatjuk, hogy 1 a
legnagyobb természetes szam. Barmely n természetes szamra, amely nem 0 és nem 1,
teljesiil, hogy n? > n. Mivel 1 > 0, az 1 a legnagyobb természetes szam.

—° 1.3.60. Feladat [5]. Legyen H C R. A H halmaz milyen tulajdonsigat fejezik ki az
aldbbi formuldk? A kvantorok, z és y valamint R és H cserélgetésével keresiink tovabbi
formulékat és fejtsiikk meg jelentésiiket.

(1) VeeR3IyeH (z<y);
(2) JzeRVyeH (z<y);
(3) Vee HIyeR (z <y);
(4) Vee HIye H (z<y).
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1.3.61. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha egy rendezett halmaz minden nem iires
és feliilrol korlatos halmazanak van pontos felsé korlatja, akkor minden nem iires alulrdl
korlatos részhalmazanak van pontos alsé korlatja.

—°1.3.62. Feladat [5]. Hatérozzuk megaz {1,2, 3,4, 5,6} halmazon az ,,0sztdja” reldcié
egy olyan kiterjesztését, amely rendezés.

bg $65,$43,$55 #e2
bg $64,$42,$54 #e2
bg $63,$41,$53 #e2
bg $62,$40,$52 #e2
sf $43,$43,$55 #e2
sf $42,%42,%$54 #e2
st $41,%41,$53 #e2
sf $40,%$40, $52 #e?2
shlgbyi $60,$56,0 #e2

shufb $56,$18,$65,$24 #o4d
shufb $66,$18,$65,$24 #o4d
shufb $55,$65,%$64,$24 #o4d
shufb $65,$65,$64,$24 #o4
shufb $54,$64,$63,$24 #o4
shufb $64,$64,$63,$24 #o4d
shufb $53,$63,$62,$24 #o4d
shufb $63,$63,$62,$24 #o4d
shufb $52,$62,$18,$24 #o4d
shufb $62,$62,$18,$24 #o4

bgx $66,$20, $60 #e2
bgx $65,$20, $43 #e2
bgx $64,$20,$42 #e2
bgx $63,$20,%$41 #e2
bgx $62,%$20, $40 #e2
sfx $56,$20, $60 #e2
sfx $55,%$20, $43 #e2
sfx $54,$20, $42 #e2
sfx $53,$20,%$41 #e2
sfx $52,%$20, $40 #e2
and $61,%$66,$65 #e2
and $61,%61,$64 #e2
and $61,%$61,$63 #e2
and $61,%$61,%$62 #e2
Xor $60,%$61,%$18 #e2
gb $60,$60 #o04
brnz $60, subkarasqrb #o

1.3.5 tabla: IBM Cell program részlet.
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— 1.3.63. Feladat: program futasi sebességének optimalizalasa részbenren-
dezés kiterjesztéseinek segitségével [13]. A 1.3.5 tdbldzatban egy, az IBM Cell
processzorra irt assembly programrészlet van megadva. Minden utasitds az eredményt
az elsOként megadott célregiszterbe teszi, az operandusokat pedig a tobbi regiszterbol
veszi, kivéve az x-re végz6do bgx és sfx utasitdsokat, ezeknél a célregiszter is operandus.
Minden utasitasnal megadtuk, hogy e vagy o tipusi, és hogy a végrehajtasa hany orajelig
tart. A processzor két utasitast is el tud kezdeni minden Orajelben, de csak ha az elsé e, a
masodik pedig o tipusu, egyébként csak egyet, és csak akkor, ha az operandusai ,elkésziil-
tek”. (A programrészlet elején minden operandus, amit megvéltoztatas el6tt haszndlunk,
ykész van” és nem ,szemét”.) Optimalizéljuk a programrészletet: adjuk meg a sorok egy
olyan részbenrendezését, amelynek rendezéssé torténé kiterjesztései kozott csupa olyan
sorrend szerepel, amelyre igaz, hogy ugyanezt az eredményt adja minden regiszterben, és
programmal keressiik meg a minimélis futdsideji sorrendet. (Ehhez nem kell megérteni
a programrészletet.) Az utolsd, ugrd utasitdsnak utolsénak kell maradnia!

1.3.64. Jélrendezés. Egy X rendezett halmazt jolrendezettnek, a rendezését pedig
jolrendezésnek nevezziik, ha X barmely nem iires részhalmazanak van legkisebb eleme.

° 1.3.65. Példa. A természetes szamok halmaza jOlrendezett, de az egész, raciondlis és
valés szamok halmaza nem jélrendezett a szokasos rendezéssel.

— 1.3.66. Feladat [1]. Jélrendezett-e N a szokédsos rendezés inverzével?

— 1.3.67. Feladat [1]. Jolrendezett-e a {1 —1/n:n € N*} halmaz a szokédsos rende-
zéssel?

—° 1.3.68. Feladat [1]. Ki lehet-e vilasztani jolrendezett halmazban elemek végtelen,
szigortian csokkend sorozatat?

— 1.3.69. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy jolrendezett halmaz barmely részhalmaza
is jélrendezett.

1.3.70. Példak. Legyen X és Yrészbenrendezett halmaz. Az X x Y-ban legyen (z,y) <
(z',y'), ha x < 2’ az X-ben és y < y’ az Y-ban. Igy egy részbenrendezést kapunk.
Figyeljiik meg, hogy X x Y nem feltétlentil rendezett ezzel a relaciéval, még akkor sem,
ha X és Y rendezettek, tovabba, hogy X x Y-on az igy definidlt <-hoz tartozé szigoru
reldcié nem feltétleniil a

{(ey) @ y)a<a sy<y]

relacio.

Legyen most (z,y) < (2’,y), haz < 2’, vagy haxz =2’ és y < y’'. Az X X Y-nak ezt
a részbenrendezését lexikografikus rendezésnek nevezziik. Ha X és Y rendezettek illetve
jolrendezettek, akkor X x Yis rendezett illetve jolrendezett a lexikografikus (részben)ren-
dezéssel.

— 1.8.71. Feladat [2]. Egészitsiik ki az el6z8 pontot bizonyitdssal.

1.8.72. Feladat [5]. Tanulmanyozzuk N x N-en a lexikografikus rendezést. Adjunk
példat olyan végtelen jolrendezett halmazra, amelyben van legnagyobb elem.
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— 1.8.73. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy egy j6lrendezett halmazban (kivéve
esetleg a legnagyobb elemet, ha van olyan) minden elemnek van kozvetlen rdkovetkezdje.

° 1.3.74. Feladat [6]. Tanulmanyozzuk R x R-en az el6z6 példdban megadott két ren-
dezést. Van-e minden feliilrél korldtos halmaznak pontos fels6 korlatja a lexikografikus
rendezésnél?

° 1.3.75. Feladat [6]. Ha A részben rendezett halmaz, definidljuk a lexikografikus
rendezést az A* halmazon. Ha A rendezett, illetve jOlrendezett volt, rendezett, illetve
jOlrendezett lesz-e A*?

1.3.76. Tovabbi feladatok részletes megoldassal. [5]: 1-19.

1.3.77. Tovabbi feladatok. [3]: L17-1.24; [56]: 2.0-1.— 2.0-9; [59]: 1.2.1-1.2.3, 1.2.5,
1.2.7-1.2.11, 1.2.13, 1.2.18, 1.3.1-1.3.24, 1.3.26-1.3.44, 1.3.46-1.3.72; [36]: 2.1-2.12, 3.1, 3.2,
3.7, 3.8, 3.11-3.15, 3.17, 3.21, 3.23, 3.26-3.35, 9.1-9.8, 9.10-9.13, 11.1, 11.4, 11.5, 11.7;
83]: 11.8.7-11.8.9, IIL.5.1-111.5.15, IIL.5.17; [84]: 4.1-4.3, 4.6, 4.7, 4.42-4.44, 4.53, 4.54,
4.77, 4.91, 4.92, 4.95.

1.4 Fiiggvények

1.4.1. Fiiggvény. Egy figgvény (leképezés, transzformdcid, hozzdrendelés, operdcid
vagy operdtor) egy olyan f reldcié, amelyre ha (z,y) € fés (x,y’) € f, akkor y = ¢/, més
széval minden x-hez legfeljebb egy olyan y létezik, amelyre (z,y) € f. Igy tehat minden
x € dmn(f)-re f(z) = {y}valamely y-ra. Az dltaldnos szokds itt is elhagyni a kapcsos
zéréjelet, azaz f(x) = y-t irni. Az y elemet az f fliggvény x helyen (argumentumban)
felvett értékének nevezziik, és gyakran f, -szel is jeloljiik. (Vannak, akik a fiiggvény grafi-
konjardl beszélnek, amikor parok halmazara gondolnak.) Legegyszertibb példa fliggvényre
Iy, amelyet X identikus leképezésének neveziink.

Annak kifejezésére, hogy az f fliggvénynek az x helyen y az értéke, azt is szokas irni,
hogy f:x  y. (Régebbi konyvekben f:x — y szerepel.) Ennél a jelolésnél néha nem is
jeloljik semmivel a fiiggvényt. Példaul az X x Y Descartes-szorzat elemeihez elso, illetve
mésodik koordindtajukat rendeld figgvények (z,y) — z, illetve (z,y) — y.

Az Osszes olyan fliggvény halmazat, amelynek értelmezési tartoméanya része az X
halmaznak, értékkészlete pedig az Y halmaznak, X — Y fogja jelolni (a jelolés nem
tul elterjedt). Annak kifejezésére, hogy az f fliggvény értelmezési tartomdnya a teljes X
halmaz, értékkészlete pedig az Y halmaznak részhalmaza, az f: X — Yjelolés szolgal, amit
ugy olvasunk ki, hogy f az X-et Y-ba képezo fiiggvény. Ez nem ugyanaz, mint f € X — Y,
mert ez utébbi esetben dmn(f) C X is lehetséges. Szokés az f € X — Y fiiggvényeket
az X-et Y-ba képezl parcidlis fliggvényeknek is nevezni. Mi az f € X — Y jelolést fogjuk
haszndlni, vagy azt mondjuk, hogy f az X valamely részhalmazat Y-ba képezé fiiggvény.
Ha azt mondjuk, hogy f az X-et Y-ra képezd fiigguény, akkor ez alatt azt értjik, hogy f
olyan fliggvény, amelynek értelmezési tartomanya X, értékkészlete pedig Y.

Az f fiiggvényt kolcsondsen egyértelminek nevezziik, ha f(x) = y és f(z') = y esetén
x = x’. Bz nyilvan azzal ekvivalens, hogy az f~! reldci6 fiiggvény. Szokés a kolcséndsen
egyértelmi fliggvényeket injektivnek is nevezni. Ha egy f: X — Y fliggvény az egész Y-ra
képez, azaz f(X) = {f,:x € X} =Y, akkor szokds sziirjektivnek vagy szuperjektivnek is
nevezni, ha pedig injektiv és sziirjektiv, akkor bijektivnek. Ennek a széhasznélatnak az a
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veszélye, hogy egy fiiggvény sziirjektivitasa, illetve bijektivitdsa nem csak a fliggvénytol,
hanem az Y halmaz valasztasatol is fiigg. Példaul, [y sziirjektiv, ha Y = X, de nem, ha
X CY; ilyenkor az X-nek Y-ba valé injekcicjanak szokas nevezni.

Egy X halmaz onmagara valé kolcsonosen egyértelmii leképezéseit az X permutd-
cioinak nevezziik.

— 1.4.2. Feladat [1]. Milyen X és Y halmazok esetén lesz X x Y fiiggvény?

— 1.4.3. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha X, Y halmazok, ¢ € Y, akkor az X x {c}
konstans leképezés fiiggvény.

—° 1.4.4. Feladat [4]. Adjunk példat olyan fiiggvényre, amely

(1
2

N-et N valodi részére képezi le, de nem injektiv;

N-et N valédi részére képezi le és injektiv;

wW

Z-t Z valédi részére képezi le, de nem injektiv;

Ut

R-et N-be képezi le;

R-et N-be képezi le, de egyetlen elem képe sem sajat maga.

)
(2)
(3)
(4) Z-t Z valddi részére képezi le és injektiv;
(5)
(6)

— 1.4.5. Feladat [3]. Ha f,g € X — Y fiiggvények, fiiggvény lesz-e fUg, fNg, f\g,
illetve f A g7

1.4.6. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha R relaci6 az X és Y halmazok kozott,
akkor az alabbi feltételek ekvivalensek:
(1) R fiiggvény;
(2) barmely B C Y-ra R(R™Y(B)) C B;
(3) barmely A,B C Yora R-Y(ANB) =R Y(A) N R (B);
(4) ha A, B C Y diszjunktak, akkor R~1(4) N R~*(B) = 0.
— 1.4.7. Feladat [7]. Legyen R C X x Yegy relaci6. Vizsgdljuk meg, hogy tetsz6leges
A, B C X esetén milyen kapcsolat 41l fenn az aldbbi halmazparok kozott (egyenldség,
egyik vagy mdsik irdnyu tartalmazas). Ha taldltunk Osszefiiggést, bizonyitsuk be, egyéb-

ként adjunk ellenpéldat. Mi a helyzet, ha R: X — Y fiiggvény? Mi a helyzet, ha R egy
Y — X fuggvény inverze?

(1) R(AUB) és R(A)U R(B);

(2) R(AN B) és R(A) N R(B);

(3) R(dmn(R)\ A) és rng(R) \ R(A);
(4) R(AN B) és R(A)\ R(B);

(

5) R(AA B)és R(A )AR( ).

1.4.8. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha R reldcié az X és Y halmazok kézott, S
pedig relacio az Y és X halmazok kozott, tovabba Se R =0y és Ro S = Iy, akkor R és S
bijektiv leképezések és S = R7L.

1.4.9. Feladat [5]. Legyenek A, B, C'és D halmazok, f: A — B,g:B — Césh:C — D
leképezések. Mutassuk meg, hogy ha g o f és h o g bijektivek, akkor f, g és h bijektiv.
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1.4.10. Feladat [6]. Legyenek A, B, és C halmazok, f:A — B, ¢:B — Césh:C — A
leképezések. Mutassuk meg, hogy ha a hogo f, go foh és foho g leképezések koziil kett6
szirjektiv, a harmadik pedig injektiv, vagy kett6 injektiv, a harmadik pedig sziirjektiv,
akkor f, g és h is bijektiv.

1.4.11. Allitas. Ha fés g fiiggvény, akkor g o f is. Ha f és g kélcsénésen egyértelmti
fiiggvény, akkor go f is az. Ha az f fiiggvény X-et Y-ra, a g fiiggvény pedig Y-t Z-re képezi
le, akkor g o f az X-et Z-re képezi le. O

1.4.12. Kanonikus leképezés. Ha az X halmazon adott egy ekvivalenciarelacio,
akkor az x elemhez az ekvivalenciaosztalyat rendeld leképezést kanonikus leképezésnek
nevezziik. Megforditva, ha f: X — Y egy fuggvény, akkor az x ~ 2, ha f(z) = f(a’)
relacié egy ekvivalenciarelacio.

—° 1.4.13. Feladat [9]. Hatdrozzuk meg az aldbbi reldcidk értelmezési tartomédnyat,
értékkészletét, dontsiik el, hogy fliggvény-e, és hogy az inverze fuggvény-e.
1) {(z,y) ER*a <z <bx<y< 2z}, ahol a,b € R adott szdmok;

(

2) {(z,y) eR*y(l—a?) =z —1}
3) {(z,y) eR%:y=(x—1)/(1—2?)};
(4) {(z,y) € Rz + |y < 1}

(5) {(z,y) eR%:a? =1+y%y >0}
(6) {(z,y) € R%:a® +y* —2y <0}

(7) {(z,y) € R%:|z| = |y|};

® {(y) e R:y(le) ~2)=1};

9) {(z,y) eR:y=a—|z|}

(10) {(z,y) € R2:y = LxJQ};

(11) {(z,y) € Ry = 2 };

(12) {(z,y) e R:y =20 <z < 2};
(13) {(z,y) € R%:y =22, haz € N};
(14) {(x,y) € R*:y ==, ha z € Q, egyébként y = 1 — z}.

1.4.14. Feladat [5]. Abbdl, hogy az f: X — Yés g: Y — Z fuggvényekre g o f inverze
figgvény, kovetkezik-e, hogy f és g inverze is fuggvény?

1.4.15. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy barmely f fliggvényre és B halmazra
f(f~(B)) = BN rng(f). Mutassuk meg, hogy az &llitds nem marad érvényben, ha f
csak relacio.

1.4.16. Feladat [5]. Legyen f:X — Y fiiggvény. Mutassuk meg, hogy az aldbbi
feltételek ekvivalensek:
1) f injektiv;
2) minden A C X halmazra f~1(f(A)) = A;
) barmely A, B C X halmazokra f(AN B) = f(A)N f(B
4) barmely diszjunkt A, B C X halmazokra f(A) N f(B) = ;
5) ha A C B C X, akkor f(A\ B) = f(A)\ f(B).

W

~—

(
(
(
(
(
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°x 1.4.17. Feladat [8]. Legyen f:R — R egy fliggvény és a,e,d € R. Milyen tulajdon-
sagat fejezik ki a fiiggvénynek az alabbi formuldk? Adjunk meg olyan fiiggvényt, amely
rendelkezik a megfelel6 tulajdonsiggal.

(1) Ye>0Vd>0Ve (|x—a|<5:>’f(w)—f(a)‘<€);
(2) Je>0V6>0Va |x—a|<5:>|f(x)—f(a)|<6);
2 —al <0 = |f(2) - fla)| < );

(3) 35>035>0vx(
(4) V6>03e>0Ve (|:C—a|<6:>|fx

(2) - f(a)] < e);
(5) 36>0Ve>0Va |m—a|<5é|f(x)—f(a)|<s);
(6) ¥e>035>0Va (|x—a|<5;»\f(x)—f(a)y<g).

1.4.18. Monoton fiiggvények. Legyenek X és Y részbenrendezett halmazok. Az
f: X — Y fluggvény
(1) monoton novekedd, ha z,y € X, x <y esetén f(z) < f(y);
(2) szigorian monoton névekedd, ha x,y € X, x < y esetén f(z) < f(y);
(3) monoton csokkend, ha z,y € X, x < y esetén f(x) > f(y);
(4) szigorian monoton csokkend, ha z,y € X, v < y esetén f(x) > f(y).

Szigorian monoton névekedd (illetve csokkend) fiiggvény nyilvdn monoton noévekedé (il-
letve cs6kkend) is.

Ha X és Y rendezett, akkor szigoriian monoton noveked$ (illetve csokkend) fiige-
vény nyilvan kolcsénosen egyértelmi is. Megforditva, ha X és Y rendezettek, akkor egy
f: X — Ykolesonosen egyértelmli monoton névekedd (illetve csokkend) leképezés szigora-
an monoton névekedd (illetve csokkend) is, és az inverze is szigorian monoton novekedd
(illetve csokkend) f(X)-en: Valéban, ha x < y, akkor f(x) < f(y), de f(z) = f(y) nem
lehetséges, és ha u,v € f(X),u <v, z = f1(u),y = f1(v), akkor z > y nem lehetséges,
mert ebbdl f(z) > f(y), azaz u = f(x) > f(y) = v kovetkezne. A mdsik eset hasonléan
bizonyithaté.

— 1.4.19. Feladat [6]. Két részbenrendezett halmazt hasonldnak neveziink, ha létezik
kozottiik bijekcid, amely monoton névekedd és az inverze is monoton novekedd. Mi a
kapcsolat hasonlé halmazok Hasse-diagramja kozott?

— 1.4.20. Feladat [6]. Hany olyan részbenrendezése van egy 0, 1, 2, 3, illetve 4 elemii
halmaznak, amelyek nem hasonléak? Hény van ezek kozott, amely rendezés? Minden
esetben keressiik meg a minimalis, maximalis, legkisebb és legnagyobb elemeket, és a
lancokat.

1.4.21. Indexelt csaladok. Mint emlitettiik, egy x fiiggvény i helyen felvett értékét
néha x;-vel jeloljiik. Ilyenkor gyakran a fiiggvény I értelmezési tartomanyat indezhal-
maznak, elemeit indereknek, értékkészletét indexelt halmaznak, az z fliggvényt magat
pedig indexelt csalddnak nevezziik.

Ha az értékkészlet elemei halmazok, akkor indexelt halmazcsalddrél beszéliink. Egy
X;, i € Iindexelt halmazcsalad unidjit az U,.; X;: = U{X,:i € I} Osszefliggéssel értelmez-
ziik. Ha nem okozhat félreértést, akkor a rovidebb U, X; jelolést is hasznaljuk. Ha I £ (),
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akkor az indexelt halmazcsaldd metszetét is definidljuk a N;c;X;:= N{X,:i € I} Gssze-
fiiggéssel, és erre is hasznéljuk a rovidebb N, X, jelolést. Indexelt halmazcsaladokra is igaz
marad szdmos halmazelméleti azonossag, példaul a metszet és az unié6 kommutativitasa,
asszociativitasa, disztributivitdsa. Csak eggyel foglalkozunk részletesen.

1.4.22. De Morgan-szabalyok. Ha X, i € I az X halmaz részhalmazainak egy nem
iires indexelt csalddja (azaz I # 0), akkor az X-re vonatkozé komplementert vesszével
jelélve

(1) (UierXy)" = Nier X}
(2) (NierXy)' = Ui X} O

1.4.23. Megjegyzés. Ha az X ,alaphalmaz” részhalmazai egy X,, ¢ € I indexelt
csalddjanak a metszetét a N,c;X;:= {r € X:minden i € Ire x € X} Gsszefliggéssel ér-
telmezziik, a De Morgan-szabdlyok iires csaldd esetén (azaz ha I = ()) is érvényben

maradnak, mert N,;.;X; = X megegyezik az {X,:4 € I} U {X} nem iires halmazrendszer
metszetével, azaz N;pX; = X, mig U; 4 X; = 0.

Szamos olyan Osszefiiggés érvényes, amely egy adott fliggvény (vagy akir egy adott
binér reldcid) esetén az értelmezési tartomdny, illetve az értékkészlet részhalmazainak in-
dexelt csaladjai, valamint a csalad halmazainak képei, illetve inverz képei kozott teremt
kapcsolatot. Mivel ezek az Osszefiiggések altalaban konnyen kitalalhatok és bizonyitha-
tok, csak annyit emeliink ki, hogy ebbdl a szempontbdl legjobban egy fiiggvény inverze
viselkedik:

1.4.24. Tétel. Legyen f: X — Y egy fiiggvény, B, B, CY, ha i € I # (). Ekkor
(1) fHYB) = U f(By);
(2) fH By =n.f1(By);
3) fFAY\B)=X\f4YB).DO

1.4.25. Feladat [6]. Legyenck A;, B;, i € I nem iires indexelt halmazcsaladok.
Mutassuk meg, hogy

(Uierdi) & (UierB;) C Ui (4; A B;).

Mutassuk meg, hogy a tartalmazas lehet valédi. Mi a helyzet, ha unié helyett metszet
van?

—° 1.4.26. Feladat [5]. Ha r € R, legyen K, = {x € R:|z| < r}. Mi lesz U,;K; és
Nie K, ha I = RY?

1.4.27. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy barmely R reldciéra és A; (i € I) indexelt
halmazcsalddra R(U;c;A;) = U, R(A,)).

° 1.4.28. Feladat [6]. Legyenek f,g:R — R fliggvények, és
H ={zeR f(x)>r}n{zeRg(x)<r}, ha reR.
Mutassuk meg, hogy {z € R: f(x) > g(x)} = U,coH,.
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1.4.29. Relacié és Descartes-szorzat altaldnos esetben. Sokfajta kapcsolatot
irhatunk le relaciokkal, ezért az dltalanos relaciéfogalom fontos szerepet jatszik nem csak
a matematikdban, hanem az adatbazis-kezel6 rendszerekben is. Tekintsiik bizonyos ,,jel-
lemz8k” vagy ,nevek” (,attribitumok”) egy (véges) I halmazit. Példdul egy személyi
torzsallomany esetén egy ember lefrasara az alabbi jellemzdk halmazat hasznalhatjuk:

I = {személyi_szdm, név, lakcim, végzettség}.

Minden 7 € I-hez hozzarendeljiik az adott attribitumhoz rendelhet6 értékek X, halmazat,
példaul stemélyi szam lehet a 11 jegyl decimélis szdmok halmaza. Tekintstink egy
xZ: I = UlGIX’L

figgvényt, amelyre z; € X, minden ¢ € I-re. Egy ilyen fiiggvényt az informatikdban az
X, (¢ € I) indexelt csalddhoz tartozé rekordnak neveziink: I elemei a mezénevek, x; pedig
a rekordnak az i nevli mezdje. Az X, (i € I) indexelt csalddhoz tartozé rekordoknak egy
tetsz6leges halmazit az adott X, (¢ € I) indexelt csaladhoz tartozé adattdblanak nevez-
ziik. A gyakorlatban a mezéneveket persze csak egyszer taroljuk le valamilyen sorrendben,
és ugyanebben a sorrendben taroljuk az egyes rekordok mezdit. Az aldbbi tdblazat egy
adattablat mutat:

személyi_ szam név lakcim végzettség
15106111888 Vass 0Oxid Arad egyetem
17806111888 Czink Szulfid Budapest egyetem
17809171888 Arany Klorid Budapest szakiskola
18809151888 Radon Fluorid Debrecen szakiskola

Altaldnosabban, a matematika nyelvén fogalmazva, legyen X, 1 € I egy tetszlleges
indexelt halmazcsaldd. A halmazcsaladhoz tartozé kivdlasztdsi fiiggvény minden olyan
x: I — U, X; fuggvény, amelyre x; € X; minden ¢ € Ire. Az X; (¢ € I) halmazcsa-
ladhoz tartozd reldcion kivélasztasi fliggvények egy tetszoleges halmazat értjiik. Legyen
a halmazcsaldd x;.;X; Descartes-szorzata a halmazcsalddhoz tartozé Osszes kivalasztasi
fiiggvények halmaza. Ha nem okozhat félreértést, csak x,;X,;-t irunk. Kételemi I esetén a
binér relacié fogalmat, illetve két halmaz Descartes-szorzatat kapjuk vissza, ha az I egyik
eleméhez rendelt értéket elsé koordinatanak, a masikhoz rendelt értéket pedig masodik
koordinatanak tekintjiik.

Vildgos, hogy ha van olyan ¢ € I, amelyre X; = (), akkor nincs kivilasztasi fliggvény,
igy x,X; = 0. Ha I = (), akkor viszont az iires fliggvény az egyetlen kivilasztési fliggvény,
fgy x;X; = {0}. Ha minden i € Ire X; = X, akkor X1t is frhatunk x, ;X; helyett.
Igy X 1 az Osszes I-t X-be képezd fuggvenyek halmaza. (Ezt a jelolést tetszOleges X és T
halmazok esetén hasznéljuk a tovdbbiakban.) Ennek a halmaznak a részhalmazait X-beli
reldciéknak vagy homogén reldcicknak nevezziik. Most is, ha I = (), akkor X! = {0}.
Ha I egyelemfi, I = {i}, akkor {(i,z)} + x egy természetes, kolcsondsen egyértelmi
leképezése X' -nek X-re, pontatlanul fogalmazva X' azonosithaté X-szel.

Ha J C I, akkor az x € x, X, kivdlasztasi fiiggvényekre értelmezett = — x|; le-
képezést x ;. X;-nek x . ;X -be val6 vetitésének, idegen széval projekcidjanak nevezzik.
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Ha J egyelemti, J = {j}, akkor ez a p;ix = x; leképezéssel azonosithato, amit j-edik
projekcionak neveziink. Egy x,;.;X;-be képez0 f fiiggvényre f; = p; o f az [ figgvény
j-edik koordindtafiigguénye.

Ha I = J U K, akkor gyakran hasznos az = kivdlasztasi fiiggvényt az (x|, x|x)
rendezett parral azonositani, mert ekkor tetszoleges relaciobdl binér relacié lesz, és hasz-
(0sszetételének) képzésére. Ha egy R C X, X, relaci6 esetén az {(z|;,z|x):x € R} bi-
nér relaci6 fiiggvény, akkor azt mondjuk, hogy xz|; az x kivilasztési fiiggvénynek az R
reldciéban a J-beli indexekhex tartozé (illetve az x rekordnak az R adattdbléban a J-beli
mezénevekhez tartozo) kulesa. A kulcsok segitségével vett Osszetétel a halmazmiiveletek,
a részhalmazképzés és a projekcié mellett az egyik leggyakoribb miivelet relaciés adatba-
ziskezelOknél.

— 1.4.30. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy Y = () pontosan akkor teljesiil, ha Y = §)
és X #+ 0.

— 1.4.31. Feladat [5]. Hatérozzuk meg az XV 6sszes elemét, ha X-nek illetve Y-nak
nulla, egy, két illetve harom eleme van. Melyek lesznek invertalhatoak?

1.4.32. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha XY N YX + (), akkor X =Y.

— 1.4.33. Feladat [5]. Legyen X, = {A}, X; = {a,b}, X, = {«, 8,7}, és I = {0, 1,2},
J ={1,2}. Adjuk meg U, ; X;-t és X, X;-t. Adjuk meg X; x Xy-t és X;c;X;-t. Adjunk
meg X, X; projekciéjat x,;.;X;-be. Mi a helyzet, ha X, = 07

— 1.4.34. Feladat [5]. Egy személyi torzsadattarbél, amely a villalat dolgozénak
adatait tartalmazza, és minden rekordja 7 mez6t tartalmaz, egy listat készitiink, amely
az Osszes dolgozora a nevét és a beosztasat tartalmazza. Mi koze ennek a Descartes-
szorzatok projekcidjahoz?

— 1.4.35. Feladat [12]. Tervezziink egy Mini Tanulmanyi Rendszert. Egy oktaténk
megbetegedett, egy adott napon nem tud 6rakat tartani. Szeretnénk e-mailt kiildeni min-
denkinek, akit ez érint. Milyen relaciémiiveletek segitségével tudjuk a sziikséges adatokat
kinyerni?

1.4.36. Miveletek. Legyen X egy halmaz. Egy X-beli binér miveleten vagy kétvdlto-
z0s miiveleten egy *: X x X — X leképezést értiink. Ha z,y € X, akkor x(x,y) a mdvelet
eredménye, x és y pedig az operandusai vagy argumentumai. Rendszerint a binér miivelet
jelét az operandusok kozé frjuk: xxy. Ha A, B C X, akkor *(Ax B) = {zxy:x € A,y € B}
helyett A*B-t, az A = {a}, illetve B = {b} esetben pedig ax B-t, illetve Axb-t is frhatunk.
A legszokédsosabb miiveleti jelek + és -, az utobbit gyakran ki sem irjuk.

Egy X-beli unér mivelet vagy egyvdltozés miwvelet egy +: X — X leképezés. Mivel
X" = {0}, egy nullér mivelet vagy nullvdltozés mdvelet egy *: {0} — X leképezés, ami
tulajdonképpen X egy elemének a kijelolését jelenti: operandusa nincs, csak eredménye,
tehat azonosithaté X egy elemével.

Ha miiveletek eredményeire Gjabb miveleteket alkalmazunk, akkor zardjelekkel kell
jelezniink, hogy milyen sorrendben kell elvégezniink a miiveleteket. Szokas megallapod-
ni a miiveletek precedenciajaban, példaul a nullér miiveletek utdn az unér miiveleteket,
majd a binér miiveletek koziil el6bb a ,hatvanyozasszeri”, majd a ,szorzasszeri”, végul
az ,Osszeaddsszeri” miiveleteket végezziik el, stb. Ilyen megéallapodéssal a zardjelek egy
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része megtakarithatd. Megjegyezziik azonban, hogy a zardjelek teljesen elhagyhatdk, ha
a miveleti jeleket mindig az operandusok elé irjuk. Ezt a jelolésmédot Jan Fukasiewicz
vezette be, és lengyel jelolésnek szokas nevezni. Az informatikaban még elterjedtebb a
forditott lengyel jelolés (szokdsos roviditése: RPN, Reverse Polish Notation), amelynél
a miiveleti jelek az operandusok utan kovetkeznek. Néhany zsebszamoldégép mellett a
FORTH programozasi nyelv és a beldle kifejlesztett PostScript® nyomtatdvezérlé nyelv
és szinte minden forditoprogram ezt hasznalja, mert ezzel a jeloléssel a kifejezések kiér-
tékelése egyszeriien balrdl jobbra torténhet.

° 1.4.37. Példa. A természetes, egész, raciondlis, illetve valés szamok esetén + és -
binér (kétviltozds) miivelet. A természetes szdmokon a kivonds nem miivelet, a tobbi
esetben igen. Az osztas egyik esetben sem miivelet, mert nincs mindeniitt definidlva. Az
x — —x ellentettképzés a természetes szdmokon nem, a tobbi esetben unér (egyvaltozos)
miivelet, mig a reciprokképzés nem miivelet, mert nincs mindeniitt definidlva. A 0 illetve
az 1 kijelolése nullér (nullvaltozés) miivelet.

1.4.38. Példak. (1) Ha X egy halmaz, akkor az U, N, \ és A binér miiveletek, a ’
(komplementerképzés) pedig unér miivelet p(X)-en.
(2) Ha X egy halmaz, a o Osszetétel miivelet az X-beli binér reldcidk kozott.

° 1.4.39. Példak: miivelet megadasa tablazattal. Egy véges halmazon egy binér
miiveletet (vagy dltaldnosabban, barmely, két véges halmaz Descartes-szorzatdn értelme-
zett fliggvényt) miiveleti tabldval is megadhatunk: az els§ oszlopba a baloldali operandus,
az elsO sorba pedig a jobboldali operandus keriil. Példaul az aldbbi tabldzatok a logikai
jeleknek megfelelé binér logikai miiveleteket definidljak (neviik itt is rendre konjunkcid,
diszjunkeié, implikécié, ekvivalencia, kizar6 vagy, sem-sem, osszeférhetetlen vagy):

Al vt ol
N N
A I [
= |+ | = |1 |
D 1 T
U ) Lot
o | 1 | Lt
IR NI
N U
HE
NIE
.

Hasonléan egy véges halmazon egy unér miiveletet (vagy éltaldnosabban, barmely,
véges halmazon értelmezett fiiggvényt) is megadhatunk tébldzattal. Példdul az aldbbi
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tablazat a ,nem” logikai jelnek megfelel6 fliggvényt adja meg:

Altaldnosabban, az informatikdban véges sok véges halmaz Descartes-szorzatdn ér-
telmezett fiiggvényt egy tombbel adhatunk meg.

— 1.4.40. Feladat [3]. Hany nullér, unér illetve binér miivelet definidlhaté egy 0, 1,
2, illetve 3 elemi halmazon?

— 1.4.41. Feladat [7]. Keressiik meg az 6sszes binér logikai miiveletet (azaz az 6sszes
miiveletet az {7,]} halmazon). Fejezziik ki mindet a tanult logikai miiveletekkel, minél
kevesebbel. Keressiink olyan binér miiveletet, amellyel minden mas binér logikai miivelet
kifejezheto.

° 1.4.42. Feladat [7]. Milyen logikai mifiveletek talalhatok példaul az MMIX vagy az
IBM Cell processzor utasitaskészletében? Vajon miért pontosan ezek?

1.4.43. Miiveletek fiiggvényekkel. Legyen X tetszOleges halmaz, Y pedig egy halmaz
a * binér miivelettel. Ekkor az X-et Y-ba képezo fliggvények kozott is értelmezhetiink
spontonként” egy binér miiveletet (amelyet ugyanazzal a jellel szokds jelolni) az

(f*g)(x):= f(x) * g(x) minden € X-re, ha f,g: X =Y

Osszefiiggéssel. Hasonldan definidlhatok unér, illetve nullér miiveletek fiiggvényekkel. S6t,
ha csak egy * € Y XY — Y parcialis mivelet adott és f,g € X — Y, akkor is tekinthetjiik
az x = *(f(x),g(x)) leképezést, de ez mar nem biztos, hogy mindeniitt értelmezve lesz
X-en, még akkor sem, ha f és g mindeniitt értelmezve vannak X-en.

°1.4.44. Példa. Egy adott X halmazon értelmezett egész, raciondlis, illetve valds értékii
fliggvények esetén az Gsszeadast, kivonast és a szorzast ,pontonként” értelmezziik fiiggvé-
nyekre is, de két fliggvény hanyadosa nincs mindeniitt definidlva. Filiggvény ellentettjét is
pontonként definialjuk. A 0 illetve az 1 kijel6léséb6l mint nullér miiveletbdl az azonosan
0, illetve azonosan 1 fiiggvény adddik.

° 1.4.45. Példak. Egy n-bites szamitégépen rendszerint rendelkezésre allnak a logi-
kai miiveletek az n-bites szavakon, azaz a {0,1,...,n — 1} halmazt a {f,]} halmazba
képezo fliggvények halmazan. Szokasosan az 1 értéket 1, a | értéket pedig 0 reprezen-
talja. Aramkérokben 1 reprezenticiéja magas fesziiltség- vagy dramérték (H, mint high),
| reprezentécidja pedig alacsony fesziiltség- vagy dramérték (L, mint low), vagy pedig
forditva. Az elsé esetben pozitiv logikardl, a mésodik esetben pedig negativ logikarol
beszéliink.

1.4.46. Miivelettarté leképezések. Legyen * binér miivelet az X, és legyen
binér miivelet az X’ halmazon. Egy ¢: X — X’ leképezést mivelettartonak neveziink, ha
p(x*y) = p(r)* p(y) minden z,y € X-re. Hasonl6an értelmezziik a miivelettartast unér
és nullér miiveletre is.

A miivelettartds jelent&sége, hogy ha ¢ kolcsonosen egyértelmi, akkor X és o(X)
kozott nem tudunk kiillonbséget tenni a miivelet alapjan, ,,algebrailag megkiilonboztethe-
tetlenek”.
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°1.4.47. Példa. Ha a > 1, az z — a” leképezés miivelettart6 és kolesénosen egyértelmii
leképezése az Osszeadassal tekintett valos szamoknak a szorzéassal tekintett pozitiv valds
szamokra. Ez a leképezés miivelettartd leképezése az ellentettképzéssel tekintett valds
szamoknak a reciprokképzéssel tekintett pozitiv valdés szadmokra, valamint a 0-t 1-be viszi
at, igy ezen unér miiveletekre is mivelettarté.

—° 1.4.48. Feladat [5]. Mi koze a kilences illetve a tizenegyes-prébanak a miivelettarté
leképezésekhez?

1.4.49. Tovabbi feladatok. [3]: 1.25-1.52, 1.54-1.90; [36]: 4.2-4.6, 4.10, 4.12-4.14,
4.18-4.20, 4.22-4.30, 5.2-5.6, 5.9-5.11; 6.1-6.9, 9.9, 12.3-12.22; [56]: 2.0-10.— 2.0-19; [59]:
1.1.22,1.1.29,1.1.36-39, 1.2.4, 1.2.6, 1.2.12, 1.2.15, 1.2.16, 1.2.19, 1.2.20, 1.2.21, 1.2.25, 1.2.28,
1.2.30-1.2.43, 1.2.46-49, 1.2.51; [83]: 11.8.10-11.8.25, 11.8.33; [84]: 1.13, 1.17, 1.32-1.36.
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2

Természetes szamok

Ebben a fejezetben a természetes szamokat targyaljuk a Peano-axiéméakbdl kiindul-
va. A részletes axiomatikus targyalas célja egy példaval el6késziteni a logika és a logikai
programozasi nyelvek tanitasat.

2.1 Peano-axiomak

2.1.1. Peano-axiémak. Legyen N egy halmaz és * egy N-en értelmezett fiiggvény.
Az alabbi feltételeket Peano-azidmdknak nevezzik:

1) 0el;

2) han €N, akkor nt € N;

) han e N, akkor n™ £ 0;

4) han,m €N ésnt =m", akkor n = m;

5) ha S CN,0€S, tovdbba n € S esetén n™ € S, akkor S = N.

Tulajdonképpen egy (N, (0, ")) péart tekintiink, ahol N egy halmaz. (1) azt fejezi ki,
hogy kijeloltiink egy specidlis elemet, azaz 0 egy nullér miivelet N-en. (2) azt fejezi ki,
hogy * egy unér miivelet N-en. (3) azt fejezi ki, hogy 0 nincs a  értékkészletében. (4)
azt fejezi ki, hogy a T leképezés kolcsonosen egyértelmii (injektiv). A 0 elemet nulldnak,
a * unér miiveletet rdkévetkezésnek, az nt elemet az n rakovetkezdjének nevezziik. (5) a
matematikai indukcid elve, vagy roviden az indukcid elve (a teljes indukcid elve elnevezés
is hasznéalatos, de a teljes indukcié elnevezést mi a szokdsosndl sziikebb értelemben fogjuk
hasznalni); szemléletesen azt jelenti, hogy N minden eleme 0-bél rakovetkezéssel elérhetd,
mas természetes szam nincs.

Ha n € N, akkor n™ # n: valéban, az S = {n € N:n" # n} halmaz (3) szerint
tartalmazza 0-t, és (4) szerint, ha tartalmazza n-et, akkor n*-t is, mert (n*)" = n-bdl
nt = n kovetkezne, {gy (5) szerint S = N, azaz minden n € N-re nt # n. (Az ilyen
bizonyitasokat matematikai indukcioval vagy réviden indukcioval valé bizonyitdsoknak
szokas nevezni, és nagyon gyakran szerepelnek természetes szdmokra vonatkozé allitasok
bizonyitdsanal.)

Minden 0 # n € N-hez van egy ((4) szerint egyértelm(i) m € N, amelyre m
ezt is indukciéval bizonyitjuk. Valéban, az

w

(
(
(
(
(

+ =

S ={0}U{n € N:van olyan m € N, amelyre m*™ = n}

halmazra 0 € S, és ha n € S, akkor n* = (m™)* € S, {gy (5) szerint S = N. Az n > n"
leképezés értékkészletét, az N\ {0} halmazt, a pozitiv természetes szamok halmazdt N*-
szal jeloljiik, a leképezés inverze pedig az Nt-szon értelmezett n — n~ leképezés.

Ezt az apré triikkkot, amelyet az el6z6 bekezdésben hasznaltunk, azaz hogy a nullat
bevettiik S-be, mindig alkalmazhatjuk, ha az indukciét nem 0-tél akarjuk kezdeni.
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Legyen 1: =07, 2:=1%,3:=2%, 4:=3", 5:=4", 6:=5", 7: =6, 8&: =71, 9: = 8"
(Ha tovabbi szdmjegyekre van szitkségiink, példdul hexadecimédlis (tizenhatos) szdmrend-
szerben, akkor igy folytatjuk: A:= 9", B:= A% stb.)

Az N halmazt (vagy pontosabban az (N, (0,)) part) természetes szdmoknak nevez-
ziik. (Vannak, akik a természetes szdmokat 1-gyel kezdik.)

Tobb természetes kérdés meriil fel. Az elsd, hogy a Peano-axiéméknak nevezett

feltételek egyértelmiien meghatarozzak-e N-et? A vilasz igen, egy pontosan meghatarozott
értelemben. A masodik, hogy létezik-e N? Erre is igen a valasz, a halmazelmélet szokdsos
axiomarendszerében. Mindkét allitast be fogjuk bizonyitani. Egy tovabbi, hogy szilikség
van-e mind az 6t axiémara a fenti két igen valaszhoz? Igen, mint a kdvetkez6 megjegyzés
példai mutatjak.
x 2.1.2. Megjegyzés. Peano 6t axiéméja (bizonyos értelemben) egyértelmiien megha-
tarozza a természetes szamokat (lasd 2.1.5), de ezek koziil barmelyiket elhagyva mar nem
teljestl az egyértelmiiség: a természetes szamokon kiviil mas struktarak is megfelelnek.
Peano az egyes esetekre a kovetkezd példakat adta:

(1) Legyen N a pozitiv egész szamok halmaza. Ekkor az els6 axiéma nem teljesiil (a
harmadik és az 6t6dik pedig értelmetlenné valik).

(2) Legyen N = {0,1,2}, és 0 = 1, 1T = 2, de nem értelmezziik 27-t. Ekkor a
masodik axiéma nem teljestil.

(3) Legyen N = {0,1,2,...,23}, és a rakovetkezést definidljuk az 6rdknél szokdsos
értelemben, tehat 07 =1, 17 =2, ..., 23%" = 0. Ekkor a harmadik axiéma nem teljestil.

(4) Legyen N ={0,1}, és 0t =1, 17 = 1. Ekkor a negyedik axiéma nem teljesiil.

(5) Legyen N a nem negativ raciondlis szdmok halmaza, és minden elem rakovetke-
z6je legyen a nala 1-gyel nagyobb raciondlis szdm. Ekkor az 6t6dik axiéma nem teljestil.

Ezek a példak azt is mutatjak, hogy az 6t axioma mindegyike fiiggetlen a mésik
négytol.

x 2.1.3. Megjegyzés. Peano nem halmazok, hanem tulajdonsagok segitségével fogal-
mazta meg axiémait. Bar jeloléseink hasonléak az 6véhez, szimara azok egészen mast
jelentettek. Szamara 0 € N a ,zero es numero” mondat réviditése, ahol az ,€” az olasz
»es” (németiil: ,ist”, angolul: ,is”) jele. Ez pontosan nem adhaté vissza magyarul, mert
(jelen id6ben) nem hasznalunk segédigét, vo.: ,Peter is happy”. Peano szerint Peter €
happy azt fejezi ki, hogy Péter rendelkezik a ,happy” tulajdonsaggal, és nem halmazhoz
tartozast jelent.

Peano hires munkaja megirasakor még nem tudhatta, hogy tetszoleges tulajdonsag
alapjan nem képezhetiink Gsszességet, halmazt (lasd 1.2.7), hiszen Russell paradoxona par
évvel kés6bbrél szarmazik. Ennek ellenére Peano axiémarendszere szolgalt mintaul Zer-
melonak a halmazelmélet axiomatikus felépitéséhez. Manapsig Peano axiomait halmazok
nyelvén szokéas megfogalmazni, ahogy mi is tettiik.

Miel6tt a természetes szamok 1étezésére és egyértelmiiségére vonatkozd tételeket be-
bizonyitanank, az N-en értelmezett fiiggvények rekurzioval valé definicidojanak modszerét
targyaljuk. Az N-en értelmezett fiiggvényeket végtelen sorozatoknak nevezziik. (Az NT
halmazon értelmezett fliggvényeket is szokds végtelen sorozatnak nevezni.) Erezziik, hogy
egy sorozatot megadhatunk gy, hogy megadjuk a 0 helyen felvett értékét, és megadunk
egy képzési szabdlyt, amelynek alapjan megkapjuk a sorozat n helyen felvett értékébol
az n™ helyen felvett értékét. Errdl szol a kovetkezd tétel.
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2.1.4. Rekurziététel. Legyen X egy halmaz, a € X és f: X — X egy fiiggvény.
Ha N-re a Peano-axiomak teljesiilnek, akkor egy és csak egy olyan N-et X-be képez6 g
fiiggvény létezik, amelyre g(0) = a és g(n*) = f(g(n)) minden n € N-re.

x Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha g és g* is a tétel feltételeit kielégito fiiggvény,
akkor indukciéval adédik, hogy g = g*.

Csak g létezését kell tehat belatnunk. Tekintsiik N x X mindazon A részhalmazainak
A rendszerét, amelyekre (0,a) € A, és ha (n,z) € A, akkor (n", f(x)) € A. Mivel az egész
N x X rendelkezik ezekkel a tulajdonsagokkal, az A halmazrendszer nem ftires. Indukciéval
kapjuk, hogy minden A € A relaci6 értelmezési tartomanya N.

Tekintstik az A-beli halmazok metszetét, jelolje ezt g. Mivel A zart a metszetkép-
zésre, nyilvan g € A, csak azt kell bizonyitanunk, hogy g fiiggvény. Més szdval, azt kell
igazolnunk, hogy minden n € N-re, ha (n,z) € g és (n,y) € g, akkor z = y. Indukcié-
val bizonyitunk. Legyen S azoknak az n € N-eknek a halmaza, amelyekre (n,z) € g és
(n,y) € g esetén = = y.

Ha 0 ¢ S teljesiilne, akkor valamilyen a # b € X-re (0,a),(0,b) € g éllna fenn. De
ekkor g\ {(0,b)} még mindig A-beli, mert tartalmazza (0, a)-t, és ha tartalmazza (n, z)-
et, akkor (n', f(z))-et is, hiszen n™ # 0, tehat ((n*, f(z)) # ((0, f(z)). Ez ellentmond
annak, hogy g = NA, tehat 0 € S.

Most tegyiik fel, hogy n € S. Ez azt jelenti, hogy pontosan egy olyan z € X létezik,
hogy (n,z) € g. Mivel (n,z) € g, teljesiil, hogy (n", f(z)) € g. Ha n™ nem tartozna S-
hez, akkor (n',y) € g teljesiilne valamely f(z)-t6l kiilonboz6 y-ra. A g\ {(n*,y)} reldcié
még mindig A-beli, mert nyilvdn tartalmazza (0, a)-t, hiszen 0 # n™, és ha tartalmazza
példaul (m, z)-t, akkor tartalmazza (m™", f(z))-t is; valdéban, ha m = n akkor ez fennall,
ha pedig m # n, akkor m™ # n™. Ez megint ellentmond annak, hogy g = NA. Ebbdl az
ellentmonddsbdl kovetkezik, hogy nt € S. De akkor az indukcid elve szerint S = N. O

2.1.5. A természetes szamok egyértelmiisége. Tegyiik fel, hogy N és N’ is eleget
tesz a Peano-axiémaknak. Ekkor létezik olyan ¢ kdlcséndsen egyértelmii leképezése N-nek

N’-re, amelyre p(0) = 0" és p(n™) = ((p(n))+/ minden n € N-re. (Itt N’-ben 0 helyett 0’-t
és + helyett *'-t frtunk.)

A kés6bbiekben a természetes szamokra tovabbi miiveleteket (Gsszeadds, szorzds,
stb.) fogunk bevezetni. Mivel ezeket mindig a rakovetkezés segitségével definidljuk, mindig
koénnyen bizonyithatd, hogy ¢ ezeket is ,tartja”. Ennek bizonyitasdval nem foglalkozunk.

Bizonyitas. A rekurziétételt alkalmazva X = N'-re, a = 0° € N'-re és f =*"-re
kapjuk ¢-t, mmt a tételbeli g-t. Mivel az értékkészlet tartalmazza 0’-t, és ha tartalmazza
n’-t, akkor n’ 4 is, ¢ az N’-re képez az indukcié elve miatt. Jelolje S az N’ azon elemeit,
amelyek csak egyetlen n € N képeként 1épnek fel. Nyﬂvan 0" € S, mert az ertekkeszlet
minden més eleme valaminek a rdkovetkezdje. Ha n’ € S, akkor egyetlen olyan n € N
létezik amelyre p(n) = n’. Definici6 szerint p(n™) = n* . Ha Valamely m-re o(m) =

n’", akkor ez az m nem lehet 0, igy m = k*. De p(kT) = ((p(k)) , 1gy (k) = n’, amibdl

k = n, tehadt m = n* kovetkezik, vagyis n’ ' € 5. Tehdt S = N/ , azaz @ kolcsonosen

egyértelmi. O

2.1.6. A természetes szamok létezése. Van olyan (N, (0,)) pdr, amely eleget tesz
a Peano-axiomaknak.
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x Bizonyitas. Azt fogjuk megmutatni, hogy az whalmaz az (-zal mint nulldval és
a iz = 2 U {z} unér miivelettel eleget tesz a Peano-axiéméknak. Ennek alapjan a
halmazelméletben rendszerint w-t azonositjak N-nel.

A Peano-axiémak kozil (1) és (2) kovetkezik w definicéjabdl. (5) ugyancsak kovet-
és zart az x > x U {x} rdkovetkezésre. (3) nyilvan teljesiil, mert 27 = 2 U {a} nem {ires.
Igy csak (4)-et kell beldtni.

Legyen

S ={z €whayex, akkor z ¢ y}.

Az S halmaz w azon elemeit tartalmazza, amelyek nem részhalmazai egyetlen elemiiknek
sem. Indukciéval megmutatjuk, hogy S = w. Nyilvdn () € S. Tegyiik fel, hogy = € S.
x-nek. Minek lehet részhalmaza 7?7 Ha ™ C y, akkor « C y, {gy y ¢ x. Tehdt ™ nem
részhalmaza z egyetlen elemének sem. fgy T sem z-nek, sem z elemeinek nem lehet
részhalmaza, tehdt o™ az ™ egyetlen elemének sem lehet részhalmaza. Innen z+ € S
adodik. Ez azt jelenti, hogy S = w.

Nevezziink egy halmazt tranzitivnak, ha barmely eleme halmaz, és annak minden
eleme az eredeti halmaznak is eleme; azaz x tranzitiv halmaz, ha y € x esetén y halmaz,
és z € y esetén z € x. Legyen

T = {z € w: minden y-ra, amelyre y € z, teljesiil y C x},

azaz w tranzitiv elemeinek halmaza. Indukciéval megmutatjuk, hogy T = w. Nyilvan
() € T. Tegyiik fel, hogy z € T. Ha y € x*, akkor y € x vagy y = x. Az els6 esetben az
z € T feltevés miatt y halmaz, és y C x C . A mdsodik esetben y nyilvdn halmaz, és
y C at, azaz y C 27, Ezzel megmutattuk, hogy z* minden eleme halmaz és részhalmaza
xt-nak, igy ™ € T. Ez azt jelenti, hogy T = w.

Most bebizonyitjuk (4)-et. Tegyiik fel, hogy =,y € w és z7 = y*. Mivel x € zT,
kapjuk hogy = € y*, amibdl x halmaz, és x € y vagy x = y. Hasonldképpen vy is halmaz,
ésy € x vagy y = x. Ha & # y, akkor « € y és y € x is teljesiil. Mivel w minden eleme
tranzitiv, ezért x € x. De akkor a tranzitivitds miatt x C z, ami viszont S definicidja
szerint ellentmond annak, hogy S = w. O

2.1.7. Karakterisztikus fliggvények. Legyen X egy halmaz, és ha Y C X, legyen
Xy(z) =1, hax € Yés xy(zr) =0, hax € X \Y. A xy fliggvényt az Y halmaz (X-en
értelmezett) karakterisztikus figguényének nevezziik. Az Y — xy leképezés nyilvan koleso-
nosen egyértelmi leképezése p(X)-nek az X-en értelmezett karakterisztikus fiiggvények
{0,1}* halmazéra. (Emiatt szokés p(X)-et 2%-szel is jelélni.)

—° 2.1.8. Feladat [5]. Indukci6val bizonyitsuk be az aldbbi Osszefliggéseket:

(1)
1
1+2+3+-~+n:7n(n2+ );

(2)
12+22+32...+n2:n(ﬂ+1)(2n+1)'
6 I
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1 2
1-2+2-3+...+n(n+1):%;

1-2.--m+2-3---(m+1)+---+nn+1)---(n+m—1)
:n(n+1)-~-(n+m)
m+1

b

n?(n+1)*

13+23+...+n3:(1+2+,,,+n)2: 1 ’

1-442- 7+ +nBn+1) =n(n+1)%

1 N 1 R 1 n—1
1-2 2.3 (n—n  n '
® 11 1 2n—1
n—
I+-+ -+ +=< h 1;
+4+9+ +n2 et a n>

20+21+22_~_”.+2n:2n+1_1;

qn+1 -1

l+q+¢+-+q" = PR ha ¢ # 1.
2.1.9. Feladat [8]. Bizonyitsuk be Nikomakhosz tételét: 13 = 1, 23 = 3 +5, 3% =

7+9+11,43 = 13+ 15+ 17+ 19 stb. Vezessiik le ebbdl az el6z6 feladat (6) dsszefiiggését.

—° 2.1.10. Feladat [1]. Hol a hiba a kovetkezd okoskoddsban? Bebizonyitjuk, hogy
minden egész szam egyenld. Azt latjuk be, hogy barmely egész szam megegyezik a ra-
kovetkezdjével, azaz n = n + 1. Tegylik fel, hogy ez igaz n-re. Ekkor n 4 1-re is, mert
n=n+1blln+1=(Mn+1)+1

—° 2.1.11. Feladat [4]. Hol a hiba a kovetkezd okoskoddsban? Bebizonyitjuk, hogy
a sik rajta van egyetlen egyenesen. Elég megmutatni, hogy akirhogy vesziink véges sok
pontot, azok egy egyenesen vannak. Egy és két pontra ez igaz. Tegyiik fel, hogy barmely
n pont egy egyenesen van. Vegyiink n + 1 pontot. Az els6 n pont egy egyenesen van.
Vegyiink el ezek koziil egyet, és adjuk hozzd az n + l-edik pontot. Ez az n pont is egy
egyenesen van, tehat az n + 1 pont egy egyenesen van.

—° 2.1.12. Feladat [4]. Hol a hiba a kovetkezd okoskoddsban? Bebizonyitjuk, hogy
adott a pozitiv valés szamra és barmely n € N természetes szdmra a” ' = 1. Az allitas
igaz, ha n = 1. Ha igaz barmely n 4 1-nél kisebb szamra, akkor

n—1_  n—1 1-1

+1)—1 __ _ _ —
a<" ) —Gn—W—i—l
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—° 2.1.13. Feladat [4]. Hol a hiba a kovetkez8 okoskoddsban? Bebizonyitjuk, hogy

1 N 1 - 1 3 1
1-2 2-3 (mn—1)n 2 n’

Ha n =1, akkor 3/2 —1/n =1/(1-2), és ha n-re igaz, akkor

1
1-2

L1, ot o1 3 1.1 13 1
2-3 (n—Ln nn+1) 2 n n n+tl 2 n+l

° 2.1.14. Feladat [5]. Indukci6val bizonyitsuk be az aldbbi Osszefliggéseket:

(1)

-1y LR !
2n  n+1 2n’
(2)
1-2 3.4 (2n—1)2n n+1 2n’
(3) ,
4n? —1
12+32+52+-~-+(2n—1)2:%;
(4)
11142214334+ +n-nl=(n+1) -1
(5) ,
-1 2
0-12+1~22+2~32+~--+(n—1)n2:n(n 1)2<3n+ >;
) 1 1 1 1 2
n+
I—=)(1—=)(1—=)--(1— = ;
< 4)( 9)( 16) < (n+1)2) 2n +2’
g 1 1 1
(i g) (1) (1 ) =
(1+1) +3 +3) +o)=nt
(8)

(220 + 1) (221 + 1) (222 + 1) . (22” + 1) — 92" .
—° 2.1.15. Feladat [6]. Fejezziik ki egyszer(ibb alakban az aldbbi osszegeket:

(1)
14345+ -+2n—1=n?%

(2)
12 _ 22 + 32 _ (_1)n71n2.

° 2.1.16. Feladat [9]. Fejezziik ki egyszeriibb alakban az alabbi Gsszegeket:
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RS IO ESR T
1.5 2 7 (n—3)n+1)
(2)
1 + 1 _i'_..._l’_;-
1-2-3 234 n(n+1)(n+2)’
3)

4244+ 4 nt
° 2.1.17. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy minden k € N-re
P42k 430 . b
egy k + 1-ed foku polinomja n-nek.

° 2.1.18. Feladat [11]. Fejezziik ki egyszer(ibb alakban az aldbbi &sszegeket:

(1)

13 33 53 (—1)"(2n+1)3
1444 3444 5%+4 (2n+1)* +4
(2)
1-20 42224323+ +n2m
(3)

1zt +222 4+ 323 +---+na", ha x€R, z#]1.
—° 2.1.19. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N*-ra
(1)

1 1 1
N<1+ =4 —= 4+ —= < 2V;
R RN

(2)

DS TR <
2= "273 1=

° 2.1.20. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy
(1)

1 2
nﬁl—k——i—— o4+ ——<3——, ha neNt
N RN RN e T

(2) , ,
Vn<14 o4 —— < 2yn, ha neENT
VARV AR
Q .
%>27 ha neN, n>1;
@ 1 1 1 13
S R N R Wt N 1:
nrl g2 T, T M mEN AL
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3 5 2n—1 1

1
.2 2 h N 1;
2n S2°1°6 o S Bnyr o rERnoE
(6) 1 1 1 1 7
n6/7§7+7+7+...+ S—n6/77 ha ’I’LED\IJ";
ATRTBTT RS
(7)
2" >14+nV21, ha neN, n>1;
(8)
2" >n% ha neEN, n>4;
(9)
3">n% ha neN, n>3;
(10)
2" >n3, ha neEN, n>9;
(11)

3" >2"+7Tn, ha mneN, n>3.

° 2.1.21. Feladat [5]. Indukcidval bizonyitsuk be, hogy ha n € Nt akkor 2™ osztja az
(n+1)(n+2)---(2n) szorzatot.

° 2.1.22. Feladat [5]. Bizonyitsuk be a Bernoulli-egyenlétlenséget: © > —1, n € Nt
esetén fenndll az (1 + x)™ > 1 4+ nx egyenlétlenség és egyenléség csak n = 1 vagy z =0
esetén teljesiil.

° 2.1.23. Feladat [5]. Bizonyitsuk be az dltaldnositott Bernoulli-egyenlStlenséget:
(I4+z)d+ay) - (I4z,) 214z tas+- - +a,,
ahol z,,...x, azonos el6jelli és —1-nél nagyobb valds szamok.
° 2.1.24. Feladat [6].
° 2.1.25. Feladat [6]. Fejben: hany jegyfi 10%° kettes szamrendszerben?
]-
]

[
° 2.1.26. Feladat [3
° 2.1.27. Feladat [5

Fejben: hany jegyti 2390 tizes szdmrendszerben?

Igazoljuk, hogy (1+1/n)" > 2, han €N, n > 2.
Igazoljuk, hogy

35 7 2n—|—1<(n—|—1)"+1
2 2 2 2 2 ’

haneN, n>2.

° 2.1.28. Feladat [5]. A k szerinti indukci6val bizonyitsuk be, hogy ha k,n € Nt és
k <n, akkor (1+ 1/n)* <1+ k/n + k?/n?. Ezt felhasznalva mutassuk meg, hogy

(1) (1+1/n)" <3, haneNt;

(2) n"<(n)? haneN, n>2;

(3) n"l>(m+1)", haneN,n>2.
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°x 2.1.29. Feladat [10]. Bizonyitsuk be, hogy van olyan N € N, hogy
204l (2n)! > (n)2((n+1)N", ha n> N.

° 2.1.30. Feladat [7]. Hany részre osztja a sikot n egyenes, ha ,dltalanos helyzetliek”,
azaz kozulik semelyik kett6 nem parhuzamos és semelyik hdrom nem megy at egy ponton?

° 2.1.31. Feladat [9]. Bizonyitandd, hogy véges sok egyenes (vagy kor) a sikot olyan
tartomanyokra bontja, amelyek kiszinezheték két szinnel gy, hogy azonos szinli tarto-
manyoknak nincs k6zos hatarvonaluk.

°x 2.1.32. Feladat [9]. Irjunka...e >0 ...N ...n > N (|a,, — A| < ¢) kifejezésbe,
amelyben a:N — R egy sorozat, A,e € R és n, N € N, a kipontozott részek helyére
kvantorokat az Osszes lehetséges médon. Milyen tulajdonsdgat fejezik ki a sorozatnak a
kapott formuldk? Ha van, adjunk meg olyan sorozatot, amely rendelkezik a megfelel6
tulajdonsaggal.

°x 2.1.33. Feladat[8]. Az eldz6 feladat jeloléseivel, adott A € R-re milyen tulajdonségét

fejezik ki az a:N — R egy sorozatnak az alabbi formuldk? Ha van, adjunk meg olyan
sorozatot, amely rendelkezik a megfelel6 tulajdonsaggal.

(1) AINVe>0Vn> N (a, — A| <e);

(2) AINVe>03n> N (Ja, — Al <e);
(3) VN3 >0VYn> N (Ja, — Al <e);
(4) VN3 >03n >N (Ja, — Al <e).

°x 2.1.34. Feladat [10]. Irjunka...A ...N ...n > N (a, > A) kifejezésbe, amelyben
a:N — R egy sorozat, A € R és n, N € N, a kipontozott részek helyére kvantorokat az
Osszes lehetséges modon, illetve permutaljuk a kvantoros részeket. Milyen tulajdonsagat
fejezik ki a sorozatnak a kapott formuldak? Ha van, adjunk meg olyan sorozatot, amely
rendelkezik a megfelel6 tulajdonsidggal.

—° 2.1.85. Feladat [3]. Ha Yés Z az X alaphalmaz részhalmazai, fejezziik ki az X \'Y,
YNZ YUZ Y\Zé Y A Zhalmazok karakterisztikus fiiggvényeit xy és x, segitségével.

—° 2.1.36. Feladat [3]. Az informatikdban elterjedt az Iverson-konvencié: ha
Y={zeX:F(x)}

az X részhalmaza, akkor karakterisztikus fiiggvényét [F (z)]jeloli. Adjuk meg mésként az

x> [z #0]/(x+ [z =0]), z € R fiiggvényt.

2.1.37. Tovabbi feladatok. [59]: 1.2.44, 1.2.45; [64]: 2.1.1-2.1.13, 2.2.1, 2.2.2,
2.5.1-2.5.4; [84]: 1.37.

2.2 Miiveletek természetes szamokkal

2.2.1. Természetes szamok Osszeadasa. A rekurzidtétel alapjan minden m € N-re
egyértelmiien 1étezik olyan s,,: N — N fiiggvény (az m-mel névelés), amelyre s,,(0) = m
és minden n € N-re s,,(n") = (sm(n))+ Az s, (n) szamot m + n-nel fogjuk jelolni, és
az m és az n dsszegének nevezzilk, + az dsszeadds. Megjegyezziik, hogy az Osszeaddsbol
visszakaphatjuk a rakovetkezést, hiszen m™ =m + 1 = s,,(1).
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2.2.2. Tétel. Ha k,m,n € N, akkor
(k+m)+n=Ek+ (m+n) (asszociativitds);
0+n=n+0=mn (a0 nullelem);

—_
~—

m+n =n+ m (kommutativitds);

ham+k=n+k vagy k+m = k + n, akkor m = n (egyszeriisitési szabaly vagy
torlési szabdly ).

—~ o~ o~
W N
= =

Bizonyitas. Az asszociativitast n szerinti indukciéval bizonyitjuk. Felhasznaljuk,
hogy k = 5,(0) = k + 0 minden k € N-re. Az n =0 esetben

(k+m)+0=k+m=4k+ (m+0).
Tegyiik fel, hogy n € N-re igaz az allitas. Beldtjuk, hogy akkor n™ € N-re is igaz. Valéban,

(k+m)+nt =s,.,,(n")=(k+m)+n)" =(k+(m+n))"
=k+(m+n)T=k+ (m+n");

az indukciods feltevést a harmadik egyenloségnél hasznaltuk fel.

(2) bizonyitasa is n szerinti indukciéval torténik. 0+n = sy(n) = n az n = 0 esetben
nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy n € N-re igaz az allitds. Ekkor 0 +n* = sy(n*) = sy(n)* =
(0+n)" =n', {gy az 4llitds minden n € N-re teljesiil.

A jobb oldali egyszertisitési szabdly bizonyitasa k szerinti indukciéval torténik: a
k = 0 eset s, és s, definicidja miatt nyilvanvald, és ha k-ra teljesiil az &llitas, akkor
m+kt =n+ kb6l (m+ k)T = (n+ k)", igy m+k = n+ k, amibél az indukcids
feltevés miatt m = n. A bal oldali egyszertisitési szabaly kovetkezni fog ebbél az esetbél,
ha belatjuk a kommutativitast.

A kommutativitast két indukciéval bizonyitjuk. El0szor n szerinti indukciéval belat-
juk, hogy rogzitett m € N esetén m* +n = (m+n)" minden n € N-re. Az n = 0 eset (2)
miatt teljesiil: m™+0 = m* = (m+0)". Tegyiik fel, hogy m™* +n = (m+n)* valamilyen
n € N-re. Ekkor s,,: és s, definicidja valamint az indukcids feltevés miatt

m* +nt = (m*+n)t = (m+n)*) =(m+n)",

vagyis a segédéllitas tényleg minden n € N-re igaz. Most megmutatjuk, hogy m +n =
n+m minden n € N-re. Az n = 0 eset (2)-b6l kovetkezik. Indukeiéval bizonyitva tegyiik
fel, hogy valamilyen n € N-re igaz az allitds. Ekkor a segédallitas és az indukciés feltevés
miatt

m+nT=(m+n)T=mn+m)T=n"+m,

vagyis m + n = n + m minden n € N-re teljesiil. O

2.2.3. Természetes szamok szorzasa. A rekurziététel alapjan minden m € N-
re egyértelmiien létezik olyan p,,:N — N fiiggvény (az m-mel valé szorzds), amelyre
P, (0) = 0 és minden n € N-re p,,(n*) = p,,(n) + m. A p,,(n) szdmot m - n-el fogjuk
jelélni, és az m és az n szorzatanak nevezziik; - a szorzds.
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=n-1=n (az 1 egységelem);

m-n =n-m (kommutativitds);
k-(m+n)=k-m+k-nés(m+n)-k=m-k+n-k (disztributivités).
Az egyszerlisitési szabélyt kés6bb bizonyitjuk.

c sz

kovetkezik, hogy n -0 = 0 minden n € N-re, igy n = 0 esetén 0-n = 0 is teljestil. Tegyiik
fel, hogy n € N-re 0 - n = 0. Ekkor

0-nt=0-n+0=0-n=0.

(3) bizonyitésa is n szerinti indukciéval torténik. Nyilvin n-1 =n-04 n = n. Az, hogy
1-0 =0, definici6 szerint teljesiil. Tegyiik fel, hogy n € N-re 1-n = n. Ekkor

1-nt=1-n+l=n+1=n".
A bal oldali disztributivitast n szerinti indukciéval bizonyitjuk. Ha n = 0, akkor
E-(m+0)=k-m=k-m+0=k-m+k-0.
Tegyiik fel, hogy n € N-re igaz az allitas. Ekkor

k-(m+nt)=k-(m+n)" =k-(m+n)+k
=k -m+k-n)+k=k-m+(k-n+k)
=k-m+k-nt.

A jobb oldali disztributivitas ebbél kovetkezik, ha belatjuk majd a kommutativitast. Az
asszociativitast is n szerinti indukciéval bizonyitjuk. Az n = 0 esetben

(k-m)-0=0=k-0=Fk-(m-0).
Tegyiik fel, hogy n € N-re igaz az allitas. Ekkor
(k-m)-nt=(k-m)-n+k-m=k-(m-n)+k-m=k-(m-n+m)

=k-(m-nh).
A kommutativitashoz el6szor bebizonyitjuk, hogy
mt n=m-n+n

minden n € N-re. Indukciéval bizonyitva az n = 0 eset m*™ -0 = 0 = m - 0 + 0 miatt
nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy valamilyen n € N-re igaz az &allitas. Ekkor

mtont=mt-n+mt=(m-n+n)+m"=((m-n+n)+m)"
=(m-n+@m+m) =(m-n+m+n)" =((m-n+m)+n)"

=(m-n"+n)t=m-nt +nt.
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Ebbdl az m - n = n - m kommutativitas bizonyitisa n szerinti indukciéval torténik. Az
n = 0 eset (2) miatt teljesiil. Tegyiik fel, hogy n € N-re igaz az 4llitds. Ekkor

m-ntT=m-n+m=n-m+m=nt-m. 0O

— 2.2.5. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy természetes szdmokra
(1)
(2) mn =0 esetén m = 0 vagy n = 0;
(3)

(4) mn=1esetén m=1ésn=1.

m+n=0esetén m =0 és n = 0;

m-+n =1esetén m =1 vagy n = 1;

—° 2.2.6. Feladat [6]. Az aldbbi, képlettel megadott sorozatokat definidljuk rekur-
zi6val. (Hasonlé rekurzidkat haszndlt Babbage els6 szdmitégépe polinomok értékeinek
kiszdmitdsara, és ezdltal trigonometrikus fuggvények értékeinek kozelitésére.)

2

(

(2) a,=n%

(3) a, = (2n+3)%

(4) a, =n3;

(5) a,=n3—n?—2n+3;

(6) a, =n, ha n paros, és a,, = 1, ha n paratlan.

2.2.7. Félcsoport, csoport, kommutativitas. Legyen * egy binér miivelet a G
halmazon. A G halmazt a % miivelettel, (azaz, ha pontosak akarunk lenni, a (G, *) part)
szokds grupoidnak is nevezni. A G egy s elemét bal, illetve jobb oldali semleges elemnek
nevezzik, ha s* g = g, illetve g * s = g minden g € G-re. Ha s bal és jobb oldali semleges
elem is, akkor semleges elemnek nevezziik. A G-ben létezhet akdrhany bal oldali vagy jobb
oldali semleges elem. (Péld4ul a (g, h) — h miiveletnél minden elem bal oldali semleges
elem, a (g, h) — g miiveletnél pedig minden elem jobb oldali semleges elem.) Ha azonban
van egy bal oldali s, és egy jobb oldali s; semleges elem, akkor s, = s, * s; = s;, igy
barmely bal oldali semleges elem megegyezik barmely jobb oldali semleges elemmel, azaz
csak egy bal és jobb oldali semleges elem van.

Ha a * binér miivelet a G halmazon asszociativ, azaz x,y, z € G esetén (x *y) x z =
xx(y=*z), akkor G-t (pontosabban a (G, x) part) félcsoportnak nevezziik. Semleges elemes
félcsoport neve monoid. Ha a G félcsoportban s semleges elem, és g, g* € G-re g x g* = s,
akkor azt mondjuk, hogy g a g* balinverze, g* pedig a g jobbinverze. Ha ¢g* a g bal- és
jobbinverze is, akkor azt mondjuk, hogy a g inverze. Ekkor nyilvan g meg a g* inverze.
Ha g* a g egy balinverze, ¢** pedig a g egy jobbinverze, akkor

Hk Kk

g =g *s=g"*%(gxg™)=(g"*g)xg”" =sxg" =g

Specidlisan, ha g-nek van inverze, az egyértelmii. Az inverzképzést unér miiveletnek is
tekinthetjiik. Vegyiik észre, hogy ha h-nak h* az inverze, akkor g * h inverze h* * g*, mert

(gxh)x (W xg") =gx* (hx(h**xg") =g ((h+xh*)xg") =gx(sxg*) =g*g" =5,
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és hasonléan (h* % g*) * (g * h) = s. Ha egy semleges elemes félcsoport minden elemének
van inverze, akkor csoportnak nevezziik.

Egy G monoid azon elemeinek halmazat, amelyeknek van inverze, G*-szel jeldljitk
(fiiggetleniil attdl, hogy mivel jel6ljiik a miiveletet). Barmely G monoidra (G*, *) csoport.
(Ha két miivelet van, és a struktiira az egyikre csoport, akkor a mésikra értend6 a jelolés,
példaul R* =R\ {0}.)

Ha a * binér miivelet a G halmazon, g,h € G és g * h = h x g, akkor azt mondjuk,
hogy g és h felcserélhetéek. Ha G barmely két eleme felcserélhetd, akkor a * miiveletet
kommutativnak nevezzitk. Kommutativ esetben a miiveletet gyakran +-szal jeloljik (ad-
ditiv jelolés), a semleges elemet nullelemnek nevezziik, és n-nel vagy 0-val (ha nagyon
precizek vagyunk, na-vel vagy 0,-vel) jeloljiik, a g inverzét pedig —g-vel jeloljik és g el-
lentettjének nevezziik. A kommutativ csoportokat Abel-csoportnak szokéds nevezni, mert
Niels Henrik Abel norvég matematikus vizsgélta 6ket eldszor. Gyakran h + (—g) helyett
h—g-t frunk. Nem kommutativ esetben a miiveletet rendszerint --tal jeloljiik (multiplikativ
jelolés). Multiplikativ jelolés esetén dltaldban is a semleges elemet egységelemnek nevez-
ziik, és e-vel vagy 1-gyel (ha nagyon precizek vagyunk, akkor e,-vel vagy 1.-vel) jeloljik.
A g inverzét altaldban g~!-el, néha 1/g-vel jeldljiik. Ha kommutativ esetben multiplikativ
jelolést hasznalunk, akkor h - g~1 helyett gyakran h/g- frunk. A nem kommutativ eset-
ben ez nem célszer(i, mert h - g~ nem feltétleniil egyenld g—! - h-val, holott mindkettét
érthetjiik h/g alatt. A 2.2.1 dbra szemlélteti az Osszefiiggéseket.

Grupoid

asszoclativ

Félcsoport

egységelem

Monoid

inverz

Csoport

kommutativ

Abel-csoport

2.2.1 Aabra: egymiiveletes algebrai strukturak.

2.2.8. Megjegyzés. Az el6z6 két tétel mutatja, hogy (N, +) kommutativ félcsoport
a 0 nullelemmel (beldthatd, hogy csak a 0-nak van additiv inverze, a 0, tehdt (N, +)
nem csoport), valamint (N,-) és (NT,-) is kommutativ félcsoport az 1 egységelemmel
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(beldthatd, hogy csak az 1-nek van multiplikativ inverze, az 1, tehdt (N, -) és (NT,-) sem
csoport).

2.2.9. Példék. (1) Ha X tetszdleges halmaz, akkor (p(X),N) és (p(X),U) kommutativ
egységelemes félcsoportok (az egységelem X illetve 0)), tovabbé (p(X),A) Abel-csoport,
amelyben az egységelem az iires halmaz, az inverz pedig a halmaz maga, mig (p(X),\)-
ben altaldban nincs egységelem, a miivelet nem asszociativ és nem is kommutativ.

(2) Ha X egy halmaz, akkor az X-beli binér reldcidk a o osszetétellel egységelemes
félcsoportot alkotnak, amelyben az identikus leképezés az egységelem, de amely altaldban
nem kommutativ és nem is csoport, bar vannak invertalhaté elemei.

(3) Ha X egy halmaz, akkor az X-et onmagédba képez6 fiiggvények a o Gsszetétellel
mint mivelettel egységelemes félcsoportot alkotnak, amelyben az identikus leképezés az
egységelem. Ha csak az Osszes injektiv, illetve az Osszes sziirjektiv leképezéseket tekint-
jik, akkor is egy-egy egységelemes félcsoportot kapunk ugyanazzal az egységelemmel. Az
Gsszes bijektiv leképezések (vagyis a permutécidk) csoportot alkotnak. Ezt a csoportot
S x-szel jeloljik, és X szimmetrikus csoportjanak nevezziik. Ha az 6sszes nem injektiv le-
képezéseket, illetve az 6sszes nem sziirjektiv leképezéseket tekintjiik, akkor is félcsoportot
kapunk, de ez mar nem lesz egységelemes. Mindezen példakban a miivelet altalaban nem
kommutativ.

2.2.10. Feladat [10]. Egészitsiik ki az el6z6 pontot bizonyitassal.

° 2.2.11. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy az R\ {0,1} halmaz ¢t — ¢, t — 1/(1 —t),
t= E—D/t,t = 1/t t = 1—tést > t/(t— 1) leképezései a fiiggvényosszetétellel
nemkommutativ csoportot alkotnak.

° 2.2.12. Példak. (Z,+), (Q,+), (R,+), (Z*,-), (Q*,-) és (R*,-) Abel-csoportok.

2.2.13. Példak. Ha X = {1,]}, akkor (X, A) és (X, V) kommutativ egységelemes
félesoportok, (X, <=) Abel-csoport, mig (X, =)-ben nincs egységelem, a miivelet nem
asszociativ és nem is kommutativ. (Lasd 1.4.39)

— 2.2.14. Feladat [3]. Egészitsiik ki az eléz6 pontot bizonyitassal.

— 2.2.15. Feladat [3]. Definidljuk a természetes szdmok hatvinyozdsit természetes
szam kitevore. Vizsgaljuk meg a tulajdonsagait.

— 2.2.16. Feladat [3]. Hany kommutativ binér miivelet definidlhaté egy 0, 1, 2, illetve
3 elemi halmazon?

— 2.2.17. Feladat [5]. Adjunk példat semleges elemes grupoidra, amelyben egy elem-
nek tobb inverze is van.

— 2.2.18. Feladat [5]. Hény olyan binér miivelet van a {1,!} halmazon, amellyel
semleges elemes félcsoport?

— 2.2.19. Feladat [5]. Hény olyan binér miivelet van a {1,!} halmazon, amellyel
félcsoport, amelyben nincs semleges elem, de van jobb illetve bal oldali semleges elem?

— 2.2.20. Feladat [6]. Hény olyan binér miivelet van a {1,!} halmazon, amellyel
félcsoport? A miiveleteket fejezziik ki —, A, V, @, |, ||, = és <= segitségével.
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— 2.2.21. Feladat [8]. Hanyféleképpen tudunk miiveletet definidlni egy hdromelemii
halmazon gy, hogy azzal egységelemes félcsoport legyen?

— 2.2.22. Feladat [8]. Hanyféleképpen tudunk miiveletet definidlni egy 0, 1, 2, 3
illetve 4 elemii halmazon gy, hogy azzal Abel-csoport legyen?

— 2.2.23. Feladat [9]. Hanyféleképpen tudunk miiveletet definidlni egy 0, 1, 2, 3
illetve 4 elemii halmazon gy, hogy azzal csoport legyen?

° 2.2.24. Feladat [6]. Vizsgdljuk meg, teljesiil-e az asszociativitds, kommmutativitds,
van-e egységelem, illetve mely elemeknek van inverze az alabbi esetekben:

1
2
3
4

,x), ahol zxy =xy — v+ y;
D\I*,*), ahol x xy = xy + x + y;
, %), ahol zxy =xy+x +y;

ot
— — D O —

%), ahol x xy = ax + by, a,b € R rogzitett;

A X B,x), ahol (z,2") * (y,y") = (z,y"), A, B nem iires halmazok.

)

N, %)
Z,%), ahol z *y = x;
R, %),

A~ o~ N/~~~

(NT
(
(
(
(
(

6)
2.2.25. Feladat [6]. Az aldbbi 4llitdsok mikor igazak minden csoportban, minden a,

b, x, y elemre? Az érvényeseket bizonyitsuk be, a tobbire adjunk ellenpéldét:

1) ha azb = ayb, akkor = = y;

(

(2) haa!=y! akkor x =y;
(3) ha xza = ay, akkor x = y;

(4) ha zy =1, akkor y = 7 1;

(5) ha abxr =1, akkor z = a~1b71;
(

6) ha (zy)? = 2%y?, akkor zy = yx.

2.2.26. Feladat [8]. Legyen G kommutativ félcsoport, amelyben z? = z minden
z € G-re. (Példdul barmely X halmazra (p(X),N), illetve (p(X),U) ilyen.) Mutassuk
meg, hogy {(z,y) € G x G:azy = y} olyan részbenrendezés, amelyre minden {z,y} C
G halmaznak van szuprémuma. Megforditva, mutassuk meg, hogy ha adott egy olyan
részben rendezés a G halmazon, amelyre minden {z,y} C G halmaznak van szuprémuma,
akkor az (z,y) + sup{z,y} miivelettel G kommutativ félcsoport, amelyben z? = x
minden x € G-re.

2.3 A természetes szamok rendezése

2.3.1. A természetes szamok rendezése. Ha n,m € N, akkor azt mondjuk, hogy
m < n, ha van olyan k természetes szam, hogy m + k = n.

2.3.2. Tétel. A természetes szédmok halmaza a < reldciéval rendezett.

Bizonyitas. Nyilvinvald, hogy < reflexiv és tranzitiv. Megmutatjuk, hogy antiszim-
metrikus. Ha m < n és n < m, akkor n = m+x és m = n+y valamely (az egyszer(isitési
szabély szerint egyértelmiien meghatdrozott) x,y € N-re. De ebbél n+0=n=m+z =
(n+y)+xz=n+(y+2z). Az egyszerisitési szabaly szerint y+x = 0. Ha = # 0, az Osszeg
definici6 szerint rakdvetkez6je valaminek, igy nem lehet 0. Tehat « = 0. Innen n = m.
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Meg kell még mutatnunk, hogy N barmely két eleme Gsszehasonlithaté. Jelolje S(n)
azon elemek halmazat, amelyek egy adott n € N-nel 6sszehasonlithatok, S pedig azon
n € N-ek halmazét, amelyekre S(n) = N. Azt kell megmutatnunk, hogy S = N. El8szor
megmutatjuk, hogy S(0) = N, azaz 0 € S. Valéban, m = 0 + m, igy 0 < m minden
m € N-re. Most feltéve, hogy S(n) = N, megmutatjuk, hogy S(n*) = N. Legyen m € N.
Ha m < n, akkor n = m+k, {gy n™ = m+k™, tehdt m < n't, azazm € S(n™). Ham > n,
akkor m = n + k valamely, az egyszertisitési szabaly szerint egyértelmiien meghatarozott
k € N-re, amelyre k # 0. Legyen k = j7, akkorm =n+k=n+j" =nt +j, gy m > n™.
Ezzel belattuk, hogy S(n™) = N, igy ha n € S, akkor nt € S. Indukciéval kapjuk, hogy
S=N.O

2.3.3. Tétel. Legyen k, m,n € N. Ekkor
1) nT kézvetleniil kéveti n-et;
2
3
4
)

6

m < n akkor és csak akkor, ha m+ k <n + k;
k # 0 esetén m < n akkor és csak akkor, ha m -k <n-k;
m < n akkor és csak akkor, ha m+ k <n + k;
k # 0 esetén m < n akkor és csak akkor, ha m -k <n-k;

NS N N N

(
(
(
(
(
(

k # 0 esetén, ha m -k = n -k, akkor m = n (egyszerlisitési szabdly vagy torlési
szabaly k # 0-ra).

Bizonyités. (1)-hez, ha n < m, akkor m = n + z. Mivel x # 0, van olyan y,
amelyre z = y*. De ekkor m = n + y* = n* + vy, azaz m > n™, igy nincs olyan m,
amelyre n < m < n". (2) és (4) a definicié és az Osszeaddsra vonatkozé egyszertisitési
szabaly alapjan adédnak. A definiciébdl és a disztributivitasbdél adédik, hogy m < n
esetén m - k < n -k, illetve hogy m < n esetén m - k < n - k, amivel beldttuk (3) illetve
(5) egyik irdnyat. A masik irdny indirekten adédik, (3) esetén az (5), az (5) esetén pedig
(3) mar bizonyitott részének felhasznalasaval. (6) kévetkezik (3)-bol. O

2.3.4. Tétel. A természetes szamok halmaza a < reldciéval jolrendezett.

Bizonyitas. Legyen A C N nem iires halmaz. Legyen
B = {m € N:m < n minden n € A-ra}.

Nyilvdn 0 € B. Han € A, akkor n* ¢ B. Tehdt van olyan m € B is, amelyre m* ¢ B, mert
egyébként indukciéval azt kapnank, hogy B = N. Megmutatjuk, hogy m az A legkisebb
eleme. Az vildgos, hogy alsé korlat, csak azt kell beldtnunk, hogy m € A. Ham ¢ A
teljesiilne, akkor minden n € A-ra m < n lenne, amib6l m™ < n koévetkezne, mert m™
kozvetleniil koveti m-et, ez azonban m™ ¢ B miatt ellentmondés. [

2.3.5. Sorozatok. Mint mar emlitettiik, az N-en vagy N*-on értelmezett fiiggvényeket
végtelen sorozatnak nevezziik. Az x végtelen sorozatot tgy is jeldljiikk, hogy x, 1, Zo, . . .
(vagy z;,1=0,1,2,...), illetve x,, x4, 23, ... (vagy z;, 4 = 1,2,3,...). Ha n € N, akkor a
[0,n] C Nvagy [1,n] C Nt halmazon értelmezett fliggvényeket véges sorozatnak nevezzik.
Az x véges sorozatot ugy is jeloljik, hogy =y, 21, ...,2, 1 (vagy z;,1=0,1,2,...,n—1),
illetve a1, o, ..., 2, (vagy x;,i=1,2,...,n). Az 21,2y, ..., x, véges sorozatot rendezett
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n-esnek is nevezziik; ekkor rendszerint (zq,zs,...,x, )-nel jeloljik. Ha a szovegOssze-
fliggésbdl kideril, hogy véges vagy végtelen sorozatrdl van szé, akkor egyszeriien csak
sorozatrél beszéliink.

Végtelen halmazsorozat uniéjara a

JA, vagy A,u4, U,

metszetére a -

ﬂAi vagy AygNA N...,
Descartes-szorzatara pedig a

EOAi vagy Ag X A; X -
jelolést hasznaljuk. Véges sorozatok esetén a megfeleld jelolések

A, vagy AjUA,U...UA

no

ﬂAi vagy AyNA, N...NA

no

QAi vagy Agx Ay x---x A

i=0 n

Persze mindegyiknél kezdhetiink 1-el is.

— 2.3.6. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy tetszéleges A, A, ... halmazsorozat disz-
junktta tehetd: adjunk meg hozza olyan, paronként diszjunkt halmazokbdl allé By, By, . ..
halmazsorozatot, amelyre U jA; = U B; minden n € N-re. Mutassuk meg, hogy
B; C A, minden i-re és U2 A, = U B,;.

— 2.8.7. Feladat: tranzitiv lezart [5]. Mutassuk meg, hogy tetszdleges X-beli R
relacié esetén az X-beli

R=RU(RoR)U(R°RoR)U...

relacio, az R tranzitiv lezdrtja tranzitiv, és minden olyan S tranzitiv relaciéra, amelyre
R C S, teljesiil, hogy R C S.

— 2.3.8. Feladat [3]. Mi a kapcsolat egy X-beli R reldciénak és a tranzitiv lezdrtjanak
a grafja kozott?

— 2.3.9. Feladat [3]. Mi az emberek kozotti , gyermeke” illetve ,sziilgje” reldcié
tranzitiv lezartja?

2.3.10. Példa. Legyen X egy tetszOleges halmaz, amelyet dbécének fogunk nevezni. Az
osszes, X elemeibél képzett véges sorozatok (ezeket szavaknak fogjuk hivni) egységelemes
félcsoportot alkotnak az egymdés utan irasra nézve: ha f = f,fy---f, egy sz6, g =
9199+ + 9,, Dedig egy masik sz6, akkor legyen fg = fifs - fno0192 " G- (Szavakndl
nem szokés kiirni a sorozat tagjait elvalaszt6 vesszéket.) Az egységelem az iires sorozat.
Ez a félcsoport nem kommutativ, ha X legalabb kételemii.
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2.3.11. Tobbvaltozéds fiiggvények. Egy X; x X, x --- x X, Descartes-szorzaton
vagy annak egy részhalmazan értelmezett fiiggvényt szokés tébbvdltozos fiigguénynek is
nevezni. Tébbvéltozos fliggvények esetén is el6fordul, hogy a valtozokat alsé indexként
irjuk. Példdul a Kronecker-féle é-figguényt a 6, , =1, hax =y ésd,, =0, haz #y
osszefiiggésekkel definidljuk (z,y € X). Megjegyezziik, hogy a Kronecker-delta nem mas,
mint az [y identikus leképezés (a diagondlis) karakterisztikus fiiggvénye.

2.3.12. Motivacié: tovabbi rekurziv definiciék. A Fibonacci-sorozatot a kévetke-
z6képpen ,definidljuk”: legyen Fjy =0, F}, =1,éslegyen F, .. = F, +F, .. Erezziik, hogy
ez a feltétel egyértelmiien definidlja a sorozatot, de ennek bizonyitasira a rekurziotétel
nem hasznalhatd, mert a sorozat dltaldnos tagja nem csak az el6z6t0l, hanem az el6z6
kett6tol fugg.

Misik példaként tekintsiik azt a problémdt, hogy az n + 1 tényezds zqz,- -z,
szorzatot hanyféleképpen lehet zardjelezni, azaz a szorzasok sorrendjét hanyféleképpen
lehet kijelolni. Jelolje ¢, ezt a szdmot. (Ezek az dgynevezett Catalan-szamok; szémos
informatikai probléménal elSkeriilnek.) Ha n = 0, akkor nyilvdn ¢, = 1. Egyébként
gyljtsiik Ossze azokat a zardjelezéseket, amelyekben a legkiilsé szorzas ), utan all. Ezek
szama c,c,_;_1, igy azt kapjuk, hogy

Cp = CCp1 +C1Cyog+ -+ Cp_1Cp.

Ha a ¢,, szamot ennek az Osszefiiggésnek az alapjan akarjuk kiszamitani, akkor az &sszes
el6z6 szamra sziikség van.

A rekurziététel alabbi dltaldnosabb véltozata lehetévé teszi, hogy egy sorozat egy
tagjat az Osszes eloz6 tag fliggvényeként adjuk meg.

2.3.13. Altalanos rekurziététel. Legyen adott egy X halmaz és egy X-be képezé f
fiiggvény, amelynek értelmezési tartomédnya az X-beli (nullétdl indexelt) véges sorozatok
halmaza. (Az f adja a rekurziét.) Ekkor egyértelmiien létezik egy g:N — X fiiggvény,
amely ,, f-zart”, azaz g(n) = g,, = (99,91, - - Gn_1) minden n € N-re.

A tétel szemléletesen fogalmazva azt mondja, hogy ha adott egy fiiggvényiink, amely
egy sorozat esetén kiszamitja a sorozat mar megadott részébol, hogy a kovetkezd helyre
mit kell irnunk, akkor ennek segitségével a sorozatot akarmeddig folytathatjuk.

A tétel és a bizonyitas érvényes marad akkor is, ha N helyett tetszéleges N jolren-
dezett halmaz szerepel. Ezt az altalanosabb valtozatot szokas transzfinit rekurziotételnek
nevezni. Ekkor f értelmezési tartomanya az Osszes, N valamely kezddszeletébél X-be ké-
pezo fuggvény halmaza, és azt allitjuk, hogy egyértelmiien létezik egy g: N — X fiiggvény,
amely , f-zart”, azaz g(n) = f(glj_ () minden n € N-re. (Itt J«—, n[ az n € N-hez tartozo
kezd&szelet.)

*x Bizonyitis. Az egyértelmiiség bizonyitdsa N jélrendezettségén milik. (Az ilyen
bizonyitasokat teljes indukcioval vald bizonyitasnak, tetszéleges jolrendezett halmazon
transzfinit indukcidval torténd bizonyitasnak nevezziik.) Tegyiik fel, hogy g és g* is eleget
tesz a tétel feltételeinek. Legyen S = {z € N: g(z) # ¢*(z)}. Ha S nem iires, akkor létezik
legkisebb eleme, legyen ez n. Mivel g és ¢g* megegyeznek az |« n[ intervallumon, azt
kapjuk, hogy
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ami ellentmond annak, hogy n € S.
A g létezésének bizonyitasa hasonlit a rekurziététel megfelel6 részének bizonyitdsara.
Nevezziik N x X egy A részhalmazat f-zartnak, ha minden n € N-re és minden

h:]<—,n]— X

figgvényre, amelyre h C A, az is teljesiil, hogy (n, f(h)) € A. Maga N x X egy f-
zart halmaz, ilyen halmaz tehat 1étezik. Legyen g az Osszes f-zart halmaz metszete. Mivel
nyilvan g is f-zart, csak azt kell megmutatnunk, hogy g az egész N-en értelmezett fiiggvény.
Mas szdval, azt fogjuk bizonyitani, hogy ha k € N, akkor van olyan z € X, hogy (k,x) € g,
tovabba ha (k,y) € g, akkor x = y. A bizonyitds megint indirekt, transzfinit indukciéval
torténik. Legyen S azon N-beli k£ elemek halmaza, amelyekre ez nem igaz. Legyen n az
S legkisebb eleme. Ekkor glj,_ ,; egy <=, n[-en értelmezett fiiggvény, és mivel a g halmaz
f-zért, ha o = f(glj (), akkor (n,z) € g. Mivel n € S, ez csak tgy lehet, hogy van
olyan y € X, hogy (n,y) € g és y # x. Megmutatjuk, hogy g\ {(n,y)} is f-zart. Ez azt
jelenti, hogy m € N és h:]<—,m[ — X, h C g\ {(n,y)} esetén (m, f(h)) € g\ {(n,y)}.
Ez nyilvanvalé akkor is, ha m = n, és akkor is, ha m # n. Viszont ez ellentmond annak,
hogy g a legszlikebb f-zart halmaz. O

2.3.14. Példa: Fibonacci-szamok. Példaként megmutatjuk, hogyan definidlhatok a
Fibonacci-szdmok az el6z8 tétel segitségével pontosan. Legyen X = N. Elbszor az f(() =
Qfﬁm%ﬂ):]lﬁm@ykeN4e®mMM&MeMMMQngmebﬁt&dwamt
addéds g-re g(0) = 0 és g(1) = 1 legyen. Most ha n > 1, h: ][+, n[ — N egy fliggvény,
akkor legyen f(h) = h(n~) + h(n ). (Vegyiik észre, hogy n = min(N\ dmn(h)), igy a h
meghatarozza n-et.) Ezzel el6irtuk, hogy g-re g(n*t") = g(nt) + g(n) teljesiiljon minden
n € N-re. Igy g a Fibonacci-szamok sorozata lesz. Az els6 néhany Fibonacci-szam:

| 0
0

n 2 3456 7 8 9 10 11 12 13 14 15
F, | 12

3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377 610

2.3.15. Szorzatok és Osszegek. Legyen G egy (multiplikativ) félcsoport, z: NT — G
egy sorozat. Az dltaldnos rekurziétételt alkalmazva definialhatjuk a HZ: [T E NT szor-
zatokat gy, hogy Hizl x), =1, 68 HZ:ll Ty = (HZ:I zk) ‘T, 1, azaz az dltaldnos esetben
a szorzat az el6zé részletszorzat és a sorozat aktudlis tagjanak szorzata. Ha G egység-
elemes félcsoport e egységelemmel, akkor érdemes gy megallapodni, hogy ngl T, =e.
Ha x;, = g minden k-ra, akkor HZ: LTk helyett g™-et frunk, és a g elem n-edik hatvanyardl
beszéliink, g az alap, n a kitevd. Ha G egységelemes, akkor ¢° = e is definidlva van. Vegyiik
észre, hogy a hatvanyozas altalaban nem miivelet, mert az alap és a kitevé nem ugyan-
annak a halmaznak az elemei. A szorzatok tulajdonsigait indukciéval bizonyithatjuk, ezt
nem részletezziik. A szorzatok tulajdonsigaibol kovetkezik, vagy indukcidval kozvetlentil
is bizonyithatd, hogy ¢™*" = g™ - g™ és (¢™)" = ¢™" minden m,n € NT-ra (ha G egység-
elemes félcsoport, akkor minden m,n € N-re). Gyakran HZ: 1 Tk helyett azt irjuk, hogy
Ty Ty x,,; ez a felirds mar felhasznalja azt az allitast, hogy az asszociativitas miatt
a szorzat barmely zdrdjelezése esetén az eredmény ugyanaz. (Ez az dltaldnos asszociati-
vitds tétele; indukciéval konnyen beldthaté.) Ha g, h a G félcsoport felcserélhetd elemei,
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akkor indukcidval (gh)™ = g"h™ minden n € NT-ra (ha G egységelemes félcsoport, akkor
minden n € N-re).

Ha G kommutativ, akkor additiv irdsmoédot is hasznalhatunk, ilyenkor szorzat he-
lyett ZZ: | Ty Osszeget irunk. Ha G kommutativ félcsoport a 0 nullelemmel, akkor érdemes
gy megallapodni, hogy 22:1 x, = 0. Ha z;;, = g minden n-re, akkor ZZ:1 x;, helyett
ng-t frunk, n az egyitthatd. (Természetesen itt is az egyiitthatdval valé szorzds dltala-
ban nem miivelet, mert az egyiitthaté altaldban nem eleme G-nek.) Gyakran ZZ: LT
helyett azt irjuk, hogy zq + x4+ - - -+ z,. Ha 2: A — G egy tetszbleges fiiggvény, és van
olyan ¢: {k € N:1 < k < n} — A kolcsonosen egyértelmi leképezés, amely A-ra képez,
akkor a kommutatitivast és asszociativitast felhasznélva indukciéval belathatd, hogy min-
den ilyen leképezésre ZZ: 1 Ty UByaNAZ. (Ez az dltaldnos kommutativitds tétele.) Ezt a
kozos értcket 3o x,-val is jeldljiik.

—° 2.3.16. Feladat [5]. Az aldbbi, dltaldnos rekurziéval megadott sorozatokat hozzuk
zart alakra:

(1) ag = _17 a; = 27 an = (anfl + a‘n72)/2;

(2) ag=1,a, =3, a, = 103G,

° 2.3.17. Feladat [9]. Az aldbbi sorozatokat adjuk meg altaldnos rekurziéval:
(1) a, az n-edik primszdm;

(2) a, a V2 tizedes kifejtésének n-edik jegye.

—° 2.3.18. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy az n-edik Fibonacci-szdmra

s L (1B 1 (1-v5)
n_\/g 2 \/5 2

° 2.3.19. Feladat [2]. Hatdrozzuk meg az F),,, Fibonacci-szdm kozelité értékét.

° 2.3.20. Feladat [4]. Mennyi cos 36°7 Szerkessziink szabdlyos 6tszoget.
° 2.8.21. Feladat [5]. Fejezziik ki az aldbbi, rekurzidval adott sorozatokat a Fibonac-
ci-szdmok segitségével, (r, s, c € R tetszbleges):
(1) ag=r,a,=35,0,,9=0,.,+a, haneN;
(2) bg=r,by=8,b,,90=0b,,1+0b,+c, hanelN.
2.3.22. Feladat [5]. Jelolje F,, az n-edik Fibonacci-szdmot. Bizonyitsuk be az aldbbi
azonossagokat:
(1) F,,F, —F?=(—1)", haneN";
(2) F§+F:+F;+---+F=F,F, ;,haneN.
° 2.3.23. Feladat [7]. Jelolje F,, az n-edik Fibonacci-szdmot. Fejezziik ki egyszeriibb
alakban az alabbi 0sszegeket:
(1) Fo+Fo+ Fy+ -+ Fyp
(2) Fy+F3+F4- 4 Fyps
(3) Fy+Fy+ Fy+ -+ Fy;
(4) F\Fy+ FyFy+ FyFy + - Fyy, Fy,.
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° 2.3.24. Feladat [6]. Jeldlje F,, az n-edik Fibonacci-szdmot. Bizonyitsuk be az aldbbi

azonossagokat:

(1) F,F, +F, F,=F,,,,, haneN, meN;

(2) F7L+ka—k - FnFm = <_1)n m—n—ka’ ha k,m,n € N, m >n+ k.

° 2.3.25. Feladat [2]. Keressiik meg az Osszes olyan F, Fibonacci-szdmot, amelyre
F, = n, illetve F,, = n?.

° 2.3.26. Feladat [9]. Jeldlje F,, az n-edik Fibonacci-szdmot. Fejezziik ki a Fibonacci-
szamok segitségével az alabbi Gsszegeket:

(1)
i(”;k) kon e N;

k=0

(2)

(3) )
Z (Z) Fm+kﬂ k7m7n € Na

(®) )
3 (Z) FELFEPFE, o kymon,r €N,

k=0
—° 2.3.27. Feladat [5]. Legyen p(z) = 2% —c 2" ' —c,a""2 —. .. —¢,, tegyiik fel, hogy
ALy s Ay, gyOkel a p polinomnak, oy, ..., o, pedig tetszoleges szamok. Mutassuk meg,

hogy az a,, = a; AT + - - - o, A\, sorozat eleget tesz az a,, = cya,_1 + CG,_o+ -+ Cpp
rekurziénak minden n > k-ra.

—° 2.3.28. Feladat [5]. Adjunk zért formulat az aldbbi, altalanos rekurziéval definialt
sorozatok m-edik tagjara:

(1) ay=0,a,=1,0a,=a, 1+a,, han>1;

2)
3) ay=0,a,=1,a, =2a, ;+a, 4 han>1,
(4) ha n > 2.

ay=0,a,=1,0a, =a, ,+2a, 5 han>1,

a;,=1,ay=3,a, =4a, 1 —3a,_o,

°x 2.3.29. Feladat [6]. Legyen p(z) = z¥F — c;aF ! — cpab=2 — ... — ¢, tegyiik fel,
hogy A a p polinomnak kétszeres gyoke, azaz p felirthaté p(z) = (z — \)?q(x) alakban
valamely ¢ polinommal. Mutassuk meg, hogy az a,, = nA" sorozat eleget tesz az a,, =
€1G,_1 + Co0,_o + -+ +c,_; rekurziénak minden n > k-ra.

° 2.3.30. Feladat [5]. Adjunk zirt formuldt az ay = 0, a; = 0, ay = 1, és a,, =
Gp_1+ ay_o + a,_s, ha n > 3 altaldnos rekurziéval definidlt sorozat n-edik tagjara.

° 2.8.31. Feladat [5]. Adjunk zart formuldt az uy = a, uy = b, és u,, = 2u,, 1 — U,,_o,
ha n > 2 altalanos rekurziéval definialt sorozat n-edik tagjara.
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° 2.3.32. Feladat [5]. Adjunk zart formuldt az u; = a, uy = b, és
U, = —(2Un71 + un72)> ha n>2

altalanos rekurzioval definialt sorozat n-edik tagjara. Kiilon vizsgdljuk meg az a = 1,
b=—1ésa=1,b= —2 specidlis eseteket.

° 2.3.33. Feladat [5]. Adjunk zart formuldt az u; = a, uy = b, és u,, = 2u,,_; + 3u,,_o,
ha n > 2 altaldnos rekurziéval definidlt sorozat n-edik tagjara.

2.3.34. Feladat: Catalan-szamok [11]. Egy kdrtyacsomag kezdetben n kiillonbozé
lapot tartalmaz. Minden id6épontban két dolog kozott valaszthatunk: vagy levesziink a
csomag tetejérdl egy lapot (ha még van), és egy ,veremre” tessziik, vagy a verem tetején
levé lapot kiadjuk (ha a verem nem iires). Mutassuk meg, hogy a lehetséges 1épéssorozatok
szama c,,, az n-edik Catalan-szam.

°x 2.3.35. Feladat: Catalan-szamok [12]. Az elézd feladat jeloléseivel bizonyitsuk be,

hogy
1 <2n)
¢, = .
n+1l\n

2.3.36. Logikai fiiggvények. Logikai fiiggvény (vagy Boole-fiiggvény) alatt az {1, | }"
halmazt az {7,!}™ halmazba leképez6 fiiggvényt értiink, ahol m,n € N. A szdmitdgép
kozponti egysége, de a kozponti tar is lényegében logikai fiiggvényeket megvaldsité aram-
korokbél és (6rajelvezérelt) tarolokbdl all. A logikai jeleknek megfeleld logikai miiveletek
kozlil néhanyat (hogy melyeket, az a hasznalt technolégiatdl fligg, manapsdg példdul
a ,nem”, angol roviditése NOT, és az ,osszeférhetetlen vagy”, angol roviditése NAND)
kozvetleniil meg tudunk valésitani hardver alapelemként, a t6bbi logikai fiiggvényt ezek
segitségével kell megvaldsitani.

Tekintsiink X, X5, ..., X,, nullvaltozés predikdtumokat, amelyeknél az egyszertiség
kedvéért nem irtuk ki a predikdtum jele utan az iires zaréjelet. Minden, ezen predikatu-
mokkal felirt formula, amely nem tartalmaz kvantort (ez itt most természetes feltevés,
hiszen nincsenek valtozok), egy {1, [}"-et {1, [ }-ba képezd logikai fiiggvényt ad meg: min-
den X, X,,..., X, helyére az 1 illetve | jelek valamelyikét helyettesitve, majd a logikai
jeleknek megfelel6 logikai miiveleteket elvégezve, 1 vagy | értéket kapunk. Példaul az
(X1, X5, X3) = =(X; A Xy) V X5 logikai fiiggvény értéke X; = X, = X5 =] esetén T,
mig X; = X, =1, X3 =] esetén |.

A kovetkezb tétel azt mutatja, hogy az m = 1 esetben minden logikai fiiggvényt
megkaphatunk igy, méar a —, A és V felhasznédlasaval is. Az m > 1 esetben a koordina-
tafiiggvényeket allithatjuk el6 igy. Természetesen a hardvertervezok egyrészt arra tore-
kednek, hogy a sziikséges logikai fiiggvényeket minél kevesebb hardver logikai alapelem
segitségével valésitsdk meg, mert anndl kisebb lesz az aramkor, masrészt, hogy minél
kevesebb hardver logikai alapelem kapcsoldodjon egymaéas utan, mert annal kisebb lesz a
késleltetés, igy anndal gyorsabb lesz az aramkor miikodése.

A mai szadmitégépekben a kapcsoldelemek rendszerint térvezérlésii tranzisztorok,
FET-ek (field effect transistor), amelyek szdmunkra elektromos térrel vezérelt kapcso-
lonak tekintheték. A 2.3.1 dbran egy ilyen eszkoz szerkezetét és miikodését, valamint
a kapcsolasi rajzokon hasznalt jelét mutatjuk be. Az elektréddk jol vezetd anyagbol,
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IUGS UDSIH
2.3.1 abra: MOSFET miikodése és rajzjele.

rendszerint fémbdl késziilnek (az dbran fekete). A p tipusi félvezetd szilicium alaplemez-
ben (amelyben tehdt a vezetést a kristalyracs elektronhidnyos helyei, a pozitiv toltésii
Hlyukak” biztositjdk) difftzidval az S forrds (source) és D nyeld (drain) elektrédak alatt
olyan szigeteket hoznak létre, amelyekben sok vezetésre képes elektron van. Az alaple-
meztdl szigeteld réteggel elvilasztott G kapu (gate) elektrédara pozitiv U g fesziiltséget
adva S-hez képest, az elektronok egy része bedramlik a szigetel6 réteg ala, 1étrehozva az
n tipusu, elektronokat tartalmazé csatornat. Novelve a fesziiltséget, a csatorna végiil elér
a D elektréda alatti szigetig, és ekkor a D-re adott, S-hez képes pozitiv Upg fesziiltség
hataséra I, dram indul meg, az eszkoz vezet. Csokkentve az Uy g fesziiltséget, az eszkoz
lezér. (Az alaplemez kivezetését, a B bazis (base) elektrodat altaldban az S elektrédéhoz
kotik.) Az eszkozt szigetelt kapus FET-nek, IGFET-nek (insulated gate FET), vagy —
mivel legtobbszor a kapu fém, a szigetel$ pedig szilicium-dioxid — MOSFET-nek (MOS:
metall-ozid-semiconductor) nevezzikk. A rajzon szerepld valtozat Ugg = 0 esetén zarva
van, ezért énzdronak vagy novekményesnek illetve disitdsosnak (enhancement) nevezzik.
(A bézis a kapcsoldsban a forrdshoz van kotve.) Készithet6 olyan véltozat is, amelyben a
gyartas soran a szigetel6 réteg alatt eleve létrehozunk egy n tipusi csatornat, amely csak
negativ Ugg fesziiltség hatdsara tiril ki, és zar le az eszkoz, ezt dnvezetdnek vagy kidiri-
tésesnek (depletion) nevezziik. Végil mindkét tipus elkészithetd n tipusi alaplemezen p
tipusu szigetekkel és csatornaval is; ezt réviden p csatornds MOSFET-nek fogjuk nevezni
(mig az elézbleg targyalt eszkozt n csatornds MOSFET-nek); ennek miikodtetéséhez a
telepfesziiltségeket meg kell forditani, és az aramirany is megfordul. A felsorolt tipusok
rajzjelét a 2.3.2 dbran lathatjuk. Az egyszeriisitett jel6lés 6énzaré tipus jelent.

A 2.3.3 dbra a legegyszer(ibb, de gyakran haszndlt statikus CMOS (CMOS: comple-
menter MOS) kapuk kapcsoldsi rajzat mutatja. A bal oldali, komplementalast végz§ nem
kapu (NOT kapu, inverter) mitkodése a kovetkez6: Ha a bemenet alacsony fesziiltségen
van, a T tranzisztor, amely n csatornas onzaré MOSFET, zdrva van, a komplementer T"
tranzisztor, amely p csatornas énzaré MOSFET, viszont kinyit, mert a kapuelektrédéja
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Névekményes (6nzard) Kitr{téses (6nvezetd) Egyszertisitett jelolés

5 R R E G
J.TJ.TJJ—(%

n csatornds p csatornas n csatornds p csatornas n csatornds p csatornas
2.3.2 abra: MOSFET tipusok rajzjele.

a pozitiv tapfesziiltséghez kotott S elektrédahoz képest negativ fesziiltségen van. Igy a

kimenet Ossze van kotve a tapfesziiltséggel, de nincs 6sszekotve a folddel, tehat nagy fe-

sziiltségli. Ha a bemenet nagy fesziiltségen van, a helyzet megfordul: T kinyit, 7" lezér,
és a kimenet alacsony fesziltségii lesz.

+ |::TT1’ j:ﬁﬂ—ﬁijé +

ji >—|::|T2’ I_| X1 Xs ;S—|::TT—

X -X X1 Xo |l— X Y
| g

5 el ] e

NOT kapu NOR kapu NAND kapu atvivé kapu

2.3.3 abra: statikus CMOS kapuaramkorok.

T
;
T

Ve
o
ﬁH

NOT kapu AND kapu OR kapu XOR kapu  NAND kapu  atvivd kapu
2.3.4 Aabra: logikai kapuk rajzjele.
Hasonléan miikédik a mellette lathaté sem-sem kapu (not or, NOR): ha valame-
lyik bemenet magas fesziiltségen van, akkor a neki megfelel§ T tranzisztor kinyit, T"
tranzisztor pedig lezar, igy a kimenet alacsony fesziiltségii lesz, egyébként pedig magas
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fesziiltségli. A kovetkez6 dsszeférhetetlen vagy (not and, NAND) kapunal, ha mindkét be-
menet magas fesziiltségen van, a T} és T, tranzisztorok kinyitnak, a 7] és T3 tranzisztorok
pedig lezarnak, igy a kimenet alacsony fesziiltségre keriil, minden méas esetben pedig ma-
gas fesziiltségre. Mindkét kapufajta hdrom, négy, s6t t6bb bemenettel is késziilhet (t6bb
bemenet noveli a szitkséges tapfesziiltséget). A szamitégépekben haszndlnak még dtvivd
kapukat, ilyen lathat6 a jobb oldalon; ez fesziiltségvezérelt kapcsolonak tekinthetd.

Figyeljiik meg, hogy az els6 harom kapundl akdrmilyen bemenetnél a kimenet vagy
a folddel, vagy a tapfesziiltséggel van csak Osszekotve, igy allandésult allapotban aram
gyakorlatilag nem folyik, csak kapcsolaskor. A negyedik, az atvivé kapundl az S vezérlg
bemenet szintjétol fiiggden keriil az X bemenet szintje az Y kimenetre; ha S szintje ala-
csony, mindkét tranzisztor le van zarva, és a kimenet nem kap aramot, ,,lebeg”. A CMOS
aramkortipusnak a 6 elénye: kis sebességnél igen keveset fogyaszt. Hatranya, hogy a kap-
csolasi id6k nem elég kicsik. Nagy sebességii aramkordknél bonyolultabb kapcsoldasokat
hasznédlnak. A kapuk rajzjelei a 2.3.4 dbran lathaték.

4] A
X L] X

—= —o
¢ ] —
L il
multiplexer demultiplexer DQ térol6

2.3.5 abra: multiplexer, demultiplexer, DQ-tarolé.

Az atvivé kapu f6leg a RAM meméridkban hasznalatos, de a processzoroknak is
fontos alkatrésze. A 2.3.5 abran bal oldalon egy tigynevezett multiplexzer lathat6. Az egyik
kapcsol6t az S bemenet kozvetleniil, a mésikat egy inverteren (NOT kapun) keresztiil
vezérli. Ha az S bemenet 1, azaz magas fesziiltségili, akkor az A, egyébként a B keriil az
X kimenetre. A kozépen lathaté demultiplexer ennek a kapcsoldsnak a megforditdsa: X
a bemenet, szintje S-t6l fiiggben A-ra vagy B-re keriil. A jobb oldalt lathaté6 DQ-tdrold
miik6dése a kovetkezd: Ha ® 1, akkor beiras torténik: a felsé kapcsold kinyit, az also
lezar, és a két inverteren keresztiil a D bemenet szintje megjelenik @-n (a komplementere
pedig a masik kimeneten). Ha most ® O-ra valt, a felsé kapcsold lezér, az alsé kinyit, és
Q@ (valamint a masik kimenet is) tartja a beirt értéket.

2.3.37. Logikai fiiggvények normalalakja. Az el6z6 pont jeléléseivel, minden
£ = (14
logikai fiiggvény felirhato
f( X, X, 0, X)) =A VANV ...V A,
alakban, ahol A, A, ..., A,, kiilénb6z6 logikai formuldk, de mindegyik
BiNByN...\NB,

n —

alaku, ahol B; vagy Xij, vagy ﬁXij és1 <) <ip<...<i, <n.
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Emlékeztetiink ré, hogy A illetve V asszociativ logikai miiveletek a {1, |} halmazon,
igy ha nulla tényez6re hajtjuk végre éket, akkor az eredmény az egységelemiik, 1 illetve
1 lesz.

Bizonyitas. Direkt médon konstrualjuk meg a normalalakot: ha valamilyen

(1‘173:27 e axn) € {Ta \L}n

sorozatra f igaz értéket vesz fel, akkor képezziink egy A tagot, amelyben B; = X, ha
a sorozatban x; igaz, és B, = —X,, ha a sorozatban z; hamis. Az Osszes igy ad6do
(legfeljebb 2™) tagot kapcsoljuk dssze diszjunkciéval. O

2.3.38. Normalalakok. Az el6z6 tétel bizonyitdsdban addédo normdlalakot teljes
diszjunktiv normdl alaknak nevezziik, mert benne n; = n minden k-ra. Egyes A logikai
részformulak Osszevondsaval, vagy barmilyen mas mddon kaphaté, a tétel allitasaban
szerepld alakot diszjunktiv normdl alaknak neveziink. (Részletesebben ldsd Knuth [46],
Vol. 4., Fas. 0.) Ha az (z, 2, ...,2,) = —~f(2y,2q,...,2,) logikai fiiggvényt allitjuk els
diszjunktiv normal alakban, majd mindkét oldalt negaljuk, akkor az f logikai fliggvény

FX Xy X )= A NAy A NA,,

alakban vald felirasat kapjuk, ahol A, A,,..., A
egyik

m Kilonboz6 logikai formuldk, de mind-

BIVB,V .. VB,

alakt, ahol B; vagy Xij7 vagy —|Xi]_ és 1 < iy <y < ... <1, < n Eztaz alakot
konjunktiv normdl alaknak nevezziik, ha pedig n, = n minden k-ra, akkor teljes konjunktiv
normdl alaknak.

Megjegyezziik, hogy késziilnek olyan integralt aramkorok, tigynevezett programoz-
haté logikai sikok (angolul programmable logical array, PLA), amelyek programozhaték
barmely logikai fiiggvény megvaldsitasara, ha annak koordinatafiiggvényei normélalakban
adottak.

2.3.39. A maradékos osztas tétele. Legyen n > 0 rdgzitett természetes szam.
Minden m természetes szam egyértelmiien felirhaté m = qn + r alakban, ahol q,7 € N és
r<n.

Bizonyitas. Mivel kn > k, van olyan k, amelyre kn > m, példdul k = m™. Legyen
k a legkisebb természetes szdm, amelyre kn > m. Nyilvdn k # 0, {gy k = ¢* valamely
q € N-re. Mivel gn < m, van olyan r természetes szam, amelyre m = gn+r. Har > n
lenne, akkor m > gn +n = kn > m adddna. Az egyértelmiiség bizonyitasihoz tegyiik
fel, hogy m = ¢'n + 1/, ahol ' < n. Ha példdul ¢" > ¢, akkor m = ¢'n+ 71" > ¢'n >
(g+ 1)n > gn + r = m, ellentmondds, és hasonléan ¢’ < ¢ is ellentmondésra vezet. Igy
q = q', amib8l mar az egyszertisitési szabdly alapjan r = r’ kovetkezik. O]

e

2.3.40. Hanyados és maradék. Az el6z6 tétel szerint egyértelmiien 1étezé g szamot
hdnyadosnak, r szamot pedig maradéknak nevezziik az m szam n-nel valé maradékos osz-
tasanal. Ha az m természetes szam 2-vel valé maradékos osztdsandl a maradék 0, akkor
m-et pdarosnak, egyébként pdratlannak nevezziik. A paros és paratlan szamok Osszegére
és szorzatdra vonatkozé ismert szabdlyok (paros és paratlan osszege paratlan egyébként
az Osszeg paros; paratlanszor paratlan paratlan, egyébként a szorzat paros) azonnal ko-
vetkeznek a maradékos osztas egyértelmiiségébol.
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2.3.41. Tétel: szamrendszerek. Legyen q > 1 természetes szam. Minden m > 0
természetes szamhoz egy és csak egy olyan n természetes szam és

ag, Gy, .- ,a, €[0,q] CN

sorozat létezik, amelyre a, # 0 ésm =" a;-q".

A valés szamok helyiértékes eléallitasarol analizisb6l tanulunk. A kettes, harmas,
négyes, 6t0s, stb. alapt szamrendszer latin széval binaris, ternaris, kvaternaris, kvinaris,
stb.

Bizonyitas. Ugynevezett teljes indukeiéval bizonyitunk: feltessziik, hogy 0 < m’ <
m esetén igaz az allitas, és bebizonyitjuk, hogy m-re is. Ebbol kovetkezik, hogy az allitas
minden pozitiv természetes szdmra teljesiil. (Az ilyen tipust bizonyitdsokat fogjuk teljes
indukcioval valé bizonyitasoknak nevezni; ezek a természetes szamok jolrendezettségén
milnak. Ha ugyanis lenne olyan pozitiv természetes szam, amelyre az allitas nem teljestil,
az ilyenek kozott lenne legkisebb. Ezt valasztva m-nek ellentmondédst kapnank. Arra is
gondolnunk kell, hogy az m lehet az egész halmaz els6 eleme, ekkor a nala kisebb elemek
halmaza tires.) Osszuk maradékosan m-et g-val, azaz frjuk fel m = m’q+ r alakban, ahol
m’,r € N és r < q. Ham’ = 0, akkor n = 0, a; = r vilasztdssal készen is vagyunk
(az egyértelmiiség a maradékos osztds egyértelmiiségébdl kovetkezik). Ha m” # 0, akkor
m’ < m, és az indukciés feltevés szerint egyértelmtien felirhaté m’ = a; +aqq+- - -+a,,1¢"
alakban. A maradékos osztas egyértelmiiségébdl kovetkezik a, egyértelmiisége, és teljes
indukcioval az allitas. O

2.3.42. Természetes szamok szamitégépes abrazolasa. A mai szamitégépek
mindegyike alapvetéen kettes szamrendszerben dolgozik: a bindris jegy, a binary digit
angol kifejezésbol bit 0 vagy 1 lehet. A természetes szdmokat (eldjel nélkili, angolul un-
signed szdmokat) a szamitogép kettes szdmrendszerben dbréazolja. Torténeti érdekesség,
hogy készitettek hdrmas szdmrendszerben mitk6dd terndris gépet is. (Természetesen, ha
rogzitett hossztusagu, példaul 8, 16, 32 vagy 64 bites szdméabrazolast haszndlunk, az ered-
mény tulcsordulhat, és csak az alacsonyabb helyiértéki bitjeit kapjuk meg.) Szamunkra
joval kényelmesebb a biteket kettesével, hirmasdaval vagy négyesével csoportositva négyes
(kvadralis), nyolcas (oktdlis) vagy tizenhatos (kicsit hibdsan hexadecimdlis: a latin kifeje-
zés szedecimélis, a gorog hexadekadikus lenne) szdmrendszert haszndlni. A byteszervezésii
gépek (IBM 360-as sorozat) elterjedése éta a meméria legkisebb cimezhets egysége rend-
szerint 8 bit, azaz 1 bdjt (az angol byte elnevezést az IBM Stretch gép tervez6i vezették
be 1956-ban). Mivel egy fél bajt (angolul nybble) egy hexadecimdlis jegynek felel meg,
leggyakrabban hexadecimalis szamrendszert haszndlunk. Néhany {izleti alkalmazas tizes
szamrendszert kivan: ekkor a szamjegyeket ASCII-kédjukkal dbrazoljuk, vagy bindrisan
kédolt decimdlis (angolul binary coded decimal, BCD) kédot haszndlunk, melyben a tizes
szamrendszerbeli egy-egy jegy egy-egy félbajtot foglal el, binarisan kédolva.

°x 2.3.43. Hash-transzformacié. A szdmrendszerek és a maradékos osztés felhasznal-
haté dgynevezett hash-transzformdciora vagy kulcs-cim transzformdciora: egy R rekord
K kulcsat — példaul 256 alapi szdmrendszerben — szamnak tekintjik, és egy adott M
szammal (amelyet érdemes olyan primnek valasztani, amely egyetlen kettShatvanyhoz
sem esik nagyon kozel) maradékosan osztjuk. A kapott 0 < h(K) < M érték megmondja,
hogy egy tombben hol van az R rekord cime. Persze tébb R; rekord K, kulcsara lehet

70



h(K;) ugyanaz: ezeket a rekordokat egy listdban helyezzik el. Ha a keresés j6val gya-
koribb, mint 4j rekordok bejegyzése, a listakat tarthatjuk rendezetten is. Bels6 tarban
a listdk ne legyenek tul hossztiak: ha hosszuk joval 1 f6lé megy, érdemes 1j, nagyobb
M-et valasztani, és az 6sszes rekordot ,Gjrahashelni”. Példaul ha semmit nem tudunk az
elhelyezendd rekordok szamardl, kezdhetiink M = 5-tel, és ha novelni kell M-et, az el6z6
M kétszerese utani els6 primet valasztjuk a kovetkezd M-nek. A mdédszer méagneslemezen
is haszndlhatd, itt h(K) egy szektor relativ cimét adja, amelyben a rekord van. Ha egy
ujabb rekord esetleg mar nem fér az adott szektorba, rakhatjuk egyszeriien a kovetkezo
szektorba is.

x 2.3.44. Feladat [13]. Adjunk haszndlhaté algoritmust tetszélegesen nagy természetes
szamok maradékos osztdsara binaris szamitégépen.

— 2.3.45. Feladat [4]. Adjunk haszndlhaté algoritmust tetsz6legesen nagy természetes
szamok decimalis dbrézolasrdl bindrisra valé konverziéjara binaris szamitégépen.

— 2.3.46. Feladat [4]. Adjunk haszndlhaté algoritmust tetsz6legesen nagy természetes
szamok bindaris abrazolasrél decimadlisra valé konverzidjara binaris szamitégépen.

— 2.3.47. Feladat [4]. Adjunk haszndlhat6 algoritmust BCD 4brazolasu, tetszdle-
gesen nagy természetes szamok Osszeadasdara, szorzasara és maradékos osztasara binaris
szamitégépen.

2.3.48. Feladat [8]. Adjunk gyors algoritmust tetsz6legesen nagy természetes szdmok
decimélis dbrazolasrdl binarisra valé konverzidéjara binaris szamitdégépen, ha a szorzasra
van olyan algoritmusunk, amelynek futasideje ,,majdnem aranyos” a szam hosszaval.

2.3.49. Feladat [8]. Adjunk gyors algoritmust tetsz6legesen nagy természetes szdmok
binaris abrazolasrol decimalisra valé konverzidjara binaris szamitogépen, ha a szorzasra
és a maradékos osztdsra van olyan algoritmusunk (szubrutinként), amelynek futésideje
,majdnem aranyos” a szam hosszaval.

° 2.3.50. Feladat [9]. Jelolje F,, az n-edik Fibonacci-szdimot. Mutassuk meg, hogy

barmely n € N* egyértelmiien felirhaté ,a Fibonacci-szdmrendszerben 0-1-egyiitthatok-

kal”, pontosabban n = Fj, + Fj, +---+ Fj, alakban, ahol m € Nt ésa0,ky, kg, ... .k

sorozat szigorian monoton novekedo és nem tartalmaz egyméas melletti szamokat.
2.3.51. Feladat [8]. Tervezziink CMOS aramkort

(1) két bit Osszeaddsédra, kimenet az Gsszeg alsé és felsé bitje;

m

(2) héarom bit dsszeaddsdra, kimenet az Osszeg alsé és felsd bitje;
(3) két béjt osszeaddsira, kimenet az Gsszeg és az dtvitel (carry) bit.

°x 2.3.52. Feladat [9]. Irjunk programot hash-transzforméciéra és kisérletezziink vele
kiilonb6z8 adattablakra (példdul programok véltozdinak nevei, stb.)

° 2.3.53. Feladat [12]. Teljes indukciéval bizonyitsuk be a szdmtani és a mértani kézép
kozotti egyenlotlenséget: ha =, x,, ..., z, nemnegativ valés szamok, akkor

x1+$2++x

n ... n
YV xy-x, < ,

n

és egyenlOség pontosan akkor all fenn, ha z; =25 =--- =z,,.

71



° 2.3.54. Feladat [4]. Igazoljuk, hogy ha n € Nt és z > 1 valds szdm, akkor {/z —1 <
(x —1)/n.
° 2.3.55. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy

ol < (n+1)n
! 5 ,

han &€ NT.

° 2.3.56. Feladat [9]. A szdmtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget felhaszndlva
bizonyitsuk be, hogy

(1)

1\n 1 n+1
(1+5) <(+a5q)
ha n € NT;

(2) az el6z8 egyenlbtlenség ekvivalens az (n + 1)2"T < n"(n + 2)""! egyenl6tlenséggel,
és megfordul, ha a bal oldalrél egy n + 1, a jobb oldalrdl pedig egy n + 2 tényezét

elhagyunk;
(3) - N
(1-3) > (-73)
ha n € NT;
(4) 1\n+1 1 n+2
(1+5> >(1+n+1> ’
ha n e NT.

2.3.57. Tovabbi feladatok. [36]: 8.9, 8.11-8.15, 12.1, 12.2; [59]: 1.1.34, 1.1.35, 1.1.40,
1.1.41; [64]: 4.1.1-4.1.3, 4.2.1-4.2.9, 4.3.1-4.3.16; [69]: 4.5.1-4.1.13; [84]: 1.38-1.44.
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3
A szamfogalom bdvitése

Ebben a fejezetben a szamfogalom bévitésével foglalkozunk. Bevezetjik az egész
szamokat, a racionalis szamokat, a valés szamokat, a komplex szamokat és a kvaternidkat.

Megjegyezziik, hogy a szdamkoroket targyalhatjuk a valés szamokbdl kiindulva is,
a 3.3.15 pontra alapozva. Ekkor a 2. fejezetbdl csak a félcsoport, csoport és kommu-
tativitds fogalmat bevezetd 2.2.7 definiciét és a hozza tartozéd 2.2.9 és 2.2.13 példakat,
valamint a gylriik fogalmat, tulajdonsigait, azaz a 3.1. pontot a gytlirii definiciéjatol a
pont végéig, a 3.2. pontbdl pedig a test, ferdetest, rendezett test 3.2.3 definicidjat targyal-
juk, majd a 3.3.2, 3.3.3 és 3.3.6 stb., pontok targyalasaval folytatjuk a 3.3. pont végéig.
Ezutan térhetiink vissza a kimaradt részek targyalasdhoz, de a 2.1.5, 2.1.6, 2.2.1-2.2.4,
2.3.1-2.3.3, 3.1.4-3.1.9, 3.2.1, 3.2.2 pontok kimaradnak, a miivelet osztalyozassal vald
kompatibilitdsat és a ra vonatkozo példat (3.1.1, 3.1.2) pedig elég a 6.2. pont elején tér-
gyalni. Természetesen ez a felépités joval egyszeriibb, mégsem javasoljuk, mivel a logika
tanitdsa ekkor nem tamaszkodhat egyetlen konkrét axiomatikus targyaldsra sem, ami
nyilvanvaléan helytelen.

3.1 Egész szamok

A természetes szdmok korében az Osszeadéasra nézve csak a nullanak van inverze,
masként szolva, a kivonas altaldban nem végezheté el. Ez indokolja az egész szamok
bevezetését. Az alapgondolat az, hogy ,kettés konyvelést” vezetiink, kiilon egy , kévetel”
és egy ,tartozik” oldalt, és alkalmas ekvivalenciat vezetiink be.

3.1.1. Osztalyozas kompatibilitasa miivelettel. Legyen * egy binér miivelet X-
en, és legyen adott X egy osztalyozasa, illetve a megfelel6 ~ ekvivalencia-relacio. Azt
mondjuk, hogy a * mituvelet kompatibilis az osztdlyozdissal, illetve az ekvivalenciarelacioval,
ha z ~ 2’ és y ~ oy esetén x xy ~ x’ xy’. Az ekvivalenciareldcié tulajdonsdgai miatt
nyilvan elég azt megkovetelni, hogy z xy ~ 2’ *y és x *xy ~ x x y’ teljesiiljon.

_ Ha a miivelet kompatibilis az osztélyozassal, akkor az ekvivalenciaosztdlyok terén,
X-on bevezethetiink egy % miiveletet az T%§ = 7 * y definicidval, mert a kompatibilitds
miatt az eredmény fiiggetlen a reprezentinsvalasztastol. Altaldban % helyett s-ot {runk.
A mar definidlt x > T kanonikus leképezés az igy definidlt miiveletre nézve miivelettarto.

3.1.2. Példa. A természetes szamok halmazéan soroljuk egy osztalyba azokat a szamo-
kat, amelyek kettovel osztva ugyanazt a maradékot adjik. A két osztaly a péros, illetve
paratlan szamok osztdlya. Az Osszeadas és a szorzds is kompatibilis az osztdlyozassal.

° 8.1.3. Feladat [4]. Soroljuk egy osztalyba N azon elemeit, amelyekre az a legnagyobb
n € NT kitevS, amelyre 5" osztja a szdmot, ugyanannyi. Mutassuk meg, hogy ez az
osztalyozas kompatibilis a szorzassal. Mi a helyzet, ha 5 helyett 6-ot vesziink?
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3.1.4. Osztalyozas kompatibilitasa relaciéval. Legyen R egy X-beli binér reldcio,
és legyen adott X egy osztalyozasa, illetve a megfelel§ ~ ekvivalenciareldacié. Azt mondjuk,
hogy az R reldcié kompatibilis az osztdlyozdssal, illetve az ekvivalenciareldciéval, ha x ~ x’
és y ~ y esetén xRy-bél kiovetkezik, hogy x’Ry’. Az ekvivalenciarelacié tulajdonsigai
miatt nyilvain most is elég azt megkovetelni, hogy xRy-bol kovetkezzen, hogy z’ Ry és
xRy’ teljesiil.

Ha az R reldcié kompatibilis az osztalyozdssal, akkor az ekvivalenciaosztalyok te-
rén, X-on bevezethetiink egy R reléciot az TRy, ha xRy definiciéval, mert az R reldcio
fennéllasa fiiggetlen a reprezentdnsvalasztastol. Altalaban R helyett R-et {runk.

3.1.5. Példa. A természetes szamokat soroljuk kételemii osztalyokba: minden osztaly-
ban egy paros szam és a rakovetkezOje van. A rendezés kompatibilis az osztalyozassal.

3.1.6. Tétel. Tekintsiik N x N-en az (m,n) ~ (m’,n’), ha m+n’ =m’ 4+ n reldciét
és az (m,n) + (m',n') = (m +m’,n+n') dsszeaddst. A ~ reldcié ekvivalenciareldcid.
Az ekvivalenciosztalyok halmazat Z-vel fogjuk jelolni, és elemeit egész szamoknak nevez-
ziik. Az dsszeadds kompatibilis a ~ ekvivalenciarelaciéval, igy az egész szamok kozott
értelmezve van az Osszeadas és 7 az Osszeaddasra nézve Abel-csoport.

Bizonyitds. A ~ reldcié nyilvin reflexiv és szimmetrikus. Ha (m,n) ~ (m/,n’) és
(m’,n") ~ (m"”,n"), akkor m+n" =m'+nésm’+n” =m” +n’. Innen m+n"+m’ +
n” =m’ +n+m"” +n'. Felhasznilva az osszeadds kommutativitisat, asszociativitdsat
és a természetes szamok Osszeadasanak egyszerisitési szabalyat, azt kapjuk, hogy m +
n” =m' +n, azaz (m,n) ~ (m'’,n’"), vagyis a reldcié tranzitiv is. Ezzel belattuk, hogy
ekvivalenciarelacio.

Megmutatjuk, hogy a parok osszeadasa kompatibilis az ekvivalenciarelacioval. Mint
azt a kompatibilitds definiciéjanal megjegyeztik, elég megmutatni, hogy kiilon-kiilon az
Osszeg elso, illetve méasodik tagjat helyettesithetjiik vele ekvivalenssel, az Gsszeg az ere-
detivel ekvivalens marad. Mivel a parok Osszeadasa kommutativ, ezért elég azt megmu-
tatni, hogy ha (m,n) ~ (m’,n’), akkor (m,n) + (m’’,n”’) ~ (m’,n’) + (m”,n”). Az,
hogy (m,n) ~ (m’,n’), azt jelenti, hogy m +n’ =m’ +n. Ebbél m +m”” +n’ +n” =
n+n" +m’ +m’, ami viszont azt jelenti, hogy

<m7n) Jr (m//’n//) — (m+m//,n+n//) ~ (m/ er//’n/ Jrn”) — (m/,n/) Jr (m//7n//).

Mivel a parok osszeaddsa kommutativ és asszociativ, az ekvivalenciosztalyoké is. A (0,0)
pér osztilya (az (m,m) alaki parok halmaza) nyilvan nullelem. Az (m, n) par osztalydnak
additiv inverze nyilvan létezik, az (n,m) par osztélya. Igy Z az &sszeaddssal Abel-csoport.
O
3.1.7. Tétel: N bedgyazisa Z-be. Az el6z6 tétel jelbléseivel, a @:n +— (n,0) leké-
pezésére N-nek Z-be p(n) = np(1) minden n € N-re, a leképezés kolesondsen egyértel-
mi (injektiv) és osszeaddstartd. Igy ¢(N)-et azonosithatjuk N-el. Ezzel az azonositdssal
NU(=N) =7 és NN (—N) = {0}, ahol =N = {—n:n € N}.
Bizonyitas. Mivel megéllapodas szerint, ha semmit sem adunk 6ssze, az Osszeg a

—_— —_—

nullelem, 0p(1) = (0,0) = ©(0). Az egytagi osszeg definicidja szerint 1p(1) = (1,0) =
©(1). Indukcidval

—_— — —

nto(l) =ne1) + ¢(1) = (n,0) + (1,0) = (n+1,0) = p(n")
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minden n € N-re. A leképezés nyilvan kolcsondsen egyértelmii és Osszeadastartd, mert
em+n) = (m+n)p(l) = mp(l) + np(l) = p(m) + ¢(n). Az &llitds tobbi része
adddik, ha belatjuk, hogy Z minden eleme, azaz minden ekvivalenciaosztaly pontosan
egyet tartalmaz a (k,0) illetve (0, k) alakd elemek koziil, ahol k € N (4ltaldban ezzel az
elemmel reprezentaljuk az osztalyt). Legyen m,n € N. Ha n > m, akkor van olyan k € N,
amelyre n = m + k; ekkor (m,n) ~ (k,0). Hasonléan, ha n < m, akkor van olyan k € N,
hogy n + k = m; ekkor (m,n) ~ (0,k). Masrészt, ha (k,0) ~ (k’,0), akkor k = k’; ha
(0,k) ~ (0,k), akkor is k = k’; végiil ha (k,0) ~ (0,k), akkor k=% =0. O

3.1.8. Az egész szamok rendezése. Ha m,n € Z, akkor legyen m < n, ha van olyan
k € N, amelyre m + k = n. Ez persze ugyanazt jelenti, mint hogy n — m € N. Ugyanugy,
mint a természetes szamoknal, adddik, hogy igy egy részbenrendezést kapunk. Az egész
szamok korében —N elemeit az jellemzi, hogy kisebb vagy egyenléek, mint nulla: han € N,
akkor (—n)+n =0, igy —n < 0, mésrészt ha m < 0, akkor valamely n € N-re m +n = 0,

azaz m = —n. Innen kovetkezik, hogy —N barmely eleme kisebb vagy egyenld, mint N
barmely eleme. Megmutatjuk, hogy —N elemei is 6sszehasonlithaték: mivel m,n € N,
m < n esetén n —m € N, azt kapjuk, hogy (—n) + (n — m) = —m, azaz —n < —m.

Ezzel belattuk, hogy Z rendezett. Megmutatjuk, hogy ha k,m,n € Z és m < n, akkor
m+k <n+k;valéban, (n+k)— (m+k) =n—m € N. Ezt a tulajdonsdgot tigy hivjuk,
hogy az dsszeadds monoton.

3.1.9. Az egész szamok szorzasa. Ha m,n € Z, akkor az m,n € N esetben legyen
mn a természetes szamokra definidlt szorzat, ha m,—n € N, akkor legyen mn = nm =
—m(—n), és ha —m, —n € N, akkor legyen mn = (—m)(—n). Esetszétvilasztassal azonnal
adddik, hogy a szorzat pontosan akkor lesz nulla, ha valamelyik tényez6je nulla, ezzel a
szorzassal Z kommutativ félcsoport az 1 egységelemmel, valamint ha k, m,n € Z, akkor k-
(m+n) = k-m+k-n, azaz a szorzas disztributiv az osszeaddsra nézve. (Rovidesen belatjuk
az ugynevezett eléjelszabalyt, amelybdl kovetkezik, hogy a szorzast nem is definidlhattuk
volna masként, ha azt akarjuk, hogy disztributiv legyen az 6sszeaddsra nézve.)

3.1.10. Egész szamok szamitégépes abrazolasa. Egyik mdd a szidmot az abszolut
értékével és az eldjelével megadni: tetszéleges pontossdgi aritmetikdndl, példdul [kom-
puteralgebra rendszer|ekben dltaldban ezt haszndljuk. Egy masik mdd a ,tobbletes kdd”:
valasztunk egy T' € N _tobbletet” és egy n € Z, n > —T szadm helyett az n + T ter-
mészetes szamot taroljuk. Ha az dbrazolds m biten torténik, akkor a tobblet rendszerint
T = 2™ vagy T = 2™t — 1. (Példdul m = 11 esetén a tobblet 1024 vagy 1023, és
példaul —3 kodja 1021 illetve 1020.) Ennek megfelel6en az dbrazolhatd szédmtartomény
—2m=l < p < 2m71 yagy —2m71 < p < 2m7! Ennek a szdmdabrazoldsnak a hatranya,
hogy Osszeadéskor a tobbletet az 6sszeghdl le kell vonni, kivonaskor hozzé kell adni, stb.
A sokkal gyakoribb komplemens dbrézolasrol lasd a 6.2.4 pontot.

3.1.11. Hatvanyozas egész kitevGvel. Ha G egységelemes félcsoport, g € G-nek
van inverze, akkor az n + g" leképezést a g" = (g!)™™, ha —n € NT definiciéval
kiterjeszthetjiik egy Z-n értelmezett leképezéssé; most is g az alap, n pedig a kitevd.

Mint esetszétvilasztdassal nem nehéz beldtni, erre a leképezésre gm*™ = ¢gMg" és
(g™)™ = g™ minden m,n € Z-re, tovibba ha g, h € G felcserélhet6 elemek amelyeknek
van inverze, akkor (gh)™ = ¢g"h™ minden n € Z-re.

Persze, ha G csoport, akkor minden elemének van inverze, és igy minden elemének
minden egész kitevSs hatvanya értelmezve van.
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Ha G Abel-csoport additiv irdasméddal, akkor g™ helyett ng-t irunk, és n-et egyiitt-
haténak nevezziik. Figyelem, (n,g) — ng, g € G, n € Z most sem miivelet, hanem a fenti
Osszefiiggéssel van definidlva. A fenti Osszefliggések ezzel a jeloléssel: (m+mn)g = mg—+ng,
m(ng) = (mn)g és n(g + h) = ng + nh minden m,n € Z, g,h € G esetén.

° 3.1.12. Példa. A kétszer kettes valds elemli matrixok a szorzassal egységelemes félcso-
portot alkotnak, amelyben pontosan a nem nulla determindnst elemeknek van inverze;
ezeknek minden egész kitevés hatvanya értelmezve van, a tobbinek csak az N-beli kitevos
hatvanyai.

3.1.13. Gyiliriik. Egy R halmazt egy (+, ) binér miiveletekbdl allé parral gydrinek
neveziink, ha az osszeaddssal Abel-csoport (a nullelemet 0 fogja jelolni), a szorzassal
félcsoport, és teljesiil mindkét oldali disztributivitas, azaz ha x,y, z € R, akkor

x-(y+z2)=z-y+x-2z é (y+z2)-xa=y-x+2z-x.

Ha a szorzas kommutativ, akkor a gyturit kommutativ gyirinek nevezzik. Ha a szorzés-
nak van egységeleme, akkor a gy(irit egységelemes gytrinek nevezziik.

Tetszbleges gylirtiben 0 = (0 4 0) = z0 + 0. Mindkét oldalhoz hozzdadva —z0-t,
kapjuk, hogy z0 = 0. Hasonléan adédik, hogy 0x = 0. Ervényes az tgynevezett . eld-
jelszabdly” is: (—x)y = xz(—y) = —ay és (—x)(—y) = zy minden z,y elemre. Péld4ul
zy+(—z)y = (z+(—2z))y = 0y = 0, amibdl az inverz egyértelmiisége miatt (—x)y = —zy;
a tobbi Gsszefliggés hasonléan adédik. Az is teljesiil, hogy n(zy) = (nz)y = z(ny) minden
x,y gyliriibeli elemre és n € Z-re. (Figyelem, (n,z) — na most sem a gytriibeli szorzis,
hanem ismételt Osszeaddssal van definidlval) Ha n € N, ekkor ez az osszefiiggés induk-
ciéval adodik, felhasznédlva a disztributivitdast; innen az altaldnos esetet az elGjelszabaly
felhasznalasaval kapjuk.

A legegyszeriibb példa a nullgydrd, amely csak egy elemet tartalmaz, ez nyilvan a
0. Mésik trividlis példa egy (additiv) Abel-csoport, amelyben barmely két elem szorzatat
nullanak értelmezziik; ezeket a gytiriiket zérdgyiirinek nevezziik. Fontosabb példa Z. Ezek
a gylrik mind kommutativak, Z és a nullgy(iri (amelyben 1 = 0) egységelemesek.

3.1.14. Példa. Bédrmely X halmazra p(X) a (A, N) miiveletekkel kommutativ egy-
ségelemes gytirti () a nulla), amelyben X # () esetén két nem nulla elem ,szorzata” lehet
nulla.

— 3.1.15. Feladat [6]. Egészitsiik ki az eléz6 pont bizonyitasat.

° 3.1.16. Példak. Tovabbi példak gytirtikre a raciondlis és a valds szamok, a paros egész
szamok, a raciondlis egyiitthatés polinomok, a valés vagy komplex egyiitthatés polino-
mok, tetszéleges halmazon értelmezett valds értékii fliggvények a pontonkénti miiveletek-
kel. Altaldban nem kommutativ gyfirti példdul az n x n-es méatrixok (egész, raciondlis,
valds vagy komplex elemekkel).

—° 3.1.17. Feladat [6]. Az el6z8 pontban megadott gyliriik kozott keressiink olyat,
amelyik egységelemes, amelyik nem egységelemes, amelyik kommutativ, amelyik nem
kommutativ, amelyik nullosztémentes, és amelyikben vannak nullosztok.

— 3.1.18. Feladat [6]. Hényféleképpen értelmezhetiink olyan Gsszeadést és szorzast a
{0,a,b} halmazon, amelyekkel gy{ir(i? Minden esetben hatdrozzuk meg az elemek t6bb-
szOroseit és hatvanyait.
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— 3.1.19. Feladat [6]. Hanyféleképpen értelmezhetiink olyan osszeaddst és szorzast
a {0, 1,a,b} halmazon, amelyekkel egységelemes gy(iri? Minden esetben hatdrozzuk meg
az elemek t6bbszoroseit és hatvanyait.

3.1.20. Az altalanos disztributivitas tétele. Egy R gytiriiben

(1) ha m,n € N, valamint ay,a,,...,a,, és by,by,...,b, a gyliri tetszbleges elemei,
akkor
m n
() (Xn) = X2t
i=1 Jj=1 i=1 j=
(2) dltalinosabban, ha m € N*, ny,...,n,, € N, valamint a;; € R, ha 1l <i < m,

1 <3, <mn,, akkor
(30 ) =3 X T
Ji=1 Ji1=1 Im=11=
A tételt egyszeriien ugy szoktuk megfogalmazni, hogy tobbtagok szorzasanal minden
tagot minden taggal kell szorozni.

Bizonyités. (1) trividlis, ham = 0vagy n = 0. Az n = 1 eset m szerinti indukcidval
kovetkezik a jobb oldali disztributivitasbél. Végiil az altalanos esetet n szerinti indukciéval

kapjuk: B
£ (£0)- (Ex)Ens)

i=1 J=1

(2) trivialis, ha m =1 és (1)-el ekvivalens, ha m = 2. Utols6 1épésként az dltaldnos
esetet (1) felhasznaldsdval m szerinti indukciéval bizonyitjuk:

() =T o) (X )

Ji=1 i=1 \j;=1 Jm=
1

m

3.1.21. Nullosztdk, integritasi tartomany, rendezett integritasi tartomany.
Mint a zérégyliriik példaja mutatja, két nem nulla elem szorzata lehet nulla egy gytiriiben.
Ha z,y egy R gylir( nullatdl kiillonbo6z6 elemei, és zy = 0, akkor azt mondjuk, hogy =
és y egy nullosztdpdr, x bal oldali nullosztd, y pedig jobb oldali nulloszté (lasd a 3.1.14
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példat). A nullgylirtiben nyilvdn nincsenek ilyenek, de ez a gyfirli érdektelen. Ezért egy
legaldbb kételemii gytirit nullosztémentesnek neveziink, ha nincsenek benne nulloszté-
pérok. Ez nyilvdn azzal ekvivalens, hogy R \ {0} egy nem iires félcsoport a szorzdssal.
Nullosztémentes gytliriiben nem nulla elemmel val6é szorzésnal lehet balrdl is, jobbrdl is
egyszerisiteni: ha xy = xz, akkor x(y — z) = 0, és ha x # 0, akkor y —z = 0, tehét y = =.
Hasonléan adédik, hogy ha yr = zzx és = # 0, akkor y = z. Az nyilvanval6, hogy ha
van nullosztopér, akkor a bal oldali nullosztéval balrél, a jobb oldali nullosztéval pedig
jobbrdl nem lehet egyszeriisiteni. Ha x-nek van multiplikativ inverze, akkor x nem lehet
sem bal, sem jobb oldali nulloszté, hiszen xy = 0-bdl illetve yr = 0-bél y = 2 'zy = 0,
illetve y = yra~' = 0 kovetkezik.

Kommutativ nullosztémentes gytiriit integritdsi tartomdnynak neveziink. Nyilvan Z
egységelemes integritasi tartomany. Az R-et rendezett integritdsi tartomdnynak nevezzik,
ha rendezett halmaz, integritasi tartomany, és

(1) hax,y,z € Rész <y, akkor x + z < y + z (az dsszeadds monoton);

(2) hax,y € Résx,y>0,akkor -y > 0 (kissé furcsa, de az mondjuk, hogy a szorzds
monoton,).

Rendezett integritasi tartomdnyban ha x > 0, akkor xz-et pozitivnak, ha = < 0, akkor
z-et negativnak nevezzik.

Az egész szamok tulajdonsdgait roviden ugy foglalhatjuk Gssze, hogy Z rendezett
integritasi tartomany.

3.1.22. Tétel. Egy rendezett halmaz, amely integritasi tartomany, akkor és csak akkor
rendezett integritasi tartomany, ha az alabbi feltételek fennallnak:

(1) hax,y,z € R ésx <y, akkor x + z < y + z (az 6sszeadds szigoriian monoton);

(2’) hax,y€ R ésx,y>0, akkor x -y > 0 (a monoton szorzas szigorian monoton).

Bizonyitds. Ha a definiciébdl (1) teljesiil, z < y, akkor z <y, ésigy v + 2z < y + z,
de egyenldség nem teljesiilhet, mert akkor x =z + 2 — 2 = y + z — 2z = y kovetkezne, igy
kapjuk (17)-t. (1’)-bél nyilvan kovetkezik (1), mert az egyenléség esete trividlis.

Ha a definiciébdl (2) teljestil, és x,y > 0, akkor x,y > 0, {gy 2y > 0. Ha zy = 0
lenne, akkor x és y egy nullosztépdr lenne, ami lehetetlen, igy kapjuk (2’)-t. (27)-bdl
nyilvan kovetkezik (2), mert gytiriiben 20 = 0y = 0. O

3.1.23. Tétel. Legyen R rendezett integritasi tartomany. Ekkor teljesiilnek a szokasos
»egyenlGtlenségekkel valo szamolasi szabalyok”:
1) hax >0, akkor —z < 0, és ha x < 0, akkor —z > 0;

2) hax <yész>0, akkor vz < yz;

w

ha x <y és z <0, akkor zz > yz;
4
5

ha x #+ 0, akkor 2% > 0; specidlisan, ha van egységelem, akkor az pozitiv;

(
(2)
(3)
(4)
(5) hal az egységelem, 0 < x < y, és x-nek is, y-nak is van multiplikativ inverze, akkor
0<1l/y<1/z.

Bizonyitas. Ha x > 0, akkor 0 = —z+2 > —2 4+ 0 = —2z. Ha = < 0, akkor 0 =
—z+2x < —x+0 = —z. Ezzel belattuk (1)-et. (2) abbdl kévetkezik, hogy y—z > z—x = 0,
igy (y —x)z > 0, amib8l yz — zz > 0, igy yz > zz. (3)-at megkapjuk (1)-bél és (2)-bél,
mert —((y —x)z) = (y —z)(—2) > 0, {gy (y — x)z < 0, tehat yz < zz. Ha x > 0, akkor
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22 > 0, ha viszont x < 0, akkor —z > 0, igy 2 = (—2)? > 0. Specidlisan, 1 = 12 > 0.
Végiil (5)-hoéz: ha y > 0 és v < 0, akkor yv < 0. De y(1/y) =1 > 0. Ezért 1/y > 0, és
hasonléan 1/z > 0. Ha az = < y egyenlétlenség mindkét oldaldt megszorozzuk a pozitiv
(1/2)(1/y)-nal, akkor azt kapjuk, hogy 1/y < 1/x. O

— 3.1.24. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a {m +n+/5:m,n € Z} halmaz rendezett
integritasi tartomany a szokdasos 6sszeadassal, szorzassal és rendezéssel.

— 3.1.25. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy a {m/3":m € Z,n € N} halmaz ren-
dezett integritasi tartomany a szokasos Osszeadéssal, szorzassal és rendezéssel. Mely ele-
meknek van (multiplikativ) inverze?

3.2 Racionalis szamok

Az egész szamok korében a nem nulla elemek koziil csak 1-nek és —1-nek van mul-
tiplikativ inverze, masként szélva, az osztas dltaldban nem végezhetd el. Ez indokolja a
racionalis szdmok bevezetését. Az alapgondolat, hogy ,szamldlé—nevez6” parokat tekin-
tiink, és alkalmas ekvivalenciat vezetiink be.

3.2.1. Tétel. Tekintsiik Z x (Z\{0})-n az (m,n) ~ (m’,n’), ha mn’ = nm’ reliciét,
az (m,n) + (m’,n’) = (mn’ + nm’,nn’) Gsszeaddst és az (m,n) - (m’,n') = (mm’,nn’)
szorzast, valamint az (m,n) < (m’,n’), ha (m'n —n’m)nn’ > 0 reldciét. A ~ reldcié
ekvivalenciareldcié. Az ekvivalenciaosztalyok halmazat Q-val fogjuk jelélni, és elemeit
racionalis szdmoknak nevezziik. Az Gsszeadds, a szorzas és a < relacié kompatibilis az
ekvivalenciaval, igy a racionalis szamok kézott értelmezve van az ésszeadas, a Szorzas és
a < relacio, amely rendezés, tovabba

(1) Q az Osszeaddssal és a szorzassal egységelemes integritdsi tartomany;
(2)
(3) hawx,y,z€Qésx <y, akkor x + 2z < y + z (az Osszeadds monoton);
(4)

Q nem nulla elemei a szorzassal Abel-csoportot alkotnak;

ha xz,y € Q és xz,y >0, akkor -y > 0 (a szorzas monoton).
(1), (3) és (4) azt jelenti, hogy Q rendezett integritasi tartomany.

Bizonyités. Trivialis, hogy ~ reflexiv és szimmetrikus. Ha (m,n) ~ (m/,n’) és
(m/,n’) ~ (m"”,;n""), akkor mn’ = nm’ és m’'n"” = n'm’’. A két Osszefiiggést Osszeszo-
rozva mm’'n'n’’ = nm’n’m’’. Ha m’ # 0, akkor m’n’ # 0, {gy egyszer(sitve azt kapjuk,
hogy mn”" = nm/’, azaz (m,n) ~ (m/’,n’"). Ha m’ = 0, akkor n’ # 0 miatt m = 0 és
m’" =0, és ekkor is (m,n) ~ (m’’,;n”).

Az 6sszeadds kompatibilis az ekvivalenciareldciéval, mert ha (m,n) ~ (m’,n’), akkor

mn’ = nm’, amib8l mn'n’’n”’ = nm/n’’n’’, innen viszont

(mn// + nm//),',L/n// — mn/n//n// + nn/m//n// — nm/n//n// + nn/m//n//

— ( /n//+n/m//)nn//,
tehat

(m, n) + (m//’n//) — (mn// + nm//7nn//) ~ (m/n// + n/m//7n/n//)

= (m/,n’) +(m”,n"),
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és a parok Osszeadésa trividlisan kommutativ, igy elég ezt beldtni. Mivel a parok Ossze-
adédsa konnyen kiszamolhatéan asszociativ is, az ekvivalenciosztalyok Gsszeadasa is kom-
mutativ és asszociativ. A (0,1) par osztédlya, a (0,n) alaki parok halmaza nullelem, ezt
jelsljiik nullival. Az (m,n) par osztalysnak additiv inverze a (—m,n) péar osztalya. Igy
Q az Osszeaddssal Abel-csoport.

A szorzés is kompatibilis az osztdlyozassal, mert ha (m,n) ~ (m’,n’), akkor mn’ =

nm’, amibdl mm’’ n’n”’ = nm’m”n’”’, igy

(m7n) . (m//7n//) — (m . m//’n . n//) ~ (m/ . m//’n/ . n//) — (m/7n/) . (m//7n//).

Mivel a parok szorzasa lathatéan kommutativ, belattuk a szorzas kompatibilitasat az osz-
talyozassal. Mivel a parok szorzasa asszociativ is, az osztalyoké is asszociativ. Egyszeri
szdmolds mutatja, hogy (m,n)-((m’,n’)+(m”,n”)) és (m,n)-(m’,n")+(m,n)-(m"",n’")
ekvivalens parok, igy az osztdlyok szorzasa disztributiv. Ezzel belattuk, hogy Q@ kommu-
tativ gytri.

Az (1,1) péar nyilvan multiplikativ egységelem a pérok halmazdban, igy osztilya,
az (n,n) alakd parok halmaza a multiplikativ egységelem az osztdlyok halmazédban. Ha
(m,n) » (0,1), akkor m # 0, ekkor viszont az (m, n) par osztalydnak multiplikativ inverze
az (n,m) par osztlya. Ezzel (1) és (2) bizonyitdsit befejeztiik.

Kovetkezd 1épésként a rendezéssel fogunk foglalkozni. El0szor is vegyiik észre, hogy
(0,1) < (m,n) akkor és csak akkor teljesiil, ha mn > 0. Megmutatjuk, hogy ha (m,n) ~
(m’,n"), akkor (0,1) < (m’,n’): Valéban, ha (m,n) ~ (m’,n’), azaz mn’ = nm’, akkor
m = 0 esetén mn’ = 0, azaz nm’ = 0, amibdl n # 0 miatt (példdul az eléz6 tétel
felhasznélasdaval) m’ = 0, igy m'n’ = 0, azaz (0,1) < (m/,n’). Ha m > 0, akkor az
eléz6 tétel szerint n > 0. Ha mn’ > 0, akkor ebbdl n” > 0 és m’ > 0 koévetkezik, igy
m’n’ > 0, amibdl (0,1) < (m/,n’). Az mn’ <0, valamint az m < 0 esetén ad6dd tovabbi
esetek vizsgdlata hasonld. Most vegyiik észre, hogy (m,n) < (m’/,n”") azzal ekvivalens,
hogy (0,1) < (m/",n”") + (—m,n). Mivel az eddig bizonyitottak szerint a jobb oldalon
(m/,n") ~ (m”,n") esetén (m’’,n’") helyére (m’,n’)-t irva, vagy (m’,n’) ~ (m, n) esetén
(—m,n) helyére (—m/,n’)-t irva, az Osszeg ekvivalens Osszegbe megy at, kapjuk, hogy <
relacié kompatibilis az osztélyozassal.

Az el6z6 bekezdésben bizonyitottakbdl (4) kénnyen adédik. A disztributivitdst és
az elGjelszabélyt haszndlva kapjuk (3)-at is, de be kell még latnunk, hogy < rendezés az
bérmely két osztaly osszehasonlithatd, kovetkezik abbdl, hogy vagy (m,n) = (m/,n’) —
(m”,n'")-re vagy a (—m,n) ellentettjére (0,1) < (m,n). Végil a tranzitivitdshoz elég
beldtnunk, hogy ha (0,1) < (m,n) és (0,1) < (m’,n’), akkor (0,1) < (m,n) + (m’,n’).
Ez azonban teljesiil, mert (mn’ +m/n)nn’ = mnn’> + m/n'n? > 0. O

3.2.2. Tétel: Z beagyazasa Q-ba. Az elézé tétel jelbléseivel, a Z-nek Q-ba valé
v m leképezése kélcsondsen egyértelmii, Osszeadas- és szorzastarté, monoton
névekeds, valamint ¢(n) = np(1) minden n € Z-re. Igy ¢(Z)-t azonosithatjuk Z-vel. A
Q minden eleme m/n alakban irhatd, ahol m,n € Z ésn # 0.

A felirds természetesen nem egyértelml, mert m/n = (mk)/(nk) minden k € Z-re.
Szamitogépben valdé dbrazolasnal azt a felirdst szoktuk valasztani, amelyre n > 0, de a
lehetd legkisebb.
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Bizonyitas. Ugyantigy, mint N-nek Z-be valé beigyazasdnal, indukcidval adodik,
hogy o(n) = np(l) = m minden n € N-re, és np(1) definicidja alapjan, hogy n € Z,
n < 0 esetén is. Az allitds tobbi része az elézd tétel bizonyitdsdban tett észrevételek
segitségével konnyen belathatd. O

3.2.3. Ferdetest, test, rendezett test. Egy F gyliriit ferdetestnek neveziink, ha a
nullelemet 0-val jelolve F \ {0} a szorzédssal csoport. A szorzés egységelemét rendszerint
1-gyel jeloljiik. Ha a szorzas kommutativ, akkor a ferdetestet testnek nevezziik. Természe-
tesen minden test egységelemes integritasi tartomany, hiszen testben minden nem nulla
elemnek van inverze, invertalhaté elem pedig nem lehet nulloszt6. Az eddig tanult szdmko-
rok koziil példa testre Q. A legegyszer(ibb példa a kételemd test: {0,1} a0+0=1+1=0,
04+1=14+0 =1 osszefliggésekkel megadott Gsszeadassal ésa 0-0=0-1=1-0 =0,
1-1 =1 osszefliggésekkel megadott kommutativ szorzéassal.

Egy testet rendezett testnek neveziink, ha test és rendezett integritasi tartomany.
Az el6z6 tétel szerint Q rendezett test. Megjegyezziik, hogy a kételemii testen nincs olyan
rendezés, amellyel rendezett test lenne, mert rendezett testben 1 > 0 és —1 < 0, de a
kételemii testben —1 = 1.

Az eddig tanult kétmiiveles algebrai struktirdk kozotti kapcesolatokat a 3.2.1 dbra
mutatja.

Gytlri
R\ {0} félesoport kommutativ
Nulloszt”c’)g,lentes Komrriut’latfv
gytird gytird
kommutativ R\ {0} félesoport

Integritasi tartomany

egységelem

Egységelemes
integritési tartomany

inverz

Ferdetest

kommutativ

Test

3.2.1 abra: kétmiiveletes algebrai struktiarak.
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° 3.2.4. Példak. Tovabbi példak testre a valds, illetve a komplex szamok, a modulo p
maradékosztalyok, ha p primszam, ferdetestre pedig a kvaterniék, mint azt késébb lat-
ni fogjuk. Ezek koziil a valds szamok rendezett testet alkotnak. A t6bbin nincs olyan
rendezés, amellyel rendezett integritasi tartomdany lenne, mert benniik —1 el6dll négyze-
tosszegként.

3.2.5. Tétel: Q beagyazasa rendezett testbe. Legyen F rendezett test e egysé-
gelemmel. Ekkor egyértelmiien létezik egy kélcsénésen egyértelmii, Gsszeaddas- és szorzas-
tarté p: Q — F leképezés. Ez a leképezés monoton novekedd is, és o(m/n) = (me)/(ne),
ham,n € Z ésn # 0. Igy Q azonosithaté o(Q)-val.

*x Bizonyitas. A ¢ leképezés egyértelmiiségének bizonyitasaval kezdjik. Tegyiik
fel, hogy p: Q — F kolesonosen egyértelmii és osszeadédstarté. Ekkor ¢(0) = ¢(0 4+ 0) =
©(0)+¢(0), kapjuk hogy ¢(0) az F'nulleleme. Innen ¢(0) = ¢(r—r) = ¢(r)+p(—r) miatt
o(—r) = —(r) minden r € Q-ra. Mivel p(1) = ¢(1-1) = p(1)p(1) és p(1) mar nem lehet a
nullelem, igy mindkét oldalt szorozva (1) multiplikativ inverzével, e = ¢(1). Indukciéval
o(mr) = me(r), ha r € Q, m € N. Felhaszndlva, hogy ¢(—mr) = —p(mr), ez minden
m € Z-re teljesiil. Ha n € N, akkor e = ¢(n-1/n) = ne(1/n) miatt ©(1/n) = ¢/(ne), és
hasonléan, mint az el6bb kapjuk, hogy ez 0 # n € Z esetén is igaz. Végiil

p(m/n) = me(1/n) = m(e/(ne)) = m(e*/(ne)) = (me)(e/(ne)) = (me)/(ne).

Ezzel a keresett leképezés egyértelmiiségét belattuk.

A fentiek alapjén vildgos, hogyan kell a létezést bizonyitani: ha m,n € Z, n # 0,
legyen @(m/n) = (me)/(ne). Mivel e pozitiv, indukciéval ne is pozitiv, ha n pozitiv, ha
pedig n negativ, akkor ne is negativ, tehat nem lehet nulla. Ha m/,n’ € Z, n’ # 0 és
m/n = m’/n’, akkor (me)(n’e) = (mn’)ee = (m'n)ee = (m’e)(ne), tehdt (me)/(ne) =
(m’e)/(n’e), azaz p(m/n) nem fiigg m és n valasztasatdl, csak m/n-t6l. Ez a leképezés
nyilvan multiplikativ is, és ¢(m +m’) = (m +m’)e = me + m’e = ¢(m) + p(m’), ha
m,m’ € Z, amib6l

—

p(m/n+m'/n') = p((mn’ +m'n)/(nn')) = p(mn’ +m'n)/p(nn’)
= (p(mn’) + p(m'n))/(nn’e) = (me)/(ne) + (m'e)/(ne)
= p(m/n) + (m’/n’),
azaz a leképezés additiv. Végiil, ha m,n € NT, akkor ¢(m/n) is pozitiv, amib8l méar
adddik a szigori monotonités, és igy az is, hogy ¢ kélcsonésen egyértelmi. O
— 3.2.6. Feladat [6]. Adjunk meg olyan osszeadast és szorzédst a {0, 1, a, b} halmazon,
amelyekkel test.
— 3.2.7. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy véges test nem tehetd rendezett testté.

— 3.2.8. Feladat [7]. Ellendrizziik, hogy a racionélis szdmok halmaza Abel-csoport
az (a,b) = a+ b+ 1 miivelettel. Mi lesz a nullelem? Adjunk meg olyan szorzdst, amellyel
testet kapunk. Igaz-e hasonlé 4llitas minden testre, illetve egységelemes gytirtire?

3.2.9. Feladat [9]. Legyen K a raciondlis szdmok egy olyan részhalmaza, amelynek
legaldbb harom eleme van és tartalmazza az 1-et. Tegyiik fel, hogy ha a,b € K és a # 0,
akkor (1/a) — b € K. Mutassuk meg, hogy K test.
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3.3 Valos szamok

Pythagoras iskolajanak matematikusai észrevették, hogy egy egységnyi oldalii négy-
zet atléjanak hossza nem racionalis szam. Fokozatosan kidolgoztak az 1j szamokkal vald
szamolas szabalyait, raciondlis szamokkal valé kozelitéseik felhasznaldsaval. Mdodszeriik
az volt, hogy egy valds szdmot az Gsszes nala kisebb raciondlis szam halmazaval azonosi-
tottak. Ezt az alapgondolatot fogjuk felhaszndlni a valds szamok bevezetésére. A gorogok
geometrial meggondolasokat hasznaltak. A valds szdmok tisztdn halmazelméleti beveze-
tése Dedekindtdl, illetve Cantortdl szamazik 1872-bol.

3.3.1. Allitas. Nincs olyan racionalis szam, amelynek a négyzete 2.

Bizonyit4s. Ha lenne, akkor (—m/n)? = (m/n)? miatt lenne olyan is, amely felir-
hat6é m/n alakban, ahol m,n € NT. Valasszuk azt a felirast, amelyre a szamlalé minim4lis.
Mivel m? = 2n2, m péros kell legyen. Legyen m = 2k, k € N*. Ekkor 4k? = 2n2, ahonnan
2k? = n?. Innen n is paros. Ez ellentmond annak, hogy a szamlalé minimalis. O

3.3.2. Arkhimédészi tulajdonsag. FEgy F rendezett testet arkhimédészien rende-
zettnek neveziink, ha x,y € F, > 0 esetén van olyan n € N, amelyre nx > y.

3.3.3. Allitas. Egy felsé hatdr tulajdonsagi rendezett test mindig arkhimédészien
rendezett.

Bizonyités. Ellenkezd esetben A = {nz:n € N}-nek az y fels§ korldtja lenne.
Legyen z = sup A. Mivel z — z < z, a z — x mér nem fels§ korlét, igy van olyan n € N,
amelyre nz > z — . De ebbdl (n + 1)z > z, ami ellentmondés. O

A megforditas nem igaz:

3.3.4. Allitas. A raciondlis szdamok rendezett teste arkhimédészien rendezett, de nem
felsé hatar tulajdonsagu.

x Bizonyitas. Legyen x > 0. Ha y < 0, akkor n = 0 véalasztassal, ha pedig = =
i/j, y = k/m, i,j,k,m € N, akkor n > kj valasztassal nz > y, igy kapjuk, hogy Q
arkhimédészien rendezett.

Legyen A az 6sszes olyan r > 0 raciondlis szdimok halmaza, amelyekre r? < 2, és
legyen B az 6sszes olyan r > 0 racionalis szamok halmaza, amelyekre r? > 2. Legyen

7’2—272r+2

S=T—

r+2  r4+2°
Ekkor
32_2:m.
(r+2)2

Ha r € A, akkor s > r, de s? < 2, azaz s € A, igy A-nak nincs legnagyobb eleme.
Ha r € B, akkor s < r, de s2 > 2, azaz s € B, igy B-nek nincs legkisebb eleme. Innen
kovetkezik, hogy A-nak nincs Q-ban legkisebb fels6 korlatja: ha lenne, nem lehetne A-ban,
mert akkor A legnagyobb eleme lenne, igy B-ben kellene lennie, de B-nek nincs legkisebb
eleme. (Hasonl6an adddik, hogy B-nek nincs legnagyobb alsé korldtja Q-ban.) O
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* 3.3.5. Tétel. Egy arkhimédészien rendezett test barmely a < b elemeihez van olyan
r € Q, amelyre a < r < b. (A racionélis szamokat azonositjuk a test egy részhalmazdval
a bedgyazasrdl szolo tétel alapjdn.)

Bizonyitas. Mivel b —a > 0, van olyan n € N*, hogy n(b—a) > 1, tovdbb4 ezen
n-hez vannak olyan m, és m, egészek, amelyekre m, > na és my > —na. Igy —m, <
na < m,. Legyen k az a legkisebb természetes szam, amelyre m = —mqy + k > na. Igy m
olyan —mgy < m < m; egész, amelyre m —1 < na < m. Innen na < m <1+ na < nb, és
mivel n > 0, azt kapjuk, hogy a < m/n <b. O

3.3.6. Tétel: a valés szamok egyértelmiisége. Legyen R’ és R” két fels6 hatdr
tulajdonsdgii rendezett test. Ekkor létezik egy o kolesonosen egyértelmii leképezése R’ -nek
R" -re, amely monoton névekedd, osszeadds- és szorzastarto.

x Bizonyitas. A jelolések egyszertisitésére mindjart feltessziik, hogy R” D Q C R”.
Ha 2’ € R, legyen S, az x’-hoz R’-ben tartoz6 kezd8szelet metszete Q-val. (Ha z” € R”,
akkor S, hasonléan van definidlva, persze az R”-beli < relaciéval.) Az S, (illetve S,)
halmazok sohasem tiresek, van racionalis fels6 korlatjuk, és nincs legnagyobb elemiik, mert
az elézé tétel szerint van olyan r € Q, amelyre ' — 1 < r < 2/, emiatt r + 1 felsd korlat,
és barmely p € S,,-re van olyan ¢ € Q, amelyre p < ¢ < z’. Tovdbbé 2’ az S, legkisebb
fels6 korlatja R’-ben: nyilvdn fels6 korlat, és ndla kisebb y” nem lehet felsé korldt, mert
van olyan r € Q, amelyre y’ < r < z’. Legyen ¢(z’) = 2’ az S, C Q halmaz legkisebb
felsé korlatja, de most R”’-ben.

Ha z’,y" € R, 2’ < ¢/, akkor van olyan r € Q, amelyre 2’ < r < g/, és van olyan
s € Q, amelyre 2’ < s <r <y’ Innen p(z’) < s és p(y') >r, azaz p(z’) < p(y’), tehat
© szigorian monoton novekedd, igy kélcsondsen egyértelmi is.

Legyen z”” € R”, és «’ az S, legkisebb felsé korlatja, most viszont R’-ben. Megmu-
tatjuk, hogy S,, = S, amibdl mar kovetkezik p(z’) = 2/, azaz @ sziirjektiv. Nyilvdn
x' ¢ S, mert egyébként S,,-nek lenne legnagyobb eleme. Igy Sy C S, Masrészt, ha
S, egy r eleme nem lenne S, -ben, akkor egy x’-nél kisebb fels6 korlatja lenne S,,,-nek,
igy Sz/ - Sz//.

Annak igazolasara, hogy ¢ miivelettartd az Gsszeadasra nézve, megmutatjuk, hogy
Sy +8, =8, minden 2", y" € R'-re; a jobb oldal, mint tudjuk, elemenkénti ésszegként
van értelmezve. Csak azt kell megmutatni, hogy S,» +S,, D S,/,,/, mert a masik irdnyu
tartalmazas nyilvanval6. Legyen r < a’ + y’ raciondlis szdm és ¢ = 2’ + y’ — r. Legyen
p olyan raciondlis szdm, amelyre 2’ —e¢ < p < 2’. Ekkor g =r—p <r— (2’ —¢) =
r—(r—y) =y, gy ¢ €Sy, tehdt r = p+q € S,y + S,/ Innen mér kévetkezik a
miivelettartds az osszeaddsra nézve, mert ha p(z’) = 2" és ¢(y’') = y”, akkor S,/ =
Sy + 8y =8+ 8, =S, ahonnan (' +y') =" +y".

Végiil megmutatjuk, hogy ha z’ > 0ésy’ > 0, akkor S/, az Osszes olyan r racionlis
szdmok S, ., halmaza, amelyekhez van olyan p,q € Q, hogy 0 <p € S,,, 0 < g € 5,

@’y

és r < pq. Csak azt kell megmutatnunk, hogy S,,, C S,/ ,/, mivel a mésik irdnyt

tartalmazas nyilvdnvald, hiszen r < pq < z’y’. Legyen r € Syry €s valasszuk gy az
s € Q raciondlis szdmot, hogy 0 < s < (2'y’ —r)/(z' +y'), s < 2’ és s < y’ teljesiiljon.

Ha p-re illetve g-ra 2’ —s < p < 2/, illetve y’ — s < ¢ < y’, akkor p € S, illetve ¢ € S,
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tovdbb4
pa> (@ =)y —s) =’y —s(’ +y)+* > 2"y — s(a’ +)
'y —r

>a'y — —F——
Y 7ty

(@ +y')=r

S,-t helyettesithetiink, és az igy kapott’ S, 4 halmaz megegyezik S,/ -vel, azt kap-
juk, hogy S, = S, Innen kovetkezik, hogy z’,y" > 0 esetén ¢(z'y’) = z"y" =
o(z")e(y’). Felhasznalva a nulldval val6 szorzds tulajdonsagait és az elGjelszabélyt, kap-

juk, hogy ¢ miivelettart6 a szorzasra is. O

3.3.7. Valdés szamok. Egy fels6 hatar tulajdonsdgt rendezett testet a valds szdmok
testének neveziink. Az el6z6 tétel szerint lényegében legfeljebb egy ilyen van. A kovetkez6
tételben megmutatjuk, hogy van ilyen. A valds szdmok testét R-rel fogjuk jelélni. Ha z
valds szédm, legyen || = x, ha = > 0, és legyen |z| = —z, ha 2 < 0. Legyen sgn(xz) = 0, ha
x = 0és sgn(x) = z/|z| egyébként; sgnaz eldjel figgvény. Legyen |x |, az x alsé egész része
az a legnagyobb eleme Z-nek, amely nem nagyobb, mint x, és legyen [x], az x felsd egész
része az a legkisebb eleme Z-nek, amely nem kisebb, mint x: ha x = 0, akkor nyilvanvalé,
hogy ezek 1éteznek (ekkor mindkettd nulla). Ha x > 0, az arkhimédészi rendezettséghdl
és N jolrendezettségébol kovetkezik, hogy van az x-nél nagyobb vagy egyenld természetes
szadmok kozott egy legkisebb n természetes szam, ez éppen [x]. Nyilvdn n > 0. Ha n = z,
akkor |z] = [z] = n, egyébként |xz] = n — 1. Végiil, ha x < 0, akkor [z] = —|—=z] és
(2] = —=[—x].

Ha x val6s szdm, akkor legyen z mod 0 = z és x mod y = v — |z /y] -y, ha 0+ y € R.
Nyilvan, ha y > 0, akkor 0 < 2 mod y < y, ha pedig y < 0, akkor y <  mod y < 0. Az
xzmod 1 =z — |z| értéket x tortrészének nevezzik.

3.3.8. Bévitett valés szamok. Néha sziikségiink lesz a bévitett valds szdmok R = RU
{400, —cothalmazédra. A valés szdmok rendezését gy terjesztjiik ki R-ra, hogy —oco < z <
400 teljesiiljon minden x € R-re. A bovitett valés szamok kérében barmely részhalmaznak
van szuprémuma és infimuma (de sup@ = —oo és inf() = +o0). Az ellentettképzésnél
—(+00) = —00 és —(—00) = +00. Az Osszeadést is értelmezziik, ha nem is mindeniitt:
T+ (+00) = (+00) + & = +o00, haz € R, 2 > —00 és z + (—00) = (—00) + = —o0, ha
r €R, z < 400, de (+00) 4 (—00) és (—00) + (+00) nincs értelmezve.

3.3.9. Valés szamok kerekitése és fixpontos dbrazolasa szamitégépben. Valds
szamok altaldban pontosan nem abrazolhaték szamitogépben, de kozelitéleg igen. Egyik
moéd erre a fizpontos dbrdzolds. Kettes szamrendszert hasznalva rogzitiink egy N egész
szamot, a tortrész hosszat. Az n/2N, n € Z alaki valds szamok pontosan dbrazolhatok, ha
n-et taroljuk. Egy tetszbleges x valds szam helyett a hozzé legktzelebb esé pontosan ab-
rdzolhaté szdmot taroljuk; ha két ilyen van, akkor azt, amelyben n péros (ez kikiiszoboli,
hogy ebben az esetben mindig egyirdnyban torténjen a kerekités); ez a szabdlyos kerekités.
Mas kerekités mellett is donthetiink: —oo felé val6 kerekités esetén az x-nél nem nagyobb
pontosan abrézolhatéd szdmok koziil valasztjuk ki az a-hez legkozelebbit (lefelé); ha +oo
felé kerekitiink, akkor az x-nél nem kisebb pontosan abrazolhaté szamok koziil valasztjuk
ki az z-hez legkozelebbit (felfelé). Ezek a kerekitési médok az intervallumaritmetikdnal
fontosak. Végiil csonkitds esetén az |x|-nél nem nagyobb abszolut értékii pontosan &b-
razolhaté szamok kozil valasztjuk ki az x-hez legkozelebbit. Az &dbrézolasnal kerekitési
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hiba 1ép fel. Miiveletek utan is ezeket a kerekitési szabdlyokat alkalmazhatjuk a (pontos)
eredményre, igy természetesen altaldban a miveleteknél is kerekitési hiba 1ép fel. Ha n
bitjeinek szama korlatozott, akkor csak egy intervallum elemei dbréazolhaték aranylag kis
(szabalyos kerekitésnél 27V~ a t&bbi kerekitésnél 27V) hibaval, ezen kiviili szdmokn4l
tulcsordulds 1ép fel.

3.3.10. Valés szamok lebeg6pontos abrazolasa szamitégépben. Fixpontos sza-
mabrazolaskor a hiba a szdm abszolut értékéhez képest nagy lehet, ha a szam abszolut
értéke kicsi. A lebegépontos szamabrdzolds ezt kiiszoboli ki, a hiba és a szam értéke hanya-
dosdnak abszolut értéke, a relativ hiba nagyon sok nagysdgrenden keresztiil kicsi marad.
Csak binaris dbrazolassal, azon beliil is csak az IEEFE 75/ szabvany altal leirt, ma szinte
kizardlagosan hasznalt abrazolassal foglalkozunk. Ennél a pontosan abrazolhaté szamok
n - 28N alakidak, ahol n,k € Z és 1 — 2K < k < 2K 2N+l <y < 2N+l 3 K és N
konstansoknak a szabvany altal megengedett értékeit az 3.3.1 tabladzat tartalmazza.

pontossag bajtok szama K+1 N
egyszeres 4 8 23
kétszeres 8 11 52
kiterjesztett kétszeres > 10 > 15 > 63
négyszeres 16 15 112

3.3.1 tablazat: Lebeg6pontos szabvany 1.

Az egyszeres pontossag hasznalatos példaul képfeldolgozasnal. A kétszeres pontossag
az altalanos a legtébb més esetben. A négyszeres pontossag tulajdonképpen nem szerepel
a szabvanyban, de egyre terjed. A kisebb pontossagrol nagyobbra valé konverzié csak
nulldkkal val6 kiegészitéssel jar, mig forditott irAnyban kerekités torténik.

Az n - 28N alakban valé felirds altaldban nem egyértelmii, mert ha n paros, akkor
(n/2)- 281N ygyanannak a szimnak egy masik felirasa. Ugy tesszilk egyértelmiivé, hogy
k-t a lehet6 legkisebbnek valasztjuk. Ha ekkor |n| > 2V, akkor n-2FN = £2F.(1+4 f), ahol
f=(n|—2N)/2N < 1 a szdm tértrésze; ha |n| < 2V, akkor csak k = 2 — 2% lehet, ekkor
n- 28N = 12k (0+ f), ahol f = |n|/2" < 1 a szdm tirtrésze; ez utébbi esetben ha n # 0,
akkor a szdm szubnormdlis lebegépontos szam, minden mas esetben normdlis lebegdpontos
szam. A pontosan abrézolhaté lebegépontos szamok esetén az abrazolds a kovetkezd: a
legfelsd bit az eléjelbit (0 pozitiv, 1 negativ), ezutdn jon a K + 1 bites exponens, ami
In| > 2N esetén k + 2K — 1, azaz k értéke 25 — 1-tobbletes kédban, egyébként pedig 0,
ezutén pedig a tortrész N biten. Két nulla is van, +0, de a hardver (dltaldban) egyenlének
tekinti Sket. A specidlis 251 — 1 exponens érték 0 tortrésszel 400 abrazoldsara szolgal
(ha az exponens tul nagy lenne, akkor is ez az dbrdzolds); ha a tortrész nem nulla, akkor
a tartalom nem szdm (NaN, Not any Number), mégpedig ha a tortrész legfelsd bitje 0,
akkor jelz6 nem szam (SNaN, Signaling Not any Number), ami megszakitast is okoz. A
tovabbi részleteket lasd a [40] cikkben. Az egyes eseteket a 3.3.2 tébldzat foglalja Gssze.

3.3.11. Tétel: a valdés szamok létezése. Létezik felsé hatar tulajdonsagu rendezett
test.
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szam tipus el6jel bit exponens implicit bit tortrész
+00 + 111...111, 1 000...000,
NaN ? 111...111, 1 177...777
SNaN ? 111...111, 1 077...777,
normélis + E+2K -1 1 In| — 2N
szubnormadlis + 0 0 [n|
nulla + 0 0 0

3.3.2 tablazat: Lebegdpontos szabvany II.

x Bizonyitas. 1. A bizonyitas alapgondolata, hogy a valds szdmokat mint a raci-
onalis szdmok bizonyos részhalmazait, igynevezett Dedekind-szeleteit vagy roviden csak
szeleteit definialjuk. A Q egy « részhalmazat szeletnek nevezziik, ha

(1) 0#a#
(2) hare€a,seQéss<r, akkor s € a;
(3) har € a, akkor van olyan s € o, amelyre s > r.

A valés szamok R halmazat mint Q szeleteinek halmazat definidljuk. Megjegyezziik, hogy
Q kezdoszeletei mind szeletek, ezek felelnek majd meg az R racionalis szamainak. Egy
r € Q raciondlis szamhoz tartozé kezdoszeletet r*-gal fogunk jel6lni.

II. Ha o, € R, akkor legyen @ < B, ha o C B. Ez a relacié nyilvan reflexiv,
antiszimmetrikus és tranzitiv. Meg kell mutatni, hogy dichotom. Tegytik fel, hogy o ¢ 5.
Ekkor van olyan r € a, amelyre r ¢ 8. Ha s € 8, akkor s < r, hiszen r ¢ 3, igy (2) szerint
s € a. Tehat 8 C «, azaz R rendezett halmaz <-vel.

III. Megmutatjuk, hogy az R rendezett halmaz fels6 hatar tulajdonsagu. Legyen A
az R egy nem iires részhalmaza, és tegyiik fel, hogy 0 € R az A egy fels6 korlatja. Legyen
v az a € A szeletek egyesitése. Megmutatjuk, hogy v € R és v = sup A. Mivel A nem
iires, van « € A, és mivel « nem fiires, 7y sem iires. Tovabba v C £, hiszen o C 8 minden
a € A esetén, ezért v # Q. (2) és (3) bizonyitdsdhoz valasszunk ki egy r € + elemet.
Ekkor r € « valamely a € A esetén. Ha s < r, akkor s € «, igy s € v, tehat (2) teljesiil.
Most legyen s € « olyan, hogy s > r. Ekkor s € ~, {gy (3) is teljestil. Tehdt v € R.
Vildgos, hogy o < v minden o € A esetén, tehat v fels6 korlitja A-nak. Megmutatjuk,
hogy a legkisebb. Tegyiik fel, hogy § < ~. Ekkor van olyan r € v, amelyre r ¢ §. Mivel
r €, ezért r € a valamely a € A esetén. Igy 6 < a és § nem felsé korlatja A-nak. Igy
~ = sup A.

IV. Ha «, B € R, legyen o + (3 a két halmazbdl 6sszeadédssal nyert racionalis szamok
halmaza, azaz az Osszes r + s alaki Gsszegek halmaza, ahol r € « és s € 5. Megmutat-
juk, hogy a szeletek ezzel az Osszeaddssal Abel-csoportot alkotnak, amelyben a nullelem
szerepét 0%, a nulldhoz tartozd kezddszelet jatssza, és az Osszeadds monoton.

Eldszor meg kell mutatnunk, hogy a nyilvdn nem iires a + 3 szelet. Ha " € Q \ «,
s" € Q\ B, akkor 7" + s > r 4+ s minden r € «, s € [ esetén, igy (1) teljesiil. Vélasszunk
egy 7 € a + [ elemet. Ekkor r = p + ¢ valamely p € «, ¢ € § elemekkel. Ha s < r, akkor
s—p<gqigys—p€eféss=p+(s—p) €a+p, tehit (2) teljesiil. Vilasszuk most
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r-hez az s € a elemet gy, hogy s > p teljesiiljon. Ekkor s +¢q > 1 és s+ q € a + 5, tehat
(3) is teljestil.

Maésodszor vegyiik észre, hogy az Gsszeadds kommutativ és asszociativ, és mutassuk
meg, hogy 0" nullelem. Ha r € a és s € 0%, akkor r+s < r, igy r+s € a, tehat a+0* C a.
A maésik irdnyu tartalmazéds bizonyitasdhoz valasszunk egy tetszéleges r € « elemet, és
legyen s € o, s > r. Ekkor r — s € 0* és r = s + (r — s) € a + 0*. Ezzel belattuk, hogy
a+0"=a.

Harmadszor az additiv inverz 1étezését mutatjuk meg. Legyen o € R rogzitett, és
legyen B azon r € Q raciondlis szamok halmaza, amelyekhez van olyan p > 0 raciondlis
szam, hogy —r — p ¢ «, mas széval, amelyekhez van olyan —r-nél kisebb racionélis szdm,
amely nincs a-ban. Megmutatjuk, hogy 8 € Résa+ =0 . Has ¢ aésr=—s—1,
akkor s = —r — 1 ¢ «, igy r € 3, tehat 5 nem iires. Ha r € «, akkor —r ¢ 33, igy B + Q.
Ezért f-ra teljesil (1). Legyen r € (3 tetsz6leges, és valasszuk meg a p > 0 elemet gy,
hogy —r —p ¢ « teljesiiljon. Ha s < r, akkor —s —p > —r — p, igy —s — p & «. Tehéat
s € B, és (2) teljesiil. Legyen most s = r+p/2. Ekkor s > r, és —s—p/2 = —r—p ¢ «, igy
s € B. Tehat (3) is teljesiil S-ra, amivel beldttuk, hogy 8 € R. Ha r € « és s € 3, akkor
van olyan p pozitiv racionélis szdm, hogy —s — p ¢ «a, ahonnan —s ¢ «, ezért r < —s,
azaz r+ s < 0. Tehat o+ § C 0*. Az ellenkez6 irdnyu tartalmazas bizonyitasihoz legyen
r € 0%, és legyen p = —r/2. Ekkor p > 0, és van olyan n egész, amelyre np € «, de
(n+1)p ¢ «a. (Itt az arkhimédészi tulajdonsidgot haszndltuk ki.) Legyen s = —(n + 2)p.
Most s € 3, hiszen —s —p ¢ «, és r = np + s € a + . Tehat 0* C o+ (. Ezzel belattuk,
hogy a+ 8 = 0*.

Az 6sszeadds monotonitdsa nyilvanval6 a rendezés és az 6sszeadés definicigjabol.

V. A szorzds némileg nehezebben kezelhet6, mint az Osszeadds, mert szeleteket ele-
menként Gsszeszorozva nem kapunk szeletet. Ezért el6szor azoknak az « szeleteknek a
halmazara szoritkozunk, amelyekre o > 0*. Ha o > 0* és 8 > 0%, akkor legyen definicio
szerint o8 azon r raciondlis szamok halmaza, amelyekhez vannak olyan p € a és ¢ € 8
pozitiv raciondlis szamok, hogy r < pq. Ezzel a definiciéval pozitiv szeletek szorzata is
szelet, és a pozitiv szeletek szorzasa kommutativ, asszociativ, disztributiv, 1* egységelem,
és erre vonatkozdéan minden pozitiv szeletnek van (pozitiv) inverze: ezen tulajdonsigok
bizonyitasa hasonl6 a IV. pont bizonyitasaihoz. Figyeljiik meg, hogy az is teljesiil, hogy
ha a > 0* és 8 > 0%, akkor aff > 0%, azaz teljesiil a szorzas monotonitasa.

« sz

tovabba

—((—a)B), haa<0*, 8> 0,

(—a)(—p), haa<0* 8 <0
aff = {
—(a(—=p)), haa >0 <0

A definici6 alapjdn a szorzas tulajdonsdgai és a disztributivitas esetszétvalasztdssal be-
lathatok.

VII. Végiil vegyiik észre, hogy a racionalis szamokat beagyazva R-be, nulldhoz a
nullelem, azaz 0%, 1-hez az egységelem, azaz 1* rendelddik, és egy » = m/n, m,n € Z,
n # 0 raciondlis szdmhoz az (m1*)/(n1*) szelet, ami nem mds, mint r*. O

°x 3.3.12. A valés szamok mas bevezetései. Némely konyv a rendezett test fogal-
mat a nemnegativ elemek kijelolése segitségével definidlja: egy F' test rendezett test, ha
adott egy olyan P részhalmaza, a nemnegativ elemek halmaza, amelybdl nem vezet ki az
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Osszeadds és a szorzds, és amelyre F' = P U (—P), PN (—P) = {0}. Kénnyt 14tni, hogy
ez a definici6 ekvivalens az itt szereplGvel.

A valés szamok rendezett teste rendelkezik az alabbi intervallumskatulydzdsi tulaj-
donsdggal: ha a,,,b,, n =1,2,... valés szdmsorozatok, a, <b,, a, <a,,, ésb, > b, .,
ha n =1,2,... akkor N, [a,,,b,] # 0. (Ldsd Rudin [75] konyvét: 2.38 tétel.) Tovabba,
a valés szamok rendezett teste teljes: benne minden Cauchy-sorozat konvergens. (Lasd
Rudin [75] konyvét: 3.11 tétel és 3.12 definicid.)

A valds szamok teste ezen tulajdonsagok segitségével is definidlhatd: vagy mint
olyan arkhimédészien rendezett test, amely rendelkezik az intervallumskatulyazasi tu-
lajdonsiggal (lasd a Leindler—Schipp [60] jegyzetet; ekkor a fels§ hatar tulajdonsdg és
a teljesség tételek), vagy mint olyan arkhimédészien rendezett test, amely teljes (ldsd
a Hewitt—Stromberg [38] konyvet; ekkor a felsd hatér tulajdonsdg és az intervallumska-
tulydzasi tulajdonsdg tételek). Ezekben az esetekben a valds szdmok halmazdt mint a
raciondlis szdmok Cauchy-sorozatainak ekvivalenciaosztalyait szokas definidlni. Ennek a
felépitésnek a részletes targyaldsat lasd a Hewitt—Stromberg [38] konyvben.

3.3.13. Tétel: gyokvonas. Minden x > 0 valds szdmhoz és n € NT természetes
szamhoz pontosan egy olyan y > 0 valds szam taldlhaté, amelyre y™ = x.

Az y szdmot az x szdm n-edik gydkének nevezziik és {/x-el (n = 2 esetén /x-el is)
vagy x'/"-el jeloljiik.

x Bizonyitas. Vilagos, hogy legfeljebb egy ilyen y létezik, hiszen y; < y, esetén
y? < yy. Ha = = 0, akkor y = 0. Legyen E azoknak a t pozitiv valés szdmoknak a
halmaza, amelyekre t" < z. Hat = z/(1+z), akkor 0 < t < 1, {gy t" <t < z, {gy E nem
ires. Ha t > 14z, akkor t" >t > 1+ x, igy 1+ x az E fels6 korlatja. Legyen y = sup E.
Meg fogjuk mutatni, hogy 3y = x. A bizonyitas indirekt: megmutatjuk, hogy az y" < z
és y" > x egyenlOtlenségek mindegyike ellentmondéasra vezet.

A

pn — g = (b _ a)<bn71 + bn72a+ co an71>

azonossag alapjan b —a™ < (b—a)nb™ !, ha 0 < a < b.

Tegyiik fel, hogy y™ < x. Vélasszunk olyan h szamot, amelyre 0 < h < 1 és

x—y"
h< ———.
n(y+ 1)1

Legyen a =y, b =y + h. Ekkor
(y+h)" =y < hn(y+h)"' < hn(y+ 1" <z —y",

igy (y+ h)"™ < z, és ezért y + h € E. Ez ellentmond y fels§ hatar voltdnak.
Tegyiik fel, hogy y™ > x. Legyen

=Y 7

ny™1’
Ekkor 0 < k < y. Ha t >y — k, akkor
yr -t <yt —(y— k)" <kny" =yt =,
igy t" >z, ést ¢ E. Igy y — k az E egy fels6 korlatja. Ez ellentmond y fels6 hatar
voltanak. [J

89



3.3.14. Kovetkezmény. Ha a és b nemnegativ valés szamok ésn € N, akkor V/ab =
/ai/b.
Bizonyitas. Legyen a = {/a és 3 = V/b. Ekkor (a3)" = ab, igy az egyértelmiiséghdl
kovetkezik az allitas. O

x 3.3.15. A természetes, az egész és a raciondlis szimok bevezetése a valds
szamok segitségével. Az x7:= z + 1, ha x € R jeloléssel, jelolje N az R mindazon N
részhalmainak a metszetét, amelyek rendelkeznek az aldbbi két tulajdonsaggal:

(1) 0eN;
(2) hane€ N, akkor n*t € N.

Az N halmaz elemeit természetes szdmoknak nevezziik. (Vannak, akik a természetes
szamokat 1-gyel kezdik.)

Megmutatjuk, hogy N rendelkezik az alabbi tulajdonsidgokkal, amelyeket torténeti
okokbdl Peano-axiémaknak nevezziik:

1) 0el;

2) han €N, akkor nt € N;

) han e N, akkor n* £ 0;

4) han,meNésnt =m", akkor n = m;

5) ha SCN,0€ Sésn e Sesetén nt € 9, akkor S = N.

Mivel N olyan halmazok metszete, amelyek rendelkeznek az (1) és (2) tulajdonsa-
gokkal, N is rendelkezik ezekkel a tulajdonsdgokkal, igy (P1) és (P2) teljesiil. (P5) a
matematikai indukcid elve vagy réviden az indukcio elve (a teljes indukcio elve elnevezés
is haszndlatos, de mi ezt szlikebb értelemben fogjuk hasznélni); abbdl kovetkezik, hogy
az S halmaz rendelkezik az (1) és (2) tulajdonsdgokkal, igy N C S. (P4) kovetkezik az
egyszeriisitési szabalybdl. Végiil (P3) fennéllasat (P5) segitségével bizonyitjuk. (Az ilyen
bizonyitasokat matematikai indukcicoval vagy réviden indukcioval vald bizonyitdsoknak
szokas nevezni, és nagyon gyakran szerepelnek természetes szamokra vonatkozo allita-
sok bizonyitdsdnal.) Legyen S = {n € N:n* > 0}. Nyilvdn 0 € S, és ha n € S, akkor
()T >0+1>0,{gy n™ € S. Innen (P5) miatt S = N, azaz teljesiil (P3).

Megjegyezziik, hogy ha m,n € N, akkor (n szerinti indukciéval) m + n € N. Hason-
l6an, mivel mn* = mn+m, az n szerinti indukciéval kapjuk, hogy mn € N, ha m,n € N.
Ugyancsak n szerinti indukciéval, ha m,n € N és m < n, akkor n —m € \N.

A természetes szamok korében az Osszeadasra nézve csak a 0-nak van inverze, méas-
ként szélva, a kivonas altaldban nem végezheto el. Ez indokolta az egész szamok beveze-
tését. A Z = —INUN C R halmaz elemeit egész szdmoknak nevezziik. A definicié alapjan
adédik, hogy Z-bol nem vezet ki az 6sszeadas és az additiv inverz képzése, az el6jelszabaly
alapjan pedig, hogy a szorzas sem.

Az egész szamok korében a nem nulla elemek koziil csak 1-nek és —1-nek van mul-
tiplikativ inverze, masként szélva, az osztas altaliban nem végezhetd el. Ez indokolta
a raciondlis szdmok bevezetését. A Q = {m/n € Rim,n € Z,n # 0} halmaz elemeit
raciondlis szamoknak nevezziik; R \ Q elemeit irraciondlis szdimoknak szokas nevezni. A
racionalis szamok rendezett testet alkotnak: 0 = 0/1 € Q, 1 =1/1 € Q, ha m/n € Q és
m’/n’ € Q, akkor (—m)/n = —m/n € Q, m/n+m'/n = (mn’ +m/n)/(nn’) € Q és
(m/n)(m’/n’) = (mm)/(nn") € Q, valamint ha 0 # m/n, akkor m # 0, {gy 1/(m/n) =
n/m € Q.

w
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— 8.3.16. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy ha x € R raciondlis, y € R pedig irracio-
nalis, akkor x + y irraciondlis. Igaz-e, hogy irracionalisok Gsszege irracionalis?

— 3.3.17. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy ha 0 # = € R raciondlis, y € R pedig
irracionalis, akkor zy irraciondlis. Igaz-e, hogy irraciondlisok szorzata irracionalis?

3.3.18. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b € R, a < b akkor van koztiik
raciondlis és irracionalis szam is.

3.3.19. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy ha n € N, akkor /n vagy egész, vagy
irracionalis.

3.3.20. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy v/2 + /3 irracionilis.

3.3.21. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy ha n,k € N*, akkor {/n vagy egész, vagy
irracionalis.
— 3.3.22. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy {p + ¢v/2: p,q € Q} test a valés szamok
szokésos miiveleteivel.

3.3.23. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy V/2 ¢ {p + ¢v/2:p,q € Q}.

3.3.24. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy {p 4+ ¢v/2 + V3 + sv6:p,¢,7,5 € Q} test
a valds szamok szokasos miiveleteivel.

3.3.25. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy ha a, b pozitiv racionalis szaimok, akkor {p-+
a +rvVb+sVab:p,q,r, s € Q} test a valds szdmok szokdsos miiveleteivel. Altaldnositsuk
az allitast akdrhany pozitiv raciondlis szdmra.

— 3.3.26. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha a,b € R, akkor

la—bl+a+0b

la—bl+a+b
2 ’ '

max{a,b} = min{a,b} = — 5

— 3.3.27. Feladat [0]. Hatdrozzuk meg az aldbbi maradékok értékét:

(1) 100 mod 3;

(2) 100 mod 7;

(3) (—100) mod 7;
(4) (—=100) mod 0;
(5) 5mod —3;

(6) 18 mod —3;
(7) (—2) mod —3;
(8) 1,1 mod 1;

(9) 0,11 mod 0,1;

(10) 0,11 mod —0,1.
— 3.3.28. Feladat [1]. Bizonyitsuk be, hogy ha = € R, n € Z, akkor

(1) |z] < n pontosan akkor, ha x < n;
(2) n < |x] pontosan akkor, ha n < z;
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[2] < n pontosan akkor, ha z < n;

W

NN AN N AN N

]
n < [x] pontosan akkor, ha n < z;

x| = n pontosan akkor, ha x —1 <n < z;

A~ o~ o~ o~
(=20

Ed
|z] = n pontosan akkor, ha n <z <n+1;
[z] =

3

x| = n pontosan akkor, ha x <n <z + 1;

(8) [z] =n pontosan akkor, han—1 <z <n.

— 3.3.29. Feladat [3]. A modern processzorokban négyféle egészre kerekitési mod
allithat6 be (az IEEE 75/ szabvény szerint): +o0o felé, —oo felé, 0 felé, és a legkozelebbi
egészre (ha két ilyen van, akkor a pdrosra). Irjuk fel adott x valés szdmra mindegyiknek
az eredményét a tanult jelolésekkel.

— 3.3.30. Feladat [4]. Mely osszefiiggések teljesiilnek az aldbbiak koziil barmely
x € Rt-ra:
1) [Vl=]] = [Vl
2) [VIz]]=[Val;
®3) [VIz]]=[Vzl.

3.3.31. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy minden z,y € R-re |z] + |y] < |z + y]
és egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha z mod 1 + ymod 1 < 1. Teljesiil-e hasonld
Osszefiiggés a fels6 egész részre?

3.3.32. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha az m € NT szdmot ¢ alapi szdmrend-
szerben frjuk fel, ahol ¢ € N, ¢ > 1, akkor ¢’ egyiitthatéja [m/q’| — q|m/¢"t1], ha
jEN.

3.3.33. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy
(1) minden n € Nt-ra |v/n++vn+1] = |v/n++vn+2];

(2) van olyan n € N¥, amelyre | ¢/n+ V/n+ 1] # | /n+ V/n+2].

3.3.34. Feladat: oroknaptar [8]. Mutassuk meg, hogy ha d, m és y rendre a nap,
hénap és év, akkor az 1582. évet kovetd idépontokra (azdta haszndlatos a Gergely-naptér)
(1) h=[ymod4 = 0] — [y mod 100 = 0] + [y mod 400 = 0] szo6k6év esetén 1, egyébként

0;
(2) z=(d+|2,6n—0,2|+7+|r/4]+|h/4]|—2h—(1+4s)|n/11]|) mod 7 vasdrnap 0, hétfén
1, stb., szombaton 6; itt h = |y/100] az év ,évszdzad-része”, r = y mod 100 pedig

a maradék része, n = 1 + ((m — 3) mod 12) pedig a hénap ,,médositott sorszdma”,
marciust véve elsének (mert februdr a szok&honap).

3.3.35. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg az alabbi feltételt kielégi{ts valds szdmok hal-
mazat:
(1) |z+1|<1/4
(2) |x—2|>5;
B3) |z > |z —1f;
(4)

4) 2z—1] <|z—1;
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5) |z +2|+ |z —2| <12
6) |z +2|—|x|>1;
7 e+l =z -1 <1
8) |z(l—a)| <3.

— 3.3.36. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg az aldbbi val6s szdmhalmazok felsd és alsé
hatarat, minimumat és maximumat, ha létezik:

1) {1/mne Nt}

(
(
(
(

(

(2) {zeQ:—-1<a<l1}

(3) {xeﬂ?z—\/igxg\/i};
4) {(=D)"/n:in e N}

(5) {(—1)" +1/mn € N7},
(6) {1/2"+1/2™:n,m e Nt}

— 3.3.37. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy egy rendezett test pontosan akkor fels§
hatar tulajdonsagu, ha alsé hatar tulajdonsigu, azaz ha minden nem tres alulrél korlatos
részhalmazanak van legnagyobb eleme, tovibbd A pontosan akkor feliilrél korldtos, ha
—A alulrdl korlatos, és ekkor inf(—A) = —sup A, valamint ha értelmezve van max A,
akkor min(—A) is és min(—A) = —max A.

3.3.38. Feladat [4]. Legyenek A, B C R nem diszjunkt halmazok. Mit tudunk mondani
sup A, sup B, sup(A U B) és sup(A N B) kapcsolatarol?

3.3.39. Feladat [4]. Legyenek A, B C R nem iires halmazok. Mutassuk meg, hogy
sup(A + B) = sup A + sup B és inf(A + B) = infa + inf B.

3.3.40. Feladat [4]. Legyenek A, B C R nem iires halmazok. Mit tudunk mondani
sup A, sup B, inf A, inf B és sup(AB), inf(AB) kapcsolatar6l? Es ha feltessziik, hogy
A,BCR"?

3.3.41. Feladat [4]. Legyen A C R nem iires halmaz. Mit tudunk mondani sup A,
inf A és sup(1/A), inf(1/A) kapcsolatardl?

3.3.42. Feladat [4]. Legyen X nem iires halmaz, f,g: X — R fliggvények. Mutassuk
meg, hogy ha f(X) és g(X) feliilr6l korldtosak, akkor f+g értékkészlete is feliilrél korlatos,
és sup f(X) + supg(X) > sup(f + ¢g)(X), valamint ha f(X) és g(X) alulrdl korldtosak,
akkor f + g értékkészlete is alulrdl korlatos, és inf f(X) + infg(X) < inf(f + ¢)(X).
Mutassunk példat, amikor nem teljesiil egyenloség.

3.3.43. Feladat [4]. Legyen X nem iires halmaz, f,g: X — RT fiiggvények. Mu-
tassuk meg, hogy inf f(X)infg(X) < inf(fg)(X), és sup f(X)supg(X) > sup(fg)(X).
Mutassunk példat, amikor nem teljesiil egyenloség.

3.3.44. Feladat [6]. Legyen X nem tires halmaz, f, g: X — R fiiggvények. Mit tudunk
mondani inf f(X), infg(X), sup f(X) és sup g(X) valamint az inf(f¢)(X), sup(fg)(X),
inf(1/¢)(X) és sup(1/g)(X) kapcsolatarol?

3.3.45. Feladat [4]. Legyen A,, i € I az R feliilrdl korldtos, nem iires részhalmazainak
egy nem fiires csalddja. Mutassuk meg, hogy U,;.;A; pontosan akkor feliilrél korlatos, ha
a B = {sup A;:7 € I halmaz feliilr6l korldtos, és ekkor sup A = sup B.
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3.3.46. Feladat [7]. Ellendrizziik, hogy a pozitiv valds szdmok halmaza Abel-csoport
az (a,b) — a-b miivelettel. Mi lesz a semleges elem? Adjunk meg ehhez az , 6sszeaddshoz”
olyan szorzast, amellyel testet kapunk.

3.3.47. Feladat [9]. Ellendrizziik, hogy a pozitiv racionalis szdmok halmaza Abel-
csoport az (a,b) — a - b miivelettel. Mi lesz a semleges elem? Bizonyitsuk be, hogy ehhez
az ,0sszeadashoz” nincs olyan szorzas, amellyel testet kapunk.

% 3.3.48. Feladat [6]. Bizonyitsuk be az intervallumskatulydzési ,axiémét” R dltalunk

s sz

3.3.49. Feladat [6]. Az intervallumskatulydzdsi axiémdban megkéveteljiik, hogy az
egymasba skatulyazott intervallumok zartak, korlatosak és nem tiresek. Mutassuk meg
ellenpéldakkal, hogy az allitds nem marad igaz, ha barmelyik feltételt elhagyjuk.

°x 3.3.50. Feladat [12]. Tekintsiik Q(z)-et azzal a rendezéssel, amelyben r > s, ha
r — s szamlaléjanak és nevezdjének féegyiitthatdja azonos el6jelii. Ellenérizziik, hogy
Q(z) rendezett test. Mutassuk meg, hogy nem arkhimédészien rendezett. Mutassuk meg,
hogy nem teljesiil az intervallumskatulyazasi tulajdonsag.

3.3.51. Tovabbi feladatok. [69]: 4.1.3,4.1.4,4.1.6-4.1.8, 4.1.10, 4.1.15, 4.1.16, 4.1.18,
4.1.22, 4.1.24;

3.4 Komplex szamok

A gbrog matematikdn, amelynek szabatossiga a tudomanyok mintajaul szolgdlt
(Eukleidész miive 2000 évig volt tankonyv!), elészor a reneszansz szamolomiivészeinek
sikeriilt tullépniiik, amikor Scipione del Ferro és Niccolo Fontana ,, Tartaglia”’harmadfokt
egyenleteket oldottak meg. Felfedezéseiket Gerolamo Cardano és tanitvanya, Lodovico
Ferrari fejlesztették tovabb, megtalalva az altalanos harmad- és negyedfokiu egyenletek
megoldéasanak médjat. Eppen olyan esetekben azonban, amikor hérom kiilonbézé valds
gyoke van egy harmadfoki egyenletnek, a Cardano-képletben a négyzetgydkjel alatt nega-
tiv szdm szerepelt, és igy nem adta meg a megoldést: ez a ,casus irreducibilis”. Eszrevették
azonban, hogy negativ szdmok négyzetgyokeire is bevezetheték megfelel$ szamolasi sza-
balyok. Fokozatosan tisztdzodtak a ,képzetes” szamokkal valé szamolas szabdlyai, és a
trigonometrikus figgvényekkel val6 kapcsolat. A komplex szamok fogalmat Carl Friedrich
Gauss tisztdzta véglegesen, és ezutdn bebizonyitotta az algebra alaptételét.

3.4.1. Komplex szamok. A kompler szamok halmaza C = R x R, azaz a valds
szampérok halmaza, az (z,y)+(z',y") = (z+a’, y+y’) Osszeaddssal és az (z,y) - (z’,y") =
(z2’ —y'y,y'x + yx’) szorzédssal mint miiveletekkel. Egyszer(i szdmolds mutatja, hogy C
test a fenti miiveletekkel: a nullelem a (0,0) par, az (z,y) par additiv inverze a (—z, —y)
par, egységelem az (1,0) pér, és a nullelemtdl kiillonboz6 (x,y) par multiplikativ inverze
az (z/(z*+y?), —y/ (22 +y?)) par. Vegyiik észre, hogy ha z,z’ € R, akkor (z,0)+(2’,0) =
(z+2,0), (x,0) - (z/,0) = (zx’,0), {gy az > (x,0) leképezés kolcsénosen egyértelmfi,
Osszeadds- és szorzdstartd leképezése R-nek C-be, ezért az Osszes (x,0), © € R alakd
komplex szamok halmazat azonositjuk R-rel.

Jelolje i a (0,1) komplex szdmot (villamosmérnokok ezt a szamot j-vel jelolik). Ve-
gyiik észre, hogy i? = —1, az i segitségével az (x,y) komplex szdmot x + iy alakban
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irhatjuk, és ez a felirds természetesen egyértelmii. Ezt a szdm algebrai alakjanak nevez-
zik. Ha z = x + iy € C, ahol x,y € R, akkor z-et a z wvalds részének, az y-t pedig a
z képzetes részének nevezzik. Jelolésiik: R(z), illetve J(2)(vagy Re(2), illetve Im(z)). A
z konjugdltja a Z = x — iy komplex szam. Egy komplex szam pontosan akkor valds, ha
megegyezik a konjugaltjaval. Ha egy komplex szam valés része nulla, akkor képzetesnek
nevezzik. L

A definici6 alapjan azonnal kovetkeznek az = z, 2 + w = z+w, zw = zw, 1/2 = 1/Z,
247z =2R(z), z —z = 2iJ(z) Osszefiiggések.

Megjegyezziik, hogy nincs olyan rendezés, amellyel a komplex szamok teste rendezett
test lenne, mert rendezett testben 1 > 0 és —1 < 0, és C-ben 2 = —1, ami ellentmond
annak, hogy rendezett testben minden nem nulla elem négyzete pozitiv.

Néha sziikségiink van a bévitett komplex szdmok C = C U {oo} halmazéra. A coszim-
bélumot szdmitégépen példaul a (+oo, +00) parként dbrézolhatjuk.

Sa

3.4.1 abra: Komplex szam, valds és képzetes rész, konjugdlt, argumentum.

3.4.2. Példa. A z = 64/(v/3+i) komplex szam algebrai alakjat a nevez6 konjugaltjaval
val6 bovitéssel kapjuk:

_ 64 VB—i_ 64-(V3—4)
S VB+i VB—i 341

Innen a z valés része R(z) = 16v/3, képzetes része J(z) = —16, konjugaltja 16v/3 + 16i.

2 = 16v/3 — 16i.

3.4.3. Komplex szam abszolat értéke. A komplex szamok a sik pontjainak, vagyis
az origébol kiindul6 vektoroknak is tekintheték. A komplex szamok Osszeadasa megfelel a
vektorok szokasos Osszeaddsanak. Egy komplex szam abszolat értéke ennek a vektornak
a hossza: legyen az (z,y) € R x R komplex szdm abszolit értéke |(z,y)| = /a2 + y2.
(Ezzel a jeloléssel 2z = |z|2, és igy 1/2 = Z/|2]?, ha 0 # 2z € C.) A valdés szamokra a
szokdsos abszolit értéket kapjuk vissza: |(x,0)| = |z|. Nyilvdn [0] = 0 és z # 0 esetén
2| >0, [z] = |z], |2w| = |2||w| (mert mindkét oldal négyzete ugyanannyi), [R(z)| < |z] és
13(2)| < |2|. Teljesiil a |z + w| < |2 + |w| hdromszdg-egyenibtlenséy is:

lz4+w]? = (z+w)(z+w) = (2 +w)(Z+ W) = 2Z + 20 + wZ + ww
= 2Z+ 20 + 20 + ww = | 2|2 + 2R (2w) + |w|?

< [2f? + 2028] + |w]? = |22 + 2|zllw] + [l = (|2] + u])®,
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ahonnan négyzetgyokvonassal kovetkezik az egyenlétlenség. A haromszog-egyenlotlenség-
bél ||z| — |w|| < |z — w| minden z,w € C-re, ugyanis egyrészt |z| < |z —w| + |w|, ahonnan
|z] — |w| < |z — w|, masrészt z és w szerepét felcserélve |w| — |z| < |z — w|.

Legyen sgn(0) = 0, és legyen sgn(z) = z/|z|, ha 0 # z € C. Nyilvan sgn(z) = sgn(z)
és |sgn(z)| =1, ha z # 0. A valds szamokra visszakapjuk az ott definidlt sgn fliggvényt.

— 3.4.4. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges z;, 2, . . ., z,, komplex szdmokra
|21+ 29 + -+ za] Szl F 2] 4 - - 2]

— 3.4.5. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges z, w komplex szdmokra fennall
a paralelogramma-azonossdg: |z +w|? + |z — w|? = 2|2|? + 2|w|?. Honnan eredhet a neve?

— 3.4.6. Feladat [6]. Hozzuk algebrai alakra:
2 1 2+1
(1—4)(3414)" (3+4i)?" i(—3+4i)
V3+i 1 i
(1—i)(V3—14) i3—=2))(1+4d) (1—i)(1—2i)(1+26)

— 3.4.7. Feladat [6]. Ha z = 1 —5i és w = 3+ 4i, akkor mennyi z/w, Z/w, z/W, z/w,
z/wl, [z/w]?

3.4.8. Feladat [6]. Ha z =1+ és w = 1 — 2i, akkor mennyi z — z/w, (z — 1) /w,
22 —iz/w, z/(iw), z/|w|?

3.4.9. Feladat [6]. Legyen z; = 2 +1i, 2, = 3 — 2i és 23 = —1/2 + /3i/2. Mennyi
32y — 4zg| 4 2373, 25 + 328 + 42y — 8, |22, + 2, — 5 — 1)/ (22, — 25 + 3 —0)|?

° 3.4.10. Komplex szam argumentuma és trigonometrikus alakja. A komplex
szamokat origobdl kiindul6 vektoroknak tekintve, a vektor koordinatai felirhaték a vek-
tor hossza és a vektornak az ,x tengely pozitiv felével” bezart szoge, annak szinusza és
koszinusza segitségével. Ennek az dgynevezett trigonometrikus alaknak (a geometridra
valé hivatkozéds nélkiil torténd) bevezetéséhez fel fogjuk haszndlni a cos és sin fiiggvé-
Osszefiiggést, amelyet az analizis targyaldsa sordn szokas bizonyitani.

Ha 0 # 2 € C, akkor van olyan t valds szdm, amelyre sgn(z) = cost + isint.
Ha ez az 0Osszefiiggés fennall t-re, akkor a ¢t + 2km, k € Z szdmokra is, és csak ezekre.
Ekkor z = |z|(cost +isint), ez a komplex szam trigonometrikus alakja. Ha z = 0, akkor
akdrmilyen ¢ € R vdlaszthaté. Ha 0 # z € C, akkor legyen a z argumentuma, arg(z) az az
egyetlen ¢ valds szam, amelyre —m < t < 7 és sgn(z) = cost+isint; ez az egyetlen ¢ valds
szdm, amelyre —m < t < 7 és z = |z|(cost + isint). Nyilvdn, ha z = |z|(cost + isint),
akkor z = |z|(cost — isint) = |z|(cos(—t) + isin(—t)), 6sszhangban azzal a geometriai
képpel, hogy Zz a z vektor ,,x tengelyre” torténd tiikkrozésével kaphatd.

Legyen z,w € C, z = |z|(cost+isint) és w = |w|(cos s +isin s), ahol ¢, s € R. Ekkor
zw trigonometrikus alakja

zw = |z| - (cost +isint) - |w| - (cos s + isins)
= |z] - |w| - (cost + isint) - (cos s + isins)
= |zw|(costcoss —sintsins + i(costsin s + cos ssint))
= |zw|(cos(t + s) + isin(t + s)).
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Ezt az osszefiiggést Moivre-azonossdgnak nevezziik. Figyelembe véve, hogy ha w # 0,
akkor 1/w = w/|w|?, ebbdl

5 = ;(cos(t —s) +isin(t —s)).
Ha tehét z,w nem nulla komplex szdmok, akkor zw argumentuma arg(z) + arg(w), ha ez
nagyobb, mint —, de nem nagyobb, mint 7. Ha arg(z) + arg(w) < —, akkor arg(zw) =
arg(z) +arg(w) + 2, ha pedig arg(z) +arg(w) > m, akkor arg(zw) = arg(z) +arg(w) — 2.
Tehat a komplex szdmok szorzasanak geometriai jelentése, hogy a hosszak 6sszeszorzod-
nak, az ,x tengely pozitiv felével” bezart szogek pedig dsszeadddnak. (A komplex szdmok
osztasanal az eredmény hossza a hosszak hdnyadosa, az ,x tengely pozitiv felével” bezart
szogek pedig kivonddnak.)

Indukcibval azt kapjuk, hogy z" = |z|"(cos(nt) + isin(nt)), ha n € N; ha z # 0,
akkor ez az Osszefiiggés minden n € Z-re teljesiil.

3.4.11. Példa. A z = 16v/3 — 16i komplex szdm trigonometrikus alakja, mivel |z| =

V162 -3+ 162 = 32,
1
z=16V3 — 16i = 32 (éﬁ — 2i> = 32(cos(—m/6) + isin(—n/6)).

° 3.4.12. Gyokvonas komplex szdmboél. Legyen n € NT, és vizsgiljuk a z — 27,
z € C hatvanyozés inverzét. Ha n = 1, akkor a z = z az [ identikus leképezés, és inverze
sajat maga. Han > 1, z,w € C és 2" = w, akkor (indukciéval) |w| = |z|™. EbbSl w = 0
esetén z = 0. Egyébként, ha t = arg(w), akkor a

t+ 2k t + 2k
2, = \"/w|<cos( +n 7r>+isin< +n ﬂ)), k=0,1,....,n—1

kiilonbozé komplex szamok, és csak ezek azok, amelyeknek n-edik hatvinya w. Vegyiik
észre, hogy ha n = 2, akkor z; = —z,. fgy tehdt n > 1 esetén z + 2™ inverze nem
fiiggvény, de persze C-beli relaci6. Néha mégis szokas az inverzet g/ -kel jelolni. Ezzel a
jeloléssel /0 = {0} és Y/w = {z,:k=0,1,...,n—1}; ha n = 2, akkor vw = {2z, —2,}-
Mivel nagy a veszélye az (egyértelmiivé tett) valds gyokvondssal valé Osszetévesztésnek,
ezt a jelolést a tovabbiakban nem hasznaljuk.

Specidlisan, ha w = 1, akkor az €™ = 1 feltételnek az

2k 2k
Ek:cos(ﬂ) +isin<7r>, k=0,1,...,n—1
n n

komplex szamok tesznek eleget. Ezeket n-edik komplex egységgyokdknek nevezzik, halma-
zukat U,, jeldli, a szorzassal Abel-csoport. Bizonyos n-edik egységgyokok hatvanyaiként
az Gsszes tobbi eldall (példaul e, = e¥, k = 0,1,...,n — 1), ezeket n-edik primitiv egy-
séggyikoknek nevezziik. Az ey = 1 nyilvan nem n-edik primitiv egységgyok, ha n # 1.
Ha 2™ = w, akkor z és az n-edik komplex egységgyokok segitségével megkaphatjuk
az Osszes komplex szdmot, amelyek n-edik hatvanya w, ezek zeg, zeq,...,2¢,_;. Innen

n
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kovetkezik, hogy ha n > 1, akkor az Osszes olyan komplex szadmok Osszege, amelyek n-
edik hatvanya w, nulla. Valéban,

et —1 1-1
Zzek:Zzslf:zgi_l :251_1:0.

(Geometriailag, 27 /n-nel elforgatva a gyokoket, az osszegiik is elfordul 27 /n-nel. Mivel a
gyokok halmaza nem valtozik, n > 1 esetén ez csak tigy lehetséges, hogy az Gsszeg nulla.)

Ugyanigy, mint a val6s esetben, beldthatjuk, hogy ha a,b,c € C, a # 0, akkor
az? + bz + ¢ = 0 pontosan akkor teljesiil, ha

—b 4+ Vb2 —4dac
=
2a ’

ahol d # 0 esetén t = arg(d) jeléléssel vVd = /[d|(cos(t/2) + isin(t/2)).

3.4.13. Példa. A w = 16v/3 — 16i komplex szam trigonometrikus alakja w =
32(cos(—m/6) + isin(—n/6)), igy az 6todik gydkei a

2, = 2(cos(—m/30 + 2kn /5) + i sin(—n/30 4 2k /5)), k=0,1,2,3,4

komplex szamok.

A
Z1
<2

€1

€2
€ > >
20

€3

€4 z3

Z4
3.4.2 abra: 6todik egységgyokok és 16v/3 — 164 6todik gyokei.
3.4.14. Az algebra alaptétele. Han € Nt, valamint ¢y, ¢y, . . ., ¢, komplex szdmok,

¢, # 0, akkor van olyan z komplex szam, amelyre ZZZO cp2¥ = 0.
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Masként fogalmazva, minden legalabb els6foki komplex egyiitthatds algebrai egyen-
letnek van komplex gyoke. A gyokokkel a polinomok targyalasanal foglalkozunk részlete-
sebben.

Mivel a tétel valamennyi ismert bizonyitasa az analizis eszkozeit is felhasznélja, az
analizis tdrgyaldsa sordn szokds bizonyitani (lasd példdul Rudin [75] konyvét, 8.8 tétel).

— 3.4.15. Feladat [2]. Allitsuk el8 trigonometrikus alakban az i, i, 1 + i, 1 4 iv/3 és
V/3 — i komplex szdmokat.

— 3.4.16. Feladat [2]. Hatédrozzzuk meg i és —1+1 Osszes harmadik gyokét, valamint
64 és —64 Osszes hatodik gyokét.

— 3.4.17. Feladat [6]. Legyen w = u + iv, u,v € R. Mutassuk meg, hogy ha

Y (Y I
- 2 ) y_ 2 )

akkor z = x 4 iy-ra v > 0 esetén 2> = w, ha pedig v < 0, akkor % = w.

3.4.18. Feladat [4]. Szamitsuk ki az 4, i, 3 + 4i és —7 + 24i komplex szamok négy-
zetgyokeit.

3.4.19. Feladat [0]. Mi annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy két komplex
szam Osszege, illetve szorzata valds legyen?

3.4.20. Feladat [4]. Adjuk meg az aldbbi komplex szdmokat algebrai alakban:
(1)
(1+2i)2—(1 —i)?’.
(34 20)3 — (2+414)2’

(2)

(5)

<1 +i\/§)20.
1—1

3.4.21. Feladat [3]. Szamitsuk ki az aldbbi kifejezéseket, ha a,b,c € R és w =
—1/2+iV3/2:
(1) (aw + bw?)(aw? + bw);
(2) (a+b+c)(a+bw+ cw?)(a+ bw? + cw);
(3) (a+bw+ cw?)? + (a+ bw? + cw)3.
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— 3.4.22. Feladat [4]. Hatérozzuk meg azokat a komplex szdmokat, amelyekre

(1) z=2%
(2) z=2%
(3) z=2z"egy adott n € NT-ra.

— 3.4.23. Feladat [4]. Abrézoljuk a komplex szamsikon az aldbbi feltételt kielégité
komplex szamok halmazat:

|z —i] < 1;

2 <7 <3;

|z =2 —1] <|zf;

|z — 1] < 1ésR(z) > 0;

|z 44| >2ésT(z) < 2;

|z —1] = 2|z —2+1].

— 3.4.24. Feladat [8]. Az aldbbi reldciékra hatdrozzuk meg értelmezési tartomanyt,
értékkészletet, dontsiik el, hogy fliiggvény-e, és hogy az inverze fuggvény-e.

1) {(zw) € €% [z —1] = ul};

.25. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg az f o g fliggvényt, ha
) g(2) =sgn(z),ha z€Cés f(x)=1/(z> — 1), haz € R;
2) g(z)=2%,hazeCés flx)=1/(x+1),haz eR;
) g(2) =R(2),hazeCés f(z)=2/(x? — 1), haz € R;
4) g(z) =|z|, ha x € R és f(z) =iz, ha z € C.
3.4.26. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy R X R a koordindtdnkénti osszeaddssal és

szorzassal kommutativ egységelemes gytiirli, de nem test.

3.4.27. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha az f,g: C — C leképezések mindegyike
kiilon-kiilon forgatds (valamely pont koril) vagy eltolds, akkor az dsszetételiik is forgatas
vagy eltolas.

3.4.28. Kvaterniék. Ha a komplex szamok bevezetésénél hasznalt dupldzdsi eljdrdst
megismételjik, a William Rowan Hamilton ir matematikus, fizikus és csillagdsz altal
bevezetett kvaternickhoz vagy Hamilton-féle szamokhoz jutunk: ezek halmaza

H=CxC,
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a komplex szdmpérok halmaza, a (z,w) + (z/,w’) = (2 + 2’,w + w’) Osszeaddssal és a
(z,w) - (2/,w') = (22/ — ww,w'z + wz’) szorzassal mint miiveletekkel. (Figyeljiik meg,
hogy a szorzas hasonl6 a komplex szamoknal bevezetett szorzashoz, de itt konjugalasok
is szerepelnek.) Egyszer(i szdmolds mutatja, hogy H ferdetest a fenti miiveletekkel: a
nullelem a (0, 0) pér, a (z, w) par additiv inverze a (—z, —w) pér, egységelem az (1, 0) pér,
és a nullelemtd] kiilonbozé (z, w) par multiplikativ inverze a (Z/(2Z+ww), —w/(2Z+ww))
pér. Vegyiik észre, hogy ha z,z" € C, akkor (z,0) + (2/,0) = (z + 2/,0), (2,0) - (2/,0) =
(z2/,0), fgy a z — (2,0) leképezés kolcsonosen egyértelmii, osszeadds és szorzastarto
leképezése C-nek H-ba, igy a (2,0), z € C alakd kvaterniék halmazat azonositjuk C-vel,
azaz gy tekinthetjiik, hogy R € C C H.

Jelolje j a (0,1) kvaterniét. Vegyiik észre, hogy j2 = —1, a j segitségével a (z,w)
kvaterniot z 4+ wj alakba frhatjuk, és ez a felirds természetesen egyértelmii. Ha k a (0, 9)
kvaterniot jeloli, akkor a (z,w) kvaterniét felirhatjuk a + bi + ¢j + dk alakban, ahol
a,b,c,d € R, és ez a felirds egyértelm(l, mert a« = R(2), b = J(2), ¢ = R(w) és d =

J(w). A definici6 alapjdn i2 = j2 = k? = —1. Mig egy valés szdm barmely kvaterniéval
felcserélhetd, a komplex szamokra ez méar nem igaz; példaul ha z € C, akkor jz = Zj.
Konnyen ellendrizhet6, hogy ij = k, ji = —k, jk = i, kj = —i, ki = j, ik = —j.

A szamolasi szabdlyok legegyszertibben a 3.4.3 abra alapjan jegyezhet6k meg: a nyilak
mentén ciklikusan koérbe haladva, a két kvaternié szorzata a harmadik, mig ellenkez6
irdnyba haladva az ellentettje. Ezek alapjan legegyszeriibb a kvaternidkat a + bi + cj+ dk
alakba irni, és a disztributivitast, az asszociativitast, a fenti szorzasi szabdlyokat, valamint
a valés szamok 1, j, k-val valo felcserélhet6ségét felhasznalva szamolni velik.

k

3.4.3 abra: kvaternidk szorzésa.

Ha p = a+bi+cj+dk, ahol a,b, c,d € R, akkor az a valés szdmot a p valds részének,
iddszerid részének vagy skaldr részének, a bi + cj + dk kvaterniot pedig a p képzetes
részének, térszerd részének vagy vektor részének nevezzik. Jelolésiik: R(p), illetve J(p).
(A jelolés eltér a komplex szdmokndl szokdsostol!) A p konjugdltja a = a — bi — cj — dk
kvaternié. A komplex szdmokra a szokasos konjugalast kapjuk vissza. A p kvaternié pon-
tosan akkor valés, ha megegyezik a konjugaltjaval, azaz b = ¢ = d = 0. Ha egy kvaternio
valés része nulla, akkor tisztdn képzetesnek, térszeriinek vagy — ha a szovegosszefiiggésbol
kideriil, hogy a haromdimenzids tér egy vektorara gondolunk — egyszertien csak vektornak
nevezziik. A definicié alapjan azonnal kévetkeznek a p = p, p+p = 2R(p), p—p = 23(p),
p+q=D+7 pg = qp (sic!) Osszefliggések, ahol p,q € H. Osztds nincs, mert a szorzds
nem kommutativ.

3.4.29. Kvaternidk abszolat értéke. Egy kvaterni6 abszolit értéke a hossza (mint

négydimenziés vektornak): ha p = a + bi + ¢j + dk, ahol a,b,¢,d € R, akkor legyen a p
kvaterni6 abszoliit értéke|p| = a2 + b2 + c2 + d?. (Ezzel a jeléléssel most is pp = |p|?, és

101



ha p # 0, akkor 1/p = (1/|p|?)p.) A komplex szamokra a szokdsos abszoltt értéket kapjuk
vissza. Nyilvan [0] = 0 és p # 0 esetén [p| > 0, [p| = |p|, |pq| = |p||¢| (mert mindkét oldal
négyzete ugyanannyi). Teljesiil a [p + q| < |p| + |q| hdromsziog-egyenlétienség és a beléle
kaphato ||p| —|¢|| < [p—q| egyenldtlenség; mindkettd ugyanigy kaphato, mint a komplex
szamoknal.

— 3.4.30. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy egy p kvaterniéra [R(p)| < [pl, [I(p)| < |p|
és [p] < [%(p)| + |3(p)]-

x 3.4.31. Vektoridlis szorzas. A kvaternidszorzas eltérését a kommutativitastol a
p x ¢ = 3(pq — qp) mennyiséggel mérhetjitk. Ez egy 1j szorzés a kvaterniok kozott,
amelyet vektoridlis szorzdsnak neveziink, mert a konnyen ellendrizheté R(pq) = R(gp)
egyenléség miatt a valés része mindig nulla, azaz hiaromdimenziés vektor. A vektoria-
lis szorzas mindkét oldalrdl disztributiv az Osszeadasra nézve és valds szam barmelyik
tényez6jébol kiemelhetd. Nyilvan p x p = 0 barmely p € H-ra, ahonnan

0=p+q¢) x(p+q =pxp+pXq+qgxp+qgxgq
=pXq+qxp,

tehat tetszbleges p,q € H-ra p X ¢ = —q X p, azaz a vektoridlis szorzas nem kommutativ,
hanem antikommutativ. A definiciébdl konnyen addodik, hogy ix j =k, jxk =14, kxi=j
és teljesiil a Jacobi-identitas: tetszéleges p,q,r € H-ra

(pxq) xr+(gxr)xp+(rxp)xq=0.
A vektoridlis szorzds nem asszociativ, példdul i x (i X j) =i x k = —j, mig (i x i) x j = 0.

x 3.4.32. Kvaternidk és a haromdimenzids euklidészi tér. A kvaternidk a fentiek
alapjan R* (azaz példaul a négydimenziés téridd) pontjainak is tekintheték. A kvaterniok
osszeaddsa megfelel az R*-beli 6sszeadasnak. A tisztan képzetes kvaterniék R3-mal, és igy
a hdaromdimenzios tér pontjaival azonosithatok: egy derékszogli koordindtarendszerben
az (z,7, 2) € R3 koordinatékkal rendelkezé pontnak az xi + yj + zk tisztan képzetes kva-
ternid, azaz vektor felel meg, és ily médon 4, j és k rendre a koordindtarendszer harom
tengelyén vett egységvektoroknak. Ha mast nem mondunk, akkor a koordindtarendszert
ugy valasztjuk, hogy jobbsodrdsi legyen, azaz egy jobbmenetes csavart az ¢ vektor ira-
nyabdl a j vektor iranyaba forgatva, a k vektor irdnyaba haladjon, vagy masként, i, j,
k rendre a jobb keziink kifeszitett hiivelyk-, mutato- és ko6zépsé ujjanak feleljen meg. A
tisztan képzetes kvaterniok sszeaddsa megfelel a térbeli vektorok szokésos Osszeadasanak
(paralelogramma-szabdly). A v = xi + yj + zk és v' = 2’i + y'j + 2’k tisztdn képzetes
kvaterniok szorzatdnak valos része nyilvan —(v,v’), ahol (v,v") = xz’ +yy’ + 22", képzetes
része pedig

J(w') =

azaz v és v’ vektori szorzata. Erre
vXx v =T(w') = (yz' — 2y )i+ (za’ —x2")j + (vy’ — 2'y)k.
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A (v,v") & (v,v") leképezést belsd szorzdsnak vagy skaldris szorzdsnak nevezziik; (bar
nem miivelet, de) ,kommutativ” és ,mindkét oldalrdl disztributiv az dsszeadésra nézve”.
(Van &ltaldnosabb belsd szorzds fogalom is tetszéleges vektortérben; ha tisztén képzetes
kvaterniékrol, azaz haromdimenzios vektorokrol van szd, akkor a fent megadottat fogjuk
hasznélni.) Osszefoglalva,

v’ = —{v, V") + v x V.

Nyilvédn (v,v) = |v|?. Egy kvaternié pontosan akkor vektor, ha a négyzete valés és kisebb
vagy egyenl6 nulla: ha s skalar, v vektor, akkor

(s +v)2 =52 + 02+ 250 =52 — (v,v) + v X v+ 250 = 5% — (v, V) + 2s0;

ez az s = 0 esetben valds és kisebb, vagy egyenld nulla, és ha valds, akkor v = 0 vagy
s=0,deawv=0,s# 0 esetben nagyobb lenne, mint nulla.

Ha v,v’,v” haromdimenziés vektorok, akkor, mint kénnyen kiszdmolhatd, v x (v’ x
v") = (v, 0" )0 — (v, V"W A (v,0",0") = (v,0" xV") leképezést vegyes szorzdsnak szokés
nevezni.

x 3.4.33. A szorzasok geometriai jelentése. Ha egy tisztan képzetes kvaterniét, azaz
egy haromdimenzids vektort valds szdmmal (skaldrral) szorzunk, az a vektor nytjtdsdnak
illetve 6sszehuzasanak felel meg, negativ valos szam esetén pedig az irdnyitas is valtozik, az
ellenkezdjére. Az el6z6 pont szerint, ha v és v’ tisztdn képzetes kvaterniok, azaz vektorok,
akkor vv’ = —(v,v") + v X v/, ahonnan mindkét oldal hosszénak négyzetét véve

(1) (0,0) + o x /|2 = o',

Innen |(v,v')| < [o[[v'| és [v x | < |v][v'|. A koszinusz-tételb8l, ha a v és v" vektorok

altal bezart szog ¢, akkor

20l cos o = [v]?* + [V — v —v'|?
= (v,v) + (v, ") = ({v,v) = (v,0") = (v, 0) + (v, "))
= 2(v,v’),

tehat (v,v") = |v||v'| cos p. Ha v egységvektor és v' # 0, akkor (v,v’) abszolut értéke a
v’ vektor v irdny1 vetiiletének hossza, eléjele pedig pozitiv, ha a két vektor hegyesszoget
zar be, negativ, ha a két vektor tompaszoget zar be, és nulla, ha merdlegesek.

Ebbél az eredménybél (1) felhaszndldsdval |v x v'| = |v||[v'||sin¢|, a v és v" 4ltal
kifeszitett paralelogramma teriilete. Tehdt ha v és v’ parhuzamosak, akkor vektoriilis
szorzatuk nulla lesz. Egyszer(i szdmolassal adédik, hogy (v,v x v") =0 és (v, v xv") =0,
azaz v X v" mer6leges a v és v’ vektorokra. Az irdnyitds meghatdrozdsahoz forgassuk a
v vektort az i irdnyba, a v’ vektort pedig az i és j altal adott sikba. Ez kétféleképpen
lehetséges; vdlasszuk azt a forgatdst, amelynél v” olyan vektorba megy, amelynek mésodik
koordinataja nem negativ. Ekkor az elforgatott vektorok vektori szorzata k irdnyt, azaz
jobbsodrési rendszert kapunk. Ez azt jelenti, hogy v, v és v x v” (ebben a sorrendben)
ugyanolyan iranyitasu vektorrendszert alkotnak, mint ¢, j és k, mert a forgatas soran a
vektorialis szorzat hossza allandd, mindig merdleges a két vektorra, és a vektorhdrmas
irdnyitasa nem valtozhat, hiszen a vektoridlis szorzat ,folytonosan fligg a tényezsitél”.

Végiil a vegyes szorzat geometriai jelentése a v, v" és v”’ vektorok altal kifeszitett
paralellepipedon eléjeles térfogata, hiszen ennek alapteriilete |v” x v”’|, magassiga pedig
|v] cos g, ahol ¢ a v és v x v"’ éltal bezart szog.
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x 3.4.34. Forgatasok. A kvaternidkat a haromdimenziés forgatasokkal valé szoros
kapcsolatuk miatt felhasznaljak robotok vezérlésénél. Legyen p egy egységuektor, azaz
egységnyi abszolut értéki vektor, v pedig elOszor egy tetszbleges p-re merdleges vektor.
Megmutatjuk, hogy a v = qu leképezés, ahol q az egységnyi abszolut értékii cos ¢ +psin ¢
kvaternid, a v vektornak a ¢ szoggel valé elforgatasa a p tengely koriil, éspedig a p vektor
vége fel6l nézve olyan iranyba, mint a k vektor vége fel6l i-nek j-be val6 forgatasa. Mivel

(v,p) =0,
qu = (cos p + psin p)v = vcos p + pusing = vcos + p X vsin @,

amibdl adodik az allitas, hiszen qu a v és a v-re merdleges, de vele egyenlé hosszisagu
p x v vektorok segitségével van felirva, és mindkett6 merdleges p-re.

Most tekintsiik a v = qug ' leképezést. Megmutatjuk, hogy ez tetsz6leges v vektorra
a p tengely koriili 2¢ szoggel valé elforgatas. Eloszor tegytlik fel, hogy v meréleges p-re.
Mivel ¢! =G = cosp — psinp, a © = qu jeldléssel, mivel © merdleges p-re,

~

g = (cosp — psinp) = Tcosp — 0 X psinp = cos +p X Usinp,
azaz 9 ! a ¥ vektor ¢ szdggel torténd tovabbforgatisival kaphat6. Most legyen v tetszé-
leges, és irjuk fel v = v" +v"" alakban, ahol v" = ap, a = (v,p) és v/ = v —v". Mivel v"

meréleges p-re, most qv”’q~ ' a v”/-nek 2¢p szoggel valé elforgatasival adédik. Masrészt

qu'q ! = (cos ¢ + psin p)ap(cos p — psinp) = ap(cos® ¢ + (p,p) sin® @) = ap =/,

azaz v’ a transzformdcionil nem valtozik. Ezzel az allitast beldttuk.

Az 4llitasbdl azonnal adddik, hogy két forgatds egymésuténja is forgatas, és ennek
tengelye és szoge is meghatdrozhatd, mert a v > ¢'vg’ " és v = ¢ ’vg” " leképezések
Osszetétele a v > qug ! leképezés, ahol ¢ = ¢''¢’ egységnyi abszolit értékii kvaternié.
Vegyiik észre, hogy ¢ és ¢ + 7 valasztassal ugyanazt a forgatast kapjuk, hiszen a 2¢
és 2 + 27 szoggel vald forgatdsok megegyeznek, de a cosp + psing és a cos(p + 7) +
psin(p 4 ) = — cos p — psin ¢ kvaternidk egymas ellentettjei. Altaldnosabban, barmely
g # 0 kvaterniéra és a # 0 valds szamra a v = qug~ ! és a v q/vq/*1 leképezések
megegyeznek, ha ¢’ = agq.

* 3.4.35. A skalaris és vektorialis szorzas geometriai alkalmazasai. A harom-
dimenzids térben p, és p; altal megadott pontok tdvolsdga |p; — py|. Ha py, # py, akkor
a két ponton atmend egyenesnek a v = p; — p, vektor egy irdnyvektora; az egyenes bar-
mely p pontjara p — p, a v vektor egy skaldrszorosa, azaz valamely ¢t € R-re p = p, + tv.
Ez az egyenes paraméteres egyenlete. Ha py, p; és p, hdrom pont, amelyek nem esnek
egy egyenesbe, akkor a harom ponton dtmend sik tetszéleges p pontjdhoz léteznek olyan
t, és t, valés szamok, amelyekkel a p — p, = v irdnyvektorra v = t,v; + t5v,5, ahol vy,
illetve vy, a p; — Py, illetve p, — py irdnyvektorok. Innen p = py + t1v; + tyv,, ez a sik
paraméteres egyenlete. A koordinatakat kiirva, ez harom Osszefiiggést jelent. Kett&bol
kifejezve a t; és t, paramétereket, és beirva a harmadikba, egy egyenletet kapunk, ez a
sik egyenlete. Ugyanezt Ggy is megkaphatjuk, hogy valasztunk egy, a v;-re és a vy-re is
meroleges n normdlvektort, példaul v; x vy-t, és észrevessziik, hogy a v vektorokat az
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jellemzi, hogy mer6legesek n-re, azaz (p,n) = (py,n). Hasonl6 mdédon, az egyenes pa-
raméteres egyenletébdl két sik egyenletét kaphatjuk (az egyenes ezek metszete), ez az
egyenes egyenletrendszere.

A p pont és a p, ponton dtmend, n norméalvektoru sik tavolsdgat kiilonésen egyszeri

szdmolni, ha n-et egységvektornak valasztjuk, mivel ez a p—p, vektor n irdnyt vetiiletének
hossza, azaz (p — py,n) abszolit értéke. Egy p pont tavolsigat a p, ponton dtmend, v
irdnyvektori egyenestdl ugyancsak akkor a legegyszeriibb szamolni, ha v egységvektor: ez
(p—po) X v hossza. A pq, illetve p, pontokon &tmend, vy, illetve v, irdnyvektori egyenesek
tavolsdga, ha n egységvektor, amely merdleges v,-re és vy-re is, (py—p;, n) abszolit értéke.
Ezen két egyenes hajladsszoge a v, és vy vektorok altal bezart szog, amelynek koszinusza
(vq, v,) abszolut értéke, ha v, és v, egységvektorok. Végiil a v irdnyvektort egyenes és az
n normdlvektort sik hajldsszogének szinusza, ha n és v is egységvektor, (v,n) abszolit
értéke.
x 3.4.36. Oktavok vagy Cayley-szamok. Ha a kvaternidk bevezetésénél hasznalt
dupldzdsi eljardst megismételjik, az Arthur Cayley angol matematikus altal bevezetett
oktavokhoz vagy Cayley-szamokhoz jutunk: ezek halmaza O = H x H, a kvaterniéparok
halmaza, a (p,q) + (p',q") = (p +p’,q+ q') Osszeaddssal és a (p,q) - (p',q') = (pp’ —
q'q,q'p + qp’) szorzéssal mint miiveletekkel. (Figyeljiikk meg, hogy a szorzds hasonlé a
kvaterniéknal bevezetett szorzashoz, de itt a sorrend is fontos, mert a kvaternidk szorzasa
nem kommutativ.) Az u = (p,q) € O par konjugdltja legyen a (p, —q) pér, valés része
R(u) = R(p), képzetes része T(u) = (I(p),q). (A jelolés eltér a komplex szdmokndl
szokdsostol!) A definicié alapjan konnyen beldthat6, hogy ha u,v € O, akkor @ = wu,
u+u=2R(u), u—u=23(u), s +v="u+7v, Ruww) = R(vu) és uv = vu (sic!). Egyszerli
szamolds mutatja, hogy O Abel-csoport a fenti osszeaddssal: a nullelem a (0,0) pér, a
(p,q) par additiv inverze a (—p,—q) par. A szorzdsra nézve az (1,0) par egységelem.
Teljesiil mindkét oldali disztributivitas is. Vegyiik észre, hogy ha p,p” € H, akkor (p,0) +
(p’,0) = (p+p,0), (p,0)-(p',0) = (pp’,0), igy az p + (p,0) leképezés kolcsondsen
egyértelmi, Osszeadds- és szorzastarté leképezése H-nak O-ba, igy a (p,0), p € H alakd
oktavok halmazat azonositjuk H-val, azaz ugy tekinthetjik, hogy R € C C H C 0. A
kvaternidkra a szokasos konjugdlast, valés és képzetes részt kapjuk vissza.

A szorzas nem kommutativ, hiszen mar H C O-ban sem az. Viszont R-beli elemekkel
akéar balrdl, akdr jobbrdl szorozva ugyanazt kapjuk, nevezetesen, ha = € R, akkor x -
(p,q) = (p,q) - = (ap,xq). Ezt felhaszndlva, és bevezetve az I = (0,1), valamint az
m = (0,4) = il, n = (0,5) = jl, 0o = (0, k) = kl jeloléseket, minden u € O egyértelmiien
felirhat6 a + bi + ¢j + dk + el + fm + gn + ho alakban, ahol a,b,c,d, e, f,g,h € R. Ilyen
alakban R(u) = a, J(u) = u — R(u) és uw = R(u) — I(u), azaz u-at gy kapjuk, hogy
i, j, k, I, m, n és o egyltthatéjat az ellentettjével helyettesitjik. Az i, j, k, I, m, n, o
elemek mindegyikének a négyzete —1, egyébként a szorzataikra vonatkozd — a definiciébol
adodé — szamolasi szabdlyok a 3.4.4 abrardl olvashatok le: a koron, illetve az egyeneseken
a megjelolt irdnyban haladva (ciklikusan) az egyik elemtdl a maésikig az eredmény a
harmadik elem lesz, mig ellenkezé irdnyban haladva annak az ellentettje.

A szorzas mar nem is asszociativ, mert példaul

(i)l =kl =0+ —o =1in = i(jl).
Az u, v, w elemek szorzdsinak asszociativitdstdl vald eltérését az

[u, v, w] = (uv)w — u(vw)
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3.4.4 abra: oktdvok szorzasa (és a Fano-sik).

mennyiséggel, az igynevezett asszocidtorral mérhetjiik. Az asszociator az u, v, w elemek
koziil kettot felcserélve ellenkez6jére valtozik, ezt alternativ tulajdonsiagnak nevezziik; bar
az alternativ tulajdonsig kozvetleniil is kiszamolhatd, megmutatjuk, hogy kovetkezik a
bal és jobb oldali disztributivitasbdl és a konnyebben kiszdmolhato

(uu)v = u(uv) és v(uu) = (vu)u,
azaz masként [u,u,v] = 0 és [v,u,u] = 0 két specidlis esetbél. Valéban, ezekbdl
0=[u,u+v,u+ v = [u,u,u] + [u,u,v] + [u,v,u] + [u,v,v] = [u,v,u,
azaz az asszociativitds mindig teljesiil, ha barmely két tényez6 egyenls. Innen
0= [u,v+w,v+ w = [u,v,v] + [u,v,w] + [u, w,v] + [u, w, w],

azaz [u,v, w] = —[u, w,v]. Hasonléan addédik a tobbi eset.
Hau=a+bi+cj+dk+el+ fm+gn+ ho, ahol a,b,c,d,e, f,g,h € R, akkor legyen

lul = Va2 + b2 +c2+d2 +e2 + f2 + g2 + h2.

A kvaternidkra a szokasos abszolut értéket kapjuk vissza. Ha u,v € O, akkor uvu = wu =
[ul?, [0] = 0, u # 0 esetén |u| > 0, [u| = [u], |R(w)| < |u], [I(u)| < |ul, és Juv| = |u|v]
(mert mindkét oldal négyzete ugyanannyi). Teljesiil az |u + v| < |u| + |v| hdromszdg-
egyenlétlenség és a belble kaphatd ||u| — \v|| < |u—wv| egyenl6tlenség; mindkettd ugyanigy
kaphaté, mint a komplex szamoknal.

Figyeljik meg, hogy barmely u,v € O, u # 0 oktédvokhoz pontosan egy olyan w oktév
van, amelyre uw = v, nevezetesen w = (1/|u|?)(uv); az egyértelmfiiség onnan kovetkezik,
hogy ha ww = v = ww’, akkor u(w —w’) = 0, ahonnan |w — w’| = 0. Hasonléan egyértel-
miien oldhat6 meg w-re a wu = v egyenlet is, ha u # 0, nevezetesen w = (1/(utw))(va).

— 3.4.37. Feladat [4]. Hap=1+i+ j+ k és ¢ = k kvaternidk, hatdrozzuk meg a p,
p2, 1/p, q(1/p) és (1/p)q kvaternidkat.

— 3.4.38. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha ¢ tetsz6leges kvaterni6, akkor ¢ —iqi —
Jaj — kqk = 4R(q).

* 3.4.39. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy ha az f, g: R® — R® leképezések forgatasok
metsz6 egyenesek koriil, akkor az Osszetételiik is forgatés.

3.4.40. Tovabbi feladatok megoldasokkal. [53].
3.4.41. Tovébbi feladatok. [17]: 1-72, 81-126; [20]: 1-48; [83]: VI.4.1-VI.4.25.
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4

Véges halmazok

Ebben a fejezetben a véges halmazok tulajdonsigait targyaljuk, ide értve a
legalapvetébb kombinatorikai Osszefiiggéseket is. Ezek az ismeretek alapvetéek, ha
algoritmusok futdsidejét kivdnjuk elemezni: ldsd példdul Knuth [46] konyvét, vagy a
Cormen-Leiserson-Rivest [8] kényvet.

4.1 Véges halmazok alaptulajdonsagai

4.1.1. Halmazok ekvivalencidja. Az X és Y (tetszéleges) halmazokat ekviva-
lenseknek nevezziik, ha létezik X-et Y-ra leképezd kolcsonosen egyértelmii leképezés (bi-

jekcid). Jelolése: X ~ Y.

4.1.2. Allitas. Legyenek X, Y és Z tetszbleges halmazok. Ekkor
(1) X ~ X (reflexivitds);
(2) ha X ~Y, akkor Y ~ X (szimmetria);
(3) haX ~YésY ~ Z, akkor X ~ Z (tranzitivitds). O

4.1.3. Megjegyzés. Ha f az X-et X'-re képezd kolcsonosen egyértelmi leképezés, g
pedig Y-t Y’-re leképezd kolcsondsen egyértelmii leképezés, akkor az (z,y) = (f(x), g9(y))
kolesonosen egyértelmi leképezés X x Y-t X’ x Y’-re képezi le, igy ezek is ekvivalensek.
Egy h C X x Y relaci6 képe ennél a leképezésnél a b’ = goho f1 C X' x Y’ relacié:
(2/,y’) € b/ pontosan akkor, ha z = f~1(2")-re (z,y) € h esetén g(y) = y'. A fiiggvények
Osszetételérdl tanultak szerint a h > h' leképezés fiiggvényt fiiggvénybe, kolesonosen
egyértelmi fliggvényt kolcsonosen egyértelmi fiiggvénybe, Yra képezé fiiggvényt Y'-re
képezé fiiggvénybe visz, specidlisan Y és Y’*" ekvivalensek.

— 4.1.4. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha (A\ B) ~ (B\ A), akkor A ~ B.

— 4.1.5. Feladat [1]. Adjunk meg kolcsondsen egyértelmdi megfeleltetést a 0,1 sza-
mokbdl és a 0,1, 2,3 szamokbdl képezhetd sorozatok kozott.

— 4.1.6. Feladat [2]. Adjunk meg kdlesonosen egyértelmii megfeleltetést az aldbbi
halmazok kozott:

(1) ZésN,;

(2) RésRT;

3) {xeRO0<ax<1}és{xeRa>1}.

— 4.1.7. Feladat [6]. Tetsz6leges halmazok elemszamaira is teljesiilnek a kommuta-

tivitas, asszociativitas, disztributivitas és a hatvanyozas azonossdgai. Ezt bizonyitando,
mutassuk meg, hogy ha A, B, C halmazok, akkor

(1) Ax B~ BX A;
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(AxB)x(C~Ax(BxC);

(AUB)xC ~(AXxC)U(BxC(C),ha An B = {;
ABYC  AB x AC ha BN C = 0
(AB>CNABXC.

6) (Ax B)¢ ~ A° x BC.

w
— — O

~ o~~~
T~

4.1.8. Tétel. Barmely n természetes szdmra {1,2,...,n} barmely valédi részhalmaza
ekvivalens {1,2,...,m}-mel valamely m < n természetes szamra.

Bizonyitas. Indukcioval: 0-ra nyilvan igaz, mert az tires halmaznak nincs valédi
részhalmaza. Ha n-re teljesiil az allités, és A C {1,2,...,n+1}, akkoraz A C {1,2,...,n}
esetben az allitas nyilvan teljesiil. Ha n+1 € A, akkor van olyan 0 < k < n+1 természetes
szam, amelyre k ¢ A. Definidljuk az f fiiggvényt gy, hogy f(i) legyen i, ha i € A,
i#n+1,éslegyen f(n+1) =k. Az f fiiggvény kolcsonosen egyértelmii leképezése A-
nak {1,2,...,n} valamely részhalmazara. Ha f értékkészlete {1,2,...,n}, akkor m =n
valaszthat6. Ha f értékkészlete valddi részhalmaza {1,2,...,n}-nek, akkor az indukcids
feltevés hasznalhaté. O

4.1.9. Tétel. Ha n természetes szam, akkor nem létezik ekvivalencia {1,2,...,n} és
egy valédi részhalmaza kozott.

Megjegyezziik, hogy N-re ez nem igaz: n — n™ ekvivalencia N és NT kozott.

Bizonyitas. Indukciéval bizonyitunk: O-ra az allitas vildgos, mert az iires halmaz-
nak nincs valodi részhalmaza. Tegytk fel, hogy n-re teljesil, de létezik egy f kdlecsono-
sen egyértelmii leképezése {1,2,...,n + 1}-nek egy A valédi részhalmazira. Han+ 1 ¢
A, akkor f megszoritdsa {1,2,...,n}-re is kolcsonosen egyértelmii leképezés, mégpedig
{1,2,...,n}-nek egy valédi részhalmazara, mivel f(n + 1) nem lesz az értékkészletben,
ami ellentmond az indukcids feltevésnek. Ha f(k) =n+1 € A, akkor viszont 4gy kapjuk
{1,2,...,n} és AN{n+1} egy ekvivalenciajit, hogy — hacsak nem k =n+1-a (k,n+1)
és az (n+1,1) parokat kihagyjuk a leképezésbdl, és helyettiik a (k,[) part vessziik be. Ez
megint ellentmond az indukciés feltevésnek. O

4.1.10. Véges és végtelen halmazok. Egy X halmazt végesnek neveziink, ha va-
lamely n természetes szdmra ekvivalens a {1,2,...,n} halmazzal, egyébként végtelennek
nevezzik.

Egy véges halmaz legfeljebb egy n-re ekvivalens a {1,2,...,n} halmazzal, mert ha
ekvivalens lenne {1,2, ..., m}-mel is, akkor m < n vagy n < m miatt N* egy kezd&szelete
ekvivalens lenne egy valddi részhalmazéaval, ami az el6z6 tétel szerint lehetetlen.

Azt az egyértelmiien meghatarozott természetes szamot, amelyre egy adott X véges
halmaz ekvivalens {1,2,...,n}-nel, az X halmaz elemei szdmdnak vagy szdmossdginak
nevezzik, és f(A)-val vagy (a ,cardinal number” réviditéseként) card(A)-val jeloljik. Az
|A] és A jelolés is szokasos.

Példaul §(@) = 0, barmely a-ra §({a}) = 1, barmely a,bre, ha a # b, akkor
1({a,b}) = 2. Azt, hogy a természetes szdmokat nullaval kezdtiik, az indokolja, hogy
igy a természetes szamok a véges halmazok szamosségai.

Az el6z6 tételbdl az is kovetkezik, hogy véges halmaz sohasem ekvivalens egy valodi
részhalmazaval. Mivel ez N-re nem teljesiil, N végtelen halmaz.
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4.1.11. Tétel. Legyenek X és Y halmazok. Ekkor

ha X véges és Y C X, akkor Y is véges, és §(Y) < h(X);

ha X véges és Y C X, akkor §(YV) < h(X);

ha X és'Y végesek és diszjunktak, akkor X UY is véges, és j(X UY) = y(X) +4(Y);
ha X és Y végesek, akkor f(X UY )+ (X NY) = §(X) + 4(Y);

ha X ésY végesek, akkor X x Y is véges, és (X x Y) = y(X) - 5(Y);

ha X ésY végesek, akkor XY is véges, és h(XY) = g(X)*¥);

ha X véges halmaz, akkor p(X) is véges, és f(p(X)) = 28%);

ha X véges, és az f fiiggvény X-et Y-ra képezi, akkor Y is véges, §(Y) < t(X), és ha
f nem kdélesondsen egyértelmii, akkor §(Y) < h(X).

A~ N N~~~ o~ —~
~N O Ut = W N
o DD D DO —

Qo

Bizonyités. (1) nyilvanvalé, ha ¥ = X, ha viszont ¥ C X, akkor ekvivalens
{1,2,...,8(X)} egy valédi részhalmazéval, amir6l tudjuk, hogy ekvivalens {1,2,...,m}-
mel valamely m < n-re. Ezzel (2)-t is beldttuk. (3) azon mulik, hogy {1,...,n} ekvivalens
{m+1,m+2,...,m+n}-nel. (3) szerint H(XUY) = h(X\Y)+4(XNY)+5(Y\X); mindkét
oldalhoz hozzdadva (X NY')-t, és djra felhasznalva (3)-at, kapjuk (4)-et. (5) és (6) az YV
elemeinek szama szerinti indukcioval kovetkeznek, felhasznalva a szorzés és a hatvanyozas
defnicigjat. (7) kovetkezik (6)-bdl és p(X)-nek a karakterisztikus fiiggvények halmazaval
val6 ekvivalencidjabol. (8) bizonyitdsdhoz feltehetjiik, hogy X = {1,2,...,4(X)}. Min-
den y € Y-ra legyen g(y) az f~'(y) halmaz legkisebb eleme. Ekkor g az Y-t kolcséndsen
egyértelmiien képezi le X egy részhalmazara, és ha f nem volt kolcsénosen egyértelmd,

akkor ez a részhalmaz valédi. O

4.1.12. Skatulya elv. Ha X és Y véges halmazok, és §(X) > §(Y), akkoregy f: X —» Y
leképezés nem lehet kélcséndsen egyértelmdi.

Bizonyitas. Egyébként {1,2,...,0(Y)} egy részhalmaza, azaz §(Y) < §(X) miatt
{1,2,...,8(X)} egy valodi részhalmaza ekvivalens lenne {1,2,...,4(X)}-nel. O

4.1.13. Tétel. Részbenrendezett halmaz barmely nem iires véges részhalmazanak van
maximalis és minimalis eleme.

A tétel alapjan algoritmust kaphatunk egy A véges halmaz < részbenrendezésének
kiterjesztésére egy (ugyanazzal a jellel jelolt) rendezéssé: rekurzidval legyen a; az A \
{ay,as,...,a; 1} egy minimélis eleme, majd legyen a;, < a;, ha i <.

Bizonyitas. A részhalmaz elemeinek szdma szerinti indukcidval: Ha j(A) = 1, akkor
nyilvdnvals. Ha §(A) = n+ 1, legyen a € A és A’ = A\ {a}. Ha a nem nagyobb, mint
A’ (egy adott) ¢’ maximélis eleme, akkor az ¢’ maximélis elem, egyébként a maximélis
elem. Minimalis elemre a bizonyitas hasonlé. (]

4.1.14. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy egy X halmaz pontosan akkor végtelen, ha
minden f: X — X leképezéshez van olyan Y valddi részhalmaza X-nek, hogy f(Y) C Y.

4.1.15. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy Z, Q, R és C végtelen halmazok.

—° 4.1.16. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy a 7, 2m, 3, ..., 1007 szdmok kozott van
olyan, amelyik nincs messzebb a legkozelebbi egészt6l, mint 1/101. Altaldnositsuk az
allitast.
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— 4.1.17. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy barmely m € N*-hoz van olyan n € N,
hogy tizes szamrendszerben mn minden jegye 1 vagy 0.

—° 4.1.18. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy minden pératlan n-hez van olyan m egész,
amelyre n osztdja 2™ — 1-nek.

—° 4.1.19. Feladat [6]. Legyen aq,a,,..., a5, €gész szdmok egy sorozata. Bizonyitsuk
be, hogy egy alkalmas részsorozatra a; +a; +---+a; oszthaté 100-zal. Altaldnositsuk
az allitast.

—° 4.1.20. Feladat [3]. Legyenek aq,ao, ..., a5, egész szdmok az [1, 100] intervallumbol.
Bizonyitsuk be, hogy van kett6 kozottiik, amely relativ prim. Altaldnositsuk az allitast.

—° 4.1.21. Feladat [8]. Legyenek ay,ao, ..., a5, egész szdmok az [1, 100] intervallumbol.
Bizonyitsuk be, hogy alkalmas i # j-re a; osztéja a;-nek. Altaldnositsuk az allitast.

4.1.22. Feladat [10]. Pozitiv természetes szdmok egy szigorian monoton novekedd
ki, kg, ...k, sorozatat Sidon-sorozatnak nevezzik n-ig, ha a k; + k;, 1 < i < j <
m szamok mind kiilonbo6zoek, és k,, < n. Melyik a leghosszabb Sidon-sorozat 100-ig?
Megkaphatjuk-e ezt a mohé algoritmussal, azaz gy, hogy egytol kezdve mindig az els6
olyan szamot, amely érvényben hagyja a Sidon-tulajdonsagot, hozzavessziik a sorozathoz?
Adjunk fels6 korlatot a Sidon-sorozatok hosszara n-ig.

°x 4.1.23. Feladat: kozelités racionalis szdmmal [10]. Mutassuk meg, hogy egy «
irraciondlis szdmhoz végtelen sok olyan m/n raciondlis szdm van, amelyre |o — m/n| <

1/n?.

°s 4.1.24. Feladat: szimultin kozelités raciondlis szdmmal [11]. Mutassuk meg,
hogy ha a4, a,, ..., «a,, irraciondlis szdmok, akkor végtelen sok olyan racionalis szdmokbdl
all6 (py/q,p9/q; - - -1, /q) sorozat 1étezik, amelyre |a; — p;/q| < 1/¢'*'/", ha 1 <i < n.

° 4.1.25. Feladat [12]. Bizonyitsuk be, hogy valamely n > 0-ra az F,, Fibonacci-szdm
oszthatd 1000-rel.

4.1.26. Tovéabbi feladatok. [36]: 4.7, 4.21, 5.7, 5.8, 5.12.

4.2 Kombinatorika

e sz

onmagara valé kolcsonosen egyértelmi leképezését értjiik. Az X halmaz 6sszes permuta-
cidi csoportot alkotnak a o miiveletre, azaz az Gsszetett fiiggvény képzésre, amelyben [y
az egységelem, és egy elem csoportbeli inverze a relacioként vett inverze.

Meg akarjuk hatdrozni véges halmazok permutdcidinak szdmét. Ha egy A hal-

maz ekvivalens {1,2,...,n}-nel, akkor tudjuk, hogy permutécidinak halmaza ekviva-
lens {1,2,...,n} permutédciéinak halmazival. Ha A = {a;,a,,...,a,} és pi,ps,...D,
az {1,2,...,n} egy permutécidja, akkor az A megfelel§ permutécidja az a; a,,. leképe-

zés (az a; v i, i = p;, j > a; leképezések Osszetétele). Igy A permutécidinak szama csak
n = f(A)-t6l fugg. Jeldlje ezt a szamot P,,.

Az iires halmaznak egy permutacidja van, igy Py = 1. A {1} egyelemii halmaznak is
egy permutacidja van, igy P, = 1. Indukciéval megmutatjuk, hogy P, = HZ: X k. Feltéve,
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hogy n-re igaz az 4llitds, tekintsiik ekvivalensnek {1,2,...,n + 1} két permutdci6jét,
ha mindketténél az 1 képe ugyanaz. Vilagos, hogy n + 1 ekvivalenciaosztily van, és
egy ekvivalenciaosztaly elemei megfeleltetheték egy n elemfi halmaz permutéciéinak. Igy
minden ekvivalenciaosztdlynak P, eleme van, ahonnan

n n+1
Poy=(]k -+ =]]*
k=1 k=1
AP = HZ: | k szorzatot nl-sal is jeloljiik (n faktoridlisnak olvassuk). A tovabbiak-

ban P, helyett ezt a jelolést fogjuk hasznélni. Ertéke néhény n-re:

n 0123 4 5 6 71 8 9 10 11
nl | 1 1 2 6 24 120 720 5040 40320 362880 3628800 39916800

4.2.2. Varidciék. Az A halmaz elemeibdl készithetd, kiillonbozé tagokbdl 4116
a17a27...,ak

sorozatokat, azaz {1,2,...,k}-t A-ba képez§ kolcsonosen egyértelmii leképezéseket az A
halmaz k-ad osztalyt varidcidinak nevezziik. Ha A véges halmaz, j(A) = n, akkor ezek
VE szama megegyezik az {1,2,...,k}-t {1,2,...,n}-be képezd kolcséndsen egyértelmii
leképezések szamaval. Megmutatjuk, hogy

n!

k_ — 1) (n—
V= (n—k)!in(n - (n—k+1),
ha k < n (és nulla egyébként). Soroljuk {1,2,...,n} két permutdcidjit egy osztalyba, ha
{1,2,...,k}-n megegyeznek. Minden osztélynak (n — k)! eleme van, az osztdlyok szdma

pedig V¥, ahonnan kapjuk az allitast.

4.2.3. Ismétléses variaciok. Az A halmaz elemeibdl készithetd aq, as, . . ., a; soroza-
tokat, azaz {1,2, ..., k}-t A-ba képezd leképezéseket az A halmaz k-ad osztalyd ismétléses
varidcidinak nevezziik. Ha A véges halmaz, §(A) = n, akkor ezek V¥ szdmarél (a V¢
jelolés is szokdsos) mar tudjuk, hogy n*.

4.2.4. Kombinacidk. Ha k € N, akkor az A halmaz k elemii részhalmazait az A
halmaz k-ad osztdlyt kombindcidinak nevezziik. Ha A véges halmaz, §(A4) = n, akkor
ezek CF szdma megegyezik a {1,2,...,n} halmaz k elemii részhalmazainak szdmaval.
Megmutatjuk, hogy

ok — n! _nn—1)---(n—k+1)
"kl (n—k) 1-2----. k ’

......

értékkészlete ugyanaz. Minden osztalynak k! eleme van, az osztalyok szdma pedig CF,
ahonnan kapjuk az allitdst. Egyébként minden osztdlyban egy és csak egy szigorian
monoton névekedd leképezés van, igy ezek szama is CX. Szokdsosabb CF helyett az

(Z) _nn—1)(n—k+1)

jelolés (agy olvassuk, hogy n alatt a k), amelyet a jobb oldallal tetszéleges k € N, n € C
esetén is értelmezhetiink.

111



4.2.5. Ismétléses kombinacidok. Legyen A véges halmaz. Ha k € N, akkor az A
halmazbdl k elemet kivalasztva, ismétléseket is megengedve, de tekintet nélkiil a sorrend-
re, az A halmaz k-ad osztalyd ismétléses kombindcidit kapjuk. Pontosabban, tekintsiik
mindazokat az f: A — N fiiggvényeket, amelyekre Zae 4 f(a) = k; ezek az A halmaz k-ad
osztalyu ismétiéses kombindcidi. Ezek szama nyilvan csak A elemeinek szamétdl fiigg, igy
feltehetjiik, hogy A = {1,2,...,n}. Minden g¢:{1,2,...,k} — {1,2,...,n} monoton no-
vekedé fiiggvényhez hozzarendelve az f(j) = (g~ (j)) fiiggvényt, kélcsondsen egyértelmi
megfeleltetést kapunk A ismétléses kombindcidi és az {1,2,...,k}-t {1,2,...,n}-be képe-
z6 monoton névekedd fiiggvények kozott, igy ezek szama az A ismétléses kombindcidéinak
iCFszama (a CK1 jelolés is szokésos). Megmutatjuk, hogy

imk _ (ntEk—1
= (")

Egy g:{1,2,...,k} — {1,2,...,n} monoton noveked§ fiiggvényhez definidljuk a h fiigg-
vényt a h(j) = g(j) + j — 1 Osszefliggéssel. Ezzel kolesonosen egyértelmii megfeleltetést
létesitettiink az {1,2,...,k}-t {1,2,...,n}-be képezd monoton névekeds fliggvények és az
{1,2,...,k}-t {1,2,... ,n+k— 1}-be képezd szigortian monoton névekedd (tehit koleso-
nosen egyértelmi) fiiggvények kozott, mely utébbiak megfelelnek k elem kivélasztdsdnak.
A megfeleltetés 1étezésébdl kovetkezik az allitds, amely az n = k = 0 esetben is igaz
marad.

4.2.6. Ismétléses permutacidék. Ha r, iy, iy,...,47,. € N, akkor az a;,a,,...,qa, (ki-
16nbo6z8) elemek iy, iy, . .., i, ismétlédésli ismétiéses permutdcidi az olyan n = iy + iy +
-+ - +1i,-tagl sorozatok, amelyekben az a; elem i;-szer fordul el6. Az A = {ay,ay,...,a,}
jeloléssel ezek olyan {1,2,...,n}-et A-ba képezd leképezések, amelyeknél a; teljes inverz
képe i; elemil. Megmutatjuk, hogy ezek szama

o !
Phteste n
iqlighe -4,

Ha r = 0 és ha r = 1, akkor trividlis az allitas. Egyébként soroljuk az aq, a,, ..., a, elemek
két i;,45,...,1, ismétlodést ismétléses permutacidjat egy osztalyba, ha az a; elem Osszes
eléforduldsat kihagyva a sorozatbdl, ugyanazt a by, by, ..., b, ; ismétléses permutdciot
kapjuk. Nyilvan P:f_’zf’”"“ osztalyunk lesz. A by,b,,...,b, ; ismétléses permutaciobdl
gy kaphatjuk vissza az osztaly elemeit, hogy b, elé valahanyszor beirjuk az a,-et, majd
by és by kozé valahdnyszor beirjuk az a,-et, stb., végil b, _; utédn valahdnyszor beirjuk
az a,-et, Osszesen i, darab a;-et irva be. Igy tulajdonképpen az n — i; + 1 lehetséges hely
koziil i,-et valasztunk ki, megengedve egy hely tobbszori kivalasztasat is, ami

ioh o (n—i+1+4 -1\ (n) n!
neht i i) (n—iy)ly!

szami modon teheté meg. Innen addédik az indukcids 1épés.

— 4.2.7. Feladat [0]. Hény szétérra van sziikségiink az EU-ban, hogy barmely hiva-
talos nyelvrél barmely hivatalos nyelvre kézvetleniil fordithassunk?
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— 4.2.8. Feladat [0]. Hany rendezése van egy n elem{i halmaznak?
— 4.2.9. Feladat [0]. Hany f:{1,]1}" — {1,]1}™ logikai fiiggvény van?

— 4.2.10. Feladat [1]. Hanyféleképpen iltethetiink le n embert egy kerek asztal mellé?
Két iiltetést megegyezdnek tekintiink, ha forgatassal atviheték egymasba.

— 4.2.11. Feladat [1]. Egy postahivatalban 10 kiilonb6z6 képeslapot arulnak. Hény-
féleképpen vasarolhatunk 12 képeslapot?

— 4.2.12. Feladat [1]. Hényféleképpen helyezkedhet el 12 ember hdrom szobdban, ha
az els6ben 2, a masodikban 6, a harmadikban pedig 4 fér el?

— 4.2.13. Feladat [5]. Tizennyolc szézforintost osztunk szét 6t gyerek kozott. Hany-
féleképpen lehetséges ez? Mi a helyzet, ha mindenki legalabb szaz forintot kap? Mi a
helyzet, ha mindenki legaldbb kétszaz forintot kap? Altalanositsuk az allitast.

— 4.2.14. Feladat [0]. Egy esemény esélyén a bekiévetkezését eredményezd esetek
szamanak és az Osszes esetek szaméanak hanyadosat fogjuk érteni. Lottéban mennyi az 5,
4, 3, 2, 1, illetve 0 talalat esélye?

— 4.2.15. Feladat [0]. Egy n elemil halmazon hény binér relicié van? Ezekbdl hany
reflexiv, hany szimmetrikus és hény reflexiv és szimmetrikus?

— 4.2.16. Feladat [0]. Hényféleképpen vélaszthatunk ki harom kiillonbozé szdmot az
{1,2,...,100} halmazbdl tgy, hogy az Osszegiik paros legyen?

° 4.2.17. Feladat [0]. Hany k hosszi infixe van egy n hosszi szénak? Azonos, de
kiilonbo6z6 helyen 1év6 infixeket kiillonb6zének tekintiink.

— 4.2.18. Feladat [5]. Bridzsben hény leosztds van? Mennyi az esélye, hogy minden-
kinél van 4sz? Héany lehetséges ,kéz” van? Mennyi az esélye, hogy egy adott kézben van
minden 4sz? Mennyi az esélye, hogy egy adott kézben egy szinbdl nyolc lap van? Mennyi
az esélye, hogy egy adott kéz 4-4-4-1 ,elosztasa”?

— 4.2.19. Feladat: sziiletésnap-paradoxon [3]. Egy tandr fogaddst ajanl fel egy
30 f6s osztalynak, hogy van két didk, akinek ugyanakkor van a sziiletésnapja. Becsiiljik
meg annak esélyét, hogy veszit.

° 4.2.20. Feladat [10]. Az eléz6 feladat folytatasaként hatdrozzuk meg V,*/n* hatar-
értékét, ha n, k — oo gy, hogy k%/n — c.

— 4.2.21. Feladat [5]. Mennyi az esélye, hogy otlapos pékerben osztds utédn a ke-
zinkben royalflos, szinsor, poker, full, flos, sor, drill, két pér, egy par, illetve magas lap
van? Mi a helyzet, ha magyar kartyaval jatszunk?

— 4.2.22. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha m,n € N, m < n, akkor

()= (")

értéke akkor maximélis, ha m = |n/2| vagy m = [n/2]. Készitsiink grafikont n < 8-ra.
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— 4.2.23. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy ha z,w,v € C és k, m,n € N, akkor

(1)
<z+1)(;>=(k+1)<2ﬂ);

()=-0()

(2)

() ()= () 0L
(o) (o) = ()
> (7 =0+ (G20

i(z—;;k:) _ <Z+Z+1);

S e G |
ol b1 [P B G

—° 4.2.24. Feladat [3]. Az analizisben bebizonyitjdk a Stirling-formuldt: ha n € NT,
akkor n! ~ v/2mnn™/e™, pontosabban

w) (0sszegzési tétel);

nn+1/2 N
n! =27 — etzn“n. ahol 0<e¢
e

< —.
"~ 180n3
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e = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572.. ..
és

m = 3,14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 . ..
Hasznaljuk fel a formulat n! becslésére c,, = 0 valasztassal, han = 1,2,...,10, és minden
esetben szamoljuk ki (kozelitleg) a relativ hibdt, azaz a kozelités és a pontos érték
eltérésének és a pontos értéknek a hanyadosat. Vegyiik észre, hogy n novelésével a relativ
hiba csokken. Megjegyezziik, hogy nagy n esetén a tilcsorduléas elkeriilésére n! helyett
célszeriibb lehet annak e alapu logaritmusat szamolni, amelyet természetes logaritmusnak

(logaritmus naturalis) neveznek, és ln-nel jelolnek. (A kovetkez6 feladat szerint ha n > 8,
akkor a relativ hiba kisebb, mint 0,0008%.)

°x 4.2.25. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy az el6z8 feladatban szerepld Stirling-
formulat hasznalva n! becslésére ¢, = 0 valasztéssal, ha n > 8, akkor a relativ hiba
kisebb, mint 0,0008%.)

°x 4.2.26. Feladat [7]. Meg tudjuk-e a Stirling-formula segitségével pontosan hatarozni,
hogy 1000! hény jegyi? Mi az els6 néhdny jegy? Mi az utolsé jegy?

4.2.27. Feladat [3]. Mutassuk meg indukciéval, hogy
2
( n) <41 ha neN, n>4
n

°x 4.2.28. Feladat [4]. Adjunk pontosabb becslést (2") értékére a Stirling-formulaval.

4.2.29. Feladat [5]. Hany olyan részhalmaza van a H = {1,2,...,n} halmaznak,
amelyre teljesiil, hogy ha j € H, akkor j+ 1 ¢ H?

4.2.30. Feladat [6]. Hany olyan részhalmaza van a H = {1,2,...,n} halmaznak,
amelyre teljesiil, hogy ha j,j+ 1 € H, akkor j+2 € H?

4.2.31. Feladat [11]. Tervezziink programot, amely valamilyen sorrendben megadja

az {1,2,...,n} halmaz 6sszes permutécidjit, k-ad osztalyt varaciéjat, k-ad osztdlyd kom-
binacidjat, k-ad osztalyt ismétléses varidcidjat, k-ad osztdlyt ismétléses kombindcidjat,
illetve 4y, 4y, ..., %, ismétlédést ismétléses permutaciojat.

4.2.32. Feladat [6]. Ha m,n € N és m < n, akkor az elséfaju Stirling-szdmokat a
n
[m] = Z koo -k,
0<ky <ky<...<k,_,,<n

formulédval, a masodfaji Stirling-szamokat pedig a

n
{m} = § k1k2 e knfm
1<k, <k, <.. <k, ,,<m

n—m-—=

formuléaval definidljuk. Mutassuk meg, hogy ha m > 0, akkor

R T Y P B vy S Y S P

Ezen Gsszefiiggések alapjan foglaljuk tabldzatba [], illetve {} értékeit, ha 0 < m <
n < 8.
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4.2.33. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy barmely z € C-re és n € N-re

()Ll

4.2.34. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy barmely z € C-re és n € N-re

=3 n{nd ()

4.2.35. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy n elemii halmaz m elemti osztélyozédsa-
inak szdma {}.

4.2.36. Feladat [7]. Ha f az X egy permuticidja, egy = € X elem pdlydjat az
z, f(z), f(f(z)),... elemek alkotjik. Mutassuk meg, hogy a pélydk X egy osztélyozdsat
adjdk. Mutassuk meg, ha X-nek n eleme van, akkor olyan permutaciéja X-nek, amelyre
a palydk m elemii osztalyozast adnak, ] van.

4.2.37. Tovabbi feladatok megoldéasokkal. [56]: 1.3-4-1.3-16, 1.3-18-1.4-25, 1.4-
27-1.5-36.

4.2.38. Tovabbi feladatok. [25]: VIIL.1.2-VIIL1.7, VIIL.1.9-VIIL.1.12, VIIL.1.14-
~VIIL1.18, VIIL1.20-VIIL.1.23, VIIL.1.25; [46]: 1.2.6.1-1.2.6.2, 1.2.6.4, 1.2.6.6-1.2.6.7,
1.2.6.8-1.2.6.9, 1.2.6.12, 1.2.6.18, 1.2.6.19-1.2.6.24, 1.2.6.31-1.2.6.32, 1.2.6.38-1.2.6.39,
1.2.6.47-1.2.6.48, 1.2.6.50-1.2.6.56, 1.2.6.59, 1.2.6.61-1.2.6.63, 1.2.6.66, 1.2.6.67, 1.2.6.68;
[59]: 1.3.25, 1.3.45; [63]: 1.§1-1.§8, 1.§16-1.§18, 1.§26-1.§27, 1.§30-1.§33, 1.§35-1.§38,
1.§42-1.§43; [64]: 1.3.1-1.3.4,1.4.1,1.4.2,1.5.1-1.5.6, 1.6.1, 1.6.2, 1.7.1-1.7.4, 1.8.1-1.8.34,
3.21-3.2.3, 3.3.1-3.34, 3.4.1-3.4.3, 3.6.1-3.6.4, 5.1.1-5.1.5, 5.2.1-5.2.4, 5.4.1-5.4.5;
[82]: IV.5.2-1V.5.4, IV.5.7, IV.5.9-1V.5.11, IV.5.13, IV.5.14, IV.5.15, IV.5.17, IV.5.22,
IV.5.24-1V.5.30, IV.5.32; [84]: 1.24-1.26.

4.3 Binomialis és polinomialis tétel, szita formula

4.3.1. Binomialis tétel. Legyenek x,y egy R kommutativ egységelemes gytirii elemei,
n € N. Ekkor

oo 0

Ha a gylirti nem egységelemes, akkor is igaz az &llitds n € NT esetén, ha a formailag
szerepld, de nem létez6 nulladik hatvanyokat egyszeriien kihagyjuk.
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Az (Z) egyutthatokat binomidlis egyiitthatdknak is nevezik. Szokasos elrendezésiik a
Pascal-hdromszog: az n indexti sorban az (x + y)™-ben fellépd egyiitthaték vannak.

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Bizonyitas. Indukcidval: n = 0, 1-re az allitds nyilvanval6. Ha n-re teljestil, akkor
a disztributivitast felhasznalva,

(x+y)" =(z+y) i() i;() (hHlynh 4 ghyn—htl)|

k=0

igy csak azt kell belatnunk, hogy

ha 0 < k < n, ami a bal oldalt k6z6s nevezére hozva adédik. (J
4.3.2. Kovetkezmény.

n

Zn: (Z) =2 & Y (Z) (—1)* = 0.

k=0 k=0

Bizonyitds. A binomidlis tételbdl x = 1, y = 1, illetve = 1, y = —1 helyettesi-
téssel addédik. OJ

4.3.3. Polinomidlis tétel. Legyen r € N, 2,25, ..., 2, egy R kommutativ egység-
elemes gytiri elemei, n € N. Ekkor

($1+x2+_“+x7‘)n: Pn1727 )rx11m22...xrr.
iqtigttip=n
11,09, ipEN

Ha a gytirii nem egységelemes, akkor is igaz az allitas r,n € NT, i,...,i,. € N esetén, ha
a formailag szerepls, de nem létezé nulladik hatvanyokat egyszertien kihagyjuk.

A tételben jatszott szerepiik miatt szokas a P”’Zz’ i

hatoknak is nevezni.

szamokat polinomidlis egyiitt-
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Bizonyitas. Indukcioval: r = 0, 1-re az &llitds nyilvanvalo, az r = 2 esetet mar
lattuk. Ha r — 1-re teljesiil, akkor y = x5 + ... 4+ 2, jeloléssel, a binomidlis tételt és az
indukcios feltevést felhasznalva,

n n ) )
R RU o ( )y
=0 \"1

n
ny 4 i i, i i
— 1 25l 2
= E ( >x1 g Pnﬂ-1 5 T,

i=o \l1 gt =n—iy
n .
’/l' ip (n—zl)! iy i,
= it ——a
= i1 1(n—iq)! P PR LR

LY ST PT PR i
— E Pt Tx11x22~~:crr. 0
iy tigt o+, =n

4.3.4. Logikai szita formula. Legyenek X, X,,..., X, az X véges halmaz részhal-
mazai, [ az X-en értelmezett, egy Abel-csoportba képezé filiggvény. Legyen

S=> " fl)

zeX

Sr = Z Z f(l')a

1<y <ip<...<i, <k zeX; NX;,N..NX;

So= >, fl).

xEX\Ué":lXi

és legyen

Ekkor
Sop=8—81+8, =S5+ + (=1)*Sy,

vagy masként
S— 8y =298, —8y+---+ (=1)FLG,.

A formulédt leggyakrabban az f = 1 fiiggvénnyel alkalmazzuk, ekkor S, a ,,jok”
szama, az X;-k pedig a ,rosszak” halmazai.

Bizonyitas. Ha x € X \ UX_ X, akkor f(r) mindkét oldalon egyszer szerepel,
a jobb oldalon csak S-ben. Egyébként legyenek X; , X; ..., X j, azok a részhalmazok,
amelyek tartalmazzdk z-et. A bal oldalon f(x) nem szerepel. A jobb oldalon valamely

f(x)

zeX,; NX,;,N..0X;,

osszegben f(x) pontosan akkor 1ép fel, ha {iy,ig,...,4,.} C {Jj1,J0,---,7:}- Ha r > t,
akkor nincs ilyen {iy,is,...,4,}. Ha r < t, akkor pontosan

()
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ilyen {iy,4s,...,i,} van, igy a jobb oldalon f(x) egyiitthat6ja

3 (i) (-1 =0. O

r=0

° 4.3.5. Példa. Hatdrozzuk meg a 120-nal nem nagyobb primek szamat. Az 1,2,...,n
szamok kozott k tobbszoroseinek szdma |[n/k]. Innen 120-ig

120 — [120/2] — [120/3] — |120/5] — [120/7]
+1120/6] + [120/10] + |120/14] + |120/15] + [120/21] + [120/35]
— |120/30] — [120/42] — [120/70 — |120/105)]
+(120/210|
120 - 60 —40 — 24 — 17+ 20+ 12+ 8+ 8+5+3—-4—2—-1—-1+0=27

1
1

olyan szdm van, amely nem tobbszorose sem 2-nek, sem 3-nak, sem 5-nek, sem 7-nek. Az
1 nem primszam, igy 26 + 4 = 30 primszam van 120-ig.

— 4.3.6. Feladat [0]. Mi kéze a Pascal-haromszdgnek ahhoz, hogy 114 = 146417
— 4.3.7. Feladat [3]. Hany nullara végzédik a 11190 — 1 szam?
— 4.3.8. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha k,n € N, akkor

IV ES (4 I 4]

— 4.3.9. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha k,m,n € N és m < n, akkor

> ()= (o)

—° 4.3.10. Feladat [6]. Bizonyitsuk be a Moivre-tételt: ha n € N, ¢ € R, akkor

(/2]
cos(ng) = 3 (—1)* cos™ 2 (p) sin?* ()
k=0
és
[(n—1)/2]
sin(ng) = (=1)Fcos" () sin®* (),
k=0

azaz hogy cos(ny) és sin(nep) is cos ¢ és sin ¢ polinomja.

— 4.3.11. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy
[n/2] ( n > [(n—1)/2] ( n >
= =271 ha neN.
2 (o) = 2 e

— 4.3.12. Feladat [5]. Hanyféleképpen valaszthatunk ki n targy koziil paratlan szdmu
targyat?

119



4.3.13. Feladat [6]. Legyen k,n € N. Bizonyitsuk be, hogy

(1)
Sk (Z) — n2n;

n
k=1

(2)

4.3.14. Feladat [7]. Figyelembe véve, hogy

el ) ) )

szamoljuk ki a 37 k* Gsszeget.

— 4.3.15. Feladat [3]. Az a és b betlikbdl hany olyan n tagi sorozat készithetd,
amelyben legfeljebb m szdmu a szerepel? (Nincs j6 zart formula az osszegre: 1asd [46],
1.2.6.)

4.3.16. Feladat [3]. Egy m elemfi véges dbécé betiiibsl hany olyan n hossziisdgi sz6
készithetd, amelyben
(1) egy rogzitett betii legaldbb kétszer eléfordul;
(2) egy rogzitett betli legaldabb hdromszor eléfordul;
(3) két rogzitett betli legaldbb egyszer eléfordul.
— 4.3.17. Feladat [2]. Egy tarsasutazas résztvevéi mindannyian beszélnek angolul,
németiil vagy francidul. Hatan tudnak németil, ugyanennyien angolul, heten francidul.
Négyen beszélnek angolul és németil, hirman németiil és francidul, ketten francidul és

angolul. Egyvalaki mindharom nyelven beszél. Hany résztvevije van a tarsasutazasnak?
Hényan beszélnek csak angolul, illetve csak francidul?
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— 4.3.18. Feladat [3]. A logikai szita formulandl haszndlt jelolésekkel mutassuk meg,
hogy ha X = UF_, X, akkor S = 8] — Sy + - - + (=1)¥"15,.

4.3.19. Feladat [7]. Egy n hézasparbdl all térsasig tdncol. Hany olyan eset van,
amikor senki sem tancol a sajat feleségével?

4.3.20. Feladat [7]. A szita-formuldval hatdrozzuk meg, hogy hény sziirjektiv le-
képezése van egy n elemli halmaznak egy k elemli halmazra. Mi koze ennek a Stirling-
szamokhoz?

4.3.21. Feladat [7]. Hanyféleképpen iiltethetd le n hdzaspar egy kerek asztal koré
gy, hogy nok ne keriiljenek egymas mellé, hogy hazasparok ne keriiljenek egymés mellé,
illetve hogy mindkét feltétel teljestiljon?

4.3.22. Feladat [9]. Legyen X,, i =1,2,...,n egy indexelt halmazcsaldd. Ha
Hc{12,...n},

legyen Py = U,y X; és Qp = NiegX;. Jelolje ), az {1,2,,...,n} halmaz Gsszes k elemil
részhalmazainak rendszerét. Mutassuk meg, hogy

Uper, @u O Npeg, Py, ha 2k<n+1
és
Uger, Qu C Nper Py ha 2k >n+1.

4.3.23. Tovabbi feladatok megoldasokkal. [56]: 4.6-374.6-39, 4.6-42, 4.8-44-4.8-
A7; [57], 1.6-37-1.6-39, 1.6-42, 1.8-44-1.8-47.

4.3.24. Tovébbi feladatok. [63]: 2.§1-2.§4; [64]: 2.3.1, 2.4.1, 2.5.5-2.5.8, 3.1.1-3.1.3,
3.5.1, 3.5.2, 3.7.1, 3.7.2, 3.8.1-3.8.15; [25]: VIIL.2.1-VIIL.2.7; [3]: 1.13-1.16; [82]: IV.5.8,
IV.5.18-1V.5.21; [84]: 1.21, 1.23.
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5
Végtelen halmazok

Ebben a fejezetben a végtelen halmazok tulajdonsigait targyaljuk. A halmazok
Osszehasonlitasara vonatkozo tételek utan elsésorban a megszamlalhaté halmazokra kon-
centralunk, de a kontinuum szdmossagi halmazokrol is lesz sz6.

5.1 Kivalasztasi axiéma

x 5.1.1. Kivalasztasi axiéma. Nem iires halmazok barmely indexelt csaladjahoz léte-
zik kivalasztasi fiiggvény.

Az axiéma tgy is fogalmazhatd, hogy nem iires halmazok barmely indexelt csalad-
janak a Descartes-szorzata nem tires. (Nyilvan, ha a halmazcsalad tagjai kozott van tires
is, akkor a szorzat iires.)

Ez az artatlan kinézetii axiéma sok, végtelen halmazokra vonatkozé tétel bizonyi-
tasaban alapvetd szerepet jatszik. Leggyakrabban a Zorn-lemma, illetve a jolrendezési
tétel alakjaban hasznaljuk fel. Ezek bizonyitasdhoz sziikségilink lesz egy fogalomra és egy
lemmara.

x 5.1.2. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kivdlasztdsi axiéma ekvivalens azzal
a latszélag gyengébb feltétellel, hogy nem iires paronként diszjunkt halmazok barmely
indexelt csalddjahoz létezik kivalasztasi fliggvény.

x 5.1.3. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kivalasztdsi axiéma ekvivalens a Zermelo-
axiémaval is, amelyben indexelt halmazcsalad helyett halmazrendszer szerepel: nem iires
paronként diszjunkt halmazok barmely rendszeréhez van olyan halmaz, amely a halmaz-
rendszer minden halmazaval pontosan egy kozos elemet tartalmaz.

x 5.1.4. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kivilasztdsi axiéma ekvivalens azzal is,
hogy minden f: X — Y sziirjektiv leképezésnek van olyan megszoritdsa, amely bijektiv.

x 5.1.5. Véges jellegli halmazrendszer. Halmazok egy F osztélyat véges jellegiinek
(vagy véges tulajdonsdginak) nevezzik, ha egy F halmaz pontosan akkor eleme F-nek, ha
F minden véges részhalmaza eleme F-nek. Nyilvan ) € F, ha F # ). Véges tulajdonsig
példéul részbenrendezett halmaz részhalmazaira a lancsag.

x 5.1.6. Lemma. Ha F véges jellegii, C C F, és C lanc (a tartalmazdsra nézve), akkor
uc e 7.

Bizonyitas. Csak azt kell beldtnunk, hogy UC barmely F = {x;,z,,...,x, } véges
részhalmaza eleme J-nek. Léteznek olyan C),C,,...,C, halmazok C-ben, amelyekre
z; € C; (i=1,2,...,n). Mivel € lanc, van olyan i, € {1,2,...,n}, amelyre C; C C, , ha
i=1,2,...,n. Innen F C C; €7, & mivel F véges jellegli, FF € 7. O
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x 5.1.7. Tétel. Az alabbi allitasok paronként ekvivalensek:

(1) kivdlasztdsi axiéma;

(2) minden nem iires véges jellegii halmazosztalynak van (a tartalmazdsra nézve) maxi-
malis eleme (Teichmiiller-Tukey-lemma,);

(3) minden részbenrendezett halmaznak van a tartalmazdsra nézve maximalis ldnca
(Hausdorfl-féle maximumelv);

(4) ha egy részbenrendezett halmaz minden ldnca feliilrél korldtos, akkor a halmaznak
van maximalis eleme (Zorn-lemma);

(5) minden halmaz jélrendezhet§ (jolrendezési tétel ).

Bizonyitas. Eloszor azt mutatjuk meg, hogy a Zorn-lemma kévetkezik a Hausdorff-
féle maximumelvbél. Valoban, ha az X részbenrendezett halmaznak A C X egy maximélis
lanca, és a ennek egy fels6 korlatja, akkor ¢ maximalis kell legyen, mivel b > a esetén
B = AU {b} az A-nél bévebb ldnca lenne X-nek.

Mivel egy X részben rendezett halmaz lancai nem tires véges jellegii osztalyt alkot-
nak, a Hausdorff-féle maximumelv kovetkezik a Teichmiiller—Tukey-lemmabdl.

Tegytik fel indirekt, hogy a kivalasztasi axiéma teljesiil, de a Teichmiller—Tukey-
lemma allitasa nem teljestil. Ekkor van olyan véges jellegli F halmazosztaly, amelynek
nincs a tartalmazdsra nézve maximalis eleme. Minden F € F-re legyen Ap = {E €
F:F C E}. Igy az indirekt feltevés szerint nem iires halmazok nem iires rendszerét
kapjuk. Legyen f egy ehhez tartozd — a kivalasztdsi axiéma szerint 1étez6 — kivalasztasi
fiiggvény, azaz f az F-en definidlt fiiggvény, amelyre f(F') € Ap minden F' € F-re, azaz
F C f(F) € & minden F € F-re. Nevezziik az F egy J részosztélyat f-induktivnak, ha
az alabbi harom tulajdonsaggal rendelkezik:

(6) 0ed,;
(7) A€ Jesetén f(A) € J;
(8) ha B C J egy lanc a tartalmazdsra nézve, akkor UB € J.

Mivel & nem fires, 0 € F, igy az el6z6 lemma szerint maga az F egy f-induktiv
halmazosztdly. Jelolje J, az Osszes f-induktiv halmazosztalyok metszetét. Nyilvan ez is
f-induktiv, igy ez a legsziikebb f-induktiv halmazosztaly.

Ennek leirasara legyen

H={Ae€J;BeJ,és BC Aesetén f(B) C A}.

Azt 4llitjuk, hogy ha A € H és C € J,, akkor C C A vagy f(A) C C. A bizonyitéshoz
legyen A € H és legyen

G,={C€eJy:C C Avagy f(A) C C}.

Alh’tjuk, hogy minden A € H-ra G, = J,. Elég megmutatni, hogy G, is f-induktiv,
mert ekkor G, D 7, tehat G, = J,. (6) nyilvan teljesiil. Legyen C € G 4. Ekkor C' C A,
C = Avagy f(A) C C. Ha C C A, akkor f(C) C A, mivel A € . Ha C = A, akkor
f(A) € f(C). Ha f(A) C C, akkor f(A) C f(C), mivel C C f(C). Igy minden esetben
f(C) € G4, tehat (7) fenndll. Végiil legyen C egy G 4-beli lanc. Vagy C' C A minden
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C € C-re, amikor is UC C A, vagy van olyan C' € €, amelyre f(A) c C C UC. Igy
UC € G4 és (8) is teljesiil.

Végiil azt allitjuk, hogy 7 = J,. Megint elég megmutatni, hogy J¢ is f-induktiv.
(6) nyilvan fenndll. Legyen A € K és B € J, olyan halmaz, amelyre B C f(A). Mivel
B e J, = G4, azt kapjuk, hogy B C A. Ha B C A, akkor J definicidja szerint f(B) C
A C f(A). Ha B = A, akkor f(B) C f(A). Tehat mindkét esetben f(B) C f(A), igy
f(A) € F, amivel (7) fenndlldsat belattuk. Végiil legyen € egy lanca F-nak, és tegyiik
fel, hogy B € Jy-ra B C UC. Mivel B € J; = G4 minden A € C-re, azt kapjuk, hogy
B C A valamely A € C-re, vagy pedig f(A) C B minden A € C-re. Ha az utébbi eset
allna fenn, azt kapnank, hogy

BCUC CU{f(A):AeC}CB,

ami lehetetlen. Igy van olyan A € €, amelyre B C A. Ha B C A, akkor, mivel A €
kapjuk, hogy f(B) C A C UC. Ha B = A, akkor B € K és UC € J, = Gp. Ebbdl
az kovetkezik, hogy f(B) C UC (mivel UC C B nem lehetséges, hiszen B C UC). Tehat
mindkét esetben f(B) C UC, és igy UC € H . Ez mutatja, hogy H -ra teljesiil (8) is.

A fenti érvelésekbdl azt kapjuk, hogy ha Ae Jy=H ésBe Jy, =G4, akkor BC A
vagy A C f(A) C B. Tehdt J, egy lanc. Legyen M = UJ,. Mivel J, egy f-induktiv
osztaly, (8) szerint M € J,. De (7) szerint UJy = M C f(M) € J,. Ez az ellentmondés
bizonyitja, hogy a Teichmiiller—Tukey-lemma teljesiil.

Kovetkez6 1épésként a Zorn-lemmabol bebizonyitjuk a jolrendezési tételt. Legyen X
egy halmaz, és tekintsiik X x X azon részhalmazainak F osztalyat, amelyek az X valamely
részhalmazanak jolrendezései. Az F osztalyon legyen A < B, ha A a B jélrendezésnek
dmn(B) valamely kezddszeletére valé megszoritdsa, azaz ha A-nak B ,folytatdsa” A <
reldcié F-en szigort részbenrendezés. A megfelel§ gyenge relaciéval (A < B, ha A < B
vagy A = B) a F osztaly részbenrendezett. Nem nehéz ellenérizni, hogy ha G C F egy
lanc, akkor G feliilr6l korlatos, mert G = UG is az X egy részhalmazanak a jélrendezése,
amely G fels6 korlatja. A Zorn-lemma szerint F-nek van maximalis eleme. Legyen F az F
egy maximdlis eleme. Ha dmn(F') # X lenne, akkor vdlasztva egy © € X \dmn(F') elemet,
G =FU{(y,x):y € dmn(F)U{z}} is az X egy részhalmazanak, a b6vebb dmn(F)U{xz}-
nek a jélrendezése lenne, ami ellentmond F maximalis voltdnak. Igy dmn(F) = X, amivel
a tételt belattuk.

A jolrendezési tételbdl konnyen megkaphatjuk a kivdlasztasi axiémat: ha A;, ¢ € [
nem iires halmazok egy nem iires rendszere, akkor az A = U, ;A; halmazt tetszélegesen
jolrendezve az a; = min A;, ha ¢ € I definiciéval a:i = a, egy kivalasztasi fliggvény. O

5.1.8. Halmazok Osszehasonlitasa. Ha X és Yhalmazok, és X ekvivalens Y valamely
részhalmazaval, akkor azt irjuk, hogy X =< Yvagy Y = X, és azt mondjuk, hogy Y majo-
rdlja X-et. Véges halmazokra tudjuk, hogy X <X Y azzal ekvivalens, hogy t(X) < t(Y).
Vildgos, hogy minden halmazra X 3 X (reflexivitds), és az is, hogy ha X I YésY 3 Z,
akkor X 2 Z (tranzitivitds). Nem vildgos azonban, hogy ha X K YésY < X, akkor ebbdl
kovetkezik-e, hogy X ~ Y. Az sem vilagos, hogy barmely két halmaz 6sszehasonlithaté-e,
azaz barmely X, Y halmazokra X <Y és Y X X kozil valamelyik fennall (dichotomia).
Az is kérdéses, hogy van-e minden X halmazhoz olyan Y, amelyre X < Y, ahol X <Y
(vagy Y > X) azt jelenti, hogy X Y, de X = Y, és igy nevezziik, hogy Y szigorian
majordlja X-et. A kovetkez6 harom tétel erre a harom kérdésre ad valaszt.
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5.1.9. Schréder—Bernstein-tétel. Ha X S Y ésY <X X, akkor X ~Y.

Bizonyitas. Feltehetjiik, hogy X és Y diszjunktak, mert egyébként az egyik elemeit
0-val, a mésikét 1-el allitva parba (azaz mesterségesen ,megcimkézve” az elemeiket), ezt
elérhetjiik. Legyenek f: X — Yés g: Y — X a feltétel szerint 1étez6 kolesonosen egyértelmii
fiiggvények. Egy X-beli x elemet az f(z) ,sziiléjének” egy Y-beli y elemet pedig a g(y)
,»szil8jének” fogunk nevezni. Minden X-beli © elemhez létezik = ,utédainak” egy f(x),

g(f(xz)), f(g(f(x))), ... végtelen sorozata, és hasonléan az Y-beli y elem ,utédainak”

egy 9(v), f(g(y)), g(f(g(y))), ... végtelen sorozata. A sorozat minden tagja ,,utédja” az

Osszes megel6zonek. Azt mondjuk, hogy a sorozat minden tagja ,,6se” az utdna kdvetkezo
tagnak.

Minden elemre vagy a végtelenségig nyomon kévethetjiik az Gseinek sorozatat, vagy
végil is egy olyan X-beli x elemhez ériink, amelynek nincs ,sziiléje” (ezek az ,arvak”
X\ g(Y) elemei), vagy egy olyan Y-beli y elemhez értink, amelynek nincs ,sztil6je” (ezek
az ,arvak” meg Y \ f(X) elemei). Legyen X y azon X-beli elemek halmaza, amelyek X-
bél ,szadrmaznak” (azaz az Xy halmaz X \ g(Y)-b6l és ezen halmaz elemeinek X-beli
LSutoddaibdl” éll), az Xy legyen azon X-beli elemek halmaza, amelyek Y-bol szdrmaznak”
(azaz az Xy halmaz Y \ f(X) elemeinek X-beli ,,utédaibol” all), végiil pedig X legyen
azoknak az X-beli elemeknek a halmaza, amelyeknek nincs ,,arva 6siik”. Hasonloképpen
osszuk fel Y-t is az Yy, Yy és Y halmazra. (Lasd az 5.1.1 abrat.)

¥ X X X Y
'W ‘/\/\
v N
Yy Yy

5.1.1 Abra: a bizonyitashoz.

Xoo

Yoo

Ha x € Xy, akkor f(z) € Yy, és az f figgvény X y-re vald lesziikitése kolesonosen
egyértelmii megfeleltetés X y és Yy kozott. Ha x € Xy, akkor z a g~ ! fiiggvény értelmezési
tartomanyahoz tartozik, és g~ 1(z) € Yy; a g ! fiiggvény Xy-ra valé lesziikitése kolesono-
sen egyértelmii megfeleltetés Xy és Yy kozott. Végiil, ha x € X, akkor f(z) € Y, ,ésaz f
fiiggvény X -re vald lesziikitése kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés X és Y kozott,
de x a g ! fiiggvény értelmezési tartomanyahoz is hozzdtartozik, és g (z) € Y, fgy a
g~ ! fiiggvény X -re valé lesziikitése is kolesondsen egyértelmii megfeleltetés X és Y
kozott. E két utobbibdl akarmelyiket valasztva, és egyesitve a harom diszjunkt, kolesono-
sen egyértelmii megfeleltetést, egy X és Y kozotti kdlesonosen egyértelmli megfeleltetést
kapunk.

Ha valaki a fenti bizonyitast nem taldlja elég meggy6zének, akkor itt egy mésik
bizonyitas: Legyen

(1) p(A) = X\ g(Y\ f(4)), ha ACX.
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Az alapgondolat, hogy megkeressiik a részhalmazok kozotti ¢ leképezés egy , fixpontjat”,
egy olyan D halmazt, amelyre (D) = D.
Konnyt 1atni, hogy

ACBCX esetén ¢(A)C ¢(B).

Legyen D az Osszes olyan A C X halmazok egyesitése, amelyekre A C ¢(A). Minden
ilyen A halmazra A C ¢(A) C ¢(D), igy D C (D). Mivel ebbdl ¢(D) C ¢(¢(D)), maga
©(D) is egy olyan halmaz, amely része a képének, igy D D ¢(D). Innen D = p(D), igy
(1) szerint

D=X\g(Y\ f(D)).

Tehdt X \' D = g(Y \ f(D)). Legyen h(z) = f(z), ha @ € D, és h(z) = g '(x), ha
x € X \ D. Ekkor h kolcsonosen egyértelmii leképezése X-nek Y-ra, hiszen f kolcséndsen
egyértelmiien képezi le D-t f(D)-re, g pedig kolcsonosen egyértelmiien képezi le f(D)
komplementerét D komplementerére. O

5.1.10. Kovetkezmény. Ha X < YésY <X Z, vagy ha X 2 Y ésY < Z, akkor
X< Z.

Bizonyitas. Nyilvin X < Z. Indirekt, ha X ~ Z &llna fenn, akkor Z X X is
teljesiilne, és ebbdl a tranzitivitds miatt Y < X, illetve Z <X Y kovetkezne, amibol X ~ Y,
illetve Y ~ Z addédna. O

5.1.11. Tétel. Ha X és Y halmazok, akkor X X Y vagyY 3 X.

*x Bizonyitas. Jelolje & az Gsszes kolesonosen egyértelmit X — Y-beli fiiggvények
halmazét. A F osztaly nyilvan részbenrendezett a tartalmazasra, azaz a fiiggvények ki-
terjesztésére vonatkozoan. Megmutatjuk, hogy a Zorn-lemma alkalmazhaté. Azt kell ész-
revenni, hogy ha G C F egy lanc, akkor g = UG egy kolcsonosen egyértelmii X — Y-beli
figgvény. Ez nyilvan fels6 korlatja G-nek.

A Zorn-lemma szerint F-nek van maximélis eleme. Legyen f az F egy maximalis
eleme. Azt kell beldtnunk, hogy dmn(f) = X vagy rng(f) = Y. Ha nem ez lenne a helyzet,
akkor x € X \ dmn(f) és y € Y \ rng(f) vélasztéssal f U {(z,y)} is egy X — Y-beli
kolcsénosen egyértelmil fiiggvény lenne, ami ellentmond f maximélis voltanak. O

5.1.12. Cantor tétele. Barmely X halmazra X < p(X).

Bizonyités. Nyilvan = — {z} kolcsonosen egyértelmii leképezése X-nek p(X)-be,
igy X 3 p(X). Legyen f egy X-et p(X)-be leképez6 kolesonosen egyértelmi fiiggvény,
és legyen Y = {x € X:2 ¢ f(x)}. Ha f(y) = Y valamely y € X-re, akkor y € Y nem
lehetséges Y definicidja szerint. De y ¢ Y sem lehetséges, mert f(y) = Y miatt ebbély € Y
kovetkezne. Azaz f értékkészlete nem lehet az egész p(X).

A bizonyitas alapotlete legjobban az X = N esetben érthetd meg. Az N részhalmazai
a karakterisztikus fliggvényeikkel, azaz végtelen 0-1 sorozatokkal azonosithatok. Ha adott
végtelen 0-1 sorozatok egy f,, n € N végtelen sorozata, akkor mindig kaphatunk egy
olyan g végtelen 0—1 sorozatot, amely ebben a felsoroldsban nem szerepel: legyen g(n) =
1 — f,(n), mert ekkor g az f,-t6l biztosan kiilonbozik az n helyen (Cantor-féle &tlés
eljards). O
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— 5.1.13. Feladat [1]. Mutassuk meg, hogy ha C C Aés B C D,de CUD ~ C,
akkor AU B ~ A.

% 5.1.14. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges A; (i € I) indexelt halmazcsaldd
diszjunktta tehetd, azaz létezik hozza olyan, paronként diszjunkt halmazokbol allé6 B,
(i € I) indexelt halmazcsalad, amelyre U, ;A; = U,/ B;.

x 5.1.15. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha létezik A-t B-re képez6 fiiggvény, akkor
B3 A.

x 5.1.16. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha létezik A-t B-re képezd fiiggvény és
létezik B-t A-ra képezd fiiggvény, akkor A ~ B.

5.1.17. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges A, B, C halmazokra
(1) ha A2 B, akkor A x C 3 B x C;

(2) ha A X B, akkor A° < BY;
(3) ha A X B, akkor C4 < CE.

5.1.18. Feladat [8]. Legyen A egy négyzet, B pedig egy korlap. Mutassuk meg, hogy
léteznek olyan A = A, U A, és B = B, U B, diszjunkt felbontasok, hogy A; hasonl6
B;-hez és A, hasonlé By-hoz.

x 5.1.19. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy R egy korldtos részhalmaza nem lehet
egybevigd egy valédi részhalmazdval. (Nem korldtos halmazokra ez nyilvan nem igaz.)

* 5.1.20. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy egy H C R halmazhoz legfeljebb egy olyan
x € H létezik, amelyre H egybevigo H \ {x}-szel.

x 5.1.21. Feladat [12]. Adjunk meg C-ben olyan korldtos halmazt, amely egybevagd
egy valodi részhalmazéval.

% 5.1.22. Feladat [12]. Mutassuk meg, hogy ha C egy korldtos részhalmaza egybevagd
egy valodi részhalmazéaval, akkor az egybevagosag forgatas.

x 5.1.23. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy minden részben rendezés kiterjeszthet8
rendezéssé.

°x 5.1.24. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy ha A az F test feletti X vektortér egy
linedrisan fliggetlen részhalmaza, S pedig a vektortér egy olyan részhalmaza, hogy X
minden eleme el8all S-beli elemek véges linedris kombinaci6éjaként (generdtorrendszer), és
A C S, akkor a vektortérnek létezik olyan B maximdlis linedrisan fiiggetlen részhalmaza
(Hamel-bdzisa), amelyre A C B C S; specidlisan minden vektortérnek létezik Hamel-
bazisa. Mutassuk meg, hogy egy adott bazis esetén a vektortér minden eleme egyértelmiien
allithato el6 a baziselemek (véges) linedris kombinaci6jaként.

°x 5.1.25. Feladat [10]. Az el6z6 feladat folytatdsaként mutassuk meg, hogy az X
vektortér barmely két bazisa, mint halmaz, ekvivalens. (A bézisok kozos elemszdma a tér
algebrai dimenzidja.)

x 5.1.26. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy minden X rendezett halmaznak van olyan
jolrendezett W részhalmaza, amelyre minden z € X-hez van olyan y € W, hogy « < y.

5.1.27. Tovabbi feladatok. [36]: 10.1-10.7; [34]: 1.18, 2.2, 2.5-2.9, 2.11-2.14, 16,
8.1-8.20.

127



5.2 Megszamlalhaté halmazok

5.2.1. Megszamlalhaté halmazok. Egy halmazt megszdmldlhatoan végtelennek ne-
vezilink, ha ekvivalens N-nel. Ha egy halmaz véges vagy megszamlalhatéan végtelen, ak-
kor megszdamldlhaténak nevezziik. (Vannak, akik megszdmlélhaté alatt megszémlélhatéan
végtelent értenek.)

5.2.2. Tétel. Egy halmaz akkor és csak akkor végtelen, ha van megszamlalhatéan
végtelen részhalmaza.

Bizonyitas. Ha egy halmaznak van végtelen részhalmaza, akkor nem lehet véges,
mert véges halmaz minden részhalmaza is véges. A masik irany bizonyitdsanak otlete,
hogy az X végtelen halmazbdl kivalasztunk egy kiilonbozé elemekbdl allé x, xq, . .. so-
rozatot.

A bizonyités felhasznélja a kivalasztasi axiomat és az altalanos rekurziotételt. Legyen
F egy, az X véges részhalmazaihoz a komplementeriik egy elemét rendeld (kivélasztési)
fiiggvény. Ha h:]«—,n[ — X egy fiiggvény, legyen f(h) = F(rng(h)), és alkalmazzuk az
altalanos rekurzidtételt. Egy z: N — X kolcsonosen egyértelmil leképezést kapunk, ennek
értékkészlete X-nek megszamlélhato végtelen részhalmaza. O

5.2.3. Tétel. Egy X halmaz akkor és csak akkor véges, ha X < N, akkor és csak akkor
megszamlalhato, ha X < N, és akkor és csak akkor végtelen, ha N 3 X.

Bizonyitas. Ha X véges, akkor X < N, de X » N az el6z6 tétel szerint, igy X <
N. Megforditva, ha X < N, akkor X nem lehet végtelen, mert az el6z6 tétel szerint
N < X kovetkezne, ebbdl pedig X < X, ami ellentmondéds. A masodik allitds most mar
nyilvanval6. A harmadik allitds kovetkezik az el6z6 tételbdl. O

5.2.4. Kovetkezmény. Megszamlalhaté halmaz barmely részhalmaza is megszamlal-
hato. O

5.2.5. Tétel. Egy X nem iires halmazra X =Y pontosan akkor teljesiil, ha Iétezik
Y-t X-re képezé g leképezés.

Bizonyit4s. Valasszunk ki minden g~!(z), 2 € X halmazbdl egy f(x) elemet. Az
f kolesonosen egyértelmtiien képezi le X-et Y-ba, igy X X Y. Megforditva, ha f az X-et
kolcsonosen egyértelmiien képezi le Y-ba, akkor legyen az értékkészletén g = f~', az Y
tobbi eleméhez pedig rendeljiik hozzd X egy tetszoleges elemét. O

5.2.6. Kovetkezmény. Egy X nem iires halmaz akkor és csak akkor megszamlalhato,
ha létezik N-et X-re képezs leképezés.

Bizonyitas. Az el6z6 tételt is felhasznidlva kovetkezik. O
5.2.7. Tétel. Az N x N halmaz megszamlalhatéan végtelen.

Bizonyitas. Ha (m,n) € N x N és k = m + n, akkor legyen

f(m,n) = @—I—m
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5.2.1 abra: atlds bejaras.

Az f kolesonosen egyértelmi és N-re képez, mert a (0,k), (1,k — 1),...,(k,0) parokat
rendre a
E(k+1) k(k+1)
2 2
szamokba viszi at. O
Az f figgvény ,miik6dése” az 5.2.1 dbran tanulmanyozhato.

k1) K+

1,... —1
+ b ) 2 + 2

5.2.8. Tétel. Megszamlalhat6 halmazok megszamlalhaté indexelt csaladjanak az egye-
sitése megszamlalhato.

Bizonyitas. Legyen I megszamlalhat6, és X, megszamlalhaté minden ¢ € I-re.
Nyilvan feltehetjiik, hogy I és minden X; nem iires. Valasszunk olyan f;, 1 € I és g
fiiggvényeket, amelyek N-et X;-re, illetve [-re képezik le. Legyen h(m,n) = fy,, (n).
Ekkor h az N x N-et X = U, ;X;-re képezi le, igy az el6zd tételbdl kovetkezik az allitas.

O
5.2.9. Kovetkezmény. A Z, Q, N" (n € N), US? N halmazok megszamldlhatéak.

Bizonyitis. Mivel Z = NU(—=N), Q = U {m/n:m € Z}, az €l6z8 tételbdl kapjuk
az els6 két allitdst. A harmadik allitds is az el6z6 tételbdl kovetkezik indukcidval. A
negyedik allitds a harmadik kévetkezménye, szintén az el6z6 tétel miatt. O

5.2.10. Tétel. Ha X megszamlalhaté halmaz, Y végtelen halmaz, akkor X UY ~'Y.

Bizonyitds. Az X-et helyettesitve X \ Y-nal feltehetjiik, hogy X és Y diszjunktak.
Legyen Z megszamlalhatbéan végtelen részhalmaza Y-nak. Legyen f a megszamlalhatdéan
végtelen Z-t a megszamlalhatéan végtelen X U Z-re képez6 kolcsonosen egyértelmii leké-
pezés, és legyen g(z) = f(x), hax € Z és g(x) =z, hax € Y\ Z. Ekkor g az Y-t X UY-ra
képezo6 kolcsonosen egyértelmii leképezés. O

5.2.11. Kovetkezmény. Egy halmaz akkor és csak akkor végtelen, ha ekvivalens egy
valédi részhalmazaval.

Bizonyitas. Mar lattuk, hogy véges halmaz nem lehet ekvivalens valodi részhal-
mazdval. Ha X végtelen, és x € X, akkor Y = X \ {z} sem lehet véges, és az eléz0 tétel
szerint ekvivalens X-szel. O
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— 5.2.12. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy az egész szamokbdl képezhetd véges
sorozatok halmaza megszamlalhato.

— 5.2.13. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy a véges hosszisdgii magyar nyelvil szo-
vegek halmaza megszamlalhato.

— 5.2.14. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy a matematikai tételek halmaza megszam-
lalhato.

5.2.15. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy R nem iires nyilt intervallumainak barmely
paronként diszjunkt rendszere megszamlalhato.

5.2.16. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy a sikbeli nem iires nyilt korlapok barmely
paronként diszjunkt rendszere megszamlalhato.

° 5.2.17. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az algebrai szamok halmaza, azaz azon
z € C komplex szamok halmaza, amelyekhez van olyan egész egyiitthatés nem azonosan
nulla polinom, amelynek z gyoke, megszamlalhato.

5.2.18. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy egy halmaz pontosan akkor véges, ha
részhalmazai barmely nem iires rendszerében van maximalis elem.

x 5.2.19. Feladat [8]. Legyen X megszamlalhaté rendezett halmaz a kévetkezd tulaj-
donsaggal: ha x,y € X, x < y, akkor l1éteznek olyan u,v,w € X, hogy u <z < v < y < w.
Bizonyitsuk be, hogy X és Q rendezése hasonlé.

°x 5.2.20. Feladat [11]. A sikon m&szik egy hangya, minden egész mésodpercben egy
racspontban van, a kovetkezé masodpercben pedig egy szomszédos racspontban; irdanyt
nem valtoztat. A sikon ugral egy vak bolha, minden egész masodpercben egy racspontbol
atugrik egy tetszéleges masik racspontba. Nem tudja, hogy a hangya honnan indult és
merre tart. Adjunk szdmédra stratégiat, amellyel elébb-utobb letapossa a hangyat. Mi a
helyzet, ha a hangyat egy véges automata vezérli, és minden masodpercben az algoritmus
altal megadott szomszédos racspontba maszik tovabb, a bolhat pedig egy Turing-gép?

°x 5.2.21. Feladat [13]. Bizonyitsuk be, hogy a sikon elhelyezett, paronként diszjunkt
T betiik tetszdleges halmaza megszamlalhato.

5.2.22. Tovabbi feladatok. [59]: 1.4.1-1.4.23; [84]: 3.14, 3.16-3.18, 3.24-3.29, 3.32,
3.46.

5.3 Nem megszamlalhaté halmazok

5.3.1. Kontinuum szamossagt halmazok. Az X halmazt kontinuum szamossd-
gunak nevezziik, ha ekvivalens R-rel. Természetesen a kontinuum szdmossagi halmazok
végtelenek.

5.3.2. Tétel. Az R és a0,1[, ]0,1], [0,1] és [0, 1] részintervallumai ekvivalensek.

° Bizonyitas. Az f(z) = (1—2z)/(z—2?) kdleséndsen egyértelmi leképezése |0, 1]-
nek R-re. A tobbi allitas kovetkezik az 5.2.10 tételbdl. O

5.3.3. Tétel. A p(N)halmaz és Rekvivalensek, Cantor tétele szerint tehdt a kontinuum
szamossagu halmazok nem megszamlalhatéak.
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° Bizonyitas. Mivel U2 ;N" megszamlalhaté, N Osszes véges részhalmazainak F
halmaza megszamlalhaté. Ha A C N, jelélje x4 az A halmaz N-en értelmezett karakte-
risztikus fliggvényét. Az

o~ Xa(k)
A 9k+1

leképezés kolesonosen egyértelmiien képezi le a p(N) \ F halmazt, azaz N Osszes végtelen
részhalmazait ]0,1]-re; a F elemeinek megfelels véges 0-1 sorozatokat azért zartuk ki,
mert ha ]0,1] egy elemének van kettes alapti szdmrendszerben véges eléallitdsa, akkor
van egy végtelen is. Igy 0,1] ~ p(N)\ F ~ p(N). O

5.3.4. Tétel. Az R x R = C halmaz kontinuum szamossagu.

Bizonyitis. Mivel R ~ p(N), kapjuk, hogy RxR ~ o(N)xp(N). De az N részhalma-
zaibdl alkotott parok azonosithaték N x {0, 1} részhalmazaival, azaz egy megszamlélhatd
végtelen halmaz részhalmazaival. [J

5.3.5. Kovetkezmény. Minden n € N*-ra R kontinuum szdmossdgti.
Bizonyitas. Indukciéval addédik. O

* 5.3.6. A poétlas axiémaja. Ha az
?(xayaula"'vun)

formulara régzitett uq,...,u, esetén minden x-hez pontosan egy y létezik, amelyre
F(x,y,uq,...,u,) teljesiil, akkor barmely X halmazhoz létezik olyan X-en értelmezett
f fiiggvény, amelyre f(x) =y minden x € X-re.

Az axidéma jelentOsége, hogy a formuldk segitségével megadott ,,hozzarendelésekbol”
fliggvényeket tudunk csinélni.

* 5.3.7. ZFC. Az el6z6 axidmaval teljes a halmazelmélet axidmarendszere. Az altalunk
tanult valtozat Zermelo német matematikustél szarmazik, aki azonban a pétlas axiéma-
jat nem vette be az axiomarendszerbe. Az axiémarendszert Fraenkel izraeli matematikus
egészitette ki a potlas axiomajaval, kihagyta a kivalasztasi axiémét, és kizart mindent
az elméletbdl, ami nem halmaz ({gy nem kell a jhalmaz” predikdtum). Az igy kapott
axiomarendszert szokds Zermelo—Fraenkel-axiomarendszernek, roviditve ZF-nek nevezni.
Ha a kivdlasztasi axiémat (angolul: axiom of choice) is hozzévessziik az axiémarendszer-
hez, akkor ZF(C-vel jeloljik. Mivel az eredeti Zermelo-féle axiémarendszer jobban illik a
gyakorlati alkalmazasokhoz, példaul komputeralgebra rendszerekhez, ezt tanultuk.

* 5.3.8. Szamossagok. Szdmossagon az ekvivalens halmazok ,kozos tulajdonsagat”
kivanjuk érteni. Megprébélhatjuk a szdmossidgot mint az ekvivalens halmazok ,oszta-
lyat” definialni, de mar az egyelemi halmazok ,0sztalya” sem halmaz, hiszen ha az lenne,
unidja is halmaz lenne, annak pedig minden dolog eleme, ez tehat az dltalunk tanult
axiémdkkal nem megy. Ha nem kivénjuk a fenti, absztrakcidval valé definiciét (barmit is
jelentsen ez) elfogadni, egy lehetdségiink marad: az ekvivalens halmazok koziil valamilyen
szempontok szerint kiemeliink egyet, és azt nevezziik szdmossagnak. A véges halmazoknél
is ezt tettiik a f definicigjanal. A megszamlalhat6 végtelen halmazok szdmossagat N, -val
fogjuk jelolni (ejtsd: alef zérd), és az R;: = w definiciét fogadjuk el. Hasonléan jérhatunk
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c sz

c-vel jeloljik, és elfogadhatndnk a ¢:= R vagy ¢: = p(w) definiciét. Egyik sem szokdsos,
a nem megszamlalhaté halmazok szamossagat egységes szempontok alapjan szokas de-
finidlni, a definicié azonban sok tovabbi fogalom bevezetését igényli, igy tdal bonyolult
ahhoz, hogy itt megadjuk. (Szadmossdgokkal kifejezve, X ~ Y azt jelenti, hogy X és Y
szamossaga megegyezik, X < Y pedig azt, hogy X szamossaga kisebb vagy egyenl6, mint
Y szdmossédga.)

A szadmossagokkal kapcsolatos legalapvetdbb ismeretek megtaldlhatok Szendrei [83]
konyvében. A, naiv” halmazelmélet szintjén a szdmossidgokat Hewitt—Stromberg [3§]
konyve targyalja. Pontosabb térgyalds taldlhaté a Halmos és Sigler [37] konyvben. Axio-
matikus targyaldst ad Hajnal-Hamburger [32], illetve Kelley [43] konyve.

* 5.3.9. Kontinuumhipotézis. Még Cantor német matematikus, a halmazelmélet
megalapitéja vetette fel azt a problémat, hogy van-e olyan halmaz, amely nem meg-
szamlalhatd, de kontinuumnal kisebb szamossdgi, azaz van-e olyan X halmaz, amelyre
N < X < p(N). Az az allitds, hogy ilyen halmaz nincs, a kontinuumhipotézis. Altals-
nosabban, mivel barmely Y halmazra Y < p(Y'), megkérdezhetjiik, hogy van-e olyan Y
végtelen halmaz és olyan X halmaz, hogy Y < X < p(Y). Az az allitds, hogy ilyen XY
halmazok nincsenek, az dltaldnositott kontinuumhipotézis. Godel osztrak matematikus és
elméleti fizikus 1939-ben bebizonyitotta, hogy ha ZFC ellentmondéstalan (ezt reméljik),
akkor még az altalanositott kontinuumhipotézist sem lehet benne megcafolni. Masrészt
joval késobb, 1963-ban Cohen amerikai matematikus bebizonyitotta, hogy ha ZFC el-
lentmondaéstalan, akkor a kontinuumhipotézist nem lehet benne bebizonyitani. Ez a két
allitds egyiitt azt jelenti, hogy a kontinuumhipotézis eldénthetetlen.

— 5.3.10. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy minden félegyenes kontinuum szdmossagu.
— 5.3.11. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy egy kor keriilete kontinuum szdmossigu.

— 5.3.12. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B kontinuum szdmossigi hal-
mazok, akkor A U B is kontinuum szamossagu.

— 5.3.13. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha C egy részhalmaza tartalmaz egy
pozitiv hosszisigu szakaszt, akkor kontinuum szdmossagu.

5.3.14. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy N x R, NV RM és N 6sszes permutécidinak
halmaza kontinuum szamossagu.

5.3.15. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy megszdmlilhaté végtelen sok legaldbb
kételemii megszamlalhaté halmaz Descartes-szorzata kontinuum szamossagu.

5.3.16. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy p(R) ~ N ~ RF.

5.3.17. Feladat [10]. Adjunk meg olyan fliggvényt, amely ]0, 1]-et kélesondsen egyér-
telmiien raképezi a pozitiv természetes szamokbdl 4llé sorozatok halmazara.

— 5.3.18. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az irraciondlis valés szdmok halmaza
kontinuum szdmossagi.

—° 5.3.19. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy a nem algebrai valés szdmok halmaza
kontinuum szdmossagu.
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° 5.3.20. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy R véges részhalmazainak halmaza kontinuum
SZAMOssagu.

° 5.3.21. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy R felbonthat6é kontinuum sok kontinuum
szamossagu halmazra.

° 5.3.22. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy RF folyonos fiiggvényeinek halmaza konti-
nuum szamossagu.

° 5.3.23. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy van olyan f: R? — R fiiggvény, hogy minden
egyvaltozos p: R — R polinomfiiggvényhez van olyan y € R, hogy p(x) = f(x,y) minden
x € R-re. Valaszthaté-e f polinomfiiggvénynek?

° 5.3.24. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy van olyan f: R? — R fiiggvény, hogy minden
egyvaltozos g: R — R folytonos fiiggvényhez van olyan y € R, hogy ¢g(z) = f(z,y) minden
x € R-re. Valaszthaté-e f folytonos fliggvénynek?

° 5.3.25. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy R¥ monoton fiiggvényeinek halmaza konti-
nuum szamossagu.

°x 5.3.26. Feladat [13]. Allitsuk el§ R*-at paronként diszjunkt, pozitiv sugart kérvo-
nalak egyesitéseként. Lehetnek-e a kérvonalak egyenld sugartak?

5.3.27. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy ha A végtelen halmaz, akkor A ~ Ax{0,1}.

5.3.28. Feladat [5]. Az el6z6 feladatot felhasznélva mutassuk meg, hogy ha A végtelen
halmaz és B 3 A, akkor AU B ~ A.

5.3.29. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy ha A végtelen halmaz, akkor A x A ~ A.

5.3.30. Feladat [5]. Az el6z6 feladatot felhasznédlva mutassuk meg, hogy ha A végtelen
halmaz és ) # B 3 A, akkor A x B ~ A.

5.3.31. Feladat [7]. Legyen A C R legaldbb kételemii. Mutassuk meg, hogy AN ~ R
és AR ~ o(R).

5.3.32. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy barmely A végtelen halmaz véges részhal-
mazainak rendszere hasonlé A-hoz.

5.3.33. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy barmely A C R végtelen halmaz megszam-
lalhaté részhalmazainak rendszere kontinuum szamossagu.

5.3.34. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha egy halmaz az R és az R™! reldciéval is
jolrendezett, akkor véges.

5.3.35. Feladat [12]. Bizonyitsuk be a Kénig-egyenlStlenséget: Ha I nem tires index-
halmaz, és A; < B; minden i € I-re, akkor U;c A; <[], B;.

5.3.36. Feladat [7]. Legyen A olyan végtelen rendezett halmaz, amely egyetlen végte-
len részhalmazénak sincs legnagyobb eleme. Mutassuk meg, hogy A hasonléan rendezett
N-hez.

5.3.37. Feladat [7]. Legyen A végtelen halmaz. Mutassuk meg, hogy A-nak van olyan
jOlrendezése, amelyre nincs legnagyobb elem, és olyan is, amelyre van legnagyobb elem.
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5.3.38. Feladat [9]. Legyen X legaldbb kételemd.

(1) Mutassuk meg, hogy X-nek van olyan p permuticiéja, amelyre p(x) # = minden
z € X-re.

(2) Mikor van olyan p permutécidja X-nek, amelyre pop =157
(3) Mutassuk meg, hogy X-nek van olyan p permutédciéja, amelyre popopopopop = l.
5.3.39. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha X végtelen halmaz, akkor X permuté-

ci6inak halmaza ekvivalens p(X)-szel.

° 5.3.40. Feladat [13]. Mutassuk meg, hogy egy vektortér barmely két Hamel-bazisa
ekvivalens mint halmaz.

° 5.3.41. Feladat [7]. Legyen X vektortér az F test felett, B pedig egy Hamel-bazisa X-
nek. Mutassuk meg, hogy ha B végtelen, akkor X ekvivalens F'és B koziil a nagyobbikkal.

° 5.3.42. Feladat [5]. Legyen B Hamel-bazisa R-nek mint Q feletti vektortérnek. Mu-
tassuk meg, hogy B kontinuum szdmossagi. Lehet-e B C [0, 1]?

x 5.3.43. Feladat [4]. A ZF axiémarendszerhez hozzd szokds venni a regularitdsi
axiomat: minden nem {iires halmaznak van téle diszjunkt eleme. Ennek az axiémanak a
segitségével bizonyitsuk be:

(1) nincs olyan x halmaz, amelyre x € x;

(2) béarmely x,y halmazokra © ¢ y vagy y ¢ x;

(3) nem létezik x5 3 21 D x5 O ... végtelen halmazsorozat.

5.3.44. Tovéabbi feladatok. [36]: 8.26-8.28, 14.31; [59]: 1.4.24-1.4.46; [84]: 3.37, 3.38,
3.43, 3.47, 3.48, 3.52, 3.53.
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6
Szamelmélet

Ebben a fejezetben a szamelmélet alapjaival foglalkozunk, ideértve néhany rejtjele-
zési alkalmazast is.

6.1 Oszthatésag

6.1.1. Oszthatdsag a természetes szamok korében. Az m természetes szdmot az
n természetes szam osztdjanak, az n-et pedig az m tébbszordsének nevezziik, illetve azt
mondjuk, hogy n oszthaté m-mel, ha van olyan k természetes szam, hogy n = mk; jelolése
m|n. Az m = 0 esetet kivéve, az egyszerlisitési szabdly miatt, legfeljebb egy k € N (s6t,
k € R) létezik, amelyre n = mk, mert ha n = mk’ is fenndll, akkor mk = mk’, ahonnan
k= k. Ha m # 0, akkor m|n azzal ekvivalens, hogy n/m € N. A | az oszthatdsdg.

— 6.1.2. Feladat [0]. Jétsszunk osztéjétékot! Egy megadott n > 1 természetes szdm-
nak két jatékos felvaltva nevezi meg az osztéit. Mar megnevezett osztdt vagy annak
t0bbszordsét nem lehet megnevezni. Az veszit, aki az 1-et mondja.

x 6.1.3. Feladat [10]. Bizonyitsuk be, hogy az oszté jatékban minden 1épésben vala-
melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja. Mutassuk meg, hogy a kezd8 1épésben az els6
jatékosnak van nyerd stratégiaja.

x 6.1.4. Feladat [13]. Adjunk nyerd stratégiat a Nim jatékra.

6.1.5. Az oszthatdsag tulajdonsigai N-ben. A természetes szamok kérében
1) ham|n ésm'|n’, akkor mm’'|nn’;
a nullanak minden természetes szam osztoja;
a nulla csak sajat maganak osztoja;

az 1 minden természetes szamnak osztéja;

)
)
)
5) ha m|n, akkor mk|nk minden k € N-re;
) ha k € N* és mk|nk, akkor m|n;
) ham|n; ésk; eN, (i=1,2,...,j), akkor m| Zle kng;
)

barmely nem nulla természetes szam barmely osztéja kisebb vagy egyenls, mint a
Szam;

(9) az | reldcié reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus, azaz részbenrendezés.

Megjegyezziik, hogy bar az | relacié Nt-on az N*-beli < lesziikitése, de N-ben a 0 a
legnagyobb elem az | reldciéra nézve, igy ott mar | nem lesziikitése <-nek, példaul 041,
mig 0 <1 (de 0]0).

Bizonyitas. A bizonyitasok a definici6 alapjan trividlisak. O
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6.1.6. Torzsszamok és primszamok. Ha egy n > 1 természetes szam csak 1-n = n-1
alakban (azaz csak trividlis médon) irhaté fel természetes szdmok szorzataként, akkor
torzsszamnak (vagy felbonthatatlannak, illetve irreducibilisnek) nevezziik. Ekkor n-nek
nincs méas osztdja, mint 1 és sajat maga. Példaul 2,3,5,7,11,13,17,19, 23 felbonthatatlan
szamok. A p > 1 természetes szamot primszdmnak nevezziik, ha p|km (k,m € N) esetén
plk vagy p|m. Példaul 6|2 -3, de 642 és 6} 3, {gy 6 nem primszam. Minden primszdm
torzsszam, mert ha p = zy, akkor p|x esetén x = pz = x(yz) miatt yz = 1, ahonnan
y=14és z=1, azaz x = p, és hasonléan ply esetén y = p.

Meg fogjuk mutatni, hogy forditva, ha egy természetes szam torzsszam, akkor prim-
szam is, tovdbbd N minden eleme sorrendtél eltekintve egyértelmiien irhaté fel primek
szorzataként. Célszeriibb azonban Z-ben dolgozni, mert Z egységelemes integritasi tarto-
mény. Altaldnosabban is definidlhatunk oszthatésagot, tetsz6leges egységelemes integri-
tasi tartomanyban.

— 6.1.7. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy barmely 3-ndl nagyobb paratlan prim két
szomszédjanak a szorzata oszthatd 24-gyel.

6.1.8. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy 6t egymaés melletti természetes szdm szorzata
mindig oszthatd 120-szal.

6.1.9. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy ha 6t egymads melletti természetes szambal
a kozépsd paros szam, de néggyel nem oszthatd, akkor a szorzatuk oszthaté 960-nal.

— 6.1.10. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy ha a tizes szdmrendszerben felirt barme-
lyik haromjegyti természetes szamot kétszer egymas mellé irjuk, akkor a kapott hatjegyti
szam oszthatd 7-tel, 11-gyel és 13-mal.

6.1.11. Feladat [7]. Indukciéval igazoljuk, hogy n € Nt-ra

1) 6|n(2n+ 1)(7Tn + 1);

2) 64[32"F1 —24n + 61;

8|5" + 2371 4 1;

18]22" + 24n — 10;

133|117+ 4 122771

752" + 3. 25772,

13‘3n+2 _|_42n+1;

27|25m-4 4 5+l

9) 43[6n+ 1+ 721

w

(
(
(
(4
(5
(6
(7
(
(

oo
e D D D O

6.1.12. Oszthatdsag egységelemes integritasi tartomanyban. Legyen R egység-
elemes integritasi tartomany. Ha a,b € R, azt mondjuk, hogy b az a osztdja, vagy a a b
tobbszorose, illetve hogy a oszthatd b-vel, ha van olyan ¢ € R, hogy a = bc; jelolése bla.
A b = 0 esetet kivéve legfeljebb egy c 1étezik, amelyre a = be, mert ha a = bc’ is teljestl,
akkor bc = bc’, ahonnan egyszeriisitéssel ¢ = ¢’.

6.1.13. Az oszthatdésag tulajdonsagai egységelemes integritasi tartomany-
ban. Egy egységelemes integritasi tartomany elemei kérében

(1) habla ésb’|a’, akkor bb'|aa’;
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(2
(3
(4
(5
(
(
(

a nullanak minden elem osztoja;

a nulla csak sajat maganak osztoja;

az 1 egységelem minden elemnek osztéja;

ha bla, akkor bc|ac minden ¢ € R-re;

ha bclac és ¢ # 0, akkor bla;

habla; ésc; € R, (i=1,2,...,7), akkor b| 25:1 C;0;5

az | reldcié reflexiv és tranzitiv. [

6
7
8

N~ Y D

6.1.14. Asszocialtak és egységek. Legyen R egységelemes integritasi tartomany.
Az osztdja” reldcié dltaldban nem antiszimmetrikus (példdul az egész szdmok korében).
Ha alb és b|a, akkor azt mondjuk, hogy a és b asszocidltak. Ez a reldcié nyilvan reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv, azaz ekvivalenciarelacio, tovabba kompatibilis a szorzassal.
A nulldnak nincs més asszocidltja, csak sajit maga. Az | relacié kompatibilis ezzel az
ekvivalenciarelacioval, és az ekvivalenciaosztalyokon tekintve részbenrendezést kapunk.

Egy elem asszocialtjait leirhatjuk az 1 asszocialtjai segitségével, amelyek nem mé-
sok, mint 1 osztdi, hiszen 1 barminek osztoja; ezeket egységeknek nevezziik. Az egységek
R azon elemei, amelyeknek van a szorzasra nézve inverziik. (igy egy egységelemes integ-
ritdsi tartomany pontosan akkor test, ha minden nem nulla eleme egység.) Az egységek
a szorzasra nézve Abel-csoportot alkotnak, a gylri egységcsoportjat. Az egységek bér-
mely a € R-nek osztdi, mert a = la-nak osztéi. Megforditva nyilvanval6: ha egy elem
minden a € R-nek osztdja, akkor egység. Az egységeket ezzel a tulajdonsaggal tetszéleges
R # {0} integritdsi tartoményban is lehet definidlni, de kénnyen adddik, hogy ha van
egység, akkor R egységelemes: ha ¢ egy egység, akkor ¢le, igy valamely 0 # e € R-re
¢ = ee. Innen ae = aee minden a € R-re. Mivel € # 0, lehet vele egyszertisiteni. Az a € R
asszocialtjai az ea alakt elemek, ahol € egység.

Egy elemnek az asszocidltjaitél kiillonb6zé osztéit az elem valddi osztoinak nevezziik.
Egy nem nulla elemnek az asszocialtjai és az egységek a trividlis osztoi.

6.1.15. Felbonthatatlan elem és primelem. Legyen R egységelemes integritasi
tartomany. Egy 0 # a € R elemet felbonthatatlannak (vagy irreducibilisnek) neveziink,
ha nem egység, és csak trividlis médon frhaté fel szorzatként, tehdt a = be, b, ¢ € R esetén
b vagy c egység. Ez azzal ekvivalens, hogy a-nak nincs mas osztéja, mint az egységek és az
asszocidltjai. A 0 # p € R elemet primelemnek nevezziik, ha nem egység és plab (a,b € R)
esetén pla vagy p|b. (Vannak, akik nem kotik ki, hogy p nem nulla és nem egység.) Minden
primelem felbonthatatlan, mert ha p = xy, akkor p|x esetén x = pz = z(yz) miatt yz = 1,
ahonnan y és z egységek, x és p pedig asszocidltak, és hasonléan ply esetén x egység, y és
p pedig asszocidltak. (A megforditds nem minden egységelemes integritdsi tartomanyban
teljesiil! Lasd a 8.2.68 pontot.)

6.1.16. Oszthatdésag az egész szamok korében. Mivel ha k,m € Z, akkor
\km| = |k| - |m|, az egész szémok kérében m|n pontosan akkor teljesiil, ha |m|||n| az
N-ben. Az egészek korében az egységek +1, az m egész szam asszocialtjai +m, tovabba
n € Z pontosan akkor felbonthatatlan az egész szdmok korében, ha |n| torzsszdm N-ben,
és p € Z pontosan akkor primelem, ha |p| primszdm N-ben. Ennek alapjdn az osztha-
tosagra vonatkoz6é N-beli allitdsokat atfogalmazhatjuk Z-beli allitasokka és viszont. Az
egész szamok korében vett oszthatosiag N-en visszaadja az ottani oszthatdsagot. A 2-vel
oszthatd egészeket pdrosnak, a tobbit pdratlannak hivjuk.
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6.1.17. Példa: Gauss-egészek. A G = {n+ im:n,m € Z} C C tgynevezett Gauss-
egészek egységelemes integritasi tartomanyt alkotnak. Nyilvan 41 és +i egységek. Mivel
|bc|? = |b]?|c|?, azt kapjuk, hogy b|a esetén [b]?||a|?, de |a|? és [b]? természetes szdmok, gy
a = 1 valasztassal kapjuk, hogy nincs is mas egység. Emiatt a nulla kivételével minden
elemnek négy asszocidltja van.

6.1.18. Legnagyobb k6z6s osztd, legkisebb k6zos t6bbszoros, relativ primek.
Ezeket a fogalmakat N*t-ban altaldban a rendezést felhaszndlva definidljdk. Gytiriiben
nincs rendezés, igy mas utat kell valasztanunk. Azt mondjuk, hogy az R egységelemes

integritasi tartomanyban a b € R elem az aq,a,,...,a, € R elemeknek egy legnagyobb
kézis osztdja, hai=1,2,... ,nesetén bla;, éshai=1,2,... neseténd’|a,;, akkor b’|b. Ha
létezik az aq,ay,...,a, elemeknek b legnagyobb kozos osztdja, akkor minden asszocialtja

is az, és mas legnagyobb koz0s osztd nincs. A legnagyobb kozos oszté definicidja éppen
azt jelenti, hogy a b asszocialtjai altal alkotott osztaly maximalis az oszthatdsagra nézve
az a,do,...,a, elemek kozos osztdéinak osztalyai kozott. Ha az aq,as,...,a, elemek
legnagyobb kozos osztoéi egységek, akkor azt mondjuk, hogy ay, a,, ..., a,, relativ primek.

Azt mondjuk, hogy b € R az ay,a,...,a, € R elemek legkisebb kizos tobbszdrise,
hai=1,2,...,n esetén a;|b, és ha i = 1,2,...,n esetén a,;|b’, akkor b|b’. Ha létezik az
G1,0q,...,a, elemeknek b legkisebb kozos tobbszorose, akkor minden asszocialtja is az,
és mas legkisebb kozos tobbszords nincs. A legkisebb k6zos tobbszoros definicidja éppen
azt jelenti, hogy b asszocialtjai altal alkotott osztdly minimalis az oszthatosagra nézve az
ay,0,...,a, elemek kozos tobbszoroseinek osztdlyai kozott.

— 6.1.19. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egységelemes integritdsi tartomdnyban
alb pontosan akkor teljesiil, ha a-nak és b-nek létezik d legnagyobb koézos osztdja, és d az
a asszocialtja.

— 6.1.20. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha egy integritdsi tartoményban az a és
b elemeknek 1étezik d legnagyobb kozos osztdja és a = da’, b = db’, akkor a’ és b’ relativ
primek.

— 6.1.21. Feladat [6]. Hatarozzuk meg R = {a/b:a,b € Z,2}b}-ben az egységeket és
az irreducibilis elemeket.

— 6.1.22. Feladat [6]. Adjunk meg R = {a + bv/5:a,b € Z}-ben 1-t8l és —1-t6l
kiilonbo6z6 egységeket.

6.1.23. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy ha egy integritdsi tartomdny barmely két
elemének van legnagyobb kozos osztdja, akkor benne minden irreducibilis elem primelem.

6.1.24. Legnagyobb k6z0s osztd, legkisebb k6zos tobbszoros az egész szamok
korében. Ha létezik az ay,as,...,a, € Z szamoknak legnagyobb kozos osztdja, akkor
ezek kozill az egyik nemnegativ, ezt Inko(a, a, . . ., a,, )-nel jeloljik. (A ged(aq, aq, ..., a,)
ésaz (aq,aq,...,a,) jelolés is hasznédlatos.) Nyilvan Inko(0, ..., 0) = 0, egyébként pedig az
a;-k kozil a nullakat elhagyva, a k6z0s osztok nem valtoznak. Az, hogy a4, as, ..., a, rela-
tiv primek, azzal ekvivalens, hogy Inko(a, as, . .., a,) = 1. Halétezik az ay, a,, ..., a, € Z
szamoknak legkisebb kozos tobbszorose, akkor ezek koziil az egyik nemnegativ, jeldlje ezt
Ikkt(aq, aqg,...,a,). (Az lem(aq,aq,...,a,) és az [a,aq,...,a,] jelolés is haszndlatos.)

Nyilvan, ha valamelyik a; nulla, akkor az egyetlen kozos tobbszoros a nulla. Példaul

Inko(12,18) = Inko(—12,18) =6
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és
Ikkt(12,18) = lkkt(12, —18) = 36.

Az a,b € 7 szamok legnagyobb k6z0s oszt0ja meghatarozasanak alapgondolata, hogy
Inko(a, b) = Inko(b, a mod b), és a mod b abszolit értéke kisebb, mint b abszolit értéke.

6.1.25. Bdvitett euklideszi algoritmus. A kévetkezd eljards meghatdarozza az a,b €
7 egészek egy d legnagyobb kézds osztojat, valamint x,y € 7 egész szamokat 1igy, hogy
d = ax + by teljesiiljon. (Az eljards sordn végig ax,, + by, =r,, n=0,1,....)

(1) [Inicializdlds.] Legyen xy <+ 1, yo < 0, 1y < a, &1 < 0, y; < 1, 7y < b, n « 0.
(2) [Vége?] Har, , =0, akkor x < x,, y < y,, d < r

2) és az eljaras véget ért.
(3) [Ciklus.] Legyen

n’

Apy1 < Lrn/rn+1J7 Thy2 < T mod Tp1 = Tn = Tnt1dn+1s

Tpyo < Ty —Tpi1Gnt1s Ynt2 < Yn — Ynt19n+1s
n < n+ 1 és menjiink (2)-re.

Bizonyitas. Az |r|,|ry|,... természetes szamok — mivel r, , az r, ;-gyel val6
osztds maradéka — szigorian monoton csokkend sorozatot alkotnak, igy az eljaras véges
sok lépésben véget ér, mert egyébként N nem lenne jélrendezett. Indukciéval, ha ax,, +
by, = r, és ax, . + by, = 7,1, akkor a masodik Osszefiiggést szorozva g, -gyel és
kivonva az els6bdl, ax, o + by, o = 7,0, igy végil d = ax + by. Innen a és b kozos
oszt6i mind osztéi d-nek. Kilépéskor r,, | = 0, és két eset van: Ha n = 0, akkor d = a és
b=0.Han >0, akkor ry,7{,...,r,_; mind tobbszorosei r,, = d-nek, mert r, ;| = g, 7,
Typeo = Qp_1"n_1 + T'pn, és igy tovabb, specidlisan a = ry és b = r; is tobbszorosei d-nek.
Igy d egy legnagyobb kozos oszté. [

6.1.26. Megjegyzés. Elég a mindenkorir,,, =, ¥, "yi1s Trnit €8 Yppq Ertékét tarolni.
Ha az x,y szamokra nincs szlikségiink, az x,,, y,, szdmok kiszamitasat teljesen elhagyhat-
juk, és az euklideszi algoritmust kapjuk. Ha csak x-re, illetve csak y-ra van sziikség, akkor
az y,-ek, illetve az z,-ek szdmitasat hagyjuk el. Vegyiik észre egyébként, hogy y, illetve
x még ekkor is kiszamithaté a, b, d és x, illetve a, b, d és y felhasznédlasaval.

6.1.27. Példa: bovitett euklideszi algoritmus. Szamitsuk ki Inko(172, 62) értékét.

n Ant1 Tn+2 Lpy2 Ynt2 [Tni2 = ATy 49 + byn-‘rQ
—2 172 1 0 |172=172-14+62-0
-1 62 0 1162=172-0+62-1

0 |2=[172/62] | 48 = 172 mod 62 1| —2[48=172-1+62-(-2)

1] 1=62/48] | 14=62mod48 | —1 314=172-(=1)+62-3

2 | 3=1[48/14] | 6=48mod 14 4| =11 [6=172-4+62-(—11)

3| 2=14/6] 2 = 14 mod 6 —9 | 25 (2=172-(—9)4+62-25

4| 3=16/2] 0 =6 mod 2 31| —86 [0=172-31+62 (—86)

Tehét az eredmény 2 = 172 - (—9) + 62 - 25. Erdemes egy szdmolés elvégezni abban az
esetben is, amikor az egyik szam negativ.
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6.1.28. Kovetkezmény. Barmely aq,a,,...,a, € Z szamoknak létezik legnagyobb
kézds osztéja, és kiszamitasa visszavezethets két szam legnagyobb k6z0s osztéjanak ki-
szamitasara:

lnko(a,,a,,...,a

») = Inko(Inko(ay, a,), ag, ay, ..., a,).

Bizonyitas. Az a;,a, szdmoknak létezik egy d; , legnagyobb kozos osztdja. Az
ay, ay k6z6s 0szt6i pontosan dy 5 osztoi. Igy ay, ay, ..., a, kozos 0sztdi dy 5, a3,a4,...,a
kozos osztéi. O

n

6.1.29. Tétel. A Z egy eleme pontosan akkor felbonthatatlan, ha primelem.

A természetes szamokra fogalmazva az dllitast, egy természetes szam pontosan akkor
primszam, ha torzsszam.

Bizonyitas. Azt mar belattuk, hogy primelem felbonthatatlan. Tegytiik fel, hogy p
felbonthatatlan, és legyen p|mn. Tegyiik fel, hogy pfm. Ekkor p és m relativ primek. A
bévitett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x,y egészeket, hogy px + my = +1.
Innen pnx + mny = +n. Mivel p osztdja a bal oldalnak, a jobb oldalnak is. O]

6.1.30. Megjegyzés. Ugyanigy, mint az el6zé tétel bizonyitasaban, kapjuk, hogy ha
a és b relativ primek és albe, akkor alc.

6.1.31. A szamelmélet alaptétele. Minden pozitiv természetes szam a sorrendtdl
eltekintve egyértelmiien felirhaté primszamok szorzataként.

A természetes és az egész szamok korében tekintett oszthatdsag kapcesolatat felhasz-
nalva, egész szamokra atfogalmazva az &allitdst, minden nem nulla és nem egység egész
szam el6all primelemek szorzataként, és az el6allitdas sorrendtdl és asszocialtaktol elte-
kintve egyértelmii.

Bizonyitas. Ha n = 1, a felbontés az iires szorzat. Egyébként ha n nem irreduci-
bilis, akkor felirhat6é két, nala kisebb, de 1-nél nagyobb szam szorzataként. Indukciéval
folytatjuk ezt az eljarast: ha a kapott szorzatnak van nem torzsszam tényezdje, akkor
a legnagyobb ilyen tényez& minden el6fordulasat helyettesitsiik két néla kisebb, de 1-nél
nagyobb természetes szam szorzataval. Az eljards a természetes szamok jolrendezettsége
miatt véges sok lépésben csupa torzsszam tényezobdl allo felbontashoz vezet.

A felbontéds egyértelmiiségének bizonyitasdhoz tegyiik fel indirekt, hogy van olyan
természetes szdm, amely két lényegesen kiilonb6z6 moédon bonthatéd fel, és legyen n a
legkisebb ilyen:

n=p1Pa " "Pj = N4z G-

Mivel p, |n, azaz py|q1 45 - - - g5, & p; primtulajdonsdga miatt van olyan ¢, hogy p, |g;. Ekkor
viszont p; = ¢,;, mert ¢; torzsszdm. Egyszertisitve a kapott kozos tényezével egy kisebb
n’ szémot kapunk, amelynek felbontdsa nem egyértelmii. Ez ellentmondés. O

6.1.32. Feladat [0]. Néha sziikségiink van arra, hogy egy tizes szamrendszerben felirt
hosszabb szamrdél megallapitsuk, hogy oszthaté-e valamely kis szdmmal, amely relativ
prim 10-hez, példaul 31-gyel. A szdmbél levonva (vagy hozzdadva) 31 valamely t6bbszo-
r0sét, olyan szdmot kaphatunk, amelynek utolsé jegye 0. Ezt elhagyhatjuk, igy a szam
révidebb lesz. Allapitsuk meg ezzel a médszerrel, hogy igaz-e, hogy
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(1) 31|23754;
(2) 19]|20513;
(3) 7|8638.
6.1.33. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az n > 1 paratlan szdm akkor és csak akkor prim,

ha nem allithaté el6 harom vagy haromnal t6bb egymast kévetd pozitiv egész dsszegeként.

6.1.34. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az n > 1 természetes szdm akkor és csak akkor

prim, ha az
n
k

binomialis egytiitthaték az elsd és az utolsé kivételével mind oszthatdk n-nel.

6.1.35. Feladat [5]. Adjuk meg mindazokat az n természetes szdmokat, amelyekre
n? + 1 oszthaté n + 1-gyel.

6.1.36. Feladat [5]. Adjuk meg mindazokat az n egész szamokat, amelyekre n3 — 3
oszthaté n — 3-mal.

6.1.37. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az 5™, n € N szdmok utolsé négy szdmje-
gyébol képzett sorozat tagjai szakaszosan ismétlédnek, adjuk meg a szakaszt, és allapitsuk
meg, hogy honnan kezdddik az ismétlodés.

6.1.38. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy barmely s € N*-hoz és elére megadott s
jegyl tizes szdmrendszerbeli szimhoz van olyan négyzetszam, amelynek els6 s jegye az
elére megadott szam.

6.1.39. Feladat [4]. Adjuk meg mindazokat az n természetes szamokat, amelyekre
(n—1!+1=n2

6.1.40. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy 13|27 + 37°.
— 6.1.41. Feladat [4]. Alkalmazzuk a bévitett euklidészi algoritmust az aldbbi szdm-
parokra:
(1) 368, 161;
(2) 12661, 1279;
(3) 367651, 36802.

6.1.42. Feladat: Lamé tétele [9]. Bizonyitsuk be, hogy ha a > b > 0 bemenettel

az euklidészi algoritmus n osztast végez, akkor a > F,, | és b > F) , ahol az F), szdmok a
Fibonacci-szdmok.

6.1.43. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a = F), | és b = F), bemenettel, ahol az F,,

szamok a Fibonacci-szamok, az euklidészi algoritmus n osztast végez.

6.1.44. Feladat [4]. Adjuk meg tetszSleges a > b > 0 bemenetre az euklidészi
algoritmusban sziikséges osztasok szamat.

6.1.45. Feladat: bindris Inko [8]. Az Inko(a,b) = Inko(|al,|b|), Inko(2a,2b) =
21nko(a, b), Inko(a,b) = Inko(a — b,b) (a,b € Z), tovabba az Inko(2a,b) = lnko(a,b)
(a,b € Z és b paratlan) észrevételeket felhasznalva adjunk binéris szdmitégépen hatékony
algoritmust a legnagyobb k6z6s oszt6 kiszamitasara.

141



6.1.46. Eukleidész tétele. Végtelen sok primszam van.

Bizonyitas. Tegyiik fel indirekt, hogy csak véges sok primszam van, py,ps, ..., Pk,
és legyen n = H?zl p;- Ekkor n 41 minden p;-vel osztva 1-et ad maradékként, tehat nem

oszthatd egyetlen p;-vel sem. gy primtényezés felbontdsaban kell hogy legyen a p,;-ktol
kiilonb6z6 primszam, ami ellentmondéas. [

6.1.47. Megjegyzés. Ha, hasonléan mint az el6z6 bizonyitdsban, n az Osszes, a py,
primnél nem nagyobb primek szorzata, akkor n+2,n+3,n+4, ..., n+p, mind Osszetettek,
azaz a természetes szdmok sorozataban taldltunk p, — 1 egymas utani Osszetett szdmot.
Mivel tetszOlegesen nagy primszam létezik, van akarmilyen hosszii csupa Osszetett szamot
tartalmazé intervallum.

° 6.1.48. Megjegyzés. Megmutathatd, hogy ,elég sok” primszam van, példaul a prim-
szamok reciprokainak Gsszege végtelen. A primszamtétel azt allitja, hogy

o{p:p < x, p primszam} 1
T =
Inx

lim
Tr—00

TMusztracidként lasd a 6.1.1 abrat: a paratlan szamok koziil a primeket fekete képpont
jelzi; soronként 300 paratlan szam.

Az is megmutathaté, hogy rogzitett d € NT differencidra a primek ,,egyenléen osz-
lanak el” az a + dn (n € N) szdmtani sorozatok kozott, ahol 0 < a < d, lnko(a,d) = 1.
(Nyilvdn Inko(a, d) osztja a szdmtani sorozat minden tagjit, igy ha nem egy, akkor leg-
feljebb n = 0-ra kaphatunk primet.)

6.1.49. Kanonikus alak. A szadmelmélet alaptételében szerepld primtényezds felbon-
tast gyakran

n = p?lpgz . pzk

osszevont alakban {rjuk, ahol py,p,, . .., kiilonbo6z6 primek, a kitevék pedig N elemei.
Ezt nevezzilkk a szam kanonikus alakjanak. A kanonikus alak a tényezok sorrendjétol
eltekintve egyértelmii. (Példaul 9180 kanonikus alakja 22-33-5-17.) A kanonikus alakbdl
leolvashaték n pozitiv osztdi, ezek a

d :pllpgz .. .pgk

alaku szdmok, ahol 8; € N, 8; < a;, ha j = 1,2,...,k, hiszen ha n = cd, akkor ¢ és d
primtényezds felbontdsanak szorzata n primtényezés felbontésa kell hogy legyen. Ha tobb
szamunk van, és mindnek adott a primtényez&s felbontasa, akkor ezekbdl k6zos osztoik,
valamint hasonléan kozos tobbszoroseik is leolvashatok. Ez azonban nem hatékony eljaras
a legnagyobb koz0s oszto, illetve a legkisebb kozos tobbszords meghatarozasara, mert a
primtényezés felbontas meghatarozasa nagy szamoknal altalaban id6igényes eljarés.

6.1.50. Kovetkezmény. Ha a,b,c € Z és a is, b is relativ prim c-hez, akkor ab is. O

6.1.51. Kovetkezmény. Tetszbleges a,b € 7 szamoknak létezik legkisebb kézés tobb-
szérdse, és Inko(a, b) - Ikkt(a,b) = |ab.

Bizonyitas. Vagy mindkét oldal nulla, vagy mindkét oldal kanonikus alakjaban
ugyanazok a primtényezdk szerepelnek ugyanazon a hatvanyon. O
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6.1.1 Abra: A 240000-nél kisebb paratlan primek, sorfolytonosan, 400 sor.
6.1.52. Kovetkezmény. Ha a,b € 7 és ¢ € N, akkor
Ikkt(ac, be) = ¢ - Ikkt(a, b).
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Bizonyitas. Vagy mindkét oldal nulla, vagy mindkét oldal kanonikus alakjaban
ugyanazok a primtényezOk szerepelnek ugyanazon a hatvanyon. O

6.1.53. Kovetkezmény. Tetszbleges aq,as,...,a, € Z szamoknak létezik legkisebb
ko6z6s tébbszérédse, és

Ikkt(ay, ay, ..., a,) = lkkt(lkkt(a,, ay), ag, ay, ..., a,). O

6.1.54. Megjegyzés. Szamos tovabbi észrevétel kiolvashatd a szamelmélet alaptéte-
16b&l. Példaul, ha n > 1 Osszetett szam, és p a legkisebb primtényezéje, akkor p? < n.
Ezért, ha egy n szdmot megprobaltunk minden p primmel (vagy minden olyan p > 1
természetes szammal) osztani, amelyre p? < n, és egyik sem osztja, akkor n prim. Ez a
probaosztas nevi eljaras alkalmas tehdt primtényezékre bontédsra is, meg primtesztelésre
is, de futdsideje nagyon gyorsan né a szadm hosszaval. 2002-ben taldlt Agrawal, Kayal
és Saxena egy olyan algoritmust, amely barmely n természetes szamra képes eldonteni,
hogy prim-e, és futdsideje nem hosszabb, mint egy konstansszor az n hosszanak a 13-adik
hatvdnya. (A konstans attdl fiigg, hogy milyen egységben mérjiik az idét, milyen gyors a
gép, a program, és milyen alapi szamrendszerben felirt alak hosszat tekintjiik.) A gyakor-
latban sokkal jobban hasznalhaté a Miller—Rabin-féle valoszintiségi primszamteszt, amely
ugyan nem ad bizonyitast arra, hogy a szam prim, de a tévedés valésziniiségét barmilyen
kicsire, mondjuk 1071%-ra leszorithatjuk, és a futdsidé legfeljebb konstansszor a szdm
hosszanak kobe: lasd 6.2.43.

6.1.55. Eratoszthenész szitaja. Ha egy adott n-ig az Gsszes primet meg akarjuk
talalni, a kovetkez6 egyszer® eljards hatékony modszert ad: irjuk fel a szamokat 2-t6l
n-ig. Az els6 szdm, a 2 prim, osszes (valddi) tobbszorose Osszetett, ezeket hizzuk ki.
A megmaradé szamok koziil az els6 a 3, ez prim, ennek minden (valédi) t6bbszorose
Osszetett, ezeket hizzuk ki, és igy tovabb. Az eljards végén az n-nél nem nagyobb primek
maradnak meg.

— 6.1.56. Feladat [6]. Irjunk szita-programot, amivel hatirozzuk meg az z-nél nem
nagyobb primek szamat, ha x = 10", n = 1,2,... ameddig a gép birja, és vessiik Ossze
x/In(x) értékével.

6.1.57. Feladat [12]. Irjunk olyan programot prébaosztésra, amely minden 264-
nél kisebb pozitiv természetes szdmra miikodik. A 2-vel és 3-mal valé probaosztas utan
valasszuk a prébaoszték sorozatit a dy = 5, dy, = dy_; + 3 + (—1)* (k > 0) sorozatnak.
Meérjiik a futdsidot; mivel aranyos?

— 6.1.58. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy egy p primszdmra a legnagyobb k kitevd,

amelyre p¥ osztja az n! (n € N*) szdmot,

k=|n/p] + [n/p*] + [n/p*| +---

(az Osszeg véges).

— 6.1.59. Feladat [5]. Oszthaté-e 1599-cel (200)?

— 6.1.60. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy minden 4k — 1 (k € N*) alakd szdmnak
van ugyanilyen alaki osztdja.
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— 6.1.61. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy végtelen sok 4k — 1 (k € NT) alaku
primszam van.

6.1.62. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy végtelen sok 6k—1 (k € N*) alakt primszdm
van.

6.1.63. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az M,, = 2" — 1 (n € N*) dgynevezett
Mersenne-szamokra Inko(M,,,, M,,) = My, yq(m n)- Keressiink kozottiik primeket és 6ssze-
tetteket.

6.1.64. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy az F, = 22" + 1, n € N tgynevezett
Fermat-szamok paronként relativ primek. Keressiik meg az els6 olyat, amely nem prim.

6.1.65. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy han > 1, akkor az F,, = 22" +1 Fermat-szdm
nem allithaté elé két primszam Osszegeként.

6.1.66. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy han > 1, akkor az F,, = 22" +1 Fermat-szam
utolsé jegye tizes szdmrendszerben 7.

6.1.67. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha egy Fermat-szdm primhatvany, akkor a
kitevo 1.

6.1.68. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy a 22" + 3 (n € N) szdmok kézott végtelen
sok Gsszetett van.

6.1.69. Feladat [7]. Hatdrozzuk meg azokat a 10'2-nél kisebb primeket, amelyek
n™ 4+ 1 alakuak, ahol n € N.

6.1.70. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy 27 + 1 dsszetett, ha j > 1 és j nem kettd-
hatvany.

6.1.71. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy a

11 1
H =14+ -4 - 4...0=
n=ltg gt

ugynevezett harmonikus szdmok n > 1 esetén nem egészek.

6.1.72. Feladat [8]. Bizonyitsuk be, hogy ha n,k € N*, akkor a Z;l::(l/j) Osszeg
sohasem egész.

6.1.73. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy az (}), 0 < k < n binomiélis egyiitthatok
legnagyobb ko6z0s osztdja p, ha n a p primszam hatvanya, minden mas n > 1-re pedig 1.

6.1.74. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy ha n,k € NT és n, k relativ primek, akkor
n oszt6ja az (}) binomialis egyiitthatonak.

6.1.75. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy barmely tiz egymds utani pozitiv termé-
szetes szam kozott van olyan, amelyik relativ prim a tobbi kilenc szorzatdhoz. Keressiik
meg a legkisebb olyan n-et, amelyre ez nem igaz tiz helyett n szamra.

6.1.76. Tovabbi feladatok megoldasokkal. [56]: 5.1-4-5.1-9, 5.3-4-5.3-5, 4-1-5.4-6;
[54]: 3.1-1-3.1-2, 3.1-4, 3.1-6-3.1-27, 5.3.3-1-3.3-8, 3.4-1-3.4-14.
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6.1.77. Tovabbi feladatok. [25]: VIIL1.8; [46]: 1.2.5.11-12, 1.2.5.14, 1.2.6.11; [64]:
6.1.1-6.1.6, 6.3.1-6.3.7, 6.4.1, 6.6.1-6.6.12; [69]: 1.2.1-1.2.36, 1.3.1-1.3.48, 2.6.1-2.6.3,
41.1,4.1.2,4.1.5,4.1.9,4.1.11-4.1.14, 4.1.17, 4.1.19, 4.1.21, 4.1.25-4.1.27; [30]: 3-5, 7116,
159-168, 173175, 199-200.

6.2 Kongruenciak

6.2.1. Kongruenciak. Ha a,b,m € Z és m osztéja a — b-nek, akkor azt mondjuk,
hogy a és b kongruensek modulo m; ezt gy jeloljik, hogy a = b (mod m). Ha a és b
nem kongruensek modulo m, akkor azt mondjuk, hogy inkongruensek modulo m, és azt
irjuk, hogy a #b (mod m). (Szokasos a témérebb a = b (m), illetve a # b (m)jelolés is.)
Példaul 7 = 22 (mod 15), 9 = —7 (mod 8), de 1 # —1 (mod 4). Nyilvdn, ha a = b
(mod m) és d|lm, akkor a =b (mod d) is teljesiil. Ha 0 # d € Z, akkor a =b (mod m)
ekvivalens azzal, hogy ad = bd (mod md).

Az oszthatosig tulajdonsigaibdl azonnal kovetkezik, hogy barmely adott m € Z-re
a kongruencia ekvivalenciarelacié Z-ben. Az m és a —m szerinti kongruencia ugyanazt
jelenti, igy legtobbszor feltessziik, hogy m € N. Ha a € Z, akkor az ekvivalenciaosztalyé-
nak elemei az a + km, k € Z alaki egészek; valoéban, ezek nyilvan kongruensek a-val, és
haa’ =a (mod m), akkor ' —a = km valamely k € Z-re. Az, hogy a’ =a (mod m),
pontosan akkor teljesiil, ha ¢’ mod m = a mod m; valéban az m = 0 eset trividlis, m # 0
esetén pedig ha o’ = a + km, akkor |a’/m| = |a/m| + k, ahonnan ¢’ mod m = a mod m
kovetkezik, és megforditva, ha a” mod m = a mod m, akkor a’ — |a’/m|m = a— |a/m]|m,
ahonnan k = |a’/m| — |a/m|-szel a’ = a + km.

Megjegyezziik, hogy ha a’ =a (mod m), akkor

Inko(a, m) = Inko(a’, m),

mert @' = a + km, illetve a = o’ — km miatt a’ és m kozos osztoi osztéi a-nak is, és
megforditva, a és m kozos o0szt6i osztdi a’-nek is.

— 6.2.2. Feladat [1]. Allapitsuk meg, milyen maradékot adnak a természetes szdmok
négyzetei 3-mal, 5-tel, illetve 7-tel osztva.

6.2.3. Maradékosztalyok. Egy m € Z modulus szerinti kongruencia ekvivalencia-
osztalyait maradékosztdlyoknak nevezziilk. A maradékosztdlyokat rendszerint elemeikkel
reprezentaljuk. Az a elem &ltal reprezentalt maradékosztalyt a mod mvagy révidebben
ajeloli. Természetesen a maradékosztaly barmely eleme vélaszthaté reprezentansnak. Leg-
gyakrabban az osztalyok legkisebb nemnegativ elemét vilasztjuk reprezentansnak, vagy
az osztalyok legkisebb abszolut értékii elemét. (Ha m # 0 péros szdm, akkor —m/2 és m /2
kongruensek modulo m, és abszolat értékitk megegyezik; akarmelyiket vdlaszthatjuk.) Ha
egy maradékosztaly valamelyik eleme relativ prim a modulushoz, akkor mindegyik, és
ekkor a maradékosztalyt redukdlt maradékosztdlynak nevezziik. Paronként inkongruens
egészek egy rendszerét maradékrendszernek nevezziik. Ha egy maradékrendszer minden
maradékosztalybdl tartalmaz elemet, akkor teljes maradékrendszernek nevezziikk. Ha egy
maradékrendszer pontosan a redukalt maradékosztalyokbdl tartalmaz elemet, akkor re-
dukdlt maradékrendszernek nevezziik. Példaul 2,10 nem maradékrendszer, 2, 8 maradék-
rendszer, 8,1,10,19,4,29,—10,7 teljes maradékrendszer, mig 1,19,29,7 redukalt mara-
dékrendszer modulo 8. Teljes maradékrendszert alkotnak modulo m a 0,1,...,|m| — 1
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szdmok, tovdbbd paratlan modulus esetén a 0,+1,...,+(|/m| — 1)/2 szdmok, paros mo-
dulus esetén pedig a 0,41,...,+(|m|/2 — 1),|m|/2 szdmok; az utébbi esetben |m|/2
helyett —|m|/2 is véilaszthato.

A kongruencia kompatibilis az osszeadéssal és a szorzassal, mert ha a = a’ mod m,
akkor @’ —a = km valamely k € Z-re, ahonnan o’ +b— (a+b) = km és a’b—ab = (bk)m,
azaz ¢’ +b =a+b (modm) és a’b =ab (mod m); innen az Gsszeadds és a szorzds
kommutativitasat is felhasznédlva, mar kovetkezik a kompatibilitas. Az ekvivalenciaoszta-
lyok nyilvan kommutativ egységelemes gytriit alkotnak az Osszeadéssal és a szorzassal;
a nullelem a 0 osztilya, az egységelem pedig az 1 osztdlya. Ezt a gylirtit Z,,,-mel fogjuk
jelolni. (Vannak, akik a Z,, jelolést mésra tartjak fenn.) Ha m = 0, akkor az ekvivalen-
ciaosztalyok egyelemtiek, igy az n — {n} leképezés kolcsonosen egyértelmii miivelettartd
leképezése Z-nek Z,-ra, tehat Z és 7, azonosithatd, ez az eset érdektelen. Ha m = +1,
akkor Z,, egyelemd, a nullgylirdi, igy ez az eset is érdektelen.

6.2.4. Komplemens szamabrazolas. Negativ szdmok szamitégépes abrazolasara
elterjedt a komplemens dbrdzolds. Csak a binaris gépek esetével foglalkozunk. Egy n-
bites gépen az egyik, régebben hasznalt lehetdség 0 < k < 277! esetén —k 4dbrazolisira,
hogy —k mod (2™ — 1) kettes szdmrendszerbeli alakjit taroljuk. Ezt tgy kapjuk, hogy &
kettes szamrendszerbeli alakjat levonjuk 2™ — 1 kettes szamrendszerbeli alakjabol. Mivel
ez utébbi csupa egyesbdl &ll, a kivonas sordn nincs atvitel, k kettes szadmrendszerbeli
alakjat csak bitenként komplementaljuk. Innen ered az abrézolas neve: egyesekre komp-
lemens abrazolas. A negativ szamok legfelsé bitje 1, de a nulldnak két abrazoldsa van:
000...000 és 111...111. Az ellentett képzése gyors, az dbrazolhaté szamok intervalluma
szimmetrikus a nulldra, de az el8jeles szamok sszeaddsat modulo (2" — 1) kell végezni.
Mara kiszoritotta a kettes komplemens abrazolas: 0 < k < 2"l egetén —k 4brazolasa-
ra —k mod 2™ kettes szdmrendszerbeli alakjat taroljuk. Ezt ugy kapjuk, hogy k kettes
szamrendszerbeli alakjanak vessziik a bitenkénti komplementerét, majd hozzdadunk 1-et.
Ennél pontosan a negativ szamok legfelsé bitje 1, és a nulldnak csak egy abrazolasa van.
Az ellentett képzése lassabb, és az abrazolhaté szamok intervalluma nem szimmetrikus a
nullara, de az elGjeles szamok Osszeadéasat is modulo 2™ kell végezni, ugyantigy, mint az
el6jel nélkiiliekét. Természetesen mindkét abrazoldsnal eléfordulhat tilcsordulds, ha az
eredmény nincs az abrazolhat6 intervallumban.

6.2.5. Tétel. Legyen m > 1 egész, a € Z. Ha
1 < Inko(a,m) < m,
akkor a maradékosztalya nulloszté Z,,-ben. Ha
Inko(a,m) =1,

akkor a maradékosztalyanak van multiplikativ inverze Z, -ben. Specidlisan, ha m prim-

szam, akkor Z,, test.

m

Bizonyitas. Legyen d = Inko(a,m). Ha 1 < d < m, akkor a-(m/d) = (a/d) - m =0
(mod m), ahonnan z = m/d jeloléssel a - T = 0, azaz a nulloszté Z,,-ben. Ha d = 1,

akkor a bévitett euklideszi algoritmussal olyan x,y € Z egészeket kaphatunk, amelyekre
ar+my=1.Innen ax =1 (mod m) azaz @-Z = 1 miatt & az a inverze Z,,-ben. O
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6.2.6. Kovetkezmény. Ha m primszam, akkor Z,, test.

Bizonyitis. Ham prim,ésa #0 (mod m), akkor a-nak van multiplikativ inverze.
|:|

— 6.2.7. Feladat [2]. Szémoljuk ki Z,--ben: 5%, 9-11, (15+10)(3+5)%,1-2-3- - . 6.

6.2.8. Feladat [5]. Legyen n € NT. Legaldbb hdny elemet tartalmaz egy olyan
maradékrendszer modulo n, amely nem fires részhalmazainak 6sszegeként minden mara-
dékosztalyt megkapunk.

6.2.9. Diszkrét logaritmus probléma. A kovetkezd pont mutatja, hogy Z,,-ben
nem nehéz hatvanyozni. Azonban a tapasztalat szerint még ha m prim is, Z,, invertdlhaté
elemeinek multiplikativ csoportjdban egy a alap és egy a* hatviny ismeretében nehéz
meghatarozni a k kitevot, legalabbis ha m — 1-nek vannak nagy primtényezoi: ez a diszkrét
logaritmus probléma. A probléma szamos méas csoport esetén is nehéznek tiinik.

x 6.2.10. Gyors hatvanyozis. Az aldbbi algoritmus akdrmilyen G (multiplikati-
van irt) félcsoportban hatékonyan kiszdmolja egy g € G elem n-edik hatvényat, ahol
n € N*. Legyakrabban moduldris hatvanyozdsnal hasznaljuk. (Célszer(i n-et kettes szdm-
rendszerben felirni, mert akkor a mellékszamitdsok trividlisak.) Valasszunk olyan k € N-
et, amelyre 28 < n < 2!, Minden 0 < j < k-ra sorban kiszamitjuk z; = g"s-t, ahol
n; = [n/ 2k |, azaz n; az n bindris felirisdnak els6 j+1 jegye dltal megadott természetes
szam. Nyilvan ny = 1, igy x, = g. Ha n; paros, akkor n; =2n, 4, igy z; = ;v?fl, ha pedig
n; paratlan, akkor n; = 2n; ;+1,igy z; = g:z:?fl, azaz minden részeredményt az el6z6bol
egy négyzetreemeléssel és még esetleg egy szorzassal kapunk. A végeredmény z;, = g".
Példaul ha n = 23, akkor n kettes szamrendszerben 10111, igy j = 0,1, 2, 3, 4-re n; kettes
szdmrendszerben 1, 10, 101, 1011, 10111, tehdt z, = g™ = g' = g, z; = g™ = ¢*> = 22,
Ty =g =g’ = gri, a3 = g™ = g' = ga3 és 1y = g" = g™ = g% = gai.

6.2.11. Diffie-Hellmann—Merkle-kulcscsere. Az alapgondolat, hogy egy ,,csapdaj-
to fliggvényt” hasznalunk, egy olyan fiiggvényt, amelyet konnyt kiszdmolni, de az inverze
nagyon nehezen szamolhaté: ez itt a moduldris hatvinyozas lesz. Az 6sszes felhasznélo
megallapodik egy nagy (tobb széz jegy(i) Sophie Germain primben, azaz olyan p primben,
amelyre ¢ = 2p 4 1 is prim, valamint egy 1 < g < p — 1 alapban. (Bar nem tudjuk, hogy
van-e végtelen sok Sophie Germain prim, a tapasztalat szerint elég siirtin vannak: az n
jegytiek kozotti tdvolsdg nagysigrendben n?.) Ha két felhasznals, Aliz és Bob valamely
szokésos rejtjelzési rendszer, példaul az AES (lasd 8.3.57) felhasznédldséval titkositott {ize-
netet akar valtani, akkor sziikségiik van egy véletlenszerti kozos kulesra. (Rejtjelkules csak
akkor lehet biztonsagos, ha véletlenszerii: 1dsd példaul az Enigma rendszer feltorésének
torténetét.) Valasztanak egy 1 < a < p, illetve 1 < b < p véletlen kitev6t, kiszamoljak
és felteszik a honlapjukra a ¢* mod g, illetve g” mod ¢ értékeket. Mindketten gyorsan ki
tudjik szamolni ¢* mod ¢ értékét, ez lesz kettejiik kozos titkos kulcsa. Az eljaras bizton-
sdga azon milik, hogy g, ¢® mod ¢ és g® mod ¢ ismeretében sem litszik jobb megoldas
¢®* mod ¢ meghatérozasira, mint a vagy b megkeresése, ez viszont a nehéz diszkrét lo-
garitmus probléma. Ezt a kulcscserélé moédszert hasznalja az SSH (secure shell) és az
SSL (Secure Socket Layer), illetve annak a tovabbfejlesztése, a TLS (Transport Layer
Security) protokoll is. Nem biztonsdgos halézaton inkdbb egy mddositott formaban hasz-
naljak: digitdlisan aldirva (ldsd 6.2.41, 6.2.44) cserélik ki a ¢g® mod ¢, illetve g® mod ¢
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értékeket. Ez azért sziikséges, mert az eredeti valtozat az lizenetek manipuldlasara képes
,kOzbeékel6d6” tamadd tgynevezett ,nagymester sakk tamadasaval” szemben védtelen:
A tamadés alapgondolata, hogy ha két nagymesterrel egyszerre sakkozunk a héldézaton,
akkor legalabb egy pontot érhetiink el, ha az egyik fehérrel, a masik feketével jatszik.
Megvarjuk, hogy mi az egyik nagymester kezdd 1épése, és azzal kezdiink a masik ellen,
megvarjuk a valaszt, és ezt 1épjlik az els6 ellen, stb.

Hasonl6an hasznalhat6 kulccserére barmely maés csoport is, amelyben kénnyti a hat-
vanyozas, de nehéz a diszkrét logaritmus probléma megoldasa. A Diffie-Hellmann—Merkle-
kulcscserét 1976-ban vezették be, és a szerzok felvetették a nyilvanos kulcsi rejtjelzés le-
het8ségét is; az els6 ilyen rendszert, az RSA-t két évvel kés6bb fedezték fel (lasd 6.2.41).

6.2.12. Feladat [5]. Készitsiink 3 alapui logaritmustdblat Z,,-ben.

6.2.13. Az Euler-féle ¢ fiiggvény. Legyen m > 0 egész szam, és jelolje p(m) a
modulo m redukélt maradékosztalyok szamat; ¢ az Euler-féle ¢ fiiggvény. Nyilvan ¢(m
az m-hez relativ prim szdmok szama a 0, 1,2, .. — 1 szamok kozott. Példaul p(1) =1

(SiC!)a (P(Q) =1, 90(3) =2, @(4) =2, 90(5) =4, 90(6) =2, @(7) =6, 90(8) 4.

6.2.14. Lemma. Legyen m > 1 egész szam, a relativ prim m-hez. Ha a,a,,...,a,,
teljes maradékrendszer modulo m és b € Z, akkor aa; + b,aas + b, ..., aa,, + b is teljes
maradékrendszer modulo m. Ha ay,ay, ..., 4y, redukdlt maradékrendszer modulo m,

akkor aay,aa,, ..., aa,y,) is redukdlt maradékrendszer modulo m.

Bizonyitas. Ha i # j esetén aa; +b = aa; +b (mod m) teljesiilne, akkor ebbdl
aa; = aa; (mod m), és innen a multiplikativ inverzével szorozva a; = a; (mod m)
kovetkezne. Tehdt az aa; + b, ¢ = 1,2,...,m szamok paronként inkongruensek, és —
mivel szamuk m — teljes maradékrendszert alkotnak modulo m. A maésik allitds bizo-
nyitasdhoz vegyiik észre, hogy ha Inko(aa,;, m) > 1, akkor Inko(a;,m) > 1. Igy az aa;,
i =1,2,...p(m) szdmok pédronként relativ primek, a modulushoz is relativ primek és
szamuk @(m), tehat redukalt maradékrendszert alkotnak. O

6.2.15. Euler—Fermat-tétel. Legyen m > 1 egész szam, a relativ prim m-hez. Ekkor
a?™ =1 (mod m).

Bizonyitas. Legyen ay,ay, ..., ay,y,) egy redukalt maradékrendszer modulo m. Ek-
kor aay,aa,, ..., aa,,) is redukalt maradékrendszer modulo m. Innen
ap(m) w(m @(m)
asm a; )= a; (mod m).
Jj=1 j:1 Jj=1

Mivel H;p:(T) a; relativ prim m-hez, van inverze modulo m. Ezzel megszorozva mindkét
oldalt, kapjuk az allitast. O

6.2.16. Kovetkezmény: Fermat-tétel. Legyen p primszam. Ha a € Z és p}a, akkor
a’"' =1 (mod p). Ha a € Z tetszéleges, akkor a? = a (mod p).

Bizonyitéas. Nyilvan ¢(p) = p — 1, igy az els6 alak kovetkezik az el6z6 tételbdl. A
mésodik alak a pta esetben az els§ alakbdl kovetkezik, ha pedig p|a, akkor mindkét oldal
oszthat6 p-vel. O
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6.2.17. Linearis kongruencia megoldasa. Legyen m > 1 egész szam, a,b € Z
adottak. Keressiik az ax = b (mod m) kongruencia megolddsait. A probléma nyilvin
azzal ekvivalens, hogy talaljunk olyan = egész szamot, amelyre valamely y egész szdmmal
ax+my = b teljestl. (Ha z-et megtaldltuk, y mar adédik.) Legyen d = Inko(a, m). Mivel d
osztoja ax+my-nak, osztdja kell legyen b-nek, egyébként nincs megoldas. Tegyiik fel, hogy
a=dd, b="bd, m=m'dvalamely a’,b',m’ € Z-re. Azt kapjuk, hogy az egyenletiink
az a’x +m'y = b, illetve az o’z = b’ (mod m’) egyenlettel ekvivalens, ahol a’ és m’
relativ primek. A legnagyobb k6z0s oszté kiszamitasat a bovitett euklideszi algoritmussal
végezve, olyan x, y, egészeket is kapunk, amelyekre ax,+my, = d, azaz a’xq+m’y, = 1.
Szorozva b’-vel, a’xz, +m’y; =b’, ahol x; = zyb’ és y; = yyb’. Az altaldnos megoldashoz
vonjuk ki ezt az egyenletet az a’x + m’y = b’ egyenletbdl: a'(z — 1) = m/'(y; — v),
ahonnan m’|z — 2, azaz © = x; + km’ valamely k € Z-re. Minden ilyen x ténylegesen
megoldas, mert y = y; — ka’-vel a’x +m'y =b'.

Osszefoglalva, ha van megoldas, akkor az dsszes megoldas x = z; (mod m’) alak-
ban adhat6 meg. Ez a halmaz az z,,z; + m/,...,2; + (d — 1)m’ szdmok modulo m vett
maradékosztalyainak egyesitése.

6.2.18. Példa. Oldjuk mega 1722 =6 (mod 62) kongruencidt, vagy ami ezzel ekviva-
lens, hatdrozzuk meg a 1722462y = 6 egyenlet egész megoldasait. Mivel Inko(172,62) = 2
osztdja 6-nak, van megoldas. Az egyenlet a 86x + 31y = 3 egyenlettel ekvivalens. A bévi-
tett euklideszi algoritmussal 172 - (—9) 4 62 - 25 = 2, ahonnan z; = (—9) - 3, y; = 25 - 3,
igy az egyenlet Osszes megoldasa © = —27 + 31k, y = 75 — 86k, k € Z. A kongruencia az
x =4 (mod 31) kongruencidval ekvivalens; ez a mod 31 ekvivalenciaosztdly két mod 62
ekvivalenciaosztaly egyesitése, igy =4 (mod 62) vagy £ =35 (mod 62).

— 6.2.19. Feladat [2]. Adjunk meg mod 10 egy teljes maradékrendszert és egy redu-
kalt maradékrendszert.

— 6.2.20. Feladat [5]. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:

(1) 3z=5 (mod 7);

(2) 14z =84 (mod 21);

(3) 104z =74 (mod 60);
(4) 26x =16 (mod 34);

(5) 30z =48 (mod 58);

(6) 40x =28 (mod 62);

(7) 202z =157 (mod 203);
(8) 309z =451 (mod 617).

— 6.2.21. Feladat [5]. Oldjuk meg az aldbbi egyenleteket az egész szdmok korében:

(1) 47z 4+ 72y = 4;

(2) 21z + 56y = 72;

(3) 117z — 63y = 36;

(4) 1825242 + 4567y = 1092;
(5) 18z + 28y = 10;

(6) 17x+ 11y = 22.
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6.2.22. Feladat [5]. Egy n egész szamra n'% mod 73 = 57 és n'%! mod 73 = 11.
Mennyi n mod 737

6.2.23. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy minden természetes szdmokbdl allé6 m,n
szampdrhoz van olyan ax + by = c lineéris egyenlet (ahol a,b,c € Z), amelynek csak
r =m, y =n a természetes szamok korében az egyetlen megoldésa.

6.2.24. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy minden n természetes szdmhoz van olyan
az + by = c linedris egyenlet (ahol a,b,c € Z), amelynek pontosan n megolddsa van a
természetes szamokbdl allé parok korében.

6.2.25. Linearis kongruenciarendszer megoldasa. Az eléz5 pont alapjan, ha két
linedris kongruencia adott, akkor azokat (ha megoldhatéak) z =a (mod m), illetve z =
b (mod n) alakra hozhatjuk (a,b, m,n egészek, m,n > 1). Mivel a kozos megolddsokra
= a+my = b+nzvalamely y, z € Z-re, az my —nz = b— a egyenlet egész megoldédsait
megkeresve, minden x megoldds megtalalhaté. Akkor és csak akkor van megoldds, ha
d = Inko(m,n) osztdja b — a-nak, és ekkor a megoldds = = x; (mod lkkt(m,n)) alakba
irhaté valamely x; egésszel. Ha tobb kongruencia van, az eljaras folytathato.

— 6.2.26. Feladat [7]. Oldjuk meg az aldbbi kongruencia-rendszereket:
(1) 3z=2 (mod4), 2z (mod 5);
2) 5x=3 ( x (mod 10);
Se=1 ( x (mod 10);
3z=1 (mod4),5z=2 (mod?7),7x=8 (mod9);
( x (
( x (

w

Ut

3z =1 mod 5), 52 =2 (mod 7), 7t =8 (mod 9);
50 =6 mod 9), 92 =10 (mod 11), 11z =12 (mod 13);
7) 3x=12 (mod5), 10z =-2 (mod 14), 52 =5 (mod 15), 6z =6 (mod 22).

D D O O ~—

A~ o~~~ o~~~
(=] =

6.2.27. Diofantikus problémak. Az el6z6 két pontban targyalt problémak egy mx+
ny = c alaki egyenlet egész megoldasainak meghatirozasaval voltak ekvivalensek. Ha egy
egyenlet vagy egyenletrendszer egész megoldasait keressiik, akkor diofantikus problémarol
beszéliink. Némely diofantikus problémarol kénnyen belathatd, hogy nincs megoldasa:
példaul az z? + y?> = —4 problémanak még valés megoldasa sincs, az z* — 4y* = 3
egyenlet egyik oldala pedig modulo 4 kongruens 0-val vagy 1-el, a méasik oldala pedig 3-
mal, emiatt az egyenletnek nincs egész megoldasa. Mas esetekben a megoldas nem ilyen
egyszerii, esetleg nagyon nehéz. Példaul az x2 +12 = 22 egyenlet megoldasai a pitagoraszi
szamharmasok, ezeket nem til nehéz meghatarozni, mig ha n > 2 egész, akkor a Fermat-
sejtés szerint, amelyet csak 1994-ben, tobb mint 300 év utén sikeriilt Andrew Wiles-nak
bebizonyitania, az ™ + y™ = 2" egyenletnek nincsenek nem trividlis (azaz az xyz # 0
feltételt is kielégits) egész megolddsai. Azonban a linedris egész egytitthatds egyenletekb6l
allé egyenletrendszerek egész megoldasai egyszeri algoritmussal meghatarozhatok: lasd a
kovetkezo feladatot.

6.2.28. Feladat [7]. Egész egyiitthatos linedris egyenletekbdl allé diofantikus egyen-
letrendszer megoldasara, azaz az egyenletrendszer egész megolddsainak megkeresésére
hasznéalhat6 az alabbi algoritmus:

(1) Ha valamelyik egyenletben nincs ismeretlen, azaz az egyik oldal nulla, akkor ha a
masik oldal is nulla, az egyenletet torolhetjiik, egyébként nincs megoldas.
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(2) Ha valamelyik egyenletben egy ismeretlen van, azt megoldhatjuk. Ha a megoldés
egész, visszahelyettesitjiik a tobbibe, egyébként nincs megoldas.

(3) Ha valamelyik egyenletben valamelyik ismeretlen egyiitthatéja 41, fejezziik ki az
egyenletbol, és helyettesitsiik be a tobbibe. Minden ilyen 1épéssel az egyenletek és
az ismeretlenek szdma legaldbb eggyel csokken. Ha elfogytak az egyenletek (egy sem
maradt), a maradék véltozok ,szabad valtozék”: ezeknek tetszOleges egész értéket
adva, megkapjuk a megoldasokat.

(4) Ha az el6z6 1épésekkel nem tudunk méar valtozdkat illetve egyenleteket kikiiszobol-
ni, akkor valasszuk ki azt az egyenletet és azt a valtozot, amely egyiitthatojanak
legkisebb az abszolut értéke az Gsszes egyenletben. Ha ez mondjuk z, és az egyenlet

cx+cxy+ Tyt Fopr,=d

alaki, ahol tehat ¢ abszolat értéke a legkisebb, akkor vezesstiink be egy 1j ¢ valtozot
a
t=x+ e /c]ay + [epfclay + -+ ep/clay,

1j egyenlettel. Levonva az 1j egyenlet c-szeresét az eredeti egyenletbdl, az xz-et nem
tartalmazé

ct 4 (¢; mod ¢)zy + (¢ mod ¢)zy + - - - + (¢, mod ¢)zy, = d

egyenletet kapjuk, amelyben — egyet kivéve — minden egyiitthaté kisebb abszolut
értékil, mint c. A tobbi egyenletbél is kiiszoboljik ki t-vel z-et, majd ismételjik a
fenti lépéseket (1)-tél.

Ennek a médszernek a segitségével oldjuk meg az alabbi egyenletrendszert:
3 4+3y+82+10w=1, —T7zx—>5z+6w=2.

x 6.2.29. Feladat [9]. Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladatban leirt algoritmus helyes,
azaz mindig megadja az 6sszes megoldast.

6.2.30. Kinai maradéktétel. Legyenek m,,m,,...,m, egynél nagyobb, paron-
ként relativ prim természetes szdmok, cy,cy,...,¢, € Z. Az x = ¢; (mod m;), j =
1,2,...,n kongruenciarendszer megoldhaté, és barmely két megoldasa kongruens modulo
MMy - - M.
A bizonyitas algoritmust is ad a megoldasok meghatarozasara.

Bizonyitas. Legyen m = mymgy. A bévitett euklideszi algoritmussal olyan x, z,
egész szamokat kaphatunk, amelyekre m,x; +myxy = 1. Legyen ¢ 5 = myzycy+moxye;.
Nyilvdn ¢; 5 = ¢; (mod m;), ha j = 1,2. Ha = ¢; 5 (mod m), akkor = az elsé két
kongruencia egy megoldasa, és megforditva, ha x az elsé két kongruencia egy megoldasa,
akkor x — ¢ 5 oszthaté my-el és my-vel, tehdt a szorzatukkal is. Az eredeti kongruen-

clarendszer tehdt ekvivalens az x = ¢;, (mod m), x = ¢; (mod m;), j = 3,4,...,n

kongruenciarendszerrel. Igy n szerinti indukciéval adédik a bizonyitds. Megjegyezziik,
hogy a gyakorlatban érdemesebb c; 5 helyett ¢; , mod m-et hasznélni, és mindig azt a két
kongruenciat 6sszevonni, amelyek modulusa a legkisebb. [0
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6.2.31. Megjegyzés. A kinai maradéktétel felhasznalhat6é arra, hogy bonyolultabb
relativ prim modulusi kongruencidk k6zos megoldasait megkeressiik, vagy arra, hogy egy
Osszetett m modulusi kongruencia megoldasat tobb, egymashoz relativ prim modulust
(ezek lehetnek példaul m primhatvany tényez6i) kongruenciabol 4116 kongruenciarendszer
megoldasara vezessiik vissza.

6.2.32. Példa. Oldjuk meg a
4r =2 (mod 6), 3r =3 (mod 12), 152 = =5 (mod 25)
kongruenciarendszert. A kongruencidk rendre a
2z =1 (mod 3), x=1 (mod 4), 3z=-1 (mod 5)

kongruencidkkal ekvivalensek. A bévitett euklideszi algoritmust is hasznalhatjuk, vagy az
els6 és utolsé kongruenciat 2-vel szorozva azt kapjuk, hogy

r=2 (mod 3), z=1 (mod 4), x=3 (mod 5).

A linedris kongruenciarendszerekre megadott eljardssal haladhatunk tovabb, vagy a kinai
maradéktétel bizonyitdsa szerint (felhaszndlva, hogy a modulusok relativ primek), mivel
3-3+4(—2) =1, azt kapjuk, hogy

x=3-3-14+4-(—2)-2=5 (mod 12), z=3 (mod 5),
illetve mivel 12-345-(—7) =1,
x=12-3-34+5-(=7)-5=53 (mod 60).
6.2.33. Feladat [2]. Hatdrozzuk meg azt a legkisebb természetes szdmot, amelyet a
2,3,4,5,6 szamokkal osztva a maradék rendre 1,2,3,4,5.

— 6.2.34. Feladat [5]. Mennyi 426°° mod 137

— 6.2.35. Feladat [3]. Melyek azok az n pozitiv természetes szdmok, amelyekre
p(n) =1, illetve ¢(n) paratlan?

— 6.2.36. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy ha n € N* pératlan, akkor 2¢(™~! mod n =
(n+1)/2.

— 6.2.37. Feladat [5]. Hogyan szdmolhatjuk ki hatékonyan n?~2 mod p értékét, ha
n € Z és p primszam?

6.2.38. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy ha p primszam és z,,x,,...,z, € Z, akkor
(T +ay+- - +a,)P=af +ap+---+ah  (mod p).

6.2.39. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy az n? + 1 (n € NT) alaki szdmok minden
primosztédja 4k + 1 (k € N) alak.

6.2.40. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy végtelen sok 4k+1 (k € N) alaki prim van.
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6.2.41. Az RSA-eljaras. Az alabbi rejtjelezési sémat Rivest, Shamir és Adleman
taldltdk ki 1978-ban. Keressiink két ,nagy” (példdul 150-160 jegy(l) p # ¢ primet, és
legyen n = pq. Vélasszunk egy 1 < e < (p — 1)(¢ — 1) kitevdt, és a bdvitett euklideszi
algoritmussal oldjuk meg az

ed=1 (mod (p—1)(g—1))
kongruencit. (Ha a kongruencia nem oldhaté meg, azaz ha

Inko(e, (p—1)(¢—1))> 1,

kezdjiik elolrdl az eljardst.) Ha 1 < m < n egy lizenet, akkor ¢ = m® mod n hasznal-
haté, mint az {izenet rejtjelezett formaja, mert ebbdl az tizenet wjabb hatvanyozéassal
visszakaphatd: valamely k-ra ed = k(p — 1)(¢ — 1) + 1, és igy

c? = (me)? = mPP-Dla-1+l — (m(p%))k(qil) -m=m (mod p),

ugyanis ha p|m, akkor mindkét oldal nulldval kongruens, ha viszont p}m, akkor a Fermat-
tétel szerint mP~ =1 (mod p). Hasonléan (m®)? =m (mod q). Innen a kinai mara-
déktétel szerint, mivel p # ¢ primek, m = ¢ mod n. Az n és e értékek nyilvanossigra
hozhatdk, ekkor barki tud nekiink rejtjelezett iizenetet kiildeni: az eljaras tigynevezett
nyilvanos kulcsi kodolds. Biztonsaga azon miilik, hogy d, p és g értékét mas nem ismeri:
az n primtényezéinek meghatarozasa a mai mddszerekkel nagyon sokdig tartana, mert
nagy primtényezok meghatarozasira nincs hatékony médszeriink.

Az RSA-eljaras felhasznalhat6 digitdlis aldirdsra is, mert e és d szerepe szimmetrikus:
Aliz nemcsak az m {izenetet, hanem

mda mod n 4

értékét is elkiildi Bobnak (Bob kulcsdval rejtjelezve), ahol (n4,d4) Aliz titkos kulcsa: ez
az aldiras, mert csak Aliz volt képes kiszdmitani. Ha az m iizenet hosszi, célszerii egy
h(m) véletlenszeriinek 14tsz6 ,lenyomatét” hasznélni az aldirdsnal m helyett. Rejtjelezési
célra kifejlesztett, jelenleg gyakran hasznélt lenyomatképzd ,,hash”-fiiggvények a 160 bites
lenyomatot adé SHA-1 (Secure Hash Algorithm) illetve a szabadalommal nem védett
RIPEMD-160 (RACE Integrity Primitives Evaluation Message Digest). Ujabb valtozataik
hosszabb, nagyobb biztonsigot adé lenyomatot adnak: lasd a Wikipedia-t.

Az eljards bizonyitvanyok kidllitasara, példaul nyilvanos kulcs hitelesitésére is fel-
hasznéalhaté. Egy hitelesitd szervezettél — aminek nyilvanos kulcsdt mindenki ismeri —
digitalisan alairt levélben kaphatjuk meg Aliz nyilvanos kulcsat, igy ha Aliztdl digitali-
san alairt levelet kapunk, biztosak lehetiink benne, hogy nem csalétél kaptunk iizenetet,
aki Aliznak adja ki magat.

Az RSA-eljaras egy alkalmazésa néla gyorsabb, nem nyilvanos, hanem tugynevezett
yszimmetrikus” kulest (rejtjelezésre és fejtésre is ugyanazt a kulcsot hasznald) ,klasszi-
kus” rejtjelez6 eljardsok (példdaul AES, lasd 8.3.57) kulcsainak cseréje. Igy miikodik pél-
daul az e-mailek védelmére szolgdlé PGP (Pretty Good Privacy) rendszer, amely el8szor
egy véletlen kulcsot general, azt atkiildi RSA-rejtjelezéssel, majd az alairt tizenetet kuldi
el a véletlen kulccsal rejtjelezve. Ezt a modszert ,,digitdlis boritéknak” nevezik.
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Az RSA-kddolas hasznalatanal néhany biztonsagi szabalyt be kell tartani. Mas-mas
n-et hasznédljunk rejtjelezésre és digitalis alairasra. Az n bitjeinek szama legfeljebb néggyel
legyen rovidebb, mint a névleges (maximalis) bitszdm, ami ma szokdsosan 1024. A prime-
ket gy nyerjiik, hogy véletlenszertien valasztott szamoktol kezdve keressiik meg az elsé
primet, ezzel biztosithaté a magas (minimum 128 bit) entrépia (ldsd 9.1.1). A nagyobb és
a kisebb prim hanyadosa legaldbb v/2, de legfeljebb 230 legyen. Véletlen hexadecimélis je-
gyeket nyerhetiink példaul egy alvéletlen karaktersorozat emberi visszagépelésénél mérve
az id6ket modulo 16 ms. Az e exponenst nem ajanlatos tul kicsinek valasztani, szokdsos
legkisebb értéke 65537. Az tizenet egy nulla bajttal kezdédik, majd ezutan egy legaldbb 8
nem nulla béjtot tartalmazé (véletlen, minden iizenetnél més) ,s6zds” kovetkezik, ame-
lyet egy 1ijabb nulla bajt hatarol, és ezutan kovetkeznek a tényleges széveg bajtjai; a teljes
blokkhossz 128 bajt (hosszabb iizenetet részekre bontunk). A kezdd nulla bajt biztosit-
ja, hogy m < n. A ,s6zas” szerepe az, hogy ne lehessen kitalalni egy révid {izenetet, és
rejtjelezve ellenérizni, hogy tényleg az-e. A dekédolds gyorsithaté, ha c? mod n helyett

c¢? mod p és ¢? mod ¢, vagy ami ugyanaz, mivel p és ¢ primek, a

@ mod (p—1) @ mod (¢—1)

mod p és mod ¢
értékeket szamitjuk ki, és ezekbdl a kinai maradéktétel alapjan allitjuk vissza m-et. Az
RSA Altaldnosithat6 arra az esetre, amikor n ketténél tébb ,nagy” prim szorzata. A 2048
névleges bitszam valésziniileg legalabb 10-15 évre biztositja a titkossagot, 3072 bit jéval
tovabb. Tovabbi részletek: RFC' 3447.

Az eljardshoz sziikséges ,nagy” primeket példaul a Miller—Rabin-féle valésziniiségi
teszttel talalhatjuk meg.

6.2.42. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy ha ugyanazt az m tizenetet elkiildik az RSA
eljarassal harom kiilonb6z6 n;-vel, de mindegyik esetben e = 3-mal rejtjelezve, akkor nq,
Ng, Ng 65 ¢q, Cy, c5 ismeretében m kénnyen meghatarozhato.

% 6.2.43. Miller—Rabin-féle valdszintiiségi teszt. Egy adott n > 9 paratlan egészre
az algoritmus megprébélja eldonteni, hogy n prim-e. Legyen n— 1 = 2%¢, ahol ¢ paratlan,
és legyen a egy egész, amelyre 1 < a < n.

Az 6tlet az, hogy ha n = 1+ 2¥g prim, és a% mod n # 1, akkor az

k
a?modn, a?**modn, a**modn, ..., a®9modn

sorozatnak — mivel 2¢¢ = n—1 — a Fermat-tétel szerint 1-re kell végzSdnie, és ha egyaltalan
van 1-t8] kiilonboz6 tagja, az utolsé ilyennek n — 1-nek kell lenni: ha 2 = 1 (mod n),
akkor n|(b—1)(b+1), amibél n|(b—1) vagy n|(b+1), mert n prim, azaz b= +1 (mod n).
Ha tehét ez a feltétel nem teljesiil, akkor biztos, hogy n Gsszetett.

A legfontosabb tény ezzel az algoritmussal kapcsolatban, hogy ha véletlen 1 < a < n
alapot vdlasztunk, és n > 9 Gsszetett, akkor 1/4-nél kisebb a val6szintisége, hogy ezt
az algoritmus nem fedezi fel. (A bizonyitast ldsd példaul KnuthDonaldEKnuth, Donald
E.Knuth, 4.5.4, 22. feladat.) Ismételt alkalmazdsaval tetsz6legesen kis hibavaldsziniiséget
elérhetiink. Példaul kriptografiai célra 2760-n4l kisebb hibavaldszinfiséget szokas eléirni,
amit 30 véletlen alappal elérhetiink.

A valdsziniiségi teszt nagyon ritkan hibazik. Az els6 sszetett szam, amely (hiba-
san) a 2 alappal dtmegy a teszten 2047; amely még a 3 alappal is 1373653; amely
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még az 5 alappal is 25326 001; amely még a 7 alappal is 321503175 amely még a 11
alappal is 2152302898 747; amely még a 13 alappal is 3474789660 383; és amely még
a 17 alappal is 341550071728321. Ez a szam a 19 alappal is atmegy a teszten, de a
legkisebb, amely még a 23 alappal is, 3825123056 546413 051. Ha a szam kisebb, mint
318665857834 031151167 461, akkor elég még a 29, 31 és 37 alapokkal tesztelni, ha pedig
kisebb, mint 3317044046 679 887 385961 981, akkor még a 41 alappal.

x 6.2.44. Digital Signature Standard. A DSS szabvany az aldbbi DSA (Digital
Signature Algorithm) eljarast haszndlja digitalis alafrdsra: Vélasszunk egy h kriptografiai
yhash”-fiiggvényt, amely a tetsz6legesen hosszi m tizenetb6l 160 bites h(m) ,lenyomatot”
készit (14sd a 6.2.41 pontot). Keressiink egy 160 bites g primet, majd egy olyan 1024 bites
p primet, amelyre p — 1 tobbszorose ¢-nak, és valasszunk egy olyan a alapot, amelyre
g = a® Y9 mod p > 1. Minden felhasznalé a h fiiggvényt és a g, p, g értékeket fogja
hasznalni. Minden felhasznalé valaszt maganak egy véletlen titkos 1 < =z < ¢ értéket,
kiszamolja y = ¢® mod p értékét, és azt nyilvanossagra hozza. Egy-egy tlizenet alairasanak
menete a kovetkezd: Valasztunk egy 1 < k < ¢ véletlen értéket. Kiszamoljuk az

r = (¢g*¥ mod p) mod ¢

és
s =k71(h(m) + xr) mod q

értékét. Abban a ritka esetben, amikor r = 0 vagy s = 0, 0j k értéket valasztunk,

egyébként az alairds az (r,s) par. Az alairds ellenérzésére a cimzett sorban kiszamolja
— 1 — — Ac — Uq U

az w = st mod ¢, u; = h(m)wmod ¢, uy = rwmod q és v = (g*1y*2 mod p) mod ¢

értékeket (ehhez k-t nem kell ismerni). Ha v = r, akkor az aldirdst helyesnek fogadja el,

egyébként nem. Valéban, mivel a Fermat-tétel szerint g2 = a?"! =1 (mod p), tovabbd

k=h(m)s t +ars™t (mod q), azt kapjuk, hogy

k h(m)w

=g h(m)w

Trw — W —

g g Yy g"1y"z  (mod p),

ahonnan r = v. (A v és r egybeesésének valdsziniisége hibds aldirds esetén nagyon kicsi.)
Az eljaras hosszabb, példaul 224 vagy 256 bites lenyomatot ad6 hash-fliggvénnyel és
ugyanennyi bites g-val, valamint 2048, illetve 3072 bites p-vel is hasznalhatoé.

6.2.45. Feladat: alprimek [8]. Azokat az n € N Osszetett szdmokat, amelyekre
a1 =1 (mod n)egy adott a € Z alapra, a alapt dlprimeknek nevezziik (ekkor persze
a és n relativ primek). Keressiink szamitégéppel 2 alapi alprimeket.

6.2.46. Feladat: Carmichael-szamok [9]. Azokat azn € N Gsszetett szdmokat, ame-
lyek alprimek minden olyan a alapra, amely relativ prim n-hez, Carmichael-szamoknak
nevezzik. Keressiink szdmitégéppel Carmichael-szdmokat. (Ismeretes, hogy végtelen sok
van; a legkisebb 561.)

— 6.2.47. Feladat [8]. Tegyiik fel, hogy van egy algoritmusunk, aminek segitségével
az RSA eljardsndl az (m,e) nyilvdnos kulcshoz hatékonyan meg tudjuk hatdrozni a d
titkos kulesot. Mutassuk meg, hogy ekkor hatékonyan ki tudjuk szdmitani a (p—1)(¢—1)
szorzatot és a p, q primeket is.
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6.2.48. Feladat: pitagoraszi szAamharmasok [10]. Az 22 + y? = 22 egyenlet egész
megoldasait keressiik:

(1) mutassuk meg, hogy a megolddsokat megkaphatjuk, ha ismerjiik a pozitiv egészekbdl
all6 megoldasokat;

(2) mutassuk meg, hogy ha r,s € N és r > s, akkor # = r? — 5%, y = 2rs és 2 = r? + 52

pozitiv egészekbdl 4ll6 megoldés;
(3) mutassuk meg, hogy nem minden pozitiv egészekb6l 4116 megoldas all elé ilyen alak-
ban, még azok se mind, amelyekre y péros;

(4) mutassuk meg, hogy minden pozitiv egészekb6l allé megoldds megkaphaté az tgyne-
vezett primitiv megolddsokbdl: ezek olyan pozitiv egészekbdl allé megoldasok, ame-
lyekre Inko(z,y, z) = 1;

(5) mutassuk meg, hogy egy primitiv megolddsra x, y és z paronként relativ primek, és
x, y kozil az egyik paros, a masik paratlan;

(6) mutassuk meg, hogy egy primitiv megolddsra, ha x paratlan, y pedig paros, akkor
(2 —x)/2 és (2 +x)/2 relativ primek, szorzatuk (y/2)?, {gy mindegyik négyzetszdm;

(7) mutassuk meg, hogy minden primitiv megoldds, amelyre x paratlan, y pedig paros,
eldall z = r2 — s2, y = 2rs, z = r? + s? alakban, ahol r,s € N, r > s, és az egyik
paros, a masik paratlan.

6.2.49. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy ha n € N, akkor az
224y +22y—nr—ny+x+y—n+1=0

egyenletnek pontosan n megoldasa van a természetes szamokbdl all6 parok korében.

6.2.50. Feladat [4]. Adjuk meg 223 + 2y — 7 = 0 egyenlet &sszes egész megoldasat,
és mutassuk meg, hogy végtelen sok racionalis megoldasa van.

6.2.51. Feladat [9]. Bizonyitsuk be, hogy ha az n pozitiv egész szdm felirhaté m =
22 — 2y? alakban, ahol z,y € N*, akkor ebben az alakban végtelen sokféleképpen irhaté
fel.

6.2.52. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy egyetlen 8k + 3 vagy 8k + 5 alaki n egész
szam sem irhaté fel n = 22 — 2y? alakban, ahol x,y € Z.

6.2.53. Tovabbi feladatok megoldasokkal. [56]: 5.5-1-5.5-4, 5.7-8, 5.7-13-5.7-14,
5.7-16, 8-1-5.8-13, 5.9-1-5.9-8; [54]: 3.5-1-3.5-6, 3.7-3-3.7-9, 3.7-12-3.7-15, 3.8-1-3.8-15,
3.9-1-3.9-9.

6.2.54. Tovabbi feladatok. [46]: 1.2.6.10; [64]: 6.5.1-6.5.4, 6.7.1-6.7.5, 6.8.1-6.8.6,
9.1-6.9.5, 6.10.1-6.10.23, 15.2.1-15.2.3, 15.3.1, 15.3.2, 15.6.1; [69]: 2.1.1-2.1.50, 2.3.1-
-2.3.16, 2.4.23, 5.2.1-5.2.10, 5.3.1-5.3.10, 5.4.1; [80]: 117-121, 123-154, 158, 178189,
191; [83]: VIIL3.4, VIIL.3.12.

6.3 Szamelméleti fiiggvények
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6.3.1. Szamelméleti fiiggvények. Egy f:Nt — C figgvényt szdmelméleti fiigg-
vénynek fogunk nevezni. Ha relativ prim m,n € Nt szdmok esetén f(mn) = f(m)+ f(n),
akkor f-et additivnak nevezziik, ha pedig ez barmely m,n € NT esetén fennall, akkor f-
et teljesen additivnak (vagy totdlisan additivnak) nevezziik. Ha relativ prim m,n € NT
szamok esetén f(mn) = f(m)f(n), akkor f-et multiplikativnak nevezziik, ha pedig ez
barmely m,n € NT esetén fenndll, akkor f-et teljesen multiplikativnak (vagy totdlisan
multiplikativnak) nevezziik. Az m = 1 helyettesitéssel kapjuk, hogy egy additiv szdm-
elméleti fiiggvény 1 helyen felvett értéke mindig nulla, és hogy egy nem azonosan nulla
multiplikativ szdmelméleti fiiggvény 1 helyen felvett értéke 1.

6.3.2. Tétel. Legyen n € N' kanonikus alakja pi* - - - p}*. Ekkor
(1) ha f additiv szamelméleti fiiggvény, akkor

fln) = fI) +- + f(pp*);

(2) ha f multiplikativ szamelméleti fiiggvény, akkor

fn) = fp) - fp)s

(3) ha f teljesen additiv szamelméleti fiiggvény, akkor

f(n) =ayf(p) + -+ . f(pr);

(4) ha f teljesen multiplikativ szamelméleti fiiggvény, akkor

fn) = f(p) - f(pr) ™.

Megforditva, tetszéleges, a primhatvanyokon megadott f fiiggvényre az (1)-ben, illetve
(2)-ben szerepld osszefiiggés egy additiv, illetve multiplikativ szdmelméleti fiiggvényt de-
finidl, és tetszbleges, a primeken megadott f fiiggvényre a (3)-ban, illetve (4)-ben szerepld
Osszefliggés egy teljesen additiv, illetve teljesen multiplikativ szamelméleti fiiggvényt de-
finial.

Bizonyitas. A k szerinti indukciéval adédik az elsé két allitas, ezekbdl pedig az a
szerinti indukciéval ad6dé f(p®) = af(p), illetve f(p®) = f(p)* &llitasok felhasznédlasaval
adddik (3), illetve (4). A megforditds azonnal adédik a definicié alapjan. O

° 6.3.3. Példak. Az azonosan nulla fiiggvény nyilvian teljesen additiv és teljesen mul-
tiplikativ is. Az azonosan 1 fiiggvény teljesen multiplikativ. Az E(1) = 1, E(n) = 0, ha
n > 1 Osszefliggéssel definidlt fiiggvény teljesen multiplikativ. Barmely r valos szamra
n = n", azaz az [, fliggvény teljesen multiplikativ. Ha r > 0, r # 1 valds szdm, akkor
n > log n teljesen additiv.

Definidljuk a u Mobius-fiiggvényt a kovetkezOképpen: u(n) = 0, ha n oszthatd egy
primszam négyzetével, és p(n) = (—1)*, ha n pontosan k darab kiilonboz6é primszam
szorzata. Példaul p(1) = 1, u(2) = —1, pu(3) = —1, p(4) = 0, pu(5) = —1, u(6) = 1.
Mint a definicié alapjan kénnyen ellenérizhetd, p multiplikativ, de nyilvin nem teljesen
multiplikativ, példdul 0 = u(4) # p(2)? = 1.

Legyen k(n)az n szdm primtényezdinek, v(n)pedig az n kiillonb6z8 primosztdinak
szdma. Példdul k(1) =0, k(2) = 1, k(3) =1, k(4) = 2, k(5) = 1, k(6) =2 és v(1) = 0,

158



v(2) =1, v3) =1, v4) =1, v(5) =1, v(6) = 2. Kénnyen végiggondolhat6, hogy
teljesen additiv szamelméleti fliggvény, mig v additiv, de nyilvin nem teljesen additiv,
példdul 1 = v(4) # 2v(2) = 2.

Ha r tetsz6leges valés szdm, legyen o,.(n) = Zo<d\n d", és legyen T = 0, 0 = oy,
azaz T az osztOk szama, o pedig az osztok Gsszege. Példdul 7(1) =1, 7(2) = 2, 7(3) = 2,
T(4) =3, 7(5) =2, 7(6) =4és0(l) =1,02) =3,003) =4, 04) =7, 0(5) =6,
o(6) = 12. Mivel ha m és n relativ primek, akkor mn minden pozitiv osztéja egyértelmiien
irhaté fel cd alakban, ahol ¢ az m, d pedig az n pozitiv osztdja,

o,.(mn) = Z (ed)" = Z Z crd" = Z c" Z dr

0<cd|lmn 0<c|m 0<d|n 0<c|m  0<d|n
= Y o,(n) =0,(m)a,(n),
0<clm
azaz o, multiplikat{v minden r-re. Mivel a p* primhatvény osztéi 1, p, p?, ..., p%, kapjuk,

hogy 7(p®) = a+ 1 és 0,(p®) = (p"@*Y —1)/(p" — 1), ha r # 0. Innen, ha pj* - - Pk az
n kanonikus alakja, akkor

7(n) = (ay +1)--- () +1)
k At -1
UT(n):H%ri, ha 7 #0.

A szamelméleti fliggvények értékének szamitdsa altaldban nem egyszer(i, ismerniink
kell hozza a szam kanonikus alakjat.

6.3.4. Tétel. Az Euler-féle ¢ fiiggvény multiplikativ, és ha n € N* kanonikus alakja
pit - pp¥, akkor
k k

e =T1 (o =) =n11(1- )

Jj=1 Jj=1

Bizonyitas. Az, hogy ¢ multiplikativ, kévetkezik a kinai maradéktételbdl, mert
ha n és m relativ primek, akkor a kinai maradéktétel szerint kolcsondsen egyértelmii
megfeleltetés all fenn a 0 < x < m és 0 < y < n egészek parjai és a 0 < z < nm egészek
kozott, és trividlisan z pontosan akkor lesz ennél a megfeleltetésnél relativ prim mn-hez,
ha z relativ prim m-hez, y pedig relativ prim n-hez. Mivel emiatt

p(n) = o(py") (o),
elég azt belatnunk, hogy ¢(p®) = p*—p>~! = p*(1—1/p), ha p prim és a > 0. Ez viszont

kovetkezik abbdl, hogy egy 0 < z < p® egész pontosan akkor nem relativ prim p®-hoz,
ha t6bbszorose p-nek. [J

6.3.5. Példa. Az 5500 = 22 .53 .11 szdmra ¢(5500) = (4 — 2)(125 — 25)10 = 2000.
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— 6.3.6. Feladat [2]. Keressiik meg azt a legkisebb n-et, amelyre

(1) ¢(n) =6;
(2) 7(n)=6;
3) r(n) = 6;
(4) v(n)=6.

— 6.3.7. Feladat [4]. Keressiik meg azt a legkisebb m egészet, amelyre a o(n) = m
egyenletnek pontosan 0, 1, 2, illetve 3 megoldasa van.

— 6.3.8. Feladat [2]. Keressiik meg a legkisebb olyan m egészet, amelyhez van olyan
n # m, hogy o(n) = o(m).

— 6.3.9. Feladat [2]. Adjuk meg az Osszes, harmincndl nem nagyobb n pozitiv ter-
mészetes szamot, amelyre ¢(n) = 7(n). Keressiink szdmit6géppel nagyobb ilyen n-et.

6.3.10. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy 7(n) pontosan akkor paratlan, ha n négy-
zetszam.

6.3.11. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy tetszileges m > 1 egészhez végtelen sok
olyan n van, amelyre 7(n) = m.

6.3.12. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges m € N egészhez csak véges sok
olyan n van, amelyre o(n) = m.

— 6.3.13. Feladat [6]. Mennyi
(1) 109%5° mod 14;

(2) 439?°! mod 60;

(3) 19931993 mod 14567

— 6.3.14. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg az aldbbi szdmok utols6 két szdmjegyét tizes
szamrendszerben:

(1) 3939

(2) 63493640'

(3) 19937,

(4) 3939”7,

— 6.3.15. Feladat [6]. Mennyi
(1) 1839 mod 91;

(2) 263 mod 73;

(3) 519 mod 84;

(

4) 14285203 mod 847
6.3.16. Feladat [3]. Igazoljuk, hogy minden n € NT-ra ¢(n) + o(n) > n.
6.3.17. Feladat [6]. Bizonyitsuk be a 7(n) < 2v/n egyenl&tlenséget.

6.3.18. Feladat [7]. Adjuk meg az Osszes olyan n € NT szdmot, amelyre o(n)|n.
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6.3.19. Feladat [10]. Azt mondjuk, hogy n tokéletes szdm, ha valédi osztdinak dsszege
n, azaz ha o(n) = 2n. (Nem tudjuk, hogy van-e paratlan tokéletes szdm). Bizonyitsuk
be, hogy

(1) ha p = 2¥ — 1 prim, akkor 2¥~1p tokéletes szam (keressiink ilyen szamokat);

(2) n pontosan akkor prim, ha o(n) =n + 1;
(3) ha o(n) =n+ m, ahol m|n és m < n, akkor m = 1;
(4) minden péros tokéletes szam az (1)-ben megadott alaki.

* 6.3.20. Konvolacié. Az f és g szdmelméleti fiiggvények konvolicidjat (vagy
Dirichlet-szorzatét) az

(f9)m) =" fdg(5) = S fdg(dy), ha nent
dln dydy=n

Osszefiiggéssel definidljuk; a masodik alakbdl latjuk, hogy a konvolicié kommutativ mii-
velet. Ugyancsak a masodik alakbdl

(fxg)xh)(n)= D (f*9)(dh(ds)= D > fdy)g(dy)h(ds)

dds=n dds=n d,;dy=d

= Z f(dy)g(dy)h(ds) = Z Z f(dy)g(dy)h(ds)
dydyds=n dyd=n dyds=d

= Y fld)(gxh)(d) = (f*(g*h))(n),
d;d=n

azaz a konvolucié asszociativ is. Nyilvan az E(1) = 1, E(n) = 0, ha n > 1 6sszefiiggéssel
definialt fiiggvény egységelem a konvoluciéra nézve, igy a szamelméleti fliggvények a kon-
voliciéval mint szorzassal kommutativ egységelemes félcsoportot alkotnak. A kdvetkezo
tétel azt mutatja, hogy ezen beliil a multiplikativ szamelméleti fiiggvények részhalmaza
is egységelemes félcsoport.

x 6.3.21. Tétel. Multiplikativ szamelméleti fiiggvények konvolicidja is multiplikativ.
Bizonyitas. Legyen h = f * g, és tegyiik fel, hogy m,n € NT relativ primek. Ekkor

hmm) = 37 f(g(Zg) = 3 Sddao( g7 )

dlmn dy|m,dy|n
- dl%ﬂf(dl)f(dQ)g(Z)g(jz)

> fno(g) o f(da( ) = hmh(n). D
dy|m 17 dyln

% 6.3.22. Osszegzési fiiggvény. Egy f szamelméleti fiiggvény dsszegzési fligguényét
az F(n) = dn f(d) Osszefiiggéssel definidljuk. Az Gsszegzési fliggvényt megkaphatjuk
konvoltcidként: ha I az azonosan 1 multiplikativ fliggvény, akkor nyilvan F' = I * f, és igy
multiplikativ fliggvény Osszegzési fliggvénye is multiplikativ. Egy szdmelméleti fliggvény-
transzformaltjanak nevezziik. A Mobius-transzformacio jelent6sége az, hogy az 0sszegzési
fliggvénybdl visszaadja az eredeti fiiggvényt:
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% 6.3.23. Mobius-féle inverzids formula. Ha F a f szamelméleti fiiggvény Osszegzési
fiiggvénye, akkor F' Mébius-transzformaltja f.

Bizonyitds. A p Mobius-fuggvény Osszegzési fliggvénye az E(1) = 1, E(n) = 0, ha
n > 1 fiiggvény; valéban, ha I az azonosan 1 fiiggvény, akkor p Osszegzési fiiggvénye, pu* I
multiplikativ, igy (u+* I)(1) =1 és (ux I)(p*) = Z?:o pp’)=1—1+0+---+0=0,
ha a > 0, tehdt px I = E, a konvolicio egységeleme. Innen akarmilyen f fiiggvényre
f=feep)=(F*Dxp=Frp0

°% 6.3.24. Példa. Tetszlleges r valés szamra a o, szamelméleti fiiggvény multiplikati-
vitdsa kovetkezik abbdl, hogy az n + n” (teljesen) multiplikativ szdmelméleti figgvény
Osszegzési fiiggvénye.

* 6.3.25. Tétel. Az E(1) = 1, E(n) = 0, ha n > 1 fiiggvényre, az I azonosan 1
fiiggvényre, valamint a u, 7, ¢ és o szamelméleti fiiggvényekre

(1) pxI=E;

(2) IxI=m

(3) poxly =;

(4) I+l =o;

(5) p*7=0;

(6) o*x@=1Iy *lw =7 I

Bizonyités. (1)-et mar lattuk a Mobius-féle inverziés formula bizonyitdsdban. Mi-
vel minden szerepld fiiggvény multiplikativ, elég primhatvanyokra beldtni, hogy (2), (3)
és (4) teljesiilnek:

(I 1)( 21_7

dlp™

(i D) (%) = > ld —p* = p(p);
dlp™

(Il )(p™) = > _d=o(p®)
d|p>

Végiil
QxT = (M*UN+)*(I*I) :I*HN+ =0
és
oxo=T*xl)*(pxly) =l xlye =7-l. O
x 6.3.26. Tétel. Azok a szamelméleti fiiggvények, amelyek az 1 helyen nem nulla értéket

vesznek fel, a konvoliiciéval Abel-csoportot alkotnak. A nem azonosan nulla multiplikativ
szamelméleti fiiggvények is Abel-csoportot alkotnak a konvoliiciéval.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy a konvolicié kommutativ és asszociativ, valamint az
E(1) =1, E(n) = 0 (n > 1) fiiggvény az egységeleme. Ha f(1) # 0 és g(1) # 0,
akkor nyilvan (f % ¢g)(1) # 0, igy a nem azonosan nulla multiplikativ fiiggvények korébol
nem vezet ki a konvolicié. Ha f(1) # 0, akkor az (f * g)(n) = E(n) egyenletrendszer
a g(n), n = 1,2,... ismeretlenekre (ebben a sorrendben) egyértelmiien megoldhatd, és
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megadja f inverzét. Ha f nem azonosan nulla és még multiplikativ fliggvény is, akkor
definidljuk a h fiiggvényt a h(p®) = g(p*) Osszefiiggéssel a primhatvany helyeken, és
legyen h(n) = h(pi*)---h(py*), ha n = p*---p.*. Ekkor h multiplikativ, igy f xh is,

tovabba
(f=h)(p*)= > fld = > fd E(p®).

dydy=p~ dydy=p®

Igy f * h megegyezik E-vel a primhatvdnyokon, és mivel mindketten multiplikativak,
mindenititt, tehat h az f inverze. O

6.3.27. Feladat [3]. Legyen k,n € N¥, legyen 7,(n) az n = 212y - - Ty, Ty,..., %) €
Nt egyenlet megolddsainak szdma (sorrend is szdmit). Mutassuk meg, hogy 7 (n) = 1
minden n-re és 7, = 7. Mutassuk meg, hogy a 7, fliggvények multiplikativak, és 7, a
T}, Osszegzési fliggvénye, ha k € NT.

* 6.3.28. Feladat [8] Mutassuk meg, hogy T2h =T uz ahol a négyzetreemelés

az eredménye.

6.3.29. Tovabbi feladatok megoldasokkal. [56]: 5.2-1-5.2-5, 5.6-1, 5.6-4-5.6-6,
5.7-10, 5.7-12; [54]: 3.2-1-3.2-6, 3.7-10-3.7-11, 3.6-1-3.6-18;

6.3.30. Tovabbi feladatok. [69]: 2.4.1-2.4.22, 4.2.1-4.2.23, 4.3.1-4.3.15, 4.4.1-4.4.10;
[80]): 196; [83]: VIIL3.9-VIIL3.11, VIIL.3.13-VIIL3.15.

6.4 Lanctortek

* 6.4.1. Lanctortek. Valds szamok ¢y, ¢; + 1/qy, ¢; + 1/(gy + 1/q3), ... alaki ko-
zelitéseivel kivdnunk foglalkozni, amelyeket ldnctorteknek nevezink (¢ € Z, ¢, € N7,
ha n > 1). Altaldnosabban, ha 2q,%9,23,... € R és z; > 0, ha i > 1, vezessiik be az
N =y, [y, f] = xy+ 13y, [lay, 25, 35/) = @1 + 1/ (x5 + 1/23), ... jeloléseket,
azaz pontosabban fogalmazva, rekurziéval, legyen //x,// = x és

1
//x21x37"'vmn//’

ha n > 1; indukciéval nyilvdn //xq,25,...,2,// > 0. (Az //2y, 29, 25,...,2,// jelolés
helyett (x, 5, 23,...,x,), illetve [xl,x2,x3, ..., Z,] is hasznalatos.)

Egy a € R valés szam lanctortkozehteselt rekurzioval definidljuk: legyen oy = «a,
és han > 1 és aq,qy,...,q, definidlva vannak, akkor legyen ¢, = |a,], és ha «,
nem egész, akkor legyen o, ; = 1/(a,, —q,,) = 1/(a,, mod 1), ha «,, egész, akkor pedig
megallunk. Ha ¢y, gs, . . ., g,, definidlva vannak, akkor 6,, = //q;,¢s, - - ., q,// az a szédm n-
edik ldnctortkézelitése. Vegytk észre, hogy a lanctortkozelitések mind raciondlis szamok,
tovabbé, hogy (indukciéval) a = //q1, 99, -, q,_1, @, //- Specidlisan, ha o megegyezik
egy lanctortkozelitésével, akkor raciondlis.

A megforditas is teljesiil. Ennek bizonyitasahoz figyeljiik meg, hogy szoros kapcsolat
van a lanctortkozelitések és az euklideszi algoritmus kozott: ha o = a/b, ahol a,b € R,
b > 0, és az a,b szamokra formalisan alkalmazzuk az euklideszi algoritmust, azaz ha

//-Tl,$2,3?3,...,l‘n// =Ty +
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ro=a,7, =béshaneNésr,  #0eseténq, | < [r,/r 1] €S Tio < T —CuiiTnits
akkor a,, 1 =7, /Thi1s Qpyt — Gui1 = Thio/Tng1, @ két eljards ugyanakkor ér véget, és
ugyanazt a ¢, . . ., g,, sorozatot szolgdltatja. Mivel a,b € Z esetén az euklideszi algoritmus
mindig véget ér, a raciondlis szdmok lanctortkozelitéseinek sorozata véges.

°x 6.4.2. Példak. (1) Hatdrozzuk meg 172/62 lanctortkozelitéseit. A szamitas:

n dn = LanJ Qpy1 = 1/(an - qn)

0 172/62

1| 2=172/62] | 62/48 =1/(172/62—2)
2 | 1=|62/48] 48/14 = 1/(62/48 — 1)
3 | 3=48/14] 14/6 = 1/(48/14 — 3)

4 2 = [14/6] 6/2=1/(14/6 — 2)

5 3=6/2]

Ennek alapjan a lanctortkozelitések

1 1 1 1
2, 247, 24—, 24—, 2+ ——
1+ = 1+ —— 1+ —

T3 1 1
2+ -

az utolsé éppen 172/62 lanctort alakban megadva: 172/62 = //2,1,3,2,3//.

(2) Hatdrozzuk meg az o = (v/5+1)/2 szam lanctortkozelitéseit. Mivel 2 < v/5 < 3,
azt kapjuk, hogy ¢; =1, a; —q; = (V5—1)/2, fgy ap = 2/(V5—1) = (v5+1)/2. Innen
indukci6val g, = 1 minden n-re; formélisan (v/5 +1)/2 = //1,1,...//.

(3) Hasonléan hatdrozhatjuk meg bérmely olyan valés szdm lanctortkozelitéseit,
amely valamely raciondlis egyiitthatés masodfoki egyenlet gyoke.

x 6.4.3. Feladat [1]. Hatédrozzuk meg 139/102, 17/3, 3/17 és 8/1 Osszes lanctort
kozelitését.

x 6.4.4. Feladat [3]. Alakitsuk at a //2,1,4//, // —3,2,12// és //0,1,1,100// lanctor-
teket tortekké.

* 6.4.5. Feladat [2]. Hatarozzuk meg v/2, v2 — 1, v/2/2, /3 és 1/1/3 Gsszes lanctort
kozelitését.

* 6.4.6. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy az //1,1,...,1,v/2// szdmok mind irracio-
nalisak.

* 6.4.7. Lanctortkozelitések zart alakja. Az el6z6 definicié jeloléseivel, ha
q1592;---,4n

definidlva vannak, akkor legyen Py =1, Qy =0, P, = ¢q;, Q; =1 és1 < k < n esetén
legyen

Py, =qPy 1+ Py, Qr = Q1 + Q-
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Ekkor han > 1, akkor é,, = P,/Q,,, a P, és Q,, egészek relativ primek, tovdbba han > 1,
akkor
(=n"

671 - 5n—1 = W?
n<¥n—1

|Oé - 6n—1| <

1
N Qnanl 7
valamint egyenléség csak §, = « esetén &ll.

Bizonyitis. A 0, = P,/Q,, allitds igaz n = 1,2 esetén. Tegyiik fel, hogy n — 1-
ig igaz. Vegyiik észre, hogy 6,,-et gy kapjuk 6,y = //¢1, 4y, - .., @p_1//-bOL, hogy g, ,
helyébe ¢, _; + 1/g,,-t {frunk. Igy

_ Pn—l _ qn—lpn—Q + Pn—S
anl qnfl Qn72 + Qn73

felhasznélaséval, mivel az indukciés feltételbdl az is adédik, hogy P, o, P, 3, @p_2, @, _3
csak a qq,...,q,_o figgvényei, azaz q,_;-t6l nem fiiggnek,
_ (qnfl + 1/qn)Pn72 + Pn73 _ qn(qn71Pn72 + Pnf?)) + Pn72

" (qnfl + 1/qn>Qn72 + Qn73 ayn (qnlen72 + Qn73) + Qn72
_ QnPnfl—i_Pan _ P

n

0

n—1

ann—l + Qn—2 Qn .

Indukciéval megmutatjuk, hogy P, Q,_; — Q,,P,_1 = (—1)". Ebbd6l egyrészt kovet-
kezik 6,, — 6,,_; megadott el6allitasa, masrészt, hogy P, és @, legnagyobb kozds osztdja
oszt6ja (—1)"-nek is, azaz hogy P, és @, relativ primek. Nyilvan teljesiil az allitds, ha
n = 1. Ha n — 1-re teljesiil, akkor

PnQn—l - ann—l = (ann—l + Pn—Q)Qn—l - (ann—l + Qn—2)Pn—1
= Qn71Pn72 - Pnlen72 = (_1)n

Végiil vizsgaljuk §,, — a eléjelét. A §,,-et Ggy kapjuk, hogy az

= //q1’q27 s 7qn—1’an//

Osszefiiggésben «,, helyére g, -et frunk. Ettél a cserétdl //«,,// csokken, //q,_1,c,,// nd
stb., //q1,4a, - 4,_1, @, // csOkken, ha n péaratlan, és n6, ha n péros. Igy 6,, — « eléjele
megegyezik (—1)" el8jelével. Az utolsé allitds ebbdl mar kovetkezik. O

* 6.4.8. Példa. Szamitsuk ki 172/62 = //2,1, 3,2, 3// lanctortkozelitéseit zart alakban.

n dy Pn :annfl—’_Pan Qn:ann71+an2 5n:Pn/Qn
0 1 0

1 2 2 1 2

2 1 3=1-2+4+1 1=1-1+0 3

3| 3 11=3-3+2 4=3-1+1 11/4

4 2 256=2-11+3 9=2-4+41 25/9

5 3 86 =3-25+11 31=3-9+4 86/31

Az utolsé kozelitd érték 86/31, a 172/62 szdm redukalt alakja.
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°x 6.4.9. Megjegyzés. Egy valds szam lanctortkozelitései meglehetésen gyorsan kon-
vergalnak a szamhoz. Valdéban, indukciéval @), > F,,, ha n € N, ahol F, az n-edik
Fibonacci-szam, és mint indukcidval kénnyen lathato,

ae g ((550) - (50))

Innen azt kapjuk, hogy

1 5

< )
F.F, (1+2\/5>2n+1 —V5-1

|a_6n| <

% 6.4.10. Megjegyzés. Torténeti érdekesség, hogy a gorogok a lanctorteket hasznaltdk
irraciondlis szamok definidlasdra, mig Eudoxosz javaslatdra at nem tértek a szeletekkel
valé definiciéra. Megmutathaté, hogy egy irraciondlis szam lanctortkifejtése pontosan
akkor periodikus valahonnan kezdve, ha a szdm gytke valamely raciondlis egyiitthatos
maésodfoki egyenletnek. Az el6z6 tétel szerint, ha « irraciondlis szdm, akkor végtelen sok
olyan p,q € Z, q # 0 pér létezik, amelyre |a — p/q| < 1/¢?, tudniillik barmely P,,Q,,
par ilyen. Az is megmutathatd, hogy még ha a jobb oldalon az 1 helyére 1/2-et tesziink,
akkor is barmely két egymaés utani lanctortkozelités koziil az egyik eleget tesz az egyen-
16tlenségnek. S6t, ha 1 helyére 1/ V/5-6t tesziink, még akkor is barmely hirom egymas
utani lanctortkozelités koziil az egyik eleget tesz az egyenlétlenségnek. Megmutathaté vi-
szont, hogy példaul a = (1++/5)/2 esetén a konstans tovdbb mar nem csokkenthetd gy,
hogy még mindig végtelen sok p, g parra alljon fenn az egyenlotlenség. Mindezen tények
bizonyitasa megtaldlhaté Niven és Zuckerman [69] konyvében, 143-154. oldal.

Még fontosabb tény, hogy adott korlatnal nem nagyobb nevezéjli tortek kozil a
lanctortkifejtések adjak a legjobb kozelitéseket:

x 6.4.11. Tétel. Legyen « egy irracionalis szam. Az elézé tétel jeloléseivel, ha p € Z,
q €Nt és
la—p/ql <la—P,/Q,|

valamely n > 1-re, akkor ¢ > @Q,,. S6t, ha csak a gyengébb
|Oéq _p| < |aQn - Pn'

feltétel teljesiil valamely n > 0-ra, akkor is ¢ > @, ;.
* Bizonyitds. Lasd Niven és Zuckerman [69] konyvét, 140. oldal. O

°x 6.4.12. Példa. Kozelitsiik a 7 szamot lanctortek segitségével. Mivel
314159265/108 < 7 < 314159266/10%,

azt kapjuk, hogy ¢, = |7| = 3 és 314159265/10° < 1/a, < 14159266/10%, ahonnan
50000000/7079633 < a, < 20000000/2831853. Innen ¢, = 7 és 2831853/177029 < a3 <
7079633 /442569, ahonnan g5 = 15 és 442569,/441098 < a, < 177029/176418, tovibba

q, = 1 és 176418/611 < «; < 441098/1471. Innen mér csak azt kapjuk, hogy 288 <
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g5 < 299, amibdl g5 értékét nem tudjuk meghatdrozni, annak ellenére, hogy tudjuk, hogy
egész. Tgy a 7 lanctortkozelitései 3, 22/7, 331/106, 355/113, .... Az egyiptomiak a 3-at,
Arkhimédész pedig a 3+ 1/7 = 22/7 kozelitést hasznalta, ami 3 értékes jegyre pontos. A
konnyen megjegyezhetd //3,7,15,1// = 355/113 kozelités hét értékes jegyre pontos.

Megjegyezziik, hogy tortek helyett lebegépontos szamokkal is szamolhattunk volna,
csak arra kell tigyelni, hogy minden 1épésben olyan intervallumot hatarozzunk meg, amely
tartalmazza az o, értéket. Ez adja az intervallumaritmetika Gtletét.

6.4.13. Intervallumaritmetika. Ha = € [a,, f,] és y € [a,, f,], akkor nyilvin
z=x+y € [a, +a,f, + f,], és igy ha a, az a, + a, lefelé (—oo felé) kerekitésével
kapott érték, f, pedig az f, + f, felfelé (+oo felé) val6 kerekitésével kapott érték, akkor
z € |a,, f,]. Hasonl6 a helyzet mds miiveleteknél is. Igy ahelyett, hogy z és y kozelitd
értékével szamolunk, szamolhatunk a pontos értékeket tartalmazé, pontosan dbrazolhato
alsé és fels6 végpontu intervallumokkal is, és eredményként egy, a pontos eredményt tar-
talmazo intervallumot kapunk. Az IEEE 754 lebegOpontos aritmetikai szabvanynak eleget
tévoé modern mikroprocesszorok tamogatjak az ilyen, tigynevezett intervallum-aritmetikai
szamitasokat azzal, hogy kiilonb6z6 kerekitési iranyok allithaték be, a legkdzelebbi abra-
zolhaté szdmra vald kerekités mellett a felfele, illetve lefele kerekités is, de a kerekités ki
is kapcsolhaté.

°x 6.4.14. Feladat [6]. Hatarozzuk meg az alabbi végtelen lanctortek értékét:
ARR N

S0, )

//2,3,1,1,1... //;

//2,2,2,... //;

//1,2,1,2,1,2, ... //;

6) //2.1,2,1,2,1,...//;

(1) J/1,3,1,2,1,2,1,2,...//.

% 6.4.15. Feladat [3]. Legyenek ag,aq,...,qa, és cpozitiv valés szdmok. Mutassuk meg,
hogy //ay,a1,--..a,// > //ay,aq,- ., a, +c// teljesil, ha n paratlan, de nem teljesiil, ha
N PAros.

=W N
= I D D = —

A~ o~ A~~~
ot

* 6.4.16. Feladat [6]. Legyenek ag,ay,...,a, ésby,b,,...b, | pozitiv egész szamok.
Mi a feltétele annak, hogy //ag,aq,...,a,// > //bo, by,...,b,.1// fennalljon?

x 6.4.17. Feladat [6]. Keressiink két olyan p/q raciondlis szdmot, amely kielégiti a
V2 —p/ql < 1/(V5¢?) egyenlétlenséget.

x 6.4.18. Feladat [6]. Keressiink két olyan p/q raciondlis szdmot, amely kielégiti a
IT —p/ql < 1/(v/5¢?) egyenlStlenséget.

* 6.4.19. Feladat [7]. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkezd allitds tetszOleges ¢ > 2

konstansra hamis: barmely ¢ irraciondlis szdmhoz végtelen sok olyan p/q raciondlis szdm
létezik, amelyre |€ —p/q| < 1/q°.

°x 6.4.20. Feladat [7]. Legyen c tetszdleges konstans. Bizonyitsuk be, hogy az eléz§
feladat allitasabdl annyi igaz, hogy létezik olyan £ irraciondlis szam, amelyre végtelen sok
p/q raciondlis szamra |£ — p/q| < 1/q°.

167



* 6.4.21. Feladat [10]. Bizonyitsuk be, hogy barmely ¢ irraciondlis szdm két egymaés
utdni P, /Q,, lanctért kozelitése koziil legaldbb az egyik kielégiti a [ — P, /Q,,| < 1/(2Q?)
egyenl6tlenséget.

* 6.4.22. Feladat [11]. Adjuk meg a /D szam lanctortbe fejtését, ha
D= ((4m?+1)n+ m)2 +4mn + 1,

ahol m,n € Nt

° 6.4.23. Feladat [6]. Adjunk médszert numerikusan (alsé és felsd korlattal) adott alap-
ra és szamra a szam logaritmusa bindris alakja alsé és fels6 kozelitésének meghatarozasara
csak négyzetreemeléssel és osztdssal. Hatdrozzuk meg gy In(2) alsé és felsd kozelitését
intervallumaritmetikéval.

6.4.24. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy a ((3!)!)! szdm tizes szdmrendszerben tobb,
mint 1000 jegyt, és allapitsuk meg, hogy hany nullara végzdédik.

21945

° 6.4.25. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy az Fjg.; = 2 + 1 Fermat-szam tobb,
mint 10°%? szdmjegybdl &ll tizes szdmrendszerben, és hatérozzuk meg, hiny jegyii az
521947 1 1 szam (amely az Fg,5 szdm legkisebb primosztéja).

° 6.4.26. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg, hogy a jelenleg ismert legnagyobb primszdm,
243112609 _ 1 tizes szamrendszerben hany jegyti.

° 6.4.27. Feladat [4]. Hatdrozzuk meg, hogy a jelenleg ismert legnagyobb tokéletes
szdm (azaz olyan n természetes szdm, amelyre d(n) = 2n), a 243112609(243112609 _ 1) ¢z4m
tizes szamrendszerben hany jegyt.

* 6.4.28. Tovabbi feladatok megoldasokkal. [56]: 5.10-4; [54]: 3.10-1-3.10-12.
% 6.4.29. Tovabbi feladatok. [69]: 7.1.2,7.1.4, 7.4.2-7.4.6, 7.5.1-7.5.6, 7.1, 7.8.1-7.8.4.
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7

Grafelmélet

Ebben a fejezetben a grafelmélet alapjaival foglalkozunk. Szdmos problémaban csak
bizonyos dolgok ko6zotti kapcsolatok létezése vagy nem létezése fontos, ilyenkor rend-
szerint grafelméleti problémahoz jutunk. Példaul bejarhato-e a sakktabla huszarral gy,
hogy ugyanoda érjiink vissza, ahonnan elindultunk? Kiszinezhet6-e egy térkép mindig
négy szinnel? Irhatunk-e O-kat és 1-eket egy kor mellé tgy, hogy adott irdnyban kor-
bemenve minden lehetséges moédon leolvasva a négy egymdés utani szdmjegyet, minden
négy hosszi 0-1-sorozatot pontosan egyszer kapjunk meg? Legfeljebb hany Osszekotte-
tés (vagy hany gép) eshet ki egy adott szamitégépes hélézatbdl gy, hogy még legyen
barmely két gép kozott Osszekottetés? Mennyi egy szamitdégépes haldzat ,atviteli kapaci-
tasa”? Hogyan térképezheték fel az emberek kozotti ismeretségek? Legaldbb hany rétegii
nyomtatott dramkori lap kell egy adott dramkor legyartasahoz? Melyik a legrovidebb vil-
lamos halozat? Hanyféleképpen kapcsolédhatnak Gssze adott atomok? Milyen lehetséges
yreakciéutak” vannak egy részecskefizikai folyamatnal? A problémak kiilonboz6 teriiletek-
r0l jonnek, szertedgazdak és valtozo nehézségliek, de talan a legfontosabb alkalmazéasokat
az informatika adja.

7.1 Iranyitatlan grafok

7.1.1. Iranyitatlan grafok. Egy irdnyitatlan grafon szemléletesen pontoknak egy
halmazat értjiik, amelyek koziil bizonyosakat éleknek nevezett ivekkel 6sszekotiink. El6-
fordulhat, hogy két pontot tobb kiillonboz6 €l is Osszekot, sét az is, hogy egy vagy tobb
él egy pontot sajat magaval kot 6ssze. Csak az érdekel benniinket, hogy melyik él mely
pontokat kot Gssze. A pontos definicié megértéséhez gondoljunk arra, hogy hogyan ab-
razolnank egy grafot szdmitégépben: egy irdnyitatlan grdf vagy roviden grdf alatt egy
G = (p, E,V)harmast értiink, ahol V a csicsok vagy szdgpontok halmaza, E az élek
halmaza, a ¢ illeszkedési leképezés pedig egy E-t a V-beli elemekbdl all6 rendezetlen pa-
rok halmazdba képezd leképezés. Ha valamely e € E-re és v € Vre v € ¢fe), akkor
azt mondjuk, hogy e illeszkedik v-re, vagy v végpontja e-nek. Megjegyezziik, hogy a je-
161ésbdl E elhagyhat6 lenne, hiszen az dmn(p), azonban V nem, mert nem biztos, hogy
minden csucsra illeszkedik él: azokat a cstcsokat, amelyekre nem illeszkedik él, izoldlt
csucsoknak nevezziik. Még az is el6fordulhat, hogy az E halmaz lires; ilyen esetben dires
grafrél beszéliink.

Gyakran szokds némileg pontatlanul az illeszkedési leképezést elhagyni a jel6lésbol,
és egy G = (E,V) grafrol beszélni. Egyébként az élek és csiicsok kozotti illeszkedés egy
relacié E és V kozott, amelyet illeszkedési reldcionak neveziink.

Két kiilonbo6z6 élt szomszédosnak neveziink, ha van olyan csiics, amelyre mindket-
t6 illeszkedik. Két kiillonb6z6 csticsot szomszédosnak neveziink, ha van olyan él, amely
mindkettére illeszkedik.

Ha egy él csak egy csucsra illeszkedik, akkor hurokélnek nevezziikk. Ha az e; #
ey €lek ugyanazokra a cstcsokra illeszkednek, akkor pdrhuzamos élekrol vagy tébbsziros
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7.1.1 Abra: Példa gréfra.

élekrél beszéliink. Ha egy graf nem tartalmaz sem hurokélt, sem parhuzamos éleket, akkor
egyszeri, grifnak nevezziik. Az 7.1.1 dbran példaul e, e, parhuzamos élek, e; hurokél.

Ha F és Vvéges halmazok, akkor a grafot végesnek, egyébként végtelennek nevezziik.
Mivel szamunkra a grafok informatikai alkalmazéasaik miatt fontosak, az informatikaban
pedig csaknem kizardlag a véges grafok jatszanak szerepet, a tovabbiakban elsésorban a
véges grafok vizsgalataval foglalkozunk.

Ha G = (p, E,V) egy graf, és S C V, akkor jelolje E(S)azon élek halmazat, amelyek
egyik végpontja S-ben, a mésik pedig pedig V \ S-ben van. (Ezt a jelolést kiilonb6zd
konyvek mas-més értelemben hasznaljék.) Nyilvan E(S) = E(V \ 9).

Ha egy csicsra csak véges sok €l illeszkedik, akkor a cstcs fokszdman a ré illeszked6
élek szamat értjiik, a cstcsra illeszkedd hurokéleket kétszer szamolva. Egy v € V cstics
fokéat rendszerint deg(v)-vel vagy d(v)-vel jeloljiik. Ha egy grafban minden cstics foka n,
akkor n-reguldrisnak nevezzik; reguldris grdf alatt olyan grafot értiink, amely valamely
n € N-re n-regularis. Példa n-reguldris grafra a H,, n-dimenziés hiperkocka: ennek csticsai
az n hossz 0-1-sorozatok (amelyek a csics koordindtai sorozatanak tekinthetdk), és két
cstcs akkor van Osszekotve, ha szomszédos, azaz ha a két sorozat pontosan egy helyen
kiilénbozik. Tovabbi példak a Petersen-graf és az 6t szabalyos test élei és csuicsai altal
alkotott grafok: lasd a 7.1.2 dbrat.

Ha G = (p, E, V) egy véges graf, akkor nyilvin

> d(v) = 24(E
veV

hiszen minden tjabb él a bal oldali 6sszeget kettével noveli. Ebbdl azonnal kévetkezik,
hogy egy véges grafban a paratlan fokszamu csicsok szama paros.

— 7.1.2. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetszéleges, legalabb két csticsot tartalmazé
grafban van két egyenl6 foku cstcs.

7.1.3. Feladat [5]. Adott E és V véges halmazokra hany (¢, E, V') egyszerii graf van?
7.1.4. Feladat [5]. Adott E és V véges halmazokra hany (¢, E, V) graf van?
7.1.5. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy haa d;,ds,...,d, természetes szdmok Gsszege

2m, m € N, akkor van olyan m él{i graf, amelyben a fokszamok sorozata d,,d,,...,d,.
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7.1.2 Abra: Néhany regularis graf.

x 7.1.6. Feladat [15]. Mutassuk meg, hogy pontosan akkor létezik egyszerii graf a
d; <dy < ... < d, fokszamsorozattal, ha 1étezik egyszerii graf a

g - dy, hak=1,2,....n—d, —1
k= \d,—1, hak=n—d,...,n—1

)

fokszamsorozattal.

7.1.7. Grafok izomorfidja. A G = (¢, E,V) és G’ = (@', E’', V') gréfok izomorfak,
ha van olyan az E-t E’-re képezd kolcsonosen egyértelmii f és a V-t V'-re képezd kolesono-
sen egyértelmil g leképezés, hogy minden e € E-re és v € V-re e pontosan akkor illeszkedik
v-re, ha f(e) illeszkedik g(v)-re, azaz az (f, g) par tartja az illeszkedési reldciét.

w

7.1.3 abra: A Petersen graffal nem izomorf graf.
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Két graf izomorfidjat dltaldban nem kénnyt bizonyitani, nem ismeriink lényegesen
jobb &ltaldnos mddszert, mint az Osszes lehetséges (f,g) leképezés-parokat kiprébalni.
Példaul a 7.1.3 abran szereplo grafra nem nyilvanvald, hogy nem izomorf a Petersen-
graffal. Persze, ha a két grafnak nem ugyanannyi csticsa vagy nem ugyanannyi éle van,
vagy az egyiknek van olyan tulajdonsiga, ami a masiknak nincs meg, példaul az egyiknek
van izoldlt cstcsa, a méasiknak meg nincs, vagy valamely n-re az egyik grafban nem
ugyanann"“ m Ad FAlLA andhan crann it o rndaillhaw AdlL alilrawv annrrileedan A 70m0rfak

Valamivel ok, és van
olyan, a 1 Isagtartd,
azaz v, w <kor G és
G’ nyilva
7.1.8.1 1o 15! Py By Py kot Ossze,

akkor a g a csucsok
halmazai | \ ), akkor a
két teljes | ssticsok és
élek elnev / ely n e N
esetén az (n—1)/2
éle van, é Ss S5 Sy S szabalyos
test élgrat San értett
példa: A edik egy-
séggyokok valamely
él torlésén épponttal
(példéul a rét.

K Ko Ks Ky Ks

Hy Hy H, Hs Hy

7.1.4 abra: Nevezetes grafok.

7.1.9. Grafok Descartes-szorzata. Ha G, = (¢;, E;,V,), i € I egyszerti grafok in-
dexelt csalddja, akkor a x,;.;G,; Descartes-szorzatuk az a G = (¢, E, V') graf, amelyben
a csucsok halmaza x,.;V;, és két csics pontosan akkor van 6sszekétve, ha egy kivéte-
lével minden koordinatajuk megegyezik, és ha a j-edik koordinatdk kiilonboznek, akkor
a megfelel6 csticsok Ossze vannak kotve a G grafban. (Grafok mas szorzatait is szoktdk
definiélni.) Példaul ha H,-bél n példany Descartes-szorzatét vesszik, H,-et kapjuk. Ilyen
Descartes-szorzatot hasznalnak OsszekOttetési grafnak massziv paralel szamitégépekben:
H, mellett P, két vagy hdrom példanyanak Descartes-szorzata (sikracs illetve térrécs),
valamint C,, két vagy hdrom példdnydnak Descartes-szorzata (két- illetve haromdimen-
zi6s térusz) fordul el gyakran; rendszerint m kett&hatvany.

— 7.1.10. Feladat [5]. Hatérozzuk meg 6t csticsig az Osszes paronként nem izomorf
egyszeru grafot. Hany Osszefiiggd, illetve reguldris van koztik?
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— 7.1.11. Feladat [4]. Hény olyan, paronként nem izomorf graf van, amelyben
(1) két-két masod-, harmad- és negyedfoki csiics van, mds fokszadm nem fordul eld;

(2) hérom-hdrom méasod-, harmad- és negyedfoki cstics van, mas fokszdm nem fordul
elé.

— 7.1.12. Feladat [6]. Hatérozzuk mega H,,, P,, P, xP,, P, xP, xP,  C, C. xC,
és C, x C,, x C,, (n € NT) csticsainak szdmat, a csicsok fokat, és a grafok dtmérdjét.

7.1.13. Paros grafok. Egy pdros grif (vagy kétrészes grdf) egy olyan graf, amelynél
adott a csticsok Vhalmazdnak egy V’, V'’ diszjunkt halmazokra valé felbontésa tigy, hogy
minden él egyik végpontja az egyik, masik végpontja a masik halmazba esik. Egy paros
grafot tehat egy (¢, E, V', V") négyesként adhatunk meg. A legismertebb példa a ,hdrom
hdz, hdarom kut” graf, amelynél V' hdrom hazbdl, V'" harom kiitbdl 4ll, és barmely héz és
barmely kut kozott van egy él, de tobb él nincs. Azt az egyszerii paros grafot, amelyben
B(V’) =m, (V") = n, és minden V’-beli csiics minden V"’-beli csticesal dssze van kotve,
K,, ,-nel jeldljik. A Kj 5 (,harom héz, hdrom kit”) paros graf a 7.1.5 dbrdn lathato.

hy ho hs

ky ko k3
7.1.5 abra: Harom haz, harom kut.

— 7.1.14. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy egy véges (o, E,V’, V") paros grifra
Z’UEV/ d(v) = Z’UEV” d(U> = h(E)

7.1.15. Részgraf. A G' = (p/,E’,V’) grifot a G = (o, E,V) graf részgrdfjanak
nevezziik, ha B/ C E, V' C Vés ¢’ C ¢. Néha azt mondjuk, hogy G a G’ szupergrifija.
Ha a G’ részgraf mindazokat az éleket tartalmazza, amelyek végpontjai V'-ben vannak,
azaz ha G’ a legbGvebb részgraf V/-beli csicsokkal, akkor G’-t a V' dltal meghatérozott
feszitett részgrdfnak vagy telitett részgrdfnak nevezzik. Ha G’ = (', E', V') részgrafja
a G = (p, E,V) grafnak, akkor a G’-nek G-re vonatkozd komplementerén a (¢|p g, £\
E’, V) grafot értjikk. Ha G’ egyszerii graf, és kiilon nem mondjuk meg, hogy mely grifra
vonatkoz6é komplementerér6l van sz6, akkor a V’-beli csticspontokkal rendelkezé olyan
egyszert grafra gondolunk, amelyben pontosan azok a csicsok szomszédosak, amelyek
G’-ben nem; ez lényegében a V'-beli cstcspontokkal rendelkezd teljes grafra vonatkozd
komplementer. (Az ilyen grafok az élek elnevezésétél eltekintve azonosak, azaz izomorfak.)
A 7.1.6 abran szaggatott vonal mutatja a komplementer grafot, ({e;,e,, e}, {vq1,v4,0,4})
feszitett, ({eq,eq}, {v1, vy, v,}) nem feszitett részgraf.

Ha G = (p, E,V) egy graf és E' C E, akkor a G-b8l az E’ élhalmaz torlésével kapott
grafon a G' = (¢|g g, ENE', V) részgrafot értjikk. Ha G = (p, E, V) egy graf és V' C V,
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7.1.6 aAbra: Komplementer graf.

akkor legyen E’ az Osszes olyan élek halmaza, amelyek illeszkednek valamely V’-beli
csucsra. A G-béla V' csiicshalmaz torlésével kapott grifon a G' = (¢|g g, ENE', V\V’)
részgrafot értjik.

— 7.1.16. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy minden 6 szégponti egyszer(i graf vagy
a komplementere tartalmaz 3 szogpontu teljes részgrafot.

— 7.1.17. Feladat [4]. Mely C,, grafok részgrafjai a Petersen-grafnak?

— 7.1.18. Feladat [6]. Hény olyan 3, 4, illetve 5 szogponti egyszer(i graf van, amely
izomorf a komplementerével?

7.1.19. Sétak, vonalak, utak és korok. Legyen G = (¢, E,V) egy graf. Egy G-beli
n hossza séta v-bél v'-be egy olyan
Vgs €15 V15 €9, Vg, .oy €y U

n—1>%n> Yn>

véges sorozat, amelyre e, a v;_; és v, csucsokra illeszkedd él, ha 1 < ¢ < n és v, = v,
v, = v'. (Egy séta nem részgraf, példaul egy él akarhdnyszor eléfordulhat benne, van
kezd&pontja és végpontja stb.) Ha v = v/, a sétdt zdrt sétdnak nevezzik, egyébként nyilt
sétanak. (Az Ut és az élsorozat elnevezés is elterjedt a séta helyett.) Ha a sétdban sze-
repl6 élek mind kiilonbozéek, akkor vonalnak nevezziik. Ha egy vonal zart séta, akkor
zdrt vonalnak nevezziik, egyébként nyilt vonalnak. Egy sétat dinak fogunk nevezni, ha a
Vgs Vqs - - -, U, cstcsok mind kiilonbozék. (Akik a sétat utnak nevezik, ilyenkor az egyszerd
4t kifejezést hasznaljak.) A nulla hosszi sétdk mind utak és egyetlen csicsbdl dllnak. Az
egy hosszi sétak utak, ha a benniik szerepl6 egyetlen él nem hurokél. Egy 1t nem tartal-
mazhat sem hurokélt, sem parhuzamos éleket, sem ugyanazt az élt kétszer. Specidlisan,
egy Ut mindig vonal. Egy legaldbb egy hosszi zart vonalat kdrnek neveziink, ha a kezdé-
és a végpont megegyeznek, de egyébként a vonal pontjai kiilonbozéek. Az egy hosszi ko-
rok egyetlen hurokélt tartalmaznak. A kettd hosszu korok két kiilonb6z6, de parhuzamos
élt tartalmaznak. Ha egy kor 3, 4, ... hosszi, akkor néha hdromszignek, négyszognek,

. nevezziuk. A graf két csicsdnak a tdvolsdgan az elsét a masodikkal Osszekoto sétak
hosszdnak minimumé&t értjiikk (ha nincs ilyen, akkor a tévolsdg 4+00). A graf dtmérdje a
csucspontok tavolsdgainak szuprémuma.
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7.1.7 abra: Vegyes példa.
A 7.1.7 dbran vs, eg, vg, €9, Vg, €19, Vg, €g, V3 zart séta, de nem 1t és nem vonal;
U1, €1, V3, €9, U3, €3, Uy, €4, Vs, €5, Vg, €6, U7, €7, U3, €3, Ug

vonal, de nem ut; vy, e;, vy, €9, v3 Ut is, vonal is; vs, €3, vy, €4, Vs, €5, Vg, €, VU7, €7, U3 KOT.

7.1.20. Allitas. Az el6z6 pont jeldléseivel, barmely G gréfban a kiilonb6zé v és v/
csticsokat Gsszekots sétabdl alkalmasan torolve e;,v; parokat, a v-t v’ vel dsszekots utat
kaphatunk.

Bizonyitas. Ha v; = v;, i < j, téroljiik az

€i+1>Vit15Ciy2) Vigas-- -1 €5, U5

részt, és ismételjiik ezt, amig minden csics kiillonb6z6 lesz. Mivel a séta hossza minden
lépésben csokken, az eljaras véges sok 1épésben véget ér. O

7.1.21. Allitas. Bérmely G grafban egy legalabb egy hosszisagt zart vonal véges sok
paronként éldiszjunkt kér egyesitése.

Bizonyitas. Ha nincs ismétlédé cstcs, kivéve, hogy az elsé és utolsé megegyezik, a
vonal mar kor, és készen vagyunk. Egyébként egy ismétlodo cstcs elsé eléfordulasatol a
masodikig haladva egy révidebb zart vonalat kapunk, és ezt kihagyva az eredeti vonalbdl
is egy rovidebb zart vonal marad. Ezek koziil azokkal, amelyek nem korok, megismételjiik
az eljarast. Minden lépésben, ha van még olyan zart vonal, amely nem koér, abbol két
rovidebb vonalat kapunk. Végiil csupa kor marad. O

— 7.1.22. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy tetsz6leges paratlan hosszisagu zart séta
tartalmaz kort. Igaz-e ez paros hosszusagura?

— 7.1.23. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha egy véges grafban minden csics
legaldbb masodfoki, akkor tartalmaz kort. Igaz-e ez végtelen grafra?

7.1.24. Osszefiiggdség. Egy grafot dsszefiiggének neveziink, ha barmely két csicsa
Osszekothetd sétaval. Ez nyilvan azzal ekvivalens, hogy barmely két csicsa Gsszekdthet6
uttal. Nyilvan egy adott graf cstcsaira az a relacid, hogy két cstcs Osszekothetd uttal,
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ekvivalenciarelaci6 a csicsok halmazéan, igy meghataroz egy osztalyozast. A csticsok egy
adott ilyen osztalya dltal meghatarozott telitett részgraf a graf egy komponense. Vegyiik
észre, hogy két kiillonb6z6 osztalyba tartozo csics nem lehet szomszédos, igy a graf minden
éle hozzatartozik egy komponenshez. Nyilvan egy graf akkor és csak akkor sszefiiggd, ha
minden cstics ugyanabba az osztalyba tartozik, azaz ha csak egyetlen komponense van.

— 7.1.25. Feladat [0]. Ha egy osszefiiggd grafbdl elhagyunk egy d foku csticsot,
legfeljebb hédny komponensre esik szét?

— 7.1.26. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha egy egyszerli graf nem osszefiiggd,
akkor a komplementere 6sszefiiggé.

7.1.27. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy ha az n csticst egyszer(i grafban a minim4lis
fokszdm nem kisebb, mint (n — 1)/2, akkor sszefliggd. Irhatjuk-e (n — 1)/2 helyett az
alsé egész részét?

7.1.28. Fak. Egy grafot fanak neveziink, ha sszefiigg6 és nincs kore.

7.1.29. Tétel. Egy G egyszerii grafra a kévetkezé feltételek ekvivalensek:
1) G fa;

2) G osszefiiggd, de barmely él térlésével a kapott részgraf mar nem dsszefiiggd;

(

(2)

(3) haw ésv a @G kiilénb6z4 csiicsai, akkor pontosan egy 1t van v-bdl v’-be;
(4)

4) G-nek nincs kére, de barmilyen uj él hozzavételével kapott graf mar tartalmaz kort.

Bizonyitas. Ha egy, mondjuk v,v” végponti élt torolve a graf osszefliggd marad-
na, akkor létezne Ut v-bdl v'-be, amit kiegészitve a torolt éllel, egy kort kapndnk, {gy
(1)-bdl kovetkezik (2). Ha most két kiilonbozd 1t lenne v-bél v'-be, akkor az egyiken
szerepld csucsokat v, vy, vy, . . .-vel, a masikban szereplket v, v1, v5, . . .-vel jelolve, legyen
k a legkisebb olyan index, amelyre v;, # v},. Torélve a v,_;, v, végpontu élt, a graf ossze-
fligg6 maradna, mivel barmely sétdban, amelyben ez az él szerepel, helyettesithetjiik a
Vp 1, Vs Vppiqs - -» 0 5o, Vg, 0y, csticsokon at haladd sétéval. Ezzel beldttuk, hogy (2)-
bél kovetkezik (3). Ha a grafban van egy v, v, ..., v kor, akkor nyilvan két ut vezet v-bol
v'-be, igy (3)-bol kovetkezik (1).

Végiil, ha a graf fa, akkor kormentes. Ha egy 1j hurokélt vesziink hozza, akkor mar
tartalmaz kort, ha pedig az 1j él végpontjai v # v’, akkor a v-bdl v'-be vezetd utat ezzel
kiegészitve, kort kapunk. Megforditva, ha (4) teljesiil, akkor azt kell megmutatni, hogy
barmely v # v’-re vezet séta v-bol v'-be. Vegylink hozzd egy 4j élt a grafhoz, amelynek
végpontjai v és v’. Az 1ij grafban van kor. Ebben az 1j él kell hogy szerepeljen. Torolve
a korbél az 1j élt, egy utat kapunk v-bdl v’-be. O

7.1.30. Tétel. Ha egy G véges grafban nincs kér, de van él, akkor van legalabb két
els6fokti cstcs.

Bizonyitas. A G-beli utak kozott van maximalis hossztusdgu. Vélasszunk egy ilyet,
ennek hossza legaldbb 1; vezessen v-bdl v'-be. Megmutatjuk, hogy v és v’ is elséfokiak.
Ha valamelyik nem lenne els6foki, akkor beléle még vezetne valahova él. Ha egy olyan
csucsba, amely nincs az adott Uton, akkor az Ut hossza nem lenne maximélis. Ha egy
olyan csucsba, amely az Uton van, akkor a grafban lenne kér. OJ
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7.1.31. Tétel. Egy G egyszerii véges, n > 0 csicsi grafra a kévetkezé feltételek
ekvivalensek:

(1) G fa;
(2) G-ben nincs kér és n — 1 éle van;
(3) G 0sszefiiggd és n — 1 éle van.

Bizonyitas. Ha n =1, az allitas trivialis. Tegyiik fel, hogy G fa, n > 1, és legyen v,,
egy olyan cstcsa G-nek, amelynek csak egy szomszédja van, v,,_,. Tordljik a v,, csticsot: a
maradék G’ gréf is fa, mivel G-ben barmely utnak v,, csak a kezdépontja vagy a végpontja
lehet. Igy n szerinti indukciéval kapjuk (1)-b8l (2)-t. Hasonléan kapjuk (2)-bél (3)-at: a
fenti jelolésekkel G Osszefiiggd, mivel v,,-bol vezet ut v,_;-be és (indukcidval) v,,_;-b6l
vezet it G’-ben minden mas csicsba. Végil tegyiik fel, hogy (3) teljesiil. Ha G-nek lenne
kore, akkor a kor barmely élét torolve, egy olyan grafot kapndnk, amely még mindig
Osszefiiggd. Folytassuk az élek torlését addig, amig végiil mar nem marad kor a grafban,
azaz fat kapunk. Ha k 1épést tettiink, akkor egy n csicsu fat kapunk n — k — 1 éllel. De
mivel (1)-b6l kovetkezik (2), csak k = 0 lehetséges. O

— 7.1.32. Feladat [0]. Adott n pont. Ketten felvéltva hiznak be éleket. Az veszit,
aki olyan élt rajzol be, amely utan lesz kor. Kinek van nyero stratégiaja?

— 7.1.33. Feladat [2]. Igazoljuk, hogy barmely legaldbb hirom cstcst faban van
elvagd cstcs.

7.1.34. Feladat [7]. Hény paraffin van 8 szénatommal?

* 7.1.35. Feladat: Cayley tétele [15]. Igazoljuk, hogy n > 1 csiiccsal n 2 fa van,
ha az élek elnevezésétdl eltekintiink.

7.1.36. Feszitofa. Egy G graf egy feszitéfaja egy olyan F részgrafja G-nek, amely fa
és a csticsainak halmaza megegyezik G cstcsainak halmazaval. (Persze, csak osszefiiggd
grafnak létezhet feszit6fdja.) Az 7.1.8 abrdn két izomorf, de nem azonos graf lathaté. Az
ey torlésével kapott részgraf feszitéfa a bal oldali grafban.

V1 €4 V4 V1 V4
€4 €2

€1 €3 €1 €3

U2 €9 U3 U2 U3

7.1.8 abra: Izomorf grafok.

7.1.37. Allitas. Minden ésszefiiggd véges grafnak létezik feszitéfdja.
A bizonyitas konstruktiv.

Bizonyitas. Amig van a grafban kor, hagyjuk el annak egyik élét. A maradék graf
Osszefiiggd marad. Véges sok l1épésben az eljards megakad: ekkor a kapott graf dsszefligg6d
és kormentes. [
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7.1.38. Allitas. Egy G = (¢, E, V) Gsszefiiggd véges grafban létezik legalibb f(E) —
B(V) + 1 kor, amelyek élhalmaza kiilonbézé.

Bizonyitas. Legyen F egy feszit6fdja G-nek. Ennek §(V) — 1 éle van. Legyen E’
a G azon éleinek halmaza, amelyek nem szerepelnek F-ben. Ha e € E’, akkor ezt az élt
hozzdadva F-hez, a kapott graf tartalmaz legalabb egy K, kort. Természetesen az eredeti
graf is tartalmazza K, -t. A kapott K, kor tartalmazza e-t, de ha e # ¢’ € E’, akkor K,
nem tartalmazza e-t, igy a K, e € E’ korok élhalmazai mind kiillénbozéek. O

7.1.39. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitasban szerepld K, kor élhalmazit az e € E’
él egyértelmiien meghatarozza. Ha ugyanis az F feszit6fahoz hozzdadva az e élt, a kapott
grafban két kiilonbo6z6 élhalmazi kor lenne, mivel mindkett6 tartalmazza e-t, az e egyik
végpontjatol a masikig két kiillonbo6zo6 tton is el lehetne jutni F-ben, igy F nem lenne fa.
Ezt a korrendszert az F feszit6fdhoz tartozéd alapkérrendszernek nevezziik. Lehet, hogy
a grafban mas élhalmazt korok is vannak, de megmutathatd, hogy egy alapkorrendszer
segitségével algoritmikusan megadhaté G valamennyi kore. A tételben szerepld szam csak
alsé korlat, hiszen példaul a tetraéder élgrafjaban tobb kor van, mint j(E) — (V) + 1.

7.1.40. Vagas. Legyen G = (o, E, V) egy graf. Ha v/, v” csticsok, V' C V, és minden
v’-b6l v”’-be vivé itban szerepel valamely v € V' cstcs, akkor azt mondjuk, hogy V’
elvdgja a v’ és v"/ cstcsokat. Ha E/ C E, és minden v'-bdl v//-be vivé ttban szerepel
valamely e € E’ él, akkor azt mondjuk, hogy E’ elvdgja a v’,v” csticsokat. Ha vannak
olyan csticsok, amelyeket az E’ élhalmaz elvig, akkor E’-t elvdgd halmaznak nevezziik. Ha
egy elvagd halmaznak nincs olyan valédi részhalmaza, amely ugyancsak elvagd halmaz,
akkor wvdgdsnak nevezziik. Az 7.1.1 abran szerepl grafban csak az tres halmaz vagas,
mert a graf nem Osszefliggd, de ha elhagyjuk a vy csicsot, akkor a visszamaradé grafban
{es}, {e,} illetve {ey,e5} a vigdsok.

7.1.41. Allitas. Egy G = (¢, E, V) 6sszefiiggd véges grafban létezik legalabb (V') —1
kiil6nbézé vagas.

Bizonyitas. Legyen Fegy feszitéfdja G-nek, az F éleinek halmaza legyen E’. Konst-
rudlunk E, (e € E) vagasokat gy, hogy E, tartalmazza az e € E’ élt, de semmilyen més
e/ € E’ élt nem tartalmaz. Az F \ E’ élhalmaz nem elvig6 halmaz, hiszen F osszefiiggd.
Az (E\ E’')U{e}, e € E’ halmazok viszont elvdgd halmazok. Tehat minden ilyen halmaz
tartalmaz legalabb egy vagést, legyen ez E,. Ez nyilvan tartalmazza az e élt, de mas
e’ € E’ élt nem tartalmaz. Egyébként az (E \ E’) U {e} élhalmaz pontosan egy vigast
tartalmaz, mivel e torlése E’-bdl két komponensre vagja a fat. A vdgdsban pontosan azok
az élek vannak, amelyeknek végpontjai kiilonb6z6 komponensekben vannak. ]

7.1.42. ErdS. Kormentes grafot erdének neveziink. Egy erdé komponensei nyilvan
fak, a fak pedig Osszefiiggd erdok. Egy graf olyan részgrafjat, amely a graf minden kom-
ponensébdl egy feszitofat tartalmaz, a graf feszitderdsjének neveziink. Egy véges erdd
éleinek szama nyilvan a csicsok szaméanak és a komponensek szdmanak kiilonbsége. A
nem Osszefiiggd grafoknal az erddk, illetve feszitéerd6k ugyanazt a szerepet toltik be,
mint az Osszefiiggd grafoknal a fak, illetve feszitofak.

— 7.1.43. Feladat [2]. Igazoljuk, hogy egy véges grafban a komponensek szdménak
és az élek szamanak Osszege nem kisebb, mint a csicsok szama.
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7.1.44. Euler-vonal. A legels6 grafelméleti problémaval Eulernél taldlkozunk: egy
folyon két sziget van, amelyeket hid kot Ossze. Az egyik szigetet két-két, a masikat egy-
egy hid koti 6ssze mindkét parttal. Be lehet-e jarni egy pontbdl indulva a hét hidat gy,
hogy mindegyiken pontosan egyszer haladunk 4t, és ugyanoda érkeziink vissza? (Lasd a
7.1.9 abrat.)

7.1.9 abra: Kénigsbergi hidak.

Altaldnosabban kérdezhetjitk, hogy egy véges grafban létezik-e olyan zart vonal,
amelyben minden él szerepel, illetve adott v,v” csticsokhoz a v-bél v'-be vezetd olyan
vonal, tigynevezett Euler-vonal, amelyben minden él szerepel. Ha v & v, akkor v minden
el6fordulasandal az Euler-vonalban két él szerepel, amely illeszkedik v-re, kivéve az elsét,
igy v paratlan foki. Hasonléan adédik, hogy v’ is paratlan foki, minden maés csiics pedig
paros fokid, és ha v = v’, akkor minden csics paros fokd. Ez az egyszer(i sziikséges
feltétel mutatja, hogy Euler probléméjara a valasz negativ. Masrészt ez a sziikséges feltétel
elégséges is, ha a (véges) graf osszefiiggd. A kovetkezd 4llitds egy dltaldnosabb kérdést is
megvalaszol.

7.1.45. Allitas. Egy osszefiiggd véges grafban pontosan akkor létezik zart Euler-
vonal, ha minden cstics paros foku. Ha véges Gsszefiiggl graf 2s paratlan foki csucsot
tartalmaz, ahol s € N, akkor a graf s darab paronként éldiszjunkt nyilt vonal egyesitése.

Bizonyitas. A bizonyitds konstruktiv. Elészor tegyiik fel, hogy s = 0. Induljunk
ki egy tetszOlegesen kivalasztott v csiicsbdl 4ll6, élt nem tartalmazoé zart vonalbél. Ha az
eddig kapott zart vonalban nem minden él szerepel, akkor az Osszefiiggdség miatt van a
vonalon olyan v’ cstics, amelyre illeszked élek koziil eddig nincs minden €l felhasznélva.
Induljunk el ebbdl a csicsbdl egy fel nem haszndlt élen, és haladjunk mindig fel nem
hasznalt éleken. Mivel minden csiicsra paros sok fel nem hasznalt €l illeszkedik, a tovabb-
haladds csak akkor nem lehetséges, ha visszaériink v'-be. Ha most az eredeti vonalon
elmegytink v-bél v’-be, az 1j vonalon kérbemegytink, majd az eredeti vonalon haladunk
tovabb, akkor az eredeti vonalnal hosszabb zart vonalat kapnunk.
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Az altaldnos (s tetszéleges) eset bizonyitdsahoz kossiik Gssze paronként a paratlan
foku csucsokat egy-egy 1j éllel. A kapott grafban van zart Euler-vonal. Ebbdl toérolve az
s 1j €élt, s nyilt vonalra esik szét. O

— 7.1.46. Feladat [0]. Van-e olyan egyszer(i graf, amelyben van zirt Euler-vonal,
paros szamu pontja és paratlan szamu éle van?

— 7.1.47. Feladat [1]. Igazoljuk, hogy barmely Osszefiiggd grafban van olyan séta,
amely a graf minden élét pontosan kétszer tartalmazza. Igaz-e, hogy ez zart séta?

7.1.48. Hamilton-it. Az FEuler-vonal 1étezéséhez hasonlénak t{inG, mégis sokkal ne-
hezebben megvalaszolhaté kérdés, van-e egy grafban olyan v-bél v’-be vezetd ut, amelyen
a graf minden pontja pontosan egyszer szerepel. Egy ilyen utat Hamilton-titnak neveziink.
Hamilton-kérnek egy olyan kort neveziink, amelyben a graf minden cstcsa szerepel. Nyil-
van a Hamilton-at vagy Hamilton-kor 1étezéséhez a grafnak végesnek és Osszefiiggének
kell lenni. Bar vannak tételek, amelyek azt mutatjak, hogy ha egy Osszefiiggd véges graf
minden pontja ,elég magas” foku, akkor 1étezik Hamilton-ut, illetve Hamilton-kér, nem
ismeriink igazan jé kritériumot Hamilton-1it, illetve Hamilton-kor l1étezésére. Az Osszes
lehet6ség kiprobalasanal nem ismeriink lényegesen gyorsabb algoritmust Hamilton-kor
keresésére, a lehetGségek szdma pedig nagyon gyorsan né a graf névelésével: ezt szok-
tuk ,kombinatorikus robbandsnak” nevezni. A 7.1.10 dbran egy olyan grafot lathatunk,
amelyben van zart Euler-vonal, de nincs Hamilton-kor.

U1 V4
€4 €2
e [
1 i 3
€5 €6
() U3

7.1.10 Abra: Példa.
— 7.1.49. Feladat [0]. Mutassuk meg, hogy ha egy péaros grafban van Hamilton-kor,
akkor a graf két pontosztalya egyforma elemszami.

— 7.1.50. Feladat [1]. Bejarhaté-e egy 9 x 9-es sakktdbla léugrassal gy, hogy a
kiindulasi mezére érjiink vissza?

7.1.51. Feladat [8]. Irjunk programot, amely megmutatja, hogy a 8 x 8-as sakktébla
l6ugrassal bejarhaté gy, hogy a kiinduldsi mezére érjiink vissza.

— 7.1.52. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy egy domindcsomaghdl kirakhatd kor.

— 7.1.53. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a Petersen-grafban nincs Hamilton-kor,
de a beldle egyetlen cstucs elhagyasaval kapott grafban mar van Hamilton-kor.

— 7.1.54. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha egy grafban van Hamilton-kor, akkor
akarhogy hagyunk el beléle egy élt vagy egy cstcsot, a maradék graf osszefiiggd.

7.1.55. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy ha egy grafban taldlhaté n € Nt csiics gy, hogy
ezek elhagyasaval a graf n 4+ 1 komponensre esik szét, akkor nincs Hamilton-kore.
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7.1.56. Feladat [5]. Legyen n € N*. frhatunk-e 0-kat és l-eket egy kér mellé gy,
hogy adott irdnyban kérbemenve minden lehetséges modon leolvasva az n egymads utdani
szamjegyet, minden n hosszii 0-1-sorozatot pontosan egyszer kapjunk meg? Ezekkel a
sorozatokkal kédolva a 0,1,...,2™ — 1 szdmokat, a kapott kodot Gray-kodnak nevezziik.

7.1.57. Feladat [10]. Irjunk programot az Gsszes n-csticsti paronként nem izomorf graf
meghatarozasara. Ezek kozott hany lesz 6sszefiiggd, kormentes, fa, regularis, hanyban lesz
Euler-vonal, zart Euler-vonal, Hamilton-t, Hamilton-kor?

* 7.1.58. Feladat: Dirac tétele [13]. Mutassuk meg, hogy ha egy n szégponti (n > 2)
egyszeril grafban minden cstcs foka legalabb n/2, akkor van Hamilton-kore.

x 7.1.59. Feladat [13]. Egy tdncmulatsigon azonos szdmu férfi és n6 van jelen. Mu-
tassuk meg, hogy ha minden né ismeri a férfiak tobb, mint felét, és minden férfi ismeri
a nék tobb, mint felét (az ismeretség szimmetrikus), akkor az egész tarsasdg kortancot
jarhat dgy, hogy férfiak és nok felvaltva vannak a koérben, és mindenki ismeri mindkét
szomszédjat. Fogalmazzuk meg az allitdsnak megfelel6 grafelméleti tételt.

7.1.60. Cimkézett és sulyozott grafok. Gyakorlati alkalmazasokban gyakran
tovabbi adatokat csatolunk a graf éleihez, illetve csicsaihoz. Ha adott egy G = (@, E, V)
graf, a C, és C, halmazok, az élcimkék, illetve csicscimkék halmaza, valamint a
ce: B — C, és ¢,:V — C, leképezések, az élcimkézés, illetve csiucscimkézés, akkor a
(p,E,V,c,,C.,c,,C,) hetest cimkézett grifnak nevezziik. Ha csak élcimkék és élcimké-
zés adott, akkor élcimkézett grdifrél, ha pedig csak csiicscimkék és csicscimkézés adott,
akkor cstcscimkézett grifrol beszéliink. Gyakran szinezett grdfrél beszéliink cimkézett
graf helyett. A cimkéket felhasznalhatjuk példaul arra, hogy az adott csicsra illeszkedd
éleket megszdmozzuk, rendezziik stb. Igen gyakori, hogy C, = R, illetve C, = R, ekkor
élstlyozasrél és élsulyozott grafrol, illetve csucssilyozdsrdl és csicssulyozott grafrol be-
szélunk, és a jelolésbdl C.-t, illetve C, -t elhagyjuk. Egy (¢, E, V, w) élstlyozott grafban
egy E' C E véges élhalmaz silya Zee o w(e). Hasonléan egy (i, E,V,w) csticssilyozott
grafban egy V' C V véges csicshalmaz silya zuev, w(v). Nagyon sok grafalgoritmus
stulyozott grafokkal foglalkozik. Grafalgoritmusokkal kapcsolatban lasd részletesebben
a Roényai-Ivanyos—Szabd [74] és a Cormen—Leiserson—Rivest [8] konyveket. Grafalgo-
ritmusok programozésdval Donald E. Knuth [46] kényvének késziilé negyedik kotete is
foglalkozik. Ennek elkésziilt részeit 1lasd Knuth honlapjin. Knuth ,, The Stanford Graph-
Base” cimii [47] konyve grafalgoritmusok C nyelvili programjainak gyakorlati példdkkal
boségesen illusztralt gytjteménye.

7.1.61. Mohoé algoritmus minimalis Osszsulya feszit6erdé konstrukcidjara.
Egy w élstilyozassal ellatott véges grafban az Osszes csticsot tartalmazo tires részgrafbol
indulva, és a mar kivalasztott részgrathoz, amig lehet, hozzavéve valamely minimalis silyt
olyan élt, amellyel a kivalasztott részgraf még nem tartalmaz koért, egy minimalis stlyt
feszitéerdoét kapunk.

Az algoritmus altaldban Kruskal algoritmusa néven ismeretes, bar Boruvka egy jéval
elébb felfedezett és a moraviai villamoshal6zat megtervezésére hasznélt altalanosabb, de
bonyolultabb algoritmusanak a specidlis esete. Felhasznalhaté rekordok csoportositasara,
ugynevezett klaszterezésre is, ha a rekordokat csicsoknak tekintjiik egy teljes grafban, a
rekordok , kiilonbo6zoségét” pedig az Oket Gsszekoto él sulyanak, és egy adott stlyhatar
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feletti éleket nem hasznalunk fel: a kapott feszitéerdoben a hasonlé adatok kertilnek egy
komponensbe.

Bizonyitas. Elég egy komponensre szoritkozni. Vilagos, hogy a kivalasztott élek
egy F feszit6fat adnak. Tegyiik fel, hogy a minimélis stlyt F” feszit6fa stilya kisebb, mint
F stlya; valasszunk olyan F’-t, amelynek a lehetd legtobb kozos éle van Frfel. Legyen e’
olyan éle F'-nek, amely nem éle Finek. Ha e’-t hozzdvessziik Fthez, keletkezik pontosan
egy K kor. A kor minden e élére w(e) < w(e’), mert ha valamelyikre w(e) > w(e’)
teljestilne, az algoritmus ezen e helyett e’-t vilasztotta volna Ftbe. Ha F’-bdl elhagyjuk
e’-t, a kapott graf nem osszefiiggd, hanem két komponense van. A K koron szerepld élek
egyike, €', osszekototte a két komponenst. Kell hogy legyen a koron legaldbb még egy
(nyilvdn nem F’-beli) él, amely osszekoti a két komponenst; jeloljik ezt e”’-vel. Az F’
grafbol elhagyva e’-t, és hozzavéve e’’/-t, a kapott F’/ graf is feszitéfa. Mar tudjuk, hogy
w(e’”) < w(e’). Ha w(e”’) < w(e’) lenne, akkor ebbdl az kovetkezne, hogy F’ silya
kisebb, mint F’ stlya, {gy F’ stlya nem minimélis. Ha w(e”) = w(e’) teljesiilne, akkor
F" is minimélis silyu feszit6fa lenne, de tobb kozos éle lenne F-el, mint F’-nek. Mindkét
eset ellentmondésra vezetett, igy belattuk, hogy az algoritmus j6l miikodik. O

A 7.1.11 4bra bal oldalan lathaté graf mutatja, hogy nem mindig tudunk a maradék
élek koziil minimalis silyu élt valasztani, kiilonben a harmadik ilyen él behtizasakor kort
kapnank.

U1 U1 2 Uy
99
| N\ 0 99
1
Vg 1 Y1 3 U3 V2 2 U3

7.1.11 abra: Amikor a mohé algoritmus nem miikodik.

7.1.62. Moho algoritmusok. Kruskal algoritmusa példa tgynevezett moho algorit-
musra: minden lépésben az adddo lehetdségek kozil az adott 1épésben legkedvezébbek
egyikét valasztjuk. A mohé algoritmusok nem mindig adjdk meg az optimumot. Még a
Hamilton-kor keresésénél is nehezebb probléma az utazo tigynok problémdja: véges, Ossze-
fiiggd, élstlyozott grafban a minimdlis 6sszsilyi Hamilton-kér megtaldlisa (egytttal azt
is eldontve, van-e Hamilton-kor). Nem meglep6 tehat, hogy az a mohé algoritmus, amely
a legkisebb sulytu élbol indulva, a kapott vonalat mindig valamelyik végén egy minimalis
sulyu éllel hosszabbitja meg, mar egy 4 cstcspontu teljes graftban sem feltétleniil talalja
meg a minimalis stlyt Hamilton-kort, ahogy az a 7.1.11 abran jobb oldalon lathaté.

7.1.63. Feladat: minimdlis &sszstlyu feszit6fa fanovesztéssel [10]. Mutassuk
meg, hogy egy véges Osszefiiggo élstulyozott grafban az egyik minimalis stlyud éllel, mint
egyélil faval indulva, ehhez minden 1épésben a fa cstuicsainak S halmazabdl kivezets E(S)
élek kozil az egyik minimélis sulytat hozzavéve, egy minimélis stulyd feszitéfat kapunk.
(Az algoritmust Prim algoritmusa néven szokés emlegetni, bar Jarnik mér jéval korabban
kozolte.)
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7.1.64. Feladat: piros-kék algoritmus [10]. Mutassuk meg, hogy egy véges dssze-
fliggd élsulyozott grafban, amelynek kezdetben minden éle szintelen, az alabbi két 1épés
tetsz6leges sorrendben vald ismétlése kékre szinezi egy minimalis feszit6fa éleit, a t&bbi
élt pedig pirosra:

(1) [Kék 1épés.] Egy @ # S C V halmazra, amelyben E(S) nem tartalmaz kék élt, az
egyik minimadlis stilyu E(S)-beli élt fessiik be kékre.

(2) [Piros 1épés.] Egy kérben, amelyben nincs piros él, az egyik maximélis silyu élt
fessiik be pirosra.

* 7.1.65. Feladat: a kinai postis-probléma [12]. Irjunk programot véges, dsszefiig-
g6, pozitiv valés sulyokkal élstlyozott grafban minimalis 6sszsilyt, minden élt legaldbb
egyszer tartalmazé zart séta megtalalasara.

x 7.1.66. Feladat: az utazé ligyndk probléméja [12]. Irjunk programot az utazé
igynok problémajanak megoldasara.

7.1.67. Tovabbi feladatok. [25]: IV.1.7-1V.1.28, IV.1.33-1V.1.44, IV.4.3-1V .4.13;
34]: 1.2.6-1.2.8, 1.3.14-1.3.28, 1.5.9-1.5.18, 1.6.8-1.6.15, 1.8.6, 1.10.8, 1.10.9, 1.10.11-
1.10.24, 2.1.8-2.1.11, 2.3.20-2.3.29, 8.1.1-8.1.3; [63]: 5§1, 5§2, 5§7, 5§12, 5§13; [64]:
7.1.1-7.1.7, 7.2.1-7.2.11, 7.3.1-7.3.15, 8.1.1-8.1.3, 8.2.1-8.2.3, 8.3.1, 8.3.2, 8.4.1-8.4.3,
8.5.1-8.5.13, 9.1.1, 9.1.2, 9.2.1-9.2.8; [83]: XV.7.5-XV.7.6, XV.7.9, XV.7.11-XV.7.12,
XV.7.14, XV.7.18.

7.2 Iranyitott grafok

7.2.1. Iranyitott grafok. Egy iranyitott grafon szemléletesen pontoknak egy hal-
mazat értjilk, amelyek koziil bizonyosakat iranyitott éleknek nevezett irdnyitott ivekkel
Osszekotiink. A pontos definicié megértéséhez gondoljunk arra, hogy hogyan dbrazolnank
egy irdnyitott grafot szamitégépben: egy irdnyitott grdf alatt egy G = (¢, E, V)hdrmast
értiink, ahol V a csucsok vagy szogpontok halmaza, E az élek halmaza, a 1 illeszkedési
leképezés pedig egy E-t V x V-be képez leképezés. Ha 1(e) = (v,v"), akkor azt mondjuk,
hogy v az e kezddpontja, v' pedig a végpontja.

Barmely G = (¢, E, V) irdnyitott grafbol kaphaté egy G = (¢, E, V) irdnyitatlan
graf gy, hogy az irdnyitast ,elfelejtjiik”, azaz ¥(e) = (v,v") esetén @(e)-t {v,v’ }-nek
definialva. Fontos, hogy mindazokat a fogalmakat, amelyeket iranyitatlan grafokra defi-
nialtunk — ideértve a cimkézést, stulyozast, stb. is — hasznalni fogjuk iranyitott grafok-
ra is; ilyenkor mindig a megfelel§ irdnyitatlan grafra gondolunk. Azt is mondjuk, hogy
G a G’ egy irdnyitdsa. Természetesen egy grafnak altaldban tobb irdnyitasa is van. A
G = (¢, E,V) irdnyitott graf megforditisén azt a G’ = (¢, E, V) irdnyitott grafot ért-
juk, amelyre ¥(e) = (v,v") esetén ¥’(e) = (v',v). (Természetesen hurokél megforditasa
sajat maga.)

Iranyitott grafokndl is gyakran szokas némileg pontatlanul az illeszkedési leképezést
elhagyni a jelolésbél és egy G = (E, V) irdnyitott grafrél beszélni.

Ha az e; # e, éleknek ugyanaz a kezdGpontja és a végpontja, akkor szigordan
parhuzamos élekrdl beszélink.

Ha G = (¢, E,V) egy irdnyitott graf, és S C V; akkor jelolje E*(S)azon élek hal-
mazat, amelyek kezd6pontja S-ben, végpontja pedig V' \ S-ben van, és jelolje E~(S)azon
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élek halmazat, amelyek végpontja S-ben, kezdépontja pedig V' \ S-ben van. Nyilvan E(S)
az E1(S) és E~(9) diszjunkt halmazok unidja és ET(S) = E-(V \ 5).

Ha egy cstics csak véges sok élnek kezdGpontja, akkor ezek szamat a cstics kifokanak
nevezziik. Hasonléan, ha egy cstcs csak véges sok élnek végpontja, akkor ezek szamat a
csucs befokanak nevezziik. Ha egy csics kifoka nulla, akkor nyeldnek, ha pedig befoka
nulla, akkor forrdsnak nevezziik. Egy v € V cstics kifokat rendszerint deg’ (v)-vel vagy
d* (v)-vel, befokét rendszerint deg™ (v)-vel vagy d~(v)-vel jeldljiik.

Ha G = (¢, E, V) egy véges irdnyitott graf, akkor nyilvan

D dt(v) =) d (v) =4(E),

veV veV

hiszen minden Gjabb él mindharom &sszeget eggyel noveli.

7.2.2. Példa. Legyen E egy V-beli binér relacié és legyen 1(e) = e, ha e € E, azaz egy
cstcsot egy masikkal pontosan akkor kdssiink 6ssze, ha az elso relaciéban all a masodikkal.
Ekkor (1, E, V) irdnyitott graf. Igy relacidk iranyitott grafokkal szemléltetheték. Ezt mar
hasznaltuk is a relaciéknal.

— 7.2.3. Feladat [0]. Igazoljuk, hogy minden olyan graf, amelyben van zirt Euler-
vonal, irdnyithat6 gy, hogy minden pont befoka egyenlé a kifokaval.

— 7.2.4. Feladat [4]. Jellemezziik véges halmazokon az ekvivalencia-relaciok grafjait.

— 7.2.5. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy barmely véges, hurokélmentes graf ira-
nyithaté gy, hogy a kapott graf nem tartalmaz irdnyitott kort.

7.2.6. Feladat [5]. Adott E és Vvéges halmazokra hny (p, E, V') egyszer(i irdnyitott
graf van?

7.2.7. Feladat [5]. Adott E és Vvéges halmazokra hany (¢, E, V) irdnyitott graf van?

7.2.8. Feladat [6]. Bizonyitsuk be, hogy egy teljes graf tetszoleges irdnyitdsandl van
olyan csiics, ahonnan minden mas csticsba vezet iranyitott tt.

7.2.9. Irdnyitott grafok izomorfidja. A G = (¢, E,V) és G' = (¢, E’, V') irdnyi-
tott grafok izomorfak, ha van olyan az E-t E’-re képezd kolcsonosen egyértelmi f és a
V-t V'-re képezd kolecsonosen egyértelmii g leképezés, hogy minden e € E-re egy v € V
pontosan akkor kezdépontja e-nek, ha g(v) kezd6pontja f(e)-nek, és pontosan akkor vég-
pontja e-nek, ha g(v) végpontja f(e)-nek, azaz az (f,g) par tartja a ,kezdSpontja” és a
,végpontja” relacidkat.

7.2.10. Példak. Hasonldéan, mint az irdnyitatlan grafoknal, az aldbbi példdk izomor-
fidt6l (tehdt a csiicsok és élek elnevezésétdl) eltekintve értenddk. Egy 6nirdnyftott ciklus
csucsai egy szabanyos n-sz0g csucsai, példaul az n-edik egységgyokok, és iranyitott él
megy minden egységgyokbél a kovetkezdbe (ciklikusan). A P, irdnyitott dsvény C, 41-b6l
valamelyik él torlésével adodik. Az §n irdnyitott csillagban egy szabanyos n-szog csicsai-
bél visz irdnyitott él a kozéppontba, példdul az n-edik egységgyokokbdl a nullaba. Adott
csucshalmaznal az iranyitott teljes grafban minden csticsb6l minden tole kiillonb6zé csics-
ba visz irdnyitott él. Az n-cstcsu irdnyitott teljes grafot I?njeléli; ez nem K, iranyitésa,
s6t nem is egyszeri graf, ha n > 1. Lasd a 7.2.1 abréat.
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7.2.1 abra: Nevezetes iranyitott grafok.

7.2.11. Véges grafok éllistas dbrazolasa. Legyen (v, E,V) egy irdnyitott graf. A
cstcsok beolvasdsakor minden csticsnak adunk egy sorszamot, és egy tdbldzatban (célsze-
rilen egy hashtdbldban) eltaroljuk ezt a sorszamozast. Minden csticshoz felépitjik azon
élek listdjat, amelyeknek ez a csics a kezddpontja: a 1 leképezés olvasasakor, ha az
(e, (v,v")) part olvassuk, akkor az (n,n’) part hozzaflizzik az n sorszamu csics listéja-
hoz, ahol n a v, az n’ pedig a v csiics sorszama. Egyéb jarulékos informécidkat, péld4ul
a csucsok illetve élek nevét, cimkéket, stb., is a cstcshoz, illetve az élhez flizhetiink. Sok
grafalgoritmus kényelmesen megvaldsithat az éllistas abrazolassal. Példaul a graf meg-
forditdsat ugy kaphatjuk, hogy az éllistakat végigolvasva felépitjiik a megforditas éllistas
abrazolasat.

Irdnyitatlan grafok éllistas abrazoldasanal minden élt mindegyik végpontjanak az
éllistajaba beirunk. Ez annak felel meg, hogy minden nem hurokélt egy oda-vissza men6
irdnyitott élparnak tekintiink. Szamos, irdnyitott grafokra kidolgozott algoritmus ezzel
az abrazolassal iranyitatlan grafokra is miikodik.
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7.2.12. Iranyitott részgraf. A G’ = (¢, E’,V’) irdnyitott grafot a G = (¢, E, V)
irdnyitott graf irdnyitott részgrdfjanak nevezzik, ha E/ C E, V' C Vés 1)’ C 1. Néha azt
mondjuk, hogy G a G’ irdnyitott szupergrdfja. Ha a G’ irdnyitott részgraf mindazokat az
éleket tartalmazza, amelyek kezd8pontjai és végpontjai is V’'-ben vannak, akkor G’-t a
V7 altal meghatdrozott feszitett irdnyitott részgrdfnak vagy telitett irdnyitott részgrdfnak
nevezzik. Ha G’ = (¢, E’, V') irdnyitott részgrafja a G = (¢, E, V) irdnyitott grafnak,
akkor a G’-nek G-re vonatkozé komplementerén a (| g, E\ E', V) grafot értjitk. Ha
nem mondjuk meg, hogy melyik grafra vonatkozé komplementerrdl van szé, akkor az
irdnyitott teljes grafra vonatkozé komplementerre gondolunk.

Ha G = (¢, E,V) egy irdnyitott graf és £’ C E, akkor a G-bdl az E’ élhalmaz
torlésével kapott iranyitott grifon a G" = (Y| g g, £\ E’, V) irdnyitott részgrafot értjiik.
Ha G = (¢, E, V) egy irdnyitott graf és V' C V, akkor legyen E’ az ésszes olyan élek
halmaza, amelyeknek kezd6pontja vagy végpontja valamely V’-beli cstics. A G-bdl a V'
csticshalmaz torlésével kapott irdnyitott grifon a G" = (Y| g g, E\ E', V\ V') részgrafot
értjuk.

7.2.13. Irdnyitott sétdk, vonalak, utak és korok. Legyen G = (¢, E,V) egy
irdnyitott graf. Egy G-beli n hosszt irdnyitott séta v-b6l v’-be egy olyan

Vs €1, V1,€2,V2; - -+, Up_1,Cpn, Up,

véges sorozat, amelyre e; kezdOpontja v, _; végpontja pedig v;, ha 1 < i < n, és v, =
v, v, = v’. Nyilvdn elegendd az élek sorozatdt megadni, mert azok meghatdrozzék a
csticsokat. Ha v = v/, az irdnyitott sétat zdrt irdnyitott sétdnak nevezzik, egyébként
séta nyilt irdnyitott sétanak. Ha az iranyitott sétaban szerepl6 élek mind kilonbo6zoek,
akkor irdnyitott vonalnak nevezzilkk. Ha egy irdnyitott vonal zart irdnyitott séta, akkor
zart irdanyitott vonalnak nevezziik, egyébként nyilt irdnyitott vonalnak. Egy iranyitott
sétat irdnyitott dtnak fogunk nevezni, ha a vy, vy, ..., v, cstcsok mind kiilonbozéek. Egy
legaldbb egy hosszu zart iranyitott vonalat irdnyitott kornek neveziink, ha a kezd6- és a
végpont megegyeznek, de egyébként az iranyitott vonal pontjai kiillonb6zbek.

Az, hogy v-bél vezet irdnyitott séta v'-be, nyilvan azzal ekvivalens, hogy v-b6l v’-be
vezet iranyitott it. Ez a relacié nyilvan tranzitiv. Ha a megfeleld szigoru relacié szigorian
antiszimmetrikus is — ami azzal ekvivalens, hogy nincs iranyitott kér — akkor részbenren-
dezés. Az alabbi algoritmus eldonti, hogy van-e iranyitott kor, és ha nincs, akkor ezt a
részbenrendezést kiterjeszti rendezéssé.

% 7.2.14. Topologikus rendezés. Az alabbi algoritmus egy graf véges iranyitott grafra

eldonti, hogy van-e benne iranyitott kor, és ha nincs, akkor megadja a csiicsok egy olyan

sorrendjét, hogy csak akkor megy él egy v csticsbdl egy v’ csticsba, ha ebben a sorrendben

v el6bb van, mint v’.

(1) [Inicializdlds.] Beolvassuk a grafot és felépitjiik az éllistds dbrazoldsat, egyuttal min-
den csticshoz meghatarozva a befokat is. A nulla befokiu csticsokat betessziik az
eredmény sorba. Legyen n a csiicsok szama, m az eredmény sorban 1évé csticsok
szama és i <+ 1 a kovetkez6 feldolgozandé csiics sorszama.

(2) [Vége?] Ha i > n, a sorrend az eredmény sorban. Egyébként, ha m < i < n, akkor
van iranyitott kor a maradék n — m-csucsu gratban. Mindkét esetben az algoritmus
véget ér.
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(3) [Eltér]ések. | Az eredmény sor i-edik elemébdl kiindulé éleket egyenként toroljiik, az
él végpontjanak befokat mindig eggyel csokkentve. Ha valamelyik végpont befoka
nulla lesz, akkor a sor végére tessziik, eggyel névelve m-et. Végiil legyen i < i + 1,
és menjiink (2)-re.

Bizonyitas. Ha egy cstcs bekerill az eredmény sorba, akkor mar minden olyan
cstcs, amelybdl hozza vezet él, a sorban van. Ha ¢ > m, de nem minden cstcs keriilt
be az eredmény sorba, akkor a maradék graf csicsain nem lehet részben rendezés az a
relacio, hogy vezet irdnyitott Ut az egyikbdl a masikba, mert nincs legkisebb elem, hiszen
az nulla befoki lenne. Igy a megfelel$ szigort relacié nem irreflexiv, tehat van irdnyitott
koér. O

7.2.15. Er6s Osszefiiggdség. Egy iranyitott grafot erdsen dsszefiiggének neveziink,
ha bérmely (v,v”) cstcspar esetén vezet irdnyitott it v-bél v'-be (és gy, v és v’ szerepét
megcserélve, v'-bol v-be is). Nyilvdn egy adott graf csticsaira az a reldcid, hogy az egyikbdl
a masikba és a masikbdl az egyikbe is vezet irdnyitott 1t, ekvivalenciarelacié a csicsok
halmazan, igy meghataroz egy osztdlyozast. A csticsok egy adott osztalya dltal meghaté-
rozott telitett irdnyitott részgraf az iranyitott graf egy erds komponense. Vegyik észre,
hogy — az irdnyitatlan grafokkal ellentétben — nem feltétleniil tartozik az iranyitott graf
minden éle valamely er0s komponenshez: lasd a 7.2.2 dbrat. Nyilvan egy irdnyitott graf
akkor és csak akkor erGsen Osszefiiggd, ha minden csics ugyanabba az osztalyba tartozik,
azaz ha csak egyetlen erés komponense van.

7.2.2 abra: Az er6s komponenshez.

7.2.16. Iranyitott fa. Az irdnyitott fa olyan iranyitott graf, amely fa, és van egy
csucsa, amelynek a befoka 0, az Osszes tobbi csics befoka 1. Azt a csiicsot, amelynek
befoka 0, gyokérnek nevezziik. (Vannak, akik az irdnyitott fat a megforditott irdnyitds-
sal értik: ilyenkor a gyokér kifoka 0, minden més csics kifoka 1.) Az tthossz szerinti
indukcidval addédik, hogy a gyokérbdl barmely adott csicsba vezetd egyetlen it egyben
irdnyitott Ut is; ennek hossza az adott csiics szintje. A cstcsok szintjeinek maximumaét
(amely véges irdnyitott fa esetén nyilvan létezik) a fa magassdgianak nevezziik. Ha van
olyan él, amelynek v a kezd8pontja, v" pedig a végpontja, akkor az mondjuk, hogy v" a v
gyereke, illetve hogy v a v" sziildje. Ha két csticsnak ugyanaz a sziil6je, akkor testvéreknek
nevezziik 6ket. Barmely v cstcsra tekinthetjik azon csicsok halmazat, amelyekhez ve-
zet irdnyitott Ut v-bol. Ezek a csticsok meghataroznak egy feszitett irdanyitott részgrafot,
amely nyilvan irdnyitott fa, és v a gyokere; ezt a v-ben gyokerezé iranyitott részfanak
nevezzik. Irdnyitott fanak azokat a csicsait, amelyek kifoka nulla, levélnek nevezziik.

Ha egy iranyitatlan faban kijeloliink egy cstcsot, akkor gyokeres farél beszélink.
Gyokeres fanak egy és csak egy olyan iranyitasa van, amellyel iranyitott fa lesz ugy, hogy
a kijelolt cstcs a gyokér: a kijelolt csiicsbodl egy masik adott csticsba vezet6 egyetlen 1t
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utolsé éle legyen az adott csicshoz tartozé egyetlen bemené él (a tobbi majd kimend él
lesz). Igy a gyokér kijelolése ekvivalens az irdnyitds megadéséval.

Egy g-ad rendd fa egy olyan élcimkézett iranyitott fa, amelyben minden él cimkéje
egy g-nal kisebb természetes szam, és minden cstcsra a kimend élek cimkéi kiilonboznek.
Legfontosabbak a méasodrendl vagy binaris fak: itt 0 vagy 1 helyett bal kimend élrol,
illetve jobb kimend é€lr6l, bal gyerekrél, illetve jobb gyerekrél, részfardl stb. beszélink.
Megjegyezziik, hogy két g-ad rendi fat akkor is kiillonbo6zonek tekintiink, ha csak a cim-
kézésben kiilonboznek, példaul, ha egy binaris fiban csak egyetlen él van, akkor sem
mindegy, hogy az bal vagy jobb él.

Az irdnyitott fakat gy szoktuk lerajzolni, hogy a gyokér van feliil. Ez nem felel meg
a széhasznalatnak, de megfelel a gondolkodasunknak: a sziil6 alatt vannak a gyerekei stb.

7.2.17. Koénig-lemma. Ha egy végtelen iranyitott faban minden csticsnak csak véges
sok gyereke van, akkor van olyan, a gydkérrel indulé vy, v;,v,, ... végtelen csiicssorozat,
amelyben v,, sziil6je v, -nek (n € N).

Bizonyitas. Indukciéval, v, -et valasszuk v,, gyerekei koziil olyannak, hogy a
v, 41-ben gyodkerezd irdnyitott részfa végtelen legyen.

x 7.2.18. Kupac. Legyen ¢ € N, ¢ > 2. Egy g-alapid kupac rendezett halmazbdl vett
elemeknek (legtobbszor rekordoknak) egy R, Rq,...,R,_; sorozata, amelyre teljesiil a
kupac tulajdonsdg: ha 0 < i < j < mnési = [(j—1)/q], akkor R, < R;. A kupac tgy
is felfoghatd, mint egy iranyitott fa ,szintenként sorfolytonosan dbrazolva”, amelyben az
R; csticsnak legfeljebb g gyereke van: az R; rekordok, ahol j = ¢i +1,qi +2,...,qi + ¢
és j < n; a kupac tulajdonsag azt jelenti, hogy a sziilé6 sohasem nagyobb, mint a gyereke.
Igy a kupacban az R, gyokérnél nincs kisebb rekord. Ezért alkalmas a kupac tigynevezett
elsdbbségi sorok kezelésére, amelyekben mindig a legkisebb elemre van sziikségiink, mint
feldolgozandéra.

Ha Ry, R, ..., R,_o mar kupac, és 0j rekordot akarunk a kupachoz adni, akkor azt a
sorozat végére tessziik, majd ha kisebb, mint a sziil6je, megcseréljiik vele, és ezt folytatjuk,
mig a kupac tulajdonsdg helyreall. Néha els6bbségi sorokndl egy rekord megvaltozik,
csokken: ekkor is a fent leirt 1épés ismétlésével allithatjuk helyre a kupac tulajdonsagot.

A legfontosabb kupac miivelet egy rekord . sillyesztése”. Fzt alkalmazzuk példdul,
ha egy R, rekord megvaltozik, nagyobb lesz: Tegyiik fel, hogy az R, rekord gyerekeihez
tartozo részfakra teljeslil a kupac tulajdonsdg, és azt akarjuk elérni, hogy az R,;-hez
tartozo részfdra is teljesiiljon. Legyen R; az R, gyerekei kozill a legkisebb. Ha ez nem
kisebb, mint R;, akkor készen vagyunk. Ha kisebb, akkor cseréljik meg R;-t és R-t: az
R; ,egy szinttel lestillyedt”. Folytassuk a siillyesztést az 1j R;-vel.

A siillyesztés segitségével konnyli az R, rekordot kicserélni egy 1j rekordra: R he-
lyére tesszitk az 4j rekordot, majd stllyesztjitkk. Hasonlbéan, ha az Ry, R,,..., R, ku-
pacbodl el akarjuk venni Rj-at, akkor R -et a helyére tessziik, majd ,siillyesztjiikk”. Ha
tetsz6leges masik rekordot akarunk elvenni, akkor gy tekintjiik, mintha lecsokkent vol-
na minden mas rekordndl kisebbre, igy R, helyére keriil, és igy mar el tudjuk venni. Egy
Ry, Ry,..., R, sorozatbdl ugy épithetiink kupacot, hogy az utolséval kezdve a rekor-
dokat sorra siillyesztjiik.

Leggyakrabban a ¢ = 2 esetet hasznaljuk, ekkor bindris kupacrdl beszélink. A ¢ >
2 esetnek csak akkor van jelentOsége, ha a rekordok gyakran csékkennek, mert minél
nagyobb ¢, annal kevesebb szint van, igy csokkenésnél a kupac-tulajdonsdg helyreallitasa
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annal olcsébb. Binaris kupacndl célszerii a sorozatot O helyett 1-tél indexelni, mert az
i =i+1,j =j+1 jelolésekkel az i = [ (j — 1)/q] Osszefiiggés megfelelSje az egyszeriibb
szerkezeti i/ =i+ 1=1+ |(j—1)/q] = |J'/2] Osszefiiggés. A 7.2.3 dbra a kupacépitést
mutatja binaris kupacra, egybetilis rekordokkal, a sorrend az &dbacé sorrend; a nyilak a
sziil6t és gyerekeit jelzik, amelyekkel éppen dolgozunk.

{ 1
buildingheap

SR
buildingheap

o
builainghedp

I H
buigainlhedp

H
buigainlhedp

Lo
baiguinlhedp

H
baigdinlheup

+
abigdinlheup

N
abigdinlheup
7.2.3 abra: Kupacépités.

x 7.2.19. Kupacrendezés. A kupacstruktira felhaszndlhaté rendezett halmazbol vett
rekordok egy sorozatanak a rendezésére. El6szor épitsiink bindris kupacot. Ezutan a legki-
sebb rekordot elvéve, csokkentsiik eggyel a kupac méretét, és tegyiik a legkisebb rekordot
a felszabadul6 helyre, a tobbi mogé. Ezt ismételve mindaddig, amig a kupac el nem fogy, a
kapott rekordsorozat monoton cstkkend. Ha monoton névekvé sorozatot akarunk, akkor
megforditjuk a rendezést.

A kupacrendezés felhasznalhaté kiils§ tarban térolt rekordsorozat (fajl) rendezésére
is. Az els6 fazisban feltoltjiik a bels6 tarat rekordokkal, ezekbdl bindris kupacot épitiink,
majd kivissziik a legkisebb rekordot, és beolvasunk egy 1j rekordot. Ha az 1ij rekord nem
kisebb, mint a kivitt rekord, akkor a kupacba keriil, ha kisebb, akkor a kupac mérete
eggyel csokken, és az 0j rekord a kupac mogé kertl. Amikor a kupac elfogyott, elkésziilt
egy rendezett részfajl, egy ,,menet”. A bent 1é6v6 rekordokbol kupacot épitve j menetet
kezdiink, egészen addig, amig a bemenet el nem fogy. Az a triikkk, hogy az éppen beolvasott
1j rekordot ha lehet, beépitjiik az aktudlis menetbe, atlagosan kétszer akkora meneteket
eredményez, mint az operativ tar.

A masodik fazis a menetek ,,0sszefésiilésével” noveli azok méretét. Jonéhany mene-
tet megnyitva (hogy mennyit, az az operécids rendszertdl fiigg), mindegyikbdl beolvassuk
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az els6 rekordot, és binaris kupacot épitiink. A legkisebb rekord kivitele utan ugyanab-
bol a menetbdl, amibdl ez szarmazott, beolvasunk a helyére egy masikat, mindaddig,
amig minden megnyitott menet elfogy. A menetek szamat — mindig a révidebb menetek
Osszefésiilésével — csokkentjiik: ha csak egy menet maradt, ez a rendezett kimenet.

Gyakran a rekordok nagyok, mozgatasuk idéigényes (esetleg bonyolult is, mert nem
egyforma hossziiak). Ekkor a kupacot csak a kulesaikbdl épitjiik, a kuleshoz hozzétéve a
rekord cimét, de lehet csak a cimekbdl épiteni a kupacot.

* 7.2.20. B-fa. Rekordok rendezett halmazbdl vett kulcsainak magneslemezen vald
térolasdra szolgalo struktura. Egy g-ad rendi B-favagy B,-fa egy adattabla rekordjainak
kulesaibdl épitett g-adrendii irdnyitott fa (¢ > 3), amelyben a gyokér és a levelek kivéte-
lével minden csticsnak legaldbb ¢/2 gyereke van, és a levelek mind ugyanazon a szinten
vannak. Ha egy csticsnak k + 1 gyereke van, akkor k kulcsot is tartalmaz, a kovetkezd
elrendezésben:

Py, K\,P,,Ky,...,P._q,K;, P;

itt K < Ky <...< K, kulcsok, P; pedig egy mutaté (pointer), azaz egy abszolut vagy
relativ cim, amely egy olyan részfara mutat, amelyben szerepld kulcsok szigordan K és
K, | kozé esnek. A levelekben nincs informacié, igy azokra mindre a NULL mutaté fog
mutatni. Ugyancsak NULL mutaté van a Py ,..., P,_; mutatok helyén is. Célszertien
minden csics egy szektort foglal el a lemezen, igy egyben olvashaté vagy irhaté. (A
oHkulcs” — ha nem az egész rekord — tartalmaz egy tovabbi mutatot is, amely a hozza
tartozé rekordra mutat.) Lasd a 7.2.4 abrat.

A keresés nyilvanvals. Uj kules besztirasshoz ,megkeressiik a helyét” a legalsé szin-
ten, és oda szurjuk be; probléma csak akkor van, ha az adott szektorban ez lenne a
g-adik kulcs. Ekkor a szektort ,kettévagjuk”, a ,kozéps6” kulcsot egy szinttel feljebb
szurjuk be, a maradékot pedig két szektorba tessziik, a , k6zéps6” kulcsnal kisebb kulcso-
kat az egyikbe, a nagyobbakat a masikba. A torlés sem sokkal bonyolultabb: csak arra
kell vigydznunk, hogy legaldbb ¢/2 mutat6é maradjon; ha ez nem teljesiilne, a szomszédos
testvérek valamelyikétol hozunk at, vagy ha lehet, 6sszevonunk egy szomszédos testvérrel.

x 7.2.21. Oszd meg és uralkodj. Az eléz8 két példa, a kupacrendezés és a B-fa
tipikus példa az ,o0szd meg és uralkodj” elv alkalmazasara: a feladatot kisebb részekre
bontjuk, majd még kisebbekre, stb., amelyek tigy épiilnek egymasra mint egy irdnyitott
fa szintjei.

7.2.22. Dijkstra médszere. A (¢, E, V,w) véges élsiilyozott irdnyitott grafrol tegyiik
fel, hogy az élsilyok pozitivak, s € V és T C V. Az alabbi algoritmus a csicshalmazon
értelmez egy d:V — R fiiggvényt, amely t € T esetén az adott s csiicsbél a t csticsba
vezet§ irdnyitott sétak silydnak minimuma (400, ha nincs ilyen séta):

(1) [Inicializélds.] Legyen S = (), H = {s} és d(s) = 0; minden mds v csticsra legyen
d(v) = +o00. (Az S halmaz a ,mar kész” csicsok halmaza, H pedig a ,,mar munkdba
vett” csicsok halmaza.)

(2) [Kész?] Ha'T C S, vagy H = 0, akkor az algoritmus véget ért.

(3) [S bévitése.] Legyen t € H egy olyan csics, amelyre d(t) minimalis. Tegyiik &t t-t
S-be, és minden e élre, amely t-b8l v € V' \ S-be vezet, ha d(t) + w(e) < d(v), akkor
legyen d(v) = d(t) + w(e), és ha v ¢ H, tegyiik 4t v-t H-ba. Menjiink (2)-re.
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7.2.4 abra: A t majd v besztrédsa egy B;-faba.

Bizonyitas. Az S elemszama szerinti indukciéval megmutatjuk, hogy minden ¢t € S-
re d(t) az s csticsbdl a t csicsba vezetd irdny{tott sétdk silydnak minimuma, ha pedig
v € H, akkor minden olyan s-bdl v-be vezet$ irdnyitott sétanak, amelynek minden csicsa
S-ben van, kivéve v-t, a silya legalabb d(v). Inicializalds utédn ezek nyilvinvaléak. Tegyiik
fel, hogy (3)-ban ¢t € H-t valasztottuk, és tekintsiink egy tetszdleges s-bél t-be vezetd
irdnyitott sétét. Legyen ennek stlya W. Belatjuk, hogy W > d(¢). Legyen t" a séta els§
olyan csticsa, amely nincs S-ben. A séta s-bdl t’'-ig viv6 részének W’ stlydra W’ < W, az
indukcids feltevés méasodik része szerint W’ > d(t’), és mivel t-t vélasztottuk, d(t) < d(t'),
igy W > d(t), amivel az indukciés feltevés elsé részét belattuk. Miutdn (3)-ban a d(v)
értékeket megvaltoztattuk, ha egy séta s-bdl v-be visz, és csak az utolsd csticsa nincs
S-ben, legyen t’ az utolsé el6tti csiicsa, e pedig az utolsé éle. Mivel ¢ € S, az s-t6l
t’-ig vezetd részséta sulya legaldbb d(t'), igy a teljes séta stlya legaldbb d(t") + w(e),
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és amikor t'-t bevettiik S-be, legfeljebb ennyire allitottuk d(v) értékét, azdta pedig csak
csokkenhetett. O

7.2.23. Megjegyzés. Az el6z0 algoritmus konnyen médosithaté igy, hogy megkapjunk
egy, az s-b6l t-be vezetd minimélis 6sszstilyd sétédt is: amikor d(v) értékét csokkentjiik, je-
gyezziik fel a v csticshoz az e élt, feliilirva az el6z6 feljegyzést, ha volt olyan. A feljegyzések
segitségével visszafelé kovethetiink egy minimalis Osszsulyu irdanyitott sétat. Ha minden
ilyen sétara sziikségiink van, akkor minden v csticsnal éleknek egy listajat kell nyilvantar-
tanunk: amig v ¢ H, a lista iires, egyébként, ha a (3) 1épésben d(t) + w(e) = d(v), akkor
e-vel bévitjiikk a listat, ha pedig d(t) + w(e) < d(v), akkor toroljik, és beletessziik e-t.
Természetesen minden ilyen irdnyitott séta iranyitott Ut is, mert az élek stulya pozitiv.

7.2.24. Dinamikus programozas. Néha olyan feladattal talalkozunk, amely szamos
hasonld, ,,egymést atfedd” részfeladatra vezet. Ilyenkor célszertibb lehet az Gsszes részfe-
ladatot megoldani. Példaul ha — az el6z6 pont jeloléseivel — csak a rogzitett s-bdl adott
t-be vezet6 minimélis 6sszstlyt séta silya érdekel benniinket, akkor is célszertibb — mint
azt Dijkstra algoritmusaban tessziik — minden csticsra elkezdeni megoldani a feladatot.
Ezt a megoldasi modszert nevezik dinamikus programozdsnak.

x 7.2.25. Feladat [7]. Bindris kupac és éllistds dbrazolds segitségével irjunk hatékony
programot Dijsktra médszerére.

% 7.2.26. Feladat [5]. Miért nem mikédik Dijsktra mddszere, ha valamelyik él stlya
negativ?

x 7.2.27. Feladat [7]. Miikodik-e Dijsktra médszere, ha minden él stilya nemnegativ?

x 7.2.28. Feladat [12]. Keressiink olyan algoritmust, amely egy tetszéleges élstlyozott
irdnyitott grafban megkeresi az s csticsbdl a t csticsba vezetd legkisebb sulyt utat.

x 7.2.29. Szélességi bejaras. Dijkstra mddszere arra is felhasznalhato, hogy egy vég-
es iranyitott grafban keressiink egy irdnyitott fakbdl all6 ,irdanyitott erdot”, amelyben
minden irdnyitott faban a gyokérbdl az eredeti grafban az adott csiicsba vezet6 legrovi-
debb iranyitott Ut szerepel: Minden él silya legyen 1. Valasztva egy tetszOleges csucsot,
alkalmazzuk Dijkstra moédszerét. Ha maradt még cstcs, a maradék cstcsokra ujra alkal-
mazzuk a moédszert stb. A mddszer a grafot Ugy jarja be, hogy a gyokérbdl el6szor a
szomszédos csticsokat éri el, majd az azokkal szomszédos cstiicsokat stb.; ezért nevezziik
szélességi bejdrdasnak.

Eszrevehetjiik, hogy most a Dijkstra médszerénél szerepld H halmazban 1év6 csi-
csok stilya mindig legfeljebb kétféle lehet, a cstcsok sulya soha nem csokken, és a H-ba
tjonnan bekeriild cstucsok stilya a nagyobbik stly. Ez azt jelenti, hogy a H halmaz elemeit
tarthatjuk egy sorban, amelynek a végére tessziik az 1j belépbket, és az elejérdl léptetiink
at az S halmazba.

Azt is észrevehetjiik, hogy ha irdnyitatlan graf éllistas dbrazolasdra alkalmazzuk a
modszert, az eredeti graf egy fesziterdd]feszitéerdejét kapjuk.

x 7.2.30. Mélységi bejaras. A szélességi bejarast médositsuk gy, hogy amikor ki-
vesziink egy cstucsot a H sorbdl, a szomszédait betessziik a sorba, de az ijonnan belépd
cstcsokat nem a sor végére tessziik, hanem az elejére (a mér a sorban lévéket dtugorjuk).
Itt tehat a gyokér egy szomszédjabol annak egy szomszédjaba megytink stb., csak ha mar
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nem tudunk tovabb haladni ,,mélységben”, akkor 1épilink vissza; innen ered a mélységi be-
jards elnevezés. A csucsok itt nem sulyt kapnak, hanem két sorszamot. Az els6 a bejdrdsi
szam, ez azt mondja meg, hogy az adott cstics hanyadikként kertilt be a H halmazba, a
masodik a befejezési szdm, ez azt mondja meg, hogy az adott cstics hanyadikként keriilt
at az S halmazba. (Induldskor minden csicsnak mindkét szamét nulldra allitjuk.) A beja-
rasi és befejezési szamok egyrészt mutatjik, hogy egy cstcs melyik halmazban van (attol
fiigg, hogy a szdm még nulla, vagy mar nem nulla), masrész mds algoritmusok hasznaljak
Oket; lasd a feladatokat.

x 7.2.31. Feladat: Warshall-Floyd-algoritmus [10]. Igazoljuk, hogy egy véges él-
sulyozott (¢, E,V,w) grafra, amelynek csucsai {1,2,...,n}, és nem tartalmaz negativ
Osszstlyt irdnyitott kort (tehat gyengébb feltételek mellett, mint Dijkstra algoritmusé-
ban), a (ci’j)n matrixszal indulva, amelyben ¢, ; értéke az i kezdépontt, j végponti

i=1,_

j=1
élek stlyanak minimuma, és +oo, ha nincs ilyen él, az ésszes (i,75,k) € {1,...,n}> hér-
masra lexikografikus sorrendben végrehajtva a c; ; < min{c; ;, ¢; , +¢; ;} értékadast, c; ;
az i-bol j-be vezetd minimalis Osszsulyu Ut silya lesz.

* 7.2.32. Feladat [5]. Mddositsuk az el8zé algoritmust igy, hogy a minimdlis 6sszstlyt
utakat is feljegyezze.

x 7.2.33. Feladat: er6s komponensek meghatirozasa [10]. Igazoljuk, hogy egy
irdnyitott grafot bejarva mélységi bejarassal, majd a megforditasat Gjra bejarva mélységi
bejarassal, de mindig azt a cstcsot valasztva 1j gyokérnek, amelyik a legnagyobb befejezési
szamot kapta az els6 bejarasnal, a kapott fak az erés komponensek.

% 7.2.34. PERT. Egy nagy feladat (példaul egy nagy épitkezés) részekre bontdsanak
és a részfeladatok titemezésének moddszere a PERT (Program Evaluation and Review
Technique). A részfeladatok egy irdnyitott graf éleinek felelnek meg, amelyek stlya a
részfeladat elvégzésének ideje. A cstcsok allapotoknak felelnek meg: a csicsba befutd
éleknek megfeleld részmunkaknak be kell fejezOdnie, mielétt a csticsbdl kifutd éleknek
megfelel6 részmunkdk megkezdédhetnek. Az egész munkafolyamat az s start allapotbol
indul, és a t terminal allapotban fejez6dik be. A graf nem tartalmazhat irdnyitott kort,
s befoka és t kifoka nulla, és minden v csics rajta van valamely s-bol t-be vezeto ira-
nyitott iton. A minimdlis befejezési idétartamot a maximalis Osszstulyd s-bél t-be vezeto
irdnyitott Ut osszstlya adja. Ezt az utat (vagy az ilyen utakat) kritikus dtnak nevezziik,
a kritikus utakon fekvo csicsok illetve élek pedig a kritikus csiicsok, illetve kritikus élek:
ezek késlekedése az egész munka befejezésének késlekedését jelenti, ezek gyorsitasa pedig
gyorsithatja az egész munkat. Bar a hasonl6 feladatok altaldban nehezek, de most segit
az, hogy a graf nem tartalmaz irdnyitott kort. Az egyes csiicsok elérésének legkorabbi
id6pontjai meghatarozhatdk, ha a csiicsokat megszamozzuk egy topologikus rendezésnek
megfelel§ sorrendben. Legyen d(s) =d(1) =0ési=2,3,...,nre legyen

d(i) = min{d(j) + w(e):e € E*(i),¢(e) = (j,1)}.
A d(n) maximélis érték adja a legkordbbi befejezés idejét. Ugyanigy, mint Dijkstra méd-
szerénél, nyomonkdévethetjiik a kritikus utakat is.

x 7.2.35. Feladat [5]. Modositsuk a PERT-nél tanult algoritmust tgy, hogy az az
s-bél kiindulé minimalis 6sszsulyt utakat taldlja meg tetszéleges iranyitott kort nem
tartalmazé élstulyozott grafban.
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* 7.2.36. Folyamprobléma. Egy G = (¢, E, V) véges irdnyitott grafot két kijelolt
pontjaval, az s forrdssal (source) és a t céllal (terminal), s # ¢, valamint egy ¢: E —
RT élstlyozdssal hdlézatnak neveziink. A c fiiggvény jelentése az egyes élek szallitdsi
kapacitdsa (idGegység alatt).

Egy halozatot egy ujabb f: E — R élstulyozassal folyamnak neveziink, ha minden
s # v # t pont esetén teljesil az Zeey ) fle) = ZeeEf(”) f(e) megmaraddsi feltétel
és tetszOleges e él esetén teljesil a 0 < f(e) < c(e) kapacitdsfeltétel. Az f figgvény
jelentése az egyes éleken (idéegység alatt) atszéllitott mennyiség. A folyam értéke ||f| =
ZeeEf(t) fle) — 266E+<t) f(e), a t-be (idéegység alatt) beérkezd mennyiség, az esetleg
onnan kimené mennyiséget negativ elGjellel véve figyelembe. TetszOleges halozat esetén az
azonosan nulla f egy folyam. Célunk maximalis értékii folyam keresése. Ha egy folyamban
egy élre f(e) = c(e), akkor az élt telitett élnek nevezziik. Ha egy folyamban minden s-
bdl t-be vezetd iranyitott tton van telitett él, akkor azt mondjuk, hogy a folyam blokkolo
folyam. Az 7.2.5 dbrén balra fenn egy példat lathatunk blokkolé folyamra, amely azonban
nem maximalis folyam; az élek mellé a kapacitds és a folyamérték van irva. A maximalis
folyam megkereséséhez sziikségiink lesz egy ujabb fogalomra.

Ha (G, s,t,c, f) egy folyam, ahol G = (¢, E, V), definidljuk a folyamhoz tartozé ja-
vit6 hdldzatot: a csticsok halmaza ugyancsak V, és minden e € F-hez az 1j G ; grafban két
él tartozhat: ha f(e) < c(e), azaz ha van még kihaszndlatlan kapacitds, akkor a G ~ben
szerepel egy e™ él, amelyek kezd8pontja és végpontja ugyanaz, mint e-nek, de kapacitdsa
cp(e’) = c(e) — f(e), ha pedig f(e) > 0, azaz mar hasznéltunk fel a kapacitdshol, ak-
kor szerepel egy e~ él, amelynek kezd6pontja e végpontja, végpontja e kezdSpontja, és
cp(e”) = f(e). Vegyiik észre, hogy ha a javité hdlézaton van egy pozitiv értékii g: £, — R
folyam, akkor h(e) = f(e)+g(e*)—g(e™) egy olyan folyam a (G, s, t, ¢) halézaton, amely-
nek értéke nyilvan |kl = | fll+ gl > [If]. Javité folyamot méar akkor tudunk konstrudlni,
ha taldlunk egy javité utat, ami egyszerlien egy irdnyitott it G r-ben s-bél t-be: legyen
az irdnyitott it minden e* élére g(e*) = ¢, ahol ¢ > 0 a c(e*) > 0 értékek minimuma az
titban szerepld e* élekre, minden mas e* € E-re pedig legyen g(e*) = 0.

A kovetkez6 lemma mutatja, hogy a folyam értéke E(S) alaki elviagd élhalmazok
segitségével is szamolhatd, és ezek segitségével a folyam értékére konnyen kiszamolhato
felsé becslést kaphatunk. A kovetkezd tétel pedig azt mutatja, hogy ez a fels6 becslés éles.

x 7.2.37. Lemma. Az el6z6 definicié jeléléseivel, minden folyamra és minden S C V
halmazra, amelyre s € S ést ¢ S, teljesiil, hogy || f| = ZeeE+(S) fle) — ZeEE*(S) f(e), és
igy | fl < e(E*(S)).

Bizonyitds. Az egyenldség a definiciobol kovetkezik, ha S = V' \ {¢t}, és ha teljesiil

S U {v}-re valamely v # s-re, akkor S-re is, mert v eltdvolitdsakor a kiilonbség egyik
tagja Ze€E+<v) f(e)-vel, a masik tagja pedig ZeeE ) f(e)-vel csokken, de a megmaraddsi

feltétel szerint a két mennyiség ugyanaz. Az egyenloségbdl a felsé becslés nyilvanvald:
Ifl=">_ fe Z f < > f ) <c(BH(S)). O
ecE*(S) ecE~ eEEJr

* 7.2.38. Ford—Fulkerson-tétel (maximélis folyam, minima4lis vigas tétel). Az
el6z6 definicié jeloléseivel az alabbiak ekvivalensek:

(1) f maximélis értékii folyam;
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(2) f-hez nem létezik javité ut;
(3) létezik olyan S C V ,minimdlis vagéds”, amelyre s € S, t ¢ S, és c(E™(S)) = ||f|.

Bizonyitis. Az nyilvinvald, hogy (1)-bél kovetkezik (2). Ha (2) teljesiil, akkor le-
gyen S azon pontok halmaza, amelyek s-bol irdnyitott tton elérheték G ~ben. Nyilvan
s € S, és mivel nincs javité ut, t ¢ S. Minden e € E*(S)-re f(e) = c(e) és minden
e € E7(S)-re f(e) = 0, hiszen egyébként V' \ S valamely pontja is elérhetd lenne G ~ben
irdnyitott dton. Ekkor viszont az el6z6 lemmébdl || f|| < ¢(ET(S)). Végiil az eléz6 lemma
szerint barmely folyam értéke legfeljebb ¢(E*(S)) lehet, igy ha (3) teljesiil, akkor |f]
maximalis. O

x 7.2.39. Edmonds—Karp-heurisztika. Az el6z6 tétel alapjan még nem vilagos,
hogyan érdemes a javité utakat valasztani, s6t, még azt sem lattuk be, hogy létezik
maximalis folyam. Az is eléfordulhat, hogy , gondatlanul” vilasztva a javité utakat, a
novekvo folyamérték konvergal egy értékhez, de ez kisebb, mint a maximalis folyam értéke.
Az Edmonds—Karp-heurisztika abban all, hogy mindig a legkevesebb élbol 4116 javit6 utak
koziil valasztunk. Megmutathaté, hogy ekkor a javité utak élszdmai monoton novekedd
sorozatot alkotnak, és egy élszdm legfeljebb §(E)-szer fordulhat el6. Mivel a javité tt
élszdma maximum [(V') — 1 lehet, az eljards véges sok lépésben véget ér.

x 7.2.40. Dinic médszere. Az el6z6 pontban leirtndl is jobb taktika egy 1épésben
nem csak javité utat, hanem blokkold folyamot keresni a javité halézatban, pontosabban
egy részében, mert ekkor f(V') — 1 1épésben célhoz ériink. Nevezziik egy v csics szintjének
a javité halézatban az s-bdl a v csiicsba vezetd legrovidebb Ut élszaméat. A szintek az
s-bol kiindulé szélességi bejarassal konnyen meghatarozhaték. Ha ¢t-be nem vezet a javito
halézatban irdnyitott ut, akkor a Ford—Fulkerson-tétel szerint készen vagyunk, mert nincs
javito ut. Egyébként legyen ¢ szintje k. Dobjunk ki a javitd halézatbol minden olyan élt,
amely nem ,el6re megy”, azaz amely nem egy magasabb (nyilvin csak eggyel magasabb)
szinten 1év§ cstcsba visz. A megmaradd H halézat nem tartalmazhat iranyitott kort. Ha
ebben a halézatban sikeriil egy g blokkol6 folyamot talalni, akkor azt — a kordbbi érte-
lemben — hozzaadva f-hez, az ,,f 4+ g”-hez tartozé javité halézatban mar k-nal magasabb
szinten lesz a t, mert minden s-bdl t-be vezetd G-beli k hosszusagu uton legalabb egy
él telitetté valik, igy nem fog szerepelni a javité halézatban; keletkeznek ugyan 1j élek,
de ezek mind visszafelé, alacsonyabb szinten 1év6 csiicsokba visznek. Mivel ¢ legfeljebb a
B(V) — 1l-edik szinten lehet, véges sok 1épésben véget ér az eljards, egyuttal azt is bizo-
nyitva, hogy van maximalis folyam. Az algoritmus miikodését a 7.2.5 abran kévethetjiik
nyomon. Maradhatnak esetleg parhuzamos éleken val6é oda-vissza szallitasok, de ezeket
mar kénnyl megsziintetni.

A H hélbzatban az azonosan nulla g folyambodl kiindulva a kovetkezd harom 1épés
felhasznaldsaval kerestink blokkol6 folyamot:

(1) ,Nyomulds”: Célja, hogy H-ban egy s-bdl t-be vezetd irdnyitott utat épitsiink
mélységi bejarassal. Az aktudlis ut utolsdé pontjabdl kimend valamelyik élen tovabb ha-
ladunk egy még be nem jart pontba, addig, amig t-be nem ériink, vagy el nem akadunk.
Ha mér el sem tudunk indulni s-bél, akkor készen vagyunk.

(2) ,,Novelés”: Ha t-be értiink, akkor taldltunk egy novels utat. A g javité folyamot
az Ut mentén megndéveljiik a noveld Ut legkisebb kapacitast élének kapacitdsaval, az Ut
mentén a kapacitdsokat ugyanennyivel csokkentjik, és a telitetté valt éleket toroljik,
majd a megmaradt utdarab végétdl a ,nyomulassal” folytatjuk.
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7.2.5 abra: Dinic médszere: folyamok és javité hélézatok.

(3) ,Takaritds”: erre akkor keriil sor, ha a ,nyomulds” egy v csticsnél elakadt. Ek-
kor toroljik a v-be mené éleket, eggyel visszalépiink a mélységi bejarasban, és onnan
prébalkozunk a ,nyomulassal”.

A blokkol6 folyam keresése véget ér, mert minden ,,névelés”, illetve ,takaritas” elfo-
gyaszt legalabb egy élt, igy ezek szama Osszesen legfeljebb H éleinek szama lehet. Ugyan-
ennyi lehet a ,nyomuldsok” szama is, mert mindegyik utdn vagy ,novelés” vagy ,takari-
tas” kovetkezik. Nyilvanvald, hogy az algoritmus egy g blokkol6 folyamot talal H-ban.

*x 7.2.41. Feladat [7]. Tekintsiik a folyamprobléma azon altaldnositdsdt, amelyben
tobb forrds van és tobb cél, és az Osszes szallitast akarjuk maximalizalni. Vezessiik vissza
a probléma ezen altaldnositdasat az eredeti problémara.
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x 7.2.42. Feladat [8]. Tegyiik fel, hogy a folyamproblémdban a kapacitdsok egészek.
Mutassuk meg, hogy létezik csak egész értékeket felvevé maximalis folyam.

x 7.2.43. Feladat: altalanositott folyamprobléma [9]. Altaldnositsuk a folyamok
elméletét arra az esetre, amelyben minden csiicsnak is van (pozitiv valés) kapacitdsa.

% 7.2.44. Feladat: Menger tétele elvag6 élhalmazra [7]. Bizonyitsuk be, hogy
egy G véges grafban az s # t cstcsokat elvagd élhalmazok elemszdmanak minimuma
megegyezik az s-bdl t-be vezet6 éldiszjunkt utak maximélis szaméaval.

* 7.2.45. Feladat: Menger tétele elviago csticshalmazra [7]. Bizonyitsuk be, hogy
egy G véges grafban az s # t cstcsokat elvagd csucshalmazok elemszamanak minimuma
megegyezik az s-bdl t-be vezet6 csiicsdiszjunkt utak maximalis szamaval.

x 7.2.46. Feladat: K&nig tétele [9]. Egy graf lefogd csicshalmaza egy olyan csics-
halmaz, amelyben minden élnek van végpontja. Egy graf egy pdrositdsa egy paronként
nem szomszédos élekbdl all6 élhalmaz. Bizonyitsuk be, hogy egy véges paros grafban
a parositasok élhalmazainak maximalis elemszdma megegyezik a lefogd csicshalmazok
elemszaméanak minimuma&val.

°x 7.2.47. Grafok rajzolhatésdga. Legyen X C R". Egy X-beli giorbe egy, a [0,1]
valds intervallumot X-be képezé ~ folytonos fliggvény. Azt mondjuk, hogy v(0) a gorbe
kezdépontja, v(1) pedig a gorbe végpontja. Ha legfeljebb a kezdSpont és a végpont egyez-
nek meg, akkor azt mondjuk, hogy 7 egyszerii gorbe. Egy G = (¢, E, V) irdnyitott graf
egy X-beli lerajzoldsén azt értjik, hogy a graf cstcsaihoz X kiilonb6z6 pontjait, éleihez
pedig X-beli egyszeri gérbéket rendeliink, amelyek egymadst nem metszik; pontosan fo-
galmazva, a G graf X-beli lerajzolasan egy (f,g) fliggvénypért értiink, ahol f:V — X
kolcsonosen egyértelmi, g pedig minden e € E-hez egy olyan X-beli g, egyszerti gérbét
rendel, amelynek kezd6pontja e kezd6pontjanak f altali képe, végpontja e végpontjanak
[ altali képe, és a g.(]0,1[), e € E halmazok egymadstdl és rng(f)-tél diszjunktak. Egy
irdnyitatlan graf egy X-beli lerajzoldsan barmelyik irdnyitasanak az X-beli lerajzoldsat
értjitkk. Ha a G (irdnyitott vagy irdnyitatlan) grafnak létezik egy X C R™-beli lerajzo-
lasa, akkor azt mondjuk, hogy G az X-be rajzolhatd. (Az X-be rajzolhatdsigot nyilvin
altaldnosithatjuk arra az esetre, amikor X tetsz6leges metrikus tér.)

Nyilvanvalé, hogy nem minden graf rajzolhaté, mert példaul lehet, hogy olyan sok
csucs van, hogy eleve nem létezik f:V — X kolcsonosen egyértelmi leképezés. Ezért csak
véges grafokkal foglalkozunk. Bar a rajzolhatésagra vonatkozo allitasaink kénnyen atvi-
hetoek tetszoleges véges grafokra is, csak egyszerii véges grafokra fogalmazzuk meg Sket.
Csak a sikba, gombfeliiletre és a (hdrom dimenziés) térbe rajzolhatésiggal foglalkozunk.

°x 7.2.48. Allitas. Tetszbleges véges egyszerti graf R3-ba rajzolhaté.

Bizonyitas. Ha legfeljebb harom cstcs van, az allitds nyilvanvalé. Egyébként a
csticsok szama szerinti indukcioval haladunk: kivalasztva egy v cstcsot, a tobbi cstcs
altal feszitett részgraf R3-ba rajzolhatd. A tébbi cstics R3-beli képei kéziil barmely harom
meghataroz egy sikot. Valasszuk v képét tgy, hogy ezen sikok egyikén se legyen rajta.
Legyenek azon élek képei, amelyeknek végpontja v, linearis fiiggvények. [

Grafok rajzolhatosiaganak vizsgalatdnal sokszor olyan, szemléletesen igaznak tiiné
allitasokat kell belatnunk, amelyeknek a bizonyitdsa nem egyszeri analizisbeli tételeket
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hasznél. Hogy az alabbi allitas sem teljesen nyilvanvald, azt az mutatja, hogy van olyan
7:10,1] — R3 gorbe (de nem egyszerfi gérbe), amelynek az értékkészlete egy gombfeliilet.

°x 7.2.49. Segédtétel. Legyen X C R® egy gombfeliilet és (f,g) a G = (1, E,V)
egyszerii véges graf egy X-beli lerajzolasa. Ekkor van olyan x € X pont, amely sem f,
sem a g,, e € E egyszerii gérbék értékkészletében nincs benne.

Bizonyitis. Minden +:[0,1] — X egyszer(i gorbe, amelynek kezdépontja és vég-
pontja kiilsnboznek, homeomorf leképezése [0, 1]-nek ([0, 1])-re, azaz az inverze is foly-
tonos, és értékkészlete zart. Megmutatjuk, hogy v értékkészlete nem tartalmazhat egy
X-beli nyilt gombot. Ha tartalmazna egy ilyen U-t, akkor valasztva olyan 0 < t < 1-et,
amelyre y(t) € U, a folytonossdgot felhasznalva vilaszthatnank olyan 0 < ¢’ <t <t <1
szdmokat, amelyekre v(t'),v(t”) € U. Valasszunk egy olyan §: [0, 1] — U egyszerii gorbét,
amelyre §(0) = ('), §(1) = v(t""), és y(t) ¢ rng(5). Ekkor v 04:[0,1] — [0, 1] olyan
valés valtozos, valds értékili folytonos fliggvény, amely a 0 pontban a t’, az 1 pontban a
t”" értéket veszi fel, de a kozbeesd t értéket nem veszi fel, ami lehetetlen.

Legyen z, € X olyan pont, amely nincs f értékkészletében és r, > 0 olyan valds
szam, hogy az x, k6zépponti r, sugari X-beli U, nyilt gomb diszjunkt a zart rng( f)-t6l.
Legyen e; € E. Mivel g, értékkészlete nem tartalmazza Uy-at, van olyan z, € U, pont,
amely nincs az értékkészletében. Mivel g, ~értékkészlete zart, van olyan ry > 0, hogy az z,
kozéppontu rq sugart U; nyilt gomb diszjunkt g, —értékkészletétol. Az r, csokkentésével
azt is elérhetjiik, hogy U; C U, teljesiiljon. Egy e, # e, éllel ugyanigy folytatva, ha n él
van, az U, gomb barmely pontja eleget tesz a tétel allitdsanak. O

°x 7.2.50. Tétel. Egy G = (v, E, V) egyszerii véges graf pontosan akkor rajzolhaté egy
X C R® gémbfeliiletre, ha sikba rajzolhaté.

Bizonyitas. Ha a graf sikba rajzolhaté, valasszunk egy, a sikot érinté gombfeliiletet,
és a gobmbnek érintési ponttal (,,déli sarok”) dtellenes pontjabdl (,,északi sarok”) vetitsiik
a graf sitkba rajzolasat a gombfeliiletre.

A megforditas az el6z6 segédtételen mulik: vdlasszuk ki a segédtételben leirt = pon-
tot, legyen ez az ,északi sarok”; és vegyiink fel olyan sikot, amely az ezzel atellenes pont-
ban (,,déli sarok”) érinti a gombfeliiletet, majd az x pontbdl vetitsiik a graf gombfeliletre
rajzoléséat a sikra. (O

— 7.2.51. Feladat [0]. Igazoljuk, hogy ha az 6t szogpontu teljes grafbdl elhagyunk
egy élt, a maradék graf sikba rajzolhaté.

— 7.2.52. Feladat [0]. Igazoljuk, hogy ha a ,harom héz, hdrom kat” grafbol elhagyunk
egy élt, a maradék graf sikba rajzolhaté.

°x 7.2.53. Tartomanyok. Az R" egy X nyilt részhalmazat tartomdnynak nevezziik, ha
barmely két kiilonb6z6 pontjahoz van olyan X-beli egyszerti gérbe, amelynek az egyik
pont a kezddpontja, a mésik pedig a végpontja.

°x 7.2.54. Euler tétele. Legyven (f,g) a G = (¢, E, V) egyszerii véges Osszefiiggd graf
egy sikba rajzoldsa. Ekkor a G’ = U,cprng(g,) halmaz komplementere 2 + §(E) — (V)
paronként diszjunkt tartomany egyesitése.

Bizonyitas vazlat. Ha G tartalmaz kort, a kor egyik élét torolve, két tartomany,
amelyeket ez az él vdlasztott el”, egyesiil, és a tartomédnyok szdma eggyel csokken (ezt
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nem bizonyitjuk), ugyantgy, mint az élek szama. Amikor ez az eljards megall, akkor a
visszamaradé G graf fa, amelyre G’ komplementere egyetlen tartomény (ezt sem bizo-
nyitjuk), tehat fenndll az 6sszefliggés. O

°x 7.2.55. Megjegyzés. Euler tételébol levezethetd, hogy az 6t szogpont teljes graf nem
sikba rajzolhat6: 7 tartomanyt 10 él hatarolna, {gy mivel minden él két tartomany kozos
hatdra, tartomdnyonként 20/7 < 3 él jutna, ami egyszerii grafban lehetetlen. Hasonl6an
adddik, hogy a ,hidrom haz, harom kat” graf sem sikba rajzolhatd: 5 tartomanyt 9 él
hatarolna, de a graf paros, igy a tartomanyoknak legalabb 4 oldala van.

Az el6z6 ,bizonyitasok” és az el6zb tétel ,bizonyitasa” kihagyott részeinek pontos
igazoldsa meglehetésen nehéz és a nevezetes Jordan-tétellel fligg ossze, amelynek allitasa
szemléletes, de bizonyitasa nem egyszer(i: ha egy sikbeli egyszerii gérbe kezd&pontja és
végpontja megegyezik, akkor értékkészletének komplementere két diszjunkt tartomany
egyesitése, amelyek koziil az egyik korlatos, a masik nem.

A bizonyitasok nehézségének okéra ravilagit az a tény, hogy a sikban megadhaté ha-
rom (vagy akar megszdmlalhat6an végtelen sok) paronként diszjunkt tartomany gy, hogy
egyesitésiik komplementere egy olyan C kompakt halmaz, amely az 6sszes tartomanynak
,k0z0s hatara”, azaz minden x € C pont barmely kornyezetében barmely tartomanynak
van pontja.

x 7.2.56. Grafok topologikus izomorfizmusa. A G és G’ véges grafokat topologi-
kusan izomorfnak nevezziik, ha az alabbi 1épést, illetve a forditottjat alkalmazva, véges
sok lépésben az egyikbdl a masikkal izomorf grafot kaphatunk: egy méasodfoktl pontot
elhagyunk, és a szomszédjait osszekotjiik egy éllel.

* 7.2.57. Kuratowski tétele. Egy egyszerii véges graf akkor és csak akkor sikba
rajzolhatdé, ha nincs olyan részgréfja, amely topologikusan izomorf a Ky 6t szégpontu
teljes graffal vagy a Ky 5 ,,hdrom hdz, harom kit” graffal.

Bizonyitéds. A bizonyitds nehéz, itt nem térgyaljuk. Lasd példdul Hajnal [34] kony-
vét, 10.5.1 tétel. O

A Petersen-graf nem sikba rajzolhat6, mivel tartalmaz a Kj 3-mal topologikusan
izomorf részgrafot. (Toroljik barmelyik csicsot, majd redukéljuk a kapott grafot a mé-
sodfoku csicsok kikiiszobolésével.)

x 7.2.58. Feladat [5]. Legaldbb hiny élt kell elhagyni a négydimenziés kockdbol,
hogy a maradék graf sikba rajzolhat6 legyen? Legalabb hany csicsot kell elhagyni a
négydimenziés kockabol, hogy a maradék graf sikba rajzolhaté legyen?

°x 7.2.59. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha egy (F,V,y) egyszerli véges graf sikba
rajzolhaté, akkor h(E) < 34(V) —

°x 7.2.60. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha egy (F,V,y) egyszerli véges graf sikba
rajzolasandl (ha van ilyen) a tartoményok szédma legfeljebb 25(V) — 4.

°x 7.2.61. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha egy (E,V,¢) egyszerii véges paros graf sikba
rajzolhaté, akkor h(E) < 24(V) —

°x 7.2.62. Feladat [7]. Igazoljuk, hogy 6t szabdlyos konvex test van.
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7.2.63. Kromatikus szam. A grafelmélet tébb mint 100 évig megoldatlan problé-
maja volt a négyszinsejtés: igaz-e, hogy minden térkép kiszinezhet6 négy szinnel? Minden
worszaghoz” hozzarendelve a ,fovarosat”, kossiik Ossze éllel azokat a févarosokat, amelyek
(nem csak egy pontban) szomszédos orszdgokhoz tartoznak. A kérdés most tigy hangzik,
hogy barmely sikba rajzolhatd egyszerii véges graf csticsai kiszinezheték-e négy szinnel
ugy, hogy a szomszédos csticsok kiilonbozé szinliek? 1976-ban Appel és Haken ameri-
kai matematikusok bizonyitottak be ezt a sejtést. Ez volt az elsé nevezetes matematikai
sejtés, amelynek bizonyitdsahoz szamitégépet is hasznaltak. Altaldnosan, egy graf egy
csucsszinezését jolszinezésnek nevezziik, ha a szomszédos csticsok szine kiillonb6zo. Példa-
ul egy graf csticsainak halmaza pontosan akkor vaghaté két részre tigy, hogy péros grafot
kapjunk, ha a graf két szinnel jélszinezhet. A graf kromatikus szama a legkisebb olyan n
természetes szam, amelyre a graf jélszinezhetd n szinnel; ha nincs ilyen, akkor +o0o. Mar
annak eldontése is nehéz probléma, hogy egy graf kromatikus szdma harom-e.

— 7.2.64. Feladat [2]. Mennyi egy legaldbb kétcstcst fa kromatikus szdma?
7.2.65. Feladat [4]. Mennyi a kromatikus szdma

1) a Petersen-gréfnak;

(

(2) az ot szogpontu teljes grafnak;

(3) a ,hdrom hdz, hdrom kit” grafnak;
(

4) a 4-dimenziés kockdnak?

7.2.66. Feladat [5]. Mennyi a kromatikus szdma
(1) a K,, grafnak;
(2) a K, , grafnak;

(3) az n-dimenzidés kockanak?

7.2.67. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy egy graf pontosan akkor jolszinezhetd két
szinnel, ha nem tartalmaz paratlan hosszi kort, és ekkor a komponensek két szinnel vald
jOlszinezése lényegében egyértelmii.

7.2.68. Feladat [13]. Igazoljuk Erdés és De Bruijn tételét: egy egyszer(i graf pontosan
akkor jOlszinezhet6 hdrom szinnel, ha minden véges részgrafja jolszinezhetd harom szinnel.

7.2.69. Grafok matrixai. Ha n,m € N természetes szamok, egy m-szer n-es a matriz
egy (4,J) > a;;, 4,5 € N, 1 < i <m, 1 < j < n leképezés. Egy mdtrixot rendszerint
téglalap alakban rendezett tablazatként képzeliink el, ahol az i-edik sor j-edik eleme
(masként a j-edik oszlop i-edik eleme) a, ;. Ezért az elsé indexet sorindernek, a masodik
indexet oszlopindexnek nevezziik. (Néha egy métrix sorait és oszlopait nullatél kezdve
indexeljuk.)

Ha egy G = (¢, E, V) véges irdnyitott graf élei eq,..., e, csicsai pedig vq,...,0,,,
akkor az aldbbi élmdtriz vagy illeszkedési mdtrix egyértelmiien megadja a grafot: 1 < i <
més 1 < j<mnesetén a, ; =1, ha e;-nek v; kezdépontja és a, ; = —1, ha e; nem hurokél,
és e;nek v; végpontja. A megfelel§ iranyitatlan graf élmatrixdn az |a, ;| elemekbdl 4116
métrixot értjik. A G irdnyitott véges graf b csicsmdtrizaban legyen b, ; a v; kezddpont,
v; végpontl élek szdma, ha 1 < 4,7 < m. A megfeleld iranyitatlan graf csicsmatrixat
kicsit masként értelmezziik: ha 1 < 4,5 < m, akkor i = j esetén legyen b, ; a v; cstucsra
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illeszkedd hurokélek szama, egyébként pedig legyen a v; és v; cstcsokra is illeszkedd élek
szama.

Megjegyezziik, hogy bar tobb mas maddon is rendelhetiink grafokhoz méatrixokat és
a matrixok felhasznalhatok grafok szamitogépes dbrazolaséara, erre a célra mas adatszer-
kezetek, példaul lancolt listak gyakran gazdasagosabban hasznalhaték.

7.2.70. Feladat [10]. Irjunk programot az dsszes n-csticsi paronként nem izomorf
irdnyitott graf meghatarozasara. Ezek kozott hany lesz erésen Osszefiiggd, hany lesz ira-
nyitott fa, hany tartalmaz iranyitott kort, hanyban lesz iranyitott Euler-vonal, irdnyitott
zart Euler-vonal, iranyitott Hamilton-1t, iranyitott Hamilton-kor?

7.2.71. Tovabbi feladatok. [25]: IV.1.29-1V.1.31, IV.2.1-1V.2.3, IV.2.5-1V.2.26,
IV.2.28-1V.2.51, IV.3.1-1V.3.21, IV.3.20-1V.3.31, IV.4.15-1V.4.27; [34]: 1.7.14, 1.7.15,
1.10.10, 2.1.12; [64]: 10.1.1-10.1.3, 10.3.1, 10.3.2, 10.4.1-10.4.15, 11.1.1, 11.2.1, 11.3.1-
~11.3.8, 12.1.1, 12.1.2, 12.2.1, 12.2.2, 12.3.1-12.3.7, 13.1.1, 13.1.2, 13.2.1, 13.3.1-13.3.4,
13.4.1-13.4.9; [83]: 111.5.27, XV.7.1, XV.7.13, XV.7.22, XV.7.24-XV.7.25, XV.7.27.
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8
Algebra

Az eddigiekben mar szdmos algebrai fogalommal taldlkozhattunk: félcsoport, cso-
port, gylri, test stb. Eddig els6sorban mint egy vagy két mivelet tulajdonsigait réviden
leiré elnevezést hasznéltuk ezeket. Megfigyelhetjiik, hogy N, Z, Q, R, C illetve H elemeit
els6sorban ,koordinatazasra” hasznéljuk: mig a természetes szamokkal egy megszamlal-
haté halmaz elemeit, a komplex szdmokkal mér a sik pontjait vagy a villamossagtanban
impedancidkat, a kvaterniékkal pedig a térid6 pontjait vagy robotkarok haromdimenzids
forgatasait — az azokon végzett miiveletekkel egyiitt — koordindtazhatjuk. Mas targyakban
is tanulunk hasonl6 ,koordinataz6” matematikai fogalmakat, példaul linearis algebraban
a linedris egyenletrendszerek és leképezések jellemzésére alkalmas matrixokat, analizisben
fuggvényeket, de mar kozépiskolaban is gorbéket algebrai egyenletek segitségével jellemez-
tiink.

Az algebra célja ilyen ,koordinétdzé” matematikai strukturdk — egy vagy tobb mii-
velettel ellaitott halmazok — altaldnos vizsgdlata. Ezek egy miivelet esetén rendszerint
csoportok, vagy legaldabbis félcsoportok, két mivelet esetén pedig gytriik. Fontos szere-
pet jatszanak a miivelettarto leképezések, els6sorban a reprezentaciok: ezek értékkészle-
te valamely figgvényhalmaz, példaul permutaciék vagy linearis leképezések. A vizsgalt
struktura képe miivelettarto leképezésnél tgy tekintheto, mint az eredeti struktura egy
kozelitése, és csoportoknal megfelel egy faktorcsoportnak, gytriiknél pedig egy faktor-
gylriinek; ezek a maradékosztalyok altalanositasai. ,Elég sok” ilyen kozelitést ismerve,
az eredeti strukturat megismerhetjiikk vagy dolgozhatunk benne. Ez a gondolat szamos
algoritmus alapja is. A targyalds elvezet benniinket a véges testek megismeréséhez, ame-
lyek polinomokkal koordinatazhatdk, és fontos alkalmazasaik vannak a rejtjelezésben és
a kodolaselméletben.

8.1 Csoportok

8.1.1. Megjegyzés. Az aldbbi, mar tanult fogalmakat, a veliik kapcsolatos jelo-
léseket és a rajuk vonatkozo allitdsokat 1épten-nyomon hasznilni fogjuk, ezért érdemes
ezeket atismételni: miiveletek, miiveletek elvégzése halmazok kozott, mivelettartd leképe-
zések, binér miiveletek asszociativitdsa és kommutativitasa, félcsoport, bal és jobb oldali
semleges elem, semleges elem, egységelem, nullelem, bal és jobb inverz, inverz, csoport,
Abel-csoport, szorzatok, 6sszegek és hatvanyok félcsoportban, egységelemes félcsoportban
és csoportban, osztalyozas kompatibilitdsa miivelettel. A miiveletet kommutativ esetben
altalaban Osszeaddssal, egyébként szorzéssal fogjuk jelolni. A legfontosabb példdinkat a
fenti fogalmakra a kiilonboz6 szamkorok adjak. Tovabbi fontos példakat adnak a fligg-
vényterek.

— 8.1.2. Feladat [4]. Melyik csoport az aldbbiak koziil, és ha nem, milyen feltételek
nem teljesiilnek:

(1) péros szdmok az Osszeaddssal;
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nem nulla racionalis szamok a szorzassal;

(2) pératlan szamok az Osszeaddssal;
(3) egészek a kivondssal;

(4) péros szdmok a szorzéssal;

(5) 7 tobbszorosei az osszeadassal;
(6) raciondlis szdmok az Osszeaddssal;
(7) raciondlis szdmok a szorzdssal;

(8)

(

9) {m/n:m e Z,n e {1,2}} az 5sszeaddssal.

8.1.3. Homomorfizmusok. Csoportok vizsgilatdndl fontos szerepet jatszanak a mii-
velettarté leképezések. Legyen adott a G és G’ halmazokon egy-egy binér miivelet; az egy-
szeriiség kedvéért mindegyiket szorzassal jeloljiik. Egy ¢: G — G’ miivelettart6 leképezést
homomorfizmusnak fogunk nevezni, és azt mondjuk, hogy o(G) a G homomorf képe. Ha a
© homomorfizmus kélesonosen egyértelmii (injektiv), akkor monomorfizmusnak, ha pedig
G’-re képez (sziirjektiv), akkor egy G'-re vald epimorfizmusnak nevezziik. Ha ¢ kolesono-
sen egyértelmii és G'-re képez (bijektiv), akkor azt mondjuk, hogy ¢ izomorfizmus G és
G’ kozott. Ha G és G’ kozott 1étezik izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy izomorfak;
ilyenkor algebrai szempontbdl nem lehet kiillénbséget tenni kozottiik.

Ha G’ = G ugyanazzal a miivelettel, akkor a homomorfizmusokat endomorfizmus-
oknak, az izomorfizmusokat pedig automorfizmusoknak is nevezziik.

Homomorfizmusok 6sszetétele is homomorfizmus, mert ha ¢’: G — G’’ is homomor-
fizmus, akkor

(¢ o p)(zy) = ¢ (w(zy)) = ¢ (p(x)p(y)) = ¢ (0(x))¢" (0(Y) = (¢ o @) (@) (¥ o P)(Y).

Izomorfizmusok 6sszetétele nyilvan izomorfizmus. Izomorfizmus inverze is izomorfizmus,
mert

e p(@)p(y) = v (p(zy) = 2y = ¢~ (@) (e(y))-
Nyilvan [, automorfizmus.

° 8.1.4. Példa. A (C,-) félcsoportot az (R,-) félcsoportba képezé homomorfizmus a
komplex szamhoz az abszolit értékét rendeld leképezés. Ugyanide képez6 homomorfizmus
az n x n-es matrixokhoz a determinansukat rendeld leképezés. Egy komplex szamhoz
a szignuméat rendels leképezés (C,-) egy endomorfizmusa. Ha a € RY, a # 1, akkor
az x > a® leképezés (R, +)-nak a pozitiv valés szamok szorzdssal tekintett csoportjira
izomorfizmus; inverze a log izomorfizmus. A komplex konjugdlt képzése (C,-)-nak és
(C, +)-nak is automorfizmusa.

— 8.1.5. Feladat [5]. Az aldbbi leképezések koziil melyik homomorfizmus, monomor-
fizmus, epimorfizmus, izomorfizmus, endomorfizmus illetve automorfizmus?

(1) (Z,+) = (Z,+), n > —n;

(2) (Z,—) = (R,+), nt+> 3n;

(3) (N,-) = (Z,), n = n?;

(4) (Z, ) — (Z, ')7 nk Sgn(”);

(5) (Q,+) = (R,+), x = 1/, ha z # 0, egyébként 0;

(6) (Z,x) = (Z,x), x> 1—=x,ahol zxy=1—2z—y+ zy.
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— 8.1.6. Feladat [5]. Irjuk le izomorfiatdl eltekintve az 6sszes kételemii félesoportot,
illetve az Gsszes egységelemes haromelemti félcsoportot.

8.1.7. Reprezentacidk. Fontos példank egységelemes félcsoportra egy tetszéleges X
halmaz 6nmagédba valé leképezéseinek halmaza a fliggvényosszetétellel mint miivelettel.
Ha egy félcsoportnak egy ilyen leképezés-félcsoportba valé homomorfizmusat tekintjiik,
akkor a félcsoport reprezentdcidjarol, magyarul dbrdzoldsardl beszéliink. Ha a reprezenta-
ci6 izomorfizmus, akkor hi reprezentdciordl beszélink. (Ha X véges halmaz, akkor elemeit
megfeleltetve egy linedris tér bazisanak, X onmagaba val6 leképezéseinek egy linearis tér
transzforméacidi felelnek meg, igy véges halmaz leképezéseivel torténé reprezentéaciébol
konnyen kaphatunk linedris leképezésekkel vald reprezentéciot.)

Barmely G egységelemes félcsoportnak konnyen megadhatjuk egy hii reprezentacio-
jat: legyen X = G, és ha g € G, legyen ¢ (r) = gx minden x € X-re, azaz ¢, a g-vel valo
balszorzas. A gt ¢, leképezés homomorfizmus, mert minden = € X-re

Pon(x) = ghz = @, (hx) = (¢, @) (2).

Ha g # h, akkor ¢, # ¢, mert ha e a G egységeleme, akkor

@ (e) =ge=g+#h=he=g,e),

igy a reprezentaci6 hii. Ezt a reprezentaciét G requldris reprezentdcidjanak nevezziik.

ez

(1) ha G félcsoport, akkor a homomorf képe is félcsoport;

(2) ha G-ben e jobb oldali egységelem, bal oldali egységelem, illetve egységelem, akkor
a homomort képében e képe jobb oldali egységelem, bal oldali egységelem, illetve
egységelem;

(3) ha G-ben e egységelem, és g-nek g* jobb oldali inverze, bal oldali inverze, illetve
inverze, akkor a homomorf képében g* képe a g képének jobb oldali inverze, bal
oldali inverze, illetve inverze;

(4) ha G-ben g és h felcserélhetéek, akkor a homomorf képben g és h képei felcserélhe-
téek.

Haszndlatos kifejezés a homomorf invarians. Ezt haszndlhatjuk egy tulajdonsdgra
vagy egy specidlis elem létezésére, ha az a homomorf képben valtozatlan marad, példaul
mondhatjuk egyszeriien, hogy a felcserélhetéség vagy az egységelem létezése homomorf
invarians.

Bizonyitas. Jelolje x képét z’. A homomorf kép tetszdleges harom elemét felirhat-
juk a’, b, ¢’ alakban, ahol a, b, ¢ € G. Ekkor, a miivelettartds miatt, ha G félcsoport, akkor
(a’d")e’ = (ab)'¢’ = (abc)” = a’(be)” = a’(b’¢’). Hasonldan, ha e jobboldali egységeleme
G-nek, mivel a homomorf kép egy tetszéleges eleme ¢’ alakban irhaté, g’¢’ = (ge)’ = ¢’
stb. Ha g* a g jobb oldali inverze, akkor g’g*" = (gg*)’ = €’ stb. Végiil, ha g és h felcse-
rélhetéek, akkor g'h’ = (gh) = (hg)’ = h'g’. O

8.1.9. Kovetkezmény. Csoport homomorf képe is csoport. Kommutativ félcsoport
homomorf képe is kommutativ félcsoport. Abel-csoport homomorf képe is Abel-csoport.
a
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° 8.1.10. Példa. (R,+) és (R*,-) nem izomorfak, mert az z+x = 0 egyenletnek csak egy
megoldasa van, mig az x - x = 1 egyenletnek kettd, és egy ilyen egyenlet megoldasszama
izomorfizmusndl nyilvan nem valtozik.

— 8.1.11. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a paros egész szdmok additiv csoportja
izomorf az egész szamok additiv csoportjaval.

— 8.1.12. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy az egész szdmok additiv csoportja nem
izomorf a racionalis szamok additiv csoportjaval.

A kovetkez6 allitasbol lathatjuk, hogy a csoport fogalmanak tobb kiilonb6z6 defini-

ciéjat is adhatjuk.

8.1.13. Tétel. Ha G egy félcsoport, akkor az alabbi feltételek ekvivalensek:

(1) G csoport;

(2) G +# 0 és minden a,b € G esetén egy és csak egy olyan z € G, illetve y € G létezik,
amelyre ax = b, illetve ya = b (elvégezhetd az osztés);

(3) G # 0 és minden a,b € G esetén létezik olyan x € G, illetve y € G, amelyre ax = b,
illetve ya = b (a miivelet invertdlhato).

Bizonyités. (1)-bél konnyen kévetkezik (2), mert az elsé egyenletben balrél, a méa-
sodikban jobbrél szorozva a '-el = a7 'b, illetve y = ba~! kovetkezik, és ezek megoldasok
is. Nyilvan (2)-bél kovetkezik (3).

Beldtjuk, hogy (3)-bdl kovetkezik (1). Legyen a € G rogzitett. Az ax = a egyenlet
megoldhatd, valamely megoldasat jelolje e. Legyen b € G, és y olyan eleme G-nek, amelyre
ya = b. Ekkor

be = (ya)e = y(ae) = ya = b,

igy e jobb oldali egységelem. Hasonldéan kovetkezik bal oldali egységelem 1étezése is, igy
van egységelem. Nyilvin minden b € G-hez létezik olyan b*, amelyre bb* = e, mert
a br = e egyenlet megoldhaté. Hasonléan kovetkezik bal oldali inverz létezése is, igy
minden elemnek van inverze. O

8.1.14. Kovetkezmény: egyszeritsitési szabaly. Egy csoportban, ha ac = bc vagy
ca = cb, akkor a = b.

Vannak, akik ezt a tulajdonsagot regularitisnak nevezik. Megjegyezziik, hogy ha egy
egységelemes félcsoportban teljesiil az egyszertisitési szabaly, abbdl még nem kovetkezik,
hogy csoport. Példa: (NT, ).

Bizonyitds. A (2)-beli egyértelmiiségbdl kovetkezik. O
8.1.15. Megjegyzés. Az {«, 3,v} halmazon a

| 3

2 R (R
L ™ |

=2 Qo

o
v
B

tablazattal megadott miiveletre elvégezhetd az osztas, mégsem kapunk csoportot, mert a
miivelet nem asszociativ: (af8)y = ay =+, de a(8vy) = af = a.

205



8.1.16. Példak. (1) Ha n € N, az n-edik komplex egységgyokok U, halmaza a

szorzassal Abel-csoport.

(2) Legyen p primszam. Az osszes p"-edik egységgyokok halmaza, ahol n = 1,2, ..
a szorzdssal szintén Abel-csoport, ez a Z,, Priifer-csoport.

(3) Az Osszes egységgyokok Uhalmaza a szorzassal (tehdt az els6 példdban szerepld
csoportok egyesitése) szintén Abel-csoport.

(4) Az egységnyi abszolit értékll komplex szdmok Thalmaza a szorzassal Abel-
csoport.

(5) A Q = {+£1, +i,+j, £k}kvaternidk a kvaterniészorzassal nem kommutativ cso-
portot alkotnak.

(6) A Klein-féle csoportot a szorzétabldjaval definidljuk:

o o o

O 9 o |0
St 0o 2|8
QO o oo
Q=0 |0

Mivel a szorzétabla szimmetrikus, a miivelet kommutativ.

° 8.1.17. Geometriai példdk. (1) Az n oldali szabdlyos sokszoget énmagéba vive
egybevigdsdgok (tavolsdgtartd leképezések) az egymads utani végrehajtéssal alkotjak a D,,
diédercsoportot. Trividlis, hogy cstics képe csak cstcs lehet. Ha ¢ jeloli a kézéppont koriili
21 /n szdggel (pozitiv irdnyba) torténd forgatdst, akkor a forgatdsok az ¥ leképezések,
e™ = e az egységelem, az identikus leképezés. Van még n tikrozés is a csoportban: ha
n paratlan, akkor ezek a cstiicsokon atmend szimmetriatengelyekre valé tiikrozések, ha
pedig n pédros, akkor n/2 darab atellenes csticsparon dtmend szimmetriatengelyre és n/2
darab atellenes oldalpar egybeesé oldalfelez6 merélegesére valo tiikrozés van. Jeloljon 7
egy rogzitett csiicson dtmend szimmetriatengelyre valé tiikrézést. Erre nyilvan 72 = e,
és a tiikrozések 7,7¢,...,7e" ! alakiiak, mert ha a 7 tiikrozés tengelye o szdget zar be
egy 7' titkrozés tengelyével, akkor 777 egy 2o szogli forgatas, igy egyenlé eF-val valamely
0 < k < n-re, ahonnan 7/ = Tek. Tehat a diédercsoport

_ n—1 n—1
D, ={ee,....e" L1, 1e,...,Te" 1},

2 1

a szamolashoz pedig elég tudni, hogy " = 7° = e és e7 = 7¢~*, amibOl mar indukciéval
kovetkezik, hogy ¥t = 7e7*. A diédercsoport elnevezés onnan ered, hogy egy sokszoget
»kétlapnak” tekinthetiink, és a csoport elemeit azokkal a térbeli forgatasokkal azonosit-
hatjuk, amelyek ezt a ,kétlapot” 6nmagaba viszik. A diédercsoport n = 2 hatdresete a
Klein-féle csoport.

(2) Szamos tovédbbi geometriai példa adhaté: eltoldsok, forgatdsok, egybevagdsdgok,
hasonlésagok stb. Egy X C R™ halmaz 0sszes egybevagésagainak csoportjat E x-szel fog-
juk jelolni. Tovabbi példak: geometriai alakzatok, kristalyok, kristalyrdacsok, molekuldk
Osszes szimmetridinak halmaza. A csoportelmélet szamos alkalmazdsiban a szimmetria-
csoportok igen fontos szerepet jatszanak. Példaul molekuldk szimmetriacsoportjanak is-
merete sokat segit az elektronszerkezet meghatarozdsaban (azaz a Schrodinger-egyenlet
megoldasdban), s6t Wigner Jend alapvetd felismerése szerint a fizikai torvények j6 része
szimmetriaelvek segitségével szarmaztathato.
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— 8.1.18. Feladat [3]. Igazoljuk, hogy D, izomorf a hdromszog csicsai Osszes per-

c sz

— 8.1.19. Feladat [3]. Igazoljuk, hogy kételemii csoportok izomorfak, specidlisan
(Zy,+) és (Z*,-) izomorfak.

— 8.1.20. Feladat [3]. Igazoljuk, hogy R és T nem izomorfak.

8.1.21. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy egy G félcsoport pontosan akkor csoport, ha van
egy e jobboldali egységeleme, és minden g € G-hez van olyan ¢* € G, amelyre gg* = e.

8.1.22. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy ha egy nem iires véges félcsoportban teljesiil az
egyszerisitési szabaly, akkor csoport.

8.1.23. Részfélcsoport, részcsoport. Egy G grupoid egy H részhalmazat részgru-
poidnak nevezziik, ha maga is grupoid a G-beli miveletet csak H elemei kozott tekintve.
Ha H a G-beli miiveletet csak H elemei kozott tekintve félecsoport, csoport, stb., akkor
részfélcsoportnak, részcsoportnak, stb. nevezziik. Szamunkra legfontosabb az az eset lesz,
amikor H récscsoportja a G csoportnak. (Szokéds ennek kifejezésére a H < G jelolést
haszndlni.) Nyilvan ha G csoport, akkor az egész G és a csak az egységelemet tartalma-
z6 egyelemi részhalmaz részcsoportok, ezek a trividlis részcsoportok. A G-t6l kiilonb6z6
részcsoportokat valddi részcsoportnak nevezziik.

Emlékeztetiink ra, hogy a miiveletet a részhalmazok kozott is értelmeztiik, elemen-
ként (lasd az 1.4.36 pontot). Ugyanigy értelmeztiik részhalmazokra az inverzképzést is,
elemenként. (Szokds a részhalmazokat komplexusoknak is nevezni, és komplexusmive-
letekr6l beszélni.)

— 8.1.24. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy egy egységelemes félcsoportban azok az
elemek, amelyeknek van jobbinverziik, részfélcsoportot alkotnak.

— 8.1.25. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy bérmely S nem egységelemes félcsoport
bedgyazhaté egy egyetlen elemmel bévebb monoidba, azaz részfélcsoportja egy olyan T
egységelemes félcsoportnak, amelynek csak az egységeleme nem tartozik bele S-be.

— 8.1.26. Feladat [5]. Egész szdmok korében definidljuk az mxn = m +n — mn
miiveletet. Mutassuk meg, hogy egységelemes félcsoportot kapunk. Mely elemeknek van
inverze?

8.1.27. Allitas. Legyen G csoport, és H C G. Az alabbi feltételek ekvivalensek:

(1) H részcsoport;

(2) a szorzds lesziikitése H x H-ra egy H x H-t H-ba képezl leképezés, H tartalmazza
G egységelemét, és H ' C H;

(3) H#+0,HH CHés H ' C H;

(4) H+0ésH'HCH.
Bizonyitas. Ha (1) teljesiil, akkor a szorzdst H elemei kozott végezve, az miivelet,

igy az eredménye H-ban van, azaz H x H-t H-ba képezo leképezés. Mivel H részcsoport,

tartalmaz egy mondjuk f egységelemet. Mivel barmely h € H-ra hf = h és he = h, a

G-beli egyszertsitési szabaly miatt f = e. Végiil, mivel minden h € H-nak van inverze
H-ban, de G-ben is, az inverz egyértelmfisége miatt h~' € H minden h € H-ra.
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Nyilvan (2)-bél kovetkezik (3). Ha (3) fenndll, akkor H~' C H miatt H 'H C
HH C H, tehét (3)-bdl kapjuk (4)-et.

Végiil, ha (4) fennéll, akkor barmely h € H-ra h™*h = e € H, igy G egységeleme
H-ban is az. Minden h € H-ra h~'e € H"'H C H, azaz minden elemnek van inverze,
a G-beli, tovabba (hy!)™' = h, miatt hy € H!, és igy minden hy,hy, € H-ra hihy €
H~1H C H, tehat (1) teljesiil. OJ

8.1.28. Megjegyzés. Ha H részcsoport, akkor (3)-ban és (4)-ben a tartalmazasok
nem valédiak, hiszen e € H miatt H =eH Cc HH, H =eH C H'H, és ha h € H, akkor
h=(h1Y)"teH ! azaz HC H ..

8.1.29. Kovetkezmény. Ha H., v € I', a G csoport részcsoportjainak egy rendszere,
akkor H = N crH., Is részcsoport.

Bizonyitas. Mivel e € H, minden v € I'-ra, H nem tires. Mivel H' C H;l,
kapjuk, hogy H'H C H;lHA/ C H, minden 7 € I'-ra. Innen viszont H'HC NyerH, =
H, tehat H részcsoport G-ben. O

8.1.30. Megjegyzés. Részcsoportok egyesitése altalaban nem részcsoport, példdul a
Klein-féle csoportban {e,a} és {e, b} részcsoportok, de egyesitésiik nem az.

Ugy elméleti, mint gyakorlati vizsgalatoknal gyakori kérdés, hogy megadhaté-e az
alaphalmaz olyan ,kis” részhalmaza, amelynek elemeibdl a miivelet alkalmazédsaval el6-
allithaté a struktira Osszes eleme.

8.1.31. Generatum. Legyen G egy csoport, és K C G. A K halmaz (K) generdtuma
a G Osszes, K-t tartalmazoé részcsoportjanak metszete. Az eléz6 kovetkezmény szerint (K)
részcsoport, igy (K) a legszlikebb, K-t tartalmazé részcsoport. Ha G = (K), akkor azt
mondjuk, hogy K a G csoport generdtorrendszere. Ha egy csoportnak létezik egyelemii
generatorrendszere, akkor ciklikusnak nevezziik, az elemet pedig egy generdtoranak.

°x 8.1.32. Példa: linearis transzformaéaciék csoportjai. Egy F testre F™ invertdl-
haté linedris transzforméaciéinak csoportjat GL(F™)fogja jeldlni, ez az dltaldnos linedris
csoport. A linearis algebraban bizonyitjak, hogy ennek elemeit az jellemzi, hogy determi-
nénsuk nem nulla, és hogy GL(F™) izomorf az F-beli elem(l n X n-es nem nulla determi-
nansu matrixok multiplikativ csoportjaval. Az 1 determindnsu linearis transzforméciok
OL(F™) egy részcsoportjat alkotjék, ez az SL(F™)specidlis linedris csoport. A GL(F™)
csoport részcsoportja az affin transzformdcick

GA(F"):= {z+ Lz +b:x € F",L € GL(F"),b € F"}

dltaldnos affin csoportjdnak, az SL(F™) csoport pedig részcsoportja a specidlis affin
transzformdcick

SA(F"):={x+> Lx+b:x € F", L € SL(F"),be "}
specidlis affin csoportjanak.
Az F = R esetben tekinthetjitk GL(R™) azon linedris transzformécidinak részcso-

portjat, amelyek megtartjdk R™ elemeinek szokdsos hosszat, ez az O(n)ortogondlis cso-
port. Elemeinek determindnsa 1 abszolut értékii. Matrixukat ortonormalt bazisban az

208



jellemzi, hogy az inverze megegyezik a transzponaltjaval. Tovabbi fontos részcsoport
S0(n) = O(n) N SL(R™), a specidlis ortogondlis csoport. Elemei R™ origd koriili forga-
tasainak felelnek meg: az, hogy a determinans 1, azzal ekvivalens, hogy a transzforméacio
nem valtoztatja meg a bazisok iranyitasat.

Hasonldéan, az F' = C esetben is tekinthetjiik GL(C™) azon linearis transzformacidi-
nak részcsoportjit, amelyek megtartjdk C™ elemeinek szokdsos hosszat, ez az U(n)unitér
csoport. Elemeinek determindnsa 1 abszolat értékii. Matrixukat ortonormélt bazisban
az jellemzi, hogy az inverze megegyezik a konjugdlt transzponaltjaval. Az unitér cso-
portok fontos szerepet jitszanak a fizikdban. Az U(1) csoport lényegében C egységnyi
abszoldt értékil elemeinek multiplikativ csoportja. Tovabbi fontos részcsoport SU(n) =
U(n) NSL(C™), a specidlis unitér csoport.

Az egységnyi abszolut értékli kvaterniok a nem nulla kvaterniok multiplikativ cso-
portjanak egy részcsoportjat alkotjak. Ez akkor is igaz, ha a kvaternidszorzas helyett a
(¢,q") = ¢'q forditott szorzdst” tekintjiik. Egy egységnyi abszolit értékii ¢ kvaterniéra
tekintsiik a @ : p = pg leképezését H = C*-nek 6nmagéba. Ha g = (z,w) € C?, akkor (az
1, j bézisban) ¢, métrixa

z —w
(o 7)

ami kénnyen ldthatéan 1 determindnst, és a konjugélt transzponaltja az inverze, igy ¢,
egy unitér transzformdci6. Az SU(2) csoport minden eleme el6éll {gy: ha méatrixa (az 1,7

béazisban)
z u
(w3

akkor az inverze — felhasznalva, hogy determinansa 1 —

v —u
()
amit Osszehasonlitva a konjugalt transzponaltjaval, azt kapjuk, hogy v = —w és v = Z,
valamint — mivel a determindns 1 -, |z]* + |w]* = 1. A ¢ =+ ¢, leképezés izomorfizmus
a forditott szorzdssal tekintett egységnyi abszolit értékii kvaternidk csoportja és SU(2)
kozott.

Tekintsiik most egy egységnyi abszolat értékii ¢ kvaterniéra a haromdimenziés valds
vektorokon értelmezett ¢, (v) = qug~! forgatast: ldsd a 3.4.34 pontot. Ez homomorfizmusa
a forditott szorzassal teklntett egységnyi abszolit értékii kvaternidk csoportjanak SO(3)-
ra, amely a ¢ és —q kvaternidkat (de csak ezeket) ugyanabba a forgatasba viszi. Osszetéve
az elébbi izomorfizmus inverzével, egy ¢, > 9, homomorfizmust kapunk, amely az SU(2)-
beli p, és p_, = —p, leképezéseket (de csak ezeket) ugyanabba a forgatdsba viszi.

Az F = R esetben, ha r + s = n, tekinthetjitk GL(R™) azon linearis transzformécio-
inak O(r, s)részcsoportjat, amelyek megtartjdk az

(zleQa"'vxn) I—)ZE%—FII%—F "+$$—$$+1—$$+2—"'$§+s
kvadratikus forma értékét; ez a csoport az O(n) ortogondlis csoport dltaldnositdsa: az
r=mn,s =0, illetve az r = 0, s = n esetben O(n)-et kapjuk vissza. Ennek fontos

részcsoportja az SO(r, s) = O(r, s) N SL(R™)csoport.
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A fizikdban a relativitdselmélet miatt fontos szerepet jatszik az O(1,3) Lorentz-
csoport. Mivel a kvaterniok megfelelnek az R felett négydimenzios téridé pontjainak, a
Lorenz-csoport elemeit olyan R-linearis invertdlhato L: H — H leképezéseknek is tekint-
hetjiik, amelyekre R(p?) = R(L(p)?) minden p € H-ra. Az SO(1,3) specidlis Lorentz-
csoport részcsoportjat alkotja az SO (1,3)valédi Lorentz-csoport: ebben SO(1,3) azon
elemei vannak, amelyek minden p € H-ra, amelyre R(p?) > 0, a p idészerti részének
(id8koordindtéjanak) eléjelét is megérzik. Példaul p konjugdldsa, azaz a tértiikrozés a
Lorentz-csoportban van, de nincs benne a specidlis Lorentz-csoportban, a p — —p téridé-
tiikrozés a specidlis Lorentz-csoportban van, de nincs benne a valédi Lorentz-csoportban.

Legyen p = pg + p1t + pyj + 03k és ¢ = qo + q1% + ¢27 + gzk. Megmutathaté, hogy a
valédi Lorentz-csoportot generaljak a

qr) ([ cosp sing pr)

q,)  \—sing cosp ) \p,

alakba frhaté p > ¢ térbeli forgatdsok (itt 1 < r < s < 3, a t6bbi koordindta nem vélto-
zik, ¢ valds paraméter, a forgatds szoge; a forgatds inverze a —p-hez tartozé forgatés),

valamint a

go\ _ (coshe sinhe\ (pg

q.) \sinhg coshp /) \ p,
alakba irhat6 p = q leképezések, az s-edik tengely mentén vald egyenes vonali egyenletes
mozgdsok (itt 1 < s < 3, a tobbi koordindta nem véltozik, ¢ valés paraméter; a mozgés

inverze a —y-hez tartoz6é mozgas).
A p=py+ i+ poj+ psk kvaterniét azonositva az 1, j bazisban a

10 10 0 1 0 —i
pO(o 1>+p1(0 _1>+p2<1 0>+p3(2’ 0)

métrixi C-linearis C2-t énmagdba képezé A Onadjungélt transzformécioval, R(p?) =
det(A). Egy C € SL(C?) transzformacidhoz hozzarendelve az A - CAC* leképezést, az
SL(C?) csoportnak az O(1,3) csoportba val6 homomorfizmusat kapjuk. Nyilvin C-hez
és —C-hez ugyanaz a leképezés tartozik, és konnyen megmutathatd, hogy csak C-hez és
—C-hez tartozik ugyanaz a leképezés. Az is megmutathatd, hogy ezen homomorfizmus
értékkészlete a valodi Lorentz-csoport. Példaul az 1, j bazisban

e?/? 0
(% o)

métrixtt C' € SL(C?) linedris leképezéshez a
(qo) _ <cosh<p sinh<p> <p0>
¢,/ \sinhgp coshy ) \p,
mozgas tartozik.

Az Osszes p — Lp + ¢ alaku leképezései H-nak H-ra alkotjak a Poincaré-csoportot,
ahol L a valédi Lorentz-csoport tetsz6leges eleme, ¢ pedig tetszéleges kvaternio; ez SA(R*)
részcsoportja, tartalmazza a téridGbeli eltolasokat, a forgatasokat és az egyenes vonala
egyenletes mozgasokat.
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8.1.33. Allitas. Az el6z6 definicié jelléseivel,
(KY={g19y---g,,neN, ;e KUK hal<i<n}.

Emlékeztetiink ra, hogy az tires szorzat az egységelem. Az allitdsbol nyilvan (K) =
().

Bizonyitas. Egyrész a jobb oldalon all6 halmaz részcsoport, mert tartalmazza az
egységelemet, zart a szorzasra és az inverzképzésre, tovabba tartalmazza K elemeit, igy
tartalmazza K generdtumat. Masrészt minden elemének benne kell lennie K generatu-
méaban. O

8.1.34. Kovetkezmény. Ha g € G, akkor (g) = {¢g":n € Z}. Egy ciklikus csoport
homomorf képe is ciklikus, egy generator képe generalja a homomorf képet.

Bizonyitas. Az elsé allitds nyilvanval6 az el6zé allitas alapjan. Tegyiik fel, hogy g a
G ciklikus csoport egy generatora, ¢ pedig egy homomorfizmusa G-nek. Ekkor indukciéval
©(g™) = ¢(g)"™ minden n € N-re, és {gy p(h™!) = p(h)~! miatt minden n € Z-re is, azaz

¢((9)) = (p(9)). O

8.1.35. Rend. Egy G véges csoport rendjén az elemeinek szamat értjik, egyébként
azt mondjuk, hogy a csoport rendje végtelen. Egy g € G elem rendjén azt az n legkisebb
pozitiv egész kitevot értjiik, amelyre g™ = e, ha van ilyen, egyébként azt mondjuk, hogy
az elem rendje végtelen.

°x 8.1.36. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg GL(F™), GA(F™), SL(F™) és SA(F™) rendjét,
ha F véges test.

x 8.1.37. Feladat [8]. Legyen a,b,c,d € C, és tegyiik fel, hogy ad — be # 0. Tekintsiik
a ¢ # 0 esetben az

az+b d d a
fE) = ha —Z42eC f(=5) =00, floo)=12
Osszefiiggéssel, a ¢ = 0 esetben pedig az
az+b
f(Z)—ma ha z€C, f(oo)=00

osszefiiggéssel definialt f:C — C tortlinearis leképezést. Mutassuk meg, hogy az Gsszes
tortlinearis leképezések a fiiggvényosszetétellel csoportot alkotnak.

8.1.38. Tétel. Végtelen ciklikus csoport izomorf az egész szamok additiv csoportja-
val, mig n elemii ciklikus csoport a modulo n maradékosztalyok 7, additiv csoportjaval
izomorf. Specidlisan a ciklikus csoportok kommutativak.

Bizonyitas. Legyen g egy generatorelem, és tekintsiikk az n +— ¢, n € Z homo-
morfizmust. Ha ez kolcsonosen egyértelmii, akkor izomorfizmusa Z-nek G-re. Ha ez a
leképezés nem kolesonosen egyértelmii, akkor vannak olyan i > j kitevék, hogy ¢° = ¢7.
Ekkor ¢'7 = e, tehdt van olyan pozitiv egész szdm, amelyre hatvanyozva ¢-t az egysé-
gelemet kapjuk. Jel6lje n a legkisebb ilyen pozitiv egész kitevét, azaz g rendjét. Nyilvan,
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ha 0 < r <nésg =e akkor r = 0. Az e,¢,9>,...,9" ! elemek mind kiilénbézdek,
mert ha 0 < j < i < n esetén ¢g' = ¢/ teljesiilne, akkor abbél ¢° 7 = e kovetkezne, ami
lehetetlen. Mésrészt, ha ¢ > j és i = j (mod n), akkor i = j 4 kn valamely k € N-re,
igy g' = g7t = gi(g")F = gleF = ¢7. gy G-nek n eleme van, a p:i > g leképezés Z-t
G-re képezi, miivelettartd, és minden modulo n maradékosztélyon konstans. Legyen § az
a leképezés, amely Z, egy maradékosztdlydhoz G-nek azt az elemét rendeli, amelyet ¢
rendel a maradékosztaly elemeihez. Nyilvan @ a Z,, additiv csoportjat G-re képezi, mivel
mindkettének n eleme van, kolcsondsen egyértelmil, és mivel ¢ miivelettarté volt, homo-
morfizmus is: ha 7, § € Z,,, akkor $(Z+§) = (z +y) = ple+y) = p(@)p(y) = G(Z)2(H),
tehdt @ izomorfizmus. O

8.1.39. Megjegyzés. Az el6z6 bizonyitas azt is mutatja, hogy véges rendii elem rendje
megegyezik az altala generdlt ciklikus csoport rendjével.

8.1.40. Tétel. Ciklikus csoport minden részcsoportja is ciklikus.

Bizonyitéds. Legyen G = (g) és H a részcsoport. Ha H = {e}, készen vagyunk.
Egyébként van olyan nullatél kiilonbozé k € Z, amelyre g* € H. Feltehets, hogy k > 0,
mert egyébként k helyett —k-t vehetiink, hiszen g=* = (¢*)~!. Legyen d az a legkisebb
pozitiv kitevs, amelyre g¢ € H. Megmutatjuk, hogy H = (g%). Csak azt kell bizonyitani,
hogy H-nak tetszéleges ¢/ eleme g¢ hatvdnya. Legyen ¢ = |j/d], r = jmod d. Ekkor
g" = g1 = ¢g7(¢g?*)~? € H, ahonnan d definiciéja miatt r = 0, és igy ¢’ = (¢%)%. O

8.1.41. Tétel. Legyen G egy n rendii véges ciklikus csoport, g pedig egy gene-
rdtoreleme G-nek. Ha a € 7 és d = lnko(a,n), akkor g* az egyetlen m-rendii H =
{g%,9%?,..., 9™ = e} ciklikus részcsoportot generdlja, ahol n = md. A G minden rész-
csoportja el6all igy valamely d|n-re. A G-nek p(n) generdtora van.

Bizonyitas. Az elézé tétel bizonyitasa szerint minden H részcsoport ¢ hatvanyai-
bol all, ahol d a legkisebb porzitiv kitevs, amelyre g¢ € H, és j = n vélasztassal azt is
kapjuk, hogy n mod d = 0, azaz d|n, n = md, amibél H = {g%, ¢*?,..., g™ = e}, tehat
H rendje egyértelmiien meghatérozza d-t, és igy H-t. Mivel g® a g¢ hatvanya, igy az altala
generdlt részcsoport része H-nak. Mivel alkalmas z,y € Z-re d = ax + ny, azt kapjuk,
hogy g% = g%+ = g gV = ¢9%eY = g% = (g%)7 és igy g generdlja is H-t. Az utolsé
allitas abbol kovetkezik, hogy ¢(n) darab olyan 0 < a < n természetes szam van, amelyre
a és n relativ primek. O

— 8.1.42. Feladat [4]. A D; diédercsoport minden részhalmazara hatdrozzuk meg az
altala generalt részcsoportot.

8.1.43. Feladat [8]. Legyen G tizedrend{i nemkommutativ csoport. Bizonyitsuk be
az alabbi allitasokat, majd altalanositsunk arra az esetre, amikor G rendje egy paratlan
prim kétszerese:

1) G-ben nincs tizedrend{i elem;

2) G-ben nem lehet minden elem méasodrend;

w

o —

G-ben van masodrendii elem;
4
5
6

6todrendli elem nem lehet felcserélhetd masodrendi elemmel,;
G generalhato két masodrendii elemmel;
G izomorf Djy-tel.

(
(
(
(
(
(
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— 8.1.44. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha A és B egy csoport részcsoportjai,
akkor AB pontosan akkor csoport, ha AB = BA.

— 8.1.45. Feladat [1]. Mik a Z additiv csoport generdtorai?

— 8.1.46. Feladat [1]. Bizonyitsuk be, hogy az m-edik egységgyokok multiplikativ
csoportja izomorf Z,, additiv csoportjaval.

— 8.1.47. Feladat [4]. Melyek a primitiv m-edik egységgyokok?

8.1.48. Feladat [8]. Igazoljuk, hogy Q additiv csoportjdban barmely véges részhalmaz
ciklikus részcsoportot general. Adjuk meg Q egy nem ciklikus valédi részcsoportjat.

8.1.49. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy ha a G csoportot {f, g} generdlja, és
™ =e=g", ahol e a G egységeleme, valamint fg f~! = ¢* valamely k € N-re, akkor a
csoport minden eleme felirhaté fig?, illetve ¢/ f, 0 < i < m, 0 < j < n alakban.

8.1.50. Feladat [12]. Legyen e a G csoport egységeleme, és f, g € G. Igazoljuk, hogy
(1) ha f2=e=g%és fg=g*f, akkor ¢> = e és fg = gf;
(2) ha f>=e=g"és fg=gf° akkor fPg=gfés fg° = f°¢%
(3) ha f2=e=g"és gf = fg3, akkor fg = gf.

Eddigi tanulméanyaink soran is el6fordult mar, hogy egy halmaz elemeit osztalyokba
soroltuk, és a tovabbiakban ezeket az osztdlyokat vizsgaltuk. Példaul az egész szamokat
az n-nel valé osztasi maradékuk szerint n osztalyba sorolhatjuk, igy ha két egész szdm
Osszeadasandl az osztasi maradék modulo n érdekel minket, akkor elég ebben az n elemi
halmazban szamolni. A kévetkezékben egy csoport osztalyokra bontasat altalanosabban
fogjuk targyalni.

8.1.51. Mellékosztalyok. Legyen G egy csoport, és legyen H a G egy részcsoportja.
Vezessiik be az a ~ b, ha ab~! € H relaciét. Ez nyilvan ekvivalenciarel4cié. Vizsgdljuk meg
az ekvivalenciaosztalyokat. Azt allitjuk, hogy a € G ekvivalenciaosztilya a Ha halmaz.
Ha b € Ha, akkor b = ha valamely h € H-ra. Innen ba~' = h, azaz ab™! = h™! € H.
Megforditva, ha a ~ b, akkor ab~' = h € H, ahonnan b=h"'a € H 'a C Ha.

8.1.1 Abra: Mellékosztalyok.
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Ha most az a ~ b, ha b~'a € H ekvivalenciareliciét vezetjiik be, akkor hasonléan
szamolva kapjuk, hogy az a ekvivalenciaosztilya az aH halmaz. Az el6z6 ekvivalencia-
osztalyokat a G csoport H szerinti jobb oldali mellékosztdlyainak, az utébbiakat pedig bal
oldali mellékosztalyainak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a Ha +— (Ha) ! = a 'H leképezés kolcsondsen egyértelmiien
képezi le a jobb oldali mellékosztalyok halmazat a bal oldali mellékosztalyok halmazara,
igy ezek szama egyszerre véges, és ha véges, akkor megegyezik. Ha véges sok jobb oldali
mellékosztaly van, akkor azok szama a H indexe, egyébként azt mondjuk, hogy H indeze
végtelen. A H részcsoport G-beli indexét [G: H]-val jeldljiik.

8.1.52. Lagrange tétele. Ha H a G véges csoport részcsoportja, akkor a H rendjének
és indexének a szorzata G rendje.

Bizonyitas. Dolgozhatunk jobb oldali mellékosztalyokkal. Akarmelyik a elem mel-
lékosztalya és H kozott a h = ha, h € H leképezés az egyszeriisitési szabaly miatt bijek-
tiv, igy minden mellékosztalynak ugyanannyi eleme van, mint H-nak. Mivel paronként
diszjunktak és uniéjuk G, készen vagyunk. O

8.1.53. Kovetkezmény. Véges csoportban elem rendje osztja a csoport rendjét.
Bizonyitas. Az elem rendje az altala generalt részcsoport rendje. [J

8.1.54. Kovetkezmény. Primszamrendii csoport ciklikus.
Bizonyitas. Barmely, az egységelemtdl kiilonboz6 eleme kell, hogy generdlja. O

8.1.55. Tétel. Egy nem egyelemii csoport pontosan akkor primszamrendi, ha csak
trivialis részcsoportjai vannak.

Bizonyitéas. Az, hogy primszéamrend{i csoportnak csak trividlis részcsoportjai van-
nak, azonnal kovetkezik Lagrange tételébdl. Ha csak trividlis részcsoportok vannak, akkor
barmely, az egységelemtdl kiillonb6zé g eleme a csoportnak generalja a csoportot, igy az
ciklikus. A ciklikus csoportok koziil pedig csak a primszamrendiieknek nincs valédi rész-
csoportjuk: ha a csoport végtelen rendii, akkor (g?) valédi részcsoport, ha pedig a csoport
rendje n = nyny, nqy,ny > 1, akkor (g™) egy valédi részcsoport. O

— 8.1.56. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Q" a szorzdssal a Q\ {0}, R\ {0}, illetve
C \ {0} részcsoportja. Mennyi a részcsoport indexe az egyes esetekben?

— 8.1.57. Feladat [5]. A csoportokra adott példék koziil azoknél, amelyek a nem
nulla komplex szamok multiplikativ csoportjanak részcsoportjai, hatarozzuk meg, hogy
melyik melyiknek részcsoportja, és mennyi az indexe a mésikban.

— 8.1.58. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy Z; nem nulla elemei a szorzésra negyed-
rendi ciklikus csoportot alkotnak.

— 8.1.59. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy Zg a szorzésra invertdlhatd elemei a
szorzassal negyedrendii ciklikus csoportot alkotnak.

— 8.1.60. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy Z, szorzasra invertdlhaté elemei a szor-
zassal hatodrendii ciklikus csoportot alkotnak.

— 8.1.61. Feladat [4]. Melyik az a legkisebb m természetes szdm, amelyre Z,, szor-
zasra invertdlhato elemei a szorzassal nem ciklikus csoportot alkotnak?
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— 8.1.62. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy két negyedrendi nem izomorf csoport
van.

— 8.1.63. Feladat [1]. Mutassuk meg, hogy ha egy csoportban minden egységelemtol
kiilénbo6z6 elem rendje 2, akkor a csoport kommutativ.

8.1.64. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy ha egy csoportban minden egységelemtdl
kiilénbo6z6 elem rendje véges és ugyanaz, akkor az primszam.

8.1.65. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg a nem izomorf hatodrendi csoportokat.

°x 8.1.66. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy R-nek egy Q feletti vektortérbe vett ossze-
adastart6 leképezései linearisak.

°x 8.1.67. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy R és C additiv csoportként izomorfak.

x 8.1.68. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy egy csoport barmely kommutativ rész-
csoportjahoz létezik a csoportnak azt tartalmazé maximalis kommutativ részcsoportja.
Igaz-e hasonlo allitas félcsoportokra?

— 8.1.69. Feladat [2]. Legyen g a G csoport m-med rendi (m € N*) eleme. Bizo-
nyitsuk be, hogy g™ pontosan akkor az egységelem, ha m|n.

8.1.70. Normaloszts. Egy G csoport egy N részcsoportja szerinti mellékosztalyok
kozott a (komplexus) szorzés nem feltétlentil kompatibilis az osztdlyozdssal: NaNb nem
biztos hogy egyenlé Nab-vel vagy egyaltalan egy jobb oldali mellékosztallyal. Ha N rész-
csoportja G-nek, és minden a € G-re aN = Na, akkor N-et normdlosztonak vagy normdlis
részesoportnak vagy invaridns részesoportnak nevezziik. (Ennek kifejezésére szokdsos az
N < G jelolés.) Ha N normadloszt6, akkor nyilvdn a jobb és bal oldali mellékosztélyok
megegyeznek, és megforditva, ha egy N részcsoportra a jobb és bal oldali mellékoszta-
lyok megegyeznek, akkor — felhasznalva hogy aN és Na is tartalmazza a-t — kapjuk,
hogy aN = Na minden a € G-re. Meg fogjuk mutatni, hogy normélosztéknal a mii-
velet kompatibilis az osztalyozéassal. Természetesen Abel-csoportban minden részcsoport
normaloszté. Nyilvan az egész G és a csak az egységelemet tartalmazo egyelemii rész-
halmaz normaloszték, ezek a trividlis normdlosztok. A G-tél kiillonb6z6 normalosztdkat
valodi normdlosztonak nevezziik. Egy ketté indextt N részcsoport mindig normaloszté,
mert csak két, bal és egytuttal jobb oldali mellékosztaly van, N és G \ N.

8.1.71. Tétel. Legyen N a G csoport részcsoportja. A kévetkezé feltételek ekvivalen-
sek:

(1) N normélosztd;
(2) a'Na= N minden a € G-re;
(3) a'Na C N minden a € G-re;

Bizonyitas. (1)-bél kévetkezik (2), mert a 'Na = a taN = N. (2)-bdl kovetkezik
(1), mivel Na = a(a"'Na) = aN. Nyilvan (2)-bél kovetkezik (3). Ha (3) fenndll, akkor
a"!Na C N-ban a helyére al-et frva aNa~! C N, amib8l N = a *(aNa')a C a ' Na,
igy (2)-t kaptuk. O

8.1.72. Kovetkezmény. Normalosztok metszete is normaloszto.
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Kovetkezik (3)-bol; a bizonyitds hasonlé annak bizonyitdsahoz, hogy részcsoportok
metszete részcsoport. O

8.1.73. Példa. A D; diédercsoportban egy adott 7 a titkkrozés altal generalt H =
{e, T} részcsoport nem norméloszt6, mert He = {e,7¢}, de eH = {e,e7} = {e,7e%}. A
forgatasok altal alkotott {e, e, %} részcsoport norméalosztd, mert kettd az indexe.

— 8.1.74. Feladat [3]. Normadloszté-e

(1) Z-ben 37Z;

(2) Dg-ban a 120°-os forgatds altal generdlt részcsoport;
(3

)
)
)
% 8.1.75. Feladat [6]. Normaéloszté-e GL(R™)-ben
1)
(2)

Dg-ban a 180°-os forgatas és egy titkrozés altal generdlt részcsoport.

az egy adott bazisban diagondlis matrixd transzforméciok halmaza;
2

(3) az egy adott bazisban felsé hdromszog matrixi transzformécidk halmaza.

az identikus leképezés skalarszorosainak halmaza;

* 8.1.76. Bels6 automorfizmusok. Ha G csoport és a € G rogzitett, akkor a G-n
értelmezett = — a~lxa leképezés automorfizmusa G-nek, mert xy-hoz az a! (zy)a elemet
rendeli, ami ¢ 'za és a'ya szorzata, tehat homomorfizmus, az egyszertisitési szabaly mi-
att kolcsondsen egyértelmi, és minden elem eléall képként, mert = az axa™! képe. Az ilyen
alakd automorfizmusokat belsé automorfizmusoknak vagy konjugdldsoknak nevezzik. Al-
taldban nem minden automorfizmus belsé automorfizmus: példaul kommutativ esetben
csak az identikus leképezés belsé automorfizmus, de az inverzképzés is automorfizmus. Ha
az x elemhez van olyan belsé automorfizmus, amely y-ba viszi at, akkor azt mondjuk, hogy
x és y konjugdltak. Ez nyilvan ekvivalenciarelacio, az ekvivalenciaosztalyok a konjugdlt
elemosztalyok. Nyilvan egy automorfizmusnél egy részcsoport képe részcsoport. Az el6z6
tétel (2) pontja szerint a normélosztdk pontosan azok a részcsoportok, amelyeknek a képe
minden bels§ automorfizmusndl sajat maga, azaz olyan részcsoportok, amelyek minden
elemiikh6z az azzal konjugdltakat is tartalmazzak. Ez az oka az invaridns részcsoport
elnevezésnek.

* 8.1.77. Centralizator és centrum. Egy G csoport egy adott = elemével felcserélhet6
elemek G-nek egy részcsoportjat alkotjik, ez az x centralizdtora, jelolése C(x). A C =
NyeC(x) részesoport normélosztd is, hiszen G minden elemmel felcserélhetd elemeit
tartalmazza, ezeket pedig minden bels§ automorfizmus az egységelembe viszi; C' a G
csoport centruma.

x 8.1.78. Osztalyegyenlet. Egy G csoportban az x € G elem konjugalt elemoszta-
lydnak annyi eleme van, amennyi C(x) szerinti mellékosztaly. Ha G véges csoport, akkor
Y [G: C(2)] a G rendje, ahol az Gsszegzés a kiilonbézd elemosztalyokbdl vélasztott egy-egy
x-re értends; ez az osztalyegyenlet.

Bizonyitas. Az z két konjugiltja, g 'xg és h~'zh pontosan akkor egyenld, ha
(hg~)x = x(hg™'), azaz ha hg~! € C(x). Ez azzal ekvivalens, hogy g és h ugyanazon
C'(z) szerinti jobboldali mellékosztalyba tartoznak. Tehat annyi kiillonboz6 mellékosztély
van, ahany konjugélt. Ezzel az els6 allitast belattuk. A konjugalt elemosztalyok elemsza-
manak Osszege nyilvan G rendje.
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x 8.1.79. Példak. (1) A @ kvaternidcsoportban a konjugélt elemosztélyok {1}, {—1},
{i’ _i}7 {]a _j}7 {k7_k} és C<1) = C(_1> = Q, C<Z> = C(_Z> = {L_l’i’ _i}7 C(]) =
C(_]) = {L _17j7_j}7 C(k) = O(_k) = {1’ —1,k, _k}a igy C'= {1’ _1}'

(2) A D, diédercsoportban a konjugalt elemosztalyok {e}, {e,&?}, {7, 7e, 7e%}, és
C(e> - D37 C(€) = C<€2) - {676’52}7 C(T) - {6,7’}, 0(7'6) - {6775}7 0(752) = {677—52}7
igy C' = {e}.

8.1.80. Tétel. Legyen G csoport. Ekkor

(1) egy N normaéloszté szerinti mellékosztdalyok a csoportnak a miivelettel kompatibilis
osztalyozasat alkotjak;

(2) egy N normaéloszté szerinti mellékosztdlyok kozotti miivelet megegyezik az osztalyok
mint halmazok komplexusszorzasaval;

(3) minden, a miivelettel kompatibilis osztdlyozds esetén az egységelem osztdlya nor-
maloszté, és az osztalyozas ezen normaloszté szerinti mellékosztalyokbdl all.

Bizonyitas. Ha N normaélosztd, a’ € Na és b’ € Nb, akkor a részcsoportok szerinti
mellékosztalyokrdl tanultakat felhasznalva Na' = Na és Nb' = Nb, tehat

a'b’ € (Na')(Nb') = (Na)(Nb) = N(aN)b = N(Na)b = N%ab = Nab,
azaz az osztalyozds kompatibilis a miivelettel, amivel belattuk (1)-et. Masrészt
{a’b’:a’ € Na,b’ € Nb} = (Na)(Nb) = Nab,

tehdt az osztlyok szorzésa megegyezik a komplexusszorzassal, amivel belattuk (2)-t.

(3) bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy adott egy, a szorzdssal kompatibilis ~ ekvivalen-
ciarelaci6, és jelolje N az e egységelem osztalyat. Mivel a € N esetén e = a la ~ ale =
a~!, kapjuk, hogy N~! C N. Ha a,b € N, akkor ab ~ ee = ¢, igy NN C N, tehat N rész-
csoport. Ha most x € N és g tetszdleges, akkor g 'zg ~ g 'eg = e, igy g ' Ng C N, tehat
N norméloszté. Ha a és b ekvivalensek, akkor a tab™! és a1bb! is, azaz a™! ~ b1, te-
héat az inverz képzés kompatibilis az osztalyozéssal. Innen viszont ¢ = aa™' ~ ab™!, tehét
ab~! € N. Megforditva, ha ab™! € N, azaz ab™' ~ e, akkor a = ab™'b ~ e¢b = b, és igy az
~ ekvivalenciarelacidhoz tartozé osztdlyozas pontosan az N szerinti mellékosztalyokbol
all. O

8.1.81. Kovetkezmény. Egy G csoportnak egy N normaloszté szerinti mellékosz-
talyai a (komplexus)szorzésra nézve csoportot alkotnak.

Bizonyitas. G-nek a mellékosztdlyok (a komplexusszorzdssal mint miivelettel tekin-
tett) halmazara valé a = Na leképezése miivelettarto, igy a homomorf képre tanultakbol
kovetkezik az allitas. O

8.1.82. Faktorcsoport. Az el6z6 kévetkezményben szerepld csoportot a G csoport N
norméloszté szerinti faktorcsoportjanak (vagy hdnyadoscsoportjanak) nevezzik, és G/N-
nel jeloljiik. Ha G rendje véges, akkor G/N rendje [G: N], az N indexe.

Altaldban a faktorstrukttrék azért fontosak, mert szdmos esetben lehetdség van arra,
hogy ezekben attekinthetébben vizsgaljuk az eredeti struktira bizonyos érdemi tulajdon-
sagait. Bizonyos szamitdgépes algoritmusok felgyorsitasa is ezen a mddszeren alapul.
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8.1.83. Példak. (1) Ha N = G, akkor G/N egyelemii. Ha N = {e}, akkor az osztalyok
egyelemfiek, igy G/N izomorf G-vel.
(2) Barmely m € Z-re az mZ norméloszté Z additiv Abel-csoportban, és a faktor-
csoport Z,,, additiv csoportja.
(3) A kvaterni6csoportban a kételemil (—1) részcsoport szerinti négyelemii faktor-
csoport izomorf a Klein-féle csoporttal.

8.1.84. Homomorfizmus magja. Egy G csoportnak egy G’ csoportba valé ¢ homo-
morfizmusandl a homomorfizinus magjan a G’ csoport e’ egységelemének a teljes inverz
képét értjik, amit ker(p)-vel jeloliink.

8.1.85. Homomorfizmus-tétel. Egy G csoport egy ¢ homomorfizmusanal a ho-
momorfizmus magja normaloszté, és a G/ ker(p) faktorcsoport izomorf G’ = ¢(G)-vel.
A G barmely N normélosztéja magja valamely homomorfizmusnak: G-nek G/N-re valé
kanonikus leképezése homomorfizmus, amelynek magja N.

Bizonyitas. A ¢ 1(a’), a’ € G’ halmazrendszer a G egy osztalyozasa. Megmutat-
juk, hogy kompatibilis a szorzassal. Valéban, barmely a € ¢ 1(a’)-re és b € ¢ 1(b')-re
wlab) = p(a)p(b) = a’l’, azaz ab € ¢ (a'b’), fiiggetleniil az a és b valasztasatol. Igy
e € ¢ () osztalya, ami ker(y), normédlosztd, és a szerinte vett osztalyozas éppen a
megadott osztalyozds. Az a’ + o !(a’) bijektiv leképezés homomorfizmus, és igy G’
izomorfizmusa G/ ker(p)-re.

A tétel masodik fele az el6z6 tétel kovetkezményének bizonyitdsa alapjan nyilvanvald.
(I

A homomorfizmustétel a 8.1.2 abran tanulményozhaté egy konkrét példa segitsé-
gével: G az egész szdmok halmaza a + miivelettel, G* a {1,!} halmaz a @ kizér6 vagy
miivelettel, a ¢ fiiggvény pedig az n — 2|n logikai értékii leképezés, igy ker(p) = 2Z. A
kanonikus leképezés G-bdl G/ ker(p)-re k, az izomorfizmus pedig .

— 8.1.86. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy izomorfak:

(1) (Z/nZ,+) és (Z,,,+);

(2) (C/R,+) és (R,+);

(3) (CNA0}/T,-) és (RT,);
(4) (CNAO0}/R™,-) és (T,);
(5) (R/Z,+)és (T,);
(6) (
(7) (
(8) (

w

6) Q/Zv+> és (M,');
7) (Q\A{0}/Us,,-) és (QF,);
8) (R\N{0}/Uy,) &s (RT,);

* 8.1.87. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy GL(R!) és
N={zrz+bzxzeRbeR}

részcsoportjai (GA(R'), o)-nek, de GL(R') nem normaloszté, mig N norméloszts, és a
faktorcsoport izomorf GL(R')-gyel, azaz (R \ {0}, -)-tal.
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G={0,+1,42,...}

ker(¢) =
{0, 42,44, ...}

8.1.2 abra: A homomorfizmustételhez.

x 8.1.88. Feladat [7]. Legyen F egy test, n € N*. Mutassuk meg, hogy izomorfak:
(1) GL(F™)/SL(F™) és (F™,-);

(2) O(n)/SO(n) és (Uy,);

(3) U(n)/SU(n) és (T,-);

(4) SO(2) és (T,-).

8.1.89. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg az aldbbi Abel-csoportok endomorfizmusait és
automorfizmusait:

(1) (Z,+);
2) (Q+)

x 8.1.90. Projektiv csoportok. Legyen F egy test, n € N*. A GL(F"™) csoportnak
az identikus leképezés konstansszorosai szerinti faktorcsoportjat projektiv dltaldnos line-
dris csoportnak nevezziik, és PGL(F™)-nel jeloljiik, a SL(F™) csoportnak az identikus
leképezés konstansszorosai szerinti faktorcsoportjat projektiv specidlis linedris csoportnak
nevezziik, és PSL(F"™)-nel jeloljuk.

x 8.1.91. Feladat [10]. Legyen F egy test, elemszdma g, egy primhatvany, és n € NT.
Hatérozzuk meg PGL(F™) és PSL(F™) rendjét.

8.1.92. Direkt szorzat. Legyen G, (i € I) egy-egy binér miivelettel elldtott halmazok
egy indexelt csaladja. Az egyszeriiség kedvéért mindegyik halmazon a miiveletet jeldljitk
szorzassal. Ekkor a

G = X G,
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Descartes-szorzatot ellatva az (ab); = a;b; Osszefiiggéssel definidlt miivelettel, a G-t a G,
1 € I csalad direkt szorzatanak nevezziik.

A legfontosabb specidlis eset az, amikor I = {1,2,...,n}, ekkor a direkt szorzat
elemei a = (ay,a,,...,a,), a; € G, alaki n-esek. A szorzéds definici6 szerint koordind-
tanként torténik, igy ha b = (by,by,...,b,) egy masik eleme a direkt szorzatnak, akkor
ab = (aqby,a5by, ... a,Db,).

Nyilvanvald, hogy ha minden G, félcsoport, akkor G is, ha minden G, kommutativ,
akkor G is, ha minden G, egységelemes, akkor G is, és ha minden G; csoport, akkor G is.
Ez utébbi esetben, ha J C I, akkor az a - a|; projekcié homomorfizmus, képe x,.;G;,
magja pedig izomorf x ;. ;G;-vel.

A direkt szorzas segitségével a véges Abel-csoportok szerkezete teljesen leirhato:

8.1.93. Véges Abel-csoportok alaptétele. Egy véges Abel-csoport véges sok cikli-
kus csoport direkt szorzataval izomorf. A tényezlk valaszthatok primhatvany rendiinek.
A primhatvdny rendek egyértelmiien meghatdrozottak.

x Bizonyitas. A tétel kivetkezik az aldbbi, még altaldnosabb tételbol:

x 8.1.94. Végesen generalt Abel-csoportok alaptétele. Egy véges halmaz altal
generalt Abel-csoport véges sok ciklikus csoport direkt szorzataval izomorf. A tényezik
kéziil a véges rendiiek valaszthatok primhatvany rendiinek. A végtelen rendil tényezlk
szama és az egyes primhatvanyrendek egyértelmiien meghatarozottak.

x Bizonyitas. Megtaldlhat6 (4ltaldnosabb formédban) Safarevics [76] konyvében,
47-48. oldal. O

— 8.1.95. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy a Klein-féle csoport nem izomorf Z,-gyel,
de izomorf Z, 6nmagaval vett direkt szorzatéval.

8.1.96. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Z% végtelen csoport, de minden elem rendje
véges. Altalanositsuk az allitast.

8.1.97. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy ha A, B diszjunkt halmazok, akkor az
(p(A U B),A) Abel-csoport izomorf a (p(A),A) és (p(B),A\) Abel-csoportok direkt

szorzatéval.

8.1.98. Feladat [3]. Legyenek G és H csoportok, g € G, h € H. A g és h elemek
rendjének ismeretében hogyan adhaté meg a (g, h) elem G x H-beli rendje?

8.1.99. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy egy m rendi és egy n rendii ciklikus csoport
direkt szorzata pontosan akkor ciklikus, ha m és n relativ primek.

8.1.100. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy (C\ {0}/U,-) és (R*,-) x (R/Q,+) izo-
morfak.

8.1.101. Feladat: diszkrét direkt szorzat [5]. Legyen G, (i € I) csoportok egy
indexelt csaladja. Mutassuk meg, hogy azok a kivalasztési fliggvények, amelyek csak vég-
es sok helyen vesznek fel egységelemtdl kiillonbozé elemet értékként, egy normaélosztot
alkotnak a direkt szorzatban; ez a G, (i € I) indexelt csaldd diszkrét direkt szorzata.

8.1.102. Cayley tétele. Barmely G csoport izomorf valamely halmaz permutaciéinak
(a o kompoziciéval tekintett csoportja) egy részcsoportjaval. A halmaz vélaszthaté G-nek.
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Lehet, hogy a halmaz jéval kisebbnek is vdlaszthatd, példaul D, mar egy n-szog
csucsai permutaciéinak is részcsoportja, vagy egy kocka egybevagdsagainak csoportja
részcsoportja a lapok permutacidcsoportjanak.

ez

hoz rendelt p,-ra legyen p,(z) = az, ha € G. A reprezentécidkrdl tanultakbdl tudjuk,
hogy az a — p, hozzarendelés monomorfizmus. A p, leképezések az egyszertisitési szabaly
miatt koleséndsen egyértelmiiek és G-re képeznek, mivel a =tz képe p,-nél z. OJ

8.1.103. Permutaciécsoportok. Tetszoleges X halmaz 6sszes permutaciéinak a o
miuivelettel vett csoportjat az X szimmetrikus csoportjanak neveztiik, ezen csoportok rész-
csoportjai a permutdciocsoportok. Az el6z6 tétel mutatja, hogy ezek a fogalmak alapvetd
fontossaguak. A szimmetrikus csoport szerkezete csak az alaphalmaz elemeinek szamatol
fiigg: ha ¢ az X halmaznak az Y halmazra valé kolesonosen egyértelmii leképezése, akkor
tudjuk, hogy f = @o fop ! megfeleltetés kolesondsen egyértelmii leképezése (bijekcidja)
X 0Osszes permutdcidinak Y 0sszes permutacidira. Mivel a permutaciok Osszetételére ez a
megfeleltetés miivelettarto is, hiszen

(pofop ) o(pogop ™ )=pofogop

igy X és Y permutacidinak csoportjai izomorfak. Mivel minket els6sorban a véges cso-
portok érdekelnek, az {1,2,...,n}, n € N alakd halmazok permutdcidinak vizsgdlatdra
szoritkozhatunk. Az {1,2,...,n} halmaz Gsszes permutécidinak csoportjit S, -nel fogjuk
jelolni, és n-ed fokd szimmetrikus csoportnak nevezziik. (Az elnevezés a szimmetrikus
polinomokkal valé kapcsolatra utal.) Nyilvanvaléan S,, rendje n!.

Bar az S, elemei sorozatok, igy egy p € S, elemet jelolhetiink p;,p,,...,p,-nel,
szokasosabb a hagyoményos jelolés:

p= ( 1 2 ... n )
Py Py - Dp)]
azaz minden elem ald odairjuk a képét. Barmilyen més sorrendben is felirhatjuk az ele-
meket és alajuk a képiiket, példaul ha ¢ € S,,,

= ( 1 2 ... n )
@ 9 - 4y
egy tetszOleges mésik permutacié, akkor p irhatd
b= ( @ 92 o n )
Pg, Pg, -+ DPg,
alakban is. A két permutéacié szorzata
pcq—(l 2 ... n)(l 2 ... n)
Py P2 - Pp qa 42 --- Gy
:(q1 qy .- %)(1 2 ... n)
pq1 p‘b pqn Qo 92 - dn
B ( 1 2 ... n )
plh pQQ e pqﬂ,



Egy
_ ( 1 2 ... n )
P Py P2 - Pn
alakban irt permutéciora legyen k az inverzidk szama az alsé sorban, azaz az Gsszes olyan
1 <i < j < n parok szdma, amelyekre p; > p;. A permutdci6t pdros permutdcidnak, illet-
ve pdratlan permutdcionak nevezziik aszerint, hogy k paros vagy paratlan; ez a permutacio
paritdsa.

Permutéacidkat egy masik alakban is felirhatunk. Ha 1 < iy,is,...,4%, < n kiilon-
bozd természetes szamok, jelolje (iq,iq,...,14;) azt a permutdciot, amely i;-et iy-be, iy-t
is-ba stb., i;-t ¢;-be viszi, minden mas szamot pedig fixen hagy. Egy ilyen permutdciét
k hosszusagu ciklusnak neveziink. (A ciklus jelolés nem teljesen pontos, mert nem deriil
ki beléle, hogy mely S,, elemérél van sz6.) Egy ciklus tobbféleképpen is felirhatd, bér-
melyik i;-vel kezdhetiink. Diszjunkt ciklusok nyilvan felcserélhetéek. Minden permutdcio
felirhaté paronként diszjunkt ciklusok szorzataként, és ez az elGallitas egyértelmi is, ha
a sorrendtdl és a felirdsbdl nyilvan elhagyhaté egy (vagy nulla) hossziisdgu ciklusoktol
eltekintiink.

A trividlis egy (vagy nulla) hosszi ciklusoktdl eltekintve a legegyszeriibb ciklusok a
kett6 hosszu ciklusok, ezeket transzpozicicknak nevezziik. Mivel

<i17i2ai37i47 ce 7ik) = <i17i3’i47 s aik)(ilazé)v

minden permutécié felirhaté transzpozicidk szorzataként. Bar ez az el6éllitas nem egyér-
telmi, az alabbi allitas igaz:

8.1.104. Tétel. Egy p € S, permutdcié pontosan akkor paros, ha el6allithaté paros
sok transzpozicio szorzataként, és pontosan akkor paratlan, ha paratlan sok transzpozicié
szorzataként allithaté eld.

Bizonyitas. Mivel az identikus permutacié paros, csak azt kell megmutatnunk,
hogy ha egy permutaciét jobbrél szorzunk egy transzpozicioval, akkor megvéltozik a
permutécié paritasa. Ha a

b= ( 1 2 ... n )
Py P2 - Pn
permutécidt szorozzuk az (i, ), i < j transzpoziciéval jobbrdl, akkor az eredmény a
(1 2 . do. g n)
Pr Py o D oo Di oo Dy

permutacié. Ha k < ¢ vagy k > j, akkor azon inverzidk szama, amelyekben p, résztvesz,
nem valtozik. Ugyanez a helyzet, ha i < k < j, de p, vagy nagyobb, mint max{p;,p;},
vagy kisebb, mint min{p;, p;}. Hai < k < jés min{p;,p;} < p;, < max{p;,p,}, akkor azon
inverzidk szama, amelyekben p, részt vesz, kettovel valtozik. Marad még egy lehetséges
inverzio, a p; és p; kozotti. Mivel p; > p; esetén ez az inverzié megsziinik, p; < p; esetén
pedig keletkezik, az allitast belattuk. O

8.1.105. Kovetkezmény. Az S, csoportban szorzasndl a paritdsok ,mod 2 Gssze-
adodnak”: egy paros és egy paratlan permutacio szorzata paratlan, két paros vagy két

paratlan permutacié szorzata pedig paros. A paros permutaciok 2 indexii normalosztot
alkotnak S, -ben, amit A, -nel jeloliink és n-ed foki alternalé csoportnak neveziink. O
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Az alternélé csoport elnevezés az alternalé polinomokkal valé kapcsolatra utal.

8.1.106. Példa. Az S,-ben

(1234

L2 ):(1,2,3,4)=(1,3>(1,2)(3,4)

paratlan, mig

1 2 3 4

<1 2 3 4):():(172)(2,1)=(1,3)(3,1)
paros.

— 8.1.107. Feladat [7]. Tekintsiik a kovetkezd permutacidkat:
_(1234 5_1234) _(1234
“\234 1) "7 132 4) 77 \2 14 3)

5= 1 2 3 4 (1 2 3 4
“\4 32 1) 7 312 4)
(1) Bontsuk fel ket idegen ciklusok szorzatéra.

(2) Szamitsuk ki az a8, a7 18, a28, (af)?, afa?, e 16y, 7%, &3, §3e3, (6¢)3 permu-
taciokat.

— 8.1.108. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg a
1 23 45 6 7 8\""
8 3 4 2 7 5 6 1
permutéciot.

8.1.109. Feladat [7]. Oldjuk meg a o permutdciéra az alabbi egyenleteket:
1) (132)0(341)=(234);

(

(2) (513)1°2346)%((123)(367)) = ()
(3) o2 =(123);

(4) o3=(123);

(5) o*=() az Sy-ben

— 8.1.110. Feladat [0]. Soroljuk fel a 2,3,8,6,1 sorozat 6t inverzi6jt.

— 8.1.111. Feladat [0]. Legkevesebb hény transzpoziciéval kaphatjuk meg az ALGO-
RITMUS sz6bdl a LOGARITMUS sz6t?

— 8.1.112. Feladat [5]. Keressiik meg, hogy az aldbbi csoportok koziil melyek izo-
morfak: Z,, Z5, Z,, Zg, Z5 \ {0}, Z5 \ {0}, Zg \ {0}, Z15 \ {0}, S5, As, S5, D3, D,,
Q.
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°x 8.1.113. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy az aldbbi csoportok izomorfak:
(1) S5, GL(Z3), SL(Z3) és PSL(Z3);

(2) A, és PSL(Z2);

(3) Aj, PSL(Z2) és PSL(F?), ahol F egy 4 elemi test;

(4) PSL(Z2) és PSL(Z3);

(5) Ag és PSL(F?), ahol Fegy 9 elemfi test;

( Ag és PSL(Z3).

ot
D D O O —

6

c sz

szama maximalis? Mennyi ekkor az inverziok szama?

°x 8.1.115. Feladat [12]. Adjunk algoritmust, amely O(nlogn) Osszehasonlitdssal a
legrosszabb esetben is meghatérozza az {1,2,...,n} halmaz egy (sorozatként megadott)

c sz

— 8.1.116. Feladat [4]. Adjunk mega D, diédercsoporttal izomorf permutéciécsopor-
tot. Legaldbb hény elemiinek kell lennie a halmaznak, amelynek a permutéciéit tekintjik?

8.1.117. Feladat [6]. Adjunk meg a kvaternidécsoporttal izomorf permutaciécsoportot.
Igyekezziink minél kevesebb elemi halmazt valasztani.

8.1.118. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy az S,, csoportban nem fires ciklusok rendje
megegyezik a hosszukkal, és barmely permutacié rendje megegyezik a nem iires idegen
ciklusokra valé felbontasanal fellépo tényez6k hosszanak a legkisebb tobbszordsével.

x 8.1.119. Definicié. Egy G csoport egy normdllincén részcsoportjainak egy olyan
G=G;, DG DG, D...0G, ={e}

véges sorozatat értjik, amelyben G, normaloszté G,_;-ben, ha i =1,2,... . n. A G cso-
portot feloldhaténak nevezziik, ha van olyan normélldnca, amelynek G, ,/G; faktorai
Abel-csoportok.

A normallanc faktorai némi téjékoztatast nydjtanak a csoportrél. Mivel a véges
Abel-csoportok szerkezetét ismerjiik, a feloldhaté véges csoportokrol elég sok informaéci-
6nk van. Vannak azonban olyan csoportok, amelyeknek csak trividlis normadlosztdja (azaz
csak trividlis homomorfizmusa) van, ezeket egyszeri csoportnak nevezzik. Egy eléz6 té-
telbdl tudjuk, hogy az egyszerii véges Abel-csoportok az egyelemii csoport és a primrendii
ciklikus csoportok.

Legyen n > 1 természetes szam. Az el6z8 kovetkezmény szerint S, D A,, D {e} egy
normallanca S,,-nek. Megmutathaté, hogy n > 5 esetén A,, nem kommutativ egyszerd
csoport, igy ez a normallinc nem is b6vitheté tovabb. Ennek felhasznaldsaval az is be-
lathato, hogy S, nem feloldhatd, ha n > 5. A csoportok feloldhatésagat Galois vizsgalta
el6szor algebrai egyenletek gyokjelekkel valo megoldhatésagaval kapcesolatban.

Ma mér a nem kommutativ véges egyszerii csoportok is ismertek (ez a csoportelmélet
egyik legnagyobb diadala), ezeknek azonban mér a felsoroldsa is olyan bonyolult, hogy
itt nem lehet targyalni, annak bizonyitasa pedig, hogy valéban ezek és csak ezek a véges
egyszerd csoportok, tobb tizezer oldal tobb szdz cikkben szétszorva. A véges egyszerl
csoportok 17 végtelen sorozatba tartoznak (az egyik A,, n > 5; egy masik a PSL(F™)

no
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csoportok, amelyek egyszeriiek, ha F' egy véges test, kivéve, ha n = 2, F' = Z,, illetve
han =2, F =7,), tovdbbd van még 26 sporadikus (szérvanyos) véges egyszerii csoport.
Ezek némelyikével még taldlkozni fogunk; a legnagyobb a ,, Monster”, amelynek

8080 17424 79451 28758 86459 90496 17107 57005 75436 80000 00000

eleme van.

* 8.1.120. Példa. Megmutathatd, hogy S,-ben

a normalosztok, ahol () az identikus permutacid, igy A, nem egyszer(i csoport.

8.1.121. Feladat [3]. Dontsiik el, hogy az aldbbi csoportok koziil melyik ciklikus:
(1) S
(2) z7;
(3) Uy
(4) (p(X),A), ahol X tetszSleges halmaz.
8.1.122. Feladat [3]. Igazoljuk, hogy barmely csoport tetszdleges x, y elemeire

1) x rendje megegyezik x~! rendjével;

(

(2) = rendje megegyezik y 'y rendjével;

(3) xy rendje megegyezik yx rendjével;

(4) ha z és y felcserélhetéek, akkor xy rendje osztja x rendjének és y rendjének a legki-

sebb kozos tobbszorosét.

— 8.1.123. Feladat [4]. Hény automorfizmusa van az egész szdmok additiv csoport-
janak?

— 8.1.124. Feladat [6]. Keressiik meg egy 12 rendi ciklikus csoport, illetve S5 Gsszes
részcsoportjat, az azok szerinti mellékosztalyokat, dsszes normalosztéjat, és az azok sze-
rinti faktorcsoportokat.

8.1.125. Feladat [3]. Bizonyitsuk be, hogy ha egy csoport H és K véges részcso-
portjainak rendje relativ prim, akkor a két részcsoport metszete csak az egységelemet
tartalmazza.

8.1.126. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy ha a G csoport rendje n, az m relativ
prim n-hez, akkor barmely g € G-re az 2™ = g egyenletnek pontosan egy megoldasa van
G-ben.

8.1.127. Feladat [4]. Bizonyitsuk be, hogy
{0,(12)(34),(13)(24),(14)(23)}

normalosztd S,-ben, és a szerinte vett faktorcsoport izomorf S;-mal.

8.1.128. Feladat [4]. Igazoljuk, hogy az (1,1,1) elem normélosztét generdl az (addi-
tiv) Z, x Z, X Z4 csoportban. Mivel lesz izomorf a faktorcsoport?
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8.1.129. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az aldbbi leképezések csoporthomomorfizmust
definialnak, hatarozzuk meg mindegyiknek a magjat és a mag szerinti faktorcsoportot:

(1) (Z,+) = S5, ni=> (123)"
(2) g™ — k3", ahol g egy 15 elemfi, h pedig egy 9 elemi ciklikus csoport generatora;
(3) Gx H — H, (g,h) — h, ahol G és H tetszbleges csoportok.

8.1.130. Feladat [9]. Hatdrozzuk meg Q, Ss, Ay, D4, D5 és Dy részcsoportjait,
normalosztéit és faktorcsoportjait.

* 8.1.131. Feladat [9]. Hatéarozzuk meg Ds, D,, Q, Ds, S5, Ay, és GL(Z3) konjugalt
osztéalyait és normélosztéit.

8.1.132. Feladat [8]. Hatdrozzuk meg az Gsszes legfeljebb tizedrend(i csoportot izo-
morfia erejéig.

x 8.1.133. Feladat [22]. Hatdrozzuk meg az Osszes legfeljebb 32 rendi csoportot
izomorfia erejéig.

8.1.134. Tovabbi feladatok. [3]: IL2-1L6, I1.34, 11.76, IIL.1-1IL6, IV.1-1V.226;
[17): 129-137; [36]: 4.35-4.37; [83]: 11.8.27-11.8.29, I1.8.32, I11.5.16, X.5.2, XIL.6.1-XIL.6.3,
XIL6.7, XIL6.18 XIL6.21.

8.2 Gyiriik és testek

8.2.1. Megjegyzés. Ebben a fejezetben a gytirtikkel fogunk foglalkozni, amelyek mint
tudjuk, egy alaphalmazbdl és rajta értelmezett két binér miiveletbdl allnak. A csoportel-
méletben tanultak nagyban segitik az itt targyalt anyag megértését. Célszeri atnézni a
3. és 6. fejezetben bevezetett fogalmakat, mint példaul disztributivitas, dltalanos disztri-
butivitas, kommutativ gytiri, egységelemes gytirii, eléjelszabaly, ismételt 6sszeadas, null-
gylrl, zérogylri, nullosztopar, nullosztémentes gytril, egyszerisités balrél és jobbrol,
integritasi tartomany, ferdetest, test, osztd, tobbszords, egység, asszocialt, legnagyobb
koz0s 0sztd, legkisebb kozos tobbszoros, relativ primek. A legfontosabb példaink gytiriik-
re az egész szamok gytrije és Z,,,, ferdetestre a kvaterniok, testre pedig a racionalis, valos
és a komplex szamok teste és Z,,,, ha m prim. Tovabbi példakat nyerhetiink a fiiggvények
kozott értelmezett miiveletek segitségével.

8.2.2. Megjegyzés. Egy egységelemes integritasi tartomany nyilvan pontosan akkor
test, ha minden nem nulla eleme egység. Egy véges integritasi tartomény test, mert egy
rogzitett nem nulla elemmel végigszorozva a nem nulla elemeket jobbrél, illetve balrdl,
mindegyiket megkapjuk, igy a nem nulla elemek kérében az ax = b és az ya = b egyenletek
megoldhatok.

8.2.3. Példak. (1) Egy tetsz6leges X halmazt egy R gylir(ibe képez6 Osszes fiiggvények
RX halmaza a pontonkénti dsszeadassal és szorzéssal gytirti. Ha R kommutativ, akkor ez
a gyfiri is kommutativ, ha R egységelemes, akkor az R¥ gyfirii is egységelemes, de ha
R is és X is legalabb kételemii, akkor RX nem nullosztémentes — igy nem is test —, még
akkor sem, ha R test.
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(2) Tegyiik fel, hogy o € C\Q olyan szdm, amelyre a®>+ka-+{ = 0, azaz a® = —ka—/
valamely k, ¢ egészekkel. Ekkor Z[a]:= Z + Za C Cegységelemes integritdsi tartomany,
mert

(z +ya) (@' +y'a) = zz’ + (zy +2'y)a +yy'a®
=za’ + (xy’ + 2'y)a — yy' (ka+ L) € Z[a].

A Z]a] elemei egyértelmiien {rhatok = + ya alakban, ahol z,y € Z, mivel ha = + ya =
' + vy a, akkor y = 3’ esetén x = z’, az y #+ y’ esetben viszont a« = (x —z’)(y’ — y) €
Q teljesiilne. Z[i] nyilvdn a Gauss-egészek gytirije. Mint majd latni fogjuk, méar ezen
szamgyurik kozott is vannak olyanok, amelyekben a faktorizacié irreducibilis elemekre
nem egyértelmi, a primelem és az irreducibilis elem fogalma nem esik egybe stb. Ilyen
gytrlket a Fermat-sejtéssel kapcsolatban kezdtek vizsgalni, és ezek vizsgdlata vezetett
az idedl fogalméanak kialakulasahoz.

x 8.2.4. Példa. Megmutatjuk, hogy egy tetszéleges A Abel-csoport 6sszes endomorfiz-
musai egységelemes gytriit alkotnak a pontonkénti 6sszeadassal és a fiiggvények kompo-
ha f,9: A — A endomorfizmusok, akkor g o f nyilvdn endomorfizmus, és f + ¢ is endo-
morfizmus, mivel A Abel-csoport, igy

(f+9)(@z+y) = flz+y) +g(x+y) = fl@)+ fy) +9(x) +g(y)
= (f+9)(@)+(f+9) ()

Az 6sszeadas nyilvan kommutativ, asszociativ, az azonosan nulla leképezés nullelem, és
az f additiv inverze —f. Ha még h: A — A is endomorfizmus, akkor minden x € A-ra

(f+9)eh)(@) = (f + 9)(h(z)) = f(h(x)) + g(h(x))
= (feh)(@)+(goh)(x) = (foh+geh)(z),

azaz teljesiil a jobb oldali disztributivitas. A bal oldali disztributivitas hasonléan ad6dik.
Végiil vegyiik észre, hogy az identikus leképezés egységelem.

Konkrét példaként vizsgdljuk meg Z mint additiv Abel-csoport endomorfizmusgyti-
riijjét. Ha ¢: Z — Z egy endomorfizmus, akkor indukciéval ¢(n) = np(1), ha n € N, és
w(—n) = —p(n) miatt ez minden n € Z-re fenndll. Ez azt jelenti, hogy ¢(1) egyértelmtien
meghatarozza az endomorfizmust. Mivel minden a € Z-re ¢(n) = na endomorfizmus, és
(pa°wp)(n) =@, (bn) = abn, azt kapjuk, hogy Z mint additiv Abel-csoport endomorfiz-
musgytirije izomorf a Z gytrivel.

— 8.2.5. Feladat [0]. Trjuk fel a modulo 5 maradékosztélyok testére vonatkozé Gssze-
adasi és szorzasi tablazatot.

— 8.2.6. Feladat [6]. Igazoljuk, hogy a szokésos Osszeaddssal és a megadott szorzassal
testet kapunk:

(1) Zy xZy, (x,y) - (2/,y): = (22’ + 9y, 2y + 2’y +yy');

(2) ZyxZs, (z,y)- (2',y):= (za’ —yy' 2y +2'y).

— 8.2.7. Feladat [6]. Tegyiik fel, hogy a € C\ Q olyan szam, amelyre o® + ra + s =
0, azaz a® = —ra — s valamely r,s racionalis szamokkal. Mutassuk meg, hogy ekkor

Q + Qo C C test.
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x 8.2.8. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg (Q,+) endomorfizmusgyfir{ijét.

8.2.9. Feladat [6]. Dontsiik el, hogy az aldbbi szdmhalmazok koziil melyek alkotnak
testet a valds szamok szokasos miiveleteivel:

(1) {p+avV2+rV3:p,qreQl

2) {p+avV2+rV3+5V6:p,qr s € Q)
3) {p+qV2:p,qeQ;

(4) {p+q¥2+rV4:p,qreqQl).

8.2.10. Feladat [7]. Legyen R kommutativ egységelemes gyfir(i, a,b € R. Mutassuk
meg, hogy ha a™ = 0 valamely n € N-re, és b invertalhaté, akkor a + b is invertalhato.

8.2.11. Feladat [8]. Legyen R egységelemes gyfirli, a,b € R. Mutassuk meg, hogy
(1) a, b, ab— 1 invertdlhaté, akkor a — bt és (a — b~ 1)t — a1 is invertdlhatéak és ez
utobbi inverze aba — a;
(2) ha 1— ab invertdlhat6, akkor 1 — ba is.

8.2.12. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha egy gytir(iben egyetlen baloldali egység-
elem van, akkor az kétoldali egységelem.

8.2.13. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha egy egységelemes gyfiriiben egy elemnek
egyetlen balinverze van, akkor az jobbinverz is.

8.2.14. Feladat [10]. Legyen R véges gytiirli. Mutassuk meg, hogy

(1) ha R egységelemes, akkor minden nem nulla elem vagy baloldali nullosztd, vagy
invertalhato;

(2) ha van olyan a € R, amely nem baloldali nulloszt6 és van olyan b € R, amely nem
jobboldali nullosztd, akkor R egységelemes.

8.2.15. Homomorfizmusok. Legyen R és R’ két-két binér miivelettel elldtott hal-
maz. Az egyszeriiség kedvéért R-ben és R’-ben is az els6 miiveletet Osszeaddssal, a ma-
sodikat pedig szorzdssal fogjuk jelolni. Az R-nek R’-be vald Osszeadds- és szorzdstarto
©: R — R’ leképezését homomorfizmusnak fogjuk nevezni, és azt mondjuk, hogy ¢(R) az
R homomorf képe. Ha a ¢ homomorfizmus kolcsondsen egyértelmi (injektiv), akkor mo-
nomorfizmusnak, ha pedig R’-re képez (sziirjektiv), akkor egy R’-re vald epimorfizmusnak
nevezziik. Ha ¢ kolcsonosen egyértelmii és R’-re képez (bijektiv), akkor ¢ izomorfizmus R
és R’ kozott. Ha R és R’ kozott 1étezik izomorfizmus, akkor azt mondjuk, hogy izomorfak;
ilyenkor algebrai szempontbdl nem lehet kiillénbséget tenni kozottiik.

Ha R’ = R ugyanazokkal a miiveletekkel, akkor a homomorfizmusokat endomorfiz-
musoknak, az izomorfizmusokat pedig automorfizmusoknak is nevezziik.

Hasonlbéan, mint a csoportoknal, adédik, hogy homomorfizmusok 6sszetétele is ho-
momorfizmus, izomorfizmusok ésszetétele izomorfizmus, izomorfizmus inverze is izomor-
fizmus, és I automorfizmus.

8.2.16. Példak. (1) Ha X tetszbleges nem tires halmaz, akkor a (A, N) miveletekkel
mint Osszeaddssal és szorzdssal tekintett p(X) hatvinyhalmaz kommutativ gy(ir(i, és ha

x € X, akkor az
T, hazeA,
Al haaga
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leképezése a (@, A) miiveletekkel tekintett {1,]} kommutativ gy{ir(ibe epimorfizmus, és
ha X = {z}, akkor izomorfizmus.

(2) Ha X tetsz6leges nem tires halmaz, akkor a (£, N) miiveletekkel mint 6sszeadds-
sal és szorzéssal tekintett p(X) hatvanyhalmaz kommutativ gytir(i, és ha € X, akkor

az haag A
) a T )
AH{J,, hax e A

leképezése a ( < , V) miiveletekkel tekintett {1, ]} kommutativ gyfirlibe epimorfizmus,
és ha X = {z}, akkor izomorfizmus.

(3) Ha m € Z, akkor Z-nek a Z,, gyfirtire val6 x & mod m leképezése epimorfiz-
mus, m = 0 esetén izomorfizmus.

(4) A komplex konjugdlds a komplex szdmok testének automorfizmusa.

— 8.2.17. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg izomorfizmus erejéig a négyelemii egységelemes
gytriket.

8.2.18. Tétel. Gytlirti homomorf képe gytirii.

Bizonyitas. A csoportokndl tanultak alapjan csak a disztributivitast kell belatni.
Jelolje x képét /. A homomorf kép tetszéleges hdrom elemét felirhatjuk a’,b’, ¢’ alakban.
gy a’(b +¢) =a’(b+c) = (alb+ c))/ = (ab+ ac) = (ab)’ + (ac) = a’b' +d'c’, és
hasonléan (b + ¢')a’ =b'a’ + 'a’. O

Ugy a gyfirtiknél, mint a testeknél fontos jellemzd az elemek additiv rendje, amely
megfelel6 feltétel teljesiilése esetén minden nem nulla elemre megegyezik.

8.2.19. Tétel. Egy R nullosztomentes gyfiriiben a nem nulla elemek additiv rendje
megegyezik, és vagy végtelen, vagy primszam.

Bizonyitas. Ha egy nullosztémentes R gytriiben egy nem nulla a elem additiv
rendje n € NT, és b tetsz6leges nem nulla elem, akkor n(ab) = (na)b = 0b = 0, masrészt
pedig n(ab) = a(nb), igy nb = 0 kell legyen, azaz b rendje is véges, és legfeljebb annyi,
mint a rendje. Mivel a és b szerepe felcserélhetd, minden nem nulla elemnek ugyanannyi
az additiv rendje. Megmutatjuk, hogy ez a kozos rend, ha nem végtelen, akkor csak
primszam lehet. Ugyanis, ha n a nem nulla a elem additiv rendje, akkor n > 1, és ha
n = km, akkor 0 = na = k(ma). Ha m < n, akkor ma # 0, tehat k = n, mert egyébként
ma additiv rendje kisebb lenne, mint n. [J

8.2.20. Gytira karakterisztikaja. Az el6z6 tétel szerint nullosztomentes gytiriiben
a nem nulla elemek additiv rendje megegyezik. Ha ez a kozos érték végtelen, akkor azt
mondjuk, hogy a gyiri karakterisztikdjo nulla, ha pedig egy véges n érték, akkor azt
mondjuk, hogy a gyidrd karakterisztikdja n. Jelolése: char(R).
Hasznos észrevétel, hogy ha n = char(R) > 0, és a gy{irli kommutativ, akkor barmely
a,b € R esetén

n

(a + b)n — Z <Z> akpn—Fk = gn + b7,

k=0

mert n prim, és 0 < k < n esetén a binomidlis egyiitthaté oszthaté n-nel. (Természetesen
ugyanez tobb tagra is igaz.) Igy x + 2" endomorfizmus. Ezt a leképezést Frobenius-
endomorfizmusnak nevezziik. Indukciéval minden k € N*-ra z - 2™ is endomorfizmus.
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8.2.21. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy egy nem nulla karakterisztikdji integritdsi
tartomanyban a Frobenius-endomorfizmus automorfizmus.

8.2.22. Részgylirii, ideal. Legyen R egy halmaz a (+,-) binér miiveletekkel. Az R
egy S részhalmazat részgyidrimek, illetve résztestnek nevezziik, ha maga is gytiri, illetve
test az adott miiveletekkel. A szdmunkra legfontosabb eset az lesz, amikor R maga is
gytir(l, illetve test. (Ilyenkor azt is mondjuk, hogy R az S bdvitése.) A részcsoportoknél
tanultak szerint egy S # ) részhalmaza R-nek pontosan akkor részgylrii, ha a,b € S
esetén a —b € S és ab € S. Ezek a feltételek nyilvan tgy is irhatdk, hogy S — S C S,
illetve SS C S. A részgylirii fogalma a részcsoport fogalmdval analdg: olyan additiv
részcsoport, amelybol még a szorzas sem vezet ki. Azt a szerepet, amelyet csoportoknél
a részcsoportok koziil a normélosztok jatszottak, a gytlrik esetében az idedlok veszik at.
Az I részgyliriit jobbidedlnak, illetve balidedlnak nevezziik, ha a € I és r € R esetén
ar € I, illetve ra € I. Ha I egyszerre balidedl és jobbidedl is, akkor idedlnak nevezziik. A
csoportokndl tanultak szerint az, hogy I jobbidedl, illetve balidedl, azzal ekvivalens, hogy
I—ICIésIR C I, illetve hogy I—I C Iés RI C I. Igy az, hogy I ideél, azzal ekvivalens,
hogy I —1 C I, IR C I és RI C I. Innen azonnal kovetkezik, hogy akarhany jobbideal,
balidedl, illetve idedl metszete ismét jobbideal, balidedl, illetve ideal. Nyilvan az egész R
és a csak a nullelemet tartalmazé egyelemi részhalmaz idedl, ezek a trividlis idedlok. Ha
egy gylriiben ezeken kiviil nincs més idedl, akkor egyszeri gydrinek nevezzik. Az R-t6l
kiilonbo6z6 idedlokat valodi idedinak nevezziik. Természetesen kommutativ gytiriiben a
jobbideal és a balideal fogalma egybeesik az idedl fogalmaval.

Egy A C R részhalmaz altal generdlt idedlon az Osszes, az A-t tartalmazoé idedlok
metszetét érjik. Jelolése: (A). Tudjuk, hogy (A) idedl; ez a legsziikebb ideél, amely tartal-
mazza A-t. Ha A = {ay,a,, ...,a,}, akkor ({a,a,,...,a,}) helyett csak (a,as,...,a,)-
et frunk. Ha egy I idedlt egyetlen a € R general, azaz I = (a), akkor féidedinak nevezziik.
(Hasonléan definidlhaté az A altal generalt jobbidedl, illetve balidedl is.)

° 8.2.23. Példak. (1) A valds valtozos valds értékii fiiggvények RF gyfirtijében részgyti-
riit alkotnak példaul a korldtos fiiggvények, a folytonos fiiggvények, a korlatos folytonos
fliggvények, a polinomfiiggvények stb.

(2) Egy X linedris tér 6nmagaba valé linedris leképezései a pontonkénti dsszeaddssal
és a fliggvényosszetétellel mint szorzdssal az Abel-csoportként tekintett X endomorfizmu-
sai gytrijének egy részgytrijét alkotjak.

(3) Ha az el6z8 pontban szereplé X linedris tér n dimenzids, akkor az dnmagéba
valé linedris leképezéseinek az el6z6 pontban megadott gytiriije izomorf az n x n-es mat-
rixoknak a matrixok Gsszeadasaval és szorzasaval tekintett gytiriijével.

8.2.24. Példak. (1) Az egész szdmok gylir(ijében egy m egész szdm tobbszorosei idedlt
alkotnak. Ez nyilvdn f&idedl, amelyet m (vagy —m) general.
(2) Ha X nem iires halmaz, és z € X, akkor a (A,N) miiveletekkel ellatott p(X)
gytlirliben {A C X:z ¢ A} f6idedl.
(3) A Q x {0} halmaz ideél (a koordindtankénti Gsszeaddssal és szorzdssal ellatott)
Q x Q-ban.

° 8.2.25. Példak. Tovabbi érdekes példdk idedlra: egy adott polinom tobbszordsei az
egyhatarozatlant valds egytitthatds polinomok gytriijében, a konstans tagot nem tartal-
maz6 polinomok a kéthatdrozatlani valés egytitthatds polinomok gyfirijében (ez utébbi

230



nem f6idedl). Az n x n-es valés matrixok nem kommutativ gytiriijében azok a métrixok,
amelyekben az els6 sor, illetve az els6 oszlop kivételével minden maés sor, illetve oszlop
minden eleme nulla, jobbidedlt, illetve balidedlt alkotnak (de nem alkotnak idedlt).

— 8.2.26. Feladat [0]. Bizonyitsuk be, hogy 27 a Z-nek részgyfirtje. Idedl-e? Foidesl-
e?

— 8.2.27. Feladat [0]. Bizonyitsuk be, hogy 47 a 2Z-nek részgyfirtije. Ideél-e? Féidedl-
e?

— 8.2.28. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy Z-ben (18,30) = (6), tehat f8ideal.

— 8.2.29. Feladat [0]. Legyenek I és J az R gylir(i idedljai. Bizonyitsuk be, hogy I+ .J
az I U J &altal generdlt ideal.

8.2.30. Feladat [6]. Egy gylir(i idedljai a tartalmazdsra nézve részben rendezett
halmazt alkotnak.

(1) Készitsiik el a Zy4, Zg, és Z,, gyliriik idedljainak Hasse-diagramjét;

(2) Milyen n € Nt-ra alkotnak Z,, ideéljai rendezett halmazt?

— 8.2.31. Feladat [2]. Mutassuk meg, hogy Z + Zi + Zj + Zk C H egységelemes
nullosztémentes nem kommutativ gytri.

8.2.32. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy barmely R gyfirlire R x Z egységelemes
gylirti az (r,m)+(s,n) = (r+s, m+n) osszeaddssal és az (r,m)-(s,n) = (rs+ms+nr, mn)
szorzassal, és ebben R x {0} izomorf R-el. Mutassuk meg, hogy ha R egységelemes, akkor
R x Z-ben vannak nullosztok.

x 8.2.33. Reprezentacidk. Egy R gylirlinek egy A Abel-csoport endomorfizmusgyii-
riijébe valé homomorfizmusat R reprezentdcidjanak nevezziik. Ha a leképezés monomor-
fizmus, akkor hi reprezentdciordl beszélink. Egy egységelemes gy(iriinek mint (multipli-
kativ) egységelemes félcsoportnak a reguldris reprezentcidja a gylirli reguldris reprezen-
tdcidja; mint tudjuk, ez hii reprezentacio.

x 8.2.34. Feladat [5]. Bizonyitsuk be, hogy minden gyfir{i izomorf egy Abel-csoport
endomorfizmusgytiriijének valamely részgytiriijével.

* 8.2.35. Boole-gytiriik. Olyan gyfirfit, amelynek barmely a elemére a? = a, Boole-
gytirtinek neveziink. Boole-gyfir{iben minden a elemre 2a = 0, hiszen a + a = (a + a)? =
a’+a*+a*+a® = a+a+a+a, ahonnan a+a = 0 (és {gy a = —a). Minden Boole-gyfirii
kommutativ, mert a +b = (a + b)?> = a® + ab + ba + b*> = a + ab + ba + b, ahonnan
ab = —(ba) = ba.

A nullgytiriitél kiilonbozé legegyszertibb példa Boole-gytirtire {1,]} a (&, A) mii-
veletekkel. Tetszbleges X halmazra p(X) példa Boole-gylirtire a (A, N) miiveletekkel.
(Figyeljikk meg a nagyfokd hasonlosdgot a logikai miiveletek és a halmazmiiveletek ko-
zOtt: nem véletlen, hiszen mindkét esetben Boole-gytiriiben vagyunk.) Egy halmazhoz a
karakterisztikus fiiggvényét rendelve latjuk, hogy ez a gyfirti a {0, 1} fiiggvénygytiriivel
izomorf, ahol {0,1} a kételemti test. Természetesen egy Boole-gyfirti minden részgytiriije
is Boole-gytiri.
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x 8.2.36. Feladat [2]. Legyen R a 30 természetes szdm osztéinak halmaza, x o y: =
Ikkt(x,y)/Inko(z, y) és x x y: = Inko(z, y).

(1) Mutassuk meg, hogy (R, (¢,*)) Boole-gylirti. Hatdrozzunk meg egy vele izomorf
halmazgyrit.

(2) Altalanositsuk a feladatot 30 helyett tetszéleges négyzetmentes pozitiv természetes
szamra.

(3) Altaldnositsuk a feladatot arra az esetre, amikor R az Gsszes négyzetmentes pozitiv
természetes szamok halmaza. Van-e olyan izomorf halmazgyfirti, amely valamely
halmaz Gsszes részhalmazaibdl 4117

x 8.2.37. Feladat [10]. Egy X halmazt a U és N binér miiveletekkel hdldnak neveziink,
ha mindkét miivelet kommutativ és asszociativ, és minden a,b € X esetén teljesiilnek az
(aUb)Na és (anb)Ua = a elnyelési tulajdonsdgok. Ha az X hél6 Y részhalmazabdl
nem vezetnek ki a N és U miiveletek, akkor Y az X részhdloja. Ha a haléonak van az U
miiveletre semleges eleme, azt nullelemnek nevezziik és 0-val jeloljiik. Ha a halénak van a
N miveletre semleges eleme, azt egységelemnek nevezziik és 1-gyel jeloljiikk. Ha az a € X-
hez van olyan a’ € X, amelyre aUa’ = 1 és aNa’ = 0, akkor azt mondjuk, hogy a’ az a
komplementere.

(1) Mutassuk meg, hogy {,l} az U: = V és N: = A logikai miiveletekkel hal6, amelyben
van 0 és 1, és mindkét elemnek van egyértelmi komplementere.

(2) Mutassuk meg, hogy barmely X halmazra p(X) a szokdsos metszet- és uniéképzéssel
halé, amelyben van 0 és 1, és minden elemnek van egyértelmli komplementere.

(3) Az el6z6 példaban szerepld haldk részhaléi kozott keressiink olyanokat, amelyekben
nincs 0, amelyekben nincs 1, illetve amelyekben van 0 és 1, de rajtuk kiviil egyetlen
elemnek sincs komplementere.

(4) Mutassuk meg, hogy haléban minden a € X-re aUa = a és aNa = a, azaz mindkét
miivelet idempotens.

(5) Mutassuk meg, hogy egy haléban a N'b = a pontosan akkor teljesiil, ha a Ub = b.
(6) Mutassuk meg, hogy ha egy hdloban van nullelem, akkor 0Na = 0 minden a € X-re.
(7) Mutassuk meg, hogy ha egy héloban van egységelem, akkor 1Ua = 1 minden a € X-
re.
x 8.2.38. Feladat [6]. Egy X hilot disztributivnak neveziink, ha minden a, b, c € X-re
teljesiilnek az aN(bUc) = (aNb)U(aNe) és aU(bNc) = (aUb)N(aUc) disztributivitdsok.
(1) Mutassuk meg, hogy az el6z§ feladatban szereplé hdrom példa disztributiv halé.
(2) Mutassuk meg, hogy egy hdléban barmelyik disztributivitdsbdl kovetkezik a méasik.
x 8.2.39. Feladat [9]. Mutassuk meg, hogy egy hél6 egy specidlis részbenrendezett
halmaz:

(1) tegyik fel, hogy X részbenrendezett halmaz, amelyben barmely {a,b} C X-re 1étezik
sup{a, b} és inf{a, b}; mutassuk meg, hogy az a U b: = sup{a, b} és a N b: = inf{a, b}
definiciékkal halét kapunk, és ha X-ben van legkisebb elem, az lesz a 0, ha van
legnagyobb elem, az lesz az 1;
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(2) megforditva, tegyiik fel, hogy X hal6, és mutassuk meg, hogy a < b:=aNb =a
részben rendezés, amelyre barmely {a,b} C X-re létezik sup{a,b} és inf{a,b} és
azok a U b illetve a N b, igy haléban mindig adott egy természetes részbenrendezés,
és erre a nullelem a legkisebb elem, az egységelem pedig a legnagyobb elem.

% 8.2.40. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg egy 5 elemd halmazon azokat a paronként
nem hasonl6 részben rendezéseket, amelyek halét adnak. Van-e nullelem, egységelem,
illetve disztributiv-e a hal6? Hatarozzuk meg az elemek komplementereit. Rajzoljuk fel a
Hasse-diagramokat.

°x 8.2.41. Feladat [3]. Tekintsiik az {1,2,4, 6,12} halmazt és az {1,4, 6, 12} részhalma-
zat az ,0sztdja” részben rendezéssel. Mutassuk meg, hogy mindketté hélé, de az utébbi
nem részhaléja az elébbinek. Rajzoljuk fel a Hasse-diagramokat.

x 8.2.42. Feladat [9]. Olyan disztributiv hél6t, amelyben minden elemnek van komp-

lementere, Boole-algebranak neveziink.

(1) Mutassuk meg, hogy disztributiv hdl6ban egy elemnek legfeljebb egy komplementere
létezhet.

(2) Mutassuk meg, hogy Boole-algebraban, a komplementert vesszével jelolve, (aUb)’ =
a’ N és(and) =a’ U

(3) Mutassuk meg, hogy egy Boole-algebrdbdl az ab: = aNb és a+b:= (aNbd’)U(bNa’)
miiveletekkel egységelemes Boole-gytrit kapunk.

x 8.2.43. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy Boole-gyliriibél az a Nb: = ab és a Ub: =
a + b — ab definiciékkal disztributiv hélét kapunk, amelyben van nullelem és pontosan
akkor van egységelem, ha a gylri egységelemes. Ekkor a kapott halé Boole-algebra, és
a =1+a.

x 8.2.44. Feladat [8]. Mutassuk meg, hogy az aldbbi részbenrendezések halét adnak,
és vizsgaljuk meg, hogy mikor van nullelem, egységelem, mikor disztributiv a halg, illetve
hogy mikor kapunk Boole-algebrat:

(1) egy rendezett halmaz;

(2) egy n € N szdm oszt6i az oszthatdsdggal;

(3) N az oszthatdsaggal;

(4) egy X halmazra RX a pontonként kisebb vagy egyenlével;
(5) egy X halmazra [0,1]% a pontonként kisebb vagy egyenlével.

x 8.2.45. Feladat [8]. Keressiink az el6z6 feladatban szerepld héaldkkal izomorf rész-
haléjat P(X)-nek az unié- és metszetképzéssel alkalmas X-re, ha van ilyen.

% 8.2.46. Feladat: Stone tétele [20]. Bizonyitsuk be, hogy minden disztributiv halé
izomorf valamely X halmazra p(X) egy részhaléjdval, és minden Boole-algebra izomorf
valamely X halmazra o(X) egy részhdldjaval, amely tartalmazza X-et és az (-t.

8.2.47. Mellékosztalyok. Legyen R egy gytri és legyen I egy additiv részcsoportja
R-nek. Vezessiik be az a ~ b, ha a — b € I relaciét. Tudjuk, hogy ez az Gsszeadéssal
kompatibilis ekvivalenciarelicié, az a € R ekvivalenciaosztalya az I 4+ a halmaz. Az ek-
vivalenciaosztalyokat az R gy(irQ I szerinti mellékosztdlyainak vagy maradékosztdlyainak
nevezzik.
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8.2.48. Tétel. Egy R gytirti egy I idedl szerinti mellékosztalyai a gytiriinek mindkét
miivelettel kompatibilis osztalyozasat alkotjak. Minden, mindkét miivelettel kompatibilis
osztalyozas esetén a nulla osztalya idedl, és az osztalyozas ezen ideal szerinti mellékosz-
talyokbdl all.

Bizonyitas. Ha [ idedl, akkor — mivel az Gsszeadassal R kommutativ csoport — a
csoportelméletbdl tudjuk, hogy az osztalyozds kompatibilis az Osszeadassal, és az osz-
talyok oOsszeadédsa megegyezik a komplexus 6sszeaddssal. Az idedltulajdonsdgbdl arra is
kovetkeztetni tudunk, hogy az osztélyozéas a szorzéassal is kompatibilis, hiszen

(1) (I+a)(I+b)=1II+al+1Ib+abC I+ ab.

Most tegyiik fel, hogy adott egy, az Osszeadassal és a szorzassal is kompatibilis
ekvivalenciarelacié. A csoportokndl tanultakat alkalmazva kapjuk, hogy ez az R valamely
I additiv részcsoportja szerinti ekvivalenciarelacid, tehat ez ekvivalenciaosztalyok az I
szerinti mellékosztalyok. Tetszoleges C' osztalynak az I osztallyal vett szorzata egy osztaly
részhalmaza. Ennek tartalmaznia kell a nullat is, mert 0 € I, igy csak CI C I lehetséges.
Ez minden C osztalyra fennall, tehat RI C I. Hasonléan IR C I, tehat I idedl. O

8.2.49. Kovetkezmény. Egy R gyiiriinek egy I idedl szerinti mellékosztalyai a éssze-
adasra és a szorzasra nézve gytiriit alkotnak.

Bizonyitds. Ha ~ a megfelel6 ekvivalenciarelacid, akkor x + & mindkét miiveletre
nézve mivelettartd. O

8.2.50. Faktorgytirii. Az el6z6 kovetkezményben szerepld gytiriit az R gytirii I ideal
szerinti maradékosztdly-gyiirdjének (vagy faktorgyiriijének, illetve hdnyadosgyiirijének)
nevezziik, és R/I-vel jeloljik.

8.2.51. Példa. Ha R=7és I =mZ, akkor R/I =7Z/mZ =7,,.

x 8.2.52. Megjegyzés. Az el6z6 tétel (1) Oszefiiggésében az egyenldség dltaldban
nem teljesiil, tehat a maradékosztilyok szorzasa nem biztos, hogy megegyezik a komple-
xusszorzassal. Tekintstink egy példat. Legyen R =7, I =87, a = b = 4, ekkor

(I+a)(I+0b)=(8Z+4)(8Z+4) =647>+ 32Z + 32Z + 16 = 64Z + 32Z + 16 C 16Z,

ami csupa 16-tal oszthatdé szdmot tartalmaz, viszont 87 + 16 minden 8-cal oszthatot,
tehat kapjuk, hogy
(82 +4)(8Z +4) C 16Z C 8Z + 16.

8.2.53. Homomorfizmus magja. Egy R gyfiriinek egy R’ gylri{ibe val6 ¢ homo-
morfizmusdndl a homomorfizmus magjin az R’ gytlr{i nullelemének a teljes inverz képét
értjiik. A ¢ magjat most is ker(yp)-vel jeloljik.

8.2.54. Homomorfizmus-tétel. Egy R gyiirii egy ¢ homomorfizmusanal a homo-
morfizmus magja idedl. Ha R képe R’, akkor az R/ ker(y) maradékosztdly-gytirii izomorf
R’-vel. Az R bédrmely I idedlja magja valamely homomorfizmusnak, példaul R kanonikus
leképezése R/I-re homomorfizmus, amelynek magja I.
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Bizonyitas. Azt, hogy a p1(a’), a’ € R’ halmazrendszer az R egy, az 6sszeaddssal
kompatibilis osztalyozasa, tudjuk a csoportelméletbdl. Ha a’,b’ € R’, akkor a ¢ '(a’)
barmely a elemére és a ¢ 1(b') barmely b elemére p(ab) = ¢(a)p(b) = a'b’, azaz ab €
e 1(a’t’), igy az osztéalyozds a szorzassal is kompatibilis. Tehdt ez az osztdlyozds egy I
idedl szerinti osztalyozds. Az idedl a nulla teljes inverz képe. Az a’ ¢~ 1(a’) leképezés
bijektiv és miivelettartd, tehat izomorfizmusa R’-nek R/ ker(yp)-re.

A tétel masodik fele az el6z6 tétel 8.2.49 kovetkezményének bizonyitdsa alapjan
nyilvanval6. O

A 8.1.2 dbran lathaté példa a gylirik homomorfizmustételének szemléltetésére is
alkalmas: G az egész szdmok gyfirije, G’ a {1,]} halmaz az @ ,kizar6 vagy”-gyal mint
Osszeadéssal és az A ,,6s” miivelettel mint szorzdssal, a ¢ fliggvény pedig az n — 2|n
logikai értékii leképezés, igy ker(yp) = 2Z. A kanonikus leképezés G-bSl G/ ker(p)-re K,
az izomorfizmus pedig 1.

8.2.55. Példa. Ha R = Z és m € Z, akkor egy egész szdmhoz a modulo m vett
maradékosztalyat rendeld leképezés homomorfizmus, amelynek magja I = mZ, képe pedig
R/I =7,,. Tetszbleges R gytirtire R/{0} izomorf R-el, R/R pedig a nullgyfir{.

— 8.2.56. Feladat [0]. Gyflirithomomorfizmusok-e az aldbbi leképezések? Ha igen,
adjuk meg a magjukat:

(1) CoR,z+iy z;

(2) RxR — RxR,(r,7") (r,r), ahol R, R’ tetsz6leges gytirik;

3) 7, = Z,,, n>m,ha0<m<n;

(4) Z,, -2

—
n n? n

mi>m,ha0<m<nésmrm ,han <m < 2n.

— 8.2.57. Feladat [2]. Bizonyitsuk be, hogy Z,,-nek a 0, 3,6, 9 osztilyai egy részgyti-
riijét alkotjak. Ideal-e? Féidedl-e? Ha idedl, a faktorgytiri test-e?

— 8.2.58. Feladat [2]. Dontsiik el, hogy a Gauss-egészek gyliriijében a megadott
halmazok idedlt alkotnak-e, és ha igen, hatarozzuk meg a faktorgyftirit:

(1) z;
(2) 27 +i27;
(3) 47 +i6Z.

— 8.2.59. Feladat [2]. Igazoljuk, hogy ha d|n, akkor Z,-nek a d osztélya dltal general
idedl szerinti faktorgytirtje izomorf Z,, /;-vel.

— 8.2.60. Feladat [4]. Az aldbbi faktorgyfiriik koziil melyek izomorfak: Z,,/(0), Zs/(4),
Z16/(4), 22/(8), 2Z,6/(8), Z/(4), 4Z/(16).

— 8.2.61. Feladat [6]. (1) Lehet-e egy nullosztémentes, de nem egységelemes gytirti
faktorgytriije egységelemes?

(2) Lehet-e egy nullosztémentes gytir(i faktorgytirtije nem nullosztémentes?

(3) Lehet-e egy nem nullosztémentes gyfir(i faktorgytirtije nullosztémentes?
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— 8.2.62. Feladat [8]. (1) Hatdrozzuk meg a p:Z — Zq, gylirthomomorfizmusokat.
(2) Adott n € N esetén hany p: Z — Z,, gylirithomomorfizmus van?
(3) Adott m,n € N esetén hatdrozzuk meg a ¢:Z,, — Z,, gytlriithomomorfizmusokat.

(4) Hatédrozzuk meg a Z,, gyliri endomorfizmusait és automorfizmusait.

8.2.63. Direkt szorzat. Legyen G, i € I két binér miivelettel ellatott halmazok egy
indexelt csalddja. Az egyszertiség kedvéért mindegyik halmazon az elsé miiveletet jeloljiik
Osszeadassal, a masodikat pedig szorzéassal. Ekkor a

G = %G,

Descartes-szorzatot ellitva az (a +b), = a; + b; és (ab); = a,;b; Osszefiiggéssel definialt
miiveletekkel, a G-t a G, csaldd direkt szorzatdnak nevezziik. A direkt szorzat a hatvany
altalanositasa.

A legfontosabb specidlis eset, amikor I = {1,2,...,n}, ekkor a direkt szorzat elemei
a = (ay,09,...,0a,), a; € G;, ha i € I alaki n-esek. Mivel az Osszeadds és a szorzds

definicié szerint koordindtanként torténik, ha b = (by, by, . .., b,,) egy mésik eleme a direkt

rvn
szorzatnak, akkor a +b = (a; + by, a9 + by, ..., a, +0b,) és ab = (a1by,asbs, ..., a,b,).
Nyilvanvald, hogy ha minden G, gytrd, akkor G is, ha minden G, kommutativ,
akkor G is, ha minden G, egységelemes, akkor G is, de soha nem test, még csak nem
is nullosztémentes, ha I legaldbb két G, nem nullgy(iri. Ha J C I, akkor az a — al;

projekcié homomorfizmus, képe x,.;G;, magja pedig izomorf x ;. ;G;-vel.

* 8.2.64. Példa. Ha az n,m € NT szamok relativ primek, akkor a kinai maradéktételbél
kapjuk, hogy a Z,, x Z,, gylrl izomorf a Z,,, gylrtvel. Specidlisan Z;, x Z} izomorf
Z},,.-eal. Egyébként, mivel Z¥ rendje ¢(n), minden elemének rendje osztja ¢(n)-et, azaz
barmely a € Z} -ra a?™ a Z;, egységeleme; ez Euler tétele.

8.2.65. Tétel. Egy R kommutativ egységelemes gytiriiben az a € R elem altal generalt
féidedlra (a) = aR. Specidlisan a nulla dltal generalt féidedl {0}, az egységelem &ltal
generalt foideal pedig R.

Bizonyitas. A jobb oldalon &ll6 halmaz tartalmazza a-t, és elemei koziil nyilvan
nem vezet ki a kivonds és az R elemeivel vald szorzés, {gy (a) része a jobb oldali halmaznak.
Masrészt, ha a benne van egy I idedlban, akkor minden ar = ra, r € R alakt elem is.

8.2.66. Kovetkezmény. Egy R egységelemes integritasi tartomany a,b elemeire
(1) (a) C (b) akkor és csak akkor, ha bla;
(2) (a) = (b) akkor és csak akkor, ha a és b asszocialtak;
(3) (a) = R akkor és csak akkor, ha a egység. O

8.2.67. Gauss-gytirtik. Az egész szamok korében az oszthatésaggal kapcsolatban
nyert eredményeket szeretnénk atvinni gytirtikre is. Kézponti szerepet jatszik a szamel-
mélet alaptételének megfelel6 egyértelmi faktorizacié irreducibilis elemekre. Egy R egy-
ségelemes integritdsi tartomanyt Gauss-gydrinek (vagy egyértelmd faktorizdcids tarto-
mdnynak) neveziink, ha minden nullitél és egységtdl kiilonbozé elem sorrendtol és egy-
ségektdl eltekintve egyértelmiien felirhaté irreducibilis elemek (véges) szorzataként, azaz
ha a nem nulla és nem egység, akkor felirhaté a = p,p, - - - p,, alakban, ahol p,,ps,...,p,
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(nem feltétleniil kilonb6z6) irreducibilis elemek, és ha a = g4, - - - q,,, egy masik eléallités
irreducibilis elemek szorzataként, akkor m = n, és van olyan o € S, permutacid, hogy
4o, és p; asszocidltak, ha i =1,2,... n. Az el6dllités felirhato

_ Qo Qg
a_gpl p2 ...pk

alakban is, ahol € egység, p;,D,,-- ., Paronként nem asszocialt irreducibilis elemek, a
kitevk pedig Nt (vagy N) elemei. (Ebbe az alakba az egységek is beleférnek, ha k = 0.)
A felbontasbdl leolvashatok a osztoi, ezek

(1) d=c'pl'ph? - pp*

alaktiak, ahol ¢’ egység és B; €N, B; < ay;, ha j=1,2,... k, hiszen ha a = cd, akkor
¢ és d irreducibilis tényezdkre valo felbontdsanak szorzata a irreducibilis tényezdkre vald
felbontasa kell hogy legyen. Ha tobb elemiink van, és mindnek adott az irreducibilis
tényezdkre valé felbontasa, akkor — hasonléan mint Z-ben — kozos osztoik, valamint kézos
tObbszoroseik is leolvashaték, és latjuk, hogy létezik legnagyobb k6zos oszté és legkisebb
kozos t6bbszoros.

Egy Gauss-gytr{iben minden irreducibilis elem primelem, mert ha a nullatol és egy-
ségtél kiillonbozé p irreducibilis elemre plab, akkor vagy ab = 0, amibél valamelyik nulla,
vagy pedig ab = pd valamely d # 0 elemre, amibél d-t felirva (1) alakban, az ab egy
olyan eloallitasat kapjuk irreducibilis elemek szorzataként, amelyben szerepel p. Ha most
felirjuk az a és a b felbontasat (1) alakban, valamelyikben szerepelnie kell p-nek, mert
egyébként ab faktorizaciéja nem lenne egyértelmii.

* 8.2.68. Példa. Vannak olyan egységelemes integritasi tartomanyok, amelyek nem
Gauss-gyfirtik. Kénnyti latni, hogy az R = Z + iy/5Z C C halmaz részgytiriije C-nek.
Minden ¢ = a+iv5b € R, a,b € Z-re lc|? = a® + 5b? természetes szam, és 5-tel osztva 0,
1 vagy 4 maradékot ad. Mivel d|c esetén az abszolit érték multiplikativitdsa miatt nyilvan
|d|?||c[?, és az 1 egységelemre [1|> = 1, az egységek £1. A 9 = 3-3 = (24 v/5i)(2 — V/5i)
felbontdsokban |3]? = 9, aminek nincs olyan nem trividlis oszt6ja, amelyre 5-tel osztva a
maradék 0, 1 vagy 4 lenne. Hasonléan [24-v/5i|> = 9, igy 3, 24-v/5i és 2—+/5i irreducibilisek
R-ben és nem primek, valamint az irreducibilis elemekre bontas nem egyértelm.

8.2.69. Euklideszi gyliriik. A legegyszerlibb gytiriik, amelyekrél be fogjuk latni,
hogy Gauss-gyturiik, az euklideszi gyturik. Egy R egységelemes integritdasi tartomanyt
euklideszi gytirinek neveziink, ha a nem nulla elemein értelmezve van egy N-beli értékii
¢ fuggvény gy, hogy
(1) haa,be R, b0, akkor van olyan ¢, € R, hogy a = bg+ 1 és r =0, vagy r # 0 és

o(r) < ¢(b);
(2) max{p(a),p(b)} < ¢(ab) minden a,b € R, a # 0, b # 0 esetén.
(Tulajdonképpen az (R, ¢)part kellene euklideszi gyfiriinek nevezniink.) Megfigyelhetjiik,
hogy ¢ az egész szamok korében az abszolat érték altal jatszott szerepet altalanositja: Z
azn — |n| fliggvénnyel nyilvan euklideszi gy{iri. Mint ez a példa is mutatja, a definiciéban
szereplo r altaldban nem egyértelmi: itt példaul lehet a legkisebb nemnegativ maradék,
a legkisebb abszolut értékii maradék, stb.

Sok més példa is adhatd. A legfontosabb a test feletti egyhatarozatlant polinomok
gytrlje, ahol ¢ a fokszam; ezzel részletesen foglalkozni fogunk. A polinomoknél olyan
gytrire is latunk majd példat, amely Gauss-gytrii, de nem teheté euklideszi gyirtvé.
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8.2.1 abra: Kétmiiveletes algebrai strukturak.
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8.2.70. Allitas. Euklideszi gytiriiben pontosan azok az elemek az egységek, amelyekre
© minimélis értéket vesz fel. Az a,b nem nulla elemekre bla esetén egyrészt ¢(b) < (a),
masrészt egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha a és b asszocialtak.

Az nem igaz (példat majd a test feletti polinomok adnak), hogy ha (b)) = ¢(a),
akkor a és b asszocidltak.

Bizonyitds. Ha ¢(¢) minimalis, akkor az e egységelemet osztva e-nal, az r maradék
csak nulla lehet, {gy € egység. Ha b|a, akkor a (2) tulajdonsidg miatt ¢(b) < ¢(a). Ha €
egység, a € R pedig olyan elem, amelyre ¢(a) minimdlis, akkor e|a miatt ¢(e) is minimélis.
Ha a és b asszocidltak, akkor p(a) < ¢(b), és forditva is. Végiil tegyiik fel, hogy bla és
w(b) = p(a). Felirva b-t ag+r alakban, meg kell mutatnunk, hogy r # 0 lehetetlen. Mivel
r=>b—aq=>b+bc(—q) = ble — cq), azt kapnénk, hogy ¢(r) > ¢(b), ami ellentmond4s.

R\ {0} félesoport



8.2.71. Példa: Gauss-egészek. A komplex sikbeli egységnégyzetracs elemei, azaz
aG=7+iZ = {n+im:n,m € Z} C C halmaz elemei, az tigynevezett Gauss-egészek
euklideszi gyfirfit alkotnak a o(z) = |2|? fiiggvénnyel. Az, hogy (2) fennéll, kévetkezik
abbdl, hogy szorzat abszolut értéke az abszolit értékek szorzata. A maésik tulajdonsig
beldtdsdhoz jelolje ¢ a G halmaz a/b-hez legkozelebbi (egyik) elemét. Ekkor |a/ bfq|2 <1,
mivel az abszoltit érték legfeljebb /1/2. Innen [b|?|a/b— q|* < |b|?, azaz |a — bq|* < |b|?,
tehat (1) teljesiil. Az egységek nyilvan +1 és +i.

8.2.72. Feladat [7]. Tegyiik fel, hogy o € C\ Q olyan szdm, amelyre o + ka + ¢ = 0,
azaz o? = —ka — [ valamely k, ¢ egészekkel. Ekkor Z[a]-beli oszthatésig vizsgdlatahoz
hasznos lesz a p(z + ya): = |22 + kay + £y?|, ha z,y € Z fiiggvény. Mutassuk meg, hogy
(1) ¢(z) = 0 pontosan akkor, ha 0 = z € Z[a];

(2) plzw) = p(2)p(w), ha z,w € Z[al;
(3) z € Z[a] pontosan akkor egység, ha ¢(z) = 1;
(4) ha a nem valés, akkor p(z) = |z|%.

8.2.73. Feladat [11]. Mutassuk meg, hogy Z[v2], Z[/3] és Z[(1 + /5)/2] euklideszi
gylrik az el6z6 feladatban megadott ¢ fliggvénnyel, és hogy Z[\/i]—ben végtelen sok
egység van. Keressiink més valés szdmokat, amelyekre Z[a] a megadott ¢ fiiggvénnyel
euklideszi gytri.

8.2.74. Feladat [10]. Mutassuk meg, hogy Z[iv/2], Z[(1+iVv/3)/2], Z[(1 +iV/7)/2] és
Z[(1 +iv11)/2] euklideszi gyfirtik a ¢(z) = |2|? fiiggvénnyel. Mindegyikben hatdrozzuk
meg az egységeket.

8.2.75. Bovitett euklideszi algoritmus. A kévetkezd eljards egy R euklideszi gyii-
riiben meghatarozza az a,b € R elemek egy d legnagyobb kézds osztéjat, valamint az
x,y € R elemeket tigy, hogy d = ax+by teljestiljon. (Az eljards soran végig ax, +by,, =r
n=0,1,....)

(1) [Inicializdlds.] Legyen x, < e, a gytri egységeleme, y, < 0, ry < a, 1 < 0, y; < e,
Ty <= b, n < 0.

n’

(2) [Vége?’] Har, , =0, akkor x < x,, y < y,, d < r,, és az eljards véget ért.

(3) [Ciklus.] Legyen 7, = g, 17pi1 + Tnyo, ahol 7, o = 0 vagy ¢(r,.9) < @(r,,1),
legyen @, o < T\ — @ 1Tpi1s Ynio & Yn — Gni1Ynits 0 n+1, és menjiink (2)—re.

Bizonyitis. Mivel a ¢(rq), p(ry), . .. természetes szamok szigorian monoton csok-
kené sorozata, az eljards véget ér, mert egyébként N nem lenne jélrendezett. Indukciéval
azx, + by, = r,, igy d = ax + by. Innen a és b kozos osztéi mind osztdi d-nek. Mivel
Tpe1 =0, vagy n =0, és ekkor d = a és b = 0, vagy pedign >0, és 7, 1,7, _o,...,71,7T
mind t6bbszordsei r,,-nek, mert r,,_; = ¢, "; Thoo = @p_1Tn_1 + Tn, €S igy tovabb, speci-
alisan a = ry és b = r; tobbszorosei d-nek, tehat d legnagyobb kozos oszté. O

8.2.76. Tétel. Egy euklideszi gylirli egy eleme pontosan akkor felbonthatatlan, ha
primelem.

Bizonyitas. Az egyik iranyt mar altalanosan is belattuk. Tegyiik fel, hogy p fel-
bonthatatlan, és legyen p|ab. Tegyiik fel, hogy pfa. Ekkor p és a legnagyobb kozos oszt6i
csak az egységek. A bévitett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan x, y elemeket, hogy
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pT + ay = € egység. Szorozva b-vel és ¢ multiplikativ inverzével, pbxe! + abye™! = b.
Mivel p osztéja a bal oldalnak, a jobb oldalnak is. O

8.2.77. Tétel. Euklideszi gytirti minden nem nulla és nem egység eleme sorrendtdl
és asszocialtsagtol eltekintve egyértelmiien felirhato felbonthatatlan elemek szorzataként,
azaz euklideszi gytirti Gauss-gytiri.

Bizonyitas. El6szor a felbontas létezését bizonyitjuk. Ha az adott a elem nem ir-
reducibilis, akkor 8.2.70 szerint felirhaté két olyan, mondjuk b és ¢ elem szorzataként,
amelyekre max{¢(b),o(c)} < ¢(a). Indukcidval folytatjuk ezt az eljarast: ha a kapott
szorzatnak van reducibilis tényezdje, akkor ezekbdl kivilasztva egy olyat, amelyre ¢ ma-
ximélis, azt helyettesitsiik két tényez6 szorzataval. Minden 1épésben vagy a maximalis ¢
érték csokken, vagy azon tényezdk szama, amelyekre a maximalis ¢ érték vétetik fel, ha
tobb ilyen volt. Az eljaras a természetes szamok jélrendezettsége miatt véges sok 1épésben
csupa irreducibilis tényezobdl allé felbontdshoz vezet.

A felbontéas egyértelmiiségének bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy van olyan a, amely
két 1ényegesen kiilonb6z6 médon bonthaté fel, és legyen a olyan ezek koziil, amelyre p(a)
minimélis:

a=pi1P2-"P; = 0142 " " G-

Mivel p,|a, azaz p;|q1¢s - - - ¢4, van olyan i, hogy p;|q;. Ekkor viszont p; és ¢; asszocidl-
tak, mert g; irreducibilis. Egyszeriisitve a kozos tényez6vel egy olyan a’ elemet kapndnk,
amelyre p(a’) < p(a), és felbontdsa nem egyértelmii. O

x 8.2.78. Tétel. Euklideszi gytiriiben minden ideal féideal.

Bizonyitds. Legyen R euklideszi gylir(i, I pedig egy idedlja. Ha I = {0}, akkor
I = (0). Egyébként legyen a az I egy olyan eleme, amelyre ¢(a) minimalis. Mivel (a) C I,
csak a forditott tartalmazast kell megmutatni. Ha valamely b € I nem lenne t6bbszorose
a-nak, akkor maradékos osztéssal egy olyan r € I elemet kapnénk, amelyre ¢(r) < ¢(a).
(I

* 8.2.79. Feladat [13]. Mutassuk meg, hogy Z[(1+1iv/19)/2] f8idedlgytir(i, azaz benne
minden ide4l féidedl, de a ¢(z) = |2|? fiiggvénnyel nem euklideszi gyfirfi.

* 8.2.80. Definicié. Egy R gytirl egy I valédi idedljat maximdlis idedinak nevezziik,
ha nincs néla bovebb valédi idedl, azaz ha a valodi idedlok kozott a tartalmazasra nézve
maximalis.

* 8.2.81. Kovetkezmény. Egy euklideszi gylirii egy nem trivialis idedlja pontosan
akkor maximalis, ha egy irreducibilis elem generalja.

Bizonyitis. Ha I = (a) maximdlis, akkor ¢ nem nulla és nem egység, valamint
semmilyen b sem lehet nem triviélis osztéja, mert erre (a) C (b) C R teljesiilne. Megfor-
ditva, ha a irreducibilis, akkor (0) C (a) C R, és ha egy I idedlra (a) C I C R, akkor
annak b generdtorara b|a, de b nem egység és nem is asszocidltja a-nak, ami lehetetlen. O

x 8.2.82. Tétel. Legyen R kommutativ egységelemes gytirti, I az R egy idedlja. Az R/I
faktorgytiri akkor és csak akkor test, ha I maximalis ideal.

240



Bizonyitas. Eldszor tegyiik fel, hogy I maximélis ideal, és tekintsiikk R/ egy nem
nulla I +a elemét, azaz legyen a ¢ I. Az S = {x+ay:x € I,y € R} halmaz nyilvdn ide4l.
Mivel I valodi része S-nek, S = R, igy alkalmas = € I-re és y € R-re e = x + ay. FEz azt
jelenti, hogy e =T +e=I+z+ay=1+ay D (I+a)(I+vy), azaz a kapott y osztalya
R/I-ben a osztilyanak inverze.

Megforditva, tegyiik fel, hogy R/I test, S pedig olyan idedl, amely val6di médon
tartalmazza I-t, azaz létezik olyan a, amelyre a € S de a ¢ I. Mivel R/I test, az aZ = b
egyenlet barmely b € R-re megoldhatd, azaz van olyan x € R, hogy I + ax = I 4+ b. De
I+ax C S, igy be S Mivel b tetszoleges, S = R. O

x 8.2.83. Definicié. Egy R gyiri egy [ idealjat primidedlnak nevezzik, ha ab € I
esetén a € I vagy b € I. Euklideszi gytiriiben ez azt jelenti, hogy az idedl generatorai
primelemek.

x 8.2.84. Tétel. Legyen R kommutativ egységelemes gytirtd, I az R egy idedlja. Az R/I
faktorgytiri akkor és csak akkor integritasi tartomany, ha I az R egy valodi primidedlja.

Bizonyitas. Maradekosztalyokra attérve az, hogy I primidedl, azzal ekvivalens,

hogy b = 0 esetén @ = 0 vagy b= 0, amibél kovetkezik az &llitas; az I #+ R feltétel
azt zérja ki, hogy R/I zérégytirii legyen. O

x 8.2.85. Ko6vetkezmény. Kommutativ egységelemes gytirtiben minden maximalis ide-
al primideal.
Bizonyitas. Test integritdsi tartomany is. O]

* 8.2.86. Tétel. Egy kommutativ egységelemes egyszerii gytiri akkor és csak akkor
test, ha nem nullgytiri.

Bizonyitis. Ha van olyan a # 0 elem, amely nem invertalhat6, akkor az (a) = aR
f6ideal nem tartalmazza az egységelemet, igy R-nek van nem trivialis idealja. Megforditva,
ha R test, I # {0} egy idedl, a € I, a # 0, akkor barmely b € R-re b = aa™'b € I, teht
I=R. 0O

8.2.87. Hanyadostest. Legyen R a nullgytiriitsl kiilbnbdzé integritasi tartomany. Az
R x (R\{0}) halmazon vezessiik be az (a,b) ~ (a’,b"), ha ab’ = a’b ekvivalenciareldciot,
az (a,b) + (a’,b") = (ab’ + a’b,bb") Gsszeaddst és az (a,b)(a’,b") = (aa’,bb") szorzdst.
A miiveletek kompatibilisek az ekvivalenciareldciéval, és az ekvivalenciaosztdlyok testet
alkotnak, amelyet az R hanyadostestének neveziink.

A bizonyitas ugyanaz, mint a raciondlis szdmok bevezetésénél.

* Bizonyitas. Trividlis, hogy ~ reflexiv és szimmetrikus. Ha (a,b) ~ (a’,b") és
(a’,b") ~ (a”,b"”), akkor ab’ = ba’ és a’b” = b'a”. A két Osszefiiggést Osszeszorozva
ad’b’b” = ba'b’a”. Ha o’ # 0, akkor a’b” # 0, {gy egyszertisitve azt kapjuk, hogy ab”” =
ba" | azaz (a,b) ~ (a”’,b”). Ha @’ = 0, akkor b # 0 miatt a = 0 és o’/ = 0, és ekkor is
(a,b) ~ (a”,b").

Az osszeadds kompatibilis az ekvivalenciareldciéval, mert ha (a,b) ~ (a’,b’), akkor
ab’ = ba’, amibdl ab’b”’b"”’ = ba’b”’b”’, innen viszont

(ab// +ba//)b/b// — ab/b//b// +bb/a//b// — ba/b//b// +bb/a//b//
— (a/b// + b/a”)bb”,
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tehat
((1/’b)_~'_(a,//7b//):(a‘b//_'_b(L//’bb//)/\J((1//1)//_*_b/(]///’b/b//):(a/,b/>_*_((1,//’b//)7

és a parok Osszeadésa trividlisan kommutativ, igy elég ezt beldtni. Mivel a parok Ossze-
adasa konnyen kiszamolhatban asszociativ is, az ekvivalenciosztalyok Osszeadasa is kom-
mutativ és asszociativ. A (0,b) alakt parok halmaza nullelem, ezt jeloljiik nulldval. Az
(a,b) par osztalydnak additiv inverze a (—a, b) par osztalya. Igy R x (R\ {0}) ekvivalen-
ciaosztdlyainak halmaza az dsszeadéssal Abel-csoport.

A szorzés is kompatibilis az osztélyozassal, mert ha (a,b) ~ (a’,b"), akkor ab” = ba’,
amibdl aa”’b’b"”" = ba’a”’ b, igy

(a’b) . (a//’b//) — (aa’//’bb//) ~ (a/a//,b/b//) — (a/’b/) . (a//’b//)'

Mivel a parok szorzasa lathatéan kommutativ, belattuk a szorzas kompatibilitasat az osz-
talyozassal. Mivel a parok szorzdsa asszociativ is, az osztalyoké is asszociativ. Egyszeri
szdmolds mutatja, hogy (a,b)- ((a’b’)+ (a’’b"")) és (a,b)-(a'b") + (a,b) - (a’’b"") ekvivalens
parok, {gy az osztélyok szorzésa disztributiv. Ezzel belattuk, hogy R x (R\{0}) ekvivalen-
ciaosztalyainak halmaza kommutativ gytir(i. A (b, b) alakt parok halmaza a multiplikativ
egységelem az osztdlyok halmazdban. Ha (a,b) « (0,b"), akkor a # 0, ekkor viszont
az (a,b) par osztalydnak multiplikativ inverze a (b,a) par osztilya. Ezzel a bizonyitast
befejeztiik. O

8.2.88. Kovetkezmény. Az el6zb tétel jeloléseivel, az R integritdsi tartomany be-
agyazhaté a hdnyadostestébe: barmely rogzitett b # 0-ra x € R-hez a (bx,b) osztadlyat
rendelve ugyanazt a monomorfizinust kapjuk. O

x 8.2.89. Algebrai struktirak. Nem csak egy vagy két miiveletet tekinthetiink egy
halmazon, hanem tetsz6legesen sokat, és ezek nem csak nullér, unér és binér miiveletek
lehetnek, hanem akéarhany véltozésak (példaul a vegyes szorzds ternér miivelet). Igy az
algebrai struktira dltaldnos fogalmahoz jutunk. Szdmos fogalom és konstrukci6 (részstruk-
tura, faktorstruktira, direkt szorzat, stb.) atviheté tetsz6leges algebrai struktirdkra is,
de ezzel itt nem foglalkozunk.

— 8.2.90. Feladat [3]. Hatérozzuk meg a Z,, hdnyadostestét.
— 8.2.91. Feladat [3]. Hatédrozzuk meg a Gauss-egészek hanyadostestét.

— 8.2.92. Feladat [5]. Adjunk meg a Z[v/5] integritasi tartomanyban a +1 elemektél
kiilénbo6zé egységeket.

— 8.2.93. Feladat [7]. Az R={m/n:m,n € Z,2}n} integritdsi tartomanyra

(1) mutassuk meg, hogy Gauss-gyfirti;

(2) adjunk meg olyan fiiggvényt, amellyel euklideszi gytirfi.

— 8.2.94. Feladat [5]. Legyen x és y egy Gauss-gytliri két, egymdashoz relativ prim

eleme. Mutassuk meg, hogy ha az xy szorzat egy elem négyzetének az asszocialtja, akkor
T és y is az.
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8.2.95. Feladat [7]. Egy testet primtesinek neveziink, ha nincs valddi részteste.
Mutassuk meg, hogy barmely test Gsszes résztesteinek a metszete primtest. Hatdrozzuk
meg az Osszes primtestet.

8.2.96. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy a {p + ¢v/2:p,q € Q} gytirinek két auto-
morfizmusa van: az identitds és a p(p + ¢v/2) = p — ¢v/2 leképezés.

8.2.97. Feladat [7]. Hatarozzuk meg a {p + ¢¥/2 +rV/4:p,q,7 € Q} gyfirli automor-
fizmusait.

8.2.98. Tovabbi feladatok. [3]: 1110, IL11, V.1-V.3, V.5-V.7, V.9-V.44, V.47, V.52,
V.54-V.74, V.76, V.77, V.78, V.80-V.108, V.111-V.119, V.121-V.124, V.128V.140,
V.145, V.151-V.153, V.155-V.157, V.162, V.164, V.166-V.170, V.172-V.180, V.184-
~V.189, V.193-V.195, V.197-V.203, VL.1; [57]: 1.1-1.-1.1-4; [69]: 2.11.13-2.11.26; [33):
VIL5.5, VIL5.8, VIL5.18, XIIL3.3.

8.3 Polinomok

8.3.1. Polinomok. Legyen R gyfir(i. Az (egyhatdrozatlani) polinomokrdl az az elkép-
zelésiink, hogy Z?: 0 f;zt alakd véges dsszegek, ahol x a ,hatdrozatlan”, n € N, f, € R,
ha 0 < i < n, az Osszeadds és szorzas pedig tagonként torténik. A definicié konnyen
pontossa tehetd az aldbbi médon: ha f = (fy, f1,.-.) és g = (gg, 91, - - -) is R-beli végtelen
sorozatok, azaz R" elemei, akkor 6sszegiiket az f + g = (fy + 9o, f1 + 91, - - -) sorozatként,
szorzatukat pedig azon h = (hg, hy, . ..) sorozatként definidlva, amelyre

k k
hy, = z;figkﬂ' = Z%fkfjgj = Z figjv
1= Jj=

itj=k

koénnyen ellendrizhetd, hogy egy gytirtit kapunk. Nyilvan, ha R kommutativ, akkor ez a
gytrl is kommutativ, ha R egységelemes az 1 egységelemmel, akkor a sorozatok gytrije
is az, benne az (1,0,0,...) sorozat egységelem. Végiil, ha az R gyfir(i nullosztémentes,
akkor a sorozatok gyfriije is, mivel ha m, illetve n a legkisebb index, amelyre f,, # 0,
illetve g,, # 0, akkor h,, ., = f,,9, # 0.

Az R feletti egyhatdrozatlani polinomokon olyan R-beli f = (f, fi,...) sorozatokat
értiink, amelyeknek csak véges sok tagja nem nulla, a fenti miiveletekkel; vegyiik észre,
hogy ha i > m esetén f; = 0, és j > n esetén g; = 0, akkor k > m + n esetén a hy, =
Ziﬂ,:k 1:9; Osszegnek minden tagja nulla, igy polinomok szorzata polinom és nyilvan
polinomok 6sszege is polinom, azaz a polinomok a fenti gyfirtinek részgytriijét alkotjak.

Nyilvdnvald, hogy az a — (a,0,0,...) leképezés R-nek a polinomok gytiriijébe va-
16 monomorfizmusa, értékkészletének elemei a konstans polinomok, ezeket R elemeivel
azonosithatjuk.

A tovabbiakban az f = (fy, f1,---s fn,0,0,...) polinomot kényelmi okokbdl a szo-
kdsos f = fox® + fizt + fox® + -+ + f,2" alakba irjuk. Ez a jelolés emlékeztet ar-
ra, hogy a mfiveleteket hogyan kell elvégezni. Altaldban z°-t nem frjuk ki, 2! helyett
pedig x-et frunk, gy az fo + fiz + fox® + -+ + f,2" alakot kapjuk. Az f, neve az i-
ed foku tagegyiitthatdja. A nulladfoku tag egyutthatéja a polinom konstans tagja. Az
f=fo+ fir+ fax?+-- -+ f,a" felirdsbol a nulla egyiitthatdji tagokat szokds elhagyni,
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illetve a felirashoz tovabbi nulla egytutthatéju tagok adhatdék hozza, igy a felirds nem
egyértelmli. Egyértelmiivé valik azonban, ha kikétjik, hogy f, # 0 legyen, és minden
n-nél alacsonyabb foku tag is szerepeljen. Ekkor f,, a polinom fdegyditthatdja, n pedig a
polinom foka, jelolése deg(f). (Egy mdsik lehetdség a felirds egyértelmiivé tételére, hogy
minden nulla egyiitthatéju tagot elhagyunk.)

A nulla polinom egyértelmii felirdsa az lires Osszeg, nincs f6egyiitthatdja és fokat a
—oo szimbolumnak definidljuk. A konstans polinomok a legfeljebb nulladfokd polinomok.
A legfeljebb elsofoku polinomok a linedris polinomok. Azokat a polinomokat, amelyek
f;z* alakba frhaték, monomoknak nevezziik.

Az R feletti egyhatérozatland polinomok gyfirijét R[x]-szel jeloljiik. Természetesen
z helyett barmilyen mdas betii is szerepelhet. Néha egy f € R[z] polinomra inkdbb az
f(z) jelolést fogjuk hasznalni.

Ha R egységelemes az 1 egységelemmel, akkor az f;z° tag helyett f, = 1 esetén x'-t
szokas frni. Specidlisan = (0,1,0,0,...), és indukci6val kapjuk, hogy ha n € N, akkor
" olyan sorozat, amelyben az n indexil tag az 1 egységelem, az Gsszes tobbi tag pedig
nulla. Ha egy polinom féegyiitthatdja R egységeleme, akkor fépolinomnak (vagy normdlt
polinomnak) nevezziik.

Ha az R gytiri nullosztémentes, akkor két nem nulla polinom szorzatanak a f6-
egyitthatoja a féegytlitthatok szorzata, foka pedig a fokok Osszege: ha f = ZZO fixt,
fm 0, 9= Z?:o ;2% g, F 0, h = fg, akkor a h), = ZiJrj:k
esetén egyetlen nem nulla tagja van, f, g,. Tehat h nem nulla polinom, igy R[z] is null-
osztémentes. (Egyébként mivel a nulla polinom fokat —oo-nek véalasztottuk, deg(fg) =
deg(f) + deg(g) mindig teljesiil.) Mivel R izomorf a konstans polinomok részgyfiriijével,
char(R) = char(R][z]), hiszen minden nem nulla elemnek ugyanannyi az additiv rendje.

Figyeljiik meg, hogy a polinomok definiciéja lényegében megfelel a szdmitégépes
tarolasi médjuknak, azzal az eltéréssel, hogy nyilvan nem tarolhatunk végtelen sok nullat:
vagy az n fokszdmot és az egyiitthatdk f, fi,..., f,, tombjét taroljuk, vagy a nem nulla
egyitthatokra az (4, f;) parok egy lancolt listajat.

1i9; Osszegnek k = m +n

* 8.3.2. Formalis hatvanysorok. Ha R egy gytiri, akkor az R-beli végtelen sorozatok
gylirtijét az el6z6 definicidban definidlt miiveletekkel R[x]-szel jeloljiik, elemeit formdlis
hatvdnysoroknak nevezziik, és az f = (fy, f1,-..) elemet ZZO f;x® alakban frjuk.

— 8.3.3. Feladat [0]. Adjuk meg 7., folott 822 + 12 és 18z + 36 szorzatét.

— 8.3.4. Feladat [2]. Hatarozzuk meg H felett az f = (34 2i —j+5k)x® —(2—3i+k)
és g = 2ix — (4 — 5k) polinomokra fg — gf-et.

— 8.3.5. Feladat [2]. Hatérozzuk meg a Z feletti 328 + 52° — 1122 + 722 — 152+ 8 és
1627 — 1325 + 623 — 132 + 21 polinomok szorzatdban a 0-ad, 9-ed, 14-ed, 15-6d és 20-ad
foku tag egyutthatdjat!

— 8.3.6. Feladat [2]. Oldjuk meg az eldz8 feladatot Z,, felett. Mennyi a szorzatpoli-
nom fokszama?

« sz

f="/fo+ fix+---+ f,2" polinomnak az r € R helyen felvett helyettesitési értékén az
f(r)= fo+fir+-- -+ f,7" € Relemet értjitk. Ha f helyettesitési értéke az r helyen nulla,
akkor azt mondjuk, hogy r az f gyoke. Az r — f(r) leképezést az f polinomhoz tartozd

244



polinomfiigguénynek hivjuk. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a polinomokat nem R-en ér-
telmezett fliggvényként definidltuk, tehat a polinomok nem R-en értelmezett fiiggvények.
(Szokds megkiilonboztetésként az f polinomhoz tartozé polinomfiiggvényt példdul f-vel
jelslni.)

A megkiilonboztetés azért fontos, mert el6fordulhat, hogy két kiillonb6z6 polinomhoz
ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik. Példaul, ha az R gylri véges, de nem a nullgytr,
akkor végtelen sok polinom van R[z]-ben, mig csak véges sok R-et R-be képez6 fliggvény
létezik. Konkrétabban, ha p primszam, R = Z,,, akkor a Fermat-tétel szerint barmely
n € Z-re n? = n (mod p), azaz minden r € Z,-re 7P = r, igy a Z, feletti 2P és x
polinomokhoz ugyanaz a polinomfiiggvény tartozik.

A késébb bizonyitand6 tételekbdl azonban az kovetkezni fog, hogy ha R végtelen egy-
ségelemes integritasi tartomany, akkor R[x] két kiilonb6z8 eleméhez nem tartozik ugyanaz
a polinomfiiggvény. Ekkor a polinomokat azonosithatjuk a polinomfiiggvényekkel.

Megjegyezziik, hogy ha R kommutativ egységelemes gy{irti, akkor barmely ¢ € R-re
a d,: f = f(c) leképezése R[x]-nek R-re epimorfizmus.

8.3.8. A maradékos osztas tétele polinomokra. Legyen R egységelemes integritasi
tartomany, f,g € Rlz], g # 0, és tegyiik fel, hogy g fSegyiitthatdja egység R-ben. Ekkor
egyértelmiien léteznek olyan q,r € R[x] polinomok, amelyekre f = gq + r, ahol deg(r) <
deg(g).

Vegyiik észre, hogy fépolinommal lehet maradékosan osztani.

Bizonyitas. El6szor q és r 1étezését bizonyitjuk a fokszam szerinti indukciéval. Ha
deg(f) < deg(g), akkor ¢ = 0 és r = f vélaszthatd. Indukcidval, ha f f6egyiitthatdja f,,,
a g fégyiitthatéja pedig gy, legyen f* = f — f, gz gz *. Mivel deg(f*) < deg(f), az
indukcios feltevés szerint f* = gg* + r*, ahonnan r = r*, ¢ = fngglx”_k + ¢* valasztéssal
kapjuk az eléallitést.

Az egyértelmiiség onnan kovetkezik, hogy gq+r = gq¢* +1* esetén g(q—q¢*) = r* —r;
innen, ha valamelyik oldal nem nulla, akkor a masik sem, de a bal oldal fokszama legaldbb
k = deg(g), a jobb oldal fokszdma pedig ennél kisebb. O

8.3.9. Kovetkezmény: gyoktényezd levalasztisa. Ha f + 0 és c az f gyoke, akkor
valamely q # 0 polinomra f = (x — ¢)q.

Bizonyitds. A maradékos osztas tételét alkalmazva g = x — ¢ vélasztdssal f =
(x—c)q+r. Har #+ 0 lenne, akkor deg(r) = 0 miatt a ¢ helyen az egyik oldal helyettesitési
értéke nulla, a masiké nem nulla lenne. [J

8.3.10. Kovetkezmény. Ha f + 0, akkor f-nek legfeljebb deg(f) gydke van.
Mint 1atni fogjuk, R kommutativitdsa és nullosztémentessége is sziikséges.

Bizonyitis. A fokszdm szerinti indukciéval dolgozunk. Ha deg(f) = 0, igaz az
allitas. Ha deg(f) > 0, és c egy gyok, akkor f = (x — ¢)g, ahol 1 + deg(g) = deg(f). Ha d
az f egy gyoke, akkor vagy d —c = 0, azaz d = ¢, vagy d gyOke g-nek, ahonnan kovetkezik
az allitas. O

8.3.11. Kovetkezmény. Ha két, legfeljebb n-ed fokii polinom n+1 kiil6nb6z6 helyen
ugyanazt az értéket veszi fel, akkor megegyezik.
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Bizonyitas. Egyébként a kiillonbségpolinom olyan legfeljebb n-ed foki nem nulla
polinom lenne, amelynek n + 1 gyoke van. [J

8.3.12. Kovetkezmény. Ha R végtelen, akkor két kiilonbézs polinomhoz nem tarto-
zik ugyanaz a polinomfiiggvény.

Bizonyitas. Egyébként a kiilonbségpolinomnak végtelen sok gyoke lenne. ]

8.3.13. Kovetkezmény. Ha R test, akkor a 0 # f — deg(f) fiiggvénnyel R|x]
euklideszi gytr.

Bizonyitas. Testben minden nem nulla elem egység, igy minden nem nulla g-re
alkalmazhaté az el6z8 tétel, tovabbd ha f, g nem nulla polinomok, akkor deg(fg) =

deg(f) + deg(g) > max{deg(f),deg(g)}. O

8.3.14. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a maradékos osztds tétele algoritmust is ad
a maradékos osztas elvégzésére. Ez az algoritmus annak eldontésére is alkalmazhaté, hogy
g osztbéja-e f-nek. Ha ugyanis f = gh, akkor h féegyiitthatéja az az egyetlen R-beli h,,_,,
elem, amelyre f, = g,h, 1 ¢s az f* = f —h, 2" %g, h* = h —h, 2" % jelolésekkel
f* = gh*. Ha tehat az osztds soran a k-nal nem alacsonyabb foku kozbiilsé maradék
f6egyiithatéja nem oszthatoé g f6egyiitthatojaval, vagy az algoritmus végén a maradék
nem nulla, akkor g f, egyébként pedig megkapjuk h-t.

x 8.3.15. Megjegyzés: pszeudoosztas. Vegyiik észre, hogy a maradékos osztas té-
telében, ha n = deg(f) > deg(g) = m, a g féegyiitthatdja nem egység, de osztdja f
f6egyiitthatojanak, akkor egy osztasi 1épést el tudunk végezni. Specidlisan, ha f-et meg-
szorozzuk a g polinom g, féegyiitthatéjaval, akkor egy osztasi 1épést el tudunk végezni,
ha pedig g ™*!-gyel szorozzuk, akkor kaphatunk egy

G " (@) = q(@)g(@) + r(2)

el6éllitast, ahol deg(r) < deg(g). Ez a pszeudoosztds, q a pszeudohdnyados, r pedig a
pszeudomaradék.

8.3.16. Megjegyzés: Horner-elrendezés. A maradékos osztas tételét alkalmazva
az f és a g = x — ¢ polinomra azt kapjuk, hogy f = (x — ¢)q + r, ahol r konstans, értéke
f(e). Igy n — 1 szorzéssal és ugyanannyi osszeaddssal megkaphatjuk f(c)-t.

8.3.17. Megjegyzés. Az, hogy egy polinomnak hany gyoke van, fiigg attél, hogy
milyen gyfirti felett tekintjiik, azaz hol keressiik a gyokot. Példaul az 1 + 22 polinomot
Z, Q, illetve R felett tekintve nincs gyoke, C felett két gydke van, i és —i, ha Z, felett
tekintjiik, ahol p primszam, akkor p = 2 esetén egy gyoke van, p = 3 esetén nincs gyoke
és p = 5 esetén két gyoke van. A kvaternidk ferdetestében végtelen sok gyok van: minden
x = bi+cj+dk, b,c,d € R kvaterniéra, amelyre b% +c? +d? = 1, teljesiil, hogy 1422 = 0.
A nem nullosztémentes Zgs-ben 8, 18, 47, 57 mind gydkei 1 + x?-nek.

— 8.3.18. Feladat [3]. Osszuk el az els§ polinomot a mésodikkal maradékosan Q, Z,
és Zg felett, ha lehet:

(1) 422% — 723 4+ 1322 + 43z — 12, 22 — 2 + 1;

(2) 23 —322—2—1, 322 — 22+ 1;
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(3) bat+2x—3,22% — 32+ 4;
(4) 23, 22+ 3;
( 2?2 4 32 — 2, 62* + 522 — 3z + 2;

23 4+ 2% 4+ 3z + 2, 222 4 4.

ot
D

(6
— 8.3.19. Feladat [3]. Hatarozzuk meg a-t és b-t gy, hogy z* + 322 + ax + b oszthaté
legyen 22 — 2ax + 2-vel Z, Q, R, illetve C felett.

— 8.3.20. Feladat [6]. Hatérozzuk meg az aldbbi Q[z]-beli polinomok legnagyobb
k6z0s osztdjat:

(1) (z—13@+2)%(x—3)(x—4) és (x — 1)z +2)(z + 5);

(2) ™ —1ésa™—1;

(3) a™+1ésa™+1.

d

8.3.21. Feladat [5]. Ha lehet, oldjuk meg az u, v ismeretlen polinomokra nézve
[x]-ben az aldbbi egyenleteket:

1) B —2224+2+2u+ (22— +1)v=1;
2) (z*—a2d -4’ +4r+Du+ (@ —2—1)v=12a.

=

—~~

— 8.3.22. Feladat [5]. Ha lehet, oldjuk meg az u, v ismeretlen polinomokra nézve
Z,|x)-ben az aladbbi egyenleteket:

(1) (@422 +Du+(*+22+z)pv=1

2) (@*+VDu+ @3 +22+o+1)v=a+z+1.

— 8.3.23. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg a legalacsonyabb fokd olyan h € K|z] poli-
nomot, amely az f-fel osztva u, a g-vel osztva pedig v maradékot ad, ha

1) f=a3+1,g=234+2>-2,u=—a?v=0?—-22+2 K=CQ

(2) f=a>-20+1,g=2°-32>+2,u=z,v=0’+2+1, K=R;

B) f=a*+22+ 1, g=2*+2+L,u=c+l,v=0?+2+1, K=17,.

— 8.3.24. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy a Horner-elrendezés lényegében az

J(©) = (- e+ Fumi)e+ fua)et -+ fi)e+ fo

Osszefliggéssel ekvivalens. (Innen kapta az ,elrendezés” nevet.)

— 8.3.25. Feladat [4]. Az z — c-vel valé maradékos osztds segitségével hatdrozzuk
meg az aldbbi C[x]-beli polinomok helyettesitési értékét a megadott helyen:

(1) z*— 323+ 622 — 102 + 16, c = 4;

(2) 254+ (1+42i)z* —(1+3i)2*+7, c=—-2—4;

(3) at—3ix® —42? +5ix —1,c =1+ 2i.

— 8.3.26. Feladat [4]. Az x — c-vel val6 ismételt maradékos osztés segitségével frjuk
fel az alabbi C[x]-beli polinomokat « — ¢ hatvanyai segitségével:

(1) 2*+223—322—da+1,c=—1;

(2) 2° c=1.
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* 8.3.27. Korosztisi polinomok. Ha n € NT, legyenck €g,¢q,...,6,_;1 az n-edik

egységgyokok. Az g, pontosan akkor primitiv n-edik egységyok, ha n és k relativ primek:

valéban, €£. =eht = g, pontosan akkor teljesiil valamely ¢ € Z-re, ha k¢ mod n = j; ha

k és n relativ primek, akkor ez az egyenlet megoldhaté minden j € Z-re, ha pedig nem
relativ primek, akkor példaul j = 1-re nem megoldhaté. Legyen

®,(z) = 11 (z —ep),
0<k<n,Inko(k,n)=1

az n-edik kérosztdsi polinom; ennek foka ¢(n). Példdul @, (x) = 2 — 1, $y(x) = = + 1,
O, (z) =2’ +a+1, Py(x) =22 41, O5(x) =2t —2® + 22 —2+1, Og(z) = 22 — 2+ 1 stb.
Mivel barmely ¢, egységgyok m rendjére m|n, és erre az m-re (de csak erre) g;, primitiv

m~edik egységgyok,
[Ton@= I[ @—e)=a" 1
m|n 0<k<n

példaul @, (2)P,(z)P5(x)Pg(x) = 2° — 1. Innen egyébként Em‘n ¢(m) = n. Teljes induk-
ciéval megmutatjuk, hogy ®,, egész egyiitthatds: &, (z) = x — 1 egész egyiitthatos, és ha
minden m < n-re ®,, egész egylitthatés, akkor ™ — 1 = ®_(z)p,,(z) miatt, ahol

po@)= ] @n)

min,m<n

egész egylitthatos fépolinom, 2™ —1-et osztva p,, (x)-szel, kapjuk, hogy ®,, is egész egytitt-
hatés. Mivel m|n esetén 2™ — 1|p,,(x), az is adédik, hogy

21 n/m—1 4
am—1 < Z xm])

J=0

o, (x)

* 8.3.28. Wilson tétele. Ha p primszam, akkor (p —1)! = —1 (mod p).

Bizonyitas. A p = 2 eset trividlis. Ha p > 2, akkor a Z,, feletti xp’l—l—]_[i:ll(m—i)
polinom nulla kell legyen, mert 1,2,...,p — 1 gydkei, foka pedig legfeljebb p — 2. Igy
specidlisan a konstans tag is nulla kell legyen Z -ben. O

8.3.29. Polinom algebrai derivaltja. Legyen R gytirt. Egy f = f, + fiz + for® +
<o« + f,a™ € R[z] polinom algebrai derivdltjAn vagy roéviden derivdltjan az ' = f; +
2fox + 3f32% + -+ -+ nf, 2" ! € R[z] polinomot értjiik.

Egységelemes integritdsi tartomdany felett az f — [’ algebrai derivalds rendelkezik
az alabbi tulajdonsagokkal:

(1)
(2) az x polinom derivaltja az egységelem;

(3) (f+9) =f +¢, ha f,g€ R[z] (additivitds);

(4) (fg) =f'g+ fg', ha f,g € R|z] (szorzat differencidldsi szabdlya);

ez utébbi tulajdonsag belatasahoz az additivitds és a disztributivitds miatt csak azt kell
észrevenni, hogy monomok szorzatira igaz az Osszefiiggés.

konstans polinom derivaltja a nulla polinom;
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* 8.3.30. Megjegyzés. Megforditva, ha R egységelemes integritasi tartomanyra egy
f > [ leképezése R[x]-nek 6nmagéba rendelkezik az el6z6 definiciéban szerepld (1)—(4)
tulajdonsagokkal, akkor i szerinti indukciéval az f;z* monomra

(fir'™a) = (i =1) fir' 2w+ fizth =ifat,

amib8l az f' = f1+2fer+3f3x?+- - -+nf, 2" ! formula kovetkezik tetszéleges polinomra,
azaz [+ [’ az algebrai derivalds.

8.3.31. Tétel. Legyen R egységelemes integritdsi tartomdny, f,g € R[z] és n € NT.
Ha g"|f, akkor g"1|f’.

Bizonyitas. Indukciéval (¢")" = ng™ 'g’, han € N*. Ha f = g"h, akkor
fr=ng"tgh+g"h =g " (ng'h+gl’). O

8.3.32. Kovetkezmény. Ha R test (és igy R[z]-ben van legnagyobb kiézds osztd),
f#0,ésdaz fésaz [ egyik legnagyobb kizos osztéja, akkor ¢ = f/d négyzetmentes,
azaz egyetlen legalabb els6foki g polinomnak a négyzetével sem oszthato.

Bizonyitds. Adott g-re legyen n € N a legnagyobb természetes szdm, amelyre ¢g"|f.
Mivel n > 0 esetén g" 1| f’, igy g" |d. Ha g?|q teljesiilne, akkor ebbél g" | f kévetkezne.
(I

8.3.33. Tobbszoros gyokok. Legyen R egységelemes integritdsi tartomany, f € R[z],
f # 0ésn € NT. Azt mondjuk, hogy ¢ € R az f egy n-szeres gyike, ha (x — c)™|f, de
(x—c)" "L } f. (Szokésos az (x—c)™| f jelolés is.) Ez azzal ekvivalens, hogy f = (z —¢)"g,
ahol g-nek ¢ nem gyoke.

8.3.34. Tétel. Legyen R egységelemes integritasi tartomdny, f € Rlz|, n € Nt és
¢ € R az [ egy n-szeres gyoke. Ekkor ¢ az f’'-nek legalabb (n — 1)-szeres gyoke, és ha
char(R) t n (példdul ha char(R) = 0), akkor pontosan (n — 1)-szeres gyike.

Bizonyitas. Ha f = (x—c)"g, akkor ' = (z—c¢)" ! ((z —c)g’ +ng). Innen latszik,
hogy c legalabb (n — 1)-szeres gyoke f’-nek. A zardjelben 4ll6 kifejezés értéke a ¢ helyen
ng(c), ami g(c) # 0 miatt nem nulla, ha char(R) { n. O

8.3.35. Megjegyzés. A derivalt gyoke nyilvan nem feltétleniil gyoke a polinomnak
(példaul 22 + 1-nek 0 nem gydke, de a derivaltjanak igen). Mésrészt a polinom n-szeres
gyoke lehet a derivdltnak tobb, mint n — 1-szeres gyoke is: ha p prim, a € Z,, n € N,
p t n, akkor f = (z —a)’((z —a)" + 1) € Z,[z]-nek az a egy p-szeres gydke, mig
f/ =n(x —a)P™™ tnek (p +n — 1)-szeres gyoke.

— 8.3.36. Feladat [2]. Hanyszoros gydke 2 az 2° — 5zt + 723 — 222 + 4z — 8 € Z[1]
polinomnak?

— 8.3.37. Feladat [3]. Hatérozzuk meg az a egyiitthatét dgy, hogy —1 legaldbb
kétszeres gyoke legyen az x° — ax? — ax + 1 € R[] polinomnak.

— 8.3.38. Feladat [3]. Keressiik meg az aldbbi C[z]-beli polinomok t6bbszoros gyokeit:
(1) 25— 62* — 42 + 922 + 122 + 4;
(2) z°—102® — 2022 — 152 — 4.
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— 8.3.39. Feladat [3]. Adjunk meg az aldbbi C[z]-beli polinomokhoz olyan polinomot,
amelynek ugyanazok a gyokei, de mindegyik egyszeres:

(1) 25— 152* + 823 + 5122 — 72z + 2T;
(2) 25— 62t + 162° — 2422 + 202 — 8.

8.3.40. Irreducibilis polinomok és testb&vitések. A 8.3.13 kovetkezmény sze-
rint test feletti egyhatdrozatlani polinomok euklideszi gyfirtit alkotnak, igy benniik a
primelem és az irreducibilis elem fogalma egybeesik, és minden nem nulla polinom ir-
reducibilis polinomok szorzatara bomlik, lényegében egyértelmiien. Az egységek a nem
nulla konstans polinomok. Barmely test felett az els6foku polinomok irreducibilisek.

Legyen F test, és f € F[z] egy n-ed fokt (n € N*) f8polinom. A F= Flz]/(f) gyl-
riiben minden mellékosztalyban a legalacsonyabb fokd polinom fokszama kisebb, mint
n, és csak egy n-nél alacsonyabb foki polinom van (mivel a mellékosztaly barmely két
polinomjanak kiilonbsége tobbszordse f-nek); ez meghatdrozhat6 gy, hogy a mellékosz-
taly tetszoleges g elemére vessziikk az f-fel vald osztdsandl adodé r maradékot: mivel
g=gqf+r,g—7r € (f). A miveleteket végezhetjiik ezekkel a reprezentansokkal: ha a
szorzat foka nem kisebb, mint n, akkor osztunk f-fel, és vessziik a maradékot. Jelolje T
az x € Flz] polinom osztdlyat F[z]/(f)-ben. A F gylirii elemei egyértelmiien felirhaték
ag + a, @ + - + a, " " alakban, ahol ag,a,,...,a, ; € F. Igy F részteste Frnak,
masszéval F bévitése Frnek. Az igy megkaphaté testbovitéseket algebrai testbovitéseknek
nevezzik.

Ha f irreducibilis fépolinom, akkor ' = F []/(f) test; ez kovetkezik abbdl, hogy az
(f) f6idedl maximalis idedl, de kozvetleniil is beldthaté: ha g ¢ (f), azaz f nem osztja
g-t, akkor alkalmazva a bévitett euklideszi algoritmust, olyan w,v € F[z] polinomokat
kapunk, amelyekre d = fu + gv, ahol d az f és g egyik legnagyobb kozos osztdja, egy
nullad fokd polinom, azaz nem nulla konstans. Szorozva 1/d-vel azt kapjuk, hogy 1 =
fu/d + gv/d, azaz v/d osztélya a g osztélydnak az inverze, tehét F minden nem nulla
clemének van inverze. Az Frészteste a F testnek. (A F[z]-belinek is tekintheté f polinom
ﬁ'[w]—ben méar nem irreducibilis, Z egy gyoke.)

Legyen p egy primszdm. A fenti konstrukciét alkalmazva a Z,, véges testre és egy f
irreducibilis fépolinomra, egy p™ elemi véges testet kapunk. Azt, hogy az n-ed foka f €
Zp[x] polinom irreducibilis-e, példdul gy is megvizsgalhatjuk, hogy minden, legfeljebb
[n/2] fokszami polinommal megprébaljuk elosztani. (Ennél sokkal hatékonyabb eljarast
is fogunk tanulni.)

8.3.41. Példak. (1) Tekintsiik az R[x] polinomgyfirfiben az R felett irreducibilis 2%+ 1
polinom altal generalt (22 + 1) f8idealt. Minden mellékosztalyban a legalacsonyabb foki
polinom lineéris, és a mellékosztalyban pontosan egy linearis polinom van. A faktorgytiri
miveleteivel a mellékosztalyok C-vel izomorf testet alkotnak.

(2) Tekintsiik a Z,[x] polinomgyfiriiben az 2% + x + 1 irreducibilis polinom &ltal
generdlt (2 + z + 1) féidealt. Minden mellékosztalyban a legalacsonyabb fokd polinom
linearis, és a mellékosztalyban pontosan egy linearis polinom van. A faktorgytr( szorza-
saval a mellékosztalyok egy négyelemi testet alkotnak.

— 8.3.42. Feladat [3]. Adjuk meg a Q[z]/(2% — 3z — 3) gyfirfiben

(1) az (23 +1)(2% — 1) polinom osztdlydnak legalacsonyabb foki reprezentansat;
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(2) az 2 + 322 — 5 polinom osztalya inverzének a legalacsonyabb foki reprezentdnsat.
— 8.3.43. Feladat [2]. Hany mésodfoki reducibilis f8polinom van Z, felett?
— 8.3.44. Feladat [4]. Felbonthaté-e Z, felett az 27 + 2x* + 22 + 22 + 2 polinom?

— 8.3.45. Feladat [5]. A Z, gylirfi felett

(1) Allapitsuk meg, hogy irreducibilisek-e az z* + 1, 2% + 22 + 1, illetve 2* + = + 1
polinomok;

(2) adjuk meg az Osszes, legfeljebb harmadfoki irreducibilis polinomot;
(3) bontsuk irreducibilis polinomok szorzatara az =7 + 1 polinomot.

8.3.46. Feladat [4]. Bontsuk fel az 28 + 25 + 25 + 23 + 22 + 2 + 1 € Z,[z] polinomot
irreducibilis polinomok szorzatéra.

— 8.3.47. Feladat [3]. Konstrualjunk négyelemii testet, és irjuk fel a miiveleti tabldkat.
8.3.48. Feladat [3]. Konstrudljunk nyolcelemi testet az 23 + 2% + 1 € Z,[z] polinom
segitségével.
8.3.49. Feladat [4]. Keressiik meg Z felett az sszes mésodfoki irreducibilis f&poli-
nomot. Mindegyikkel konstrualjunk véges testet.

8.3.50. Feladat [4]. Keressiik meg Z, felett az Gsszes negyedfoku irreducibilis f6po-
linomot. Mindegyikkel konstrudljunk véges testet.

— 8.3.51. Feladat [2]. Doéntsiik el, hogy Z[z]-ben a megadott halmazok idedlt alkot-
nak-e, és ha igen, hatarozzuk meg a faktorgytriit:
(1) polinomok, amelyek konstans tagja paros;

(2) polinomok, amelyek elséfoki tagjdnak egyiitthatdja paros.

8.3.52. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy

1) R[z]/(z% + 1) izomorf C-vel;
2
3 /
4 /
5 /
/

) Z[z]/(z* + 1) izomorf a Gauss-egészekkel;
)
)

)
6) Flz]/(z+ 1) izomorf F-fel tetszbleges testre.
8.

)

)

)

1/ (a?
1/(2? — d) izomorf Z[v/d]-vel, ha d nem négyzetszam;
1/(
I/(m

m) izomorf Z, [x]-szel;

ﬁﬁﬁﬁ
5

,x) izomorf Z, -mel;

A~ o~ I~~~

3.53. Feladat [6]. Izomorfak-e az aldbbi gytliriik?
(1) Rz (ac —|—2) esC;
(2
(3
(4) Z[i]/(3) é Zlal/(a? + 1).
8.3.54. Véges testek elemszama. Barmely véges test elemeinek szama primhatvany,
ahol a prim a test karakterisztikdja.
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° Bizonyitas. Ha p az F véges test karakterisztikdja és e az egységeleme, akkor
F vektortér a {0,e,2e,...,(p — 1)e} részteste felett, és ha n-dimenzids, akkor Frnek p™
eleme van. J

8.3.55. Megjegyzések. (1) Abbdl, hogy egy test karakterisztikdja egy p primszdm,
nem kovetkezik, hogy a test véges. Példaul Z, [x] hdanyadostestének karakterisztikdja p.

(2) Ha n > 1, akkor egy p™ elemii véges test nem izomorf Z,n-¢l, sem Z-el, bar
mindegyiknek ugyanannyi eleme van, mert az utébbiak nem nullosztémentes gytiriik (de
nem izomorfak, mert Z,,. additiv csoportja ciklikus, mig Z;-ben minden nem nulla elem
additiv rendje p).

8.3.56. Feladat [4]. Hény k-adik hatvany, illetve egy k-adik hatvanynak hdny k-adik
gyoke van egy ¢ elemii testben, ha

(1) q=49, k = 15;
(2) ¢=125, k = 24;

(3) q=4096, k = 1024.

°x 8.3.57. Alkalmazas: A Rijndael és AES blokkrejtjelzék. A w®+w*+w?+w+1
polinom kénnyen ellendrizhetéen irreducibilis Z, felett. A 256 elem{t Zy[w]/(w® + w* +
w3 + w + 1) testet Rijndael-testnek is nevezik: ezt a testet hasznilja a Joan Daemen
és Vincent Rijmen belga kriptografusok altal tervezett Rijndael-rendszer. A test elemei
mellékosztalyok, a mellékosztalyokat a benniik szerepld egyetlen 8-nél alacsonyabb fo-
ki polinommal reprezentaljuk. A rendszer titkos kulcsi szimmetrikus rejtjelezé, gyors a
rejtjelezés és a fejtés, és a klasszikus, Shannontél szarmazé elveken alapul: a kulcstdl is
fligg6 helyettesitéseket és keveréseket alkalmaz a rejtjelzendd blokkra szamos menetben
egymads utan. Alapvetéen 32 bites szavakat hasznal. A rejtjelzendd blokk b és a kulcs k
(szavakban megadott) mérete is 4, 5, 6, 7 vagy 8 sz6 lehet, egyméstol fiiggetleniil. Ha r
menetet hasznalunk, akkor el6szor a k szavas kulcsot kiterjesztjiik egy r+1 darab b szavas
segédkules-sorozattd (lasd kés6bb). Egy W szt tekinthetiink egy (B, By, By, Bs) bajtné-
gyesnek, ahol a bajtok a memériacimeik névekvé sorrendjében kovetkeznek. A teljes blok-
kot tekinthetjiik egy bajtmatrixnak, amelynek egyes oszlopait a szavak béjtjai alkotjak, a
sorindexek 0, 1,2, 3. Egy tetszOleges B béjtot tekinthetiink egy (by, by, by, bs, by, bs, bg, b7)
bitsorozatnak, egy by + b;2 + by2% + - - - + b;27 szdmnak, illetve a Rijndael-test egy, a
by + byw + - - - + brw” polinommal reprezentalt elemének.

A rejtjelezés r menetbdl all, ahol » > 10, ha b = k = 4, egyébként ha b, k < 6, akkor
r > 12, és minden més esetben r > 14. A menetek el6tt bitenkénti kizard vagy miiveletet
végziink a blokk és az els6 segédkulcs kozott. Az egyes menetek az alabbi négy 16pésbdl
allnak:

(1) Béjtonkénti S helyettesités: A blokkra bajtonként elvégezziik az S helyettesitést,
ahol S(z) = Cax~! + ¢; itt 271 azt jelenti, hogy az x béjtot a Rijndael-test egy elemével
azonositva kiszamitjuk a multiplikativ inverzét (a nulla bajt inverzét nulldnak tekintjik).
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Az eredményiil kapott 2’ bajtra kiszdmitjuk az

Yo Lo
Y1 Ty
Ya $:2
Bl=c|™|+e
Ya Ly
Ys g
Yo zg
Y7 7

Osszefiiggéssel adott y bajtot Z, feletti matrixszorzassal és vektordsszeadassal, ahol

1000 1 1 11 1
1 1.0 0 0 1 1 1 1
1 1.1 0 0 0 1 1 0
= 111 10 0 0 1 bs o — 0
1 11 1 1 0 0 0 01’
01 1.1 11 00 1
001 1 1110 1
0001 1111 0
és S(z) = y. A helyettesités inverze z = S~ (y) = (C 1y — c))_l; a C matrix modulo 2
inverze
001 00 1 01
1001 0 010
01 0 01 0 01
c_ 10100100
01 010010
001 01 0 01
1001 0 100
01 001010

(2) Sorkeverés: A blokknak megfeleld bajtmétrix sorait ciklikusan balra léptetjiik,
minden sort annyi bajttal, amennyi a sor indexe. Ha b > 6, akkor a 2, illetve 3 indexti
sort 3-mal, illetve 4-gyel 1éptetjiik. A transzformdcié invertdlasa nyilvanvalo.

(3) Oszlopkeverés: A bajtmétrixban minden oszlopot egy harmadfokd polinomnak
tekintiink a z valtozéban a Rijndael-test felett. Az egyiitthatékat az oszlop bajtjai adjak,
a 0 index{i sorban van a konstans tag. Ezt a polinomot szorozzuk a Rijndael-test feletti
(w? +w)2® + 22 + 2 + w polinommal, és az eredményt redukéljuk modulo 2* + 1, ennek
a (Rijndael-testbeli) egyiitthat6i adjak a keverés eredményét. Az invertdlds azon alapul,
hogy az eléz6 polinomnak modulo 2% + 1 van inverze: (w3 +w+1)23 + (w? +w? +1)22 +
(w3 4+ 1)z 4+ w? + w? + w.

(4) Segédkulcs hozzdaddsa: bitenként kizér6 vagy miiveletet végziink a kapott szavak
és a kovetkezd segédkulcs szavai kozott. Az invertalas ugyanez.

Az utolsé, r-edik menetben az oszlopkeverési 1épés kimarad. A dekddoléds nyilvan a
rejtjelzési 1épések inverzeinek forditott sorrendben torténd elvégzésével torténik.
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Le kell még irnunk a segédkulcsok képzését. A segédkulcsok tombje (r + 1)b sz6bdl
all, ezt a szosorozatot olvassuk az elejétdl kezdve, mindig b szét, ezek a segédkulcsok. A
tombot a kovetkez&képpen toltjiik fel: az els6 k helyre keriilnek az eredeti kulcs szavai. A
tovabbi W,, i =0,1,...,(r+1)b—k —1 szavakat a kévetkez&képpen képezziik: dltalaban
W, az el6tte allo, és a k-val el6tte 4ll6 széra alkalmazott bitenkénti kizard vagy miivelettel
adddik. A k < 6 esetben ettdl csak akkor tériink el, ha ¢ =0 (mod k); ekkor a két sz
kozotti kizdrs vagy miivelet elétt az el6z6 sz bajtjait ciklikusan eggyel balra 1éptetjiik (a
0 index(i bajt a 3 indexii bajt helyére keriil), bdjtonként alkalmazzuk az S helyettesitést,
majd a 0 indexii bajthoz bitenkénti kizard vagy miivelettel hozzdadjuk a Rijndael-test
wl?/k 4ltal reprezentalt eleme mint bajt bitjeit. Ha k > 6, akkor még egy eltérés van:
ha i = 4 (mod k), akkor a két sz6 kozotti kizdrd vagy miivelet el6tt az el6z8 széra
béajtonként alkalmazzuk az S helyettesitést.

Az AES (Advanced Encription Standard) USA-szabvany rejtjelezd a Rijndael spe-
cidlis esete: b=4és k=4, r=10vagy k=6, r =12 vagy k =8, r = 14.

8.3.58. Tétel. Véges test nem nulla elemeinek multiplikativ csoportja ciklikus. Ha a
véges testnek q eleme van, akkor barmely c elemére c? = c.

Az &llitds a Fermat-tétel altalanositdsa. A tétel alapjan a véges testben végzett
szorzashoz hasznalhatunk ,logaritmustablat”.

x Bizonyitas. Legyen a nem nulla elemek multiplikativ csoportja G, és legyen
a G rendje n. Ha d|n, és van olyan g € G, amelynek rendje d, akkor ez egy H =
{1,9,9%,...,9% '} ciklikus részcsoportot generdl. Mivel testben az z¢ = 1 egyenletnek
legfeljebb d megoldéasa van, azok mind a H részcsoportban vannak. Specidlisan, minden d
rendd eleme G-nek eleme, s6t, generdtora H-nak, és ¢(d) ilyen van. Igy d rendii g eleme
G-nek 0 vagy o(d) darab van. Ha valamely d|n-re nulla lenne, az ellentmondana annak,
hogy Edm o(d) = n (lasd példaul a 8.3.27 pontot). Igy van n rendii elem is — éppen p(n)
szamu —, tehat G ciklikus. O

x 8.3.59. Tétel. Legyen F egy q elemii véges test. Egy F feletti d-ed foku irreducibilis
polinom akkor és csakis akkor osztja x9" — x-et, ha d|n.

Bizonyitas. Elég azt az esetet tekinteni, amikor az irreducibilis polinom f8polinom.
Legyen f egy d-ed foku irreducibilis f6polinom, és tekintsiik az F' = F[z]/(f) véges testet,
amelynek ¢? eleme van. Ennek barmely y elemére yqd = y. Innen k szerinti indukciéval

ad
yqdk _ y(qd(k—l),qd) _ (yqd(k—l))q _ yqd —y

minden y € Fra. Igy d|n, dk = n esetén y?" = y az F-ban van, ami specidlisan y = T
vélasztassal azt is jelenti, hogy az F feletti 29" — z polinom oszthaté f-el.

Megforditva, legyen £ a F nem nulla elemei multiplikativ ciklikus csoportjanak tet-
szbleges generatora. Legyen p az F karakterisztikaja; tudjuk, hogy ¢ egy p-hatvany. Azok
az n € F elemek, amelyekre 77" = 0, az Osszeadasra nézve zart halmazt alkotnak, mert
(ny +n)?" =1 gy nh . és ¢ is p-hatvany. Nyilvdn az ilyen 7 elemek halmaza a szorzdsra
is zart. gy ha f osztja az 27" — 2 polinomot F[z]-ben, akkor Fban 79" = Z, amibdl,
mivel € is az & polinomja, €9 = £ is teljesiil. De ha n = kd +r, 0 < r < d, akkor

£=¢a" = g(qdk-qr) - (fqd’“)qr e

ami r > 0 esetén ellentmondana annak, hogy £ generatorelem. O
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8.3.60. Kovetkezmény. Az F feletti n-ed foku irreducibilis f6polinomok szama leg-
aldbb (¢" — g™/ |logn|)/n > 0.

Az informatikdban szokdsos médon log a kettes alapu logaritmus.

* Bizonyitas. Mivel 29" — x derivaltja a —1 polinom, barmely irreducibilis f6po-
linomnak legfeljebb az elsé hatvanya osztja 9" — z-et. Barmely d valédi osztéja n-nek
oszt6ja n/p;-nek valamely p, primtényezdjére n-nek. Igy azon irreduciblis f8polinomok,
amelyek oszt6éi 29" — x-nek, de fokuk kisebb, mint n, mind oszt6i valamely A —
polinomnak, amelynek foka legfeljebb ¢l™/2). Mivel az n kiilonb6z6 primosztéinak széma
legfeljebb |logn |, azon irreduciblis fépolinomok, amelyek osztéi 24" — x-nek, de fokuk
kisebb, mint n, szorzatdnak a foka legfeljebb ¢l™/2|logn]. Igy a pontosan n-ed foku
irreducibilis fépolinomok szorzatanak a foka legalabb ¢™ — ¢l™/?/[logn|, tehat szamuk
legalabb (¢" — ql™/?I|logn|)/n. Hatravan még annak bizonyitdsa, hogy a szadmlalé pozi-
tiv. Mivel n = [n/2] + [n/2], azt kell megmutatnunk, hogy ¢/"/?! > |logn|. Ezt nyilvin
elég ¢ = 2-re belatni. Azt fogjuk megmutatni, hogy még 22 > logn is teljesill. Ez
koénnyen ellenérizheté n = 1,2, 3,4, 5,6, 7 esetén, egyébként pedig indukciéval kovetkezik,
mert

log(n+1) log(2n) 1+logn

4
= =1+1/1 <1+4+1/3=—- 2
logn logn logn +1/logn < 141/ 3 < V2

ha n > 8.

8.3.61. Kovetkezmény. Barmely q = p" (p prim, n € N¥) primhatvdnyra Iétezik q
elemtii véges test.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az 8.3.40 pontot és el6z6 kovetkezményt F' = Z,-re.

x 8.3.62. Feladat [3]. Hany mdsodfoki irreducibilis polinom van egy ¢ elemi véges
test felett?

x 8.3.63. Feladat [10]. Adjunk pontos formulat a p szdmelméleti fiiggvény segitségével
egy ¢ elemi véges test feletti irreducibilis fépolinomok szamara.

8.3.64. Irreducibilis polinomok C, R, Q és Z felett. A komplex szadmtest felett
az algebra alaptétele szerint minden C[z]-beli nem konstans polinomnak van gyoke, igy
a gyoktényez6 levalasztdsara vonatkozoé allitas szerint pontosan az elséfokt polinomok az
irreducibilisek, és egy n-ed foka f, + fix + - - -+ f, 2" polinomot a tényezdk sorrendjétdl
eltekintve egyértelmiien felirhatunk

fale =)™ (z =)™ - (2 — )™

gyoktényezds alakban, ahol a kiilonb6z6 ¢y, ¢y, .. ., ¢;, komplex szamok a kiilonb6zd gyo-
kok, az oy, o, ..., o pozitiv természetes szamok pedig az egyes gyokok multiplicitdsad,
o+ g+t a=n.

A valés szamtest felett irreducibilisek az els6fokd polinomok és azok a méasodfoki
polinomok, amelyeknek nincs valés gydke. Megmutatjuk, hogy més irreducibilis polinom
nincs. Egy a valds szamtest feletti, azaz valés egyiitthatés f = f, + fiz +--- + f 2"
polinom tekintheté komplex egyiitthatosnak is, igy az algebra alaptétele szerint n > 1
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esetén van olyan ¢ € C, hogy fy + fic+---+ f,c” = 0. Ha c valds, akkor f reducibilis.
Ha ¢ ¢ R, akkor konjugdlassal f, + fic+ --- + f,2" = 0, tehat ¢ konjugiltja is gyok.
Ag, = (x—c)z—7) = 2% — 2R(c)x + |c|? valds egyiitthatés polinommal R felett
maradékosan osztva, f = g.q+r. Az r csak nulla lehet, mert egyébként legfeljebb elséfoku
lenne, és igy nem lehetne nem valés komplex gyoke. Tehat a valos szamtest felett minden
fo+ fix+ -+ f,2" polinom legfeljebb masodfoku irreducibilis polinomok szorzatara
bonthaté lényegében egyértelmiien.

A raciondlis szdmtest felett bonyolultabb a helyzet. Vannak polinomok, példiul z2 —
2, amelyek Q felett irreducibilisek, bar R felett nem. Meg fogjuk mutatni, hogy Q[z]-ben
minden n € N*-ra van olyan n-ed foku polinom, amely irreducibilis.

A Z[z] gylir(i nem tehet6 euklideszi gyfirlivé. Ha ugyanis euklideszi gy{irtivé tudndnk
tenni, akkor a 2 és x polinomok legnagyobb k6z6s osztdja, amely 1étezik és 1, elallithatd
lenne 1 = 2u + zv alakban valamely u,v € Z[z] polinomokkal, ami nem lehetséges, mert
a jobb oldal konstans tagja paros.

A Q[z]-beli és Z[z]-beli faktorok kozott kapcesolat van, bar nem ugyanazok. Példaul
a 622 + 12z + 12 polinom Z[z]-ben nem felbonthatatlan, felithaté 2 - 3 - (2% + 2z + 2)
alakban, mig Q[z]-ben felbonthatatlan, itt ugyanis 2 és 3 mar egységek, {gy 622+ 122+ 12
asszocidltja az x2 + 2z + 2 polinomnak, amelynek nincs raciondlis gyoke, mert még valés
sincs.

Altaldnosabban, legyen R egy Gauss-gyirti, K pedig a hanyadosteste. Minden R[z]-
beli polinom tekintheté K[z]-belinek is. Egy K[z]-beli polinom egyiitthatéi nevez&inek
szorzatéval beszorozva a polinomot, egy vele K[z]-ben asszocialt polinomot kapunk, ami
mér R[x]-beli. Ugyancsak asszocidlt fépolinomot kapunk K[x]-ben, ha a {8egyiitthato-
val végigosztjuk a polinomot. Nyilvin R[z]-ben &ltaldban nem tudjuk a f8egyiitthaté-
val végigosztani a polinomot. Az R irreducibilis elemei irreducibilisek R[z]-ben is, mig
K|z]-ben egységek. Ett6l eltekintve, az R[x]-beli és K[x]-beli felbonthat6sig lényegében
ekvivalens: ha egy R[z]-beli polinom el6all R[z]-ben két nem konstans, tehat alacsonyabb
fokd polinom szorzataként, akkor nyilvan K[z]-ben is. A megforditdst, azt, hogy a két
reducibilitds egybeesik, Gauss tétele adja. Az {gy kapott kapcsolat R[z] és K[x] kozott
nagyon fontos: néha azt haszndljuk ki, hogy Klx] euklideszi gytirdi, tehdt Gauss-gyfirt,
méskor meg az R-beli oszthatésdgot. (A K-beli oszthatdsdg trividlis.)

x 8.3.65. Primitiv polinomok. Legyen R egy Gauss-gylir(i. Ekkor R[z] egy polinom-
jat primitiv polinomnak nevezziik, ha egyiitthatéinak az egységelem legnagyobb kozos
oszt6ja. (Test felett minden nem nulla polinom ilyen.) Az R[x]-beli irreducibilis polino-
mok nyilvan primitivek.

Minden 0 # f € R[] polinom el8éllithaté f = df* alakban, ahol f* primit{v polinom
és 0 £ d € R; az el6éllitdshoz emeljiik ki f egylitthatéinak legnagyobb kozos osztdjét.
Az elgéllitas nyilvan lényegében egyértelmii, d és f* egységfaktorok erejéig egyértelmiien
meghatarozottak.

x 8.3.66. Gauss lemmadaja. Legyen R egy Gauss-gylirii, f,g € R|z] pedig nulldtdl
kiilénbéz6 primitiv polinomok. Ekkor fg is primitiv polinom.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy fg nem primitiv polinom. Ekkor van olyan p € R
primelem, amely osztja fg minden egyiitthatéjat. Legyen i, illetve j a legkisebb olyan
index, amelyre pf f;, illetve pf g;. Mivel az fg polinom i + j-edik egyiitthatéja

fogigj + -+ figi + -+ firi90,
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és ebben az Osszegben p minden mas tagot oszt, osztania kell f;g;-t is, tehdt plf; vagy
Pl g;, ami ellentmondaés. O

x 8.3.67. Lemma. Legyen R egy Gauss-gylirti, K pedig a hanyadosteste. Minden 0 #
f € Klz| polinom felirhaté f = af* alakban, ahol 0 # a € K és f* € R[x] egy primitiv
polinom. A felirds Iényegében egyértelmii: a és f* egy R-beli egységfaktor illetve reciproka
erejéig egyértelmiien meghatarozott.

Bizonyitas. Irjuk fel f egyiitthatéit R-beli elemek hanyadosaiként. Végigszorozva
f-et az egylitthat6i nevezdinek ¢ szorzatdval, majd kiemelve a kapott R[z]-beli polinom
egylitthatéinak d legnagyobb kozos oszt6jat, kapjuk az el6allitast a = d/c-vel. Ha f = bg*
egy masik eléallitas, akkor b-t felirva d’/¢’, ¢/, d’ € R alakban, azt kapjuk, hogy d¢’ f* =
d’cg*, amibdl az R[z]-beli polinomok lényegében egyértelmii eléallitdsa miatt kovetkezik
az egységfaktor erejéig vald egyértelmiiség. [

8.3.68. Gauss tétele. Legyen R egy Gauss-gytirti, K pedig a hanyadosteste.

(1) Ha egy f € Rlx] polinom el8dllithaté két nem konstans g, h polinom szorzataként
K|[x]-ben, akkor R[x]-ben is eldallithaté két g*, h* polinom szorzataként, amelyekre g
és g*, illetve h és h* asszocialtak K|x]-ben, azaz egymasnak K-beli konstansszorosai.

(2) R[] is Gauss-gytirii.

* Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f = gh, ahol g, h € K[z] nem konstans polinomok.
Irjuk fel f-et df* alakban, ahol f* € R[z] primitiv polinom, d € R. Felirva g-t ag**,
a h-t pedig bh** alakban, ahol ¢**,h** € R[z] primitiv polinomok, df* = f = gh =
abg*™h**. Mivel Gauss lemmaja szerint ¢g**h** is primitiv polinom, és az el6z6 lemma
szerint pedig f el6allitdsa primitiv polinom segitségével lényegében egyértelmii, valamely
R-beli e egységgel f* = eg™h** és ed = ab, ahol a,b € K. Igy azt kapjuk, hogy f =
df* = deg™h™, és példaul g* = deg™, h* = h** véalasztassal kapjuk f kivant felbontéasat.
Figyeljiik meg, hogy ha f primitiv polinom volt, akkor ¢* és h* is azok.

(2) bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy egy konstans pontosan akkor egység R-ben,
ha mint konstans polinom egység R[z]-ben, és pontosan akkor irreducibilis R-ben, ha
mint konstans polinom irreducibilis R[z]-ben, tovdbbd R[z] nem konstans irreducibilis
polinomjai primitivek.

Legyen 0 # f € Rlz], és irjuk fel f-et df* alakban, ahol d € R és f* € R|z]
primitiv polinom. Az (1) bizonyitdsdnak utolsé mondata szerint, indukciéval, f-et el6-
allithatjuk f,fy-- - f, alakban, ahol fi, f,,..., f, primitiv irreducibilis polinomok, d-t
pedig ep; - - - p,,, alakban, ahol py,...,p,, irreducibilis elemek, e pedig egység R-ben.

Az egyértelmiiség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy

epr - Pf1fa=f=q 490 9,

ahol ¢, ¢’ egységek, py,...,p,, és qq,-..,q, pedig irreducibilis elemek R-ben (és igy R[x]-
ben), fi,...,f, és g1,...,9, pedig legaldbb elséfokd, R felett irreducibilis polinomok,
igy primitivek és az elsé 1épés szerint irreducibilisek K felett is. Igy a fellépé polinomok
fnek egy K feletti irreducibilis faktorizdcidjat is megadjik, tehdt s = n, és (megfeleld
atindexelés utdn) alkalmas 0 # ¢, € K elemekkel f; = ¢,9,. Az el6z8 lemma szerint
minden ¢, egység R-ben. gy

&*pl...pm:e”ql...qr
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R gytirii — R[z] gytirt

R kommutativ gytir(i — R[z] kommutativ gyfiri

R integritdsi tartoméany — R[z] integritdsi tartomany

R egységelemes integritdsi tartomany |=—|R[x] egységelemes integritdsi tartomény

R Gauss-gylirii — R[z] Gauss-gyfirii
R euklideszi gytirti — R[z] Gauss-gyfirii
R test — R|[z] euklideszi gytirii

8.3.1 Abra: Gytrilk és polinomgytiriik.

valamely € € R egységgel. Mivel R Gauss-gy(rii, kapjuk az &llitast. O

x 8.3.69. Legnagyobb k6z6s oszt6 szamolasa Gauss-gylirii feletti polinomgyti-
rii esetén. Legyen R Gauss-gytirti. Megmutatjuk, hogyan kaphatunk hatékony algorit-
mus legnagyobb kozos oszté szdmitdsdra R[z]-ben, ha R-ben van hatékony algoritmusunk
a négy alapmiiveletre és a legnagyobb kozos oszt6 szamolasara. ElGszor is vegyiik észre,
hogy ha f,g € R[z], 0 # f = af*, 0%+ g = bg*, ahol f* az f, ¢* pedig a g primitiv része,
akkor fminden osztdja, ha nulladfoki, akkor osztéja a-nak, ha pedig primitiv, akkor osz-
téja f*-nak. Innen a és b egy legnagyobb kozos osztdjanak valamint f* és g* legnagyobb
kozos osztdjanak a szorzata f és g egy legnagyobb kozos osztdja, hiszen barmilyen h kézos
osztot felirva ch* alakban, ahol A* a h primitiv része, ¢ az egyik, h* a maésik tényezének
osztbdja. Elég tehat primitiv polinomok legnagyobb kozos osztdjanak a meghatarozasaval
foglalkozni.

Legyenek f,g € R[x] primitiv polinomok, deg(f) > deg(g) > 0. Egy, az f-hez és
g-hez tartozd polinom maradék sorozat egy olyan ry,rq,...,7, € R[z] polinomsorozat,
amelyre ry = f, 1y = g, 7.|"_1, és valamely «;, 8; € R, ¢; € R[x] elemekkel

a;r;4(z) = qj(x)r;(x) + Briq(x), j=12,....k—1
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Vegyiik észre, hogy f = ry és ¢ = r; barmely legnagyobb kozds osztdja, mivel primitiv
polinom, relativ prim S;-hez, igy osztdja ry-nek; indukcioval folytatva, osztdja minden
r;nek. Megforditva, r; primitiv része osztdja r;_; primitiv részének, és mivel relativ
prim a;_,-hez, r,_,-nek is stb., tehat osztéja g-nek és f-nek is. Igy akdrmilyen polinom
maradék sorozat esetén r, primitiv része f és g egy legnagyobb kozos osztéja.

Polinom maradék sorozatot konnyen kaphatunk pszeudoosztéssal, azaz ha g; jeloli r;
féegyiitthatojat, és §; = deg(r;_,) —deg(r;), akkor a; = gjjﬂ, Bi=10G=12...,k=1)
valasztassal. Ennek a vilasztasnak az a hatranya, hogy az egyiitthatok altalaban gyorsan
nonek, példaul R = Z esetén hosszuk akar exponencialisan is n6het. Egy masik lehet&ség,

hogy minden 1épésben pszeudoosztdst alkalmazunk (azaz o, valasztdsa valtozatlan), de

7;+1-€t a pszeudomaradék primitiv részének vélasztjuk, ami meghatdrozza j;-t. Ekkor
az egylitthatok a lehetd leglassabban nonek, de minden 1épésben ki kell szamolnunk a
pszeudomaradék egytitthatdinak legnagyobb kozos osztojat. Egy kozbenso, sokkal jobb
lehetdség a szubrezultdns algoritmus: itt is pszeudoosztds alkalmazunk (tehdt o, vilasz-

tasa valtozatlan), de f; = fyjn?j, ahol vy = 1,1, =1, és v, = 0j 1, 1 = fyjj’l/nji’ll_l, ha

c s

elvégezhetd, és az r;-vel valo pszeudoosztasnél kapott pszeudomaradék oszthatéd j3;-vel.

Az ezek bizonyitasahoz sziikséges eszkozokrol kapta az algoritmus a nevét. Megmutatha-
t0, hogy itt az egyiitthaték nem noének tul gyorsan, példaul az R = Z esetben hosszuk
alig tobb, mint linedrisan né. A részleteket illeten ldsd Knuth [46] konyvét, 4.6.1.

— 8.3.70. Feladat [0]. Felbonthaté-e Z, Q, R illetve C felett a 6z + 10 polinom?

— 8.3.71. Feladat [3]. A 32*—523+322+42—2 polinom egyik gyoke 1+i. Hatarozzuk
meg a tobbi gyokét.

— 8.3.72. Feladat [3]. Adjunk meg olyan minimdlis fokszdmi valds egyiitthatés
polinomot, amelynek

(1) az 1 kétszeres, a 2, 3 és 1 + i pedig egyszeres gyoke;

(2) az i haromszoros, a —1 — i egyszeres gyoke.

— 8.3.73. Feladat [6]. Adjuk meg az aldbbi polinomok irreducibilis felbontasat C
illetve R felett:

(1) z5-—27;

(2) a%+27;

(3) a®—16;

(4) 2%+ 16;

(5) 10— 25 +1;

6) 222+ ' —6;

(7) z* +423 + 422 + 15
(8) 2" — 22" +2;

(9) «®" +a"+1;

(
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— 8.3.74. Feladat [3]. Hatdrozzuk meg a 425 — 82° — 3z* — 1123 + 1822 + 28z + 8
polinom racionélis t6bbszords gyokeit, és adjuk meg mindegyiknek a multiplicitasat.

— 8.3.75. Feladat [3]. Az aldbbi polinomokat bontsuk fel irreducibilis polinomok
szorzatara Z és Q felett:

(1) 32° + 223 — 1222 — 10z + 14;
(2) 20z* + 2623 + 6522 + 91.
8.3.76. Feladat [6]. Bizonyitanddk a kévetkezd azonossagok:
) _
22" —1=(22-1) H x? — 2z cos(km/2) + 1);

(2)
z2ntl — (x—1) H(Jc — 2z cos(2km/( 2n+1))+1)

B
=

(3)

s

22 4= (2 +1) (x2 + 2z cos(2km /(2n + 1))—1—1);

i
I

(4)

n—1
4l = H (a:2 — 2z cos((2k + 1)7r/(2n))—|—1).

k=0
x 8.3.77. Schonemann—Eisenstein-tétel. Ha az R Gauss-gytirti feletti legalabb elsé-
foki f primitiv polinomhoz van olyan p € R primelem, amely nem osztdja a f6egyiittha-
ténak, de osztéja minden mds egyiitthaténak, p? viszont nem osztéja a konstans tagnak,
akkor f irreducibilis. Hasonléan, ha az R Gauss-gytiri feletti legalabb els6foku f polinom-
hoz van olyan p € R primelem, amely nem osztéja a konstans tagnak, de osztdja minden
més egyiitthaténak, p? viszont nem osztéja a fogyiitthaténak, akkor f irreducibilis.

Bizonyités. Az elsé esetre végezziik el a bizonyitdst, a mésik eset bizonyitasa tel-
jesen hasonlé. Tegyiik fel, hogy f = gh. Mivel p nem osztja az f féegylitthatdjat, sem a
g, sem a h f6gyiitthat6jat nem osztja. Legyen m a legkisebb olyan index, amelyre p } g,,,,
és legyen n a legkisebb olyan index, amelyre p | h,,. Ha k = m + n, akkor

ptfe= Y higj
i+j=k

mivel p osztja a jobb oldalon all6 Gsszeg minden tagjat, kivéve azt a tagot, amelyben
i=m és j=n.Igy m+n = deg(f), ahonnan m = deg(g) és n = deg(h). Viszont m és
n nem lehet egyszerre pozitiv, kiilonben p? | f, = hyg, teljesiilne. Igy az egyik polinom
konstans, és ha nem lenne egység, akkor f nem lenne primitiv. [J

* 8.3.78. Kovetkezmény. Ha p primelem, n € N*, akkor f = 2™ + p irreducibilis R és
(a Gauss-tétel miatt) a hanyadosteste felett. O

Specidlisan, ha p primszam, akkor x™ + p irreducibilis Z és Q felett.
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* 8.3.79. Megjegyzések. (1) Ha R test, a Schonemann—FEisenstein-tétel nyilvin nem
alkalmazhaté irreducibilis polinomok konstrudlasara, hiszen ekkor R-ben nincs olyan
elem, amely nem nulla és nem egység, igy nincsenek primek.

(2) Néha az irreducibilitds bizonyitdsdhoz a Schonemann-Eisenstein-tétel nem al-
kalmazhaté kozvetleniil, csak némi kertilével. Példaul a

'Il

MH

Z
> =T L ez

polinomok reducibilisek, ha n 6sszetett szam, mert ha n = km, akkor nyilvan
n—1 m—1
- (L) (5 #)
j= §=0

Ha viszont n primszam, akkor a fenti polinom irreducibilis. Ennek bizonyitasihoz vegyiik
észre, hogy ha a polinom felbonthaté lenne, akkor x helyére = + 1-et irva, az igy kapott

polinom is az lenne, de ez
n J_ n—1
>0 )x 1 _§t ( )
J=0 j+1

amire mar alkalmazhat6 a Schonemann—Eisenstein-tétel, mert ha n prim, akkor

()

tObbszorose n-nek, han —1 > j > 0, egyenl6 n-el, ha j=0,és 1, ha j=n—1.

— 8.3.80. Feladat [3]. Irreducibilis-e az 2° + 5 polinom Z, Q, C, Z,, Z, illetve Zj
felett?

8.3.81. Feladat [5]. Legyen f € Z[z] a Z felett irreducibilis fépolinom, o € C az f
egy gyoke C felett, n = deg(f). Mutassuk meg, hogy

n—1
a}: = {Z ajaj:ao,al, ceey Oy € Z}
=0

gylri.

8.3.82. Lagrange-interpolacié. A polinomok osztasara vonatkozé tétel kovetkez-
ményei kozott, 8.3.11-ben lattuk, hogy ha az R egységelemes integritasi tartomény-
nak ¢y, cq,...,c, kolonbozd elemei, dy,d,,...,d, pedig tetszOleges elemei R-nek, ak-
kor legfeljebb egy olyan legfeljebb n-ed fokt f polinom létezik, amelyre f(c;) = d;, ha
7 =20,1,...,n. Ha R test, akkor mindig létezik is ilyen polinom, és az aldbbi Lagrange
interpoldcios eljdrdssal megkaphat6. Legyen

1, —c)
Hi#j@j —¢;)

a j-edik Lagrange interpoldcids alappolinom, és legyen f(x) = E;:o d;l;(z).

lj(:r) =

261



8.3.83. Titokmegosztas. A Lagrange-interpolaci6 titokmegosztdsra is felhasznélhato.
Legyen m,n € N, m < n. Tegyiik fel, hogy egy t € N, t < T titkot n részre akarunk
szétosztani Ugy, hogy barmelyik m részbdl a titok visszaallithaté legyen, de kevesebbdl
semmi informaciét ne lehessen kapni a titokrél. Valasszunk egy, a ¢ maximélis lehetséges
T értékénél (és n-nél is) nagyobb p primet és véletlen ay, ay, ... a,, ; € Z, egyiitthatokat,
majd szdmitsuk ki a Z,, feletti ¢ + a;xt + agz? + - +a,, 2™t polinom yy,Ys, - -, Yy,
értekeit az 1,2,...,n helyeken. Ezen y;-k a titokrészek: barmelyik m titokrészbdl a po-
linom megkaphat6é Lagrange-interpolaciéval, igy adédik a konstans tag, azaz a titok, de
kevesebb részbol konnyen lathatéan nem.

— 8.3.84. Feladat [4]. Adjuk meg azt az R[z]-beli interpolaciés polinomot, amely az
adott helyeken az adott értékeket veszi fel:

(1) a0,1,2,3,4 helyen 1,2,3,4,6;
(2) a—1,0,1,2,3 helyen 6,5,0, 3, 2.

8.3.85. Kronecker-eljaras. Ha R egy (végtelen) Gauss-gytirii, amelyben rendelkezé-
stinkre all egy eljaras, amellyel akarmelyik elem oszt6it meg tudjuk hatdrozni, valamint
vannak eljarasok a miiveletek elvégzésére (példdul, ha R = Z), akkor egy f € R[z] poli-
nomnak meghatarozhatjuk az irreducibilis faktorait. Ha f = gh, akkor barmely ¢ € R-
re f(c) = g(c)h(c), igy g(c)|f(c). Legyen K az R hanyadosteste. Valasztva kiilonboz6
C0sC1y- - -y elemet R-ben, barmely R-beli d;|f(c;), 7 =0,1,...,n értékekhez Lagrange-
interpoldciéval meghatdrozhatjuk azt az egyetlen g € K|[z] polinomot, amelyre deg(g) < n
és g(c;) = d;, azaz g(c;)| f(c;), 7 =0,1,...,n. Ha g € R[z] és osztja f-et, akkor megtalal-
tuk f egy osztdjat, és f helyett a hanyadossal folytatjuk. (Néha érdemes az osztds el6tt
ellenérizni még néhany ¢ € R-re, hogy g(c)|f(c) teljesiil-e. Azt is megnézhetjik, hogy ¢
f6egyilitthatoja osztja-e f féegylitthatdjat, bar ezt az osztési algoritmus is az els6 1épés-
ben ellenérzi.) Ha n = 0-val indulunk, és egyesével noveljitk n-et, akkor csak irreducibilis
polinomosztékat fogunk taldlni (mert egy reducibilis, legaldbb els6foki oszt6 irreducibilis
tényez6it el6bb megtaldljuk). Ha n < |deg(f)/2]-ig nem taldltunk osztét, akkor f irre-
ducibilis. Az elsbfoku faktorok megadjak a K-beli, és ezdltal az R-beli gyokoket is. (Sok
R gyiiriire a gyokkeresésre, a faktorizalasra, és az irreducibilitds bizonyitdsara is léteznek
sokkal hatékonyabb eljarasok is.)

— 8.3.86. Feladat [5]. Keressiik meg az alidbbi egész egyiitthat6s polinomok raciondlis
gyokeit:

(1) z* — 223 — 822 + 132 — 24;

(2) z* +423 — 222 — 122+ 9;

(3) 102* — 1323 + 1522 — 182 — 24;

(4) 6zt + 1923 — T2? — 262 + 12.

— 8.3.87. Feladat [5]. Igazoljuk, hogy az aldbbi polinomok irreducibilisek Z[z]-ben:
(1) z* —8x3 + 1222 — 62 + 2;

(2) z°—122% + 362 — 12;

(3) z*—2*+22+1.

— 8.3.88. Feladat [5]. Hatarozzuk meg a 62*+1723+1322—92x—6 polinom irreducibilis
felbontésat Z[z]-ben.
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— 8.3.89. Feladat [5]. Szdmitsuk ki az alabbi polinomok legnagyobb kozos osztdjat
C, R, Q, Z és Z4 felett. Van-e kozos gyokiik az egyes esetekben?

1) 2* +2%—322 4o —1és a2+ 22— —1;

) b+t —ad 22 —16s 32t +22% + 2% + 22— 2
3) Tzt —28x3 + 7 és 112® — 3322 + 11;

(4) 25 +22% —42% — 322 +8x —5ésa® + 22— + 1.

NS

(
(
(

* 8.3.90. Cardano-képlet. Keressiink gyokképletet ketténél magasabb foki komplex
egyitthatos polinomok gyokeinek meghatarozasara. A féegyutthatéval végigosztva felte-
hetjiik, hogy az 1. Ha y™ + f1y" 1+ foy™ 2+ - -+ f, = 0, akkor y = x— f, /n (invertalhaté)
helyettesitéssel az egyenlet ™ + gox™ 2 + g2 3 + - - - + g, = 0 alaki lesz, igy elég azt
az esetet vizsgdlni, amikor a masodik legmagasabb foku tag nulla. A masodfoku esetben
a helyettesités utan a megoldas trivialis.

A harmadfoki esetben az x + pz + ¢ = 0 egyenlet megoldasait keressiik = u + v
alakban. Mivel 23 = (u+v)3 = 43 + v + 3uv(u +v), azaz 23 — 3uvz — (u® +v3) = 0, ha
sikeriil u-t és v-t gy valasztani, hogy uv = —p/3 és u®+v> = —q teljesiiljon, akkor készen
vagyunk. Az elsé egyenletbdl udv? = —p3 /27, {gy u? és v3 a 22 + gz — p?/27 méasodfoki
egyenlet, az tgynevezett karakterisztikus egyenlet gyokei, példaul

¢ 3 s g /qz 3
+ 4+7,v—2 4+2.

Igy végiil is a megoldasokat a

sl q ¢ P s a | PP
\/ 2 + \/E+ \/ 2 4 + 27
Cardano-képlet adja, ahol a kilenc lehetséges kobgyok parbol azt a harmat kell valasztani,
amelyeknek a szorzata —p/3. Egyszer(i szdmolds mutatja, hogy ezek valéban megadjik
2% + px + ¢ gyoktényezds felbontésat.

A negyedfoku esetben a bal oldalt az o € C paraméter bevezetésével atalakitva az
z* 4+ px? + gr 4+ r = 0 egyenletet

2 2
(1) (xQ—i—g—i—a) —<2ax2—qa:+<a2+pa—r+i>>20

i
S

ud = —

N[
BN

alakra hozhatjuk. Ha sikeriil az o paramétert tigy valasztani, hogy a nagy zardjelben allo
polinomja z-nek teljes négyzet legyen, akkor az egyenlet két masodfokt egyenletre esik
szét, igy megoldhat6. Ehhez az kell, hogy ezen polinomnak egyetlen gyoke legyen, azaz
fenn kell allnia a

=
q® — 8a <a2+poz—r+4> =0

Osszefiiggésnek. Ezt a harmadfoka egyenletet megoldva harom alkalmas a értéket is ka-
punk.
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Magasabb foku egyenletre nem adhaté hasonl6é gyokképlet. Ha n > 5, akkor még
olyan egész egyiitthatos n-ed foku polinom is létezik, amelynek gytkei nem irhaték fel
racionalis szdmok, a négy alapmivelet és gyokvonasok segitségével, azaz még , sajdt gyok-
képlete” sincs, ilyen példaul x® — 4z + 2. Az elsé ilyen jellegii eredmény AbeltSl szar-
mazik, aki ezzel a probléméaval kapcsolatban kezdte el vizsgalni csoportok kommutati-
vitasat. A kérdéskort Galois tisztazta teljesen, aki megmutatta, hogy az egyenlet négy
alapmiivelettel és gyokjelekkel valo megoldhatosaga attol fiigg, hogy a gyokok bizonyos
permutaciéibol alkotott csoport, az egyenlet Galois-csoportja feloldhaté-e. Specialis ese-
tekben tehat sikeriilhet meghatdrozni a gyokoket, példaul sokszor segit egy 14j valtozo
bevezetése y = h(x) alakban, ahol h polinom; ez a Tschirnhaus-transzformécié. Példé-
ul az % + az? + b = 0 egyenletbdl y = 22 helyettesitéssel masodfoki egyenlet lesz. A
Tschirnhaus-transzformaciét hasznaltuk e pont elején is a méasodik legmagasabb foku tag
eltiintetésére”.

x 8.3.91. Feladat [5]. Hatérozzuk meg (x — 1)(z — 3)(x + 4) transzformdaltjit az
y = 22 — x — 1 helyettesitésnél.
x 8.3.92. Feladat [7]. Transzformaljuk a megadott polinomokat a megadott helyette-
sitéssel:
(1) 2®—3r—4,y=2>+2+1;
(2) 23 +222 42, y=22+1;
(3) zt—x—2,y=a%—-2;
(4) 2t =2 -2+ 1L, y=a>+22+a+ 1
x 8.3.93. Testbovitések. Ha F a K részteste, azaz K az F test bovitése, akkor nyilvan
K vektortér F felett. Ennek a vektortérnek a dimenzidjat a bévités fokanak nevezziik és
[K: F-fel jeloljiik; ha véges, akkor véges bSvitésrdl beszéliink.

Legyen a € K. Mivel résztestek metszete is résztest, a K Osszes, F-et és a-t tartal-
mazb résztestének a metszete maga is részteste K-nak: nyilvan ez az

F(a) = {p(a)/q(a):p,q € Flz],q(a) # 0}

részhalmaza K-nak.

Ha van olyan 0 # p € F[z] polinom, amelynek a gyoke, akkor azt mondjuk, hogy «
algebrai F felett. Az o egy minimdlpolinomja F felett egy minimaélis foku ilyen polinom.
Egy minimalpolinom minden olyan F[z]-beli polinomnak osztdja, amelynek « gydke,
mert egyébként a minimalpolinommal osztva a kapott maradék egy, a minimalpolinomnal
alacsonyabb foki polinom lenne, amelynek o gyoke. Igy a minimélpolinomok egymés
asszocialtjai F[z]-ben. A minimalpolinomok nyilvan irreducibilisek. Fokszamuk az « foka
F felett.

x 8.3.94. Tétel. Legyen K az F test bévitése. Ha o € K algebrai F felett, a foka n, és
f egy minimélpolinomja a-nak, akkor F(«) izomorf F[x]/(f)-fel, és F(«) minden eleme
egyértelmiien irhaté fel Z;:Ol r;of alakban, ahol o, ry,...,7, | € F.

Bizonyitis. A g — g(a) leképezés olyan homomorfizmusa az F[z] gy(irlinek K-
ba, amelynek magja (f), gy értékkészlete egy F[z]/(f)-fel izomorf test. Az értékkészlete
tartalmazza F-et és a-t, {gy F(a)-t is. Mivel F(«) nyilvan tartalmazza a Z;:Ol riof
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alaku 6sszegeket, csak azt kell megmutatnunk, hogy az értékkészlet minden eleme ebben
a halmazban van. Legyen g € F|x] tetszdleges, és irjuk fel g = ¢f + r alakban; nyilvdn

gla) =r(a) = Ej riod. O
x 8.3.95. Feladat: testb&vitések [11]. Legyen K az F test bévitése.

(1) Mutassuk meg, hogy ha [K: F| véges és V véges dimenzids vektortér K felett, akkor
F felett is az, és V dimenzidja F felett a Vtér K feletti dimenzidjanak és [K: F|-nek
a szorzata.

(2) Mutassuk meg, hogy o € K pontosan akkor algebrai F felett, ha Flegy L C K véges
bévitésének az eleme, és hogy ekkor a foka osztja L fokat.

(3) Mutassuk meg, hogy ha a € K-ra és n € NT-ra o™ algebrai F felett, akkor « is.
(4) Mutassuk meg, hogy K-nak az F felett algebrai elemei testet alkotnak.

* 8.3.96. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy v/2 + /3 algebrai Q felett, és foka 4.
* 8.3.97. Feladat [0]. Mi a kapcsolat a Q(v/2), Q(1 + v/2) és a Q(v/8) testek kdzott?

* 8.3.98. Feladat [3]. Ellenérizziik, hogy a z3 — 622 + 92 + 3 polinom irreducibilis
Q felett. Legyen o € C a polinom egy gyoke. Fejezziik ki a Q(a) test Q feletti 1, a, o
bazisdban az aldbbi elemeket:

(1) 3a® —2aq;
(2) 1/(a+1).

* 8.3.99. Feladat [5]. Hatdrozzuk meg v/2 — /2 minimélpolinomjit Q felett.

x 8.3.100. Feladat [6]. A kovetkezd testbdvitések koziil melyik algebrai (itt A az
Osszes szam algebrai szamok teste):

1) RcC;

Q C Q(V5);
QC 4;
Q(v5) C
Q(\f)

(m) C

)
)
)
)
)
x 8.3.101. Feladat [6]. Hatdrozzuk meg Q aldbbi algebrai bévitéseinek fokét:
)
)
)
)

@

V7);

o

(
Q(iv5);
Q(1 +iv/3);
Qi +V5);
5) Q(r+iy/s), ahol r,s € Q, /s ¢ Q.

x 8.3.102. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy ha « € C algebrai Q felett és foka n,
akkor 1/« is algebrai, és foka osztdja 2n-nek. Igaz-e, hogy /a foka mindig pontosan 2n?
Altalanositsuk az allitast.
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x 8.3.103. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha a € C algebrai és foka n, akkor
o? is algebrai, és foka osztéja Q felett n-nek. Igaz-e, hogy o foka mindig pontosan n?
Altalanositsuk az allitast.

x 8.3.104. Feladat: szerkeszthet8ség [12]. (Laczkovich [49] kényve nyomdn.) Le-
gyen adott a sikban két kiillonboz6 pont, A és B. Rogzitsiink egy koordinatarendszert,
amelyben az A koordindtai (0,0), a B koordinétéi pedig (1,0). Azt mondjuk, hogy a d
valés szam szerkeszthetd, ha az adott pontokat felhasznalva, korzdvel és vonalzéval meg
tudunk szerkeszteni két olyan pontot, amelyek tavolsdga |d|. Mutassuk meg, hogy

(1) a szerkeszthetd valds szamok testet alkotnak;

(2) a raciondlis szdmok szerkeszthetdk;

(3) egy pont (azaz egy komplex szam) pontosan akkor szerkeszthetd, ha a koordindtéi
szerkeszthetok;

(4) ha a > 0 szerkeszthetd, akkor /a is szerkeszthetd;

(5) egy valés szdm pontosan akkor szerkeszthetd, ha megkaphaté a raciondlis szdmokbdl
az Osszeadds, kivonas, szorzds, osztas és a négyzetgyokvonds véges sokszori alkalma-
zésaval;

(6) a szerkeszthetd valds szdmok foka Q felett kettéhatvany;

(7) cos20° nem szerkeszthetd, igy a szogharmadolds (tetszdleges szog harmadénak szer-
kesztése) megoldhatatlan;

(8) /2 nem szerkeszthets, igy a kockakettdzés (adott élhossztisagi kockédhoz kétszer
akkora térfogatu kocka élhosszanak megszerkesztése) megoldhatatlan.

(9) Legyenek t és ¢ olyan komplex szamok, amelyekre t = € +&~1. Mutassuk meg, hogy
ha t egy n-ed foku algebrai szam, akkor € szintén algebrai, és foka osztdja 2n-nek.

(10) Mutassuk meg, hogy ha p paratlan prim, és a szabélyos p-szog szerkeszthetd, akkor
p Fermat-prim, azaz 22" + 1 alakd valamely n € N-re. (Hasznéljuk az el6z6 pontot
t = 2cos(2w/p)-re.)

(11) Mutassuk meg, hogy ha p paratlan prim, akkor a szabalyos p?-szég nem szerkeszt-
heto.

(12) Mutassuk meg, hogy ha a szabélyos n-szdg szerkeszthetd, akkor n = 25p,py---p,,,
ahol py,ps,...,p,, kiilonbozd Fermat-primek. (Gauss bebizonyitotta, hogy szaba-
lyos n-szdg pontosan akkor szerkeszthetd, ha n = 28p;py - - - p,., ahol py, Do, ..., D,,
kiilonb6z6 Fermat-primek, ezzel megoldva a szabédlyos 17-sz6g szerkesztését is.)

x 8.3.105. Feladat [3]. Bizonyitandd, hogy cosa pontosan akkor szerkeszthetd, ha
cos(a/2) szerkeszthetd.

x 8.3.106. Feladat [3]. Bizonyitandd, hogy ha cosa és cos 3 szerkeszthet8k, akkor
cos(a + f3) és cos(a — ) is.

x 8.3.107. Feladat [4]. Hatérozzuk meg azokat a k egészeket, amelyekre cosk’ =
cos(km/180) szerkeszthetd.
8.3.108. Feladat [7]. Fejezziik ki képlettel a
(1) cos12° = cos(m/15) szémot;
(2) cos3° = cos(m/60) szdmot.
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8.3.109. Feladat [10]. Fejezziik ki képlettel a cos1° = cos(m/180) szdmot.

8.3.110. Véges testek alaptétele. Barmely ¢ = p™ (p prim, n € NT) primhatvdnyra
a q elemii véges testek izomorfak.

Mar lattuk, hogy barmely g primhatvanyra van g elem véges test. Mivel a tétel
szerint lényegében csak egy ¢ elemil véges test van, beszélhetiink a g elemii véges testrol.
Ezt F-val jeloljik. Természetesen ha ¢ prim, akkor F, = Z,.

* Bizonyitas. Legyen F egy tetszoleges g elemi véges test, p pedig az F' karakte-
risztikdja. Ekkor, mint tudjuk, ¢ = p", és az egységelem t6bbszordsei egy Z,,-vel izomorf
résztestet alkotnak F-ben. Ezt Z, -vel azonositva, Z,, az I részteste. Legyen f egy n-ed
fokii irreducibilis fopolinom 7, felett. Ez osztéja Z, felett a g(x) = 2 —x =292
polinomnak. A g polinom F felett elséfokt polinomok szorzatira bomlik, mert minden
y € F gyoke, igy g kiilonb6z6 gyoke van. De akkor az irreducibilis tényezokre vald felbon-
tés egyértelmiisége miatt f is els6foku tényezdk szorzatdra bomlik F'felett. Jelolje o az f
egyik gyokét F'felett. Mivel Z,(a)-nak 8.3.40 szerint ¢ = p™ eleme van, Z,,(«) = F. Mivel
Z,(c) izomorf Z,[x]/(f)-fel, az F izomorf Z [x]/(f)-fel. O

8.3.111. Wedderburn tétele. Véges ferdetest kommutativ, tehat test.

°+ Bizonyitas. Legyen K véges ferdetest, és ha x € K, legyen Cp(x) = {y €
K:zy = yz}, valamint Cp = N, Cp(x). Koénnyen ellendrizhetd, hogy minden Cg(x),
és igy O is ferdetest, s6t, C kommutativ is, azaz test. Legyen ¢ a Cj elemeinek sza-
ma. Mivel minden Cy(z) vektortér Cy felett, elemszdmuk ¢"= valamely n, € Nf-ra.
Specidlisan K = Cx(0) elemszdma is g-hatvany, mondjuk ¢". Azt fogjuk megmutatni,
hogy n = 1. Mivel K vektortér a b6vebb Cg () ferdetest felett is, és a linedris fliggdség,
fiiggetlenség, bézis és dimenzi6 fogalma ekkor is érvényes marad, n,|n minden z € K-ra.
Tekintstik most a K* multiplikativ csoportot. Ekkor a C'(z) centralizator x # 0 esetén
Cr(x)\ {0}, és igy a C centrum Cp \ {0}. Az osztélyegyenlet szerint

n _ x. _ " -1
" —1=gq 1+Z[K.C(x)]—q 1+anm_1,
az Osszegzés a nem egyelemi konjugalt elemosztalyok egy-egy x reprezentansara értendo,
q — 1 pedig az egyelemii konjugdlt elemosztalyok szdma, ami nyilvin C' = Cx \ {0}
elemszama. A &, korosztasi polinom ¢ helyen felvett értéke osztja a bal oldalt, és a jobb
oldali 6sszeg minden tagjat, igy ¢ — 1-et is. Ha azonban n > 1, akkor ez ellentmondas,
mert @, (z) = [[(z—¢,), ahol a szorzat az Gsszes primitiv n-edik e, egységgyokre értendd,
fgy |®,,(¢)] = IT|q— &gl és a jobb oldalon minden tényez8 abszolit értéke nagyobb, mint
q—1. Tehat n =1 ésigy K = Ck. O

* 8.3.112. Polinomfaktorizalas véges testek felett. Elsé lépésként az [, felet-
ti f polinomot (¢ = p”, p prim, n € NT) a 8.3.32 kovetkezményben megadott 1épés
ismétlésével (azaz a polinomot osztva d = Inko(f, f')-vel, majd ugyanezt elvégezve d-
re stb.) négyzetmentes tényez6k szorzatara bontjuk; gondot okozhat, hogy az f és f’
polinomok legnagyobb kozos osztdja f is lehet, ha f° = 0. Ez akkor fordulhat eld, ha
fot+ f12P + fox®P +- - -+ f, 2P alaki az f, azaz csak olyan monomokban 1ép fel nem nulla
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egyiitthat6, amelyekben a kitevs p tébbszérose. Ekkor g; = fJ‘-I/ P

ésag=gy+g,x+---+g,2™ polinomra

9@ = g5 + (@) + -+ (ga™)? = f(),
igy elég g-t faktorizalni.

Miésodik 1épésként egy mdar négyzetmentes f polinomot felirunk f,fy--- (véges)
szorzat alakban, ahol f; a pontosan d-ed foku irreducibilis tényez6k szorzata: ElGszor
szamoljuk ki f(z) és % — x legnagyobb koézds osztéjat, az f; polinomot. Az f, az f
els6fok1 irreducibilis tényezdinek szorzata. Ha f; nem konstans, f-et helyettesitjik f/f;-
el, majd kiszamoljuk az 0j f és P — legnagyobb koz0s osztéjat, az f; polinomot, stb.

valasztassal g = [ = [},

A d-edik 1épésben az aktudlis f és P p— legnagyobb kozos osztojat, az f,(x) polinomot
szamoljuk ki, ez a d-ed foku irreducibilis tényez6k szorzata. Megallhatunk, ha d nagyobb
lesz, mint az aktudlis f fokszamanak a fele, ekkor f mar irreducibilis.

Harmadik 1épésként az f; polinomokat ,széthasitjuk”, azaz megprébaljuk kétténye-
z6s szorzattd alakitani. Ha f; fokszdma d, akkor nyilvan irreducibilis, megallhatunk. Ha
valamelyik f; fokszama nagyobb, mint d, akkor egy valdszinliségi mddszert hasznalhatunk
a ,széthasitdsdra”. Ez azon alapul, hogy tetszleges t(x) ,tesztpolinomra” t(;v)qd — t(x)
tobbszorose z4" — z-nek; valéban, mivel F karakterisztikéja p és q a p hatvanya,

ta)" = (2" o tjasj th (zd)1" = Zt (z1")’,

ahonnan F[z]/(z4" — z)-ben szdmolva

Ha most a t(:c)qd — t(x) polinomnak vessziik egy felbontédséit, akkor valészint, hogy f,
irreducibilis oszt6i nem mind ugyanabban a tényezében lesznek, és legnagyobb k6z6s oszt6
képzéssel ,hasithatunk”. Paratlan g esetén a nyilvanvalo

t(@)? — t(z) = ()@ — 1) (t(x) @D/ + 1)t (x)

faktorizélas hasznalhaté; megmutathatd, hogy ha a t tesztpolinomot véletlenszeriien va-
lasztjuk az dsszes 2d-nél alacsonyabb foki polinomok kéziil, akkor f, és t(z)@'~1/2) —1
legnagyobb kézos osztéja legaldbb 1/2—1/(2¢%) eséllyel nem trivialis (azaz foka nagyobb,
mint nulla, de kisebb mint f,; foka). A jhasitdssal” kapott részeket természetesen ha kell,
ujabb véletlen t vélasztdsdval megprébaljuk tovdbb ,hasitani”. (A gyakorlatban sokszor
mér azzal is célt ériink, ha t-t véletlen elséfoki fépolinomnak vélasztjuk.) Péros (azaz
kett6hatviny) ¢ esetén a

)" —t(x) = T(t()) (T(t(x)) — 1)
faktorizalas hasznalhatd, ahol
T(z)=xz+a2+a*+a8+- - +a7"/2
ez tigy adddik, hogy a nyilvanvalé 22—z = x(x—1) faktorizdlasba z helyére T'(z)-et frunk,

és felhasznaljuk, hogy T'(z)2 —T'(z) = 27" —z (mivel T(z)2 = T(22), igy T(x)2—T (x)-ben
két tag kivételével minden kiesik), majd z helyére t(z)-et helyettesitiink.
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x 8.3.113. Magasabb foka kongruenciak. Az
fot+ fiz+ foz?+- -+ f,2" =0 (mod m)

polinomialis kongruencia megoldéasait keressiik, ahol fy, fi,...,f, € Zé& m € N, m >
1. A kinai maradéktétel segitségével a kongruencia minden megoldasat megkaphatjuk,
ha az m kanonikus felbontiasaban szereplé primhatvany tényezdket véve modulusnak,
meghatarozzuk a megoldasokat. Hasznos észrevétel, hogy a gyokok nem a polinomtdl,
hanem csak a hozza tartozé polinomfiiggvénytdl fiiggnek: ha p primszam, o € NT, akkor
minden x € Z-re

27t =27 (mod p*), ha j>a,

hiszen a kiillonbségben p|x esetén az egyik, egyébként a mdsik tényezd nulla; ennek a
segitségével redukalhatjuk a kongruencia fokat. Az o = 1 eset elintézhetd az el6z8 pont
alapjan, hiszen ekkor egy Z, feletti polinom gycktényezdit kell meghatdroznunk. Végiil
az o > 1 eset az aldbbi feladat felhasznaldsaval rekurziéval visszavezetheté az a = 1
esetre. Ez egyszeres gyok esetén az alabbi Hensel-lemmaval is megtehetd. A rekurzio és
a Hensel-lemma is 1ényegében abban &ll, hogy a megoldasokat p alapi szdmrendszerben
keressiik, egyenként novelve a jegyek szamaét.

* 8.3.114. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha ¢,t,p € Z, « € N, f(z) € Z[z], akkor
fle+tp®) = fle) +tp*f'(c) (mod p**H),
tehat
fle+tp®) — f(c)
pO(
és igy ha p prim és c az f egy gyoke modulo p®, akkor f'(c¢) #0 (mod p) esetén f-nek
modulo p®*! pontosan egy olyan ¢’ gyoke létezik, amely kongruens c-vel modulo p®, ha

pedig f'(¢) =0 (mod p), akkor f-nek modulo p®*! vagy nincs gydke, vagy minden olyan
¢’ gyoke, amely kongruens c-vel modulo p®.

=tf'(¢c) (mod p),

x 8.3.115. Hensel-lemma. Legyen p primszam, o € Nt, f g, h,,u,v € Z[z], deg(u) <
deg(h,,), deg(v) < deg(g,), és tegyiik fel, hogy deg(f) = deg(g,,)+deg(h,,), az f fSegyitt-
hatédja a g, és h, féegyiitthatéjanak szorzata, valamint teljesiilnek az

f(x) = go(@)ho(z)  (mod p%),  u(z)g,(z) + v(2)he(z) =1 (mod p)

kongruencidk. Ekkor léteznek olyan g, 1, h,.1 € Z[z] polinomok, amelyre

Jar1(®) = go(x) (mod p%) & hq.y () = ho(2)  (mod p%),

tovabba a fenti feltételek mind teljesiilnek ar+-1-gyel o helyett. A g, és h,,, polinomok
egyértelmiiek modulo p®*!.

A bizonyitas konstruktiv, algoritmust ad g,.; és h,,, meghatdrozasara. Nyilvin
tetszleges u, v € Z[x]-re u(x)g,(z) + v(x)hy,(z) =1 (mod p) csak akkor teljesiilhet, ha
g, és h, relativ prim modulo p. Megforditva, a bizonyitas soran azt is latni fogjuk, hogy
ekkor deg(u) < deg(h,,) és deg(v) < deg(g,,) mindig elérhetd.
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Bizonyitas. Ha létezik g, és h,_, akkor a féegyiitthatok szorzatéra és a foksza-
mokra vonatkozoé feltétel szerint csak

Gos1 = go +1°g illetve h,.q = h, +p~h
alakii lehet, ahol g,/ € Z[z], deg(g) < deg(g,,), deg(h) < deg(h,,). Az
w(@)ga41(x) +0(2)hg i1 (z) =1 (mod p)
feltétel ekkor nyilvan teljesiil, az
F(@) = goi1(@)hag (@) = (90 (@) + p*9(x)) (ho(2) + p*h(z))  (mod p***)

feltétel pedig azzal ekvivalens, hogy

Wx)go(x) + g(x)ho(2) = w(z)  (mod p),

ahol

Tetsz6leges q(x) € Z[z]-re

(1) (u@)w(@) + q(@)hy(@))ga (@) + (v(@)w(@) - g(@)gy(@))hy(2) =w(z) (mod p).

Legyen ezért ¢ a vw polinomnak a g, polinommal Z, felett valé osztasdnal fellépd

hanyados, g = vw — qg, és h = uw + gh,, mindkettd Z, felett kiszdmolva. Mivel
g a vw polinomnak g, -val val osztdsandl fellépé maradék, deg(g) < deg(g,). Mivel

deg(w) < deg(f) = deg(g,,) + deg(h,,), azt kapjuk, hogy deg(h) < deg(h,,), mivel egyéb-
ként az (1) kongruencia nem teljesiilhetne a fokszdmok eltérése miatt.

Ha g és h mésik megoldés, akkor

(h(x) = h(2))ga(2) = (§(x) — §(z))ho(z)  (mod p).

Mivel Z,, felett g, és h, relativ primek, g, osztja g — g-t. Mivel ennek foliszéma kisebb,

mint g, fokszdma, csak nulla lehet. Innen a mésik oldal is nulla, igy h = h is kovetkezik.
|

x 8.3.116. Megjegyzés. A Hensel-lemma felhasznilhaté egész egyiitthatds polinomok
faktorizalasara. El6szor is, akdrmilyen nem nulla, akir komplex egyiitthatés n-ed foka

f=lfo+ hzt---fa”

polinomra, ha f = gh, deg(g) =m, g =gy + 12+ - - - g,, ™, akkor

m—1 m—1 .
gj|§< j >||f|+<]_1>fn|7 ha j=0,1,...,m,
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ahol |f| az |fol? + |f1|* + -+ - + |f,|? Osszeg négyzetgydke. (Lasd Knuth [46], 4.6.2-20
feladat.)

Mar tudjuk, hogy elég csak egy f € Z[z] négyzetmentes polinom faktorizdlasaval
foglalkozni, hiszen ha deg(f) > 1 és d = Inko(f, f’), akkor f = d - (f/d) egy alacsonyabb
fokdakra vald felbontds, és f/d négyzetmentes. Csak primitiv polinomok faktorizaldsaval
fogunk foglalkozni. (Az egylitthatdk legnagyobb kozos osztéjdnak faktorizdldsa ennél ne-
hezebb feladat!) Ha az f négyzetmentes primitiv polinom felirhaté nem trividlis médon
gh alakban, ahol g, h € Z[z], akkor g és h primitiv polinomok, relativ primek, toviabba
f = gh (mod p®) minden p primre és o € NT-ra. Keressiink egy primet, amely nem
osztja az f féegylitthatojat. A primet vélasszuk dgy, hogy f (mod p) négyzetmentes
legyen (megmutathatd, hogy ez mindig teljesiil, ha p nem osztdja egy, csak az f poli-
nomtdl fiiggd szamnak, az f Ugynevezett diszkrimindnsanak: lasd Knuth [46], 4.6.2-23 és
4.6.1-12 feladatok). Szorozzuk meg f(z)-et f,-nel, és alakitsuk szorzatta az f* = f, f(z)
polinomot modulo p. Mindkét tényezdt végigszorozva egy Z,-beli egységgel, elérhetjiik,
hogy mindkét tényezében a féegylitthaté f,-nel kongruens modulo p. A féegyiitthato-
kat mindkét tényez6ben kicserélve f, -re, a kapott g;(z), hy(z) polinomokra teljesiilnek
a Hensel-lemma feltételei o = 1-re. A Hensel-lemma segitségével ,felemelve” ezt a fel-
bontédst egy modulo p* vett felbontdssa, megtalalhatjuk f*(x) egy g*(z)h*(z) szorzattd
bontasat, amelyre g*(z) = g; () (mod p) és h*(z) = hy(x) (mod p), ha van ilyen. Az
« kitevot olyan nagynak kell vilasztani, hogy p® nagyobb legyen g* és h* egyiitthatéi ab-
szolut értéke egy korlatjanak a kétszeresénél, és célszerti a maradékosztalyokat a legkisebb
abszolut értékli maradékukkal reprezentalni, mert ekkor kozvetleniil g* és h* egyiitthatoit
kapjuk. A ¢* és h* primitiv részét véve, f egy szorzatfelbontdsat kapjuk, és igy nyilvan
minden szorzatfelbontas kiadddik, hiszen mindegyiknek van valamilyen képe modulo p.

8.3.117. Feladat [4]. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:
1) 22+2r—3=0 (mod 9);
) 234+2x—3=0 (mod 5);
) 22+ 2r—3=0 (mod 45);
) 23 +4r+8=0 (mod 15);
) 23 —922 4232z —15=0 (mod 503);

) 2% —922+23z—15=0 (mod 143).

8.3.118. Feladat [4]. Oldjuk meg az aldbbi kongruencidkat:
) 22+ 2*+1=0 (mod 3%);

2) 2 +2+57=0 (mod 53);

) 22 +52+24=0 (mod 36);

) 22 +1022 +2+3=0 (mod 3?);

) 23 +22—4=0 (mod 73);

) 23 +22—-5=0 (mod 7).

8.3.119. Feladat [4]. Oldjuk meg az alabbi kongruencidkat:
) 2t +28+5=0 (mod 7);

) 220+ 2B 42"+ 2=0 (mod 7);

271



(3) 2% —294+42-3=0 (mod7);

(4) 223 +5224+62+1=0 (mod 13);

(5) 2% 4+1222=0 (mod 13).

% 8.3.120. Feladat [4]. Oldjuk meg modulo 540 az

2™ 4+ 32" + 2277 4+ 53927 4 53720 + 5382° + 22 + 447z =0

kongruenciat.

8.3.121. Racionélis tortfiiggvények. Ha R integritdsi tartomény, akkor R[x] is,
igy képezhetjiik a hdnyadostestét; ezt R(x)-szel jeloljiik, és az elemeit R feletti raciondlis
fiigguényeknek nevezziik.

— 8.3.122. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy Z[z] hanyadosteste izomorf Q(z)-szel.
8.3.123. Parciilis tortekre bontas. Legyen K test, gy, 9o, - .-, g, € K[z] legaldbb

elséfokt paronként relativ prim polinomok, g = g,9, - - - g,,- Ekkor léteznek olyan

fisfay ooy [ € K]

polinomok, amelyekkel (a hdnyadostestben)

1
b b
g 9 9o 9n

A tételt az integrdlasnal hasznaljuk R illetve C feletti polinomokra.

Bizonyitas. Indukciéval bizonyitunk. Ha n = 1, az allitas nyilvanval6. Ha n = 2,
akkor a kiterjesztett euklideszi algoritmussal kaphatunk olyan f;, f; polinomokat, ame-
lyekre f, 95+ fo9, = 1, amit g, go-vel osztva kapjuk az allitast. Végiil az dltalanos eset gy

kovetkezik, hogy a g1, 95, - - -, 9n_2; 9n_19, Polinomokra alkalmazva az indukecios feltevést,
kapunk egy
1 *
,:ﬁ+&+...+@+ f
g 91 92 In—2 In—19n

eloallitast, majd az n = 2 specialis esetbol kapott

L _fa 0
In—19n In—1 In

eléallitds mindkét oldalat szorozzuk f*-gal, és ezt irjuk az utolsé tag helyére. O

8.3.124. Kovetkezmény. Ha h € Klx|, akkor léteznek olyan h; € K[z] polinomok,

amelyekkel
h hy hy h,,
— = L4 E 4.4
g g1 92 9n

Bizonyitas. Szorozzuk a tételben kapott el6allitds mindkét oldalat h-val. O
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8.3.125. Kovetkezmény. Az el6z6 kévetkezményben kapott el6allitas felirhato

h2 hn
g1 9o 9n

h hy
—=p+ —
g
alakban is, ahol p € K([z], és deg(h;) < deg(g;), haj=1,...,n.
Bizonyitas. Minden tagban osszuk maradékosan a szamlalot a nevezovel. [
8.3.126. Megjegyzés. Ha a g,¢,,...,g, polinomokat a g-nek irreducibilis polino-

mok szorzataként torténd eléallitasabdl kaptuk, akkor az el6z6 kovetkezményben szereplo
tortek u/v* alaktak, ahol deg(u) < deg(v*). Ezek a tértek felirhatok

u uk
ook T
v v

Ug—1
k-1

U
I
v

alakban, ahol deg(u;) < deg(v), ha j = 1,...,k. Ez k = 1 esetén nyilvanval6, egyébként
pedig k szerinti indukcioval kévetkezik, ha u-t maradékosan osztjuk v-vel, majd mindkét
oldalt végigosztjuk v*-val.

— 8.3.127. Feladat [6]. Bontsuk parcidlis tortekre az aldbbi racionalis tortfiiggvénye-
ket R, illetve C felett:
(1)
2+ 1 2 x5—x3—x2.
z(@2—-1)" (z—1)(xz—2)(z—3)’ x2—1

(2)
x? 4 a®—a? +1
CoPEr) @D @o1p

2 +1 41 2
(22 + 24127 23(224+1) 2* 4223+ 222422 +1

Y

8 224 1— 22 '
4 +4" zt+22+1 1—2zcosp+ a2’

(5)
323 + 152 + 6 223 + 4 322 -3
a4+ ad + 322 +20+2° rt4+224+47 3 —-3z+1
8.3.128. Tobbhatarozatlanii polinomok. Legyen R gyliri, n € N. Az R feletti
n-hatdrozatlanid polinomok gylrijét n szerinti rekurziéval definidljuk: ha n = 0, legyen
R[zy,xs,...,2,] = R, az egyhatdrozatlani polinomok gy{ir{ijét mér definidltuk, ha pedig
n > 1, akkor legyen R[xy, %o, ..., x,]:= R[xq,Zq, ..., 2, 1][¢,], azaz az n hatdrozatlani
polinomok olyan polinomjai z,,-nek, amelynek egyiitthatéi az x,, z,, ..., x,_; hatdrozat-
lanok polinomjai. Nyilvan z,, z,, ..., x,, helyett barmilyen méas bet{ik is szerepelhetnek.
Néha egy f € R[x;, 2y, ...,x,] polinomra inkdbb az f(x;,z,,...,x, )jelolést fogjuk hasz-
nalni. A rekurziv definicié miatt azok a tulajdonsagok, amelyek 6roklédnek a gytiriirol a
polinomgyftriire, a tébbhatarozatlani polinomok gytrijére is 6éroklodnek.
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Konnyen lathatd, hogy az n-hatarozatlani polinomok

7;1 i2 in
E Jirigoi, B1 T Xn

115225 50n

alakt véges Osszegek, ahol z;,x,,..., 2, a ,hatdrozatlanok” és finiw“’i” € R AzaeR
elemhez hozzarendelve azt az f polinomot, amelyre fo,  o=aés f; ; ; =0 egyéb-
ként, az R egy olyan leképezését kapjuk a polinomok gytirtijébe, amely nyilvin monomor-
fizmus, értékkészletének elemei a konstans polinomok, ezeket R elemeivel azonosithatjuk.
Az

Ln

i /L2 .« ..
fil,iz,...,inxl ) Tn

tagot monomnak nevezzik, f; ; - ; az egyitthatdja, (iy, iy, ..., i,)a multifoka, iy +- -+

i,, pedig a foka. Az n-hatdrozatland polinomok jelélésére a hagyoményos

(1) f= Z firigei, T @52
iy +igtti, <m
felirast fogjuk hasznédlni. Gyakran az x? alakt tényezdket nem irjuk ki, x]l helyett pedig z ;-
t frunk. Az (egyetlen) nulladfoki tag egyiitthat6ja a polinom konstans tagja. Mivel az (1)
felirasbdl a nulla egyiitthat6ju tagokat szokas elhagyni, illetve a felirdshoz tovabbi nulla
egyitthatoja tagok adhaték hozzd, a felirds nem egyértelmii. Egyértelmiivé valik azonban,
ha kikotjik, hogy m minimélis legyen, és minden m-nél nem magasabb foku tag — egyszer
— szerepeljen. Ez a minimdlis m a polinom foka, jelolése deg(f). (Egy maésik lehetéség a
felirds egyértelmiivé tételére, hogy minden nulla egyiitthatéju tagot elhagyunk.) A nulla
polinom egyértelmii felirdsa az tires Osszeg, és fokat —oo-nek definidljuk. A konstans
polinomok a legfeljebb nulladfoki polinomok. A legfeljebb elséfokii polinomok a linedris
polinomok. Ha egy polinom minden (nem nulla) tagjanak ugyanaz a k a foka, akkor
k-adfoku homogén polinomnak nevezziik.
A definiciébdl adddik, hogy az Osszeadas és szorzas tagonként torténik: ha

_ LA S, O
g= E Giyigy..rin T1 T2 In

iy Figt i, <m

egy masik polinom, akkor 0sszegiik az

ftg= Z (fil,iz,.“,i

iy Higt i, <m

n ‘g7’177‘2a“-77’n

polinom, szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre

Py b,k = > Jiysigreesin v s
i1+ =k, iy i =k,

Vegyiik észre, hogy ha f legfeljebb m-edfoki, g legfeljebb l-edfoku, akkor h legfeljebb
m + l-edfokd. Ha az R gyfiri nullosztémentes, akkor az R[zy, s, ..., z,] gylrd is null-
osztémentes, és két polinom szorzatanak a foka a fokok Gsszege.
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Ha R egységelemes az 1 egységelemmel, akkor R[zq,...,z,] is egységelemes, benne
az fop,..0 =1 és egyébként f; ; . =0 Osszefiiggéssel definidlt polinom egységelem.
Az

il i2 in
Jiysigsni, T1' T2 Tn

tag szokdsos frasmédja f; ; ;=1 esetén
vt

(S
' Ty T

i; < m, ha j =

Szédmitogépen vagy az m fokszdmot és az egylitthatok f; ; ;. i; <

1,2,...,n tombjét taroljuk, vagy a nem nulla egyiitthatékra az

((ilvi% ce Jn), fil,iZ,...,in)

parok egy lancolt listajat.

* 8.3.129. Multiindexek. Toébbhatarozatlant polinomok felirdsa tomorebbé tehetd
az alabbi médon: az N™ elemeit altaldban multiindereknek fogjuk nevezni. Multiindexek
Osszegét koordindtdnként definidljuk. Ha 7 = (iy, 4o, ... ,1,), akkor legyen [i| =i} + iy +
iy, és xt = xag? - - 2. Ezzel a jeldléssel az f polinom ngm f;2* véges Osszegként
irhaté. (Tulajdonképpen f egy olyan N™-et R-be képezé fiiggvénnyel azonosithatd, amely
véges sok helyen vesz fel nem nulla értéket.) Az f;2* monom multifoka i, foka |i|.

Ha f = ZZ fixtés g= Zi g;x* polinomok, akkor ésszegiik a Zl(fl + g,)x® polinom,

szorzatuk pedig az a h = fg polinom, amelyre hy, = > 1i9;, ha k€ N™.

i, JEN itj=k
* 8.3.130. Formalis hatvanysorok. Ha R egy gytri, akkor az R feletti n hatdro-
zatland formdlis hatvanysorok R[xy,xq, ..., x,|eylirijét mint Rz, z,,...,z, 1]z, ]-et
definidljuk (az n = 0 esetben legyen R[zq,q,...,z,] = R; az n = 1 esetet mér definidl-
tuk), elemeit »°._ fizt alakban frjuk.

8.3.131. Tétel. Ha R egy Gauss-gytirii, n € N, akkor R[x{,z,,...,x,] is Gauss-gyirii.

Bizonyitas. Gauss tételének felhasznéaldsaval indukcioval kovetkezik, mivel
Rlzq,x9,...,2,] = Ry, Zq,..., 2, 1][x,]. O

8.3.132. Megjegyzés. Ha n > 1, akkor R[zq,x,,...,z,] nem tehetd euklideszi gyt-
rivé, még akkor sem, ha R test, mert 1 az x; és x5 polinomok legnagyobb kozés osztdja,
de semmilyen p,(x,x5), ps(x1,x5) polinomokkal nem &ll el§ xyp, (x1, Ty) + Tops (T, x5)
alakban, mert mindkét szorzat konstans tagja nulla.

* 8.3.133. Szimmetrikus polinomok. Legyen R egységelemes integritasi tartomany.
Az f € R[zy,xy,...,2,] polinomot szimmetrikus polinomnak nevezziik, ha barmely két
hatérozatlan megeserélésekor ugyanaz marad. (Ha ilyenkor a polinom ellentettjére vélto-
zik, akkor alterndlénak nevezziik.)

Tekintsiik példaul az

f=GE—z)(z—29) - (2—2x,) € R[x,29,...,2,,7]
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polinomot. Ezt 2" — 512" + 8,272 — ... + (—1)"s,, alakba frva, s;,8,,...,5, az

n
Xy, Tg, ..., &, valtozéknak nyilvan szimmetrikus polinomjai, mert

Sk = E L Ly w Ty,

1< <ig<...<ip<n

n

alakba frhatok; ezek az elemi szimmetrikus polinomok. Nyilvan s, egy k-ad fokt homogén
polinom. Szimmetrikus polinomok példaul a

n
ok:fo, k=0,1,...
i=1

hatvdanydsszegek is.

Egy f,z' € Rz, 7y,...,,] nem nulla monom silydn az i; + 2iy + 3ig + - - - + ni,,
szamot értjiik; ez fiigg a hatdrozatlanok sorrendjétél is. Az f # 0 polinom sdlyan a
benne nem nulla egyiitthatéval fellépd f;2° monomok stilyainak maximumét értjiik; a
nulla polinom silya —oo.

x 8.3.134. Szimmetrikus polinomok alaptétele. Az R egységelemes integritasi tar-
tomény feletti minden f € R[xy,xo,...,x,] szimmetrikus polinomhoz taldlhaté olyan
egyértelmiien meghatarozott F € Rly,, Vs, . - -,Yy,] polinom, amelyre

f@y, o my) = Flsq(@y, .o y), o 8p (@, .., 2,)s

ahol s, 89,...,8, az xy,%,,...,x, hatdrozatlanok elemi szimmetrikus polinomjai. Ha f
fokszama d, akkor F sulya is d.

7 7

Bizonyités. Az el6allitds 1étezését n szerinti indukciéval bizonyitjuk. Ha n = 1,
az egész allitas nyilvanvalé. Ha n — 1-re van el6allitas, akkor n-re ugyanezt d szerinti
teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha f konstans polinom, azaz ha d < 0, akkor ez trivialis.
Tegyiik fel, hogy az eléallitds minden d-nél alacsonyabb foku polinomra létezik. Legyen
f(zq,...,z,) foka d. Ekkor van olyan F*(yi,...,¥,_;) polinom, amelynek stlya nem
nagyobb, mint d, és amelyre

fQys s, ,0) = F7(s1, 8%, -+, 87, 1),

- . ( . . . -
ahol si,s5,...,8,_ az x;,%y,...,T,_; hatdrozatlanok elemi szimmetrikus polinomjai.
Mivel definici6 szerint

(Z - ml) T (Z - l’n,1) =1 s*l‘z”*2 4+ 4 (_1)7%18*
az Osszefliggést z-vel szorozva
(z—z) - (z—x,_1)z=2"— 5’{,2”*1 R (,1)%15;712,

azaz az s} polinomok tgy dllnak elé a megfelel6 s; € R[zy,...,z,] elemi szimmetrikus

polinomokbdl, hogy x,, helyére nullat irunk.

n
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Megmutatjuk, hogy F*(sy,...,s, 1) foka xy,...,z,-ben legfeljebb d. Ugyanis
F*(yq,...,Y,_1)-ben csak olyan Fi*17-~-7in71y§1 -+ -ym1 monomok léphetnek fel, amelyekre

i1+ 2ig+ -+ (n—1)i,_; <d. Az y, < s, helyettesités sordn ez a monom az

* iy i Tn-1
B yeeesipy_1 51 52 Sp—1
polinomba megy at, ami, figyelembe véve, hogy s, foka j, az zy, ..., z, hatdrozatlanoknak

legfeljebb d-ed fokt polinomja.
Tekintsiik most az

ey, omy) = flzg, .. x,) — F*(81, .y Spq)

legfeljebb d-ed fokt polinomot. Ez az z,...,z, hatarozatlanok szimmetrikus polinom-
ja, mert a kiilonbség elsé tagja szimmetrikus polinom, a masodik tagja pedig szimmet-
rikus polinomok polinomja, igy szintén szimmetrikus polinom. Fenndll tovabba, hogy

f*(xq,...y2,_1,0) =0, {gy x,, osztdja f*(xq,...,x,)-nek, azaz f*-nak nincsenek olyan
tagjai, amelyekben z,, a nulladik hatvanyon szerepel. Az f* szimmetrikussidga miatt tet-
sz6leges j-re f*(zy,...,7; 1,0,2;,q,...,7,) = 0 is fenndll. Innen az kévetkezik, hogy f*

minden tagjaban z; legalabb az elsd hatvanyon szerepel. Tehdt s, = x; - - - x,, osztdja az
f* polinomnak:

f*(xlﬂ L 7117”) = Snf**(wh e >$n)7
ahol f** szimmetrikus polinom, és a foka legfeljebb d — n < d. Indukciés feltevésiink
szerint van olyan legfeljebb d — n sdlya F**(y,,...,y, ) polinom, amelyre

@y, 0, x,) = F*(81,...,8,),

tehat
[z, m,) =8, F**(s1,...,8,)-
Innen
flxyy o oymy) = F*(s1, ..., 8,) + S F (815, )5
e}s a jobb oldalon allé mindkét tag, tehat Osszegiik is, legfeljebb d silyd x4, ..., z,-ben.

Igy
F(sy,...y8,) = F*(s1,...,8,) + S, F**(s1,...,8,)

valaszthato.

Indukciéval megmutatjuk, hogy az elemi szimmetrikus polinomok algebrailag fiig-
getlenek R felett, ami azt jelenti, hogy tetsz6leges F'(yy,...,y,) nem nulla polinomra
F(sqy,...,8,) € R[xq,...,x,] nem nulla polinom. Ha két el6allitds kilonbségére alkal-
mazzuk, akkor ebbdl azonnal kévetkezik a tételben szerepl6 eléallitas egyértelmiisége.

Ha s;,...,s, nem lennének algebrailag fiiggetlenek, akkor létezne egy minimélis
fokszdmu F(yy,Ys, - --,Y,) polinom, amelyre

F(sy,...,8,)=0.

r n

Tekintsitk F-et mint B[y, .., Y,_1][¥,] elemét, és legyen
Fyr,- o) = By U ) P U)W+ FaWrs - 1)
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Itt F,, # 0, mert egyébként y,, osztéja lenne Frnek, mondjuk
Fy 5 ¥n) =Gy, )
kovetkezne, amibdl viszont
F(syy.-.48,) = 8,G(S1,.-.,8,)s

és igy G(sq,...,8,) = 0 kovetkezne. Mivel G(yy,...,y,,) foka kisebb F(y,,...,y, ) fokd-
ndl, ez ellentmondana F fokszdma minimalitdsanak. Az y; < s; helyettesités utén

F(sy,.or8,) =Fo(sy,.o 8, 1)+ Fi(sy, .08, 1)8, -4+ Fy(sy,..., 8, 1)s0.

Tekintsiik ezt mint x, . . ., x,, polinomjat, és vegyiik az x,, = 0 helyen. Mivel ekkor s,, = 0,
azt kapjuk, hogy

0=Fy(si,...,s5 1)
Mivel F,, # 0, nem trivialis 6sszefﬁggést taldltunk x,,x,,...,2,_; elemi szimmetrikus

polinomjai, azaz s7, s5, ..., s;_; kozott, ami ellentmond 1nduk01os feltevéstinknek. [J

x 8.3.135. Newton képletei. Ha az R egységelemes integritdsi tartomany felett az
Zq,Tq,...,%, hatdrozatlanok elemi szimmetrikus polinomjai s{,Sq,...,5,, €S 0;, © =
1,2,... a megfelel6 hatvanyosszegek, akkor fennallnak a

oy —5; =0,

0y — 8,0, + 25, =0,

Op1— 510, o+ +(=1)"2s, g0, + (=1)" 1 n—1)s, 1 =0

(2) Okin — S10kin—1 + 4+ (_1>n5nak =0 (k = 07 1a .. )
egyenletek.
Bizonyitas. Tekintsiik az
fe)=(—a)(z—w,) =2"+ 02" '+ ta,,  a,=(-1)fs,

polinomot. Mivel f(z;,) =0 (i=1,2,...,n),

Ez azt jelenti, hogy

n

1
Z( k+n+a xk+n +,...|_anx§) =Opip T 0104 p 1+ +a,0,=0,
i=1
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tehdt a (2) egyenletek fennallnak.
Legyen h,(z) = Hﬁé (z — ;). Ekkor

f(2) = (z = )hy(2).
Masrészt, felhasznalva, hogy
P—al = (z—ux;) (zj’l + 22 2 P ngl) ,
és, hogy f(x;) =0, ha a, a gylirii egységeleme, azt kapjuk, hogy
f(z) =f(2)—f(xi) = (a, —a,) +a, 1(z—x;) +- -+ ag(z" —z})
—1  n—k-1
0

xznk]l

(z—ux; g ay,

Innen h;(z) az utolsé kifejezés z — x; utdni része. Ezt, valamint a szorzat differencidldsi
szabalydbol adodé f'(z) = D7 | h;(2) osszefiiggést felhasznalva

Jj=

1

FE =Y e =350 Y ek

Il
S
=
8
<
N
3
>
<
L

ahol oy = nay. Mivel mésrészt f'(z) = 21:01 (n—t)a,z" 71, az egyiitthatok dsszehason-
litasaval

(n—1t)a, = Zakaj, t=1,...,n—1.
k+j=t

Ez az (1)-ben szereplé n — 1 egyenlet. [
— 8.3.136. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy minden f:{f,]}" — {1,l} logikai

fiiggvény valamely, az ({1,1}, (®,A)) gyfirll feletti n hatdrozatlani polinomhoz tartozé
polinomfiiggvény. (Ez a logikai fiiggvény Zsegalkin-polinomja.)

* 8.3.137. Feladat [4]. Hatérozzuk meg a d paraméter értékét, ha 223 — 22 — 7z +d
két gyokének Gsszege 1.
* 8.3.138. Feladat [4]. Szadmtani sorozatot alkotnak-e 82° — 1222 — 2z + 3 gydkei?

x 8.3.139. Feladat [4]. A Newton-formuldk felhasznéldsaval szdmitsuk ki az aldbbi
polinomok gyokeinek négyzetosszegét:

(1) 2%+ 2z —3;

(2) 2° —523 +5x—2
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x 8.3.140. Feladat [4]. Mutassuk meg, hogy C[z,y]/(z) izomorf C[y]-nal.

8.3.141. Tovabbi feladatok megoldasokkal. [28], [29]: 1.1-1.3, 1.6, 1.9-1.14,
1.16-1.27,1.29-1.31, 1.33-1.37, 1.39-1.169, 2.6-2.15, 2.17-2.41, 2.38, 2.44-2.122, 3.1-3.16,
1.3.25-3.46, 3.62-3.64.

8.3.142. Tovabbi feladatok. [3]: V.4, V.8, V.45 V.48-V.51, V.53, 1.V.75, V.79,
V.109, V.110, V.120, V.125-V.127, V.190-V.192, V.106, 1.VL.2-VI.4, VIL.6-VI.26,
VI.53-V.87; [17]: 75-80, 538569, 1.582-660, 663685, 755-817, 856-867; [57]: 1.2-
5-1.6-29, 1.1.6-32-1.6-37, 2.0-1-2.0-2, 2.0-4-2.0-5, 2.0-10-2.0-15, 2.0-18, 1.2.0-28, 2.0-30,
2.0-32, 3.1-1-3.2-9; [69]: 2.2.1-2.2.4, 1.2.6.4-2.6.5, 2.8.1, 2.9.1-2.9.19, 9.1.1-9.1.4; [83]:
1.IX.4.6-1X.4.9, IX.4.16-1X.4.22, IX.4.26, XIIL3.8.
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9
Kodolas

Ebben a fejezetben a kédolas alapjaival foglalkozunk. Elséként nagyon sematikusan
attekintjik, hogy hogyan torténik az adatok atvitele. Ezutan két kérdéssel foglalkozunk
részletesebben: a gazdasagos, valamint a hibakorlatozé kdédolassal. A rejtjelzéssel itt nem
foglalkozunk.

9.1 Kommunikacio és kdédolas

A kommunikdcio soran informéciot hordozé adatokat visziink at egy csatornan ke-
resztiil az informdcidforrdastél, az adotédl az informécié cimzettjéhez, a vevdhoz. Ezt vaz-
latosan a 9.1.1 dbra mutatja.

Adéb —> Csatorna —> Vevo

9.1.1 abra: Kommunikacié.

Az abra szerint az informécié atvitele térben torténik. Valojaban minden informa-
ciéatvitel térben és idében torténik, és egyes esetekben az egyik, mig mas esetekben a
masik dimenzié a dominans. Ha telefonalunk, akkor a tavolsig a fontosabb, ugyanakkor
az informéacié adathordozéra vald rogzitése és egy késébbi idépontban valé visszaolva-
sasa esetén a helyvéltozas kevésbé fontos. A tovabbiakban altalaban gy beszéliink az
adatatvitelrél, mintha az térben torténne, de ebbe mindig beleértjitk az idébeliséget is.

A modellel kapcsolatban felmeriil néhany kérdés:
(1) mi az informécié, és hogyan mérhetd az informacio;
(2) hogyan torténik az informdcié atvitele;
(3) milyen kapcsolat van az elkiildott és a vett adat kozott.

9.1.1. Informacid, bit, entrépia. Az informaciérél mindenkinek van valamilyen
intuitiv fogalma. A nagyszamu definicié kozil itt azt emlitjiik meg, amely szerint az
informdcio \j ismeret. Az informéciot Shannon nyoméan az dltala megsziintetett bizony-
talansdggal mérjuk. Tegyiik fel, hogy egy informéciéforras nagy szamu, Gsszesen n iize-
netet bocsat ki. Az Gsszes ténylegesen eléfordulé kiilonbozo iizenet legyen aq, ay, ..., a,,
(m € N1). Ha az a, tizenet k;-szer fordul el§, akkor azt mondjuk, hogy gyakorisdga k;,
relativ gyakorisiga pedig p; = k;/n > 0. A py,ps,...,D,, szém-m-est az lizenetek el-
oszldsdnak nevezziik. Nyilvan ZZZ  pi = 1. Az a; tizenet egyedi informdcidtartalménak
célszerl definicidja I, = —log p;, ahol 7 egy 1-n¢l nagyobb valés szam. A logaritmus
alapja az informdcic egységét hatarozza meg. Amennyiben az alap 2, akkor az informéacio
egysége a bit, és ilyenkor log _p; helyett egyszertien log p;-t irunk. (Az informatikdban &lta-

lanosan elterjedt szokds a kettes alapt logaritmust egyszertien log-gal jelolni.) Tobbnyire
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nem az egyes lizenetek egyedi informéciétartalma, hanem az tizenetforras altal kibocsa-

tott tizenetek H, .(py,...,p,,) = — Z:’; L Pi log_p; atlagos informdaciotartalma érdekes, ez
a forrds entropidja, amely csak az lizenetek eloszlasatél fiigg, de tartalmuktol nem.
Altaldnosabban, egy m tagu eloszlds egy pozitiv valés szdmokbdl 4ll6 py,ps, - .., D,

sorozat, amelyre Z:i P = 1. Az eloszlas entrépidjat a

m

H,(py,.,Pm) = —Y_p;log, p;

i=1

Osszefiiggéssel értelmezziik. A fogalom nem csak a kédolasnal hasznos, hanem példdul
bindris kereséseknél is. (Van osszefiiggés a fizikai értelemben vett entrépidval is.)

°x 9.1.2. Segédtétel. Legyen py,...,p,, egy eloszlds. Egy I C R intervallumon szigo-
ridan konvex f:I — R filiggvényre az

3

fCT pa) <D pif(a), ha q,....q, €1

i=1
Jensen-egyenlotlenség teljesiil, és egyenléség pontosan akkor &ll fenn, ha ¢, = -+ - =q,,.

Bizonyitas. Ha m = 1, akkor nincs mit bizonyitani. Az m = 2 esetben az 4llitas a
szigoru konvexitas definicidja. Indukciéval, legyen p = E:il p;- Ekkor p+p,,., =1, és
igy

m+1
Z pif(a;)=p
i—1 i
> pf(307 2 /P) + Prngr [ (Gms)
1
> f2T padi)s
valamint az egyenl8ségek pontosan akkor teljesiilnek, ha ¢ = ¢, = --- = q,,, és ¢,,.1 =
S it /P = - O

9.1.3. Tétel. Barmilyen eloszlashoz tartozo entrépidra

Pipiq,) + Prni1 S (@ni1)
~' p

Hr(plap% e 7pm) S IOgT m,

és egyenléség pontosan akkor teljesiil, ha py =py =+ =p,, = 1/m.

Az m elemii eloszlas atlagos informéaciétartalmanak maximuma tehédt logm bit. Az
r-tél fiiggetlen H, (py,ps, - .., Py,)/ log m hinyados a relativ entrdpia.

* Bizonyitas. Mivel r > 1 esetén —log szigorian konvex fliggvény,
m m
—H,(py,-,Ppm) = Y _p;log p;=—> p;log (1/p;)
i=1 n i=1
2 —IOgT(ZPi/Z’i) =—log m. O
=1
— 9.1.4. Feladat [1]. Hatdrozzuk meg az adott eloszlds entrépidjat és relativ entré-

pidjat:
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1) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15;

2) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06;

3) 04,04, 0,1, 0,03, 0,03, 0,02, 0,02;
4) 03,02, 02,0,1,0,1, 0,05, 0,05.

—~ o~~~

9.1.5. Feladat [1]. Az adott eloszldsra hatdrozzuk meg a Hj és H, entrépidt és a
relativ entréopiat:

(1) 0,03, 0,12, 0,13, 0,02, 0,08, 0,3, 0,21, 0,01, 0,05, 0,01, 0,04;

(2) 0,11, 0,03, 0,21, 0,01, 0,08, 0,27, 0,14, 0,13, 0,02;
(3) 0,9,0,;
(4) 0,57, 0,43;

9.1.6. Feladat [1]. Hatdrozzuk meg a H, entrépidt és a relativ entrépiit, ha a
gyakorisagok 84, 118, 100, 31, 52, 213, 71, 60, 17, 84, 138, 32.

9.1.7. Kbédolas. Azt, hogy hogyan torténik az informacié atvitel, és hogy milyen
kapcsolat van az elkiildott és a vett adat kozott, egyiitt targyaljuk. Ahhoz, hogy az adatot
tovabbitani tudjuk, el6szor is olyan alakra kell hozni, hogy képesek legyiink a céljainknak
megfeleléen kezelni. A kddolds a legaltalanosabb értelemben az tizenetek halmazanak egy
masik halmazba val6 leképezését jelenti. Ha a leképezés injektiv, akkor azt mondjuk,
hogy a kddolas felbonthato, egyértelmiien dekddolhato, vagy veszteségmentes, egyébként
veszteséges, mert informéciovesztéssel jar.

Gyakran az lizenetet valamilyen karakterkészlet elemeibdl alkotott sorozattal adjuk
meg. Ez az eljards is egy koédolas, ilyen példaul az iras. Kédolas tehat a kinai iréds, a
japan iras, az 6egyiptomi fras és hasonléan kdédoléds a latin betiis iras is. Minden esetben
arr6l van szo, hogy egy kddolandé tizenetet meghatdrozott médon felbontunk egymés-
hoz csatlakozo, elére rogzitett olyan elemi részekre — nem teljesen pontosan fogalmazva
rendre ,szavakra”, ,szétagokra”, fogalmakra”, illetve ,hangokra” — hogy minden tizenet
eléalljon ilyen elemi részek egymas utan flizésével, de egyetlen iizenetet se lehessen két-
féleképpen felbontani ezekre az elemi részekre, ,betiikre”. Az ilyen részeknek megadjuk
a koédjat, és a teljes lizenetet tigy koédoljuk, hogy az elébbi részek kodjat egymés utan
irjuk. A koédoldshoz tehat megadjuk az elemi részek kdédjat, amelyet egy szétar tartal-
maz, és ezek segitségével kddoljuk az lizeneteket. Az ilyen kodolast betiinkénti kédoldsnak
nevezzik (mert léteznek mas kddok is). A betiiket gyakran szdmokkd kédoljuk: jelenleg
elterjedt az tgynevezett ASCII-kdd, amellyel 128 kiilonbozé jel kddolhato, illetve ennek
a kédnak a kiterjesztései, amelyekkel 256 vagy 65536 jelet lehet kdédolni. Néha szamokat
akarunk betiikké kédolni (példdul hogy ASCII f4jlként kiildhessiik el): egy médszer, hogy
a 32...63 szamokat valtozatlanul hagyjuk, a 0...31 szamokhoz pedig hozzaadunk 64-et,
majd az ASCII-k6d szerinti betiit tekintjiik.

A valbsagban az egyes lizenetek kiillonb6z6 gyakorisdggal fordulnak el6. Ez a felis-
merés vezetett ahhoz a gondolathoz, hogy célszerii a gyakrabban el6fordulé tizeneteket
rovidebb kéddal megadni. Egy ilyen koédolds tomoritést végez, amelynek soran csdkkent-
jik az eredeti jelsorozatban meglévl redundanciat. A redundancia, vagy mas néven a
terjengdsség azt jelenti, hogy a mondandodnkat lényegesen hosszabban fejezziik ki, mint
amennyire az szitkséges lenne. Példaul a nyilvanossag sz6 12 betiibdl all, holott leg-
feljebb 5 betii (26° — 1)/25 = 12356 631 lehetéséget biztosit, igy az dsszes magyar sz6

283



kédoldsara elég lenne (a tekintett sz6t mar a nylvnssg mdassalhangzokbdl is kitalalhat-
juk).

Az els6ként emlitett kodolast nevezziik tzenetkodoldsnak, mig a masodikat gazda-
sdgos kodolasnak. A két 1épést egylittesen forrdskddoldsnak nevezik.

Adé Vevo
Uzenet— Uzenet—
kédolo atalakito
' )
Gazdasagos
kédolo Dekédold
(L6morito)

Hitelesito Ellen6rzo
! )
Titkosité Visszafejté

Csatorna- Hiba-
kédolo dekéder
Modem Modem
! )
Csatorna
T
Zaj

9.1.2 abra: A kommunikécié folyamata.

A csatornan dthaladé jel torzuldst szenved, igy a vétel helyére nem pontosan az a
jelsorozat érkezik, mint amit a csatorna bemenetére betapldltak. Amennyiben barmilyen
jelsorozat egy lehetséges tizenet, akkor a mdédosuldst nem vessziik észre, a vétel helyén
semmilyen médon nem tudjuk eldonteni egy vett jelsorozatrdl, hogy az megegyezik-e
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az eredetileg elkiildott lizenettel, vagy egy masik iizenet valtozott meg, és igy kaptuk a
vett jelsorozatot. A biztonsdgosabb atvitel érdekében tgynevezett hibakorldtozo kodoldst
végziink a csatorna bemenetén. Ezzel a kddolassal szdndékosan visziink redundanciat a
kodolt iizenetbe. Gondoljuk meg, hogy az €él6 nyelvek redundancidjanak koszénhetéen
zajban is megértjilk, amit egy eldadé mond, jéllehet az altalunk hallott hang nem azo-
nos azzal, ami eredetileg elhangzott. A megfeleld hibakorlatozé kéd kivalasztasa fligg a
csatornatol is, ezért ezt a kodolast csatornakddoldsnak nevezik.

Végezetil a kddolt lizenetet ténylegesen, fizikailag is at kell vinni a csatornidn. Az
atvitelhez olyan alakra kell transzformélni az iizenetet, amely forma fizikailag alkalmas
a nagy tavolsidgra torténd tovabbitasra. Ilyen példaul, ha leirjuk az iizenetet, és levél
forméjaban kiildjik el, vagy ha elektromos jellé alakitjuk &t, és példaul telefonvonalon
keresztul tovabbitjuk. Ezt a berendezést most — kissé pontatlanul — modemnek (moduld-
tor-demoduldtor) fogjuk nevezni.

Bar a kozvetlen témankhoz nem szorosan kapcsolédik, &m mindenképpen a kom-
munikéciéval kapcsolatos a titkossag és a hitelesség kérdése, vagyis az adatatvitel sordn,
amennyiben sziikséges, gondoskodni kell az tizenet titkositdsardl és hitelesitésérdl is. Az
utobbit példaul digitalis aldirassal lehet megvalésitani. A titkositast és hitelesitést a to-
morités utan kell végezni, mert titkositott {izenet a gyakorlatban méar nem témorithetd.

Az el6bbiek alapjan a kommunikécié részletesebben a 9.1.2 dbra szerint valésithato
meg. Az dbran is jelzett Osszevondsok, valamint a rejtjelezéssel kapcsolatos részek elha-
gyasa utan a 9.1.3 abra szerinti egyszeriibb modellt kapjuk.

Adé Vevo
Forras- Dekédolo-
kédolo atalakitéd

Csatorna- Hiba-
kédolo dekdéder
Csatorna

9.1.3 abra: Kommunikécié titkositas nélkiil.

9.2 Forraskdodolas

9.2.1. Betiinkénti kédolas. Mint mar emlitettiik, a bet{inkénti kédolds soran az ere-
deti iizenetet meghatarozott moédon egymashoz atfedés nélkiil csatlakozo részekre bont-
juk, egy-egy ilyen részt egy szétar alapjan kodolunk, és az igy kapott kédokat az eredeti
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sorrendnek megfeleléen egymashoz lancoljuk. (Feltessziik, hogy az lizenet véges, és a végét
érzékeljiik.) Az dltaldnossdg csorbitdsa nélkill feltehetjiik, hogy a szétar alapjén kddolan-
dé elemi lizenetek egy A dbécé (a kddolandé dbécé) betii, és egy-egy ilyen betli kddja
egy masik (az el6bbitél nem feltétlentil killonb6z6) B dbécé, a kddold dbécé vagy kdddbécé
bettiivel felirt szd, vagyis ezen abécébdl vett betiik véges hosszisagi sorozata, a sorozat
elemeit egyszeriien egymés mellé irva. A tovabbiakban mindkét dbécérdl feltessziik, hogy
nem ires és véges. Ha a B dbécé egyelemti, kételemii, hdromelemi stb., akkor rendre una-
ris, bindris, terndris, stb., kédrdl beszéliink. Az A dbécé betiiivel felirhaté Gsszes (legalabb
egy betlit tartalmazd) sz6 halmazat A", mig az egyetlen bet{it sem tartalmazé tres széval
(jele: @ vagy \) kib&vitett halmazt A* jeloli. Az el6bbiek alapjan a betlinkénti kddoldst
egy @: A — B* leképezés hatarozza meg, amelyet természetes médon terjesztiink ki egy
: A* — B* leképezéssé: ha aqaq...a, = a € A* (tehdt n € N, és a; € A, ha 1 <i < n),
akkor « kédja ¢(a) = p(aq)p(asy)...p(a,); rng(y) elemei a kédszavak. Nyilvdn, ha ¢
nem injektiv, vagy az iires sz6 benne van az értékkészletében, akkor a kapott ¢ kodo-
l4s nem injektiv, azaz nem felbonthato, ezért betiinkénti kddolasnal altalaban fel fogjuk
tenni, hogy ¢ injektiv és B*-ba képez.

9.2.2. Példa. Tipikus példa betlinkénti kddolasra a 9.2.1 tdblazatban lathaté Morse-
kéd. (J61 johet, ha bortonbe keriiliink.)

bet kéd bet kéd beti kod
A — J — S
B — K — T —

C —— L — U —
D — M  — \ —
E N — W —_
F — O —_ X ——
G — P — Y —
H Q —_ Z _

I R -—-

Szam koéd Szam kod irasjel kod
0 ———__ 5 e I _
1 L 6 T , I
2 — 7 —— ? ——
3 __ 8  ——— ...
4 — 9 —— - —ee—

9.2.1 tablazat: Morse-kdd.

Itt az angol abécé (csak nagybetiikkel) a kédolandé &dbécé, mig a kédold abécé két
betlit tartalmaz, a pontot és a vondst (hang esetén ,ti” és ,td”), és példaul az sms sz
kédja ,eo——-- 7. Az igy adbédd koédokat nem tudnank dekdédolni, mert nem injektiv a
megfeleltetés. Példaul a vb sz6 kodja megegyezik az elébbi kéddal. A valésdgban ter-
mészetesen az egyes jelek, tovabba az egyes betlik adasa k6zott meghatarozott sziinetet
tartanak, és a kdédolas igy mar egyértelmi lesz: konkrétan egy vonas haromszor olyan
hossz, mint egy pont, és minden jel utan egy egységnyi sziinet kovetkezik, majd a betii
kédja végén még tovabbi két egységnyi sziinet van (egy pont atviteléhez sziikséges idét
tekintve egységnek). Ha egy egységnyi hosszisdgi jelet egy 1-es, és egy egységnyi hosszi-
sagu sziinetet egy 0 jelol, akkor példaul a B kddja, amely az eredeti, ponttal és vonéssal
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megadott rendszerben ,,—---”, most 111010101000 lesz. Ezzel a kiegészitéssel mar egyér-
telmiien dekédolhaté a vett iizenet, hiszen minden betii kdédja harom nullara végzédik,
és nincs olyan betil, amelynél a kédszo belsejében vagy az elején lenne harom nulla. En-
nél a koédnél a harom nulldnak énmagéaban is van jelentése, ez a szdkoz kddja, vagyis ez
valasztja el egymdstdl az egymds utan kovetkezd szavak kédjat (igy egy sz6 kédjanak a
végén hat darab nulla 4ll). Ekkor sms k6dja 10101000111011100010101000000, mig vb
kédja 101010111000111010101000000, igy a két kdd jol megkiilonboéztethets és a kédolas
egyértelmiien megfejthetd.

9.2.3. Prefix, szuffix, infix. Legyen «, 5 és v az A abécével felirt harom sz6. Ekkor
« prefize (vagy elbtagja) és v szuffive (vagy utdtagja) az oy szénak, 8 pedig infize (vagy
belsd tagja) afy-nak. Szavak egy halmaza prefizmentes halmaz, ha nincs benne két olyan
kiilonbo6z6 szé, hogy egyik a masik prefixe.

Ha « egy szd, akkor az iires sz6 és o mind prefixe, mind szuffixe, mind pedig infixe
a-nak. Ezek az « trividlis prefizei, trividlis szuffizei és trivialis infizei. A prefix, szuffix,
illetve infix valddi prefix, valodi szuffix, illetve valodi infix, ha nem egyezik meg a-val.

9.2.4. Kédfa. A betlinkénti kédolas szemléletesen és egyértelmiien adhato meg egy ira-
nyitott fa segitségével. Legyen p: A — B* egy betiinkénti kédolas. Tetszéleges széhalmaz,
igy a ¢ értékkészletében 1é6v6 kddszavak Gsszes prefixeinek halmaza is részbenrendezett
a ,prefixe” relaciéra. Készitsiik el ennek a relacionak a Hasse-diagramjat. Nyilvan egy
irdnyitott fat kapunk, amelynek gyokere az iires sz6, és minden sz6 a hosszanak megfelelo
szinten van. A fa éleit szinezziik igy B elemeivel, hogy ha § = ab valamely b € B-re,
akkor az a-bél S-ba vezetd él szine legyen b. Nyilvdn barmely cstcs esetén a csiicsbol
kivezetd élek mind kiilonb6z6 szintiek. A kodfa valamely cstcsat, amely nem levél, teljes
csucsnak illetve csonka csicsnak nevezziik attél fiiggden, hogy tartozik-e minden szinhez
a csucesbdl kiinduld, az adott szinnel szinezett él. A kédfa csicsait is kiszinezhetjiik: az
a € A kédjanak megfelel$ cstcs szine legyen a, azon cstcsok szine, amelyek nincsenek ¢
értékkészletében, legyen iires”. Vegyiik észre, hogy levél szine nem lehet ,iires”.

Az el6bbi konstrukeiot meg is fordithatjuk. Tekintsiink egy véges élszinezett iranyi-
tott fat, ahol a szinek halmaza B, és az egy csiicsbdl kiindul6 élek mind kiillénb6z6 szintiek
az A véges dbécének a fa csticsaira vald leképezésével egytitt, amelynél minden levél fellép
képként. Az a € A betli kddja legyen az a sz, amelyet gy kapunk, hogy a gyokértél az
a-nak megfelel6 cstcsig haladé irdnyitott Gton Gsszeolvassuk az élek szineit.

9.2.5. Prefix kod, egyenletes kod és vesszOs kod. Tegyiik fel, hogy az injektiv
p: A — BT leképezés rng(yp) értékkészlete Bt prefixmentes részhalmaza. Ekkor a ¢ 4ltal
meghatarozott ¢¥: A* — B* betiinkénti kddolas nyilvan kénnyen dekédolhatd, mert ha
egymas utan érkeznek a kodabécé betiii, és nézziik az addig beérkezett szimbodlumok-
bél 6sszedlld szot, akkor amint ez kiadja a kdédolandd abécé valamely betlijének kddjat,
azonnal dekddolhato is, hiszen a folytatdsaval kapott jelsorozat mér egyetlen betiinek sem
lehet a kédja. Ezen dekddoldsi modszer miatt szokds az ilyen kddot prefiz kédnak nevezni.
(A prefixmentes kdd elnevezés is hasznélatos, mivel a dekddolds rng(p) prefixmentességén
mulik.) Prefix kéd nyilvan felbonthat6.

Egy betiinkénti kod egyenletes kod vagy fix hosszusdgu koéd, ha a betlik kédjainak
hossza azonos. Mivel egy ilyen kéd nyilvan prefix, ezért felbonthatd, igy mindig van
felbonthatd kéd.
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Egy betlinkénti kod vesszds kdd, ha van olyan ¥ sz0, a vesszd, hogy ¢ minden kbdszé-
nak szuffixe, de egyetlen kodsz6 sem all el o) alakban nem iires S széval. Egy vesszos
kod prefix kéd, mert a vessz6 egyértelmiien jelzi a beérkezett jelsorozatban egy-egy kod-
sz0 végét, és ha ezt folytatjuk, akkor mar biztosan nem kapunk kédszét, hiszen ebben a
meghosszabbitott sorozatban a vessz6 valddi infix lenne. Ha egy betlinkénti kédban nincs
vesszO, akkor a kéd vesszémentes.

A Morse-kédnél 1attuk, hogy az eredeti, csak ponttal és vonassal megadott betiin-
kénti kéd nem felbonthatd, mig az 1-gyel és 0-val val6 atirds utan kapott szabaly szerinti
kéd vesszOs, ahol a 000 jelsorozat a vesszo.

Egy bettinkénti kod pontosan akkor prefix kod, ha a kédfajanak csak a levelei kod-
szavak.

9.2.6. Példak. A fenti jelolésekkel legyen A = {a,b,c}, B = {0,1}, és ¢ a ¢-bdl
képzett leképezés.

(1) Legyen @(a) = 00, ¢(b) = 1 és ¢(c) = 01. A kddszavak halmaza prefixmentes,
igy ez egy prefix kéd, tehat egyértelmiien dekddolhatd.

(2) Legyen p(a) = 10, p(b) = 11 és p(c) = 01. Ez egyenletes kdd, {gy egyben prefix
kéd.

(3) Legyen @(a) = 0010, ¢(b) = 10 és ¢(c) = 010. Ennél a kédnédl minden kdédszd
10-ra végzddik, vagyis 10 mindegyiknek szuffixe, de az 10 egyetlen kddszonak sem valodi
prefixe, és nem is valédi infixe. Ez a kéd tehat vesszos kdd, igy prefix kdod.

(4) Legyen ¢(a) = 10, ¢(b) = 1 és ¢(c) = 01. Ekkor ¢(ab) = p(a)p(b) = 101 =
p(b)p(c) = ¥(bc), tehdt ez a kod nem dekddolhatd: béar ¢ injektiv, ¥ nem.

(5) Legyen ¢(a) = 10, p(b) = 1 és ¢(c) = 00. Ez a kdéd egyértelmiien megfejthetd,
tehat 1 injektiv. Tegyiik ugyanis fel, hogy valameddig mar dekddoltuk a beérkezett kddolt
iizenetet, és most érkezik egy tjabb jel. Ha ez a jel 0, akkor utana csak egy 0 kévetkezhet,
és ez a 00 csupan a c koédja lehet. Ha viszont ez a jel 1, akkor ezt még nem tudjuk
dekédolni. Amennyiben ez utéan az 1 utdn ismét 1 kovetkezik, akkor mar tudjuk, hogy
az els6 1 egy b kdédja, de a masodik 1-et még nem tudjuk dekddolni. Mindaddig, amig
csak 1-ek kovetik egymast, az utolséként beérkezd 1 kivételével valamennyit egyértelmiien
dekodoljuk b-ként. Abban az esetben, ha az 1 utdn vége van az adasnak, akkor ezt az
utolséként maradt 1-et szintén egyértelmiien b-ként dekddoljuk. Ha viszont az 1 utan 0O
kovetkezik, akkor mindaddig, amig vagy egy 1 nem érkezik, vagy vége nincs az adasnak,
nem tudunk dekédolni. Amikor viszont vagy egy 1 érkezik, vagy vége van az adasnak,
akkor hatulrdl visszafelé végrehajthaté a dekddolas: minden két-két 0-t c-nek dekédolunk,
és a végén vagy egy egyediil 4ll6 1 marad, ami a b koédja, vagy 10 lesz a maradék,
ami viszont az a kédja. Kénnyen ellenérizhetd, hogy masként az elébbi jelsorozat nem
dekédolhaté. Ez tehat egy felbonthatd, de nem prefix kod.

A 9.2.2 abra mutatja a fenti kddokhoz tartozé kédfakat. Az els6 harom kdéd prefix,
és ezeknél a kodoknal csak a levelek kodszavak.

— 9.2.7. Feladat [5]. Az adott kodokrdl dontsiik el, hogy melyik felbonthatd, prefix,
vesszOs, illetve egyenletes. Rajzoljuk fel a kodfat is.

(1) {0,10,110,1110,1011,1101};

(2) {1,011,010,001,000,110};

(3) {0,10,110,1110,11110,111110};
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9.2.2 abra: Példak kodfikra.

(4) {111,110,101,100,011,010};
(5) {1,01,0011,0010,0001,0000};
(6) {1,01,011,0111,01111,011111}.

9.2.8. Feladat [2]. TetszOleges, r betiis kddabécét hasznald kéd minden kédszavanak
elejére hozzéairjuk ugyanazt az r 4+ 1-edik szimbolumot. Felbonthaté-e az 4j k6d? Prefix-e
az 4j koéd?

9.2.9. Tétel: McMillan-egyenl6tlenség. Legyen A = {ay,...,a,} és B két 4bécé,
B elemeinek szama r > 2, és ¢: A — BY injektiv leképezés. Ha a ¢ dltal meghatdrozott
betiinkénti kédolas felbonthatd, akkor [; ’(p ’ jeloléssel

<.

r < 1.
j=1
Forditva, haly,...,l

.1, olyan pozitiv egész szamok, hogy Z;l: L r~li <1, akkor van az A-
nak a B elemeivel valé olyan felbonthatd, s6t prefix kédoldsa, hogy az a; betil kodjdnak
hossza ;.

A fenti tételben szerepl6 egyenlétlenség a McMillan-egyenldtlenség, amely 1ényegé-
ben véve azt fejezi ki, hogy egy felbonthaté betiinkénti kédban az atlagos szohosszisag
nem lehet tilsdgosan kicsi (mert ha a széhosszisag kicsi, akkor r megfelelé negativ kite-
vOs hatvdnya nagy, viszont az 6sszeg értéke nem haladhatja meg az 1-et). A tétel masodik
része azt mutatja, hogy egy felbonthatd, de nem prefix kédnak nincs nagy jelentésége,
hiszen ugyanolyan hosszakkal készithet6 prefix kéd is, amely ,online” dekdédolast tesz le-
hetévé. A mésodik rész bizonyitdsa konstruktiv: algoritmust ad a kdd megkonstrudlasara.

* Bizonyitas. Tekintsiik a p: A — B' injektiv leképezés 4ltal meghatdrozott fel-
bonthaté kddot. Jeloljik C-vel rng(p) C Bt-t, és legyen M = Z?Zl i a tételbeli Gsszeg.

Indukciéval megmutatjuk, hogy Zaeci rrlel = M hai e N Haa e CH = (C x C,
akkor o megadhaté o = a;ay alakban, ahol a; € C? és a, € C. Ha a kod felbonthato,
akkor ez a felbontas egyértelmii, és

STolel= 3T N el = 5 N (laaf+la1)

aeCitl a,€C* ayeC a,€C? ayeC
— Z Z r_‘a1|7«_|042‘ — Z 7«_|0‘1‘ Z 7«_‘@2‘
a,€Ct ayeC a,eC? ayeC
= M'M = ]\4z+17
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ahol az els6 egyenléségnél hasznaltuk ki, hogy a kéd felbonthaté. Ezt az 6sszeget masképp
is ki tudjuk szamitani, ha az Gsszegben szereplo tagokat a kitevékben szereploé hosszak
névekvo sorrendjében irjuk, és az azonos kitevohoz tartozd tagokat dsszevonjuk. Legyen
w;j) a C'-beli k hosszusigu szavak szdma és L a C-beli szavak hosszdnak maximuma.
Ekkor a C*-beli szavak hosszdnak maximuma iL, és

iL il
M = E rolel = E ng)r_k < E rkr=k =4[,
aeCi k=1 k=1

mert 7 szimbélummal maximum 7% kiilonbézé k hosszisagi szé irhaté fel. A fentiek
szerint minden pozitiv egész i-re M* < iL, vagyis M'/i < L. Ha M > 1 lenne, akkor
M*/i — oo miatt, vagy kozvetleniil, az i > 2 esetén érvényes

L> M =Wz?i(i_)(M—l)j>1(;)(M—1)2:(i_1)(M_1)2

1 7 i \J 2

egyenl6tlenséghdl az arkhimédészi rendezettség miatt ellentmondast kapnank.

A tétel mésodik allitdsdnak bizonyitdsdhoz feltehetjik, hogy I, <, < ... <1, és

n?
legyen 1 < k < n-re ¢, = Zf;ll

0,ésa Z;;l rl < 1 feltétel alapjan minden tagja kisebb 1-nél. Igy minden k-ra rlee, =

r~L. Ez a sorozat szigortian monoton nd, az elsé eleme

k=1 1. . . . . (o .
qu rle=li < 7l és a bal oldalon egy nem negativ egész szam all, hiszen a hosszak

rendezése kovetkeztében az dsszeg tagjainak kitevéje nem negativ egész szam. Igy rlec,
felirhat6 az r alapi szémrendszerben pontosan [, hosszon (a felirds kezdédhet nulldval
is). Ez lesz az a;, kédja, a szdmjegyeket kicserélve B betliire. (Mdsként, az 1-nél kisebb
¢, nem negativ valdés szam r-alapti szamrendszerben pontosan felirhatd tortrészében [
jeggyel, és ezek a jegyek az a;, kédjat adjik.) Amennyiben 1 < i < k < n, akkor

k-1 i1 k-1
rhe (e, —¢;) = Zrl,rzj _ Zrz,;lj _ E:Tz,;lj > pheli,
=1 =1 j=i

ezért a megfeleld kodok elsé [; szamjegye kozil legalabb egy kiilonbozd, tehat a megadott
kod prefix kéd. O

— 9.2.10. Feladat [5]. Az adott kédokrdl dontsiik el, hogy melyik felbonthatoé.

(1) {1021,121,2021,021,221,1121,0121,0221};

(2) {01,02,10,11,12,20,21,22}.

— 9.2.11. Feladat [3]. Van-e ternaris illetve kvaternaris prefix kéd, ha az egybettis

szavak szama 0, a kétbetiisoké 2, a harombet{isoké 18, a négybetiistoké 100 és az 6tbetlisoké
757
— 9.2.12. Feladat [3]. Lehet-e felbonthaté egy terndris kéd, ha az 1, 2, 3, 4, 5 illetve

6 betiis szavak szdma rendre 2, 3, 0, 0, 4, 1.

9.2.13. Feladat [3]. Adja meg a kéddbécé minimélis elemszdmat, ha az 1, 2, 3, 4, 5,
illetve 6 betlis szavak szdma rendre
(1) 0,0,3,0,2,2;
(2) 2,3,0,0,4, 1.
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9.2.14. Atlagos sz6hosszuisag, optimalis kéd. A gazdasigos kédolds szempontjabol
donté a kod dtlagos széhosszisdga. Legyen A = {aq, ..., a,} a kédolandd dbécé, p,...,p,
a betlik eloszldsa, p: A — BT egy betiinkénti kédolds, I; az a; kddjdnak hossza. Ekkor
1 =" pl; a kéd dtlagos szohosszisdga. Ha adott elemszami ébécével és eloszlassal
egy felbonthaté betiinkénti kéd atlagos szdéhossziisaga minimalis, akkor optimdlis kodnak
nevezziik. Els6 pillantasra nem vildgos, hogy van-e optimélis kéd, mivel valds szamok egy
részhalmazaban nem feltétlentil van minimalis elem. Véalasszunk azonban egy tetszéleges
felbonthaté kédot, és legyen ennek atlagos széhossztisaga (. Mivel p,l, > [ esetén a kod
nem lehet optimalis, elég azon kédokat tekinteniink, amelyekre I; <1/p,, hai=1,...,n.
Ilyen kéd csak véges sok van, igy van koztiik minimalis atlagos hossziisdgia. Mint az el6z6
tételbél tudjuk, ez valaszthatd prefix kddnak is. Algoritmust fogunk adni az optimalis
kéd megkonstrualdsara.

9.2.15. Shannon tétele zajmentes csatornara. Az el6z6 definicié jeloléseivel le-
gven B elemeinek szdma r. Ha a betiinkénti kédolds felbonthato, akkor H,.(py,...,p,) <,
ahol H, az eloszlas entrépidja.

x Bizonyitas. A McMillan-egyenlétlenséget, — log  szigort konvexitasit és a 9.1.2
segédtételt hasznalva,

I=H.(py,..,pn) = > _pils + > _p;log, p;
2 -

n n 1
=— Zpi log rt — Zpi log —
i=1 i=1 b;

i=1 4 i=1

> —1ogrl =0. O

9.2.16. Tétel: Shannon-kéd létezése. Az el6z4 tétel jeloléseivel, n > 1 esetén van
olyan prefix kéd, amelyre | < H,.(py,...,p,) + 1.

Az el6z6 tétellel egyiitt ez azt jelenti, hogy van olyan kéd, amelynek atlagos széhossza
kevesebb, mint 1-gyel haladja meg az elméleti als6 hatart. A bizonyitds konstruktiv, a
9.2.9 tétel bizonyitasaval egyiitt algoritmust is ad a kéd meghatarozasara.

* Bizonyitas. Vilasszunk olyan I, ...,[, természetes szamokat, amelyekre r—'i <
p; <r bt hai=1,. nEkkorZ T 1<Z 1plfl1gy21929tetelszemntvam
prefix kod az adott [, hosszakkal Mivel [, <1— log p;, erre

l= Zpili < Zpi(l —log p;) =1+ H.(py,---,p,). O

i=1 i=1

9.2.17. Tétel: optimalis kdd konstrukcidja. Az el6z6 tétel jelbléseivel legyenn > 1.
Tekintstiink egy optimalis prefix kédot és a kodfajat, és legyen a kédszavak hosszanak
maximuma L. Ekkor

(1) hap; > p;, akkor I; <1;;
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(2) akédfdaban csak az L—1-edik szinten lehet csonka csiics, és még a csonka csticsokbdl
is legalabb két él indul ki.

Tovabba
(3) wvan olyan optimélis prefix kéd, amelynek kédfdjaban legfeljebb egy csonka csics
van;

(4) egy optimaélis prefix kod kédfdjéban pontosan akkor nincs csonka csics, ha r = n
(mod r — 1), azaz
r=2+((n—2)mod (r— 1)),

ha pedig egy csonka cstics van, akkor annak m kifokdra m =n (mod r — 1), azaz
m =2+ ((n—2) mod (r—1));

(5) han <r, akkor egybetiis kédszavakat vilasztva optimalis prefix kédot kapunk;

6) legyen . az r-elemii kédabécével megadott, a py, ... eloszlashoz tartozo
gy 1 'y Mn g ’ p17 7pn
optimalis prefix kéd, amelynek a kédfajaban nincs csonka csiics. Ha 2 < m <r, és
valamely 1 < k < n-re a p,_1,...,Dpim POZitiv valds szdmokra Zzl Pryi = Phs
tovabba

max{P, 1, Ppimt <min{p,,...,p,},

akkor
/817 s 7Bk—176k+15 .. -aﬂnvﬂkblv' . 7/8kbm7

ahol by,...,b,, a B kiil6nb6z6 elemei, a

pla"wpk;flapkﬂrlw"apnaanrl)' "7pn+m

finomitott” eloszlashoz tartozo optimalis prefix kod.

A kovetkezd pontban megmutatjuk, hogy (4)—(6) segitségével hogyan konstrudlha-
tunk optimalis prefix koédot.

Bizonyitis. Ha (1) nem teljesiilne, akkor

0 < (p; —p;)(l; = 1;) = (p;l; + pil;) — (pil; + pjl;)s

és innen p;l; + p;l; < p;l; +p;l;, azaz a két beti, a; és a; kodjit felcserélve csékken az
atlagos széhosszusag.

Ha (2) nem teljesiil, és a j-edik szinten van csonka cstcs, ahol j < L—1, akkor egy L-
edik szinten 1év6 levelet a hozza vezeto éllel athelyezve erre a csonka csticsra, és esetleg az
athelyezett élt atszinezve, a levélhez tartozo betli kédjanak hossza L-r6l j+ 1-re valtozik,
vagyis csokken az atlagos szohosszisdg. Ha valamely csonka csiicsot csak egy él hagy
el, akkor elhagyva ezt az élt, és az ennek az élnek a masik végén 1évo cstcsbdl kiinduld
részfat athelyezve az el6bbi csicsba, az athelyezett részfa leveleihez tartozé kddszavak
hossza eggyel csokken, és igy az atlagos szOhossziisag is csokken.

(3)-hoz, legyen egy optimalis kdd kédfdjaban két killonb6zé csonka csics. Az eléb-
biek szerint ezek azonos szinten vannak, igy egyikikrél az egyik élhez tartozo levelet az
éllel egyiitt athelyezve a mésik csonka csticsra, és esetleg ezt az élt atszinezve, az atlagos
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szOhosszusdg nem valtozik. Ilyen athelyezések sorozatdval viszont vagy a fogadd csics
telitodik, tehat a csonka csicsok szama csokken, vagy a masik csonka csicson legfeljebb
egy él maradna, ami az el6bbi pont alapjan optimalis kod kédfajan lehetetlen..

Hogy beldssuk (4)-et, tekintsiink egy n levelet tartalmazé kédfat. Toroljik ebben
a faban az egyik csiicshoz tartozd Gsszes levelet, a csonka csticshoz tartozéd levelekkel
kezdve, ha van csonka csics. Ha m szamu levelet toroltiink, akkor az Gj faban m — 1-gyel
kevesebb levél lesz. Folytassuk az eljarast mindaddig, amig a végén csak a gyokér marad
meg. Ha Osszesen s 1épést hajtottunk végre, akkor m — 1+ (s — 1)(r — 1) = n — 1, vagyis
n=(s—1r—1)+m,és2<m<r.

Az (5)-ben megadott kéd nyilvdn optimélis prefix kéd. (6)-ban az a; betii kédjat
helyettesitjiik m kédszéval gy, hogy a prefix tulajdonsidg megmarad. (Ezzel a kédolandé
abécé méretét m — 1 betilivel noveljiik, az dtlagos kédhossz pedig p,-val nd.) Jelolje a
kapott kédot ¢. Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz, és legyen ¢* a

pla e 7pk717pk+17 e 7pnap'n,+l7 e apn+m

eloszlashoz tartozé valamely optimélis prefix kod. Ekkor ¢* atlagos hossza kisebb, mint ¢
atlagos hossza. Az altaldnossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy ¢* kddfdjiban is leg-
feljebb egy csonka cstics van. A ¢ kéd konstrukcigjabdl, illetve (4)-bél mindkét kédban
egyszerre van csonka csucs, és ha van, akkor a kifoka ugyanannyi, m, ha pedig nincs, akkor
m = r. Mivel ¢* optimdlis k6d, ezért (1) és (2) szerint az m darab legkisebb valdszin{iség-
hez tartozé kddszo a legmagasabb szinten van a kédfaban, és ugyanezen a legmagasabb
szinten vannak azok a kodszavak, amelyek az esetleges csonka cstics gyermekeihez tar-
toznak. Mivel kédszavak cseréje, ha azok azonos szinten vannak, nem valtoztatja meg a
kéd atlagos hosszat, ezért feltehetjilkk, hogy mindkét kédban az m legkisebb valdszinii-
ségii kddszéhoz tartozéd levél ugyanahhoz a csiicshoz tartozik. Ezeket torolve, mindkét
k6d 4tlagos hossza ugyanannyival valtozik. Igy a ¢*-bél kapott kéd 4tlagos hossza kisebb
lesz, mint a p-bdl kapott kédé, ami lehetetlen, hiszen feltettiik, hogy a -bdl kapott kéd
optimalis kéd. O

9.2.18. Huffman-kéd. Optimalis kédot ad az tigynevezett Huffman-kod, amelyet az
el6z6 tétel (4)—(6) pontjai alapjdn tudunk megszerkeszteni. Rendezziik a relativ gyakori-
sdgok csokkend sorrendjében a betiiket, majd osszuk el n — 2-t r — 1-gyel, és legyen m
a maradék plusz 2. Els6 1épésben helyettesitsiik a sorozat m utolsé betiijét egy ujabb
betiivel, amelyhez az elhagyott betiik relativ gyakorisdgainak az 6sszegét rendeljiik, és az
igy kapott gyakorisdgoknak megfeleléen helyezziik el az 0j betiit a sorozatban. (Célszerti
kupac struktirdt haszndlni.) Ezek utdn ismételjiik meg az el6z6 redukciot, de most mar
minden 1épésben r betiivel csokkentve a kdédolandé halmazt, mignem mar csak r beti
marad (feltehetjiik, hogy induldskor t6bb, mint r betii volt, ellenkezé esetben a redukcié
elmarad). Most a redukalt dbécé legfeljebb r betiit tartalmaz, és ha volt redukci6, akkor
pontosan r betlit. Ezeket a kodold abécé elemeivel kbédoljuk, majd a redukciénak meg-
felel6en visszafelé haladva, az ott 6sszevont betiik kédjat az dsszevondsként kapott betii
mar meglévo kbédjanak a kédold abécé kiilonbozé betiiivel vald kiegészitésével kapjuk.

9.2.19. Példa. Mutatunk egy példat a Huffman- és a Shannon-kédra. Mindkét esetben
ugyanazon forrast fogjuk kédolni, igy 6sszehasonlithat6 a két kéd hatékonysaga.

Legyen a kédoland6 dbécé 10-elemii (mondjuk az angol dbécé els6 10 betiijével je-

lolve), az egyes betlik relativ gyakorisdga rendre 0,17, 0,02, 0,13, 0,02, 0,01, 0,31, 0,02,
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0,17, 0,06, 0,09, és a kddol6 abécé {0,1,2}. Mivel 10—2 =4-(3—1)+0, az els§ 1épésben
0+2 = 2 betlit kell 6sszefogni, majd a tovabbi lépésekben hdrmat-harmat (9.2.3 tablazat;
az ,uj betiliket” pdrokkal, illetve harmasokkal jeliiljiik). Amikor mér csak 3 betiibél 4ll
az abécé, akkor ezt a harom betiit rendre 0-val, 1-gyel és 2-vel kédoljuk, majd visszafelé
haladva eléallitjuk a kivant kédot (9.2.4 tédblazat).

£ 031 f 0,31 f 0,31
a 017 a 0,17 a 0,17
h 0,17 h 0,17 h 0,17
c 0,13 c 0,13 c 0,13
J 0,09 J 0,09 j 0,09
i 0,06 i 0,06 ((g,e),b,d) 0,07
b 002 (ge) 003 i 0,06
d 0,02 b 0,02
g 0,02 d 0,02
e 0,01
f 0,31 (a,h, c) 0,47
(3. (ge)rb.a)i) 022 £ 0,31
a 0717 (j’((g7e)>b7d)7i) 0722
0,17
c 0,13

9.2.3 tablazat: Huffman-kéd, redukcios 1épések.

(a,h,c) 0 a 00
h 01
c — 02
f 1
(j,((g,e),b,d),i) 2 j s 20
((g.e),b,d) =+ 21 (g,e) 210 g 2100
e 2101
b 211
d 212
i = 22

9.2.4 tablazat: Huffman-kéd, kédfelépités.

A kéd édtlagos széhossztisdga ~1,79, mig az entropia értéke ~1,73, igy a kod atlagos
szohosszusdga igen jol megkozeliti az elméletileg elérhetd legkisebb értéket. A 9.2.5 dbra
a kédfat mutatja.

Ugyanezen abécét fogjuk most a Shannon-kéddal kédolni. Most is sorba kell rendez-
ni az abécét a relativ gyakorisdgok csokkené sorrendjében. Meghatarozzuk a sziikséges
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9.2.5 abra: Huffman-kéd faja.

széhosszusdgokat. Mivel 0,31, 0,17, 0,13 kisebbek, mint 1/3, de nem kisebbek, mint 1/9,
f, a, h és c kddhossza 2. Hasonldéan j és i kdédhossza 3, mig b, d és g kédhossza 4, vég-
il e kédhossza 5. Az £ kédja 00, az a koédja 01, a h kbdja 02, és ez utébbihoz harmas
alapu szamrendszerben 1-et adva kapjuk c kodjat, amely igy 10. Ehhez 1-et adva 11-et
kapunk, de j kédjanak hossza 3, ezért ezt még jobbrdl ki kell egésziteni egy darab 0-val,
tehat j kodja 110. Hasonléan haladva megkapjuk a teljes kdédot, amelyet a 9.2.6 tablazat
mutat. Most a kéd atlagos szohosszusaga 2,30, amely nagyobb, mint a Huffman-kédnél
volt (1,79), de kisebb, mint 2,73, az entrépia plusz 1.

beti gyakorisag kéd
f 0,31 00
a 0,17 01
h 0,17 02
c 0,13 10
j 0,09 110
i 0,06 111
b 0,02 1120
d 0,02 1121
g 0,02 1122
e 0,01 12000

9.2.6 tablazat: Példa Shannon-kodra.

A 9.2.7 dbra mutatja a kéd kédfajat.

Megadjuk az ékezet nélkili latin betiik magyar nyelvben valé el6fordulasanak relativ
gyakorisdgaihoz tartozé bindris Huffman- és Shannon-kédot (9.2.8 tabldzat) (a Shannon-
kédnél a @Q betii kédjanak hosszat az egyébként eléfordulé hosszak maximumanak vettiik;
altalaban is a nagyon kis gyakorisdgokat kicsit megnévelve, korlatozhatjuk a kddszavak
hosszét, nem sokat rontva a kddon). Az adott eloszlashoz tartozo entrépia értéke ~4,1289,
mig a Huffman-kod atlagos szohosszusaga 4,1528, a Shannon-kédé pedig 4,5989. Ugyan-
akkor a Morse-kdd 0-val és 1-gyel vald kddolasanal az atlagos széhosszisdg ugyanezekkel
a gyakorisagokkal 12,299. Lathatd, hogy mekkora javulas érhetd el. Ennek egyik oka,
hogy a vessz6 hatarozottan noveli az atlagos széhossziisdgot.

9.2.20. Adaptiv Huffman-kéd. Néha olyan esetekben akarunk Huffman-kédot hasz-
nalni, amikor nem all médunkban elére megallapitani a relativ gyakorisagokat. Ilyenkor
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9.2.7 abra: A Shannon-kéd kédfija.

betli valésziniiség  Huffman-kéd Shannon-kéd
A 0,1247 100 0010
B 0,0190 000011 101100
C 0,0065 01101110 10111101
D 0,0197 000010 101011
E 0,1407 001 000
F 0,0078 0110110 10111100
G 0,0326 01100 10011
H 0,0165 011010 101101
I 0,0444 1110 01111
J 0,0105 0000000 1011100
K 0,0541 1100 01110
L 0,0605 1010 01100
M 0,0352 01001 10010
N 0,0638 0111 0101
0 0,0683 0101 0100
P 0,0096 0000001 1011101
Q 0,0000 0110111111 10111110001001
R 0,0367 01000 10001
S 0,0600 1011 01101
T 0,0761 0001 0011
) 0,0226 11011 101001
V' 0,0199 000001 101010
W 0,0009 011011110 10111110000
X 0,0001 0110111110 10111110001000
Y 0,0261 11010 101000
Z 0,0437 1111 10000

9.2.8 tablazat: Bindris kédok magyar széveghez.
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ugy jarhatunk el, hogy az 4bécé minden betiijének adunk valamilyen (pozitiv) ,kezdeti
gyakorisdgot” (példaul 1-et), ehhez eléallitjuk a Huffman kéd kédfajét, majd a tovabbi-
akban minden betii tovabbitasa utdn megndveljiik a gyakorisigat eggyel és megfelelen



atalakitjuk a kodfat. A vevo oldalon ugyanazt az algoritmust hasznaljuk a kodfa atalaki-
tasara, mint az adé oldalon.

— 9.2.21. Feladat [5]. Az adott terndris kddrdl mutassuk meg, hogy felbonthatd, és
konstrualjunk hozza olyan ternaris prefix kédot, amelynek kédhosszai ugyanazok:

{011,0011,110, 111, 2020, 20201, 220, 2212}.

9.2.22. Feladat [4]. Az adott, egyértelmiien dekddolhato6 bindris kédhoz konstrualjunk
olyan binaris prefix kédot, amelynek kédhosszai ugyanazok:

(1) {01,10,100,111,011};

(2) {1,10,00,0100};

(3) {10,101,111,1011}.

— 9.2.23. Feladat [1]. Az adott eloszldsokhoz hatarozzuk meg a bindris illetve ternéris
Huffman-koédot. Hasonlitsuk 6ssze az atlagos kodhosszat az entrépiaval.

(1) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15;

(2) 0,6, 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06;

(3) 04,04, 0,1, 0,03, 0,03, 0,02, 0,02;

(4) 0,3,0,2,0,2,0,1,0,1, 0,05, 0,05.

% 9.2.24. Feladat [1]. Az el6z6 feladat eloszldsaihoz hatdrozzuk meg a bindris illetve

ternaris Shannon—kddot. Hasonlitsuk 6ssze az atlagos kédhosszat a Huffman-kod atlagos
kédhosszaval és az entropidval.

9.2.25. Feladat [1]. Az adott eloszldsokhoz hatdrozzuk meg a ternéris illetve kvater-
naris Huffman-kédot. Hasonlitsuk Gssze az atlagos kédhosszat az entropiaval.
(1) 0,03, 0,12, 0,13, 0,02, 0,08, 0,3, 0,21, 0,01, 0,05, 0,01, 0,04;
(2) 0,11, 0,03, 0,21, 0,01, 0,08, 0,27, 0,14, 0,13, 0,02.
% 9.2.26. Feladat [1]. Az el6z6 feladat eloszldsaihoz hatdrozzuk meg a terndris illet-

ve kvaternaris Shannon—kédot. Hasonlitsuk 6ssze az atlagos kédhosszat a Huffman-kéd
atlagos kodhosszaval és az entrépiaval.

9.2.27. Feladat [1]. Hatérozzuk meg a kvaterndris Huffman-kédot, ha a gyakorisdgok
84, 118, 100, 31, 52, 213, 71, 60, 17, 84, 138, 32.

x 9.2.28. Feladat [1]. Az el6z8 feladat gyakorisigaival hatdrozzuk meg a kvater-
naris Shannon—kédot. Hasonlitsuk ossze az atlagos kédhosszat a Huffman-kéd &atlagos
kédhosszaval és az entropidval.

9.2.29. Feladat [1]. Az adott eloszldsokhoz hatidrozzuk meg a kvaternaris Huffman-
kodot. Hasonlitsuk ssze az atlagos kédhosszat az entrépiaval.
(1) 0,2,0,2,0,19, 0,12, 0,11, 0,09, 0,09;
(2) 04,02,02, 0,1, 0,1;
(3) 0,34, 0,18, 0,17, 0,16, 0,15;
(4) 0., 0,1, 0,09, 0,08, 0,07, 0,06.
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x 9.2.30. Feladat [1]. Az el6z8 feladat eloszldsaihoz hatdrozzuk meg a kvaternéris
Shannon—kédot. Hasonlitsuk &ssze az atlagos kddhosszat a Huffman-kod atlagos kod-
hosszaval és az entrépiaval.

9.2.31. A kédolandé abécé kiterjesztése. Egyszerti médon el tudjuk érni, hogy egy
felbonthatd kédban az egy betiire juté atlagos szdhosszisag tetszélegesen megkozelitse
az entropia értékét, azaz az elméleti alsé hatart. Ehhez az eredeti abécébdl elkészitjiik az
Osszes kétbetlis, harombetiis stb. szot, és egy-egy ilyen szdt tekintiink egy 1j dbécé egy-egy
betiijének, ahol egy-egy ilyen 1ij betlih6z a benne szerepld betiik relativ gyakorisdgainak
szorzatat rendelve kapjuk a megfelelo eloszlast. Az igy kapott kod az eredeti kdd kétszeres,
haromszoros stb. kiterjesztése. Ha m betli egybefogasabdl all a kiterjesztett abécé, akkor
van olyan kdéd, amelynek egy betiire juté atlagos széhossziusaga

n
- 1
l<— E p;log p; + —
=1 m

(azaz 1 helyett csak 1/m-mel van az elméleti alsé hatar felett), ahol n az eredeti d4bécé
betliinek szdma, és a p,;-k az eredeti abécé betliinek relativ gyakorisdgai. A médszer szép-
séghibaja, hogy példaul a kétszeres kiterjesztésnél azonos szamot rendel ty-hoz és yt-hez,
holott a magyar nyelvben a két betiikombinacié még megkozelitoleg sem azonos gyakori-
saggal fordul elé. Ha a parok valédi gyakorisagait tekintjiik, még jobb kédot kapunk. A
kiterjesztésnek hatart szab, hogy a kédolandé abécé, igy a kdédtabla is nagyon nagy lesz,
ezért a gyakorlatban nem hasznaljék.

— 9.2.32. Feladat [1]. Az adott eloszldsokhoz hatdrozzuk meg a terndris illetve kva-
ternaris Huffman-kédot. Hasonlitsuk 6ssze az atlagos kodhosszat az entrépiaval. Ugyanezt
végezziik el a kétszeres, hdromszoros és négyszeres kiterjesztésre is, feltételezve, hogy az
egyes ismétléses variaciok relativ gyakorisiga a megfeleld relativ gyakorisdgok szorzata.

(1) 09,0,
(2) 0,57, 0,43,

x 9.2.33. Feladat [1]. Az el6z6 feladat eloszldsaihoz hatdrozzuk meg a terndris illet-
ve kvaternaris Shannon—kédot. Hasonlitsuk ssze az atlagos kédhosszat a Huffman-kod
atlagos kodhosszaval és az entropidval.

9.2.34. Szétarkédok. A betiinkénti kédolas nem képes kihasznalni, ha az egymas utan
kovetkezo betlik egymastdl nem fiiggetlenek, vagyis egy betii megjelenése nem fiiggetlen
attoél, hogy el6tte milyen betiiket bocsatott ki az add. Egy él6 nyelvi szoveg altalaban
ilyen: a magyar nyelvben a t utdn sokkal gyakoribb az y, mint példdaul az r utan. A
korabban emlitett kiterjesztés sem megoldas erre a problémara. Egy méasik probléma, hogy
amennyiben egy tizenet nem tipikus, varhatéan benne a betlik el6forduldsanak relativ
gyakorisaga eltér a szokasostol, akkor egy rogzitett kodtdbla, amely a tipikus szovegek
betligyakorisaga alapjan épil fel, nem ad jé kédot még a Huffman-kdd esetén sem. Ha
viszont egy ilyen esetben a konkrét széveg statisztikaja alapjan hozzuk létre a kddtablat,
akkor azt is tovabbitani kell.

Vannak rovid szovegek esetén hasznos ,,ad hoc” megoldésok. Példaul 256 elemii
bévitett ASCII kéd esetén egy ,,escape” karaktert fenntartva, azzal atléphetiink egy masik
kédtablaba, amelyben csak a 32-94 kodu ASCII karakterek szerepelnek, de a felsé bit
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le van vagva. Igy egy 6 bites kédot kapunk, amely négyesével 6sszecsomagolhaté harom
bajtra. Itt a 95-6s ASCII kéd megfelelGje az ,escape”, ami visszalép a 256 elemii kodba.
Egy masik megoldasban 40 kodsz6 van: a 26 nagybetii, a 10 szamjegy, 1 ,escape” karakter,
és 3 ,tdblavdlto” amelyekkel egy-egy karakter erejéig 3 mésik 40-es tabla valamelyikére
valthatunk. 40 alapt szdmrendszerben harom ilyen kéd egy 64000-nél kisebb szamm4 &4ll
Ossze, amely két bajton elfér.

A szdtdrkodok alapgondolata, hogy egy ¢ € A* — B* szdtdrt haszndlunk fel a
kédolasra, amelynek értelmezési tartoméanya tartalmazza A-t, azaz a kodolandd abécét.
A sz6tér lehet dlland6 (statikus) vagy valtoz6 (dinamikus). Az aldbbiakban ilyen kédokat
mutatunk be.

% 9.2.35. Futamkddolas. Bizonyos szovegdllomdnyokban gyakran fordulnak el (egy-
mas utdni) ismétl6dé karakterek (példaul ismétlé6ds székozok). Ilyenkor célszerii lehet
gy tomoriteni, hogy a karaktert csak egyszer adjuk meg, majd megadjuk az ismétlések
szamat. A gondot az okozza, hogy az ilyen szamokat el kell valasztani a szoveg karaktere-
itél. Egyik lehetOség, hogy példaul a legalabb haromszor ismétlodo karaktert haromszor
leirjuk, majd utana irunk egy decimdlis szdmjegyet, amely megadja, hogy még hanyszor
ismétlédik. Példaul a 40 karakter hossza

uuuuuuuugugOgOgOgOL I IO I O O A

sor igy tomoritve
vuubgugogogogoluuuSu6

lesz; a mésodik szokoz sorozatot csak ,két részletben” tudtuk leirni, mert nincs 9-nél
nagyobb decimélis szamjegy. (Persze a decimalis szdmjegy helyett egy egész béjt is jelez-
hetné az ismétlédést, de az elv és a korldt létezése nem valtozna.)

Ha van olyan betii az dbécében, amely biztosan nem fordulhat elé a szdvegben,
példéul a @, akkor azt hasznédlhatjuk ,escape” karakternek, jelezve, hogy az utana ko-
vetkezd szamjegy nem része a szévegnek, hanem az ,escape” elotti betli legalabb egyszer
ismétlédik (0 szdmjegy 1 ismétlés stb.). Ezzel a szoveg

L@6gugogogogol, ,@9,,08
lesz. Ha # egy maésik ,escape” karakter, akkor azt példaul felhasznalhatjuk annak jelzésére,
hogy utana 1 helyett 2 szamjegy irja le az eddig még nem kdédolhatd szami ismétlodéseket
(00 jelentése 11 ismétlés stb.). Igy a szoveg
L@6gugogogogol #09
lesz. Egy masik lehet6ség, hogy ismert szdveghossz esetén az egyik ,escape” azt jelzi,
hogy a szoveg végéig mar csak a ,trividlis” karakter — jelen esetben a sz0k6z — ismétlodik.
Példankban igy a tomoritett szoveg
L@6gugogogogol#

lesz.
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Latszolag gondot okoz ,escape” karakterek hidnya. Ha azonban a futamkédolas ered-
ményére egy prefix kédolast alkalmazunk, akkor annyi ,escape” karaktert képezhetiink,
amennyit akarunk. S6t, az escape karaktert és az utana kovetkezd szamot egybefoghat-
juk, és ezekhez a parokhoz rendelhetiink egy prefix kodszot, vagy akar a betiit, az escape
karaktert és az utdna kovetkezd szamot fogjuk Ossze, és ehhez a harmashoz rendeliink
prefix kodszét. Fax tizenetek kddolasara elterjedt ez a fajta kod. Csak fekete és fehér ké-
pelemek vannak, egy sor dltalaban 1664 képelem, soronként olvasunk. A futamhosszakat
kvéazi ,,64 alapi” szamrendszerben adjuk meg: 0,1,2,...,63 és 64,128,192, 256, ..., 2560.
Kiilon kéd van a fehér és a fekete képelemsorozatok szamaéara. Ha a képelemek szama
legalabb 64, akkor el6szor a magasabb helyiértékii szamjegyet kiildjiik a4t. Minden sor
fehér képelemsorozattal kezdédik, és ,sor vége” karakter zarja le. Ennek kodja (mindkét
kodtablaban) 000000000001, Semmilyen mds kéd nem kezdddik 7-nél tobb nulldval, igy
ha a vevo 8 nullat talal, akkor a kévetkez6 egyesig olvas. Ez biztositja, hogy egy atviteli
hiba esetén legfeljebb egy sor megy tonkre. A kédhosszakat a 9.2.9 tdblazat tartalmaz-
za; a kodhosszak alapjan a megfelel6 Huffman-kéd mar algoritmussal felépithetd, bar itt
nincs minden kédhossz kihasznéalva.

fehér bindris fekete bindris tetsz6leges binaris
futam kod futam kod szinu futam kod
hossza hossza hossza hossza hossza hossza
0 8 0 10 1792,...,1920 11
1 6 1 3 1984,...,2560 12
2,...,7 4 2,3 2
8,...,11 5 4 3
12,...,17 6 56 4
18,...,28 7 7 5
29,...,63 8 8,9 6
64,128 5 10,...,12 7
192 6 13,14 8
256 7 15 9
320,...,640 8 16,...,18 10
704,...,1600 9 19,...,25 11
1664 6 26,...,63 12
1728 9 64 10

128,...,448 12
512,...,1728 13

9.2.9 tablazat: Fax kodolds kodtablaja.

x 9.2.36. LZ77. Ennek a szotar tipusu kddolasnak az 6tletét Lempel és Ziv egy 1977-
ben megjelent cikke tartalmazza. A még nem kddolt széveghél egy [ hosszisdgu ,ablakot”
figyeliink, mig a mar kédolt szévegnek az ablakot megel6z6 legfeljebb L hosszsagu része
a ,szotar” (az els6 L lépésben a szétar rovidebb). Az ablakban elhelyezkedd szoveg egy
legaldbb m hosszu prefixét keressiik a szotarban, a szotar végétél kezdve. Ha tobb prefixet
is taldlunk, a leghosszabbat valasztjuk, és ha az tobb helyen is el6fordul, akkor a szotar
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végéhez legkozelebb 4116 eléfordulést. Ilyenkor az (n,d) par keriil a kédolt szévegbe, ahol
n a talalt prefix hossza, m < n < [, a d pedig a tavolsag a szétar utolsé betiijétol,
0 < d < L. Ha nem taladlunk legaldbb m hosszt prefixet, akkor az ablak els6é betije
keriil a kddszovegbe. Példaul, ha a kédolandé ASCII szoéveg gugogogogol, | = 8, L = 16,
m = 2, akkor a kéd gugo(8,1)1 lesz. Ha n helyett n —m + 128 értékét irjuk a szévegbe,
akkor a kéd a hexadecimaélisan 67 7567 6F 86 1 6C lesz. A kddszoveget altalaban tovabb
kédoljuk egy prefix kédolassal.

x 9.2.37. A gzip parancs. FEz a parancs a ,deflate” tomoritett adatformatumot
hasznélja egyes blokkokra, de ha nem sikeriil eléggé tomoriteni, a program gy is donthet,
hogy egy részt csak atmasol. A deflate adatformatum részletes leirasat lasd: Network
Working Group RFC 1951. (RFC: Request for Comment.) Sok més hasonlé program és
a zlib tomoritett konyvtarformatum (lasd RFC 1950) hasznalja a deflate formatumot. A
deflate formatum az LZ77 eljarast kombinalja két prefix kdddal:

A deflate els6 lépése egy LZ77-valtozat, amely béjtsorozaton dolgozik | = 258,
L = 2% m = 3 paraméterekkel. Az eredeti eljards annyiban médosul, hogy az ablak
maéasodik betiijével kezd6d6 infixekre is végeznek keresést a szotarban, és ha itt nagyobb
n hosszt sikeriil elérni, akkor az els§ béjt valtoztatas nélkiil keriil a kimenetre. (A parancs
paraméterezésével ,lebutithatjuk” a keresést, és a program gyorsabb lesz, de kevésbé to-
morit; a dekédolds nem véltozik.)

A maésodik 1épés a prefix kddolasok alkalmazasabol all. A kédtablak lehetnek el6-
re definialtak vagy valtozoak. Az n hosszat az n — n —m + 257 transzformacioval a
257 ...512 tartomanyba viszik at; a blokk végét 256 jelzi. Az eldre definidlt kdédtabldkat
a 9.2.10 tédblazat tartalmazza. Az xx...x-szel jelolt részek bindris szamlalok. Ha valtozd
kédtablat haszndlunk, akkor azt is at kell kiildeni. Ezt gy oldjak meg hatékonyan, hogy
a kodfa helyett csak a kdédhosszakat taroljak sorrendben, az el nem fordulé esetekhez
nulla hosszat adva meg. A kdédhosszakbdl, a kdddbécé betiliit barmely rogzitett sorrend-
ben kiosztva, a kédfa mar felépitheté. Maximum 15-re korlatozzdk a kodhosszakat és
futamkddoljak, majd prefixkddoljak, és csak ennek a prefix kdédnak a kdédhossztablajat
viszik &t.

* 9.2.38. LZW-kédok. Lempel és Ziv modszereinek egyik tovabbfejlesztése Welch-t0l
szarmazik. A kddszavak prefix kédot alkotnak, példaul fix hossztusaguak. Kiindulaskor a
kédtabla (az add- és a vevboldalon is) csak a kédolandé széveg abécéjének betiiihez tarto-
z6 kodszavakat tartalmazza, és ez boviil a kédolas valamint a dekédoléds sordn tgy, hogy
ujabb és Gjabb betlisorozatok kédjat adjuk meg. Tegyiik fel, hogy valameddig mar kédol-
tuk az eredeti szoveget, és kezdjiik el olvasni a kddolandé szdveget ettdl a ponttdl kezdve.
Az els6 olvasott betii kodjat tartalmazza a kédtédbla. Olvassuk ki a kévetkezd betiit. Ha
az els6 két betlibol alld szoveg is szerepel a kédtablaban, akkor olvassuk ki a harmadik
betiit, és ezt folytassuk mindaddig, amig egy olyan bet{ih6z nem ériink, hogy a megel6-
z6 betliig terjedd szovegnek mar van kodja, de az utolsé betiivel kiegészitett szovegnek
még nincs. Legyen a kiolvasott széveg a; ...a,a,_ ;, ahol n € N*. Az el6bbiek szerint
tehdt a, ...a,-nek mar létezik kédja, de a, ...a,a,  ;-nek még nem. Ekkor elkiildjiik az
n-hossziisagh szoveg ismert kodjat, és amennyiben a kdédtdblaban még van szabad hely,
akkor a soron kévetkez6 kédszoét a ... a,a, ;-hez rendeljiik, azaz a kédtablat kibdvitjik
az Gy ...a,a,.,-bél és a kédjabdl allé rendezett parral. Amennyiben betelt a kédtabla,
akkor nem bévitjiik tovabb.
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betli binéris binaris

vagy hossz kod tavolsdg kod

0...143 00110000...10111111 0...3 00000...00011
144 ...255 110010000...111111111 4...5 00100x
256...264 0000000...0001000 6...7 00101x
265...266 0001001x 8...11 00110xx
267...268 0001010x 12...15 00111xx
269...270 0001011x 16...23 01000xxx
271...272 0001100x 24...31 01001xxx
273...276 0001101xx 32...47 01010xxxx
277...280 0001110xx 48...63 01011xxxx
281...284 0001111xx 64...95 01100xxxxx
285...288 0010000xx 96...127 01101xxxxx
289...296 0010001xxx 128...191 01110xxxxxX
297...304 0010010xxx 192...255 01111xXxXXXXX
305...312 0010011xxx 256...383 10000xXXXXXXX
313...320 0010100xxx 384...511 10001xxXXXXXX
321...336 0010101xxxx 512...767 10010xXXXXXXXX
337...352 0010110xxxx 768...1023 10011XXXXXXXX
353...368 0010111xxxx 1024 ...1535 10100XXXXXXXXX
369...384 11000000xxxx 1536...2047 10101XXXXXXXXX
385...416 11000001xXxXxXxXxX 2048 ...3071 10110XXXXXXXXXX
417...448 11000010xxxxx 3072...4095 10111XXXXXXXXXX
449...480 11000011xxxxx 4096...6143 11000XXXXXXXXXXX
481...511 11000100xxxxx 6144 ...8191 11001XXXXXXXXXXX

512 11000101 8192...12287 11010XXXXXXXXXXXX

12288...16383 11011xXXXXXXXXXXXX
16384 ...24575 11100XXXXXXXXXXXXX
24576 ...32767 11101xXXXXXXXXXXXX

9.2.10 tablazat: Kodtabla gzip-hez.

A dekddolas hasonléan torténik. Az elsé vett kddszd biztosan egyetlen betil kodja,
amelynek igy a vevl oldalan is ismert a megfejtése. Ismét tegyiik fel, hogy mar vala-
meddig eljutott az adés, és egy tjabb kddszo érkezik. Ha az el6z6 kddszonak megfeleld
betlisorozat a, ...a,, és a most vett kddsz6 dekddolasdban az elsé betii u, akkor az adé-
nal a most elkiildott kodszo elétt a koédtabla soron kovetkezd eleme nyilvan az a; ... a,u
betiisorozatot fogja kodolni, vagyis a vevé is ezt a jelsorozatot rendeli a kdédtabla soron
kovetkez6 eleméhez, és igy a tovabbiakban mar ezt a kédot is tudja dekoédolni. Egyetlen
esetben lehet probléma a dekddoldsnal. Ha a kédoldsnal a mér kodolt széveg utan az
Ay .. QpCpyy - - Gy, SZOVEE olyan, hogy a, ...a,-nek mér van kédja, de a, ...a,a, -

nek még nincs, és a, ...y, = Ay ...0,0, 1, akkor az a, ...a, kédjanak elkiildése
utdn az adénal bekeriil a kédtablaba a; ...a,a, ., kédja, és igy a kovetkezd kodolandd

szoveghez, a, ...a,a, ,-hez mar lesz bejegyzés, tehat tudjuk kédolni (de a kovetkezd
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betiivel meghosszabbitott széveg még biztosan nem kdédolhatd, hiszen ellenkez6 esetben
az algoritmusunk alapjan mar az el6z6 1épésben tudtuk volna a, ...a,a, -et kodolni).
Ugyanakkor a vétel helyén a, ...a,a, ., kédjat az el6z6, a, ...a,-hez tartozé kéd de-
kédolésa, valamint a most beérkezett, az a, ...a,a, ; kédjdnak visszafejtésekor kapott
szoveg elsO betiije alapjan tudnank meghatirozni, ami lehetetlen, hiszen az aktudlis de-
kédolashoz a még ismeretlen, éppen most meghatarozandd széveget kellene ismerni. A
dekddolas azonban mégis elvégezhetd, mert ha a vett kédszdé még nem szerepel a vétel
helyén a kédtablaban, az csak azért lehetséges, mert a kodolandé széveg a fent leirt alakt,
tehdt a, .1 ...a,,,, = ay...0,0a,, 1, amibdl viszont kovetkezik, hogy a,, ., = a,, tehat a
kodtablaban még nem taldlhaté, éppen most beérkezett, dekédolandé szoveg a; ... a,aq,

igy el tudjuk végezni a dekddolast, és tovabb tudjuk épiteni a vevonél is a kddtablat.

x 9.2.39. Példa az LZW-kédra. Legyen a kéd hexadecimalis (azaz az dbécé 16
elemii), a kédszavak hossza 2 (igy a kédtdbla maximalis mérete 256 bejegyzés), és az
alaphelyzetben (azaz 128 betfire) haszndljunk ASCII-k6dot. Példdul ¢ kédja 63, igy a
kodtablaban az egyik bejegyzés a (c, 63) par. Kédoljuk most is a gugogogogol széveget.

Mivel g kodja 67, ugyanakkor gu még nem szerepel a kdédtabldban, igy elkiildjik
a 67-es kodszdt, és a kédtabldba beirjuk (gu,80)-at (mert 128 hexadecimélisan 80). A
tovabbiakban az ugogogogol széveget kell kédolnunk. Az u kédja ismert, de ug kdédja
még nem. Kiildjik el u k6djat, ami 75, és a kodtédblaba irjuk be az (ug, 81) part. Maradt
a gogogogol szoveg. Ismert g kodja, de ismeretlen a go szoveg, tehat megy a 67-es
kodszo, és a téblaba beirjuk a (go, 82) part. Most az ogogogol sziveg bal szélénél tartunk.
Tudjuk o kédjat, de még ismeretlen az og kddja. A 6F-es kid elkiildésén kiviil az (og, 83)
bejegyzéssel megadjuk og kddjat. A gogogol széveg maradt. Tudjuk g és go kddjat, de
még nincs kédja a gog hdrmasnak, gy elkiildjiik 82-t, és a tabldba bekeriil a (gog, 84)
par. Kovetkezik a gogol kédolasa. Mar tudjuk kédolni g-t, go-t, gog-ot, de még nem
talalkoztunk gogo-val, igy el tudjuk kiildeni a 84-es kddszot, és felvesszitk a kodtablaba
(gogo, 85)-6t. Még ol van hétra. Ebbdl csak az o-t tudjuk kédolni, az elkiildétt kéd 6F,
és béviil a kédtabla a (ol,86) parral. Végiil egyetlen karakter, az 1 maradt, amelynek a
kédja 6C. Ezt elkiildjiik, és a tabldba mar semmit nem kell bejegyezniink.

Most nézziik a dekdédolast. Az érkezd kddszavak sorozata 67 7567 6F 8284 6F 6C.
Mivel 67-b6l g-t, 75-bél u-t dekédolunk, a koédtdblaba bejegyezziik a (gu,80) part. A
67-bél ismét g-t dekédolunk, a tabldba bekeriil az (ug,81) par. Mivel 6F az o kddja,
tehdt az eddig visszafejtett szoveg gugo, és a tablaba (go,82)-t irunk. Kovetkezik a 82
dekédoldsa. A kédtablaban a (go, 82) bejegyzés taldlhatd, {gy az eddig dekddolt teljes
sz6veg gugogo. Mivel az el6z6 kodszd 6F, mig a most dekddolt szoveg elsé karaktere g volt,
ezért a kédtabléba (og, 83) kertil. Most 84-et kell dekddolnunk, d4m a tablankban ilyen
kéd nines. Ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy a 84 megfejtése az utolsdé dekddolt szoveg,
jobbrél kiegészitve az elébb dekddolt karaktersorozat bal széls6 karakterével, vagyis a
konkrét esetben 84 megfejtése gog, és gyorsan beirjuk a kodtédbladba a (gog, 84) part. A
hatralévd kod fejtése mar konnyti, az elséé az o, és a kédtabla béviil a (gogo, 85) beirdssal,
majd 6C megfejtése 1, és a kodtablaba feljegyezziik az (o1, 86) part.

Az elébbi kddolést és dekddolast mutatja a 9.2.11 és 9.2.12 tablazat.

A 9.2.11 tablazatban az 1. oszlopban a még nem kédolt szbéveg, a 2. oszlopban az
adott menetben kédolt szovegrész talalhatd. A 3. oszlop mutatja az elkiilldott kodszot,
mig a 4. a tablaba keriil6 bejegyzést.
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gugogogogol g 67 (gu, 80)
ugogogogol u 75 (ug,81)
gogogogol g 67 (go, 82)
ogogogol o 6F (og, 83)
gogogol go 82 (gog, 84)
gogol gog 84 (gogo, 85)
ol o 6F (01, 86)

1 1 6C

67 (g,67) g

75 (u,75) u (gu, 80)
67 (g,67) g (ug, 81)
6F (o, 6F) o (go, 82)
82 (go, 82) go (og, 83)
84 (gog, 82) gog (gog, 84)
6F (o, 6F) (gogo, 85)
6C (l, 6C) 1 (ol, 86)

9.2.12 tablazat: Példa LZW koddra, dekddolas.

A 9.2.12 tablazat 1. oszlopdban az éppen vett kddszd lathatd, utdna jon a tabla
megfelel6 bejegyzése, majd a dekddolt szovegrész. A 4. oszlopban taldlhaté a tdbla aktualis
bejegyzése.

Programozéasnal zavar6 lehet, hogy a parok els6 koordinataja valtozo hosszisagi
bettisorozat. Ezt konnyen kikiiszobolhetjiik tigy, hogy csak az utolsé betiit taroljuk, és
egy pointert a prefixre, ami mar a tablaban van. Ha a kéd egyenletes kéd, a dekddolasnél
a o fliggvény inverzét tablazatban tarolhatjuk. A kédolas sordn a ¢ fliggvényt mint parok
halmazat kezeljiik. Ez hash-transzformaciéval valésithaté meg hatékonyan.

x 9.2.40. A compress parancs. LZW-tipusi kédot haszndl a compress parancs. Az
tjdonséag, hogy a kdédhosszat dinamikusan valtoztatjuk. Kezdetben a kédhossz 9 bit, és
a béjtok kddjait tartalmazza. Ha betelik a szétar, 10 bitre noveljiik a kdédhosszat. A
kédhossz maximaélis értéke paraméterezhetd, de maximum 16 bit. Ha elértiik a maximalis
kodhosszat, és betelt a szotar, a program akkor is figyeli, hogy mekkora tomoritést sikertilt
elérni. Ha ez egy adott érték ald megy, eldobjuk a szotarat, és 0j szétar épitésébe kezdiink.

x 9.2.41. Digitalizalas. Egy valds értékil fiiggvényt (fizikai vagyis analdg jelet) szé-
mitégépben kozvetleniil nem tudunk reprezentélni, ezért mintavételezéssel sorozatta ala-
kitjuk, majd a kapott valdés szamokat egész szdamokkd alakitva kvantdljuk. A két 1épés
egyitt a digitalizdlds.

Egy t — F(t) figgvényt (amelyet legtobbszor az id6 fiiggvényének gondolunk, bar ez
nem sziikségszer() mintavételezéssel alakithatunk (mindkét irdnyban végtelen) sorozatta:
legyen f, = F(1y+ k7), ha k € Z, ahol 75 € R és 0 < 7 € R rogzitettek. A mintavételezés
periddusideje T, ennek reciproka, 1/7 a mintavételi frekvencia, azaz az idGegységre esé
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mintak szdma. Természetesen, ha az F jel csak egy véges intervallumon van értelmezve,
akkor a minta is véges sorozat lesz.

Tekintsiik példaként a t — sin(27(t — 7,)/T) periodikus jelet, amelynek periédusa
T (azaz F(t +T) = F(t) minden t € R-re), frekvencidja igy 1/7. Ennek 7 mintavételi
periddusidével valé mintavételezésével az f, = sin(2wk7/T), k € Z sorozatot kapjuk.
Eszrevehetjilk, hogy ha egy ilyen szinuszos jel frekvencidja a mintavételi frekvencia fele,
azaz ha 2/T = 1/1, akkor f, = sin(mk) = 0, ami megegyezik az azonosan nulla jel
mintavételezésével kapott sorozattal. Ez azt mutatja, hogy a mintavételi frekvencia felénél
nem kisebb frekvenciaju jelosszetevok a mintavételnél elveszhetnek. Ezért a mintavételi
frekvencia az atvinni kivant jel legmagasabb frekvencidju osszetevéje frekvencidjanak
tobb mint kétszerese kell hogy legyen: ez Shannon mintavételi térvénye. (Lasd a 9.2.13
abrét is.)

9.2.13 Abra: Az alulmintavételezés hatésa.

Kétdimenziés (z,y) — F(x,y) jelnél, példdul képnél, kétdimenzidés mintavételezést
alkalmazunk:
fij = F(& +i&no + jn)-

Haromdimenzids (x,y,t) — F(x,y,t) jelnél, példdul mozgdképnél, a mintavételezés is
haromdimenzids:
g = F(& 4 & o + g, 7o + k7).

A mintavételezéssel kapott jel még nem tarolhaté a szamitégépben: kerekitéssel di-
gitalizalni kell. Altaldban egészre kerekitiink valamilyen szabdly szerint. A kerekités eltt
rendszerint egy szigortan monoton v - ¢q(v) kvantdldsi fiigguényt alkalmazunk a mintavé-
telezéssel kapott értékekre, majd kerekitiink, ez a tulajdonképpeni kvantdlds. A kvantalasi
fiiggvény gyakran linedris, ¢(v) = av + b alaki. Minél nagyobb a, annél kisebb védltozas
elég v-ben, hogy masik egész szamot kapjunk a kerekités utan, tehat annal finomabb a
kvantalas, azaz anndl kozelebbi jelszinteket tudunk megkiilonboztetni. A b konstanssal
példaul elérhetjiik, hogy a kvantalt értékek nemnegativak legyenek, b tehat szinteltolast
jelent.

A kvantdlas sajnos azt is jelenti, hogy ,,zajt” viszlink be a jelbe. A hang (egységnyi fe-
liletre esd) teljesitménye a hangnyomés négyzetével ardnyos. A mikrofon a hangnyomassal
ardnyos fesziltséget hoz létre, a villamos teljesitmény ennek a négyzetével aranyos, te-
hat ardnyos a hangteljesitménnyel. Fiiliink érzékenysége logaritmikus jellegii: barmely két
hang ko6zott akkor érziink ugyanolyan hangossdgkiilonbséget, ha teljesitményiik aranya
ugyanaz az érték. Ezért hangjel kvantdlasandl logaritmikus jellegli kvantaldsi fiiggvényt
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érdemes alkalmazni, mert ekkor ugyan hangosabb jelnél a kvantaldsi zaj is hangosabb
lesz, de a teljesitményilik ardnya ugyanaz marad, igy egyforman érezziik zajosnak a kii-
16nb6z6 intenzitdsu részeket. Példaul a telefontarsasagok Eszak-Amerikdban és Japanban
a
log(1 + pi|v])

log(1 + )

fliggvényt hasznaljik rendszerint p = 255 valasztassal, mig a vildg t6bbi részén a

v > sgn(v)

Alz|
sonto) 2t
1+ In|Ax|
senio) LI A

ha 0 < |z] < 1/A,
V=
ha 1/A<|z| <1

fliggvényt, dltaldban A = 87,6 vélasztassal; ez mindkét esetben gy értendé, hogy a fenti
fiiggvényeket mint [—1, 1]-et 6nmagdba képez6 fliggvényeket kell tekinteni, és alkalmazé-
suk el6tt és utdn is konstanssal valé szorzast alkalmazunk. (Az elsé fuggvény valamivel
kisebb alapzajt, a masodik valamivel jobb dinamikét biztosit.) Az is lehet, hogy egy mar
(linedrisan, finoman) kvantalt jelet kvantdlunk djra nemlinedris kvantaldssal. (Péld4ul di-
gitalis telefonndl a fenti fiiggvényekkel tulajdonképpen 14 bites linearisan kvantalt értéket
kvantalnak tjra, hogy 8 bites értéket kapjanak, valamivel névelve a zajt, de csokkentve az
atviendd bitek szaméat.) Természetesen amikor a digitalizalt jelet visszaalakitjuk analég
jellé, a kvantalasi fliggvény inverzét kell alkalmaznunk.

Altalaban a digitalizdlds mindkét lépésében — a mintavételezésnél és a kvantélasnal
is — elvész az informacié egy része, igy altalaban minden digitalizaldst hasznal6é kodolas
eleve veszteséges.

Néhany tomoritd eljaras vektorkvantdlast haszndl: dsszetartozé mennyiségeket (pél-
déul egy szines képpont szinkoordindtdit) egyiitt vektornak tekintiink, és egy vektorokat
tartalmaz6 kédtablabdl keressiik ki a hozza legkozelebbi vektort.

x 9.2.42. DFT és IDFT. Tekintslink egy T' > 0 peridodus szerint periodikus valds
valtozés komplex értékii F' fiiggvényt (azaz F(t +T) = F(t) minden ¢ € R-re), legyen
a mintavételi frekvencia az 1/T ,alapfrekvencia” n-szerese, ahol n € NT, azaz legyen
7 =T /n, és legyen (kényelmi okokbdl) 7, = 0. A mintavételezéssel kapott f; = F'(7+j7)
(j € Z) sorozat n szerint periodikus, azaz f;, , = f; minden j € Z-re, igy egy Z,-en
értelmezett f fliggvénynek is tekinthetd, vagyis az fy, fi,..., f,_1 értékek egyértelmiien
jellemzik; a 7) + j7, j = 0,1,...,n — 1 pontok az alappontok (elég lenne az is, hogy a
jmod n teljes maradékrendszer legyen). Ezt a fliggvényt szeretnénk ,eltolt szinuszos”
jelek linearis kombinaci6jaként eléallitani:

Tekintstik a H,(t) = cos(2mkt/T) + isin(2wkt/T), k € Z ugyancsak T szerint perio-
dikus komplex értéki fiiggvényeket. A H,, fiiggvénynek a fenti médon valé mintavétele-
zésével az Wi, j € Z sorozatot kapjuk, ahol w, = cos(2m/n) + isin(27/n) az elsé n-edik

egységgyok. Legyen fk = Z;:Ol fjwﬁjk (azaz az

(vafla""fn—l)

és az



C"-beli vektorok belsé szorzata), ha k € Z. A f,w k € Z sorozat is n szerint periodikus,

hiszen w =1, igy
n—1
o ik ik
fk+n = E fjwnj( ) E an =
=0

Tehat az f sorozathoz az f sorozatot rendel6 leképezés a Z,-en értelmezett komplex
értékii fiiggvények n-dimenziés komplex (azaz C feletti) vektorterét énmagdba képezi
le. Ezt a leképezést nevezziik diszkrét Fourier-transzforméaciénak, DFT-nek. A diszk-
rét Fourier-transzformécié olyan fontos leképezés, hogy gyors végrehajtasiara integralt
aramkoroket gyartanak, szamos miiszaki alkalmazassal (jelanalizis, digitélis sziirés, stb.),
és szoros kapcsolatban all az analizisben tanulmanyozott Fourier-sorokkal és Fourier-
transzformaciéval. A DFT nyilvan linedris.
Vegyiik észre, hogy

—

S (W) —1

n

k\j —
Why =S

n

T
o

0, ha w® & 1, és a szumma nyilvan n, ha w® = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy a

Hy H,,....H

n—1

figgvények mintavételezésével kapott hy:Z,, — C vektorok paronként ortogondlisak és
mindegyiknek az énmagaval vett bels6 szorzata n, hiszen

n—1

/ N (K —k

hk/ hk” E hk/ hk” E wjk wnjk = E UJ%( )
=0

Innen a

fliggvény a mintavételezés t = j7 pontjaiban megegyezik a kiinduldsi F' fliggvénnyel,
azaz az F periodikus fiiggvényt kozelitettiikk a H, periodikus fiiggvények segitségével.
(Egyébként ugyanez igaz, ha a k indexek barmely modulo n vett teljes maradékrendszert
futnak be.) Specidlisan, a DFT invertélhat6, és ,majdnem” (az 1/n szorz6tol és az origéra
valé titkrozéstol eltekintve) sajat maga az inverze: t = j7 helyettesitéssel

n—1
28t = 25
k=0

A DFT inverzét inverz diszkrét Fourier-transzforméacionak, IDFT-nek nevezziik.
Tovabbi hasznos észrevétel, hogy

i,

3\'—‘

ijwn Z f]wn = j
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Igy, ha az [; sorozat valés, akkor fk = fk = ffk. Ennek az észrevételnek a segitségével

megvizsgalhatjuk a
1 n—-1
- Z fiH(t)
n30

Osszegben az egyes tagok jelentését. Az fyH(t) tag konstans, az dtlag n-szerese. Valés f;
sorozat esetén, ha 0 < k < n/2, f,. = r,(cosp, + ising,), akkor

FoHy () + f o H o (t) = ry(cos g, + isingy)(cos(2mkt/T) + i sin(2wkt /T))
+ 1y (cos ¢, — isin gy, ) (cos(2mkt/T) — isin(27kt/T))
= 2r, cos(2mkt/T + ¢y),

azaz 2r,-szor egy koszinuszos jel ¢, faziseltoldssal, tehat az eredeti jelet 1ényegében koszi-
nuszos (,harmonikus”) jelek 6sszegére bontottuk, amelyek frekvencidja az 1/T alapfrek-
vencia k-szorosa, 0 < k < n/2. A 2r,/n = 2|f.|/n = 2|f_,|/n mennyiség tigy tekintheté,
mint a cos(27kt/T + ¢;,) harmonikus jelnek az amplitiddja az F jelben, ha 0 < k < n/2;
ha k = n/2, akkor f, = f_, valés és H, = H_,, igy k = n/2 esetén a cos(2rkt/T + ¢,
harmonikus jel amplitidéja az eredeti F jelben rp./n = |fi|/n = |f_.|/n. A ¢, eltolasi
érték a , faziseltolas”.
Végiil vegyiik még észre, hogy ha az f; (j € Z) sorozat paros, akkor

=7,

SM—'

12
fi=ri=—-f
n
ahonnan R
/ k= *f = f —k>
azaz az fk sorozat is paros. Ha az f; sorozat valos és paros, akkor a fk sorozat paros és

I =1, = f_i = [y, azaz valos is. Hasonl6an, ha az f; sorozat paratlan, akkor

=7,

:M—‘

_fj = f

ahonnan R
~ 1z -

—fi = ﬁf’“ =fw

azaz f is paratlan. Ha az f; sorozat valés és pdratlan, akkor a f; sorozat paratlan és

fk =fo=rx= —fk, azaz képzetes.

x 9.2.43. FFT. A gyors Fourier-transzformécié (Fast Fourier Transform, FFT) a
diszkrét Fourier-transzformalt gyors kiszdmitdsara szolgdl. Legyen n € N' rogzitett, és
az egyszeriiség kedvéért vezessiik be az w = w, = w,! jelolést. Vegyiik észre, hogy az
el6zé pontban hasznélt jelolésekkel f, nem més, mint az f((z) = 22:01 fjxj polinom

z;, = w* helyen felvett értéke:

n—1
Owh) = 3 f5(") Zf wn =
7=0
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Az fk értékek gyors kiszamitdsahoz vezeto triikkk: ha n = nyny, akkor y = 2™ jeloléssel

ni—1
f(O) "132+k1 Z a’:klf
k=0
ahol
no—1
(1
fk1)<y): Z fn132+k1yj2a klfovla 77?’171
J2=0
Ha z = k1 whitme  wFit(u=1ne akkor a hozzé tartozé y ugyanaz, igy minden ki-

szamitott f,. (y) érték tobbszor is felhasznalhat6. Példdul, ha n, = 2, n = 2n,, akkor

k és whtm/2 helyen felvett értékeit egyszerre szamolhatjuk ki (azt is

"2 = —1) az alabbi ,pillangé mivelettel”:

JO) = 51 (@) + ok i (w2),
FO (Wktn/2) = fél)(wzk) _ wkfil)(w%).

k—+4

az 9 polinom w
felhasznalva, hogy w

Péld4ul, ha n =8, n; = 2, akkor x = w* és v = w esetén y értéke w?*, igy az

fo+ oy + f1y® + fey?
és

fi+ fy+ 9% + 9
értékeket kétszer is tudjuk hasznalni, igy a munkat nagyjabdl megfeleztiik. Természetesen
rekurzivan is alkalmazhatjuk ezt a trikkot. Az alabbi, egytitthatoikkal adott polinomok
értékeit kell kiszdmolnunk a megadott helyeken (a zaréjelben a fels6 sorban az egytitthato,
alsé sorban a helyek szerepelnek; minden sor kiszamitdsat az alatta 1évé sor kiszamitasara
vezetjuk vissza):

( fos fio fo Sy fuo S5 foo Sr )

WO, W WP W3, Wt WS, Wb W7

<h7 for fa &)

WO, WP Wt WS WO, w? oWt Wb

G5 G GH G

() () (3) &) () &) @3) ()

A fentiek alapjan rekurziv programot irhatunk a diszkrét Fourier-transzformécié
elvégzésére, ha n ,kis tényezok szorzatara” bonthatd. A gyakorlatban legtobbszor hasz-
nalt n = 2™ esetben célszerlibb azonban a rekurziét ciklussa atalakitani. Vezessiik be a
[dyd codydy] = ijl d;2771 jelolést. Definidljuk az

s¥s—1 -

(ﬁ, fyo 15 b)

om—s__1

(s) _ : ) .
Sivinreis = _Ofmmwnmﬁﬂ ha 0<s<m, ji,....j, €{0,1}
=
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,,kozbiilsé polinomokat”. Az f m) . polinomok konstansok, értékiik f Az

J1:J250+05 J [Fmdm—1---Jd2d1]"
(s) K25y _ pls+1) k2s+1 k28 p(s+1) k2s+1
Fi g @) = L5 0@ ) @ W)

s Sinm s+1) s+1 s p(s+1
I g W) = D () =t

) kQS'l)
J1od2r-:Tss J1d2rdsrl

(w

pillangémiivelet segitségével rendre az s = m—1,m—2,...,1,0 értékekre szamitjuk ki a
fiiggvényértékeket. Egyetlen n elemit A témbot hasznélunk,

( k,, .k < koky]2°
fjf?jQ,»---,js(w[ m-skm s 1---kaky]2 )

értéke Alkiky ...k, jijo - - - j.)-be keriil, ahol ky, ko, ... k. o d1s-,]s € {0,1}. Tgy az
alabbi algoritmust kapjuk (14sd a 9.2.14 &brat is):

w=10 w=19 w =10 w=10
w— 1174 w—11/8
/// S
w — 11/8 w1/16
N
y
0 s

13/8 w = 13/16
. w=17/16

9.2.14 abra: FFT; itt 17/ = cos(27p/q) — i%sin(27p/q).

/\

x 9.2.44. FFT algoritmus. Az el6z6 pont jeloléseivel az algoritmus az A tombben
1év6

A[jmjnL—l i .]2.71] = f[j7njn1—1“'j2j1]’ jla e 7j'm € {07 1}
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sorozat Fourier-transzformdltjat szamolja ki. Az egész szdmitds ,helyben”, az A témbben
zajlik, a részeredmények és végeredmény is az A tombben keletkezik, de fy, ok

mm—1-

nem az A témb [k, k,,_; ... kok,] indexii elemében foglal helyet, hanem az ebbél a bit-
sorozatbol ,bitforditassal” kapott index{ helyen:

f’:[k?mk} kal] :A[k1k2.km71km], ha k17"'7km E {0,1}.

m—1-"*

A szdmitas hasznal egy T segédtablazatot, amely az w hatvanyait tartalmazza, ,bitfordi-
tott” sorrendben:

Tl - - - Jody] = wlidzdmal = ha 4,004, €{0,1}.

Az algoritmus:

[Inicializalas.] Legyen [ < 2™~ 1.

[Menet kezdete.] Legyen j < 0 és t < 0.
[Pillang6sorozat kezdete.] Legyen k < j + 1 és w < T'[t].

—~ o~~~

= \]
= D = —

[Pillang6 miivelet.] Legyen x < A[j] és y < wA[j + {], majd legyen A[j] + x + y és
Alj+1] + x —y, végil legyen j « j+ 1.

—
ot
~

[Pillangdsorozat vége?] Ha j < k, menjiink vissza (4)-re.

(6) [Menet vége?] Ha k+1 < n, legyen j < k+1, t « ¢t + 1, és menjiink vissza (3)-
ra. (Most Alkyky .. Ky gijs - = 17 (wlmeshmesr ka2 asd az elézs
pontot.)

(7) [Vége?] Legyen | « |1/2]. Ha | > 0, menjiink vissza (2)-re, egyébként az algoritmus

véget ért.

z .0

Az eredmény kiolvasisdhoz, illetve a T tébla feltoltéséhez sziikséges ,,bitforditds” el-
tolasokkal torténhet: a szamot balra tolva, egyenként megkapjuk bitjeit, és azokat jobbra
tolassal dsszerakjuk forditott sorrendben. Még egyszerlibb a kovetkez6 természetes szam
bitforditottjat az el6z6 természetes szam bitforditottjabol szamitani, a legnagyobb helyi-
értéki bithez 1-et hozzdadva, és az dtvitelt az alacsonyabb helyiértékek (sic!) felé végezve.

Vegyiik észre, hogy ugyanaz a T tablazat kiilonbozé m értékekre is megfelel, ha a
maximélis m értékre szamoljuk ki, és csak egy kezdGszeletét hasznaljuk.

Konnyt 6sszeszamolni, hogy az algoritmus 5nlogn valés lebegépontos miiveletet
hasznal, mig a polinomértékek Horner-elrendezéssel valé kiszdmitasa ~ 2n2 lebegépontos
miiveletet hasznélna.

* 9.2.45. IFFT algoritmus. Az el6z6 pontban megadott algoritmus megfordithato,
és megforditasaval a DFT inverzére kapunk gyors algoritmust: ha a meneteket forditott
sorrendben hajtjuk végre, [ = 1,2,...,2™ Lre, és a (4) pillangémiiveletet invertaljuk,
akkor a transzformacié inverzét kapjuk:
(4) [Inverz pillangd.] Legyen x <— A[j], y < A[j + 1], majd A[j] + (x +y)/2, A[j+1]
(x —y)/(2w), végil j + j+ 1.
A felhasznélt T tabldzat ugyanaz. (4”)-ben a kettével vald osztdsokat elhagyhatjuk,
ha az egész algoritmus elején vagy végén az A témb minden elemét osztjuk 2"*-mel. Ve-
gyiik észre azt is, hogy 1/w = W, {gy itt sincs sziikség osztasra, szorzédssal is dolgozhatunk.

311



% 9.2.46. Gyors szorzas FFT-vel. Legyen f = Z f 2, g= Z;:OI gjxj7 éshaz fés

g polinomok szorzata. Tegyiik fel, hogy deg(h) = deg(f)+deg( ) < n. Mivel fk = f(w,;"),
G, = g(w, ), azt kapjuk, “hogy h( ) = f.91, vagyis ha h fokszama kisebb, mint n, azaz
h = Zn 1h @, akkor hy, = fi.g, (0 < k < n). Innen h meghatarozhaté IFFT-vel.

Igy gyors algoritmust kaptunk polinomszorzasra, amely ~ 15nlogn valés lebegépontos
miiveletet hasznal.
A ¢ alapi szdmrendszerben felirt f(q) = Z;:J [ és g(q) = Z;L:_Ol 9;¢ szamok

szorzata h(q) = 22:01 hjqj , ha a megfeleld f és g polinomok szorzata az n-nél alacsonyabb
foka h = Z;:OI hjxj polinom. (A ¢ nem lehet til nagy, mert kerekitési hibak 1épnek fel.)
Igy szémok szorzasira kapunk gyors algoritmust. Mas gyors algoritmusok is vannak.

* 9.2.47. DCT és IDCT. A mérndki gyakorlatban jobban szeretnek valds szamsoro-
zathoz valés transzformalt sorozatot rendelni. Tekintsiink egy valds valtozos valés értékii
2T szerint periodikus péros F' fiiggvényt (most célszertibb lesz T helyett 27+t haszndlni).
Legyen a mintavételi frekvencia az 1/(27") ,alapfrekvencia” 2n-szerese, ahol n > 2 egy
természetes szam, azaz legyen 7 = T'/n, és legyen 7, = 7/2. A mintavételezéssel kapott
[ = F(1y+Jj7), j € Z sorozatot az fy, f1,..., f,_1 értékek egyértelmiien jellemzik, mert
a sorozat 2n szerint periodikus, azaz f; 5, = f; (j € Z), és a parossag valamint 7, = 7/2
miatt f_; | = f;, ha 0 < j < n. A F fiiggvényt szeretnénk ,koszinuszos” jelek lined-
ris kombindciéjaként eléallitani. Tekintsikk a Hy(t) = cos(wkt/T), k € Z ugyancsak 2T
szerint periodikus péaros fiiggvényeket. A H, fliggvény mintavételezésével a

k(7+1/2
cos TFUHL2) g
n

sorozatot kapjuk. Legyen

1/2
ckufc ‘]+/), ha keZ,

azaz ¢, az (fo, f1,-- -, fn1) és a
wk 3k (2n —1)mk
<cos oy 08 5+ -2 COS 2n>
R™-beli vektorok belsé szorzata. Az
(fos frr- s Fam1) 2 (oo 1y €1)

leképezés R™-et dnmagaba képezi le. Ezt a leképezést nevezziik diszkrét koszinusz transz-
formdcionak, DCT-nek. A DCT nyilvan linearis.
Vegyiik észre, hogy

2n—1 2k\2n

, (wii)*™ —1
E (win)ZJJFl = win 472Lk —1 =0,
7=0 w4n
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ha —2n < k < 2n, k # 0. Mivel a koszinusz péros és periodikus,

”*1 1/2) 1 +1/2) 1% 1/2
Zcos (+/ 52 / 52 +/)

-1
_ ( K21 | Z:<2J+1)> _o,
3=0

ha —2n < k < 2n és k # 0. Ebbdl kovetkezik, hogy a H,, 0 < k < n fliggvények
mintavételezésével kapott h;, € R™ vektorok bels6 szorzata

n—1 . .
k 1/2 k 1/2
<hkl;hk2>: COS,]T 1(.7+ / )Cosﬂ— 2(]+ / )

n n

)

71((:08 (ks +k’2T)L(j+ 1/2) n m(ky — ky)(J+1/2) >

(¢0)]
=0 "

azaz (1) szerint ha 0 < ky,ky < n, k; # ko, akkor 0, ha 0 = k; = k,, akkor n, ha pedig
0 # ky = ky < m, akkor n/2. Innen a

t»—>—+ chHk

fiiggvény a mintavételezés t = 7/2+ j7 pontjaiban megegyezik a kiinduldsi F fiiggvénnyel.
Speciélisan, a DCT invertalhat6: ¢t = 7/2 + j7 helyettesitéssel

1/2
CO+ chcos It /)

A DCT inverzét inverz diszkrét koszinusztranszformdcionak, IDCT-nak nevezziik.

Tovabbi hasznos észrevétel, hogy kapcsolat van a diszkrét koszinusz transzforméacio
és a diszkrét Fourier-transzformacio6 kézott, a DCT kifejezhetd a DFT-vel: legyen gy, 1 =
[; €8 g5 =0, ha j € Z. Ekkor a g sorozat valds, paros, és 4n szerint periodikus. A diszkrét
Fourier-transzformaltja igy valds és paros, tehat

g +9 1 ik k
~ JkE T Ik — ik
Ik = = Z 9j UJ4£ +wzln)

2n—1 (2j+1) (2j+1)k

Wyn tw Wyn
=27 5
271,—1 . n—1 .
wk(j+1/2) wk(j+1/2)
:ijCOST:Z §C0s ————
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x 9.2.48. Kétdimenziés DFT és DCT. A kétdimenzids DFT egy (f; ;)70
méatrixhoz ( fkle)le 322_0 métrixot rendel. Definici6ja:

n;—1ny,—1

r _ —J1ky, —jaks
Fromy =D D wal™wa P f; 0 ha 0<k; <ny, 0<ky <ny.
J1=0 j=0

A definiciébél

n,—1 no—1 no—1 n,—1
n —J1ky —Joky —Joka —Jjiky
fk17k2 Z Wny Z Wny lesz Z Wn,y Z Wny fjleé )

J1=0 J2=0 J1=0

azaz a kétdimenzios DFT kiszamolhaté gy, hogy el6bb a méatrix soraira, majd az oszlo-
paira (vagy forditva) alkalmazunk egydimenziés DFT-t.
A kétdimenziés DCT definiciéja

ni—1ny,—1

+1/2)  why(jy+1/2
Ckl,k2 Z Z cos / ) cos 2( 2 / )fjpjz’

=0 jp= 2
ha 0 <k <ny, O§k2<n2.

Ez is kiszdmolhat6 tgy, hogy elébb a matrix soraira, majd az oszlopaira (vagy forditva)
alkalmazunk egydimenziéos DCT-t.

Természetesen mindkét transzformécié altalanosithaté magasabb dimenzids tom-
bokre is.

x 9.2.49. Hangtomorités. A digitalizdlt hangjel tomoritésére dltaliban veszteséges
eljarasokat hasznédlnak. Az alapgondolat: diszkrét Fourier-transzformacié felhaszndlasa a
hangjel transzformaldsara az ,idétartomdnybdl” a ,frekvenciatartomdnyba”, azaz a jel
felbontasa eltolt szinuszos jelek Gsszegére. Mivel egy zenei hang csak néhdny szinuszos jel
Osszege, a transzformacié utdn nagyon jol tomorithet6. Mivel a fiiliink nem érzékeny a
szinuszos jelek eltolasara, ez az informacié is eldobhat6. Tovabbi tomoritést tesz lehet6vé,
hogy egy erésebb hang mellett megszolalé kozeli frekvenciaji, de gyengébb hangot nem
érzékeliink, igy a kozeli frekvencidji hangokat elég durvabban kvantalni, mert a kvantalasi
zajt nem halljuk. Hasonlbéan, a réviddel az erésebb hang el6tt vagy utdn megszolald
hasonlé frekvenciaju gyengébb hangot sem halljuk. Mindezek jelentés tomoritést tesznek
lehet6vé. Durvan a tomoritést tgy képzelhetjiik, hogy a hangot DFT-vel | folyamatosan”
analizaljuk, a kapott frekvenciaspektrumboél kihagyjuk, amit tigysem hallanank, majd
prefix kod és mas kddolasi eljarasok segitségével a maradékot tomoritjitk. Visszajatszasnal
a dekodolt jelet folyamatosan visszatranszforméljuk: ez nagyjabol annak felel meg, mintha
egy nagyon jo szintetizatoron jatszanank vissza a jelet. A vazolt eljards természetesen
kordntsem ilyen egyszerii a gyakorlatban. A szabvinyok &ltaldban csak a kédot adjdk
meg pontosan. A kédolé és dekddold szoftver, illetve hardver tervezése nagyon nehéz
hangmérnoki feladat.

A jelenlegi egyik legkorszeriibb eljards az AAC (Advanced Audio Coding). Ennek
kiilonboz valtozatai képezik tobbek kozt a mozgdkép-tomoritésre (14sd ott) kifejlesztett
MPEG-2, illetve MPEG-4 kédolds hangrészét. Az eljards az MPEG-1 Audio Layer III

314



eljaras (elterjedt nevén MPS8) tovabbfejlesztésének tekintheté. DFT helyett a DCT egy
modositott valtozatat hasznalja 2048 alapponttos, vagy gyorsan valtozd hangokat tartal-
maz6 jel (altaldban beszéd) esetén 256 alapponttos ,ablakkal”. A mintavételi frekvencia 8
kHz és 96 kHz kozott valtozhat, a jel 1-48 csatornds lehet (1 csatorna: mono, 2 csatorna:
sztereo, 4 csatorna: kvadro, stb.), és bedllithaté a kédolt jelfolyam sebessége 2 kbit /s-t6l
(beszéd) 64 kbit/s-ig vagy feljebb csatorndnként, ami mér j6 minéségli zenedtvitelt tesz
lehet6vé. Ha csak kis sebességet hasznalunk, a jelveszteség természetesen megné, a miné-
ség romlik. A kédolas dltaldban nagyon processzorigényes, a dekddolas egyszeriibb, mert
a kddolas folyton valtozd paramétereket hataroz meg, a dek6dold ezeket készen kapja.

Elsésorban beszéd valés idejii (,,majdnem szinkron”) dtvitelére kifejlesztett eljards
az (LBC (Internet Low Bit Rate Codec). A mintavételi frekvencia 8 kHz, a kvantélas 16
bites. A sebesség rogzitett, a kédolas és a dekddolas is gyors. Az alapelv itt mas: az atvitt
jelfolyam lényegében egy beszédszintetizator mitkodtetéséhez sziikséges jel. Az eljaras jol
tiri a kies6 adatcsomagokat. A pontos dokumentacié: RFC 3951. Az iLBC-t hasznalja a
Googletalk.

% 9.2.50. Képtomorités. Alloképek tomoritésénél is azt hasznaljuk fel, hogy a kozeli
képelemek kozott erés a fliggdség. Ezt barmilyen szokasos tomorité eljarassal jobban ki-
hasznalhatjuk, ha az egyszeri sorfolytonos bejaras helyett a még mindig nagyon egyszeri
cikcakk bejarast alkalmazzuk: ldsd a 9.2.15 abrat.

9.2.15 abra: Sorfolytonos és cikcakk bejaras.

Tovabbi javulas érheté el, ha sokkal specidlisabb bejarast valasztunk, példaul a
Hilbert-gérbén alapuld, a 9.2.16 dbran lathatd bejarast, amely ,sokdig totyog egy hely-
ben”.

Igazan hatékony tomoritést azonban csak a specidlisan képtomoritésre kifejlesztett

eljarasok adnak. Harom elterjedt képtomoritésel fogunk megismerkedni.

x 9.2.51. PNG. A PNG (ejtsd: ping; Portable Network Grafics) fajlforméatumot digi-
talizalt képek veszteségmentes atvitelére tervezték. Csak a tomoritéssel kapcsolatos rész-
letekkel foglalkozunk (a specifikdcié 1.0 verzidja alapjan), de annyit megjegyziink, hogy
a fajl olyan, elengedhetetleniil sziikséges informdciokon kiviil, mint példaul a sorok és
oszlopok hossza és a kép tipusa, nagyon sok tovabbi, az eredeti képpel kapcsolatos in-
forméaciét tartalmaz, példdul hogy mennyi a konsztrasztvisszaadéast jellemzd ,gamma”
érték, a fehérpont és az alapszinek kromacitasai, fizikai képelem (pixel) dimenzidk stb.;
a részleteket ldsd a specifikdciéban. Nem szines képek esetén az egyes képelemek kodja
1, 2, 4, 8 vagy 16 bit lehet. Szines képek RGB-formatumban adhatok meg (Red, Green,
Blue, azaz a voros, zold, kék alapszinek intenzitdsiat megadva), 8-8-8, illetve 16-16-16
biten. Mindkét esetben megadhatunk pixelenként egy opacitas értéket is, ugyanannyi bi-
ten. Ha ez maximalis, a kép nem atlatszo, egyébként atlatszik a hattér, nullanal mar csak
a hattér latszik. Az egy képelemhez tartozo 6sszes érték kozvetleniil egymas utan jon. A
kép ,,palettaval” is megadhatod: ez egy elére megadott szintablazat, amely a palettaszinek
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9.2.16 abra: Hilbert-bejaras.
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RGB-koordinatait és opacitasat tartalmazza, ekkor a képelemek helyén a tablaindexek
vannak.

A sorfolytonosan olvasott kép minden sorat kiilon-kiilon egy , jéslas” segitségével
jobban tomorithetévé konvertaljuk. A josldshoz a képelem feletti képelem megfeleld bajt-
jat, valamint az eléz6 megfeleld bajtot és az a feletti bajtot hasznalhatjuk. Ugy kell
tekinteni, hogy az els6 oszlop el6tt és az elsd sor felett csupa nulla van. A fajlba mindig a
valédi bajt és a josolt bajt kiillonbsége keriil. Ha a — soronként megadhat6 — jéslasi méd
kodja 0, a josolt érték nulla, nincs joslas; ha 1, akkor a joslas az eléz6 megfelelé bajt
értéke, jelolje ezt a; ha 2, akkor a képelem feletti képelem megfelelé bajtja, b a joslas;
ha 3, akkor |(a + b)/2] a joslds; végiil, ha 4, akkor a Paeth-jdsldst hasznéljuk: legyen a
képelem feletti képelem elétti megfelelé bajt c; a joslas a, b és ¢ koziil az, amelyik leg-
kozelebb van a + b — c-hez, egyenl6 tavolsiag esetén a, b és ¢ koziil az dbécében elobb
allot részesitve eldnyben. A jéslas segitségével konvertalt sorokat egyméas utan irjuk és a
gzip-ben is hasznalt ,,deflate” tomoritéssel tomoritjiik.

Lehet6ség van ,el6hivods” tomoritésre is: a képet a bal felsd sarokbdl kiindulva
(maximum) 8 x 8 képelemes részekre osztjuk, majd a

1 6 4 6 2 6 4 6
T T T T T T
5 6 5 6 5 6 5 6
v T T T T 779
3 6 4 6 3 6 4 6
T T T T T 779
5 6 5 6 5 6 5 6
v T T T T 77
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tablazattal megadott sorrend szerint olvassuk: el6szor az egész képbdl az 1-esek helyén
allé képelemeket, majd a 2-esek helyén all6 képelemeket stb. Dekoédoldsnal, amikor az 1-es
helyén 4116 képelem megérkezik, az egész (maximum) 8 x 8-as blokkot ennek megfelel
szinfire festjiik. Amikor a 2-es helyén 4116 képelem megérkezik, a blokk jobb felét atfestjik
a megfeleld szinre, ezzel megduplazva a vizsszintes felbontast. Amikor a 3-asok helyén 4116
képelemek is megérkeznek, Gjra atfestjiik a blokk also felét, ezzel megduplazva a fiiggéleges
felbontéast stb.

A PNG formatum a GIF (Graphics Interchange Format) fajlformétum tovéabbfej-
lesztésének tekinthetd; ez utobbi csak sziirkedrnyalatos és ,,paletta”-szines képeket kezel,
nem hasznal joslast, és a compress parancshoz nagyon hasonlé LZW-tipust tomoritést
hasznal.

x 9.2.52. JPEG. A Joint Photographic Experts Group &ltal kidolgozott szabvany-
bél csak a digitalizalt képek veszteséges tomoritésére kidolgozott valtozat, annak is az
alapverzidja terjedt el. (A veszteségmentes valtozat a PNG-hez hasonlé.) Csak az egyik
(veszteséges) alapvaltozatot ismertetjitk vazlatosan, a sokféle paraméterezési lehetdséget
nem. J6 mindségl képeknél akar 10-20-szoros tomorités is elérhetd.

A tomorités elsé 1épése — csak szines képeknél — az RGB koordinaték transzforma-
cidja egy masik koordindtarendszerbe az

Y= T7TR/256 + 150G/256 + 29B/256,
C, = —44R /256 — 87G /256 + 131B/256 + 128,
C, = 131R/256 — 110G /256 — 21 B/256 + 128

transzformaciéval. A transzformécié a megjelenité eszkézokhoz igazodé RGB-koordi-
natdkat egy madsik, latdsunkhoz jobban igazodd koordinata-héarmasba viszi at. Ez a
koordinata-rendszer azért elonyosebb, mert az Y fizikai jelentése a képpont vilagossiga,
Cy, illetve C, jelentése pedig, hogy a szin a fehért6l mennyire tér el a kék, illetve voros
felé. A szemiink sokkal érzékenyebb a vildgossig véltozasaira, mint a szindrnyalatok
valtozéasaira, igy az Y ,vildgossdg” koordinatat nagyobb pontossiggal fogjuk atvinni,
mint a Cy és C,. ,szinesség” koordinatdkat.

Masodik 1épésként szines képnél — csak vizszintesen vagy erGsebb tomorités esetén
fiiggblegesen is — felére csokkentjiik a C és C,. képek felbontdsat, ezzel a szinesség leirdsara
szolgalé adatokat felezve vagy negyedelve. A tovabbiakban a hdrom képet egymas utan,
fiiggetleniil kezeljiik. (Persze, ha a kép nem szines, csak az Y kép van.) Mindegyiket
8 x 8 képelem méretli blokkokra bontjuk, sziikség szerint kiegészitve az utolséd ismétlésével
tovabbi oszlopokkal, illetve sorokkal.

Minden blokkra kétdimenzids diszkrét koszinusztranszforméaciot alkalmazunk. A ka-
pott transzformaltakat linearisan kvantaljuk, de a kvantalas a koszinusz-transzformalt
c;r egylitthatdira (nagyjabol) j + k, azaz a frekvencia névekedésével egyre durvul. A
kvantalas finomsagat az Y képre, illetve a C} és C, képekre tablazat adja meg. Altala-
nossagban azt mondhatjuk, hogy a kvantdlas finomabb az Y, mint a C} és C, képre. A
kvantalas utan az egyiitthaték matrixaban altalaban csak néhany nem nulla elem marad.

El8szor a blokkokat sorfolytonosan olvasva a blokkonkénti ¢ , egytitthatokat vissziik
at. Ez az egyiitthato az adott blokk atlagat reprezentalja. Mivel altalaban a szomszédos
blokkok atlaga nem nagyon tér el, az els6 blokk egyiitthatéja utdan a tobbi blokkra csak
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az egyiitthatd el6zotol vald eltérését visszitk at. Ezutan a tobbi egyiitthatd atvitele ko-
vetkezik: az egyiitthaték maétrixét cikcakkban jarjuk be (ldsd a 9.2.15 dbréat), majd a
kovetkez6 blokkra tériink &t, sorfolytonosan. Az atvitel el6tt futamkddoldst, majd prefix
kédot alkalmazunk.

A dekoddolas a kddolas forditottja. Nyilvan alkalmazhaté ,el6hivod6” dekédolas: mar
az Y'kép ¢ o egytitthatoi adnak egy durva és nem szines képet.

* 9.2.53. DjVu. Az AT&T terméke a DjVu (ejtsd: dézsa vii) képtomorité mébdszer.
Igen nagy, szkennelt képek esetében akar 1000-szeres tomoritést lehet vele elérni. Az alap-
gondolat, hogy a képet harom képre bontjuk fel: ,hdttér”, el6tér” és ,maszk” A héattér
és az elGtér drnyalatos és altalaban szines képek, a maszk pedig egy bindris kép, bitjei azt
mondjak meg, hogy az adott pont a hattérhez vagy az elétérhez tartozik. Mindharom kép
kiilon-kilon jél tomorithetd: a hattér és az el6tér felbontasat vizszintesen és fliggdlegesen
is altalaban harmadéara csokkenthetjik a minéség romlasa nélkiil, és mindkett$ nagy ho-
mogén teriileteket tartalmaz, mig a maszk bindaris, ezért tomorithetd jol. A hattér és az
elétér tomoritésére mas eljarast hasznalunk, mint a maszk témoritésére. Az algoritmus,
amely a képet hattérre, elétérre és maszkra bontja, az alabbi:

Kezdetben tekintsiik az egész képet egy blokknak, a hattér szine legyen kezdetben
fehér, az el6téré fekete, majd minden képpontot soroljunk be annak megfelel6en, hogy a
szine a hattéréhez vagy az el6téréhez all-e kozelebb, a kettd koziil az egyikhez: ez adja
a maszkot. Az 0j hattérszin a hattérhez tartoz6 osszes képpont szinének atlaga, mig az
el6tér szine az el6térhez tartozé képpontok szinének atlaga. Addig ismételjiik az eljarast,
amig a hattér, illetve az elétér szine stabilizalédik (azaz mér elegendSen keveset véltozik).
Ez az els6 1épés. Mar ez a 1épés felbontja a képet, ha csak két szin van, de altalaban nem
ez a helyzet.

Osszuk fel a nagy blokkot kisebb blokkokra, majd minden blokkra ismételjiik meg
a fenti eljarast, de most a nagyobb blokk hattér- és elotérszinével indulva, és a kisebb
blokk hattér-, illetve el6térszinét gy szamolva, hogy 0,2 sillyal a nagyobb blokk, 0,8
stllyal pedig az oda Ujonnan besorolt képelemek szinét vessziik figyelembe. Ismételjiik
ezt a lépést is, amig a hattér és az el6tér szine stabilizdlédik. Ez a méasodik 1épés.

Minden blokkot kisebb blokkokra osztva, ismételjiik meg minden kisebb blokkra
a masodik lépést. Ezt addig folytatjuk, amig elég finom nem lesz a felosztds, azaz a
képelemek szine mar elég keveset tér el az elGtér, illetve a hattér szinétol.

Az, hogy a mésodik lépésben mindig figyelembe vessziik a nagyobb blokk héttér-,
illetve el6térszinét is, akkor vélik fontossa, ha egy kisebb blokk csak elGtér- vagy csak
hattérpontokat tartalmaz. Ekkor a stlyozas nem engedi, hogy az el6tér, illetve a hattér
szine ,elmasszon” a nagyobb blokk el6tér, illetve hattér szinétol.

A pontos algoritmus tovabbi ,szlir6ket” tartalmaz, amelyek a fenti alapalgoritmus
hibait kiiszobolik ki. A dekddolas nyilvanvalé.

x 9.2.54. Mozgdbkép-tomorités: MPEG. Mozgdkép-tomoritésre altalanosan elter-
jedt az MPEG (Moving Pictures Experts Group) eljards l-es viltozata, és terjed a 2-es
és 4-es valtozat is. Csak az MPEG-1-ben hasznalt alapelveket ismertetjiik vazlatosan.
Nyilvén egy filmnél vagy videotfelvételnél két egymés uténi kép (,,frame”) altaldban
nagyon hasonlit egymasra, legtobbszor csak elmozdulnak egy kicsit a képrészletek. Az els6é
képet mint alléképet vissziik at. A tovabbi képek atviteléhez az el6z6 képet hasznaljuk
joslasra”: a képet kis részekre bontjuk, majd minden kis részhez megkeressiik a leginkabb
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hasonlé képrészletet az el6z6 képen, atvissziik az elmozdulasvektort és a képrészletek
kiilonbségét.

Ha minden tovabbi képre ezt az eljarast hasznalnank, a felhalmoz6dé hibak mi-
att a képek hamar haszndlhatatlannd vélnanak. Ezért néhdny megjosolt (predicted, P)
kép utdn djra egy teljes bemend (intra, I) képet kell dtvinniink. Tovabbi tomorités ér-
heto el, ha észrevessziik, hogy bizonyos képrészletek csak egy kés6bbi képbdl jésolhatok,
példéul egy mozgd targy mogott felbukkanod hattér. Az I, illetve P képek kozé tehat
kétirdnya (bidirectional, B) képeket célszer(i beiktatni, amelyek részleteit egy-egy el6t-
tiik vagy mogottik 1é6ve6 1, illetve P kép segitségével josoljuk. Természetesen ezeket csak
akkor lehet kédolni, illetve dekdédolni, ha mar rendelkezésre all nemcsak az el6ttiik, ha-
nem a mogottilk 16vé P vagy I kép is. Tehat a képek sorozata példaul a kévetkezo lehet:
IBBBPBBBPBBBPBBBIBBBPB.. ..

Konkrétabban, az MPEG-1 szabvany szerint a hang és kép tovabbitasa lényegében
fuggetleniil, bar szinkronizalva torténik. A hangétvitellel mar foglalkoztunk. A képétvitel
legkisebb egysége a makroblokk. Ez 16 x 16 képelem vilagossag adatait tartalmazza négy
8 x 8-as blokkra bontva, valamint mindkét iranyban fele akkora felbontassal, mint a
vildgossagot a kétféle szinességi adatot, két 8 x 8-as blokként. Az I képek atvitele a
JPEG-nél megismerthez nagyon hasonléan torténik, ezt nem részletezziik.

A P képek atvitelénél néhdny makroblokk lehet I tipusi, ezeket gy kédoljuk, mint
az I képeknél. A makroblokkok nagy része azonban P tipusi: tartozik hozza egy elmoz-
dulésvektor, és csak az el6z6 1 vagy P kép igy megadott részétdl vald eltérést kodoljuk.
A kédolds egyébként hasonld, mint az I tipusi makroblokknél, de a kvantalasi tébla
méas. Mivel az elmozduldsvektorok nagyon hasonlbak, csak a kiilonbségiiket taroljuk, az-
az a joslas mindig az el6z6 makroblokk elmozdulasvektora. A kép sorfolytonosan olvasott
makroblokkjainak folyamat szeletnek nevezett részekre bontjuk. A szelet elején és még
néhany mas esetben, példaul I tipusi makroblokk esetén, a josolt elmozdulasvektor nul-
lazodik. Mivel a makroblokkok nagy része nulla lesz, ezért minden makroblokk tartalmaz
egy ,ugras” kédot, amely megadja, hogy utdna hany nulla makroblokk kovetkezik. Még
a nem nulla makroblokkokndl is az egyes blokkok gyakran nulldk, ezért a makroblokk
tartalmaz egy hatbites maszkot, amely megmondja, melyek az érdemi blokkok a négy
vildgossag és a két szinesség blokkbdl, a tébbi nulla.

A B képek atvitele nagyon hasonlé a P képek atviteléhez, de itt minden blokkhoz a
P képnél szerepl6 ,elére” elmozdulasvektoron kiviil egy ,hatra” tipusi elmozdulasvektor
is tartozhat. Ha csak ,elore” vektor szerepel, a blokkhoz a jéslast az el6z6 I vagy P kép
adja, ha csak ,hatra” vektor szerepel, akkor a kovetkez6 I vagy P kép, ha mindketto,
akkor az el6z6 és a kovetkezd 1, illetve P képbdl adddd joslas szamtani kozepének alsod
egész része.

Az sszes fent emlitett paraméter (elmozduldsvektor, hatbites maszk, ugraskod stb.)
egyenként vagy csoportosan kiilon az adott célra optimalizalt prefix kéddal van kédolva.
A dekédolas elég gyors, a kddolas viszont meglehetésen idbigényes: az idedlis elmozdu-
lasvektorok megkeresése minden makroblokkra nem egyszerii. Léteznek maés eljarasok
gyorsabb kdodolassal, de rosszabb mindséggel, példaul videdtelefonhoz.

9.2.55. Tovabbi feladatok megoldasokkal. [28], [29]: 4.4-4.8, 4.10, 4.12-4.13,
4.34-4.42, 4.44-4.59.

9.2.56. Tovabbi feladatok. [25]: V.3.1-V.3.5, V.3.7-V.3.11, V.3.13-V.3.31.
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9.3 Hibakorlatozo kdédolas

A hibakorldtozo kédokat két csoportba sorolhatjuk: hibajelzé kédok és hibajavito
kédok. Mindkét tipussal foglalkozunk. Mindkét esetben az tizenethalmaz elemeihez kod-
szavakat rendeliink, és a kddszavak segitségével probaljuk a hibdkat jelezni, illetve javi-
tani. Ha az {izenet konnyen megismételhetd, akkor a hangsily altaldban a hibajelzésen
van, ha azonban az ismétlés nehéz vagy lehetetlen, akkor a hibajavitdsra tolédik &t. A
hibakorlatozé kdédokkal kapcsolatban mindig feltessziik, hogy az egyes kddszavak hossza
azonos, a kodszoé betiii egy adott véges abécé, a koddbécé elemei, és az atvitel sordn nincs
szinkronhiba, vagyis a vétel helyére a kodabécének ugyanannyi betiije érkezik meg, mint
amennyit elkiildtiink.

9.3.1. Hibajelz6 kédok feladata. A hibajelz6 kdédok feladata, hogy a vétel helyén
észrevegyiik, ha az atvitel soran az adat megvaltozott. Minden hibat természetesen nem
lehet felderiteni, hiszen abban az esetben, ha egy elkildott kédszdé ugy valtozik, hogy
a vétel helyére egy masik kodszé érkezik, akkor a vevének semmi oka nincs kételkedni
abban, hogy az elkiildétt kédszé az volt, mint ami megérkezett. Minden olyan esetben
azonban, amikor az érkezo jelsorozat kiillonbozik valamennyi lehetséges kddszotdl, a vevo
biztos lehet benne, hogy az atvitel soran sériilt a jelsorozat.

9.3.2. Példa. Legyen d,,d,,...,d, decimdlis szaimjegyek egy sorozata, n < 10. Egé-
szitstik ki a sorozatot egy n + l-edik ,szamjeggyel”  amelynek értéke

m

d,yy =Y jd; mod 11;

j=1
ha b, ; = 10, akkor az X ,rémai szdmjegy”. Ha valamelyik szdmjegyet elirjuk, akkor az
Osszefliggés nyilvan nem teljesiilhet: ha d; helyett d’-t frunk, akkor az 6sszeg j(d;—d;)-vel
nétt, ami nem lehet 11-gyel oszthat6. Ugyanez a helyzet, ha 1 < j < n-re d;-t és d; -et
feleseréljiik: az 6sszeg jd; g + (j + 1)d; — jd; — (j+ 1)d; .y = d; — d;, -gyel véltozik, ami
csak akkor lehet oszthaté 11-gyel, ha d; = d;. ;. Ez az ellenérz8 ,szdmjegy” tehdt véd az
egyszeres tévesztések és a felcserélések ellen. Ezt hasznaljak konyvek ISBN-szaméanak és
a magyar személyi szamoknak gépelési hibdk elleni védelmére.

9.3.3. Példa: paritasbites kéd. A legegyszer(ibb hibajelz6 kéd a paritdsbites kdd.
Legyen példaul az tizenethalmaz az n-bites bindris jelsorozatok halmaza, és egészitsiik ki
ezeket a jelsorozatokat egy n + l-edik bittel, az igynevezett paritdsbittel: amennyiben
egy tizenetben az 1-esek szama paratlan, akkor irjunk a bitsorozat végére egy 0-t, mig az
ellenkez6 esetben egy 1-et (vagy forditva, de egy adott kédban mindig ugyanazon szabdly
szerint). Az igy kiegészitett, n + 1-bites szavak mindegyikében paratlan sok 1-es van. Ha
most egy ilyen kédszot elkiildiink, és a vevohoz olyan szé érkezik, amelyben az egyesek
szama paros, akkor biztos, hogy hiba tortént az atvitel soran. Ha viszont az egyesek
szdma paratlan, akkor gy kell tekintentink (de nem &allithatjuk), hogy nem tortént hiba.
Koénnyen belathatjuk, hogy az el6bbi eset akkor kovetkezik be, ha az atvitel soran paratlan
sok helyen sériil a kddszd, mig az utébbi akkor, ha paros sok helyen torténik valtozas.
Ez azt jelenti, hogy minden olyan esetben észrevessziik a hibat, ha egy hiba torténik, de
van olyan eset, amikor két hiba torténik, és ezt nem vessziik észre (s6t a konkrét esetben
péros sok hiba esetén mindig ez a helyzet). Ez indokolja az aldbbi definici6t.
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9.3.4. Hibajelz6 kéd. Egy kéd t-hibajelz6, ha minden olyan esetben jelez, amikor
egy elkiildott kodszo legfeljebb ¢ helyen valtozik meg. A koéd pontosan t-hibajelzs, ha
t-hibajelz6, de nem t + 1-hibajelz6, azaz van olyan ¢t + 1 hiba, amelyet a kod nem jelez.
Ko6nnyl olyan feltételt adni, amely jellemzi a ¢-hibajelzd, illetve a pontosan t-hibajelz6
kédokat:

9.3.5. Kbédok tavolsdga és silya. A koédabécé két egyforma hosszi szavanak, u-
nak és v-nek a Hamming-tdvolsdga, d(u,v), az azonos poziciéban 1év6 kiillonbo6zé jegyek
szama, és a kod tdvolsdga, d(C), a kiilonbo6z6 kédszéparok tédvolsigainak minimuma, ahol
C a kédszavak halmaza, réviden a kod. A kdd sebességén logq(h(C)) /n-et értjiik, ahol g a
kédébécé elemeinek szama. Nyilvan a kddsebesség soha nem nagyobb 1-nél.

A Hamming-téavolsag rendelkezik a tavolsdg szokdsos tulajdonsigaival, vagyis bér-
mely u, v, z-re
(1) d(u,v) > 0;

(2) d(u,v) =0 akkor és csak akkor, ha u = v;

(3) d(u,v) = d(v,u) (szimmetria);

(4) d(u,z) < d(u,v) 4+ d(v, 2) (hdromszig-egyenlétlenséy).

Nyilvanvald, hogy ha egy kéd minden kddszavanak betiiit ugyanazzal a permutacio-
val permutdljuk, a kédszavak tavolsdga nem valtozik. Ugyancsak nem valtozik a kodsza-
egy adott helyen az ott 1év6 betli helyére a permutacié altali képét irjuk; azon kddokat,
amelyeket egy adott kodbdl ezen tavolsagtarto leképezések véges sokszori alkalmazasaval
kapunk, az adott kéddal ekvivalens kédoknak nevezziik.

Ha a kédabécé egy A additiv Abel-csoport, akkor a kédédbécé egy u szavanak a w(u)
Hamming-stlya a nulldtél kiillonboz6 jegyeinek szdma, mig a kéd w(C) siilya a nem nulla
kédszavak stlyainak minimuma (ha van nem nulla k6dszé, azaz a csoport nem egyelemdi).
Konnyt belatni, hogy d(u,v) = w(u — v), és w(u) = d(u,0), ahol 0 az azonosan nulla
k6dszé; specidlisan w(u + v) = w(u) + w(v). Ha még az is igaz, hogy a kddszavak maguk
is Abel-csoportot alkotnak a koordinatankénti miivelettel, azaz a kédszavak C halmaza
az A™ egy részcsoportja, akkor csoportkddrol beszélink. Ekkor d(C) = w(C). Péld4ul
paros paritasra vald kiegészitéskor a paritaskdd csoportkod, mig paratlan paritasra vald
kiegészitéskor nem.

A tovabbiakban egy kéd tévolsigit d és a sulydt w jeloli. (A megadott jelolések
kissé pontatlanok, hiszen ugyanaz a betii jeloli a fliggvényt, mint két kédszd, valamint a
koéd tavolsagat, és hasonld igaz a silyra is, de a kornyezet alapjan mindig viladgos lesz,
hogy éppen minek a jel6lésérél van sz6.) Mivel két kddszo legaldbb d helyen kiilonbozik,
igy, ha egy elkiilldott kodszo az atvitel soran legalabb egy, de d-nél kevesebb helyen sériil,
akkor az igy kapott szé biztosan nem kédszé. Ugyanakkor van a kédban két olyan kodszo,
amelyek pontosan d helyen kiilénboznek, és ha az egyiket kiildik, és ez tigy valtozik, hogy
éppen a masik érkezik meg, akkor d hiba tortént, de ezt a vétel helyén nem vessziik észre,
nem tudunk jelezni. Ebbol kévetkezik, hogy a bevezetett téavolsdgfogalommal egy kéd
akkor és csak akkor t-hibajelz6, ha t < d, és akkor és csak akkor pontosan t-hibajelz6, ha
t = d — 1, tehat nagyobb tavolsdg nagyobb hibajelz6 képességet jelent.

A paritasbites kod esetén a kod tavolsaga 2. Az eredeti tizenethalmaz elemei kozotti
tavolsdg ugyanis legalabb 1, és vannak olyan n-bites sorozatok, amelyek éppen egy he-
lyen kiilonboznek. Ekkor az egyik {izenetben az 1-esek szama paros, a masikban paratlan,
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vagyis a kiegészité bit kilonbozni fog a két kddszéban, és a két kddszo éppen 2 helyen
kiilonbozik egymastol, ezen kodszavak tavolsaga 2. Ugyanakkor azok a kiegészitett bit-
sorozatok, amelyek eredetileg legalabb két helyen tértek el egymastol, a kiegészités utan
is legalabb két helyen fognak kiilénbozni, vagyis ezek tavolsaga ismét minimum 2, és igy
a kod tavolsdga valéban pontosan 2. Ez azt jelenti, hogy ez a kéd pontosan 1-hibajelzo,
ahogy azt fentebb méar megallapitottuk.

A paritasbites koddal a hibat csak érzékelni, jelezni tudjuk, de a hibas jelsorozatot
nem tudjuk kijavitani. A hiba javitasahoz tudni kellene, hogy a beérkezett jelsorozat
melyik pozicién sériilt (és ha a kdéd nem lenne bindris, akkor azt is, hogy a sériilt helyen
mi volt eredetileg). Abbdl, hogy az egyesek szdma nem megfelel$ parossdgu, tehat tudjuk,
hogy tortént hiba, de nem tudjuk megallapitani, hogy melyik bit hibdsodott meg, ugyanis
barmelyik (egyetlen vagy péaratlan szamu) bit meghibdsodédsa ugyanezt eredményezi.

9.3.6. Minimalis tavolsagt dekdédolas. Emlitettiik, hogy csupan a vett adatb6l nem
mindig tudjuk megallapitani, tortént-e hiba, hiszen barmely elkiildott kodsz6 megvaltoz-
hat tgy az atvitel sordn, hogy barmely masik sz6, példaul akarmelyik koédszé érkezzen
meg a vétel helyére. A hibajavitdshoz meg kell adni egy tgynevezett dontési fligguényt,
amely barmely lehetséges jelsorozathoz hozzarendel egy és csak egy kdszot. (Az is lehet-
séges, hogy nem minden sz6 esetén akarunk donteni.) Ezt a dontési fliggvényt kell tgy
meghatarozni, hogy a dontési hiba, tehat az a hiba, hogy egy beérkezett jelsorozathoz nem
a ténylegesen elkiildott kdédot rendeljiik, a lehetd legkisebb legyen. Az elébbi feltételnek
megfelel6 legjobb fliggvény nem csupan az atviteli csatornatél fiigg, hanem az {izenetek
eloszlasatdl is, ezért helyette dltaldban egy maéasik dontési fiiggvényt alkalmazunk. Elég
természetesnek tlinik azt feltenni (bar ez nem mindig teljesiil), hogy egy vett széban
el6forduld kevesebb hiba valdszintibb, mint a t6bb hiba, vagyis nagyobb valészintiséggel
volt az iizenet egy olyan kodszd, amely a vett sz6tdl kevesebb helyen tér el, mint amely
tobb helyen kiilonbozik t6le. Masként szélva, egy vett sz6 esetén azt a kddszdét valasztjuk,
amely téle a lehet6 legkevesebb helyen tér el, azaz a tavolsaga a vett sz6tol minimalis. Az
ilyen dontési fiiggvény altal meghatarozott dekddolast minimadlis tdvolsdgi dekddoldsnak
mondjuk. Ilyenkor elé6fordulhat, hogy egy adott széhoz egynél tébb minimalis tavolsdgra
1év6 kodszo van. Ekkor vagy kivalasztunk ezek koziil egyet, és az lesz a dontés eredménye
(de egy adott dontési fiiggvény esetén az ilyen vett sz6 esetén mindig ugyanazon kivélasz-
tott, minimalis tavolsdgra 1év6 kddsz6é mellett dontiink!), vagy az ilyen szé esetén nem
dontiink, csupan jelezziik a hibat.

Legyen példaul {0010,0100, 1111} egy bindris kéd. Ekkor az egyes négybites szavak-
tol minimalis tavolsagra 1évé kodszavakat a 9.3.1 tablazat mutatja. Lathaté, hogy négy
esetben nem egyértelmi a helyzet. Egy lehetdség, hogy ezekben az esetekben is dekddo-
lunk, és példaul az eldl all6 kdédszavakra dontiink. A maésik lehet&ség, hogy amennyiben
a vett sz6 az elébbi négy sz6 valamelyike, akkor nem dontiink, csak jelezziik a hibat.
Ha példdul a harom kédszé harom szint, mondjuk a fehéret, feketét és pirosat kddolja
a példaban megadott sorrendben, és mondjuk a kédolt tizenet a fekete volt, mig a vétel
helyén a 0000 sz6t kell dekddolni, akkor a tablazat alkalmazasaval a fehérre dekédolunk,
ami adott esetben igen rossz dontés lehet. Ebben az esetben célszeriibb nem donteni, ha-
nem jelezni a hibat, és ha lehet, akkor megismételtetni ezt az iizenetet, vagy valamilyen
mas médon, példaul a kérnyez6 pontok szine alapjan donteni. Azt azért megismételjiik,
hogy a dontési fliggvényt a rendszer tervezésekor rogzitettiik, és a tovabbiakban mindig
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0000 ~— 0010 0100
0001 + 0010 0100
0010 + 0010
0011 + 0010
0100 + 0100
0101 ~— 0100
0110 + 0100 0010
0111 — 1111
1000 — 0100 0010
1001 — 1111
1010 ~ 0010
1011 - 1111
1100 + 0100
1101 — 1111
1110 — 1111
1111 = 1111

9.3.1 tablazat: Egy dontési fiiggvény.

ugyanuigy kell eljarnunk az adott rendszer keretein beliil. A dontési fliggvény tablazattal
valé megadasa egyszerii, de rendkiviil helyigényes, ezért jobb modszereket fogunk keresni.

Megfigyelhetjiik, hogy a dekddoléas két részre bonthaté: a hibajavitdsnal megprobal-
juk meghatdrozni, hogy mi volt az elkiildott kddsz6 (ez a nehezebb), majd visszaallitjuk
az iizenetet. Mivel az utébbi egyértelmii, ezért hibajavité koédok dekddoldsan legtobbszor
csak a hibajavitast értjik.

9.3.7. Hibajavit6 kéd. Egy kod t-hibajavito, ha minden olyan esetben helyesen javit,
amikor egy elkiildott kodszo legfeljebb t helyen valtozik meg. A kdd pontosan t-hibajavito,
ha t-hibajavité, de nem t+1-hibajavitd, azaz van olyan t+1 hibaval érkezé tizenet, amelyet
a kéd helyteleniil javit, vagy nem javit.

Egy d tavolsdgti kod esetén minimdlis tavolsdgi dekddoldssal ¢ < d/2 hiba esetén
biztosan jol dontiink, hiszen a haromszog-egyenlétlenség kovetkeztében az eredetileg el-
kiildott kédszétol kiilonbozd barmely mas kddszé biztosan d/2-nél t6bb helyen tér el a
vett sz6t6l. Viszont ¢ > d/2 esetén nincs olyan dontési fiiggvény, amely ¢-hibajavit6, mert
a kédban van két olyan kddszo, mondjuk u és w, amelyek pontosan d helyen kiilénboznek.
Irjunk u-ban ebbél a d szdmu poziciébol ¢ (de legalabb d) helyre a w megfelel6 pozicidjan
talalhaté betiit, és jeloljuk az igy kapott szét v-vel. A v az u-t6l ¢t helyen kiilonbozik,
mig w-t6l max{0,d —t} < d/2 <t helyen. Ha a dekddolds t-hibajavité lenne, akkor v-t
egyrészt u-ra, de masrészt w-re kellene javitania. Tehat egy d-tavolsagi kéd minimalis
tévolsagn dekddoldssal minden ¢ < d/2-re ¢-hibajavito, és pontosan | (d—1)/2|-hibajavité.

Altalanosabban, legyenek s > t természetes szdmok. Egy kéd t-hibajavit és
s-hibajelz6, ha minden legfeljebb ¢-hibat kijavit és minden legfeljebb s-hibat jelez
(ideértve a kijavitott legfeljebb t-hibdkat is). Megmutatjuk, hogy ha t + s < d, akkor
minimalis tavolsagi dekddolassal minden ¢-hiba kijavithaté és minden s-hiba jelez-
heté. (Szabadon donthetiink tehat: ha kevesebb hibat akarunk kijavitani, akkor tébb
hibat jelezhetiink.) Valdban, ha legfeljebb ¢-hibat javitunk a minimdlis tévolsdgi de-
kédolassal, akkor 0 < r < s hiba esetén, ha u volt az eredeti kddszd és v a vett
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tizenet, akkor barmely wu-t6l kiillonboz6 w kédszéra d(v,w) < t lehetetlen, mert ebbdl
du,w) < d(u,v) +dv,w) < r+t < s+t < d kovetkezne, igy r hibdt biztosan
jelezni tudunk akkor is, ha minimalis tavolsagti dekédolassal minden t-hibat kijavitunk.
Masrészt, ha egy kéd t-hibajavito és s-hibajelzd, akkor ¢t 4+ s < d: valéban, ha u és w két
k6dszé, amelyek tavolsdga d, és t + s > d, akkor az u kédszét t (de legfeljebb d) helyen
megvaltoztatva agy, hogy ott kiillonbodzzon u-tél és megegyezzen w-vel, ha az igy kapott
v 8z0t vesszik, azt u-ra kell javitanunk, pedig lehet, hogy w-bdl keletkezett legfeljebb s
hibéval.

* 9.3.8. Hibajavitas ismert hibahelyekkel. Legyen egy kéd tavolsaga d, és tegyiik
fel, hogy az atvitel soran t + r hiba 1épett fel, amelyekbdl r hibanak ismerjiik a helyét
(példdul, mert a kédbetiiket egyenkénti paritdsellenérzéssel vissziik at). Ha a kédabécé
kételemii, akkor az ismert helyl hibdkat nyilvan ki tudjuk javitani. Egyébként, ha 2t4+r <
d, akkor a hibakat ki tudjuk javitani: Legyen u az eredeti kodszd, v a vett szd, w egy
tetsz6leges kddszo. Jelolje 4, U és @ azokat a szavakat, amelyeket tigy kapunk, hogy az
adott r helyen &4ll6 betiiket elhagytuk. Véalasszuk ki ezen ,roviditett” @, w kddszavak
koziil azt, amelyik legfeljebb ¢ helyen tér el U-tél; ilyen egyetlenegy van, @, mert u # w
esetén d < d(u,w) < d(a,®) +r < d(u,v) + d(0,w) +r < t +r + d(0,w), ahonnan
d(v,®) > t. Az U ismeretében u egyértelmiien adddik, mert u # w esetén @ # @, hiszen
r < d. Masrészt, ha egy kéd barmely ismert r helyen és ismeretlen ¢ helyen fellépé hibajat
ki tudjuk javitani, akkor 2t 4+ r < d. Valdban, ha u és w két kddszd, amelyek tavolsidga d,
és 2t +r > d, akkor az u kodszét t (de legfeljebb d) helyen megvéltoztatva gy, hogy ott
megegyezzen w-vel és r (de legfeljebb d —t) helyen megvaltoztatva gy, hogy ott egyikkel
se egyezzen meg, ha az igy kapott v szét vessziik, és ismerjik az r helyet, azt u-ra kell
javitanunk, de lehet, hogy w-bdl keletkezett legfeljebb t ismeretlen helyii és legfeljebb r
ismert hely@ hibaval.

9.3.9. Ismétléses kdéd. Legyen egy binarisan kédolt {izenethalmazunk, és kiildjiik
el az {lizenetet gy, hogy minden egyes bitet meghdromszorozunk, azaz ugyanazt a bitet
haromszor egymas utan kiildjiik. A vétel helyén a harom &sszetartozé bit koziil legalabb
ketté azonos lesz, igy a minimalis tavolsagi dekddolas esetén a vett harom bithez a
tObbségi dontés alapjan rendeliink egy bitet. A dontési hiba még jelentésen csdkkenthetd,
ha az eredeti egy bit helyett nem harom, hanem 5,7,9,...,2n + 1 stb., az eredeti bittel
azonos jegyet kiildiink. Meghatérozott feltételek esetén igazolhatd, hogy n névekedésével a
dontési hiba valészintisége a 0-hoz tart. Ebbdl azonban hiba lenne arra kévetkeztetni, hogy
megtalaltuk a szinte biztosan hibatlan adatatvitel médjat. Egyrészt, mint emlitettiik, az
el6bbi eredmény csak bizonyos feltételek esetén teljesiil. Mésrészt nézziik meg, hogy mi
ennek az dra. Az egyes bitek atviteléhez adott, 0-nal hosszabb idére van sziikség, igy
n novekedésével az {lizenet egy-egy bitjének atviteléhez sziikséges id6 is nd, és tart a
végtelenhez, vagyis az 1 valészinliséggel hibatlan atvitel esetén egyetlen bitnyi iizenetet
sem tudunk tovabbitani. Az atviteli id6 névekedése egyben az atvitel koltségét is noveli, az
is tart a végtelenhez. Szerencsére a helyzet nem ennyire rossz. Shannon egy tétele szerint
bizonyos feltételek teljesiilése esetén lehet az tizeneteket Ugy kddolni, hogy az atvitel
sebessége egy — csak a csatornatdl fiiggd — értéket, a csatornakapacitist tetszolegesen
megkozelitsen, mikdzben a dekédolas hibaja tetszolegesen kis érték ala szorithato. A tétel
elméleti jelentGségii, ugyanis ilyen kédot nem sikeriilt konstrudlni, és még ha sikeriilne is,
akkor is hasznalhatatlan lenne a gyakorlatban, olyan nagy lenne a kodszavak hossza, és
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olyan nagy lenne a kddszavak szdma. A tétel fontossdga mégis felbecsulhetetlen, ugyanis
azt igazolja, hogy lehetséges olyan kédot konstrudlni, amelynél mind a sebesség, mind a
dontési hiba kielégit egy redlis elvarast. (Az Gjabb, tgynevezett kdd turbd kédokndl egyes
specidlis esetekben az atvitel sebessége megkozeliti a csatornakapacitast, de a dekédolas
nehéz; egyeldre ezeket féleg az lirtdvkozlésben hasznaljak.)

9.3.10. Kétdimenzids paritasellendrzés. A korabban targyalt paritaselemes kéd
segitségével konnyen tudunk egy minimalis tavolsigu dekddolassal 1-hibajavité koédot
konstrualni. Legyenek az lizenetek n-bites szavak, és tegyiik fel, hogy m tlizenetiink van.
Egészitsiink ki minden kdédszot egy paritasbittel példaul paratlan paritdsuva, majd m
ilyen k6dszobol alkossunk egy blokkot. Irjuk egymds ald a blokk n + 1-bites kédszavait,
és most az egy-egy oszlopban all6 m-bites sorozatokat egészitsiik ki egy-egy paritasbittel,
példdul paros paritasuva. Az igy kapott n+ 1-bites széval kiegészitve a blokkot kapjuk az
eredeti m tlizenet kédjat, amelyet a 9.3.2 tdblazat mutat. A gyakorlatban ezt a kddolasi
sémat példaul magnesszalagokon alkalmazzak, és ott az egyes szavak nyolc bitbdl allé
bajtok, vagyis n = 8. Ilyenkor szokés az egyes bajtok ellenorzésére szolgald paritasbiteket
VRC-nek nevezni, ami a Vertical Redundancy Check (keresztirdnyt ellen6rzés) kezddbe-
tlibdl all6 rovidités, mig az ellendrzé bajt az LRC, azaz Longitudinal Redundancy Check
(hosszirdnyu ellenérzés).

bo o . bo,j - bo 1 bo.n
bv,O bi,j bi,n—l bi,n
bmfl 0 bmfl,j m—1,n—1 bmfl,n
bm,O bm,j N bm,nfl bm,n

9.3.2 tablazat: Kétdimenziés paritasellenérzés.

Ez a rendszer barhol fellépd egyetlen hiba esetén képes azt javitani. Ha ugyanis b, ;,
és csak ez a bit hibas, akkor pontosan egy hiba van az i-edik széban, tehat ennek ellen-
Orzése soran hibajelzést kapunk. Az Osszes tObbi szé ellenérzése azt adja, hogy azokban
nincs hiba, és hasonloan, a j-edik és csak a j-edik oszlop ellendrzésénél hibajelzésre ke-
riill sor, vagyis a két eredménybdl azt kapjuk, hogy az i-edik szé j-edik bitje és csak ez
a bit hibas, amit ennek a bitnek a komplementalasaval kijavithatunk. Eszerint azonban
minden olyan esetben, amikor az i-edik és csak az i-edik széban, valamint a j-edik és
csak a j-edik oszlopban kapunk hibajelzést, azt gondoljuk, hogy ez a bit hibasodott meg,
és ezt ,javitjuk”, vagyis az ellenkez&jére valtoztatjuk. Pedig konnyen belathatjuk, hogy
ellendrzéskor ugyanerre az eredményre jutunk akkor is, ha minden oszlopban és minden
széban, kivéve a j-edik oszlopot és i-edik szdt, paros szami hiba 1ép fel (ebbe beleértve
a hibétlan esetet is 0 hibdval), mig a kitiintetett i-edik széban és j-edik oszlopban is a
hibak szama paratlan. Ilyen példaul, ha az i-edik széban a j + 1-edik bit, valamint az
1 + l-edik sz6 j-edik és j 4 1-edik bitje, tehat 6sszesen harom bit hibasodik meg. A vé-
tel helyén semmilyen mdédszerrel nem tudjuk eldénteni, hogy valéban egy hiba tortént-e,

325



és igy helyesen javitunk, vagy a megfigyelt hibajelzés tobb hiba egyiittes hatdsa, ami-
nek kovetkeztében vagy egy addig helyes bitet ,javitunk” helytelenre, vagy egy tényleg
hibas bitet javitunk, de még tovabbi, felderitetlen hiba is van a vett tizenetben. Hason-
l6an el6fordulhat, hogy volt hiba, de észre sem vessziik, nevezetesen, ha minden széban
és minden oszlopban a hibak szdma paros. Ennek tipikus példdja, amikor négy hiba egy
téglalap négy sarkaban 1ép fel, ahol a téglalap két éle egy-egy széban van. Végiil el6fordul-
hat, hogy egynél tobb széban, illetve egynél tébb oszlopban kapunk hibajelzést, amikor
biztosan tudjuk, hogy volt hiba, de a hibak szama egynél nagyobb, igy javitasra ebben a
rendszerben nincs lehet6ségiink. Ennek legegyszeriibb példaja, amikor pontosan két hiba
1ép fel. A most ismertetett rendszert nevezhetjiik kétdimenzids paritisellendrzésnek. Mint
emlitettiik, ilyet haszndlnak nagy magnesszalagos taroléknal (egy bizonyos rogzitési méd
esetén, mert tobbféle is létezik), ahol egymés mellé irjak ki egy kiegészitett bajt 9 bitjét,
és az adatokat mindig blokkosan taroljak. Ebben az esetben keresztiranyban paratlanra,
mig hossziranyban parosra egészitenek ki.

9.3.11. Hamming-korlat. Ha egy ¢ elemii dbécé bizonyos n hosszi szavaibdl all6 C
kéd t-hibajavité, akkor barmely két kodszora a télitk legfeljebb ¢ tavolsdgra 1évo szavak
halmazai diszjunktak. Mivel egy kddsz6tél j tavolsagra pontosan (?) (g — 1)/ sz6 van, azt

kapjuk, hogy
t
CHONWIEVEYS

J=0

Ez a Hamming-korlat a kédszavak szamara adott t-nél. Ha egyenloség teljesiil, akkor a ké-
dot tokéletesnek nevezziik. (Nyilvan ¢ egyértelmiien meghatérozott.) Mivel kevés tokéletes
kéd van, a gyakorlatban az aldbbi korlat fontosabb.

9.3.12. Singleton-korlat. Ha egy ¢ elemii 4bécé n hosszu szavaibol allé6 C kéd tévol-
sdga d, akkor minden k6dsz6bdl elhagyva d — 1 betiit (ugyanarrdl a d — 1 helyrél), még
mindig kiilonboznek a kddszavak, de csak n—d + 1 hossztiak. Innen a kddszavak szamara
azt kapjuk, hogy §(C) < ¢" 41, mésként d < (n + 1)/logq(h(C)); ez a Singleton-korlét.
Ha egyenl6ség 4ll, a kédot mazimdlis tdvolsagu szepardbilis kodnak, MDS-kédnak nevez-
ziikk. Ekkor §(C) = ¢*, ahol k = n —d + 1. A szepardbilis (elvdlaszthatd) kéd elnevezést
az indokolja, hogy (barmely) rogzitett d — 1 = n — k helyen &ll6 betiiket elhagyva a k6d-
szavakbol, ¢* kiilonbozé sz6 marad, ezért a kédolast végezhetjiik igy, hogy az iizeneteket
leképezziik ezekre a szavakra, majd az adott d — 1 = n — k helyen kiegészitjik ellenérz6
bettikkel, igy az ellenorzé betiik elvalaszthatok a kodold betiiktol.

9.3.13. Linearis kéd. Ahhoz, hogy a kédolas és a dekédolds minél egyszeriibb le-
gyen, a kdédoldshoz olyan rendszereket célszerti alkalmazni, amelyek rendelkeznek vala-
milyen belsé strukturaval. J6 kodok konstrualhatéak algebrai rendszerek segitségével. A
gyakorlatban alkalmazott kodok jelentOs része linearis kéd: Ha K véges test, akkor a K
elemeibdl alkotott rendezett n-esek a komponensenkénti dsszeadassal, valamint az n-es
minden elemének ugyanazzal az elemmel valé szorzasaval egy K feletti n-dimenziés K™
linedaris teret alkotnak. Ennek a térnek barmely altere egy linedris kod. Ha az altér k-
dimenzids, a kod tavolsdga d, és a test elemeinek szdma g, akkor az ilyen kédot [n, k, d] q
kddnak nevezziik. Ha nem lényeges a d, illetve ¢ megadéasa, akkor elhagyhaté a jel6lésbél.
Itt a Singleton-korlat alakja k& < n — d + 1. Linearis kédnal mindig feltessziik, hogy a
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kédolandé iizenetek K* elemei, azaz a kédabécé elemeibél képzett k-asok. A linedris kéd
sebessége k/n.

A paritasbites kdd paratlan sok egyesre vald kiegészitésnél nem linedris, de ha péros
sok egyesre egészitiink ki, akkor mar linedris [, felett.

9.3.14. Generatormatrix, ellen6rzé matrix, szindroma. A K véges test feletti
[n, k] linedris kédndl célszerti a kédolast egy K*-t C C K"-re képezd G (kdlesdndsen
egyértelmi) linedris leképezésnek vilasztani, ahol C a kédszavak k-dimenziés altere. Ezt
a leképezést matrixdval jellemezhetjiik, ez a kédolas generdtormdtriza. Egy, a szokédsos
bazisban vett matrix pontosan akkor generdtormatrix, ha az oszlopai bazist alkotnak a
kédszavak terében. A hibajavitdsra hasznalhat6 egy (tetszSleges) H: K™ — K" % sziir-
jektiv linearis leképezés, amelynek a magja C; egy ilyen leképezést ellendrzo leképezésnek,
matrixat a kod egy ellendrzé mdtrizanak nevezzilkk. Ha v € K", akkor a v-hez tartozé
s = Hwv vektor, a szindréma (magyarul hibajellemzd) pontosan akkor nulla, ha v kddsz,
azaz v € C. A két leképezést csak az koti Gssze, hogy G képtere H magja: mindkettd a
kédszavak halmaza. Ezért a kédszavak halmazat akar a G, akar a H leképezés megadja.
A hibajavitas dltaldban nem fiige G-t8l, azaz a kddoldstdl, csak a kddszavak halmazatol.
Az ellendrz6 matrix segitségével is meghatarozhato a kod silya: az ellendrzé méatrixnak
pontosan akkor van m oszlopa, amelyeknek megfelel6 vektorok linearisan fiiggdek, ha
van olyan kodszo, amelynek silya legfeljebb m, hiszen a H matrixaval szorozva a kddszo
oszlopmatrixat, H matrixa oszlopainak linearis kombinéciéjat kapjuk.

A G k6dolé leképezést célszerti tigy megvélasztani, hogy a kédszavak meghatarozott
helyein az lizenet betii alljanak, mert ekkor a hibajavitas utdn nincs mas dolgunk, mint
az ,ellenorz6” betiiket elhagyni. Ilyenkor szisztematikus kodoldsrdl beszéliink. Linearis
kédolasnal ez elérhetd példaul tigy, hogy elemi oszlopmiiveletek hasznédlataval, hasonléan,
mint a Gauss—Jordan-elimindciéndl, &talakitjuk a generdtorméatrixot (ldsd a Fano-kod
példajét): az elemi oszlopmiiveletek nem valtoztatjdk meg a transzformdcié értékkészletét.
A kédszavak betiiit alkalmasan permutdlva azt is elérhetjiik, hogy az tizenet betiii a
kédszonak az elore megadott k helyén alljanak: a permutacié nem valtoztatja meg a
linearitast és a silyt.

A szindroma felhasznalhaté a hiba javitasara:

9.3.15. Szindrémadekdédolas. Ez linearis kdd esetén a minimalis tdvolsagi dekodolés
egy megvaldsitdsa. Az el6z6 pont jeloléseivel, ha s € K™%, tekintsiik a H!(s) halmaz
egy olyan e(s) rogzitett vektorat, amelynek silya az adott mellékosztdlyban minimélis.
Ezeket az e(s) vektorokat mellékosztdly-vezetének fogjuk nevezni. Ha ¢ € K™ egy kddszo,
v € K™ a vett sz6, e = v — ¢ a hiba, és ha w(e) < d/2, tehdt ha a hiba minimélis
tavolsdgu dekddolassal javithatd, akkor He(s) = s = Hv = Hv— Hec = He — 0 = He,
igy e és e(s) ugyanabban a mellékosztédlyban vannak. A mellékosztélyvezetd vilasztésa
miatt w(e(s)) < w(e), ahonnan w(e — e(s)) < w(e) + w(—e(s)) = wle) + w(e(s)) <
d. De H(e — e(s)) = 0, igy a kiilénbség kodszo, tehdt e = e(s), igy ¢ = v —e(s), a
hibat kijavitottuk. A szindrémadekddolas tarigénye sokkal kisebb, mint a tabldzattal valo
dekddolasé, mert itt csak a mellékosztalyvezetoket kell tarolni, de még mindig nagyon
nagy lehet.

9.3.16. Példa: Fano-kéd. A 3.4.4 abran lathaté Fano-sik felhasznalhaté hibajavito
kéd konstrualasara. Megszamozva a pontokat 1-t6l 7-ig, a kodszavak az egyenesekhez tar-
toznak: olyan bitsorozatok, amelyekben az adott egyenesre illeszkedd pontoknak megfelelé
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bitek egyesek, a tobbi nulla, illetve ezek egyesekre komplemensei. Kédszdé még a csupa
nulla illetve csupa egy bitsorozat. Mint konnyen ellendrizhetd, igy egy [7,4, 3], linedris
kédot kapunk, melynek a kodszavai: 1110000, 1001100, 0101010, 0011001, 1000011,
0100101, 0100110, 0000000, 0001111, 0110011, 1010101, 1100110, 0111100, 1011010,
1011001, 1111111, A Fano-kéd silya, tehat tdvolsiaga is 3. Kénnyen ellendrizhetd, hogy
1-hibajavit6 tokéletes kod (és igy 1-hibajelz6), de nem MDS-kéd. Egy generdtormatrixa
(a szokasos bazisban) példaul az

1 1 1 1
1 0 0 1
1 01 1
0 011
0 0 01
01 11
01 01

métrix, amibél oszlopmiiveletekkel (az elsé oszlopot hozzdadva minden tovdbbihoz, majd
a kapott masodik oszlopot hozzdadva az els6héz és a harmadikhoz, ezutéan a kapott
harmadik oszlopot hozzadadva a masodikhoz, végil a negyedik oszlopot hozzdadva a ma-
sodikhoz és a harmadikhoz) az

1 0 00 1.0 0 0 1.0 00 10 00
1110 01 00 0 1 00 01 00
1100 01 10 0 010 0 010
-0 01 1{—-]0 01 1|—=]0111]—=]100 01
00 01 0 0 01 0 0 01 01 11
01 11 11 0 1 1 1 0 1 1 011
01 01 1 1 11 1 01 1 1 1 01

generatormatrixot kapjuk, amely mar szisztematikus kédot ad, a kédolando szé a kddszo
elejére, az elsé négy helyre keriil. Jelolje by, by, by és by az F5 ezen métrix oszlopainak
megfelelé vektorait, e, ey, ..., ey, illetve fi, f5, f3 az [F;, illetve F3 szokdsos bazisat. A H
leképezést definidljuk azzal, hogy a by, by, b3, by, €5, €, €7 bézis elsé négy vektorat nulldba,
az utolsé harmat pedig rendre f,, f5, f3-ba viszi. Mivel e; = b; —eg—e;, ey = by —e5—ex,
e =by —e5—eg és e, =by —e; — ez — er, a szokdsos bazisban a

01 11100
(1 0 1 1 0 1 0)

1101 0 01
ellenérzé métrixot kapjuk. A 000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111 szindréméakhoz tarto-
26 mellékosztalyvezeték rendre 0000000, 0000100, 0000010, 0000001, 0010000, 0100000,
1000000, 0001000. Legyen példaul az {izenet ¢ = 0100101; ellenérizhet6, hogy He = 0,
vagyis ¢ kddszé. Ha a hibavektor e = 0000100, vagyis az 5. bit és csak ez a bit az iize-
net atvitele sordan megsériil, akkor a vétel helyén a v = 0100001 bitsorozatot kapjuk, és
a szindroma, s = Hv = 100, amihez mellékosztalyvezetéként az e hibavektor tartozik.
Megvaltoztatva a vett tizenetben az 5. bitet, a 0100101 bitsorozatot kapjuk, egyezés-
ben az elkiildétt bitsorozattal. Amennyiben két hiba van, példdul e = 0000101, akkor
s = Hv = 101, és ,javitdas” utdn a 0110001 bitsorozatot kapjuk, ami nem egyezik az
eredeti sorozattal, vagyis rosszul javitottunk. Ha a hibavektor e = 1110000 — maga is
kdédszo — akkor mér észre sem vessziik a hibat.
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°x 9.3.17. Példa: Reed—Miiller-kédok. [} pontjait szdmozzuk meg 1-t81 2-ig, és le-
gyen 0 < r < t rogzitett. A kddszavakat ugy kapjuk, hogy minden egyes r-dimenziés affin
sokasdghoz hozzarendeliink egy nulla-egy sorozatot: az adott affin sokasagra illeszked6
pontoknak megfeleld helyre egyest, a tobbi helyre nullat irunk, valamint tekintjik még
a csupa nulla és a csupa egyes bitsorozatot. Megmutathatd, hogy az igy kapott kéd egy
bindris [n, k, d], k6d, ahol n = 2¢, d = 2", és k = Z;:o (;) A t =5, r = 4 paraméterekkel
adddé [32, 6, 16], kédot haszndltdk a Mariner-9 Mars-szonda képeinek Foldre kiildésére:
egy pixel 64 lehetséges sziirke arnyalatot tartalmazott, és pixelenként kiildték el a képet.
(Ez a kéd az ugynevezett Hadamard-kédnak is specidlis esete.)

% 9.3.18. Hamming-kédok. Az ugynevezett Hamming-kédok egyetlen hiba javitasara
alkalmas linearis kédok. Legyen m > 1. A H ellen6rz6 leképezés matrixanak, az ellen6rz6
matrixnak az oszlopai (a szokasos béazisban) azok az [* vektorok, amelyeknek az elsé nem
nulla komponense 1. A méatrix oszloprangja nyilvan m, igy a megfeleld linedris leképezés
képtere F7". Az oszlopok szama n = 1+q+¢°+- - +¢" " = (¢™—1)/(¢—1), és a kbdszavak
k = n —m dimenziés alteret alkotnak Fg-ben. Mivel az ellenrzd métrix barmely két
oszlopa linedrisan fiiggetlen, a kdéd tavolsdga legalabb 3. Tébb nem lehet, mivel a kod
tokéletes 1-hibajavité: ¢*(1+n(qg—1)) = ¢*(1+¢™ —1) = ¢™ + k = ¢". A hibajavités a
vett szd szindromaja segitségével konnyen elvégezhets: ha csak egy hiba van, akkor az e
hibavektornak egyetlen nem nulla koordindtaja van, legyen ez a. Az s = He szindréoma
a H matrixa valamelyik oszlopanak az a-szorosa. Mivel minden oszlop legels6 nem nulla
eleme 1, a szindréoma legelsé nem nulla eleme «. Ennek ismeretében, a szindromat osztva
a-val, megkeresheté (vagy kiszamolhaté), hogy melyik oszlopot kapjuk; az annyiadik
koordinataja volt hibas az lizenetnek. A Fano-kod specialis esete a Hamming-kédnak.

x 9.3.19. Feladat [7]. Készitsiink egy olyan Hamming-kédot a hdromelemii test fe-
lett, amelynek hossza 13, dimenziéja pedig 10. Mutassuk meg ennek segitségével, hogy
a TOTO-n elegendd 3!' = 59049 hasébot megjdtszani, hogy biztosan legyen legaldbb 12
talalatunk.

9.3.20. Polinomkoédok. Linedris kodnal a k hosszi kédolandé szavak tekinthetdk F
feletti, k-nal alacsonyabb foku polinomnak is, a betiiket nullatol indexelve. Ha a kédo-
last Ggy végezzik, hogy ezt a p(x) polinomot beszorozzuk egy rogzitett m-ed foku g(x)
polinommal (m € NT), akkor lineéris kodot és kodoldst kapunk, n = m+k hosszt kddsza-
vakkal, mivel a p > pg leképezés kolecsondsen egyértelmii. Az ilyen tipusi linedris kddolast
polinomkddoldsnak nevezziik, g(x) a kéd generdtorpolinomja, a kddszavak a tobbszorosei.
A generatorpolinomrél feltehetjik (és a tovabbiakban fel is tessziik), hogy f6polinom,
hiszen osztva a féegytitthatéval, a kddszavak halmaza nem valtozik. A generatorpolino-
mot nem célszerli ugy valasztani, hogy konstans tagja nulla legyen, hiszen ekkor minden
kédpolinom konstans tagja is nulla, igy a koédszavak nulla indexti betlije nem hordoz
informéciét. A tovabbiakban ezért mindig feltessziik, hogy a generatorpolinom konstans
tagja nem nulla. Mivel a generdatorpolinom is kdédsz6, a koéd stlya nem lehet nagyobb,
mint a generatorpolinom silya, és mivel a k (és igy n) novelésével a kédszavak halmaza
béviil, a kéd stilya csak csokkenhet. A 8.3.59 tétel szerint valamely j-re g(z)|x? — =, igy
g(z)]x? 1 — 1, azaz n > ¢’ esetén a kod stilya mar csak kettd mert %'~ — 1 is kédszo,
tehat nem célszer(i n-et nagyon nagyra vélasztani. Egyébként ha g(z)|x* — 1, akkor n = ¢
esetén a koéd ciklikus kod: ha agay ...a,_sa,_; egy koédszo, akkor a,_ja¢a; ...a,_o is
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kodszo: ) )
a,_1 +agxr +ax°+---a, (x""

=a(ag+a,x+ -+ a, 52"+ a, 2" ) —a, (2" — 1),

igy oszthaté g(x)-szel.

Polinomkdédolés egy valtozataval konnyen készithetiink szisztematikus kodot is: ha
p az lizenetpolinom, akkor p(z)z™-et maradékosan osztva g(x)-szel p(z)a™ = q(x)g(z) +
r(x); a kddsz6 legyen p(x)x™ — r(x): igy a kddsz6 végén az eredeti tizenet betiii allnak.
Mivel az x"-mel vald szorzés és a maradékképzés linedris, ez linedris kédolas. A vett sz6
ellendrzése is egyszerli: megnézziik, hogy oszthaté-e g(x)-szel. Ha igen, az eredeti iizenet
ott van a vett széban.

9.3.21. CRC-kédok. Egyszert, csak hibajelzésre haszndalatos, F, feletti polinomkoé-
dok az ugynevezett CRC, vagyis Cyclic Redundancy Check, , ciklikus ellendrzés” kddok.
A kédolés a fent leirt. Megjegyezziik, hogy [, felett (sét, minden [, felett, amelyre
char(F,) = 2, azaz amelyre ¢ kett6hatvany) r(z) = —r(z). Néhany gyakran haszndlt
CRC-generatorpolinom:

Név Generatorpolinom Tavol- Maximalis
sag kédhossz

CRC-1 (paritasbit) z+1 2 —
CRC-5-USB 2+ a2 +1 3 25 —1
CRC-8 Bzt r+1 4 27T —1
CRC-16-IBM 20 45 22 41 4 215 1
CRC-16-CCITT o1+ 212 425 +1 4 215 —1
CRC-32 (Ethernet, 232 4 226 4+ 223 4+ 222 4 216 4 212 4 p!!

FDDI, gzip, PNG) 20 a8 42" b4t 2?4413 232 1
CRC-64-1SO Mttt +1 3 264 1

x 9.3.22. A CRC-kédok hibajelz6 képessége. A paritasbites ellenérzéssel mar
foglalkoztunk. A t6bbi CRC-polinom a fenti tdblaban mind vagy irreducibilis, vagy z+1 =
x — l-szeresei egy irreducibilis polinomnak. Mindegyik esetben a kéd stlya legaldbb 2,
mert z-hatvany nem lehet kédpolinom. A kéd silya mindaddig nagyobb, mint kettd,
ameddig meg nem jelenik a kédpolinomok kozott egy x/™f + 27 = 27(x* — 1) alakn
polinom. Mivel a konstans tag nem nulla, ez csak akkor lehet, ha g(z)|z* — 1. Nyilvan
2 —1 = (2 — D)z D 4 20728 1 ... 1 1) is oszthatd g-vel, és igy z%™ — a7 is
tobbszorose g-nek; ha g egy m-ed foki (m > 1) irreducibilis polinom, akkor a 8.3.59
tétel szerint g(x)|z?" — z, azaz g(z)|z>"~! — 1. Legyen most £ a legkisebb olyan érték,
amelyre g(z)|zf — 1. Maradékosan osztva 2™ — 1-et (-lel, 2™ — 1 = if + j esetén 27 — 1 =
2"l — 1 — (29 — 29) is oszthatd g(z)-szel, tehat j = 0, azaz £|2™ — 1. Ellenérizve a
lehetséges értékeket, £ meghatarozhaté. Ha a kédhossz nem nagyobb, mint £, a kéd sulya
legalabb 3. Ha a CRC-polinom = — 1-szer egy m-ed fokud g(z) irreducibilis polinom, akkor
minden kodszé is z—1 tObbszordse, igy csak paros lehet a stlya. A fenti gondolatmenet itt
is érvényes, a legkisebb £ kitevére, amelyre zf — 1 tobbszorose a kédpolinomnak, |2 —1,
aminek alapjan £ meghatarozhato. Itt a kod silya legaldbb 4, hiszen nagyobb, mint 2, és
paros. Megjegyezziik, hogy a kdd silya nem lehet til nagy, ha n nagy: példaul 32 bites
CRC-polinomnal, ha n = 84, akkor a kéd nem lehet 7-hibajavité, mert (874) > 232 ami
ellentmond a Hamming-korlatnak, igy tavolsaga kisebb, mint 15; ha n = 124, akkor a
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124

6 ) > 232 ami ellentmond a Hamming-korlatnak, igy

kéd nem lehet 6-hibajavit6, mert (
tavolsidga kisebb, mint 13; stb.
Végiil megjegyezzik, hogy minden CRC-kéd jelez minden olyan hibat, amelynél a hi-
bas bitek egyetlen olyan intervallumba, , hibacsomoba” esnek, amelynek hossza legfeljebb
a CRC-polinom foka: ekkor ugyanis a hibapolinom e(z)z? alakd, ahol e(z) foka kisebb,

mint a CRC-polinom foka, igy nem lehet oszthatd az utébbival, tehdt nem lehet kodszo.

* 9.3.23. A négy Golay-kéd. A [23,12,7], Golay-kédot az z! + 210+ 26 + 25 + 2% +
22 +1 polinom generélja, és tokéletes kéd. Ezzel a kéddal védik a miiholdas miisorszéras
szolgdltatdsazonositdsat. A [24, 12, 8], Golay-kédot ebbél gy kapjuk, hogy minden kdod-
szot kiegészitiink péaros paritastra. Ezt a kodot hasznaltdk a Voyager tirszondék szines
képek tovdbbitdsara. A [11,6,5]; Golay-kédot az z° + z* + 22® + 2% + 2 polinom gene-
rlja, és ez is tokéletes kéd. A [12,6,6]; Golay-kddot dgy kapjuk, hogy minden k6dszét
kiegészitiink gy, hogy a jegyek Osszege [ 5-ban nulla legyen. Megmutathatd, hogy ezek a
kédok szoros kapcsolatban allnak egyszerti csoportokkal: példaul S,4 illetve Sy, azon per-
mutdciéi, amelyek a [23,12,7], illetve [24,12, 8], binéris Golay-kédot onmagéba viszik,
egy 10200960, illetve 244823040 elemii egyszerii csoportot alkotnak.

9.3.24. Vandermonde-determinans. Ha z,, %, ..., z,, egy K test elemei, akkor az
1 1 1 . 1
xq Ty P
2 22 o ... b
m—1 m—1 m—1 m—1
xf x5 xy RO i

matrix determinansa

H (xj — ;).

1<i<j<m

Bizonyitas. Az m szerinti indukciéval: vonjuk ki a mésodiktol kezdve minden sor-
bdl a felette allé x,-szeresét. O

9.3.25. Reed—Solomon-kédok. Legyen most K egy tetszoleges véges test, alkossak
az dbécét ennek elemei, a K elemszamat jelolje q. Legyen 0 # o € K multiplikativ rendje
n. (Nyilvan n|q — 1; 4ltaldban a-t gy valasztjuk, hogy n = q — 1 legyen.) Ekkor az o,
0 < i < n elemek paronként kiilonboznek, és mindegyik gyoke a 2" —1 € K|[z] polinomnak,
ezért megadjak ezen polinom osszes gyokét. Igy 2" — 1 = H;:OI (z —at).

Legyen 0 <k <n,m=n—késg= HZI (2 —a'). Ez a polinom egy K folotti,
m~edfok fépolinom, és nyilvan osztdja a z™ — 1 polinomnak. A g mint generdtorpolinom
altal megadott [n, k], polinomkéd a g (vagy az «) éltal generdlt Reed-Solomon-kéd.
Meghatarozzuk a kédtavolsdgot és egy ellenérzé matrixot.

Tekintsiik a kdédpolinomok C' halmazanak egy c elemét. Mivel g osztdja c-nek, g
minden gydke gydke c-nek is, vagyis c(a?) = 0, ha 1 < i < m. Forditva, ha u € K", és
minden 1 < i < m-re u(a?) = 0, akkor valamennyi i-re z — o' osztéja u-nak, de akkor
ezek legkisebb kozos tobbszorose, azaz a szorzatuk, tehat g is osztdja u-nak, vagyis ez
esetben u a kédhoz tartozik. Ez azt jelenti, hogy u € K™ akkor és csak akkor eleme a
koédnak, ha g valamennyi gyoke egyben u-nak is gyoke, vagyis ha minden 1 < i < m-re
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Z;:OI (ai)juj =0.Igya h; ;= a (1 <i<m,0<j<n) métrix egy ellenérzé matrix: a
hozza tartoz6 H lineéris leképezésre Hu = 0 akkor és csak akkor, ha u € C. A kéd sulya-
nak meghatarozasahoz megmutatjuk, hogy H matrixanak barmely m oszlopa linearisan
fiiggetlen. Legyen 0 < j; < ...j,, < n, és tekintsiik a matrix j, (¢ =1,2,...,m) indexi
oszlopait. Ezek a matrix egy m-edrendii négyzetes részmatrixat adjak, amelynek f-edik
oszlopaban az i-edik elem h; ; = (at)ie = (ad*)’. Megmutatjuk, hogy ezen részmatrix
determindnsa nem nulla. A determindns /-edik oszlopdban minden elembdl kiemelhet6
ode. Mivel a kiemelt elem nem nulla, ezért az eredeti determindns akkor és csak akkor
0, ha a kiemelés utdn kapott determindns értéke 0. A kapott determindns f-edik osz-
lopdban o’¢ egymdas utén kovetkezd hatvanyai 4llnak, a 0 kitev6s hatvannyal kezdve,
vagyis ez egy Vandermonde-determinéns. Igy az elz8 4llités szerint a determindns értéke
H()§s<t<m (ads —adt) # 0, ami azt jelenti, hogy a métrix barmely m oszlopa linedrisan
fiiggetlen. Ebb6l a kéd d tdvolsdga nagyobb, mint m, és igy (mivel nagyobb nem lehet)
d=n—k+1=m+1, azaz a kéd MDS-kod, tehat elég nagy m esetén egynél tobb hiba
is javithato.

9.3.26. A Reed—Solomon-kéd dekddoldsa. A Reed—Solomon-kéd linedris, tehat
a hiba javithaté példaul a szindrémadekodolassal, de a Reed—Solomon-kédra mutatunk
egy ennél lényegesen praktikusabb hibajavitast.

Legyen adott egy [n, k, d], Reed-Solomon-kéd, m =n —k,d=n—k+1=m+1,
g= HZl (z — a*) a kéd generdtorpolinomja, e a hibavektor, és L(z) = H{j:ej#o}(l —alz)
az ugynevezett hibahelypolinom. Ennek ismeretében a hibak helye meghatarozhaté: meg-
keressiik, hogy mely o 7-k gyokei L(z)-nek, és ezen j-k megadjék a hibdk helyét. Legyen
E(z) = Z{j:eﬂ&o} ode;L;(z) az tgynevezett hibaérték-polinom, ahol L;(z) = L(z)/(1 —
alz), ha e; # 0. Ha még E(2)-t is ismerjiik, akkor a hiba javithato is, mert régzitett j
esetén L,;(a™7) akkor és csak akkor nem nulla, ha i = j, ezért E(a™) = o’e;L;(a™?), igy

_ _Ble?)
J aJ'Lj(crj)'

A kovetkez6 tétel lehetévé teszi a két polinom gyors és igen kis tarigényti kiszamitdsat
a konnyen kiszdmolhat6 szindréma segitségével.

9.3.27. Tétel. Legyen s(z) a szindrémdhoz tartozé polinom. Az el6z6 pont jelolése-
ivel tegyiik fel, hogy a hibahelyek szdma, azaz L(z) fokszama legfeljebb m/2 (ami azzal
ekvivalens, hogy kisebb, mint d/2, azaz hibajavitds egyéaltalan végezhets). Alkalmazzuk
a bdvitett euklideszi algoritmust az a(z) = 2™ és b(z) = s(z) polinomokra. Az ottani
jelolésekkel legyen ¢ a legkisebb index, amelyre deg(r,) < m/2, és legyen r, = ax, + by,.

Ekkor y,(0) # 0, és L(2) = y,(2)/y,(0), E(2) = r¢(2)/y,(0).

A tétel ravilagit a matematika szépségére és egységére. Egy olyan régi algoritmusnak,
mint az euklideszi algoritmus, egy igen fontos és hasznos alkalmazasat lathatjuk, amelyre
Euklidész még csak nem is gondolhatott.
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* Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy 2™ osztja az E(z)— L(z)s(z) polinomot,
ahol s(z) = sy + 812+ + 8,,_12™ ! a szindrémdhoz tartozé polinom. Valéban,

E(z)—L(z)s(z) = Z ade;L;(z) — L(z) z_: ;2"
{iie; 70} =0

m—1 n—1
= Z ode;L;(z) — L(z) Z <Z (ait1y ej) 2t
{jie,#0} i=0 " j=0
n—1 m-—1 .
= Z ale;Li(2)L(z) — ) e (@i+1) 2

{j:e;#0} j=0 =0
. . m71 . 7 .
= Z <a]eij(z) —ale;L(2) (a?)’ zl)
{j:e;#0} =0
, . 1—(a?2)™
= Z ade;Li(z) — ajejL(z)ﬁ)
{j:e;#0}
= Z <ajeij(z) —ade;Li(z)(1— (ajz)m))
{jieﬁéo}
=zm Z aj(m“)eij(z);
{j:e;#0}

c sz

f(2)2™ + L(2)s(z). Igy 2™ és s(z) legnagyobb kézos osztdja osztéja E(z)-nek, és emiatt
a fokszdma legfeljebb annyi, mint E(z) fokszdma, ami kisebb, mint m /2. Igy van olyan
maradék az euklideszi algoritmus alkalmazédsa soran, amelynek fokszdma kisebb, mint
m/2. Az E(z) = f(2)2™ + L(2)s(z) egyenlet y,(z)-szeresébdl kivonva az

ro(2) = a(2)ze(2) + b(2)y,(2) = 2™ 2y (2) + s(2)y,(2)
egyenlet L(z)-szeresét, azt kapjuk, hogy

(1) E(2)y(2) = L(2)re(2) = (f(2)ye(2) — L(z)z4(2)) 2™
Megmutatjuk, hogy a zardjelben allé6 polinom nulla.
A bévitett euklideszi algoritmus az ry = a, 1y = b, 5 = 1, 21 = 0, y, = 0,

y1 = 1 kezdSértékkel indul, ¢; az r;_;-nek r,-vel val6 osztasakor a hényados, r;,; pedig
a maradék. Megmutatjuk, hogy

(2) deg(yj) = deg(a) — deg(Tj—l)
(3) T 1Yy —TY; 1 = (=1,

ha j > 0. Mindkét allitas teljesil j = 1-re. Indukci6val, mivel y;., =y, | —q,y;, felhasz-
nalva (2)-t,

deg(y;,1) = deg(y;_1 — q;y;) = deg(q;y;) = deg(q;) + deg(y;)
= deg(rjq) - deg<7"j) + deg(a) — deg(rjfl)
= deg(a) — deg(r;)
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és mivel x,; = x; | — q;;, felhaszndlva (3)-at,

LiYjr1 — TjlY; = zj(yj—l - ijj) - (xj—l - %%)Z/j = (fl)j-
Térjiink vissza (1)-hez. Mivel £ vilasztdsa és (2) miatt
deg(y,) = deg(a) — deg(r, ) <m—m/2=m/2,

deg(E) < m/2, deg(r,) < m/2, deg(L) < m/2, a bal oldal foka (1)-ben kisebb, mint m,
igy a zardjelben csak nulla &llhat. Innen Ey, = Lr, és fy, = Lx,. Az E és L relativ
primek, hiszen L minden gyoktényezGje az E-t definidlé Gsszeg minden tagjat osztja, egy
kivételével, valamint (3) szerint z, és y, is relativ primek, innen az kovetkezik, hogy L
osztoja y,-nek és y, osztoja L-nek, tehat asszocidltak, azaz L = cy, valamely nem nulla
konstanssal. Innen E = cr, ugyanazzal a konstanssal. Mivel L konstans tagja 1, kapjuk
az allitast.

* 9.3.28. Példa. Legyen K = Z,;, n = 10, k = 6, tehit m = n—k = 4. A Z;
test elemei helyett a legkisebb nem negativ reprezentansukat fogjuk hasznalni, 10 helyett
A-t frunk hexadecimdlis jegyként. Z;;-ben 22 = 4 # 1, és 2° = (22)22 = 422 = A + 1,
ezért 2 rendje 10. Legyen v = 2. Mivel m = n — k = 4, a kéd generatorpolinomja
g(z) = Hil (z—at) = Hil (2 —2") = 1+82+522+323 +2%. A kéd elemeit tigy kapjuk,
hogy a generatorpolinomot megszorozzuk a Z,, feletti legfeljebb 6todfoku polinomokkal.
Legyen egy ilyen polinom 4 + 5z + 2z%, ekkor a megfelel$ kédpolinom

w(z) =4+ 424522 + 423 + Az* + A5 + A28 + 627 + 228,

vagyis a kddszo u = 4454AAA620. A kéd tavolsidga d = 5, tehdt a kod képes 2 hibat
helyesen javitani. Legyen példaul e = 0030200000 a hibavektor, ekkor a vett sz6 v =
u—+ e = 44841AA620.

Az ellenérzé matrix most

1 2 4 85 A 9 7 3 6
1 45 9 3 1 45 9 3
1 8 96 4 A 3 2 5 7}’
1 53 4 9 1 5 3 4 9
és a szindréma
Hv = 0A25,

nem nulla, igy az atvitel soran hiba keletkezett. Hajtsuk végre az euklideszi algoritmust a
2™ = 2% valamint a szindrémahoz tartozé s(z) = Az + 22% + 523 polinomra addig, amfg
a maradékpolinom foka elészor lesz kisebb, mint m/2, és kozben szamitsuk ki sorban
az y;(z) polinomokat, ahol y,(z) a kiterjesztett euklideszi algoritmusban meghatérozott
egyiitthat6ja az s(z) polinomnak, vagyis amivel r;(z) = 2™z ;(2) +s(2)y;(2). Mint ismert,
ha yy =0 és y; = 1, akkor y; ., =y, 1 — q;y;, ahol ¢; a j-edik osztds hanyadosa.

A konkrét esetben

2240224022 4+024+0:5234+2224+A24+0=92+3
322 +0z+3
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fgy
y1(2) =0—(92+3) -1 =22 +38,

majd djra osztva maradékosan

523 4+ 222 +A2+0:3224+024+3=82+7
2240
igy
Yp(2) =1 — (82 +7)(22+8) = 422 + 72 + 9,

vagyis ry(2) = 2z és yy(2) = 422 + 7z + 9. Szorozzuk meg y,(2)-t y5(0) = 9 inverzével,
5-tel: L(z) = 922 + 22 + 1. Mivel L(z) = (1 —42)(1 —5z2), a hiba a vett sz6 2 és 4 indexi

e s s 2

E(z) =5r5(2) = Az, Ly(2) =1 — 52, 68 L,(2) = 1 — 4z, igy

E(4! 8
62 = 72 ( 7) = —_—— 3’
2L,(4 1) 4-8
és
E(571) 2

“4T 9,51 5.9
vagyis a kiszamolt hibavektor e = 0030200000, azaz u = v — e = 4454A A A620.

* 9.3.29. Kodrovidités. Néhany kod, példaul a Reed—Solomon-kéd csak meghatéro-
zott hosszakban konstrudlhaté: példaul 256 elemii test felett csak 255 és az oszt6i johetnek
szoba. Ilyenkor segit a kddrovidités. Tetszoleges kddra gytijtsiik 6ssze mindazokat a kod-
szavakat, amelyekben egy adott helyen egy adott betii all. Csak ezeket fogjuk hasznalni,
és a kodolas utan az adott helyen all6 adott betiit kihagyjuk, a dekddolas el6tt pedig tjra
beirjuk. Nyilvanval6, hogy a kodrovidités nem csokkenti a tavolsagot.

Linearis kédnal azokat a kodszavakat érdemes felhasznalni a roviditett kddban,
amelyekben az adott helyen nulla all, mert ekkor a réviditett kéd is linearis lesz. Ha
egy [n, k,d], linearis kédot igy roviditiink, akkor azon kédszavak C” altere, amelyekben
az adott helyen nulla &ll, az eredeti kbédszavak C alterének egy alterét, igy a C Abel-
csoportnak egy részcsoportjat alkotja, tovabba barmely két C-beli kodszé kiilonbsége,
amelyekben az adott helyen ugyanaz a betii all, a C’-ben van, igy C” indexe C-ben leg-
feljebb ¢, ahonnan C’-nek legaldbb ¢! eleme van. Igy k vagy nem valtozik, vagy eggyel
csOkken. Ha az eredeti kéd MDS-kod volt, és k > 1, akkor a roviditett is az marad, mert
ad=mn—k+ 1 egyenl6ségben a bal oldalon d csak n6het, a jobb oldalon n eggyel csok-
ken, k viszont legfeljebb eggyel csokkenhet, igy a Singleton-korlat miatt egyik oldal sem
valtozhat.

* 9.3.30. Koédok direkt szorzata. Ugy, mint a kétdimenzis paritdsellenérzésnél,
tetsz6leges két (azonos dbécéjli) kod felhasznalasival készithetiink egy harmadik, joval
nagyobb tavolsdgu kodot: elébb keresztiranyban kédolunk az elsé kdéddal, majd hosszi-
ranyban a masodikkal, vagy forditva. Az igy kapott kéd a kiindulasi kédok direkt szorzata.
Ha az egyes kédok tavolsaga d,, illetve d,, akkor a direkt szorzatuk tavolsdga legalabb
d,dy; valéban, ha két kiilonb6z6 kédszé valamely sorban kiilonbozik, akkor ott legalabb
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d; helyen kiilonbozik, és legaldbb d, ilyen sornak kell lennie, mert egyébként nem lehetne
olyan oszlop, amelyben a két kddszo6 legaldbb d, helyen kiilonbozik. Megmutathatd, hogy
linedris kédok esetén a szorzatkdd tavolsidga d;d,,

Példaul a DVD-n az adatokat (egyebek kozt) egy [208,192]555 és egy [182,172]456
roviditett Reed—Solomon-kéd direkt szorzata védi, ennek tavolsaga 17 - 11 = 187, igy
nagyjabdl kétszer annyi munkaval sokkal nagyobb tavolsagot kaptunk.

x 9.3.31. Kaszkad kédok. Egy tovabbi k6dotvozo eljaras a kaszkdd kod. Tegyiik fel,
hogy egy kéd betilii megfeleltethetok egy masik kod adott hosszisdgu szavainak. Kédol-
junk el6szor az els6 kéddal, majd a kapott kédszd betiiit kédoljuk a méasodik koddal. Ha
az els6 kod tavolsdga d;, a méasodiké d,, akkor a kaszkad kod tavolsaga legalabb d,d,,
hiszen két kiilonb6z6 kddszé az els6é kodolas utan legalabb d; betiiben, és ezek mindegyi-
kének a kodja a méasodik kédolds utdn legaldbb dy helyen kiilonbozik.

A legegyszer(ibb példa kaszkdd kédra, amikor egy [n, k]osq Reed—Solomon-kéd utdn
béajtonként paritdsbitet képziink, igy k£ darab bajtbdl n darab bajtot, majd ezekbdl 9n
bitet kapunk; itt d; =n —k+1, dy = 2.

% 9.3.32. Adatatszovés. Az atvitel soran a hibak gyakran hibacsomdkban, idegen szo6-
val burstokben jelentkeznek. Bar példaul a Reed—Solomon-kédok, valamint a szorzatkédok
és a kaszkad kdédok is alkalmasak révidebb hibacsomok javitasara, a hosszabb hibacso-
mok tulterhelik” a kddot, egyes részeken olyan sok a hiba, hogy nem tudjuk javitani. Ez
ellen gy védekezhetiink, hogy a kddolas utan az egyes blokkok adatait szétszérjuk: ez az
adatatszovés. A legegyszeriibb esetben valahdny adott hosszisdga blokkot sorfolytonosan
helyeziink el egy matrixban, majd az adatokat oszlopfolytonosan olvassuk ki onnan, de-
kédolas elott pedig forditva végrehajtva ezt, visszadllitjuk az eredeti sorrendet, ezzel az
esetleges hibacsomokat szétszorjuk, és csak ez utan végezziik a hibajavitést.

— 9.3.33. Feladat [1]. Igaz-e, hogy egy t hibét javitd kod
(1) legaldbb 2t + 1 hibét jelez;
(2) legaldbb 2t hibat jelez;
(3) legfeljebb 2t hibat jelez.
9.3.34. Feladat [7]. Legyen a,b,c € N és u,v € F} 1gy, hogy a d(u,v) Hamming-
tavolsdguk a. Hany olyan w € F} van, amelyre d(u,w) = b és d(v,w) = ¢?

9.3.35. Feladat [7]. Tegyiik fel, hogy w,v,w € F}) Hamming-tavolsiga paronként
c. Mutassuk meg, hogy c péaros, és pontosan egy z € [5 létezik, amelynek tévolsaga
mindhdromtdl ¢/2.

— 9.3.36. Feladat [5]. Tekintsiik az alabbi bindris kédolast:

00 + 00000, 01+ 01110, 10+~ 10101, 11+~ 11011.

(1) Mekkora a 01110 és az 10101 kédszavak tdvolsiga?
(2) Mekkora a kéd tévolsiaga?

(3) Mutassuk meg, hogy a kbd csoportkéd Z3-ben.

(4) Mennyi az 11011 k6dsz6 stilya?

(5) Mennyi a kéd silya?
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(6) Adjuk meg a 00000 kbdszotél legfeljebb 1 tévolségra 16v6 Z5-beli szavak halmazat.
(7) A 01000 sz6t mire dek6doljuk minimdlis tavolsagi dekédoldssal?
— 9.3.37. Feladat [5]. Bindris blokk-kdédot készitiink 3 hosszu tizenetekhez. Legaldbb

mekkora legyen a kédszavak hossza, ha azt akarjuk, hogy a kdéd minimalis tavolsagu
dekédolassal pontosan 1-hiba javité legyen?

— 9.3.38. Feladat [5]. Létezik-e 3 tavolsdgt tokéletes kod Fi4"-ben?
— 9.3.39. Feladat [5]. Létezik-e pontosan 1-hibajavité kod Fi2-ben?

— 9.3.40. Feladat [5]. Az aldbbi, [, feletti kddok esetén dllapitsuk meg a kod tévol-
sagat, hibajelz6 és hibajavito képességét, hogy linearis-e, és a linearisaknal adjunk meg a
szokasos bazisban egy generatormatrixot és egy ellen6rz6é matrixot:

1) (b1, by,b3) > (b1, by, b3, b1, by, bg);

2 = (b, g, b3, by, by, b3, by, by, b3);
(by,ba, b3, b1 + by + b3);
(by, b, 03,0y + by + bg + 1);
(by, by, b3, by, by + b3);
(
(
(
(

w

—_ D — D D O

(
(
(
(4
(5
(6 by, by, b3, by, biby + (1 —by)bs);

( by, b9,b3,01 + by, b+ 14 b3, by + bs);
( by, by, b3, by, by + by, by + by + b3);

( by, by, b3, by, 1 —bybg);

( (by, by, b3, by, byby, bybybs).

~J

8
9
10) (bla b27 b3

— 9.3.41. Feladat [6]. Egy [n, k| linedris kdd generdtormdtrixa a szokdsos bézisban

1) (%)

blokkmatrix alaki, ahol E, a k x k-as egységmatrix. Mutassuk meg, hogy a (-P E, ;)
blokkmatrix (a szokdsos bazisban) egy ellenérzé matrixa a kédnak. Megforditva, ha a
(=P E,, ) blokkmétrix egy ellenérz6 mdatrixa a kédnak, akkor mutassuk meg, hogy az
(1) blokkmétrix egy lehetséges generdtormatrix.

— 9.3.42. Feladat [4]. Legyen egy [, feletti linedris kéd generdtormétrixa

——_—_0 O O
_ o0 = O OO
_— o oo kOO
O O, OOoOO

Adja meg a kod egy ellenérzé métrixat. Mennyi a kddtavolsag?
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— 9.3.43. Feladat [4]. Legyen egy [, feletti linedris kod generdtormétrixa

—_—_O = O
O = == =O
el i e s i an}

Adjon meg egy olyan generatormatrixot, amelyhez ugyanez a kédtér tartozik, de a mat-
rixdnak elsé harom sora egységmatrix. Adja meg a kod egy ellenérzé matrixat. Milyen
kédszo felel meg az 110 iizenetnek?

9.3.44. Feladat [4]. Legyen egy bindris kod generdtormatrixa

O O
_—0 O ==
OO R =

Mennyi a kéd elemeinek szama és a kédtavolsag?

— 9.3.45. Feladat [4]. Egy bindris kéd ellenérz6 métrixa

01 0110110011001
00101O0O0O0O0I1T1TT1T1T1FQ01
1001 10011010110
0100110101001 T11

Adja meg a kod egy generdtormatrixat. Mi lesz az 10100011011 tlizenet kédja? Mi volt
a kédolt lizenet, ha a vett sz 111010010000011, és az atvitel sordan egy hiba lépett fel?
Mi volt az eredeti lizenet, ha az adott generatorméatrixszal tortént a kédolas?

— 9.3.46. Feladat [6]. Konstrudljon egy [15, 6], Reed—Solomon-kédot.
x 9.3.47. Feladat [3]. Adja meg az 10010000101 bindris {izenet Hamming-kédjat.

% 9.3.48. Feladat [4]. Az el6z6 feladat kddszavdban meghibdsodik a megadott bit.
Végezze el mindegyik esetben a hibajavitast és a dekddolast.

(1) a 3. bit;

(2) a 4. bit;

(3) a3.és 7. bit;

(4) a 3., 5., és 6. bit;

(5) a4., 6. és 8. bit.
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9.3.49. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy az [7-beli bazisok szdma

|
—

n

k=0

S|~

9.3.50. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a kiilénboz6 [n, k], lineris kddok szdma

n

e

7" —q
9.3.51. Tovabbi feladatok megoldasokkal. [29], [28]: 4.14-4.23, 4.26, 4.28-4.30,
4.60, 4.62-4.72, 4.75, 78-4.80, 4.4.82-4.86, 4.884.106.

9.3.52. Tovabbi feladatok. [25]: V.1.3-V.1.28, V.2.1-V.2.25; 4.[57]: 4.0-5—4.0-6, 4.0-

8, 4.0-16-4.0-18, 4.0-21, 0-25, 4.0-28; 4.[64]: 14.3.1-14.3.4, 14.4.1-14.4.5, 14.5.1-14.5.7,
4.14.6.1-14.6.11.
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10
Algoritmusok

Ebben a fejezetben az algoritmuselmélet alapjaival foglalkozunk. Eloszor a k6lonbo6zé
gépmodelleket és azok ekvivalencidit targyaljuk részletesen. Azutan a kiszamithatosaggal
kapcsolatos alapfogalmakkal foglalkozunk, és mutatunk néhdny algoritmikusan megold-
hatatlan problémat. Végiil a nemdeterminisztikus modelleket targyaljuk nagyon réviden,
de azért bebizonyitva az azok létjogosultsagat igazold tanu-tételt.

10.1 Szamitasi modellek

10.1.1. Szamitéasi eljaras. Egy szdmitdsi eljdrds alatt egy C = (Q, Qp, Qp, f) négyest
értiink, ahol @ az allapotok (tetsz6leges) halmaza, a @, C @ és @, C @ részhalmazai a
bemeneti allapotok, illetve kimeneti dllapotok halmazai, az f: Q — Q dtmeneti fligguény
pedig @, elemeit pontonként fixen hagyja, azaz f(q) = ¢, ha ¢ € Q. Minden = € Q,
bemeneti allapot definidl egy ¢y, qq, ¢, - - - Szamitdsi sorozatot a

o= é ¢, =f(g,), ha n>0

rekurziéval. Azt mondjuk, hogy az x bemenetre a szamitds n 1épésben véget ér, ha n
a legkisebb olyan egész, amelyre ¢, € Q; ekkor ¢, = q,.1 = @, = --- a szamitds
eredménye. Eléfordulhat, hogy egy szamitds nem ér véget. A szadmitdsi eljaras fogalmat
azért vezettiik be, hogy a szimuldlas fogalmat kell6 altalanossagban definialhassuk.

10.1.2. Példa. Az euklideszi algoritmust a kévetkez6képpen formalizalhatjuk szadmitasi
eljarasként. Legyen Q, = 7', Q, = 72, Q = (Z* x {2,3}) UQ, U @y, és legyen

fla,b) = (a,b,2), f(a) =a,
fla,b,2) =a, hab=0, és f(a,b,2) = (a,b,3) egyébként,
f(a,b,3) = (b,a mod b, 2);

a kapcsolat az algoritmus leirdsdban hasznélt jelolésekkel nyilvanvalé: a harmadik koor-
dinata azt mutatja, hogy melyik lépésben vagyunk, a és b aktudlis értéke pedig r,,, illetve
Trnt1-

Ha a és b tetszOleges valds szamok lehetnek, akkor szamos bemenetre a szamitas
nem ér véget.

10.1.3. Szimulélas. Azt mondjuk, hogy a C’ = (Q’,Q}, @}, f') szamitési eljards a
C = (Q,Qy,Qy, f) szamitasi eljardst szimuldlja, ha van olyan ¢g: Q, — Q, fiiggvény, a
bemeneti kédolds, olyan h: Q' — Q fliggvény, az dllapotdekddolds és olyan k: Q" — NT
fliggvény, hogy
(1) haz € Q,, akkor a C szdmitasi eljards pontosan akkor adja az y eredményt, ha van

olyan y’ € @}, hogy g(x) bemenettel a C” szamitési eljards az y’ eredményt adja,
& hy') =y
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(2) ha ¢ € @', akkor f(h(¢)) = h(f/k<q/)(q’)), ahol f/k<q/) azt jelenti, hogy az f’
leképezést k(q’)-szor ismételjik, azaz a ¢ € Q'-nek megfelelel h(q’) € @ allapotbdl
ha egy 1épést tesziink C-ben, az megfelel annak, hogy ¢’-b&l k(q’) 1épést tesziink
C’-ben.

Nyilvan barmely szamitési eljaras szimulélja sajat magat. Ha a C’ szamitési eljaras

szimuldlja a C szamitasi eljardst, a C’’ szamitdsi eljaras pedig szimulélja C’-t, akkor C"’

szimuldlja C-t.

10.1.4. Példa. A bévitett euklideszi algoritmust a kovetkezdképpen formalizdlhatjuk
szamitési eljarasként: Legyen Q, = 73, Q, = 7%, Q = (Z" x {2,3.1,3.2}) UQ, U Qy;
a nyolcadik koordinata azt mutatja, hogy az algoritmus melyik 1épésében vagyunk, és a
harmadik 1épés a 3.1 és 3.2 részlépésekre van felosztva. Legyen a leképezés

fla,b) =(a,1,0,,0,1,0,2), f(a,z,y) = (a,2,y),
fla,z,y,b,u,v,¢,2) = (a,z,y), hab=0 ¢és
fla,z,y,b,u,v,q,2) = (a,z,y,b,u,v,q,3.1), ha b+ 0,
(
(

fla,z,y,b,u,v,q,3.1) = (a,z,y,b,u,v, |a/b],3.2),
fa‘xyabuvq732) (b7u7vaa/_qbam_quay_qU7Q72>;

az a, ¥, ¥, b, u, v, ¢ mennyiségek rendre r,,, T, Y, Trnits Trg1s Ynats Gusr-nek felelnek
meg.

Nyilvan ez a szamitasi eljaras szimulalja az el6z6 példaban adott szamitasi eljarast,
de megforditva nem, hiszen vannak olyan bemenetek, amelyekre az el6z6 eljards ugyanazt
az eredményt adja, de a most leirt eljards nem, hiszen az el6z6 eljaras csak a legnagyobb
kozos osztét adja vissza, ez az eljards viszont x és y értékét is.

c sz

10.1.5. Szimulacidk sebességének Gsszehasonlitasa. A szimulaci6 definiciéjaban
szerepld k fliggvény megadja, hogy a szimuldlt eljards egy 1épését (a ¢’ dllapottol fliggben)
a szimuldlé eljaras hany lépésben szimulalja. Ha k azonosan 1, akkor azt mondjuk, hogy a
szimuldci6 valds ideji (real time). Ha a k fuggvény korlatos, akkor ugy tekintjiik, hogy a
sebességkiilonbség nem lényeges. Az alabbi definicié, amelybe a , konstans elhanyagoldsa”
be van épitve, az ilyen tipusu 1épésszam-Gsszehasonlitasokat teszi egyszertien leirhatéva.

10.1.6. Ordé. Legyen f:N — R egy szadmsorozat. Jelolje O(f)(nagy ordé f, vagy
O(f(n)), nagy ord6 f(n)) mindazon g:N — R szdmsorozatok halmazat, amelyekre van
olyan (g-t6l fiiggd) C € R" konstans és N € N index, hogy |g(n)| < C|f(n)|, ha n > N.
Ha fés f*, illetve g és g* véges sok tag kivételével megegyeznek, akkor nyilvan g € O(f)
pontosan akkor teljesiil, ha ¢g* € O(f*) teljestil. Ezért a jelolést akkor is haszndlni fogjuk,
ha fvagy g (vagy mindkettd) véges sok indexre nincs értelmezve. (Ugyanezt a kapcsolatot
ugy is szokds jelolni, hogy g < fvagy f = g, illetve hogy f € Q(g), azaz (g)mindazon
f:N — R szdmsorozatok halmaza, amelyekhez van olyan C € R* és N, hogy ha n > N,
akkor C|f(n)| > |g(n)|. Az O(g) és Q(g) halmazok metszetét ©(g)jeldli; f € O(g) helyett
azt is szokds frni, hogy f =< g.) Gyakran pontatlanul g € O(f) helyett azt {rjdk, hogy g =
O(f). Ha g egy legfeljebb k-ad foki polinom, akkor g(n) € O(n¥), vagy pontatlanabbul
g(n) = O(n").

— 10.1.7. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy barmely szdmitési eljardshoz végtelen
sok olyan szamitasi eljaras létezik, amely 6t szimulalni képes.
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— 10.1.8. Feladat [6]. Adjunk meg szdmitési eljarast a valés szdmokon végzett négy
alapmiivelet és dsszehasonlitas segitségével az alabbi fliggvények értékének 27"-nél (n € N
rogzitett) kisebb hibaval valé kiszdmitdséra:

(1) 2+ VE
(2) (m,z) > %/x, ahol m € NT;
(3) x> logux;

(4) x> 2%

° 10.1.9. Feladat [6]. Adjunk meg szamitasi eljdrdst e és m értékének 27"-nél (n € N
rogzitett) kisebb hibaval vald kiszamitasara.

10.1.10. Algoritmus. Tobb példat lattunk méar algoritmusra, de az algoritmus fogal-
mat nem definidltuk. Ez nem okoz problémat mindaddig, amig olyan problémakkal nem
kertilink szembe, amelyeknek a megoldasara nem taldlunk algoritmust. Ha ilyen problé-
mara akadunk, felmeriil, hogy van-e egyaltalan algoritmus az adott probléméara. Ha meg
akarjuk mutatni, hogy nincs, akkor definidlnunk kell, mit is értiink algoritmuson. Mi-
vel tobb gyakorlati probléméra nincs algoritmus, az ilyen ,negativ”’ eredmények nagyon
fontosak.

Olyan szamitasi eljarasok érdekelnek benntinket, amelyek szamitégépen szimulal-
hatok. Bizonyos szamitasi eljarasok biztosan nem szimulalhatok szamitégépen. Példaul
valés szamok lanctortkozelitéseinek meghatérozasara az euklideszi algoritmushoz nagyon
hasonl6 szamitési eljaras adhaté (lasd a 6.4.1 fejezetet), azonban szdmitégépen nem tud-
juk szimulélni, hiszen valds szdmokat kellene dbrézolnunk, ami teljes pontossaggal sza-
mitégépben nem lehetséges, mert kontinuum sok valés szam van. Mar két valds szam
osszehasonlitdsa is gondot okozna: hidba olvassuk sorban a szdmok tizedes (vagy bindris
stb.) jegyeit, bar az el6bb-utébb kideriil, ha a két szdm nem egyenld, az egyetlen 1épésben
sem deriil ki, hogy a szamok egyenléek.

Ha atgondoljuk, hogy mit is kell algoritmus alatt érteniink, amit gépiesen végre tu-
dunk hajtani, példaul arra juthatunk, hogy papirokra ceruzaval jeleket irhatunk, azok ko-
zill egyeseket kiradirozva felilirhatunk, vagy a jelsorozat elejére vagy végére tijabb jeleket
irhatunk. Mivel a jeleket sorfolytonosan olvassuk és irjuk, feltehetjiik, hogy adott szamu
papirszalaggal dolgozunk, amelyek azonban akarmennyire meghosszabbithaték mindkét
végiikon, de mindig csak egy véges rész az, amin jelek vannak. Ekozben véges sok (korlatos
szamu) dolgot fejben tarthatunk, igy nem lényeges megszoritas, ha feltessziik, hogy egy-
szerre csak egy jelet olvasunk és {frunk minden szalagon. Latszélag sziikséglink lenne még
besztrasokra is, ez azonban radirozés és arrébb iras segitségével megoldhaté. Ugy tiinhet,
hogy novelné lehetdségeinket, ha két dimenziéban” hasznalnank a papirt; ez megfelelne
annak, hogy végtelen sok papirszalagunk van, de persze minden idopontban csak véges
sok szalagra van irva valami. Azonban egy ,kockas” papirlapot egy pontbdl kiindulva és
csigavonalban haladva egy (csak egyik irdnyban végtelen!) szalaggd vaghatunk fel. Termé-
szetesen igyeksziink hatékony, de mégis minél egyszeriibb modellt valasztani, ugyanigy
mint ahogy axiémarendszerek vélasztdsanal is erre torekedtiink. Igy arra a kovetkezte-
tésre juthatunk, hogy ,algoritmus” formajaban azok a szamitasi eljarasok adhaték meg,
amelyek tgynevezett Turing-gépen szimuldlhatdk:

10.1.11. Turing-gépek. Egy Turing-gép k > 1 szamu szalagbdl és egy vezérlGegység-
bdl all. A szalagok mindkét iranyban végtelen sok mezére vannak osztva. Minden mez6n
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egy-egy betil van egy véges abécébdl, tigy, hogy véges sok mezd kivételével minden mezon
a | sz0koz (vagy dres) jel ll:

. ululalI[L]o[1]0]u]y - - -

Az egyszeriiség kedvéért a tovabbiakban a szalag jobb és bal szélén all6 végtelen sok iires
mez6t nem jelezziik. A vezérlbegység véges sok, tgynevezett ,belsé allapot” egyikében
lehet. A bels6 dllapotok kozott van egy s kezd6 (,,start”) dllapot és egy h befejezd (,,halt”)
allapot. Minden szalaghoz tartozik egy iré-olvasé fej. Az aldbbi példdban két szalag van,
és a vezérloegység a b bels6 allapotban van:

[®]

!
[a[T[L[0[1]0[0[1]1]1]
!

Ugyanez egyszerlibb jelléssel:

!
al ;0100111
!

2I_H_II_I]-\_I

Kezdetben a vezérléegység az s kezd6 allapotban van. Minden 1épésben minden fej
elolvassa azt a jelet, amely éppen a fej alatt van, majd harom dolog torténik az éppen
leolvasott jelektdl és a vezérlGegység bels6 allapotatdl fiiggben: minden fej feliilirja az
olvasott jelet (lehet, hogy ugyanarra, ami volt), minden fej egyméstol fiiggetlentil elmozdul
egy mezdvel jobbra vagy balra, vagy helyben marad, és a vezérloegység dtmegy egy mésik
belsd allapotba (lehet, hogy ugyanabba, amelyben volt). Ha a gép a h befejezd dllapotba
jut, a gép megdll (anélkiil hogy barmit is tenne a szalagokkal).

Matematikailag egy T Turing-gép egy T = (B, A, ) harmas, ahol az A, B véges
halmazok a szalagdbécé illetve a belsé dllapotok halmaza, € A, s,h € B és

©:Bx A¥ = B x AF x {<,=,>}F

egy tetszéleges leképezés. A <, >, illetve = jelek az ,irdnyjelek”: azt jelentik, hogy az
adott szalagon a fej balra 1ép, jobbra 1ép, illetve helyben marad. Ha nagyon precizek
akarunk lenni, akkor a k € Nt szdmot (a szalagok szdmét), a . sz6koz jelet és az s, h
kezd8 és befejezd allapotokat is feltiintethetjiik a jelolésben: T = (k, B, A, ,, s, h, ). Az,
hogy

o:(b,aq,...,a,) = (b',al,...,a5, ¢, 0,Cp),

ahol b,b" € B, és ha 1 < i < k, akkor a;,a] € A, ¢; € {<,=,>}, azt jelenti, hogy a

17"

gép egy lépése a kiévetkezo: ha a t idopontban b a bels6é allapota és az egyes szalagokrol
az ay,...,a; betiiket olvassa, akkor a ¢t + 1 idépontra a b’ bels§ allapotba megy &t, az
olvasott betlik helyére az af,...,a; betiiket irja, és az i-edik szalagon a fej balra lép,
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jobbra lép, illetve helyben marad, attdl fliggéen, hogy c; a <, a > vagy az = jel. Mivel a
Turing-gép a h végallapotban tgysem csinal semmit, megallapodhatunk abban, hogy

o (hyaq, ... ap) = (hyaq, ... a5,=,...,=).
10.1.12. Turing-gép mint szamitasi eljaras; bemenet és kimenet. Az el6z8
definicié jeloléseivel egy Turing-gép aktudlis allapotat egy

q = (b7a15517a27627"'7ak7ﬁk) € B X (A*)Qk

sorozat irja le, ahol o; € A* s26 az i-edik szalagon szereplé betiik balrél jobbra felsorolva
az elsé nem tires jellel kezdve és a fej alatti betiivel végezve, a 8, € A* sz6 pedig az i-edik
szalagon jobbrél balra olvasott betilk az elsé nem fires jellel kezdve és a fejtdl jobbra
all6 bettivel végezve; mindkettd lehet iires. A szadmitési eljaras bemeneti allapotai azok az
allapotok, amelyekre b = s, a kimeneti allapotai pedig azok az allapotok, amelyekre b = h.
(Ezek a specidlis belsé dllapotok pontosan azért kellenek, hogy a bemenet és a kimenet
ne fiiggjén a belsd allapottdl.) Konnyli megadni az dllapotok halmazén a Turing-gép
miikodésének megfeleld leképezést harom fliggvény segitségével: az egyik egy szd utolsod
betiijét adja vissza, a masik a sz6 tObbi részét, a harmadik pedig a sz6 végére ir egy
adott betiit. Mindig feltessziik, hogy az induldskor minden j; az iires sz6, tehat az a;-k a
bemeneti szavak, a fejek a bemenet jobb szélén dllnak. Ha azonban semmit sem tudunk
a bemeneti szavakrél, akkor példaul még azt a egyszerl feladatot sem tudjuk Turing-
géppel megoldani, hogy toroljik le a szalagokat, hiszen akarmeddig lépkediink balra,
nem tudjuk, van-e még valami ettdl is balra, igy soha nem allhatunk meg. Valamit tehat
még tudnunk kell a bemenetrdl. Legegyszeriibb feltenni, hogy «; € Af, ahol Ay = AN{_},
azaz, hogy a bemeneti szavak nem tartalmaznak iires jelet. Ha mast nem mondunk, ezzel
a feltevéssel éliink, bar kevesebb is elég, példaul hogy legfeljebb adott szamu ., jel van
a bemenetben egymas mellett, vagy a bemenet bal szélét valamely specialis sorozat jelzi
stb. Fontos, hogy csak a bemenetnél éliink ilyen erés megszoritassal, a szamitas koézben
nem. A kimenetre hasonlé megallapodasok érvényesek, mint a bemenetre: a megallaskor
az o, szavakat, azaz a fejektol balra 1év6 részt tekintjlik kimenetnek, a f3; szavakat pedig
»Szemétnek”, s6t, ha mast nem mondunk, csak az «, szavak végét, az utolsé iires jel
uténi betiliket (azaz «, leghosszabb szuffixét, amely nem tartalmaz iires jelet) tekintjitk
kimenetnek, a tobbi része a;-nek ,szemét”. Ha Turing-gépeket 6ssze akarunk kapcsolni,
a ,szemét” zavard lehet. Meg fogjuk mutatni, hogyan lehet t6le megszabadulni.

Ha csak m < k bemeneti szérél beszéliink, akkor feltessziik, hogy az elsé m szalagra
vannak felirva, a tobbi szalag az indulaskor iires. Specidlisan, ha csak egy szd a bemenet,
az az els6 szalagon van, ez a szabvdnyos bemenet (standard input). A bemenet hosszan
a bemeneti szavak hosszanak Osszegét értjiik. Hasonldéan, ha n < k kimeneti szérél be-
széliink, akkor feltessziik, hogy az utolsé n szalagra vannak felirva a kimenetkor, a tobbi
szalag tartalma ,szemét”. Specidlisan, ha csak egy kimeneti szérdl beszéliink, akkor az
az utolsé szalagon van, ez a szabvdnyos kimenet (standard output). Néha az utolsé el6t-
ti szalagot mdsik kimeneti szalagként, mint szabvdnyos hiba (standard error) szalagot
hasznédljuk. A kimenet hosszan a kimeneti szavak hosszédnak Gsszegét értjiik.

A Turing-gépeket A, elemeinek szdma szerint szokas elnevezni: ha A, egyelem,
akkor undris, ha kételemi, akkor bindris stb. géprol beszéliink.
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10.1.13. Megjegyzés. A Turing-gépeknek nagyon sok, minden lényeges szempontbdl
ekvivalens definicidja taldlhat6 a konyvekben. Gyakran a bemenet bal szélérél indulnak (a
mi megallapodasunkkal egyszer(ibb az Gsszekapcsolas: két Turing-gépet minden tovabbi
nélkil ,egymas utdn” miikédtethetiink, a masodik bemenete az elsé kimenete, és a ma-
sodik kezdd allapota az els§ végallapota); a szalagok csak egyik irdnyban végtelenek; két,
s6t csak egy szalag van; csak unéris a gép; bizonyos szalagokrol csak olvasni lehet, ma-
sokra csak irni lehet (de legaldbb egy szalag irhaté-olvashaté); tobb fej van egy szalagon,
és ,érzékelik”, ha ugyanott allnak; stb. Nyilvan, ha ,tobbet tud” az egyik gép, példaul
tobb szalag van, bévebb az abécé stb., akkor trividlisan szimuldlhaté rajta a mésik. A
masik irdny az érdekes. Néhany fontos esetet részletesen targyalunk.

10.1.14. Példak. (1) Az a Turing-gép, amelynek csak az s = h belsé dllapota van,
nem csinal semmit, kimenete a bemenet.

(2) Az a Turing-gép, amelynek csak az s # h belsd dllapotai vannak, mindig tires
jelet ir és balra 1ép minden szalagon, és mindig az s allapotban marad, torli a szalagokat,
de soha nem &ll meg.

(3) Az az egyszalagos Turing-gép, amelynek csak az s & h bels dllapotai vannak, ha
nem fres jelet olvas, akkor balra 1ép, ha pedig iires jelet olvas, akkor jobbra 1ép és megdll,
tovabba mindig azt irja vissza, amit olvasott, megkeresi a bemenet bal szélsé betiijét.
Hasonlbéan kereshetjiik meg egy adott betli balrdl legels6 el6fordulasét.

(4) Egy egyszalagos gépen azt, hogy abrakadabra, kifrathatjuk a szalagra 12 4lla-
pottal (iires bemenettel, balrdl jobbra).

(5) Koénnyl megadni olyan kétszalagos gépet, amely a;a, .. .a,, bemenetre kimenet-
ként az a,a,,_ ...aq szét adja: elmegyiink a bemenet bal széléig, majd visszafelé haladva a
betiiket egyenként a mésodik szalagra masoljuk. Hasonl6an konnyti megadni olyan kétsza-
lagos gépet, amely a;a,...a, bemenetre aa,...a,a,a Sy, A0y ... QpG1Gy ... G
illetve ayaasa, . . . a,a,, kimenetet ad.

(6) Bindris gépen {,, 0,1} jelkészlettel, harom szalaggal konnyen megadhaté olyan
gép, amely kettes szamrendszerben felirt szamokat 6sszead. Jelentse az s kezdo6 allapot
azt, hogy nincs atvitel, a ¢ ,,carry” allapot pedig, hogy van atvitel. Leolvasva a két utolsé
szamjegyet, az Osszeg megfeleld szamjegyét kiirjuk a harmadik szalagra, balra 1épiink, és
az atvitelnek megfeleld allapotba megyiink at. Ha valamelyik szalagon elfogyott a szam,
akkor ugy viselkediink, mintha onnan nullat olvasnank. Ha mindkét szalagon elfogyott
a szam, akkor atvitel esetén 1-et irunk, egyébként iires jelet. Ezutan az eredmény jobb
szélére megytnk: egy r ,vissza” allapotba megyiink at, és jobbra lépiink. Mindaddig
ebben az allapotban maradunk és jobbra 1épilink, amig az eredmény szalagon nem iires
jelet olvasunk. Ures jelnél balra lépiink, és h allapotba megyiink 4t. Hasonléan adhaté
meg harom vagy négy szalaggal olyan gép, amely kettes szamrendszerben felirt szamokat
osszehasonlit, kivon (ha az eredmény negativ lenne, nulldt ad vissza), szoroz, maradékosan
oszt, euklideszi algoritmust hajt végre stb.

n“n—1 - n

— 10.1.15. Feladat [3]. Melyek azok a fiiggvények, amelyek kételem(i dbécével, két
belsé allapottal Turing-gépen kiszamithatbak?

— 10.1.16. Feladat [6]. Konstrudljunk az aldbbi f € N — N, illetve f € N x N — N
(parciélis) fiiggvényeket kiszamité Turing-gépet. Ha a fliggvény nincs értelmezve, példaul
azért, mert az eredmény nem lenne a megadott halmazban, hibajelzést adhatunk, vagy a
gép elszall”.
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(1) f(n) = sgn(n);

2) f(n)=[1/n];

3) f(n) = [n/2];

4) f(m,n) =m—mn;
(5) f(m,n)=m/n;

(6) f(m,n)=(4—m)/n?

— 10.1.17. Feladat [7]. Konstrudljunk az aldbbi f € N — N, illetve f € N x N — N
(parciélis) fiiggvényeket kiszamité Turing-gépet. Ha a fliggvény nincs értelmezve, példdul
azért, mert az eredmény nem lenne a megadott halmazban, hibajelzést adhatunk, vagy a
gép ,,elszall”.

(1) f(n) = max{0,n— 1}
(2) f(n)=1—sgn(n);

(3) fln)=1/(n—2);

(4) f véges sok helyen definidlt fiiggvény;
(5) flm,n)=m/(2—n).

10.1.18. Feladat [7]. Konstrudljunk az aldbbi f:IN — N, illetve f:N x N — N
fiiggvényeket kiszamité Turing-gépet:

)
)
)
)

1) f(m,n) = |m—nl;

(

(2) f(m,n) =max{m,n};

(3) f(m,n) min{m,n};

4) f(m,n)= aX{O m—n};
(5) f(maﬂ) =

(6) f(n)=

10.1.19. Feladat [9]. Konstrudljunk az aldbbi f € N — N, illetve f € N x N — N
(parciélis) fiiggvényeket kiszamité Turing-gépet. Ha a fliggvény nincs értelmezve, példdul
azért, mert az eredmény nem lenne a megadott halmazban, hibajelzést adhatunk, vagy a
gép ,,elszall”.

(1) fm,n) = [m/n];
(2) f(m,n) =m mod n;

(3) f(n ) az n-edik Fibonacci-szém;

(4) f(n) az n osztéinak szama;

(5) f(n) az n osztéinak Osszege;

(6) f(n) az n primosztéinak szama;

(7)  f(n) az n-nél nem nagyobb primek szédma;

(8) f(m,n) az m és n legnagyobb kozos osztdja;
(9) f(m,n) az m és n legkisebb kozos t0bbszorose;
(10) f(n) az n-edik primszam;

(11) f(n) az n legnagyobb primosztdja;
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m,n) az m-edik primszdm kitev6je n primtényezds felbontasaban;
n) = [nv2];

n) = [ ¥/n];

n) = R/n;

16) f(m,n) = (;)-

° 10.1.20. Feladat [9]. Konstrudljunk az alabbi f:N — N fiiggvényeket kiszamitd
Turing-gépet (e a természetes alapu logaritmus alapszdma):

1) f(n) = len);
2) f le™];

(

(n) =

f(n) a V2 tizedestort elallitdsaban az n-edik jegy;
(n)
(

= W

f

f(n) a 7 tizedestort eléallitdsiban az n-edik jegy.

(
(2)
(3)
(4) n) az e tizedestort eléallitdsiban az n-edik jegy;
(5)

5

10.1.21. Turing-gép szimulalasa csokkentett jelkészlettel. Legyen T = (B, A, p)
egy Turing-gép, és A’ egy tetszlleges véges dbécé, amelynek legalabb két eleme van. Ekkor
T szimuldlhaté olyan T’ Turing-géppel, amelynek dbécéje A’. Ha egy szamitds sordn a T
gép t 1épést tesz, akkor a T’ gép O(t) lépést tesz.

A konstrukcié azt is megmutatja majd, hogyan emlékezhet egy Turing-gép belsd
allapotai segitségével arra, hogy véges sok esetbdl melyik allt fenn.

Bizonyitas. Az A elemeit alkalmas n-re A" elemeibdl alkotott n-esekkel kddoljuk
ugy, hogy A iires jelének kodja az A’ iires jelébdl alkotott n-es legyen. Ha A’-nek legaldbb
hérom eleme van, akkor a kédolast lehet gy is valasztani, hogy méas A-beli jel kdédja ne
tartalmazza az iires jelet, csak az iires jelé.

A T’ konstrukci6jat az A = {0,1,2,3} és A" = {,I} esetben fogjuk részletesen
bemutatni, de ebbdl vilagos lesz az &dltaldnos eset is. Feltéve, hogy A-ban a 0 az iires
jel, legyen n = 2, és valasszuk a 0 — ., 1 — I, 2 = I, 3 — II kdédolast. Minden
h # b € B bels6 allapotahoz T nek a T” gépnek a b,b ,b1, a b;, i € A, valamint a b; cs
i€ Aésce {<,>} bels§ allapotai tartoznak; azért t('jbbszér('jztuk meg minden b # h
esetén a belsd dllapotokat, hogy ezek segitségével ,,emlékezziink” dolgokra. Ha a T” gép a
b belso allapotban van, akkor mindig egy kédsz6 jobb szélén all. Elolvasva a kédszé jobb
oldali betiijét, attdl fiiggden, hogy mit olvasott, a b vagy a by allapotba megy at (ezzel
megjegyezve, hogy mit olvasott), és balra 1ép. Most attdl fiigghen, hogy itt mit olvasott, a
b; dllapotok valamelyikébe megy at, ezzel megjegyezve, hogy milyen bet kédjat olvasta a
két 1épésben, a szalagra ¢* kddjanak bal oldali bet{ijét irja, és jobbra 1ép; itt nyilvan ¢ = 0,
ha a b allapotban voltunk, és ., betiit olvastunk, ¢ = 1, ha b1 allapotban voltunk, és -t
olvastunk stb., és ¢(b,i) = (b*,7*,¢c). A b, allapotban, ha ¢ az = jel, akkor a szalagra
7" kédjanak masodik bettijét irjuk, atmegyiink a b* allapotba, és helyben maradunk.
Egyébként a szalagra i* kddjanak masodik betlijét irjuk, az i és c értékének megfeleld
b; . llapotba megyiink at, és c értékének megfelelden balra vagy jobbra mozgunk. A b; .
allapotban azt irjuk a szalagra, amit olvastunk, a ¢ értékének megfeleléen balra vagy
jobbra mozgunk, és a b* dllapotba megytnk at. A T gép barmely 1épését T" legfeljebb 4
lépésben szimuldlja. Az 4ltaldnos esetben, amikor A bettiit A’ bet{iib8l képzett n hosszu
szavaknak feleltetjiik meg, minden 1épést legfeljebb 3n — 2 1épésben tudunk szimulalni. OJ
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10.1.22. Feladat [7]. Legyen A = {a;,as,...,a,} egy legaldbb két betiibdl 416
abécé. Kodoljuk A betliit a {,I} dbécé betiiivel tigy, hogy a; kédja egy i hosszu
sorozat, amely el6tt és utdn egy-egy I &ll. Szimuldljunk egy A szalagébécével miikodo
egyszalagos Turing-gépet ezzel a kédolassal.

10.1.23. Példak. Egyszalagos gépen jéval nehezebbnek tiinik dolgozni, mint tébbsza-
lagos gépen. Nézziink néhany példat.

(1) TetszOleges aqas . . .a, bemenetbél elééllitjuk az a,a,aqas .. .a,a, kimenetet. A
jobb szélrdl indulva, az aqa,...a,_; részt balra toljuk: ., jellel felillirjuk a,_,-et, majd
a,,_q1-gyel felilirjuk a,_,-t stb., egészen addig, mig a feliilirt jel | nem lesz, tehdt amig
a bal szélét el nem érjiikk. Ekézben mindig csak egy betiire kell ,emlékezniink”. Most
visszamegyiink (az elsé ., jeltdl jobbra all6) a,,-ig, balra lépiink, és felilirjuk a,-nel a
jelet. Ugyanigy folytatjuk tovabb: a,_,-t felilirjuk  -zel, a,_,-vel felilirjuk a,,_s-at, stb.;
Ha maér nincs mit megduplazni, akkor a jobb szélre megytlink. Hasonléan allithatunk el
G1G101Aq050 . . . Qpp Gy, Gy -« - Gy, Gy - - - Gy Stb. kimenetet.

(2) Tetszbleges aqas . ..a, bemenetbdl eléllitjuk az aqa,...a,a,a,_ 1 ...a; kime-
netet. A program lényege, hogy amikor mar a szalagon a,a,...a,a,a,_; ...a;,; van, és
az a;, jelen allunk, azt feliillirjuk  -zel, jobbra lépkediink, amig ; jelhez nem ériink, azt
feliilirjuk ay-val, majd balra lépkediink, amig sz6k6z jelhez nem ériink, azt visszairjuk a,-
ra, végiil egyet balra lépilink, és a;_,-gyel folytatjuk, ha az nem |, mert akkor végeztiink,
csak a jobb szélre kell menni.

(3) Tetszleges aqas . ..a, bemenetbdl hasonléan allithatjuk elé az a,a, ;...aq
kimenetet, csak nem &llitjuk vissza, amit lemasoltunk, és a mindenkori a, leolvasasa
el6tt balra lépiink, és megjegyezziik, hogy van-e még valami, mert akkor folytatni kell
ay,_1-gyel, visszatéréskor pedig a , jelek utani elsé nem |, jelet keressiik.

(4) A {,0,1} dbécével egy n szdmu 1 jelet tartalmazé sorozatbdl allitsuk eld n bi-
naris alakjat. Ha n = 0, a bemenet iires, a kimenet is iires, készen vagyunk. Egyébként az
altalanos 1épés a kovetkez6: egy |, jelen allunk, ettél balra vannak a maradék — még 4t nem
alakitott — egyesek, jobbra a keresett binaris szam mar el6allitott vége. Az egyesek kozil
a jobb széls6t toroljiik (hogy helyet csindljunk a kovetkezd szdmjegynek), végiglépkediink
az egyeseken, meghatarozva, hogy paros sok volt-e. Ha igen, egy egyest visszairunk a bal
szélre, ha paratlan volt, akkor nem: ezzel a paratlan esetben tulajdonképpen levonunk
egyet. Most paros sok egyes van. Visszalépkediink az egyesek jobb szélére: ha |, jelhez
ériink, azt atlépve, leirjuk a konvertalt alak kovetkezd szamjegyét: ez természetesen at-
tol fliggben 0 vagy 1, hogy péros vagy paratlan sok egyes volt. Megnézziik, hogy van-e
még egyes: ha nincs, készen vagyunk. Ha van, megfelezziik a szdmukat: balra lépkedve
mindig egyet torliink, egyet meghagyunk, majd visszafelé jovet a ,kiritkitott” sorozatot
L,tomoritjik”: a mar ,,tomoritett” rész bal szélsé egyesén allva azt toroljiik, ellépkediink
a ,,tomoritett” rész jobb széle mellett 4116 |, jelig, és feliilirjuk egy egyessel. Ha ettél jobb-
ra , all, készen vagyunk, egyébként visszamegyiink a ,tomoritett” rész bal szélére, és
folytatjuk.

(5) Az el6z6 konverzié forditottjat lényegében az egész eljards megforditdsdval vé-
gezhetjiik. Az egyesek szamat dupldzhatjuk példdul (1) szerint, de most a mésik szélrol
indulva és ellenkez6 irdnyba dolgozva, hogy ne tegyiik tonkre a konverzié részeredményét.

(6) Négyzetre emelés: a {,, I} dbécével egy n darab I jelet tartalmazé sorozathoz
allitsunk el6 egy n? darab I jelet tartalmazé sorozatot. Ha n = 0, készen vagyunk. Egyéb-
ként elészor megduplazzuk a sorozatot, a két példanyt egy ., jel fogja elvalasztani: Irjunk
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a jobb szélsé I jel jobb oldalan 1év6  jeltdl jobbra egy I-t, ez lesz az ,,6rszem”. A sorozatot
alkoté I-ket a jobb szélrdl egyesével toroljik, és atirjuk a sorozat bal széle melletti ., jeltol
jobbra. Ezutan visszaallitjuk az eredeti sorozatot, tudva, hogy mindkét szélén egy-egy
jel van. Most mér torolhetd az Orszem, a duplézast befejeztitk. A tovdbbiakban nem 1é-
nyeges, hogy a két sorozatunk egyforma hosszii. Nevezziik a bal oldalit szorzandénak, a
jobb oldalit szorzonak. A szorzatot a szorzandétol balra fogjuk elGallitani, a kettét egy
jel valasztja el. Minden 1épésben, a szorzandé jobb szélérél torolve egy I-t, azt atvisszik
a szorzat bal szélére. Ha a szorzandé elfogyott, visszadllitjuk, most a szorzé szolgal Or-
szemként. Fzutan a szorzé jobb szélérdl torliink egy I-t. Ha a szorzd elfogyott, toroljitk
a szorzandot, és készen vagyunk.

(7) Négyzetgyokvonds: a {,, I} dbécével, egy n darab I jelet tartalmazé sorozathoz
allitsunk el8 egy |/n| szdmu I jelet tartalmazé sorozatot. Ha n = 0, készen vagyunk.
Egyébként az n szamu I-t6l balra, egy , jellel elvalasztva, frunk egy I-t. Ez lesz a kezd6
konfiguracid, az altalanos esetben itt k& darab I 4ll, ahol k? < n. Egy ciklusban kiprobél-
juk, ez k helyett k+ 1-re is teljesiil-e? El6szor — balrdl hozzairva egy I-t — eggyel néveljik
k-t, majd a (6)-ban leirtak szerint eljirva, a k darab I mellé, egy |, jellel elvalasztva, Gjabb
k darab I-t frunk. Ezutdn, tigy mint (6)-ban, , k-t négyzetre emeljiik”, és k*-et dsszehason-
litjuk n-el: mindkét sorozat bal szélérdl egyenként toroljik az I-ket. Ha n fogyna el el6bb,
akkor k mér til nagy, és készen vagyunk, k? maradékat toroljiik, k-t eggyel csékkentjiik,
és megéllunk. Egyébként n-et visszaallitjuk, és k névelésétdl folytatjuk az eljarast.

10.1.24. Szavak kdédolasa szadmma és vissza. Sokszor sziikség van arra, hogy
egy Turing-gép bemeneti szavait szamnak tekintsiik. Ilyenkor mindig feltessziik, hogy
a gép A abécéje a {0,1,...,r — 1} szdmjegyekbdl &ll, és 0 az iires jel. Egy A*-beli
o = a,a,_;-..ap bemeneti sz6 vagy az iires szd, vagy nem 0-val kezdddik, és r ala-
pi szimrendszerben az |af, = 3" a;r' szamot reprezentdlja. Az « = |a, leképezés
kolcsonosen egyértelmiien képezi le A* nem 0-val kezd6dd szavait N-re. Ha csak Afj-beli
szavakat akarunk szdmma kdédolni, akkor az a + |af,_; leképezést hasznalhatjuk, ahol
természetesen o = a,a,_ ...ay esetén |af,_; = E?:o a;(r — 1), de itt a jegyek kozott
mar r — 1 is szerepel, annak ellenére, hogy r — 1 alapt szdmrendszert hasznalunk. Az
a > |al,_; leképezés kolesonosen egyértelmiien képezi le Aj-ot N-re, ami indukcidval
konnyen belathaté. Példaul r = 3 esetén NT elemeinek ebben az dbrazoldsban rendre az
1,2,11, 12, 21, 22, 111, 112 stb. szavak felelnek meg. Ennek a szaméabrazoldsnak az az
elénye, hogy nincs benne 0, ami az tres jel is. Példaul egy n darab egyesbél all6 « széra
lal; = |a| = n, ezért egy ilyen sz6t az n szdm undris kdédjdnak neveziink. Egy unéris
kédban felirt n szam Turing-gép &ltali konvertélasa egy o € Ajy sz6vé, amire |a|,_; =n
vagy forditva, hasonléan végezhetd, mint a példak kozott leirt unaris-binaris konverzio.
Ugyancsak hasonléan végezhetd egy undris kédban felirt szdm konvertdlasa egy a € A*
szova, ha tudunk annyit a szérdl, hogy nem okoz gondot a bal illetve jobb szélének a
megtaldlasa, példaul ismeriink valamilyen korlatot az a-ban egymas mellett 1év6 nullak
szadmara.

10.1.25. Turing-gép szimulaldsa egy szalaggal. Legyen T = (B, A, ¢) egy Turing-
gép k szalaggal. Ekkor T szimuldlhato olyan egyszalagos S Turing-géppel, amelynek abécé-
jeszintén A. Ha egy szamitds sordn a T gép t 16pést tesz, akkor az S gép 2kt(2t+3) = O(t?)
Iépést tesz.
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Bizonyitas. Az S gép mez6it 2k darab szomszédos mezobél 4llé csoportokra oszt-
juk. Az induléskor a fej egy ilyen mezécsoport jobb szélén all. Ezen mezécsoportba irt

ayay ... apfifo- - fy

betlikbdl aq,a,,...,a; rendre azon mezok tartalma, amelyeken induldskor a 1" gép elso,
masodik stb. szalagjan a fejek dllnak. Az ettél balra all6 mezdécsoport els6 k betlije a T
gép szalagjain a fejtol balra, kozvetleniil mellette 4ll6 betliket tartalmazza stb. Sziikség
van annak jelzésére is, hogy a szimulécié sordn hol allnak T szalagjain a fejek. Az S sza-
lagjan egy-egy mezdcsoport fi, fo, ..., fi, betili ezt adjdk meg: ha a T'gép i-edik szalagjin
a mezocsoportban szerepld a, betiin all a fej, akkor f; nem az iires jel, egyébként az iires
jel. Kezdetben tehat az S gép szalagjan azon mezécsoport fi, fo, ..., f, mezdi, amelyik-
nek a bal szélén a fej all, mind nem iiresek, az 6sszes tobbi mezdcsoport fi, fo, ..., fi
mez6i pedig mind tiresek. A T gép egy 1épésének szimuldlasa annak a 2k hosszii mezd-
csoportnak a jobb szélérél indul, amelyben a leginkabb jobbra 1évé fej van. A szimuléacio
soran S ,emlékszik” arra, hogy T milyen allapotban van, és arra is, hogy egy mezdcsoport
melyik mezGjén all. Balra 1épkedve megkeresi minden szalaghoz a fejet, és ,megjegyzi”
a megfelel6 szalagjelet is. Mikor minden fejet megtalalt, tudja, mit kell tenni: mit irjon
a megfelel6 mezSkbe, merre mozditsa a fejeket, és melyik allapotba menjen at. Jobbra
visszafelé haladva a megfelel6 helyeken ir a szalagra, és megfeleléen mozgatja a fejeket.
Hogy ekozben ne kelljen balra visszalépni, célszeriien, mikézben balra mozog, minden fej-
nek ,,megelGlegezi”, hogy balra fog 1épni, és balra mozditja el. Ha mégsem balra mozdul
a fej, jobbra haladva korrigal.

Ha eddig a T gép n 1épését szimulaltuk, akkor a fejek legfeljebb n mezdcsoporttal
mozdultak el balra vagy jobbra. Igy a kivetkezé 1épés szimulaldsa soran legfeljebb 2n + 1
mezocsoportot kell balra haladva végigolvasnunk, hogy ,,begytijtsiik” a jelenlegi helyzetre
vonatkozo informdciékat. Ezutan legfeljebb még egy mezdécsoportnyit haladunk balra,
majd visszafelé legfeljebb 2n + 3 mezécsoporton kell végiglépegetniink. Igy az n + 1-edik
1épés szimuldldsa legfeljebb 2k(4n+5) lépést igényel. Innen a szimuldcié teljes 1épésszdma
legfeljebb 3°'~ 2k(4n + 5) = 2kt(2t + 3). O

10.1.26. Megjegyzés. Ha az el6z6 tételben szereplo S gép kétszalagos, akkor mar
O(tlogt) lépésben is elvégezhetd a szimuldlds. Ennek az llitdsnak a bizonyitdsa bonyo-
lultabb.

10.1.27. Feladat [6]. Konstrudljunk az aldbbi f € N — N, illetve f € N x N —
N (parcidlis) fiiggvényeket kiszdmité egyszalagos Turing-gépet gy, hogy a megadott &
szdmui mez6t fogjuk Ossze egy mez6vé (hasonldan, mint tobbszalagos gép szimuldldsanél
egyszalagoson). Ha a fliggvény nincs értelmezve, példdul azért, mert az eredmény nem
lenne a megadott halmazban, hibajelzést adhatunk, vagy a gép ,elszall”.

(1) fn) = n/2), k=4
(2) f(ma TL) = Sgn(m)/n, k= 37
(3) f(myn)=m+n, k=3.
10.1.28. Szemétgyiijtés. Legyen T = (B, A, ) egy Turing-gép. Ekkor T' médosithatd

egy azonos szalagszamu S Turing-géppé, amely szimulalja T miikédését, és ugyanazokkal
az Aj-beli bemeneti szavakkal inditva, mint T-t, ugyanazokat az Aj-beli kimeneti szavakat
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produkalja, de nem hagy ,,szemetet”, azaz a kimeneti szavakon kiviil a szalagok minden
mezdje tires. Ha egy szamitds sordn a T gép t 1épést tesz, és elolvassa a bemenetét (azaz
a szamitas soran a bemenet minden mezdjén jart fej), akkor az S gép O(t?) 1épést tesz.

A | szemétgyiijtéssel” miikod6 Turing-gépek Osszekapcsolasa egyszerii: egy gép kime-
neti szalagjait a kovetkez6 gép bemeneti szalagként hasznalhatja.

Bizonyitas. Az S konstrukci6ja konnyti, ha az dbécéje tartalmaz egy olyan jelet is,
amelyet A nem. Ha példaul * ¢ A, akkor a * jelet ,mésodik iires jelként” hasznalhatjuk:
ha T iires jelet irna, akkor ezt a jelet irjuk, ha pedig ezt a jelet olvassuk, akkor gy
viselkediink, mint 7, ha ugyanezen a szalagon az iires jelet olvassa. Miel6tt megallnank,
végezziink minden szalagon szemétgytijtést: minden szalagon elészor jobbra lépve irjunk
egy * jelet, majd jobbra haladva toréljiink mindent az els6 (| jelig. Ezutdn balra haladva
keressiik meg a * jelet, toriiljik, és 1épjiink balra, majd balra 1épkedve, keressiik meg az
elsd * jelet (ha ., jelet taldlunk, irjuk at *-ra), és ett8l balra toroljiink mindent az elsé
jelig. Ezutan jobbra haladva keressiik meg a * jelet, toroljiik, és menjiink a kimeneti sz
jobb szélére. Ekozben legfeljebb kétszer jarjuk be azt a részt, ahol mar ezel6tt is jartunk,
igy O(t) 1épést tesziink.

Ha ugyanazt az abécét akarjuk hasznalni, akkor kédolast kell alkalmaznunk. Ha
a € A, akkor kdédja legyen | a, mig a fenti * kddja legyen egy olyan pér, amelynek els6
betlije nem . A szimulacié azzal kezd6dik, hogy a bemeneti szavakat ,széthiazzuk”,
jeleket irva betiiik kozé. Mivel T elolvassa a bemenetet, a bemeneti szavak hossza legfeljebb
t+1, igy ez O(t?) lépésben megtehetd (1asd a fentebbi példakat). A szemétgy(ijtés utdn a
kimeneti szavakat ,,0sszenyomjuk”, torolve a betiiik kozé irt ., jeleket; ez szintén legfeljebb
O(t?) 1épést igényel. O

Eddig minden feladatra 4j Turing-gépet készitettiink. A valédi szdmitégépeknél vi-
szont minden 1j feladathoz programot irunk, és ugyanazt a gépet hasznaljuk. Ez megte-
heté Turing-gépeknél is.

10.1.29. Univerzalis Turing-gépek. Legyen A egy (legaldbb kételemii) dbécé, k >
1. Van olyan k + 1 szalagos U Turing-gép A abécével, hogy barmely k szalagos T =
(B, A, ) Turing-gépre a T bemenetét felirva az U els6 k szalagjéra, a k + 1-edik szalagra
pedig egy, csak a p-t6l fiiggd w € A* ,programot” irva (amelynek utolsé betiije nem iires
jel, és legfeljebb 6k+4 tires jelet tartalmaz egymas mellett), U szimuldlja T miikodését (az
elsé k szalagjan). Ha A-nak legaldbb hdrom eleme van, akkor U-t tigy is vdlaszthatjuk,
hogy a programok ne tartalmazzanak tires jelet. Ha T egy bemeneten t 1épést tesz, akkor
U a szimuldldst O(t) lépésben végzi.

Bizonyités. Az egyszertiség kedvéért elszor feltessziik, hogy A-nak legaldbb harom
eleme van, és a szimulaciét k + 2 szalagos gépen végezziik. Késébb megmutatjuk, hogyan
lehet ezeket a megszoritasokat kikiiszobolni.

Az elsd k szalag megfelel a szimuldlt gép szalagjainak, a (k4 1)-edik szalagon lesz a
program, a k + 2-edik szalagon az ,utasitdsregiszter”. A

©:Bx AF — B x AF x {<,=,>}F

fiiggvény koordinatafiiggvényei legyenek (3, o és 7; ezek tehat rendre a B, AF, illetve
{<,=,>}* halmazban vesznek fel értékeket. Feltehetjiik, hogy a ., iires jel mellett A
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tartalmazza a 0 és 1 jeleket. Minden B-beli belsé allapotot kédoljunk valahogy (azonos
hossztisdgi) 0—1 sorozattd. Az =, <, illetve > jelek kédja legyen ., 0, illetve 1. A (k+1)-
edik szalagra a ¢ fiiggvény kodjat irjuk, az aldbbi médon: irjuk a szalagra a

(1) Y(aq, ... ap,b)alay, ... a,b)8(aq, ... a5, b)ay...apb

szavakat tetszOleges sorrendben, ahol aq,...,a; € A az egyes szalagokrol olvasott betiik
(ezeket nem kédoljuk), és b € B\ {h}. A k + 2-edik szalagra a kezd8allapot kédja ke-
riil. Az U univerzalis gép konstrukciéjanak alapgondolata, hogy az aktuélis belsé allapot
(k + 2)-edik szalagon 1év6 kédjat balrél jobbra haladva osszehasonlitjuk a ¢ kédjaban
szerepld, (1) altal leirt szavak b kédrészével, ami egy fix hossztisdgu 0-1-sorozat. Ha egye-
zést talalunk, akkor az elsé k szalagon taldlhaté betiliket hasonlitjuk Gssze a programban
talalhatd a; ...a, betlikkel. Ha itt is egyezést taldlunk, akkor tudjuk, mit kell tenni: az
aktudlis allapotot a k + 2-edik szalagon felilirjuk S(aq,...,ay,b)-vel, az els6 k szalagra
az afaq,...,a;,b) altal megadott betiiket {rjuk, és az els6 k szalagon a y(aq,...,a;,b)
altal megadott elmozdulasokat hajtjuk végre, majd visszamegyiink a program elejére, és
az értelmezés kovetkezd 1épésére tériink at. Ha viszont nem taldlunk teljes egyezést, ak-
kor elmegyiink az (1)-ben megadott sz6 bal széléig, és a kovetkezd széval probalkozunk.
Megéllnunk akkor kell, ha nem talaljuk az aktudlis bels6 allapot kédjat a programban,
mert a ,halt” allapot kédja az egyetlen, amely nem szerepel a programban. A 1épkedés
kozben az aktudlis allapot kdédja mint ,,méréléc” is szerepel: minden belsé allapot kodja
ugyanolyan hosszi, igy a kédokat a ,mérdléc” segit atlépni és masolni.

Induldskor a program, illetve a bels6 allapot kddjanak bal szélén allunk. Az U uni-
verzalis gép miikodését pontosan az alabbi algoritmus adja meg:

(1) [Start: belsS allapot keresése.] Balra lépkedve, hasonlitsuk ssze a (k + 2)-edik sza-
lagon szerepld belsdéllapot-kédot azzal a kéddal, amelyet a (k + 1)-edik szalagrdl
olvasunk. Ha a (k+1)-edik szalagrol {ires jelet olvasunk, a (k+2)-edikrél pedig nem,
akkor mar nincs tobb bels6 dllapot kod a programszalagon, meg kell dllnunk: irjunk
U jelet a (k + 1)-edik és (k + 2)-edik szalagra, és menjink (15)-re. Egyébként, ha
eltérés van, menjink (3)-ra. Ha a (k + 2)-edik szalagon tires mezére értiink, a két
bels6 allapot kéd ugyanaz.

(2) [Start: betiik keresése.] A k+1-edik szalagon balra haladva, az ott szerepld a4, ..., ay,
betiiket hasonlitsuk Ossze az els6é k szalagrél olvashatd betiikkel. Ha nincs eltérés,
1épjlink a (k+2)-edik szalagon jobbra egyet, a bal széls6 nem iires mezére, és menjiink
(6)-ra. Ha eltérés van, jegyezziik meg, hogy hény betiit kell még balra atlépni a
(k 4 1)-edik szalagon.

(3) [Tovabb: keresés.] Amig a (k + 2)-edik szalagrél nem iires jelet olvasunk, lépkedjiink
balra a (k + 2)-edik és (k + 1)-edik szalagon is, mindkét szalagon &tlépve a kddszot.
Egyébként balra haladva 1épjiik at a sziikséges szdmi, maximum k betiit a (k + 1)-
edik szalagon, és az utolsé 1épésnél 1épjiink vissza jobbra egyet a bal szélsé nem iires
mezére a (k + 2)-edik szalagon.

(4) [Tovabb: 8 és a.] Amig a (k + 2)-edik szalagrél nem iires jelet olvasunk, lépkedjiink
jobbra a (k + 2)-edik és balra a (k + 1)-edik szalagon, mindkettén &tlépve a kod-
sz6t; utdna 1épjlink vissza balra egyet a jobb szélsé nem iires mezére a (k + 2)-edik
szalagon, és balra haladva 1épjiik at a k darab betiit is a k + 1-edik szalagon.
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(5) [Tovabb: +.] Balra haladva 1épjiik a4t a k darab ,irdnyjelet” is a (k+1)-edik szalagon,
majd menjiink (1)-re.

(6) [Vissza: megtaldltuk az utasitdst.] Menjlink vissza a kddszé elejére a (k + 2)-edik
szalagon: 1épjiink jobbra, amig iires jelet nem olvasunk, majd 1épjiink egyet balra.

(7) [Ertelmezés: B, a bels6 allapot.] Mésoljuk at a kovetkezd bels6 allapotot a (k + 1)-
edik szalagrol a (k+ 2)-edik szalagra: balra lépkedve, ha a (k+ 2)-edik szalagrél nem
iires jelet olvasunk, frjuk feliil a (k + 1)-edik szalagrdl olvasott jellel.

(8) [Ertelmezés: v, a betiik.] A (k+1)-edik szalagon k 1épést balra 1épve, frjuk a leolvasott
betiiket az els6 k szalagra.

(9) [Ertelmezés: v, az irdnyjelek.] A (k4 1)-edik szalagon k lépést balra lépve, hajtsuk
végre a ~ &dltal megadott, a (k + 1)-edik szalagrél leolvasott betiiknek megfeleld
elmozdulasokat az els6 k szalagon, majd lépjunk jobbra k lépést a (k + 1)-edik
szalagon és egy lépést a (k + 2)-edik szalagon.

(10) [Vissza: «.] Lépjiink jobbra k 1épést a (k + 1)-edik szalagon.

(11) [Vissza: B és betiik.] Ha a (k + 1)-edik szalagon iires jel 4ll, akkor mér tilmentiink
a program elején, de ezt csak itt lehet észlelni: 1épjiink ezen a szalagon egyet balra,
majd menjiink (13)-ra. Egyébként menjiink vissza a kddsz6 elejére a (k + 2)-edik és
a (k+ 1)-edik szalagon: 1épjiink jobbra, amig {ires jelet nem olvasunk a (k 4 2)-edik
szalagon. Ezutdn menjink a (k + 1)-edik szalagon k lépést jobbra, a (k + 2)-edik
szalagon pedig 1épjiink egyet balra.

(12) [Vissza: belsé allapot és kovetkez6 +.] Menjiink vissza a kédszé elejére a (k + 1)-edik
és a végére a (k + 2)-edik szalagon: lépjunk jobbra a (k + 1)-edik és balra a (k + 2)-
edik szalagon, amig a (k+ 2)-edik szalagon iires jelet nem olvasunk. Ezutén 1épjiink
a (k4 1)-edik szalagon k 1épést jobbra, a (k + 2)-edik szalagon pedig lépjiink egyet
jobbra, és menjiink (10)-re.

(13) [Vissza: (k + 1)-edik szalag eleje.] Amig a (k + 1)-edik szalagrol iires jelet olvasunk,
lépjiink rajta balra.

(14) [Vissza: (k + 2)-edik szalag eleje.] Menjiink vissza a kodszo elejére a (k + 2)-edik
szalagon: 1épjiink jobbra, amig iires jelet nem olvasunk, majd 1épjiink egyet balra,
és menjiink (1)-re.

(15) [Vége.] Alljunk meg. (A kimenet az elsé k szalagon van.)

Az aldbbiakban allapotokkal is megadjuk a fenti algoritmust végrehajté Turing-
gépet, de csak a szamunkra legfontosabb k = 1 esetben. Ekkor 15 bels6 allapot is elegendd,
nem kell semmit ,megjegyezni”. A fenti (1)-(15) pontoknak rendre az s, sy, tg, t1, to, vy,
€gs €15 €9, Vi, Vg, Vs, Uy, Us, h &llapotok felelnek meg. A most kovetkez6 leirasban ha
nem mondjuk, hogy irunk, akkor ugyanazt a jelet irjuk vissza a szalagra, amit olvastunk,
és ha nem mondjuk, hogy melyik allapotba menjiink, akkor maradunk ugyanabban az
allapotban. Az elsd, masodik és harmadik szalagrél olvasott betiit rendre aq, as, ag jeldli.

s: Ha a3 # ., és ay = |, akkor menjiink a h 4llapotba. Ha a5 # ., és a, = ag, akkor a
masodik és harmadik szalagon lépjlink balra. Ha a5 # , és ay # a4, akkor a mésodik
és harmadik szalagon lépjiink balra, és menjiink a t, allapotba. Ha as = ., akkor
menjiink at az s; allapotba.
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s1: Ha a; = ay, akkor a masodik szalagon 1épjlink balra, a harmadik szalagon 1épjlink
jobbra a bal széls6 nem iires mezdre, és menjink a v, allapotba. Ha a; # a,, akkor
a masodik szalagon 1épjiink balra, a harmadikon jobbra, és menjiink a t; allapotba.

ty: Ha ag # ), akkor a mésodik és harmadik szalagon 1épjiink balra. Ha a5 = ., akkor
a harmadik szalagon lépjlink jobbra, és menjiink a ¢, allapotba.

t;: Ha ag # ), akkor a masodik szalagon balra, a harmadik szalagon jobbra lépiink. Ha
as = u, akkor a mésodik és harmadik szalagon is lépjink balra, és menjink a ¢,
allapotba.

ty: A masodik szalagon 1épjiink balra, és menjink az s allapotba.

vy: Ha ag # ., akkor a harmadik szalagon lépjink jobbra; egyébként a harmadik szala-
gon 1épjilink balra, és menjiink az e, allapotba.

eo: Ha ag # ., akkor frjuk a,-t a harmadik szalagra, és a masodik és harmadik szalagon
lépjiink balra; egyébként menjiink az e; allapotba.

eq: Irjuk aq-t az elsé szalagra, a masodik szalagon lépjiink balra, és menjink az e,
allapotba.

eyt Az els6 szalagon 1épjiink az a, 4ltal kédolt médon, a méasodik és harmadik szalagon
pedig lépjiink jobbra, és menjiink a v, allapotba.

vy A masodik szalagon 1épjilink jobbra, és menjiink a vy allapotba.

vy Ha ay = ), de ag # |, akkor a masodik szalagon lépjlink balra, és menjiink a v,
allapotba. Egyébként ha as # ., akkor a mdasodik és harmadik szalagon 1épjiink
jobbra, ha pedig a3 = ., akkor a méasodik szalagon 1épjlink jobbra, a harmadik
szalagon lépjilink balra, és menjiink a vs allapotba.

vy: Ha ag # ., akkor a mésodik szalagon lépjiink jobbra, a harmadik szalagon lépjiink
balra, ha pedig a; = 1, akkor a masodik és harmadik szalagon is 1épjlink jobbra, és
menjiink a v; allapotba.

v,: Ha ay = |, akkor a masodik szalagon 1épjiink balra, egyébként menjiink a vy alla-
potba.

vs: Ha ag # ., akkor a harmadik szalagon 1épjiink jobbra, ha pedig a3 = ., akkor a
harmadik szalagon lépjiink balra, és menjiink az s allapotba.

h: Alljunk meg,.

Térjiink vissza az dltaldnos eset targyaldsdra. Még meg kell szabadulnunk a (k + 2)-
edik szalagtol. Eszrevehetjiik, hogy a (k + 1)-edik szalagon azt haszniltuk ki, hogy ¢
k6djatol jobbra 2k+1 iires jel 4ll. Irjuk ezektdl jobbra a (k+2)-edik szalagon 4116 k6dszét,
és hagyjuk el a (k + 2)-edik szalagot. Még mindig két fejre van azonban sziikségiink a
(k+1)-edik szalagon. A megoldas 6tlete ugyanaz, mint a 10.1.25 pontban. ,Huzzuk szét”
a mezoket, és minden mez6 mellé, téle jobbra tegyilink egy ijabb mez6t: ha itt nem |, van,
hanem mondjuk 0, az azt jelzi, hogy itt a fej. Kezdésnél most is a két fej a kezdoallapot
kédjanak jobb szélén, illetve ¢ kédjanak jobb szélén all. A ¢ kdédja és a kezddallapot
kédja kozott most 4k + 2 dires jel van. Nem nehéz az algoritmust gy megvaltoztatni,
hogy az eredeti k + 2 szalagos valtozat miikodését szimulalja.

Ha T unéris, akkor nincs az iires jelen kiviil két tovabbi jeliink, de a harom jelet
az undris gép jeleibdl alkotott parokkal kédolhatjuk (az tres jel kédja legyen ). A fej
kédokat is szamolva, most ¢ kédja és a kezdoballapot kédja kozott 6k + 3 iires jel van,
de a kezd6allapot kddjanak jobb szélén is allhat tires jel, igy legfeljebb 6k + 4 tires jel all
egymas mellett a teljes programkodban.
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Végiil vegyiik észre, hogy ha A-nak legaldbb harom eleme van, akkor a programot
ugy is kédolhatjuk, hogy a kédban ne szerepeljen ., jel. Példaul, ha 0,1 € A, akkor
L # a € A kédoldsara a Oa pért, |, kddolasara az 10 part, mig elvilaszt6 jelként az 11
part hasznalhatjuk. A fej jelzésére 1-et, mig hidnydnak jelzésére 0O-t hasznalunk. Persze
U-t ennek megfelelen értelemszertien modositani kell.

Nyilvadn egy 1épés szimuldldsa konstans id6 alatt torténik (persze a konstans fiigg a
program hosszatél). O

A konstrukcié némi valtoztatdsaval megoldhatd, hogy egyédltalan ne legyen sziikség
4j szalagra:

x 10.1.30. Egyszalagos univerzalis Turing-gép. Legyen A egy (legaldbb kételemi)
abécé. Van olyan egyszalagos U Turing-gép A dbécével, hogy bdarmely egyszalagos T =
(B, A, p) Turing-gépre a T bemenetét és egy, csak a p-t6l fiiggd w € A* ,programot”
(amelynek jobbszélsé betiije nem iires jel, és legfeljebb 11 iires jelet tartalmaz egymaés
mellett) felirva az U szalagjara, U szimuldlja T miikédését. Ha A-nak legaldbb hdrom
eleme van, akkor U-t 1gy is valaszhatjuk, hogy az w programok ne tartalmazzanak iires
jelet. Ha T szemétgytijtéssel dolgozott, akkor U is. Ha T egy bemeneten t Iépést tesz,
akkor U a szimuldldst O(t) lépésben végzi.

Megjegyezziik, hogy tovabbi tigyeskedéssel egy univerzalis Turing-gép betiiinek, illet-
ve belsé allapotainak szama eléggé lecsokkenthet6. Példaul megadhatd univerzalis Turing-
2ép 6 elemii dbécével és 6 belsé dllapottal (amely egyszalagos, de barmely k-szalagos gépet
tud szimuldlni.)

Bizonyitas. Az el6z6 bizonyitas konstrukeijat kell egy kicsit médositani. frjunk az
ott szerepld program mindkét szélére egy-egy kétbetiis 0 jelet, amelynek jelentése ,iires
mez6 rajta allo fejjel”. Most négy ,.fej” jelzés van a szalagon, a két szélsé kozott van a
program, azokon kiviil van a tényleges szalagtartalom; modositsuk ennek megfelelen a
szimulaciot: a programban valé ,keresgélés” soran a két széls6 ,.fej” helyzete nem valtozik,
a mozgas a szalagon pedig ugy torténik, hogy az egész programot a négy ,fej”-jel egyiitt
mozgatjuk. Megallas el6tt a jobb szélsé ,,fej”’-t6l indulva, a bal széls6 ,,fej”-jel bezardlag
toroljiik a programot. [J

10.1.31. Feladat [7]. Egyszalagos, haromelem(i szalagidbécével rendelkez§ Turing-
gépek szimuldlasat végz6 haromszalagos univerzalis Turing-gép masodik és harmadik
szalagjara legfeljebb négy-négy betiis ,programot” frunk. Vizsgaljuk meg, hogy az egyes
,programok” esetén milyen gépet szimuldl az univerzélis gép. (A legtobb eset trividlis.)

10.1.32. Félszalagos Turing-gépek. Néha a Turing-gépet gy szokas definidlni,
hogy a szalagjai csak az egyik iranyban végtelenek:

[ula[T]L[OoT1[0]u]y - - -

Ha a gép balra haladva barmelyik szalagjan ,lelép” a szalagrol, akkor gy tekintjiik, hogy
»elszallt”: soha nem jut el a halt dllapotba (még akkor sem, ha éppen abba ment volna
at).
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10.1.33. Félszalagos Turing-gép szimulalasa Turing-gépen. Barmely félszala-
gos Turing-géphez létezik Turing-gép ugyanazzal a szalagszammal és abécével, amely a
félszalagos Turing-gépet szimuldlja, és ha az n lépést tett, akkor legfeljebb O(n) 1épést
tesz.

Bizonyitas. Irjuk a félszalagos Turing-gép szalagjainak tartalmét a Turing-gép
megfeleld szalagjanak ,nemnegativ paros sorszami” mezdibe (nulla sorszdminak a félsza-
lagos gép szalagjanak bal szélsé mez6jét tekintjiik). A Turing-gépen a péaratlan mezdket
hagyjuk végig szabadon, kivéve a —1 sorszamu mez6t, amelybe irjunk az tirestol kiilon-
boz6 jelet. Ha valamelyik szalagon erre a mezére ériink, menjiink egy olyan allapotba,
amelyben a gép minden szalagon alland6an balra 1ép és ugyanabban az allapotban marad,
azaz ,elszall”. Egyébként a szimuldlas nyilvanvald és koltsége is nyilvanvalé: 1ényegében
ugyanazt tessziik, mint a félszalagos gép, a paratlan mezéket atlépve. O

10.1.34. Turing-gép szimulalasa félszalagos gépen. Barmely Turing-géphez léte-
zik télszalagos Turing-gép ugyanazzal a szalagszammal és abécével, amely a Turing-gépet
szimuldlja, és ha az n lépést tett, akkor legfeljebb O(n) lépést tesz.

Természetesen igy van univerzalis Turing-gép egyetlen félszalaggal és kételemil abé-
cével is.

Bizonyitas. Az alapgondolat, hogy a félszalagos gép minden szalagjan a mezdket
harom végtelen részre osztjuk: az egyikbe keriilnek a ,jobb oldali”, a méasikba a ,bal
oldali” mez6k, a harmadikba pedig egy ,szalagvégjel”. Nullatél szamozva a félszalagos
Turing-gép szalagjainak mez6it, {irjunk a harommal oszthatd sorszami mezdékbe {ires je-
let, kivéve a 0 sorszami mezo6t, ahova egy, az ires jeltol kiilonb6zé jelet irunk; ez lesz
a ,szalagvégjel”. Minden szalagon a fej alatt és téle balra elhelyezked6 mezdket irjuk a
harommal osztva maradékul egyet add sorszamt mezokbe, de forditott sorrendben, mint
ahogy a Turing-gép szalagjan voltak. Minden szalagon a fejtél jobbra all6 mezdket irjuk
a harommal osztva maradékul kett6t add sorszami mezokbe. A szimulalas nyilvanvalo:
minden szalagon ,harmasaval” mozgunk, de figyeljiik a szalagvégjelet is, és ha raléptiink,
irdnyt és maradékot valtunk. Nyilvan az eredeti gép barmely 1épését korlatos szamu 1é-
péssel tudjuk szimuldlni. O

10.1.35. Post-gép. Ez a szdmitdsi modell adattaroléként sort (first in first out vagy
FIFO adattarat) haszndl. Ez egy, a gép véges, legaldbb két elemli A dbécéjébél képzett
v € A* sz6. Szemben a Turing-géppel, most csak ezen sz6 végére tudunk irni, és csak
az elejérdl tudunk olvasni, de az elolvasott betli torlédik is. A gép képes érzékelni, ha
v = 0, azaz v az tires sz6. Ha v € A", akkor legyen head(y) a v els6 betlije, tail(y)
pedig a v maradék részébdl 4ll6 szd; legyen tail(h) = 0. Az A dbécének itt is van egy
kitiintetett bet(ije, amelyet most £ fog jelolni, a maradék dbécé A, = A\ {#}. Maga a
gép egy véges iranyitott cimkézett graf, a ,programgraf”, amely négy kiilonb6zé tipust
csucsot tartalmaz: van pontosan egy ,start” cimkéji cstics, ennek befoka nulla, kifoka egy,
innen indul a gép. Vannak ,halt” cimkéjii csicsok, ezek kifoka nulla, ha a gép ilyenbe
jut, akkor megdll. A gép bemenete, illetve kimenete v értéke a szamitds kezdetén, illetve
végén. A v + va” cimkéjii cstcsok értékadast irnak le, egy a kifokuk; ezeknél a az A
abécé barmely konkrét betiije lehet, amelyet a v végére frunk. Végiil a vy + tail(y)”
cimkéjli ,,vizsgdld” csticsok kifoka f(A) + 1, és a kimend élek cimkéje (), illetve az A dbécé
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betii; ezekbdl a cstcsokbdl a gép a () cimkéjii élen megy tovabb, ha a ~ iires sz6 volt, és
a head(y) cimkéjii élen egyébként; az elolvasott betii torlédik a +y elejérél.

10.1.36. Tétel: Post-gép szimulalasa Turing-gépen. Barmely Post-gép szimulal-
hato egyszalagos Turing-gépen ugyanazzal az abécével.

Bizonyités. El6szor feltessziik, hogy a Turing-gép abécéje AU { }, ahol A a Post-
gép abécéje és |, ¢ A. A Turing-gép belsé allapotai alapvetéen a Post-gép cstcsainak
felelnek meg, a szalagra pedig a mindenkori « sz6 van irva. A -y < ya” tipusu csicsoknél
a Turing-gép az 7 sz6tdl jobbra 1év6 elsé | jelen &ll, ide az a € A betiit irja, és ha a
kovetkez8 cstics is ilyen tipustd, akkor az annak megfelel b’ belss allapotba megy at,
és eggyel jobbra lép; ha a csics ,y < tail(y)” tipust, akkor a Turing-gép a ~ sz6 bal
sz€ls6 betiijén all, azt |, iires jellel irja feliil, az olvasott betiinek megfeleléen megy tovabb
(L olvasédsa tires 7y szét jelent), és ha a kovetkezd csucs is ilyen tipusd, akkor az annak
megfelelé b” bels6 allapotba megy at, és eggyel jobbra lép; kilonbozd tipust csticsok
esetén egy b illetve b belsé allapotot iktatunk kézbe, amelyben a szimulalé Turing-gép
megkeresi a v sz6 megfelel§ végét. A _halt” dllapotba 1épés el6tt az «y jobb szélsé betiijére
allunk. Végiil vegyiik észre, hogy az 1ij ., betll bevezetését nyilvan elkeriilhetjiik bettiparok
hasznalataval.

10.1.37. Tétel: Turing-gép szimulalasa Post-gépen. Barmely egyszalagos Turing-
gép szimulalhat6 Post-gépen ugyanazzal az abécével.

Bizonyités. El6szor feltessziik, hogy a Post-gép dbécéje A U {#}, ahol A a Turing-
gép abécéje a |, tires jellel és § ¢ A. A Turing-gép belsd allapotainak a Post-gép bizonyos
w7y < tail(y)” tipust csticsai felelnek meg, és a Post-gép a v € (AU {#})* szdval dolgozik,
amely Sfa alaku, ahol 5 a Turing gép feje alatt és attol jobbra allo betlikbél all szd, a
pedig a fejtol balra all6 betiikbol allé szo, természetesen mindkettd az utana illetve el6tte
all6 végtelen | -sorozat nélkiil, a f jel pedig a ,téréspontot” jelzi.

A Turing-gép egy lépésének szimulalasa ugy kezddédik, hogy a Post-gép ,elolvassa a
fej alatt all6 betiit”, 5 els6 betiijét. Ha a Turing-gépnek jobbra kell 1épnie, akkor latszélag
egyszeru dolga van: a szalagra frand6 betiit hozzairja v végéhez. Ha azonban [ egyetlen
betibol allt, akkor a kévetkezd 1épésben |, jelet kellene olvasnia. Ezért mindig egyszer
korbeléptetjiik” a v szot: el6szor elolvassuk a kdvetkezo betiit: ha ez f, akkor el6bb egy
f, majd egy ,, aztdn még egy f jelet irunk v végére, ha pedig ez nem f, akkor egy f jelet,
majd az olvasott betiit irjuk v végére, és folytatjuk, amig végil egy f jelet olvasunk és
irunk. A ,korbeléptetés” befejezéséhez egy ujabb f jel olvasisiig folytatjuk az olvasast és
irast, de ezt a f jelet mar nem irjuk ki.

Ha az aktudlis betii elolvasdsa utdn a Turing-gépnek helyben kell maradnia, akkor
az eljaras valamivel egyszeriibb: elészor egy f jelet frunk v végére, majd az irandé betiit,
és korbeléptetjiik” a v szot.

Végiil, ha az aktudlis betii elolvasasa utan a Turing-gépnek balra kell 1épnie, akkor
két korbeléptetést” alkalmazunk: Elészor egy f jelet irunk -~ végére, majd az frando
betit, és korbeléptetiink, de az elsé § jel elérése utan , késleltetéssel”, azaz csak két betli
kiolvasasa utan irjuk vissza az els6t, majd egy djabb beti kiolvasdsa utan a méasodikat
stb. Mikor £ jelet olvasunk, akkor egy f jelet frunk ki, és csak aztan irjuk ki az el6zéleg
olvasott betiit, ami eredetileg a utolsé bettije volt. (Azt az esetet is kezelni tudjuk, amikor
« iires volt.) Ujabb korbeléptetéssel eléallithatjuk az Gj v/ = f'#a’ sz6t, és ezutdn a b’
bels6 allapotnak megfelel6 csticsba mehetiink.
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10.1.38. Korlatozott gépmodellek. Ha egy Turing-gépre kiilonb6z6 megszoritaso-
kat tesziink, korldtozott gépmodelleket kapunk. Példaul feltehetjiik, hogy vannak , csak
bemenet” szalagok, amelyeken a gép nem irhat, és csak balra léphet, vannak , csak kime-
net” szalagok, amelyeket a gép irhat, de csak jobbra léphet rajtuk, és vannak veremtdrak
vagy vermek, amelyeken a gép irhat és olvashat, valamint balra is, jobbra is léphet, de
ha balra 1ép, akkor torélnie kell, amit olvasott (azaz iires jelet kell a helyére irni); ezek
a szalagok szolgalhatnak bemenetként és kimenetként is. A fenti megszoritasnal a csak
bemeneti szalagok ,,online” hasznalatardl beszéliink; az ,,offline” hasznalatnal megenged-
jik, hogy a csak bemeneti szalagokon akirmerre 1épjen a fej, de ezekre a szalagokra a
gép nem irhat (azaz azt kell visszairnia, amit olvasott). Egyéb megszoritasokat is tehe-
tink, példdul egyes szalagokra kikothetjik, hogy félszalagok legyenek, azaz csak jobbra
legyenek végtelenek. Természetesen a kiillonb6z6 megszoritasok kevesebbet ,,tudé” gépe-
ket eredményezhetnek, amelyeken mar nem lehet Turing-gépet szimuldlni. (Nyilvanvald,
hogy ha van olyan szalag, amelyen a gép irhat is, olvashat is, és mindkét iranyba szabadon
mozoghat, akkor tud szimuldlni Turing-gépet.)

Példaul egy véges automata lényegében egy olyan Turing-gép, amelynek egy onli-
ne bemeneti szalagja van, és egy kimeneti szalagja, amelyre azonban csak egyszer ir-
hat, kozvetleniil azelStt, hogy atmegy a végallapotba, és nem léphet rajta semerre. Igy
csak két dolgot tehet: a bemenetet elfogadja (ha nem iires jelet ir) vagy elutasitja (ha
iires jelet ir). A Rabin—Scott-automata ennek a nemdeterminisztikus viltozata (a nemde-
terminisztikus Turing-gépeket lasd késébb); mindig szimuldlhaté determinisztikus véges
automatdval, bar az allapotok szdma exponencidlisan megnd (a szimulaciéhoz a nemde-
terminisztikus gép ,,halt” allapottdl kiilonb6z6 bels6 allapotainak nem tires részhalmazait
kell valasztani a determinisztikus gép bels allapotainak). A Mealy-automata hasonlé, de
a bemenet szalagokat online olvasva, minden 1épésben ir a ,,csak kimenet” szalagokra. A
Moore-automata abban kiilonbozik a Mealy-automatatol, hogy a kimenet csak a bels6
allapotatdl fiigg; a Mealy- és a Moore-automata nyilvan ekvivalensek. Ezeknél tobbet
tud az egyveremtdras gép, amelynek egy bemeneti szalagja van és egy veremtara, amely
egyuttal a kimenet is. A kiilonb6z6 korlatozott gépmodellek fontos szerepet jatszanak
az informatikdban, més targyakban lesz réluk szé. Itt egyetlen eredmény bizonyitasara
szoritkozunk.

10.1.39. Tétel. Barmely egyetlen félszalaggal rendelkez6 T Turing-géphez létezik
olyan V kétveremtaras gép, amelynek mindkét veremtara félszalag, a Turing-gépet szimu-
lalja ugyanazzal az dbécével, és ha az n 1épést tett, akkor legfeljebb O(n) lépést tesz.

Bizonyitas. A Vels§ veremtara lesz a bemenet és a kimenet is, kezdetben a mésik
veremtarban tires jelek vannak, és a fej a bal szélsé mezén all. A szimulalas alapgondolata,
hogy a T'szalagjan a fej alatti és attdl balra 1év6 jeleket az elsé veremtar tartalmazza, mig a
masik veremtarban a T'szalagjan a fejtol jobbra 1év6 jelek vannak, de forditott sorrendben.
Ha balra mozdul el T feje, akkor az elsé vermen balra mozdulunk és igy itt tordlniink
kell, a masodik verembe viszont irunk és itt jobbra mozdulunk, valamint megjegyezziik,
hogy az els6 verembdl kell majd olvasni. Ha T feje jobbra mozogna, akkor az els6 verembe
irunk és itt jobbra lépiink, a masodik vermen pedig balra 1épiink, és igy ott térdlni kell,
valamint megjegyezziik, hogy a mésodik verembdl kell majd olvasni. Ha nem mozdulunk
el, akkor egyik vermen sem mozdulunk, de ahonnan olvasnunk kell majd, oda frunk, és
w,nem felejtjiik el”, hogy honnan kell majd olvasni. Egyetlen probléma van: ha T szalagjan
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a kezdeti poziciétol jobbra all6 mezore 1épiink, a szimuldlé gép méasodik vermén a fej
balra ,lelép” a szalagrol, és igy V ,elszall”. Ezt megel6zendd, legelsé 1épésként a masodik
verembe ,,6rszemként” (sentinel) irunk egy tres jelet, és minden, a mésodik verembe frt
betii mellé, téle jobbra frunk egy nem iires jelet, ami jelzi, hogy a mésodik verem még nem
iires. Ha a masodik veremtarban balra kellene 1épniink, el0szor mindig ellenérizziik, hogy
a verem iires-e. Ha nem, akkor kettot is 1éphetiink balra. Ha viszont elértiik az ,,0rszemet”,
akkor ténylegesen nem lépiink balra, de iires jel olvasidsanak megfeleléen miikodiink.

10.1.40. RAM-gép. A RAM-gép (RAM: Random Access Memory, tetszdleges elérésii
memdria) a valédi szdmitdégépekhez kozelebb allé gépmodell. (Egy ,valédi szamitégép”
példdul a [46], Vol. 1 Fas. 1 konyvben leirt MMIX gép, amely ugyan csak szimuldtor-
ként és metaszimulatorként létezik, de kivaléan osszefoglalja a 1étez6 gépek legfontosabb
tulajdonsdgait.) Az M memoéria minden Mk] (k € Z) rekesze tetszileges egész szamot
tarolhat, de egyszerre mindig csak véges sok nem nulla értéket tarol. A gépnek harom
regisztere van: az A akkumuldtor, a B regiszter és az I indexregiszter; ezek tartalma is
egész szam. Van még egy programmemoria, ennek rekeszei természetes szamokkal van-
nak indexelve, és utasitdsokat tartalmaznak. Az utasitdskészlet az aldbbi (a % jel utan,
megjegyzésként leirtuk, hogy az utasitds mit csinél):

CLR % A<0; clear A, azaz A torlése

INC % A<A+1; increment A, azaz A novelése

DEC % A<A-1; decrement A, azaz A csokkentése

GET B % A<B; get B, azaz A-ban a B értékét kapjuk meg
GET I % A«1I; getl, azaz A-ban a I értékét kapjuk meg
PUT B % B<«A; put B, azaz A értékét B-be tessziik

PUT I % I<+A; putl, azaz A értékét I-be tessziik

ADD % A<A+B; add, azaz Osszeadas

LD % A«M[I]; load, azaz toltés a memodriabdl

ST % M[I]<«A; store, azaz tarolas a memoridba
JNP p 7% jump non positive, azaz ugras, ha nem pozitiv:
% A<O0 esetén a programvégrehajtas a p-edik soron folytatédik.

Mint lathat6, minden adat csak az akkumulatoron keresztiil érheto el, a B és I regiszterek
csak az akkumuldtorbdl kaphatnak értéket. A programvégrehajtds a nulla sorszamu sor-
ral indul, és minden sor sorban végrehajtédik, ha nincs ugrds. A gép akkor all meg, ha a
vezérlés olyan sorra keriil, amely nem tartalmaz utasitast. Minden RAM-gép tekinthet6
szamitasi eljarasnak, az allapotot a regiszterek tartalma, a meméria tartalma, és az ak-
tudlis programsor sorszama adja meg. A memoria és a regiszterek, csak a meméria, csak
a regiszterek, vagy azok egyike, példaul az akkumulator is tekinthet6 bemenetnek illetve
kimenetnek; hogy ez nem lényeges, azt az alabb részletezendd példa mutatja.

10.1.41. RAM-gép végrehajtasi ideje. Egy RAM-gép lépésszdma nem a leg-
jobb méroszama annak, hogy , mennyi munkat végez”, mert tetszoleges hossziisagu egész
szamokkal végzett miiveletekkel szimuldlhatunk vektormiiveleteket. (Turing-gépnél nincs
ilyen lehet&ség, mert a szalagabécé véges.) Ezért célszeriibb RAM-gépek 1épésszama he-
lyett a futasidejiikr6l beszélni. Ezt Ggy kapjuk, hogy egy 1épés idejét nem egységnyinek
vessziilk, hanem annyinak, amennyi az adott 1épésben (operandusként, illetve eredmény-
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ként) szerepld Osszes egész szdm bitjei szdmanak Osszege, ahol minden szamnal egy bi-
tet szamolunk az elSjelre. Igy a 0 egybites, a 0 # n € Z szadm bitjeinek szdma pedig
2 + |log|n|]. Emiatt szokds logaritmikus kéltségii RAM-géprol is beszélni. Példdul a LD
utasitds futasideje, ha I tartalma 11, az M[11] tartalma pedig -20, akkor 5 + 6 = 11.

10.1.42. Példak. (1) Kiszdmitjuk egy, a A akkumuldtorban 1év8 a természetes szdm
kettes szdmrendszerbeli alakjit gy, hogy ha a szdm m bites, akkor csak O(m) 1épést
tesziink, és O(m) bites szdmokkal szamolunk, igy a futdsidé O(m?). A 2F tag egyiittha-
téja a —k index{ rekeszben fog megjelenni. A szegényes utasitaskészlet miatt érdemes
bevezetni az

LDI n % I<n, A<M[n]
és
STI n % B<A, I<n, Mnl<A

,makrokat”, ahol n € N adott, konkrét természetes szam, bar most csak azn =1ésn =2
eseteket fogjuk hasznalni. (Az LDI illetve STI névben az I betli az angol ,immediate”,
azaz ,kozvetlen” széra utal.) Az elsd definicidja

CLR % A<0
INC % A<A+1, tehdt A1
INC % A2

INC % A<n
PUT I Y I¢n
LD % A<M[n]

a masodiké pedig

PUT B % B<A, azaz A mentése
CLR % A<O0
INC % A1
INC % A2

INC % A<n

PUT I % I¢+n

GET B % A<«B, azaz A visszasllitdsa
ST % M[n]<A

ahol mindkét definiciéban n darab INC utasitds szerepel (masként nem tudunk konkrét
szamokat megadni a gépnek). A masodik makré — a B regiszter médositasatél eltekintve —
az els6 ,forditottja”. A program maga két részbdl all. Az elsé megkeresi a legkisebb olyan
m természetes szamot, amelyre a < 2™, és ezt M|[2]-be teszi, valamint 0 < k < m esetén
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a —2F szdmot befrja M[—k]-ba. Az a < 2™ feltétel ekvivalens az a + 1 < 2™ feltétellel,
ez pedig az a + 1 — 2™ < 0 feltétellel, ez utébbit ellendrizzitk. Az a + 1 értéket M[1]-ben
taroljuk. A program mésodik része szamolja ki a jegyeket. Mindkét részben az egyszertiség
kedvéért nem abszolut cimeket, hanem 0:, 1:, ... ,9: alakd (feliildefinidlhat6) szimbolikus
cimkéket hasznélunk, azaz a cimke egy d decimadlis szimjegy. Az ugr6 utasitdsban dF (d
forward) vagy dB (d backward) szerepel, attol fiiggéen, hogy az adott ugré utasitdsban
elére vagy vissza kell ugrani a megadott cimkéhez. A ,val6di programba” egy ,,assembler”
teszi be az abszolt sorszdmokat. (Természetesen tetsz6leges cimkéket is haszndlhatnank,
de a tiz lehetséges ,,lokdlis cimke” béven elég lesz szdmunkra, és az ilyen tipusu cimkék a
valédi assemblerek esetén is rendkiviil hasznosak.) Mindkét programrészben a ciklusmag
m-szer kertl végrehajtasra, ezért O(m) lépést tesziink. Az els§ programrészt a 10.1.1
tabldzat, a masodikat pedig a 10.1.2 tabldzat tartlmazza.

INC % Ae—a+1
STI 1 % M[1l<a+1
CLR % A0

STI 2 % M[2]«+0
DEC % A —20

STI 0 % M[0]+ —2°
1: LDI 1 % A< a+ 1; a ciklusmag kezdete
PUT B % B—a+1
LDI 2 % A —m
PUT I % I —m
LD % A —2™m
ADD % A—a+1-2m
JNP 2F % ha a < 2™, akkor kész az els6 rész
LD % A —2™
PUT B % B<— —2mM
ADD % A —2mtl

PUT B % B« —2mt!

GET I % A+ —m

DEC Y% A —(m+1)

PUTI % I+ —(m+1)

GET B % A+ —2mf!

ST % M[-(m+1)]« —2m+1

GET I % A+ —(m+1)

STI 2 % M[2]« —(m +1)

CLR % A0

JNP 1B Y ciklusmag vége, ugras vissza

10.1.1 tablazat: Els6 programrész.

(2) Hasonlé program {rhaté mas alapi szdmrendszerbe valé konverziéra. A mésik
irdnya konverzié egyszeriibb.
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2: LDI 2 % A+— —m
PUT I % I+ —m
CLR % A0

ST % M[-m]<« 0, 2™ egyiitthatdja 0

GET I % A— —m

INC % A~ —(m—1)

STI 2 % M[2]+ —(m — 1), a ciklusszamlalé inicializdlasa
3: LDI 1 % A+ a+ 1, a ciklusmag kezdete

PUT B % B—a+1

LDI 2 % A« —k, a ciklusszamlalo

PUT I % I+ —k

LD % A —2F

ADD % A—a+1—2F

JNP 5F % ha a < 2F, akkor a jegy 0, elére ugrunk; egyébként 1 a jegy

STI 1 % M[1]-be a + 1 — 2% keriil, ez az G4j a + 1
LDI 2 % A« —k, ciklusszamlalé
PUT I % I+ —k
CLR % A—0
INC % A+ 1, ez a k-adik jegy
4: ST % M[-k]-ba beirjuk a k-adik jegyet
GET I % A— —k
INC % A< —(k—1), k csokkentése

STI 2 % M[2]« —(k—1)
JNP 3B % ugras vissza, ha nincs vége a ciklusnak
% tres utasitds, megéallunk
5: CLR % A< 0, a jegy nulla
JNP 4B Y ugrés vissza beirni a k-adik jegyet

10.1.2 tablazat: Masodik programrész.

10.1.43. Feladat [8]. Irjunk szorzé programot RAM-gépre.

10.1.44. Turing-gép szimulalasa RAM-gépen. Barmely egyszalagos Turing-gép
szimuldlhaté RAM-gépen. Ha a Turing-gép lépésszdma n, akkor a RAM-gép O(n) 1épést
tesz O(logn) jegyti szdmokkal, tehdt a RAM-gép végrehajtasi ideje O(nlogn).

Bizonyités. Feltehetjiik, hogy a T' = (B, A, ¢) Turing-gép iires jele 0, abécéje A =
{0,1,...,7}, a belsd allapotai pedig B = {0,1,...,m}, ahol 0 a start, m pedig a halt.
Legyenek ¢ koordindtai §, o és v, azaz a(j,i) € A, B(j,i) € B és v(j,i) € {<,=,>},
hai € A és j € B. A szimuldcié sordn a memoriarekeszek tartalma megfelel a szalagon
allé betiiknek, I pedig a fej helyzetét tartalmazza. A program a P;, 0 < j < m és
Qs 0 <1 <7, 0 < j < m részekbdl 4ll (a programrészek sorrendje érdektelen). A P;
programrész azt utanozza, hogy a Turing-gép a j allapotban van, kiolvassa, hogy mi &ll
a szalagon, majd ettdl fliggben mds-mas (), ;-re ugrik:
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LD % A<M[I]

JNP (Q, o cime) 7% ide ugrunk, ha nullat olvastunk
DEC

JNP (Q,, cime) 7% ide ugrunk, ha egyet olvastunk
DEC

JNP (Q,, cime) 7 ide ugrunk, ha r-et olvastunk

A P, programrész élljon egyszerlien egyetlen tires programsorbol. A @;; programrész
atirja a ,szalag” tartalmét, modositja I-t a fej mozgdsdnak megfeleléen, majd az 0j j’
dllapotnak megfeleld P, programrészre ugrik. A Q; ;-hez tartozé (j,i)-nek megfeleld
modositast egy DEC utasitas, illetve egy INC utasitas hajtja végre, vagy pedig teljesen
kimarad ez a sor, attdl fliggben, hogy v(j,7) értéke <, > vagy =:

CLR % A0

INC h A1

INC h A alf,9)

ST % MII1<+ «(j,i)irds a szalagra

GET I % AT

(A modositasa (7, 1)-nek megfeleléen)

PUT I % I+A

CLR % A0

JNP <P6(j,i> cime) % ugras a megfeleld belsd allapothoz

% tartozd részre
Maga a program igy épiilhet fel a fent definidlt részekbdol:

CLR % A0
PUT I % I«+A
PO

P’I’TL

Qo,o

mel,r

A végrehajtéasi idére vonatkozé becslés onnan kovetkezik, hogy a Turing-gép egy lépése a
RAM-gép korlatos szamu 1épésének felel meg, és hogy a Turing-gép n 1épésben legfeljebb
n rekeszbe ir barmit is, {gy ezek cime legfeljebb O(logn) hosszi. O

10.1.45. Megjegyzés. Az el6z6 szimulacional a kimenetbe beleszamit az I regiszter
tartalma is a megallaskor, hisz ez adja meg, hol all a fej. Ha ezt el akarjuk keriilni, akkor
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az eredményt arrébb kell mdsolni tigy, hogy M[I] tartalma M]0]-ba keriiljon, M[I — 1]
tartalma M[—1]-be keriiljon stb., miel6tt megéllunk. Ez nem nehéz, ha I tartalma nem
pozitiv: M[1], M[2],..., M[k] haszndlhaté ,segédregiszterként” egy alkalmas k-ra. Ha I
tartalma pozitiv, akkor némi triikkozésre van sziikségiink: irjunk M[I + 1]-be egy olyan
nagy szamot, amely mar nem szerepel az abécében, és masoljuk

MI1),M[2), ..., M[I], M[I + 1]

tartalmat k hellyel jobbra, hogy M[1], M[2],..., M[k] felszabaduljon ,segédregiszternek”.
Ezutan a masolds mar kénnyen megoldhato.

Eszrevehetjiik, hogy a szimuldciéban az ADD utasitast nem hasznaltuk. Erre csak
akkor van sziikség, ha az A regisztert kivinjuk bemenetként és kimenetként is hasznilni (a
10.1.42 példéban leirt konverziéval), és nem akarunk nagyon nagy futési idét. Mig az ADD
utasitdssal az a és b szdmok Gsszeaddsanak futdsi ideje definicié szerint O(log |a|+1log [b]),
nélkiile az 6sszeaddshoz legalabb min{|al, |b|} id6 kell, mert minden 1épés legfeljebb eggyel
noveli a legnagyobb térolt szdm abszolit értékét, ezért még a lépésszam is min{|al, |b|}.

10.1.46. RAM-gép szimulalasa Turing-gépen. Egy RAM-gépre irt programhoz
van olyan négyszalagos Turing-gép, amely szimuldlja a program miik6dését, és ha a RAM-
gép elolvassa bemenetét és futasideje n, akkor a Turing-gép lépésszama O(n?).

Bizonyitds. A Turing-gép dbécéje legyen {,,0,1,—,; }. Az els6, mésodik és harma-
dik szalagon rendre A, B és I aktudlis tartalma szerepel kettes szimrendszerben, eléjellel.
Ha a negyedik szalagon minden rekesz tartalmat sorra feltiintetnénk, akkor gondot je-
lentene, hogy a RAM-gép képes akér a 2™ sorszamu rekeszbe is {rni O(m) id6 alatt,
igy a szalag teleirt része nagyon hosszi lesz, tehat nagyon hosszi idébe telik, amig a fej
végiglépeget rajta. Ezért ST utasitdskor a negyedik szalagra lényegében egy part irunk
fel: az eddig felirtaktdl jobbra egy ; M[I];I sorozatot frunk, ahol M|[I] és I tartalmét
kettes szamrendszerben adjuk meg eléjellel. A RAM-gép bemenetét ugyanezzel a kddo-
lassal irjuk erre a szalagra. Errol a szalagrdl sohasem torliink semmit. Ha LD utasitast kell
végrehajtani, jobbrél balra végiglépegetiink ezen a szalagon, és megkeressiik adott I-vel a
legkésébbi feljegyzést; ha nincs feljegyzés, az olvasas eredménye 0. Az ugyanarra a cimre
valé djabb irasok mintegy ,eltakarjak” a régieket . A t6bbi utasitdst konnyl szimuldlni
Turing-géppel.

Turing-gépiink egy olyan ,szupergép” lesz, amelyben a RAM-gép minden program-
soranak megfelel bels¢ allapotok egy halmaza; ezek egy olyan Turing-gépet alkotnak,
amely végrehajtja az adott utasitast, majd a fejeket mind a négy szalagon a feljegyzések
jobb szélére viszi. Minden ilyen Turing-gép halt allapota megegyezik a kdvetkez6 utasi-
tashoz tartozo Turing-gép start allapotaval; feltételes ugras esetén, ha a feltétel teljestil,
az adott sornak megfelels gép start dllapotdba megy at a ,szupergép”. A nulladik prog-
ramsornak megfelel6 Turing-gép start allapota lesz a ,szupergép” start allapota, mig az
iires soroknak a ,,szupergép” halt allapota felel meg.

A legtobb utasitas szimuldlasa a RAM-gép végrehajtési idejével aranyos szamu 1é-
péssel torténik. Kivétel az olvasas, de ha a RAM-gép futasideje n, akkor ehhez sem kell
O(n)-nél tobb 1épés, igy a teljes 1épésszam O(n?). O

10.1.47. Megjegyzés. Az el6z6 tétel bizonyitdsabdl vilagos, hogy ha jelentosen kibo-
vitjiik a RAM-gép utasitaskészletét (példaul kivonds, ,immediate” konstansok, ,imme-
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diate” irds és olvasds, szorzds, osztds stb.), a fenti tétel akkor is érvényes marad. Ha a
regiszterek szamat megnoveljiik, akkor is csak a szalagok szamét kell megndvelni.

10.1.48. Tarolt programu gép. Egy maésik, a valédi szamitégépekhez kozel &llé
szamitogépmodell a tdrolt programi gép. A meméria ugyanolyan, mint a RAM-gépnél, de
most a program is a memoriaban van. A gépnek csak egy regisztere van, az A akkumuldtor.
Az utasitdskészlet lehet példaul az alabbi:

LD n % A<M[n]

IDI n % A¢n

ST n % Mn]l<A

ADD n 7 A«A+M[n]

ADDI n % A«+A+n

SUB n % A«A-M[n]

JNP p % A<O0 esetén a programvégrehajtas
% a p cimen folytatodik.

Minden utasitas két szomszédos rekeszt foglal el a memoériaban: a kisebb cimil rekesz-
ben van az utasitas kédja, ami egy nem nulla egész szam, a nagyobbik cimen pedig az n
szam. A programvégrehajtds a 0 cimen 16v6 utasitdssal indul, és megall, ha érvénytelen
utasitdskédot olvas. Mivel az utasitdsban n felilirhatd, indexregiszterre (és B regiszterre)
nincs szilikség, és a gép igen ,,szerény” utasitaskészlet esetén is nagyon rugalmas. A térolt
program elve Neumann Janostol szarmazik, és nagyon fontos djitas volt az elsé szami-
togépeknél, hiszen bonyolult hardver épitése nemcsak nagyon draga lett volna, hanem
jelent6sen nétt volna a hardvermeghibdsodédsok szdma is (az els6é gépeket kb. éranként
kellett javitani).

Természetesen ez a gép is még tovabb bovitheté tovabbi utasitasokkal és regiszte-
rekkel. Durvan szélva azt lehet mondani, hogy egy téarolt programu gép ekvivalens egy
»hasonlo” utasitaskészletit RAM-géppel, abban az értelemben, hogy az egyik minden uta-
sitasa konstans szamu utasitassal szimuldlhaté a méasikon.

% 10.1.49. Markov-automatak. Egy Markov-automata egy olyan speciélis f: Q — @
szamitasi eljaras, amelyben az dllapotok @ halmazit (o,i) parok alkotjak, ahol o € A*
valamely A véges dbécére és valamely adott N € N természetes szamra 0 < ¢ < N.
A bemeneti allapotok a (o,0) pdrok, a kimeneti dllapotok pedig a (o, N) pérok. Az
atmeneti fiiggvényt a 0 < ¢ < N-re megadott «;, §; € A* szavak és 0 < a;,b; < N szdmok
segitségével adjuk meg: ha « az a legrévidebb szd, amelyre 0 = aq; [ valamely § € A*-
ra, akkor f(o,i) = (afB;8,b;), ha pedig nincs ilyen sz6, akkor f(o,i) = (0,a;) minden
0 <@ < N esetén és természetesen f(o,N) = (o, N).

x 10.1.50. Turing-gép szimulalasa Markov-automatan. Egyszalagos Turing-gép
szimulalhaté Markov-automatan.

Bizonyitas. Az otlet az, hogy — az el6z8 definicié jeldléseivel — o az aktudlis sza-
lagtartalom lesz, a fejet pedig bedgyazzuk a szalagba, az éppen olvasott betii mellé, attol
balra. Feltehetjiik, hogy a T'= (B, A, ) Turing-gép belsé allapotai és dbécéjének elemei
szédmok, B = {0,1,...,n}, ahol 0 a start, n pedig a halt allapot és A = {0,1,...,7}, a
0 az tires jel. A Turing-gép szalagdbécéjét egyetlen betiivel kell béviteni. Legyen AU {|}
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a Markov-automata dbécéje, ahol | a fej jele. A szimuléci6é sordan o mindig tartalmazza
a fej jelet. A Turing-gép egy 0 < j < n 4llapotanak a Markov-automata j(r + 2)% < i <
(74+1)(r+2)? allapotai fognak megfelelni, az n allapotnak pedig a N = n(r+2)? allapot.
A Turing-gép egy 1épését a Markov-automata legfeljebb 21 + 4 1épése fogja szimulalni.
Legyen ¢(j,k) = (5/,k,¢), ahol ¢ € {<,=,>}, azaz tegyiik fel, hogy a Turing-gép a j
belsé allapotban a k szamot olvasva a j* belsd dllapotba megy at, a k’ szamot irja ki,
és a c iranyba lép. Az alapgondolat, hogy a Turing-gép j belsé allapotanak megfeleld
i =j(r+2)?2+k (0 <k <r) Markov-automata allapotokban sorra ellendrizziik, hogy
a fej alatt k van-e, azaz legyen a; = k|. Ha nem, a kovetkez6 i-re 1épilink, azaz minde-
gyik esetben a; = i + 1. Ha ¢ az = jel, akkor legyen 3, = k'], b, = 7/ (r + 2)%, azaz ha
megtalaltuk, hogy a Turing-gép mit olvasna és helyben kell maradnunk, akkor irjuk ki a
megfeleld &k’ betiit és a fej jelet, és menjiink a Markov-automata j'-nek megfeleld allapotai
koziil az elsére. Ha ¢ a < jel, akkor hasonléan legyen 3, = [k’, b, = j/(r + 2)2, azaz ha
megtaldltuk, hogy a Turing-gép mit olvasna és balra kell 1épniink, akkor irjuk ki a fej
jelet, majd k’-t, majd menjiink a Markov-automata j’-nek megfelel§ allapotai koziil az
elsére. Ha nem talaltuk a fejet, akkor igy végiil az i = j(r + 2)% 4+ + 1 allapotba jutunk.
Ekkor a szalag (teleirt) részének az elején &ll a fej, tehat legyen «; = |, és ha ¢ az = jel,
akkor legyen 8, = k'], ha pedig ¢ a < jel, akkor legyen 8, = |k’. Maradt a jobbra 1épés
kezelése. Ha c a > jel, akkor legyen 3, = a; = kl, és legyen b, = j(r +2)?+ (k+1)(r +2).
A Markov-automata ezen allapota azt jelenti, hogy a j allapotban a k betiit olvastuk.
Ez az allapot az utana kovetkezo r + 1 allapottal egyiitt — hasonléan az eddig leirtak-
hoz — elolvassa a fejtél jobbra all6 jelet, és megcseréli a fejjel, majd a Markov-automata
7' (r +2)? 4llapotaba megy. [

x 10.1.51. Markov-automata szimulalasa Turing-gépen. Markov-automata szi-
mulalhaté Turing-géppel.

c sz

ni. Feltehetjiik, hogy a Markov-automata abécéje nem tartalmazza a |, jelet. A szimulalast
N +1 szalagos Turing-gépen végezziik. Az els6 szalagra keriil a o sz6, az i+ 2-edik szalagra
pedig az «; és B, szavak egy |, jellel elvalasztva. Minden i-re a szimuldlast belso allapotok
egy halmaza végzi (i = N-re a halt llapot): a sz6 bal szélérél indulva megkeressiik az
a; sz6t o-ban, és felilirjuk , jelekkel. (Ha nem taldljuk, készen vagyunk, attérhetiink az
a;-nek megfeleld 1épésekre.) Most Gsszehasonlitjuk 5, hosszat az tires helyek szaméval,
és megfelel6 iranyba addig mozgatjuk az « vagy a [ szot, amig az tires helyek szdma
egyenl6é nem lesz f3; hosszdval. Végiil bemdsoljuk az iires helyekre a 3; szét, és a b;-nek
megfelel§ lépésekre tériink at. Azok az esetek, amikor «, 3, o, vagy f; iires szd, némi
elovigyazatossagot igényelnek. [

x 10.1.52. Sejtautomatik. A sejtautomatdk egy ,nagyon erdsen parhuzamos” sza-
mitasi modellt irnak le. Szokds ,nem Neumann elvli” szamitégépekrdl is beszélni, ami
oriadsi tévedés, mert a sejtautomatakat Neumann Janos hasznalta el6szor énreprodukald
automatak létezésének bizonyitdsira. Az alapgondolat, hogy a d-dimenzids tér minden
Z%beli rdcspontjaba tesziink egy-egy ugyanolyan (véges) automatat. Ennek allapotait
valamely véges halmaz, az A allapot-abécé elemei adjak meg. Itt is feltessziik, hogy a
L tres allapot szerepel az allapotok kozott. A trividlis eset kizarasara feltessziik, hogy
Ay = AN\ { } nem fiires, azaz legalabb két &llapot van. Az i € Z% pontban 1év6 automata
adott ¢ idSpontbeli allapotat jelolje a,. A kévetkezd, ¢ 4+ 1 idépontban ez az automata
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valamely a] 4llapotban lesz. Ez az éllapot csak az adott automata valamely adott kor-
latos (véges sok racspontbdl 4ll6) kornyezetében 16v4 automaték &llapotatdl fiigg, és ez
a kornyezet minden automatara ugyantgy néz ki. Az Osszes automata allapotvaltozasa

egyszerre, szinkronizaltan torténik. Pontosabban, adott egy K = (ky,ksy,...,k,) véges
sorozat, a kirnyezet, amely Z%beli vektorokbdl all, és egy ¢: A" — A dtmeneti fiigguény.
Minden i € Z%ve a] = Pk Qipgys - - - » Ay, )- Feltessziik tovabbd, hogy a t = 0 kezdeti
idépontban csak véges sok automata van nem tires dllapotban, és hogy ©(, ..., ) = 1

azaz a nem lures allapotok ,nem generalédnak maguktél”. Indukciéval adédik, hogy min-
den t € N idépontban csak véges sok automata van nem fiires allapotban.

Formélisan, a sejtautomata az (A, K, ) harmas. Vildgos, hogy egy sejtautomatét
szamitasi eljarasnak tekinthetiink, ha dllapotnak az Gsszes olyan Z%-t A-ba képezd i - a
fuggvényt tekintjiik, amely csak véges sok helyen vesz fel az tires jeltél kiillonb6z6 értéket,
kimeneti allapotnak pedig azon allapotok halmazat, amelyek ,stabilak”, azaz amelyekre
a; = a; minden i € Z%-re.

* 10.1.53. Példak. (1) Ha a K kérnyezetben pontosan azok a k € Z? vektorok vannak,
amelyeknek minden koordinataja 0, kivéve legfeljebb egyet, amely lehet 1 vagy —1 is,
akkor Neumann-szomszédsggrol beszélink. (A d = 2 esetben ilyen szomszédsdggal, 29
allapottal adott meg Neumann Janos 6nreprodukalé sejtautomatét; lasd [15], 11-56. o.)

(2) Ha a K kérnyezetben pontosan azok a k € Z¢ vektorok vannak, amelyeknek
minden koordindtaja 0, 1 vagy —1, akkor Moore-szomszédsagrél beszéliink. J6l ismert
példa sejtautomatéra a d = 2 esetben A = {,, I} dbécével és Moore-szomszédsiggal a
Conway-féle életjaték; ennél ¢ értéke I, ha pontosan harom véltozdja I, az el6zd érték,
ha pontosan négy véltozoja I, és ., egyébként.

(3) Természetesen tovabbi szomszédsigok is elképzelhet6k. A massziv parallel gépek
meglehet6sen hasonléak ehhez a gépmodellhez, de Z% helyett annak egy véges részhalmaza
szerepel.

x 10.1.54. Sejtautomata szimulalasa Turing-gépen. Barmely sejtautomata szimu-
lalhaté Turing-gépen.

Bizonyitéas. A szimuldlast haromszalagos gépen fogjuk végezni. Legyen A a sejtau-
tomata allapotdbécéje. Az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy a sejtautomata dbécéje
tartalmaz az tires jelen kiviil még legalabb hérom jelet, és ezek 0, 1 és —; legyen a Turing-
gép abécéje is A. Irjuk fel az elsd szalagra tetszéleges sorrendben mindazokat az (a;,1),
i € Z¢ parokat, amelyekre a; # .

;@ 0y g .- il
alakban, ahol az i vektor ¢y, ...,¢; koordinatéit a 0, 1, - jelekkel adjuk meg kettes szam-
rendszerben.

Az alapgondolat, hogy az elsd szalagon szerepl6 ,allapotleirdsbdl” (amelyben az {ires
allapotban 1évé racspontok nem szerepelnek) a harmadik szalagra kiszdmitjuk az Gj dlla-
potleirdst, a masodik szalagot hasznilva segédszalagnak. A K = (ky,...,k, ) kornyezetet
~emlékezetiinkben tartva” tekintsiink egy, az elsé szalagon szerepld ¢ vektort, és minden
kq,...,k, vektorra irjuk fel a j = i — k, vektor koordinatdit az iires jellel elvalasztva a
mésodik szalagra. A j egy olyan vektor, amelyben az &llapot valtozhat. (Az els§ szala-
gon azt az i-t, amellyel éppen dolgozunk, gy jeldljiikk meg, hogy a kétszer szerepld a;
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allapotbetiibél a jobb oldalit ideiglenesen -re cseréljiik.) Ha ez a vektor mar szerepel a
harmadik szalagon, toroljiik, és a kovetkezével folytatjuk. Egyébként szamitsuk ki a j+ 4,
vektor koordindtéit, és frjuk a méasodik szalagra j koordindtditdl balra (elvalaszté jelnek
., jelet hasznalunk). Ujra végigolvasva az elsé szalagot, keressiik meg a j + k, vektorhoz
tartozé éllapotot, és irjuk a mdasodik szalagon a j + k;-t6l balra esé ., jeltél balra (ha a
vektor nem szerepel az els6 szalagon, az dllapot ), majd szamitsuk ki, és irjuk a masodik
szalagra a j + ko vektor koordinatait, és keressiik meg az ehhez a vektorhoz tartozé alla-
potot stb. Ha a j kdrnyezetéhez tartozé 6sszes allapot megvan, ,emlékezetbol” tudhatjuk,
hogy milyen allapotba megy at a j vektorhoz tartoz6é automata. Ha az 4j allapot nem az
iires, a j vektort és a hozza tartozé 1j allapotot irjuk a harmadik szalagra, ugyanabban
a formatumban, ahogy az els6 szalagon volt.

Végiil, ha minden 14j 4llapot megvan, ellenérizziik, hogy az 1j dllapotleirds (sorrend-
t61 eltekintve) megegyezik-e a régivel. Elfszor megnézziik, hogy ugyanolyan hosszi-e. Ha
igen, az elsé szalagon szerepl6é minden (a;,?) part megkeressiik a harmadik szalagon. Ha
mindet megtalaltuk, az 0j allapotleiras ugyanaz, és megallhatunk. Egyébként torcljik az
els6 szalagot, atmasoljuk ra a harmadik szalag tartalmat, és folytatjuk a szimuldlast. O

* 10.1.55. Turing-gép szimulaldsa sejtautomatan. Minden egyszalagos Turing-
gép A abécével és B belsballapot-halmazzal szimuldlhaté egydimenzios sejtautomatan
Neumann-szomszédséggal §(A) + 44(B) elemii dllapotdbécével.

Bizonyitas. Az alapgondolat, hogy a fejet bedgyazzuk a szalagba. Feltehetjiik, hogy
A ¢és B diszjunktak. Legyen az allapotdbécé AUBU(Bx {<,=,>}). Minden sejt valamely
a € A dllapotban van, kivéve egyet, amely a BU(Bx {<, =, >}) allapotok valamelyikében
van, ez a ,fej”, a tobbi alkotja a ,szalagot”. A fej altal éppen olvasott betiit a téle balra
all6 sejt reprezentalja. A Turing-gép egy 1épését két fazisban szimulaljuk. Az els6 fazisban
a fej a Turing-gép aktualis b belsé llapotdnak megfeleld allapotban van. Eszlelve a téle
balra 4ll6 ,szalagjelet”, dtmegy a megfelels (b',z) allapotba (x € {<,=,>}), mig a
téle balra 4116 ,szalagjel” a megfeleld a’-re valtozik. Minden maés ,szalagjel” valtozatlan
marad. A mésodik fazisban torténik a fej mozgdsa: ha x az = jel, akkor a fej a (b, x)
allapotbdl a b’ 4llapotba megy 4t, mig a ,szalagjelek” nem valtoznak. Ha = a > jel,
akkor a fej jobbra mozog: a téle jobbra 4ll6 automata a b" 4llapotba megy at, mig 6
maga abba a ,szalagallapotba”, amelyben a téle jobbra &ll6 automata volt. A t&bbi
automata allapota nem valtozik. Hasonléan mozog balra a fej, ha z a < jel. Nyilvan csak
a Neumann-szomszédsigot hasznaltuk. O

% 10.1.56. Church-féle \-kalkulus. A Turing-gépekkel egyidés Alonzo Church 1936-
ban bevezetett ugynevezett A-kalkulusa. Ebben az alapfogalom a fiiggvény. A fiiggvé-
nyekkel kilonb6z6 miveletek végezheték, példaul egymésba lehet helyettesiteni éket. A
legfontosabb miivelet az absztrakcié miivelete, a A-miivelet. Példaul

s = Ax.[r — 23/6 + 2 /120]

az s-et egy fuggvénynek (adott esetben egy 6todfoki polinomfiiggvénynek, a sin fliggvény
egy kozelitésének) definidlja, amelyre s(z) = x — 23/6 + 2°/120. A A-kalkulus ismerte-
tése magyar nyelven Csornyei [11] konyvében taldlhaté meg. A A-kalkulus is ekvivalens
egyéb algoritmusfogalmakkal. Alapgondolatai szerepelnek az egyik legrégebbi programo-
zdsi nyelvben, az 1959-ben bevezetett és ma is haszndlatos LiSP nyelvben (példdul az
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EMACS szovegszerkeszt6 ezen a nyelven programozhaté). Tébb komputeralgebra-rendszer
is tartalmaz fiiggvényabsztrakciét miiveletként.

— 10.1.57. Feladat [9]. Hogyan irhatunk bérhonnan hivhaté ,szubrutint” térolt
programu gépre? Oldjuk meg ugyanezt RAM-gépre, illetve Turing-gépre.

10.1.58. Tovabbi feladatok. [25]: VII.1.1-VIL1.6, VII.1.9-VIL.1.13, VII.1.17,
VII.1.19, VII.1.24-VI1.1.26; [59]: II1.2.1-111.2.25.

10.2 Kiszamithatosag

10.2.1. Kiszamithaté fiiggvények. Legyen A egy legalabb kételemii abécé, amely
tartalmazza a |, jelet, és legyen Ay = A\{_}. Egy f: A§™ — Ay" fuggvényt Turing-kisz-
mithaténak vagy roviden csak kiszdmidthaténak neveziink, ha van olyan Turing-gép (akar-
hény, de legaldbb max{m,n} szalaggal, A dbécével), amely bdrmely (ay,aq,...,q,,) €
AF™ bemenettel (vagyis az elsé m szalagjéra rendre az oy, as,...,q,, szavakat {rva)
megall, és az utolsé n szalagjdra rendre f(aq, s, ..., q,,) koordindtai vannak irva.

Altaldnosabban, egy f € As™ — AF™ parcidlis fiiggvényt parcidlisan Turing-ki-
szamithatonak vagy roviden csak parcidlisan kiszdmithaténak neveziink, ha van olyan
Turing-gép (akarhdny, de legaldbb max{m,n} szalaggal, A dbécével), amely egy

m
(Oél,OQ,. . '5am) € AS
bemenettel (vagyis az elsé m szalagjira rendre az aq, as, . . ., @, szavakat i{rva) pontosan
akkor 4ll meg, ha (a;,a,,...,q,,) € dmn(f), és ekkor az utolsé n szalagjara rendre
flag,ay, ..., a,,) koordindtai vannak irva.

Ha egy Turing-gépet egy fliggvény kiszamitasara akarunk felhasznalni, akkor dlta-
ldban kényelmesebb néhany ,,irasjellel” kibOviteni az abécét, és egyetlen szalagon adni
meg a bemenetet. Ugyanez érvényes a kimenetre is. Példaul, ha egy egyvaltozos egész
egylitthatds polinom a bemenet, akkor vilaszthatjuk az A = {,0,1,—} 4bécét, minden
egyitthatot mas szalagra irva fel kettes szamrendszerben, de kényelmesebb az dbécéhez
hozzdvenni a ; pontosvessz6 jelet is, és az egylitthatdkat (mondjuk a kitevék novekvé sor-
rendjében) egy szalagra felirni, pontosvesszével vdlasztva el azokat. Ha egy tobbvéltozds,
egész egylitthatds > ailw,”xlllxl; .-,/ polinom a bemenet, akkor az dbécéhez még a ,
vessz§ jelet is hozzavéve, az a;  ; ,iy,...,1;; szavakat, ahol a;  ; # 0, tetszés szerint
egymas utan irva adhatjuk meg a polinomot. Fzen meggondolasok alapjan els6sorban
az f: A — A kiszamithaté figgvények és az f € A — Aj parcidlisan kiszamithaté
fliggvények érdekelnek bennniinket.

10.2.2. Nyelvek. Gyakran csak igen-nem problémék érdekelnek benniinket, és a
Turing-gépet ilyen problémdak megoldasara hasznaljuk. Példdul, ha csak az érdekel ben-
niinket, hogy egy

p(xy,..., 1) = Zail,...,iglel'r? ez
egész egyiitthatds polinomra a p(zq,...,x,) = 0 egyenletnek van-e egész szamokbdl 4ll6
megoldasa, akkor olyan Turing-gépet szeretnénk késziteni, amely ezt megmondja. Azok

a bemenetek, amelyekre van megoldds, az Osszes lehetséges bemenetek egy részhalma-
zat alkotjak, és ami érdekel benniinket, az gy fogalmazhatd, hogy egy adott bemenet

369



benne van-e ebben a részhalmazban. Nem vilagos, hogy van-e olyan Turing-gép, amely
ezt megmondja, bar olyan Turing-gépet tudunk késziteni, amely (valamilyen sorrendben
kiprébalva az dsszes (x,...,1,) € Z* lehetéséget) megall, ha van megoldds, és azt ki is
irja.

A fenti meggondolasok alapjan, az el6z6 definici6 jeloléseivel, egy £ C Af halmazt
nyelvnek fogunk nevezni. Bar az el6z6 pont meggondolasai szerint elsésorban a nyelvek
érdekelnek benniinket, az alabbi két fogalmat mégis célszeri lesz altalanosabban defini-
alni.

10.2.3. Eldonthet6 nyelvek. Az el6z6 pont jeldléseivel, egy £ C Af nyelvet, vagy
altaldnosabban egy £ C A;™ halmazt Turing-eldénthetének vagy roviden csak eldont-
hetének neveziink, ha van olyan Turing-gép (legaldbb m szalaggal, A dbécével), amely
barmely Aj™-beli bemenetre megéll, és jelzi, hogy a bemenet benne van-e £-ben: ha
benne van, akkor az Aj-beli kimeneti sz6 nem iires, ha pedig nincs benne, akkor fires.
Az £ C A§™ halmaz nyilvdn pontosan akkor eldénthetd, ha az A§™ \ £ komplemen-
tere eldonthet6. Minden véges halmaz eldonthet, mivel megadhaté olyan Turing-gép,
amely ,emlékszik” a halmazra. Mivel kontinuum sok nyelv van — hiszen egy megszam-
lalhaté végtelen halmaznak kontinuum sok részhalmaza van — de csak megszamlalhaté
sok Turing-gép — hiszen egy Turing-gépet teljesen jellemez a (B, A, p) harmas, amelyek
mindegyike megszamlalhat6 sokféle lehet, mert feltehetjiik, hogy A, B C N —, kell lennie
nem eldonthet8 nyelvnek (s6t, ezek vannak tobbségben).

10.2.4. Felsorolhaté nyelvek. Az eléz6 pont jeloléseivel, egy £ C Aj nyelvet, vagy
altaldnosabban egy £ C A§"™ halmazt Turing-felsorolhaténak vagy roviden csak felso-
rolhaténak neveziink, ha vagy iires, vagy van olyan Turing-gép (legaldbb n szalaggal, A
abécével), amellyel valamely adott I € A, jelre, {I}* szavait irva a bemenetre, £ ele-
meit kapjuk meg kimenetként (esetleg tobb bemenetre is ugyanazt). Nyilvdn lényegtelen,
hogy A, melyik betiijét valasztjuk I-nek, hiszen a Turing-gép kezdheti azzal a miikddését,
hogy végigmegy a bemeneten, és annak minden betiijét kicseréli I-re. Mivel kontinuum
sok nyelv van, és megszamlalhat6 sok Turing-gép, kell lennie nem felsorolhaté nyelvnek.

10.2.5. Kiszamithaté parcialis fiiggvények. Az el6z8 pont jeloléseivel egy f €
Al — Af parcidlis fiiggvényt Turing-kiszamithaténak vagy roviden csak kiszamithatonak
neveziink, ha értelmezési tartomanya eldonthetd, 6 maga pedig parcidlisan kiszamithato.
Ilyen fiiggvényeknél adott bemenetrdl elobb el tudjuk dénteni, hogy az értelmezési tarto-
méanyban van-e, és ha igen, csak akkor kezdjiik kiszamitani a fliggvényt, igy gépiink biztos,
hogy megall. Ha jelezni akarjuk, hogy a bemenet nincs az értelmezési tartomanyban, egyik
lehetdségiink, hogy az utolso el6tti szalagot ,standard error” szalagnak tekintjik, és ha
a bemenet nincs az értelmezési tartomanyban, ide az iires jelet irjuk, egyébként pedig
nem az Ures jelet. A madsik lehetdség, hogy az eredményt mindig valamilyen (az tires
jeltdl kiillonbozd) ,irdsjellel” zarjuk le, és a kimenet csak akkor lesz tires, ha a bemenet
nincs az értelmezési tartomanyban. Altaldnosabban, az f € AF™ — A§™ parcidlis fiigg-
vényt Turing-kiszamithaténak vagy réviden csak kiszamithatonak neveziink, ha értelme-
zési tartoméanya eldénthetd, 6 maga pedig parcidlisan kiszamithaté. A fenti két médszer
segitségével itt is jelezhetjiik, hogy a bemenet nincs az értelmezési tartomanyban.

— 10.2.6. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon abécé feletti £, és £,
nyelvek eldénthetdek, akkor £, N Ly, £ U Ly, L1\ Ly és L1 N L,y is az.
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— 10.2.7. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon abécé feletti £, és £,
nyelvek felsorolhatéak, akkor £, N Ly és £, U L, is az.

10.2.8. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon ébécé feletti A, B és C
nyelvekre A és B felsorolhatbak és diszjunktak, € pedig elddnthetd, valamint A C € C
AU B, akkor A is eldonthetd.

— 10.2.9. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy ha az ugyanazon abécé feletti A és B
nyelvek felsorolhatéak, akkor léteznek olyan diszjunkt felsorolhaté A, és B, nyelvek,
amelyekre 4, C A, B, C B, és A, UB, = AUB.

10.2.10. Tétel. Az el6z6 definicié jelbléseivel egy nem iires £ C Aj nyelv akkor és
csak akkor felsorolhat6, ha van olyan kiszamithato f: Ay — Af fiiggvény, amelynek £ az
értékkészlete. Altaldnosabban, régzitett n-re és barmely m-re, egy nem iires £ C AP"
halmaz pontosan akkor felsorolhaté, ha valamely kiszamithaté f: A§™ — Ay" fliggvény
értékkészlete.

Bizonyités. Feltehetjiik, hogy A = {0,1,...,r} és 0 az tres jel. Az els§ allitas
bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy elészor egy Turing-géppel az |a|,. szam undris felirdsava
konvertélva egy o € Aj) bemeneti szét, majd miikodtetve az L-et felsorolé Turing-gépet
(I=1), olyan Turing-gépet kapunk, amely egy f: Ay — Af figgvényt szamit ki, melynek
értékkészlete £. Megforditva, {1}* egy £ hosszi szavat Turing-géppel el6bb olyan a € Af
szova konvertdlva, amelyre ¢ = |a|,, majd miikodtetve az f-et kiszdmité Turing-gépet, £
egy felsorolasat kapjuk.

Az éltaldnos esetben is hasonléan jarunk el, de miutdn az o; € Aj, 1 < i < m
bemeneti sz6t minden szalagon dtkonvertéltuk ||, undris alakjavé, ezeket valahogyan
egyetlen szdm undris alakjava kell konvertélni. Tanultuk, hogy a ¢(u,v) = w(w+1)/2+u,
w = u—+v Osszefliggésekkel definialt fliggvény kolcsonosen egyértelmiien képezi le N x N-et
N-re (14sd 5.2.7), és nyilvan konnyen szdmithaté még undris Turing-gépen is. Igy a

<1> I A T (R ORET T MR IS) )

leképezés kolcsonosen egyértelmiien képezi le N"-et N-re, és nyilvan konnyen szamithaté
még unaris Turing-gépen is.

A megforditdshoz ¢ inverzét kell kiszdmitani. Azon u, v € N szdmok megkereséséhez,
amelyekre p(u,v) egy adott z € N természetes szadm, meg kell keresni azt az (egyetlen)
w természetes szamot, amelyre w = u + v és z = w(w + 1)/2 + u. Sorban prébalkozva a
w=0,1,... értékekkel (hasonléan, mint 10.1.23(7)-ben), keressiik meg azt az (egyetlen)
w-t, amelyre 0 < z —w(w+1)/2 =u < w. O

10.2.11. Megjegyzés. A tanult fogalmak koziil a parcidlisan kiszdmithaté parcialis
fiiggvények fogalma az alapfogalom, mert ennek segitségével az Gsszes t&bbi megfogal-
mazhaté: a kiszamithato fiiggvények a mindeniitt értelmezett parcidlisan kiszamithato
fiiggvények, az eldontheté halmazok (lényegében) azok a halmazok, amelyeknek a ka-
rakterisztikus fliggvénye kiszamithato, a kiszamithatd parcialis fliggvények az eldonthet6
értelmezési tartomédnyt parcidlisan kiszamithaté parcidlis fiiggvények, a (nem iires) fel-
sorolhat6 halmazok pedig az el6z6 tétel szerint a kiszamithato fiiggvények értékkészletei.
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10.2.12. A Church-tézis. Az el6z6 fejezet eredményei aldtamasztjak az tgyneve-
zett Church-tézist, mely szerint ,algoritmikusan pontosan az szamithaté ki, ami Turing-
géppel”. Szokas Church—Turing-tézisrol is beszélni, mert Church eredetileg a A-kalkulusra
fogalmazta meg tézisét. A tézis természetesen nem bizonyithatd, hiszen az algoritmus fo-
galmat nem definidltuk, de minden eddigi tapasztalat alatamasztja. Egy kicsit pontosabb
forméban a tézis azt mondja ki, hogy az algoritmikusan parcidlisan kiszamithato parcialis
fliggvények éppen a parcidlisan Turing-kiszamithat6 parcialis fiiggvények.

10.2.13. Tétel. Az eléz6 definici6 jeléléseivel egy £ C Aj nyelv akkor és csak akkor
felsorolhaté, ha van olyan Turing-gép (akarhdny szalaggal, A 4bécével), amelynek elsd sza-
lagjara o € Aj-ot irva, akkor és csak akkor all le, ha o € £, azaz ha £ egy f € Ay — A§
parcidlisan kiszamithaté parcialis fiiggvény értelmezési tartoménya. Altaldnosabban, rog-
zitett m-re és barmely n-re, egy nem iires £ C A" halmaz pontosan akkor felsorolhatd,
ha valamely f € A§™ — A§" parcidlisan kiszamithaté parcidlis fiiggvény értelmezési
tartomanya.

Vegyiik észre, hogy itt az értelmezési tartomany szerepel, mig az el6z6 tételben az
értékkészlet.

Bizonyitas. Az egyik irdny konnyti: legyen £ C A§™ felsorolhaté; feltehetjiik, hogy
nem ires. Vegyiink egy T Turing-gépet, amely felsorolja £-et, és egészitsiik ki egy olyan
T’ Turing-géppé, amely sorra eléallitja T-nek a 0,1,2,... undris kédjat az m + 1-edik
szalagra bemenetnek, futtatja 7-t, majd megnézi, hogy T kimenete az els6 m szalagra irt
adott (ay,...,q,,) € A§™-e, és megall, ha igen.

A masik irdnyt el6szor arra a specidlis esetre bizonyitjuk, amikor £ nyelv. Felte-
hetjiik, hogy A = {0,1,...,7}, ahol 0 az {ires jel, és hogy £ nem fiires. Legyen o € £
tetszbleges, de rogzitett szd, amelynek csak az a szerepe, hogy ezt fogjuk a kimenetre
irni, ha ,,jobbat nem tudunk” Legyen T az a Turing-gép, amely pontosan akkor all meg,
ha a bemenete egy £ € £ sz6. Tekintstink egy T’ Turing-gépet, amelynek els6 szalagjara
(undris kédban) egy i € N természetes szdmot {rva, a T els6 szalagjara (unéris kédban)
aj=i— [Vi]? szamot irja (mert igy minden j természetes szdm végtelen sokszor keriil
T els6 szalagjara), azt atkonvertélja azzd a £ € Af szdvd, amelyre [€], = j, majd ¢ (azaz
egyre tobb) lépésen keresztiil prébélja miikédtetni (azaz szimulalja) Ttt. gy minden &
bemenettel egyre tobb 1épésen 4t futtatjuk T-t. Ha ezalatt a T gép ledll, akkor T’ az
utolsé szalagjara &t ir, és ledll. Ha ezalatt T nem all le, akkor T” az utolsé szalagjira az
« sz6t frja. A T” gép az £ nyelvet sorolja fel.

Az dltaldnos esetben, azaz ha m > 1, csak annyit kell médositanunk, hogy az el6z6
tétel bizonyitdsdban latott mddon, az ott szerepld (1) leképezés inverzével a j szdmot
»5zétkodoljuk” egy (41, o, - - - Jm) € N™ szdm m-essé, és ezt irjuk T bemend szalagjaira,
ezt szalagonként konvertaljuk egy (&;,...,¢&,,) € Ay bemenetté, majd i 1épésen keresztiil
mitkodtetjik 7-t. Ha ezalatt a T gép ledll, akkor T” utolsé szalagjaira (&, .. .,&,,) keriil,
egyébként egy elbre rogzitett (aq,...,q,,) € £. O

10.2.14. Lemma. Eldénthetd nyelvek felsorolhatéak. Altalinosabban, 10.2.1 jelolé-
seivel, ha egy £ C A§™ halmaz eldoénthetd, akkor felsorolhatd is.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy £ C A§™ eldontheté. Ha £ = 0, akkor készen va-
gyunk, egyébként legyen (aq,...,q,,) € £ tetszbleges, de rogzitett.. Barmely

(517"'75177,) € Agm
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bemenetre, ha az £-beli, méasoljuk a kimenetre, egyébként pedig legyen a kimenet
(aq,...,,). O

10.2.15. Tétel. Egy nyelv pontosan akkor eldénthetd, ha & is és a komplementere is
felsorolhatd. Altaldnosabban, 10.2.1 jeloléseivel, £ C A§™ pontosan akkor eldénthetd, ha
£ és Ay™ \ L s felsorolhato.

Bizonyitas. Ha £ eldonthetd, akkor a komplementere is, igy az el6z6 lemma szerint
mindkett6 felsorolhatd. Megforditva, tegyiik fel, hogy £ és a komplementere is felsorolha-
t6. Készitsiink két Turing-gépet, az egyik L-et, a masik a komplementerét sorolja fel, és
egy harmadik gépet, amely felviltva ellatja Sket a felsorolasokhoz sziikséges bemenettel,
futtatja, és figyeli, hogy melyik adja ki (ay,. .., a,,)-et. Ez elébb-utébb bekovetkezik, és
akkor eldontottiik, benne van-e az (g, ..., a,,) bemenet £-ben. Konnyii a hdrom gépet
egyetlen géppé Osszekapcsolni. [

— 10.2.16. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy vannak ugyanazon &dbécé feletti £, és
£, felsorolhatéak nyelvek, amelyekre £, \ £, és £, A £, nem az.

10.2.17. A megallasi feladat. Példat akarunk mutatni arra, hogy van algoritmiku-
san megoldhatatlan problémasereg. Az Ggynevezett megdlldsi feladatrdl (Halting Problem,
HP) fogjuk megmutatni, hogy Turing-géppel nem megoldhat6: adott egy Turing-gép és
a bemenete. Dontsiik el, hogy a Turing-gép az adott bemeneten megéll-e? Tébbet fo-
gunk belatni, két iranyban is élesitve az allitast. El6szor megmutatjuk, hogy létezik olyan
Turing-gép, amelyrol nem lehet eldonteni, hogy mely bemeneteken all meg. Ezutan meg-
mutatjuk, hogy egy Turing-gép programja alapjan nem lehet eldonteni, hogy egyetlen,
példaul az iires bemeneten megall-e.

Hogy a megdllasi probléma nem lehet konnyti, azt a kovetkez§ példa mutatja. A
szamelmélet egy hires megoldatlan probléméja a Goldbach-sejtés, mely szerint minden
ketténél nagyobb péaros szam el6all két primszam Osszegeként, példaul 4 = 242, 6 = 343,
8 = 3+ 5 sth. Konnyt olyan Turing-gépet megadni, amely megprébal ellenpéldat keresni
erre a sejtésre: lires bemenettel generaljuk sorra a négynél nagyobb paros szamokat az
egyik szalagon. Minden ilyen n pdros szdmhoz generaljuk sorra az 1 < p < n/2 pératlan
szamokat, és dontsiik el (probaosztassal), hogy p prim-e? Ha igen, n — p-t is vizsgaljuk
meg, hogy prim-e? Ha ez is prim, menjiink a kévetkezd n-re, egyébként a kévetkezé p-re.
Ha adott n-re minden p-t kiprobaltunk, és egy se jo, taldltunk egy ellenpéldat. Egy olyan
algoritmus, amely eldontené, hogy ez az iires bemenettel inditott Turing-gép megall-e,
megoldand a Goldbach-sejtést!

A megéllasi probléma pontos megfogalmazéséhoz legyen egy T = (B, A, ¢) Turing-
gép Lnyelve azon o € Af szavak halmaza, amelyekre a gép minden szalagjara az o szét
irva, ezzel a bemenettel T megall.

Elobb csak kétszalagos Turing-gépre bizonyitunk.

10.2.18. Tétel. Barmely T Turing-gépre L felsorolhaté. Barmely abécére van olyan
kétszalagos T Turing-gép, amelyre £ nem eldénthetd.

Bizonyitds. Az £, nyelv a 10.2.13 tétel szerint felsorolhaté, mert az a T’ gép,
amely sajat egyetlen o bemenetét leméasolja minden szalagjara, mindegyiken visszamegy
« jobb szélére, majd ugy miikodik, mint T, pontosan £ szavaira 4ll le.
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Figyeljiikk meg, hogy a méasik allitds bizonyitdsanak 1ényege az atlés eljaras. Lénye-
gében egy U kétszalagos univerzalis Turing-gépet fogunk felhasznalni, amelynek abécéje
tetsz6leges, de a gépet kicsit atalakitjuk, hogy az inputja Aj-beli legyen. Nyilvan feltehet-
juk, hogy A ={0,1,...,r}. A T gép méasodik szalagjira egy egyszalagos gép programjat
unéris kédban irjuk fel. A T a miikodését azzal kezdi, hogy a méasodik szalagon az una-
ris kédot (a mér latott médon) konvertélja a szokdsos A*-beli programmad, majd ugy
miikédik, mint U. A 10.2.15 tétel szerint elég azt megmutatnunk, hogy Aj \ £ nem
felsorolhato.

Tegyiik fel indirekt médon, hogy £, komplementere felsorolhaté. Ekkor a 10.2.13
tétel szerint 1étezik olyan T}, Turing-gép k szalaggal, amely pontosan akkor all le az o € Aj
bemenettel, ha « ¢ L. Készitsiink egy egyszalagos T* gépet, amely a kovetkezSképpen
miikodik: elOszor széthtizza az o bemeneti szét, hogy szomszédos betiii kozott 2k — 1 iires
jel alljon, majd visszamegy a jobb szélére, és T}, miikodését szimuldlja egy szalagon. A T
nyilvdn pontosan akkor &ll le, ha o ¢ L. Legyen T* programja (unaris kédban) w. irjuk
a T mindkét szalagjéra az w szot. A szimuldcié miatt T' pontosan akkor all le, ha w ¢ £,

s sz

10.2.19. Tétel. Barmely dbécére van olyan egyszalagos S Turing-gép, amelyre Lg
nem eldénthetd, azaz nem eldénthetd, hogy adott bemenetre S megéll-e.

Bizonyitas. Készitsiink olyan S egyszalagos Turing-gépet, amely azzal kezdi mi-
kodését, hogy az o bemenet minden betiijét megduplizza, majd a kapott szé betiiit
széthizza egy-egy ., jelet irva kozéjik, visszamegy a jobb szélre, és az el6z6 tételben
szerepld T kétszalagos gép miikédését szimulalja egy szalagon. Ekkor £g = Lp. O

10.2.20. Tétel. Eldonthetetlen, hogy egy (leirdsdval adott) egyszalagos Turing-gép az
iires bemeneten megdll-e. Pontosabban, legyen A = {0,1,...,r} az 4bécé (ahol 0 az iires
jel), és alljon £ C {1}* azon A dbécéjii egyszalagos Turing-gépek undris kédban felirt
programjaibol, amelyek az iires bemenettel megallnak. Ekkor £ nem eldénthetd.

Bizonyitas. Az el6z6 tételben megadott S gépet mddositsuk gy, hogy elészor egy
adott a € Ajj szo6t irjon ki a szalagra, menjen a jobb szélére, majd miikddjon gy, mint
S. Az igy kapott T, gép persze fligg az o sz6tél. Az a sz6bdl és S programjiabdl ki-
szamithatjuk T, univerzdlis Turing-gépnek sz6l6 programjat egy P Turing-géppel. Ha a
Turing-gépek programjainak unéris kédjaibdl el tudnank donteni, hogy iires bemenettel
megallnak-e, akkor ezt a gépet miikkodtetve a P gép utan, olyan Turing-gépet kapnank,
amely eldontené, hogy S az a bemenettel megall-e, ami az el6z6 tétel szerint lehetetlen.
|

Tovabbi példat ad megoldhatatlan problémaseregre az alabbi tétel.

10.2.21. Tétel. Eldonthetetlen, hogy egy (lefrdsdval adott) T Turing-gépre az L
nyelv iires-e. Pontosabban, legyen A = {0,1,...,r} az dbécé (ahol 0 az iires jel), és
alljon £ C {1}* azon T’ egyszalagos Turing-gépek undris kédban felirt programjaibdl,
amelyekre a L, nyelv tires, azaz amelyekre T semmilyen bemenettel sem &1l meg. Ekkor
£’ nem eldénthetd.

Bizonyitas. A tételt az el6z6 tételre vezetjilk vissza. Adott egyszalagos T Turing-
géphez konstrudljunk egy egyszalagos T’ gépet, amely a kovetkez6t csindlja: el8szor letorli
a szalagot, majd tgy miikodik, mint a T gép. Ha T az iires bemeneten véges sok 1épésben
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megall, akkor 7” minden bemeneten véges sok 1épésben megdll, igy £, nem iires. Ha T
az lres bemeneten nem 4ll meg, akkor 7" semmilyen bemeneten sem 41l meg. Ez esetben
is T programjabdl a T’ programja Turing-géppel megadhaté. Ha lenne olyan Turing-gép,
amely az £’ nyelvet eldonti, akkor ezt a T programjabdl T’ programjit kiszamité gép
kimenetével mint bemenettel miikddtetve olyan gépet kapnank, amely az el6z6 tételben
szerepld £ nyelvet eldonti, ami lehetetlen. O

10.2.22. Matematikai probléméak algoritmikus megoldhatatlansaga. Az ed-
dig tekintett tételek azon alapulnak, hogy a megallasi probléma eldonthetetlen, és azon
mulnak, hogy Turing-gépekrél akarunk valamit Turing-gépekkel eldénteni. Azt gondol-
hatnank, hogy a ,valodi” matematikai problémaknal nem ez a helyzet. Ez nem igy van,
sok fontos matematikai problémarol belattdak, hogy algoritmussal megoldhatatlan. Két
példat mutatunk. Az els§ Hilbert tizedik probléma&ja, amely 1900-bdl szarmazik, és csak
1970-ben oldottdk meg: azt kérdezi, van-e olyan algoritmus, amely egy (t6bbvaltozds)
egész egylitthatos p polinomra eldonti, hogy a p = 0 egyenletnek van-e egészekbdl alld
megoldasa? A valasz tagado:

10.2.23. Diophantoszi egyenletek algoritmikus megoldhatatlansaga. Azon p
tébbvédltozds, egész egylitthatds p polinomok nyelve (a polinomok kédoldsdt ldsd a 10.2.1
pontban), amelyekre a p = 0 egyenletnek van egészekbdl 4116 megolddsa, nem eldénthetd.

Bizonyitds. A bizonyitds nehéz, lasd példdul Manyin [66] kényvét. O

10.2.24. Dominé-probléma. Véges sok egyforma méretii, négyzet alaki domindot
tartalmazé halmazrol algoritmussal eldénthetetlen, hogy ilyen domindkkal lefedheté-e az
egész sik (a domindkat nem szabad forgatni, mert akkor mar egy domind is elég). Ponto-
sabban, kédoljuk a domindkészletet gy, hogy domindk oldalaira természetes szamokat
irunk, amelyeket kettes szamrendszerben kédolunk, az északi, keleti, déli és nyugati olda-
lon 1év6 szamokat ebben a sorrendben pontosvesszékkel elvdlasztva egymas mellé irjuk,
majd a dominék kédjait szintén pontosvesszikkel elvalasztva irjuk egymdas mellé. Azon
dominékészletek kodjaibdl all6 nyelv, amelyekkel a sik lefedhets, nem eldéntheté.

Bizonyitis. A bizonyitds vézlatdt ldsd a Rényai-Ivanyos—Szabé [74] konyvben,
222. 0.0

10.2.25. Parcialis rekurziv és primitiv rekurziv fiiggvények. Az f € N" —
N™ tipust fliggvényeket, annak kifejezésére, hogy nem feltétleniil az egész N"™-en vannak
értelmezve, parcialis fiigguényeknek szokés nevezni. Az

n—nt, neN,
0N — N, 0" (z,,29,...,2,)=0, necN
PNt SN, P g my, ) =2y, 1<i<n (i-edik vetités)
fuggvényeket alapfiggvényeknek fogjuk nevezni. Tekintsiik tovabba az alabbi operacidkat:
(1) dsszetétel, amely az f € N* — N™ és g € N™ — NF parcidlis fiiggvényekhez a
h=gofeN*— NF ésszetett parcidlis fiiggvényt rendeli;
(2) egyesités, amely az f, € N* — N™: parciélis fliggvények fi, f5,..., f; sorozatédhoz
az értelmezési tartomanyok metszetén értelmezett

(fisee s fo)i (@, @oy oo zy) = (f1(@g, @y o), ooy (1, oy ooy 2y)
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fliggvényt rendeli, amely N™1+tmat+mk_ha képez;

(3) rekurzié, amely az f € N — N és g € N**2 — N parcidlis fiiggvényekhez a
h(zq,...,2,,0) = f(xq,...,2,)
kezdeti feltétellel és

h(zy, ...z, kY) =g(zq, ... 2,k h(zy,...,2,,k)), ha keN
rekurziv lépéssel definidlt fiiggvényt rendeli, amelyre (z4,...,z,,0) € dmn(h) ponto-
san akkor, ha (xq,...,z,) € dmn(f), és minden k € N-re (x4,...,x,,k") € dmn(h)
pontosan akkor, ha (z4,...,2,,k h(zq,...,2,,k)) € dmn(g);

(4) a minimalizdlé operdcidé vagy p-operdcid, amely az f € N1 — N parciélis fiigg-
vényhez a

h’('rlv te 71'11) = /L$n+1(f(l‘1, R D) xn+1) = 0)
c=min{z, 1 f(zq,...,2,,2,,1) =0}

Osszefiiggéssel definidlt figgvényt rendeli, amelyre (z,...,z,) € dmn(h) pontosan
akkor, ha van olyan x, , € N, amelyre (z,,...,z,,k) € dmn(f) minden k& < z,,
esetén és f(zy,...,2,,2,,1) =0. (A p-operacié az inverz és implicit fliggvények de-
finidlasara szolgal; ez az egyetlen operacid, amely fiiggvénybdl is parcialis fiiggvényt
csindlhat.)
A parcidlis fiiggvényekbdl all6 fy, ..., f sorozatot az f parcidlis fiiggvény parcidlis rekur-
ziv megaddsanak nevezziik, ha 1 < ¢ < N esetén f; vagy az alapfliggvények valamelyike,
vagy az fi,..., [;_y fuggvények koziil valamelyekre alkalmazott (1)—(4) operacidk segit-
ségével all elo, és f = fyn. Az f parcidlis fliggvényt parcidlisan rekurziv fliggvénynek
nevezziik, ha van parcidlis rekurziv megadasa. Az f egy olyan f;,..., fy parcidlis rekur-
ziv megadasat, amelyben 1 < i < N esetén f; vagy az alapfiiggvények valamelyike, vagy
az fy,..., f;_; fuggvények koziil valamelyekre alkalmazott (1)—(3) operdciok segitségével
all el6, az f primitiv rekurziv megadasdnak nevezzilkk. Ha f-nek van primitiv rekurziv
megadasa, akkor f-et primitiv rekurziv fliggvénynek nevezziik. Vegytk észre, hogy a pri-
mitiv rekurziv fiiggvények értelmezési tartomanya az egész N" valamely n € N-re, mert
az alapfiiggvények mindeniitt értelmezve vannak, és csak a p-operacié csokkentheti az
értelmezési tartomanyt.

10.2.26. Példak primitiv rekurziv fiiggvényekre. (1) Az 1, 2, stb. konstansok
(mint N°-n értelmezett fiiggvények) definicidja 1: = 0%, 2: = (0*)*, stb., azaz a 00 fiigg-
vény és az n +— n* fiiggvény néhényszori dsszetételével kapjuk Sket.

(2) Az
n__{n—l, ha n > 0,
0, han=20
fiiggvény rekurziv definicidja 07:= 0 és (n')": = n, azaz az eléz6 definiciéban szerepld re-

kurzié jeloléseivel f = 000 és g = p(12> vélasztassal adodik h fiiggvényként. Az N identikus
leképezése az n — nT leképezésnek és ennek a leképezésnek az Osszetétele.

(3) A természetes szamok Gsszeaddsat és szorzdsat rekurzidval definidltuk: Az Ossze-
addst az m + 0:= m és m + (n"):= (m + n)* Osszefiiggésekkel definidltuk, azaz az
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el6z6 definicioban szerepld rekurzié jeloléseivel f-et az identikus leképezésnek, g-t pedig
az (Y1,Ya,Y3) > s leképezésnek valasztva kapjuk. A szorzdst az m-0:=0ésm-(n"):=
m - n + m Osszefiiggésekkel definidltuk, azaz f-et 0-nak, g-t pedig (yy,¥s,Y3) H Y5 + 1
leképezésnek valasztva kapjuk.

(4) Az
= d T ha n > m,
S0, han <m
telitett kivonds rekurziv definicidja n—0:= n, n—(m*):= (n=m)~, azaz az elézd

definiciéban szereplé rekurzié jeloléseivel f-et az identikus leképezésnek, g-t pedig az
(Y1,Ya,Y3) > Y5 leképezésnek védlasztva kapjuk. A sgn fiiggvény rekurziv definicidja
sgn(0): =0, sgn(nt):= 1.

(5) Az informatikdban elterjedt jeloléssel, ha R egy binér relicid, legyen

1, ha (z,y) €R,
R = {0, (o) ¢ R

az R karakterisztikus fiiggvénye. Nyilvan [n < m] = sgn(m —n) és
[n =m] =(1+sgn(n-m))-(1-sgn(m-n)).

Ezen fliggvények segitségével konnyen adédik, hogy minden f: N — N fiiggvény, amely
csak véges sok helyen vesz fel egy adott ¢ € N™ konstanstol kiilonb6z6 értéket, primitiv
rekurziv. Példdul 3 - [n = 0] + 2 - [n = 1] az a fiiggvény, amely a 0 helyen 3, az 1 helyen
2, egyébként 0.

(6) Az n mod m fiiggvény rekurziv definicija adott m-re: 0 mod m: =0 és n™ mod
m:= (nmod m)" - [(n mod m)* < m)].

(7) A quo(n,m) = |n/m] ,hanyados” fiiggvény rekurziv definiciéja adott m-re:
quo(0,m):= 0 és

quo(nt,m) = quo(n,m) + [(n mod m) =m~|.

x 10.2.27. Tétel. Parcialisan rekurziv parcialis fiiggvény parcialisan kiszamithaté una-
ris kédoldsban: minden f = (fy,..., f,,) € N® — N™ parcidlisan rekurziv parcidlis fligg-
vényre az a g = (g1,...,9,) € {1}*" — {1}*"" fiiggvény, amelyre (aq,...,a,) € dmng
pontosan akkor, ha (|ay], ..., |a,|) € dmn f és

’gi(alv"'aan)’ = fi('allﬁ"'vlan‘)’

hal <i<mnés(ay,...,a, € dnng, parcidlisan kiszamithaté olyan Turing-géppel,
amelynek dbécéje A = {,,1}.

Bizonyitéds. A bizonyitds nem nehéz: az az alapgondolata, hogy ha adott az f egy
parcialis rekurziv felirasa, akkor az alapfiiggvények trividlis programjaibol, a négy opera-
ciot programozva szemétgyiijtéssel, Iépésenként felépitheték a parcialis rekurziv felirdsban

szereplo fliggvények programjai, szubrutinként haszndlva az el6zé fliggvényeket kiszamito
programokat. A részleteket mell6zziik. O

A tétel megforditasa is igaz:
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x 10.2.28. Tétel. Parcidlisan kiszamithaté parcidlis fiiggvény parcialisan rekurziv: az

A=1{0,1,...,r— 1} dbécére, amelyben 0 a sz6kéz, barmely
f=f o fm) € AG" = AG™
parcidlisan kiszamithaté parcidlis fiiggvényre az a g = (gq, - .., ,,) € N — N™ fiiggvény,
amelyre (o], 1, ..., |a,|,_1) € dmn(g) pontosan akkor, ha (ay,...,«,) € dmn(f) és
gillenl,—as - lomlny) = |filon, - ‘7an)‘r_17
hal<i<mnés(ay,...,a,) € dnn(f), parcidlisan rekurziv parcidlis fiiggvény.

Bizonyitas. A bizonyitas lényege, hogy mindent szamma kdédolunk, majd felépit-
jik a Turing-gép miikodését szimulalé parcidlisan rekurziv parcidlis fiiggvényt. Legyen
T = (B, A, p) egy k szalagos Turing-gép, amely parcidlisan kiszdmitja az f parcidlis fligg-
vényt. Feltehetjiik, hogy T szemétgytjtéssel dolgozik. Azt is feltehetjiik, hogy a belsd
allapotok szamok, a 0 a ,halt” allapot, az 1 pedig a ,start” allapot. A <, =, > je-
lek helyett irjunk rendre 0-t, 1-et, illetve 2-t. A Turing-gép egy allapotat — felhasznélva
az arrol mondottakat, hogy hogyan tekinthetjiik a Turing-gépet szamitasi eljarasnak —
az abban szereplé A*-beli szavakat r alapi szdmrendszerben szdmoknak tekintve egy
q = (byiy,j1,--,ig J) € NP1 vektorral adhatjuk meg. Ha ¢ = (b1, 41,...,i}, ;) a
kovetkez6 allapot, akkor ¢’ nyilvan ¢ fiiggvénye; megmutatjuk, hogy ez a fliggés primitiv
rekurziv. Az f-edik szalagon éppen olvasott a, betiire a, = i, mod r, igy ez primitiv rekur-
ziv fuggvénye i,-nek. A (b, aq,...,a;) = (b',a],...,a;,c1,...,¢;,) fliggvényt terjesszik
ki az egész NF1-re tigy, hogy ahol nem volt defininélva, ott legyen nulla. Az igy kiterjesz-
tett fliggvény véges sok hely kivételével mindentitt nullat vesz fel, igy primitiv rekurziv.
Ha ¢; = 1, azaz az (-edik szalagon helyben maradunk, akkor i, = i, és j, = j,. Ha c; =0,
azaz az (-edik szalagon balra 1épiink, akkor i az |i,/r| hdnyados és j; = j,-r+a,. Végiil,
ha ¢, = 2, az (-edik szalagon jobbra léptlink, akkor ¢} = i,-r+a; és j; a |j,/r| hanyados.
Ezzel belattuk, hogy ¢’ a ¢ primitiv rekurziv figgvénye.

Most mar definialhatjuk a Turing-gépet leiré fliggvényt. Legyen rekurziv definiciéval

G (byivs J1sas Jos - - v s igs Jis 0) = (1,44, 0,49,0, ... ,i,,0,0,...,0) € N2+1

q*(b7i17j1a R 7ik;ajk7t+) = q*(q/(b7i1’j1’ te ’ik?jk)’t)7

hat € N. A ¢* fiiggvény azt irja le, hogy a T Turing-gépet a t = 0-ra adott kddu kezdballa-
potbdl inditva, a t idépontban milyen dllapotban van, és nyilvan primitiv rekurziv. Legyen
q; a ¢* fiiggvény (-edik koordindtdja. Az utolsé koordinatara alkalmazzuk a p-operaciot.
Azt kapjuk, hogy a

t(byiqs Jus ey igs Ji) = min{t: i (b, iy, J1, - - - g, Jpr t) = 0}

megallasi idOpont parcidlisan rekurziv parcidlis fliggvény, és pontosan akkor van értel-
mezve, ha az adott bemenetre a Turing-gép megallt. Igy parcidlisan rekurziv fiiggvények
a kimenetet leir6 ,,i”-koordinatak, azaz a

q&(b’il)jlv'">ikvjk7t<bai17j17~-~7ikajk))a
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¢ = 1,2,...,m koordinata-fliggvények. Indukciéval ¢ szerint adédik, hogy ¢* csak az
Qqy. .-y, és t valtozdktdl figg. Innen t(b, iy, 41, ..,%k, Ji) és a kimenetet leiré fiiggvé-
nyek is csak az iq,...,1, valtozoktdl figgenek. A t(b, iy, 71, ..,%,J;) fuggvény, és igy a
kimenetet leiré fiiggvények is pontosan akkor vannak értelmezve, ha az adott bemenet-
re a Turing-gép megallt. Ezzel belattuk, hogy a kimenet a bemenet parcialisan rekurziv
parcialis fliggvénye.

Egyetlen probléma maradt: a tételben r — 1 alapt szamrendszer szerepel, mig itt r
alapt szdmrendszerben dolgoztunk. Meg kell mutatnunk, hogy az

n=lal,_; (a€Ap)

szdmhoz az m = |al, szdmot rendeld fiiggvény mindeniitt értelmezett parcidlisan rekurziv
fiiggvény. Legyen d = n mod (r—1). Az « utolsé betiije, a kovetkezé jegy d” = d+(r—1)-
[d = 0]. A konverzi6 egy 1épését leir6 s(n,m) fiiggvény elsd koordindtaja |[(n —d’)/(r —
1)|, mésodik koordinatéja pedig m - r + d’. Legyen rekurziéval s*(n,m,0) = (n,0) és
s*(n,m,h") = s*(s(n,m),h), ha h € N, ahol H a konverzié aktudlis 1épésének sorszdma.
A h konverzios hossz, azaz az a lépésszam, amelyre a maradék el6szor nulla lesz, a u-
operaciéval mint

h(n,m) = min{h: s;(n,m,h) = 0}

adédik, ahol s7 az s* els6 koordindtdja, a konvertélt érték pedig sh(n,m, h(n,m)), az s*
masodik koordindtaja, és nem fiigg m-tol, csak n-t6él, de minden n-re értelmezve van, és
pontosan azokat a szdmokat veszi fel értékként, amelyeknek r alapi (szokésos) felirdsé-
ban nem szerepel nulla. A mésik irdnyda konverzié ennek a fiiggvénynek az inverze, és
hasonlbéan adhaté meg. [

x 10.2.29. Rekurziv fiiggvények. Egy f € N — N™ parcidlis fiiggvényt rekurziv
parcialis fliggvénynek neveziink, ha értelmezési tartomanyanak karakterisztikus fiiggvé-
nye (mint N™-en értelmezett fliggvény) parcidlisan rekurziv és f is parcidlisan rekurziv.
Mivel az egész N™ karakterisztikus fiiggvénye nyilvan parcidlisan rekurziv, az egész N™-en
értelmezett fliggvény pontosan akkor rekurziv, ha parcidlisan rekurziv. Az el6z6 két tétel
szerint a rekurziv karakterisztikus fiiggvényl részhalmazok az eldontheté halmazoknak,
a parcidlisan rekurziv parcialis fliggvények értékkészletei a felsorolhaté halmazoknak, a
rekurziv fliggvények pedig a kiszamithaté fiiggvényeknek felelnek meg, e tételek bizonyi-
tasdban hasznalt kodolassal. Néha at is viszik a rekurziv fliggvények elméletében hasznalt
elnevezéseket a Turing-gépek elméletébe.

— 10.2.30. Feladat [5]. Alkalmazzuk a rekurzi6 operdcidjat a megadott f:IN — N és
g:N® — N fiiggvényekre, és hatdrozzuk meg, hogy milyen h fiiggvényt kapunk:

(1) f(zy) =2, g(xy, 79, 23) = 1 + 235

(2) f(xq) =21, 921,79, T3) = Ty + To;

(3) flzy) =27, g(x), 5, 23) = @3

(4) f(zy) =1, g(xy,29,25) = 23(1 +sgn |z — 1+ 2 — 233]);
(5) flzq) =1, g(xy, 25, 23) = (23 + 1) sgn(l + z3/3).

— 10.2.31. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy a megadott h fiiggvények primitiv
rekurzivak (a véltozok természetes szdmok):
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(1) hlay,2y) = 21 ~a3;

(2) h(zy) = 3"

(3) h(xy,2q,25) = 2fxs + (3 mod 2).

— 10.2.32. Feladat [3]. Mutassuk meg, hogy az

2 .
ne, ha n péros,
s ={ b
n+ 1, ha n paratlan

Osszefliggéssel definialt fiiggvény primitiv rekurziv.

— 10.2.33. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a 7(n) az n osztéinak szdma és 7(0) = 0
Osszefiiggéssel definidlt fliggvény primitiv rekurziv.

— 10.2.34. Feladat [5]. Mutassuk meg, hogy a primszdmok halmazanak karakterisz-
tikus fliggvénye primitiv rekurziv.

c sz

(1) flzy)=3,i=1;

(2) floy) =w/2,i=1;

(3) flay,29) =pi (21, 29), 1 = 2
(4) f(zy,29) =21 — 29, 1 =1,2;

(B) flwy,2y) =2 —1/y,1=1,2;
(6) flxy,z9) =2"1(225+1),i=1,2

— 10.2.36. Feladat [3]. Az aldbbi fiiggvényekrél (a véltozdk természetes szdmok)
mutassuk meg, hogy parcialisan rekurzivak:

1) flzy) =2 —ay;

f(zq) = L\/le-
10.2.37. Tovabbi feladatok. [25]: VII.2.3-VIL.2.6, VII.2.9-VIL.2.29; [59]: IIL.1.1-
—I11.1.44; TI1.3.1-111.3.9, T11.3.15-111.3.48, 111.4.1-111.4.43.

10.3 1Ido6 és tar

10.3.1. Algoritmusok id6- és tarigénye. Egy T = (B, A, p) Turing-gép iddigénye a
gép lépésszdmainak ¢(n) maximuma az osszes n hosszi bemenetre véve (ha valamelyikre
nem all meg, akkor +00). A T tdrigénye azon mezbk szdménak s(n) maximuma az osszes
n hosszil bemenetre véve, amelyekre a gép ir (mést, mint ami ott &llt, igy a bemenet
elolvasdsa nem szamit a térigénybe). Hasonld definicié adhaté més szdmitdsi modellek
esetén is. Azt mondjuk, hogy egy £ C A{ nyelv, vagy altaldnosabban, egy £ C Ay™
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halmaz g(n) idében eldonthetd, ha eldontheté olyan Turing-géppel, amelynek id6igénye
legfeljebb g(n). Hasonléan, azt mondjuk, hogy egy £ C A} nyelv, vagy dltaldnosabban,
egy £ C A§"™ halmaz g(n) tdrral eldonthetd, ha eldonthetd olyan Turing-géppel, amelynek
tarigénye legfeljebb f(n). Azt mondjuk, hogy egy f € Af — A vagy altalanosabban egy
feA™ — Aak kiszdmithaté parcidlis fiiggvény g(n) idében kiszdmithatd, ha kiszdmit-
haté (annak eldontésével egyiitt, hogy az értelmezési tartomanydban vagyunk-e) olyan
Turing-géppel, amelynek idéigénye legfeljebb g(n). Hasonléan, azt mondjuk, hogy egy
f € Af — Af vagy altaldnosabban egy f € A" — Agk kiszamithat6 parcialis fliggvény
g(n) tdrral kiszamithatd, ha kiszdmithat6 (annak eldontésével egyiitt, hogy az értelmezési
tartomdnyaban vagyunk-e) olyan Turing-géppel, amelynek térigénye legfeljebb g(n).

Mivel a g fliggvényben szereplé konstansok egyszer( szimuldldsokkal (az Otlet az,
hogy t6bb mezét 6sszefogunk egy mezébe, sokkal nagyobb szalagabécét és bels§ allapot
halmazt hasznédlva) csokkenthetdk, nincs értelme (ellentétben a valédi programokkal) a
konstansokkal foglalkozni. Ezért csak azzal foglalkozunk, hogy mennyi a tarigény, illetve
id6igény nagysdgrendje. (Ezzel egytuttal eltekintiink a technikai fejlddés hatdsatdl és a
gépek egyedi jellegzetességeitdl is.) Ha ez O(n), akkor azt mondjuk, hogy linedris, ha
O(n?), akkor azt mondjuk, hogy négyzetes, ha O(n?), akkor azt mondjuk, hogy kébds,
ha pedig van olyan p(n) polinom, hogy O(p(n)), akkor azt mondjuk, hogy polinomidlis.
A polinomidlis id6ben eldonthet6 nyelvek osztdlyat P-vel jeloljiik, a polinomidlis idében
kiszamithaté f € A — A}, parcidlis fiiggvények osztalyat pedig FP-vel. Az aldbbi tabla-
zat illusztrélja az id6igény felmérésének fontossigéat. A tablazatban az idéegység (6rajel)
1 ns, és az egyes oszlopok azt mutatjik, hogy adott id6 alatt mekkora maximélis beme-
neti méretli probléma oldhaté meg az els6 sorban megadott id6igény esetén. Az utolsod
oszlop azt mutatja, hogy a sebességet tizszeresre novelve, hogyan valtozik az adott id6
alatt megoldhat6 maximalis probléma mérete.

Maximélis méret

1dés-

igény 1 mp. 1 perc 1 éra 1 nap 1év -10

n 10° 6- 101 3,6-1012  864-10% 3,15-10'7 .10

nlogn 39620077 1,94-10° 9,85-10'0 2,11-10'? 6,41-10"* ~-10

n? 31622 244948 1897366 9295160 177642157 /10 ~ -3,16

n3 1000 3914 15326 44208 316007 /10 ~ 2,15

2m 29 35 41 46 54 +1log 10 ~ 43,32
n! 12 13 15 16 19 +1/log,,n

10.3.2. Példak. (1) Binéris tobbszalagos Turing-gépen bindris alakban adott termé-
szetes szamok Osszeadasa linearis idében, szorzasa és maradékos osztasa pedig négyzetes
id6ben elvégezhetd a jol ismert algoritmusokkal. (A jelenleg ismert leggyorsabb algoritmus
szorzasra és osztasra O(nlognloglogn) id6t igényel.) Ugyanez igaz egész szdmokra.

(2) Az euklideszi algoritmusndl, ha a > b > 0 vagy a < b < 0 (egy lépés utén
ez a helyzet, ha az algoritmus nem ért véget) és a-t osztva b-vel a maradék r = a mod
b, akkor |a| > |b] + |r| > 2|r|, ahonnan |r| < |a|/2, igy minden lépésben a szdmok
abszolut értékének szorzata legalabb felezddik, tehdt [log |ab|] 1épés utdn a szorzat kisebb
lesz, mint 1, {gy valamelyik tényez8 nulla. Innen az euklideszi (és a bévitett euklideszi)
algoritmus futdsideje bindris (terndris, sth.) alakban adott szdmokra kobos.
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(3) Ha az euklideszi algoritmust természetes szamokra ismételt kivondssal végezziik
(a nagyobbik szdmbdl kivonjuk a kisebbiket), akkor a 1épésszém mar Inko(1,n) kisza-
mitasandal is n lesz, ami exponencialis a bemenet hosszaban. Persze, ha unarisan irjuk
fel a bemenetet, akkor az ismételt kivonassal miikédo algoritmus is négyzetes a bemenet
hosszaban. Ez egyrészt arra hivja fel a figyelmet, hogy nem mindegy, hogy kédoljuk a
bemenetet, ha pontosak akarunk lenni, a kodolast is meg kell adni, példaul grafalgoritmu-
sokndl, hogy a graf milyen formaban adott. Ha egyszeriibb esetekben, példaul szamoknal,
nem adjuk meg a kodolast, feltessziik, hogy valamilyen ,ésszerti” kodolast haszndlunk.
Mésrészt ez a példa azt is mutatja, hogy unéris bemenet (és {gy undris gép) nem célszerti
a sebesség (1d6igény) meghatérozasira.

10.3.3. Nemdeterminisztikus Turing-gépek. Egy N nemdeterminisztikus Turing-
gép szintén egy N = (B, A, ¢) hdrmas, ahol az A, B véges halmazok a szalagabécé, illetve
a bels§ allapotok halmaza, , € A, s,h € B és ¢ C (B x A*) x (B x A* x {<,=,>}F)
egy tetszdleges relaci6, amely az egész B x AF-n van értelmezve, azaz most B x A egy
elemének egynél tobb képe is lehet. Itt is, ha nagyon precizek akarunk lenni, akkor a
szalagok k € Nt szdméat, a |, sz0koz jelet, és az s, h ,start” és ,halt” allapotokat is
feltiintethetjiik a jelolésben: N = (k, B, A, ., s, h, ). Az, hogy

/ /7 /
(byaq, ... a0 a1, ... 0k ¢y, 0) € @,

ahol b,b" € B és ha 1 < i < k, akkor a;,a; € A, ¢; € {<,=,>}, azt jelenti, hogy a
gép egy megengedett lépése vagy legdlis lépése a kdvetkezO: ha a t idépontban b a bels6
allapota és az egyes szalagokrél az aq,...,a; betiliket olvassa, akkor a ¢ + 1 id6pontra
a b’ bels6 allapotba megy 4t, az olvasott betiik helyére az aj,...,a) betlket irja, és az
i-edik szalagon a fej balra 1ép, jobbra lép, illetve helyben marad, attdl fiiggden, hogy c;
a <, a > vagy az = jel. Egy nemdeterminisztikus Turing-gépnek egy idépontban tehat
tobb megengedett 1épése is lehet. A gép egy megengedett szamoldsa vagy legdlis szamoldsa
egymas utani megengedett 1épések sorozata. Természetesen minden Turing-gép egyben
nemdeterminisztikus Turing-gép is. Egy nemdeterminisztikus Turing-gép gy tekintheto,
mint egy olyan Turing-gép, amely minden idépillanatban (faszertien) ,o0sztédni” képes.
A nemdeterminisztikus Turing-gépek a Turing-gépek olyan altaldnositdsai, amelyek mar
nem modelleznek semmilyen redlis szdmitéeszkozt, (kivéve taldn a DNS szdmitdsokat),
hanem felismerésekre haszndlhatok. Jelentoségiikre a tanu-tétel vildgit majd ra.

Azt mondjuk, hogy az N nemdeterminisztikus Turing-gép ¢ idében elfogadja az o €
Af szot, ha ezzel a széval mint bemenettel van a gépnek olyan megengedett szdmolasa,
amely legfeljebb ¢ 1épésben megdll, és megallaskor a kimenet nem tires. (Lehetnek mas
megengedett szdmolasok, melyek sokkal tovabb tartanak, meg sem allnak, vagy a szt
elutasitjak.) Hasonl6an definidljuk azt, hogy a gép az « sz6t s tér felhaszndldsdaval fogadja
el. Azt mondjuk, hogy N az £ C A{ nyelvet felismeri, ha £ pontosan azokbdl a szavakbol
all, amelyeket N elfogad (akdrmilyen id6ben és tarral). Ha a gép minden n hosszisigi
a € £ sz6t legfeljebb f(n) id6ben felismer, akkor azt mondjuk, hogy a gép £L-et f(n)
id6ben felismeri. Hasonléan, ha a gép minden n hosszisagu a € £ szét legfeljebb f(n)
tar felhasznéldsaval felismer, akkor azt mondjuk, hogy a gép L-et f(n) tarral felismeri.
Azon nyelvek osztalyat, amelyek nemdeterminisztikus Turing-gépen polinomiélis idében
felismerheték, NP-vel jeloljiik.

10.3.4. Tétel. A nemdeterminisztikus Turing-géppel felismerheté nyelvek pontosan
a felsorolhat6 nyelvek.
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x Bizonyitas. Tegytk fel, hogy £ felsorolhaté. Ekkor a 10.2.13 tétel szerint van
olyan Turing-gép, amelynek els6 szalagjara egy a szot irva, akkor és csak akkor &ll meg,
ha a € £. Moédositsuk a gépet gy, hogy ha megall, irjon el6tte az utolsé szalagjara egy,
az ires jeltol kiillonbozo jelet, jelezve ezzel, hogy a bemenetet felismerte. Ez a gép nyilvan
L szavait fogadja el.

Megforditva, tegytik fel, hogy T felismerheté egy nemdeterminisztikus Turing-géppel.
Megmutatjuk, hogy £ felsorolhaté. Feltehetjiik, hogy £ nem iires. Legyen o € £. Ha a
nemdeterminisztikus Turing-gép k szalagos, készitsiink egy olyan determinisztikus Turing-
gépet, amely hasonléan miikodik, mint egy univerzdlis Turing-gép (lasd 10.1.29), de a
k + 1-edik szalagjara nem csak a nemdeterminisztikus Turing-gép w programjat kell irni
(amely, mint tudjuk, legfeljebb 6k + 5 tires jelet tartalmazhat), hanem attél balra, 6k + 6
iires hellyel elvalasztva a nemdeterminisztikus Turing-gép egy n legdlis szamolasét is,
hasonléan kédolva, mint a programot. (Mind a kettét egyiitt undris kédban irjuk fel, és
mielétt indulndnk, dekddoljuk.) A gép elészor ellendrizze, hogy az w program egy legélis
Turing-program-e, majd ellenérizze, hogy a felirt n szamitas a £ € Aj szora legélis-e. Ha
igen, irja ki a £ sz6t. Ha barmilyen problémat talal, irja ki az « sz6t. O

10.3.5. Tana. Szamos esetben egy ,tant” megkonnyiti egy probléma eldontését. Ha
példaul egy Osszetett szamhoz mellékeliink tanidként egy nem trividlis osztét, egyetlen
maradékos osztassal kénnyi ellendrizni, hogy a szam Osszetett, anélkiil lényegesen ne-
hezebb. Legyen A egy legaldbb haromelemii dbécé, amely tartalmazza az tires jelet, és
legyen £ C Af egy nyelv. Azt mondjuk, hogy £, C Af x A} az £-nek egy f(n) hosszisa-
gd, g(m) idejli tandja, ha £, (determinisztikus) Turing-gépen A dbécével g(m) idé alatt
eldénthetd, és & € £ akkor és csak akkor, ha van tandja: van olyan n € Aj sz, amelyre

Il < f(I€]) és (&m) € Ly

10.3.6. Példak. (1) Egy természetes szam Osszetett voltdnak tantja egy nem trividlis
osztdja. Ez legfeljebb n hosszisagn, ahol n a szdm hossza, és a szamot az elsd, a tantt
a masodik szalagra irva, a maradékos osztds (mondjuk egy harmadik szalaggal, ahova az
oszt6 egy ,eltoltjat” frjuk) O(m?) idében elvégezhetd, ahol m < 2n, a bemenet hossza.

(2) Egy (akdrhdny hatérozatlani) egész egyiitthatés polinom reducibilis voltanak
tandja a polinom egy valdodi osztdja.

(3) Egy graf nem sikba rajzolhaté voltanak tanija egy olyan részgraf, amely az ot
szogpontu teljes graffal vagy a ,hdrom héz, harom kat” graffal topologikusan izomorf.

(4) Hamilton-kor létezésének (irdnyitott vagy irdnyitatlan gréfban) tantja a
Hamilton-kor.

(5) Két graf izomorf voltdnak tantja az izomorfizmust megadd leképezéspér.

10.3.7. Tanu-tétel. Az el6z6 definicié jeloléseivel

(1) minden olyan £ nyelvnek, amely nemdeterminisztikus Turing-gépen f(n) idében
felismerhetd, van O(f(n)) hosszisagu, linedris idejii tantja;

(2) ha egy £ nyelvnek van f(n) hosszusdgi, g(m) idejii tanija, akkor nemdeterminisz-
tikus Turing-gépen 2f(n) + g(n + f(n)) id6 alatt felismerhetd.
x Bizonyitas. Az els6 allitds bizonyitdsa nagyon hasonlit az el6zé tétel bizonyité-

sanak masodik felére: a linedris idejii tant a masodik szalagra irt program és a legalis

szamitas kddja lesz, amelyeket most, kihasznalva, hogy nem unaris géppel dolgozunk,
iresjel-mentes kodban irunk fel a szalagra egy elvalasztd jellel elvalasztva, majd hogy
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linearis futdsid6t érjiink el, ha a nemdeterminisztikus gép k szalagos volt, akkor a progra-
mot a k + l-edik szalagra, a legalis szamitas kodjat pedig a k + 2-edik szalagra maésoljuk.

A mésodik allitas bizonyitasahoz az £, nyelvet eldonté T Turing-gépbdl az N nem-
determinisztikus gépet a kiévetkezOképpen konstrualjuk meg: miikddésének kezdetén N
csak a masodik szalagon mozog, minden lépésben az A &dbécé egy-egy betiijét irva ki az
Osszes lehetséges mddon, és ha az nem |, akkor balra lépve. Ha a kiirt betti ., akkor a gép
»determinisztikussa valtozik”, és a masodik szalagon jobbra lépkedve visszamegy a kiirt
sz6 jobb szélére, majd innen kezdve gy miikodik, mint 7. Ha van tant, (és csak akkor) az
egyik legalis szamitds éppen szimuldlja T miikodését. A tant kifrdsa és a visszalépkedés
2f(n) ideig tart, a legrovidebb legdlis szamitds pedig g(n + f(n)) ideig. O

10.3.8. Kovetkezmény. Egy £ nyelv pontosan akkor NP-beli, ha van polinomialis
idejii és hossziisagu taniija.

Bizonyitis. Ha az £ nyelv NP-ben van, akkor (1) szerint van polinomiélis hosszi-
sdgu tandja, amely ugyanolyan nagysagrendii id6ben fel is ismerhet§. Megforditva, ha
a nyelvnek van polinomidlis hosszisidgu tantja, amely polinomidlis idében felismerheto,
akkor (2) szerint van olyan nemdeterminisztikus Turing-gép, amely polinomidlis id6ben
felismeri. O

10.3.9. Megjegyzés. Az nyilvinvalé, hogy PCNP. Az elméleti informatika leghiresebb
sejtése, hogy a tartalmazas valddi. Vannak tgynevezett NP-teljes problémék (pontosab-
ban NP-teljes nyelvek), amelyek az NP-beli problémdk koziil a legnehezebbek abban az
értelemben, hogy tudjuk, hogy ha ezek barmelyikére van polinomiélis idejli algoritmust,
akkor P=NP. Ezek a problémak tehat ,egyforma nehezek” abban az értelemben, hogy
ha barmelyikre sikertilne polinomidlis futasideji algoritmust adni, akkor a tébbire is kap-
nank ilyen algoritmust. Ma mar t6bb szaz NP-teljes probléméat ismeriink, de egyikre sem
ismertink polinomidlis idejii algoritmust, ami aldtdmasztja a sejtést, hogy P#£NP. (Ter-
mészetesen vannak olyan problémak is, amelyekrdl tudjuk, hogy NP-ben vannak, de nem
tudjuk, hogy NP-teljesek lennének, sét, azt sejtjiikk, hogy nem azok, ilyen volt példa-
ul nemrégen még az, hogy egy szdm Osszetett-e.) Az NP-teljes problémék létezésének
bizonyitasa azon mulik, hogy sikeriilt megmutatni, a ,kielégithet6ség” problémaja NP-
teljes: ez a probléma annak eldontését kivanja, hogy egy logikai miiveletekkel, logikai
kifejezésként felirt f: {7,1}™ — {1,1} logikai fiiggvény kielégithetd-e, azaz van-e hozzé a
valtozoknak olyan helyettesitése, amelyre igaz értéket vesz fel. Kidertl, hogy ,ugyano-
lyan nehéz” a probléma, ha csak a =, A, V miveleteket engedjiikk meg, s6t, mar akkor is,
ha a formula konjuktiv normal alakban van, és a konjukcidkkal sszekapcsolt diszjunk-
ciék mindegyike csak harom tagi. Azt mar konnyebb megmutatni, hogy az igy kapott
»3-kielégithetoség” ugyanolyan nehéz, mint az egyszerti, véges grafok harom szinnel vald
jOlszinezhet6ségének problémaja, és mas grafelméleti problémak, példaul a Hamilton-kor
létezése, Hamilton-ut 1étezése, irdnyitott Hamilton-kor 1étezése, irdnyitott Hamilton-ut
létezése stb. (mindezekben a problémédkban a grafot csicsmétrixdval adjuk meg).

Altaldban, ha egy probléméarél nem tudjuk, hogy P-ben van, plane, ha NP-teljes,
az azt jelenti, hogy nem lehet a megoldasara hatékony programot késziteni. Eléfordulhat
azonban, hogy kisebb méretekre tudunk hatékony programot késziteni (példaul Hamilton-
kor keresésére tobb szdz cstcesig), hogy van hatékony valészintiségi algoritmus (a Miller—
Rabin-teszt szamok Osszetett voltdnak bizonyitdsdra), hogy a feladat valamely speciélis
esetére van hatékony algoritmus (példdul irdnyitott kortél mentes irdnyitott grafban a
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leghosszabb irdnyitott it megkeresésére), hogy egy, a legrosszabb esetben exponenciélis
futdsidejii algoritmus a gyakorlati esetekben polinomidlis futdsidejii (példdul a szimplex
mobdszer dltaldban kobos futdsidejli, bar vannak esetek, amikor a futdsidd exponenciélis),
végiil, hogy tudunk hatékony algoritmust talalni a feladat kozelité megolddsara.

— 10.3.10. Feladat [5]. Vizsgédljuk meg a 10.1.18 feladatban konstrudlt (tobbszalagos,
bindris) Turing-gépek futdsidé- és tarigényét.
— 10.3.11. Feladat [8]. Vizsgéljuk meg a 10.1.19 feladatban konstrudlt (t6bbszalagos,
bindris) Turing-gépek futdsidé és tarigényét.

— 10.3.12. Feladat [8]. Az el6z6 feladatban megvizsgalt (t6bbszalagos, binaris) Tu-
ring-gépekre, ha a futdsidé nem polinomialis, probaljunk polinomidlis méret{i tanit ta-
lalni.

10.3.13. Feladat [10]. Adjunk polinomidlis méretii és futdsidejii tanit egy természetes
szam primfelbontdsara.

10.3.14. Tovabbi feladatok. [25]: VII.3.16-VII.3.22.
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Dirac [dirdak] Gabriel Andrew
(1925-1984) 181
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osztalyegyenlet 216

osztalyozas 28, 28, 116, 187

osztas 90

oszthatd 135-156, 136

oszthatdsig 135, 146, 239, 256

osztd 30, 135-136, 137-138, 142, 146,
237, 246, 260, 262, 383

osztok Gsszege 159

— szédma 159

onreprodukélé automata 366

onvezet6 66

onzar6 66

— MOSFET 66

oroknaptar 92

Orszem 359

Os 125

Oskép 24

Osszeadas 52, 74, 79, 81, 85, 90, 94-95,
101-102, 105, 147, 236, 241, 274, 381

— monoton 75, 78-79

— szigoriian monoton 78

Osszeadassal kompatibilis
ekvivalenciarelaci6é 233

Osszeadastartd 74, 80, 82, 84, 94, 101, 215

Osszeférhetetlen vagy 7, 68

Osszefésiilés 189

Osszefiiggd 175, 176-180

Osszeg 52, 63, 243, 275

Osszegzési figgvény 161, 162

— tétel 114

Osszehasonlitas 124

Osszehasonlithatd 26, 29, 29, 124

Osszehtzéas 103

Osszes dolgok halmaza 15

Osszesség 13

Osszetétel 25, 40, 375

Osszetett 383-384

— szam 142

osvény 172

Ot szbgpontu teljes graf 199

P 381, 384

p csatornas MOSFET 66

— tipusa 66

Paeth, Alan W. 316

Paeth-joslas 316

paletta 315

pélya 116

par 15

parabola 22

paralellepipedon 103

paralelogramma teriilete 103

paralelogramma-azonossag 96

paralelogramma-szabaly 102

paratlan 69, 137, 308

— permutécié 222

— prim 266

paraxiéma 15

parcialis figgvény 3/, 372, 375, 377-379

— mivelet 42

— rekurziv megadas 376

— rendezés 29

— tortekre bontas 272

parcidlisan kiszamithaté 369, 370, 372,
377378

— — fiiggvény 369

— rekurziv 376, 377-380

— Turing-kiszdmithatd 369, 372

parhuzamos 366

— &1 195

— élek 169

parhuzamossagi axiéma 10

paritas 222

paritasbit 320

paritasbites kéd 320

paronként diszjunkt 716

paros 69, 137, 308, 313, 373

— graf 173, 197

— permutécié 222

parositas 197

Pascal [paszkal], Blaise (1623-1662) 117

Pascal-haromszog 117



Pavlov, Radiszlav 386

Peano-axiémék /4, 46, 90

Peano, Giuseppe (1858-1932) 4446, 90

Pelikan Jozsef 388

Penrose, Roger 389

periodikus 313

— jel 305

peridédusideje 304

permutacié 35, 57, 110, 116, 220, 264,
321, 327

permutaciécsoport 221

PERT 193

Petersen-graf 170, 172, 199

Petersen, Julius Peter Cristian
(1839-1910) 170

PGP 15

m 96

pillangé miivelet 309

piros-kék algoritmus 183

pitagoraszi szamharmasok 157

pixel 315

PLA 69

PCL(F™) 219

400 85

P, 172

PNG 315

Pyttt 112

P, 184

Poincaré-csoport 210

Poincaré [poekaré|, Jules Henri
(1854-1912) 210

pointer 190, 304

polinom 119, 202, 238, 244-246, 248, 272,
278, 275276, 329

— maradék sorozat 258

polinomfaktorizalas 267

polinomfiuggvény 245, 245-246, 279

polinomidlis 381, 384-385

— egytutthatd 117

— id6 382

— tétel 117

polinomkédolas 329

polinomszorzas 312

pont 7, 10, 286

pontonként 226

pontos alsé korlat 31

— fels6 korlat 31

pontosan akkor 7

— az egyik 7

— egy létezik 8

pontosan t-hibajavité 323

pontosan t-hibajelzd 321

Post, Emil Leon, (1897-1954) 356

Post-gép 356

PostScript 41

potlas axiomaja 151

pozitiv 78

— logika 42

— természetes szamok /4

— toltésti 66

precedencia 40

predicted 319

predikatum 6, 8-10, 65

— tagadésa 13

prefix 287, 300

— kéd 287, 288-289, 291, 300-301, 318

prefixmentes halmaz 287

— kéd 287

prim 70, 144, 148, 154-155, 237, 251,
261-262

primelem 157, 137-138, 140, 227, 237,
239, 241, 250, 260

primhatvany 219-220, 251, 255, 267, 269

primidedl 241, 241

primitiv egységgyok 97

— megoldés 157

— polinom 256, 256257, 260

— rekurziv 376, 376, 379-380

— — megadas 376

Prim, Robert Clay 182

primszam 136, 137, 140, 142, 147-149,
168, 206, 229, 245, 248, 250, 260,
269, 373, 380

primszamrenda 214

primszamtétel 142

primtényezé 144

primtényezokre bontas 144

primtest 243

primtesztelés 144

prébaosztas 144

processzor 92

HZ:l Ty, 62



program 365

programmable logical array 69
programmemoria 359

programok 381

programozasi nyelv 73

programozhaté logikai sik 69
projekcié 39, 236

projektiv altalanos linearis csoport 219
projektiv specidlis linedris csoport 219
Prolog 10

protokoll 148

Priifer-csoport 206

Prifer, Ernst Paul Heinz (1896-1934) 206

PSL(F™) 219
pszeudohanyados 246
pszeudomaradék 246
pszeudoosztas 246
Pythagoras (i.e. VI. sz.) 83
Q 79, 206

g-ad rendl B-fa 190

g-ad rendii fa 188

g-alapi kupac 188

Quine, Willard Van Orman 389
R 85, 130

R(a) 24

R(A) 2/

Rabin, Michael Oser 155, 358
Rabin—Scott-automata 358
raciondlis fliggvény 272

— szdm 73, 79, 83-84, 90, 90, 110, 241
racspont 366

R™1 2y

R™Y(B) 24

RX 226

rajzjel 66

rajzolhat6é 197, 198
rakovetkezés 44, 46, 52
rakovetkezésre zart 20
rakovetkezbje 44

RAM 68, 359

RAM-gép 359, 359

range 23

real time 341

Recski Andras 389

redukalt maradékosztaly 146
— maradékrendszer 146, 149
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redundancia 283

Reed, Irving Stoy 329, 331-332

Reed-Muller-kod 329

Reed—Solomon-kéd 331, 332, 335

reflexiv 14, 26, 27-29, 137

reflexivitas 107, 124

regiszter 359, 365

regularis graf 170

— reprezentacié 20/, 231

regularitas 205

regularitasi axioma 13/

rejtjelezés 135, 154155, 202

rejtjelez6 154

rekesz 359

rekord 39, 70-71, 188

rekurzié 46, 61, 163, 269, 273, 376, 379

rekurziététel 46, 46, 52-53, 61

rekurziv 379

— lépés 376

relacio 39, 184, 186, 382

— inverze 24

— iranyitott grafja 23

relacidban van 21

relaciok grafja 27

relacio kompatibilis az
ekvivalenciarelacioval 7/

relacié kompatibilis az osztdlyozassal 7/

relativ cim 71

— entrépia 282

— gyakorisag 281

— hiba 86, 115

— prim 138, 138, 140, 146, 149, 152-153,
158, 165, 236, 248

relativitaselmélet 210

rend 211, 212, 214

rendezés 29, 58, 75, 79, 85, 109, 186

rendezett 33, 58

— halmaz 29

— integritasi tartomany 78, 78-79, 81

— par 20, 21, 40

— test 81, 82-86, 88, 90, 94-95

rendezett n-es 59

(2,y) 20

rendszer 13

reneszansz 94

R(p) 101



reprezentacio 204, 231 Saxena, Nitin 144

reprezentans 74, 146, 250 Schipp Ferenc 89, 388

részbenrendezés 29, 109, 137, 186 Schénemann—Eisenstein-tétel 260, 261

részbenrendezett 33, 122-123 Schénemann, T. 260

— halmaz 29, 232 Schroder—Bernstein-tétel 125

részcsoport 207, 207-208, 212, 214-215, Schroder, Ernst (1841-1902) 125
230, 321 Schrodinger, Erwin Rudolf Jozef

részfeladat 193 Alexander (1887-1961) 206

részfélcsoport 207 Scott, Dana Stewart 358

részgraf 173, 177, 383 segédkulcs 252, 254

részgrupoid 207 — hozzdadasa 253

részgytri 230 sejtautomata 367

részhalmaz 14, 128 sejtés 384

C 14 semleges elem 55

részhalmaz-axiéma 14, 15 sem ...sem ... 7

részhdld 232, 233 sem-sem kapu 67

részstruktura 242 sentinel 359

résztest 230 séta 174, 175

Révész Gyorgy 389 SHA-1 15/

R(z) 95 Shamir, Adi 154

RFC 155, 5301 Shannon mintavételi térvénye 305

(R, @) 237 Shannon, Claude Elwood (1916-2001)

RGB 3515, 317 252, 281, 291, 305, 324

Rijmen, Vincent 252 Shannon-kéd 295

Rijndael 252 — létezése 291

Rijndael-test 254 Shannon tétele zajmentes csatornara 291

RIPEMD-160 15/ Sidon Simon (1892-1941) 110

Rivest, Ronald Linn 107, 154, 181, 386 Sidon-sorozat 110

Rlx] 244 Sierpinski, Wactaw (1882-1969) 389

Rlzq, 29, ..., x,] 275 Sigler, Laurence Edward 132, 387

rng 23 stk 95

robotvezérlés 104 — egyenlete 104

Roényai Lajos 181, 375, 389 — paraméteres egyenlete 104

RPN /1 sikba rajzolas 198-199

RSA 149, 154, 154-156 — rajzolhaté 198-199, 383

Rudin, Walter 89, 99, 389 sikgeometria 6-7

Russell, Bertrand (1872-1970) 15, 45 sikracs 172

Russell-paradoxon 15 Singleton, R. C. 326

R[z] 244 Singleton-korlat 326

Rlxy, g, ..., 2,] 275 skalar rész 101

Saaty, Thomas L. 386 skalaris szorzas 103

SA(F™) 208 skatulya elv 109

Safarevics, I. R. 389 SL(F™) 208

sajat gyokképlet 264 S, 172, 221

Salomon, David 389 SNaN 86

Sarkdzy Andras 389 S, 184
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sokasag 13

Solomon, Gustave (1930-1996) 331-332

SO(n) 209

Sophie Germain prim 1/8

S0*(1,3) 210

sor 356

— vége 300

sorindex 200

sorkeverés 253

sorozat 52, 60, 126, 243

SO0(r, s) 209

source 66, 194

sozas 155

specialis affin csoport 208

— — transzformacié 208

— eset 384

— linearis csoport 208

— Lorentz-csoport 210

— ortogondlis csoport 209

— unitér csoport 209

SQL 8

SSH 148

SSL 148

standard error 344, 370

— input 344

— output 344

start 343, 356, 382

statikus 299

— CMOS 66

Stein, Clifford 386

Stirling-formula 114

Stirling [sztérling], James (1692-1770)
114-115

Stone tétele 233

Stone [sztoun|, Marshall Harvey
(1903-1989) 233

Stromberg, Karl R. 89, 132, 387

suly 181, 276, 276

silyozott graf 181

SU(n) 209

sup 31

Suranyi Janos 389

stillyesztés 188

szabad eléfordulds 7

— valtozd 7, -8

szabalyos kerekités 85

— test 170, 172

Szab6 Réka 181, 375, 389

szabvany 167, 314

szabvanyos bemenet 34/

— hiba 344

— kimenet 344

szalag 342

szalagabécé 343

szamelmélet 135, 373

— alaptétele 140

szamelméleti fiiggvény 158, 158, 162

szamitasi eljaras 340, 340-342, 344, 359,
365, 367

— modell 380

— sorozat 540

szamitogép 55, 65, 70, 95, 200, 275, 304,
342, 351, 359, 366

szamitégépes dbrazolas 70, 75, 80, 85-86,
147, 201

— algoritmus 217

— tarolas 244

szamjegy 320

szamlalé 79, 273

szamossag 108, 131, 132

szamrendszer 70, 349

Szapozsenko, A. A. 387

szavak 60

Székelyhidi Lészlé 389

szektor 71, 190

szélességi bejaras 192, 192, 195

szelet 87, 166, 319

Szele Tibor 389

személyi szam 320

— torzsallomany 39

szemét 344

szemétgyijtés 351, 355

Szendrei Agnes 132, 386, 389

szeparabilis 326

szerkeszthetd 266, 266

szigetelo 66

szigetelt kapu 66

o 159

o, 159

sgn 85, 96

szigoru par 29

— relaci6é 29



— részbenrendezés 29

szigorian antiszimmetrikus 26, 27, 29,
186

— konvex 282

— kozé esik 30

— majoralja 124

— monoton 37

— — csokken6 37

— — noveked6 37

— parhuzamos élek 183

szilicium 66

szilicium-dioxid 66

szimbolikus cimke 361

szimmetria 14, 107, 321

szimmetriacsoport 206

szimmetriaelv 206

szimmetriatengely 206

szimmetrikus 26, 27-28, 137

— csoport 57, 221, 221

— differencia 17

— kulcs 154

— polinom 275, 276

— polinomok alaptétele 276

AN 17

szimplex modszer 385

szimulaci6 341

szimulal 340, 341, 345, 347, 349-350,
356-359, 362, 364-368

szin 287

szindréma 327, 329, 332, 334

szindromadekodolas 327

szinesség 317

szinezett graf 181

szinkronhiba 320

szint 187, 287

szinteltolas 305

szinusz 96

szisztematikus kéd 330

— kodolas 327

sz6 60, 120, 252, 286

sz0koz 287, 343, 382

szolgaltatdsazonositas 331

Szominszkij, 1. Sz. 386

szomszédos 169, 172

szomszédsagtartd 172
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szorzas 53, 75, 79, 81, 90, 94, 101, 105,
147, 236, 241, 274, 381

— monoton 78-79

— szigordan 78

szorzastarto 80, 82, 84, 94, 101

szorzat 25, 53, 62, 243

— differencidlasi szabalya 248

X1 X; 39

szétar 299, 300, 304

szotarkéd 299

szog 96-97, 103

szogharmadolas 266

szogpont 1609, 183

szovegszerkeszto 369

szubnormalis lebeg&pontos szam 86

szubrezultdns algoritmus 259

szuffix 287

S, Ty 63

szupergraf 173

szuperjektiv 34

szuprémum 51, 85

sziiletésnap-paradoxon 113

szilo 125, 187, 188

szirjektiv 34, 203, 228

T 206

ta 286

tablavalté 299

tablazat 200

tag i-ed foku 243

takaritas 196

tand 383, 383-384

tand-tétel 383

tapfesziiltség 68

tarigény 327, 380

tarolé 65

tarolt programu gép 365

tarral eldonthetd 381

— kiszamithat6 381

Tartaglia — Fontana, Niccolo 9/

tartalmazas 21

tartomany 198, 198-199

T 159

tavolsag 104, 105, 174

Teichmiiller, Oswald (1913-1943) 123

Teichmiiller-Tukey-lemma 123

telepfesziiltség 66



telitett 195

— ¢l 194

— irdnyitott részgraf 186, 187
— kivonas 377

— részgraf 173

teljes cstcs 287

— graf 172
— indukci6 61, 70, 276
— —elve 44, 90

— inverz kép 218, 234

— maradékrendszer 146, 149, 307

— rendezés 29

teljes diszjunktiv normal alak 69

teljesen additiv 158, 158

— multiplikativ 158, 158

teljes konjunktiv normél alak 69

tér 281

térbeli forgatas 210

téridé 102, 210

terjeng0sség 283

természetes logaritmus 115

— szam 44, 45, 46, 58, 69-70, 90, 108,
135, 140, 188

terminal 194

ternaris 70

— kod 286

térracs 172

térszerit 101

— rész 101

tértikrozés 210

térvezérlésl tranzisztor 65

test 81, 94, 147-148, 219, 226, 230, 236,
240-241, 246, 250, 264, 267, 272, 275

testbévités 250, 265

testvér 187

tesztpolinom 268

tétel 6, 9

tételbizonyité algoritmus 10

tetraéder 178

O(g) 341

t-hibajavité 323

t-hibajelz6 321

ti 286

tisztan képzetes 101

— — kvaternié 102-103

titkos kulcs 148, 252

titkositas 285

titokmegosztas 262

titokrész 262

tizenhatos 70

tizes szamrendszer 70, 140
TLS 148

tompaszog 103

topologikus rendezés 186, 193
topologikusan izomorf 199, 199
térusz 172

totalisan additiv 158

— multiplikativ 158

Totik Vilmos 389

TOTO 329
tobbhatarozatlani polinom 273
tobbletes kod 75

t6bbszoros 135—-136, 138

— élek 169

— gyok 249

tobbvaltozés fliggvény 61
tokéletes 326

— kod 328-329, 331

— szdm 161, 168

témb 42, 244, 275

tomorités 283, 304, 319
torlési szabaly 53, 59
tortrész 85-86

torzsszam 136, 137, 140
Trahtenbrot, Borisz Abramovics 389
transzfinit indukci6 61, 62

— rekurziététel 61
transzformécié 3/
transzponalt 209
transzpozicid 222, 222
tranzisztor 6667

tranzitiv 1/, 26, 27-29, 137, 186
— halmaz 47

— lezart 60

tranzitivitds 107, 12/
trichotom 26, 27, 29
trigonometrikus alak 96

— fiiggvény 55, 94

trivialis ideal 230

— infix 287

— normalosztd 215

— oszt6 137



— prefix 287

— részcsoport 207, 214

— szuffix 287

Tschirnhaus, Ehrenfried Walter
(1651-1708) 264

Tschirnhaus-transzformécié 26/

T. Sés Vera 388

Tukey, John Wilder (1915-2000) 123

tulesordul 70

tulesorduléds 86, 115, 147

turbd 325

Turing, Alan Mathison (1912-1954)

342-343, 351, 355, 368-370, 372-373,

382
Turing-eldéntheté 370
Turing-felsorolhaté 370

Turing-gép 130, 343, 369, 373-374, 379,

381, 383
— nyelve 373
Turing-kiszamithaté 369-370
tikrozés 96, 206, 216
U 206
Ullman, Jeffrey D. 386
U(n) 206, 209
unaris 344, 382
— kod 286, 349, 374
unér mivelet 40, 55
U 15
unié 15, 37, 38, 60
— tulajdonsagai 16
unidaxiéma 16
U, X; 87
unitér csoport 209
univerzalis 374
— kvantor 7
— Turing-gép 351
univerzum 15
unokéja 9
unsigned 70
at 174, 175-176, 178, 187, 195
utasitas 359
utasitaskészlet 359, 364, 365, 365
utazo6 iigynok problémaja 182, 183
utéd 125
utolsé 30
utotagja 287

ires 343

— allapot 366

— graf 169

— halmaz 15

— — axiémdéja 15

— Osszeg 244, 274

— sz6 286

— szorzat 211

[} 15

urtavkozlés 325

itemezés 193

uzenet 154, 281

iizenetkodoléds 284

vagas 178, 178

vagy 7, 8

vagy ...vagy ... 7

Vajda Istvan 387

valédi ideal 230

— infix 287

— Lorentz-csoport 210

— normalosztd 215

— oszté 137, 161

— prefix 287

— részcsoport 207

— részhalmaz 14, 108, 129

— szuffix 287

— tartalmazas 21

valés 308, 313

— ideju 341

—rész 95, 101, 102, 105

— szadm 73, 84, 85, 86, 88, 90, 166

— szédmpar 94

valbsziniiség 155

valésziniliségi modszer 268

— primszamteszt 144

— teszt 155, 155

valtozd 7, 299, 384

Vandermonde, Alexandre Théophile
(1735-1796) 331-332

Vandermonde-determinans 331

van der Waerden, Bartel Leendert
(1903-1996) 389

Varga Sandor 387

variacié 111

véges 108, 109, 128, 170

— abécé 120, 343



— Abel-csoportok alaptétele 220

— automata 130, 358

— bévités 264, 265

— ciklikus csoport 212

— csoport 216

— geometriak 10

— graf 170, 176-181

— gylri 228

— halmaz 107

— irdnyitott 186

— jellegi 122, 122123

— Osszeg 274

— rendi elem 212

— sorozat 59, 60, 224

— test 202, 211, 250251, 254-255, 267,
331

— testek alaptétele 267

— tulajdonsagu 122

végesen generalt Abel-csoportok
alaptétele 220

véget ér 340

végpont 169, 183, 184, 186

oo 95, 108, 122, 128-130, 142, 170, 188,
229, 245

végtelen ciklikus csoport 211

— sorozat 45, 59, 243

végtelenségi axiéma 20

vegyes szorzas 103

— szorzat 103

vektor 95-96, 101, 102-104

— rész 101

vektori szorzat 102

vektorialis szorzas 102

— szorzat 103

vektorkvantalas 306

véletlen 155, 262

Venn-diagram 17

Venn, John (1834-1923) 17

verem 358

veremtar 358

vesszo 288, 295

vesszOmentes kod 288

vessz6s kod 288

Vesztergombi Katalin 388

veszteséges 283

veszteségmentes 283

416

vetités 39
vetilet 103

vevo 281
vezérlGegység 342
vezet 66

vezetés 66
videodfelvétel 318
videdtelefon 319

Vinogradov, Ivan Matejevics (1891-1983)

389
Vollmar, Roland 389
vonal 17/
vonas 286
Voyager 331
VRC 325
Warshall-Floyd-algoritmus 193
Warshall, Stephen (1935-2006) 193
w(C) 321
Wedderburn tétele 267
Wedderburn, Jozeph Henry Maclagan
(1882-1948) 267
Welch, Terry 301
Wigner Jen6 Pél (1902-1995) 206
Wiles, Andrew 151
Wilson tétele 248
Wilson, John (1741-1793) 248
X1 39
X3Y12
X <Y 12
X-et Y-ra képez6 figgvény 34
p(X) 126
x mod y 85
X —=Y3
Y = X 124
Y - X 12
77
zaj 305
Zla) 227
[F(z)] 52
zart 30
— alak 164
— formula 7, 8
— irdnyitott séta 186
— — vonal 186
— séta 17/
— vonal 174, 175, 179



zene 315

Zermelo, Ernst Friedrich Ferdinand
(1871-1953) 14, 45, 131

Zermelo—Fraenkel-axiémarendszer 131

zérogytri 76

7F 131

ZFC 131, 132

Ziv, Jacob 300-301

zlib 301
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Z, 147

Zoltai Jozsef 387

Zorn-lemma 123

Zorn, Max August (1906-1993) 123-124

2o 206

Zsegalkin, Ivan Ivanovics (1869-1947) 279

Zsegalkin-polinom 279

Zuckerman, Herbert S. (1906-1993) 166,
388



