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ElOszd

A korabbi években megjelent, térképészeti matematikat targyalo jegy-
zetsorozat negyedik tagjat a tantervi valtozasok hivtak életre. A 2022-ben
indult geoinformatikus mesterképzés a korabbi Vettilettan el6adasok elsé
félévét vette csak at a térképész mesterképzésbdl, azonban annak tananya-
ga bévult a vonatkozasi rendszerek kozotti transzformacios lehetdségek
ismertetésével. Ezeket az ismereteket eleinte (atmeneti, gyors megoldas-
ként) fuggelékként csatoltam a régi jegyzethez. Azonban az igy 1étrejové
Térbeli referenciarendszerek cimi targy tulsagosan megterhelének bizo-
nyult a hallgatok szamara, ezért a kurzust szétvalasztottuk. A vonatkozasi
rendszereket targyald anyagrész masik félévbe keriilt at, és a Fels6geodézia
targynevet kapta. Jelen jegyzet ennek az Gj el6adasnak leiratat tartalmazza.
A fejezetek az egyes el6adasok idSkereteibe probalnak beleférni, ezért bar
torekedtem arra, hogy a tananyag kovessen valamilyen tematikus rendezé
elvet, ezt nem lehetett mindeniitt maradéktalanul megval6sitani.

Az Gj tantargy idGkerete sztikos (kéthetente egy el6adas), ezért a jegy-
zetnek kozel sem lehetett célja a fels6geodézia teljes tudomanyteruletét
lefedni; ugyanakkor egy térképész vagy geoinformatikus hallgatonak nem
is sziikséges mélységeiben ismerni példaul a gravitacios rendellenességek
modellezési lehet6ségeit vagy a foldrajzi koordinatak LapLace-pontokon
torténd kiegyenlitésének modszerét. Nagyon is fontos ugyanakkor tisztaban
lennie az eltér6 vonatkozasi rendszerek 1étezésének tényérdl, okairdl és az
atszamitas lehet6ségeirdl. Az ilyen atszamitasok helytelen alkalmazasabol
az eltér6 koordinata-rendszerti alapanyagok kozott nem kivanatos elcstisza-
sok léphetnek fol. Ezért a jegyzet elsésorban ezekre a modszerekre hegyezi
ki mondanddjat, a fels6geodézia tovabbi alkalmazasait csak érintSlegesen
kivanja targyalni.

A szovegben talalhat6 kék linkek kattinthatok, ezek konnyitik a naviga-
ciot a jegyzeten beliil. A jegyzetben tobbfelé talalkozhatunk szines képle-
tekkel. Ez a konnyebb megértést hivatott segiteni a bonyolult atalakitasok
soran. Ha egy egyenl@ségjel két oldalan azonos szinti kifejezéseket latunk,
akkor azok értéke megegyezik. Gyakran a tortek vagy egyenletek egysze-
riisitése elStt vagy boévitését kovetden jelennek meg mindkeét oldalon az
azonos szinl kifejezések az atalakitas kiemelésére. Ezért nem javasolt a
jegyzet fekete-fehér nyomtatasa.



ElGszo

Az alapismeretek folelvenitése céljabdl az olvasonak ajanlatos az alapsza-
kos tantargy jegyzetét (Bevezetés a vetulettanba és a geodéziaba) el6zetesen
atfutni. Ez a jegyzet tobbszor hivatkozik az abban levezetett 0sszefiiggések-
re. Kisebb mértékben, de az egyes vetiiletek leirasanal épit az Gszi féléves
vetilettani kurzus jegyzetére (Valodi vetiiletek) is.

Kivanom, hogy az olvasoé élvezettel ismerhesse meg a vonatkozasi rend-
szerek sokféleségét és az ebbdl ad6d6 matematikai problémakat!



ElsO el6adas

A Fold alakjat helyettesito
feliletek geometriaja

l.1. A fels6geodézia tudomanyaga

A fels6geodézia feladata, hogy a Fold alakjat és méreteit meghatarozza,
tovabba vonatkozasi rendszereket (felsérendii alapponthal6zatokat) alakit-
son ki. A fels6geodézia tehat alapot szolgaltat az dltalanos geodézia részére
azzal, hogy a terepen megjelolt alaphalézatok pontjaihoz koordinatakat
rendel. A fels6geodézia segitségével hatarozhatok meg az azok az alapfeli-
leti koordinatak, amelyeket a vetiilettan sikba tud képezni, ugyanakkor a
fels6geodézia vonatkozasi rendszereit gyakran valamilyen vettleti sikon
definialjuk. A fels6geodézia mérési mdédszerei erésen tamaszkodnak a csil-
lagdszat és a foldfizika (kulonosen a nehézségi erével és foldmagnesességgel
kapcsolatos) eredményeire. A gorbult feliiletek bels6 méretviszonyait a
differencidlgeometria segitségével ismeri meg.

A fels6geodézia szamos tudomanytertiletet foglal magaba. A kozmikus
geodézia foglalkozik a természetes és mesterséges égitestek segitségével
végzett helymeghatarozassal. A fizikai geodézia a Fold azon fizikai jellem-
z0it vizsgalja, amelyek hasznosak a helymeghatarozasban (pl. gravitacio,
magnesesség). A szferoidikus geodézia targyalja a gomb vagy forgasi ellip-
szoid alakunak tekintett Fold felszinén kialakulé mértani osszefuiggéseket.
Ezen teriiletek kozos célja, hogy segitséglikkel geodéziai halozatokat, azaz a
terepen megjelolt olyan alappontokat létesitsiink, amelynek mért koordi-
natai alapjan részletpontjaink koordinatait mar egyszertibb mdédszerekkel
is le tudjuk vezetni. Az alapponthalézatok koordinatai altal megvaldsitott
vonatkoztatasi rendszert geodéziai datumnak nevezzuk.

l.2. A sik

Elséként ismerjuk meg a Foldet kozelité harom legfontosabb felulet
tulajdonsagait! Az itt leirtak az alapszakos tananyag ismétlése, bévebb
informacidért vegye el6 a régi jegyzetet!



I. A Fold alakjat helyettesitd feliiletek geometridja

Ha a Fold alakjat sikkal helyettesitjuk, akkor a koordinatakat altalaban
derékszogl koordinata-rendszerben adjuk meg. Vigyazzunk, mert az, hogy
x és y merre mutat, korantsem egyértelm. A matematikdban szokdsos koor-
dindta-rendszer esetén x jobbra, y folfelé mutat, mig a szamitastechnikaban
alkalmazott pixel koordindata-rendszerben a képernyo bal fels6 sarka az origo,
x jobbra, y pedig lefelé mutat. A magyar geodéziai gyakorlatban két eltérd
rendszer van hasznalatban: az északkeleti tdjékozdsii rendszerben x északra,
y keletre mutat, mig a délnyugati tdjékozdsii rendszerben x délre, y nyugatra
all.

A geodéziai miszerekkel els6sorban tavolsag és szog (irany) mérésére van
lehet6ség, mig nekiink a mért pont koordinataira van sziikséguink. Ezért
igen gyakran fordul el6, hogy egy pontbol mért azimut és tavolsag alap-
jan meghatarozzuk egy ismeretlen pont koordinatait. Ezt els¢ vagy direkt
geodéziai alapfeladatnak, esetleg fdfeladatnak nevezziik. A miszerek tajéko-
zasahoz és az északi irany kittizéséhez alkalmazzuk ennek megforditasat,
amikor koordinatakbol szamitunk tavolsagot és azimutot. Ez a mdsodik
vagy inverz geodéziai alapfeladat.

A direkt és inverz geodéziai alapfeladatok képleteit északkeleti tajékoza-
st rendszerben alapszakon vezettiik le (a tavolsagot most ¢, az azimutot 6
jeloli):

XB=Xp+ tABC056AB

VB = YA + tapSindyp

tap = \/(XB —x4)” + (¥5—va)°

tgdap = YB— YA

XB— XA

Vigyazzunk, hogy az azimut és a foldrajzi hossztsag tangensét tartalmazo
képleteknél az arctga fiiggvény hatarozza meg egyértelmiien az ismeretlen
szoget.

.3. Agémb

Ha Foldet gomb alaktinak vessziik, leggyakrabban a foldrajzi koordindta-
rendszert alkalmazzuk, melynek koordinatai a ¢ foldrajzi szélesség és a A
foldrajzi hossziisdg. Az 1.1. abra alapjan felirhato:

x =Rcos@cos A
y = Rcos@sin A
z=Rsing



I. A Fold alakjat helyettesitd feliiletek geometridja

AZ
L Ay
Sin
ARl
Rcosqp | T
a) Oldalnézet b) Feliilnézet

z

Eszaki-sark

c) Térben

I.1. abra. Foldrajzi koordinatdk a gombon

Ha a derékszogi koordinatakbol szeretnénk foldrajzit kapni, az abrarol
az is leolvashatd, miszerint:

sm(p—z— z
R x> +y*+2°
tg/\:§

A Fold esetében a z tengelyt a forgastengely iranyaban helyezzik el, igy
a szélességet az erre merdleges siktol mérjuk. A o° szélességi kor neve
Egyenlits. Ugyanakkor a hossztisagok mérése nem egyértelmi, mert az x
tengelyt tetsz6leges kezddmeridian iranyaba is forgathatjuk. A gyakorlatban



I. A Fold alakjat helyettesitd feliiletek geometridja

leginkabb a greenwich-i csillagvizsgalon atmendé meridiant szoktuk kez-
démeridiannak valasztani, de méas kezdémeridiannal is taladlkozhatunk:
A franciak példaul egészen a kozelmultig gyakran Pariz§tol kezdve tin-
tették fol a hossztisagokat,” régi térképeken pedig gyakran Ferr6tol mért
hosszusaggal talalkozunk. A nemzeti foldmérési munkalatokhoz a legtobb
orszag sajat kezdémeridiant is kijelolt, Magyarorszagon ez a Gellérthegyen,
a Citadella Szabadsag-szobor felé es6 végénél talalhato jelen halad at.

A gombi geodéziai feladatok levezetése megtalalhato az alapszakos jegy-
zetben, itt csak a végeredményt kozoljik. s az A és B pont tavolsaga, a az
A-bdl B-be mutato6 azimut:

s° s°

sin g = sin 4 cos R +COS P 4 Sin R cosa
sina sin(s/R)°

COS @p

Ag = A4 +arcsin

[}

cosp = sin @4 sin @g + cos 4 cos Pgcos(Ag— Ay)

sin(Ag— Ay)
tga = -
tg ppcos @y —sin@y cos(Ag—Ay)

l.4. A forgasi ellipszoid

Forgasi ellipszoidot kapunk, ha egy ellipszist valamelyik tengelye koriil
korbeforgatjuk. Az ellipszoidot két adattal, az a nagyféltengellyel és a b
kisféltengellyel adhatjuk meg. A forgasi ellipszoid alakjat jellemezziik még
az f lapultsiggal, az e els6 excentricitdssal és az ¢’ mdsodik excentricitdssal:

a->b
f= a
a’-b?
e= .
a
a’-b?
e = 7

A lapultsagnak altalaban a reciprokat szokas megadni (f = 1/300), mig
az els6 excentricitasnak gyakran a négyzete szerepel a szakirodalomban.

" Val6jaban a nemzetkozi kezdémeridian a csillagvizsgal6tol 102 m-re keletre talalhaté
a fiiggévonal-elhajlas korrigalasa érdekében (VI.3. fejezet).

" Raadasul tjfokban, igy fokozttan figyeljiink !

" Ez a kezdémeridian definici6 szerint Pariz§6l 20°-ra nyugatra talalhat6 az Atlanti-
6ceanban.

10



I. A Fold alakjat helyettesitd feliiletek geometridja

El6fordul azonban, hogy az els6 és masodik excentricitast egyaltalan nem
adjak meg, ilyenkor nekiink kell kiszamitani a lapultsagbdl. A masodik
excentricitast ritkan adja meg a szakirodalom, ezért a kovetkezd, alapszakos
jegyzetben levezetett Osszefiiggéseket itt levezetés nélkiil megismételjuk:

e=\2f -
b=aV1-e¢>
le—m

Az ellipszoidon a A hossztusagot ugyanugy értelmezzik, mint korabban
a gombon. Azonban haromféle szélességet is definialhatunk (I.2. abra):

— A W geocentrikus szélesség az ellipszoid kozéppontjabol a pontba mutatd
vektor és az Egyenlité sikja kozott 1évé szog.

— A @ geodéziai vagy foldrajzi szélesség a feliilet normalisa (helyi fliggdle-
ges) és az Egyenlité sikja kozott bezart szog.

— A O redukalt szélesség az a szélesség, amelyet az a sugart gombon mér-
nénk, ha az ellipszoidot a z tengely iranyaban a/b-szerésre nyujtjuk.

I.2. abra. Ellipszoidi szélességek
A térképészeti gyakorlatban leginkabb a foldrajzi szélességet alkalmaz-
zuk. Ennek oka, hogy csillagaszati modszerekkel konnyt volt mérni: a

foldrajzi szélesség megegyezik az ellipszoid érint6sikja (helyi vizszintes) és

11



I. A Fold alakjat helyettesitd feliiletek geometridja

a Fold forgastengelyének iranya (Sarkcsillag) kozott mért szoggel. A harom
szélességdefinicio kozotti atszamitasat az alapszakos jegyzetben vezettuk
le:

b2
tgW = a—ztg(P
tg @ = %tgl[/
b

fgy barmelyik szélességbdl a mésik ketts kiszamithato, tovabba az északi
féltekén belathaté a W < © < @ osszefiiggés.

A forgasi ellipszoidon torténd szamitasok soran gyakran lesz sziikségiink
az alapszakrol ismer6s M (D) meridiangorbiileti sugdrra és N (D) hardntgor-
biileti sugarra:

a

NPz ———
(@) V1 —-e?sin> @

M(D) = a(1—e?)

(1 —e?sin® @)3
A paralelkorok r sugara az ellipszoidon az alapszakos jegyzetbdl:

r=N(D)cos D

l.5. Geodéziai alapfeladatok ellipszoidon

Vegyunk gondolatban egy pontszeri kiskocsit egy forgastest feliilletén és
lokjuk meg egységnyi kezd&sebességgel! A kiskocsira csak a forgasfelulet
nehézségi ereje hat, a sarlodastol eltekintiink. A nehézségi er6 mindeniitt
merdleges a potencialfeluletnek tekintett forgasfeluletre, tehat a kiskocsi
palyéjara is. Igy a kiskocsin a nehézségi eré nem végez munkat, sebessége
mindvégig egységnyi marad. Mivel oldaliranyt eré sem hat ra, ezért palyaja
a feluleten beliil egyenesnek tekinthetd, azaz a kiskocsi a forgasfeliilet egy
geodéziai vonala mentén halad.

Legyen a kiskocsi palydjanak pillanatnyi azimutja a, ekkor a sebessé-
gének parallelkor iranyt komponense sina. Ez egyuttal a kiskocsinak a
felulet forgastengelyére vonatkozo kertileti sebessége is. A nehézségi erd
iranya (a forgasfeliilet normalisa) a szimmetria miatt metszi a forgasten-
gelyt, tehat a forgastengelyre vonatkozoan nincs forgatonyomatéka. Az
ilyenkor érvényes perduletmegmaradas torvénye miatt a geodéziai vonal
mentén halado kiskocsi kertleti sebességének és a parallelkor r sugaranak

12



I. A Fold alakjat helyettesitd feliiletek geometridja

(azaz a forgastengelytdl vett tavolsagnak) a szorzata allando kell legyen
(CLaRAUT-tétel):

rsina = conét.

Els6 ranézésre nem sokat tudtunk meg a forgasi ellipszoid geodéziai
vonalairdl, pedig pusztan ennyi informacio elég lesz a palya meghataroza-
sahoz. Kezdjuk a direkt geodéziai alapfeladattal! Az I.3. abrardl leolvashato,

hogy:

M(D)AD
cosqg = ————
As
) N(D)cos PAA
sing =
As
N(D)cos DAA

I.3. abra. Az ellipszoidi geodéziai vonal elemi kis ivdarabja

Rendezziik at, tudva, hogy a végtelenul kis tavolsagok hanyadosa hatar-
helyzetben a differencialhanyados:

d_cD _ cosa
ds  M(D)
dA sina

ds ~ N(®)cos®

" Valbjéban a differencialgeometria mélységeibe keriiltiink. Az itt megkapott dssze-
fuggés szigoru bizonyitasahoz variacioszamitas és bonyolult differencialegyenletek
megoldasa sziikséges. A CLarauT-tétel csak forgasfeliileteken érvényes.

13



I. A Fold alakjat helyettesitd feliiletek geometridja

Sziikséglink lesz a kovetkez6 derivaltra is:

dr dN(®P)cos®dd [dAN(D) dcos® | cosa
R S A (6] D =
ds dd  ds l ap PN =5 3@
cos a

2 5in @ cos @
ac SMTCOST s d — N(D)sin ok

[(1 —e?sin? @)3
e’sin @ cos* P cosa cosa

=M(D —N(D)sin® =
) — = my VPP,

e>cos®> Psin®@cosa  a(1—esin® @) *sin®cosa
2 - - =
1-e a(1—e*)V1—e’sin® @

e*(1 —sin” @)sin P cosa — (1 —e*sin® P)sinP cosa

1—¢e°
e —e*sin*® —1 +e*sin* P . )
= = sin® cosa = —sin P cos &
1—e¢

Ezt kovetSen derivaljuk a CLairauT-tételt is!

dr . a
—sina+rcosa— =o

ds ds
da . .
N((I))cos(l)cosaa =sin P cosasina
da tg®Psina
ds  N(D)

Egy akarhanyszor differencialhat6 f fliiggvény az x = a pont kornyezeté-
ben tetszbleges pontossaggal kozelithet6 az 6 TayLor-soraval, azaz:

Természetesen pontos egyenléség csak akkor allna fenn, ha mind a vég-
telen sok tagot 0sszeadnank, azonban a sor gyorsan konvergal, igy a sor
végén all6 kicsiny tagokat figyelmen kiviil hagyhatjuk. Mot nézziik, miért

" A médszer minden sima fiiggvénnyel miikodik, és bonyolult fiiggvényeket haté-
konyan kozelithetiink vele. A zsebszamologép is példaul TayLor-sorral szamitja a

szogfuggvényeket.

14



I. A Fold alakjat helyettesitd feliiletek geometridja

is volt erre sziikség! frjuk fol @p-t és Ap-t, mint a @4, A4 ponttdl mért s
tavolsag fuggvényét! @-t és A-t fejtsiik TayLor-sorba s = o korul!

@_q)+sd(13 +s2d2(13 +s3d3(13 N
BZ AT 0ds |0y 20 ds? |ooy | 3! dS3 |0
s dA s> d*A s3d3A
Ap=Ap+——| +——| +——5| +...
B= AT T s =0 2! ds? =y 3! ds3 =,

Az els6 derivaltakat ismerjiik, a magasabb rendi derivaltak az elsé deri-
valtak tovabbi derivalasabol értelemszertien adédnak. Ha megnézzik @ és
A derivaltjainak képletét, latszik, hogy azok a-n keresztul is fuggnek s-t6l,
de ez sem probléma, hiszen «a derivaltjat is kiszamoltuk, lancszaballyal be
tudjuk helyettesiteni.

Ez a médszer LEGENDRE nevéhez fliz6dik. Bar levezetése tanulsagos és
viszonylag egyszerlien érthets, a gyakorlatban nem igazan alkalmazhato.
Ennek oka, hogy igen lassan konvergal, a geodéziai pontossaghoz a hatodik
derivaltakra is sziikség van, pedig ezek a magasabb rendti derivaltak rend-
kivil nehezen szamithatok. E mellett az s-ben magas fokszamu tagok az
inverz alapfeladat megoldasat még jobban megnehezitik: Ekkor s az isme-
retlen, és megoldoképlet csak s negyedik hatvanyat tartalmazo egyenletre
van.

A geodétak jellemz6en Gauss modszerét hasznaljak, amely a két pont
kozti felez6pont koriil fejti TavyLor-sorba a fliggvényt, sokkal gyorsabb kon-
vergenciat eredményezve (elegend6 a masodik derivalt figyelembe vétele).
A modszer hatranya, hogy a felez6pont koordinatait nem ismerjik, egy els6
tipp utan fokozatos javitasokkal juthatunk jobb eredményre.

Az el6bb targyalt hatvanysoros modszerek mind azt feltételezték, hogy s
viszonylag rovid (< 1000 km). Hosszabb tavolsagoknal egzakt megoldasok-
ra van sziikség. Népszertinek szamit BesseL megoldasa, amely a problémat
az egyszerlien megoldhaté gombi geodéziai féfeladatokra vezeti vissza,
majd a gomb és az ellipszoid kozotti eltérést elliptikus integralokkal kor-
rigalja. BesseL képleteit KarRNEY alakitotta szamitogépes futtatasra alkal-
massa. A korszerd nyilt forrast térinformatikai szoftverek szinte kivétel
nélkil az 6 képleteit alkalmazzak, eredményiik igen megbizhatonak szamit,
szemben a kissé régebbi csomagok VinceNTY-féle képleteivel. Utobbiak
nagyon hosszu (pl. kozel atellenes pontokat 0sszekotd) vonalakra mar nem
konvergalnak.

A hosszt geodéziai vonalak szamitasa fontos a 1égi kozlekedésben és a
tengeri hatarok kijelolésekor (két orszag kozotti kozépvonal vagy partvonal-
tol adott tavolsag helyének szamitasa). Az ellipszoidon torténd tertiletmérés
is részben visszavezethetd a geodéziai alapfeladatokra.
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I. A Fold alakjat helyettesitd feliiletek geometridja

Az 1.4. abran jol latszik, hogy a gombtdl eltéréen az ellipszoidi geodéziai
vonalak nem térnek vissza onmagukba, hanem hatralé mozgast végeznek.
Ez aldl csak a kor alaka Egyenlit6 és az ellipszis alaka bimerididnok jelen-
tenek kivételt.

I.4. abra. Geodéziai vonalak futdsa ellipszoidon (f = 1/10)

A miiholdas tavérzékelésben hasonl6 jelenséget tapasztalunk. A miihol-
dak roppalyaja geodéziai vonal (emlékezziink a kiskocsira). Az eréforrasku-
taté mtholdak napszinkron pdlydn keringenek, azaz az azonos megyvilagitas
érdekében mindig azonos helyi idében haladnak at a tertiletek folott. Mivel
a Fold kering a Nap korul, a mtihold palyasikjat folyamatosan valtozatni
kell, hogy az a Nappal allando szoget zarjon be (azaz a miihold palyasikja
éppen harom hoénap alatt fordul go°-ot, lasd I.5. dbra). Gomb alaka Foldon
ez kivitelezhetetlen lenne, mert a gombi f6korok sikgorbék, a mtiholdak
nem valtoztatnak palyasikjukat. Az ellipszoidon azonban csak a meridi-
anok és az Egyenlit6 sikgorbék, a tobbi geodéziai vonal palyasikja hatral.
Ha a mihold palyaja éppen csak egy pici szoget (~ 5°) zar be a meridianok-
kal, akkor elérhetd, hogy a geodéziai vonal pici hatralasa pont a nekiink
szitkséges mértékben modositsa a miihold keringési sikjat.

" Valéjaban ezek egy a foldihez képest kevésbé lapult ellipszoid geodéziai vonalaira
hasonlitanak, mert egyrészt a miholdra nem hat a Fold forgasabol szarmazé centri-
fugalis erd, masrészt a Foldtél tavolodva annak gravitacids tere egyre gombszertibbé
valik (D. fuggelék). Ezért van, hogy a palyasik viszonylag nagy délése is csak kis
mértékd hatralast okoz.
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T
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I.5. abra. Egy napszinkron pdlya hatrdldsa
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Masodik el6adas

Transzformaciés paraméterek
becslése

Il.1. Mikor sziikséges becsl8 transzformacié?

A térinformatikai gyakorlatban el6fordul, hogy két koordinata-rendszer
kozott nem lehetséges szabatos képletekkel atszamitani. Ilyen esetekben
a két rendszer kozotti kapcsolatot illesztdpontok segitségével adjuk meg,
amelyeknek koordinatai mindkét rendszerben adottak, a tovabbi pontok-
ra pedig valamilyen becsl§ eljarast dolgozunk ki a két rendszer kozotti
atszamitashoz.

Megkilonboztetésul a két (eltérd feluleten létrehozott) koordinata-rend-
szer kozott értelmezett szabatos fuggvénykapcsolatot vetiiletnek, mig az
illeszt6pontok alapjan empirikusan becsiilt atszamitast transzformdcionak
nevezzik. A vetiilet mindig tokéletesen pontos, legfeljebb torzuldsai vannak.
A transzformacio viszont altalaban nem pontosan adja vissza a célrendszer
koordinatait, igy a transzformaciénak hibdja van.

Alapvetden két £6 esetben alkalmazunk transzformaciét. Az egyik a geor-
eferalas, ahol egy térkép digitalizalasakor vagy egy raszteres allomany (pl.
légifelvétel) el6allitasakor a képeknek egyedi koordinata-rendszere kelet-
kezik, és ezt kivanjuk egy meglévd referencia-rendszerhez illeszteni. Ebben
az esetben az illesztépontok szerepét ismert koordinataja tereppontok vagy
szkennelt térkép esetén a koordinata-halézati vonalak metszéspontjai jatsz-
szak. Masik gyakori alkalmazas akkor torténik, amikor az illeszt6pontok
koordinatait a két koordinata-rendszerben egymastol fuggetlen felmérések-
kel hatarozzuk meg. Ilyen esetben tobbek kozott a mérési hibakbol adodo
ellentmondasok feszulnek az illesztépontok két rendszerben adott koordi-
natai kozott, igy ezeket valamilyen becslé eljarassal kiegyenlitve kaphatunk
atszamitasi lehetGséget.

Mivel a két felhasznalas tokéletesen azonos matematikai apparatust
igényel, ezeket célszerlien egyutt targyaljuk. A levezetések soran x;y-nal
jeloljik a kiindulasi koordinatékat (a kép pixelkoordinatait vagy a kiin-
dulasi halézatban mért sikkoordinatakat) és x’;y’-vel a megfeleld vetiileti
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II. Transzformadcios paraméterek becslése

koordinatakat a célrendszerben. A kettd kozotti kapcsolatot az x'(x;y) és
v’(x;v) fuggvényparral kozelitjik.

Il.2. Polinomos transzformacio

Levezetés szempontjabol legegyszeriibb eljaras a polinomos transzformd-
cié, amikor feltételezziik, hogy hogy x" és v’ x és y sima fluggvényei. Ilyenkor
az 0j koordinatak tetszéleges pontossaggal kozelithetSk a régi koordina-
tak polinomjaival. Az x” és vy’ kozelitéséhez tartozo6 egyutthatok altalanos
esetben fluiggetlenek egymastol, ezért a két polinom egyutthatoi kulon-ki-
16n is szamithatok. Kozelitstk el8szor az x” koordinétat n-ed foku tagokig
szamolva:

n n—i

X =l 010X + A0V + ArX” + A XY + A0y 07 + 00 = E Zaiszl)]
i=0 j=o0

A szummakat kifejtve latszik, hogy m = (n+1)(n +2)/2 féle a;; ismeret-
len egyuitthat6 van, meghatdrozasukhoz ennyi egyenletre lesz szuikségiink.
A fenti egyenletet illeszt6pontonként egyszer tudjuk folirni. Tehat line-
aris illesztéshez (mas néven affin transzformdcichoz) 3, masodfokuhoz 6,
harmadfokuhoz 10, negyedfoktuhoz pedig 15 illesztépontot tudunk folhasz-
nalni. A fokszam emelése egy ideig javitja a pontossagot, azonban a fak sem
nének az égig: a nagyon magas fokszamu polinomok hirtelen kanyarod-
hatnak, az adatsorunkban talalhat6é mérési hibakat nem kivant mértékben
folnagyithatjak. Jellemzéen negyedik fokig van értelme elmenni, mar ez is
igen kedvez6, deciméteres pontossagot nyujthat orszagrésznyi teriiletre.

Ritka, hogy nekuink éppen 3, 6, 10 vagy 15 illeszt6pontunk lenne. Ilyen-
kor szelektalhatunk valamilyen megfontolassal, példaul a leginkabb kilogo
méréseket eldobhatjuk, de probalkozhatunk az 6sszes pontunkat figyelem-
be véve kozepes paraméterkészletet kapni. Tegytik fol, hogy pontjainkat
normalis eloszldsii hibak terhelik!” Ekkor a legnagyobb val6szintiségii ajj
paraméterkészletet a legkisebb négyzetek médszere biztositja. Legyen x” a
tényleges x koordindta az 4j rendszerben, £’ a becsiilt!

A becsult értékeket olyannak szeretnénk megkapni, hogy a becslés hi-
baja az m darab illeszt6pontunkra minimalis legyen. A becslés hibajat
ugy definialjuk, hogy a k-adik illeszt6pont tényleges x; koordinatajanak
és a transzformaci6 altal becsult £, koordinatanak az eltérését négyzetre

" A mérési hibak a szabélyos hibak kikiiszobolése utan altalaban valoban kozelitsleg
normalis eloszlastaak.
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emeljiik (az abszolutérték nem jo, mert nem differencialhatd), majd ezeket
minden pontra 0sszegezzuk:

m
A) ) 2 N .

k=1

A fenti kifejezés ott minimalis, ahol a derivaltja minden 4;; szerint zérus:

a 2 m ~/
Lic 1( k) = Zz(a@,ﬁ—x,@)ﬁ =0

(961,']' = Gaij
m m .
Al )
Y #xivl=) xxiy]
k=1 k=1
m m
i |
Z(aoo + A oX, + Ao Vi F - )xkyk = Zxkxkyk
k=1 k=1
m . m m . m .
. i L
oo Zx;(y,]( +a,, Zx,l(“y,]( +a,, Zx,l(y]]( S— Zxkx,iy,](
k=1 k=1 k=1 k=1

Egy linearis egyenletrendszert kaptunk a;;-re, hiszen i és j barmilyen
értéket folvehet. A megoldandé egyenletrendszer matrix alakja:

mo Y Xk Xk Zxk YXVk o 2V Yo Y x;
Y Yxp Yk Lxp Lxive - Lxvd || ase Y XX
YUk LXkVk LVi LXVk Lxve - Lvi |40 Y X0k
Yxp L L LX inz’}/k o Lxpyl | as0 | = | Lxpxg

Y XDk inyk Zxky;? inyk Zxkyk Y X y”“ N B DI

Ly ZXW Z}J"“ Zxkyk ZXkV”“ Zyz” Aon LXK
A masik koordinatat hasonlo képlettel jellemezhetjuk:

n n-i

Y =boo+bioX+bo U+ byox” + b X0 + b, 0”40 = ZZbijxiyj

i=0 j=o

A b;; egyutthatok megkaphatok ugyanazokbol az 111eszt0pontokbol a
fonti egyenletrendszerbe a;j helyett b;;-t, x; helyére y;-t irva.

A modszerek elnevezése sajnos nem intuitiv. A harom illesztépontot
igényld els6foka polinomos, matematikdban linearisnak nevezett transzfor-
maciot a térinformatikaban Affine néven talalunk.
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Az affin transzformaci6 tulajdonsagaiban jelentdsen eltér magasabb fok-
szamu tarsaitol. Megdrzi az egyeneseket és a parhuzamossagot, a szogeket
viszont torzitja. Ezért els6dlegesen azonos vetiiletli rendszerek kozott alkal-
mazhatjuk, f6leg akkor, amikor a szogek mérése nem megbizhat6. Példaul
ha egy régi térképlap papirja szaliranyban mas megnyulast szenvedett,
mint ra merdlegesen, akkor egy hasonlosagi transzformacié nem ad jo ered-
meényt, de ha a nyualas egyenletes, akkor azt affin transzformacidval jol
modellezhetjik.

Ezzel ellentétben a térinformatikaban linearisnak nevezett moédszer nem
mintavételezi Gjra a képet, hanem csak beleirja a térbeli felbontast. Ez
az x' = ax+b és v’ = cy + d egyenleteknek felel meg. Ez csak akkor ad
elfogadhat6 eredményt, ha a térkép nincs elfordulva, igy csak digitalis
(nem szkennelt) térképekre jo. Két illesztSpontot igényel.

A magasabb fokszamu polinomos transzformaciok elénye, hogy rendki-
vil rugalmasak, eltérd vetiileteket alkalmazo6 rendszerek kozott is alkal-
mazhatok. Alkalmazasuk soran a georeferalt képet egy gumilepedShoz
hasonléan torzitja az illeszt6pontokra. Azonban, mivel a georeferalandé
képek vetulete altalaban ismert, alkalmazasuk erre a célra tobbnyire szuk-
ségtelen. Viszont éppen ez a rugalmassaguk teszi hatékonnya a modszert
eltérd vetuletl alaphalozatok kozotti atszamitasra.

A polinomos transzformaciok csak a topologiat (szomszédsagi viszonyok)
6rzik meg; azaz az egyenesség és a parhuzamossag elveszik, a szogeket
nem tartjak meg. A szogek torzulasa miatt két szogtartd vetilet kozott csak
akkor érdemes alkalmazni, ha feltételezziik, hogy a két hal6zat mért szogei
kozott jelentds ellentmondasok vannak.

II.3. Szogtarté transzformacidk

Szkennelt térképek georeferalasakor a térképlap rendszerint elfordul, ezt
figyelembe kell vennunk. Ugyanakkor a szogek altalaban nem torzulnak.
Erre valé a HELMERT-transzformadcio:

e _ [ coso sino)(x| fa

9]~ “\=sind cosdo)\y| \b
Itt a és b az eltolas, az elforgatas szoge 0, a nagyitas pedig s-szere. Ha be-
vezetjik a p = scoso és g = ssin 9 jeloléseket, és a matrixokat 0sszeszorozuk,

" A geodéziai gyakorlatban a szogek még nagy tavolsagra 1évé pontok kozott is kozvet-
lentil és igen nagy pontossaggal mérhet6k, mig nagyobb tavolsagokat és teriileteket
csak kozvetve, egy rovidebb alapvonal mérésével tudunk meghatarozni. Ezért a
szogmeérési adatok joval megbizhatébbak.
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akkor az egyenletrendszer linearissa valik:
R =px+qy+a
P =—qx+py+b
Ez egy hasonldsag, ezért megdrzi a térképi szogeket és egyeneseket. Ve-
gyuk figyelembe, hogy illesztépontonként két egyenletiink van, igy a négy
ismeretlenhez legalabb két illesztSpont sziikséges.
A Hermert-transzformaécio esetén mar x” és y” képleteiben kozos egyiitt-

hatok talalhatok, igy a legkisebb négyzetek mddszere szerinti minimaliza-
last a két koordinatara egyszerre kell elvégezni.

m

Z(}?I'{ — x,;)2 + (3},2 - y,;)z — min

k=1
A derivalva a t € {a;b; p; q} paraméter szerint:

Ix (2 -x ) + (9 -w)

m d
v I L

Ebbdl t helyére a négy paramétert rendre behelyettesitve négy egyenlet
adodik:

(pxk+qyk+a—x,'<)1 =0

DT 1

—qxc+pye+b-y)1 =0

>~
il

1

m
Z(pxk +qu+ta— x,'()xk + (—qu +pyr+b- y,i)yk =0
k=1

Y (Pt v+ a=x; )y + (=qx+ pye+ b =) )(—x) = o
k=1

A zardjeleket kibontva, majd atrendezve linearis egyenletrendszerré:
m. o L X Yy (@ L x
0 m Y Uk Y =X b _ /Zyk ,
Lxe Ly Lty o P | Dt v
Lye L=xx o Lxp+y\a) \Lxe— v
El&bbi transzformaci6 fontos elénye, hogy hasonlésag, azaz a térkeépi

szogeket megdrzi, azonban két kulonbozé szogtarto vetiilet kozotti atszami-
tashoz kevéssé hasznalhato, mert a helyrdl-helyre valtozo teriilettorzulast
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nem modellezi. A polinomos transzformacié rugalmasan alakithat6 a teru-
letiinkre, azonban a szogeket a két rendszer kozott torzitja. A két modszer
elényeit egyesiti a komplex polinomos transzformdcié, melynek lényege, hogy
a sikoordinatakat egy un. komplex szam valos és képzetes részének tekint-
juk, azaz bevezetjik a z =y +ix és 2/ = y" + ix’ jeloléseket, ahol i* = —1.

A komplex szamok analizisébdl ismert, hogy a transzformacié szogtar-
tasabdl a z'(z) fuggvény differencialhatosaga kovetkezik, és viszont, a dif-
ferencialhat6 komplex fiiggvények szogtartok. (Bizonyitas a vetulettan
jegyzet tavaszi félévének tizenegyedik el6adasaban olvashat6.) Ezért két
tetsz6leges szogtarto vettilet kozott kapcsolatot lehet teremteni egy diffe-
rencialhaté C — C fiiggvénnyel, amely tetszSleges pontossaggal kozelithetd

polinommal:
n

=a,+az+a,2" a2+ = > a;z'

i=o

Ha illesztépontjainkra el8irjuk, hogy } (2; — z;)*> minimalis legyen, a
levezetést mell6zve a lenti linearis egyenletrendszert kapjuk, amelyhez n
fokszam esetén legalabb n + 1 illesztépont sziukséges:

mo Yz Yzp ... Yz \(a. Y.z,

Yz Yz Zzi oz | ay Y 2%
]

Y. z; Zzi Zz;(1 ozl s | = | X2z

Yozl Yozt Yz Yz Nay) L zz

Mivel az ismeretlenek és az egytuitthatok egyarant komplex szamok, fon-
tos, hogy az algoritmust olyan kornyezetben implementaljuk, amely képes
komplex szamokkal dolgozni, ilyen példaul a Python programozasi nyelv.

Szogtarto vetuletli vonatkozasi rendszerek kozott a komplex polinomos
transzformacio gyakran joval kevesebb illeszt6pontbol kisebb hibaval tudja
az atszamitast kozeliteni, mint a valds szamokkal levezetett polinomos
transzformacid. Az els6fokt komplex polinomos transzformacié azonos
a HeLMERT-transzformacioval, arra az ott leirtak érvényesek. A magasabb
fokszamu transzformacidk az egyenességet és a parhuzamossagot nem
6rzik meg. Bar eltér6 felméréseken alapul6 halézatok kozott ez az egyik
leghatékonyabb transzformacio, a komplex szamok miatt nem terjedt el
széles korben, a térinformatikai szoftverek csak elvétve tamogatjak.

ll.4. Projektiv transzformacié

Légitényképeknél fordul el6, hogy a kamera szoge ferdén 4ll, ezt korri-
galja a projektiv transzformdcio. A GlobalMapperbdl hianyzik, de a tobbi
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program ismeri. Ez is meg6rzi az egyeneseket, de a szogek és a parhuzamos-
sag elvesznek. A legalabb négy illesztépontot igénylé modszer képletei:

o a,x+a,y+a,
CX+Cp+1
. bix+by+b,

CX+Cp+1

Atrendezve (a jobb oldalakon a becsiilt koordinatak helyére kis csalassal
a ténylegesen mért koordinatat irva):

2 =ax+a,y+a,—c,xx’ —c,px’

9 =b,x+b,y+b,—cxy’ —c,py’

Az el6z6ekkel azonos levezetés szerint folytatva a legkisebb négyzetek
modszere szerinti végeredményt a kovetkezd egyenletrendszer szolgaltatja:

m Y xg ) Vk o o o
Y Xk rx; Y XkVk o o o
Yo L%k Yy o o o
o o o m XX 2 Vk
o o o Y Xk Yx; Y Xk Vk
o o 0o YV L XkVk rvi
L-xx L LWk L-Vi%k L-UiXp L —Yi Xk

Y0k L-X4bk LNV LWk LYV L —Vibi

Y —xp X Y X9k ao Y x;
Y —xx} Y X XKk a, Y XX
Y X Xk Yk Y -x9% a, X9k
L%k LYk by | L
Y-ypx; Y~V Xk Yk b |~ Vi
Y~V XKk L -0vi b, Y Vi ¥k
T (o) +(wp)” X 0) memmt (0) v (| o, ¥ () =xe(wp)”
() xevet(ve) xeme Z(xwe) +(viwe) s Y -ve(x)*-ve(vr)”
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Harmadik eléadas

Geodéziai datumok és térbeli
transzformaciok

lll.1. Vizszintes datumok

A geoid bonyolultsaga miatt a Fold alakjat legnagyobb pontossag kivanal-
ma esetén is forgasi ellipszoiddal kozelitjuk. Ez a kozelités két okbol nem
egyértelmi. Egyfeldl a kulonboz6 helyen végzett mérések alapjan a Fold
nagyféltengelyére és lapultsagara mas és mas adatok jonnek ki. Masfeldl
nem biztos, hogy a jol illeszkedd forgasi ellipszoid kozéppontja éppen a
geoid tomegkozéppontjaba esik, s6t a forgastengelye is elfordulhat a Fold
valos forgastengelyéhez képest. A forgasi ellipszoid méreteit és elhelyezési
adatait egyuttesen geodéziai ditumnak nevezzuk. A kulonbozé datumokon
értelmezett azonos foldrajzi koordinatak kozott akar ~ 100 m nagysagren-
di eltérés is adodhat, ezért mindig fontos utanajarni, hogy adataink melyik
datumra vonatkoznak!

A régebbi forgasi ellipszoidok (pl. az 1810-es ZAcH—ORri1aNI) nagyfél-
tengelye és lapultsaga is kisebb volt a ma hasznaltaknal (III.1. tablazat).
Ennek oka, hogy az els6 mérések csak Europara korlatozédtak, és a geoid
alakja itt ezeknek a méreteknek felel meg. A késdbbi ellipszoidok (pl. az
1841-ben alkotott BesserL) mar tobb helyen végzett mérések atlagértékeit
vették alapul, igy kozel allnak a ma ismert foldalakhoz. A mai ellipszoidok
(pl. WGS84) mtiholdas méréseken alapulnak.

A helyi nehézségi eré iranya (fiiggdvonal), mely merdGleges a geoidra, al-
talaban nem esik egybe az ellipszoid normalisaval. Az eltérést fiiggdvonal-
elhajlasnak nevezzik. Az I.4. fejezetbdl emlékezhetiink, hogy a foldrajzi
szélesség f6 elénye volt, hogy csillagaszati Gton mérhetének tekintettuk.
Szintfeliileti szélességnek hivjuk a helyi vizszintes és a Fold forgastengelye
(Sarkcsillag) kozott mért szoget, mig a geodéziai szélesség az ellipszoid nor-
malisa és az Egyenlitd sikja kozott mért szog. A két szélesség azért nem
egyezik meg, mert bar az Egyenlit6 sikja merdleges a forgastengelyre, a he-
lyi vizszintes és az ellipszoid normalisa éppen a figg&vonal-elhajlas okan
nem pontosan merdleges. A szogkulonbség igy éppen a fiiggévonal-elhajlas
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III.1. tablazat. Néhdny foldi ellipszoid mérete

Név Ev 4 (m) b (m) 1/f
ZAcH-OriaNI 1810 6376130 6355561,839 310

BEesseL 1841 6377397,155 6356078,963 299,152815
CLARKE 1880 6378249,145 6356514,870 293,465
Hayrorp 1924 6378388 6356911,946 297
Kraszovszkiy 1940 6378245 6356 863,019 298,3
IUGG67 1967 6378160 6356774,516 298,247 167
WGS84 1984 6378137 6356752,314 298,257224

észak—déli komponense (III.1. abra). Ebben a jegyzetben a szintfeluleti
(csillagaszati Gton mérhetd) koordinatakat csillag jeloli.

Fuggd6ygifal-elhajlas ﬂ

II1.1. abra. Szintfeliileti és foldrajzi szélesség

Ezen feliil a csillagaszati tton mérhetd szintfeliileti hossziisdgra is hatassal
van a fiiggévonal-elhajlas. A mérés mddja ugyanis azon alapszik, hogy
egy adott csillag delelése (amikor pontosan déli iranyban latszik, vagyis
zenitszoge éppen a legkisebb) milyen idépillanatban kovetkezik be (lasd
VI.1. fejezet). Azonban a csillagaszati Gton meghatarozott északi irany (a
Fold forgastengelyét tartalmazo fuggdleges sik, a III.2. abran fekete) nem
egyezik meg a foldrajzi északkal (az abran vorossel jelolt meridiansik).

Jeloljik rendre & és 1 bettikkel a v fiiggévonal-elhajlas észak—déli és
kelet-nyugati komponensét! Mivel 7 igen kicsi (néhany szogmasodperc),
ezért a Z'Z szakasz kozelithets egy gombi kiskor ivével, melynek kozép-
pontja a P pont, azaz merdleges a PZ’ oldalra. Ez a kiskor azonban a PZ
oldalra is meréleges, azaz a PZ’ és a PZ oldal j6 kozelitéssel egyforma
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Kezdémeridian

Horizont

II1.2. abra. Szintfeliileti koordindtdk és a fiiggévonal-elhajlds

hosszui:

90°—P*+ & =90°- D
E=D"-D

A B polustavolsagu kiskorok sugara Rcos(9o°— ) = Rsin . A PZ polusta-
volsagu Z’'Z kiskoriv hossza az egységsugara éggombon a sugar (sin(9o° —
—@)) és a P csucsnal talalhaté A* — A szog szorzata:

n=(A"-A)cos®P

Azaz, az 1 komponens hatarozza meg a szintfeluleti és foldrajzi hosszusa-
gok eltérését. A fuggdvonal-elhajlas mértékét a ZZ'Z* gombharomszogbdl
hatarozhatjuk meg, amely annyira picike, hogy sikbelinek tekinthetjik, és
igy folirhatjuk a Prtacorasz-tételt:

A figg6vonal-elhajlas varatlan tulajdonsaga még, hogy az azimutok mé-
rését is befolyasolja, hiszen a Sarkcsillagot tartalmazo fuggéleges sikhoz
képest Aa szoggel nagyobb azimutot mériink, mint az ellipszoid meridian-
sikjahoz képest. Ezért a csillagaszati Gton mért azimutokat korrigdlnunk
kell. Az NN* szakasz, mely a PN oldalra merd&leges, annyira rovid, hogy
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ezt is jol kozelithetjiik egy P kozéppontu kiskor ivdarabjaval. Ennek pdlus-
tavolsaga @, a P cstcsnal 1év6 szog pedig A* — A:

Aa =(A"=A)sin®

Fonti azonossag neve LApPLACE-egyenlet, a geodéziai szamitasok soran
alapvetd fontossagu. Idénként talalkozni az ekvivalens y = Aa &g @ alak-
kal is, amely gy kaphat6 meg, hogy az oldal tetején talalhato, 1 értékét
megado egyenletet elosztjuk a LapLace-egyenlettel.

A foldi felméréseknél kizardlag a helyi mérések adataira tudunk tamasz-
kodni, igy az ellipszoidot lokalisan illesztjiik a tertiletiinkhoz (lokdlis datum).
Ez alatt nem azt kell érteni, hogy az ellipszoid és a geoid kozotti magas-
sagkulonbség (geoidunduldcio) minimalis, hanem hogy a helyi fuggdleges
iranya és az ellipszoid normalisa kozotti eltérés (fiiggévonal-elhajlds) az
illesztéshez hasznalt LapLace-pontokon a lehetd legkisebb. Ezaltal a csilla-
gokhoz képest mért és az ellipszoidon szamitott geodéziai szélességek ko-
zotti, fent bemutatott ellentmondas is minimalissa valik. Az igy elhelyezett
ellipszoid kozéppontja eltolédik (~ 100m) a Fold tomegkozéppontjahoz
képest, forgastengelye pedig elfordul (~ 1”) a Fold forgastengelyétdl.

A helyi datumot Ggy adjuk meg, hogy megadjuk a kezd6pontban a mért
szintfeluleti és az illesztéssel szamitott ellipszoidi koordinatakat, valamint
valamelyik jol megfigyelhet6 pont iranyaba megadott azimuttal definialjuk
a foldrajzi észak iranyat.

Fontos, hogy ilyenkor az ellipszoid paramétereit (nagyféltengely, lapult-
sag) nem valtoztatjuk a folyamat soran, az valamelyik korabbi, nemzetkozi
meérésen alapul6 ellipszoid lesz. Magyarorszag tertuletén a HD72 datu-
mot hasznaljuk, amely az IUGG67 ellipszoid nagyféltengelyén és lapult-
sagan alapszik. A Pilis kozség melletti Sz6l6hegy alappont koordinatai
D =47°17"32,6156"; A =19°36"9,9865"; az Erd6hegy pont azimutja defi-
nici6 szerint 209°55"26,64".

Kisebb szigeteken, ahol nincs lehet&ség kiterjedt halézatok 1étrehozasara,
vagy régebbi felméréseknél gyakori a datum onkényes elhelyezése. Ez azt
jelenti, hogy kizardlag egyetlen ponton végzunk csillagaszati méréseket, és
ezen a kezdSponton a szintfeluleti koordinatakat ellipszoidinak tekintjik,
a fiigg6vonal-elhajlas és a geoidundulaci6 értéke itt zérus.

" Kiilon szérakoztat6 tud lenni egy tobb, kis szigetbdl allé orszag topografiai térké-
peit georeferalni. El6fordul ugyanis, hogy az egyes szigeteken masik csillagaszati
kezdéponthoz kotott onkényes elhelyezéssel szamolnak. Ilyenkor, ha ugyanazon
a szelvényen két sziget is talalhato, egyszerre csak az egyik szigetre esé tartalmat
tudjuk georeferalni, hiszen az eltérd fuggévonal-elhajlas okan a két sziget datuma
kiilonbozik.
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Urgeodéziai (mtiholdas) felmérések esetén a Fold tomegkozéppontja és
forgastengelye jol mérhetd, ezért az ellipszoidot gy helyezziik el, hogy a
kozéppontja és a forgastengelye a foldi adatokkal egybeessen. Az igy nyert
datumot globdlis ditumnak nevezzik, ez mindentutt egészen jol illeszkedik
a Fold geoid alakjahoz (III.3. abra). Példa a WGS84, amely az azonos nevii
WGS84 ellipszoidon alapszik.

Globalis datum

A Fold tom

Lokalis datum

III.3. abra. A geoid és a datumok kapcsolata

lll.2. MOLOGYENSzKIJ-traszformacio

A térinformatikai gyakorlatban két eltéré datumon értelmezett vetiilet
kozott a transzformaciot a legtobbszor agy valositjuk meg, hogy a koordina-
takat visszaszamitjuk alapfeliileti, majd térbeli derékszogti koordinatakra,
végul ebbdl szamitjuk a masik datum térbeli derékszogl koordinatait. A
modszer jelentds nehézsége a korabban ismertetett sikbeli transzformaciok-
kal szemben, hogy igényli az illeszt6pontok ellipszoid feletti magassagat.

El6fordul, hogy az egyszertiség érdekében a datumok kozotti eltérésekbdl
csak az eltolast vessziik figyelembe, a hiba ekkor jellemz&en 6t méter koruli.
Ezt MoroGyeNnszkij-transzformdcionak nevezzik, csak harom paramétere

" A lokalis datumok realizacija olyan megjelélt foldi pontokon nyugszik, amelyek
szélességét és hosszusagat papiron rogzitjik, igy a lokalis datum a kézetlemezek
vandorlasaval az id6ben lassan elfordulhat eredeti helyzetéhez képest. Ennek jellem-
z6 mértéke kb. 25 évente egy méter. Ezzel szemben a Fold kozéppontjahoz rogzitett
datumokon minden mozgé k&zetlemezen 1évé pont koordinataja idével valtozik.
Példaul a WGS84 datumon adott ausztraliai koordinatak (ez a lemez nagyon gyorsan
mozog) a jegyzet irasakor (40 évvel késébb) mar kb. 2,8 m-rel mutatnak arrébb, mint
a datum eredeti definialasakor!
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van. Bar a MoroGgyenszkij-transzformacionak folirhat6é olyan alakja is,
amely kozvetlen kapcsolatot biztosit a két datum foldrajzi koordinatai
kozott (dthidalo transzformdcio), itt most az egyszertiség kedvéért a térbeli
derékszogt alak szerepel:

x’ Ax X
v [=]|Ay|+|y
z’ Az z

Fenti egyenletbdl egyenesen kovetkezik, hogy a Ax; Ay; Az paraméterek
értékének szamitasdhoz a két datumon csak egyetlen illesztépont szik-
séges. Ekkor a harom paraméter a pont koordinatainak kilonbsége a két
rendszerben. A legkisebb négyzetek modszerével tobb illesztépontra e ko-
ordinata-kiilonbségek atlaga lesz a paraméterek értéke. Fontos odafigyelni,
hogy ehhez az illesztépontok térbeli derkszogfi koordinatai szukségesek,
mikozben altalaban a szélesség, hosszlsag és magassag az ismertek. Ezért
a kétféle koordinata-rendszer kozotti atszamitasra még visszatérunk.

lll.3. BURSA-WOLF-traszformacio6

A kiilonbozé datumok kozti atszamitasnal 7 paramétert tudunk figye-

lembe venni: a Ax; Ay és Az eltolast a tér harom iranyaban, az ¢,; &y és

e, elforgatast a harom tengely koriil és egy o nagyitast. Mivel az ¢ szogek
kicsik, éljiink a sine €} cos¢ ~ 1 és ¢;¢; ~ o kozelitéssel, igy egyszer{ibb
alakban kapjuk meg a forgatomatrixot. Ezt kovetSen az atméretezés egy
skalarral val6 szorzast, mig az eltolas a megfelelS vektor hozzaadasat jelen-
ti:

x’ Ax 1 & —&)(x
v |=|Ay|+(+o)|-E 1 & ||y
Z’ Az & & 1 Nz

Fonti atalakitas neve Bursa—WoLr-transzformacio. Lathato, hogy az atala-
kitashoz nem a foldrajzi, hanem a térbeli derékszogi koordinatak sziiksé-
gesek. A modell egy tokéletes vilagban tokéletesen pontosan adna viszza
a masik datum koordinatait; azonban minden datum alapponthalézata
hibaval terhelt, a BurSaA-WoLr-transzformacié pedig ezeket az ellentmon-
dasokat nem veszi figyelembe.

" A haromszoghalézatok mérési hibainak kiegyenlitése miatt a lokéalis datumok és a
globalis datumok méretviszonyai egymasnak ellentmondanak, ezt az atszamitasnal
figyelembe vessziik, azonban a szogek mérési pontossaga megbizhatdbb, ezért az
atszamitasnal ugyeliink ezek megd&rzésére. Ezért valasztottunk hasonldsagi transz-
formaciot.
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A hét ismeretlen meghatarozasahoz illesztépontonként harom egyenle-
tunk van, azonban mar harom illeszté6pont esetén is talhatarozotta valik az
egyenletrendszer, igy a paraméterek szamitasa kizarolag becsléssel, pl. a
legkisebb négyzetek modszerével lehetséges. Az a = (1+0)é,; b= (1+0)E,;
c=(1+0)&, és d =1 + 0 helyettesitést kovets igen hosszadalmas levezetést

mell&zve a végeredmény:

m o 0 o Y-z Yk Y Xk Ax Lx;

o m o 22k o L —Xk 2 Vk Ay Ly

o o mo ) =Yk LXk o 2%k Az Yz,

o Yzk LYk LVt L—%kVk LXKk 0 a|= Y9 2k—2} Yk
Y-z 0 LXp L-XpUk LXp+Zp L—VkZ o b Y 2 X%, 2
YUk L-Xk 0 Y —Xkzk ) —VkZk LXp+Vp o c Y X, Vk=Y) Xk
Zxk Zyk sz o o %) Xx;%ﬂ’fﬂf d le'\,xk+y1:yk+z;(zk

A IIL.2. tablazatban olvashat6 néhany datumrol a WGS84 iranyu transz-
formaci6 Magyarorszag tertuletén érvényes paraméterkészlete. Vigyazzunk,
mert jelen jegyzetben a koordinata-rendszert forgattuk el, azonban egyes
térinformatikai szoftverek a pontba mutato6 helyvektort forgatjak el. Ilyen
esetben a forgatasok elGjelét meg kell forditani! A forditott irdnyt transz-
formacio jol becstiilheté mindegyik paraméter el6jelének megforditasaval.

III.2. tablazat. BurSa—WoLr-paraméterek Magyarorszdgon

Ditum  Ax(m) Ay(m) Az(m) & (") & (") & /(") o (ppm)

HD72 52,684 —71,194 —13,975 0,3120 0,1063 0,3729 1,0191
S42/83 -5,38 —91,75 -86,23 -0,988 —0,700 0,652 2,273
S42/58 17,20 —84,03 —60,97 -1,085 —0,682 0,473 —3,185
RDN19g40 566,54 108,25 487,93 —2,2867 —2,6409 1,5194 —0,7365
HD1863 595,75 121,09 515,50 —8,2260 1,5193 5,0121 —2,6729

lll.4. A korrekcids racs

Alternativ lehet6ségként nagyobb pontossag érdekében korrekcids racsot
szoktak még a térinformatikai rendszerek biztositani, amely gyakorlatilag
egy raszteres allomanybdl interpolalva helyrél-helyre mas értékeket ad hoz-
za vagy von ki a foldrajzi koordinatakbol. Ez akar centiméteres pontossagot
eredményezhet, azonban kellemetlen tulajdonsaga, hogy igen nagy méretti
raszteres allomanyok letoltését és tarolasat igényli.
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lll.5. Szélesség, hosszlsag és magassag a
térben

A miiholdas helymeghatarozas a miihold és a mtiszer kozotti tavolsagot
méri a jel beérkezési ideje alapjan. Minden egyes miiholdtdl az ismert tavol-
sag egy gombfeliletet jelol ki, amelyek kozos metszéspontjaban tartozko-
dunk. A metszéspont koordinatai egy x;v;z térbeli derékszogti koordinata-
rendszerben szdmithatok ki. Hogyan kapunk ebbdl foldrajzi koordinata-
kat?

Kevésbé izgalmas, azonban hasonléan hasznos az a kérdés, hogy egy
ismert pont térbeli derékszogl koordinatait megkapjuk annak foldrajzi
koordinataibdl. Ilyenre, mint lattuk, akkor lehet sziikségtink, ha kiilonb6zd
méretd és elhelyezésti ellipszoidokra vonatkoztatott pontokat szeretnénk
egységes koordinata-rendszerben kezelni. Konnyen belathatd, hogy a két
probléma egymas megforditasa.

El6szor a masodik problémaval foglalkozva rajzoljuk fel az ellipszoidnak
azt a meridianjat az r;z sikon, amelyiken tartézkodunk. Itt az r vizszintes
koordinata az ellipszoid felszinén éppen a parallelkorok sugaraval fog
megegyezni, z pedig egybeesik a térbeli rendszer z tengelyével. Mi a @
szélességen és h magassagban vagyunk az ellipszoid folott. Kis magassagot
feltételezve a magassagot az ellipszoidra merdlegesen, egyenes vonalban
mérjuk. Ekkor a III.4. abrarol leolvashatd, hogy:

r=r1,+hcos®

z2=2,+hsin®

III.4. abra. Pont koordindtdi az ellipszoid felett h magassdgban

A parallelkor r, sugarat mar ismerjik (N(@)cos @), s6t z, képletét is
mar kiszamoltuk alapszakon ((1 — e*)N(P)sin ®@). A foldrajzi hosszusag
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definici6jabdl (I.3. fejezet) tudjuk, hogy x = rcos A és y = rsin A. Ennek
ismeretében az el6bbi 0sszefuggések folhasznalasaval kiszamithato, hogy:

X =[N(P)+h]cosDcos A
Y =[N(P)+h]cosPsin A
z=[(1-€*)N(D)+h]sin®

Most mar tudjuk, hogy egy adott foldrajzi koordinataju pont hol helyezke-
dik el a térbeli derékszogl koordinata-rendszerben. A masik problémanal
(azaz a GPS-es navigacional) ennek megforditasa sziikséges. A masodik
egyenletet az elsével osztva ezt kapjuk:

y

tgA=2
& X

Tehat a hossztsagot mar ismerjuk. Az els6 és a masodik egyenlet négy-
zetosszege:

x>+ = [N(D) + h]* cos®> @

VIRV )

cos

Ezt helyettesitsiik be z képletébe:

z= [—M - ezN((D)} sin @

cos

Fenti képletet atalakitva egy tg @-ben negyedfoku egyenletet kapunk. A
negyedfoku egyenlet megoldhat6 pl. a FErRrarI-képlettel, ennek menete
a C. fuggelékben olvashat6. Ezt kovetéen @ ismeretében h mar megkaphato
a kettdvel ezel6tt folirt képlettel. Fontos megjegyezni, hogy h itt nem a
tengerszint, hanem az ellipszoid feletti magassagot jeloli, amelyet a GPS-
készulékiink még korrigal a geoidundulaci6 értékével.

A lokalis datumokon a geoidundulacié értékét a kezd6pontban nulla-
nak szoktuk venni (torténelmi okokbdl a HD72 geoidundulacidja a Pilis-
SzG8l6hegy ponton +6,56 m), és mivel a fliggévonal-elhajlast minimalizaltuk,
az ellipszoid kozel parhuzamosan halad a geoiddal. fgy a geoidundulaci6
pontos ismerete kevésbé fontos. Ezzel szemben globalis datumok geoidun-
dulécidja helyrél-helyre valtozik, ezért az atszamitashoz geoidmodellre
van sziikség. Magyarorszag teriiletén a WGS84 datumhoz képest mért
geoidundulacié ~ +40m.
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A zart alakt atszamitasi képletek levezetése Borkowski nevéhez flizédik.
Bar a modern mtiholdas helymeghatarozasban inkabb a zart alaka képlete-
ket alkalmazzak, az egyszerilibb szamitas érdekében megadjuk Bowring
képletét is, amely egy tetszSleges alkalommal pontosithaté kozelitést ad
@-re. A rekurziv képlet:

z+(e’)’bsin3 ©’
Vx* +y*—e*acos’3 @

Ahol a javitott @-bdl atszamitott tg® = b/atg @ redukalt szélességet
(I.4. fejezet) helyettesitjik vissza a fenti képletbe, hogy tjabb javitott @-t
kapjunk. © javasolt kezd&értéke a h = o feltételbdl:

tg @// —

az
by/x*+y?

Altalaban mar egy iteraci6 is meglepden j6 pontossagot biztosit.

tg® =
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Negyedik el6adas

Térképvetuletek a
térinformatikaban

IV.1. Az EPSG-adatbazis

Egy térinformatikai csomagban egy vetiilet alkalmazasakor mindig sziik-
séges az alapfeliilet és a leképezés egyértelmli megadasa. Ennek gyors
azonositasara szolgal az EPSG-szdm, amely mogott egy adatbazisban tarol-
jak a vettilet fajtajat, paramétereit és az alapfeltuletet annak elhelyezésével.
Néhany fontos EPSG-szam:

4326 ¢ WGS84 datum, foldrajzi koordinatak

3857 ¢ Web Mercator / WGS84 datum

23700 ¢ EOV / HD72 datum

32633/32634 ¢ UTM 33/ 34 z6éna / WGS84 datum

A QGIS alkalmazasban ha egy adott vetiletet el6szor alkalmazunk, egy
parbeszédablakot dob fol, hogy az adatbazisban szereplSk kozul melyik
transzformaciét valasztjuk. Ha a paramétersor harom paramétert tartal-
maz, akkor MoLoGgYENszk1y, ha hét paramétert latunk, akkor a pontosabb
Bursa—-Worr-transzformaciot fogja alkalmazni (IIL.1. fejezet). El6fordul,
hogy egy adott datumhoz tobb, nagy mértékben eltér6 paraméterkészlet
is rendelkezésre all, ilyenkor altalaban az torténik, hogy vizszintes érte-
lemben ezek kozott a kiilonbség elenyészd, azonban fliggbleges értelemben
jelentss eltérések lesznek az eredményben. Ha 3D adatokat alakitunk at,
kilonosen korultekintSen kell eljarnunk (lasd még az V.1. fejezetet)!

Példaként a IV.1. abran lathat6é az EOV esete. Az egyes szamu (bubo-
rékban folugrd) transzformacié hét paraméteres, azonban a leiras szerint
pontatlansdga miatt nem javasolt alkalmazni. A kijelolt négyes szamu (f6-
ablakban olvashat6) transzformaci6é harom paraméteres.

IV.2. Egyéni vetliletek megadasa

Ha egy térképvetiiletet a térinformatikai szoftverben nem talalunk meg,
jellemz&en lehet&ség van Gj vetulet megadasara. Mig a GlobalMapperben
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between these two Coordinate Reference Systems. Please select the
ired area of use, origis of your data, and any other constraints which may aker the "fitfor purpose”

+ HD72to WGS 84 (1) 1

HOT2toWGS84 @ 1

ToWEsEAE) 1

IV.1. abra. Transzformadcio bedllitisa QGIS-ben

ez egy egyszerl parbeszédablak kitoltését jelenti, a tobbi szoftverben ez a
WKT-formatum hasznalataval lehetséges. Példaként nézzik meg az EOV
definicidjat az ArcGIS szoftverbdl:

PROJCS|[ "HD72_EOQOV",

GEOGCS[ "GCS_HD72",

DATUM[ "D_Hungarian_1972",

SPHEROID[ "GRS_1967",6378160,298.247167427],
TOWGS84[52.17,-71.82,-14.9,0,0,0,0]],

PRIMEM[ "Greenwich",o],
UNIT["Degree",0.017453292519943295] |,

PROJECTION[ "Hotine_Oblique_Mercator_Azimuth_Center"],
PARAMETER[ "latitude_of_center",47.14439372222222],
PARAMETER|[ "longitude_of_center",19.048571777777781,
PARAMETER[ "azimuth",go],

PARAMETER[ "scale_factor",0.99993],

PARAMETER[ "false_easting",650000],

PARAMETER|[ "false_northing",200000],
UNIT["Meter",1],

AXIS["Y",EAST],

AXIS["X" ,NORTH]]

Lathato, hogy az ArcGIS a HDy2 datumot a TOWGS84 beallitasban a Mo-

LOGYENszKIJ-féle hdrom paraméteres alakban szarmaztatja az IUGG67-es
ellipszoid alapjan. A leképezést Hotine vetiletével (lasd vetiilettan jegyzet)
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kozeliti megfeleld paraméterezéssel. A WKT-formatum elénye, hogy preci-
zen megadhatjuk a leképezés maodjat, ugyanakkor terjengds. A nyilt forrasa
programokban lehet&ség van a tomorebb PROJ.4 formatum hasznalatara
is, amelyben kevesebb lehetdség van a vetuilet preciz definialasara, de ez a
térinformatikai pontossagot altalaban nem veszélyezteti. Példaként alljon
itt az EOV definicidja a QGIS szerint:

+proj=somerc +lat_o0=47.1443937222222
+lon_0=19.0485717777778 +k_0=0.99993 +x_0=650000
+y_0=200000 +ellps=GRS67 +towgs84=52.684,-71.194,-13.975,
-0.312,-0.1063,-0.3729,1.0191 +units=m +no_defs

A towgs84 ezuttal hét paramétert tartalmaz, igy BurSa—WoLr-transzfor-
méciét hasznal. A somerc a Swiss Obligue MERCATOR, azaz ROSENMUND
vetuletének roviditése. Néhany vetulet PROJ.4-es roviditése:
aea * AvLBEers-vetulet (Albers Equal Area)
aeqd ¢ PosteL-vetulet (Azimuthal EQuiDigtant)
eqdc ¢ pE L'IsLe-vetiilet (EQuiDistant Conic)
laea ¢ LamsErrT sikvetulete (Lamsert Azimuthal Equal Area)

Icc ¢ LamBErRT-GAUss-vetlilet (Lamsert Conformal Conic)
longlat ¢ Nincs vetiilet, foldrajzi fokhalézat
tmerc ¢ Gauss—KrUGER-vetulet (Transverse MERCATOR)

Fonti ismereteinkkel georeferaljunk egy szelvényt példaként a budapesti
katonai sztereografikus rendszerben! Sajnos ezt a vetuletet a QGIS nem
tamogatja, nekiink kell megtanitani. A leképezés hasonlit az Amersfoort-
vetiiletre (el6z6 féléves jegyzetben talalhat6), melynek kodja sterea. Alap-
feliilet a BesserL-ellipszoid, ezen alapul a HD1863 lokalis datum, melynek
elhelyezését TiMAR kiszamitotta harom és hét paraméter hasznalataval is.
Mi az utébbi paraméterkészletet alkalmazzuk, mert az pontosabb ered-
meényt ad. A Gellérthegy kezd&pont szélessége és hosszuisaga a szakiroda-
lomban follelhetd, az eltolas 500 km. Ebbdl a sziikséges definicié PROJ. 4-
formatumban:

+proj=sterea +lat_o=47d29'9.6380" +lon_o=19d3'7.5533"

+k=1 +Xx_0=500000 +y_o0=500000 +ellps=bessel +towgs84=595.75,
121.09,515.50,8.2270,-1.5193,-5.0121,-2.6729 +units=m
+no_defs

Ezt beirva a QGIS egyéni vetiilet parbeszédablakaba, a georeferalas el-
végezhet6 (IV.2. abra). A példan egy budapesti katonai sztereografikus

" Korrekcids racsot (I11.1. fejezet) a +nadgrids paraméterrel lehetne beallitani.
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szelvényt transzformaltunk at a Web Mercator vetiiletbe, hogy 0sszevethes-
siitk az OpenStreetMap adatbazissal. Mivel a pontosabban kimért beltertleti
részek vizszintes helyzete megegyezik a két térképen, az utak eltéré fu-
tasa a topografiai felmérés pontatlansaganak és rajzi hibanak tudhato be.
Georeferalasunk tehat elérte a kivant térinformatikai pontossagot.

2\ “Névtelen projekt — QGIS

Projekt Seerkesztés Neset Reéteg Bealitasok Modulok Vektor Reszter Adatbszis Web Hale Feldolgozss Sig6

DeBREY UL PRPRANEgENOR @ #* 3T m-
BQV./ 8 0 L@ e

Bongészo CE]
QRY®e

@) WFS/ 0GC AP - Features
© ows

@ ArcGls Map Service

&) ArcGIs Feature Service
st c,

IV.2. abra. OSM és régi topogrdfiai térkép dsszehasonlitdsa

IV.3. A transzformaciok jogi hattere

Mivel az egyes vonatkozasi rendszereknek és a koztik 1évé atszami-
tasnak jogi kovetkezményei lehetnek (gondoljunk példaul egy telekhatar
sarokpontjanak terepi kittizésére), fontos, hogy azok alkalmazasa jol sza-
balyozott legyen. Magyarorszagon a relevans jogszabaly a 15/2013. (III.
11.) VM rendelet a térképészetért felel6s miniszter felel6sségi korébe tartozo
allami alapadatok és térképi adatbdzisok vonatkoztatdsi és vetiileti rendszerérdl,
alapadat-tartalmardl, létrehozasanak, felujitisinak, kezelésének és fenntartdsd-
nak modjardl, és az dllami dtvétel rendjérdl.

A miniszteri rendelet el6irja, hogy a foldmérési és térképészeti tevé-
kenységrol sz0l6 2012. évi XLVI. torvény (Fttv.) hatalya ala tartozé allami
alapadatok kizaro6lag a rendeletben meghatarozott HD72 vonatkozasi rend-
szerben rogzithetSk. Kivételt képeznek a térbeli geodéziai (jellemzéen
GNSS) alkalmazasok, ahol az ETRS89 datum hasznalata engedélyezett. Ez
a datum a WGS84 egyik realizacidja, amely 1989-ben elvben megegyezett a
WGS84-gyel, azbta pedig az Europat hordozo6 kézetlemezzel egytitt mozog,
igy a benne adott koordinatak valtozatlannak tekinthet6k. A gyakorlati
térinformatika szamara a WGS84 és az ETRS89 kozotti kulonbség a legtobb
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esetben elhanyagolhaté (max. 2 m eltérés), azonban ez id6vel novekedni
fog.

A két hivatalos datum kozotti transzformacié biztositasara létesitették
az Integralt Orszagos Geodéziai Alaphalozatot (INGA). Az INGA pontjain
az EOV- (és ezen keresztiil HD72-) koordinatak mellett ismert a Balti ma-
gassag és az ETRS89 @, A, h koordinata is. Ezek a pontok illesztépontként
szolgalnak a két datum kozott. A rendelet mellékletei rogzitik a HD72 da-
tum elhelyezését a Pilis-Sz616hegy ponton (III.1. fejezet) és az EOV vetiileti
paramétereit.

A folmért illeszt6pontok alapjan a Lechner Tudaskozpont egy EHT?
(ETRS89—EOV Hivatalos Helyi Térbeli Transzformdcié) nevii szolgaltatast
tart fonn, amely a vilaghalon dijmentesen elérhetd. A Fttv. hatalya ala
tartozo tevékenységek soran a két vonatkozasi rendszer kozott kotelezGen
ez az atszamitas hasznalandé. Az EHT? az orszagot kisebb résztertiletek-
re osztja fol. Mindegyik tertiletrészen a kozelben talalhat¢ illesztépontok
segitségével szamitjak ki a helyben érvényes Bursa—WoLr-transzformacio
hét paraméterét. Az EHT2 pontossaga a rendelet szovege szerint 3 cm.” Mi-
vel RTK-méréseknél kényelmetlen minden egyes részletpontot az EHT2-be
bepotyogni, a Lechner Tudaskozpontnal igényelhetjuk a fizets VITEL ne-
vl valos idejii transzformaciét nyajté szolgaltatast. A VITEL és az EHT?
jogi szempontbol egyenértékilinek szamit, el6bbivel viszont az is megvalo-
sithat6, hogy RTK-eszkozunk a pillanatnyi koordinatainkat HD72/EOV-
rendszerben irja a kijelzére.

Kisebb pontossagi igény esetén értelemszertien elegendd, ha a teljes or-
szagteriiletre egyetlen Bur§a—WorLr-transzformaciot alkalmazunk. Ennek
javasolt paramétereit az MSZ 7222 Magyar Szabvany rogziti, azonban sajnos
annak 2002-es valtozataban gépelési hibak talalhatok. Szerencsére a vezetd
térinformatikai csomagokban javitott paramétersor érhetd el. Azonban
vigyaznunk kell, hogy szabvanyos transzformacié igénye esetén a szab-
vanyra hivatkoz6 transzformaciot valasszuk az elérhet6k koziil; ugyanis
szamos szoftver tobb transzformaciot is ismer a HD72 és az ETRS89 kozott.
Ha példaul tévedésbdl a Pilis-Sz6l6hegy pontra szamolt MoLOGYENSZKIJ-
transzformaciot valasztjuk, akkor néhany méteres hibaval szamolhatunk

" Az INGA-pontokon e mellett gravimetriai méréseket is végeznek.

" Lathatjuk, hogy az EHT2 pontossaga bér igen j6, az eljaras rendkiviil bonyolult, raada-
sul a szoftver forraskddja zart. Emlékezziink, hogy ilyen, vagy akar jobb pontossagot
egyetlen, orszdgosan érvényes paraméterkészlettel is elérhetiink pl. (komplex) poli-
nomos transzformaciéval. Ennek ellenére a Fttv. hatalya ala tartoz6 feladataink soran
keriilntink kell az ilyen kreativ megoldasokat, még akkor is, ha a transzformaciot
pontosabban valésitjak meg!
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az orszaghatar kozelében, ami bizonyos térinformatikai alkalmazasoknal
mar okozhat kellemetlenséget.

IV.4. Transzformacidk a szomszéd orszagokban

Kualfoldi példakat tekintve igen heterogén képet talalunk. Romaniaban
példaul Magyarorszaghoz tobb szempontbol hasonl6 a helyzet. Itt az allami
alapadatok a Kraszovszkij-ellipszoidon alapulé S42 datumon adottak.
A helyi foldmérési intézet (ANCPI) az ETRS89 iranyu transzformaciot az
ingyenesen letoltheté TransDatRo nevii programmal biztositja, a valos idejt
szolgaltatas itt is fizetSs. Eltérés a magyar megoldashoz képest, hogy az
atszamitast végzg program forraskodja nyilt; valamint az, hogy a vizszintes
koordinatakat korrekcios raccsal szamitjak at a két rendszer kozott.

Szlovéakia esetén a felelés szerv (UGGK) a honlapjan biztosit transzfor-
maciot a helyi S-JSTK és az ETRS89 datumok kozott. A megoldas nyilt
forrasa eszkozokkel tortént. A transzformaciot felbontottak egy orszagosan
érvényes BurSa—WoLr-transzformaciora és egy maradék ellentmondasokat
tartalmazo korrekcids racsra. Utdbbit szabvanyos formatumban kozzétet-
ték, igy azt tobb szoftver (koztiik a QGIS és ArcCGIS is) alapértelmezetten
tartalmazza. Nincs sziikség sem a fizetss, valos idejd transzformaciora, sem
kilon transzformacios szoftverre. Felhivom ugyanakkor a figyelmet, hogy
2011 Ota az Gjonnan mért pontok koordinatait mar az 4j JSTKo3 datumon
kell megadni, amely az ETRS89 datumbdl egyszerti térbeli eltolassal és
elforgatassal megkaphaté. Igy erre a datumra a korrekcios racs nélkiil is
milliméter pontossaggal tudunk atszamitani.

Erdekes a volt Jugoszlavia utédallamainak helyzete, ahol a ’go-es években
folhagytak a helyi datum (MGI) alkalmazasaval, helyette minden geodéziai
mérés az ETRS89 datum helyi realizacidiban torténik. fgy transzformaciéra
csak régi adatok esetén van sziikség.
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Otédik el8adas

A magassag és az északi irany
meghatarozasa

V.1. Magassagi datumok

A térinformatikdban egyre nagyobb a haromdimenzids téradatok jelentd-
sége. Ezért ijabban mar nem minden esetben kielégit6, ha adataink csupan
vizszintes értelemben illeszkednek. fgy a vetiilet és a geodéziai datum
mellett a magassagi adatok vonatkozasi feliiletének megadasa is egyre
fontosabba valik.

A Fold alakjat a magassag mérésekor csak a miiholdas helymeghatarozas
esetén szoktuk ellipszoidnak tekinteni. Ennek oka, hogy egyrészt f6ldi mé-
résekkel az ellipszoid feletti magassag nehezen mérhets, masrészt kevéssé
hasznos, hiszen a foldi ellipszoid akar szaz méter tavolsagban is huzoédhat
a tengerszinttdl. E miatt az ellipszoid feletti magassagok alkalmazasa téves
kovetkeztetésekhez vezethet példaul arvizvédelmi alkalmazasok esetén.
fgy kedvezébb a magassagot a tengerszinthez képest mérni.

A tengerszintet a tengerparton elhelyezett vizmércén mérjik. Az id6jaras,
apaly és dagaly hatasat kikiiszobolend6 a tenger szintjét tobb éven keresztiil
foljegyezziik. A mért adatok atlaga a vizmércén mért kozéptengerszint.

A nyugalomban 1év6 tenger vizszintje mindeniitt meréleges a helyi nehéz-
ségi erdre, a vizszint mentén a helyzeti energia alland6. Az olyan feluleteket,
amelyek mentén a helyzeti energia nem valtozik, és mindeniitt merélegesek
az erGtérre, potencidlfeliiletnek vagy szintfeliiletnek nevezziik. A szintfeliile-
tek egymast soha nem keresztezik, azonban egymastol vett tavolsaguk nem
alland6: Mivel a nehézségi gyorsulas a polusoknal nagyobb, mint az Egyen-
liténél (a centrifugalis erd hatasa miatt, lasd D. fuggelék), ezért ugyanannyi
munkaval (ugyanannyi helyzeti energiat nyerve) kisebb magassagkulonb-
seget érunk el a pélusoknal, mint az Egyenliténél. Ez azt mutatja, hogy a
szintfeliiletek a polusok kozelében stirtibben helyezkednek el. Azt a szint-
feluletet, amely a vizmércén mért kozepes tengerszinten halad keresztiil,
geoid néven ismerjuk, és a Fold alakjaként tekintjiik a magassagmérések
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soran (V.1. abra). Fiiggévonalnak hivjuk azt a gorbét, amelynek érintdje
minden pontban a nehézségi er$ iranyaba mutat.

V.1. abra. A Fold alakjanak és nehézségi eréterének kapcsolata

A tenger szintjét a viz h6mérséklete, sotartalma és az aramlasi viszonyok
egyarant befolyasoljak. Ezért az adott vizmércéhez rogzitett geoid csak
kozelitéen koveti a kozéptengerszintet az 6cean mas pontjain. Ezért a k-
16nboz6 vizmércékhez illesztett szintfeltuletek egymassal nem esnek egybe,
azonban magassagkiilonbségiik az egy métert nem haladja meg. Magyaror-
szagon a '60-as évekig a trieszti (adriai magassag), azota a kronstadti (balti
magassag) vizmeércét tekintjuk kiindulépontnak. Az EU-ban amszterdami
magassagot hasznalnak, ha az allamok kozotti egységes rendszerre van
sziikség. Az adriai magassagok 67,5 cm-rel, az amszterdami magassagok
14 cm-rel nagyobbak a balti magassagoknal.

A geoid és a pontunk kozott a fuggévonal mentén mért tavolsag a H-val
jelolt tengerszint feletti magassag. A geoid és az ellipszoid kozott az ellipszoid
normalisa mentén mért tavolsag az n geoidunduldcio. A geoidundulacio
pozitiv, ha a geoid az ellipszoid f6lott halad (igy Eurdpa legtobb részén),
negativ, ha alatta fut (mint az V.2. abran), értéke altalaban +100 m kozott
van. A h ellipszoid feletti magassdgot szintén az ellipszoid normalisa mentén
mérjik. Az ellipszoid normalisa és a pontunkon athalalad¢ fiiggévonal
kozott bezart szog a fiiggdvonal-elhajlds.

Az abra alapjan leolvashato, hogy a mtiholdas helymeghatarozasban
szamitott ellipszoid feletti magassagbdl (IIL.5. fejezet) a geoidundulacio
ismeretében a tengerszint feletti magassag jol becstilhet6:

H~h-n
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' Fuggdvonal-elhajlas

Itt allunk ! Foldfelszin

Kozéptengerszint -~~~ "~ T\ " 7°-
PGeg' ndulacio (—n)

V.2. abra. Tengerszint és ellipszoid feletti magassagok

Pontos egyenl&ség a fuggévonal-elhajlas miatt nem all fonn, azonban
az eltérés altalaban nem vagy alig haladja meg az egy millimétert, igy a
gyakorlatban ezt nem kell figyelembe vennunk (hiszen a geoidundulaciot
ritkan ismerjuk ennyire pontosan).

Ha egy zart gorbe mentén korbehaladunk és a magassagkiilonbségeket
osszeadjuk, akkor azt varjuk, hogy o-at kapunk, hiszen ugyanabba a pontba
értink vissza. Tehat az lenne az intuitiv, ha ggdH = o barmely zart gorbe
mentén. Ez az allitas azt jelentené (ahogyan ezt a j6zan ész is varna), hogy
a mért magassagkiilonbségek 0sszege két adott pont kozott fuggetlen az
utvonaltol. A valdsag ennél sokkal bonyolultabb.

Az V.3. abran probaljuk meg meghatarozni a sziget C-vel jelolt csicsanak
H: magassagat! A hegy méretei miatt ezt nem tudjuk egy lépésben elvégez-
ni, az meg nyilvanvald, hogy a mérés kedvéért nem fogunk a fiiggévonal
mentén a geoidig leasni. A kék léces brigad az A pontbdl egyenesen halad
folfelé a C pontba, mig a zold léces el6bb korbesétal a tengerparton a B
pontba (kozben nem észlel magassagkiilonbséget, igy B magassagat is nul-
lanak veszi), majd innen szinteznek fol a C pontba. Az abrardl leolvashato,
hogy a zo0ld brigad 0sszességében nagyobb magassagot mért a C pontig,
raadasul (még ha semmi mérési hibat nem ejtettek volna, akkor is) egyikiik
mért magassagkulonbségeinek 0sszege sem azonos a C pont magassagaval!
Természetesen a jelenség csak igen nagy tavolsagoknal (orszagos felme-
réseknél) jelentds, azonban a pontok magassagat a kilonbozé utvonalon
végzett szintezések alapjan nehéz szabatosan megmeérni.

Mindemellett lathatjuk, hogy a D és E pontok azonos szintfelileten
helyezkednek el. Ez azt jelenti, hogy ez a két pont lehet akar egy t6 két
partjan, hiszen egymashoz képest vizszintesen helyezkednek el. Mégis az E
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Szintfelulet

A geoid szintfelilete -
(tengerszint)

V.3. abra. A magassdgmérés meglepd tulajdonsigai

pont tengerszint feletti magassaga nagyobb, minta D ponté, azaz a viz tud a
D pontbdl az E pontba magasabbra folyni! Ezt a Fold egyenetlen gravitacios
mezeje okozza: az E pontban a szintfeluletek ritkabban helyezkednek
el. Egy Balaton méreti hegyvidéki t6 vizszintjének kiillonbozé pontjai
kozt mért magassagkulonbség akar fél méter is lehet! Ez arviz esetén mar
kellemetlen meglepetéseket okozhat!

Ezért nagy kiterjedésti (orszagos) felméréseknél érdemesebb az egységnyi
tomegre juto helyzeti energia (potencidl) kulonbségét mérni. A K potencial-
kulonbség valoban fliggetlen a mérés ttvonalatol, azonban a mérések soran
mindig mérni kell a AH; magassagkulonbség mellett a g; helyi nehézségi

gyorsulast.
K= ZgiAHi

A mért potencialkiilonbségbdl magassagot igy kaphatunk:

K
H==

8

¢ itt a fugg6vonal menti atlagos nehézségi gyorsulas, azonban ennek
méréséhez ismét nem fogunk leasni a hegy belsejébe. A tengerszint feletti
magassag hagyomanyos, geometriai definici6ja (a szakirodalomban ortomeé-
teres magassdg) esetén ezt megkiséreljuk modellezni (kulfoldon gyakran ezt
alkalmazzak), mig a normalmagassig esetén g becslésekor egyszertsitunk, a
Foldet ellipszoid alaktinak és egyenletes tomegeloszlasunak tételezzuk ol
(D. fuggelék). A dinamikai magassig az azonos szintfeliileten 1év6 pontok-
hoz azonos magassagot rendel, igy fizikai értelmezése van. Ekkor ¢ értékét
a helytdl fuggetlenul egységesnek valasztjuk meg. Az ebbdl fakado eltéré-
sek deciméter koruliek, 0sszetévesztésuk csak mérnoki precizitas igénye
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esetén problémas. Ezzel szemben a geoidundulacié akar 1oom is lehet, igy
az ellipszoid feletti magassagokat semmiképp se keverjuk a tengerszint
telettiekkel!

Egy térinformatikai szoftverben a magassagi koordinatak megadasakor
tehat figyeljink azok fajtajara (ellipszoid vagy tengerszint feletti, utobbi
esetben melyik fajta) és alapfeliiletére (melyik ellipszoid, melyik tenger-
szint)! Magyarorszag magassagi alappontjai a kronstadti vizmércétdl sza-
mitott normalmagassagokat rogzitik. A magassagi alappontok halozatat
magassagi datumnak nevezzuk. Két orszag magassagi datumai kozott az
atszamitas centiméteres pontossag kivanalma esetén egyszert eltolassal is
torténhet. Figyelembe kell venniink ugyanakkor, hogy a kéregmozgasok
miatt a magassagi jegyek id6ével elmozdulnak, igy még az azonos tenger-
szintet hasznalo orszagok magassagi datumai kozott is adédhat évtizedek
multan par centiméteres eltérés. Az ellipszoid és tengerszint feletti magas-
sagok kozotti atszamitashoz sziikséges szoftveriinknek egy geoidmodellt is
megadni, hogy a geoidundulacié szamithat6 legyen.

V.2. A foldmagnesesség

Az északi iranyt szabatosan csak csillagaszati Gton, a Fold forgastengelyé-
nek iranyat (a csillagok latszé korpalyajanak kozéppontjat) kijelolve tudjuk
meghatarozni. A korilményes eljaras miatt gyorsabb, de pontatlanabb maod-
szerre is sziikségiink lehet. Régota ismert példaul, hogy a felfiiggesztett
magnestid az alacsony és kozepes szélességeken kozel észak—déli iranyba
all be. Ennek oka a Fold magneses tere.

Bar szamunkra ismeretlen, hogy a Fold magneses terét pontosan milyen
mechanizmus hozza létre (erre tobb elmélet is létezik), a magneses mezé
térerdssége jol mérhetd és leirhat6. Megfigyeléseink alapjan a Fold mag-
neses terének kb. 9o %-a jol modellezhet6 egy magneses dipdlus (végtelen
kicsi radmagnes) magneses terével. Az erre rakod6 maradék 10 % szabaly-
talansagokat mutat, igy osszességében a Fold magneses tere valojaban igen
bonyolult szerkezet.

A magneses mez&t szemléletesen erévonalakkal is abrazolhatjuk. Ekkor
a stirtibb er6vonalak nagyobb térerdsséget jeleznek, az er6vonalak érintdje
pedig a térersség iranyat jeloli. A Fold magneses terét legjobban koze-
lit6 magneses dipolus azonban az V.4. abran lathaté moédon nem a Fold
tomegkozéppontjaban helyezkedik el, és nem parhuzamos annak forgas-
tengelyével.

Az abran lathato, hogy a Fold magneses téreréssége csak egy alacsony
szélességeken halado, a valésagban szabalytalan futast vonal mentén par-
huzamos a Fold felszinével. Ezt a vonalat mdgneses egyenlitének nevezzik.
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V.4. abra. A Fold mdgneses mezeje dipolussal modellezve

Az a két pont, ahol a magneses térerSsség iranya fluiggdleges, a két mdgneses
polus (ezek a magneses tér szabalytalansaga miatt nem esnek pontosan
egybe a magneses dipolus tengelyével). A magneses térerdsség iranya és a
vizszintes sik hajlasszoge a magneses inklindcio vagy lehajlds (V.5. abra).

A magneses inklinacié kovetkeztében az egyenletesen sulyozott iranytd
nem vizszintesen all be, ezért konnyen hozzaérhet a szelencéhez. (Magyaror-
szagon az inklindcio értéke tobb, mint 60°!) Ezt megel6zendd az iranytiiket
sulyozzak, az északi féltekén a magnestt déli fele nehezebb, mint az északi,
a déli féltekén ez forditva van. A gyartdk 2-5 zénara osztjak a Foldet, és
minden zénaban az adott zonanak megfelelen sulyozott iranytit arusita-
nak. A Magyarorszagon vasarolt iranytlinek ezért kevés hasznat vehetjiik
pl. Argentinaban.

Otletes, de dragéan kivitelezhet6 megoldéssal készithets olyan iranytd,
amely a térben szabadon tud mozogni. Ilyen iranyttt pl. repulégépekbe
szokas épiteni, ahol nem életszerti az 0sszes zonaban kilon-kiilon iranyt
hasznalata. Magas szélességeken bar a magneses térerdsség jellemzden
er6sebb, vizszintes komponense az inklinacié okan igy is tal gyenge ahhoz,
hogy barmilyen iranyt{it hasznalni lehessen.

A magneses térerdsség vizszintes komponense nem esik egybe a csillaga-
szati Gton meghatarozott északi irdnnyal (V.5. dbra), hanem az Gn. mdgneses
észak felé mutat. Ez az irany a magneses tér szabalytalansaga okan még csak
nem is a magneses polus felé mutat! A magneses és a foldrajzi észak kozotti
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Eszak

_v Magneses észak
\Vizszintes térerGsség

Kelet

Magneses térer&sség

Fliggévonal

V.5. abra. Mdgneses deklindcio (kék) és inklindcio (voros)

sz6g a mdgneses deklindcié vagy elhajlds. Ertéke akkor pozitiv, ha a magneses
észak a foldrajzihoz képest keletre mutat. A foldfelszin kozelében talalhato
magnesezhetd kézetek miatt a magneses deklinacio helyrél-helyre gyors,
szabalytalan valtozast mutathat. Ezért a deklinacié pontos értékét nem
egyszerli mindenutt meghatarozni.

E mellett tovabbi nehézséget okoz, hogy a magneses mez6nek a nap-
széllel val6 kolcsonhatasa miatt van egy allando napi jarasa, amelyre még
szabalytalan magneses haborgasok is rarakodhatnak, a deklinaci6 értékét
akar egész fokkal is eltéritve. Ezek a magneses viharok akar tartosan is
megvaltoztathatjak a Fold magneses terét, igy annak megvaltozasat lehetet-
len pontosan elérejelezni. Magyarorszagon a magneses deklinacio értéke a
jegyzet irasakor kb. +5°30 és névekvé tendenciat mutat.

V.3. Meridiankonvergencia és iranyredukciék

Fentiek miatt a foldrajzi északi irdnyt nagy pontossaggal nem tudjuk
magnesttvel kijelolni, hiszen a pillanatnyi magneses deklinacié pontos ér-
téke ismeretlen. E helyett az északi iranyt kozvetve hatarozzuk meg: Ismert
koordinatajua allaspontunkrdl szogmérével (pl. teodolittal) megmérjik egy
masik ismert pont iranyat, és a masodik geodéziai f6feladat segitségével ki-
szamitjuk az azimutot. A mért irdnyszog és a szamitott azimut kulonbsége
elméletileg megegyezik az északi irany és a miszer o allasa kozotti szoggel.

Ha a fenti azimutot ellipszoidon szamitjuk ki, akkor bar pontos ered-
ményt kapunk, de meglehet8sen pazarléan banunk a szamitasi eréforra-

" Az I. katonai felmérés idején a térképeket gyakran nem a foldrajzi, hanem a magneses
északi iranyba tajoltak. Azonban ebben az idében a magneses deklinacié kb. —15°
volt, igy az erdélyi szelvények nagyjabodl ekkora szoggel vannak elfordulva.
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sokkal. Ha sikon szamolunk, akkor a szamitas jelentdsen leegyszertisodik,
azonban eredménytnk harom okbol sem lesz helyes.

— A sikkordinata-rendszer fuggéleges tengelye csak a normalis elhelyezé-
st valodi hengervetileteken esik egybe mindenttt a foldrajzi északkal.
A kett6 kozotti eltérés a meridiankonvergencia, melyet itt p-vel jelolunk.
Ertéke akkor pozitiv, ha a halézati észak van keletebbre.

— A meridian képének érintdje és a masik pontba mutatd geodéziai vonal
képének érintdje kozott mért szog csak szogtarto vetilleteken egyezik
meg mindenttt az ellipszoidi azimuttal. A két szog kozotti eltérés az
elsd iranyredukcio.

— A geodéziai vonalak képe csak a gombi gnomonikus vetiiletben lesz
mindentutt egyenes. Egyébként a leképezett geodéziai vonal kezdd-
pontban vett érintéjének irdnya nem esik egybe a két pontot 6sszekoto
térképi szakasszal. A két irany kozti szog a mdsodik irdanyredukcio, jele
A.

Megallapodas szerint a két iranyredukciot akkor tekintjuk pozitiv els-
jeltinek, ha hatasukra a sikon szamitott azimut novekszik. Megjegyezziik,
hogy ezekkel a szogekkel akkor is korrigalnunk kell iranymérésiinket, ha
egy ismeretlen pont koordinatait kivanjuk sikbeli geodéziai f6feladattal
szamitani. Az ellipszoidi azimuthoz a korrekcidkat hozzaadjuk, a térképi
azimutbol pedig kivonjuk, hogy a masikat megkapjuk.

A harom tényezd kozul a legjelentésebb a merididankonvergencia hata-
sa, amely akar tobb fok nagysagu is lehet. A modern geodéziai vetiiletek
meridiankonvergencija a kozépmeridianban zérus, az északi féltekén jel-
lemz&en keleti iranyban novekszik. Transzverzalis és ferdetengelyt elhe-
lyezési vetiiletekben jellemzéen az Egyenlit6tdl tavolodva abszolutértéke
novekedni szokott. A meridiankonvergencia pontos értékét a kovetkezs

képlet adja:
dx / dy

= 3] 3

Hogy sikbeli szamitasaink soran ne kelljen a meridiankonvergenciaval
korrigalni, célszerti a foldrajzi észak helyett a hdlozati északhoz képest
mérni az azimutokat. A magneses és halozati észak kozotti szog (6 — p)
az iranytiieltérés. (Az V.6. abran lathat6é meridiankonvergencia negativ!) A
tobbféle északjelet tartalmazé térképeken a foldrajzi északot a Sarkcsillag,

" Az mondjuk igaz, hogy ha az ember rendelkezésére all egy szamitogép, akkor nehéz
értelmes okot folhozni, hogy miért ne szamolnank ellipszoidon. Ugyanakkor a mai
épitémérnoki szoftverek még mindig laposfolddel szamolnak.

" Val6jaban az ellipszoidi merididnhoz képest szamitott azimut és a csillagészati Gton
mért szintfeliileti azimut a LapLace-egyenlet (III.1. fejezet) miatt nem egyezik meg,
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Foldrajzi
(csillagaszati)
észak )
Halézati észak Magneses észak
Meridiankonvergencia Magneses deklinéci6
Iranytteltérés

V.6. abra. Eszaki irdnyok eltérései

a magneses északot egy iranyt(, a halozati északot a fuggéleges tengelyre
utalo y betd $tilizalt abraja szokta jelolni.

A ma hasznalt geodéziai koordinata-rendszerek szogtarto vetiileten ala-
pulnak, igy az els6 iranyredukciéval nem kell szamolnunk. A masodik
iranyredukcio értéke rovid szakaszokon elhanyagolhato, igy ezzel is csak
orszagos halézatok szamitasakor kell szamolnunk. Nagysagrendje 50 km
koruli szakaszokon fél szogperc koruli szokott lenni.

A masodik iranyredukcié nagysaga szogtart6 valodi vetiiletekben a ko-
zépparaleltd] tavolodva novekszik, elGjele egyszertien meghatarozhato
(V.7. abra):

— A geodéziai vonalak képei a sztereografikus vetiileten a (segéd)polustol

kifelé gorbtuilnek.

— A szogtartd kup- és hengervetiileteken a kozépparallelt ill. a (se-
géd)egyenlit6t nem metsz6 geodéziai vonalak e vonalaktdl kifelé gor-
bilnek.

— A kozépparalelt ill. a (segéd)egyenlitSt metszé geodéziai vonalak képei
jellemz8en S alaktak, inflexiés pontjuk e vonalakra esik.

igy a foldrajzi és a csillagaszati észak sem ugyanaz az irany. Azonban mig a meridian-
konvergencia és a magneses deklinaci6 tobb fok is lehet, ez az eltérés alig haladja meg
a néhany szogmasodpercet. Ha mar a kakan is csomot kerestink, akkor ennyi erével
figyelembe kell venniink, hogy a fiiggévonal-elhajlas miatt a teodolit vizszintes kore
nem parhuzamos az ellipszoid érintésikjaval (néhany szdzad szogmasodperc hibat
okoz) és a masik pontban az ellipszoid normalisa nem parhuzamos a mi pontunkban
vett normalissal, igy az ellipszoid f6l6tt & magassagban 1évé pont nem pontosan az
ellipszoidi talppontja folott latszik (néhany ezred szogmasodperc nagysagi mérési
hiba). Nagy pontossag igénye esetén a fiiggévonal-elhajlas és a célpont magassaga-
nak ismeretében ezek a korrekcidk a szakirodalomban megtalalhat6 képletekkel
szamithatok.
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V.7. abra. A mdsodik iranyredukcio el6jele MERCATOR vetiiletében

A geodéziai gyakorlatban a masodik iranyredukciot a vetiiletre jellemz§
kozelité képletekkel szokas becsiilni, nagyobb pontossag igénye esetén
célszerl kozvetlenul forgasi ellipszoidon szamitani.
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Hatodik eléadas

Kozmikus geodézia

Vl.1. Az égi vontatkoztatasi rendszer

Kozmikus geodézidnak nevezzik azt a tudomanyagat, amely a csillagok
és miiholdak megfigyelésébdl kivanja kiszamitani az egyes pontok térbeli
helyzetét. Mivel az altalanos geodézia modszerei csak mar meglévo, ismert
koordinataju pontokbdl tudnak tovabbi pontokra koordinatakat levezetni;
alapvet6 fontossagu, hogy a (természetes vagy mesterséges) égitestekre
iranyozva egy kerethalézat pontjainak helyzetét meg tudjuk hatarozni.
Ha az irdnyzas természetes égiteStekre torténik, akkor asztrogeodézidrol,
egyébként szatellitageodézidrdl beszélunk.

Az eddig ismertetett térbeli koordinata-rendszereinket mind a Fold szi-
lard felszinéhez kotottiik a terepen megjelolt alappontok segitségével. En-
nek kovetkezményeként a koordinatatengelyek a Folddel egyutt folyamato-
san forognak. Az 4116 helyzettinek tekinthet6 csillagok koordinatai vagy a
forgé foldfelszinnel kapcsolatban nem allé miiholdak palyaparaméterei egy
ilyen forgd koordinata-rendszerben folyamatosan és gyorsan valtoznanak.
Ezért vezetjik be az égi vagy inercidlis koordindata-rendszert.

Mivel a Fold forgastengelyének iranya az égbolt latsz6 elmozdulasabol
jol mérhetd, célszerti a koordinata-rendszerunk egyik (Z) tengelyét ebben
az iranyban kijelolni. Ennek a megoldasnak elénye, hogy az égi és foldi
koordinata-rendszeriink z tengelyei egybeesnek™ (VI.1. abra).

" Természetesen ez sem teljesen igaz. Ennek oka, hogy a Fold nem a tehetetlenségi
fétengelye koriil forog, mint egy rosszul centirozott kerék. Ezért a foldtest folyamato-
san billeg a forgastengely korl, a forgastengely felszini doféspontja kb. 0,3”-et (azaz
néhany métert) ingadozik az idében. Erre még rarakddik, hogy a tehetetlenségi f&ten-
gely iranya sem allandé a Fold bels tomegatrendez&dése miatt. Ezek kovetkezménye
a pélusmozgds. Ha a foldi koordinéatainkat a valds forgastengelyre vonatkoztatnank,
akkor alappontjaink koordinatai allandéan valtoznanak a pélusmozgas miatt. Ezért
megallapodas szerint a f6ldi koordinata-rendszerek z tengelye a forgastengely 1900.
€s 1906. janudr 1. kozott mért iranyainak atlaga felé mutat. Az égi koordinata-rend-
szer Z tengelye viszont a valds forgastengely, mert a forgastengely csillagokhoz képest
mért iranyat a poélusmozgas nem befolyasolja. Ezért a két z tengely kozott néhany
tized szogmasodpercnyi eltérés tapasztalhatd, amelyet nagy pontossagi igény esetén
mar figyelembe kell venniink.
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Forgastengelyl\

VI.1. abra. Egi és foldi koordindta-rendszerek

A csillagok tavolsaga geodéziai szempontbdl irrelevans, ezért ezeket egy
egységsugaru éggombon abrazoljuk. Az éggomb Z tengelyre merdleges
tékorét égi egyenlitének nevezziik. A Fold keringési palyasikja (vagyis a
Nap latszo palyaja), az ekliptika, kb. 23,5°-ot zar be vele. Az X tengely
irdnya a tavaszpont, azaz az ekliptika és az égi egyenlitd két metszéspontja
kozul az, ahol a Nap az északi félteke tavaszi napéjegyenldsége idején
tartozkodik. Az Y tengely elhelyezése koveti a jobbsodrasa koordinata-
rendszer konvenciojat.

A csillagok helyzetét két koordinataval, az a rektaszcenzioval és a 6 dekli-
ndcioval jellemezzuk. EI6bbi a Fold forgastengelyénél kezd6dé, a tavasz-
pontot, illetve a csillagot tartalmazo két félsik hajlasszoge; utobbi a Fold
kozéppontjabol a csillag felé mutato félegyenes és az égi egyenlitd sikjanak
hajlasszoge.

A csillagok irdnyanak ismerete fontos a helymeghatarozasban. Mérhetjik
példaul egy csillag helyi fuggblegessel bezart szogének szélsGértékét, igy a
mérés pillanataban a csillag delel. Helyi fligg6legesiink rektaszcenzioja ek-
kor pont megegyezik a csillag rektaszcenzidjaval, mig a helyi fligg6leges és
a csillag deklinacidinak kilonbsége éppen a mért zenitszoggel egyezik meg.
A helyi fuggéleges deklinacidja (ha a z és Z tengely egybeesik) megfelel a @*
szintfeluleti szélességnek. Ismerve a pontos id6t és ebbdl kiszamitva, hogy
a foldi x koordinata-tengely a Fold forgasa kovetkeztében éppen merre all,
a helyi figgdleges és a foldi x tengely rektaszcenzidinak kilonbsége (ha a z
és Z tengely egybeesik) a A* szintfeltleti hossztisag. Fontos odafigyelniink
arra, hogy a helyi fiigg6leges és az ellipszoid normalisa nem esik egybe, igy
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a kapott szélesség és hosszisag nem foldrajzi koordinatak!

Az égi koordinata-rendszer hasznalata feltételezi, hogy a Fold forgasten-
gelye a csillagokhoz képest id6ben allandoé iranya. Azonban a Fold lapult-
saga miatt az Egyenliténél tomegtobblet talalhatd, amelyre az ekliptika
sikjaban 1év6 Nap gravitacios er6t fejt ki. Az ebbél szarmazo forgatényoma-
ték a Fold forgastengelyét torekszik az Ekliptikara merglegesen beallitani.
A Fold forgasi tehetetlensége és az el6bbi erd eredgjeként a forgastengely
iranya az égbolton a VI.2. abran lathato, az Ekliptikaval parhuzamos sikban
l1évé korpalyat irja le. A jelenség neve precesszio, egy teljes kort a tengely a
jelenlegi sebességével haladva kb. 25 800 év alatt irna le.

Ekliptika

VI1.2. abra. Precesszio és nutdcio

A Fold egyenlit6i tomegtobbletére a Naprendszer tobbi égitestje, kiilo-
nosen a Hold, is gyakorol tomegvonzast. Ezek a forgastengely szabalyos
mozgasara kiilonbozé, rovidebb periddust, kisebb amplitudéju mozgasokat
raknak, ezek neve csillagdszati nutdcio.

A precesszi6 és nutaci6 kovetkeztében a forgastengely nem fog mindig a
Sarkcsillag felé mutatni, a jelenlegi haladasi sebességébél kovetkeztetve
kb. 12 0ooo év mulva pl. az égbolton egészen mas iranyban talalhat6 Vega
vehetné at a Sarkcsillag szerepét. Viszont ez egyuttal azt jelenti, hogy a
forgastengelyhez kotott égi koordinatatengelyek iranya is az idében fo-
lyamatosan valtozik, igy a csillagok rektaszcenzidja és deklinaciéja sem
allando!

" Az dkorban még a Sarkcsillag igen tavol volt az égi pélustél, a gorogok még nem
tudtak kozvetleniil navigaciéra hasznalni. Kilonos egybeesés, hogy a Sarkcsillag

éppen a nagy foldrajzi felfedezések idején kezdett a forgastengelyhez kell§ mértékben
kozeledni.
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A problémat ugy oldottak meg, hogy a csillagok katalégusban szerepld
égi koordinatai a forgastengely 2000. januar 1. déli allapotanak felelnek
meg. Az égi koordinata-rendszer mai és 2000. évi helyzete kozotti elfor-
dulas szogei a csillagaszati szakirodalomban megtalalhatdk, ezzel minden
id6pontban lehet6ség van a pillanatnyi és a rogzitett koordinatak kozott
atszamitani. A mai digitalis csillagkatalégusokban lehetdség van a datum
beirasat kovetden a csillag adott id6pontra vonatkozo6 koordinatait lekeér-
dezni.

Vl.2. M{iholdas mérések

A szatellitageodézia abban kulonbozik a hagyomanyos asztrogeodéziatol,
hogy az égi kerethal6zatot nem természetes égitestek, hanem mtiholdak
koordinatai realizaljak. A miiholdak aktualis palyaelemeit a foldi kove-
téallomasok a csillagokhoz képest folyamatosan mérik és kozzéteszik. Ez
alapjan minden idépontban nagy megbizhatdsaggal szamithat6é a mtihold
helyzete az égi koordinata-rendszerben. A mtiholdaktol vett tavolsag mé-
rését kovetden a mi készulékiink koordinatai ivmetszéssel (a miholdas
navigacioban szokasos korrekciokat figyelembe véve) szamithatok. A pon-
tos id6 ismeretében az égi koordinatak elforgatassal foldi derékszogi ko-
ordinatakba szamithatok. Ebbdl a I11.5. fejezetben talalhato képletekkel
ellipszoidi koordinatak kaphatok.

A miiholdak palyaparamétereit az égi koordinata-rendszerhez képest
adjuk meg. Mivel a navigaciés miiholdak viszonylag nagy tavolsagra kerin-
genek, ahol a Fold gravitacids er6tere mar kozel gombszer(, igy kozelitleg
érvényesek rajuk a KepLer-torvények. Ezért elegend$ hat palyaelem megfi-
gyelése: az ellipszis alakt mtiholdpalya nagyféltengelye, excentricitasa, a
miholdpalya és az égi egyenlité sikja altal bezart szog (inklindcid, a V1.3. ab-
ran 1), a tavaszpont, valamint a miholdpalyanak és az égi egyenlit6 sikjanak
metszéspontja kozott mért szog (felszdllé csomo hossza, (1), az el6bbi met-
széspont és a miholdpalya nagytengelye (foldkozeli pontja) kozott mért
sz0g (pericentrum argumentuma, w) €s a pericentrum-atmenet idépontja.
Utobbibdl tetszéleges id6pontra szamithato (tudva, hogy a keringés soran a
miiholdat és a Fold tomegkozéppontjat 0sszekotd szakasz adott id6 alatt

" Szdmunkra a csillagnak nem a valds, hanem a ldtszé irdnya fontos, mert helyzetiin-
ket ehhez képest mérjiikk. Azonban a Fold keringése és forgasa meglehetGsen nagy
sebességti, igy a relativitaselmélet miatt a beérkezd csillagfényt nem abbdl az irany-
bol latjuk, amerre a csillag val6jaban tartézkodik. A jelenség neve aberrdcié. Mig
a keringésbdl szarmazé aberraci6 fiiggetlen az észlels helyétdl, igy adott idépont-
ra a csillagkatalogus ezzel korrigalt értéket is tartalmazhat, a forgasbdl szarmazo
aberraci6é mértéke fligg az észleld foldrajzi szélességétdl. Utdbbival tehat a csillagok
katalogusban szerepld koordinatait nekiink kell megvaltoztatni.
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mindig ugyanakkora teriiletet surol), hogy a mtihold a palyajan éppen
milyen iranyban tartézkodik (anomadlia, v).

Mifiholdpalya

VI.3. abra. KepLEr-féle pdlyaelemek

Mivel ezek a palyaelemek a tavoli mtiholdakra csak lassan valtoznak,
elégséges ezek folyamatos és pontos megfigyelése és kozlése a miihold
helyének meghatarozasahoz. Emlékezzunk azonban, hogy a foldkozeli
miholdaknal a Fold gravitaciés tere mar inkabb ellipszoidikus, igy ott
a palyaparaméterek gyorsabban valtoznak (I.5. fejezet)! Az égi koordinata-
rendszer hasznalata miatt a mtiholdak koordinatai a csillagos égbolthoz
képest ismertek, azaz valdjaban a szatellitageodéziaban is (bar kozvetett
modon) a csillagokhoz képest hatarozzuk meg helyzetiinket.

A mitiholdak palyaelemeinek valtozasabol a Fold gravitacios terének szer-
kezetére tudunk kovetkeztetni. EbbdSl meg lehet hatarozni a geoid alakjat.
Mivel a szamitashoz sziikséges képletek egyfeldl igen bonyolultak, masfeldl
pedig a Fold belsé tomegeloszlasaval kapcsolatos ismereteink hianyosak,
ez a modszer a geoid alakjat csak csekély pontossaggal adja vissza. Masik
lehet8ség radarral megmérni a tengerszint és a mihold tavolsagat. Az ar-
apallyal korrigalva megkapjuk a kozéptengerszint helyét. Azonban a geoid
nem esik tokéletesen egybe a kozéptengerszinttel, és ezzel a modszerrel
a szarazfoldek alatt nem lehet a geoid alakjara kovetkeztetni. E mérések
alapjan késziilnek a globdlis geoidmodellek, amelyek a térinformatikai pon-
tossagnak megfelel6en, de mérnoki pontossagnak elégteleniil adjak meg a
geoidundulacio értékét.

A miiholdas helymeghatarozas pontositasahoz olyan bazisallomasokat
hasznalunk, amelyeknek koordinatai (hossz ideji mérés atlagolasaval)
ismertek. Ezekrdl az allomasokrol valos idében korrekcids jeleket sugaroz-
nak, igy ezeket aktiv hdlozatnak nevezziik. A magyar aktiv halézat neve
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GNSSnet.hu. Ezen felul a transzformaci6 biztositasahoz HD72 datumon is
kimért, ismert Balti magassag pontokon is nagy pontossaggal megmeérték
az ETRS89-koordinatakat a mtiholdakhoz képest. Ez a halézat az Orszdgos
GPS Halozat (OGPSH). Ezeken a pontokon nincs allandé vevé. Koordi-
natai viszont megalapozzak a HD72-ETRS89-transzformaciot és a helyi,
pontosabb geoidmodellt. Az OGPSH 1166, az aktiv hal6zat (a hataron tali
bekapcsolt pontokkal) 60 pontbdl all.

VI.3. Id8mérés

Hagyomanyos mérés esetén a szintfeliileti hossztisag méréséhez meg
kellett mérnunk a valasztott csillag delelésekor a pontos id6t, hogy abbol
az égi és foldi koordinata-rendszerek pillanatnyi elfordulasat szamithas-
suk. Akar csak egyetlen ezredmasodpercnyi hiba az idémérésben a mért
hosszusagot kb. 0,015"”-cel valtoztatja meg, ez az Egyenlitd mentén kozel
fél méter hibahoz vezet. Miiholdas rendszereknél a miiholdtél mért tavol-
sagot a kozel fénysebességgel terjedd jel beérkezési idejébdl szamitjuk. Egy
ezredmasodpercnyi hiba ez esetben kb. 300 km eltérést okozhat. Lathato,
hogy az id6 nagy pontossagu ismerete az utobbi idében elengedhetetlenné
valt.

Idéméréstink alapja a Nap két delelése kozott eltelt id6 (valddi nap).
A VI.4. abran lathato, hogy ez az id6tartam a Fold keringése kovetkezté-
ben kissé (kb. négy perccel) hosszabb, mint amennyi id6 alatt a Fold egy
teljes fordulatot tesz. Azonban mig a Fold forgasa viszonylag egyenletes,
keringési sebessége nem:

— Az ekliptika sikja nem esik egybe az égi egyenlitd sikjaval, ezért a Nap
egységnyi elmozdulasa az ekliptika mentén az égi egyenlitSre vetitve
mar nem mindeniitt egyforma: a napéjegyenldségek idején rovidebb,
napforduldk idején hosszabb ivdaraboknak felel meg. Ezért juniusban
és decemberben két delelés kozott tobb id6 telik el, mint marciusban
és szeptemberben.

— A Fold napkozelben (januarban) gyorsabban kering, mint naptavolban
(juliusban). Ezért télen két delelés kozott tobb id6 telik el, mint nyaron.

|

Nap .

"1 Valédi nap
" s\XCsillagnap
)

VI1.4. abra. Csillagokhoz és a Naphoz képest mért nap hossza
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Az akar fél percet is elér$ egyenetlenség kikiiszobolésére kétfajta na-
pot vezettek be. A csillagnap a Fold egy teljes fordulata a csillagokhoz (a
gyakorlatban az égi koordinatakat meghatarozé tavaszponthoz) képest.
A csillagidd ekkor a helyi fuggdSleges Egyenlits sikjara vetitett képe és a
tavaszpont iranya kozott mért szog (a foldi x és égi X koordinatak kozti
sz0g). Lathato, hogy a csillagidé foldmérési célokra hasznos, mert egyrészt
kozel egyenletes (csak a Fold forgasi sebességétol fugg), masrészt két csil-
lagvizsgal6 hosszusagkulonbsége megegyezik a két helyen mért csillagidd
kulonbségével. A csillagidé azonban a gyakorlati életben haszontalan, mert
nem igazodik a nappalok és éjszakak ritmusahoz.

A kozépnap a valédi nap dtlagos id6tartama. Hossza ugy szamithato, hogy
egy év alatt pontosan eggyel tobb csillagnap telik el, mint kozépnap. A csil-
lagnapok és az évek hosszat nagy pontossaggal megmérve meghataroztuk a
kozépnap hosszat, majd ezt 24 6rara, az 6rakat az ismert modon percekre és
masodpercekre bontva kapjuk a kozépidst. A kozépnapok hossza egyforma,
de a Nap csak a tavaszpontban tartézkodva delel déli tizenkét érakor a
csillagvizsgalo folott. A kozépidé fiigg a csillagvizsgald szintfelileti hosz-
szusagatol (a helyi fuggéleges iranyatdl), ezért az egységes idérendszer
érdekében megallapodas szerint a greenwich-i csillagvizsgald kozépidejét”
vildgidének (UT1, azaz Universal Time vagy régebben GMT, azaz Greenwich
Mean Time) nevezzik.

A kozépid6 hasznalata kis pontossagi igény esetén mar megfelel$ egyen-
letességet biztosit. Azonban miiholdas helymeghatarozashoz az idét olyan
nagy pontossaggal kell ismerjiik, hogy atomoéra hasznalata sziikséges. Azon-
ban az atomodrahoz képest kimutathatd, hogy a kozépido segitségével defini-
alt masodpercek hossza nem egyforma, mert a Fold forgasa sem egyenletes.
Az arapaly-jelenség keltette surlodas miatt a Fold forgasa lassul. Erre ra-
kodnak a Fold belsé tomegatrendezddése okan kiilonbozd, szabalytalan
valtozasok. Ezért az atomordk masodpercét gy definialtak, hogy az az 1955
és 1958 kozotti kozépnapok atlagos hosszanak 1/86 400-ad része legyen
fgy viszont a vilagidé és az atomidé id6vel tobb méasodperccel eltavolodott
egymastol.

Az ellentmondas feloldasara hoztak létre a koordinadlt vilagidét (UTC, azaz
Universal Time Coordinated). Eleinte minden évben elére meghataroztak,
hogy egy UTC masodperc az atomid6 masodpercének hanyszorosa. 1970

" A korabban emlitett pSlusmozgas és nutacié miatt ezt kisebb korrekcidkkal kell
ellatni.

f Igen am, de az atomoérak nem a tengerszinten voltak, hanem magasabban, ahol a
gravitaci6 gyengébb. A gravitaci6 idSeltérité hatasa atomodraval mar mérhetd, igy
ezzel a mérést korrigalni kell. Még nagyobb mértékd korrekciot kell alkalmaznunk a
navigacios miiholdon 1év6 atomoéran, amely meglehetdsen tavol kering a Foldtdl.
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6ta az UTC és az atomid6 masodperce egyforma hosszu, azonban ha az
UT1 vilagidé és az UTC kulonbsége varhatoan eléri a 0,9 masodpercet,
akkor szokémdsodpercet iktatnak be. Tehat az UTC és az atomidd kozotti
kulonbség mindig valahany egész masodperc (igy mtiholdas navigaciohoz
egyszerd a két rendszer kozott atszamitani). Fontos ugyanakkor, hogy a
csillagaszati mérésekhez a Fold forgasanak ismerete tovabbra is szuikséges,
melyet viszont kozépidSben vagy csillagidében tudunk kifejezni, igy az
UT1-UTC-eltérést a csillagaszok folyamatosan kovetik.

A nemzetkozi kezd6meridian fogalma szorosan kotédik az idéméréshez. Ez
ugyanis a forgdsi ellipszoid alakiinak tekintett Fold azon meridianja, amely fo-
16tt az elméletileg mérhets kozépidé megegyezik a vilagidével. Greenwich
csillagvizsgalojanak tehat a szintfeliileti, és nem a foldrajzi hosszusagat
tekintjuk nullanak. A nulla f6ldrajzi hossztsagu kor a csillagvizsgalotol
kb. 102 méterre keletre talalhato, raadasul a kézetlemezek vandorlasaval a
helye még folyamatosan valtozik is.

Vl.4. GNSS és klasszikus geodézia

Ha el6bbiek alapjan 0ssze kivanjuk hasonlitani a klasszikus és miiholdas
mérések eldnyeit és hatranyait, a kovetkez6kben tudjuk a félév anyagat
osszefoglalni.

A magassag klasszikus mérése szintezével torténik. Elénye, hogy geoid
feletti magassagokat kapunk eredményiil, amely a polgari életben haszno-
sabb (pl. a viz nem az ellipszoidhoz képest folyik lefelé). Hatranya, hogy
a szabatos magassagmeéréshez a V.1. fejezetben jelzettek miatt sziikséges
a szintezett magassagkulonbségek mellett a nehézségi er6 mérése is. To-
vabbi hatrany, hogy a mddszer valojaban magassagkiilonbséget mér, a o
magassagot valamely tengerszinthez onkényesen kotnink kell.

A mitholdas geodézia jelentésen kevesebb raforditassal, de ellipszoid
feletti magassagot szolgaltat eredményil, amely kozvetlentil nem hasz-
nalhat6. Tengerszint feletti magassagot kaphatunk a geoidundulaciéval
korrigalva, azonban a geoidundulacié meghatarozasa (jelen technologia
mellett) szarazfoldi teruileteken nagy pontossaggal csak szintezéssel lehet-
séges. Ezért miiholdas geodéziaval a magassagi pontjainkat csak meglévé
szintezett kerethal6zathoz képest tudjuk striteni.

A vizszintes helymeghatarozas csillagaszati modszerei szintfelileti koor-
dinatdkat adnak, amely a geoid bonyolult alakja miatt tavolsagok és iranyok
szamitasara alkalmatlan. Egyetlen pont koordinatdinak meghatarozasa (a

" A jegyzet irasakor mar targyaljak a szokémasodpercek kivezetését, mert az az infor-
matikai rendszerekben gyakran varatlan problémakat okoz. Jelenleg nincs egyetértés

az UTC jovéjérdl.
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mérésre alkalmas éjszakak megvarasat és a mérés sziikséges szamu ismétlé-
sét is beleszamitva) akar egy honapot is igénybe vehet. Tobb pont bemérése
esetén a csillagaszati tton mért és ellipszoidon tavolsag- és szogméreés
segitségével (els6é geodéziai f6feladat) szamitott koordinatak eltéréseibdl
megadhaté a fliggévonal-elhajlés. A fiiggévonal-elhajlasok minimalizalasa
utan megkapjuk alappontjaink ellipszoidi koordinatait egy helyi datumon.
A modszer hatranya, hogy rendkivil munkaigényes, azonban az eredmény
tartos, mert meglévé alappontjaink az azt hordozo6 kézetlemezzel egytitt
mozognak, az alappontok koordinatainak megvaltoztatasara nincs sziikség.

A miholdas helymeghatarozas ezzel szemben a masodperc toredéke alatt
szolgaltat ellipszoidi koordinatakat (igaz, nagy pontossagi igény esetén ér-
demes a mtiszert hosszabb ideig az alapponton hagyni), igy egy kerethalézat
minimalis raforditassal 1étrehozhat6. Mindemellett a koordinatak vilagszer-
te egyetlen kozos datumon vannak, nem sztuikséges kozottiik transzformalni.
Hatranya, hogy a mtiholdak nem a Fold szilard felszinéhez, hanem a Fold
tomegkozéppontjahoz vannak kotve, igy a kézetlemezek vandorlasaval
a koordinatak idével megvaltoznak, a kerethalézatot idénként ajra kell
mérni. Lathato tehat, hogy egyeldre a klasszikus mérési moédszereknek is
van létjogosultsaga, a két mérési mddszertan teljesen eltérd elényoket és
hatranyokat tud felmutatni.

" A fliggévonal-elhajlasok iranya és nagysaga valdjaban a geoid normalisait jeloli ki,
igy ismeretével a geoid alakja meghatarozhat6. A mitiholdas mérések elterjedése
el6tt a geoidunduléciét éppen a mért figgdvonal-elhajlasokbdl tudtak szamitani, a
moédszer neve csillagdszati szintezés.
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A. fiuggelék

Angol-magyar sz6szedet

Az angol nyelvl térinformatikai szoftverek vetuleti beallitasaihoz ér-
demes megismerni a félév soran tanult szakkifejezések angol megfeleldit.
Alljon itt egy révid gytijtemény a leggyakoribb fogalmakbél!

Affine transform ¢ Linearis transzformacio

Astronomical coordinate ¢ Szintfeliileti koordinata

Cartesian coordinate ¢ Derékszogi koordinata

Datum ¢ Geodéziai datum

Dire& geodesic problem ¢ Elsé geod. féfeladat

Ellipsoid of revolution ¢ Forgasi ellipszoid

First eccentricity ¢ Elsé excentricitas

Geocentric latitude ¢ Geocentrikus szélesség

Geographic coordinate (geodetic coordinate) ¢ Foldrajzi koordinata

Geoid height ¢ Geoidundulacié

Grid shift ¢ Korrekcids racs

HevLMmert transform ¢ BurSa-Worr-transzfomacio (de néha tényleg a Hermert-
transzformdciot jeloli!)

HorNEr polynomial ¢ Polinomos transzformacio (lehet komplex polinom is!)

Inverse flattening ¢ Lapultsag reciproka

Inverse geodesic problem ¢ Masodik geod. f6feladat

Latitude ¢ Szélesség

Longitude ¢ Hosszusag

MoLroDENsKY transform ¢ MoLoGYENszkIJ-transzformacid

Parametric latitude ¢ Redukalt szélesség

Projected coordinate ¢ Térképi koordinata

Projective transform ¢ Projektiv transzformacio6

Radius ¢ Sugar

Reference frame ¢ Alapfeliilet

Semi-major axis ¢ Nagyféltengely

Semi-minor axis ¢ Kisféltengely

Sphere ¢ Gomb

Vertical datum ¢ Magassagi datum

Vertical deflection ¢ Fuggévonal-elhajlas
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B. fuggelék

Gyakorlati feladatok megoldasai

1. gyakorlat Geodéziai alapfeladatok

Milyen messze van egymastol Wellington (d.sz. 41°17”; k. h. 147°47') és
Lima (d.sz. 12°3”; ny.h. 77°2’)? Milyen azimutra kell indulni? Mekkora a
hiba, ha ellipszoid helyett 6371 km sugart gombon szamolunk?

WGS84: s = 12531 km; @ = 131°5171”. Gomb: s = 12516km; a =
=131°43"13".

Holl6kéi var koordinatai: EOV Y4 = 690046,50m; X4 = 294960,67 m;
4j Gauss-gomb ¢4 = 47°57'5,8501"; A4 = 0°32"13,1009”; HD72
D4 = 47°59'50,2217”; Ay = 19°35°6,5690”. A Sas-hegyéi: EOV Yy =
= 647727,41m; X = 237595,14 m; 4j Gauss-gomb @p = 47°26"15,5602";
Ap = —0°1748,6344"; HD72 ®@p = 47°28'57,2383”; Ap = 19°176,3021".
Milyen messze van egymastol a két pont? Milyen azimutra talalhato
Hollok6tdl a Sas-hegy? Mekkora a torzulds, ha sikon vagy Gj Gauss-
gombon szamolunk ? Mekkora a hiba, ha tévedésbdl WGS84-ellipszoidot
hasznalunk?

Sik: s = 71286,11m; a = 233°35 0,44”. Uj Gauss-gomb és HD72:
s = 71287,01m; a = 216°48'43,92”. WGS84: s = 71286,75m; a =
= 216°48"43,91”. Az Uj Gauss-gdmb torzitdsa (~ 2mm) kisebb, mint
adataink pontossaga.

2. gyakorlat Sikbeli transzformaciok

Hatarozzon meg a tablazatban talalhat6 pontok segitségével egy
UTM33—EOV transzformaciot! Ellendrizze a transzformacié pontossagat
az Yyrypz; = 646461,604; Xyrams; = 5235130,087 koordinataju Sarvar
pont transzformalasaval! A valds koordinatdk Ypoy = 490177,041;
Xpov = 214297,362.

A 22 pontbdl csak 6 esik a 33-as zonaba. Ez valos szamok hasznalata
esetén max. masodfoku kozelitést engedne meg, ami gyenge pontossagu.
Komplex polinom hasznalataval a harmadfoku kozelités hibaja csak 8,1 cm
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(Y = 490177,111; X ~ 214297,403). Magasabb fokszamnal a kozelités
romlik.

3. gyakorlat Térbeli transzformacioék

Hatarozzon meg a tablazatban talalhaté pontok segitségével egy
HD72—-WGS84 Bursa—WoLr-transzformaciot!

Mivel a HD72 folotti geoidundulaci6 ismeretlen, minden pontra a Sz616-
hegyen megadott 6,56 m geoidundulaciéval szamolunk. A paraméterek igy
magassagi értelmben nem adnak kifogastalan eredményt. Ax = 47,866 m;
Ay = —69,206 m; Az = —11,495m; & = 0,3016"; &y = -0,0533"; €, =
=0,4719”; 0 =1,1682 ppm.

Transzformalja a napfizikai megfigyelSterasz (WGS84 @ = 47°28"29,262";
A = 19°3"43,303”; h = 187,58 m) koordinétait a fenti paraméterekkel
HD72 rendszerbe!

D ~ 47°28"30,229”; A~ 19°3"47,355”; H ~ 144,20 m. A hiba szélesség-
ben 0,023”, hossztsagban 0,075”, magassagban 42 cm.

4. gyakorlat Georeferalas

Georeferalja a harom kiadott térképszelvényt!

— Az els6 térkép UTM-vetiiletl (34-es zona), ETRS89(WGS84) alapfelu-
leti. EPSG: 25834

— A masodik budape$ti katonai sztereografikus. Egyéni vetiilet szitkséges
(IV.1. fejezet).

— A harmadik térkép polikdnikus vetiiletli, yard mértékegységgel. CLAR-
ke-ellipszoid, A, = 122°. MoLoGYENszKIJ-paraméterek: —134; —83;
—30. Fuggoleges tengely eltolasa 1 ooo ooo yard.

5. gyakorlat Osszefoglalas

Transzformalja a napfizikai megfigyel6terasz koordinatait S42/83 rend-
szerbe!
D =~ 47°28'30,566"; A~19°3"49,271"; h ~ 144,36 m.

A Kecskemét pont EOV-koordinatai Y =699815,134; X =173736,872.
Szamolja at a pontot WGS84 rendszerbe! Hasonlitsa 0ssze a koordinatakat
az EHT? rendszerben kapott értékekkel!

Szamitott: @ = 46°54'21,6045”; A = 19°42"4,8063”. EHT2: @ =
= 46°54'21,6059"; A =19°42"4,8113".
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6. gyakorlat ZH



v9

DPyGssy AwGssy hwessy Yrov Xeov Hpayi
48°2804,42240" 20°31"12,57568” 456,256 758921,385 348214,269 414,121
46°51'56,81240” 19°35741,95584” 166,947 691744,460 169203,850 123,827
47°28'56,27133" 19°01'02,25758” 309,547 647727,410 237595,140 265,820
46°19"10,43565” 20°40"14,78819” 142,509 775016,420 109637,020 99,910
45°53"01,01601” 18°13'01,80159” 314,432 585536,604 60221,292 269,704
46°04'19,83671” 18°08°07,94491” 293,988 579444,550 81252,210 249,060
46°53702,04292" 17°29'28,87945" 191,701 531407,593 172254,298 146,298
47°43'14,89477" 17°44'28,35831" 162,997 552003,127 264931,481 119,170
47°50"17,06062” 21°30"48,38669” 161,608 834572,608 280059,946 121,331
47°59'49,26535” 19°35°02,48194” 419,039 690046,500 294960,670 375,860
46°22'08,20518” 17°05'26,27616” 285,411 499440,130 115716,240 240,274
46°53'22,51896” 16°23'45,40556” 325,630 447972,160 175133,800 279,730
47°23'07,40001" 16°28"59,38447" 634,935 456423,380 229998,590 588,850
47°09'27,51787” 21°37"13,25229” 137,514 845059,830 204711,120 96,286
48°04"36,69376” 20°29'51,52991” 826,731 758062,903 304703,360 784,115
47°15 20,47635" 18°37709,29576” 234,660 617590,469 212491,260 190,518
46°1848,83654" 19°38746,68121” 170,994 696126,170 107849,365 127,207
47°47'22,56055” 19°16'53,48687” 291,792 667539,245 271786,719 248,260
47°17'29,75411"  19°36'06,57495" 270,584 691930,680 216542,440 227,727
46°33'47,96959” 18°20'48,38519” 209,588 596277,192 135678,234 165,196
48°22'37,06725" 21°37'56,47121” 155,800 841488,851 1340246,742 115,916
47°3844,16897" 16°36'14,94362” 320,550 466457,988 258621,351 275,100
48°07'46,37922" 22°32"56,93673" 193,622 910597,724 315396,390 154,721
47°22"14,59641” 20°32"12,98244” 136,029 762485,465 226261,009 94,145
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Zbéna

Yurm

Xutm

Dyp,»

AHD»

34
34
34
34
34
34
33
33
34
34
33
33
33
34
34
34
34
34
34
34
34
33
34
34

464530,996
392916,618
350627,950
474654,472
284069,985
278490,174
689812,763
705575483
538420,021
394369,488
660801,512
606345,347
611943,892
547023,337
462582,485
319871,319
395774,022
371290,918
394283,574
296653,294
546825,871
620478,266
615268,428
465039,840

5368418,133
5191207,267
5260667,672
5129607,066
5084882,660
5106056,433
5195275,890
5288909,325
5298430,503
5316938,841
5137165,105
5193840,460
5249058,818
5222869,398
5324964,931
5236327,521
5129778,187
5294345,449
5238517,125
5160059,862
5358398,832
5278158,144
5331859,839
5246466,298

48°28"05,36001"
46°51'57,76157"
47°28'57,23823"
46°19'11,34964”
45°53'02,00596”
46°04’20,82750"
46°5303,05273"
47°43'15,89315”
47°50"17,95709”
47°59'50,22173"
46°2209,23162"
46°53'23,55656”
47°23"08,43059”
47°09’28,40904"
48°04'37,62987"
47°15'21,45419”
46°18"49,78181”
47°47'23,52195"
47°17°30,70337"
46°3348,95658”
48°22"38,16503"
47°38'45,19532"
48°07"47,24034”
47°22"15,52284"

20°31"16,73313”
19°35 45,97472"
19°01'06,30212"
20°40"18,79447"
18°1305,72351”
18°08"11,88232"
17°29"32,86628”
17°44'32,39174”
21°30"52,51906”
19°35'06,56903”
17°05"30,22458”
16°23'49,37765”
16°29/o3,38794”
21°37°17,33269

20°29’55,65601"
18°37'13,31653"
19°3850,66800"
19°16'57,55616"
19°36'10,62186"
18°20"52,35968”
21°38"00,65023"
16°36"18,95693”
22°33"01,11907”
20°32"17,05537"
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C. fuUggelék

Borkowski-képlet a szélesség
szamitasara
A IIL.5. fejezetben levezettik, hogy:

z= [ﬂ —ezN((D)}sin(D

cos

Ebbdl szeretnénk a foldrajzi szélességet kifejezni. El6szor vegytik észre,
hogy:

1 sin®®@+cos®>®@  sin”’ @ N cos®> @

cos> @ cos> @ "~ cos®’ D cos’ P

=tg® P +1

Az eredeti képletbe helyettesitsuk be a harantgorbiileti sugar képletét,
majd kezdiink el atrendezgetni! Az egyszertiség kedvéért alkalmazzuk az
r =+/x>+y? jelolést! Az atalakitas lényege, hogy a gyoOkjelet eltiintetjik
ugy, hogy egy oldalra rendezziik, majd négyzetre emeliink; a torteket a ne-
vezGkkel folszorozva tiintetjuk el, majd cos* @-vel végigosztva mindenbdl
tangenst csinalunk.

2

z r ae
sin® cos®@ /{1 _p25in® @
a’et r? rz z2

— = -2 — + —
1—-¢e%>sin’®  cos® D cosPsin®  sin* @
2,4 2 s 2 2 2 2,2 3144 .
a‘etcos” Dsin“ P =r*sin“ P —r“e*sin* @ —2rzcos P sin D +

+27rze?sin3 @ cos D + z% cos® @ —zZe? sin® @ cos® @

, LSIin* @ sin®®@ | sint @ sin @
aet——s—=r —-r’e —-2rz +
cos> @ cos* @ cos* @ cos3 @
,sin3 @ z? , ,Sin* @
+2rze +——-2% g
cos3®D  cos® D cos®> @

a’ettg’ @ =r’tg’ (1 +tg*> @) —r’e’tg* @ —2rztg @ (1 +tg> @) +
+2rze’tg3 @ +22(1 +tg> @) —z%e* tg”> @
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C. BorkowskI-képlet a szélesség szamitdsdra

[(1—e)r?|tg* D+ [(e* — 1)2rz]tg3 D +
+[r*+z%(1-¢)—a*ettg® D + [—2rz]tgP +2z°> =0

Ha bevezetjuk a t = tg @ valtozot, akkor a fenti egyenlet szogletes za-
rojeleiben 1évé kifejezéseket az abécé nagybetiivel jelolve a kovetkezd
negyedfoku egyenletet kapjuk az ismeretlen t-re:

At*+Bt3+Ct?*+Dt+E =0

A negyedfoku egyenlet megoldasat FErrari-képletnek nevezziik. E16szor
vezessunk be egy Uj u =t + B/4A valtozot a t = u — B/4A helyettesitéssel!
Behelyettesités utan az egyenletet A-val végigosztva, a zardjeleket kifejtve
és u azonos kitevéit 0sszegyijtve a harmadfoku tag kiesik:

u* + _3B2+Cu2+ B BC+Du+ _3B4+B2C—BD+£ =o
256A%  16A3 4A> Al

8A> T A 8A3 247 A
A zardjeles egyutthatokat gorog bettikkel jelolve:
ut+au+pu+y=o

Barmilyen v-re igaz az hogy:

a 2 a?
(u2+—+v) =2vu®>—pu+vi+av+—-—y
2 4

Ezt 4gy ellendrizhetjiik, ha a fonti zardjelet kibontjuk és a tagokat egy
oldalra rendezziik, akkor v kiesik és az el6z6 egyenletet kapjuk vissza. A
jobb oldalt tovabb alakitva:

/52 a2

> 2
(u2+g+v) :(\/Eu— P )——+v2+av+——7/

2 24/2v 8v 4

Mivel a fenti egyenlet barmilyen v-re igaz, valasszuk ki azt a v-t, ame-
lyikre a z6ld kifejezés éppen nulla. Ekkor a voros kifejezést V-vel, a kéket
K-val jeldlve V2 = K?, vagyis V> —K? = o, tehat (V + K)(V —K) = o0, azaz a
kovetkezd szorzat értéke nulla:

o o
(u2+—+v+ 2V — P )(u2+—+v—\/2vu+ P =0
2 2

242V 2V2v

A fonti szorzat azonban csak akkor lehet nulla, ha legalabb az egyik
tényezdGje nulla. Ebbdl két, u-ban masodfoku egyenletet kapunk, melynek
két-két megoldasa lesz a hianyos negyedfoku egyenlet négy megoldasa.
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C. BorkowskI-képlet a szélesség szamitdsdra

Ekkor a definici6 alapjan u négy gyokébdl t-re is kapunk négy megoldast,
tehat a negyedfoku egyenletet megoldottuk. Azaz megoldottuk volna, ha
tudnank, mennyinek is valasztottuk a v-t. A feltétel az volt, hogy a fonti
zold kifejezés legyen nulla. Akkor a zold kifejezés v-vel szorozva is nulla:

a2 ﬁ2
3 2 (2 _ _P
v +av +(4 y)v g =©
Harmadfoku egyenletet kaptunk, amelyet CaArpaNO képletével kell meg-
oldanunk. Vezessiik be a w = v — (a?/4 + y)/3 segédvaltozot, vagyis helyet-
tesitsitk be ezt: v = w+ (a®/4 + y)/3. Ekkor a zarojeleket kifejtve és a w-ben
azonos fokszamu tagokat 0sszegytjtve a masodfoku tag kiesik:

az

ﬁ2“(77)+2a3}20

2

; [oﬂ a]
w+|—-y-—|w+|-=
4 3 8 3 27

Azaz elbetlizve a konstans egyutthatokat:

w3+Pw+Q=o0
Legyen w = W + Z! Ekkor kifejtve a zardjeleket:
W3+Z3+(3WZ+P)(W+Z)+Q=o0

Mivel W és Z kozul az egyiket szabadon megvalaszthatom, legyen 3WZ +
+ P = o! Ekkor a fonti egyenletbdl és a feltételunkbdl (mindent kobre
emelve) két egyenlethez jutunk:
W3+2Z3=-Q
W3Z3 =-P3/27
A fenti egyenletekbdl a Viete-formulak miatt az kovetkezik, hogy W3 és
Z3 a kovetkezd s-ben masodfoku egyenlet két megoldasa:
p3
s?+Qs——=o0
27
A masodfoku egyenletet megoldva:

2 3
T T
’ 2 4 27

Azaz, mivelhogy w = W + Z, megkaptuk a hidnyos harmadfoku egyenlet
egyik gyoket:

2 P3 2 P3
“”4_& Q_+_+i_9_ o »
2 4 27 2 4 27

A lineéris helyettesitésuinkkel igy visszakapjuk az eredeti harmadfo-
ki egyenlet v megoldasat, amelybdl mar ismerjuk a hidanyos negyedfoka
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C. BorkowskI-képlet a szélesség szamitdsdra

egyenletbdl levezetett két masodfokt egyenletben szerepls v-t is. Igy mar
a negyedfoku egyenletre is van négy u megoldasom, amelybdl az eredeti
negyedfoku egyenlet t-jére is kaptunk megoldast. Ez a foldrajzi szélesség
tangense, amelyet a III.5. fejezetben talalhat6 képletekbe visszahelyette-
sitve még az ellipszoid folotti magassagot is visszakaphatjuk. Gondoljunk
bele, hogy ez a hatalmas szamitas§tomeg minden masodpercben lezajlik
abban kis telefonba épitett GPS-chipben is!

Borkowskr valojaban nem teljesen a font felvazolt Gton jutott el a ne-
gyedfoku egyenletig. A kérdés még a mai napig aktiv kutatasi teriilet, hogy
hogyan lehet olyan negyedfokt egyenletet kapni, amely numerikusan $§tabil
képletekre vezet.



D. fuggelék

A nehézségi er6

A nehézségi er6 mérése adja a fels6geodézia alapjat. Vizszintes hely-
zetiinket a fugg6évonalhoz képest mérjuk, ennek irdnya a nehézségi eré
iranya. Nagypontossagu szintezéshez mindentitt mérnunk kellett a ne-
hézségi gyorsulast. INGA-alapponthalézatunkon gravimetriai adatokat is
talalunk. Navigaciés mtiholdjaink palyaira a Fold gravitacidja alapvetd
hatassal van. Ezért egy mérnok hallgato fels6geodéziai ismereteit hagyoma-
nyosan a nehézségi er6tér ismertetésére hegyezik ki, minden mast ebbdl
vezetnek le. Bar kartografiai szempontbdl a fizikai geodézia jelentSsége cse-
kély, hiszen ennek ismerete nélkil is tudunk transzformaciokat szamitani;
jelen jegyzet erésen hianyos lenne, ha nem tartalmazna legalabb emlités
szintjén a legfontosabb alapismereteket.

Fizikabol ismert, hogy ha koordinata-rendszerunk nem inercialis, hanem
forog vagy gyorsulé mozgast végez, akkor a koordinata-rendszerben mozgéd
te§t ugy viselkedik, mintha ra fiktiv erék hatnanak.

A VI.1. fejezetben megismert égi vontkoztatasi rendszer nem végez forgd
mozgast. Azonban az EinsTeiN-féle relativitaselméletbdl ismert, hogy a
tomeggel rendelkezs teStek a teret az id6ben maguk felé gorbitik. Ha egy
ilyen térben egy idében alland6 koordinata-rendszert feszitink ki, abban
fiktiv eréként gravitdcio fog jelentkezni. Egy pontszerti, M tomegi test
gravitaciés mezeje gy hat a tobbi, d tavolsagban 1évé testre, hogy azoknak
a gyorsulasa:

I[tt G a tomegvonzasi alland6. Az @ gyorsulés valdjaban egy vektor, a
képlet csak ennek hosszat adja meg. #'irdnya mindig a masik test felé mutat.
Mint lathato, a gravitaciéo mértéke kizardlag a pontszer tomegtdl vett ta-
volsagtol fuigg, azaz a pontszerd test gravitacios erGtere gombszimmetrikus.

Mivel a fiktiv erék altal keltett gyorsulasok vektormennyiségek, ezekkel
nehéz szamolni. Ezért vezetjiik be a potencidl fogalmat. Egy er6tér potenci-
alja egy olyan mennyiség, amelynek gradiense megegyezik az erétér altal
keltett gyorsulassal. Potencialfeliiletnek nevezziik azt a feliiletet, amely men-
tén a potencial allandé. A definiciobodl kovetkezik, hogy az eré mindig
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D. A nehézségi erd

merdleges a potencialfeliiletre, és az eré annal nagyobb, minél stirtibben
helyezkednek el egymashoz képest a potencialfeliiletek (minél gyorsabban
valtozik a potencial). A potencialfeliletek abrazolasa igy szemléletesen
mutatja meg az erStér szerkezetét.

A Fold elvben felbonthato6 lenne elemi kis pontszert tomegdarabokra,
és igy a kialakulo6 szabalytalan gravitacios erSteret ki lehetne szamolni
ezen kis tomegpontok gravitacios erdinek eredéjeként. Azonban erre a
gyakorlatban nincs lehet&séguink, mert a Fold belsé tomegeloszlasa nem
ismert. Ezért a Foldet a gyakorlatban azt egy azonos tomegt, egyenletes
tomegeloszlasu forgasi ellipszoiddal (a Fold normadlalakja) helyettesitjuk.
Ennek gravitacids erStere a normal gravitdcio.

A D.1. abran kékkel lathatjuk, hogy egy ilyen forgasi ellipszoid milyen
gravitacios erSteret kelt maga koriil. Ennek f6bb tulajdonsagai:

— A potencialfeliletek az Egyenliténél stirtibben, a pélusoknal ritkabban
helyezkednek el; a testtdl tavolodva a potencialfeliletek egyre gomb-
szerlibbé valnak. Ezért a Foldt6l tavolabb keringé mtiholdak mar agy
viselkednek, mintha a Fold kozel gomb alakt lenne: palyajuk nagy-
jabol sikban marad, egy gombi f6kor folott haladnak ellipszis alaka
palyan. A navigaciés mitiholdakra mar ez jellemzé (VI.2. fejezet).

— Az ellipszoidhoz kozel a potencialfeluletek is lapultabba valnak, azon-
ban a gravitacids eré nem merdleges az ellipszoid felszinére, egyes
potencialfeliiletek metszik az ellipszoidot. Ezért a foldkozeli mtihol-
dak mar jo kozelitéssel ellipszoidi geodéziai vonalak folott fognak
repulni, de a geodéziai vonalak hatralasa jelentésen kisebb lesz, mint
a lapultabb foldi ellipszoid geodéziai vonalaié (I.5. fejezet)

A foldi koordinata-rendszer forgd mozgast is végez. Ennek kovetkeztében
két fiktiv erd, a csak mozgo testekre haté CorioLis-erd és a minden testre
hato centrifugadlis erd jelentkezik fiktiv er6ként. Mivel geodéziai miiszereink
jellemz8en allnak, ezért csak a centrifugalis erét kell figyelembe vennunk.
Az altala keltett gyorsulas iranya meréleges a forgastengelyre, kifelé mutat.
Nagysaga egy w szogsebességgel forgd rendszerben, a forgastengelytdl r
tavolsagban:

k =w?r

Nehézségi erdnek nevezzuk a gravitacids és centrifugalis er6k vektorosz-
szegzéssel szamitott ereddjét. A nehézségi gyorsulds is ennek megfelelSen:

>
g=da+k. AD.1.4abran voros jeloli a normal nehézségi erbteret:

- A forgastengely mentén (azaz a pdlusokon) nem 1ép fol centrifugalis
er$, a nehézségi és gravitacids erdk itt egyformak. Az Egyenlitén a
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D.1. abra. Egy gyorsan forgo, erdteljesen lapult forgdsi ellipszoid gravitdcids (kék) és
nehézségi (voros) erdterének potencidlfeliiletei

legnagyobb a tavolsag a tengelytdl, a centrifugalis erd itt a gravita-
ci6 ellen hat. Abbdl latszik, hogy a nehézségi er6 kisebb lett, hogy a
potencialfeluletek ritkabban helyezkednek el.

— Az ellipszoid felszine a nehézségi erd egy potencialfeliilete, azaz a nor-
mal nehézségi er6 mindenutt merdleges az ellipszoidra. Ugyanakkor
nagysaga mar nem egyenld, mert a polusokon stirtibben, az Egyenlitén
ritkabban helyezkednek el a potencialfeliiletek, a nehézségi eré az
Egyenlitén a legkisebb (V.1. fejezet).

— A nehézségi er6tér szerkezete a Foldtdl tavol igen bonyolult. Ezért a
Fold korul kering6 targyak mozgasat nem érdemes a foldi koordina-
ta-rendszerben szamolni. A mtiholdpalyakat mindig égi koordinata-
rendszerben szamitjuk (VI.2. fejezet).

Mind az égi, mind a foldi koordinata-rendszerben fiktiv eréként jelent-
kezik még az drapdlykelts erd. Ez igazabol két fiktiv er$ ereddje. Egyfeldl a
Foldon kivil mas égitesteknek (Nap, Hold, nagyobb bolygék) is érzékelhetd
a gravitacios ereje. Viszont a Fold tomegkozéppontjara (azaz koordinata-
rendszerunk origojara) is hatnak ugyanezek az erék, ami miatt a koordi-
nata-rendszeriink gy gyorsul az égitestek iranyaba, hogy a gyorsulasbol
adodo tehetetlenségi erd a tomegkozéppontban éppen kioltsa ezen égites-
tek gravitacios erejét. Viszont mig a tehetetlenségi eré (a D.2. abran zold) a
helytdl fliggetlen, az égitestek gravitacios ereje (az abran kék) mar fugg az
égitest tavolsagatol. A hatas annal er6sebb, minél kozelebb van az égitest
(ennek oka, hogy a gravitacié négyzetesen fligg a tavolsagtol), igy a Foldon
elsésorban a Hold arapalykelt§ erejének van jelentSsége.
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—e " Hold

D.2. abra. Arapdlykeltd erdk

A Fold Hold felé néz6 oldalan a Hold gravitacidja erésebb, mint a Fold to-
megkozéppontjaban, ezért itt a Hold gravitacidja erésebb a tehetetlenségnél,
az arapalykelt6 eré a Hold felé mutat. Az atellenes oldalon a tehetetlenségi
erd a nagyobb, igy az arapalykeltd eré a Holdtol elfelé mutat. A Fold tobbi
részén a Hold gravitacids erejének és a tehetetlenségi erének az iranya nem
esik egybe, az ered6ként el6allo erd kissé oldaliranyba vagy a Fold belseje
felé mutat. Az oldaliranyu erék hozzak mozgasba a tengervizet, amely a
Hold feldli oldalon a Hold felé, a masik oldalon atellenesen akar e miatt
osszegytlni. Viszont mire odaér a viz, addigra a Fold és a Hold elfordul
egymashoz képest, igy ezen a helyen a foldfelszin a befelé mutato arapaly-
keltd er6k miatt lestillyed, az idezadul6 viz miatt viszont a tengerszint
megemelkedik, és dagaly lesz. Ezért a kozvélekedéssel ellenben nem a Hold
feldli oldalon alakul ki dagaly.

Az arapalykelt6 er6k nem csak a tengerszint ingadozasa miatt fontosak:
a relativitaselmélet szerint nem lehetséges olyan kisérletet végrehajtani,
amellyel a kiillonbozé eredeti fiktiv er6k egymastol megkiilonboztethetSk
lennének. Azaz a forg6 Foldon a nehézségi és arapalykeltd erék, a miiholda-
kon a gravitacios és arapalykeltd erdk ereddjét tudjuk csak mérni. Mivel az
arapalykelt6 er6k idében a Fold forgasa és a Hold keringése miatt gyorsan
valtoznak, ezért ha a nehézségi er6térr6l pontos és idében allando képet
szeretnénk kapni, mindenképp korrigalnunk kell a mérést az arapalykeltd
er6 nagysagaval.

A Foldon mért nehézségi eré nagysaga és iranya még az arapalykeltd
erdk kiejtése utan is jellemzéen kissé eltér a forgasi ellipszidon szamolt
normal nehézségi er6tdl. Ennek vizsgalata rendkivul fontos, ugyanis ebbdl
kovetkeztetni lehet a valos potencialfeluletek (igy a geoid) alakjara. Az igy
mért nehézségi potencialnak és az ellipszoid normal nehézségi potencial-
janak eltérése a potencidlzavar. Ez a fels6geodéziaban alapvetd fontossagu
fogalom, mert a potencialzavar okozza a figgévonal-elhajlast, valamint az
ortométeres és normalmagassagok kozotti eltérést.

A nehézségi er6 mérésére tobb modszer is létezik. A Fold egészének gra-
vitacios mezejére a miiholdak palyajabol kovetkeztetiink. Ebbdl ki lehet
szamitani a Fold felszinén a potencial értékét. A mért potencialt geoid-
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modellek formajaban publikaljak, ez alapjan térinformatikai pontossaggal
meg lehet hatarozni a geoidundulaci6 értékét is. A kisebb tarhelyigény
érdekében az adatokat un. gombfuggvények egyutthatéiként, tomoren ta-
roljak. Ilyen geoidmodell példaul az EGM2008. A hobbi GPS-késziilékek
a geoidundulaciot globalis geoidmodellel korrigaljak. Vigyazzunk, hogy
ezen geoidmodellek a mérnoki pontossagot nem érik el, a kis kiterjedést
gravitacios rendellenességeket nem tudjak figyelembe venni.

Nagy pontossagu, helyi geoidmodelleket foldi gravimetriai méréeszko-
z0k segitségével, valamint a szintezett tengerszint feletti és GNSS-szel mért
ellipszoid feletti magassagok Osszehasonlitasaval készithetiink. A helyi
geoidmodelleket rendszerint raszteres formaban taroljuk (a pixelek érté-
kei a geoidundulacié méterben). Az EHT? és a VITEL is az ellipszoid és a
tengerszint feletti magassagok kozott ilyen geoidmodellel valt at. A leg-
tobb térinformatikai csomag alkalmas helyi geoidmodellek kezelésére, igy
téradataink harmadik koordinatajat nagy pontossaggal at tudjak valtani
tengerszinti és ellipszoidi magassag kozott.

A nehézségi er$ foldi mérése torténhet abszolut moédon, ingaval vagy
szabadon esé targy mozgasanak megfigyelésével. Ezen modszerek hatranya,
hogy nagy pontossag eléréséhez igen koltséges miszerek kellenek. Ezért
a gyakorlatban inkabb a nehézségi er6 valtozdsat mérjuk. A nehézségi
er$ valtozasat mér6 eszkoz a graviméter, amely a miszerben levd suly
feszitd erejét méri nagy pontossaggal. Az E6Tvis-inga ezzel szemben a
nehézségi erd derivaltjat, azaz a potencialfeliilet alakjat tudja megmérni. A
zsenialis miiszer 1ényege, hogy a benne talalhato, kiilonbozé magassagban
felfuggesztett két sulyra haté nehézségi er6 kozotti finom eltérések tukrok
segitségével olcson és nagy pontossaggal mérhetSk meg.
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21, 23
PosteL-vet. 37

o
35,

19,

potencialfelilet ldsd szintfelulet
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