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El6sz6

Ennek a jegyzetnek az a f6 célja, hogy segitséget nytjtson az ELTE Informa-
tikai Karon oktatott ,Logika és szamitaselmélet” cimd targy szamitaselmélettel
kapcsolatos részének konnyebb megértéséhez. A bevezetdn kiviil két f6 fejezet-
bal all. A kiszamithatosaggal kapcsolatos részben azt vizsgaljuk, hogy mit is
jelent pontosan az, hogy egy probléma algoritmikusan megoldhat6. A bonyo-
lultsdgelmélet alapjait ismertets fejezetben {6ként azzal foglalkozunk, hogy az
algoritmikusan megoldhaté problémak koziil melyek a nehéz problémék, vagy-
is azok, melyek megoldasara az id6- vagy tarigény szempontjabol nem ismert
hatékony algoritmus.

A jegyzet igyekszik a fenti témakoroket olvasméanyosan, az olvasd szamara mi-
nél konnyebben érthetGen targyalni. Mivel a témakdr szorosan kapcsolédik a
formalis nyelvek elméletéhez és a matematikai logikdhoz, a bevezetében ismer-
tetjiik ezen témakdrok alapjait is. Bar a sziikséges matematikai fogalmak is
ismertetésre keriilnek, feltételezziik, hogy az olvasé rendelkezik alapvets diszk-
rét matematikai, formélis nyelvi és logikai ismeretekkel.

Mivel, ahogy azt mar emlitettiik, a szamitaselmélet oktatasa az ELTE Informa-
tikai Kardn szoros kapcsolatban van a logika alapjainak oktatasaval, a jegyzet
mind az eldonthetetlenséggel, mind a bonyolultsagelmélettel kapcsolatos részé-
ben kiilonos figyelmet szenteliink a vizsgalt kérdések logikai vonatkozasainak
is.

A szémitaselmélet témakor gazdag idegen és magyar nyelvii irodalommal ren-
delkezik, melyek koziil szamosat megtalal az olvas6 az irodalomjegyzékben. A
jegyzet sokszor ezen miiveket kovetve ismerteti a szamitas- és bonyolultsagel-
mélet klasszikus eredményeit és azok bizonyitasait.

Budapest, 2015. november

Gazdag Zsolt
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Miért érdekes a szamitaselmélet?

Az hogy egy adott probléma vajon megoldhato-e vagy sem, és ha igen, akkor
konnyt-e megoldani, alapvets kérdés egy informatikus szamaéara. Jol ismert pél-
déul, hogy egy irdnyitott grafban hatékonyan keresheté adott két csics kozott
at. Masrészt viszont, olyan 1t keresése, ami minden csiicsot pontosan egyszer
érint mar nem tiinik konnyt feladatnak. Nem ismert ugyanis ezen problémat
megold6 olyan algoritmus, melynek 1épésszama ne lenne kezelhetetleniil nagy a
graf méretének novekedésével. Mindazonaltal ez a probléma még mindig meg-
oldhat6. Ismeriink-e vajon olyan problémaét, ami nem is oldhaté6 meg? Erre
méar nem biztos, hogy mindenki szdméara egyértelmi a valasz. Pedig az alabbi
egyszerd probléma megoldhatatlan: adott egy p egész egyiitthatos, tobbvalto-
z6s polinom. Keressiilk meg ennek a polinomnak a gydkeit az egész szdmok
halmazén. Persze itt nem egy konkrét polinomra kell gondolni, hanem arra,
hogy nincs olyan algoritmus, ami tetsz6leges polinomra megvalaszolja a fenti
kérdést. Masképpen fogalmazva, barmely algoritmus ami a fenti problémaét hi-
vatott megoldani, bizonyos bemenetekre rossz valaszt ad vagy végtelen sokaig
szamol.

A jegyzetben elGszor a fenti kérdéseket feszegetjiik majd. Ehhez bevezetiink
egy jol ismert algoritmusmodellt, a Turing-gépet. Bér a Turing-gép egyike a
legéltalanosabb algoritmusmodelleknek, latni fogjuk, hogy bizonyos probléméak
nem oldhatok meg vele. Végiil a Turing-gépek idG- és tarigénye kapcsan meg-
ismerjiik a bonyolultsdgelmélet nevezetes problémaosztalyait, tgy mint a P és
NP id6-, valamint az L, NL és PSPACE tarbonyolultsiagi osztalyokat. Azt
is megnézziik, hogy milyen nevezetes problémék szamitanak nehéznek a fent
emlitett osztalyokban.

A szdmitéselmélet szorosan kapcsolodik a matematikai logikdhoz és a formaélis
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nyelvek elméletéhez, ezért a matematikai alapfogalmak ismertetése utan réviden
attekintjik ezen témakoroknek a kényvben hasznélt alapfogalmait is.

1.2. Matematikai alapfogalmak

Tetszoleges H halmaz esetén P(H)-val jeloljiik a H részhalmazainak halmazat,
azaz. H hatvdnyhalmazdt. Egy tetszbleges U univerzumra és H C U halmazra,
H jeloli a H komplementerét, vagyis az {u € U | u ¢ H} halmazt. Véges H
esetén |H|-val jeloljiik a H elemeinek szamat. A természetes szamok halmazat N
jeloli, és tetszoleges n € N szamra [n] jeloli az {1,2,...,n} halmazt (speciélisan,
ha n = 0, akkor [n] az {ires halmazt, azaz (-t jeloli). Egy n valos szamra |n|
illetve [n] jeloli az n alsé illetve felsd egész részét.

Tetsz6leges n > 1 szamra és H halmazra H"™ jeloli a H halmaz n-szeres Des-
cartes-szorzatdt. Egy n vdltozés H-feletti relicio alatt a H™ halmaz egy rész-
halmazat értjiik. Ha p egy H-feletti n-valtozos relacio, akkor p-t gyakran egy
olyan p : H"™ — {igaz, hamis} leképezésnek tekintjiik, melyre a kivetkezs tel-
jestil. Minden aq,...,a, € H esetén, p(ai,...,a,) = igaz akkor és csak akkor,
ha (a1,...,a,) € p. Ha nem okoz félreértést, akkor p helyett gyakran p-t irunk.

Kiilonosen fontosak lesznek szamunkra a kétvdltozds reldcick. Legyen p C H x H
egy kétvaltozos relacio és tegyiik fel, hogy (a,b) € p. Ekkor hasznalni fogjuk
az apb jelolést is. Tovabba azt mondjuk, hogy p reflexiv ha minden a € H-ra,
apa és tranzitiv, ha minden a,b,c € H-ra, apb és bpc kovetkezménye, hogy apc.
Végezetiil, a p reflexiv és tranzitiv lezdrtjo alatt azt a legsziikebb reflexiv és
tranzitiv p* relaciot értjiik, amelyre p C p*.

Legyen H egy halmaz és A C H. Az fs : H — {0, 1} fiiggvényt az A halmaz
karakterisztikus fiigguényének nevezziik, ha minden a € H esetén, a € A akkor
és csak akkor, ha f(a) = 1.

1.2.1. Grafok

A jegyzetben szamos gréafokkal kapcsolatos problémat vizsgdlunk majd. Egy
G grdf csicsok V és élek E halmazabol all. Az élek lehetnek cimkézettek
valamilyen objektumhalmaz elemeivel, de alapesetben ezt nem koveteljiik meg.
A G irdnyitatlan grdf, ha az E halmaz V-beli elempérok rendezetlen halmaza,
azaz E C {{a,b} | a,b € V}. A G irdnyitott grif, ha az E V-beli elempéarok
rendezett halmaza, azaz E C V x V (vagyis ekkor E egy kétvaltozos V-feletti
relacio).

Legyen G = (V,E) egy iranyitatlan graf és v = ajas...a, (n > 2,a; €
V,i € [n]). Azt mondjuk, hogy u egy G-beli séta, ha minden i € [n — 1]-re
{a;,a;41} € E. Tovabba egy u sétat utnak neveziink, ha u-ban a csicsok pa-
ronként kiilonboznek. Végil u egy kér, ha a; = a,, és az aq,...,a,_1 csucsok
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paronként kiilonboznek. Egy G-beli utat illetve kort Hamilton-itnak illetve
Hamilton-kdrnek neveziink, ha az tartalmazza a G 6sszes cstucsat. G-t kérmen-
tesnek nevezziik, ha nem tartalmaz kort. Iranyitott grafokban a fenti fogalmak
hasonléan definialhatok.

Legyen G = (V, E) egy iranyitatlan graf. G dsszefiiggd, ha barmely két csicsa
kozott vezet at. G fa, ha Osszefliggs és kormentes. Egy G’ = (V' E') fat a G
feszitd fajinak neveziink, ha V' =V és E' C E. Legyen u € V. Az u foka alatt
a kévetkezd szamot értjiik: [{v € V' | {u,v} € E}|.

1.2.2. Matematikai logikai alapok

A szamitaselmélet szorosan kapcsolodik a matematikai logikdhoz. A jegyzet-
ben is szamos olyan eredményt mutatunk meg, melyek valamilyen matematikai
logikai kérdés eldontésével kapcsolatosak. Bevezeténk kovetkezd részeként meg-
ismerkediink a matematikai logika egyes fejezeteinek alapfogalmaival.

1.2.2.1. Itéletkalkulus

Az itéletkalkulus a matematikai logika egy aga, mely formalis kereteket biz-
tosit olyan kdvetkeztetések helyességének eldontésére, melyek elemi allitdsokbol
(itéletekbdl) épiilnek fel. Az itéletek fontos jellemzGje, hogy igazsagértékiik egy-
értelmten eldonthets. Ttéletek példaul a ,Siit a nap” vagy a ,Lemegyek a térre”,
de nem tekinthetd itéletnek a ,Laci magas” (mihez képest?), ,Lejossz a térre?”
(kérd6 mondat) vagy ,,Barcsak itt lennél” (6hajté mondat).

Az Gsszetett allitdsok konnyebb vizsgalatdhoz az itéleteket itéletvaltozokkal, a
hétkdznapi nyelv olyan széfordulatait, mint a ,nem”; ,és”, .vagy” és ,ha ... ak-
kor” pedig miiveleti jelekkel helyettesitjiik. Ennek megfelelgen az itéletkalkulus
szintaxisat a kovetkezSképpen definialjuk.

Ttéletvdltozonak neveziink egy olyan z valtozot, melynek értéke igaz vagy hamis
lehet. Legyen Var = {x1,x2,...} itéletvaltozok egy megszamlalhatéan végte-
len halmaza. Az itéletkalkulusbeli formuldk Form halmaza a legsziikebb olyan
halmaz amire a kdvetkezsk teljesiilnek:

e Minden x € Var esetén = € Form,
e ha ¢ € Form, akkor —p € Form, és

e ha 1,2 € Form, akkor (p1 o o) € Form, ahol o € {A,V,—}.

A - A,V és — miveleti jelek nevei rendre negdcid, és, vagy és implikdcio. A
tovabbiakban, ha ez nem okoz félreértést, az itéletkalkulusbeli jelz6t elhagyjuk a
formulék elsl. Tetszoleges n € N esetén jelolje Var, az {x1, 22, . .., z,} halmazt,
Form, pedig azon Form-beli formuldk halmazit, melyekben legfeljebb csak
Var,-beli valtozok szerepelnek.
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A Form,-beli formuldkban szereplé miveletek szemantikajat a kdvetkez6 mo-
don definialjuk. Legyen ¢ € Form,, és I : Var, — {igaz, hamis} egy fiiggvény,
amit interpretdcionak is neveziink. Az I-t kiterjesztjiik Form-ra a kovetkezs
induktiv definicioval. I(p) = igaz akkor és csak akkor, ha a kovetkezok egyike
teljesiil:

e peVar, és I(p) =igaz,

o o= és I(yp) = hamis,

o= (p1 Ap2) &s I(p1) = I(p2) = igaz,

o= (p1Vp2) &s (I(p1) = igaz vagy I(p2) = igaz),

e = 1(p1 — ps) és (I(p1) = hamis vagy I(p2) = igaz).

Azt mondjuk, hogy az I kielégiti az p-t (jele: I | ¢), ha I(p) = igaz. Tovabba
ay

o kielégithetd, ha van olyan I, hogy I |= ¢,
o kielégithetetlen, ha nem kielégithets, és

e tautoldgia vagy érvényes, ha minden I-re I = .

Legyen F egy formulahalmaz. Egy I interpretdcid kielégiti F-et (jele: I |E F),
ha kielégiti az 6sszes F-beli formulat. Ha F' nem kielégithets, akkor azt mond-
juk, hogy Fkielégithetetlen. Legyen ¢ egy formula. A ¢ az F' logikai kévetkezmé-
nye (jele: F' = ), ha a kovetkezs teljesiil. Minden I interpretaciora, ha I = F,
akkor I |= ¢. Végezetiil a 1 és @9 formuldkra azt mondjuk, hogy ekvivalensek,
ha minden I interpretaciora I |= ¢; akkor és csak akkor, ha I |= ¢s.

A definiciok egyszeri kvetkezményei az alabbi allitdsok, melyek helyességének
belatasat az olvasora bizzuk.
1.1. Tétel

Legyen F' egy formulahalmaz és ¢ egy tovabbi formula. Akkor a kovet-
kez6k teljesiilnek.

e o akkor és csak akkor kielégithetetlen, ha —¢ tautologia.
e F' |= ¢ akkor és csak akkor, ha F' U {—p} kielégithetetlen.

Most nézziink egy példat az eddig tanultak alkalmazésaral
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1.2. Példa

Mutassuk meg itéletkalkulusbeli formuldk segitségével, hogy az alabbi
kovetkeztetés helyes.

1. Vagy tulérazok, vagy kirdndulni megyek.

2. Csak akkor nem javitom meg az autém, ha talérdzok vagy nem
kapok fizetésemelést.

3. Ha az autémat javitom meg, akkor nem tudok kirdndulni menni.

4. Kovetkezik, hogy ha kirdandulni megyek, akkor nem kapok fizetés-
emelést.

A fenti allitasokat reprezentalod formuldinkban az elemi éllitasokat jel6lé
itéletvaltozok, rendhagyd moédon, az elemi allitasok kezd&betti lesznek.
Ezek szerint t, k,m, f itéletvaltozok a kovetkezs allitasokat jelolik. ¢ :
tulordzok, k : kirdndulni megyek, m : megjavitom az autdomat és f :
fizetésemelést kapok. Ezek utan a fenti allitasoknak megfelel formuldk
a kovetkezdk.

1. o1 = (tV k) A=(tAk) (az els allitasunkban szerepls ,vagy” va-
16jaban egy ,kizard vagy”, azaz nem engedi meg, hogy a két elemi
allitas egyszerre teljesiiljon),

2. o = m — (tV—f) (gondoljuk végig: a,Csak akkor” uténi allitas
teljesiilése maga utan kell vonja a ,ha” utani rész teljesiilését, hisz
éppen azt az esetet zarjuk ki az allitasunkkal, hogy a ,,Csak akkor”
utéani rész teljesiil, de a ,ha” utani rész nem),

3. w3 =m — —k,
4. (p4:k—)ﬁf.

Az 1.1. tétel alapjan a kovetkeztetés helyességének belatasahoz elég meg-
mutatni, hogy az F' = {1, v2, p3, 4} halmaz kielégithetetlen. Nézziik
meg, hogy milyen I interpretacio elégitheti ki 6sszes F-beli formulat! Mi-
vel -, ekvivalens a k A f formulaval, kapjuk, hogy I(k) = I(f) = igaz.
Ekkor I(—k) = hamis miatt azt kapjuk, hogy I = (3 csak akkor teljesiil,
ha I(m) = hamis. De akkor az I(—m) = igaz miatt I |= @2 csak akkor,
ha I =tV —f. Tudjuk, hogy I(—f) = hamis, tehat I =tV —f csak
akkor teljesiil, ha I(t) = igaz. De akkor, mivel I(k) = igaz, I =t Ak,
azaz I £ —(t A k). Ebbdl azt kapjuk, hogy az egyetlen olyan interpreta-
ci6, ami kielégiti a @2, @3 és a -, formulat nem elégiti ki q-et, azaz F
kielégithetetlen.

Sziikségiink lesz az itéletkalkulusbeli formuldk egy specialis osztalyara. Ehhez
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bevezetjiik a kovetkezd fogalmakat. Literdlnak neveziink egy x vagy —x alaki
formulat, ahol x € Var. Egy literdl alapja az az itéletvaltozd, ami a literalban
szerepel. Kloznak hivunk egy Iy VIs V...V, (n € N) alaka formulét, ahol
l1,...,1, paronként kiilonbo6z6 alapu literdlok. Végil konjunktiv normdlformd-
nak (réviden KNF-nek) neveziink egy C1 ACaA. . .AC,, (m > 1) alaki formulat,
ahol minden i € [n]-re C; egy kloz. Ismert, hogy minden itéletkalkulusbeli for-
mulédhoz megadhaté egy ekvivalens KNF.

1.2.2.2. Elsérendii logika

Tekintsiik a kdvetkezé allitasokat: ,,Aki a virdgot szereti, rossz ember nem lehet”
és ,Aki az allatokat szereti az j6 ember”. Az itéletkalkulusban ezek egyméstol
fliggetlen elemi &llitasoknak tekintheték. Viszont érezhets, hogy ha egy-egy
itéletvaltozoval formalizaljuk ezt a két allitast, akkor nem elég precizen forma-
lizaltunk, hiszen ezen két allitas egyiitt azt jelenti, hogy ,,Aki a viradgokat vagy
az allatokat szereti, az j6 ember”. Az ilyen allitasok formalizalasara alkalmas az
els6rendd logika. Itt az allitasok igazsagértéke (példaul az, hogy ,.x szereti y-t”)
fligg attol, hogy milyen paraméterekkel mondtuk ki az adott allitds. Példaul
~Kata szereti a virdgokat” lehet igaz, mig ,Pali szereti az allatokat” lehet hamis
egy-egy konkrét Kata és Pali esetén. Tovabba az az allités, hogy ,Van valaki aki
szereti a virdgokat” nyilvanvaléan igaz, ha az embereket halmazat tekintjiik a
,wvalaki” helyére irhato ,egyedek” halmazanak. Lathatjuk tehat, hogy az itéletek
helyett paraméteres allitasokat alkalmazva precizebben tudunk formalizalni.

1.3. Definicié

Egy L elsérendi nyelv szimb6lumhalmaza a kovetkezd részekbdl all:
e a predikdtumszimbolumok Pred,
o fiigguényszimbolumok Func és
e a konstansszimbolumok Const véges halmazai;

o az egyedvdltozok Ind = {x1,zs,...} megszamlalhatéan végtelen
halmaza;

e a miuveleti jelek {—, A\,V,—} halmaza;
o az univerzdlis kvantor (V) és az egzisztencidlis kvantor (3), és végiil

e az (", ,,)” és,,,” jelek (azaz a nyito6 és zar6 zarojelek, valamint a
vessz0).

Feltessziik, hogy minden s € Const U Pred U Func szimb6lum rendel-
kezik egy nemnegativ egész értéki aritassal, amit ar(s)-el jelolink. A
konstansszimbolumok aritdsa mindig 0.
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Ezen szimbolumok felhasznalasaval elGszor az L nyelv kifejezéseinek vagy més
szoval termjeinek Term halmazat definidljuk. Ez a legsziikebb olyan halmaz,
melyre

e IndU Const C Term, és

e ha f € Funcés ty,... ta(p) € Term, akkor f(t1,...,tans)) € Term.

Ezutan az L atomi formuldinak AForm halmaza az a legsziikebb halmaz, melyre
a kovetkezs teljesiil. Ha p € Pred és ty,...,tu ) € Term, akkor p(ti,..
tar(f)) € AForm.

9

Végiil az L els6rendd nyelv formulainak halmaza alatt a legsziikebb olyan Form
halmazt értjiik, melyre

e AForm C Form,
e ha p € Form, akkor ~¢ € Form,
e ha 1, p2 € Form, akkor (1 0 p2) € Form, ahol o € {A,V, —} és

e ha x € Ind és p € Form, akkor dzy € Form és Vxyp € Form.

Legyenek ¢ és 1 els6rendii logikai formulak. Azt mondjuk, hogy 9 a ¢ részfor-
muldja, ha v el6fordul a ¢ fenti definicié szerinti rekurziv elGallitsa soran.

1.4. Példa

Tekintsiik azt az elsérendd £ nyelvet, melyben Pred = {p,q}, Func =
{f} és Const = {a}. Tovabba ar(p) = ar(q) = ar(f) = 2. Ekkor az
alabbiak mind £-beli formulak:

1. 1 = Vap(z,a)
2. @p = VaIyq(f(z,y),a),

3. w3 =Va(Vye(f(y,z),y) — p(z,a)).

Amint az varhato, az interpretacié fogalma az elsérendi logikdban joval altala-
nosabb lesz mint az itéletkalkulusban.

1.5. Definici6é

Az L nyelv egy interpretacidja egy olyan I = (U, Ipred, Ipunc, Iconst)
struktira, melyre a kovetkezok teljesiilnek.

o U tetszéleges nem iires halmaz,
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® [p..q olyan fiiggvény, ami miden p € Pred-hez hozzarendel egy
ar(p) valtozos, U-feletti p! relaciot.

® [pyne olyan fliggvény, ami minden f € Func-hoz hozzarendel egy
fL.ue() - U fiiggvényt.

® Iconst minden a € Const konstansszimbolumhoz hozzérendel egy
a’ € U elemet.

Egy x : Ind — U fliggvényt valtozokiértékelésnek neveziink. Legyen x € Ind
és Kk egy valtozokiértékelés. A k egy z-varidnsa egy olyan k' véltozokiértékelés,
melyre igaz, hogy minden y € Ind, y # x esetén, k’'(y) = k(y).

Legyen I egy interpretacit és k egy valtozokiértékelés. Egy t € Term I és k
melletti értékét |[t|7"-val jeldljiik és a kovetkezSképpen definialjuk.

e Ha t = a valamely a konstansszimboélumra, akkor [¢t|" = af,

I = (),

e ha t = z valamely x egyedvaltozora, akkor |t

e hat = f(t1,...,t,) valamely f € Func, ar(f) = n, t1,...,t, € Term
esetén, akkor [t|1% = fI(|ty|17, ..., [ta|T").

Ezek utan egy ¢ € Form formula értéke I-ben k mellet (jele: |p|!*) igaz vagy
hamis a kovetkezSk szerint:

e ha ¢ = p(t1,...,t,) valamely p € Pred, ar(p) = n, t1,...,t, € Term
esetén, akkor |p|!" =igaz < ([t1|1%, ..., [t.|P") € P!,

e ha ¢ = <) vagy ¢ = @109y (0 € {A,V,—}), akkor |p|"" értéke a
|55, o1 [T és |pa|!" értékek alapjan az itéletkalkulusban latott médon
szamolhato ki,

e ha ¢ = Jxvp, akkor |¢|" = igaz akkor és csak akkor, ha van olyan &’
r-varidnsa a s-nak, hogy |[¢|!"* = igaz, végiil

e ha ¢ = Vaip, akkor |p|P" = igaz akkor és csak akkor, ha x minden &’
.-, , ’ .
x-varianséra [|1F = igaz.

Egy formula vagy formulahalmaz kielégithetGsége és kielégithetetlensége, egy
formula érvényessége és a logikai kovetkezmény fogalma az itéletkalkulusban
latott médon definialhato.

Legyen ¢ egy formula, és tekintsilk x € Ind egy el6fordulasat p-ben. Azt
mondjuk, hogy z ezen el6fordulasa kétdott, ha = a ¢ egy Jzy vagy Vry alaka
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részformulédjéban szerepel. Ellenkezs esetben z ezen el6fordulésa szabad. Ha ¢-
ben minden egyedvaltozé minden elgforduléasa kotott, akkor -t zdrt formuldnak
vagy mondatnak nevezziik. Egyébként ¢ nyitott.

Legyen ¢ egy formula és I egy interpretécio. Vilagos, hogy ha ¢ zart, akkor
|o|FF érteéke fiiggetlen r-tol. Ezért ebben az eseteben |o|1* helyett |o|f-t frunk.

1.6. Példa

Tekintsiik az 1.4. példaban definialt elsérendd nyelvet és a pél-
daban szereplé 1, @2 és @3 formulakat. Legyen tovabba [ =
(U, Ipred, Irunc, Iconst) a kovetkezd interpretécio:

o U=N,

e o' = {(m,n) | m > n}, ¢ = {(m,n) | m = n} (azaz p-t és g-t
rendre > és = relaciokkal azonositjuk),

o Vm,n € N: fl(m,n) =m+n és
e al =0.

Ebben az interpretacioban a fenti formulak jelentése a kovetkezs:
1. ¢1 : minden m természetes szdmra, m > 0;

2. 9 : minden m természetes szamhoz van olyan n természetes szam,
hogy m +n =0 és

3. @3 : minden m természetes szdmra, ha minden n természetes szam-
ra igaz, hogy n+m = n, akkor m = 0. Masképpen fogalmazva: ha
egy m szam teljesiti N-ben a zéruselem tulajdonsagat, akkor az m
megegyezik a 0-val.

Ezek alapjan belathato, hogy |o1|f = |p3|! = igaz, de |po|! = hamis.
Legyen I’ az az interpretacio, ami megegyezik I-vel kivéve, hogy I’ alap-
halmaza az egész szdmok halmaza. Konnyen lathato, hogy ekkor mar

mindharom formula igaz I’-ben.

| I

1.3. Formalis nyelvi alapok

Akércsak a természetes nyelvek, a formaélis nyelvek is szavakbol épiilnek fel, a
szavak pedig egy véges, nemiires szimbo6lumhalmaz elemeibél allnak. Ezen szim-
boélumhalmazt dbécének, elemeit pedig betiknek nevezziik. Lényeges kiilonbség
azonban a formadlis nyelvi dbécék és a természetes nyelvek &bécéi kozott az,
hogy az el6bbiek tetszéleges szimbolumokbol allhatnak. Igy abécének lehet te-
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kinteni egy programozasi nyelv tokenjeinek egy részhalmazat, példaul a ¥; =
{if,then,else,do} halmazt, vagy példaul azt a ¥y = {a,b,...,2,9,2,1,2,...,0}
halmazt, melynek elemeibdl felépithets egy programozési nyelv azonositéinak
a halmaza. A fenti 3 és Xg abécék unidja felett (ami persze szintén &bécé)
megadhaté példaul az if valtozol then do sz6 (ami igazabol mar egy mondat,
szokés is az irodalomban egy formalis nyelv szavait mondatoknak nevezni).

Legyen Y abécé. Egy X-feletti szon a X betiinek egy tetszoleges véges (akar
iires) sorozatét értjiik. Azt a szot, ami nem tartalmaz egyetlen bettit sem, dres
szonak nevezziik és e-nal jeloljiik. Jelolje ©* az Osszes Y-feletti szot és T
a ¥* — {e} halmazt. Jelolje tovabba l(u) az u € ¥* sz6 hosszdt, és minden
a € X esetén I, (u) az u-beli a betik szamdt. Egy S-feletti formdlis nyelven %*
egy részhalmazat értjiik. A tovabbiakban, ha mést nem mondunk, nyelv alatt
mindig formalis nyelvet fogunk érteni. Lassunk néhany példéat formalis nyelvre!

1.7. Példa

Legyen ¥ = {0,1}. Ekkor ¥* = {¢,0,1,00,01,10,11,...}, az alabbiak
pedig mind >-feletti nyelvek:

0, {e}, {e0,1,10,11}, {0,111,0°,1'°}, L; = {(01)™|n >0},

Ly ={0"1" |n>0}, Lz={ueX"|lo(u)=1(u)}

A fenti példaban szerepel néhany nyelv, melyek szavak n-ik hatvdnydt tartalmaz-
zék valamely n természetes szamra. Egy tetszéleges u széra és n € N szamra,
u™ =¢,han=04é u” = uu"! egyébként.

Erdemes megjegyezni, hogy a fenti példaban szerepls () és {e} nyelvek termé-
szetesen nem egyenlGek: amig () az iires nyelv, mely nem tartalmaz egyetlen egy
szot sem, addig {¢} pontosan egy szot tartalmaz, mégpedig az iires szot.

1.3.1. Miveletek nyelveken

Az alabbiakban bemutatunk néhany alapvetd, nyelveken értelmezett miiveletet.
Ezek koziil az els6 csoport, melyeket Boole-féle miveleteknek neveziink, a szoké-
sos halmazelméleti miiveletek: az unid, a metszet és a komplementer. Vilagos,
hogy ha az L; és Ly rendre 3 illetve Xo-feletti formaélis nyelvek, akkor L1 U Lo
és L1 N Loy is X7 U Xo-feletti nyelvek, tovabba ha a L egy Y-feletti formalis nyelv,
akkor a komplementere, azaz L = X* — L is az. A masik miveletcsoport az
agynevezett requldris miveletek, melyek az unid, a konkatendcio és a Kleene-
iterdcid. Lathato, hogy az unié Boole-féle miivelet valamint reguléaris miivelet
is egyszerre. A tovabbi két miveletet az aldbbi modon definidljuk. Legyen L4
és Lo két nyelv és legyen u € Li,v € Ly. Az u és v szavak konkatendcidjdat
agy kapjuk, hogy a v-t az w utén irjuk, azaz ha - jeloli a szavakon értelme-
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zett konkatenacié miiveletet, akkor u - v jeloli az u és v konkatenaciojat. A
- miiveleti jelet azonban &ltaldban nem irjuk ki, vagyis egyszertien csak uv-t
irunk. Ezek utdn az Ly és az Lo konkatendcidja a kovetkezSképpen adodik:
Ly -Ly={uv|u€ Ly,v € La}. A - jelet altalaban itt is elhagyjuk, azaz Ly - Lo
helyett L Lo-t irunk.

Legyen L egy formalis nyelv. Akkor az L Kleene-iterdltja, amit L*-gal jeloliink,
a kovetkezoképpen adodik: L* = {uy...u, | m > 0,uy,...,u, € L} (azn =0
eset azt eredményezi, hogy ¢ € L*). A Kleene-iterdltat egy alternativ médon is
definiadlhatjuk. Ehhez el6szor induktiv médon definidljuk az L n-ik hatvinydt,
vagyis az L™ nyelvet (n € N). Ha n = 0, akkor legyen L™ = {¢}. Ha n > 1,
akkor L™ = L""'L. Ezek utan L* = J°_, L™.

n=0

1.8. Példa

Legyen Ly = {€,a,b} és Ly = {0,1}. Ekkor L1Ls = {0,1, a0, al, b0, b1}.
Figyeljik meg, hogy mivel L; tartalmazza e-t, az Lo részhalmaza
az LiLo-nek. Tovabba Li = {e,a,b,aa,ab,ba,bb,aca,aab,...} és
L} = {e,0,1,00,01,10,11,000,001,...}. Vajon megegyezik-e (L;Lo)*
az (L1)*(L2)* nyelvvel? Konnyen lathato, hogy a két nyelv nem egye-
zik meg, hisz az a0Oblal eleme az (L;Ls2)* nyelvnek, de nem eleme
(Ll)*(Lg)*—nek.

Az 1.7. példaban szereplé nyelvek koziil az Li-el, Lo-vel és Ls-mal jeldltek
végtelen sok szot tartalmaznak, a tobbi nyelv véges. Egy véges nyelvet konnyen
meg lehet adni az elemeinek felsoroldsaval, de hogyan lehet reprezentalni egy
végtelen formalis nyelvet? Nyilvanvalo, hogy ebben az esetben a széban forgd
ismertetett Turing-gép, a kiilonb6z6 véges automata modellek vagy a generativ
grammatikak.

1.3.2. Generativ grammatikak

A generativ grammatikdkat Noam Chomsky amerikai nyelvész vezette be 1956-
ban. Célja az volt, hogy a segitségiikkel modellezze a természetes nyelvek szin-
taxisat. A generativ grammatikik egy kezd@szimbolumbol kiindulva egy véges
szabélyhalmaz segitségével szavakat generdlnak. Az Gsszes kezdGszimbolumbol
generdlhat6 sz6 halmaza a grammatika altal generalt nyelv. A generalt nyelv
bonyolultsdga nagyban fiigg a grammatika altal hasznalt szabalyok alakjatol.

A szabalyokra alkalmazott megszoritdsok alapjan Chomsky megalkotta a ge-
nerativ grammatikik egy hierarchidjit, amit ma a tiszteletére Chomsky hie-
rarchidnak neveziink. Mint kés6bb kideriilt, a kiillénb6z6 tipust grammatikak
kozil az egyik, az tgynevezett 2-es tipusd vagy kornyezetfiiggetlen gramma-
tikdk, alkalmasak a programozasi nyelvek szintaxisdnak megadéséra is (lasd a
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Backus—Naur-forméat a keretes megjegyzésben).

1.9. Definicié

Generativ grammatikdnak (vagy roviden grammatikinak) neveziink egy

olyan G = (V, X, R, S) rendszert, ahol

e V az tgynevezett nemtermindlisok abécéje,

e X a termindlisok &bécéje (feltessziik, hogy V NX = (),

veziink,

S egy kitlintetett szimbélum V-bél, amit kezddszimbolumnak ne-

R pedig u — v alaku dtirdsi szabdlyok (roviden szabdlyok) véges

halmaza, ahol u,v € (V UX)* és u-ban van legalabb egy nemter-

min4lis.

Ha egy grammatikanak az « bal olda-
la szabalyai rendre « — f31,...,a —
By, valamely n > 2-re, akkor ezt gyak-
ran igy fogjuk jelolni: « — By | ... |

P

A tovabbiakban megnézziik, hogyan
lehet a grammatikikat szavak gene-
ralasara felhasznalni. Ha ezt tudjuk,
akkor definidlni tudjuk azt is, hogy
mit értiink egy grammatika altal ge-
neralt nyelven.

Legyen G = (V,3,R,S) grammati-
ka és u,v € (VU X)*. Azt mond-
juk, hogy a v egy lépésben levezethetd
u-bol a G-ben (jele u =¢ v), ha u
és v felirhato u = ayB és v = ay'f8
alakban (a, 8,v,7" € (V U X)*) ugy,
hogy R-ben szerepel a v — +' szabaly.
Az igy kapott relaciot a G altal meg-
hatarozott kozvetlen levezetési reldci-
onak nevezzitk. Amikor egyértelmd,
hogy milyen grammatikar6l van sz,
akkor = g-ben a G indexet altalaban
elhagyjuk.

A Backus—Naur-forma

A BNF-ként is roviditett meta-
nyelvet John Backus hozta létre
az ALGOL nyelvtananak leirdsara.
1959-ben, a Parizsban megtartott
,World Computer Congress” elneve-
zést konferencian mutatta be. Ké-
s6bb Peter Naur egyszertsitette a
BNF eredeti formalizmusat, ezért
Donald Knuth javaslatara az 6 neve
is bekeriilt a normalforma elnevezé-
sébe.

Egy példa BNF-ben megadott sza-
balyra:

< integer >::=< digit > |
< integer >< digit >,

ahol a < integer > és < digit > fe-
lelnek meg a nemterminalisoknak,
== pedig a — jelnek (lasd az 1.9.
definiciot).

A G altal meghatarozott levezetési reldcio (jele =) a kivetkez6képpen adodik
(a G indexet itt is elhagyhatjuk, amennyiben ez nem okoz félreértést): u =* v
pontosan akkor teljesiil, ha u megkaphatd v-bsl a kozvetlen levezetési relécid
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véges sok (azaz akdr nulla) alkalmazéasaval. Formalisan, u =* v, ha léteznek
olyan n > 0 és wog, w1, ..., w, € (V UX)* szavak, hogy u = wp, minden 0 < i <
n — l-re w; = w41 és w, = v. Megjegyezziik, hogy =* a = relacié reflexiv,
tranzitiv lezartja.

A G dltal generdlt nyelv (jele L(G)) azon ¥*-beli szavak halmaza, melyek meg-
kaphatok (levezethetdk) a kezdGszimbolumbol a levezetési relacio alkalmazasa-
val: L(G) ={u e * | S =* u}.

Egy generativ grammatika szabalyaira adott megszoritasok alapjan a Chomsky-
hierarchia alabbi osztalyait kiillonboztetjik meg.

1.10. Definicié
Legyen G = (V, X, R, S) grammatika.

o G 0-tipusu vagy dltaldnos grammatika, ha a szabélyaira nincsen
semmilyen megkdtés.

o G I-tipusi vagy kornyezetfiiggd grammatika, ha minden szabalya
aAp — ayp alaka, ahol A € V, a, 8,7 € (VUX)*, v # e (kivéve
az S — ¢ szabalyt, de ha ezt a szabalyt G tartalmazza, akkor S
nem fordulhat el szabaly jobb oldalan).

o G 2-tipusu vagy kornyezetfiggetlen (réviden CF) grammatika, ha
minden szabéalya A — v alakd, ahol A € V és v € (V UX)*.

o G 3-tipusi vagy reguldris grammatika, ha minden szabalya A — vB
vagy A — v alak, ahol A € V és u € ¥*.

Egy L nyelvet i-tipustinak neveziink, ha van olyan G i-tipust grammatika, hogy
L(G) = L. A jegyzet tovabbi részében csak CF grammatikakat fogunk vizsgélni.
A 2-tipusua nyelveket kdrnyezetfiggetlennek (roviden CF-nek) is nevezziik.

1.11. Példa

Az alabbiakban mutatunk néhany példat kdrnyezetfiiggetlen grammati-
kakra. A grammatikak altal generalt nyelvekkel mar talalkoztunk az 1.7.
példaban.

1. Legyen G; = (V,X,R,S), ahol V. = {S}, ¥ = {0,1} és R =
{S — 015,S — ¢} (vegyiik észre, hogy G; 3-as tipust is). Gi-ben
elvégezhets példaul a kovetkezs levezetés: S = 01S = 01015 =
0101, vagyis S =* 0101. Tehat 0101 € L(G;), tovabba a G; altal
generalt nyelv: L(G1) = {(01)" | n > 0}.

2. Legyen Gy = (V,X, R, S), ahol V ={S}, ¥ ={0,1} é&s R= {5 —
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0S1,S — e}. Ekkor igaz, hogy S = 051 = 00511 = 0011, vagyis
S =* 0011. Tehat 0011 € L(G2) és L(G2) = {0™1™ | n > 0}.

1.3.2.1. Egyértelmii kornyezetfiiggetlen nyelvtanok

Tekintsiik az alabbi, egyszert aritmetikai kifejezéseket generalé CF grammati-
kat.

GAT - ({E}7 {(a )7 *, +7 z,Y, Z}’ Ra E)7
ahol R a kovetkez§ szabalyokat tartalmazza:

E-E+E|ExE|(E)|z|y]| =

Ebben a grammatikiban le lehet vezetni példaul az = + y * z sz6t a kovetkezs-
képpen:

F=F+E=cs+F=cs+ExE=c+yxE=c+yx*xz

A fenti levezetés olyan, hogy mindig az aktudlis mondatforma legelsé nemter-
minalisat irjuk at. Az ilyen levezetéseket nevezziik baloldali levezetéseknek. Fel-
meriilhet a kérdés, hogy az = + y * z szonak van-e a fentitdl kiilonbozé baloldali
levezetése. A valasz igen, tekintsiik példéul a £ = Fx F = E+ Ex FE =
r+ExE=zc+y*xFE = x+yx*z levezetést. Ez azért jelent problémét, mert
az els6 levezetés szerint y * z, a masodik szerint viszont x + y alkot részkifeje-
zést, ezért més-mas jelentést fogunk a késébbiekben ugyanahhoz az = + y * z
kifejezéshez tarsitani.

Ez a probléma nem meril fel egy Vajon minden CF nyelv

olyan GG grammatika esetén, melyben
minden u € L(G) szénak pontosan
egy baloldali levezetése van. Az ez-
zel a tulajdonsaggal rendelkezs gram-
matikdkat nevezziik egyértelmi gram-
matikdknak. A fenti G, tehat nem
egyértelmi grammatika. Egy nyel-
vet egyértelminek neveziink, ha van
olyan egyértelmd grammatika ami L-
et generdlja. Bar a Ga, nyelvtan
nem egyértelmd, az altala generalt
L4, nyelv az. Egy az L ,-t genera-
16 egyértelmii grammatika példaul az,
melynek szabéalyai a kovetkezdk:

ESE+T|T,T > T+N|N,
N—=(E)|z|y]| -2

egyértelmii?

Erdekes kérdés, hogy vajon min-
den CF nyelvhez megadhato-e &t
generalé egyértelmi nyelvtan. Saj-
nos a valasz az, hogy nem. Az
L = {a"b"c¢™d™ | n,m > 1} U
{a"b™c™d™ | n,m > 1} nyelv pél-
déul nem egyértelmi CF nyelv. En-
nek bizonyitasa megtalalhaté a [4]
kényvben is, ezért itt csak a bizo-
nyitas alapotletét kozoljiik. Legyen
G egy L-et generdlé CF gramma-
tika. Viszonylag kénnyen meggon-
dolhat6, hogy G-ben kell hogy le-
gyen két diszjunkt szabélyhalmaz,
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Itt az = + y * z szénak csak egy baloldali
levezetése van, ez pedig a kovetkezs:

EFE=FE+T=N+T=z2+T=
=sr+T*N=x+NxN =
=>r+yxN=x+yx*-z.

Mivel a CF grammatikdk felhasznalha-
tok programozasi nyelvek szintaxisanak
megadéasara, és varhatéan egy egyértelmii
CF grammatikakhoz hatékonyabb elemzs
algoritmus konstrualhat6, mint egy nem
egyértelmiihoz, érdekes kérdés az, hogy
vajon el lehet-e donteni egy tetszGleges
CF grammatikarol, hogy egyértelmi-e.
Késébb latni fogjuk, hogy sajnélatos mo-
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melyek lényegében rendre az
Ly = {a"™"cmd™ | n,m >
1} és az Ly = {a™b™c™d" |
n,m > 1} nyelveket general-
jak. Ha ezek a szabalyhalma-
zok nem lennének diszjunktak,
akkor olyan szavak is levezethe-
t6k lennének, melyek sem az L;-
be, sem az Ls-be nem tartoznak.
Kell hogy legyenek tehat az L-
ben olyan a"b"c"d™ (n > 1) ala-
ka szavak, melyeket mindkét sza-
bélyhalmaz segitségével le lehet
vezetni, vagyis G nem lehet egy-
értelmii.

don ez egy olyan probléma, amit nem lehet algoritmikusan eldonteni.



22

1. FEJEZET. BEVEZETES



2. fejezet

A kiszamithatésagelmélet

alapjai

El6szor attekintjiik, hogy milyen események vezettek odaig, hogy kialakult az
algoritmus matematikailag is preciz fogalma és bizonyossa véalt, léteznek algo-
ritmikusan eldénthetetlen problémak.

2.1. A kiszamithatosagelmélet rovid torténete

1900-ban, a szazadforduld alkalmé-
bol, David Hilbert német matema-
tikus 23 addig megvélaszolatlan kér-
dést intézett a kor matematikusaihoz.
Mint ahogy az késébb kideriilt, ezek
koziil j6 néhany nagy hatéssal volt a
huszadik szazadi matematika és kiilo-
nosen a kiszamithatosidgelmélet fejls-
désére.

Akkoriban az algoritmus fogalménak
csak egy intuitiv definicidja létezett:

Az algoritmus utasitdsok
egy jol definidlt, wvéges
sorozata, melyeket wvég-
rehajtva megoldhatd egy
adott feladat (probléma).

Hilbert 10-ik problémaja

Adott egy p egész egyiitthatos tobb-
valtozos polinom. A feladat annak
megvéalaszoldsa, hogy lehet-e p val-
tozbéiba olyan egész szamokat he-
lyettesiteni, hogy p értéke 0 legyen.
Ha példaul p = 3zy — 222 + 22, ak-
kor x helyébe 2-t, y és z helyébe
pedig 1l-et helyettesitve p értéke O
lesz. Tehéat ezen konkrét polinom
esetében igen a valasz a kérdésre.
Hilbert olyan algoritmust keresett,
ami tetsz6leges polinom esetén he-
lyes vélaszt ad.

Hilbert tgy gondolta, hogy nincsenek megoldhatatlan problémak és meg volt
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gy6z6dve rola, hogy példaul a 10-es probléma is megoldhat6 (lasd a kertes meg-
jegyzésben). Ez azt jelenti, hogy hitt egy olyan algoritmus létezésében, ami a
probléma tetszdleges bemenete esetén helyes vélaszt ad. Az, hogy létezik-e ilyen
algoritmus nyitott kérdés maradt 1970-ig. Ekkor Yuri Matiyasevich, a témaban
sziiletett kordbbi eredményeket felhasznalva megmutatta, hogy a 10-ik problé-
ma algoritmikusan eldénthetetlen. Ehhez azonban nem volt elég az algoritmus

Hilbert az 1920-as években meghirdette nagyra téré programjat, melynek so-
ran formalizélni és axiomatizélni szerette volna a matematika Gsszes elméletét
egy végesen reprezentilhato, teljes és konzisztens axibmarendszerrel. A prog-
ram része volt egy olyan algoritmus megadasa, nevezziik Mindent Megoldé Al-
goritmusnak (roviden MMA-nak), mely a matematika Osszes allitasarol képes
eldonteni, hogy az igaz vagy hamis.

Azt, hogy Hilbert programja alapveten megvalosithatatlan, Kurt Gédel mu-
tatta meg azzal, hogy az ugynevezett elsé nemteljességi tételével bebizonyitotta,
hogy minden olyan effektiven kiszamithato elmélet, ami tartalmazza a természe-
tes szamok elméletét, nem lehet egyszerre helyes és teljes. Az MMA létezésének
séig.

1934-ben Godel definidlta az tgynevezett rekurziv fiigguényeket. Az 1930-as
években Alonso Church tanitvanyaival megalkotta a A-kalkulust, egy formalis
rendszert, ami a fliggvény fogalméan és a fiiggvényeknek a valtozok értékeire
val6 alkalmazésan alapszik. 1936-ban Alan Turing definidlta a késGbb réla elne-
vezett Turing-gépeket. Mindannyian azt gondolték, hogy az altaluk megalkotott
formalizmus reprezentélja a legaltalanosabban az algoritmus intuitiv fogalmat.
Késobb kideriilt, hogy ezekkel az eszkdzokkel ugyanazon fiiggvényeket lehet ki-
szamitani. Ezutadn szamos més formaélis rendszert is definidltak, de mindrél
kideriilt, hogy a fenti eszkdzokkel azonos szamitasi erével birnak. Ezek az ered-
mények tdmasztjak alad a ma mar széles korben elfogadott Church-Turing tézist:

A kiszdmithatisdg kiillonbozd matematikai modelljei mind az effekti-
ven kiszamithatd fligguvények osztdlydt definidljdk.

Visszatérve az MMA létezésének cafolasara, Church ezt ugy bizonyitotta, hogy
megmutatta, nincs olyan effektiven kiszamithaté moédszer, ami két A-kalkulusbeli
kifejezésrél eldonti, hogy azok ekvivalensek-e. Turing a kovetkezSképpen gon-
dolkodott. El6szor megmutatta, hogy nincs olyan moédszer, ami eldéntené a
Turing-gépek ugynevezett megdlldsi problémdjdt. Ezek utdn pedig megfogal-
mazta a probléméat matematikai allitdsként. Ebbdl mar kovetkezett, hogy nem
létezhet a Mindent Megold6 Algoritmus.



2.2. PROBLEMAK MINT FORMALIS NYELVEK 25
2.2. Problémak mint formalis nyelvek

Kiszamitdsi problémdnak neveziink egy olyan, a matematika nyelvén megfo-
galmazott kérdést, amire egy algoritmussal szeretnénk megadni a valaszt. A
gyakorlati élet szinte minden probléméjahoz rendelhets, megfelelé absztrakci-
ot hasznalva, egy kiszamitasi probléma (lasd példaul a kérpakolds problémdt a

keretes megjegyzésben).

Egy probléma egy konkrét bemenetét
szokas a probléma egy példanydnak is
nevezni. A korpakolds probléma egy
példanya példaul az, amikor megad-
juk a lefedendd alakzat és a lefedésre
hasznalhat6 korok paramétereit.

Azt mondjuk, hogy egy P; probléma
a P, egy specidlis esete, ha P; minden
példanya a P; egy példanya is egyben.
A korpakolés probléma egy specialis
esete példaul az a probléma, amikor a
lefedends alakzat csak téglalap lehet.

Egy P kiszamitasi probléma repre-
zentalhato egy fp : A — B fiigg-
vénnyel. Az A halmaz tartalmazza a
probléma egyes bemeneteit, jellemzs-
en egy megfelel§ abécé feletti szavak-

A korpakolas probléma

Ez a probléma egy ismert matema-
tikai probléma: azt vizsgaljuk, ho-
gyan lehet egy adott alakzat mi-
nél nagyobb részét lefedni azonos
vagy akar kiilonbo6z6 sugaru korok-
kel. Vilagos, hogy ez a probléma
egy absztrakt leirdsa a kovetkezd,
valos életbdl vett probléménak. Te-
gyiik fel, hogy van t6bb, azonos ma-
gassagu, de kiilonb6z6 méretd hor-
doénk, melyeket el szeretnénk szal-
litani valahova. Adddik a kérdeés:
hogyan helyezziik el a teherauton-
kon a hordéinkat gy, hogy minél
nagyobb legyen a hordék egyiittes
drtartalma.

kal kédolva, mig a B halmaz tartal-
mazza a bemenetekre adott valaszokat, szintén valamely alkalmas abécé feletti
szavakkal kodolva.

Egy f: A — B figgvényt kiszamithatonak neveziink, ha minden x € A elemre
az f(x) € B érték kiszamithat6 valamilyen algoritmus modellel. Azt mondjuk,
hogy egy P probléma megoldhato, ha fp kiszamithato.

Specidlis kiszamitasi problémék az eldontési problémdk. Ilyenkor a problémaéval
kapcsolatos kérdés egy eldontendd kérdés, tehat a probléma egy példanyara
a valasz igen vagy nem lesz. Ertelemszertien, ha P egy elddntési probléma,
akkor az fp értékkészlete egy két elemd halmaz: {igen, nem}, {1,0}, stb. A
megoldhaté eldontési probléméakat elddnthetd problémdknak nevezziik.

Az egyik legismertebb eldontési probléma az igynevezett SAT probléma, amit a
kovetkezGképpen definidlunk. Adott egy ¢ itéletkalkulusbeli konjunktiv normél-
forma. A kérdés az, hogy kielégithets-e . Tehat a probléméra a valasz igen,
ha ¢ kielégithetd, és nem egyébként.

A SAT probléma eldénthetd, hiszen kénnyen adhaté olyan algoritmus, ami el-
donti azt, hogy egy ¢ formula kielégithet6-e. Ez az algoritmus nem csindl mast,
mint a ¢-ben szerepl valtozoknak logikai értéket ad az Osszes lehetséges mo-
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don, majd rendre kiértékeli a formulat. Ez az algoritmus a bemenet méretében
exponenciilis idGigény, és nem ismert ennél nagysigrendileg jobb algoritmus a
probléma megoldaséra.

Egy eldontési probléma egy bemenetét szokas igen példinynak vagy pozitiv be-
menetnek (rendre, nem példinynak vagy negativ bemenetnek) nevezni, ha a

bemenet olyan, hogy a valasz ra igen (rendre, nem).

Egy eldontési probléma tekinthetd
gy is mint egy formalis nyelv. A
probléma példényait koédoljuk egy
megfelel§ &bécé feletti szavakkal.
Ezek utan magat a problémat azono-
sitjuk azzal a formalis nyelvvel, mely
azokat a szavakat tartalmazza, me-
lyek a probléma pozitiv bemeneteit
kodoljak.

Az igy kapott formaélis nyelvet alta-
laban ugyanigy nevezziik, mint ma-
gat a problémat. Tehat példaul a
SAT jelentheti a fent definialt eldonté-
si problémat és azt a formalis nyelvet
is, amely szavai a kielégithetd itélet-
kalkulusbeli KNF-eket kédoljak.

A tovabbiakban egy tetszéleges D ob-
jektumra (D) jeloli a D egy megfelels
abéceé feletti szoval valo kddoldsdt.

A jegyzetben jellemz&en eldontési
problémékkal foglalkozunk majd. Ez
nem jelenti azonban az &ltaldnossag
megszoritasat. Tekintsiink ugyanis
egy P kiszamitési problémat, és le-
gyen fp: A — B a P altal meghaté-
rozott fiiggvény. Ekkor P-hez megad-
hato egy P’ eldontési probléma ugy,
hogy P’ pontosan akkor donthet6 el,
ha P kiszamithato. Allitsuk parba
ugyanis minden a € A elemre az a-
t és az fp(a) értéket, és kodoljuk az

Héany probléma van?

Mivel az eldontési problémak meg-
feleltethet6k formaélis nyelveknek,
ugyanannyi eldontési probléma van,
mint amennyi formalis nyelv. For-
mélis nyelvbdél legalabb megszam-
lalhatatlanul sok van a kovetke-
z6k miatt. A {a}* szémossa-
ga megegyezik az N szamossagaval,
és {a}*-feletti formalis nyelv annyi
van amennyi a P(N) szamossiga,
azaz megszamlalhatatlanul végtelen
sok.

Mennyi az eldontési problémakat
megold6 algoritmusok szama? Ha
elfogadjuk azt, hogy van olyan esz-
kdz melyben végesen reprezentalha-
t6 minden algoritmus és a reprezen-
taci6 rdadasul kodolhatéd egy rog-
zitett abécé feletti szavakkal, ak-
kor azt kapjuk, hogy az Gsszes algo-
ritmus halmaza megszamlalhatéan
végtelen kell hogy legyen. Ez azt
jelenti, hogy nagysagrendileg tobb
probléma van, mint amennyi algo-
ritmus. Kovetkezik, hogy biztosan
van olyan probléma, amihez nem
pérosithaté 6t megoldé algoritmus.
Azaz, kell hogy legyen eldonthetet-
len probléma.

igy kapott parokat egy-egy szoval. Ezek utan legyen P’ az igy kapott szavakbol
képzett formaélis nyelv. Nyilvanvald, hogy ha minden a € A és b € B elemre az
(a,b) € P’ tartalmazas eldonthets, vagyis P’ eldonthets, akkor P kiszamithato.
Tovabbéa az is igaz, hogy ha P kiszamithat6, akkor P’ eldonthetd.
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Két iranyban potenci-
alisan végtelen szalag
Bemenet

[ s [ufafbfoe]alulu]

| Két iranyban mozgo

iré / olvaso fej

Véges sok alla-
potu vezérlé

2.1. dbra. Egy Turing-gép

2.3. Turing-gépek

Amint arrél a bevezetésben szé volt, a Turing-gép az egyik legaltalanosabb al-
goritmusmodell. Ebben a részben megvizsgaljuk a Turing-gépek kiilénb6z6 val-
tozatait. Ezutan megmutatjuk, hogy van olyan formalis nyelv, melyrél egyetlen
Turing-gép sem képes eldonteni teljes biztonsaggal, hogy vajon egy sz eleme-e
ennek a nyelvnek vagy sem.

A Turing-gép olyan véges sok allapottal rendelkezs eszkoz, ami egy két irdny-
ban végtelen szalagon dolgozik. A szalag celldkra van osztva, tulajdonképpen
ez a gép (korlatlan) memoridja. Kezdetben a szalagon csak a bemend sz6 van,
minden cellan egy betd. A szalag tobbi celldja egy ugynevezett dres (L) szim-
bolummal van feltdltve. Egy ilyen gép sematikus rajza a 2.1. dbran lathato.

Kezdetben a gép ugynevezett iré-olvasd feje a bemend sz6 els6 bettjén all és a
gép a kezdsallapotdban van.

A gép az ir6-olvaso fejet tetszélegesen képes mozgatni a szalagon. Képes tovabbé
a fej pozicidjdban a szalag tartalmat kiolvasni és atirni. A gépnek van két
kitlintetett allapota, a ¢; és a q, allapotok. Ha ezekbe az allapotokba keriil,
akkor rendre elfogadja illetve elutasitja a bemend sz6t. Formalisan a Turing-
gépet a kovetkezs modon definidljuk.

2.1. Definicié

A Turing-gép olyan M = (Q, %, T, 4, qo, ¢i, ¢n) rendszer, ahol

e () az dllapotok véges, nemiires halmaza,
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® 40,9, qn € Q, qo a kezdd-, q; az elfogado és q, az elutasito dllapot,

e Y és I' rendre a bemend jelek és a szalagszimbolumok dbécéje ugy,
hogy ¥ C T és I' — X tartalmaz egy specialis L szimbo6lumot,

e 0:(Q—{gi,qn}) xT = Q xT x {L, R, S} az dtmenetfigguény.

Egy M Turing-gép miikodésének fazisait konfiguraciokkal irhatjuk le. Az M
konfigurdcidja egy olyan uqu sz0, ahol ¢ € Q és u,v € I'* ugy, hogy v # ¢. Ez a
konfiguracié az M azon éallapotat tiikr6zi amikor a szalag tartalma uv (uv el6tt
és utan a szalagon méar csak Ll van), a gép a ¢ allapotban van, és az ir6-olvasd
fej a v els6 betjére mutat. A gép kezddkonfigurdcidja egy olyan goull szd, ahol
u csak Y-beli betiiket tartalmaz. Az M 06sszes konfiguracidinak a halmazat Cy,-
mel jeloljiik. Az M konfigurdcid-dtmenete egy olyan = C Cps x Cpy relacid, amit
a kovetkezdképpen definidlunk. Legyen ugav egy konfiguracié, ahol a € T' és
u,v € I'*. A kovetkezd harom esetet kiilonboztetjiik meg.

1. Ha 6(q,a) = (r,b,S), akkor ugav - urbv.

2. Ha 6(q,a) = (r,b, R), akkor ugav - ubrv’, ahol ha v # ¢, akkor v’ = v, és
v’ = U egyébként.

3. Ha 6(q,a) = (r,b, L), akkor ugav b w'rcbv ahol ha u # ¢, akkor v'c = u

(u/ €T* és ceT), és v’ = ¢ valamint ¢ = U egyébkeént.

Azt mondjuk, hogy M véges sok 1épésben eljut a C' konfiguraciébol a C’ konfi-
guracioba (jele C H* C'), ha van olyan n > 0 és C1, ..., C,, konfiguraciésorozat,
hogy C; = C, C' = C,, és minden i € [n]-re, C; F C;11. Tehat a F* relaci6 a +
relacio reflexiv, tranzitiv lezartja.

Ha q € {qi,qn}, akkor azt mondjuk, hogy az uqv konfiguracio megdlldsi kon-
figurdcié. Tovabba ¢ = q; esetében elfogadd, mig ¢ = g, esetében elutasito
konfiguraciorol beszéliink.

Az M dltal felismert nyelv (amit L(M)-mel jeloliink) azoknak az v € ¥* sza-
vaknak a halmaza, melyekre igaz, hogy qoull H* zq;y valamely z,y € Ty # ¢
szavakra. Erdemes megjegyezni, hogy ha M nem fogad el egy u bemenetet (az-
az u & L(M)), akkor sziikségszertien vagy elutasitja azt (véges sok lépés utan
elutasito konfiguracioba lép), vagy nem &ll meg rajta.

2.2. Példa

Tekintsiik az L = {uu™" | u € {a,b}*} nyelvet. Az L felismerhets egy
olyan M Turing-géppel, mely adott u bemeneten a kovetkezd algoritmus
szerint miikodik.
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1. go-ban elolvassa a sz6 els6 betijét.
2. Ha az els6 beti U, akkor megall g;-ben.

3. Ha az els6 beti a, akkor letorli és g,-ba 1ép (az allapotdban meg-
jegyzi mit torolt le);

4. Ha az els6 bett b, akkor letorli és gp-ba lép (az allapotaban meg-
jegyzi mit torolt le);

5. gq-ban illetve g,-ben elmegy a sz6 végére.

6. Megnézi, hogy a szd végi betld megegyezik-e az allapotban meg-
jegyzett (azaz a sz6 elejérdl letorolt) bettvel.

7. Ha nem, akkor megall g,-ben.
8. Ha igen, akkor

(a) letorli a szalagon 1évs szo6 utolso betiijét és gs-ba lép;

(b) g3-ban visszamegy a sz0 elejére; ha azt elérte gg-ba 1ép, és
folytatja az 1. ponttal.

A 2.2, &bran egy a fenti algoritmust megval6sité M Turing-gép latha-
t6. A graf csucsai a gép allapotai, a gép kezddallapotat, azaz qp-t egy
kiindulési csics nélkiili él jelzi, ¥ = {a,b} és T' = {a,b,UU}. Az atme-
netfiiggvényt a kovetkezé modon lehet kiolvasni a grafbol. Legyen g és
p a gép két allapota, a,b szalagszimbolumok, D pedig egy {L, R, S}-
beli irdny. Ekkor az abran egy ¢-bol p-be vezets él ,a/b, D” cimkéje azt
jelenti, hogy d(q,a) = (p, b, D).

M szémitasa az abba szén végigkdvethets a 2.2. dbrén, ahol néhany kon-
figuracivatmenetet 6sszevontunk (azt, hogy mennyit a b fels¢ indexébe
irt szam jeloli). Tehat M, helyesen, elfogadja az abba szot.

Most a Turing-gép segitségével definidljuk a Turing-felismerhets és az eldonthets
nyelveket.

2.3. Definicié

Egy L € X* nyelv Turing-felismerheté, ha L = L(M) valamely M
Turing-gépre. Tovabba egy L C X* nyelv eldonthetd, ha létezik olyan M
Turing-gép, ami felismeri L-et és minden bemeneten megallési konfigu-
récioba jut. A Turing-felismerheté nyelveket szokés rekurzivan felsorol-
hatonak, az eldonthets nyelveket pedig rekurzivnak is nevezni. Az Gsszes
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\Q\ q — qa 7
0/ ¢ b/b,S Yy
u/u, S a/aL

do n
u

' q
a/a,S v
‘m y
b

Konfiguracidatmenetek az abba szon:

qoabba v qgbba 3 bbag, U+ bbqla v+ bgzb +? g5 L bb +
qobb - qub F bg, UF qpb - g3 U g U g; L

2.2. abra. A 2.2. példabeli nyelvet felismerd egyszalagos Turing-gép

Turing-felismerheté nyelv osztalyat RE-vel az Gsszes rekurziv nyelvét
pedig R-rel fogjuk jelolni.

Megjegyezziik, hogy a fenti példdban lathaté6 Turing-gép nem csak felismeri,
hanem el is donti az L nyelvet.

Felmeriilhet a kérdés, hogy mennyi lépesre van sziiksége egy Turing-gépnek a
bemenet hosszanak a fliggvényében ahhoz, hogy megélljon a bemeneten (ha
megéll egyaltalan). Ezen kérdés vizsgalatahoz definidlnunk kell a Turing-gépek
idGigényét.

Tekintsiink egy M = (Q,%,T, 6, qo, i, qn) Turing-gépet és annak egy v € X*
bemend szavat. Azt mondjuk, hogy M iddigénye az u szén n (n € N), ha M
a qoull kezdgkonfiguraciébol n 1épésben egy megéallasi konfiguracioba jut. Ha
nincs ilyen szam, akkor M id&igénye az u-n végtelen.

Legyen f : N — N egy fliggvény. Azt mondjuk, hogy M iddigénye f(n) (vagy
azt, hogy M egy f(n) idékorldtos gép), ha minden v € ¥* input széra, M
id6igénye az u szon legfeljebb f(I(u)).

Legtdbbszor csak arra vagyunk kivancsiak, hogy mi az altalunk vizsgalt Turing-
gép idGigényének nagysagrendje (azaz vajon linearis, négyzetes, polinomialis
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vagy exponencialis-e). Ehhez hasznalhatjuk a jol ismert O jelolést. Legyen f
és g két N-bol a nem negativ valos szdmok halmazdba képezd fliggvény. Azt
mondjuk, hogy az f legfeljebb olyan gyorsan né mint a g (jele: f(n) = O(g(n)))
ha a kovetkezs teljesiil. Vannak olyan ng € N és ¢ pozitiv valés szamok, hogy
minden n > ng esetén f(n) < c¢- g(n). Koénnyen lathato példaul, hogy 5n? +
5n +5 = O(n?).

2.4. Példa

Tekintsiik Gjra a 2.2. példaban lathaté L nyelvet, és az azt eldonté
Turing-gépet. A gép idSigénye egy uu~' szén, melynek hossza n, a ko-
vetkezGképpen alakul.

o A sz6 elején és végén 16vG betiik Gsszehasonlitasa legfeljebb 2n + 2
lépés.

o A fenti Osszehasonlitast legfeljebb |3 | esetben kell végrehajtani.

Tehét a gép szamitasa az uu~! szon legfeljebb n? + n lépésbél 4ll. Ha a
gép a szalagjan olyan n-hosszi u sz6t kap bemenetként, amely nem eleme
L-nek, akkor belathat6, hogy u elutasitasra keriil legfeljebb ugyanennyi
lépésben. Tehét a példaban szerepls Turing-gép egy O(n?) idkorlatos
gép.

2.3.1. Kiilénb6zs Turing-gép valtozatok

Ebben a fejezetben megvizsgalunk néhany, az eddigit6l kissé eltérd Turing-gép
véaltozatot. Ezek, mint latni fogjuk, mind ekvivalensek lesznek az eredeti Turing-
gép modelliinkkel.

2.3.1.1. T6bbszalagos Turing-gépek

A tobbszalagos Turing-gépek, értelemszertien, egynél tobb szalaggal is rendel-
kezhetnek. Mindegyik szalaghoz tartozik egy-egy ir6-olvaso fej, melyek egymas-
t0l fiiggetleniil képesek mozogni a szalagon.

2.5. Definicio

Legyen k > 1. A k-szalagos Turing-gép olyan M = (Q, %, T, 0, qo, i, qn)
rendszer, ahol a komponensek a § kivételével megegyeznek az egy-
szalagos Turing-gép komponenseivel, § pedig a kovetkezGképpen ado-
dik: § : (Q — {gi,qn}) xTF — Q x I'* x {L,R,S}*. Legyenek
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qp € Q, ai,...,ak,b1,...,bp € T és Dy,...,Dy € {L,R,S} Ha
0(q,a1,...,ax) = (p,b1,...,bk,D1,...,Dy), akkor a gép a ¢ allapotbol,

ha a szalagjain rendre az ag, ..., a; betiket olvassa, 4t tud menni a p
allapotba, mikézben az aq,...,ar betiiket atirja a by, ..., bx betikre, és
a szalagokon a fejeket a D, ..., Dy irdnyokba mozgatja.

A tobbszalagos Turing-gép konfiguracidja, a konfigurdciddtmenet valamint a
felismert és az elontott nyelv definicidja az egyszalagos eset értelemszerd altala-
nositasa. A tobbszalagos Turing-gép idGigényét is az egyszalagoshoz hasonléan
definialjuk.

A tovabbiakban egy L nyelvet f(n) iddében eldinthetének neveziink, ha eldont-
hets egy f(n) id6korlatos (akar tobbszalagos) Turing-géppel.

2.6. Példa

Tekintsiik Gjra az L = {uu" | u € {a,b}*} nyelvet. A 2.3. abran lathato
kétszalagos Turing-gép az alabbi algoritmust alkalmazva donti el L-et.

1. Ha iires a bemenet, akkor g;-be lép (helyesen, hisz az iires sz6 is
eleme a nyelvnek).

2. Ha a bemenet nem {ires, akkor g; és go allapotok kozott 1épkedve
atmaésolja a bemenetet a masodik szalagra.

3. Ha a masolas gi-ben ér véget, akkor g,-be 1ép (ezt helyesen teszi,
hisz ekkor a sz6 paratlan hosszi és nem eleme a nyelvnek).

4. Ha a mésolas go-ben ér véget, akkor a mésodik szalagon visszamegy
a sz0 elejére (gs allapot); ha elérte a sz6 elejét, akkor gy-be 1ép.

5. Az els szalagon balra, a masodikon pedig jobbra lépkedve Gssze-
hasonlitja a szalagon 1évé bettiket.

6. Ha egyszerre latja a sz6 elejét az elsG és a sz6 végét a masodik
szalagon, akkor ¢;-be, egyébként q,-be 1ép.

A gép § atmenetfiiggvénye a kovetkez6 modon olvashaté ki az abra-
bol. Legyen q és p a gép két allapota, ai,as,b; és bs szalagszimbo-
lumok, D; és D, pedig {L,R,S}-beli iranyok. Egy ¢-bol p-be ve-
zets él ,a1,a2/b1,be, D1, Dy” cimkéje azt jelenti, hogy 0(g,a1,a2) =
(p,b1,b2, D1, D). A gép be nem rajzolt atmenetei itt is a g, allapot-
ba vezetnek.

A gép idGigényét egy n hosszi szon konnytd kiszdmolni, az legfeljebb
3n + 3 lesz, tehat L egy O(n), azaz linearis id6ben eldonthetd nyelv.
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alU/a,a,R,R u,a/u,a,S,L
bu/b,b,R,R u,b/u,b,S,L
a,u/a,a,R,R /—\ u,u/u,L, S, L
Sgy—————— QSQ
w |’ bu/bbRR
v
5 a,u/a,a,R,R
i b,u/b,b,R,R
3
a
qi+ ou/uL,S, S
Q a,afa,a,L,R
A fel nem tintetett atmenetek b,b/b,b,L,R

qn-be vezetnek

2.3. dbra. Az 2.2. példabeli nyelvet felismerd kétszalagos Turing-gép

Bar a Turing-gép tobb szalaggal dltaldban egyszertibben képes felismerni egyes
nyelveket, az altalanos szamitasi ereje nem nd, ahogy ezt az aldbbi tételben
latni fogjuk. Ertelemszerten, két Turing-gépet ekvivalensnek neveziink, ha azok
ugyanazt a nyelvet ismerik fel.

2.7. Tétel

Minden k-szalagos Turing-géphez van vele ekvivalens egyszalagos Turing-
&ep-

Bizonyitas. Legyen M k-szalagos Turing-gép. Ha k& = 1 akkor készen vagyunk,
tegylik fel tehat, hogy k > 2. Megadunk egy M’ egyszalagos Turing-gépet, ami
képes szimuldlni M miik6dését. A szimulacié alapotlete a 2.7. abran lathato.

M’ egymas utén térolja a szalagjan M szalagjainak a tartalmét. A kiilonbozo
szalagokat # jellel vilasztja el egymastol. Azt, hogy M szalagjain a fejek mely
szimbolumokra mutatnak, M’ tigy tartja szdmon, hogy a kérdéses szimboélumo-
kat megjeldli ~ jellel. Tehat M’ szalagszimbolumai kozott, az M szalagszimbo-
lumai mellett, ott van még a # szimbdlum, valamint M szalagszimbolumainak
"-pal megjelolt valtozatai.

A szimulaci6 lépései a kovetkezsk. Legyen w = ay ... a, az M bemend szava.

#&1@2 N an#ﬂ#lﬂ . #

2. M egy lépésének szimulalasahoz M’ végigolvassa a szalagjat az elsd #-t6l
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G

...|u|a|a‘c‘b|u|...
1

...|u|b|a|a|c|u|...
1
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i)

!

ol lafalels [l falalc Bl o[0T 1]e]-

J

2.4. dbra. Egy haromszalagos Turing-gépet szimulalé egyszalagos Turing-gép
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kezdve az utolso (azaz a k+1-ik) #-ig. Ekozben az allapotaban eltarolja a
jellel megjeldlt szimbolumok ~ nélkiili valtozatait (M’ allapotai gy vannak
definialva, hogy mindegyik képes térolni M k darab szalagszimbolumaét).

3. M’ ezutan az allapotaban eltarolt adatok és M &tmenetfiiggvénye alap-
jan (az M atmenetfliiggvényét be lehet dgyazni M’ atmenetfiiggvényébe)
végrehajtja a sajat szalagjan azokat a moédositasokat, melyeket M végez
a szalagjain.

4. Ha M valamelyik szalagjan az utolsé nem U szimboélum olvasasa utan jobb-
ra lép, akkor M’ a megfelels #-tol kezdve jobbra mozgatja egy pozicioval
a szalagjdnak tartalmat és a felszabadult helyre besztr egy LI szimbolu-
mot. Hasonl6an jar el M’, ha M a legels nem LI szimbélum olvasésa utan
balra lép.

5. Ha M valamilyen (elfogadé vagy elutasitd) megallasi konfiguracioba ke-
riil, akkor M’ is a megfelels megallasi konfiguracioba lép. Egyébkent M’
folytatja M lépéseinek szimuldlasat a 2. ponttal.

Lathato, hogy M’ pontosan akkor 1ép elfogadé allapotba amikor M, tehat
L(M) = L(M'), vagyis a két Turing-gép ekvivalens. O

2.3.1.2. Turing-gép egy iranyban végtelen szalaggal

A Turing-gép definidlhaté gy is, hogy egy balra zart, jobbra végtelenen sza-
lagon dolgozik. Ebben a fejezetben az ilyen Turing-gépet egyirdnyu Turing-
gépnek nevezziik (az eredeti modellre pedig tébbirdnyi Turing-gépként hivatko-
hogy az ir6 olvaso fej nem ,eshet le” a szalag bal oldalan (az ilyen gépek pontos
definicioja megtalalhato példaul a [8] konyvben). Természetesen az egyiranyu
Turing-gépnek is létezik tobbszalagos verzidja.

Az vilagos, hogy egy egyirdnyt Turing-gép szimuldlhaté egy tobbiranytval.
Egyszertien megjeldljik a tobbiranya Turing-gép szalagjain a fejek kezdGpo-
Turing-gépiink ne mozditsa a fejet ezen poziciotdl balra. A forditott irdnyt
szimulaci6 egy kicsit bonyolultabb.

2.8. Tétel
Minden tébbirdnyd Turing-géphez megadhaté vele ekvivalens egyiranyt

Turing-gép.

Bizonyitas (vazlat). Legyen M tObbiranyd Turing-gép. Megkonstrudlunk
egy M-mel ekvivalens, kétszalagos M’ egyirdnyu Turing-gépet. Ezutdn M’-
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hoz, a 2.7. tételben latott bizonyitashoz hasonlé médon, megkonstrualhato egy
ekvivalens egyszalagos, egyiranyd Turing-gép.

Az M’ miikodésének az alapdtlete a kovetkezs. M’ el6szor megjeloli mindkét

RS

dolgozik, akkor M’ az els6 szalagon lemasolja M miikodését. Amikor M a fej
kezd6poziciojatol egyet balra lép (ezt M’ onnan tudja, hogy az els§ szalagjan
a fej $-ra mutat), akkor M’ a masodik szalagjan kezd el dolgozni az alabbiak
szerint. M minden egyes olyan 1épését, mely a fej kezdSpozicidjatol balra 1évé
szalagrészen torténik M’ egy a mésodik szalagjan torténd ellentétes iranyud lé-
péssel szimuldlja (ezért M’ mésodik szalagjan az M megfelels szalagrészének a
tiikdrképe lesz). Ha a fej egyszer csak tjra a kezdGpoziciojatol jobbra 1évs sza-
lagrészen kezd el dolgozni, akkor M’ ujra az elsG szalagjan kezdi el szimulélni
M miikodését. Mindekozben M’ allapotai taroljak M allapotait plusz azt az in-
forméciot, hogy M'-nek az els6 szalagon vagy a méasodikon kell-e dolgoznia. [

2.3.1.3. Nemdeterminisztikus Turing-gépek

A Turing-gép atmeneti fiiggvényét modosithatjuk gy, hogy a fiiggvény érté-
ke nem egy konkrét allapot-szalagszimbélum-irdny hérmas, hanem ezek egy
véges halmaza. Az ilyen Turing-gépeket hivjuk nemdeterminisztikus Turing-
gépeknek. Ebben az alfejezetben ezekkel a gépekkel ismerkediink meg.

2.9. Definicié

A nemdeterminisztikus Turing-gép olyan M = (Q, %, T, 6, qo, ¢i, ¢ ) rend-
szer, ahol

e @, >, T, qv,4,qn ugyanazok mint a 2.1. definiciéban, és
 5:(Q—{qi,qn}) xT = P(QxT x {L,R}).

“ e,

(esetleg nulla) kiilonboz6 konfiguracioba mehet at. Az M konfigurdcidja a deter-
minisztikus esettel megegyezden definidlhato. A konfigurdciddtmenet pedig a de-
terminisztikus eset értelemszert kiterjesztése. Legyen példaul ugav egy konfigu-
racio, ahol a € T' és u,v € I'*. Ekkor példaul ugav - urbv, ha (r,b,5) € §(q, a).

Az M szamitési sorozatai egy u szon legegyszertibben egy faval reprezentalhatok.
A fa csticsa M kezdGkonfiguracioja, a szogpontjai pedig M konfiguracioi. A fa
minden levele megfelel M azon szamitési sorozatdnak az u-n, mely a gyokértsl
az adott levélig vezets uton eléforduld konfiguraciokat tartalmazza. M akkor
fogadja el u-t, ha a fa valamelyik levele elfogad6 konfiguracié. Az igy definiélt
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fat nevezziik az M nemdeterminisztikus szamitdsi fajinak az u-n.

Az M é&ltal felismert nyelv a determinisztikus esethez hasonléan definialhato,
a gép altal eldontott nyelv pedig a kovetkezSképpen. Azt mondjuk, hogy egy
nemdeterminisztikus Turing-gép eldonti az L C ¥* nyelvet ha felismeri, és min-
den u € X szora M szamitasi sorozatai végesek, és elfogadési vagy elutasitasi
konfiguracioba vezetnek. A nemdeterminisztikus Turing-gép definicidja érte-
lemszerten kiterjesztheté a tobbszalagos esetre is.

2.10. Példa

A 2.5. &brén lathaté nemdeterminisztikus Turing-gép szintén az L =
{uvu™t | w € {a,b}*} nyelvet donti el, de a nemdeterminisztikusségot
felhasznélva ennek a gépnek a felépitése a legegyszertibb az eddig latott
megoldasok koziil. Ez a Turing-gép a kovetkezSképpen miikodik.

1. Ha iires a bemenet, akkor ¢;-be lép.

2. Ha nem iires a bemenet, akkor lemésolja az els6 betiit a méasodik
szalagra és q;-be lép.

3. q1-ben lemésol néhany betlit a masodik szalagra majd go-be 1ép
(itt jelenik meg a nemdeterminizmus).

4. gs-ben az els6 szalagon jobbra lépve a méasodikon pedig balra meg-
nézi, hogy ugyanazon betiik vannak-e a szalagokon.

5. Ha egyszerre latja a sz0 elejét jelz6 L-t a masodik és a sz6 végét
jelzé U-t az els6 szalagon, akkor g;-be lép.

A be nem rajzolt atmenetek ¢,-be vezetnek.

Latszik, hogy a gépnek, attol fliiggben, hogy mikor hagyja abba a méaso-
last, lehet szamos nem elfogadé szamitasi sorozata. Masrészt viszont az
is lathat6, hogy ha a bemend sz6 eleme a nyelvnek, akkor lesz a gépnek
egy olyan szamitési sorozata, amely pont a szé felénél hagyja abba a sz6
méasodik szalagon 1évé sz6 tiikorképe lesz. Tehat ebben az esetben a gép
elfogadja a bemenetet, tekintet nélkiil arra, hogy a szén az Gsszes tobbi
szamitasi sorozat sikertelen. Az is konnyen ellendrizhetd, hogy a nyelvbe
nem tartozé szavakon sohasem keriilhet a gép elfogadé allapotba.

A nemdeterminisztikus Turing-gép idGigényét a kovetkez6 modon definialjuk.
Legyen f : N — N egy fiiggvény és M egy nemdeterminisztikus Turing-gép. Azt
mondjuk, hogy az M iddigénye f(n), ha egy n hosszi u bemeneten nincsenek
M-nek f(n)-nél hosszabb szamitési sorozatai, azaz M szamitasi faja az u-n
legfeljebb f(n) magas. A 2.10. példabeli Turing-gép O(n) idében donti el az L
nyelvet.
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a,u/a,a,R,R a,a/a,a,R,L
b,u/b,b,R,R b,b/b,b,R,L
a,u/a,a,R,R O a,u/a,u,S,LQ
\‘% q1 > 2
b,u/b,b,R,R b,u/bu,S, L
u,u/u,u,S, S
qi

2.5. abra. A 2.2. példaban szerepls nyelvet eldonté nemdeterminisztikus Turing-
gep

Most belatjuk, hogy a nemdeterminizmus nem jelent plusz szamitéasi erét a
Turing-gépek esetében.

2.11. Tétel

Minden M nemdeterminisztikus Turing-géphez megadhat6 egy vele ek-
vivalens M’ determinisztikus Turing-gép.

Bizonyitas. Legyen M nemdeterminisztikus Turing-gép. Megadunk egy M’
haromszalagos, determinisztikus Turing-gépet, ami ekvivalens M-mel. Azt méar
kordbban lattuk, hogy M’-hoz megadhat6 egy ekvivalens egyszalagos Turing-
&ep-

M’ els6 szalagja tartalmazza az v bemend szét. A masodik szalagon torténik
az. M szamitasi sorozatainak a szimulacidja. Ez a szalag tartalmazza M egy
konkrét szamitasi sorozatanak a lépésenkénti eredményét. A harmadik szala-
gon 1évs sz6 alapjan szimuldlja M’ az M szamitési sorozatait, egyesével véve
sorra azokat. A szalagon a fej pozicidja mutatja azt, hogy hanyadik 1épését szi-
mulélja éppen M’ az M aktuéalis szamitasi sorozatanak. A harmadik szalagon
tulajdonképpen az u-t elfogadd konfiguriciok egy szélességi keresése torténik
a nemdeterminisztikus szamitasi faban. M’ egy konfiguracidja a 2.6. abran
lathato.

Legyen d az M atmenetfiiggvénye altal megadott halmazok koziil a legnagyobb
elemszamunak a szamossaga. Tegyiik fel tovabba, hogy az dtmenetfiiggvény &l-
tal megadott halmazokban az elemeknek van egy rogzitett sorrendje. Vilagos,
hogy az u szamitasi fajanak minden szdgpontjahoz egyértelmiien hozzarendel-
hets egy ¥ = {1,...,d} feletti sz6. Nevezetesen az, amelyik megmutatja, hogy
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2.6. abra. Nemdeterminisztikus Turing-gép szimulaldsa determinisztikussal

a kezdgkonfiguraciéobol az atmenetfiiggvény nemdeterminisztikus lehet&ségei ko-
ziil mely valasztasokkal juthatunk el az adott szogpontban 1évé konfiguracidhoz.

Maga a szimulaci6 a kovetkezSképpen torténik:

1. Kezdetben az 1-es szalag tartalmazza az u bemeng szot, a 2-es és 3-as sza-

lagok iiresek.

2. M’ atmésolja az elsG szalag tartal-
méat a masodik szalagra.

3. M’ szimulalja a mésodik szala-
gon M egy szamitési sorozatét.
Az, hogy melyiket kell szimulél-
nia a harmadik szalagon 1év6 szo-
tol fiige. M’ a szimulécié minden
lépése el6tt megnézi a 3-ik szalag-
jan 1éve szo6 kovetkezs betijét, és e
bet szerint (ami egy szam Y-bol)
véalaszt M atmenetfliggvényének a
lehet&ségei koziil. Ha nincs meg-
felels sorszamu vélasztasi lehetd-
ség, vagy a 3-ik szalagon mar nincs
tobb beti, akkor a szimulédcié vé-
get ér, és a 4-ik lépésre ugrunk.
Ha a lépés szimulalasa soran M
elutasité konfiguracioba keriil, ak-
kor szintén a 4-ik lépésre ugrunk.
Végiil, ha M’ azt latja, hogy M
elfogadé konfiguracioba keriil, ak-
kor M’ is elfogado allapotba lép és
megall.

Van-e hatékonyabb szimulaci6?

Belathato, hogy a 2.11. tétel bizo-
nyitasdban szerepl6 konstrukcio ex-
ponencialis idGigény romlést ered-
ményez. Tehéat a megkonstrualt M’
determinisztikus Turing-gép nagy-
sagrendekkel lassabb, mint a szi-
mulalt nemdeterminisztikus M. Ez
nem is meglep6: amig M id&igé-
nye a szamitasi fa magassagaval van
meghatarozva, addig M’ id6igénye
a szamitasi faban 1évé konfiguraci-
o0k szaméaval aranyos.

Felmeriil a kérdés, hogy létezik-e
jelentésen hatékonyabb szimulécio.
A valasz az, hogy ilyen szimulaci-
6t nem ismeriink, de azt sem tud-
juk jelenleg bizonyitani, hogy nincs
ilyen. A kérdésre még visszatériink
a bonyolultsagelmélet résznél a P
és NP osztalyok kapcsan.
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4. M’ kicseréli a 3-ik szalagjan 1év6 szot az azt lexikografikusan kovets szora,
a fejet a sz0 elejére éllitja és a 2-ik pontra ugorva tjrakezdi M miikodésének
szimulalaséat.

Lathato, hogy M’ pontosan akkor keriil elfogad6 konfiguracioba egy szén, ha

M -nek van ezen a szon elfogadé konfiguracioba vezets szamitasi sorozata. Ko-

vetkezik tehat, hogy M és M’ ekvivalensek. O

2.4. Eldonthetetlen problémak

Ebben a fejezetben megmutatjuk,
hogy bar a Turing-gép a Church-
Turing tézis alapjan a lehet6 legal-
talanosabb algoritmus modell, mégis
vannak olyan problémak, melyek nem
szamithatok ki vele.

El6szor felidézziik azt (lasd a 2.3. de-
finiciot), hogy egy L nyelvet Turing-
felismerhetének (vagy rekurzivan fel-
sorolhatonak) neveziink, ha van olyan
M Turing-gép, ami az Osszes L-beli
szora g;-ben 4ll meg, a tobbi széra pe-
dig g,-ben all meg, vagy esetleg nem
all meg. Tovabba L-et eldonthetének
(vagy rekurzivnak) nevezziik, ha M
minden bemeneten meg is all. Vila-
gos, hogy fennall az R C RE tartal-
mazés. A célunk az, hogy megmutas-
suk, az R valédi részhalmaza az RE-
nek, azaz van olyan nyelv (probléma)
ami Turing-felismerhets, de nem el-
donthetd.

Ebben a fejezetben csak olyan Turing-
gépeket fogunk vizsgalni, melyek be-
mend abécéje a {0,1} halmaz. Ez
nem jelenti az altaldnossag megszo-
ritasat, hiszen ha taladlunk egy olyan
{0, 1}-feletti nyelvet, melyet nem le-
het eldonteni ilyen Turing-géppel, ak-
kor ezt a nyelvet egyaltalan nem le-
het eldonteni (ne felejtsiik el, hogy a
Turing-gépnek csak a bemend abécé-
jét szoritottuk meg, a szalagabécéjét
nem).

Szorgos hod

Turing-gépek
A kovetkez6 részekben szamos
Turing-géppel kapcsolatos problé-
méardl latni fogjuk, hogy eldonthe-
tetlen. Mint példaul az is, hogy
vajon megall-e egy M Turing-gép
egy w bemeneten. Gondolhatnank,
hogy mi sem kdnnyebb, mint ezt
eldonteni: futtassuk M-et egészen
addig, amig megall vagy amig méar
latjuk, hogy biztosan nem fog meg-
allni. Sajnos nem ilyen egyszeri a
helyzet.
Az n éallapotu szorgos hod az az
M Turing-gép, ami az iires szalag-
gal inditva bizonyithat6an megall,
csak az Ll és 1 szimbélumokat irja
a szalagjéra, és nincs olyan Turing-
gép ami ugyanilyen feltételek mel-
lett tobb 1l-est irna a szalagjara
mint az M.
A mai napig nem ismert, hogy me-
lyik Turing-gép a 6 allapotd szor-
gos hod. A legjobb jelolt egy olyan
Turing-gép ami kb. 3.5-1018267 da-
rab egyest ir a szalagjara miel6tt
megallna (és Osszesen kb. 7.4 -
1036%34_et 1ép ezalatt). Ezek alap-
jan sejthets, hogy miért kilatasta-
lan szimulaciéval a véges és vég-
telen viselkedést megkiilonboztetni
egy tetszGleges Turing-gépre még az
iires bemenet esetén is.

(busy beaver)
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Az egyik nyelv melyrdl belatjuk majd, hogy eldénthetetlen a kovetkezs: azon
(M, w) parok halmaza (egy megfelels binaris szoval kodolva), ahol M egy {0,1}
bemend 4bécé feletti Turing-gép, w pedig egy {0, 1}-feletti sz6 ugy, hogy w €
L(M), azaz M elfogadja w-t. Ezt a nyelvet univerzdlis nyelvnek nevezzik és
Ly-val jeloljik. Tehat L, = {(M,w) | w € L(M)}, ahol a (M, w) jeldlés a
késébb megadasra keriil§ binaris kodolast jelenti.

Ahhoz, hogy meg tudjuk mutatni, hogy L, ¢ R, elGszor a kovetkezo feladatokat
kell elvégezniink. El&szor belatjuk, hogy a {0,1} &béceé feletti Turing-gépek
egyértelmtien kdédolhatéak binaris szavakkal. Ezutan pedig megmutatjuk, hogy
az a nyelv, mely azon {0, 1}-feletti Turing-gépek binaris kodjait tartalmazza,
melyek nem fogadjék el 6nmaguk koédjat mint bemend szot, egy olyan nyelv,
ami nem rekurziv, st még csak nem is rekurzivan felsorolhat6. Ezt a nyelvet
diagondlis nyelvnek nevezziik, és Lsyis-val jeloljiik.

2.4.1. Turing-gépek kédolasa

El6szor megjegyezziik, hogy a {0, 1}-feletti szavak sorba rendezhet&ek. Valoban,
tekintsiik azt a felsoroldst, amelyben a szavak a hosszuk szerint kovetik egymast,
és két egyforma hosszi sz6 koziil pedig az van el6bb, amelyik a lexikografikus
rendezés szerint megelézi a méasikat. Ily modon a {0,1}* halmaz elemeinek
egy felsoroldsa a kovetkezGképpen alakul: w; = e, wy = 0, wg = 1, wy = 00,
ws = 01, és igy tovabb. Ebben a fejezetben a w; széval a {0,1}* halmaz i-ik
elemét jeloljiik. Koénnyd belatni, hogy egy adott ¢ szdmra, a w; sz6 véges sok
lépésben kiszamithato.

Legyen a tovabbiakban M = (Q, {0,1},T, 6, qo, i, ¢») Turing-gép. Legyen |Q| =
k és |T'| = m. Ekkor @-t felirhatjuk @ = {p1,pe,...,px} alakban, ahol p; = qo,
Dk—1 = ¢ €8 pr = ¢, (azaz tulajdonképpen megsorszamozzuk @ elemeit az
1,..., k szamokkal ugy, hogy a két végallapot, ¢; és ¢, legyen az utolsd). Tovab-
ba T felirhato T' = { X3, X», ..., X,,,} alakban, ahol X; =0, Xo =1, X3 =Ll és
Xy, ..., X, az M tovabbi szalagszimboélumai. Nevezziik végiil az L, R és S szim-
bolumokat, azaz a Turing-gép atmenetfiiggvényében szerepld iranyokat, rendre
a Dy, Dy és Ds irdnynak. Ezek utan M egy 6(p;, X;) = (pr, X5, D;) atmenete
(i,r € [K], j,s € [m] és t € [3]) kodolhato a 0710710710°10" széval. Valdban, az
els6 és harmadik 0-s blokkban szerepls 0-k szama megadja az atmenetben sze-
repld allapotok indexeit. A masodik, negyedik és 6t6dik 0-s blokkban szerepld
0-k szama pedig rendre az dtmenetben szerepld szalagszimboélumok és az irany
indexeit adjak. Tovabba, mivel minden 0-s blokk hossza legalabb 1, az atme-
netet kédolo szoban nem szerepel az 11 részszé. Tehéat az M Osszes atmenetét
kodolo szavakat Osszefiizhetjiik egy olyan szdva, melyben az atmeneteket az 11
részsz6 vélasztja el egyméastol. Az igy kapott sz6 lesz M kodja, amit (M)-mel
fogunk jel6lni..

A tovabbiakban minden i > 1-re M;-vel jeloljiikk azt a Turing-gépet, amit a w;
bindris sz6 kodol (emlékeztetsiil, w; az i-ik elem a {0, 1}* elemeit felsorolo lista-
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ban). Megegyeziink tovabba abban, hogy ha valamely i-re w; nem egyezik meg
egyetlen Turing-gép (fent leirt) kodolasaval sem, akkor M;-t egy olyan Turing-
gépnek tekintjiik, ami minden inputon azonnal a ¢, allapotba megy, vagyis
L(M;) = 0. A kés6bbiekben sziikségiink lesz arra, hogy kédoljunk egy (M, w)
Turing-gép és bemenet parost egy {0, 1}-feletti széval. Ehhez felhasznaljuk azt,
hogy a Turing-gépek fenti kddoldsa nem tartalmazhat harom 1-est egymés mel-
lett. Ezért az (M,w) part ugy kodoljuk el, hogy M kodja utan irjuk az 111
sz0t, ezutan pedig w-t. A tovabbiakban egy (M, w) part kodolo (M)111w sz
helyett gyakran irunk egyszerten (M, w)-t.

2.4.2. A diagonalis nyelv

Felhasznalva a Turing-gépek el6bb latott kddolasat, most mar pontosan is de-
finialni tudjuk, hogy mit értiink a fent emlitett L6 nyelv alatt: Lgge = {w; |
i>1,w; & L(M;)}. El6szor azt mutatjuk meg, hogy ez a nyelv nem rekurzivan
felsorolhato.

Ezt a nyelvet azért nevezziik diagona- A diagonalis modszer

lis nyelvnek, mert a karakterisztikus

fiiggvénye megkaphat6 az alabbi mo- Az olvasénak ismerds lehet ahogyan
don. Tekintsiik azt a T tablazatot, az Lgne € RE eredményt bizonyi-
melynek oszlopai rendre a wi,ws, ... tottuk. Ezt a modszert Georg Can-
szavakkal, a sorai pedig az My, Ms, . .. tor dolgozta ki és hasznalta elGszor
Turing-gépekkel vannak cimkézve (te- ~ annak bizonyitasara, hogy a [0,1]
hat T egy végtelen kétdimenzios méat- intervallumbeli valés szamok sza-
rix). A T elemei 0 és 1 lehetnek az mossiga nagyobb, mint a természe-
alabbiak szerint. Minden ¢,7 > 1- tes szamok szamossaga.

re, T'(4, j) értéke pontosan akkor 1, ha
w; € L(M;). Tegyiik fel, hogy az igy kit6ltott tablazatunk a 2.7. abran lathato
mo6don néz ki.

Ebben a tablazatban példaul a mésodik sor méasodik eleme 1, ami azt jelenti,
hogy M- elfogadja a wy szot (ez persze a valésdgban nem igaz, hisz ws nem
kodol legalis Turing-gépet, igy M, nem is ismerhet fel semmilyen szét, de az
Osszefiiggések szemléltetéséhez feltessziik, hogy a fenti tablazat helyes).

Minden ¢ > 1-re, a fenti tablazat i-ik sora tekinthets ugy, mint az L(M;) nyelv
karakterisztikus fiiggvénye. Nevezetesen azért, mert minden j > 1-re, a wj
sz6 pontosan akkor eleme L(M;)-uek, ha az i-ik sor j-ik eleme 1. Ebben az
értelemben a tablazat atlojaban szerepld bitsorozat komplementere pedig nem
més, mint az Lgys karakterisztikus fiiggvénye. Ezért nyilvanvalo, hogy minden
i > l-re az Lgys karakterisztikus fiiggvénye kiilonbozik L(M;) karakterisztikus
fliggvényétsl. Mivel minden M Turing-géphez van olyan ¢ > 1 szam, hogy
L(M) = L(M;), kapjuk, hogy az Lstjs nem lehet egyenld az L(M)-mel semmi-
lyen M Turing-gépre. Adodik tehat a kovetkezs tétel:
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2.7. abra. Az L € RE bizonyitasaban hasznalt T tablazat

2.12. Tétel

Lsto € RE.

2.4.3. Az univerzalis nyelv

Az el6z6 alfejezet eredményét felhasznélva szeretnénk megmutatni, hogy az uni-
verzalis nyelv olyan rekurzivan felsorolhaté nyelv, ami nem rekurziv.

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy L, rekurzivan felsorolhato.

2.13. Tétel

L, € RE.

Bizonyitas. Megadunk egy olyan U Turing-gépet, ami L,-t ismeri fel. Ezt
a Turing-gépet univerzdlis Turing-gépnek nevezziik, mert mint latni fogjuk U
szimulalja a bemenetén kapott (M, w) szo6 altal kodolt M Turing-gép miikodését
a w szon.

U-nak négy szalagja van. ElGszor ellen6rzi, hogy a bemenete (M, w) alakd szo-
e. Ha igen, akkor elkezdi szimulalni M mikddését. U a masodik szalagjan
tarolja az M szalagjat, mégpedig ugyanolyan a kdédolassal, mint amilyen az
M kodolasénal is hasznalatos. Vagyis az M X szalagszimboluma a 07 széval
van reprezentélva és a szalagszimbolumok pedig egy 1-es szimbélummal vannak
elvalasztva. A harmadik szalagon térolja U az M aktudlis allapotat a szokasos
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2.8. abra. Az L, nyelvet felismer6 U Univerzalis Turing-gép

moédon kodolva, azaz a p; allapotot a 0° széval reprezentalva. Az U felépitése a
2.8. abran lathato:

Az U miikddése egy v bemeneten az alabbi mddon foglalhatd Gssze.

1. U el6szor megvizsgélja, hogy a v sz6 (M,w) alakiu-e. Ha nem, akkor

elutasitja a bemenetet. Kzt helyesen teszi, hisz ha a sz6 eleje nem a
kédolasnak megfelels, akkor megallapodasunk szerint v egy olyan Turing-
gépet kodol, ami nem fogad el egyetlen bemeng szét sem. Ekkor viszont
v nem lehet eleme L,-nak.

. U atmésolja w-t a mésodik szalagra a kodolt forméban.
. U 0-t ir a harmadik szalagjara, ezzel reprezentalva M kezdgallapotat.

. U szimuldlja M egy lépését az alabbi médon. Keres egy 0910710710510

alaku részszot M kodjaban az els6 szalagjan tgy, hogy 0° a harmadik sza-
lagon 1évé allapot legyen, 07 pedig az a 0-s blokk, ami a masodik szalagon

alapjan M egy lépését:
e Kitorli a harmadik szalagon 0°-t és a masodikrol atméasolja a harma-
dikra 0"-t (annak az allapotnak a kodjat, amibe M 1ép).

o Kicseréli a masodik szalagon 07-t 0°-re, azaz atirja M szalagszim-
bélumét az dtmenetnek megfelelGen. Ehhez, ha kell, felhasznalja a
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2.9. abra. Ly eldontése egy Ly-t eldéntd Turing-gép segitségével

negyedik szalagot, ugyanis ha j # s, akkor ramasolja a negyedik sza-
lagra a mésodik szalagrol a 0/ mogdtti részt, kitorli a mésodik szala-
gon 07-t, a helyére irja 0°-t, végiil visszamasolja a negyedik szalagon
léve szot a masodik szalagra, és a fejet a 0° blokk elejére allitja.

balra vagy jobbra lévs 0-s blokk kezdetét, vagy helyben marad attél
fligg6en, hogy t értéke 1, 2, vagy 3.

5. Ha U azt talalja, hogy M a 4-ik pontban elfogadé vagy elutasité allapotba
lépett, akkor U is ¢;-be vagy g¢,-be 1ép. Egyébként pedig folytatja M
kovetkez6 1épésének szimuldlasat a 4-ik ponttal.

Vilagos, hogy U pontosan akkor fogad el egy (M, w) alakt bemenetet, ha M
elfogadja w-t, vagyis ha (M,w) € L,. Tehat U az univerzalis nyelvet ismeri fel.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

Ezek utan megmutatjuk, hogy az univerzalis nyelv nem eldénthetd.

2.14. Tétel

L. R.

Bizonyitas. Az allitast indirekt modon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy L, el-
donthetd, és legyen M egy Turing-gép, ami eldonti L,-t. M-bdl megkonstrua-
lunk egy olyan M’ Turing-gépet, ami Ly -t donti el. M’ felépitése a 2.9. abran
lathato.

Adott w bemenetre M’ a kovetkez6képpen miikodik:

1. Elgallitja w-bél a w’' = wlllw szoét.
2. w'-n szimulalja M-et

3. Ha M elfogadja w’-t, akkor M’ elutasitja w-t.
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2.10. abra. Egy L-et eldonté Turing-gép konstrukcidja az L és L nyelveket
felismerd gépek felhasznalasaval

4. Ha M elutasitja w’-t, akkor M’ elfogadja w-t.

Mivel M minden bemeneten megall, M’ is megall minden bemeneten. Tovabba
w € L(M') akkor és csak akkor, ha w' & L,, azaz ha a w &ltal kodolt Turing-gép
nem fogadja el 6nmaga kodjat bemenetként. Ez azt jelenti, hogy w € L(M')
pontosan akkor teljesiil, ha w € Lgys. Azt kaptuk tehét, hogy L(M’) = Layg,
vagyis Laye eldonthets. Ez viszont ellentmond a 2.12. tételiinknek, mely szerint
Lo € RE. Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

Most egy olyan tételt bizonyitunk, amely a 2.13. és 2.14. tételekkel egyiitt azt
eredményezi hogy a rekurzivan felsorolhat6 nyelvek nem zartak a komplementer
képzésre.

2.15. Tétel

Legyen L egy nyelv. Ha L,L € RE, akkor L € R.

Bizonyitas. Ha L és L is rekurzivan felsorolhat6, akkor van olyan M; és
M, Turing-gép, mely rendre L-et és L-et ismeri fel. M; és M, felhasznalasaval
megkonstrudlunk egy olyan M Turing-gépet, ami eldénti L-et. M konstrukcidja
a 2.10. abran lathato.

M egy olyan kétszalagos gép, ami egy w bemeneten az alabbiakat teszi. Els6
lépésként a masodik szalagra masolja w-t. Ezutén egy ciklusban szimulélja az
M; egy lépését az elsG szalagon és az My egy 1épését a masodikon. A ciklus
addig fut, amig M; és M koziil valamelyik elfogadé allapotba nem lép. Mivel w
vagy az L(M;)-nek vagy az L(Ms)-nek az eleme, véges szamu szimulécios lépés
utdn vagy My vagy Ms elfogadja w-t, tehat valamelyik véges sok lépés utan
biztosan g;-be 1ép. Ha M, 1ép ¢;-be, akkor M elfogadja a bemenetet, ha M,
akkor pedig elutasitja azt. Konnyen lathato, hogy M is L-et ismeri fel raadasul
minden bemeneten megall, tehét el is donti L-et. Kovetkezésképpen L € R. O

Hogyan lehet belatni ezek utan azt, hogy a rekurzivan felsorolhat6 nyelvek nem
zértak a komplementerképzésre? Tekintsiik példaul az L, nyelv komplemen-
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terét, azaz az L, nyelvet. Azt &llitjuk, hogy L, ¢ RE. Valoban, tegyiik fel,
hogy L, € RE. Akkor, mivel a 2.13. tétel alapjan L, € RE, a 2.15. tételbsl
kovetkezik, hogy L, € R. Ez viszont ellentmond annak, hogy a 2.14. tétel alap-
jan L, ¢ R. Kapjuk tehét, hogy L, nem lehet rekurzivan felsorolhaté, amibél
kovetkezik az alabbi megéallapités.

2.16. Kovetkezmény

A rekurzivan felsorolhaté nyelvek nem zartak a komplementerképzésre.

A rekurzivan felsorolhat6 nyelvekkel ellentétben a rekurziv nyelvek zartak a
komplementer képzésre.

2.17. Tétel

Ha L € R, akkor L € R.

Bizonyitas. Legyen L egy rekurziv nyelv. Ekkor van olyan M Turing-gép,
ami eldonti L-et. Tudjuk, hogy ekkor M olyan, hogy minden L-beli szén g;-ben
all meg, az Gsszes tobbi szon pedig g,-ben all meg, vagyis minden szén megall.
Legyen M’ az a Turing-gép, amit ugy kapunk M-b6l, hogy M Osszes olyan
dtmenetét, ami g;-be megy g¢,-be irdnyitjuk, a g,-be mené dtmeneteket pedig
¢;-be. Nem nehéz belatni, hogy az igy definialt M’ az L nyelvet donti el. O

2.5. Tovabbi eldonthetetlen problémak

Ebben a fejezetben néhény tovabbi Turing-gépekkel kapcsolatos eldonthetet-
len probléma mellett megvizsgalunk tobb olyat is, melyek nem kapcsolédnak
kozvetleniil a Turing-gépekhez. ElGszor viszont végiggondoljuk, hogyan lehet
felhasznélni egy eldonthetetlen problémat tovabbi problémék eldénthetetlensé-
gének bizonyitasara.

Tegyiik fel, hogy van két eldontési probléméank, legyenek ezek L; és Lo. El6-
fordulhat, hogy csak az Lo probléma eldontésére van egy A, algoritmusunk, az
L1-ére nincs. Viszont, ha igaz az, hogy az L probléma minden w példanyahoz
meg tudjuk konstrualni a L, probléma egy w’ példanyat gy, hogy a w ponto-
san akkor igen példanya Li-nek, ha w’ igen példanya Lo-nek, akkor méar az L,
problémét is el tudjuk donteni az aldbbi mdédon. Az Li-et eldonté A; algorit-
mus legyen a kivetkezd: egy w bemenetbdl elGszor készitsiik el az Lo fentebb
leirt w’ példanyat, ezutan szimulaljuk A, mikodését a w’ bemeneten. Végiil
A, pontosan akkor adjon igen valaszt a w bemenetre, ha A, igen valaszt ad a
w’ bemenetre. Konnyen lathato, hogy az igy leirt A; algoritmus valoban az L
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probléméat donti el. A most vazolt modszert nevezziik visszavezetésnek, hiszen
az L, probléma eldontését visszavezettitk az Lo probléma eldontésére.

A visszavezetést felhasznalhatjuk arra is, hogy megmutassuk egy probléméardl,
hogy eldénthetetlen. Tudjuk példaul, hogy az el6z6 fejezetben vazolt L, prob-
léma eldonthetetlen. Ha L, -t sikeriilne visszavezetni egy masik problémaéra,
akkor ezaltal bizonyitani tudnank, hogy ez az Gjabb probléma is elddnthetet-
len (gondoljuk meg, ha az Gjabb problémank mégis eldénthets lenne, akkor
a visszavezetést felhasznilva meg tudnank adni egy L,-t eldénté algoritmust,
amirdl tudjuk, hogy nem létezik, ezért ez ellentmondashoz vezetne).

A fent vazolt visszavezetést formalisan az alabbi médon definialjuk.

2.18. Definicio

Legyen X és A két dbécé és f egy ¥*-bol A*-ba képezs fliggvény. Azt
mondjuk, hogy f kiszdmithato, ha van olyan M Turing-gép, hogy M-et
egy w € ¥* szoval a bemenetén inditva, M gy all meg, hogy a szalagjan
az f(w) sz6 van.

Ezutén legyen Ly C X* és Ly C A* két nyelv (azaz eldontési probléma).
Azt mondjuk, hogy Ly visszavezethetd Lo-re (jele Ly < L), ha van olyan
f X" — A* kiszamithato fliggvény, hogy minden w € ¥* szora, w € Ly
akkor és csak akkor, ha f(w) € Lo.

Az alabbi tétel tiikrozi a fejezet elején a visszavezetésekrdl elmondottakat.

2.19. Tétel

Legyen L; C ¥* és Lo C A* két eldontési probléma és tegyiik fel, hogy
L, < L,. Ekkor igazak az aldbbi allitasok:

1. Ha L; ¢ R, akkor L, ¢ R.
2. Ha L; ¢ RE, akkor L, ¢ RE.

Bizonyitas. Csak a masodik allitast bizonyitjuk, az els§ bizonyitasa hasonlé.
Indirekt moédon tegyiik fel, hogy Lo mégis rekurzivan felsorolhat6. Ekkor van
olyan My Turing-gép, hogy Lo = L(Ms;). Tovabba van olyan M Turing-gép, ami
kiszamolja az L; < Las-ben alkalmazott f fiiggvényt. Ezen gépek segitségével
megadunk egy olyan M; Turing-gépet, ami Li-et ismeri fel. M; szerkezete a
2.11. &bran lathato.

M egy w bemeneten elGszor szimulalja az M gépet. Amikor végez, akkor a sza-
lagjan 1év6 f(w) szon szimulélja My mikodését. Ha My elfogadja az f(w) szot,
akkor M is elfogadja a w-t. Ha Ms elutasitja f(w)-t, akkor M is elutasitja w-t.
Megjegyezziik, hogy ha My nem &ll meg az f(w) bemeneten, akkor M; sem &ll
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w — (W) ——> — ] —
- () — (p

M, o

2.11. abra. A 2.19. tétel bizonyitasaban konstruélt Turing-gép

meg w-n. Kénnyen belathato, hogy az igy vazolt My gép pontosan az L nyel-
vet ismeri fel. Feltevésiink szerint azonban az L; ¢ RE, tehat ellentmondashoz
jutottunk. Kovetkezésképpen L, nem lehet rekurzivan felsorolhaté. ]

2.5.1. Turing-gépekkel kapcsolatos eldonthetetlenségi kér-
dések

2.5.1.1. A megallasi probléma

A fentiek demonstrilasara tekintsiik a kovetkez problémat, mely a Turing-
gépek megéllasi problémajaként is ismert.

Legyen Ly, = {{M,w) | M megéall a w bemeneten}, azaz Ly, azon (M, w) Turing-
gép és bemenet parosokat tartalmazza megfeleléen kodolva, melyekre teljesiil,
hogy az M gép megill a w bemeneten. Nevezziik ezt a nyelvet megdlldsi prob-
lémanak.

Nyilvanvalé, hogy ha lenne olyan Turing-gép, ami képes lenne eldénteni a meg-
allasi problémat, akkor tetsz6leges Turing-géprdl, (és igy a Church-Turing tézis
értelmében tetszéleges algoritmusrol, C++, Pascal programrol, stb.) el tud-
nank donteni, hogy megall-e a bemenetén vagy sem. Ez a Turing-gép egy igen
hasznos eszkoz lenne a szamunkra, sajnos azonban ilyen gép nem létezik.

2.20. Tétel
L, e RE - R.
Bizonyitas. ElGszor megmutatjuk, hogy L, < L ami a 2.19. tétel szerint,

mivel L, € R, bizonyitja azt, hogy Ly, &€ R. A visszavezetés a kovetkezd modon
torténik. Egy tetsz6leges M Turing-géphez legyen M’ a kovetkezs Turing-gép.

M’ egy w bemeneten:

1. Futtatja M-et a w szon (tulajdonképpen meghivja az U univerzalis Turing-
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gépet az (M, w) szora).
2. Ha M elfogadja a w bemenetet, akkor M’ is elfogadja w-t.

3. Ha M elutasitja w-t, akkor M’ egy olyan allapotba megy, ahol egy végtelen
ciklusban lépteti a fejet jobbra, tehat M’ ebben az esetben soha nem &ll
meg.

Konnyt belatni, hogy az (M, w) — (M’ w) leképezés kiszdmithato. Tovabba
(M,w) € L, akkor és csak akkor, ha (M’ w) € Ly,. Azt kaptuk tehat, hogy L,
visszavezethet§ Ly-ra, amibél kovetkezik, hogy Ly, elddnthetetlen.

Ezutan megmutatjuk, hogy Ly < L, amibdl a 2.19. tétel 2-ik pontja alapjan,
felhasznéalva, hogy L, € RE adodik, hogy L, € RE.

Tetsz6leges (M, w) Turing-gép—bemenet paroshoz legyen (M’ w) az a péaros,
melyben az M’ Turing-gépet ugy kapjuk M-bél, hogy annak minden g,-be
vezets atmenetét ¢;-be irdnyitjuk. Nem nehéz belatni, hogy egy M Turing-
gépre és annak w bemend szavara az (M,w) € Ly akkor és csak akkor, ha

(M',w) € L,. Azaz a fent véazolt konstrukci6 valoban az L) visszavezetése
L,-ra. O

2.5.1.2. Tovabbi eldonthetetlen kérdések

Tekintsiik az L_g = {(M) | L(M) # ()} nyelvet.

2.21. Tétel

LgéR.

Bizonyitas. Visszavezetjiik az L,-t L_g-re. A visszavezetés egyik modja a
kovetkezs. Adott (M, w) Turing-gép—bement péaroshoz konstrualjuk meg a ko-
vetkez6 M’ Turing-gépet. M’ egy adott u bemeneten a kiovetkezot teszi:

1. Megnézi, hogy u = w teljesiil-e. Ha nem, akkor elutasitja u-t. Egyébként
szimulédlja az M-et az u-n (azaz w-n).

2. Ha M elfogadja u-t, akkor M’ is g;-be lép, ha M elutasitja u-t, akkor M’
is g,-be lép.

Koénnyen lathato, hogy (M') € Ly & L(M') #0 & w € L(M) & (M,w) €
Ly, vagyis a fenti konstrukcié az L, visszavezetése az L_g-re. A 2.19. tétel
alapjan tehat az L_p is eldonthetetlen. O

Most azt mutatjuk meg, hogy L_y felismerheté Turing-géppel.
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2.22. Tétel

L_y € RE.

Bizonyitas. Tekintsiik azt az M’ kétszalagos Turing-gépet, ami egy adott (M)
bemeneten a kovetkezSképpen miikodik.

1. M’ a masodik szalagjara irja a 0-t.

2. Jeloljiikk a masodik szalagon 1év6 szamot i-vel. M’ egy ciklusban szimu-
ldlja a bemenetén kapott M Turing-gép elsé i 1épését rendre a wy, ..., w;
szavakon.

3. Ha M’ azt talalja, hogy M valamelyik szon elfogadé allapotba lép, ak-
kor M’ is atlép a sajat elfogado allapotaba. Egyébként néveli a masodik
szalagon 1évG szamot eggyel és folytatja miikddését a mésodik lépéssel.

Vilagos, hogy az igy definialt M’ elfogadja (M)-et ha, van olyan w; (j > 1) szd,
melyre w; € L(M), egyébként pedig nem &ll meg. Kapjuk tehat, hogy adott
M Turing-gépre, (M) € Ly < (M) € L(M'"), vagyis M’ az L_y nyelvet ismeri
fel. O

Tekintsiik az L_g nyelv komplementerét, azaz az Ly = {(M) | L(M) = 0}
nyelvet. A 2.17. tétel alapjan Ly sem eldonthets. S6t, a 2.15, 2.21. és 2.22.
tételek alapjan kénnyedén adodik az alabbi allitas.

2.23. Kovetkezmény
Ly € RE.

Tegyiik fel, hogy adottak a P, és P, problémék tgy, hogy a P; a P, specialis
esete. Ekkor, ha P, ¢ R (rendre, P; ¢ RE), akkor nyilvanvaléan P> ¢ R
(rendre, P> ¢ RE) is teljesiil. Gondoljuk végig, ha példaul a P;-nél altalanosabb
P eldonthetd lenne, akkor nyilvanvaléan a Pi-et is el lehetne donteni.

Tekintsiik példaul a Turing-gépek ekvivalencia-problémdjdt, azaz az
Lrg = {(M1, Ms) | My és M, ekvivalens Turing-gépek}

nyelvet. Kénnyen lathato, hogy az Ly az Lgq specidlis esete. Valoban, ha Lrq
bemenetét megszoritjuk tgy, hogy Ms csak olyan Turing-gép lehet, ami nem
fogad el egyetlen szot sem, azaz L(Ms) = (), akkor az Ly problémat kapjuk. A
fentiekbdl, felhasznalva a 2.23. kovetkezményt, adodik az aldbbi eredmény.
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2.24. Kovetkezmény

Leg ¢ RE.

Az tovabbiakban azt mutatjuk meg, hogy nem csak a fenti problémak eldont-
hetetlenek, hanem az Osszes Turing-gépekkel kapcsolatos nemtrivialis kérdés is
az.

2.5.1.3. Rice tétele

El6szor tisztazni kell, hogy mit neveziink a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy
nemitrividlis tulajdonsdganak. Ha P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy oszté-
lya, akkor P-t a rekurzivan felsorolhato nyelvek egy tulajdonsdigdnak nevezziik.
Azt mondjuk, hogy egy L € RE nyelv rendelkezik a P tulajdonsaggal, ha L € P.
P trivialis tulajdonsdg, ha minden nyelvre, vagy egyetlen nyelvre sem teljesiil,
igy P egy nemtrividlis tulajdonsdg, ha P # 0 és P # RE.

Példaul, ha P az iires halmaz, akkor egyetlen rekurzivan felsorolhat6 nyelv sem
rendelkezik a P tulajdonsaggal. Viszont ha P = {0}, azaz P az iires nyelvet
tartalmazza (ami nyilvan rekurzivan felsorolhat6 nyelv), akkor kizardlag a 0,
vagyis az {ires nyelv rendelkezik a P tulajdonsaggal.

Ebben az alfejezetben megmutatjuk, hogy ha P nemtrivialis tulajdonsag, ak-
kor nincs olyan Turing-gép, ami tetszéleges L € RE nyelvrél eldontené, hogy
rendelkezik-e a P tulajdonsaggal, azaz L € P teljesiil-e vagy sem (megjegyezziik,
hogy ha P egy trivialis tulajdonsag lenne, akkor a probléma eldéntése is trivi-
alis lenne). Igazabol a kovetkezst fogjuk bizonyitani. Adott P tulajdonsagra
jeloljiik Lp-vel azon Turing-gépek kodjainak a halmazat, melyek P-beli nyelvet
ismernek fel. Az alabbi tétel azt mondja ki, hogy az Lp nyelv eldonthetetlen,
amennyiben P nemtrivialis tulajdonsag.

2.25. Tétel

Legyen P a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egy nemtrivialis tulajdonsa-
ga. Ekkor az Lp nyelv eldonthetetlen.

Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel, hogy () & P (a bizonyitas végén majd visszaté-
riink ahhoz az esethez, amikor () € P). Legyen tovabba L egy tetsz6leges nem
iires nyelv nyelv P-bdl (ilyen L létezik, hiszen P nem iires, mivel nemtriviilis,
és 0 € P). Legyen My, az L-et felismers Turing-gép.

A kovetkezSkben visszavezetjilk az L, nyelvet az Lp-re. Legyen (M,w) egy
tetszéleges Turing-gép és bemenet par. Megmutatjuk, hogy megkonstrualhato
egy M’ Turing-gép ugy, hogy L(M') = (), ha w ¢ L(M) és L(M') = L, ha
w € L(M). A megkonstrualt M’ egy kétszalagos Turing-gép lesz, a gép vazlata
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2.12. 4bra. L, visszavezetése Lp-re

a 2.12. abran lathato.

M’ egy tetszéleges x bemeneten a kovetkezdket csinalja:

1. Fiiggetleniil attol, hogy mi az x bemenet, M’ szimulalja az egyik szalagjan
az M miikodését a w szon (M és w kodja be van épitve M’ kodjaba; M’
felmasolja a szalagjara a w-t, és meghivja az univerzalis Turing-gépet,
melynek segitségével szimulalja M miikodését w-n).

2. Ha M’ azt taldlja, hogy M nem fogadja el w-t, akkor M’ nem csinal
semmit, vagyis nem fogadja el az « bemenetet. Ebben az esetben L(M') =
0, vagyis (M') & Lp.

3. Ha M’ azt talélja, hogy M elfogadja w-t, akkor elkezdi szimulélni M,
miikddését az © bemeneten. Ebben az esetben pedig L(M) = L, vagyis
<M/> € Lp.

Lathato, hogy (M, w) € L, akkor és csak akkor teljesiil, ha (M’) € Lp, vagyis
a fenti eljaras L, visszavezetése Lp-re. Mivel L, eldonthetetlen, kapjuk, hogy
Lp is eldonthetetlen.

Meg kell még vizsgalni azt az esetet, amikor () € P. Ebben az esetben ismételjiik
meg a fenti bizonyitast a P = RE—P tulajdonsigra. Azt kapjuk, hogy Lz nem
eldonthets. Tegyiik fel most, hogy az Lp nyelv viszont eldonthets. Kordbbi té-
teliink alapjan tudjuk, hogy ebben az esetben Lp is eldénthetd. Masrészt nem
nehéz belatni, hogy Lz = Lp, ami azt jelenti, hogy Lz is eldonthetd, ez pe-
dig ellentmondéas, amibdl kdvetkezik, hogy Lp eldonthetetlen, amit bizonyitani
akartunk. O

A fentiek alapjan az alabbi problémak mindegyike eldénthetetlen (néhanyrol
kordbban mar lattuk is, hogy az).

1. Egy tetsz6leges M Turing-gép az iires nyelvet ismeri-e fel. (Ebben az
esetben P = {0}.)

2. Egy M Turing-gép véges nyelvet ismer-e fel (P = {L | L véges}).
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3. Egy M Turing-gép kornyezetfiiggetlen nyelvet ismer-e fel (P = {L |
L kornyezetfiiggetlen}).

4. Egy M Turing-gép elfogadja-e az tires sz6t (P ={L |e € L).

Eddig olyan eldonthetetlen problémakat lattunk, melyek Turing-gépekkel illetve
az altaluk felismert nyelvekkel kapcsolatosak. A kovetkezSkben megismeriink
néhany olyan eldonthetetlen probléméat, ami nem a Turing-gépek valamilyen
tulajdonsagérdl szol.

2.5.2. A Post megfelelkezési probléma

Elsszor az ugynevezett Post megfelelkezési problémdt (réviden PMP-t) ismer-
tetjiik. Ezt a problémat szokas domindproblémdnak is nevezni.

2.26. Definicioé

A PMP-t a kovetkezSképpen definidljuk. Legyen ¥ egy legalabb két
bettit tartalmazé abécé, és legyen D = {[ﬂ] e [Eﬂ]} (n > 1) egy

U1 Un
dominoéhalmaz ahol u1, ..., u,,v1,...,v, € XT. A kérdés az, hogy van-e
egyolyan 1 <iy,...,4,, < m (m > 1) indexsorozat, melyre teljesiil, hogy

a [2”} e {Z?m} dominokat egymas mellé irva alul és feliil ugyanaz a
o e
sz6 adodik, azaz w;, ... w;,, =v;, ...v;,, . Ebben az esetben a fenti index-
vagy dominésorozatot a D egy megolddsanak nevezziik.

Formalis nyelvként a kovetkezSképpen definidlhatjuk a PMP-t:

PMP = {(D) | D-nek van megoldasa}.

2.27. Példa

o A D= [;%][2L][%2] egy megolddsa a 3,2,3,1 sorozat, hiszen

baa aa bb

bba abbba a = bb aa bb baa.

e AD= [%b] [g—g] [%} domindkészletnek nincs megoldasa, mert a
mésodik és harmadik dominéval nem kezd6dhet egy megoldés sem,
és ha az els6 dominét felhasznaljuk, akkor kelleni fog egy olyan
domino is, ahol fent kevesebb betd van, mint lent, de ilyen nincs

D-ben.

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a PMP algoritmikusan eldénthetetlen. Eh-
hez el6szor definialjuk az ugynevezett mddositott Post megfelelkezési problémdt
(MPMP), és megmutatjuk, hogy ez visszavezethet6 a PMP-re. Majd megmu-
tatjuk, hogy az L, probléma visszavezetheté6 az MPMP-re.
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Elgszor vizsgaljuk meg tehat, hogy hogyan néz ki az MPMP probléma. Adott

V1 v

egy D = {[ﬂ] e [“n}} dominodkészlet valamely n > 1-re (agy, ahogy a
PMP esetében is). A kérdés az, hogy van-e egy olyan megoldasa a D-nek (a
PMP szerint), melyben az els6 dominé az [%}

El6szor tehat megmutatjuk, hogy az MPMP visszavezethets a PMP-re.

2.28. Tétel

MPMP < PMP.

Bizonyitas. Tekintsiik az MPMP probléma egy

o~ (2]

példanyat. Ehhez konstrualjuk meg a
*Up, *FF
) 'Un* ) #

D=l e Y B
o [ xvrk | T ok | T | vex |

dominokészletet. Itt a x és a # jelek 1j, a D dominéiban nem szerepld szimboé-
lumok. Vilagos, hogy ha D-nek van megoldasa (az MPMP probléma szerint),
akkor D’-nek is van megoldéasa (a PMP szerint). Valoban, legyen az iy, ia,. .., %m
(m > 1) indexsorozat a D egy megoldasa. Ekkor i; = 1, hiszen a D az MPMP

egy pozitiv példanya. Ekkor véalasszuk D’-bél elGszor az {*?11*

} dominét, majd

rendre minden 2 < j < m-re vélasszuk a [Zu—i} dominodkat. Végiil valasszuk a
g

[%} dominét. Az igy kapott dominosorozat a D’ egy megoldasa lesz.

Tegyiik fel most azt, hogy a D’-nek van egy megoldasa. Nyilvanvalo, hogy ez

a megoldas az {:;‘11*} dominéval kezdsdik, az [Z“l’i} o [%} dominodkkal
folytatodik (valamely m > O-ra és iq,..., %, indexekre) és a {%} domindval
végzédik. Ekkor viszont az [%ﬂ [Z—ﬂ {%ﬂ} dominésorozat a D egy megol-
dasa. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O
2.29. Tétel
PMP ¢ R.

Bizonyitas. Elég megmutatni, hogy az L, visszavezethet6 a MPMP-re. Valo6-
ban, ekkor a 2.19. tétel alapjan az MPMP is eldonthetetlen, és mivel MPMP <
PMP (2.28. tétel) a PMP is eldonthetetlen.
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Legyen tehat M = (Q,%,T,9, o, ¢i, ¢n) egy Turing-gép és w € ¥*. Megadjuk
az MPMP egy D bemenetét ugy, hogy D pontosan akkor igenm példanya az
MPMP-nek, ha (M, w) € Ly.

A 2.8. tétel alapjan feltehetjiik, hogy M sosem probalja a fejet a kiindula-
si poziciotol balra mozgatni. Tegytk fel tovabba, hogy w = aj...a, (n €
[n],a1,...,a, € X). Ezutan a D-t a kovetkez6képpen definidljuk:

Els6 rész. Az els6 dominé amit felvesziink D-be legyen a {ii}
qoa1...an#

Masodik rész. Ezutan, minden a, b, ¢ € I'-ra, p, ¢ € Q-ra ahol p # ¢;,
e ha §(p,a) = (¢,b, R), akkor a [%} dominét,

e ha d(p,a) = (¢,b, L), akkor a {%} dominét,

e ha d(p,a) = (¢,b,5), akkor a pedig a {%] dominot vessziik fel D-be.

Harmadik rész. Minden a € I'-ra vegyiik fel az [%] dominot D-be.

Tekintsiink egy egyszert példat a fentiek demonstraldsara. Legyen M., egy
Turing-gép, melynek a szalagabécéje a I' = {a,b,U}, az allapothalmaza pedig
a @ = {q,q, 92, %, qn} halmaz. Tekintsiik az M., egy w = bab bemenetét.

Ekkor, az elsé részben leirtak alapjan a D-be bekeril a { dominé.

o
#qobab#
Tovabba, ha példaul az M-nek van egy 6(qo,b) = (g2, a, R) dtmenete, akkor a

méasodik rész alapjan a D-be bekeriil a % dominé. Végiil, a harmadik rész
miatt bekeriilnek a D-be az [2], [2] és [2] dominok.

Ha M., a bemenetén a w = bab szot kapja, akkor a gobab kezdSkonfiguraciobol
at tud lépni az ageab konfiguracioba. Nézziik meg, hogy milyen D-beli domindk
sorozataval szimulalhato az M., ezen konfiguracio-atmenete! A cél az, hogy egy
olyan dominésorozatot adjunk meg, melyben az alsé sz6 az M., qobab kezdd-

konfiguraciok a # jellel vannak elvalasztva egyméastol):

# qbl|lallb

#qobab# | [agz | la] [b]
Lathato, hogy ekkor az als6 sz6 pontosan az agsab konfiguracioval lesz hosszabb
a felsénél. Persze ahhoz, hogy tovabb folytathassuk a domindsorozatunkat sziik-
ség van egy olyan dominoéra, ami a fels§ sor végére ir egy # szimboélumot. Ezt
definidljuk a D megadéisanak kovetkezd részében.
Negyedik rész. Vegyiik fel D-be a [ﬁ} és a || dominokat. Ezek koziil a

£] e a ]
maéasodikra akkor van sziikség, ha M-ben elGall egy olyan konfiguracié, amikor
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a fej az utols6 nem LI szimbolum utani Li-ra mutat. Ilyenkor a {%} dominé az

alsé sz6 végére a # elé beir egy Ll-ot.

A fenti példanknal maradva, a kovetkezs feladatunk biztositani azt, hogy ha az
M., g;-be 1ép, akkor a D-ben legyen olyan dominésorozat, melyek alkalmazasa-
val az also és felsG szavak egyforma hossziak lesznek, hisz ekkor lesz csak igaz
az, hogy megoldast taldlhatunk D-ben. Ehhez olyan dominék kellenek, melyek
az als6 szoban olyan &l-konfiguraciokat hoznak létre, melyekben a ¢; allapot
koriil ,elttinnek” a nem LI szimbolumok.

Ot6dik rész. Vegyiik fel a D-be minden a € I'-ra a [“qqi} és a [12] dominokat.

i a

Ezen rész szemléltetéséhez tegyiik fel, hogy M.,-nek van egy 6(g2,a) = (gi, b, S)
dtmenete. Ekkor a harmadik részben latott dominésorozat folytathato a kovet-

T sl

A konnyebb olvashatosig kedvéért nézziikk meg, hogyan néz ki most a fenti
sorozat felss illetve als6 szava:

#qobab#agaab#

#qobab#aqaab#aq;bb#

Az 6t6dik részben definidlt dominok segitségével ,eltiintethetjiik” az alsé sz6
utols6 két #-ja kozti ¢;-t6l kiilonb6zd szimbolumokat. Valéban, folytassuk a
fenti dominodsorozatot az aldbbi domindkkal:

ol [

Ekkor a domindsorozat szavai a kévetkezSképpen néznek ki:

#qobab#tagaab#faq;bb#
#qobab#agrab#aq;bb#q;bb#

FOly ‘ a‘ va a fen‘i dOIninOSOI"OZ&l Ol a

dominodkkal, azt kapjuk, hogy a teljes dominésorozat fels§ és als6 szavai a ko-
vetkezGképpen néznek Kki:

#qobab#taqaab#aq;bb#q; bb#q;b#
#qobab#aqoab#aq; bb#q;bb#q;b#qi#

Hatodik rész. Ahogy a fenti példabdl is latszik, ahhoz, hogy a D-nek legyen

egy megoldasa, elegends a {%} dominét felvenni a D-be.
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A fentiek alapjan elmondhat6, hogy ha w € L(M), azaz (M,w) € L,, akkor
a D-nek van megoldasa. Masrészt, ha D-nek van megoldasa, akkor mivel a

D az MPMP egy porzitiv példénya, ez a megoldas biztos, hogy a {m}
dominéval kezd6dik. Ez viszont azt jelenti, hogy a D ezen megoldéasa szimulalja
az M egy elfogado szamitasi sorozatat a w-n. Kapjuk tehat, hogy w € L(M),

vagyis (M,w) € L.

Igy a D konstrukcidja L, visszavezetése az MPMP-re, és ezzel a bizonyitést
befejeztiik. O

2.5.3. Kornyezetfiiggetlen grammatikakkal kapcsolatos el-
donthetetlen problémak

2.5.3.1. Kornyezetfiiggetlen grammatikak egyértelmiisége

A PMP segitségével megmutatjuk, hogy eldonthetetlen, vajon egy koérnyezetfiig-
getlen grammatika egyértelmi-e. Emlékeztet6iil, egy G CF grammatika egyér-
telmd, ha minden L(G)-beli szonak pontosan egy baloldali levezetése van G-ben.

2.30. Tétel

A kornyezetfiiggetlen grammatikak egyértelmiisége eldonthetetlen.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy PMP visszavezethets a tételben szerepls prob-
léma komplementerére. Ez a 2.29, 2.19 és 2.17. tételek segitségével bizonyitja
az allitasunkat.

Legyen D = {[%} ey {Z—:}} (n > 1) a PMP egy bemenete, melyben a do-
mindk szavai egy X abécé felettiek. Konstrualjuk meg a G CF grammatikat a
kovetkezSképpen. ElGszor definidlunk két tovabbi CF grammatikéat. Legyen A =
{ai,...,a,} Ggy, hogy ANY = (. Legyen tovabba G4 = ({A},Z U A, P4, A)
és Gp = ({B},2UA, Pg, B), ahol

Py={A = uAay,..., A > uyAay, A = wiay,..., A= uya,} és

Pg ={B - v1Bas,...,B = v,Ba,, B — via1,...,B — v,a,}.

Veégiil, legyen G = ({S, A, B}, XUA, P,UPgU{S — A,S — B},S) ahol S egy
j nemtermindlis szimbolum.

Koénnyen lathato, hogy G-ben minden levezetés baloldali. Ezért G akkor és
csak akkor nem egyértelmi, ha van egy olyan w sz6 a X U A felett, hogy w
levezetheté6 G-ben két kiilonb6z6 modon. De ez, mivel G-ben a G4 és Gp
szabalyi nem ,keverednek”, csak ugy lehetséges, hogy w levezetheté G 4-ban
és Gp-ben is. Megjegyezziik, hogy G a-ban csak w;, ...u;, ai,, ...a;, Gp-ben



2.5. TOVABBI ELDONTHETETLEN PROBLEMAK 59

pedig vy, ... v;, a;  ...a; alaka szavak vezethetSk le (m > 1,1 < iy,... 4, <

Elég tehat belatnunk azt, hogy D-nek akkor és csak akkor megoldasa az [2—1} ,
1

im

. [:"} (m > 1) dominé sorozat, ha a w = w;, ... u;, a;, ...a; $20 levezet-
het6 G 4-ban és G g-ben is.

Elsszor tegyiik fel, hogy D-nek van egy [:4} ey {m—} (m > 1) megoldasa.

v;
Ekkor G4 definicidja alapjan, az w;, ...u;, @i, ... Q4 576 levezethetG G a-ban
rendre az A — u;, Aa;,, ..., A —w;,_, Aa;, ,, A — u;, a;, szabalyok alkalma-
zdsaval. Hasonldan, a G'g-ben is levezethets a v;, ... v;,, q;,, . ..ai, s26. Mivel a
fenti dominodsorozat megoldasa a D-nek, kapjuk, hogy w;, ... u;,,
és igy a bizonyitas egyik részével készen vagyunk, az w;, ...u;, ai,, ...a;, Sz0
levezethets G 4-ban és Gg-ben is.

= Uiy ++ Vi

Most tegyiik fel, hogy egy w = wa,,, ...a;, (u € ¥*) alaki sz6 levezethets
G-ben az A-bél és a B-bél is. Ekkor a w-beli a;, ... a;, részszé miatt a w leve-
zetésében mindkét grammatika ugyanolyan sorrendben hasznélja a szabAlyait.
Nevezetesen, G 4-ban pontosan akkor kaphaté meg a w az A = u;, Aa; = ... =

Uiy - Uiy, A, oo Gy = Uy o UG G .- G, = W levezetéssel, amikor a
G p-ben megkaphaté a w a B = v;,Ba;, = ... = v, ...v;,, ,Ba;, ,...a;; =
Viy - ..V, Qi ...0;; = w levezetéssel. Tehat wu;, ...w;, = v ...v; , azaz az
uq i P 2 . iz P
{U—l} e {Z—’"} domindsorozat D egy megoldasa. Ezzel a bizonyités végére
1 tm
értiink. O

2.5.3.2. Tovabbi eldonthetetlen kérdések

Legyen D a PMP egy példanya. A 2.30. tétel bizonyitasban szereplé G4 és
G p grammatikakat, illetve az altaluk felismert Ly = L(G4) és Lg = L(Gp)
nyelveket fogjuk felhasznalni arra, hogy az alabbi tételben megadott problémak
eldonthetetlenségét bizonyitsuk.

Sziikségiink lesz tovabba arra hogy L4 és Lp is CF nyelvek. Mivel a CF nyelvek
nem zartak a komplementer képzésre, a fenti allitas bizonyitasra szorul, de ezt
nem kozoljiik, mivel tilmutat a jegyzet hatarain.

2.31. Tétel

Legyen G és G2 két kornyezetfiiggetlen grammatika. Ekkor az alabbi
problémak mindegyike eldonthetetlen:

1. L(G1) N L(Gs) = 07
2. L(Gy) = L(G9)?
3. L(Gy) =T*, valamely T' abécére?
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4. L(G1) C L(G9)?

Bizonyitas. Legyen D egy dominokészlet valamely ¥ abécé felett, és legyen
A a 2.30. tétel bizonyitasdban latott abécé, L4 és Lp pedig a fent definialt
nyelvek. Vilagos, hogy D-nek akkor és csak akkor van megoldéasa, ha Ly N Lp
nem iires. Ebbdl a 2.17. tételt felhasznalva azt kapjuk, hogy se az LaNLp = 0,
se az Ly N Lp # 0 kérdés nem donthets el.

1. A fentiek alapjan a probléma eldonthetetlensége azonnal kiovetkezik, ha
G1-et G 4-nak, G-t pedig G g-nek valasztjuk.

2. Korabbi megjegyzésiink alapjan L, és Lp is CF nyelvek. Ismert, hogy
a CF nyelvek zartak az unié mtveletére, tehit L4 U Lp is CF nyelv.
Azt is tudjuk, hogy Ly ULp = LaNLg. Legyen G; és Gy két olyan
CF grammatika, hogy L(G1) = LaNLp és L(Gy) = (X U A)*. Ekkor
L(G;1) = L(G2) azt jelenti, hogy Ly N Lg = (X UA)*, azaz Ly NLg = ().
Mivel az utobbi egyenl6ség eldonthetetlen, kapjuk, hogy L(G1) = L(G2)
is eldonthetetlen.

3. Ha ez a probléma eldénthetd lenne, akkor Gi-et ugy valasztva, mint 2-
ben, I'-nak pedig > U A-t valasztva, el lehetne donteni, hogy D-nek van-e
megoldésa, ami ellentmondas.

4. Ennek a probléméanak az eldonthetetlensége szintén a 2. probléma eldént-
hetetlenségének kovetkezménye, hiszen tetszéleges G és Gy CF gramma-
tikdkra, L(G1) = L(G3) akkor és csak akkor teljesiil, ha L(G1) C L(Gs)
és L(G3) C L(G1). Tehat, ha a tartalmazas eldonthetd lenne, akkor az
ekvivalenciat is el lehetne donteni, ami ellentmondashoz vezetne.

Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztiik. O

2.5.4. Eld6nthetetlenség az els6rendi logikaban

Vilagos, hogy az itéletkalkulusban eldonthet6 az, hogy egy ¢ formula kielégithe-
t6, kielégithetetlen vagy érvényes-e. Ehhez nem kell mést tenni, csak véges sok
interpretacioban ki kell szamitani a ¢ formula értékét. Az els6rendi logikdban
viszont, mivel megszamlélhatatlanul sok interpretaciét lehet megadni egy adott
formuldhoz, méar nem jarhatunk el igy. S6t, amint azt latni fogjuk, az elsGren-
di logikdban a fenti kérdések mind eldonthetetlenek. ElGszor az érvényesség
eldénthetetlenségét mutatjuk meg.

Legyen VALIDITYPRED a kovetkez§ probléma:

VALIDITYPRED = {(y) | ¢ érvényes elsérendi logikai formula}.
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2.32. Tétel

VALIDITYPRED ¢ R.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy PMP < VALIDITYPRED. Legyen D = {[ﬂ} ,

v

. [Z—Z}} (k>1)egy ¥ ={a1,...,an} (n > 2) abécé feletti dominokészlet.
Tekintsiik azt az elsérendd nyelvet, melyben Pred = {p} (ar(p) = 2), Func =
{fars--+s fan} (ar(fa;) = 1 minden i € [n]-re) és Const = {c}. Megadunk egy
olyan pp formulat, hogy D-nek pontosan akkor van megoldésa, ha ¢p érvényes
formula. Az konnyebb olvashatéség kedvéért, egy fo, (fa,, (- (fa,,, (1)) (m >
1) alaki term helyett gyakran fo, . .q,  (t)-t irunk. Legyen pop = (p1/Ap2) — @3,
ahol

® Y1 = p(ful (C)’ fU1 (C)) AT /\p(fuk (C)v ka (C))>
o @3 =Vavy(p(z,y) = (P(fu, (), fo, (1)) Ao AD(fur (@), fo (1)),
e 3 = 3zp(z,2).

El6szor tegyiik fel, hogy pp tautologia. Legyen I a kdvetkezs interpretacio. [
alaphalmaza ¥*, f! (u) = a;u (i € [k],u € %), ¢! = ¢, a p interpretacioja pedig
az alabbi. Tetszdleges u,v € ¥* esetén p’ (u,v) = igaz akkor és csak akkor, ha
a kovetkezd (i)-vel jelolt feltétel teljesiil: van olyan m > 1 és i1,...,4, € [K],
hogy w;, ... u;, =ués vy ...v;, =v.

Elsszor belatjuk, hogy I = ¢1 A . Mivel minden i € [k]-ta |f.,,(c)|! = u;,
|fUi (C)|I =4 és pI(uiavi) = igCLZ, k‘ap.]Uka hogy I ': P1. AthZ, hogy I ': @2'13
belassuk elég bizonyitani, hogy tetszéleges u,v € ¥* esetén teljesiil a kdvetkezs
allitas: (ii) ha p’(u,v) = igaz, akkor minden i € [k]-ra p’(fu,(w), fuo,(v)) =
igaz. Tegyiik fel, hogy p!(u,v) = igaz valamely u,v € X*-ra. Akkor (i) miatt
van olyan m > 1 és i1,...,9m,m € [k], hogy w = w; ...u;, €80 = v;, ... 0;, .
Vilagos, hogy ekkor minden i € [k] esetén az u;u és v;v szavakra is teljesiil az (i)
feltétel. Kapjuk tehat, hogy minden i € [k]-ra, p!(fu, (u), fu,(v)) = igaz, azaz
(ii) teljesiil.

Beldttuk tehat, hogy I |= @1 A o. Ekkor viszont, mivel I = ¢p kapjuk, hogy
I | 3. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy D-nek van megoldasa.

Tegyiik fel most, hogy D-nek van megoldasa, és legyen I = (U, Ipred, IFunc,
Tconst) egy tetszlleges interpretacio. Megmutatjuk, hogy I = ¢p. Ha I |
©1 N\ @2, akkor I = ¢p azonnal adodik. Tegyiik fel, hogy I = 1 A pa. Legyen

{u—l] [u—m} a D egy megoldasa. Mivel I = o1, I = p(fu,, (¢), fu,, (c)).

Vi Vi,

De ekkor, mivel I = o, azt kapjuk, hogy I = p(fu,  wi,, (€)s foi,  wi,, (C))-
Ezt a gondolatmenetet folytatva kapjuk, hogy I = p(fu,,...u.,, (€), fui, ..., (€))-
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Ekkor, mivel ug, ... w;,, = i, - Vi | fus, s, () = [ fo,, .0, (©)]. Tehét van
olyan U-beli elem, példéul az u = |fu, . ., (o)1, hogy I |= p(u,u). Kovetkezik,
hogy I |= ¢35 és ezért I |= pp. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

A fenti eredménybdl az 1.1. tétel alkalmazasaval azonnal adodik az alabbi ered-
mény.

2.33. Kovetkezmény

Legyen F' els6rendi logikai formulék tetszéleges halmaza és legyen ¢ egy
tovabbi ilyen formula. Az alabbi kérdések eldonthetetlenek.

1. Vajon kielégithetetlen-e ?
2. Vajon kielégithet6-e ?

3. Vajon teljesiil-e, hogy F' = ¢?

Ismert, hogy van olyan algoritmus, ami egy tetszéleges ¢ elsérendii logikai for-
mulara pontosan akkor all meg igen valasszal, ha ¢ kielégithetetlen (ilyen pél-
daul a elsérendii logika rezolucios algoritmusa). Ezért a kielégithetetlenség el-
dontése RE-beli probléma. Mivel a kielégithetGség illetve kielégithetetlenség
eldontése egymas komplementerei, a fentiekbél és a 2.15. tételbdl kovetkezik,
hogy olyan algoritmus viszont nem létezhet, ami tetszéleges ¢ esetén akkor all
meg igen valasszal, ha ¢ kielégithet6. Ezért a kielégithetGség eldontése még
csak nem is RE-beli probléma.



3. fejezet

Bevezetés a
bonyolultsagelméletbe

Amint azt a jegyzet bevezetGjében emlitettiik, a bonyolultsigelmélet célja az
eldonthetd problémak osztalyozdsa a megoldashoz sziikséges erdforrasok (jel-
lemz8en az id6 és a tar) mennyisége szerint. ElGszor az idébonyolultsaggal
foglalkozunk. Sziikségiink lesz az aldbbi definicidkra.

3.1. Definicié
Legyen f: N — N egy fiiggvény. Ekkor
TIME(f(n)) = {L | L eldéntheté O(f(n)) idGigényt Turing-géppel}.

Tovabba P = -, TIME(n*).

Tehat P azon nyelveket tartalmazza, melyek eldontheték polinom idékorlatos
determinisztikus Turing-géppel. Ilyen példaul a jol ismert ELERHETOSEG prob-
léma, melynek bemenete egy G irdnyitott graf és annak két kitiintetett cstcsa,
s és t. A kérdés az, hogy van-e a G-ben s-bdl t-be vezets ut. Az ELERHETOSEG
problémat formaélis nyelvként a kovetkezdképpen definialjuk.

ELERHETOSEG= {(G, s,t) | G iranyitott graf és G-ben elérhets s-bol t},

ahol a (G, s,t) jelolés, amint azt méar megszokhattuk, a G, s, ¢ egy megtelel§
kodoléasa valamilyen abécé feletti szoval. Konnyen megadhat6 az ELERHETOSEG
problémat eldont6 M Turing-gép: M a szélességi keresés algoritmusat imple-
mentélva felépiti az s-bdl elérhetd csicsok H halmazat, és pontosan akkor all
meg g;-ben, ha t € H. Mivel a szélességi keresés algoritmusa a graf méretében

63
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polinom idé&igényt, és M megadhato ugy, hogy hatékonyan implementéalja ezt
az algoritmus kapjuk, hogy ELERHETOSEG € P.

Ezutén a fent definidlt problémaosztalyok nemdeterminisztikus megfelelGit de-
finialjuk.

3.2. Definicié

Ha f: N — N egy fiiggvény, akkor

NTIME(f(n)) = {L | L eldénthets O(f(n)) idSigényd

nemdeterminisztikus Turing-géppel }.

Tovabba NP = |J,-, NTIME(n*).

Az NP-beli problémak rendelkeznek egy kozos tulajdonsiggal: ha tekintjik
egy NP-beli probléma egy bemenetét és egy lehetséges tomor ,bizonyitékot”
arra nézve, hogy ez a bemenet pozitiv bemenete az adott probléméanak, akkor
ezen bizonyiték helyességének leellendrzése mar polinom idGben elvégezhets. Az,
hogy a bizonyiték ,tomor” azt jelenti, hogy megadhat6 a problémahoz egy p(n)
polinom ugy, hogy ha a bemenet mérete n, akkor a bizonyiték mérete O(p(n)).

Ennek megfelelgen egy NP-beli problémat eldonts polinom idGigényii nemdeter-
minisztikus Turing-gép miikédhet Ggy, hogy nemdeterminisztikusan ,megsejti”
a probléma bemenetének egy tomor megoldasat (pozitiv voltanak bizonyitékat),
és polinom idgben leellenérzi, hogy a megoldas helyes-e.

Tekintsiik példaul a korabban mér emlitett SAT probléméat. Tudjuk, hogy SAT
pozitiv bemenetei azon itéletkalkulusbeli konjunktiv normalforméak, melyek ki-
elégithetGek. Legyen ¢ egy tetszbleges itéletkalkulusbeli KNF. Annak, hogy ¢
kielégithet6 tomor bizonyitéka egy olyan interpretacié, ami mellett kiértékelve a
-t igaz értéket kapunk. Egy tetszéleges interpretécid tehat a ¢ kielégithet&sé-
gének egy lehetséges bizonyitéka. Annak ellendrzése pedig, hogy ez az interpre-
tacio tényleg igazza teszi-e ¢-t, polinom idében elvégezhets. Ennek megfelelGen,
a SAT eldonthetd egy olyan nemdeterminisztikus Turing-géppel, mely nemde-
terminisztikusan megsejt egy interpretaciot, azaz végigolvassa a formulat balrél
jobbra és minden 4j itéletvaltozd esetén felirja egy szalagjara ezt a valtozot és
annak egy lehetséges igazsagértékét (itt jelenik meg a nemdeterminisztikussig
a Turing-gép miikodésében). A gép ezutan polinom idSben ellendrzi, hogy a ka-
pott igazsagértékelés kielégiti-e a bemenetet. Kovetkezésképpen a SAT NP-beli
probléma.

A SAT fenti tulajdonsagara szokas ugy is hivatkozni, hogy a SAT polinom idében
ellenérizhets. Altalanosan, egy L nyelv polinom idében ellendrizhetd, ha van
olyan Ly € P nyelv és k > 1 szam, hogy

L=1{u|3w: (u,v) €Ly és l(v) = O(l(u)")}.
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A polinom idejt ellendrizhetség definicidjat felhasznalva adodik az NP osztaly
alternativ definicidja:

NP = {L | L polinom idében ellendrizhets}.

Ahogy arrdl fentebb mar volt sz, a nemdeterminisztikus polinom id&igényti
Turing-gépek rendelkeznek azzal a nem realisztikus tulajdonsaggal, hogy képe-
sek ,megsejteni” a probléma bemenetének egy tomor megoldasat. Egy ilyen
gépet azonban elképzelhetiink tgy is, mint egy olyat, ami ha egy adott konfi-
guracidoban az atmenetfiiggvénye alapjan n > 2 kovetkezd konfiguracioba tud
dtmenni, akkor a soron kdvetkezs 1épése sordn a kovetkezst teszi. ElGszor ké-
szit a szoban forgd konfiguraciobol n identikus méasolatot, majd ezeken rendre
alkalmazza a nemdeterminisztikus dtmeneteinek egyikét. Ezen felfogas szerint
egy ilyen gép tekinthets egy olyan eszkdznek, ami képes parhuzamos szami-
tasok végrehajtasara: adott bemeneten az aktualis 1épése soran kiszamitja az

u-n felépitett szamitési fa magassidgaval egyezik meg.

Konnyen lathato viszont, hogy egy szamitési fanak az n-ik szintjén n-ben mér
exponencidlisan sok konfiguracié szerepelhet. Tehat, ha a nemdeterminisztikus
Turing-gépre 1gy tekintiink, mint egy olyan eszkozre ami egyetlen 1épése soran
képes az exponencialisan sok lehetséges szdmitasanak a kovetkezs konfiguracio-
jat kiszamitani, akkor egy nem realisztikus szamitési modellt kapunk. Valéban,
jelenlegi ismereteink szerint nincs olyan szdmitastechnikai eszk6z, ami az idé-
igény nagysagrendi romlasa nélkiil képes lenne szimulélni egy ilyen Turing-gépet.

Ezen felfogas szerint egy a SAT-ot polinomidgben eldéntd nemdeterminisztikus
Turing-gép a kovetkezGképpen miikodik. A gép minden olyan esetben amikor
egy Gjabb z itéletvaltozot olvas a bemeneten, készit két identikus példanyt az
aktualis konfiguraciojabol és az egyik konfiguracio-példanyon ugy folytatja a
szamitast, hogy = értékét igaznak veszi, a masikon pedig hamisnak.

A SAT probléma specidlis az NP-beli problémak kozott abban az értelemben,
hogy csak nemdeterminisztikus Turing-géppel tudjuk hatékonyan megoldani,
determinisztikussal, jelenlegi ismereteink szerint, nem. Masrészt viszont nincs
bizonyitékunk arra, hogy nem is lehet determinisztikus Turing-géppel hatéko-
nyan megoldani. Tapasztalataink alapjan erds a sejtésiink, hogy a SAT olyan
NP-beli probléma, ami nem P-beli. Az viszont egy ismert eredmény, hogy ha
sikeriilne a SAT elddntésére polinomialis idGigényt algoritmust talalni (ez a fen-
ti sejtésink alapjan igen valoszinttlen), akkor ez azt jelentené, hogy az NP
osztaly megegyezik a P osztallyal. A SAT-ot és a vele megegyezd nehézségi
problémakat nevezziik majd késébb NP-teljes problémaknak.



66 3. FEJEZET. BEVEZETES A BONYOLULTSAGELMELETBE
3.1. NP-teljes problémak

Ahhoz, hogy az NP osztaly szerkezetét vizsgalni tudjuk, sziikségiink lesz a
visszavezetések egy specidlis osztalyara. Ezek a polinom ideji visszavezetések.
Kés6bb mas tipusa visszavezetéseket is fogunk hasznélni, ezért a kiszamitha-
t6 fliggvények egy tetszoleges osztalyat alkalmazo visszavezetéseket az alabbi
modon definialjuk.

3.3. Definicié

Legyenek L, € X* és Ly € A* nyelvek és, legyen v kiszamithaté fiigg-
vények egy osztalya. Azt mondjuk, hogy L; visszavezethet6 v szerint
az Lo-re (jele: Ly <, Ls), ha Ly < Ly és az Ly < Lo visszavezetésben
alkalmazott f fiiggvény v-ben van. Ha v a polinom idében kiszamithato
fiiggvények osztalya, akkor azt mondjuk, hogy L; polinom iddében vissza-
vezethetd Lo-re, és ekkor az Ly <, L helyett az Ly <, Ly jelolést fogjuk
hasznalni.

Legyen C problémak, v pedig kiszamithato fiiggvények egy osztalya. Azt
mondjuk, hogy C zdrt a v-beli visszavezetésekre nézve, ha a kovetkezs
teljestil. Tetszoleges L, Lo problémak esetén, ha L1 <, Ly és Lo € C,
akkor L, € C.

3.4. Tétel

P és NP zartak a polinom idejd visszavezetésekre nézve.

Bizonyitas. Legyen L; és Ly két nyelv ugy, hogy L1 <, Lo. Tegyiik fel el6szor
azt, hogy L, € NP. Megmutatjuk, hogy L; € NP is teljesiil. Legyen M
egy polinom idejd Turing-gép, ami az L1 <, Lo visszavezetést szamolja ki, M>
pedig egy polinom idejii nemdeterminisztikus gép, ami eldonti Lo-t. Tegyiik fel,
hogy M és M, idGigénye rendre pi(n) és p2(n). Konstrualjunk meg ezekbdl a
Turing-gépekbdl egy My Turing-gépet a 2.11. abran lathaté modon: My egy w
bemenetre szamolja ki az f(w) szot (azaz szimulédlja M-et), majd a kapott f(w)
szora hivja meg My-t. Ha M, elfogadja f(w)-t, akkor M; is fogadja el w-t, ha
M, elutasitja f(w)-t, akkor M; is utasitsa el w-t. Konnyd belatni, hogy az igy
vazolt M egy olyan nemdeterminisztikus Turing-gép, ami Li-et donti el. Be
kell még latnunk, hogy M; polinom id&igényd. Viladgos, hogy ha w hossza n,
akkor f(w) hossza legfeljebb py(n). Azaz az M legfeljebb ps(p1(n)) 1épésben
megall. Mivel a p; és po kompozicidja maga is polinom fiiggvény azt kapjuk,
hogy M; polinom idGigényd. Ebbdl kovetkezik, hogy L; € NP is teljesiil.

A P zartsdganak belatasahoz tegyiik fel, hogy Lo € P. Ekkor M, valaszthato
determinisztikus Turing-gépnek. Ez esetben viszont a fenti konstrukcié egy
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Lq-et eldont6 determinisztikus M; Turing-gépet eredményez, azaz ekkor L; €
P. O

Most definidljuk NP egy fontos részosztalyét.

3.5. Definicié

Legyen L egy probléma. Azt mondjuk, hogy L NP-teljes, ha
1. NP-beli és

2. minden tovabbi NP-beli probléma polinom idében visszavezethets
L-re.

Ha csak a mésodik pont teljesiil, akkor azt mondjuk, hogy L NP-nehéz.

Most megmutatjuk, hogy ha egy NP-teljes probléma eleme P-nek, akkor P =
NP.

3.6. Tétel

Legyen L egy NP-teljes probléma. Ha L € P, akkor P = NP.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy L egy P-beli NP-teljes probléma. Legyen L' €
NP egy tetszleges nyelv. Mivel L NP-teljes, L’ <, L. Ekkor viszont, mivel P
zart a polinom ideji visszavezetésekre nézve (3.4. tétel), L' € P is teljestil.

Azt kaptuk tehat, hogy NP C P. Mivel P C NP trividlisan teljesiil, P =
NP. O

tatni, hogy egy NP-beli probléma NP-teljes, akkor meg kell mutatni, hogy
minden NP-beli probléma visszavezetheté rd. Ez altalaban, mint ahogy azt a
SAT esetében hamarosan latni is fogjuk, nehéz feladat. Az alabbi tételt alkal-
mazva viszont, ha mar egy probléma NP-teljességét bizonyitottuk, segitségével
tovabbi N'P-beli problémakrol lathatjuk be, hogy NP-teljesek.

3.7. Tétel

Legyen L egy NP-teljes, Ly pedig egy NP-beli probléma. Ha L; <, Lo,
akkor L, is NP-teljes.

Bizonyitas. Legyen L egy tetsz6leges NP-beli probléma. Mivel L; NP-teljes,
L <, L. Legyen My az L <, L, visszavezetést, My pedig az Ly <,, Lo vissza-
vezetést kiszamitd polinom idGigényd Turing-gép. Mp-bdl és Ms-bdl konnyen
megadhaté egy olyan M Turing-gép, ami az L <, Lo visszavezetést szamolja
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ki. Tovabba, alkalmazva a 3.4. tétel bizonyitdsdban hasznalt gondolatmenetet,
feltehetjiik, hogy M polinom idGigényd. Mivel L tetszéleges NP-beli nyelv volt
kapjuk, hogy minden NP-beli nyelv visszavezethets polinom idében Lo-re. Igy,
mivel Ly NP-beli kovetkezik, hogy Lo is NP-teljes. O

3.1.1. A SAT probléma

Ebben a részben megmutatjuk a bonyolultsdgelmélet egyik fontos eredményét,
nevezetesen, hogy SAT NP-teljes. Emlékeztetsiil, SAT azon konjunktiv normaél-
formékat tartalmazza, egy megfelel§ dbécé felett kddolva, melyek kielégithetSek.
Példaul <($1 V —xg V —L’ﬂg) A (—'1’1 VoV 1’3) AN (—|x1 V —xg V —|(E3)> € SAT.

3.8. Tétel (Cook-Levin tétele)

SAT NP-teljes.

Bizonyitas. A fejezet elején mar vazoltuk, hogy hogyan lehet megoldani a SAT-
ot egy polinom ideji nemdeterminisztikus Turing-géppel. Tehat SAT NP-beli.
Amit be kell még bizonyitani az az, hogy minden NP-beli nyelv polinom idgs-
ben visszavezethetd SAT-ra. Legyen L egy tetsz6leges NP-beli nyelv, és legyen
M = (Q,%,T,9,q0,q,qn) egy p(n) id6igényld nemdeterminisztikus Turing-gép
valamely p(n) polinomra tgy, hogy L = L(M). Feltehets, hogy minden n € N-
re, p(n) > n.

A feladatunk az, hogy M minden w bemend szavahoz elkészitslink egy ¢ for-
mulét dgy, hogy:

e w € L akkor és csak akkor, ha ¢ kielégithetd,

e a w — {p) hozzarendelés megvalosithato polinom idékorlatos determinisz-
tikus Turing-géppel.

M miikodése w szon leirhatéd egy olyan tablazattal, melynek elsé sora M kezds-

Tegyiik fel, hogy w = ujus...u, valamely n € N szamra és uy,...,u, € X
bettikre. Mivel M p(n) idskorlatos gép, azaz minden szamitasi sorozata ma-
ximum p(n) lépésben véget ér a w-n, a fenti tablazat 2(p(n) + 3) - (p(n) + 1)
darab cellabol all. Ha w € L(M), akkor a téblazatnak van egy olyan i-ik sora
kor megegyeziink abban, hogy a téblazat Osszes i-nél nagyobb sorszamu sora
egyezzen meg az i-ik sorral.

A tablazat minden celldja a C = QUT U{#} halmaz egy elemét tartalmazhatja.
Minden cellahoz és C-beli szimbo6lumhoz bevezetiink egy itéletvaltozot, azaz
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# | U U | qo|w U, | U L | #
# #
# #
=
g
:
# q; #
2-p(n)+3

3.1. dbra. SAT NP-teljes

minden i € [p(n)+1]-re, j € [2p(n)+ 3]-ra és s € C-re, az x; j ; egy itéletvaltozo
lesz p-ben. Az z; ;, valtozo azt az allitast reprezentélja, hogy ,A tablazat i-
ik soranak j-ik oszlopdban az s szimbolum van”. A téablazat elfogadd, vagyis
w € L, akkor és csak akkor ha az alabbiak teljesiilnek:

e A tablazat egymast kivets sorai megfelelnek M legélis konfiguracioatme-
neteinek.

e A tablazat utolsé sora M egy elfogadd konfiguracioja, azaz az utolséd sor-
ban szereplé éllapot a g;.

A megkonstruélt p-nek azt kell leirnia, hogy a tablazat elfogado tablazat. Ennek
megfelelen ¢ négy részformulabol all:

Y = @Yo A Pstart A Pmove A Paccept -

o azt fejezik ki, hogy a tablazat minden egyes mez&jében pontosan egy karakter
van:

¥Yo = /\ (\/ fi,j,s) A /\ (—mci,jys V _‘xi,j,t)

i€[p(n)+1] seC s,t,€C,s#£t
J€[2p(n)+3]
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pstare azt fejezi ki, hogy a tablazat elsé sordban a w-hez tartozd kezdSkonfigu-
raci6é van:

Ostart = L1104 NT120N o AT1p)+1,0 N T1pn)+2,q0 N T1p(n)+3,u1 /N
c AT p(n)nt2,un N TLpn)+nt3,0 AN - AT 2p(n)+2,0 A T1,2p(n)+3,%

Paccept azt fejezi ki, hogy a tablazat utolsé sordban elfogadé konfiguracié van:

Paccept = \/ Lp(n)+1,5,q:°
2<j<2p(n)+2

Végezetiil, a @00 formulanak azt kell kifejeznie, hogy a tablazat két egymést

hogy ezt formalizalni tudjuk, sziikségiink lesz némi elGkésziiletre.

ay | az | ag
a4 | as | Ag
mondjuk, hogy a tablazat egy ablaka legdlis, ha a fels6 és als6é sora megegyezik,
vagy ha az ablak ,kompatibilis” M atmeneti fiiggvényével.

Példakent tegyiik fel, hogy d(q1,a) = {(q1,b, R)} és
6(q17b) = {(CI% C, L)) (q27 G,R)} (C]h q2 S Q és a, b7 ce F)
Ekkor példaul a kdovetkezs két ablak legalis:

Nevezziik a tablazat egy részét a téblazat egy ablakdnak. Azt

ala|q a |l q
alalb | |gl a
o I s . alala
Masreészt, barmilyen tovabbi dtmeneteket engedjen is meg §, az <1512 ablak

nem legélis.

Ezek utan az altalunk megadott ¢,,..e azt fogja kifejezni, hogy a tablazat min-
den ablaka legélis. Az, hogy ©move 18y azt fejezi ki, amit elvarunk téle kovetkezik
az alabbi allitasbol, melyet nem bizonyitunk:

Ha a téablazat els sora az M kezdGkonfiguricioja w-n és a téblazat minden
ablaka legalis, akkor a tablazat barmely két sora altal reprezentalt Cy és Cy
konfiguraciokra vagy C1 Fj; Co vagy C; elfogadé konfiguraci6 és C = Cs.

Legyen tehéat

Pmove = /\ wi,j;

i€[p(n)]
2<j<2p(n)+2

ahol adott i-re és j-re 1); ; az a formula, aminek azt fejezi ki, hogy a tablazat

« s

\/ Tij—1,a1 N Tijaz N Tij+1,as N Titl,j—1as N Titl4,a5 N Titl,j+1,a6

(a1,...,a6)
legalis
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formuléval lehet leirni, de ez a formula sajnos nem KNF. Ezért 1; j-vel egy
ekvivalens allitast fogunk formalizalni: nem igaz az, hogy a tablazat i-soraban

ﬁ( \/ Tij—1,a1 NTij,a0 NTi,j+1,a3 NTit1,j—1,a0 NTit1,5,as5 Afﬂz‘+1,j+1,a6>

(a1,...,a6)
nem legalis

formula irja le. Ebbgl a formulabol a De Morgan azonossagokat felhasznélva
kapjuk a keresett ; ; formulat:

Vi = /\ TTij-1,a1 VY TTigan V 7T j+1,a5 Y

(a1,...,a6)
nem legalis

Tit1,i—1,a0 YV it Gas ¥V TTitl, 541,06+

Mivel igy v; ; egy KNF, kapjuk, hogy ¢move is az. Mésrészt a ¢o, @start, vala-
mint a Qgecept részformulak mindegyike KNF. Ezért az egész ¢ formula maga is
KNF. Felhasznélva tovabbé azt, hogy ezen részformuldk mérete n fliggvényében
polinomidlis nagysagrendt, megmutathato, hogy ¢ konstrukcidja n fiiggvényé-
ben polinom id6 alatt elvégezhetd.

Masrészt az is konnyen lathato, hogy w € L akkor és csak akkor igaz, ha ¢
kielégithets. Tehat ¢ konstrukcidja az L nyelv polinom ideji visszavezetése
SAar-ra. Mivel L tetsz6leges NP-beli nyelv volt, kapjuk, hogy SAT NP-nehéz.
Ebbdl, felhasznalva, hogy SAT € NP, kovetkezik, hogy SAT NP-teljes. O

3.1.2. Tovabbi NP-teljes probléméak

Erdekes modon SAT alabbi specialis esete is NP-teljes: a probléma példanyainak
azokat a KNF-eket tekintjiik, melyek minden tagja pontosan hirom literalt
tartalmaz. A tovidbbiakban ezt az igy kapott probléméat vizsgaljuk.

3.9. Definicio
Legyen k > 1. Ekkor kSAT a kovetkez6 probléma:

kSAT = {(p) | (¢) € SAT, ¢ minden tagjiban pontosan k literal van}.

Most megmutatjuk, hogy a 3SAT probléma is NP-teljes.
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@ egy c kléza 1 c-nek megfeleld ¢’ részformulaja
l AVvxVvyY)AUVaxVY)IAAVXVaY)AAVaxVay)
LV, (4 VILVX)A( VIV ax)
LVI,Vi LVIpVis
LVIbVIgV, LV V)A(—xVIZV)
LV-Vl,(n=5) VL VX)) AEX VIBV X)) A A (X V1 VD)

3.1. tablazat. 3sAaT NP-teljes

3.10. Tétel

3SAT NP-teljes.

Bizonyitas. Mivel SAT € NP, nyilvanval6, hogy 3sAT € NP is teljesiil. Meg-
mutatjuk, hogy SAT <, 3sAT, amibdl a 3.7. tétel alapjan kdvetkezik, hogy 3SAT
NP-teljes.

Legyen ¢ a SAT egy bemenete. -hez megkonstrualunk egy olyan 1 formulat,
melyben minden tag pontosan hérom literalt tartalmaz, és (@) € SAT akkor és
csak akkor 4ll fenn, ha (¢) € 3sAT teljesiil.

A 3.1. téablazat szerint ¢ minden c tagjat atalakitjuk a 1 egy ¢’ olyan rész-
formulajava ami KNF. A tablazatban )14, ... [, literdlokat, x,y,x1,..., Ty _o
pedig mindig 6j, kordAbban még nem hasznalt itéletvaltozokat jelol.

Mivel ¢ klézainak mérete a megfelel6 ¢-beli klézok konstansszorosa, 1 konst-
rukcioja elvégezhetd polinom id6ben. Az, hogy () € SAT akkor és csak akkor,
ha () € 3sAT a kévetkezSképpen lathato be. Egyrészt, ha ¢ kielégithets, akkor
az 6t kielégits I interpretacié mindig kiterjeszthets az x,y, z1,. .., z, valtozok-
ra ugy, hogy a kapott interpretacio kielégitse a 1) Osszes klozat. Ez az egy,
két, és harom literalt tartalmazoé p-beli klozokbdl kapott 1-beli klozok esetében
konnyen lathato. Ha a ¢ egy c kloza Iy Vs V13 V14 alaku, akkor I |=1; Vs vagy
I =13V 1. De akkor c-nek megfelel§ i-beli ¢’ formula igazzé tehets az x ér-
tékének megfelel6 megvilasztasiaval. Ez az észrévétel altalanosithatd a négynél
tobb literalt tartalmazo p-beli klozokra is.

Forditva, ha 1 igaz egy I interpretaciéban, akkor mivel az x,y, z1,...,z, val-
tozokat tartalmazo literalok nem lehetnek egyszerre igazak egy w-beli ¢ kléznak
megfelels 1-beli ¢ Osszes klozaban, azt kapjuk, hogy olyan literalnak is igaz-
nak kell lennie valamelyik ¢’-beli klozban, ami szerepel a c-ben is. De ekkor c-t
ugyancsak kielégiti az I. Azaz ¢ is igaz lesz I-ben.
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A fenti konstrukcié tehat a SAT egy polinom idejd visszavezetése a 3SAT-ra. A
3.7. tétel alapjan kovetkezik, hogy 3SAT NP-teljes O

A 3sAT segitségével tovabbi problémékrol mutatjuk meg, hogy NP-teljesek. El6-
szOr a kovetkezs, egymaéssal szoros kapcsolatban allo grafelméleti problémakkal
foglalkozunk: TELJES RESZGRAF, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ és CSUCSLEFE-
DES.

3.11. Definicio

Az aldbbiakban G mindig egy irdnyitatlan grafot jelol.

TELJES RESZGRAF = {(G, k) | k > 1, G-nek
létezik k cstcsu teljes részgrafja }.
Tehat a TELJES RESZGRAF azon G és k parokat tartalmazza egy meg-
felels abécé feletti szavakkal kddolva, melyekre igaz, hogy G-ben van k

csucsu teljes részgraf, azaz olyan részgraf, melyben barmely két cstcs
kozott van él.

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ = {(G, k) | kK > 1, G-nek
van k elemi fiiggetlen csticshalmaza }.

Vagyis a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ azon G és k parokat tartalmazza,
melyekre igaz, hogy G-ben van k olyan cstcs, melyek koziil egyik sincs
Osszekdtve a masikkal.

CSUCSLEFEDES = {(G, k) | kK > 1, G-nek van olyan k elemt cstics-
halmaza, mely tartalmazza G minden élének legalabb egyik végpontjat }.

Megmutatjuk, hogy a fenti probléméak NP-teljesek.

3.12. Tétel

TELJES RESZGRAF NP-teljes.

Bizonyitas. ElGszor is, TELJES RESZGRAF € NP, hisz megadhato egy nem-
determinisztikus Turing-gép, ami az egyik szalagjara irja a bemenetként kapott
G graf k darab csucsét (azaz megsejt k darab csticsot G-bol), majd polinom
id6ben ellendrzi, hogy ezen cstcsok mindegyike 0ssze van-e kdtve a k — 1 masik
csuccsal.

Mésrészt megmutatjuk, hogy 3SAT <, TELJES RESZGRAF a kévetkez§ modon.
Legyen ¢ a 3SAT egy példanya. Ekkor ¢ = ¢; A ... A ¢k, valamely k > 1-re,
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tovabba minden i € [k]-ra, ¢; = l;; V l;, V I, ahol I;, (j € [3]) literdlok. ¢-hez
megadunk egy G, grafot az alabbi médon. ¢ minden c¢; tagja meghatéroz hdrom
csucsot G-ben, nevezziik ezt a ¢;-hez tartozé haromszognek (annak ellenére,
hogy e cstcsok kozott nem lesznek élek). A ¢;-hez tartozé haromszogek cstucsait
l3,-el l;p-vel és l;3-mal jeldljiik. Ezutan G, csticsai kozott az 6sszes élt behizzuk,
kivéve az alabbiakat:

e az egy klozhoz tartozé haromszog cstucsai kozti éleket és

o az ellentétes literdlokkal cimkézett cstucsok kozti éleket.

Nyilvanvalo, hogy G, polinom id6ben megkonstrualhato, tovabba az is konnyen
belathato, hogy (p) € 3SAT < (G, k) € TELJIES RESZGRAF. Tehat a fenti konst-
rukcié 3SAT polinom idejl visszavezetése TELJES RESZGRAF-ra. Mivel 3SAT
NP-teljes, kapjuk, hogy TELIES RESZGRAF is NP-teljes. O

Most azt mutatjuk meg, hogy FUGGETLEN CSUCSHALMAZ is NP-teljes.

3.13. Tétel

FUGGETLEN CSUCSHALMAZ NP-teljes.

Bizonyitas. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ € NP, hisz megadhato egy nemdeter-
minisztikus Turing-gép, ami megsejt k& darab csticsot G-ben és polinom idGben
ellendrzi, hogy ezen csicsok egyike sincs semelyik maésikkal 6sszekotve.

Ezek utan ahhoz, hogy a FUGGETLEN CSUCSHALMAZ NP-teljességét belassuk
elegend6 megmutatni, hogy TELJES RESZGRAF <, FUGGETLEN CSUCSHALMAZ.
Legyen G egy tetszoleges graf és G az a graf, melynek ugyanazok a cstcsai, mint
G-nek és két cstics kdzott akkor és csak akkor van él G-ben, ha ugyanezen csiicsok
kozott nincs é1 G-ben. Vildgos, hogy G polinom idében megkonstrudlhat6é G-
bél. Tovabba a G grafban akkor és csak akkor van k elemd teljes részgraf,
ha G-ben van k elemi fiiggetlen csicshalmaz. Kapjuk tehat, hogy TELJES
RESZGRAF polinom idében visszavezethet6 FUGGETLEN CSUCSHALMAZ-ra, amit
bizonyitani akartunk. O

3.14. Tétel

CSUCSLEFEDES NP-teljes.

Bizonyitas. Elgszor megint azt kell belatni, hogy CSUCSLEFEDES € NP.
Ez viszont igaz, hisz CSUCSLEFEDES eldonthetd egy olyan nemdeterminisztikus
Turing-gépel, ami megsejt k darab cstcsot G-ben, és polinom idében ellendr-
zi, hogy G minden élének legalabb az egyik végpontja rajta van-e a k cstcs
valamelyikén.
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(b) A bekarikdzott csticsok nem
alkotnak fiiggetlen csticshalmazt,
ezért van olyan él a grafban, mely-
nek egyik csicsa sincs rajta a ma-
radék (bekeretezett) csticsok vala-
melyikén.

(a) A bekarikazott csticsok fiigget-
len csiicshalmazt alkotnak, ezért a
graf minden élének legalabb egy
csticsa a maradék (bekeretezett)
csticsok egyikén van.

3.2. dbra. FUGGETLEN CSUCSHALMAZ <,, CSUCSLEFEDES

A CSUCSLEFEDES probléma NP-teljességét gy bizonyitjuk, hogy visszavezet-
jiikk r4 az NP-teljes FUGGETLEN CSUCSHALMAZ problémat. Tekintsiink egy n
csicst (n > 1) véges G gréafot és annak egy k elemd (k < n) G’ részgrafjat.
Nem nehéz belatni, hogy a G’-beli csiicsok pontosan akkor alkotnak egy k ele-
mii fliggetlen cstcshalmazt G-ben, ha G-nek a G'-n kiviili csicsai egy n — k
elemi cstcslefedést alkotnak G-ben (lasd példaul a 3.2. abrat). Tehat (G, k) €
FUGGETLEN CSUCSHALMAZ < (G,n — k) € CSUCSLEFEDES. Vilagos, hogy az
n—k szam polinom idében kiszdmithato, vagyis FUGGETLEN CSUCSHALMAZ <,
CSUCSLEFEDES. Kovetkezésképpen CSUCSLEFEDES is NP-teljes. O

3.1.3. Hamilton-attal kapcsolatos NP-teljes problémak

A kovetkez6kben megvizsgalunk néhény olyan problémaét, ahol kiilonb6z6 gra-
fokban kell Hamilton-utat vagy kort talalni. Az eredményeket felhasznélva meg
fogjuk mutatni, hogy a jol ismert UTAZO UGYNOK probléma NP-teljes. A vizs-
galt problémékat, mint formalis nyelveket, a kévetkez6képpen definialjuk.

3.15. Definicio

HAMILTON-UT = {(G, s,t) | G = (V, E) iranyitott graf, s,t € V,
és 3s-bol t-be Hamilton-tt}.

IRANYITATLAN HAMILTON-UT = {(G, s,t) | G = (V, E) iranyitatlan
graf, s,t € V, és Js-bol t-be Hamilton-ut}.
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TETSZOLEGES HAMILTON-UT = {(G) | G = (V, E) iranyitatlan graf,
és ds,t € V ugy, hogy van s-bdl ¢-be Hamilton-ut}.

IRANYITATLAN HAMILTON-KOR = {(G) | G olyan iranyitatlan graf,

amiben van Hamilton-kor}.

UTAZOUGYNOK = {(G, k) | G iranyitatlan graf az éleken egy-egy
pozitiv egész stllyal, és G-ben van legfeljebb & Gsszsilytt Hamilton-kor}.

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy iranyitott grafokban a Hamilton-tut keresése
NP-teljes probléma.

3.16. Tétel

A HAMILTON-UT probléma NP-teljes.

Bizonyitas. Az, hogy a probléma NP-beli konnyen belathaté: megadhaté egy
nemdeterminisztikus Turing-gép, ami megsejti a bemend graf csicsainak egy
S, ...,t felsorolasat és polinom idében ellendrzi, hogy a felsoroldsban a csicsok
paronként kiilonboznek-e, valamint azt, hogy az egymast kovetd cstcsok kozott
van-e él.

HAMILTON-UT NP-teljességének belatasdhoz elegendd tehat megmutatni, hogy
egy NP-teljes probléma visszavezethets ra. Ez a probléma a SAT lesz. Legyen
egy ¢ egy itéletkalkulusbeli KNF. Polinom id6ben megkonstrudlunk egy G,
grafot ugy, hogy G, két kitiintetett csiicsa kozott pontosan akkor lesz Hamilton-
ut, ha (p) € SAT.

Tegyiik fel, hogy ¢ =c¢1 A ... Acp (k> 1) és, hogy p-ben csak az x1,xa,. ..,
(I > 1) véltozok szerepelnek. Minden x; valtozohoz (i € [l]) megadunk egy a
3.3. abran lathato részgrafot.

Ebben a részgrafban, a bal oldali cstics melletti cstcstol kezdve, két-két egymaés
melletti csics rendre a ¢ egy-egy tagjanak van megfeleltetve (az abran ezek a
cstucsparok be vannak karikazva).

Tovabba minden ¢; (j € [k]) taghoz lesz egy-egy kiilon cstcs G,-ben. Ezekbdl a
részgrafokbol felépitjiik a 3.4. abran lathato grafot. Ebben a gratban a valtozok
altal reprezentalt eszkozOket az aldbbi stratégia szerint kotjiik Ossze a tagokat
reprezentald csicsokkal. Ha egy x; valtozod szerepel egy c,, tagban, akkor az
x;-nek megfelels részgraf c,,-nek megfelel§ két cstucsa koziil vessziik a baloldalit
és behuzunk egy élt ebbdl a csacsbél a ¢, csicsba. Ezutén c,,-bdl behizunk
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3.3. abra. Az x; valtozéhoz konstruélt részgraf

S
- [ C1
: .
t

3.4. abra. A p-beli valtozokhoz illetve tagokhoz konstruélt részgrafok
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Cm-nek megfeleltetett
cslcspar

3.5. abra. Amikor az x; literal szerepel egy c,, tagban

egy élt a mésodik (jobboldali) csticsba (3.5. dbra).

Ha viszont egy —z; literal szerepel egy ¢, tagban, akkor az x;-nek megfelelé
részgraf c,-nek megfelelg két cstucsa koziil vesszitk a jobboldalit és behtizunk
egy élt ebbdl a csicsbdl a ¢, csicsba. Ezutan c¢,-bél behtzunk egy élt az elsé
(baloldali) csucsba (3.6. abra).

Legyen az igy kapott graf G, és legyen s,t¢ rendre a 3.4. abran lathato két
cstucs. Belathato, hogy (G, s,t) polinomideji Turing-géppel elkészithets (p)-
bol. Meg kell még mutatni, hogy (p) € SAT akkor és csak akkor teljesiil, ha
(Gy, s,t) € HAMILTON-UT.

Tegyiik fel, hogy (p) € SAT. Legyen I egy olyan interpretacio, ami kielégiti o-t.
I meghataroz egy utat s-bdl t-be a kiovetkezd modon. Ha I egy x;-hez (i € [I])
igazat rendel, akkor az Ut az x;-nek megfelel§ részgraf felsé csucsabol elGszor
balra megy, majd a részgraf bal oldalan 1évé csticsbél jobbra lépked egészen
addig, amig eléri a jobb oldalon 1év§ csticsot, végiil pedig a részgraf aljan 1évs
csucsot érinti. Ha I az xz;-hez hamisat rendel, akkor az ut az ellenkezd irdnyban
jarja be az x;-nek megfelel§ részgrafot: a felsG csucsbol elGszor jobbra megy,
majd a részgraf jobb oldaldn 1év6 cstcsbol balra lépked addig, amig eléri a
részgraf bal oldalén 1év§ csiicsot, ahonnan pedig tovabblép a részgraf aljan 1&vé
csucsra.

Ezt a fent vazolt utat most kiegészitjiik agy, hogy a cq, . . ., ¢x tagoknak megfelel
csticsokat is érintse. Tekintsiik egy ¢; tagot (j € [k]), és vegyiink c;-bdl egy igaz
literalt (ilyen biztos, hogy létezik, hiszen I kielégiti a ¢-t). Ez a literal x; vagy
—z; alaka valamely ¢ € [l]-re. Ha a literal z; alaka, akkor az 1t balrol jobbra
halad az x;-nek megfelels részgrafban (hisz x; értéke igaz). Ha a literdl —ux;
alaku, akkor az ut jobbrol balra halad (mert az x; értéke hamis). A c¢; csucs
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3.6. abra. Amikor a —x; literal szerepel egy c,, tagban

viszont Ugy van hozzadkdtve az x;-nek megfelels részgrafban a c;-nek megfelel§
csticsparhoz, hogy az utunk mindkét esetben képes megtenni egy kitérét a c;
csticshoz. Nem nehéz belatni, hogy az igy vazolt ut egy Hamilton-ut a G,-ben
s-bél t-be.

Tegyiik fel most, hogy van egy Hamilton-ut s-b&l ¢-be a G,-ben. Nem nehéz
belatni, hogy ez az 1t olyan, mint amilyet az el6bb vazoltunk, azaz az Gt nem
teheti meg azt, hogy egy x;-nek megfelels részgratbol kitérét tesz egy c; cstcs-
hoz, de a c;-b8l nem ugyanabba a részgrafba megy vissza. Ellenkez§ esetben
ugyanis lennének olyan csicsai G,-nek, amit az Gt nem lenne képes meglato-
gatni, ez viszont ellentmondana annak, hogy az ut Hamilton-ut. Igy tehat a
Hamilton-ut meghataroz egy olyan I interpretéciot, ami kielégiti p-t. O

Most azt mutatjuk meg, hogy a HAMILTON-UT probléma akkor is NP-teljes ma-
rad, ha megengedjiik azt, hogy a bemenetben szereplé graf iranyitatlan legyen.

3.17. Tétel

Az TRANYITATLAN HAMILTON-UT probléma NP-teljes.

Bizonyitas. Az, hogy a probléma NP-beli hasonléan adédik, mint a HAMILTON-
UT probléma esetében. Azt, hogy a probléma NP-nehéz ugy bizonyitjuk, hogy
visszavezet]jiikk r4 a HAMILTON-UT problémat. Adott G = (V, E) iranyitott graf-
hoz és s,t € V cstcsokhoz legyen G, = (V,,, E,,) a kiévetkez§ iranyitatlan graf.
Legyen 52, ¢t € V, és minden v € V — {s,t} csicsra legyen 0@ M 132) egy-
egy cstics Vi,-ban, valamint {v(®), (M} s {v1) (D)) egy-egy él E,-ban. Legyen
tovabba minden (v,w) € E élre {v® w®} € E,. A 3.7. abran az lathato,
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3.7. 4bra. HAMILTON-UT visszavezetése IRANYITATLAN HAMILTON-UT-ra

hogy a (v, w) G-beli élnek milyen élek felelnek meg G,,-ban.

Vilagos, hogy G, polinom idében megkonstrualhaté G-bdl. Annak belatasahoz,
hogy (G, s,t) € HAMILTON-UT akkor és csak akkor teljesiil, ha (G,,, s, () ¢
IRANYITATLAN HAMILTON-UT elég meggondolni a kévetkezsket. Az vilagos,
hogy ha G-ben van egy s,v1,...,v,—2,t (irAnyitott) Hamilton-ut, ahol n a G
csticsainak a szdma, akkor az a H Ut mely rendre az

0 1 2 0 1 2
3(2),115 ),v§ ),v§ ), .. .,v,(L_)Q,v;_)Q,v,(l_)Q,t(o)

csticsokat érinti, egy Hamilton-ut G,,-ban s(2)-bsl t(0)-ba. Masrészt, tegyiik fel,
hogy van egy Hamilton-tit G-ban s()-bél t(O-ba. Ez az ut az s utan és
a t(© el6tt, nyilvanvaléan, v(@, v(1) v(2) sorrendben latogatja meg a csucsokat
minden v € V — {5 (9 }-ra. Tehat ez a G.,-beli Hamilton-tit, sziikségszerten,
olyan alakd, mint a fentebb latott H-val jelolt Hamilton-at. Ekkor viszont
az 8,v1,...,Un_2,t csucssorozat egy s-bol t-be tartod (irdnyitott) Hamilton-utat
alkot G-ben. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

Erezhetd, hogy ha IRANYITATLAN HAMILTON-UT NP-teljes, akkor a TETSZO-
LEGES HAMILTON-UT és az IRANYITATLAN HAMILTON-KOR problémak sem le-
hetnek kénnyebbek.

3.18. Tétel

A TETSZOLEGES HAMILTON-UT probléma NP-teljes.

Bizonyitas. Az, hogy a probléma NP-beli hasonloan adodik, mint az IRANYI-
TATLAN HAMILTON-UT probléma esetében. Azt, hogy a probléma NP-nehéz
agy bizonyitjuk, hogy visszavezetjiik r4 az IRANYITATLAN HAMILTON-UT prob-
lémat. Adott G = (V, E) iranyitatlan grathoz és s,t € V csicsokhoz legyen
G' = (V' E') az az irdnyitatlan graf, amit a 3.8. abran lathaté modon konst-
rudlunk meg.

Vilagos, hogy G’ polinom id6ben megkonstrualhaté. Figyeljiik meg, hogy ha G’-
ben van valamely két cstcs kozott Hamilton-ut, akkor ez a két csucs csakis az s
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3.8. Aabra. IRANYITATLAN HAMILTON-UT visszavezetése TETSZOLEGES

HAMILTON-UT-ra

és t’ lehet. Ebbgsl mar kovetezik, hogy G-ben akkor és csak akkor van Hamilton-
it s-bdl t-be, ha V/-ben van két olyan csiics, melyek kézott van Hamilton-at. [

3.19. Tétel

Az TRANYITATLAN HAMILTON-KOR probléma NP-teljes.

Bizonyitas. Az, hogy a probléma NP-beli megint csak hasonléan adédik, mint
az IRANYITATLAN HAMILTON-UT probléma esetében. Azt, hogy a probléma
NP-nehéz ugy bizonyitjuk, hogy visszavezetjiik ra4 az IRANYITATLAN HAMILTON-
UT problémat. Adott G = (V, E) iranyitatlan grafhoz és s,t € V cstcsokhoz
legyen Gy = (Vi, Ex) az az irdnyitatlan graf, amit a 3.9. abran lathat6 moédon
konstrualunk meg.

Lathato, hogy Gy polinom idében megkonstrualhato, és akkor és csak akkor
tartalmaz Hamilton-kort, ha G-ben van Hamilton-ut s-bdl t-be. O

A kovetkezSkben azt mutatjuk meg, hogy az UTAZO UGYNOK probléma is NP-
teljes. A probléma NP-nehézségének bizonyitdasahoz a kidvetkezd, dltalanosan
hasznalhaté gondolatmenetet alkalmazzuk. Legyen P; és P, két eldontési prob-
léma tugy, hogy a P, a P, specidlis esete. Ha van egy A algoritmusunk a P,
eldontésére, akkor az A-t nyilvinvaléan hasznédlhatjuk a P; eldontésére is. Te-
hat a P; nem lehet bonyolultabb probléma, mint a P,. Ebbdl kovetkezik az
alabbi allitas.



]2 3. FEJEZET. BEVEZETES A BONYOLULTSAGELMELETBE

S
( u Gy
t
G

y

\_Y_}

3.9. dbra. IRANYITATLAN HAMILTON-KOR NP-teljes

3.20. Tétel

Legyen P; és P, két probléma tgy, hogy a P; a P, speciilis esete és P;
NP-nehéz. Akkor P, is NP-nehéz.

Ezt felhasznalva konnyen adodik az alabbi eredmény.

3.21. Tétel

Az UTAZO UGYNOK probléma NP-teljes.

Bizonyitas. Azt a korabbiak alapjan ismét nem nehéz belatni, hogy a prob-
léma NP-beli. Az NP-nehézség a 3.20. tétel alapjan abbdl adodik, hogy a
IRANYITATLAN HAMILTON-KOR probléma az UTAZO UGYNOK probléma specia-
lis esete. Valoban, ha az UTAZO UGYNOK probléma bemenetei csak olyan (G, k)
parok lehetnek, ahol G = (V, E) egy olyan élstlyozott irdnyitatlan graf, melyben
az élek 1-gyel vannak silyozva, és a k = |V, akkor megkapjuk a IRANYITATLAN
HAMILTON-KOR problémat. O

Végezetiil azt mutatjuk meg, hogy az alabbi két probléma is NP-teljes.

3.22. Definicio

LEGHOSSZABB UT = {(G, k) | G = (V, E) irdnyitatlan graf,
k < |V|,G-ben van legalabb k cstcsot érinté ut},
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KORLATOZOTT FESZITOFA =
{(G,k) | G = (V, E) irdnyitatlan graf, k < |V| és G-ben
van olyan G’ feszit6fa, hogy G’-ben minden cstcs foka legfeljebb k}.

3.23. Tétel

LEGHOSSZABB UT és KORLATOZOTT FESZITO FA NP-teljesek.

Bizonyitas. Konnyen ellenérizhets, hogy mindkét probléma polinom idében el-
lendrizhetd, azaz NP-ben van. Megmutatjuk, hogy TETSZOLEGES HAMILTON-
UT mindkét problémanak speciélis esete. Ebb6l a 3.20. tétel alapjan kovetkez-
nek a tétel allitasai. Ha a LEGHOSSZABB UT bemenetét tigy korlatozzuk, hogy k-
t |V|-nek valasztjuk, akkor nyilvanvaléan a TETSZOLEGES HAMILTON-UT prob-
léméat kapjuk. Ha pedig a KORLATOZOTT FESZITO FA bemeneteit korlatozzuk
agy, hogy k = 2, akkor a probléma olyan feszité fa keresésére redukalodik, ahol
minden csucs foka legfeljebb ketts. De egy grafban egy u at akkor és csak akkor
Hamilton-tut, ha u egy olyan feszit6fa, melyben a csiicsok foka legfeljebb kettd.
Kapjuk tehét, hogy a fenti korlatozéassal ismét a TETSZOLEGES HAMILTON-UT
problémat kaptuk. O

Az NP-teljes problémak nagyon fontosak a bonyolultsagelméletben. Altalaban,
ha egy 4j NP-beli problémaéval talalkozunk, akkor vagy azt prébaljuk megmu-
tatni rola, hogy P-beli vagy azt, hogy NP-teljes. Ha P-beli, akkor rendszerint
hatékonyan megoldhato a gyakorlatban is, ha NP-teljes, akkor viszont (valoszi-
niileg) nincs a megoldasara hatékony algoritmus, és igy fel is hagyhatunk annak
keresésével. Azt mar tudjuk, hogy P C NP. Elvileg lehetséges, hogy P = NP,
de mint emlitettiik az a sejtés, hogy ez az egyenlség nem all fenn. Azt is tud-
juk, hogy az NP-teljes problémak a legnehezebbek az NP-beli nyelvek kozott.
Vajon van-e olyan nyelv, ami nem eleme P-nek, de nem is NP-teljes? Nyilvan-
valé, hogy ha P = NP, akkor nincs ilyen nyelv, ellenkez esetben viszont igaz
az alabbi tétel, amit bizonyitas nélkiil kozliink:

3.24. Tétel

Ha P # NP, akkor van olyan L € NP nyelv, hogy L ¢ P, de L nem is
NP-teljes.
A fenti tételben szerepls nyelveket nevezziik NP-kdztes nyelveknek. Egy lehet-

séges NP-koztes probléma a kdvetkezs:

GRAF 1ZOMORFIZMUS = {(G1,G2) | G1 és Go izomorf iranyitatlan grafok}.
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3.10. abra. Az NP szerkezete

Ismert, hogy a GRAF IZOMORFIZMUS probléma NP-ben van. Az a tény, hogy
eddig se azt nem sikeriil bizonyitani, hogy P-beli, se azt, hogy NP-teljes, szintén
a P C NP sejtést erGsiti. Megjegyezziik azonban, hogy a jegyzet megjelené-
sének idejében egy nagyon fontos eredményt jelentett be Babai Laszlé magyar
matematikus. Ezek szerint a GRAF 1ZOMORFIZMUS egy olyan probléma ami
agynevezett kvazipolinomidlis idében megoldhato, azaz GRAF 1IZOMORFIZMUS €
Useny TIME(2(08 m"). Ez azt jelenti, hogy ez a probléma mégis inkabb a P osz-
talyhoz van kozelebb, és nem lehetetlen, hogy egyszer sikeriil azt is megmutatni,
hogy P-ben van. Ez esetben természetesen nem lenne igaz, hogy a GRAF 1Z0O-
MORFI1ZMUS NP-koztes probléma, igy a segitségével nem lehetne bizonyitani a
P C NP sejtést sem.

A GRAF 1ZOMORFIZMUS specidlis esete az alabbi probléméanak:

RESZGRAF 1ZOMORFIZMUS = {(G1,G2) | G1 és Gy iranyitatlan
grafok, és Gi-nek van Ga-vel izomorf részgrafja}.

Nyilvanval6, hogy ha a RESZGRAF IZOMORFIZMUS probléma bemeneteit megszo-
ritjuk agy, hogy az egyik graf csak teljes graf lehet, akkor megkapjuk a TELJES
RESZGRAF problémét. Ebbgl, mivel a probléma nyilvanvaléan NP-beli, a 3.20.
tétel alapjan kapjuk a kovetkezé eredményt.

3.25. Tétel

RESZGRAF 1ZOMORFI1ZMUS NP-teljes.

Az NP osztaly lehetséges szerkezetét a 3.10. dbran szemléltetjiik.
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3.1.4. A coNP osztaly

Erdemes megvizsgalni egyes C bonyolultsagi osztalyokra a C-beli problémak
komplementereinek osztalyat, azaz a

coC={L|LeC}

osztalyt. Determinisztikus bonyolultsagi osztalyokra a C és a coC megegyezik,
hisz ha egy L € C probléma eldonthet6 egy M Turing-géppel, akkor az M elfo-
gadé és elutasito allapotat megcserélve egy L-et eldonté Turing-gépet kapunk.
Azaz példaul P = coP.

Nemdeterminisztikus bonyolultsigi osztalyoknal azonban nem ilyen egyszeri a
helyzet. Tekintsiik példaul az ALTSAT problémat, ami a SAT azon &ltalanosité-
sa, melyben tetsz6leges formula (azaz nem csak KNF) lehet a bementet. Ismert,
hogy ez a probléma is NP-teljes. Tekintsiik az UNSAT = ALTSAT problémat,
azaz annak eldontését, hogy egy ¢ itéletkalkulusbeli formula kielégithetetlen-e.
Erdekes kérdés, hogy UNSAT benne van-e NP-ben.

Az olvas6 gondolhatné, hogy miért Polinom id&ben cafolhatosag
lenne mas a bonyolultsiga egy kér-

dés eldontésének attol, hogy nem azt Ahogy arrél mar volt sz6, az NP

kérdezziik, hogy teljesiil-e valami, ha- tartalmazza a polinom id6ben ellen-
nem azt hogy nem teljesiil-e. Az igaz- 6rizhet6 problémaékat. Ertelemsze-
sdg az, hogy mar lattunk példat ar- riien akkor coNP tartalmazza a po-

ra, hogy egy probléma bonyolultsaga  linom id6ben cafolhat6 probléma-
nem egyezik meg a komplementerének ~ kat. Az ALTSAT esetében ez azt

a bonyolultsagéaval. Az Gsszes problé- jelenti, hogy adott ¢ formulara az,
ma ami nem elddnthetd, de rekurzi- hogy (¢) & UNSAT igazolhaté ugy,
van felsorolhat6 ilyen probléma, hisz hogy megadunk egy I interpretaci-
ezek komplementere nem rekurzivan ot, amit kielégiti ¢-t.

felsorolhat6. Az a sejtés, hogy az NP

és coNP osztalyok Osszehasonlithatatlanok, és azok a problémék melyek tel-
jesek az egyik osztalyban nincsenek benne a méasikban. Mint latni fogjuk, az
NP-teljes probléméak komplementerei coNP-teljesek, tehat az ALTSAT és az
UNSAT vélhetGen nem azonos bonyolultsaguak.

Legyen C eldontési problémék, v pedig kiszamithaté fiiggvények egy osztalya.
Azt mondjuk, hogy egy L € C nyelv C-teljes a v-beli visszavezetésekre nézve,
ha minden L' € C esetén, L' <, L. Az alabbi tétel alapjan az UNSAT probléma
példaul coNP-teljes.

3.26. Tétel

Legyen C elddntési problémak, v pedig kiszamithaté fiiggvények egy osz-
talya. Egy L nyelv akkor és csak akkor C-teljes a v-beli visszavezetésekre
nézve, ha L coC-teljes a v-beli visszavezetésekre nézve.
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Bizonyitas. Mivel co(coC) = C elég az egyik iranyt bizonyitani. Legyen
tehat L egy C-teljes nyelv. Ekkor minden L’ € C-re L' <, L. De ez pontosan
azt jelenti, hogy minden L' € C-re, I’ <, L. Azaz L coC-teljes a v-beli
visszavezetésekre nézve. O

A C és coC osztalyok kozott a kovetkezd kapcesolatot figyelhetjiik meg.

3.27. Tétel

Legyen C eldontési problémak, v pedig kiszamithato fiiggvények egy osz-
talya. Ha C zart a v-beli visszavezetésekre nézve, akkor coC is az.

Bizonyitas. Legyen L; és Lo két nyelv gy, hogy L1 <, Ly és Ly € coC. Ekkor
nyilvanvaléan L; <, Lo valamint Lo € C is teljesiil. De akkor C zartsdga miatt
L1 € C, és ebbdl kovetkezik, hogy L; € coC. Tehat coC is zart a v-beli
visszavezetésekre nézve. O

A fenti tétel alapjén addédik az aldbbi eredmény.
3.28. Tétel

Legyen C eldontési problémak, v pedig kiszamithato fiiggvények egy osz-
talya ugy, hogy C zart a v-beli visszavezetésekre nézve. Ha van olyan
L € C nyelv ami coC-teljes a v-beli visszavezetésekre nézve, akkor
C = coC.

Bizonyitas. Legyen L egy C-beli nyelv ami coC-teljes a v-beli visszavezeté-
sekre nézve. Legyen L' € coC. Mivel L' <, L, L € C és C zart a v-beli
visszavezetésekre nézve, azt kapjuk L’ € C. Kovetkezik tehat, hogy coC C C.
A miésik irdnyu tartalmazéas hasonld gondolatmenet alapjan kovetkezik felhasz-
nalva, hogy co(coC) = C, L egy olyan coC-beli nyelv, ami C-teljes (3.26. tétel)
és coC zart a v-beli visszavezetésekre nézve (3.27. tétel). O

Mivel NP zéart a polinom idejii visszavezetésekre nézve (3.4. tétel), az el6z6
tétel alapjan adodik, hogy ha sikeriilne megmutatni, hogy UnsaT € NP, akkor
teljesiilne, hogy NP = coNP.

3.2. Tarbonyolultsag

A jegyzet kovetkezd fejezetében tarbonyolultsdggal kapcsolatos néhany fonto-
sabb eredményt ismertetiink. Az alapvets kiilonbség az id6- és a tarbonyolult-
sag kozott az, hogy a tar ujra felhasznalhaté. Konnyen lehet adni egy olyan
Turing-gépet, ami nagyon sokaig dolgozik, de a bemenet hosszanak fiiggvényé-
ben csak linearis szamu cellat hasznal fel a szalagjain. Tovabbi érdekesség még,
hogy a szublinearis tarbonyolultsagnak is van értelme, persze csak akkor, ha a
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bemenet hosszat nem szamoljuk bele a felhasznélt tar nagysagaba. Osszeha-
sonlitasképpen, a szublinearis id6bonyolultsdgnak nincs gyakorlati jelent&sége,
hiszen ebben az esetben a Turing-gép nem is olvassa végig a bemenetet, tehat
a bemenet redundans informaéaciokat tartalmazhat.

A fentiek értelmében a tarbonyolultsdgot egy specidlis, tgynevezett off-line
Turing-gépen vizsgaljuk.

3.29. Definicio

Off-line Turing-gépnek neveziink egy olyan tobbszalagos Turing-gépet,
mely a bemenetet tartalmazé szalagot csak olvashatja, a tobbi, agyne-
vezett munkaszalagra pedig irhat is. Az off-line Turing-gép tarigényébe
csak a munkaszalagokon felhasznalt teriilet szamit be.

A fejezet tovabbi részében Turing-gép alatt mindig off-line Turing-gépet értiink.
A kovetkez6kben definidlunk néhény fontos tarbonyolultsaggal kapcsolatos prob-
lémaosztalyt.

3.30. Definicio

SPACE(f(n)) = {L | L eldénthets O(f(n)) tarigényi
determinisztikus Turing-géppel },

NSPACE(f(n)) = {L | L eldénthets O(f(n)) tarigényd
nemdeterminisztikus Turing-géppel }.

Ezek utéan a P és az NP osztalyok tarbonyolultsagi megfelelsit az aldbbi mddon
definidlhatjuk.
3.31. Definicié

PSPACE = |J,., SPACE(n*) és
NPSPACE = | J,., NSPACE(n*).

Korabban emlitettiik, hogy szublinearis tarbonyolultsagnak is van értelme. Va-
l6jaban az alabbi tarbonyolultsagi osztélyokra lesz sziikségiink.
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3.32. Definicio

L = SPACE(log, n) és NL = NSPACE(log, n).

3.2.1. Savitch tétele

Mint arrél korabban mar volt sz6, egy nemdeterminisztikus Turing-gép deter-
minisztikussal valé szimulacioja (jelenlegi tudasunk szerint) exponencialis id6-
igény romlést eredményez. A tarbonyolultsig esetében viszont bizonyitott, hogy
a determinisztikus Turing-gépek a tarbonyolultsag négyzetes romlasa aran keé-
pesek szimulélni a legaldbb logaritmikus tarbonyolultsagi nemdeterminisztikus
Turing-gépeket. Ebben a részben ezt az eredményt ismertetjiik.

3.33. Tétel (Savitch tétele)

Ha f(n) > logn, akkor NSPACE(f(n)) C SPACE(f2(n)).

Bizonyitas. Legyen f(n) a tétel feltételeit kielégits fiiggvény, és tekintsiink
egy L € NSPACE(f(n)) nyelvet. Tegyiik fel, hogy L-et eldonti az M O(f(n))
tarigényt nemdeterminisztikus Turing-gép. Megadunk egy olyan M’ O(f?(n))
tarigényt determinisztikus Turing-gépet, ami szintén L-et donti el. ElGszor is
feltessziik, hogy amikor M elfogad egy szot, akkor azt tgy teszi, hogy miel6tt
megall a ¢; allapotban, letdrli a szalagjarol a nem U szimbolumokat. Igy M-nek
csak egy elfogadd konfigurdcidja van, jeloljiik ezt ceifogaas—val.

Az M konfigurdcids grifjinak a w szon azt a C,, grafot nevezziik, melynek csi-
csai M konfiguracioi a w-n, és a ¢y és co csucsok kozott pontosan akkor van él,
ha ¢1 Far ca. Mivel M egy O(f(n)) tarkorlatos gép, a C,, graf minden kon-
figuracioja legfeljebb O(f(n)) méretd. Valoban, M legfeljebb O(f(n)) méreti
szalagot hasznélhat fel a munkaszalagjain, és mivel a bemenetet tartalmazé sza-
megtehets O(logn) tarral. Ezért C,, mérete 2°(/(") Megadhat6 tovabba, egy
olyan d konstans, hogy tetszéleges i € N szamra, C,,-ben legfeljebb 2% darab i
méretii konfiguracié van. Nyilvanval6, hogy tetszoleges i-re, M’ fel tudja sorolni

M'-nek tehat a C,, grafban kellene keresnie két kitiintetett cstics, nevezetesen a
Chezds €8 A Celfogads kKOZOtE egy utat ugy, hogy a keresés soran legfeljebb O(f2%(n))
méretd tar keriiljon felhasznalasra. Ehhez el6szor definidlunk egy négy valto-
z6s Boole-fiiggvényt az aldbbi médon. Minden cy,co € C, konfiguraciora és
1,t € N szamra, legyen ELER(cl, co,1,t) = igaz akkor és csak akkor, ha C,-ben
van egy legfeljebb ¢ hossza ut c¢;-bdl co-be Ugy, hogy az érintett konfiguraciok
mérete legfeljebb i. Nem nehéz meggondolni, hogy ELER(cy, ¢y, i,t) ponto-
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san akkor igaz, ha van olyan legfeljebb 1 méretd ¢ € C,, konfiguricio, melyre
ELER(cy, ¢, i, [§])=igaz és ELER(c, c2, i, [ 5])=igaz Ezek alapjan az ELER
fliggvény kiszamolhato az 1. algoritmussal.

Algoritmus 1 Az ELER fiiggvény kiszamitasa

Bemenet: c¢;,c € Cy,i,t €N;
Kimenet: ELER(cl, Ca,i,t);
if t =1 then
if ¢; =ca V (c1,c2) él Cy-ben then
ELER(cy, co,i,t):=igaz; stop
else
ELER(cl, 2,1, t):=hamis; stop
end if
else
for all ¢ € C), legfeljebb i méretd konfiguraciéra do
if ELER(c1,c,i,[§]) A ELER(c, 2,4, [§]) then
ELER(017027i,t)::igaz;
end if;
end for;
ELER(cl,CQ,i,t)::hamis;
end if.

Tehat a w € L(M) kérdés eldontéséhez M'-nek elég lenne kiszamitania az
ELER(ckezdg, Celfogads, U, t)-t megfelelG i, t f(n)-tol fiiggs értékekre. Sajnos azon-
ban M’ nem ismeri explicite az f(n) értéket. Ezért M’ a kovetkezdket te-
szi. Egy végtelen ciklusban, minden ¢ = 1,2,3,... szdmra ellenérzi, hogy
ELER(ckezdg, Celfogadss 1, 2%) értéke igaz-e. Ha nem, akkor megnézi, hogy egyal-
taldn elérhet6-e a kezddkonfiguraciobol ¢ méretd konfiguracio Cy,-ben. Ha nem
érhetd el ilyen konfiguracio, akkor elutasitja a bemenetet. Ily modon M'-t a
2. algoritmus szerint konstrualjuk meg. Vilagos, hogy az igy megvaldsitott M’
gi-ben all meg, ha w € L(M), és g,-ben &ll meg egyébkent.

A bizonyitas befejezéséhez meg kell még vizsgalnunk a 1. és 2. algoritmusok
tarigényét (belathato, hogy ezen algoritmusokat megvalosito M’ tarigénye nem
lesz nagysagrendekkel nagyobb, mint a fenti algoritmusoké).

El6szor is, a legnagyobb 2%-érték, melyre ELER meghivasra keriil a 2. algorit-
musban 29U (M)_nél nem nagyobb, igy a 1. algoritmusban szerepld rekurzioban
a legnagyobb mélység legfeljebb log, 2°/(")) = O(f(n)). Tovabba egy rekur-
ziv hivas tarigénye szintén O(f(n)), igy a két algoritmus egyiittes tarigénye
O(f%(n)), amit bizonyitani akartunk. O

Ha meggondoljuk, hogy minden polinom fiiggvény négyzete is polinom fiiggvény,
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Algoritmus 2 Egy f(n) tarkorlatos nemdeterminisztikus Turing-géppel ekvi-
valens O(f?%(n)) tarkorlatos determinisztikus Turing-gép miikddésének algorit-
musa

Bemenet: M f(n) tarkorlatos nemdeterminisztikus Turing-gép;
for:=1,2,3,...do
if ELER<Ck6Zd63 Celfogadss Z.a 2di) then
Megallas g;-ben; STOP
else
if =3¢ € C\, i méretii konfiguracio, hogy ELER(Ckezd57 ¢,i,2%) then
Megéllas g,,-ben; STOP.
end if
end if
end for.

azonnal kovetkezik az alabbi allitas.

3.34. Kovetkezmény
PSPACE = NPSPACE.

3.2.2. PSPACE-teljes problémak

Most olyan problémékat vizsgalunk, melyek teljesek a PSPACE osztalyra néz-
ve (ebben a fejezetben a PSPACE-teljesség illetve nehézség alatt a polinom
ideji visszavezetésekre valo teljességet illetve nehézséget értjiik). Az elsé ilyen
probléma a QSAT probléma, ami a SAT probléma egyfajta altalanositasa. Tel-
jesen kvantifikdlt Boole formulanak (TKBF-nek) neveziink egy olyan formu-
lat, melyben minden itéletvaltozo értéke univerzalis (V) vagy egzisztencialis (3)
kvantorral kétott, rdadasul agy, hogy a formula két részre oszthatéd: elol van-
nak a kvantorok és utdna egy kvantormentes rész. Ily médon minden kvantor
hataskore a sajat poziciojatol a formula végéig tart.

3.35. Példa
Tekintsiik a kovetkezd formulakat:
o 1 = I1Vza(T] — T2)
o o = JrVao((—xy V a2) A (21 V —a))

Ekkor ¢, értéke igaz, hiszen igaz a kovetkezs allitas: van olyan igazsag-
értéke az x; valtozonak, hogy akarhogyan is valasztjuk az x, igazsagér-
tékét, a ¢y értéke igaz lesz. Valéban, legyen az x, értéke hamis. Ekkor
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az implikaci6 tulajdonsigai miatt akarhogy valasztjuk meg az x5 értékét,
1 értéke igaz lesz.

Ugyanakkor o értéke hamis, mert akar igaz akir hamis az x, értéke,
nem teljesiil az, hogy az x5 tetszéleges igazsagértékére igaz a ps.

Ezek utan a QSAT probléma a kdvetkezs:

3.36. Definicio

QsaTt={(p) | ¥ igaz teljesen kvantifikalt Boole-formula}.

Az alabbi tétel szerint a QSAT a legnehezebb problémék kozé tartozik a PSPACE
osztalyon beliil.

3.37. Tétel

QsAT PSPACE-teljes.

Bizonyitas. elGszor azt mutatjuk meg, hogy QSAT € PSPACE. Ehhez te-
kintsiink egy ¢ TKBF-et. Legyen ERTEK az az egyvaltozos fiiggvény, melyre
ERTEK(@) = igaz pontosan akkor, ha (p) € QSAT. Megadunk egy algorit-
must, ami polinom tarat felhasznalva szamolja ki az ERTEK (p) fiiggvényt.
Legyen ¢ = Qu1p, ahol Q € {3,V}. Jeldljiik 1’-vel (rendre 1"-val) azt a formu-
lat, amit agy kapunk, hogy 1-ben minden z valtozot igaz-ra (rendre hamis-ra)
cseréliink. Belathato, hogy a 3. algoritmus valéban az ERTEK(QD)—t szamolja
ki. Az algoritmus lényege, hogy a Qu értékét ugy szamolja ki, hogy rekur-
ziv médon kiszamolja a 1)® és a ¢ értékét, majd ezen értékek alapjan, attol
fliggen, hogy Q = 3 vagy @ =V, meghatarozza a Q) értékét is.

Az 3. algoritmus tarigénye a formula méretébe linearis. Valoban, a rekurzié
mélysége legfeljebb akkora mint a formulaban szerepld valtozok szama, mig a
rekurzié minden szintjén egy véltozo igazsagértékét kell csak tarolni.

Most azt mutatjuk meg, hogy QSAT PSPACE-nehéz. Ehhez legyen L C ¥*
egy tetszbleges PSPACE-beli nyelv. Megmutatjuk, hogy L <, QSAT. Legyen
M egy n* (k> 1) tarigényt L-et eldonté Turing-gép és w az M egy tetszéleges
n (n € N) hosszu bemenete. Megadunk egy ¢ TKBF-et tgy, hogy w € L(M)
akkor és csak akkor, ha (p) € QSAT. Tudjuk, hogy M-nek legfeljebb h = gdn*
kiilénb6z6 konfiguracija lehet a w-n egy alkalmasan vélasztott d konstansra.
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Algoritmus 3 Az ERTEK fliggvény kiszamitasa polinom tarral

Bemenet: ¢ TKBF;
Kimenet: ERTEK (¢);
if ¢ nem tartalmaz valtozot then
Ertéekeljiik ki ¢-t;
ERTEK (p) := ¢ értéke
end if
if p = Jx1) then
if ]:]RTEK(W) = igaz vagy ]:]RTEK(wh) = igaz then
ERTEK (p) := igaz
else
ERTEK () := hamis
end if
end if
if ¢ = Va1 then
if ERTEK (¢") = igaz és ERTEK (") = igaz then
ERTEK (p) := igaz
else
ERTEK (¢) := hamis
end if
end if

Ezért feltehetjiik, hogy M, mivel determinisztikus, legfeljebb h lépésben elfo-
gadja vagy elutasitja w-t. Tegyiik fel, hogy M letorli a szalagjat, miel6tt g;-be
lép (ez feltehets, hisz minden M-hez megadhaté egy ekvivalens M', ami igy
viselkedik, miel6tt megéll). Ekkor M-nek pontosan egy elfogadoé konfiguracioja

w-n.

Az M c konfiguracidinak reprezentalasdhoz egyméastol diszjunkt C' = {¢;, | j €
[n*],a € Q UT} valtozohalmazokat hasznalunk. Ezeket a halmazokat konfigu-
rdcid azonositd halmazoknak (roviden KH-knak) fogjuk nevezni. A 3.8. tétel
bizonyitadsaban mar latott moédon a c;, itéletvaltozé az ,A c konfiguracié j-ik
betlje az a szimbolum” allitast fogja jeloli. Vilagos, hogy a C-beli valtozok

M-nek,

e ha minden j € [n*]-ra pontosan egy olyan a € Q UT van, hogy I(c;j,) =
1gaz és

e ha pontosan egy j € [n*]-ra igaz, hogy I(c;,) = igaz valamely a € Q-ra.

Ha példaul a C KH-val az agb konfiguraciot akarjuk reprezentélni, akkor a C-
beli valtozdk azon interpretacidja lesz a helyes reprezentécié, mely a c; 4, C2,4
és cgy valtozohoz igazat, a tOobbihez pedig hamisat rendel. A tovabbiakban
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jelolje AC a C-beli valtozok egzisztencialis kvantifikalasat. Akkor példaul a
@ = 3C(c1a A C2,g N e3p Neec egier arcn gres,t ¢) formula pontosan azt irja le,
hogy létezik a C-beli valtozok olyan interpretacidja, ami az agb konfiguraciot
reprezentalja.

A bizonyitas folytatasaként a kovetkezsket tessziik. Tetszoleges ¢, d € Cps konfi-
guracidkat reprezentalé C, D KH-kra és ¢ > 1-re megadunk egy ¢c, p+ TQBF-et,
hogy ¢c,p,+ akkor és csak akkor igaz ha M el tud jutni c-bdl d-be legfeljebb ¢
lépésben. Ha ezzel megvagyunk, akkor mar kénnyen meg fogjuk tudni adni a
keresett o-t & 0y 05,001 ogaa,h fOrmula segitségével, ahol Cke,ds, Ceifogaa rendre
8 Ckezds; Celfogad KOnfiguraciokat reprezentalé KH-k.

Hasznalni fogjuk a kovetkezd jeloléseket. Tetszéleges C, D KH-kra VC jeldlje az
Osszes C-beli valtozo univerzalis kvantifikdlasat. Tovabba C' = D egy olyan for-
muléat jeloljon, ami akkor és csak akkor igaz egy interpretacidban, ha tetszéleges
j € [nF]-ra és a € QUT-ra, Cja igazsdgértéke ugyanaz, mint d; , igazsigértéke.

Ezutan legyen

Yo,Dt = E'MVCHVCQ((Cl =CNCy = M) V (01 =MANCy = D) — 9001,02,[%])'
Ezzel a formulaval tulajdonképpen azt irjuk le amit Savitch tételénél is lattunk:
M a c-bdl akkor és csak akkor tud eljutni legfeljebb t 1épésben d-be, ha van

olyan m konfiguraci6, hogy M el tud jutni ¢-b6l m-be legfeljebb [£] lépésben
és m-bol d-be legfeljebb [L] lépésben.

Legyen 901 = 3C'kezdffHcvelfogad(SOK A
¥ Clezds,Celfogad:h Ay ) ahol pi és py
rendre azok a formuldk, melyekben a
literdlok tgy vannak megadva, hogy
azok a FCyezas €és FCeltogads kvanto-
rokkal egyiitt a Cikezds €5 Celfogads VAl-
tozdinak értékét ugy hatarozzak meg,
hogy azok az M kezdd és elfogadd

a keresett o a ¢’ prenex alakra hozva.

Belathat6, hogy w € L akkor és csak
akkor, ha () € QsAT. Be kell még
latnunk, hogy ¢ polinom idében meg-
konstrualhato a w és M ismeretében.
Ha megfigyeljik a ¢c p: formulét,
akkor lathatjuk, hogy a megkonstru-
alasadnak az idGigénye a kovetkezsktsl
fiigg. Egyrészt attol, hogy mennyi a
©0,,0q, 1211 kivilli rész konstrukcio-
janak idGigénye. Mésrészt attol, hogy

QSAT mint kétszemélyes jaték

A QSAT azon megszoritdsa amikor
csak olyan bemeneteket tekintiink
ahol a kvantorok alternalnak, az el-
s6 és az utols6 kvantor a d, és a
kvantormentes rész egy KNF, fel-
foghaté tgy, mint az alabbi két-
személyes jaték. Tegyiik fel, hogy
adott egy ilyen alaku ¢ TKBF. Az
els6 jatékos valasztja meg a péarat-
lan sorszami valtozok értékét, és
a célja a formula igazza tétele. A
mésodik véilasztja meg a péaros sor-
szamu valtozok értékét, és a célja
a formula hamissa tétele. Belatha-
t6, hogy az elsé jatékosnak akkor és
csak akkor van nyer6 stratégiaja eb-
ben a jatékban, ha () € QSAT.

héanyszor kell elvégezni ezt a konstrukciét. Viladgos, hogy a Pc,cr e kiviili

részt O(n¥) idében meg lehet konstruélni. A konstrukcit pedig O(log, t)-szer
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kell elvégezni. Mivel h = 29" azt kapjuk, hogy a PChesasCeltogads,h formulat
O(n?k) idében meg lehet konstrudlni. Mivel ¢’ prenex alakra hozésa, valamint
a ok és py konstrukcidja szintén elvégezhets O(n2F) idében, a tétel Allitasat
bebizonyitottuk. O

Itt jegyezziik meg, hogy a fenti tétel bizonyitdsaban a pc p: konstrukcidja he-
lyett a o,pt = IM (e ar, 141 A Par,p,r7) rekurziv definicio nem felelne meg a
céljainknak, mert ekkor a ©c,.,us,Cigogaas,n formula mérete exponencialis lenne,
hiszen a formula mérete minden rekurziés lépéssel megduplazodna. Igy ezt a
formulat nyilvanvaléan nem lehetne polinom id§ alatt megkonstrualni.

Belathato, hogy A QSAT probléma akkor is PSPACE-teljes marad ha a be-
menetet az aldbbi médon szoritjuk meg: a kvantorok alternalnak, az els6 és az
utols6 kvantor a 3, és a kvantormentes rész pedig KNF. Ez a probléma, ahogy
az a keretes megjegyzésben olvashato, felfoghato egy kétszemélyes jatékként. A
kovetkezSkben megmutatjuk, hogyan lehet a QSAT ezen valtozatat polinom id6-
ben visszavezetni egy masik PSPACE-beli kétszemélyes jatékra, a FOLDRAJZI
JATEK problémara.

3.38. Definicio

A FOLDRAJZI JATEK a kovetkez$ kétszemélyes jaték. Adott egy G ira-
nyitott graf és annak egy p csiicsa. A két jatékos p-bdl kiindulva felvaltva
jeloli meg a G még meg nem jeldlt cstcsait, mindig az utoljara megjelolt
csueshbol elérhets csiicsok koziil valasztva. Az veszit, aki nem tud tovabbi
csucsot megjeldlni.

3.39. Tétel

FOLDRAJZI JATEK PSPACE-teljes.

Bizonyitas. Azt, hogy FOLDRAJZI JATEK € PSPACE hasonl6 médon lehet
latni, mint azt, hogy QsAT € PSPACE.

Ahhoz, hogy a PSPACE-nehézséget belassuk elég megmutatni, hogy QSAT <,
FOLDRAJZI JATEK. Ehhez legyen ¢ egy TQBF az aldbbi alakban megadva.
p = Jx1Vaodas ...z (kK > 1), ahol ¥ = ¢y A ... Aey (m > 1) egy KNF
(emlékezziink vissza, hogy a QSAT ilyen alaku bemenetek esetében is PSPACE-
teljes). Konstrualjuk meg a G, grafot a kovetkezéképpen. ElGszor minden o-beli
x valtozohoz elkészitiink egy a 3.11. abran lathaté részgrafot.

Ezutan legyen G, a 3.12. abran lathato6 graf. Itt baloldalt a ¢-beli valtozékhoz
elkészitett részgrafok vannak Osszekotve. Jobboldalt van egy cstcs ami ¢-vel van
cimkézve. Az ebbdl kiindulo élek olyan csticsokba vezetnek, melyek rendre a ¢
klozaival vannak cimkézve. Minden kldéznak megfelel§ csicsbél annyi él vezet
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3.11. abra. Az z valtozénak megfelels részgraf

ki, ahany literal van az adott klézban. Minden literallal cimkézett csicsbol egy
él indul ki a kovetkez6képpen. Ha a csics z-el van cimkézve, akkor a bel6le
kiindul6 él az z-nek megfelels baloldali részgraf baloldali csticsaba vezet. Ha a
cstucs —x-el van cimkézve, akkor a bel6le kiindulé él az z-nek megfelels baloldali

részgraf jobboldali csticsaba vezet.

Nézziik meg, hogyan zajlik egy ja-
ték a G,-ben! A paratlan sorszamu
valtoknak megfelels részgrafok legfel-
s6 cstcsaiban az els§ jatékos vélaszt-
ja az irdnyt (azaz kezdetben & valaszt
egy csucsot a p-bdl kiindulva), a pa-
ros sorszamuiaknak megfelelGkben pe-
dig a mésodik jatékos. Mivel k parat-
lan, a graf aljan 1év6 csdcsot csak a
mésodik jatékos valaszthatja. Ezutan
az els6 jatékos csak a i-vel cimkézett
csicsot valaszthatja. Itt a mésodik
jatékos valaszt egy c kloznak megfe-
lel6 csiicsot, majd az els§ jatékos ki-
valaszt egy c-ben 1év§ literalnak meg-
felels csicsot. Itt két lehetGség van:
vagy tud a maéasodik jatékos még ko-
rabban nem véalasztott csticsot valasz-

A foldrajzi jaték

Ez a jaték eredetileg a jegyzetben
definidlthoz képest a kovetkezSkép-
pen néz ki. Két jatékos felvalt-
va mond véarosneveket ugy, hogy a
kovetkezs jatékosnak mindig olyan,
még el nem hangzott nevet kell
mondania, ami a legutoljara mon-
dott név utolsé betiijével kezdsdik.
Ha vessziik az Osszes varosok graf-
jat, melyben egy varosnévbél azok-
ba a varosokba vezet él, melyek
kezdGbettije megegyezik a kiindula-
si név utolsé bettjével, akkor meg-
kapjuk a jegyzetben definialt FOLD-
RAJZI JATEK problémét.

tani vagy nem. A G, konstrukci6ja miatt a masodik jatékos pontosan akkor
tud cstcsot valasztani, ha a kovetkezsk egyike teljesiil:

e Az aktudlis cstucs cimkéje z és az z-nek megfelels részgrafban a baloldali

csticsot még nem jeldltiik meg.

e Az aktualis csics cimkéje —x és az x-nek megfelel részgrafban a jobboldali

cstcsot még nem jeldltiik meg.

Ennek megfelelGen az els§ jatékos ugy probélja megvalasztani a paratlan inde-
x1 itéletvaltozoknak megfelels grafokban az iranyt, hogy késébb tudjon barmely
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p @ klozai

X

3.12. dbra. A (-hez megkonstrualt G, graf

kloznak megfelels cstucsbol egy olyat valasztani, ami olyan cstuccsal van Gssze-
kotve, ami mar kordbban valasztasra keriilt. Ezzel ellentétben a mésodik jatékos
gy probélja megvalasztani a paros indextd valtozoknak megfelels részgrafokban
az iranyt, hogy késébb tudjon olyan ¢ kldznak megfelels csiicsot valasztani, hogy
a c-bdl elérhetd csticsok mindegyike még kordbban ki nem valasztott csticsokkal
legyen Gsszekotve.

Belathato, hogy az elsé jatékosnak pontosan akkor van nyerd stratégidja G-
ben, ha a ¢-beli kétszemélyes jatékban is van, azaz a kovetkezdk teljesiilnek. Az
els6 jatékos meg tudja adni a paratlan indext itéletvaltozok értékét gy, hogy
kés6bb akarhogyan is valaszt a masodik jatékos egy -beli klozt, az elsé jatékos
ki tud véalasztani abban a klézban egy olyan literalt, ami igaz lesz a megadott
interpretaciéban.

Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢ +— G, hozzarendelés a QSAT egy visszavezetése a
FOLDRAJZI JATEKRA. Az is kénnyen lathato, hogy G, a ¢ méretében polinom
id6ben megkonstrualhatoé, és ezzel a tételt bebizonyitottuk. O

3.2.3. A szbproblémarél

Szdproblémdnak nevezziik azt a problémat, aminek a bemenete egy G = (V, X,
R,S) grammatika és egy u € X* sz0, tovabba a kérdés az, hogy u € L(G)
teljesiil-e. A széproblémara tulajdonképpen a programozasi nyelvek elemzésének
absztrakcidjaként is tekinthetiink, mivel szdmos programozési nyelv szintaxisa
kornyezetfiiggetlen nyelvtanra épiil. Nem mellékes tehat, hogy a széprobléma
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eldontése milyen bonyolultsaga.

Reguléris grammatikak esetében linearis, kornyezetfiiggetlen grammatikik ese-
tében pedig kobos idGigényt algoritmus is ismert a széprobléma eldontésére. A
kornyezetfiiggs grammatikak esetében viszont a probléma méar PSPA CE-teljes,
azaz Kifejezetten nehéz probléménak szamit.

Mivel az altalanos nyelvtanok egyszertien képesek szimuldlni egy egyszalagos
Turing-gépeket, kapjuk, hogy a széprobléma az & esetiikben eldonthetetlen.

3.2.4. Logaritmikus tarbonyolultsag

Ebben a fejezetben olyan problémékat vizsgilunk, melyek logaritmikus, azaz
nagyon hatékony tarfelhasznalas mellett donthetSk el. A fejezet kézponti prob-
léméja az ELERHETOSEG probléma, azaz annak eldontése, hogy egy irdnyitott
gratban van-e adott két csics kozott at (a pontos definiciot lasd a 63. oldalon).

Legyen G = (V, E) egy iranyitott graf és s,¢t € V. Vilagos, hogy a 3.33. tétel
bizonyitasdban alkalmazott 1. algoritmust felhasznalva O(log® |V|) tarigénnyel
eldonthetd, hogy van-e it G-ben s-bdl t-be. Adodik tehat a kovetkezd eredmény.

3.40. Tétel

ELERHETOSEG € SPACE (log? n).

A tovabbiakban azt szeretnénk megmutatni, hogy az ELERHETOSEG probléma
NL-teljes. Ehhez azonban az eddig hasznalt polinom ideji visszavezetések tul
ersek, hiszen, ahogy az latni fogjuk, NL C P (3.45. kovetkezmény), azaz
polinom id6ben barmely NL-beli probléma trividlisan visszavezetheté az EL-
ERHETOSEG probléméra. Mivel az a sejtés, hogy L C NL, azaz van olyan
logaritmikus tarral nemdeterminisztikus Turing-géppel megoldhaté probléma,
amit determinisztikus Turing-géppel nem lehet logaritmikus tarral megoldani,
a logaritmikus tarral kiszamithaté visszavezetések jo valasztasnak tiinnek a to-
vabbi eredmények bizonyitasdhoz. Egy f : ¥* — A* fliggvényt logaritmikus
tdrral kiszamithato fiigguénynek neveziink, ha kiszamithaté egy olyan, legalabb
harom szalagos, logaritmikus taras off-line Turing-géppel, ami az utols6 szalag-
jara csak irhat, azaz azt nem olvashatja. Ekkor a tarfelhasznalédsba nem szamit
bele az els6 szalagon 1év6 bemenet, és az utols6 szalagra irt kimenet mérete. Az
ilyen gépeket lyukszalagos gépeknek is nevezik.
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3.41. Definicio

Legyen v a determinisztikus Turing-géppel logaritmikus tarral kiszamit-
hato fiiggvények osztéalya. A v-szerinti visszavezetéseket logaritmikus tdr-
ral valo visszavezetéseknek fogjuk hivni, és ha az L; logaritmikus téarral
visszavezethet§ Lo-re, akkor ezt igy jeloljik: Ly <; L.

Ebben a fejezetben tehat egy adott C bonyolultsidgi osztalyra a C-teljesség
illetve a C-nehézség alatt a logaritmikus tarral valé visszavezetések szerinti C-
teljességet illetve C-nehézséget fogjuk érteni.

Ahogy a P és NP zartak a polinom ideji visszavezetésekre, ugy az L és NL is
zartak a logaritmikus tarral valé visszavezetésekre nézve.

3.42. Tétel

L és NL zartak a logaritmikus tarral val6 visszavezetésre nézve.

Bizonyitas. Legyen L, Lo két nyelv dgy, hogy L1 <; Lo. ElGszor tegyiik fel,
hogy Lo € NL. Legyen M, az Lo-t eldont6 nemdeterminisztikus logaritmikus
taras, M pedig a visszavezetésben hasznalt f fliggvényt kiszamol6 determinisz-
tikus logaritmikus taras Turing-gép. Most sajnos nem alkalmazhatjuk a 3.4.
tétel bizonyitdsaban latott modszert, miszerint tetszéleges bemenetre el&szor
futtatjuk M-et, majd a kapott szora futtatjuk Ms,-t, mert az igy konstrualt
Turing-gép nem biztos, hogy logaritmikus taras lesz. Ehelyett legyen M; az a
hérom szalagos Turing-gép, ami az aldbbi moédon miikodik. M; tetszGleges u
szora a kovetkezdket teszi.

1. A masodik szalagjin egy binaris szamlaloval nyomon kéveti, hogy az Mo
feje hanyadik bettjét olvassa az f(u) szénak. Legyen ez a szam i (érte-
lemszertien kezdetben i = 1).

2. Amikor M, lépne egyet, akkor M; az M miikodését a kezdallapotbol
szimulalva elGéllitja a harmadik szalagon az f(u) i-ik bettdjét (de csak ezt
a bettt, az f(u) t&bbi bettje nem keriil a harmadik szalagra).

3. Ezutan M, szimulalja M, aktualis lépését a harmadik szalagon 1évs betd
felhasznalasaval és aktualizdlja az elsG szalagon M, fejének djabb pozici-
ojat.

4. Ha ekdzben M azt latja, hogy Ms elfogadd vagy elutasité allapotba lép,
akkor Mj is belép a sajat elfogadd vagy elutasité allapotaba, egyébként

A

Belathato, hogy az igy vazolt M az Li-et donti el, és a miikddése soran csak
logaritmikus méretd tarat hasznal, azaz L, € NL.
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Ha raadasul L, L-beli, akkor M, valaszthaté determinisztikus Turing-gépnek.
De akkor M is determinisztikus lesz amibdl kovetkezik, hogy L, € L. O

Az el6z6 tételt a 3.6. tétel bizonyitdsaban latott modon felhasznalva adodik a
kovetkezs eredmény.

3.43. Kovetkezmény
Ha L NL-teljes és L € L, akkor L = NL.

Mivel az a sejtés, hogy L C NL, a fenti eredménybdl kovetkezik, hogy egy NL-
teljes probléméra sem létezik determinisztikus logaritmikus taras algoritmus.
Igy az aldbbi eredmény miatt valészinileg az ELERHETOSEG problémara sem.

3.44. Tétel

ELERHETOSEG NL-teljes.

Bizonyitas. Elgszor azt mutatjuk meg, hogy ELERHETOSEG € NL. Legyen M
egy nemdeterminisztikus Turing-gép, ami adott G = (V, E) iranyitott grafra és
s,t € V cstcsokra a kovetkezdt teszi:

1. Rairja s-et a masodik szalagra.
2. Réirja a 0-t a harmadik szalagra.
3. Amig a harmadik szalagon |V|-nél kisebb binéris szam van a kévetkezoket
ismétli:
(a) Legyen u a méasodik szalagon 1évs cstcs.

(b) M nemdeterminisztikusan felir a masodik szalagon az u helyére egy
u-bol elérhets v csicsot.

(c) Ha v =t, akkor M elfogadja a bemenetet, egyébként noveli a harma-
dik szalagon 1év6 szadmot binarisan eggyel.

4. Ha a harmadik szalagon 1év$ binaris szam egyenld |V]-vel és nem volt
korabban elfogadas, akkor M elutasitja a bemenetet.

Ko6nnyen lathato, hogy M O(log |V|) tarat felhasznélva azt donti el, hogy van-e
at s-bdl t-be.
Azt, hogy ELERHETOSEG NL-nehéz a kovetkezSképpen bizonyitjuk. Legyen

L € NL, megmutatjuk, hogy L <; ELERHETOSEG. Legyen M egy L-et el-
donts O(logn) taras nemdeterminisztikus Turing-gép, és legyen u az M egy n

A

feljebb c-log(n), valamely megfelelGen valasztott ¢ konstansra. Legyen G az M
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konfigurécios grafja az u-n. G megkonstrualhat6 egy logaritmikus taras NV de-
terminisztikus Turing-géppel a kévetkezd moédon. N szisztematikusan felsorolja
az 0sszes c - logn hosszu szét az egyik szalagjan és koézben teszteli, hogy az M
szot kiirja a kimenetre. G élei (melyek most konfiguréacié parok) hasonloképpen
felsorolhatok, tesztelhetk és a kimenetre irhatok.

kordbban, most is feltehetjiik, hogy pontosan egy elfogadd konfiguriciéja van
M-nek). Vilagos, hogy v € M (L) akkor és csak akkor teljesiil, ha G-ben van ut
s-bél t-be. Ezzel az L-et logaritmikus tarral visszavezettilk a ELERHETOSEG-
re. O

3.45. Kovetkezmény
NLCP.

Bizonyitas. Legyen L € NL és M egy O(logn) tarkorlatos nemdeterminisz-
tikus Turing-gép ami L-et donti el. Ekkor van olyan ¢ konstans, hogy M-nek
legfeljebb p(n) = n2°¢1°8™ méretti a konfiguracios grafja egy n hosszii bemene-
ten. Ebbdl kovetkezik, hogy M-nek nem lehetnek p(n)-nél hosszabb szamitasai
egy n hosszt bemeneten. Mivel p(n) polinom fiiggvény, az allitdsunkat bebizo-
nyitottuk. O

Korabban mér beszéltiink roéla, hogy erds sejtés, miszerint NP # coNP. A
Savitch tétel kovetkezménye (3.34. kovetkezmény) és a determinisztikus bo-
nyolultsagi osztalyok 3.1.4. fejezet elején targyalt tulajdonsaga miatt kapjuk,
hogy NPSPACE = coNPSPACE. Most megmutatjuk, hogy NL = coNL is
teljestil.

3.46. Tétel (Immermann-Szelepcsényi tétel)

NL = coNL.

Bizonyitas. FEl6szor megmutatjuk, hogy ELERHETOSEG € NL, vagyis azt,
hogy nemdeterminisztikus logaritmikus téarkorlatos Turing-géppel eldonthetd,
hogy adott G = (V, E) iranyitott graf s,t € V csdcsaira igaz-e, hogy nincs at
s-bdl t-be. Késsbb latni fogjuk, hogyan kdvetkezik ebbdl a tétel allitasa.

Tegyiik fel, hogy ismerjiik azon csicsok ¢ szaméat, melyek elérheték s-bél. Els-
szOr vazolunk egy logaritmikus tarkorlatos M nemdeterminisztikus Turing-gépet,
ami a c ismeretében eldonti, hogy vajon igaz-e, hogy ¢t nem érhetd el s-bél.
Uténa megmutatjuk, hogyan tudjuk kiszdmolni a ¢-t. Az M egy adott G, s,t
bemenetre és ¢ szamra a kovetkez6t teszi. A G Gsszes t-t6l kiilonb6z6 csicséara
nemdeterminisztikusan megsejti, hogy a csucs elérheté-e s-bél. Ha egy v csics-
ra azt sejti, hogy igen, akkor noveli egy d szamlald értékét eggyel (a d értéke
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kezdetben nulla), és egy nemdeterminisztikus logaritmikus téras szamitasi so-
rozattal ellendrzi, hogy v tényleg elérhets-e s-bél. Ha nem érheté el v, akkor
elutasitja a bemenetet. Amikor M minden csticsot megvizsgalt, akkor megnézi,
hogy d = c teljesiil-e. Ha igen, akkor elfogadja a bemenetet, hiszen ekkor meg-
taldlta az Osszes csticsot, ami elérhets s-bél, és ezek kozott nem szerepelt a t.
Egyébként pedig, vagyis amikor d < ¢ (ezért nem talalta meg az Gsszes elérhetd
csucsot), elutasitja a bementet.

Most vézoljuk, hogy M hogyan tudja kiszamitani a fent emlitett ¢ szaimot. Jeldl-
jik d;-vel (0 < i < |V|) azon cstcsok szamat, melyek elérhetSk s-bal legfeljebb
d; 1épésben. Nyilvanvaléan dy = 1 és djy |-y = c. Tovabb4, ha ismerjiik a d;
(0 < i < |V]—2) értéket, akkor M a kovetkez8képpen szamolja ki d;11-t. M a
G Osszes v # s csucséra a kovetkezot teszi. ElGszor egy d szamlalo értékét nul-
lara allitja, majd a G Osszes u csicsara nemdeterminisztikusan megsejti, hogy
a csucs elérhetG-e s-bol legfeljebb i 1épésben. Ha azt sejti, hogy igen, akkor egy
nemdeterminisztikus logaritmikus tarigényt szamitassal ellenérzi, hogy helyes-e
a sejtés. Ha nem helyes, elutasitja a bemenetet, egyébként néveli a d-t eggyel
és megnézi, hogy van-e (u,v) él G-ben. Ha igen, akkor noveli a c¢;4q értékét
eggyel és kezdi az 1) szamitast a kovetkezd v-vel. Ha nincs ilyen él, akkor megy
tovabb a kovetkezd u-ra. Ha nem talalt olyan u-t amibdl vezetne él az aktuélis
v-be, akkor két eset van. Ha d # ¢;, akkor az u-k nemdeterminisztikus kivalo-
gatdsa sordn nem talaltunk meg elég u-t, igy ebben az esetben M elutasitja a
bemenetet. Ha d = ¢;, akkor az Gsszes olyan u kivalasztasra keriilt, ami elérhets
legfeljebb ¢ 1épésben s-bdl, azaz az aktudlis v ebben az esetben nem érhet el
i+1 1épésben s-bdl. Ekkor ¢;1 1 értéke nem valtozik, és M folytatja a szamitést a
kovetkezs v-vel. Az M fent vazolt miikodését részletesebben a 4. algoritmusban
mutatjuk be.

Tudjuk tehat, hogy ELERHETOSEG € NL. Mivel ELERHETOSEG NL-teljes
(3.44. tétel), a 3.26. tétel alapjan ELERHETOSEG coNL-teljes. Ebbdl, mi-
vel a 3.42. tétel miatt NL zart a logaritmikus taras visszavezetésre, a 3.28 tétel
segitségével kapjuk, hogy NL = coNL. O

A fejezet befejezéseként azt mutatjuk meg, hogy 2sAT NL-teljes.

3.47. Tétel

2SAT NL-teljes.

Bizonyitas. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy 2SAT € NL. Ehhez azt latjuk be,
hogy 2SAT € NL, amibdl a 3.46. tétel alapjan kovetkezik az dllitasunk. Legyen
© a 2SAT egy bemenete. Konstrualjuk meg a kovetkezé G, grafot. G, csticsai
a -beli valtozok és ezek tagadasai, az élei pedig a kovetkezSképpen adédnak.
Minden aV 3 ¢-beli klozra vegyiik fel a (a, ) és (3, a) éleket G ,-be, ahol a feliil-
vonas a literdlok komplementerét jeloli (egy x ftéletvaltozoé komplementere a —z,
mig a -z komplementere az ). Belathat6, hogy G, logaritmikus tarral meg-
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Algoritmus 4 Az ELERHETOSEG-et logaritmikus tarral eldonté M nemdeter-
minisztikus Turing-gép

Bemenet: G = (V, E),s,t € V;

Kimenet: igen, ha nincs ut s-bdl ¢-be, és nem egyébként;

m < |V|—1;

C()(—l;
for alli=0tom —1do
Ci+1(—1;
for allv € V,v # s do
d«0

for all u € V do
Nemdeterminisztikusan hajtsuk végre vagy hagyjuk ki a kovetkezs 1é-

péseket:
Nemdeterminisztikusan keressiink legfeljebb ¢ hosszd utat s-bél u-

ba;
if nem jutottunk u-ba then
Kimenet: nem
end if
d<+d+1;
if (u,v) € E then
Ciy1 < Cip1 + 1;
Lépjiink ki ebbdl a ciklusbol
end if
end for
if d # ¢; then
Kimenet: nem
end if
end for
end for
d <+ 0;
for all w € V,u # t do
Nemdeterminisztikusan hajtsuk végre vagy hagyjuk ki a kdvetkezs lépése-
ket:
Nemdeterminisztikusan keressiink legfeljebb m hosszu utat s-bél u-ba;
if nem jutottunk w-ba then
Kimenet: nem
end if
d+—d+1
end for
if d # ¢, then
Kimenet: nem
end if
Kimenet: igen
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konstrualhaté. Vegyiik észre, hogy mivel egy a V § kloz ekvivalens az & — 3 és
B — o formulakkal, a G, ¢lei tulajdonképpen a ¢ klézaival ekvivalens implika-
ci6s formulakat kodoljak. Ebbdl mar lathaté az is, hogy ¢ akkor és csak akkor
kielégithetetlen, ha van olyan kér G,-ben, amely érint egy x itéletvaltozéval
cimkézett, csicsot és egy —z-el cimkézett csicsot is. Valasszunk nemdetermi-
nisztikusan egy z-el cimkézett cstcsot G,-ben és futtassuk az ELERHETOSEG
probléméat logaritmikus téarral eldént6 nemdeterminisztikus Turing-gépet (lasd
a 3.44. tétel bizonyitasat) a (G, z, ~x), majd a (G,, ~x, z) bemeneteken. Ha a
gép mindkét bemenetet elfogadja, akkor ez azt jelenti, hogy G,-ben van olyan
kor, ami érint egy x itéletvaltozot és annak tagadasat is. Ily médon a ¢ kielégit-
hetetlenségének eldontését hatékonyan visszavezettiik egy nemdeterminisztikus
logaritmikus térral eldonthets problémara, azaz belattuk, hogy 2sAT € NL.

Most azt mutatjuk meg, hogy 2sAT NL-nehéz. Ehhez, a 3.26. és a 3.46. tételek
alapjan elég megmutatni, hogy 2SAT NL-nehéz. A 3.42. tétel bizonyitasa alap-
jan konnyen belathatd, hogy a logaritmikus tarkorlatos visszavezetések zartak
a komporiciéra. Ezért a 2SAT NL-nehézségének belatasahoz elég megmutatni,
hogy ELERHETOSEG <; 2SAT.

Legyen (G, s,t) az ELERHETOSEG probléma egy bemenete valamely G = (V, E)
iranyitott grafra. Megadunk egy ¢ formulat agy, hogy (G, s,t) € ELERHETOSEG
akkor és csak akkor, ha (p) € 2SAT. Jeloljik G' = (V/, E')-vel azt a grafot,
melyben az s és t csiucsokat rendre kicseréljiik z-re és —z-re (ahol z egy 1j, a
V-beli cstcsok cimkéitsl kiilonbozs cimke). Ezek utan legyen ¢ a kovetkezs
formula: ¢ = (zV ) A\, pyepm (@ V).

Elgszor tegyiik fel, hogy G-ben van ut s-bdl t-be. Ekkor van ut G’-ben x-bsl —x-
be. Legyen egy ilyen G’-beli Gt az ujus ... ux (k> 2) csiucssorozat, ahol u; = x
és ui = ~x. Megmutatjuk, hogy ¢ kielégithetetlen. Az vilagos, hogy csak olyan
I elégitheti ki p-t, melyre I(x) = igaz. Méasrészt, mivel van ujus ... u, ut G'-
ben, a ¢ definicioja miatt az @1 Vug = —x1 Vug, UgVus . .., Ug—1 VU = Up_1V T
klozok mind szerepelnek ¢-ben. Koénnyen lathato, hogy ha I(x) = igaz, akkor
ezen klozok koziil valamelyiknek hamis-nak kell lennie I-ben, azaz ¢ valéban
kielégithetetlen.

Most tegyiik fel, hogy G-ben nincs ut s-bél t-be, azaz G’-ben nincs ut z-bél
—xz-be. Legyen V_, azon V' beli csiicsok halmaza, melyekbdl elérhets —x és
legyen V, = V' — V_,. Ekkor a feltevésiink szerint nincs olyan ¢l G’-ben, ami
V;-beli csiicsbél V-, -beli csticsba vezet. Vegyilik azt az [ interpretaciét, ami
az Osszes Vy-beli csticsnak megfelels p-beli itéletvaltozohoz igaz-at, a V. -beli
cstcsoknak megfelels itéletvaltozokhoz pedig hamis-at rendel. Mivel z € V,,
I(x) = igaz és ezért I |= (x V ). Tovabba, mivel nincs olyan (u,v) él G'-ben,
hogy u € V,, és v € V_,, nem lehet olyan @ V v kloz ¢-ben, hogy I(u) = igaz és
I(v) = hamis. Ebbdl azt kapjuk, hogy I = ¢, azaz ¢ kielégithetd. O
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3.3. Osszefoglalas

3.3.1. Konnyi vagy nehéz?

A jegyzetben szamos olyan problémat lattunk, amit nehéznek tekintiink, mert
tudjuk, hogy NP-teljes. Ugyanakkor észrevehetjiik azt is, hogy némely nehéz
probléma egyszerdi modositassal kdnnytvé valik. Példaul a 3SAT nehéz, mig
a 2SAT mar konnyti, adott két cstcs kozotti Hamilton-ut keresés egy grafban
nehéz, de tetszéleges Gt keresése mér konnyt, korlatozott feszitéfa keresése egy
grafban nehéz, de egy tetszéleges feszitéfa hatékonyan megkonstrualhato. Ha
tehat a gyakorlatban azt tapasztaljuk, hogy egy adott problémét nem tudunk
hatékonyan megoldani, akkor érdemes végiggondolni, hogy nem tudjuk-e a prob-
lémat egyszeriibben, de még mindig céljainknak megfeleléen megfogalmazni.

3.3.2. A PSPACE osztalyon til

Legyen (N)EXPTIME = ;- , (N)TIME(2”)€). A jegyzetben latott bonyo-
lultsagi osztalyok egyméshoz valo viszonyait az aldbbiakban foglaljuk Gssze.

3.48. Kovetkezmény
L CNL =coNL C P C NP C PSPACE = NPSPACE C EXPTIME.

Bizonyitas. L C NL és P C NP definici6 szerint teljesiil. Az NL = coNL
egyenlGséget a 3.46. tételben bizonyitottuk. Az NL C P tartalmazast és a
PSPACE = NPSPACE egyenlGséget rendre a 3.45. és a 3.34. kovetkezmé-
nyekben lattuk. NP C PSPACE azért teljesiil, mert egy polinom id&igényd
Turing-gép legfeljebb polinom méreti tarat hasznalhat a szamitasai sordn (hi-
szen nincs ,jideje” tobb tarat hasznélni). Végil a PSPCAE C EXPTIME
abbdl kovetkezik, hogy egy p(n) polinom téarigényd Turing-gép konfiguréacios
grafja 20®() meéretii, és ebben a grafban kell a kezdSkonfiguracioboél elfogado

konfiguracioba vezetd utat keresni, ami megteheté a graf méretében polinom
id6ben. O

Megjegyezziik, hogy bar egyel6re csak annyit tudunk biztosan, hogy P C
EXPTIME és NL C PSPACE, az a sejtés, hogy a fenti tartalmazasok mind-
egyike valodi.

Végezetiil a 3.13. abran bemutatjuk, hogyan viszonyulnak egyméshoz a kényv-
ben tanult bonyolultsagi osztalyok, valamint néhany, a PSPACE osztalyon tul-
mutaté bonyolultsagi osztaly. Ez utébbiak koziil az eddig még nem targyaltak
a kovetkezdk:

e EXPSPACE = |J;°, SPACE(2""),
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ELEMENTARY

2EXPTIME

PSPACE

3.13. abra. Ismert bonyolultsagi osztalyok egymashoz valé viszonyai

2nk

¢ KEXPTIME = TIME(22". ), ahol a kitevSben k-szor szerepel a 2-es,
e ELEMENTARY = |J;~, KEXPTIME(n").

Az ELEMENTARY osztalyban 1évé fiiggvényeket elemi fiiggvényeknek nevez-
ziik. Egy jol ismert nem elemi fiiggvény az Ackermann-fiiggvény.
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