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ELOSZO

A jegyzet az ELTE IK MSc Modellalkoté szakirdnyanak Kozonséges differencidlegyenletek numeri-
kus megoldasa targyahoz készilt. A jegyzet alapjaul szolgdld irodalom Stoyan Gisbert, Také Galina:
Numerikus mddszerek 2. kényve, [9] volt.

Olyan jegyzetet szerettem volna késziteni, amely tartalmazza az elméletet a fontos definicidkkal,
tételekkel és részletes bizonyitasokkal. Emellett példakon keresztiil segiti a megértést és a kitiizott
feladatok megoldasaval a tudas elmélyitését.

A logaritmikus normardl szélé fejezet feladataihoz dr. Hegediis Csaba kézzel irt el6adasjegyzetét
és a [12], [5], [7] irodalmakat alapul véve készitettem. [6] felhaszndldsaval késziilt a Runge-Kutta-
modszerek és a Linedaris tobblépéses modszerek fejezet. Mivel a BSc képzésben nem tananyag a
diffenciaegyenletek elmélete, a linearis tobblépéses mddszerek vizsgalatahoz viszont nélkiilézhetet-
len, ezért egy alfejezet keriilt a jegyzetbe [1] és [4] felhasznélaséval.

Eziton szeretnék koszonetet mondani dr. Hegediis Csabdnak, akivel a jegyzet sziiletésekor hétrél
hétre megbeszélhettem a soron kovetkezd anyagrészt. Tandcsot adott, hogyan lehetne rovidebben,
egyszerlibben bizonyitani. Készéném eziton is, hogy barmikor fordulhattam hozza kérdéseimmel.

Koszonom tovabba az ELTE IK MSc Modellalkoté Informatikus szakirdny 2013/14-es tanév
1. féléves hallgatoinak a jegyzettel kapcsolatos megjegyzéseit és a hibak felderitését. Fiamnak a
tandcsokat és az anyaghoz elkészitett programokat. Utoljara és legf6képpen paromnak koszonom a
segitségét, mellyel levette a vallamrél az otthoni munkak terhét.

Budapest, 2014. november 7.

Krebsz Anna



1. fejezet

A Csererendszer modell

[SG 10.1.1] Tekintstink egy gazdasigi vagy okolégiai rendszert, ami n alrendszerbél all. Az alrend-
szerek termelnek arut, energiat, koncentraciékat és azokat cserélik ki egymassal és a kiilvilaggal. A
kovetkezo adatokkal dolgozunk:

e ¢;: ,altaldnositott koncentraci6” a j. alrendszer allapotat mutatja a kozos egységben (pl.
pénzben).

e a;;c;T: mutatja, hogy a j. alrendszer 7 idéegység alatt ennyi egységet ad at az 7. alrendszernek
(i # ) —re.

e djc;7: mutatja, hogy a j. alrendszer 7 id6egység alatt ennyi egységet ad at a kiilvildgnak.

e b;7: mutatja, hogy a j. alrendszer 7 idéegység alatt ennyi egységet kap a kiilvilagtol.
A j. alrendszer altal elvesztett és kapott mennyiség a [t;¢ + 7] id6intervallumban

n n
Vesztj =1 Z ai; +d; | ¢j, Kapj =1 Z aj;ic; +b; | .
i=1,i#j i=1,ij
Vezessiik be a kovetkez6 jeloléseket a matrixos alak felirdasdhoz.
A:(al,az,...,an):(azj), aiiZO, e:(l,l,...,l)T
A j. alrendszer éltal elvesztett (dtadott) és kapott mennyiség a [t;¢ 4 7] id6intervallumban
Veszt; = 7(eTa; +d;)cj, Kap; = 1(Ac)j + 7b;.

A t+ 7 id6pontban a c¢;j(t + 7) koncentraci6 a c;(t) koncentraciobdl szamithaté a ,,mérlegegyenlet”
alapjan.
cj(t+71) =c¢j(t) + Kapj; — Veszt;

Részletesen felirva
cj(t+7) = c;(t) + 7(Ac(t)); + 7b; — T(eTa; + d;) ¢;(t) = ¢j(t) + 7(b — Be(t));,
ahol
B = (b)) = A + diag(eVa; +d;), by = { ‘if? ta het ;j
Az egyenletet atrendezve és T-val leosztva.

¢t +7) = ¢i(t)

= (Ac(1)); +b; — (e"aj +d;) ¢;(t) = (b — Be(t);.




6 1. Csererendszer modell

7 — 0 esetén a
¢ =b—-Bc, c(0)=cop

kozonséges differencidlegyenletet kapjuk, melyet még ki kell egésziteniink a kezdetiértékekkel, hogy
a megoldas egyértelmii legyen. A c(t) vektorfiiggvény derivilasat elemenként értjiik. Ezzel elkésziilt
a csererendszer matematikai modellje.

A kezdetiértékproblémat megoldva arra kaphatunk védlaszt, hogyan reagdl a rendszer a kiilsé
(bi) vagy a bels6 (a;;) valtozasokra, t — oo esetén bedll-e a stacionarius allapot. Ha az Osszes
d; > 0, akkor a B matrixnak nem csak az el6jel elrendezédése megfeleld, hanem f6atlé dominans is
az oszlopaira nézve és M-matrix is. Ebbél kévetkeznek a fenti modell elényos tulajdonsagai.

1-1. Példa. Konkrét példaként tekintsiik a Balaton szennyez6désének egy egyszerii kompartment
(csererendszer) modelljét. A tavat 3 részre osztjuk:

e 1. medence: Keszthely/Szigliget
e 2. medence: Szemes
e 3. medence: Siéfok.

Minden medencében (azaz alrendszerben, kompartmentben) feltételezziik, hogy egységes a koncent-
racio. Ennek a jo keveredésnek a feltételezése éppen azt eredményezi, hogy nem parcialis, hanem
kozonséges differencidlegyenletekre jutunk.

Az egyes medencék kozott mindkét iranyban torténik dramlds. A modell a;; szdmai azt a viztér-
fogatot jelolik, mely idGegység alatt a j-edik medencébdl az i-edikbe dramlik. A kdnnyebb szamolas
miatt tényleges mérési eredmények helyett

ag1 =2, a2 =1, az1 = a3 =0, azx =12, a3 =0.2.

Igy az A métrix

0 1 0
A=12 0 02
0 12 0

Az i. medencében a viztérfogat valtozdsat a;-val jeloljiik.

n

a= Y (4~ ay)

J=Lj#

a1 =1, az 1. medence a Zalabdl

ag = 0, a 2. medence kiviilrél nem kap utanpotlast
as = —1, a 3. medence vizvesztesége a Sidba folyik.
A kidramlé viz mennyisége az egyes medencékben:

di=dy =0, dy=1=—as.

A modellben tiikrozédik a szallitbanyag (viz) megmaradédsa. A definidlt B matrixunk és inverze

0 -1 0 240 0 0 2 -1 0
B=|-2 0 —0.2|+ 0 2240 0 =|1-2 22 —-02
0 —1.2 0 0 0 02+1 0 —1.2 1.2

—A diag(eTa;+d;)

11

L5 1

= B'=|11 3%|>o0,
1 1 1
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ahol a pozitivitast elemenként értjitkk. A késébbiekben latni fogjuk, hogy B M-métrix, ugyanis az
atlon kiviili elemei nem pozitivak és megadhat6 olyan pozitiv elemii g vektor, hogy Bg > 0.

2 1
g=|3[>0 = Bg=|18|>0
4 1.2

FEzen kiviil B minden sajatértéke valds és pozitiv:
M A 051, Ao~ 132 A3~ 3.57.
A bevitt szennyezédés tomegét idéegységenként jeloljiik bj-vel. PL
by =30, by =20, bs=40.

Feltételezziik, hogy kezdetben nincs szennyez8dés. Ezutén a (passziv) kornyezetvédelem néhany
kérdésére kereshetiink valaszt, pl. a koncentracié kiiszobértékeivel kapcsolatban.



2. fejezet

Alapfogalmak

2.1. Monoton matrixok
A valés szamok korében, ha 0 < a < b, akkor é > %. Matrixok korében ez altaldban nem teljesiil.

2-1. Példa. Tekintsiik a kovetkezd invertdlhaté matrixokat.
1 2 2 3

Mutassuk meg, hogy bar A < B (elemenként értve a relaciot), mégsem igaz a forditott relacié az

inverzeikre.
Megoldas.
1 4 -2 1 5 =3 1 1 -1
-1_ -1_ _*+ -1 _A-1_ _1+
A= 2[—3 11’ B 2[—4 21 - BT-A 2[—1 11

Latjuk, hogy a kapott eredmény nem pozitiv elem@i matrix. W

2-1. Definicié. Az A € R™ " invertdlhaté matrixot monoton matrixnak nevezziik, ha A~1 >0
(minden eleme nemnegativ).

Jelolés: Az x <y és A < B relaciékat elemenként értjik. Csak részben rendezettséget ad.

2-2. Példa. Melyek a 2 x 2-es monoton matrixok?
Megoldas. Legyen a,b,c,d > 0 és det(A) = ad — bc > 0.

a —b 1 1 d b
— = >
A [—c d]’ A ad—bclc al_o

A det(A) = ad — be < 0 esethez a, b, c,d < 0 feltétel kell. W

Legyen A € R™"™ monoton mdtriz, x,y,b,c € R", melyekre Ax =b és Ay = c. Ekkor

b>c = x>y.

Bizonyitas.
x—y=A"1b-c)>0



2.1. Monoton matrizok

Legyenek A, B € R™ ™ monoton mdatrizok. Ha

A>B = Bl>A1l

Bizonyitas.
A>B = B'A>B 'B=1I

Az egyenlGtlenség mindkét oldaldn nemnegativ elemli matrixok allnak.
Szorozzuk jobbrél mindkét oldalt A ~1-zel.

B 1>A"1

2-3. Példa. Igazoljuk, hogy az A = tridiag(—1, 2, —1) métrix monoton.
Megoldas. 1. mo: Az A LU-felbontiasa A = LU, ahol

1 i
L= tridiag(—z—,, 1,0), U = tridiag(0, i, —-1).
? 1

Oldjuk meg a felbontas segitségével az Ax; = LUx; = e; linearis egyenletrendszereket
t=1,...,n-re. El6szor oldjuk meg az Lh; = e;,
h1 =0

1
—§h1+h2:0—> ho =0
1—1

hi14+h;i=1— h;=1>0

I — 1 I — 1
—JThj,lJrhj:oé hjijhj,1>o (G=i+1,...,n)

majd az Ux; = h; haromszog alakt egyenletrendszert.

n+1 n
n n—1
Tp1—Tp=hpn1—> xp1= (hn—l + xn) >0
n—1 n
j+ J ;
F—xi1 = h; — = h; i >0 =n-—2,...,1
] Tj— Tjt1 J Lj j+1(1+$1+1) (j=n )

A kapott x; megoldasok lesznek az inverz oszlopai, innen A~! pozitivitdsa nyilvanvald.

2. mo: Belathat6, hogy A=! = (cvij)ij=y elemei

o iln+1—7) hai<jy
oy = (n+1) {j(n+1—i) ha i > j.

Innen a pozitivitas nyilvanvalé. B

Feladatok
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2. Alapfogalmak

2-1. Tekintsiik az A=tridiag(a;, d;, ¢;) 3-4tlés matrixot, ahol
ay =c, =0,
a; <0 (i=2,....n) <0 (i=1,...,n—1)
ai+di+c¢ >0 (i=1,...,n) és
dj: aj+dj+c; >0

Mutassuk meg, hogy monoton matrix.

2.2. M-matrixok

2-2. Definicié. Az A € R™*" matrix 64tlé6 domindns a soraira, ha

n

|| > Z laijl (1=1,2,...,n).
J=1,j#i

2-3. Definicié. Az A € R™™" matrix Z-maétrix, ha a;; <0, minden ¢ # j-re.

2-4. Definicié. Az A € R™*"™ méatrix M-métrix, ha Z-méatrix és

Jg>0: Ag>0.

Az M-matrixok tulajdonsagai

Ha A M-mdtriz, akkor a;; > 0 minden i-re.

Bizonyitas. Vegyiik a definiciéban szereplé g > 0 vektort, melyre Ag > 0.
Irjuk fel az Ag vektor i. komponensét (i = 1,2,...,n)

n
0<(Ag); =aigi+ Y ajg; = augi >0
=1,
<0
Mivel j # i-re a;; < 0 és g; > 0, a szumma értéke nem pozitiv,
amibdl g; > 0 miatt a; > 0 kovetkezik minden i-re. W

Ha A M-madtriz, akkor a definicidban szerepld g vektorral elkészitett

G = diag(g) matrizra AG fédtle domindns a soraira.

Bizonyitas. Legyen e = [1,1,...,1]7 és A = AG.

n
0<Ag=AGe=Ae & 0<(Ae)i=)> ay; (i=1,2,..
j=1

Mivel a;; = a;;9; <01 i-re és a; = ai;g; > 0, az eloz6 Osszeget az elemek
J 395 )

abszolut értékével is kifejezhetjiik.

n n
0<ay+ Z 6ij:|aﬁ|— Z |6z3| (i:1,2,...,n)
J=Lj# J=1,j#i

Atrendezve éppen a sorokra vonatkozé f64t16 dominancigt kapjuk. W

D)
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Ha A M-mdtriz, akkor a definicioban szereplé g vektorral elkészitett
G = diag(g) mdtrizra G"1AG f&dtlé domindns a soraira és Re (\;(A)) > 0.

Bizonyitas. Legyen e = [1,1,...,1]T és B= G1AG, ekkor

bij:%go (i#7) és bii=ai>0.
K3

Be kell latnunk, hogy B {64tl6 dominans a soraira, azaz

n n

ailas
ai = bl > D byl= D laijlg; ”"gj (i=1,2,...,n).

=1 j=1#i i

Ha az egyenl6tlenséget beszorozzuk a g; > 0 értékkel, akkor

n
i G; > Z ]aij\gj (Z =1,2,... ,n).
J=1,j#i

Ez éppen az AG matrix f64tl6 dominanciajat adja, amit a 4. tételben bizonyitottunk.

A sajatértékekre vonatkozé allitast az els6 egyenlétlenséghél kapjuk, ha a Gersgorin tételt
alkalmazzuk a B métrixra. Az a; kézépponti Gersgorin kérok a jobboldali félsikon vannak.
Masrészt a tételbol B és a hasonlésagi transzformacié miatt A invertdlhatosaga is kévetkezik.
[ |

2-5. Definicié. Az A métrixot stabilnak nevezziik, ha barmely \; sajatértékre Re ()\;) < 0.

Ha A M-matriz, akkor —A stabil.

Bizonyitas. Lattuk, hogy M-méatrixok esetén Re (A;) > 0. A —A maétrix sajatértékei —\;-k, igy
Re (—);) < 0 miatt —A stabil. B

A Schur-komplemens megdrzi az M-mdtriz tulajdonsdgot.

Bizonyitas. A Gauss-elimindciénak csak az els6 1épését vizsgaljuk. A tanult képletben

(1) a;1 .
a;;" = aj; ———-ay, Lj=2,...,n
~~ Q11

az el6jel viszonyokat vizsgdlva i # j-re a;; > 0,a;1 < 0,a1; <0, igy agjl-) <0.

Tehét az [Aa11] Schur-komplementerben az el6jelviszonyok megfeleléek.
Tekintsiik a eliminacié 1. 1épését leird Ly matrixot és a g > 0 vektort, melyre Ag > 0.

Mivel Ly = I —lyef és i # 1-re (l1); = §2 <0, igy Ly > 0.

a1

T
a1 u (Ag)1
0<LiAg = -g =
18 l 0 [A|a11]] 5 [Arau]g']
ahol g’ = [go,...,9n]|". Ezzel megkaptuk az [A|ai;] Schur-komplementerhez az M-méatrix

c sz

Ha az L alséhdromszdg- és U fels6hdaromszég mdtriz Z-mdtriz és a diagondlis elemek

pozitivak, akkor
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a) L és U M-matriz, tovdbbd
b) L1 >0ésUL >0.

Bizonyitas. a) A diagondlison kiviili elemekre a feltételek teljesiilnek. Keressiink olyan g > 0
vektort, melyre Lg > 0. Irjuk fel a feltételeket minden komponensre.

lngl >0 g1 > 0

1
lo1g1 +l22g2 >0 — g2 > —@lﬂgl >0

1 .
lilgl + ... —i—liigi >0— g; > —F (lilgl —i—...—i—lii_lgi_l) >0 (Z = 1,...,71)
i

A fenti egyenl6tlenségek a keresett vektor konstrukciéjat mutatjak.
Fels6haromszog matrixra ugyanigy elkészitheté g > 0 : Ug > 0.

b) L~! meghatdrozasdhoz az Lx; = e; egyenleteket kell megoldani i = 1,...,n-re, a kapott
x; vektorok lesznek L~1 oszlopai.

l11711 =0 211 =0
1
lorz11 + loower =0 —  x91 = —Elmﬂ?m =0
1
li1$11 + ...+ liixil =1— x4 = r 1-— [lﬂl’ll + ...+ li,i—lxi—l,l} >0
43

=0
j=1+1,...,nre

1
ljll‘ll + ...+ ljjﬂjjl =0— T = —r ljll'll +...+. + lj7j_1xj_171 >0
27

=0 <0

Fels6haromszog matrixra ugyanigy bizonyithaté az inverz elemeinek eldjele.
|

Ha A M-mdtriz, akkor A=Y > 0. (A > reldcié elemenként értendd.)

Bizonyitas. Konnyen meggondolhat6 (lasd feladatok), hogy ha A M-matrix, akkor létezik LU-
felbontasa és L, U is M-métrix. Ekkor L=, U1 > 0.

Al=@Uu)yt=ulL1t>0
|

2-10. T | Ha A M-mdtriz, akkor g = A~ te jé a definiciéban szerepld g vektornak,
ahole =[1,1,...,1]T.

Bizonyitas. Mivel A~! > 0, igy g = A~'e > 0 (, ami kevés) és Ag = AA le=e > 0.
g pozitivitasat indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy Ji: g¢; = 0, ekkor

n

vagyis A~ tartalmaz csupa nulldkbél 4ll6 sort. Ez ellentmond az invertalhatésagnak. W
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c sz

2-6. Definicié. (Ekvivalens a korébbi definici6val.)
Az A € R™™ matrix M-métrix, ha Z-métrix és A~1 > 0.

Megjegyzések.

1. Ha A~! >0 (pl. monoton métrix vagy M-matrix), akkor az Ag = e megolddsa pozitiv.
Tegyiik fel, hogy 3¢ : g; = 0, ekkor

vagyis A~! tartalmaz csupa nulldkbol 4ll6 sort. Ez ellentmond az invertdlhatésagnak.
2. Haaz Ax=b, b >0 é A M-métrix, akkor A~1 > 0-bdl kévetkezik, hogy x > 0.

3. Ha A M-métrix, akkor monoton is, ugyanis A~! > 0.

2-11. T || Ho A M-mdtriz, akkor AT is M-mdtric.

Bizonyitas. (AT)ij = aj; <0 minden i # j-re, tehdt AT is Z-matrix.
Valasszuk a g = (AT)"le = (A71)Te > 0 vektort. Ez A= > 0 miatt teljesiil.
Mar csak azt kell belatnunk, hogy nem lehet g egyik komponense sem 0.
Ha az ¢. komponense 0 lenne, akkor

Ozgi:Z(Afl)jz‘ = (Afl)ﬁ:O Vi=1,...,n

vagyis az inverz j. oszlopanak 0sszege nulla, ami csak gy teljesiilhet a nemnegativitas miatt,
hogy az oszlop minden eleme nulla. Ez ellentmond az invertalhatésignak. W

2-12. T | Ha A M-mdtriz, akkor 3g,h > 0 és G = diag(g), H = diag(h) diagondlis mdtrizokra
HAG sorok és oszlopok szerint is féatlé domindns.

Bizonyitas. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket B = HAG és
G = diag(g) = diag(g;), H = diag(h) = diag(h;). Ekkor
bi]’ :hiaijgj (’L,jz 1,...,n).

Irjuk fel B-re, mit jelent, hogy a sorokra f64t16 domindns. Hasznaljuk fel az el8jelekre tett
feltételeket.

n n n
hiaggi > Y hilaijlgs € awgi > > laglgg=— > agg; (i=1,...,n)
j=1,j%i J=1j#i J=1,j#1

e sz

Nézziik meg, mit jelent, hogy B az oszlopokra f6atl6 dominans.

n n n
hiaiigi > Z hj]aji]gi = hiaii > Z hj\aji\ = — Zajihj (’L = 1, A ,n)
=1 J=Li#i =1
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Atrendezve

(ATh)Z' = hja; + Zaﬁhj >0 (7, =1,.. .,n).
j=1

A kapott feltétel épp azt jelenti, hogy h > 0 vektorra ATh > 0. R

2-13. L || (Szétbontdsbol szarmazd mdtriz normdjinak becslése)
Legyen D = diag(dy, . ..,dy,) diagondlis mdtriz és Ay, Ae mdtrizok, hogy Aq soraira

leF Ayl < |di| i=1,...,n.
FEkkor

leff Aslly
U |d;| — lef Aqll1

(A1 + D)~ 1A2||Oo < max

Bizonyités Az Aq-re tett feltételb('il kévetkezik hogy (A1 + D) {64tl6 dominéns a soraira, igy

s sz

(A1 +D) Al < max [ (A1 +D) Az x .

lIxlloo=

=y
Tegyiik fel, hogy |yi| = [|y/lcc-
Az - x=(A1+D)-y = D-y=Az-x—A;1-y

Az i. egyenletet felirva és becsiilve

2
’dlyl‘ - ( ) Zam Yj < Z |az] ‘xj| + Z |a1j ‘y]

[1%]|oo = 1 és |yi| = ||yl miatt
1
|yl| = Z |a7,j | =+ |y2 Z ’a’( )| < ||elTA2||1 + |yz| . |’e;rA1|’1

Atrendezve

lei" Azl

T T
vil(ldi] — |leg Axll1) < llef A2li = |y| <
)~ e Anl) < F Azl =l < B2l

Mivel nem tudjuk, milyen i-re veszi fel y a végtelen normajat, ezért a jobboldali tort értékét
minden i-re kiértékeljiik és maximumot vesziink. Ezzel a lemmat belattuk. W

2-14. T | Hao A M-mdtriz és g > 0 a definicicban szerepld vektor,

akkor A= Y-re a kovetkezd becslés adhatd

oy o el
1Al < S (Ag);
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Bizonyitas. Lemmaval:

Legyen G = diag(g), ekkor AG = Ag és ||Gllco = ||8]|co-
A oo = [GGT'A™ oo = [G(AG) Moo < (AG) oo - [Gllow

Mivel AG f64tl6 domindns a soraira, ezért alkalmazhatjuk a Lemmét ||(AG) 1| c-re a ko-
vetkez6 matrixokkal.

Ay =1, D+A;=AG, D=dag(AG), A;=AG-D

T
— i I||1 n 1
AG)?! < max leg = max
IAG) e =1 [(AG)ii| — |eF (AG —D)illy =1 |aiwigil — XG—1i2 laijg]

A matrixokra ismert el6jelfeltételeket felhasznalva

1 1
AG) Yo < max =
It )7 Nl < =1 i + 3512 ijg;  minf_; (Ag);

A kapott egyenletlenséget befrva a kordbbi becslésbe

18lloo

A < AG) oo - [Glloo < ——B1%__
1A oo < I(AG) oo -G lo < 2™ Py,

Lemma nélkiil:
Tekintsiik az Ax = b LER-t tetsz6leges b-re.

A b x|
A1 — max ”700 = max — =2
L T

A tovdbbiakban ||x||so-ra fogunk fels6 becslést adni.
Legyen g > 0 vektor az M-matrix definicdjaban szerepld, melyre Ag > 0.
Rogzitett b esetén keressiink olyan m > 0 szdmot, melyre

Am-g+x)=m-Agtb>0 & m-(Ag),£b;>0 (i=1,...,n)
Mivel Ag > 0, igy osztaskor a relaci6 irdnya nem valtozik,

b;
(Ag>i

[bl]oo

> R Ll
"7 mini_, (Ag);

(t=1,...,n) = m=

jo valasztas. A LER-t a nemnegativ A ~1-zel megszorozva
m-gtx>0 <& mg >Fz, ((=1,....,n) = |z <mlg| (i=1,...,n).
Innen

HbHoo ’ ||gHoo
x <m-|g =
folloe < m - lglloe = 2o R

A becslést beirva az inverz normabecslésébe, kapjuk az allitast. W

2-4. Példa. Készitsiink az A=tridiag(-1,2,-1) métrixhoz a definiciéban szerepl$ g > 0 vektort.
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Megoldas. 1. mo:
Az A LU-felbontdsa A = LU, ahol

i1 ) 1
L= tridiag(—zi., 1,0), U = tridiag(0, i, —1).
7 2

Oldjuk meg a felbontas segitségével az Ag = LUg = e LER-t. El6szor oldjuk meg az Lh = e,
hy =1
1 1 3
—§h1+h2:1—> h2:1+§h1:*>0

2
p— 1 — 1
! hi-1+h;i=1— hi=1+17,hi_1>0 (i=2,...,n)
1

majd az Ug = h haromszog alaki egyenletrendszert.

n+1 n
= hp — = hy >0
9n n 9n ntl n
n n—1
n—1 9n—1 — Gn = hn—l — gn—1 = (hn—l +gn) >0
1+ 1 ) .
i 9i — gi+1 = hi — gi=i+1(h¢+gi+1)>0 (i=n—-2,...,1)

2. mo:
Irjuk fel g-re az Ag > 0 feltételeket.

210 —92>0—= 0<g2<2g

1
—91+292—93>0— 92>§(g1+g3)
1 .
—9i-1+2g9i — gi+1 >0 — gi > 5(91—1 +git1) (i=3,...,n—1)
1
—Gn—1+2g, >0— 0<g, < ig”_l

Ha a g; értékek egy szigortian konkav fiiggvény egyenletes felosztashoz tartozé értékei, akkor
a fenti feltételek teljesiilnek. W
2-5. Példa. Igazoljuk, hogy ha A M-matrix,
aij <biy <0 i#j, é 0<a; < by,

akkor B is M-méatrix.

Bizonyitas. A feltétel miatt B elGjeleloszlasa megfelel és A < B.
Ha g > 0-ra Ag > 0, akkor Bg > Ag > 0. &

2-6. Példa. Igazoljuk, hogy ha A M-métrix és P permutéciémétrix, akkor PTAP is M-méatrix.

Bizonyitas. A permutaciomatrixszal végzett hasonldsagi transzformécié az 4, j-edik sorokat és 1, j-
edik oszlopokat cseréli meg. Az altébeli két elem helyet cserél az atlén kiviili elemek ott
maradnak. Ezzel az el6jel viszonyok a méatrixon beliil nem valtoznak.

Mivel A M-matrix

Jg>0:Ag>0 = APPTg>0 = PTAPPTg) >0,

igy a g = PTg vilasztassal megkaptuk a keresett pozitiv elemfi vektort, melyre PTAPg > 0.
[ |
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Feladatok

2-2. Igazoljuk, hogy ha A = s -1 — B alakba irhatd, ahol b;; > 0 minden i, j-re és s > p(B),
akkor A M-matrix.

2-3. Igazoljuk, hogy ha A M-méatrix, akkor A = s-I — B alakba frhato, ahol b;; > 0 minden ¢, j-re
és s > p(B).

2-4. Igazoljuk, hogy ha A M-matrix, akkor az LU-felbontasbdl kapott L és U métrix is M-matrix.
2-5. Igazoljuk, hogy ha A tridiagondlis M-matrix, akkor a Gauss-eliminacié végrehajthato.
2-6. Igazoljuk, hogy ha A M-matrix, akkor a fominorok pozitivak.

2-7. Igazoljuk, hogy ha A M-matrix, akkor az ILU-felbontas végrehajthat6 és a kapott L, U is
M-matrix.

2-8. Igazoljuk, hogy ha A M-maétrix, akkor a Jacobi-iteracié konvergal.
2-9. Igazoljuk, hogy ha A M-matrix, akkor a Gauss—Seidel-iteracié konvergal.

2-10. Igazoljuk, hogy ha A M-matrix pontosan akkor, ha van olyan D > 0 diagonalis métrix, hogy
B = DAD '-re (B + BT) pozitfv definit (14sd Miroslav Fiedler: Special Matrices and Their
Applications in Numerical Mathematics).

2-11. Igazoljuk, hogy ha A M-métrix pontosan akkor, ha van van olyan D > 0 diagonalis méat-
rix, melyre DA + ATD pozitiv definit (14sd Miroslav Fiedler: Special Matrices and Their
Applications in Numerical Mathematics).

2.3. A matrix exponencialis fiiggvény

Valés és komplex szamok esetén az exponencialis fiiggvényt a

[oe) :L'k
ZE, z €K
k=0 "

hatvanysor Gsszegfiiggvényeként definidljuk. Matrixok esetén is ez lesz a definicio.
Legyen A egy n X n-es matrix, ekkor

eA:I+A+1A2+...:§:A—k.
2 = k!
Ez a sor abszolut konvergens, mert a matrixnorma szorzatra vonatkozé tulajdonsagat felhasznalva
Ak
k!

IA]*
=R

vV keN,

innen a majoranskritérium feltételét vizsgalva kapjuk, hogy
Al*

o0 o0
3 <y IAI® _ jag
k=0 k=0 k!

A ¢(t) matrixfuggvényt ugyanigy definialjuk:

Ak
k!
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Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy minden t-re a végtelen sor abszolat konvergens. S6t minden véges
intervallumon a hatvanysor egyenletesen is konvergens, igy akarhanyszor differencidlhato és

o0 Aktk‘fl o0 Ak*ltk‘fl o0 Aktk
/ - i oS _ At
gb(t)—l;]k o _;A D _kz_%]A o = At

2-15. T | (A mdtriz exponencidlis fliggvény tulajdonsdgai)

A0 _ 1
7

At At

invertdlhato és inverze e,

At | oAs _ eA(ert)’ s,t € R,

e
e
e
eAt derivdlhaté minden t-re és (eAt), = Aehl,

1.
2.
3.
4.

Ha A egyszert struktirdji matriz (diagonalizdalhato), azaz létezik C invertdlhaté mdt-
riz, melyre A = CDC™1, ahol D diagondlis, (C oszlopai a sajdtvektorok). Tovdbbd f(z) =
py Ay cxz® egy konvergens hatvdnysor dsszegfiigguénye az origé koriili |z| < R kérlemez min-
den pontjaban €s az 6sszes sajatérték benne van a kérben, akkor

f(A)=C-f(D).CL.

2-7. Példa. A kovetkezé A matrix esetén hatédrozzuk meg az e® méatrixot.
3 -3 2
A=|-1 5 -2
-1 3 0

Megoldas. A maétrix sajatértékei: A\j o = 2, A3 = 4.
A Mo = 2-héz tartozé sajatvektorok: vy = [1,1,1]T, v = [0,2,3]T.
A )3 = 4-hez tartozé sajatvektor: v = [1,—1,—1]7. A spektralfelbontas:

3 -3 2 1o 1] [200] [5 3 -1
A=|-1 5 —2|=1[12 —1[-{0 2 0 0 -1 1|=cbc?
-1 3 0 13 -1 [0 0 4] |3 -3 1
Innen
1o 1] [e o o] [5 2 -1
eA=CcE®)ct=11 2 -1 0 e 0 0 -1 1
4 1 3
|

2-17.L || (A matriz exponencidlis figgvény nemnegativitisa)

Legyen A € R™" tetszbleges matriz. Ekkor

A>0, V>0 < a;;>0i#7.



2.4. Logaritmikus norma 19

Bizonyitas. =: Legyen t > 0 ekkor az exponencialis matrixfiiggvény Taylor-sorfejtésébél
1 1 . .
eAt >0 = (eAt)Z’j = aijt + §(A2)” t2 + g(AS)U t3 +...20, 1 75 B

t > 0-val leosztva az egyenl6tlenséget kapjuk, hogy

1 1 oy
az‘j+§(A2)z’jt+§(A3)z‘jt2+~- 20, i#j.

Elégendden kicsi t-t vélasztva ebbdl kovetkezik, hogy i # j-re a;; > 0 lehet csak.

<: Rogzitsik a t > 0-t és bontsuk fel A%-et két matrixra: A1 = -1, As =1+ A%, ahol
m > 0 egész (értékét késébb fogjuk megadni).

(A4 = ) o
Mivel eA1 = e T > 0, elegendé Ay > 0-t megmutatni elég nagy m-re.
t
As)ii=a;;— >0, i #j.
(A2)ij U = #J
A diagondlis elemre
t
(Az)”‘ =14+a;— >0 <& qut>-m < —a;t<m.
m

Ha a;; > 0, akkor (Ag2); > 0 trividlis.
Az a;; < 0 esetben valasszuk a feltételnek eleget tevé m-et (minden i-re), majd ezek kozil a
legnagyobbat. Az exponencidlis matrixfliggvény Taylor-sorfejtésébdl

1
eAz:I+A2+§A§+...20,

ami csupa nemnegativ matrix osszegébdl all. Wl

Megjegyzés.

Ha A nem konstans matrix, hanem A = A(t) folytonos t-ben, akkor a;; > 0,
elégséges ahhoz, hogy c(t) > 0 legyen, ahol ¢/(t) = Ac(t) +b(t) és c(0) > 0, b(t) >
lasd [10] 22. oldalan.

# j még mindig
0. A bizonyitast

2.4. Logaritmikus norma

2-7. Definicié. Legyen A € R™*™ és ||.|| egy vektornorma altal indukalt matrixnorma. Ekkor az
A matrix logaritmikus norméja a kovetkezé mennyiség:
. | T+hA| -1
A)= lim —.
HA) H 04 h

Megjegyezziik, hogy a logaritmikus norma nem matrixnorma, mert negativ értéke is lehet, de sok
tulajdonsagaban hasonlit a norméara. A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy a differencidlegyenletek
stabilitasdban lesz fontos szerepe. Alsé indexben jel6ljiik, hogy mely norméaban szdmoljuk a loga-
ritmikus normat, példéul ua(A) az euklideszi norméra vonatkozik. Nézziik a specidlis n = 1 esetet.
Ha A = a € R, akkor u(A) = a, ha pedig A = a € C, akkor u(A) = Re (a), vagyis a logaritmikus
norma a valés rész” kiterjesztése. A [5] és a [12] irodalom részletesen targyalja a logaritmikus
norma torténetét és alkalmazasait. A kitlizétt feladatok egy része is innen szarmazik.
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2-18. T | (A logaritmikus norma tulajdonsdgai)

e a) A logaritmikus norma jol defindlt és
e b) pi2(A) = 3 Anax (A + AT)

e c) Ha a ||| skaldris szorzat segitségével definidlt, akkor pi(A) = supjy|=1(Ay,y).
(At

p(A) < [|A]].

e d) A c) pont normdjdval ||eAt| < et minden t > 0-ra.

Bizonyitas. a) Elgszor belatjuk, hogy az

[ T+RA -1

R—-R
W —

f(h)

figgvény h > 0-ra monoton novd és alulrdl korldtos. A vektornorma Osszegre és kiilonbségre
vonatkozé haromszog egyenlétlenségébdl és az indukalt normékra ismert ||If] = 1-bél

L= hl|A < [T+ hA] <1+ h[A]

Cjay < IEERALZL
h
0 < B/ < h esetén tjra a haromszog egyenldtlenséggel
A WooOW L+ hA| -1
I+AWA|=|(1-—|I+—T+hA)|<1——+—|I+RA|=14+"H"—7—"—
Al = | (1= 5 )1 @ ra) <1 G T nal = 1w R
IT+ WAl -1 < IT+RhAJ -1
h' - h ’
tehat az f monoton, korlatos fiiggvénynek létezik hatarértéke 0-ban jobbrol.
li = u(A
Jim f(h) = u(A)
b) A valds skaldris szorzatban
1
(Ay,y) = (v.ATy)= (ATy,y) = (Ayy)= (2(A+AT)y,y) :
Az Agym = 3(A + AT) szimmetrikus matrix, az A szimmetrikus részének is nevezik. A

Rayleigh-hanyadosrodl tanultak szerint

(Ay.y) _ (é(AJFAT)y’y)
(v,y) Iyl

1
Itt a maximalis sajatérték negativ is lehet. A B :=1+ hA jeloléssel
B3 = Amax(BTB)

BTB = I+ hA)T(I+hA) =1+ h(A +AT)+h2ATA
A kapott kifejezés I+ hC alaki, melynek sajatértékei \; = 1 + h\;(C) alakiak.

Amax(BTB) = 1 + hdmax (A + AT + hATA).
A Bauer-Fike tételt illetve a sajatértékek folytonos fiiggését a matrix elemeitél felhasznalva

Amax(A + AT + hATA) = M\ (A + AT) + O(h).
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A kapott eredményeket egyberakva
IT+hA[Z = B3 = 1 + hAmax(A + AT) + O(h?).
A gybkvonashoz a Taylor-formuldt hasznédljuk. Vezessiik be a kdvetkezd valos fliggvényt:

g(h) == V1+hA+Kh2, X=dmax(A+AT), O(n?) < Kh2

A+ 2Kh A
0 :17 /h = IO = =
9(0) I = S AT e 9(0) =3

g(h) =1+ %h + O(h?).

Ezt felhasznalva 1
[T+ hAlls =1+ 5 hdmax(A + AT) +0(h?)

I+hAll,—1 1
H+hH2 — iAmaX(AjL AT) +0(h),

ahonnan h — 0+ esetén kovetkezik az allitas.

c) Legyen |ly|| = 1 tetsz6leges vektor.
IT+hrA)yl -1 _ ([A+rA)y] - D(E+rA)y][+1) _ |A+hA)y|? -1

h h([(T+hA)y| +1) AT+ hA)y[ +1)

Irjuk at a valds skaldris szorzat segitségével a szamlalét mas alakba

I(I+hA)y|* — 1= (y + hAy,y + hAy) — 1 = |ly||* +2h(Ay,y) + h*||Ay|* — 1 =
=1
= 2h(Ay,y) + h*||Ay|.
Az €lbz6 tortbe visszairva
[(XT+hA)y|? -1 _ 2(Ay,y) + h||Ay]?
AT+ RrA)y||+1)  ([(T+AA)y| +1)

Ugyanis a baloldalon 4116 tért h-ban folytonos. Az |ly|| = 1 altal meghatérozott kompakt
halmazon pedig felveszi a maximumat. Innen

n(A) = fnax (Ay,y).

— (Ay,y) (h— 0+).

d) Tegytik fel, hogy p-re
pllvl|* > (Av,v), Vv e R™

Ez a ¢) pont alapjan azt jelenti, hogy pu > pu(A).
Tekintsiik az y'(t) = Ay(t) differencidlegyenletet ¢ > 0-ra és szorozzuk skaldrisan y(t)-vel

uly®1? = (Ay(1). y(t) = (v Zyz yi(t) = (Zyz )2yi(t )—

1 n /! )
~32 (;y?@) = 2 (Iy0IP) = 3 Syl =
2\ /
) (; ( Zyﬂt)) =52 (W) (o)) =
=1 =

O] b HY( )l
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A kapott egyenlétlenséget osztva ||y(t)||-vel és szorozva e #i-vel
_ _ad
e ully@ll = e =y (@]
Atrendezve
—put —ut d —ut !
0= — M ully@l + e Zlly0)l = (™ Iy@)) -
Tehat az (e #|ly(t)||) fiiggvény t-ben fogyo, igy
My < lyO)ll = Ily@®l < e[yl

Ide beirva a differencidlegyenlet y(t) = eAty(0) megoldasat

t t HeAtY(O)H ¢
leAy(0)]] < e - [ly(0)] = RO < el

Mivel y(0) tetszéleges, a matrixnormadra is ez a korlat.

leAy (0)]]

[e]] = sup =l < el
y(0)#£0 [y (0)]]
|
Megjegyzés.
A skaldris szorzattal definidlt normédban felirt logaritmikus normét a
A;
A) = max (Ay,y) = max (Ay.y)
lyll=1 y#0 (v,¥)

alakban is felirhatjuk. A jobboldalon szereplé hinyados a Rayleigh-hdnyados, melynek tulajdonsa-

gairél szimmetrikus métrix esetén tanultak. Osszehasonlitdsul a norma négyzetére

IAY[? _ (Ay,Ay) (ATAy,y)
ax max ———=

All?2 = max = max ——2~
AR = e T =5 oy 2 oy

Komplex elemii métrixok és komplex skalaris szorzat esetén az allitas valtozik:

Re (A;
J(A) = max R AYY)
vy (¥,y)
2-8. Példa. Szamitsuk ki a kovetkezé matrix logaritmikus norméjat a spektralnorméban.
-4 =2

Megoldas.

[\

1 o 1([-4 —2 42 —4 0
s(a+a )2([ 2 —6] +[—2 —GD = [ 0 —6]
A sajatértékei \; = —4, Ao = —6, igy
1 T
p2(A) = max \; §(A +AY) ) =4
7
Az eredményiinkbdl az is lathatd, hogy

pa(—A) = max \; (;(—A - AT)> = 6.
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2-9. Példa. Szamitsuk ki a kovetkez$ matrix logaritmikus norméjat a spektralnorméban.

[0

(eamy=3 ([0 )3 )= )

A sajatértékei \; = 1, Ao = 3, igy
1 T
p2(A) = max \; i(A +A%)) =3

Megoldas.

N —

Az eredményiinkbdl az is lathatd, hogy
1
p2(—A) = max \; (2(—A - AT)) = 1.

|
2-10. Példa. Szamitsuk ki a kévetkez6 matrix logaritmikus normajat a oo normaban.
—4 =2
Megoldas.
T4 hAle -1
Hoo(A) = hlir& h

Mivel h — 04 hatarétéket kell szamolnunk, ezért feltehetd, hogy h < %, igy a diagondlis

elemek pozitivak.

1—4h —2h
HI+hAHOO—H[ oh 1_6hHoo—max(1—2h,1—4h)—1—2h
1-2h—-1
OOA: _— = —
Hoo(A) hiHOIJr h

2-11. Példa. Szamitsuk ki a kovetkezO matrix logaritmikus norméajat az 1-es norméaban.

S

2 —6
Megoldas.
. T+ hrAlL -1
A)= lim —
m(A) hg& h

Mivel h — 0+ hatarétéket kell szamolnunk, ezért feltehetd, hogy h < %, igy a diagonalis

elemek pozitivak.

1—4h  —2h
T+ RAJ = H[ ol 1—6h] 1 =max(l —2h,1 —4h) =1—2h
1-2h—1
A = 1 —_— =
H(A) hg(r)l+ h
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2-19. T || (Tovabbi tulajdonsdgok) Az 1-es és oo mdtriznormdban
1 (A) = max (az‘z‘ +) !%‘!)

J#

,U,OO(A) = m?x (aii + Z |aij]> .

J#i
Megjegyezziik, hogy komplex elem{i matrixok esetén a;; helyett Re (a;;)-t kell irnunk.

Feladatok

2-12. Szamitsuk ki a kdvetkez6 matrixok logaritmikus normajat a spektralnorméaban.
-4 -6 2 —1

2-13. Igazoljuk, hogy ©(0) =0, u(I) =1 és u(-I) = —1.
2-14. Igazoljuk a definiciéval, hogy 11 (A) = peo(A*).
2-15. Igazoljuk, hogy ¢ > 0 esetén u(c- A) =c- u(A).
2-16. Igazoljuk, hogy ¢ < 0 esetén u(c- A) =|c|- u(—A).
2-17. Igazoljuk, hogy pu(A + B) < p(A) + u(B).

Bizonyitas. A szamlélét és nevezdt 2-vel szorozva és a normékra vonatkozé haromszogegyenlot-
lenséget felhasznalva barmely h > O-ra teljesiil a kovetkezd egyenlGtlenség:

IL+h(A+B)| =1 [I+hA+hB| =1 [I+2hA+1+2hB| -2 _
h - h - 2h =
IT+2hA -1 |T+2hB| -1
< + .
= 2h 2h

Mindkét oldalon h — 0+ hatarértéket véve

I+2hA] -1 I+2hrB| -1
p(A+B) < lim w+ lim w:u(A)—kﬂ(B).

S0+ 2h h—0+ 2h
|
2-18. Igazoljuk, hogy |u(A) — u(B)| < ||[A — BJ].
2-19. Igazoljuk, hogy z € C esetén u(A + z-I) = pu(A) + Re 2.

2-20. Igazoljuk, hogy ha D = diag(d;;) és p € N vagy p = 0o, akkor a p normaban felirt logaritmikus
norméaban p,(D) = max d;; és —pp(—D) = min dj;.

2-21. Igazoljuk, hogy ha A szimmetrikus matrix, akkor po(A) = Amax(A).

2-22. Igazoljuk, hogy z € C esetén u(z - I) = Re(2).
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Bizonyitas. Legyen z = 21 + 291 € C, ekkor

1+hz O 0
T+ heI| = = 14 hz| = /(1 + ha1)? + (hz)2.
0 0 1+ hz

A hatarérték kiszamitasahoz a kovetkezo6 fliggvény derivaltjat hasznaljuk.

2(1 4 hz1)z + 2hz3
2\/(1 + hz1)2 + (h2g)?

f(h) = (L + ha)? + (h)2, F(0) =1, [f'(h) =

= F(0)= 2t =21 =Re )

lim \/(1+h21)2+ <h22)2 — .
h—0+ h  h—04 h

2-23. Igazoljuk, hogy skaléris szorzattal definidlt norméaban felirt logaritmikus norma esetén béar-
mely y # 0 vektorra
yT Ay

—u(—A) <
u( )_yTy

< u(A).

2-24. Igazoljuk, hogy az A matrixra felirt Gersgorin-korokre
—foo(—A) = min {(UiL,Gi) NR},  max {(UL,Gi) NR} = peo(A),

és az AT matrixra felirt Gersgorin-korokre

—p1(—A) = min { (U?ﬂéi) N R} , max { (U?ﬂéi) N R} = u1(A).

A kétféle tipusi Gersgorin-korok metszetében vannak az A sajatértékei.

Bizonyitas. Az i-edik Gersgorin-kor sugara r; = 3,4, |a;j|, ezért a logaritmikus norma alakja

too(A) = max (@i + Z laij|) mlchX(aii + 7).
JFi

tengellyel vett metszetének legfels6 pontja. Nézziik az alsdé becslést:
— oo (—A) = — max —ai; + Z | — aij]) = — max( ai; +r;) = miin(aii —1y).
JFi

Ez az eredmény azt jelenti, hogy az co- norméban a logaritmikus norma a Gersgorin-korok

s sz

Az 1l-es norméaban felirt allitist ugyanigy bizonyitjuk, de ott AT-ra frjuk fel a Gersgorin-
koroket.

Mivel A és AT sajatértékei azonosak és (U ,G;) N (Uf‘:léi) tartalmazza az Osszes sajat-
értéket, ezért ezzel a sajatértékek és a logaritmikus norma (az l-es illetve oco-norméban)
kapcsolatara is kaptunk egy allitast. Wl

2-25. Igazoljuk, hogy az A barmely \; sajatértékére
—u(—=A) <Re(X) < p(A).

(Az el6z6 feladatban a Gersgorin-korokre vonatkozé &llitds éppen az l-es és oo-norméaban
bizonyitja az allitast. Altalanosan nehéz bizonyitani.)
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2-26. Igazoljuk, hogy ha p(A) < 0, akkor

1
A7l < ——.
1A <~

2-27. Jelolje Agym = %(A + AT) az A szimmetrikus részét. Igazoljuk, hogy

p2(A)<c & - Agym pozitiv szemidefinit.

2-28. Jelolje a(A) = max; Re \; az A sajatértékeinek maximadlis valds részét (spectral abscissa).
Igazoljuk, hogy
a(A) < u(A).

2.5. Allandé egyiitthatos linearis differenciaegyenletek
A legismertebb differenciaegyenlet a Fibonacci-sorozatra felirt

Yn+l = Yn + Yn—1, Yo =Y1 = 1

egyenlet a megadott kezdeti feltételekkel. Ehhez hasonlé differenciaegyenleteket kapunk tobblé-
péses modszerek eredményeképpen, ezért fontos kiilon foglalkoznunk az ¥, n. tag felirdsaval és a
differenciaegyenlet stabilitdsaval. Az egyenlet megoldasanak vizsgalata nagyon hasonld az allando
egyiitthatds linedris differencidlegyenletek megoldasdhoz (1asd [1] 46. oldalan), igy annak ismerete
segit a témakor megértésében.

2-8. Definicié. Legyen | € N és ay,...a; € R, ag,oq # 0, fn € R, (n € Ny), ekkor a

l

Z ApYn+k = fn n € Ny
k=0

egyenletet [-edrendli linedris differenciaegyenletnek nevezziik. Ha oy fiiggetlen n-tol, akkor
alland6 egyiitthatés (csak ezekkel foglalkozunk), ha f, = 0 minden n-re, akkor homogén
egyenletnek nevezziik.

A differenciaegyenlet megoldasén az 'y = (y,|n =0, 1,...) végtelen sorozatot értjiik, melyre

l
S Wtk = fo n=L1+1,... .
k=0

Ha az yo, . .., y;_1 kezdeti feltételeket megadjuk, akkor a differenciaegyenlet megolddsa egyér-
telmi lesz. A

!
o(z) = Y _ a2
k=0

[-edfokt polinomot a differenciaegyenlet karakterisztikus polinomjanak (vagy karakterisztikus
egyenletének) nevezziik.
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2-20. T | A homogén differenciaegyenlet megolddsai linedris alteret képeznek, vagyis ha y =

(1)) (2))

(yn') és y(? = (yn) ugyanazon homogén differenciaegyenlet két megolddsa, akkor tetszdleges
c1, ¢ € R konstansokra 1y + coy@ is megolddsa a homogén egyenletnek.

Bizonyitas. Lasd Feladatok. W

2-21. T | Az inhomogén differenciaegyenlet teteszdleges megolddsa eléallithaté ugyanazon inho-
mogén egyenlet eqy partikuldris megolddsanak és a homogén egyenlet dltaldnos megolddsinak
0sszegeként.

a) Ha v = (v,) az inhomogén egyenlet partikuldris megolddsa és 'y = (yn) a homogén
egyenlet dltaldanos megolddsa, akkor v +y az inhomogén egyenlet megolddsa.

b) Ha v = (US)) ésv(? = (US?)) ugyanazon inhomogén differenciaegyenlet két megolddsa,
akkor vV —v(®) o homogén egyenlet megolddsa.

Bizonyitas. Lasd Feladatok. W

2-22. T | A homogén differenciaegyenlet yV,y@ . . y™) megolddsai akkor és csak akkor

linedarisan fdggetlenek, ha az y1,y2,...,¥m € R! vektorok linedrisan figgetlenek,
ahol y5 = (" v, y?)T.

Bizonyitas. Lasd a [4] jegyzet 43. oldalan. W

2-23. T | Hay™W, ... ym), (m <) linedrisan figgetlen megolddsai a homogén differenciaegyen-

letnek, akkor a homogén egyenlet tetszdleges y megolddsa felirhato a kovetkezd alakban:

m
y:chy(k), Cly---,Cm-
k=1

Bizonyitas. Lasd Feladatok. W
A tovabbiakban a homogén differeciaegyenlet linearisan fiiggetlen megolddsainak egy maximélis

elemszamu rendszerét szeretnénk elGallitani. Ebben fontos szerepet jatszanak a karakterisztikus
polinom gyokei.

2-24. T | Ha pu a o karakterisztikus polinom gyoke, akkor y = (y,) = (™) a homogén egyenlet

megolddsa.

Bizonyitas. Helyettesitsiik be y = (y,) = (u™)-t a homogén egyenletbe.

l l 1
D knr = > app = "> gk = po(p) = 0.
k=0 k=0 k=0

2-25. T | Ha p1, ..., a o karakterisztikus polinom gyokes, akkor

l
y = (yn>7 Yn = ch,u?
j=1

a homogén egyenlet megolddsa. Ha a gyokok kilonbozok, akkor a (,u?) megoldadsok linedrisan
fliggetlenek.
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Bizonyitas. Helyettesitsiik be y = (yp,) = (Zé‘:l c;j ,u,;?)—t a homogén egyenletbe:

l

l
U WITEED WD WIS W RIAR
j=1 Jj=1

k=0 j=1

A fiiggetlenség bizonyitasahoz vegyik a megoldasok linearis kombinaciéjat, mely 0-t ad min-
den n-re. Beldtjuk, hogy ez csak 1gy teljesiilhet, ha minden ¢; = 0.

!
ch,u?:0 n=0,1,...
=1

Azonos kezdeti feltételek esetén cq,...,¢-re egy linedris egyenletrendszert kapunk
n=20,1,...,1 — 1-re:
1 1 ... 1 c1 0
M1 M2 .. c2 0
,ull_l ,ué_l e Mf_l &) 0
A kapott matrix a Vandermonde-métrix transzpondltja, igy kiilonbozé gytkok esetén a LER-
nek egyetlen megoldasa ¢y = co = ... = ¢; = 0. Fzzel a fliggetlenséget belattuk. W

Ha p a o karakterisztikus polinom gydke m multiplicitdssal, akkor
n n—1 n—2 n! n—m+1
(), ), nln =0, ()
a homogén egyenlet megolddsai és linedrisan fliggetlenek.

Bizonyitas. Kordbban mar belattuk, hogy (4™) megolddsa a homogén egyenletnek.
Nézziik (nu™1)-t és hasznéljuk fel, hogy o(u) =0 és o' (1) =0 :

l l
Yo+ k)t =Y g + 0D ankp Tt = np " o(p) + ' (1) = 0.
k=0 k=0 k=0

Megjegyezziik, hogy

/

l
(Z aku”““) = (u"o(w))" = np" to(p) + p"e' (),
k=0

vagyis éppen a differenciaegyenlet p szerinti derivaltjat kaptuk.
Nézziik a kovetkez6 fiiggvényt, (n(n — 1)u"2)-t:

l

Zak n+k)(n+k—1)p k2 Zak (n — 1) + 2nk + k(k — 1)]u" 2 =
k=0

I !
=n(n—1)p">> " appk + 2np" ! Z apkp* ™ 4+ Y apk(k - D =

k=0 k=0 k=0
=n(n — Dp" o) + 2np" o' () + " (1) = 0 = (u"o(n))".
Az 4ltaldnos eset a differenciaegyenlet p szerinti j. derivéltja alapjén (j =1,...,m — 1)-re a

szorzat derivalasi szabdlyanak felhasznalasaval kaphat6 meg.

(o)) = () + ( f,b ) np"o(w) U + ( ? ) (") o(p) =0,
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mivel p gyoke a o deriviltjainak is. Ebbdl végigszamolhaté az altaldnos képlet esete.
Az m. megoldasfiggvényre

l
S (n k)4 k= 1) (k= m 4 2 = ()Y = 0,
k=0

=Yn+k

A fiiggetlenség bizonyitasadhoz vegyiik a megoldasok linedris kombindaciéjat, mely 0-t ad min-
den n-re. Belatjuk, hogy ez csak tigy teljesiilhet, ha minden ¢; = 0.

Ui n! s
chﬁun Mt =0 n=0,1,...
j=1 )

n—m-+j
Azonos kezdeti feltételek esetén cq, ..., cp-re egy linedris egyenletrendszert kapunk
n=0,1,...,m— l-re:
1 0 0 ... 0 c1 0
% 1 0o ... 0 Co 0
2 241 2 ... Ol .[es| =10
Tt (m= ™ (m= 1) (m = 2)pm #'n)u Cm 0
A kapott alséharomszogii LER-nek egyetlen megoldasa ¢ = ¢ = ... = ¢, = 0. Ezzel a

fiiggetlenséget belattuk. (A fenti matrix altaldnositott Vandermonde-matrix transzponéltja,
az Hermite-interpolacional taldlkozunk még vele.) W

Megjegyzések.
1. m-szeres gyok esetén a tételben megadott megoldasok helyett szokas a

("), ("), ("), ()

rendszert is haszndlni. A rendszer barmely eleme elGallithaté a tételbeli elemekkel és ez forditva is
igaz.

2. A tételt a kovetkez6 alakban is meg szoktak fogalmazni:

Ha p a karakterisztikus polinom m-szeres gyoke és P(z) egy legfeljebb m — 1-edfoki polinom, akkor
a P polinombdl elééllitott p = (p,) = (P(n)u™) megolddsa a homogén egyenletnek.

2-27. T | Tegyiik fel, hogy 1, ..., wm egymdstol és 0-tol kilénbézd komplex szamok.
A Py(2),...,Pn(z) valds egyiitthatés polinomokkal felirt
m
ZPk(n)uZ:O, n=0,1,...
k=1

azonossag pontosan akkor dllhat fenn, ha mindegyik Py(z) polinom azonosan nulla.

Bizonyitas. Lasd a [4] jegyzet 46. oldalan. W
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2-28. T | A homogén differenciaegyenlet tetszéleges y = (yn) megolddsa elédllithaté a

m
y=>
k=1

alakban, ahol p1, . .., um @ karakterisztikus polinomnak azmy, . .., mg multiplicitasd kilonbézd
gyokei, igy -5y my = 1.

Bizonyitas. Az el6z6 két tételbdl kovetkezik.
[ |

mg—1
i, n
ey, n=0,1,...
=0

J

2-12. Példa. Irjuk fel az Yn+1 = Yn + Yn—1, Yo = y1 = 1 Fibonacci-sorozat n. tagjat és vizsgaljuk
a sorozat stabilitasat.

Megoldas. A differenciaegyenlet y,+1 — yn — yn—1 = 0 atrendezésébdl a karakterisztikus

2 _ 2 — 1. Ennek gyokei: p = % és o = 177“/5 Az altalanos megoldés

Yn = C1 <1+2\/5> +c2 (1 _2\/3> )

ahol c1,co € R. Ezeket a konstansokat a kezdeti feltételbdl hatarozzuk meg:

polinom: g(z) = z
alakja:

Yyo=c1+coa=1

()55

2 2
A 2. egyenletet atirva

V5

1
1:§(Cl+62)+7(61—62)= + (c1 —c2) — =C —C2

| S

1
NG

l=c+c

11 1 (1445 111 [1-45
“TeTaB B\ 2 ) PT2 a5 B\ 2 )

Tehét a Fibonacci-sorozat n. tagjanak képlete:
1 (145" 1 (1B
=5\ 2 NAUE '
Vizsgaljuk most a sorozat érzékenységét a kezdeti feltételek valtozaséra.

Ha yg helyett yg — €9-bdl illetve y; helyett y; — €1-bdl indulnank,
akkor a 9,, hibasorozatra

DN | =

Innen

Ont1 = Yntl — Unt1 = (yn + yn—l) - (gn + gn—l) =
= (yn - gn) + (yn—l - gn—l) =0p + Op—1.

Hozzavéve a kezdeti feltételeket
Opt1 = 0p +0p—1, 00 =¢c0, 01 = €1,

vagyis ugyanolyan differenciaegyenletet kapunk, melynek megoldasa

s (5] (5]

2 2
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alaki, ahol d; és dy értékét a kezdeti feltételekbdl egy 2 x 2-es LER megoldaséaval kell megha-
tarozni. Nézzik meg, hogy a kezdeti feltételekben bekovetkezd valtozas hogyan befolyasolja
a megoldasa valtozasat. Mivel

1-+/5 1-+/5
2\[<1 = ( 2\f

)n—>0 (n — o0)

1+ /5 1+ V5
+2\f>1 N <+2f

) — o0 (n— ),

igy ha dj # 0, akkor

lim 6, = +oo,
n—o0

tehét az eltérés barmilyen nagy lehet. (A stabilitdshoz barmely kezdeti feltétel esetén tel-

jestilnie kell, hogy az eltérés korlatos marad.) Latjuk, hogy a problémat az 1-nél nagyobb
abszolutértéki gyok jelenti. W

Feladatok

2-29.

2-30.

2-31.

2-32.

2-33.

2-34.

2-35.

Igazoljuk, hogy ha y() = (ygl)) 6s y@ = (yZ@)) ugyanazon homogén differenciaegyenlet

két megoldésa, akkor tetszéleges c1,co € R esetén c;y™® + coy® is megolddsa a homogén
egyenletnek.

Ha v(D) = (v SL ) és v(?) = (w(«?)) ugyanazon inhomogén differenciaegyenlet két megoldésa,
akkor v( ) — v(2) 2 homogén egyenlet megolddsa.

Igazoljuk, hogy ha y(1), ..., y(™) a homogén differenciaegyenlet megoldésai, akkor tetszéleges
Cly---,Cm € R esetén

y=> ay®
k=1

is megoldasa a homogén egyenletnek.
Igazoljuk, hogy ha y ... y™) a homogén differenciaegyenlet linedrisan fiiggetlen megol-
désai, akkor a homogén egyenlet y dltalanos megoldasa felirhat6 a kovetkezd alakban:

y =3 cy®
k=1

Az yo,...,y;—1 kezdeti feltételek megadasa esetén igazoljuk az egyértelmiiséget.

Irjuk fel a Yntl = Yn — iyn_l differenciaegyenlet dltalanos megoldasat és vizsgaljuk a stabi-
litdsat a dp = € és 07 = 0 esetben!

Irjuk fel a y,41 = 4y, — 4y,_1 differenciaegyenlet 4ltaldnos megoldésat és vizsgaljuk a stabi-
litasat a dg = € és 07 = 0 esetben!

Irjuk fel a yp41 = 2yn TYn_1 — 2yn 2 — Yn—3 differenciaegyenlet altalanos megoldasat és

vizsgaljuk a stabilitasat! (A karakterisztikus polinom gydkei: 2, 4 5,1,1.)
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2.6. Differencidlegyenletek alapveto tulajdonsagai

2-9. Definicié. Legyen f(z,y) az x € R és y € R™ argumentumdnak folytonos vektorfiiggvénye,
f R R™. A kozonséges differencidlegyenletekbél 4116 rendszer 4ltaldnos alakja

y/(.%') - f(w7Y($))a y(.’Eo) =Yo-

Az y(xg) = yo feltételt kezdeti feltételnek nevezziik. A differencidlegyenlet rendszer megolda-
st egy véges intervallumon keressiik. A differencidlegyenlet rendszer megoldasa az y : [a;b] —
R™ figgvény, folytonosan differencialhaté és kielégiti a fenti egyenletet és kezdeti feltételt az

xo € [a;b] pontban. A derivalt jelolésére a dfi—(;) vagy %y(m), az egyenletre az y' = f(z,y)
jelolést is hasznaljuk.

2-10. Definicié. A magasabbrendii differencidlegyenlet kezdetiérték feladatanak altalanos alakja:

y(n) = f(x7 y7 y/7 A 7y(n71))7
0 1 - -1
yo) =8, o'(xo) = .y D () = 4"V,
ahol f : R"*! — R” adott fiiggvény folytonos az (wo,yéo), e ,y[()n_l)) pont kérnyezetében.
A differencidlegyenlet megoldasa az y € R — R fiiggvény, mely az zy pont kdrnyezeté-
ben értelmezett, n-szer folytonosan differencialhaté és kielégiti a fenti egyenletet és kezdeti
feltételeket.

2-29. T | A fenti magasabbrendi differencidlegyenlet kezdetiérték feladatinak megolddsa azonos

a kovetkezd elsérendi diff. egy. rendszer kezdetiérték feladatdnak megolddsdval:

Y1 = Y2,
Yo = U3,
Yn—1 = Yn,
Yo = flz, 91,92, Yn),
yi(@0) = 5 ya(wo) = u§". - yn (o) = 5"V,

Bizonyitas. Nyilvanvalé. Wl

Mivel barmely véges zart intervallum egy linearis transzformdciéval a [0; 1]-re transzformalhato,
a tovabbiakban olyan diff. egy. rendszerekkel foglalkozunk, melynek megoldasa az y : [0;1] — R™
fiiggvény. y € (C1[0;1])" ([0; 1]-en folytonosan differencidlhaté) és kielégiti a kovetkezd egyenletet
és kezdeti feltételt (zg = 0).
y'(@) = fle,y(@), e,

y(0) =yo

2-11. Definicié. Az f(z,y) fuggvény a masodik viltozdjaban eleget tesz a Lipschitz-feltételnek
R™-en, ha létezik olyan Ly > 0 4llandd, melyre

If(z,0) = f(z, V) < Lella=v], ze[0;1], uveR"™

Ekkor f-et Lipschitz-folytonosnak nevezziik és f € Lip(y)-nal jeloljiik.
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Megjegyzések.

1. Az analizisben D := [xg — a;z0 +a] X {y € R" : |y —yol < b} C R x R™ hengerre szokés
definidlni a Lipschitz-feltételt, ahol (x,u), (z,v) € D és y(xo) = yo a kezdeti feltétel.

2. Ha f(x,y) folytonos, akkor a Cauchy—Peano-féle egzisztencia tétel szerint mindig van a kez-
detiérték probléménak megoldasa.

3. Ha f(z,y) folytonos és masodik valtozdjaban eleget tesz a Lipschitz-feltételnek, akkor a
Picard—Lindel6f tétel szerint a kezdetiérték-feladat lokalisan egyértelmiien megoldhaté.
A pontositast ldsd Differencidlegyenletek targybdl.

2-13. Példa. Az f(x,y) = cy(1 —y), (c > 0 konstans) folytonos fiiggvény a mésodik véltozdjaban
Lipschitz-folytonos [0; 1]-en, igy 0 < yo < 1 esetén az

y =cy(l-y),
y(0) = o
kezdetiérték feladatnak van egyértelmi megoldasa. A konkrét példa a hirek terjedésére a [11] jegy-
zetben talalhatoé.

Megoldéas. Tetsz6leges x € [0;1] és y1 € (0;1) , y2 € [0;1] esetén

(2, y1) = F@,y2)| = clyi(L— 1) — ya(1 = w2)| = clyr — v2 — (47 — 43)| =
=clyr — y2| - |1 = (y1 + y2)| < ey — val.
Tehat f Lipschitz-folytonos (L = ¢), a tanult tételek szerint a kezdetiérték feladatnak egyér-
telm{i a megoldasa.
e Ha yg = 0, akkor y(x) =0
e Ha yo = 1, akkor y(z) =1

e Ha 0 < yp < 1, akkor y(x) = ahold:%.

1
1+de—c?

Ellenérizzik az utébbit!

dce™ "

/ _

y (fL‘) - (1 + defcx)Q

1 1 dce™ "
1— -~ (1= -
y(l’)( y($>) 1 4 d6_6$ ( 1 + de—cx> (1 + de—cx)Q

1 1 -y

y(0) =15 = "

2-14. Példa. Az f(x,y) = ,/y fiiggvény a mésodik valtozéjaban nem Lipschitz-folytonos [0; 1]-en,

az
¥ =y,
y(0) =0

kezdetiérték feladatnak nincs egyértelmii megoldasa.
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Megoldas. Tetszbleges x € [0;1] és y1 > 0, ya > 0 esetén

_ _ _ y — e ly1 — 2|
|f(z,y1) — f(z,92)| = |1 \/ﬁ_\/yTJr\/y»gé T

Mivel \/1?71 nem Korlatos, ezért f nem Lipschitz-folytonos. A példank mutatja, hogy ha nem
teljesiil a tulajdonsag, akkor az egyértelmiiség nem biztos, hogy teljesiil.

A kezdetiérték feladatnak y(0) = 0 kezdeti feltétel esetén két megolddsa van:
1) y =0, ugyanis y' =0 =0 és y(0) = 0.
2) y(z) = 122, mivel ¥/ (z) = 32 = /y(z) és y(0)=0.

Ha y; > yo > 0 lenne, akkor \/% < \/%

kezdeti feltétel megoldand a problémat, de feladatunkban yy = 0 szerepel.

=: L lenne a Lipschitz konstans. Tehéat egy pozitiv

[ |
Feladatok
2-36. Az f(x,y) = Vy? + 5 fliggvény a mésodik véltozdjaban az egész R-en Lipschitz-folytonos.
(Lf=1)
2-37. Lipschitz-folytonosak-e a kovetkez6 fliggvények a masodik véltozéjukban a [0; 1]-en?
a) f(z,y) = e,
b) f(z,y) = y°,
c) f(z,y) = ¥y,
d) f(z.y) = 15,

2-38. Igazoljuk, hogy ha f(t,y),9(t,y) € Lip(y) az Ly, L, Lipschitz-konstanssal (ugyanazon a
halmazon) és a,b € R, akkor

p(t,y) =a-ft,y) +b-9(t,y) € Lip(y)
az Ly, = |a|Ly + |b|Ly Lipschitz-konstanssal.

2-39. Igazoljuk, hogy ha f(t,y),g(t,y) € Lip(y) az Ly, L, Lipschitz-konstanssal (ugyanazon a
halmazon), akkor

p(t,y) = f(t,g(t,y)) € Lip(y)
az L, = Ly - L, Lipschitz-konstanssal.

2-40. Igazoljuk, hogy ha f(t,y),g(t,y) € Lip(y) az Ly, Ly Lipschitz-konstanssal (ugyanazon a
halmazon) és a,b € R, akkor

o(t,y) =a- f(t,b-g(t,y)) € Lip(y)

az L, = |a||b| - Ly - Ly Lipschitz-konstanssal.

A numerikus megoldas el6tt vizsgaljuk a hibak szemsz6gébdl az egyenleteket. Milyenek azok az
egyenletek, melyeknél az egyszer elkovetett hibaktol kés6bb nem kell tartani?
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2-12. Definicié. Legyen f : [0;1] x R™ — R” folytonos és ||.|| vektornorma R"-en. A differencil-
egyenletet disszipativnak (lecsengének) nevezziik az adott vektornorméaban, ha

[u(z) = v(z)[| < [[a(0) - v(0)]

minden tetsz6leges (a kezdeti értékben kiillonb6z6) u(z), v(x) megoldasra és minden x € [0; 1]-
re. A megoldasokat ilyenkor kontraktivnak nevezzik.

2-30. T | (Skaldris egyenlet disszipativitisa, n =1 eset)
Legyen f(x,y) folytonos mindkét argumentumaban és folytonosan differencidlhatd y szerint.
Az
y'(z) = f(z,y(z)), = €[0;1],
y(0) = yo

differencidlegyenlet disszipativ, ha

Of(,y) _ 0

;1.
by S0 Yy Yrelol

Bizonyitas. Tekintsiink két megoldast, u, v-t és vezessiik be a z(z) = u(x) — v(zx) eltérést és a

f(zu(z))—f(z,0(z))
() = { )y e e u(x) # v(x)
L (z,u(x)) ha u(z) =v

segédfiiggvényt. Ekkor
(@) = (@) = ' (@) = f(z,ul@)) - £, 0(2) = () (ulx) — v(x)) = (62) ().
A 2-re kapott differencidlegyenlet megoldasa
2(z) = 2(0) - exp </Ox 6(s) ds) .
A derivaltra vonatkozé feltétel miatt
o) <0 = e[ o) <1 = @) <O

Ezzel igazoltuk, hogy |u(z) — v(z)| < |u(0) —v(0)]. A

Megjegyzés.

Ha éppen ellenkez6en

akkor az el6z6 bizonyitasbol | [ ¢(s) ds| < Mz, igy

[u(z) — v(@)| < eM*[u(0) — v(0)|

azaz a két megoldas eltérése exponencidlisan néhet.
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(A perturbdalt egyenlet megolddsa)

Tekintsiik a kévetkezd u,v megolddsokat:

’U/:f(l',’l)), u’:f(x,u)—l—g(x,u),
ahol g folytonos figgvény, |g(x,y)| < e minden (x,y)-ra és

Lf(x,y) <0, VY,V zel0;1].
dy

Ekkor
[u(z) — v(z)| < [u(0) = v(0)[ + ze.

Bizonyitas. Az el6z6 bizonyitdsban leirtak szerint vezessiik be a z(x) = u(x) — v(x) eltérést és a

fzu(x)—f(z,0(x))
P(x) = { of u(z)—v(z) ha u(x) # v(x)
ou (z, u(z)) ha u(z) =v

segédfiiggvényt. Ekkor

Z(x) = u'(z) —'(2) = f(x,u(x)) + g(z,u(z)) - f(z,v(z))
= ¢(@)(u(x) — v(z)) + g(z, u(z)) = (¢z + 9) ().

A z-re kapott differencidlegyenlet:
2 =¢z+g.

Vezessiik be a ®(z) = [ ¢(s) ds jelolést és ellendrizziik, hogy a megoldasa

2(2) = 2(0) - exp (/0 6(5) ds) + /O exp (/t 4(s) ds) ot ult)) dt
Amit més alakban is felirhatunk.
() = 2(0) - exp(@(x) = 2(0)) + [ exp(®(z) ~ B(E))g(t u(t) dt =
= 2(0) - exp(@(a) ~ B(0)) + exp(@(2)) - [ exp(~B(O)g(t,u(t) dt
A kezdeti feltétel z(0) = w(0) — v(0) rendben, derivaljuk a z(z)-et.

#(2) = 2(0) - @/ (a) - exp(®(a) = B(0)) + ¥'(a) - exp(®(a) [ exp(~D(t))g(t, u(t) di+

= 9(a) ((0) - exp(®(z) = (0)) + exp(@(@)) - [ exp(—B(E)g(t,u(t)) dt) +o(z u(z)
=2()

Igy a z(z) megoldast becsiilve
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2-15. Példa. Miel6tt a rendszerekre vonatkozé disszipativitdsi feltételt megnézziik, egy fizikai
példat vizsgalunk. Latni fogjuk, hogy az egyvaltozds disszipativitasi feltétel hogyan valtozik. A
rugén felfiiggesztett test differencidlegyenletét elemezziik (lasd [9] és [11]), nézziik a legegyszeriibb
esetet.

Legyen m a tomeg, t az ido6 és k a rugd merevségére jellemz6 allandd, kiils6 er6 nem hat a testre,
ekkor a normalhelyzett6l valé z(t) eltérést az

ma” (t) + kz(t) =0

differencidlegyenlet irja le. Ha kiils6 eré hat a testre, akkor a jobboldalon megjelenik egy f(t)
fiiggvény, ha a sturlédést is figyelembe akarjuk venni a rezgés soran, akkor egy ra’(t) tagot is hozza
kell venniink. Igy a differencidlegyenlet altaldnos alakja a kovetkezd lesz:

ma” (t) + ra’ (t) + k2’ (t) = f(2).
Itt 2/(t) a test sebessége, x”(t) a gyorsuldsa. Az m (témeg) és k (rugballand6) konstansokrdl fel-
tessziik, hogy pozitivak. Szorozzuk az egyenletet x’-vel és rendezziik 4t:

, k d
(@'(1)* + 52%(t) | = — (K + P),

d [m

—r(@' ()% + 2 () f(t) = ma” ()2 (t) + kz(t) = i

ahol K illetve P a kinetikus illetve helyzeti energia. Elemezziik, hogy mit kaptunk.

e Ha f = 0 (nincs kiils6 erd), r > 0 (van surlédéds) és 2/ # 0, akkor az egyenlet baloldala
negativ, igy a K + P 0Osszenergia idével csokken, tehat a rendszer disszipativ.

e Ha f = 0 (nincs kiilsé erd) és r = 0 (nincs sturlddés), akkor az egyenlet baloldala 0, igy az
Osszenergia megmarad.

A tovabbiakban a megolddsok kontraktivitasat vizsgaljuk. Legyen z(t) és u(t) az egyenlet két
megoldasa, azaz
ma” (t) + kx(t)
mu’ (t) + ku(t).

—ra'(t) + f(t)
—ru'(t) + f(t)
Vonjuk ki egymasbdl a két egyenletet

—r(@/(t) = /(t) = m(z"(t) — u"(t)) + k(x(t) — u(t)),

majd szorozzuk mindkét oldalt z'(t) — u'(t)-vel.

—r(@'(t) = u'(t))? = m(a"(t) — " () (@ () — /(1)) + k(2(t) — u(®)(@'(t) — (1) =
1d
= 57 M@ (©) = () + k(1) - u(t)’]
Ha r > 0, akkor a baloldal negativ, vagyis a derivilt negativ, ami a jobboldali zardjeles kifejezés
monoton csokkenését jelenti. t1 < t9 esetén

m(a = ') + k(= w?] (t) > [m(’ — ) + k(z — w)?] (t2),
ebben az értelemben tehdt a megoldasok kontraktivak.

Nézziik most ugyanezt az eredményt az eredeti definiciénk alapjan. Alakitsuk elészor a masod-
rendii egyenletet elsérendii rendszerré a kovetkezd jelolésekkel:

() = a(t), wa(t) = 2'(t).
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A masodrendii egyenletbe helyettesitve
yi = x, = y27

1 1
ys = 1" = —(—ra’ —kz + f) = —(~rya — ky1 + f).
m m

AR e St

a kovetkez6 differencidlegyenlet-rendszert kapjuk:

Ezt vektoralakban felirva

y =

y =Ay +g.

Egy kis kitérét tesziink a kovetkezokben, megadjuk azt a vektornormat, amiben a disszipativitas

c sz

2-32. L || Legyen H szimmetrikus, pozitiv definit mdtriz, ekkor

HYHH = (HY,y)1/2 vektornorma R>-en.

Feladatok

2-41. Igazoljuk az el6z6 lemmaét. Vegyiik észre, hogy a H-ra tett feltételek fontosak.

Legyen ||yllx = (Hy,y)Y? vektornorma R?-en, ahol H szimmetrikus, pozitiv definit
matriz. Ekkor
x
m’] ’

d
%”y”%’:(HY'aYH(Hy,y'), ahol 'y =

Bizonyitas. A norma definiciéja alapjan

hi1z + higa! x
Iyl# = (Hy,y) = ([h;x i h;;/] ly}) = h112® + h122'x + horaza’ + hao(2')?.

Derivalva t szerint
d
ﬁHnyq = 2h 2’z + hyo(z"x + (2)%) 4 hoy (z2” 4 (2)?) + 2hgoa’z”.

Ugyanigy

hiiz’ + higx! T
(Hy',y) = (lhix/ " h;;u] ; [m/ 1) = h112'z + hioz" x + ho1(2')? 4 hooa” 2’

hi1x + hioo' '
(Hy,y') = ([h;m i h;zaj’] ) LU”]) = hyza’ + hia(2')? + horxa’ + hoga'x”.

Osszegezve a jobboldalra kapott formulédkat a derivalt képleteit kapjuk. Megjegyezziik, hogy
a H-ra tett feltételre a vektornormahoz van sziikség. W
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Folytatva a példa gondolatmenetét a disszipativitdast feltétele a fenti H-norméban, hogy az
y = [2,2']T és z = [u,«']T megoldasok esetén

d
Zlly 2l <0

legyen. A lemmat felhasznalva

%Hy —z|f = Hy —-2),(y—2)+Hy—2),@y —-2)) =
=HA(y-2),(y—2)+(H(y-2),Aly—2) =
= (HA(y —2),(y —2) + (ATH(y —2), (y — 2)) =

= (HA+ATH)(y —2),(y — 2))
Olyan H matrixot keresiink, melyre
(HA+ATH)(y — 2),(y —2)) <0.

Legyen r > 0 és

H.— 2k + :ni r
’ r 2m |
Ellendrizziik Maple-lel, hogy ekkor
—(HA + ATH) =2 [k 0 ]
m|0 m

és igy
d
Zly =z} = (HA + ATH)(y —2), (y — 2)) = =2~ [k(z — u)? + m(’ = )] <0.
Az r = 0 esetben H = 0, vagyis nem pozitiv definit, de ekkor HA + ATH = 0 miatt igaz az

a derivaltra vonatkozé allitds. Ezért r > 0 esetén a definicié szerint disszipativ a rendszer és a
H-normaban nem né a megoldédsok tavolsagas:

[y (t2) — z(t2)llm < ly(tr) — 2(t) e, 12 > 1o,

742 1/2
ly(t) —2(t)||lm := <2/€ +r+ m) (x(t) = u(t))? + (2m +r)(2'(t) - U'(t))Q] :

Fz az eredmény elore vetiti, hogy differencidlegyenlet rendszerek esetén a disszipativitas feltétele
a masodik valtozé szerinti Jacobi-matrix valamely tulajdonsiga lesz.

2-34. T | (Diff.eqy. rendszerek disszipativitisa)

Legyen ||.|| egy vektornorma R™-en és f : R"t1 — R™ folytonosan differencidlhaté minden
argumentuma szerint. Ha m > p(fy(t,y(t))) minden t € [0;1], y(t) € R"-re, akkor a diff.
egy. rendszer két tetszdleges u(t), v(t) megolddsdra

[u(t) = v(®)]l < e™[[u(0) - v(0)].

Igy a diff. egy. rendszer disszipativ, ha u( fy) <m <0.
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Bizonyitas. Legyen z(t) = u(t) — v(t), ekkor a Taylor-formulabdl
lz(t + h) || = l[u(t + h) = v(t + W) = | u(t) + hf(t,u(t)) - v(t) = hf(t v(t) +O(R%)].
=g(1)—g(0)

A v(t), u(t)-t 6sszekotd szakasz pontjaira is fel szeretnénk irni ezt a kiilonbséget, ezért ve-
zessilk be a kdvetkezo jeloléseket:

w(t,s) =w(s)=v(t)+s-[u(t)—v(t)=v(t)+s-z(t), 0<s<1,
ezzel rogzitett t-re a [v(t); u(t)] szakasz pontjait jeloltiik ki, melyen a g fliggvény
g(t,s) =g(s) =w(s)+hf(t,w(s))eR", 0<s<1
és derivaltja
g'(s) = w'(s) + hfy(t,w(s))-w'(s) =
=z(t) + hfy(t,w(s)) - z(t).
Vegyiik észre, hogy a fenti normaban szereplé kifejezés felirhaté a g fliggvénnyel

u(t) + hf(t,u(t)) —v(t) — hf(t,v(t)) = g(1) — g(0).

Ekkor koordinatanként alkalmazva a Newton-Leibniz-formulat
(1)~ 5(0) = [ (s)ds =
_ /01 2(t) + h- f,(t, w(s)) - a(t) ds =
_ (/011+h . fy(t,w(s))ds) a(b).

Becsiiljiik a ||z(t+h)|| normajat a matrixnorma illeszkedését felhasznalva és az integralkozelitd
Osszegekre a haromszogegyenlStlenséget felhasznalva:

Jate-+ W) = l1s(1) — 80) + 00 < | [T+ b gy tswis)) s - o)) + 00 <

1
< [lz(®)]] /0 I+ k- fy (8, w(s)]| ds + O(h?)

< Jla(t)]|- guax, [T+ R £, (1, w(s)]| + O(2)

A ||z(t)| fiiggvény differenciahdnyadosat felirva
2 + P)I| — llz(®)]] [T+ A fy(t,w(s))|l -1
< m + O(h).

A h — 0+ hatardtmenettel

SO < Ia(6) | gma (e, w()) < m- (o)

m

A kapott egyenlStlenséget szorozva e~ "-vel

6_"”%IIZ(t)H < me™™ - ||z(1)]).

Atrendezve J
o —mt —-mt " _ —mt !
me™™ a(0)|| + e 2 l2(t)]] = (¢ 2(0)]]) < 0.
Tehat az (e=™||z(t)||) fiiggvény t-ben fogyo, igy
e Mz < 201 = 2@l < e™||z(0)].
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Megjegyzések.

1. Csak skaléris szorzatbodl szarmazé vektornorma esetén a tétel masképp is bizonyithaté.
Rogzitett t-re vezessiik be a F(s) = f(t,v(t) + s - [u(t) — v(¢)]) : R — R fiiggvényt, ekkor

F'(s) = fy(t,v(t) + s [u(t) — v(t)]) - (u(t) — v(t)).
Innen a koordinata fiiggvényekre felirva a Newton-Leibniz formulat

u'(t) — v (t) = f(t,u(t)) — f(t,v(t)) = F(1) — F(0) = /01 (s) ds —
— (/01 fy(t,V(t) +s- [u(t) — V(t)]) dg) -(u(t) _ V(t)) _

A(t)
— A (u(t) - v(1)).
A logaritmikus norma c) tulajdonsiga alapjan
(W/(t) = v/(£), u(t) = v(t)) = (A)(u(t) = v(t), ult) - v(t) < u(A(L).

A logaritmikus norméra vonatkozé haromszogegyenlétlenségbdl (lasd Feladatok az integralkozelitd
osszegekre alkalmazva) kovetkezik, hogy

pA®) = ([ Avt) + 5 Tt~ vio]) ds) <
< [ iU v() + 5 [m) ~vio))) ds < m
0

Ezutén a logaritmikus norma d) részének bizonyitasaban lattuk, hogy
1 d

5+ allu®) = VP = (1) = v'(2), ult) = v(t) <m - Ju(e) - v,

tovibbd
lu(t) = v(H)[]* < e*™[[u(0) — v(0)|]?,

ami m < 0 esetén a disszpativitast garantalja.

2. A levezetésbdl lathatd, hogy tetszéleges u(t), v(t) megoldasokra
(u'(t) = V(1) ut) = v(t)) = (f(t,ut)) = f(t,v(t),u(t) = v(t)) < m-[lut) - v(1)]?,
amit u, v € R"-beli vektorokra felirva
(f(t,U) - f(t,v),u - V) <m- Hu - VHZ'

Ez az f flggvény egyoldali Lipschitz-folytonossiagat jelenti. A baloldali skalaris szorzatra alkal-
mazzuk a C-B-S egyenlGtlenséget és a méasodik valtozojara a Lipschitz-feltételt:

(f(t,u) = f(t,v),u—v) < [|f(t,w) = (V)] - lu(t) = v(@)]| < Ly - [Ju(t) —v(©)].
A kétféle eredményt Osszevetve latjuk, hogy m jé lesz Lipschitz-konstansnak, tehat a tételben
szerepld feltétel garantdlja az egyoldali Lipschitz-folytonossagot. De gyakran m < Ly, ezért a
megoldasok kontraktivitasa szempontjabol m a jé allandé.
2-16. Példa. Disszipativ-e az 1. fejezetben megadott
¢ =b-Bc

linearis csererendszer az euklideszi norméban?
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Megoldas. Mivel f,(t,y(t)) = —B, ennek a logaritmikus normajat kell becsiilniink.

2 -1 0 -2 1 0 1
-B=—-|-2 22 —02|=| 2 —-22 02 = C:i(—B—BT)
0 —1.2 1.2 0 12 —-1.2

A Matlab vagy Maple hasznalataval keressiik meg C sajatértékeit:

A~ 388, M~ —0.96, A3~ —0.56.

Innen a logaritmikus norma az euklideszi normaban us(—B) = A3 &~ —0.56 < 0, tehat a

rendszer a megadott adatokkal disszipativ.

with(linalg):
B:=matriz(3,3,[2,-1,1,-2,2.2,-0.2,0,-1.2,1.2]);
C:=evalm(-(B+transpose(B))/2);
lambda:=eigenvals(C);

|

2-17. Példa. Mutassuk meg, hogy kis z-ekre disszipativ az euklideszi normaban a kévetkezd rend-
szer! Hatdrozza meg azt a maximalis z-intervallumot, melyre a disszipativitds garantdlhatd!

/

Y1 = —Y1 + xy2,

Megoldas. A Matlab vagy Maple hasznalatdval keressikk meg C = %(A + AT) sajatérté-
keit és rajzoljuk ki 6ket x fiiggvényében. (A a differencidlegyenlet-rendszer jobboldalét jeloli.)

with(linalg):
A:=matriz(2,2,[-1,x,x°2,-x"2]);
C:=evalm((A+transpose(A))/2);
lambda:= eigenvals(C);
plot(mazx(lambda),z=0..1);

Az A logaritmikus norméja az euklideszi norméaban:
u2(A) = Anax(C) <0, & z€0;1].

2-35. T | (A linedris csererendszer megoldasainak tulajdonsdgai)

Legyen a linedris csererendszer B mdtriza konstans.
a) Ha c(0),b(t) >0, akkor
C(t)ZO VtZO ~ bijSO,i#j.

b) Ha B M-mdtriz, b(t) folytonos minden t-re és létezik a

lim b(t) = be

t—o00
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hatarérték, akkor a rendszernek t — oo esetén is van megolddsa. Ez a staciondrius megoldds
fiiggetlen c(0)-tol (és ilyen értelemben a rendszer stabil).

¢) Ha b(t) periodikus és B M-mdtriz, akkor a rendszernek van periodikus megolddsa.

Bizonyitas. Lasd a [10] konyv 23. oldalén. W



3. fejezet

Numerikus modszerek bevezetése

3.1. Alapfogalmak

Maér a bevezet6ben emlitettiik, hogy a differencidlegyenlet megoldését a [0; 1] intervallumon fogjuk
meghatdrozni. Tekintsiik ennek egy egyenletes felosztasat h 1épéskozzel:

1
9 =0, zi1 =z;+ h, (Z'ZO,...,Nfl), h:N,
ahol N > 1 egész szam. Ezt a felosztast wy, racsnak nevezziik.
. . 1
wp, = {xi:zh, (i=0,...,N), h= }

A tovabbiakban a diszkrét numerikus megoldés értékeit y;-vel, a pontos megoldés értékeit y(x;)-vel
fogjuk jelolni. Az egylépéses numerikus médszer altalanos alakja

Yi+1 = Y + h- Q(l‘l)y’m h)u (Z == 07 .. ')N - 1)7 Yo = y(x0)7
ahol ®(-, ;) folytonos mindegyik argumentumaban. Példaul az explicit Euler-mdédszer esetén

(i, yi3h) = i, yi)-

3-1. Definicié. A numerikus médszer képlethibajanak vagy lokalis hibajanak nevezziik a

o) = gy = WL ZVED gy

mennyiséget. Altaldban a pontos megoldds ismerete nélkiil, a Taylor-formula segitségével
adjuk meg.
Megjegyezziik, hogy a szakirodalomban a fenti mennyiség h-szorosat is lokalis hibaként szokéas
definidlni. Ekkor a t6bbi definici és a tételek is ennek megfelelden valtoznak. Lasd a [2]
jegyzetben.

Ha egy egylépéses numerikus maodszer a p-edfokd Taylor-polinomot haszndlja a kézelités-
hez, akkor a lokdlis hiba becslése

Mp+1 .
hP, =0,...,N—1
(p+1)! (@ )

9i] <

ahol My 41 = max,¢(o,] P+ (z)].
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Bizonyitas. A Taylor-formulat alkalmazva létezik olyan £ az x; és x;41 racspont k6zott, hogy

" (i P+ (¢)
ir1) = y(; "(x)h Y (lﬁz)h2 o+ DS
y(wiv) —ylz) Y (x:) yP ()
= i h+...+Z2——22hP,
2 (@) + 5 ht T
Ha az egylépéses numerikus moédszer a p-edfokt Taylor-polinomot hasznalja a kozelitéshez,
akkor ®)
/! . .
(s, y(x); h) =y (x;) + Y ;El)h NI A2 p('gcl) p—1
Innen a lokélis hiba
Y(wiv1) — y(xi) yPrO ()
i = = O(zi, y(z;); h) = h?
a becslése
|9l My hP.
~(p+1)!

3-2. Definicié. A numerikus médszer konzisztens, ha képlethibajara az f adott fliggvényosztalya-
ban
g =00h") (i=0,...,N—1).

Ekkor p > 1 a médszer konzisztencia rendje. (A konstrukcidk olyanok, hogy p egész.)

Megjegyzés.

Mivel feltettiik, hogy ®(-,-;-) és ¢/ is folytonos, ezért barmely x € [0;1]-re x,, = nh, h — O-ra
és lim,, o0 T, = T esetén
lim g, = y'(z) — (z,y(z);0) = 0.

n—oo

[13]-ben a 322. oldalon a kévetkezd ekvivalens megfogalmazést talaljuk: az egylépéses médszer
pontosan akkor konzisztens, ha

(I)(‘T’y; O) = f(l',y)

3-3. Definicié. A numerikus médszer globalis hibajanak nevezziik a pontos és szamitott érték
kiilonbségét, az
e(zi, h) = e; = y(w;) — yi

mennyiséget.

3-4. Definicié. A numerikus médszer stabil, ha létezik olyan K > 0, melyre

i—1
leil < K (\eo|+2|gjh) , (i=1,...,N)

Jj=0

teljesiil, vagyis a globalis hiba feliilrél becsiilhet6 a lokalis hibak 6sszegének konstansszorosé-
val.
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3-5. Definicié. A numerikus moédszer konvergens az x € [0;1] pontban, ha n és h olyan, hogy

h ==, x, = nh = x barmely n-re és teljesiil

lim y, = y(z).

n—0o0

A moédszer konvergens, ha az adott fiiggvényosztaly barmely f fiiggvényére, barmely kezdeti
feltétel mellett, barmely x € [0; 1] pontban konvergens.

A numerikus médszer p-edrendben konvergél, ha n és h olyan, hogy h = =, x, = nh = x
barmely n-re és létezik olyan M (h-tél és n-t6l fiiggetlen), melyre

ly(x) — yn| < MAP.

(Becslések)

a) Hax >0, akkor 1+ x < e".
b) Ha x>0, akkor (1+z)" < e%.

Bizonyitas. Az exponencidlis fiiggvény hatvanysordbdl trivialis.

A kezdetiérték-probléma megolddsdra tekintsik az dltaldnos egylépéses maodszert

Yo = y(xo)
Yi+1 = Y +h(1)(xlay’b7h)7 (Z = 07"’7N_ 1)7

és tegyiik fel, hogy a @ figguény a D = {(x,y)|z € [0;1], |y — yo| < C} téglalapon a mdsodik
vdltozojaban eleget tesz a Lipschitz-feltételnek:

|®(z,u; h) — ®(z,v;h)| < Lo|lu—v|, (z,u),(z,v) € D.
Ekkor a maédszer stabil, azaz

1—1
e < el® (\eo| +> |gjyh> , (i=1,...,N).

Jj=0

c s 2

képletét (i =0,...,N —1)-re

Y(@it1) = y(xi) + h®(xi, y(x:); h) + gih
Yir1 = yi + h®(x;, yi; h)
Y(@it1) — Yir1 = y(@:) — yi + b (P(zi,y(xi); h) — @(2i,vis h)) + gih
eir1 = € +h(®(wi, y(w:); h) — (25,95 1)) + gih.

Abszolutértéket véve, felhasznalva a haromszog-egyenlGtlenséget és a Lipschitz-feltételt

leir1] < les| + | @ (i, y(xi); h) — (i, yis h)| +|gilh = (1 + Loh) [ei| + |gi|h.

<Laly(z:)—yil=Lsl|e:|
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A rekurziot kibontva
leir1] < (L+ Loh) (14 Loh)lei—1] + |gi-1|h) + |gi|h =
= (14 Loh)?|ei—1| + |gilh + (1 + Loh)|gi—1]h <

< (1+ Loh)™*eo| + > (1 + Loh)'*|gilh <

k=0
< (L4 Lah)™™ {leo] + > (1L+ Loh)” " Vigin| <
k=0

<1

ﬂﬂinWm+Zmﬂ,
L k=0

Mivel h(i +1) = z;41 < 1 és a Lemma miatt (1 + Lgh)"+! < elel(t) < ele ezért

i
leiva] < e® [|€0| +> |9k|h]

k=0

ami épp a mddszer stabilitasat jelenti. W
Megjegyzés.

A Lipschitz-folytonossag helyett lokalis Lipschitz-folytonossagot feltételezve is belathatjuk az
Euler-mddszer stabilitasat lasd a [10] jegyzet 31. oldalan.

(Konzisztencia + Stabilitds = Konvergencia)

A kezdetiérték-probléma megolddsdra tekintsik az dltalanos eqylépéses maodszert

Yo = y(zo)
Yi+1 = Yi +hq)(xzay17h)7 (Z = 07"'7N_ 1)7

mely p-edrendben konzisztens (p > 1), azaz létezik olyan K > 0, hogy
és stabil, azaz

lei] < ele

i—1
leol + > |gk’h] :

k=0
Ekkor
le;| < el*KhP (i=0,...,N),

vagyis p-edrendben konvergens a numerikus modszer.

Bizonyitas. A konvergencia bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy y(z¢) = yo, azaz pontos kezdeti felté-
telbdl indultunk ki (eg = 0). Ezek utan hasznaljuk fel a stabilitds és a p-edrend{i konzisztencia
fogalmat.

i—1 i—1
wsﬁwm+2mm§&ﬂZKWﬂ
7 k=0 k=0
< ebeiKhPtt < ele (ih) Kh? < el*KhP (i=1,...,N).

~—~—
<1
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Ha z € [0;1] tetszbleges és n és h olyan, hogy h = £ (x, = nh), akkor
|y(x) - yn| = ‘en’ < (€L<1>K)hp7

ahol el K fiiggetlen h-t6l és n-tél. Ezzel a p-edrendii konvergenciat belattuk.
[ |

Megjegyzések.

1. Ha ey = y(x0) — yo # 0, azaz nem pontos y(0)-bdl indulunk (pl. a kezdeti érték egy masik
feladat eredménye), akkor a fenti bizonyitasbol 1atszik, hogy y; - y(x;). Ilyenkor a kontraktivitas
a dont6, ettdl nagyobb z-ekre y; mégis kozel lesz y(x;)-hez.

2. A fenti bizonyitds rendszerekre is ugyanigy elvégezhetd, ekkor a 3. és 4. tételben a lokalis
hibak abszolutértéke helyett a normajat vessziik.

3. A Lipschitz-folytonossag helyett lokalis Lipschitz-folytonossagot feltételezve is dolgozhatunk
lasd a [4] jegyzet 25. oldalan.

4. A becslésben akkor is az e”s konstans 4ll, ha egyoldalt a Lipschitz-feltétel abban az érte-
lemben, hogy Ly > |u(fy)| és

—L¢(y1 —y2) < fz,y1) — fx,02) < plfy)(y1 —y2) <0, 1 > yo.

Kordbban lattuk, hogy diff. egy. rendszerek disszipativitdsa esetén (a kontraktivitdsi becslésben) a
Lipschitz-konstans helyett a |u( f,)| mennyiség jatszik fontos szerepet. Ott Ly (amely jéval nagyobb
lehet |p(fy)|-nél) kozémbos.

3-1. Példa. Tekintsiuk az
y' = arctan(y), y(0) = yo

kezdetiértékproblémat, ahol yo adott valds szdm. Adjunk becslést az Euler-modszer (egylépéses
modszer lasd késébb, az elséfoktt Taylor-polinomot hasznélja a kozelitéshez) globalis hibédjaral

Megoldas. Euler-médszer esetén ®(x,y; h) = f(x,y), igy a Lagrange-kozépérték tétel miatt
létezik olyan £ az u és v kozott, hogy

1
e

igy Ly = 1. Az 1. Lemma bizonyitasat p = 1-re felhasznalva a lokalis hiba

v(©), _ arctan(y(€),

[f (2, u) = fa,0)] < |fy(z, E)lu—v|

fu—v < 1-Ju—ol,

gi = h = )
2 2(1+y()?)
a becslése -
l9i] < Zh

Ez egy elég pesszimista hibabecslés. Ha a [0; 1] intervallumon ¢ = 0.01 pontossagot akarunk
elérni, akkor

4
lei| < %h <001 o h<C ~0.0047,
eTm

ami N = 213-nak felel meg. A valdésagban N = 19 is elég a megadott pontossidghoz. W
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3.2. A legegyszeriibb numerikus médszerek

3.2.1. Euler-modszer

A legegyszeriibb numerikus moédszer Euler nevéhez fliz6dik. Tekintsiik a kezdetiérték feladatot
n = l-re. Egy adott x; pontbeli derivaltat az x; és x;11 ponthoz tartozo kiilonbségi hanyadossal
kozelitjik.

y(:vi+1)h— y(i) ~ y’(SUz) = f(xi,y(x;))

Innen y(zit1)-et kifejezve az wy, felosztdsbeli pontokra

zo:=0, yo:=1y(0)
i=0,... N—1:
Tiy1 = x; + h,
Yir1 = ¥Yi + hf(zi,yi).

Az altalanos egylépéses modszerek
Yir1 = Yi + h - ®(zi,9i; h)

alakjaban
P (i, yis h) = f(@i, yi)-
Fogalmazhattunk volna gy is az el6bb, hogy érint6 iranyban lépilink tovabb az x; pontbdl. Ez azt

jelenti, hogy a megoldas els6fokt Taylor-polinomjat hasznaljuk a kozelitéshez. Ha f folytonosan
differencialhato [0; 1] x R-en, akkor az 1. Lemmabdl a lokélis hiba becslésére

My

l9i| < 5

h, (i=1,...,N)

ahol My = max (o] [y"(2)|, igy a médszer elsérendben konzisztens.
A 3. Tétel és a 4. Tétel szerint, ha f Lipschitzes a 2. valtozdjaban, akkor stabil a médszer és a
konzisztenciabdl kévetkezoen konvergens is.

3-2. Példa. Alkalmazzuk ugyanarra a kezdetiértékproblémaéra az elsérendii Euler-médszert h és %
lépéskozzel egyszerre és becsiiljiik a hibat az y; ~ 2y§?) — yfl) mennyiségre.
Megoldas. A h/2 1épéskoz miatt kétszer annyit kell 1épniink, igy az Osszehasonlithaté érté-
kek: .
yz( )~ y(x;) + c1h + O(h?),
2 h
vs, ~ ylai) + i +O(h?).
Készitsiik el a kovetkezd mennyiséget

G 205 — o)) = ylai) + O(h?),

vagyis ezzel az 1j értékkel egy masodrendi médszert kaptunk. Ezt a technikat Richardson-
féle extrapolacionak nevezik, majd altalanosan is foglalkozunk vele az RK-mddszereknél.
Készitsiink algoritmust belGle:

h

2 2 h h 2
yézzﬂ = yéi—)&-l + §f(37z‘ + 5&;11)‘
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Szamitsuk ki bel6le az 0j értéket:
_ 2 1
Yit1 = 23/&@12 - yz'(-i-)l =
2 h (2
= 2y§¢)+1 + hf(x; + 5&&@11) —yi — hf(w,y) =
h (2
=2y; + hf(wi,ys) + hf(z: + §>y§¢)+1) —yi — hf(wi,y) =
h h
=yi + hf(z; + 90 Yi + §f(93z', Yi))
Ezzel éppen a javitott Euler-mddszer algoritmusat kaptuk meg, amit késébb részletesen tar-
gyalunk. W
Feladatok

3-1. Készitsiink programot Matlab-ban az Euler-moddszerre! Bemend paraméterei legyenek a ko-
vetkezOk: f, N, xo, xn, yo- Rajzoljuk ki a pontos megoldést és a mddszerrel kapott kézelitést!
Tesztként a kovetkez6 példédkkal dolgozzunk:

b y/(l') =1, [07 ]7 y(O) =1
A megoldas: y(x) = z, a mbdszerrel a pontos megoldast kapjuk.
oy'(z) =y, [0;1], y(0) =1
A megoldés: y(z) = e”.
oy (z)=x+y, [0;1], y(0)=1
A megoldas: y(x) =2e* —x — 1.
o/ (x) = cos(x)y, [0;25], y(0) =1
A megoldas: y(x) = exp(sin(x)).

3-2. Készitsiink teszt programot Matlab-ban az Euler-médszerre, mellyel kisérletileg igazoljuk a
modszer konvergenciajat! Bemend paraméterei legyenek a kévetkezok: f, xg, xn, yo. Legyen az
intervallum végpontja (xy = 1), ahol a konvergenciat igazoljuk, a felosztdsok szamat mindig
duplazzuk (N = 10,20, 40, 80, 160, stb.) és irassuk ki yy értékét minden esetben. Prébaljuk
ki, hogy ha nem pontos kezdeti feltételbdl indulunk ki, akkor nem kapunk konvergenciat!

3-3. Készitsiink teszt programot Matlab-ban az Euler-moédszerre, mely megadott kezdetiérték
probléma és megoldéds esetén a kovetkezé tablazathoz készit adatokat! Bemend paraméter
az N értéke legyen.

zi | yi | y(@i) | ei
3-4. Készitsiink teszt programot Matlab-ban az Euler-mddszerre, mely megadott kezdetiérték

probléma és megoldéds esetén a kovetkezé tablazathoz készit adatokat! Bemend paraméter
az N értékeket tartalmazé vektor legyen vagy egyetlen N, melyet duplazunk a programban.
A kapott adatok elemzésekor az ey /e ~/2 hdnyadosok h = 1_hez konvergalnak, innen latszik

2
a moédszer elsérendli konvergencidja.

N | h|yn |ylzn) | en | en/enso
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3.2.2. Implicit Euler-médszer
Egy adott x;11 pontbeli derivaltat az x; és x;41 ponthoz tartozoé kiillonbségi hanyadossal kozelitjiik.

Y(wit1) — y(xi)

- ~y (@i1) = f(Tig1, y(@ig1))

Innen y(z;41) kozelitésére az

Yit1 = Yi + hf(zit1, Yir1)
egyenletet kapjuk, amit altalaban fixpontiterdciéval tudunk megoldani egy explicit modszerrel ka-
pott x;4+1 pontbeli yz-(_?r)l kozelités birtokaban.

yz(j:-—{l) =Y + hf('ri+1a yz(—lf-)l) (k = 07 17 27 .. )

Az implicit mbdszerek részletesebb elemzésével késébb foglalkozunk.

3-3. Példa. Az iteraci6 konvergencidjahoz vizsgaljuk a ¢(z) = y; + hf (241, 2) fliggvény kontrak-
tivitdasat. Adjunk feltételt, mellyel barmely kezdeti feltétel esetén konvergens az iteracio.

Megoldas. Feltételezve, hogy f a 2. viltozdjaban Lipschitzes

lo(z1) — p(22)| = lyi + hf(zit1,21) — yi — hf(xig1,22)| =
= h|f(ziz1,21) — f(@it1, 22)| <
§ hL|21 — Z2|,

vagyis az iteracié csak akkor konvergens barmely kezdeti feltétel esetén, ha 0 < hL < g < 1.
[ |

3-4. Példa. Nézziik meg, hogy az y/(x) = a(z)y(z) + b(z) elsérendii linedris differencidlegyen-
let esetén az implicit Euler-moédszer milyen megoldandé egyenletet ad. Ekkor nincs sziikségiink
iteraciora.
Megoldas. Az yi+1 = y; + hf(xit1,vi+1) egyenletbe helyettesitsiik be a linedris jobboldalt,
igy
Yir1 = Yi + h[a(@iy1)yir1 + b(wig1)] -

A kapott egyenletiink most linearis, ezért y;11-et ki tudjuk fejezni beldle.
(1 = ha(ziy1))yivr = yi + hb(xit)  —

' . 1 ' hb(azi+1)
Yit1 = 1-— ha(:(:iﬂ)yz 1-— ha(xiﬂ)

Tehét az algoritmusunk

yo := y(0) adott,
L 1 hb(.ﬁCi_H)
Yit1 == 1-— ha(l'i_;,_l)yz 1-— ha(:ciﬂ)

(i=0,1,...,N —1).
]

3-5. Példa. Nézziik meg az eléz6 példat rendszerekre. Legyen y'(z) = Ay(z) + b(z) elsérendii
linearis differencidlegyenletrendszer, A € R™*™ y b € R™ és irjuk fel az implicit Euler-mddszert.
Ekkor sem lesz sziikségiink iteraciéra.
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Megoldas. Az y;y1 = yi + hf(xir1,yi+1) egyenletbe helyettesitsiik be a linedris jobboldalt,
igy
Yit1 = Yi + h[Ayit1 +b(@it1)]
Innen ki tudjuk fejezni yji1-et egy linearis egyenletrendszerrel.
(I—hA)yit1 =yi+ hb(zit1)

Az elején kiszdmitjuk az I — hA matrix LU-felbontasat és minden 1épésben megoldjuk vele a
kapott linearis egyenletrendszert. W

3.2.3. Javitott (moédositott) Euler-médszer

Az Euler-moédszerhez képest z;-bél az x; + % pontbeli meredekséggel 1épiink tovabb.
Ehhez f (xl + %, y(z; + %))—ben az y(z; + %) értéket a Taylor-formuldval kozelitjik

h) ~ y(x;) + gf(iﬁi,y(l’i)) =y + gf(flfz‘,yi)

y(mi+2

és ezzel 1épiink tovabb xz;-bdl:

h h
Yiy1 = yi + hf (% + ooVt 2f($i>yi))

Algoritmikusan felirva:

z9:=0, yo:=y(0)
1=0,....,N—1:
Tit1 :=x; + h,
kv(xi,yish) = k1= f(xi,vi),

h h
k2($17y17h>:]€2 ::f $Z+57yl+§k1 ,
—— ——

Tit+1/2 Yit1/2

Yir1 = Yi + hks.

Fzzel egy egyszerti Runge-Kutta-mdodszert kaptunk meg, a fenti algoritmikus irasmaéd is ennek felel

meg.

Ha f € C?([0;1] x R), akkor a javitott Euler-médszer p = 2 rendben konzisztens.

Bizonyitas. Miel6tt nekildatnank a bizonyitdasnak, irjuk fel a kétvaltozés f fliggvényre a Taylor-

formulat a harmadrendi maradéktaggal:

1
f(x +dz,y + 5y) = {f + fzox + fyéy + §[fxa:52$ + 2fxy5x5y + fyy52y]}(x> y)+
+ O(8%x + 6%y).

Ezt kell majd alkalmaznunk ko-re igy, hogy még egy belsé fiiggvénytnk is van a 2. valtozdban.
Irjuk fel a moédszer lokalis hibajat:

9(wi, h) = gi = y(x”l)h_ ylm) _ k(i y(xi); h)
kol ai)ih) = £ (04 Sooton) + 5 Fany(e)) ) =

hgi = y(x; + h) —y(z;) — hf (952 + g,y(%’) + Zf(aci,y(xi))) .
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Irjuk fel hg;-re az (x4,0) pont koriil a Taylor-formulét h hatvanyai szerint a harmadrendii
maradéktaggal. Ekkor léteznek olyan 9; € (0;1), & € (0;1) és m; € (0; 3 f (4, y(;))) melyre

hg; = hy'(xl) + 1h2 ”(l‘i) + lh?j '"(Jci + ﬁzh)—
“h (f Mt fyf)) (s y )~

h
~ (; (2 e+ 2500 + fyyf2]> (v + E3h y(as) +mih).

Figyelembe véve, hogy v/ = f és v = f, + f,f =: F1f, kapjuk, hogy csak a maradéktagok
maradnak meg.

3
hgi = ch*y/" (i + ) — {};[fm + 2oy f + fyny]} (s + &by y (i) + mih)

Becsiilve 2
1
gl < 6h2M3 + §”F2fHC[0;1] = 0(h?),

ahol

M; = xrél[%)i] " (@), Fof = foo + 2fuyf + fyu >

Megjegyezziik, hogy az F; f-fel jelolt fiiggvény nem azonos y’’-tal, ugyanis

= (Flf),:fxx+fxyf+fmyf+fyyf2+fy(fx+fyf) :F2f+fyF1f-
[ |

Az f kétszer folytonos differencidlhatosagat és a 2. valtozdja szerinti Lipschitz-folytonossidgat
feltételezve a 3. és 4. Tételbol kovetkezik a modszer stabilitasa és konvergencidja. Ezek a tulajdon-
sagok az altaldnosabb Runge-Kutta-moddszerek targyaldsandal bizonyitott tétellel is megkaphatoak.

Feladatok

3-5. Készitsiink programot Matlab-ban a javitott Euler-médszerre! Bemend paraméterei legyenek
f, N, xg,zn,yo. Rajzoljuk ki a pontos megoldast és a mddszerrel kapott kozelitést! Tesztként
a kovetkez6 példakkal dolgozzunk:

oy/(x) =1, [0:1], y(0)=1
A megoldas: y(x) = z, a mddszerrel a pontos megoldast kapjuk.
1
(

oy (x )=y, [0;1], y(O)—l
A megoldas: y(x) =

Oy(l')zl'—l-y, [Oal] y(O):l
A megoldas: y(x) = 2e® —x — 1.

o /() = cos(z)y, [0;25], y(0) =
A megoldas: y(x) = exp(sin(x)).

3-6. Készitsunk teszt programot Matlab-ban a javitott Euler-mddszerre, mellyel kisérletileg iga-
zoljuk a mddszer konvergenciajat! Bemend paraméterei legyenek f, zqo, xn, yo. Legyen az in-
tervallum végpontja (zny = 1), ahol a konvergenciat igazoljuk, a felosztdsok szamat mindig
duplézzuk (N = 10,20, 40, 80, 160, stb.) és irassuk ki yy értékét minden esetben! Prébaljuk
ki, hogy ha nem pontos kezdeti feltételbdl indulunk ki, akkor nem kapunk konvergenciat!
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3-7. Készitsiink teszt programot Matlab-ban a javitott Euler-médszerre, mely megadott kezdetiér-
ték probléma és megoldds esetén a kovetkez6 tablazathoz készit adatokat! Bemend paraméter
az N értéke legyen.

i |y | yzs) | e

3-8. Készitsiink teszt programot Matlab-ban a javitott Euler-mddszerre, mely megadott kezdetiér-
ték probléma és megoldas esetén a kovetkez6 tablazathoz készit adatokat! Bemend paraméter

az N értékeket tartalmazd vektor legyen vagy egyetlen IV, melyet duplazunk a programban.
A kapott adatok elemzésekor az ey /e ~/2 hdnyadosok h? = %—hez konvergalnak, innen latszik

a modszer masodrendii konvergenciaja.

N | h|yn |ylzn) | en | en/enso

3.3. A stabilitas altalanos definici6ja

Legyen Fy, : RNt — RN+ invertdlhat6 leképezés, ahol h = 4.

(Vagy éltalénosabban N = N (h) azzal a tulajdonsiggal, hogy h — 0 esetén N (h) — oc0.)
Legyen ||.|| és ||.]|« két vektornorma, melyekre ||en|| = 1, |len|« = 1 fiiggetleniil N-t6l, ahol
enp = (1,...,1)T € R¥*1 Megoldandé az

Fun(yn) = un

egyenlet, ahol uy, = (ug,...,ux)’ € RV*! adott vektor és yn = (yo,...,yn)” € RVF! keresett
vektor. Adott egy tovabbi egyenlet a vy = (vg,...,vn)T € RN¥*! jobboldallal

Fh(zh) = Vh.
3-6. Definicié. Az Fy, ! leképezést (a megoldési operatort) stabilnak nevezziik, ha létezik olyan
h-t6l fiiggetlen M > 0 konstans, melyre
[Fn" (un) = Fn =" (vi)|| < M|lup — vp|ls,

minden uy,, vi, € RN*1-re. Ekkor a kozonséges diff. egyenleteket megoldé médszert O-stabilnak
nevezzik. Ennek ekvivalens felirasa:

lyh — znl| < M||Fu(yn) — Fu(zn)l+

3-6. Példa. Mutassuk meg a definici6 alkalmazdsit az Euler-mddszerre!

Megoldas. Legyen Fy, az y € RNV*len értelmezett operator, melyre

_ ) Yo hak=0
(Fh(y))k B { yk’_zk_l - f(xk—layk—l) ha 0 <k S N7

ahol f € Lip(y), az Fy, értelmezési tartomdnydn a maximum normat vessziik:

Iyl = yloe = mmax_fusl,

=u,...,
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a képterében a ||| norma legyen a h-val silyozott 1-es norma:
1 N
¥l =5 { lyol + D _ luslh ) -
2 k=1

Legyen yn az Euler-moédszerrel kapott y; értékek vektora és ¥ a pontos megoldés y(xk)
értékeibdl alljon, ekkor az Fy, leképezés eredménye:

Yo y(0)

0 90
up = Fh(yh) = : éS Vh = Fh(?) = .

0 gN-1

Vegyiik észre, hogy a pontos megoldas racspontbeli értékei megkaphatok az FEuler-mddszer
eredményeként, ha a mddszer jobboldalat a lokalis hibakkal perturbaljuk. Ekkor a korabbi
eredményekbdl M = 2e”s konstanssal és ey = 0-val

M N
lyn — ¥l = max [y —y(zi)] < > <6o| +> ng1|h> =

k=1

M
= 5 (leol + llgnll+) = MJun — vall = M|[Fn(yn) = Fn(¥)]-

Megjegyzések.

1. A definici6 egybevag a kordbban tanult algoritmus numerikus stabilitdsa definiciéval.
A kimend adatok hibdja a bemend adatok konstans-szorosaval becsiilheté feliilrol.

2. A fenti fogalom a normaktdl fiigg. Lasd [10]-ben: a Spijker-norméban nem stabil a kézéppont
szabdly.

3. A stabilitds tetszéleges kezdeti értékekre és a jobboldalak egész osztalyara vonatkozik. Ha
egyetlen y(0) értékre vagy f fiiggvényre nem igaz a becslés, akkor mar instabil a médszer. Forditva,
ha egy mddszerrdl kideriil, hogy instabil, attél még lehet, hogy egy specialis kezdeti értékre vagy
fliggvényre teljesiil az egyenlOtlenség.

3.4. Valtozod 1épéstavolsag

A modern programcsomagok szinte kizarélag valtozo 1épéskozzel dolgoznak, annak érdekében, hogy
hatékonyabban &llitsak elé a numerikus megoldast.
Legyen

wh:{xi, O=zp<mn<...<zy =1, hi:xi_,_l—l‘i, (iZO,...,N—l)}.

Itt h =h(N) = % az atlagos lépéstavolsag. Ahhoz, hogy h; nulldhoz tartson minden i-re egyszerre,
megkoveteljiik, hogy létezzen c1, co konstans 0 < ¢; < 1 < ¢9, melyre

ClhghiSCQh (’L:O,,N—l)
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A képlethibak norméjit ezzel az atlagos h 1épéstavolsaggal definialjuk:

N-1
gl = > lgilh.
k=0

(Konzisztencia + ® Lip = Konvergencia)

A kezdetiérték-probléma megolddsdra tekintsiik az dltaldnos egylépéses mdodszert vdltozo 1épés-
kozzel (mely teljesiti hi-kre az el6z6 feltételeket)

Yir1 = Yi + hi - ®(2i,yi5h:), (1=0,...,N—1), y(wo) = yo,
mely p-edrendben konzisztens (p > 1), azaz létezik olyan K > 0, hogy
lgi| < Kh? (i=0,...,N—1)
és ® a mdsodik vdltozojaban eleget tesz a Lipschitz-feltételnek. Ekkor
lei| < caeP* KhP = O(WP) (i =0,...,N —1),

vagyis p-edrendben konvergens a numerikus maodszer.

Bizonyitas. Nézziik végig a 1. és 4. tétel bizonyitasat a valtozd 1épéstavolsdgnak megfeleléen az
le;| becslésétdl kezdddben. Abszolutértéket véve, felhasznalva a haromszog-egyenlStlenséget
és a Lipschitz-feltételt

leiv1| < (1 + Lahi) [ei| + [gilhi.

A rekurziét kibontva
leira] < "M (les] + |gilha) <
< ehehi (eLq)hi‘l [lei—1] + |gi—1|hi—1] + \gz‘|hi) <
< ebothithion) (je; 1| + [gi1|hiz1 + |gilhi) < ...

i
< elovin <’€0| +> |gk|02h> <

k=0
< e (leo| + eallgll) < e2e™ (Jeol + ligl)) -

A konvergencia bizonyitdsdhoz tegyiik fel, hogy y(xo) = yo, azaz pontos kezdeti feltételbdl
indultunk ki és a konzisztencidbol |g;| < KhP, ezért

N-1 N—-1
lgll < - |gklesh < KhPey S h < esKhP.
k=0 k=0

Ezt beirva a globalis hiba becslésbe

le;] < coel?|g|| < coel®ea KhP (i=1,...,N).

Ha z € [0; 1] tetsz6leges és n és h olyan, hogy h = £, {gy x,, = nh, akkor

[Y(2) = yn| = len] < ((c2)?e"* K)RP,

ahol (cg)%el® K fiiggetlen h-t6l és n-t6l. Ezzel a p-edrendii konvergenciat belattuk. M



4. fejezet

Explicit Runge-Kutta-moédszerek
(ERK)

4.1. Az ERK-moébdszerek altalanos jellemzése

A javitott Euler-mddszernél lattuk, hogy egynél magasabbrendii médszer is konstrualhat6 rekurziv
fliggvényhivasokkal anélkiil, hogy az f deriviltjaira sziikség lenne. Az ott latott Gtletet kévetve
konstrualjuk a Runge-Kutta-médszercsaladot. Elészor rekurziv médon definidljuk a k; szdmokat (a
konnyebb attekinthetéség kedvéért az argumentumokat elhagyjuk). A k; szdmokhoz altalaban az
el6z6 k1, kg, ..., kj—1 szdmokat haszndljuk fel:

($i,yi)7

ki = ki(zi, v, h)
h (x; + hag, y; + hbaiky),

=
k2 - kQ(xiayiv ) = f

j—1
kj = k](xzay’mh) = f (xz+hajayl +th]lk[) y J=100s
=1

majd ezeket a c; sulyokkal kombindlva kapjuk az 1j y;11 értéket:

S
Yit1 =Yi+ h Z cik;.
j=1

Az a;,bj és cj szdmok jellemzik a mddszert, ezek fliggetlenek f,y és h-tél. Tovabba

s j—1
ch:]' és (Zj:ijl.
j=1 =1

A cj-kre tett feltétel azért kell, hogy a mddszer f = 1-re pontos legyen. Az aj-kre pedig azért,
mert altaldban joval tobb a paraméteriink, mint a feltételiink, masrészt az y; + hZ{z_ll bjik; pe-
diktorok ekkor pontos értékek. Az s szamot a mddszer 1épcsészamanak nevezziik. Az s novelésével
magasabbrendli médszereket lehet szerkeszteni. A Runge-Kutta képleteket a kdvetkezé attekint-
hetd alakban szokds megadni, amelyet Butcher-tablazatnak neveziink, a B = (bj;) matrixot pedig
Butcher-matrixnak.
Be | B
C
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Ha a médszer explicit, akkor a B matrix szigord alséharomszog matrix. Az el6z6 fejezetben emlitett
modszerek a kovetkezd tablazatokkal irhatéak fel:

00 1)1 0190
1 1 212 0
0 1
RK1 Euler, impl. Euler, RK2 javitott Euler,
p=s= 1 p=8s= 1

p = § = 2
Megjegyzés.

A RK-médszereket masképp is szarmaztathatjuk. Ha a kezdetiértékprobléméat integraljuk [x;; x;41]-
en, majd az x := x; + th helyettesitést alkalmazzuk, akkor

Li+1

1
gt =i = ylaien) ~y(a) = [ S y(a))dz = /0 F (@i + ht, y(w; + ht)) dt

T

Az integrélt egy kvadratira-formuldval kozelitjik, ahol a; € [0;1]-k az alappontok és c;-k a
kvadratiura-formula egyiitthatoi.

S
Yirr =y + Y cif(xi + ajh, y(z; + ajh))
=

Mivel az f(x; 4+ ajh,y(z; +a;h)) értékeket nem ismerjiik, ezeket az y;, k1, ..., kj_1 értékekkel koze-
litjikk. Ha aq = 0, akkor ky = f(x;,yi). kj-t a mar meglév6 kj-ek linearis kombinacidjaként allitjuk
elo, altaldnos alakja:

7j—1
]{Zj = f((L’Z + ajh,yi + hbjlkl + ...+ hbjj_lkj_l) = f (IL’Z + ajh,yi + thﬂ]ﬂ) .
=1

Ha az integralkozelitésre az érint6é formulat hasznaljuk, akkor a javitott Euler-mddszert kapjuk. Ha
a trapéz-formuldval kozelitjik az integralt, akkor a trapéz-médszert kapjuk (implicit médszert). A
korabbi algebrai megkdzelités elénye, hogy sokkal tobbféle formulat konstrudlhatunk, mint a most
emlitett kvadraturakkal.

4.2. Harmadrendu ERK-modszerek

A harmadrendii RK-méddszer alakja a kévetkez6 lesz:

k1= f(z,y),

ky = f(z + hag,y + hbaik1) — a2 = boi,

ks = f (x + has,y + hbsi1ki + hbsaks) —  ag = bz1 + bsa,
3

yiri=vi+hy ¢k — l=ca+ec+c
j=1

A levezetéshez segitségiinkre lesz a kévetkezd Taylor-formulara

1
f(x +oz,y+ 5y) = {f + [z + fy5y + i[fxxfszx + Qfxy(;x(sy + fyyézy]}(l" y)+
+ O(83z + 6%y).
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Ha f € C3([0; 1] xR)-en, akkor a k1, k2, k3 kifejezések Taylor-sorba fejthetSk h szerint az (z;, y(z;), 0)
pont koriil. A tovabbitakban az argumentumokat nem irjuk ki. Alkalmazzuk a fenti kifejezést ko
felirasara a dx = hao és 0y = hboy f helyettesitésekkel.

klzfv

ko = f + haa fr + hbar f fy + %[(haz)zfm + 2h2abo1 f fuy + (hba1 £)? fiyy] + O(R?) =
2
= [+ hagfy + hbai f fy + %[a%fzm + 2a2b91 f fry + V31 f* fyy] + O(R®) =

(hba1)?
2

= f+ hbar[fo + ffy] + [fow + 2f foy + 2 fuy] + O(R?) =

(M?V&f+0w%

= f+hbar F1f +
Alkalmazzuk a fenti kifejezést k3-ban a dx = hag és a

(hb21)

0y = hbg1k1 + hbsoks = hbs1 f + hbsa (f + hba1 F1 f + B f + O(h3)> =
= hagf + h*ba1bsa F1f + O(R?)
helyettesftésekkel.
:f+mm@+@p%f+mMmﬁﬁ+omﬂ+
5 (Feelhas)® +2fuy (has) [hasf + BbubsaFrf + O(RY)] +
+ﬁwh%f+ﬂ@wmﬂf+om%r)+ow%:
=f+mﬂh+hﬁ+hbﬂmﬁﬂf+ L(05)” (Fuw 27y + F2Fy) + O(0%) =

= f + hagFi f + WPbonbsa fyFif + = (ha3)2F2f+O(h3)

Irjuk fel a lokalis hibét:
hg; = y(:l?2'+1) — y(wz) — h(Clk’l + ek + Cgk‘g) =

= y(it1) —y(zi) — h (le + co(f + hba1 Fy f +

2

(hb;) Ff)+

+ cs(f + hagFy f + h2byrbsa fy P f + - M%P&ﬁ>+0mﬂ:
= y(xis1) — y(xzi) — h(cr + ca + c3) f — h?(caboy + c3a3)Fy f—

h3
?(621)21 + c3a3) Faf — h3c3barbsafy, Fif + O(h?)

y(i41) sorfejtését felhaszndlva:

2

h h3
hg; = y( ) +hf+ —y e 6 ”/ + O(h4) — y(l’l) — h(Cl +co + Cg)f — hQ(Cszl + Cgag)Flf—

h3
a3y + c3ad) Fof — h3csborbaa fy Fif + O(h*)

_?(
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Irjuk fel a feltételeket, hogy a lokalis hiba képletébél kiessenek a h, h2-es és h®-s tagok.

f=(a+c+c)f — 1l=c+c+cs
1 1
~y' = (C2b21 =+ C3a3)F1f — = = c9bo1 + c3a3
2 2
1 1 1 1
: mo_ 5(02531 + c3a3) o f + esbarbsa fy P f = i 5(02b%1 + c3a3)
1
— = = c3ba1b32
6
az = bag

a3 = b3y + b3z

Emlékezziink ré, hogy y"” = Fof + f,F1 f. Ne felejtsiik el, hogy az utolsé két egyenletet a levezetés
soran mar hasznaltuk, igy a megoldandé nemlinedris egyenletrendszeriink 6 egyenletbdl all, amit
redukalhatunk 4-re, az ismeretlenek pedig c1, co, c3, as, ag és bso.

cit+ca+tez=1

Cc2a9 + Cc3a3 =

cza% + 63a§ =

D =Wl =N =

c3agbzg =

Mivel 4 egyenletiink van és 6 ismeretleniink, végtelen sok harmadrendiit RK-moédszert talalunk.

O~

4-1. Példa. Készitsiink (val6s) harmadrend®i explicit RK-médszert, ha ¢ = ¢3 = % és cp =
Adjuk meg az a; és bj szdmokat.
Megoldas. A harmadrendd explicit RK-médszer képleteibe behelyettesitve a kovetkezo
nemlinearis egyenletrendszert kapjuk.

1
gag—i—gag—i — 4das+a3=3
4 1 1
gag—i-ga%:g —  4a3 +aj =2
1 1
6a2b32_6 — a2b32:1

Az els6 egyenletbdl as = 3 — 4ag, ezt a mésodik egyenletbe helyettesitve

4a3 + (3 — 4a2)® = 20a3 — 24as +9=2 — 2043 — 24ay + 7 = 0.
Ennek a megoldésai: as = % és as = 1—70, ekkor az ag értékek rendre 1 és %.
Az altalanos alak és a két konkrét Butcher-tablazat:

0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0 0
1 1 7 7

ek NI W2 A 1 S BY (R

agag—aao 1—120 ﬁ_%TO

1 11 T 71 IR

6 6 6 6 6 6 6 6 6

Az kozépsé tablazat a Simpson-formuldnak megfelel§ RK-képlet. W

4-2. Példa. Hatdrozzuk meg az 6sszes olyan (valés) harmadrendii explicit RK-médszert, melyre
bs1 +bse =d >0,¢1 =c3 =c¢, cog=1—2c, ahol ¢ = ¢(d) és d szabad paraméter. Rajzoljuk ki
Maple-lel a ¢(d) fiiggvényt és adjunk példanak RK-tablazatokat.
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Megoldas. A harmadrendii explicit RK-modszer képleteibe behelyettesitve a kévetkezd
nemlinedris egyenletrendszert kapjuk. Vezessiik még be a kovetkez6 jeloléseket: as = d és

bso = b. g
1 1—2c
1-2 d= = ="
(I=2c)azted=5 = a=53755
1 1 —2cd \? 1
1—2¢)a3 +cd* = - 1-2 () 2 ==
( c)ay +c 3 — c) 31— 20) +c 3
P S et
=% = 3¢(1 - 2cd)
Egyszertsitsiik a 2. egyenletet:
(1 — 2cd)? o 1
A ) d2 = =
Mi—2¢) T 73
3(1 — 2cd)?
W = 4(1 — 3Cd2)

3(1 — 2¢d)? = 4(1 — 3¢d®)(1 — 2c¢)
3 — 12cd + 12¢°d* = 4 — 12¢d* — 8¢ + 24c*d?
A kapott egyenletet O-ra rendezve ¢ hatvanyai szerint:
(12d*)c? + ¢(—12d* + 12d — 8) + 1 = 0.

A kapott gyokoket érdemes Maple-lel megjeleniteni d fiiggvényében. Ugyeljiink ré, hogy d > 0

legyen. Példaul d = 1 esetén a két szép megoldast kapunk c-re: —% és —%. Ekkor az dltalanos

alak és a két Butcher-tablazat:

0] 0 0 0 o o 0o o0 o o o0 o
as | as 0 0 51 & 0 0 513 0 0
d|d=b b 0 11 -2 0 1| 2 -2 0

e T SR 42

Példaul d = % esetén szép megoldasok c-re: —% és —%. |
4-3. Példa. Készitstink (valés) harmadrendii explicit RK-moédszert, amelyben b3; = ¢; = 0. Oldjuk
meg Maple-lel a kapott egyenletrendszert.

Megoldas. A harmadrendd explicit RK-médszer képleteibe behelyettesitve a kévetkez6
nemlinearis egyenletrendszert kapjuk.

co+c3=1

1

Ccoao + c3a3 = 5
2 2 1
Ccoay + c3az = §
1

c3aza3 = 6

Ennek megoldasa a Maple jelolésrendszerével:
a2 = (1/6)xy+1/(6*y)+1/2,
a3 = (1/2)y+1/(2%y) +3/2 =3 ((1/6) xy + 1/(6 x y) +1/2)°,
2=15/8+ (7/8) xy +7/(8xy) — (9/2) * ((1/6) xy + 1/(6 xy) + 1/2)%,
3= —T7/8—(7/8)xy —T/8xy) +(9/2) x (1/6) xy +1/(6 xy) + 1/2)*
y=(3B+2xv2)V%
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Tizedestorttel:
a2 = 0.8925502329, a3 = 0.2877129439, c2 = 0.3509820905, ¢3 = 0.6490179095.
[ |

Feladatok

4-1. Készitsiink s = 3 1épesészami p = 2 rendii ERK-médszert! Irjuk fel a konstrukcidhoz sziik-
séges nemlinearis egyenletrendszert.

4-2. Készitsiink s = 2 lépesdszami p = 2 rendi ERK-médszert! Irjuk fel a konstrukcidhoz sziik-
séges nemlinedris egyenletrendszert.

4-3. Vezessiik le a kovetkezo6 as értékekhez tartozo s = 2 1épcs6szami masodrendit RK-mddszereket:

a)agzg,

b)a2:%7

C)(Igzl.

Megoldasok:
0l0 0 0l0 0 0 0
2 2 1 1
N
B [0 1 |3 3

4.3. Az ERK-moébdszerek stabilitasa és konvergenciaja

A kovetkez6 két tétellel az Osszes explicit RK-mddszer stabilitasat és konvergenciajat bizonyitjuk.
Latjuk majd, hogy f Lipschitz-folytonossagabdl kovetkeznek ezek a tulajdonsagok. Vannak specialis
esetek, amikor a Lipschitz-folytonossag hidnya esetén is - megfelel6 modszerekkel - elfogadhatd
eredményre jutunk. Lasd [10] 7. feladatat.

(Altaldinos ERK-mddszer stabilitdsa)

Legyen f € Lip(y), Ly Lipschitz-allandoval, ekkor az explicit RK-mddszer stabil és

i—1
le;| < el <€0| + |9k’h> ,

k=0
ahol
Lo =Ly (Z lejl + Qsl(th)) ;
j=1

és a Qs—1(hLy) a hLy mennyiség (s — 1)-edfoki polinomgja, melyre Qs—1(hLys) = O(hLy)
(vagyis nincs konstans tagja).

Bizonyitas. Legyen
Oz, y,h) = cikj,  kj=kj(z,y,h).
j=1
Ekkor a lokalis hiba

hgi = y(xiv1) — y(xi) — h® (v, y(x:),h)  —  y(@it1) = y(z:) + h® (zi, y(x:), h) + hgs.
Yir1 = ¥i + h®(xi,y:, h),
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a moédszer képlete, tehat a globalis hiba
eir1 = Y(Tiy1) — Yit1 = € + h[P (w5, y(w;), h) — (i, yi, h)] + gih.

A 38.-40. feladatokbdl és kj, ® rekurziv definicidjabol is kovetkezik, hogy kj, & € Lip(y).
Nézziik meg, mi lesz a Lipschitz-konstans.
j=1-re

\k1(z,u,h) — ki(z,v,h)| < Lylu—v| — Ly, = Ly.

j=2-re

|ka(z,u, h) — ko(z,v, h)| = | f(z + haz,w + hbaiki(z,u, h)) — f(x + haz,v + hbaki(x,v, h))| <
< Lylu — v+ hbai(k1(x,u, h) — ki(x,v,h))| <
< Ly (lu = o[ + hlbar | Llu — v]) < Ly (1 + hlbar|Lp)|u — vl
= Ly = L1+ hlbn|Ly) = Ly(1+ Qi(hLy)),

ahol Qi(hLy) = h|boi|Ly, azaz (hLy) elséfoki polinomja. Tegyiik fel, kogy ki,...,kj—1
Lipschitz-konstansat ismerjiik. Ekkor k;-re

j—1
kij(z,u,h) = f (x+haj,u+h2bjlkl(x,u,h))

I=1
a kovetkez6 becslést kapjuk:

j—1
\kj(x,u,h) — kj(x,v,h)| < Ly|(u—v)+ thﬂ(k:l(:c,u, h) — kj(z,v,h))| <
=1

7j—1
SLf |U—U|+hzbjl|kl($,u,h)—kl($,v,h)) <
=1

7j—1
<Lp(l+h), |bjl|Lk:l) lu—v|
=1

7j—1

— Ly, =Ly |(1+h) |balLy1+ Ql—l(th))) =Ly (1+Qj-1(hLy)),
=1

ahol Qj_1(hLy) a (hLy) j — 1-edfokid polinomja.
|(I)(JZ‘,’LL, h) - (I)(SU, v, h)‘ < Z ‘Cj”kj(l‘,u, h’) - kj(.’E,U, h)| < Z |C]|ij|u - /U|
j=1 j=1
Tehéat ® Lipschitz-allandéja

s 7—1 s s 7—1
Lo =Ly (Z |c (1 +h) |bﬂ\Lkl>) =Ly (Z il + R el > Ibﬂ\Lkl> =
j=1 =1

j=1 =1 j=1
s s j—1 s
=L | Y el + > 1l D 1bjulhLy (L+ Qi1 (hLy)) | = Ly [ D lejl + Qs—1(hLy) | ,
j=1 j=1  i=1 j=1

ahol Qs—1(hLy) a (hLy) s — 1-edfoki polinomja. A Lipschitz-dllandé birtokaban a bizonyités
ugyanugy megy, mint a 3. tételnél. M
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(Konzisztencia + Stabilitis = Konvergencia)

A kezdetiérték-probléma megolddsdra tekintsik az dltaldnos egylépéses modszert

y(z0) = Yo
Yir1 = Yi +h-®(zy,yi5h), (i=0,...,N—1)

mely p-edrendben konzisztens (p > 1), azaz létezik olyan K > 0, hogy
lgil S KR (i=0,...,N 1)
és stabil, azaz

leif < "

i—1
leol + > |9k’h] :
k=0

Ekkor
le;| < el*KhP (i=0,...,N),

vagyis p-edrendben konvergens a numerikus modszer.

Bizonyitas. A médszer @ Lipschitz-dllandéjanak birtokdban a bizonyitds ugyanaz, mint a 4. té-
telnél. W

4.4. Ismert ERK-modszerek

Kétlépcsos masodrendiit médszerek:

00 O
1)1
213 0
0 1
RK2 javitott Euler, RK2 altalanositott trapéz formula,
p=s= 2 p=S8= 2

Héaromlépcsés harmadrendiit ERK-modszerek:

0f 0 0 O
1 1
51 3 00
1/1-1 2 0
I 41
6 6 6
RK3 Heun, RK3 (klasszikus) Simpson,
p:5:3 p:S:3
Négylépcsos negyedrendit ERK-mddszerek:
0/0 0 0 O 0 0 0 0 0 0j{0 0 0 O
1)1 1 1 11
IR R A
2 2 3|38 2|4 4
110 0 1 0 11 1 -1 1 0 110 =1 2 0
2 21 ‘ T 33 1 I o0 & 1
6 6 6 6 8 8 & 8 6 6 6
RK4 Kklasszikus 4-edrendd, RK4 Newton (3/8), RK4,
p:S:4 p:s:4 p:S:4

Vegyiik észre, hogy a Heun- és a klasszikus negyedrendii RK-médszer azért is szép, mert az egyes
k;-k kiértékeléséhez csak egyetlen el6z6 k;-re van sziikségiink.
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4.5. Osszefiiggések a lépcsészam és a rend kozott

A kovetkezd osszefiiggések ismertek az s 1épesészam és a p(s) elérheté rend kozott (az eredmény
Butcher-t6l szarmazik):

1<s<4:p(s)=s,
s>5:p(s) <s—1,
s>8:p(s) <s—2,
s>10:p(s) <s—3

A médszer konstrukcibja sordn nemlinedris egyenletrendszert kell megoldani az a;,bj és c; sza-
mokra, melyek fliggetlenek f-t6l és h-t6l. Ebben az egyenletek szdma mindig nagyobb a rendnél.
A kovetkez6 tablazat mutatja, hogy a nemlinedris egyenletek szama hogyan alakul a rend figgvé-
nyében aszerint, hogy skalaris differencidlegyenletrol vagy rendszerrdl van-e szo.

rend | skalaris rendszer
4 8 8

6 31 37

8 110 200

10 361 1205
12 1114 7813
14 3259 53272

4.6. Beagyazott médszerek

A kozelité eredmények hibajat csak ritkan tudjuk becsiilni, dltaldban csak a konvergenciarend-
r6l kapunk informéaciot. Ezért fontos, hogy a szamitas soran, a numerikus eredmények birtokaban
azonnal (aposteriori) hibabecslést is tudjunk késziteni. Ennek moédjat a hibabecslések alfejezetben
fogjuk részletesebben targyalni. Ehhez sziikségiink lesz egy Osszehasonlitasi értékre, melynek el6al-
litasahoz egy beagyazott mdédszert hasznalunk. Ez azt jelenti, hogy egyszerre hasznalunk két olyan
ERK-médszert, melyek p — 1 és p-edrendiiek és a p — 1-edrendii médszer (ezt nevezziik bedgyazott
moédszernek) ugyanazokat a kj-ket hasznélja, mint a masik médszer, de a ¢; egyiitthatok mar kiilon-
boz6k. Az otlet Fehlberg-tél szarmazik, ezért Runge-Kutta-Fehlberg mdédszernek is nevezik ezeket
a médszereket. A kétféle modszer silyait (cj)5_; (p-edrenddl) illetve (¢;);_;-mal (p — 1-edrendi)
jelolve az y;11 — y;41 mennyiségbdl a hiba nagysagara fogunk majd kovetkeztetni.

Példaul az RK3 klasszikus harmadrendi és a javitott Euler-médszer ilyen:

0/0 0 1/211/2 0 0 ol 0 0 0

0 1/211/2 0 0

0 1 1|-1 2 0 1l-1 2 0

11/6 4/6 4/6 1/6 4/6 4/6

RK2 javitott Euler, 0 1 0

p=s=2 RK3 (klasszikus) Simpson-RK, Egytitt a két tabldzat
p=s=3

Az RK4 klasszikus negyedrendii RK-médszerhez nincs bedgyazott harmadrend médszer. (Lasd [10]
44. oldalédn.) Ahhoz, hogy a tablazat olvashat6bb legyen a torteket nem a hagyomanyos formaban,
hanem szamldld/nevez6 alakban fogjuk megadni.
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A Matlab altal hasznalt ode23 azaz Bogacki-Shampine 2(3)-rendii mddszer tédblazata:

o] o o 0 o0
1/211/2 0 0 0
3/4] 0 3/4 0 0
1 [2/9 1/3 49 0

0
/8

[ 2/9 1/3 4/9
@ 17/24 1/4 1/3 1

A Cash-Karp 4(5)-rendii médszer tablazata:

0 0 0 0 0 0 0
1/5 1/5 0 0 0 0 0
3/10 3/40 9/40 0 0 0 0
3/5 3/10  —9/10 6/5 0 0 0

1 —11/54 5/2 —70/27 35/27 0 0
7/8 | 1631/55296 175/512  575/13824 44275/110592  253/4096 0
c®) 37/378 0 250/621 125/594 0 512/1771
M 1 2825/27648 0 18575/48384  13525/55296 277/14336 1/4

A Fehlberg 4(5)-rendii médszer tabldzata:
0 0 0 0 0 0 0

1/4 1/4 0 0 0 0 0

3/8 3/32 9/32 0 0 0 0

12/13 | 1932/2197 —7200/2197  7296/2197 0 0 0

1| 439/216 —8  3680/513  —845/513 0 0

1/2 —8/27 2 —3544/2565  1859/4104 —11/40 0

) 16/135 0 6656/12825 28561/56430 —9/50 2/55

) 25/216 0  1408/2565  2197/4104  —1/5 0

Az egyik legtobbet hasznalt bedgyazott mdédszer Dormand és Prince-t6l szarmazé 4(5)-rend
modszer, a Matlab ode4b programja is ezt hasznalja, egylitthatéit a kovetkez6 Butcher-tablazattal

adjuk meg:

0 0 0 0 0 0 0 0
1/5 1/5 0 0 0 0 0 0
3/10 3/40 9/40 0 0 0 0 0
4/5 44/45 —56/15 32/9 0 0 0 0
8/9 | 19372/6561 —25360/2187 64448/6561 —212/729 0 0 0

1| 9017/3168 —355/33 46732/5247  49/176  —5103/18656 0 0

1 35/384 0  500/1113  125/192 —2187/6784 11/84 0
c®) 35,/384 0 500/1113  125/192 —2187/6784 11/84 0
&M 15179/57600 0 7571/16695  393/640 —92097/339200 187/2100 1/40

Itt ¢® az 6todrendii médszer és ¢? a negyedrend(i médszer egyiitthatéit jeloli. Lépesdszama

(5)

7, de csak 6 fliggvénykiértékelésre van sziikség lépésenként. Mivel az egyiitthatokra ¢;”” = by,
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l=1,...,6és 0(75) =0, k:gi) = k:YH) , igy ezt nem kell Gjra szamolni. A k7-et csak a hibabecsléshez
sziikséges 372(4)1—hez szamoljuk ki. Bar itt 7 szintiink van, de a kovetkezd 1épés elso kiértékelését ezzel
mar megkaptuk. Dormand és Prince tigy hataroztak meg a Butcher métrix egyiitthatéit, hogy az
otodrendl kozelités hibaja legyen kicsi, mig a Fehlberg mddszer a negyedrend(i hibajat minima-
lizalja. Ez a két modszer kozti f6 kiilonbség (lokélis extrapolaciét tartalmaz), emiatt hasznaljak

gyakrabban Dormand és Prince mdodszerét.

4.7. Az ERK-moddszerek hatékonysaga

4-1. Definicié. Jeloljiikk Q(e)-nal azt a miiveletigényt, amely az adott € pontossag eléréséhez sziik-
séges. Egy mddszer n abszolit hatékonysigat a kovetkezdképpen definialjuk:

T 206

A hatékonysag forditott aranyban all mind a pontossiaggal, mind a miiveletigénnyel. Latjuk, hogy
ha kicsi miiveletigénnyel kapunk pontos megoldast, akkor nagy a moédszer hatékonysaga.

4-2. Definicié. Két mdodszer relativ hatékonysagat az ugyanazon € pontossag eléréséhez sziikséges
miiveletigények hanyadosaval definialjuk:

_ M _ Qi)
My2: m Q2(€)-

Az 1y /3 szdm adja meg, hogy hanyszor tobb miiveletet kell végrehajtani az elsé modszerrel, mint a
maésodikkal ugyanahhoz a pontossdghoz. Az explicit modszerek osztalydban az Euler-mdédszerhez
szokdas hasonlitani, mert az nem csak RK-médszer, hanem t6bblépéses modszer is.

4-4. Példa. Hatarozzuk meg az s 1épcsészamn és p-edrendii ERK-moédszer Q) ,(¢) miiveletigényét!

Megoldas. Ha a [0; 1] intervallumon h lépéssel megytnk végig, akkor minden lépésben s
fliggvénykiértékelésre van sziikségiink. Ezek adjék a lényeges miiveletigényt. Ha a mddszer
p-edrendii, akkor e = O(hP) a pontossdg, amit elériink vele. Az egyszeriliség kedvéért h? = e-
nal szamolunk (bar ezzel nem tudunk az azonos rendl mddszerek kozt kiillonbséget tenni).
Ekkor h(e) = /7, igy
S S
QSJ,(s):s-N:%:m.

Az Euler-mdédszer elsérend és miiveletigénye 1épésenként egy fuggvény kiértékelés, igy

1 1
Ql,l(g) =5 g
Ebbol az abszolut hatékonysig az FEuler-moddszerhez hasonlitva
b mp Qule 11
1,1/s,p M. Qs,p(ﬁ) Elﬁ/p s-el-1/p 5. 5% .
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A kiilénboz6 ERK-médszerek hatékonysiga ¢ = 10~% esetén:

s[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 17
pl1 2 3 4 4 5 6 6 7 7 10
n|1 50 1547 250 200 264.1 307.8 269.3 289.1 268.3 234.2

Latjuk, hogy a 7 1épcsGszamu 6-odrendlit ERK-moddszer esetén a legnagyobb a hatékonysag.
A relativ hatékonysag definicidja alapjan két tetszéleges ERK-modszer hatékonysaga Osszehason-
S

lithaté kozvetlenill a miiveletigényekbdl. Mivel Qs p(e) = s+ N = Gk igy a kovetkezd képlettel
értékelhetd ki:

_ MNsapa Q81,p1(5) _ St hQ(E)

n = = .
V2 e Qum(@) s hi(e)

4.8. Hibabecslések

A stabilitasi tételekben szereplé hibabecslés helyett masik is adhatd, melyben nincs sziikség a
Lipschitz-folytonossagra. Ly helyett a f, Jacobi-matrix logaritmikus normdjanak fels6 becslése
sziikséges. Nem a pontos megoldashoz tartozé lokalis hibakat adjuk 6ssze, hanem a szamitott y;
értékekbdl kiindulé megoldasokhoz tartozé lokélis hibakat.

Tegyiik fel, hogy f : R"1 — R™ folytonosan differencidlhatd, x; € [0;1] és m > pu(fy,),

ekkor a globdlis hiba becslése

Liegmm 1), m >0

R p.
Jesll < Cph { " iy

Bizonyités. Legyen h; := x; — xj_1 > 0 lépéstavolsag (j < i), h = maxj»vzl(hj) és xg := 0.
Legyen y; az ERK-modszerrel kapott kozelité érték és y;(x) a differencidlegyenlet azon meg-
oldasa, melyre

MICHERE
Ekkor nyilvdn yo(x) = y(x) a pontos megoldas és
y(@i) —yi =Y (yj-1(zi) — yj(z:)).
j=1

Mivel y;_1(z) és yj(x) a differencidlegyenlet megoldasa

Yi-1(2) = ¥j(2) = f(z, yj-1(2)) — f(z,y5()).
A rendszerekre vonatkozé disszipativitasi 34. tétel alapjan

Ti—x;

lyi—1(2:) — yj(@i)l| < e@ ™ ly;_q(x5) — yj())]l-

Vegyiik figyelembe, hogy yj(z;) = y; a kozelité érték x;-ben és y;_1(z;) a pontos értéke
annak a megoldasnak, mely z = x;_1-ben y;_1-bdl indult ki, ezért

Yi-1(25) = vi(;) = hjgj-1.
Teljesiiljon a lokalis hibakra

hjllgi—ll < CpRE™H < CphPh;.
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Vegyiik el6 a kordbban felirt globélis hibat és becsiiljik.

leill = ly (@) — yill = D ™ =™ ys_a(2;) — y(5)ll =
j=1

=D P gy g ||hy < CphP Y eIy,
j=1 j=1

Ha m < 0 (azaz a rendszer disszipativ), akkor e(®i %)™ < 1 és igy
lleill < CphPx;.

Ha m > 0, akkor

m

d zi 1 T
Z e(zi—x]-)mhj < / e(asi—z)m dr — {_e(wi—x)m] _ 7(6wim _ 1)
=1 0

C,
= e < ZhP(e"™ — 1),
m

Ez a becslés a logaritmikus norma megjelenése miatt mar élethiibb, de gyakorlatilag még min-
dig hasznalhatatlan, mert a Jacobi-matrix logaritmikus normdjénak felsé becslésével (m) kéne
rendelkezni, valamint a lokalis megoldasok lokalis hibdjanak becslésével (Cphg). A C), konstans
tartalmazza az y megoldas p + 1-edik derivaltjanak norméajat illetve az f derivaltjainak normajat
a p-edrendiiekig, amit ritkdn tudunk beszerezni. De legaldbb a pontos megoldas lokélis hibaja-
tél megszabadultunk. Ezutan a kévetkezOképpen jarhatunk el a gyakorlatilag hasznalhaté globalis
hibabecslés érdekében:

e Az aktudlis szamitdsi eredményekbél (kiegészitd szdmitasok segitségével)
kapjuk a lokalis hiba gj_1 becslését.
e A becsiilt lokalis hibakat dsszeadjuk (gj—1-bol d;-ket képezziik).

e A logaritmikus norma becslésérdl lemondunk.

A tovabbiakban a globélis hiba becslése helyett beérjiikk annak nagysagrendi jellemzésével. Erre
a ¢; hibaindikatort hasznaljuk.

0i = lIgj-allh
j=1

Ez h? nagysagrendi lesz (ugyantgy, mint ||e;||), ha g;-t megfeleléen szamitjuk ki. Ezzel foglalko-
zunk a tovabbiakban, tobbféle modszert is mutatva.

a) Bedgyazott mddszereknél minden lépésben két értéket szamitunk.

ngp) a p-edrendi, ygp_l)

i a p — l-edrendli médszerrel kapott eredmény, a lokalis hibdk

hjg§51” =yj-1(zj) — Y§p_1) = CP=DRE 4 O(hEH),

1 2
higi™y = vi-1(z;) —y{¥ = COR 4+ O(REH?).
Mivel az y;(x) megoldas ismeretlen készitsiik el a tapasztalati lokalis hibat

higia =y —y{P Y
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A fenti két egyenletet egyméasbdl kivonva

~ -1 -1
higia = higPr — hig®, = higPTY + ot

amibdl latszik, hogy elég kicsi hj-re elég jol becsiili a p — 1-edrendli mddszer lokélis hibajat. Ha
llgs—1]| elég kicsi, akkor elfogadjuk az ngp_l) értéket és a globalis hibaindikator tjabb értékét
kiszamitjuk:

dj = dj—1 + [I8-1llhy,

és kovetkezhet a tovabblépés.

b) Ha nincs bedgyazott médszer, akkor Runge 6tlete nyomén intervallumfelezéssel dolgo-
zunk. A szokdsos h; 1épéssel szamitott értékhez gy szerziink jobb kozelitést, hogy két 1épést tesziink
h;/2 1épéskézzel, igy elallitva az y;_; /2 €s yj értékeket. A tovabbiakban hullimmal jeléljiik a h; /2
lépéskozzel kapott eredményeket. y;-t a 2j. 1épés utan kapjuk, azt hasonlitjuk y;-vel.

Ha f p + 1-szer differencidlhatd, akkor
- - 2
i — vy = (1= 27")hgj1 + O(hF)

és innen a gj_1 lokdlis hiba becslése

- Yj — Yj p+1
= = gj_ ).

Alkalmazhatjuk a Richardson-extrapoldciot (lasd Romberg integralds), mellyel p + 1-edrendi
kézelitést kapunk:

_ Ui =27y
BT T o
Ennek birtokdban a lokdlis hiba becslése
gj—1 7hj
alakban is felirhato.
Bizonyitas. Lasd [10] 54.oldal.
yi—2 Py
g‘ 1= Y« — Yi = ]172_2)] — i —
! h; h;
Yi —27Py; —y; 27y, Yi —Yj
hj(l—pr) hj(l—pr)

c) A globdlis hiba becslése érdekében tgy is eljarhatunk, hogy a szamitési intervallumon
tobbszor végigintegralunk kiilonb6z6 h 1épéskozokkel, majd a kapott eredményeket Gssze-
hasonlitva nyerjiik a becslést. A globalis hiba becslése lehet6séget ad a 1épéshossz megvalasztasara.

Ha f p+ 1-szer differencidlhato és az x, rogzitett helyig hy és ho # hy lépéskézzel integ-
rdlva a differencidlegyenletet (Richardson-extrapoldcidt alkalmazva)

g o T =yl
Wy — I
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p + l-edrendi kézelitést kapunk. Elegendden kicsi hi, he birtokdban a globdlis hiba becslését
kapjuk:

hP
v = = ) =) = —ep(ahh + OUE™),

illetve L
h h h
ye — i) = ﬁ(yi Dy = —ey(w)B) + OB,
Bizonyitas. Lasd [10] 56. oldal. W

Ha specialisan hg = h és hy = g, akkor a fenti extrapoldciés képletbél a b) részben adott

myD — () 0 (D o) D gy
e hp — (%)p - Q-2 12

képletet kapjuk.

Megjegyzések.

A fenti aszimptotikus képletek formalisan a kovetkezé LER megoldassal is megkaphaték. Jeldlje
© a pontos értéket, amit kozeliteni szeretnénk. A ¢ illetve o a hy illetve ho 1épéskdzzel ugyazzal
a moédszerrel szamitott értékek. p-edrendii modszer esetén jelolje ¢, a hibakonstanst, amire szintén
kozelitést szeretnénk adni.

¢ — 1= hic,
@ — 2 = hhey
Irjuk fel métrixos alakban is.

2
Cp

~
. ~

1 —n¥
1 —hb

©1
®2

A maétrix inverzét felirva

P o 1 —hy Y $1
ep| T RP—hb| -1 1 02

Innen ¢-re a Richardson-extrapolaci6 képletét, c,-re pedig a Runge-féle hibaképletet kapjuk:

h
N hYpy — by _ (]T;)pQOQ —P1 s V2 — 1
~ = — = = =
hi — hy ()P —1 () —1
oo P20
e

1. Nézzik most a hy = h és hy = % specidlis esetet.

WP — o _p2=2P1 e
- 1 1_2» 27T 0

2= P2 — ¢l

P T (1 277)

2. p =1 esetén az explicit Euler-mdédszernél megadott h és % lépéskozii eredményt kapjuk meg.

hg—ﬁl 1
%W=2<802—2<P1>=2902—901
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Feladatok

4-4.

4-6.

4-8.

Az el6z6 Otletet felhasznalhatjuk tobbféle 1épéskozii kozelitésekbdl jobb kozelités illetve pon-
tosabb hibaképlet megadasara is. Jelolje ¢ tovadbbra is a pontos értéket, amit kozeliteni sze-
retnénk. Legyen 1,2 és w3 a hy, ho és hsg 1épéskozzel ugyanazzal a mddszerrel szamitott
érték, ¢, és c,—1 a pontosabb hibakonstansok.

P —p1= h]fcp + h]filcpfl
P —p2 = hgcp + hgilcpfl

¢ — 3~ Wb, + h ey

Irjuk fel matrixos alakban is.

—1
1 ‘*hf ‘*hf . ¥ ¥1
1 —hE 7| e~ | e
1 -kl =R ] e P2

A kapott LER megoldasdval megkaphatjuk a keresett értékek kozelitését.

Altaldnositsuk az extrapolaciés hibabecslés képletét arra az esetre, hogy hi és hy kiilonbozé
1épéskozzel tesziink meg egy 1épést és ezutan a hy + ho hosszt 1épéssel megszerezziik az
Osszehasonlitédsi értéket!

Prébaljuk ki a tanult hibabecslést a tanult médszerekre és a kovetkezo teszt kezdetiérték
problémara (irjunk ra programot)

y(x) =q-y(z), z€[0;1] y(0)=1,
g=—10;1;10, h=1/10;1/20;1/40.

Irjunk programot a 2(3)-os Runge-Kutta médszerre, majd alkalmazzuk az

y' =y-cos(z), z€[0;10] y(0)=1
kezdetiérték probléméra! A pontos megoldés: y(x) = esin(@),
Allapitsuk meg, hogy h = 0.1 és ¢ = 1072,107%,10~° esetén melyik 1épésvilasztasi stratégia
a legjobb a maximalis hiba szempontjabél! (Olvassuk le a grafikonokrdl!)

Egy egyenes palyan mozog egy m tomegi test. Az [ hosszi palya két végén két rugd van,
melyek rugéallanddja D. A mozgas sordn a testre surlodas hat p surlédasi egyiitthatéval.
Modellezziik a test mozgasat az idé fiiggvényében!

4.9. Lépésvalasztas

Ha tudjuk, hogy adott € pontossag esetén ||gj—_1]| < € és u(fy) < m, akkor korabbi tételiink alapjan

e m>0

i i
leall < M llg-allhy < Me 3oy < Mewi < Me, - ahol M = { L m<o.

j=1 j=1

e Tehat, ha ||g;_1| < ¢, akkor elfogadjuk a lépést és x;-bél tovabblépiink. Ezzel biztositjuk az

eredményben az O(g) pontossigot.
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e Ha az el6z6 feltétel nem teljesiil, akkor csokkentjiik a lépéstavolsagot.
lgj—1(h)|| = Cph? + O(hp+1) miatt elég kicsi h-ra [|gj_1(h)|| < € elérhetd.
Ajoh lepeskozt a |lgj—1(h)|| = € képletbdl szeretnénk szamolni, de a gj_1(h) pontos lokalis
hibat nem ismerjiik, csak becsiilni tudjuk. Ehhez egy prébalépést alkalmazunk h;-vel. Ekkor
a lokalis hiba tapasztalati becslése

Ig5—1(hj)|l = Cph§ + O(h?“)_

Innen hP/hE-vel szorozva
j

Whp Cph? + O(h;h?) = ||gj—1(h)|| + h*O(h; + h) = £ + BPO(h; + h).
J

Elhanyagolva a méasodik tagot kiszamithatjuk a jo h értékét:

1/p
1&5-1(Ry)] ( € )
S Al = e, azaz h*:= hj

hY I&5—1(R))l

amivel 1épniink kell az € pontossag eléréséhez. A szamitasi gyakorlat igazolta, hogy érdemes
egy cp ,,biztonsagi szorzét” beiktatni:

. 1/p
h = cohj ( G )”> , ¢p €[0.8;1).

”.]1

A kapott képletet a kivetkezd stratégiakban hasznosithatjuk:

1. A hj és [|g—1(h;)|| adatok alapjan meghatdrozzuk h* értékét, ez lesz a kovetkezd 1épés
hossza
hj+1 = h*.

2. Az eredeti elképzelést részben megvaldsitjuk:
e ha h* < 0.1hj, akkor hj := 0.1h; és tjra 1épjiik a j. 1épést,
e ha 0.1h; < h* < hy, akkor hj := h* és djra 1épjik a j. 1épést.

A fenti két 1épés Osszevonhatd: a h* < h; feltétel mellett elvetjikk az el6z6 lépést és h; :=
max (0.1 hj, h*) 1épéskozzel tjra 1épjik a j. 1épést.

e Ha hj < h* < 2hj, akkor bar lehetett volna nagyobb hosszal 1épni, de ismétlése sajit magunk
biintetése lenne. Ekkor az Gj h*-t csak a kovetkezd lépésben alkalmazzuk: hjiq := h*,

e ha h* > 2h;, akkor hjy1 := 2 hj-vel 1épiink tovabb.
A fenti két 1épés Osszevonhaté: a hy < h* feltétel mellett hjyq := min(2 hj, h*) 1épéskozzel 1épjiik a
koévetkezo 5 + 1. 1épést.

Megjegyzések.

1. A legels6 lépésben érdemes megengedni a lépéshossz tobbszori ujravalasztdsat is, mig a
kezdeti 1épés hibdja elfogadhatd nem lesz.
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2. Ha a pontosabb médszer eredményével 1épiink tovabb (pl. bedgyazott RK-mddszer ese tén
a p-edrendiivel, felezés esetén az extrapolacios értékkel), akkor gyakorlatilag hasznalhaté a fenti 16-
pésvélasztés, de a hibabecslés nem hasznalhaté, mert az a kevésbé pontos eredményre vonatkozott.
Ugyanakkor az eljaras hatékonyabb, egyenlé miiveletigénnyel pontosabb eredményt kapunk.

3. Az eddigi stratégidk hatranya, hogy lassan valtozdé megoldéasok ellenére erésen oszcillald
lépéstavolsagokat eredményez, pl. merev differencialegyenletek esetén, ami a visszautasitott 1épések
és a gyakran sziikségtelentil kicsi 1épéstavolsdgok miatt az eljaras hatékonysagat csokkenti. Ekkor
elényos, ha az el6z6 1épést jellemz6 mennyiségeket is figyelembe vessziik pl.

- 1/p
h:=xlhihi_q1| ——— .
7 1<ng_1<hj>u>




5. fejezet

Linearis tobblépéses modszerek
(LTM)

5.1. Altalanos linearis t6bblépéses modszerek

Ebben a fejezetben egy olyan modszercsaladdal foglalkozunk, mely magasabb rend esetén kevesebb
fliggvénykiértékelést igényel, mint a RK-mddszerek. Induljunk ki Gjra az Euler-médszerbdl

Yit1 = Yi + hfi, ahol fi:= f(xi,ys).

Ez egy egylépéses mddszer, mivel csak a megel6z6 y;-t hasznaljuk az Gj y;+1 kozelitéséhez. Ennek
megfeleléen az [-1épéses mbdszereket tigy altalanosithatjuk, hogy [ régi értéket, az y;, Yit1, - - -, Yiri—1
értékeket hasznaljuk fel az 4j y;4; kozelitéshez.

5-1. Definicié. Ha oy = 1 és |ag| + |Bo| # 0, akkor a

! !
S oowyirk =h Y Befivks  firk = f(Titk: Yirk)
k=0 k=0

alakban felirt médszert linearis [-1épéses mddszernek nevezziik.

Az a; = 1 feltételt azért koveteltiik meg, mert azon médszerek kozt, ahol az ay, B és ag, By
egyutthatok csak egy szorzéban kiilonboznek, valéjaban ugyanazt a megoldast generaljak. A kez-
detiértékproblémabdl csak yg-at ismerjiik, ezért a mdédszer alkalmazasahoz egy explicit modszerrel
(pl. RK) a hidnyzd y1, 92, ..., y—1 értékeket ki kell szdmolnunk.

a) Ha (; =0, akkor explicit médszerrél beszéliink. Az i. 1épésben az
Yis Yit1s -« Yirl—1 €8 fiy fir1, ..., fiqi—2 értékekbdl szdmitjuk fii,-1-et, majd y;-et:

fiti—1 = f(Titi—1, Yiti—1)
-1

Vit = Y (hWBrfivk — CkYitk)
k=0

b) Ha f; # 0, akkor implicit médszerrdl beszélunk. Atrendezett alakja:
-1

Yirt — hBifiyi = > (hBrfivk — aryirs),
k=0
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ahol a jobboldal nem tartalmaz y; ;-es tagot. Az i. 1épésben az y;, Yit1, - - -, Yiri—1 értékekbol el6szor
kiszamitjuk f;1;—1-et, majd az Fl-l mennyiséget, majd alkalmazzuk a fixpontiteraciot y;; kozelité-
sére.
fivi-1 = f(@ivi-1,Yit1-1)
-1
=" (hBufirk — akYirk)
k=0
yﬁ’, adott egy explicit médszerbél vagy pl.

0
yi(-l-)l = Yitl-1

m=20,1,...

1
oy = hBuf (i, ) + .
Az i. 1épésben a

e(y) = hBif (zis1,y) + F}

operator fixpontjat kozelitjiik. A konvergencia bizonyitdsahoz a Banach-féle fixponttételt hasznal-
juk.

5-1. T || Ha f a mdsodik vdltozdjaban kielégiti a Lipschitz-feltételt az Ly dllanddval és a
fixpontiterdcio kontrakciés dllanddja

q=h|p|Ly <1,

akkor a fenti iterdcio konvergens.

Bizonyitas. Vizsgiljuk meg, hogy ¢ kontrakcié-e R™-en. A Lipschitz-felételt felhasznélva

lo(y) — o)l = 1(hBLf (it y) + F}) — (WBif (wigs, 2) + F))|| =
= LB - | f(@isi,y) — f(@igs, 2)|| < RIBILy - ly — =],

q = h|B|Ly < 1 esetén ¢ kontrakcid, ezért az iterdcié konvergens. M

Megjegyzés.
A fenti feltétel a h < m feltételt jelenti a lépéskozre. Azonban, ha ¢ 1-hez kozeli, akkor a
konvergencia lassi, sok fiiggvénykiértékelésre van sziikségiink, ezért nem lesz hatékonyabb az RK-

médszereknél. Erdemes feltenniink, hogy

1
28| Ly

igy a konvergencia gyors. A gyakorlatban jé kezdeti érték esetén legtobbszor egy-két iteraciot vég-
zink. Ekkor 1épésenként két-harom fiiggvénykiértékelés sziikséges: firi—1, f(Titi, yg_?_)l), f(xig, yz(_lir) ).
Osszehasonlitdsul a Dormand—Prince-féle 5(4) RK-képlet 1épésenként 6 fiiggvénykiértékelést igé-

nyel.

—

h <

= QS§7

5.2. Adams-modszerek

5-2. Definici6. Azokat a tobblépéses modszereket, melyekre

!
Yi =yi1 +h Y Beficks

k=0
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Adams-féle modszereknek nevezik.
Ha By = 0, akkor explicit a médszer és Adams-Bashforth-médszernek nevezziik. Ha g # 0,
akkor implicit a mdédszer és Adams-Moulton-médszernek nevezzik.

Megjegyzések.

1. A moédszer indexelése eltér az altalanos tobblépés modszerekétél. Az y; értékhez y;_i-re
és az f;, fi—1,..., fi_; értékekre van sziikségiink. Vagyis az y;_o,...,y;_; értékekre csak kozvetett
moédon f-en keresztiil.

2. Az explicit Adams-modszereket stabilitdsi okok miatt mar régéta nem hasznaljak énalléan,
csak implicit modszerrel kombindlva.

3. Az Adams-féle modszereket Lagrange-interpolicidval is levezethetjiik. Nézziikk az n = 1
(valds) esetre a konstrukeiét implicit Adams-féle médszerek esetén. A kezdetiértékproblémat integ-
ralva

y(xi) = y(wi-1) + /jll flx,y(z)) dx.

Itt az f(z,y(x)) fiiggvényt kozelitjiik az (v;_, fi_k)t_, pontokra felirt L;(x) l-edfokti Lagrange-
interpoléacids polinomjaval.

Ty

!
> fiklip(z) do =

i-1 k=0

v~y + [ L) do = ylaia) + [
l .
=y(zi1)+ Y fi—k/ biy(z) dz,
k=0 Ti—1

ahol ¢;_r(x) az i — k. alapponthoz tartozé Lagrange-alappolinom. Ezzel a vilasztassal implicit
eljarast kapunk, mert y; eléallitasdhoz f;-t is felhasznaljuk.

l o o x;
yi=vi1+ ) Binfikr Bisp= / Cip(z) dz
k=0 *

i—1

Ha a felosztasunk egyenletes, akkor a 3;_; értékeink i-tél fiiggetlenek lesznek. Nézziik meg ezt az
esetet. Tegyiik fel, hogy x; = ih és végezziink el egy © = x; — sh helyettesitést.

Bi_k = / elfk(l') dx = / H x sz—] dr =

XTi—1 Ti—1 §=0,j#k Ti—k — Li—j
! . I .
_ lh xi_Sh_xi+‘7,hds:h 1 J=5
) x; — kh —x; + jh 0 j107j¢k]—k

A kvadrattra formulaknél tanultakhoz hasonléan bevezethetiink i-tél és h-tél fiiggetlen egyiittha-
tokat.

1! i
5k:/0 11 J st (k=0,...,0)

=042k

4. Nézziik végig az explicit modszerek konstrukciéjat az n = 1 esetben. A kezdetiértékproblémét
integralva

y(zi) = y(@im1) + /;i f(z,y(z)) dx.
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Itt az f(z,y(x)) figgvényt kozelitjik az (z;_g, fi—

k)4 _, pontokra felirt L;_1(x) [—1-edfokt Lagrange-
interpoléciés polinomjaval.

x; Tq !
ve) g+ [ La@ds =y + [ 3 et

Ti—1 fo—1
! 2
=y(zic1) + Y fi—k/ li—i(z) dz,
k=1

Ti—1

ahol ¢;_(z) az i — k. alapponthoz tartoz6 Lagrange-alappolinom

i—k —

! .
Yi =Yi-1+ Y Binficks Bigp = / bi () dx
k=1 z

i—1

Ha a felosztdsunk egyenletes, akkor a ﬁ _1 értékeink i-t6l fiiggetlenek lesznek. Nézziik meg ezt az
esetet. Tegyiik fel, hogy x; = ih és végezziink el egy © = z; — sh helyettesitést

x; z; !

—x i i T — X

Bick :/ li—y(x)dx =/ [ ———
Ti—1 x

dx
i-1 =1 j£k Ti—k — m’i—j

lh ﬁ xi—sh—xi—kjh h/ j—sds
0 =1tk i—kh—xi—l-jh

A kvadrattra formulaknél tanultakhoz hasonléan bevezethetiink i-t6l és h-tél fiiggetlen egyiittha-
tokat.

Bk—/ H I =5 45 (=1,

Jj= lj#kj_

)

5.

Ellen6rzésképpen érdemes az f = c¢ konstanst helyettesiteni a mddszerek képletébe. Az
interpolacié miatt L(x) = ¢, ekkor a médszerek a pontos megoldast adjik

!
Yi =yi-1 +he=yi_1+he Y By,

k=0
amibdl az implicit illetve explicit esetre

! !

S B=1 ¢é Y pi=1
- k=1

adédik.

5-1. Példa. Készitsiik el az 1-1épéses Adams-Moulton médszert!
Megoldas. A fenti implicit képletek alapjan

11 P
Bk:/ T 75 4s (k=0,1).
0 k

=047k T

De gondolkodhatunk tgy is, hogy a 0,1 alappontokhoz tartozé alappolinomokat kell integ-
ralnunk [0; 1]-en.

1 1 1 1
502/(1—S)d527, Blz/sds:f
0 2 0 2
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Igy az 1-1épéses Adams-Moulton médszer alakja

h h
Vi =Yi-1+ §(fz‘ +fic1) & Y=yt §(fz' + fi+1),

ami a trapéz-mddszert adja (lasd kés6bb az implicit RK-mddszereknél). W

5-2. Példa. Készitsiik el az 1-1épéses Adams-Bashforth mdédszert!
Megoldas. A | = 1 esetben az egyetlen (/931‘71, fi—1) pontra irjuk fel a konstans Lagrange
interpoldcids polinomot, ami Lo(z) = fi—1. Igy ennek integralja [0; 1]-en hf;_;.
A modszer tehat
Yi = Yi—1 + hfi,
vagyis az Euler-modszert kaptuk.
|

Feladatok

5-1. Igazoljuk, hogy az implicit Euler-médszer is Adams-Moulton-médszer!

Vi = Yi—1 + hfi

5-2. Készitsiik el a 2-1épéses Adams-Bashforth moédszert!

h
Yi = Yi—1 + B (3fi—1 — fi—2)

5-3. Készitsiik el a 3-1épéses Adams-Bashforth médszert!

h
Yi = Yi—1 + 12 (23fi—1 — 16fi_o + 5fi—3)

5-4. Készitsiik el a 4-1épéses Adams-Bashforth moédszert!

h
Yi = Yi—1 + 21 (55fi—1 —59fi—o +37fi—3 — 9fi—4)

5-5. Készitsiik el a 2-1épéses Adams-Moulton mddszert!
h
Yi =Yi-1t 15 (5fi +8fic1 — fi2)

5-6. Készitsiik el a 3-1épéses Adams-Moulton mddszert!

h
Yi = Yi—1 + 21 (9fi +19fi_1 — 5fi—2 + fi—3)

5-7. Készitsiik el az 4-1épéses Adams-Moulton médszert!

h
Yi = Yi1+ 720 (251f; + 646 f;i—1 — 264 fi—2 — 126 fi_3 — 19fi_4)
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5.3. A kozéppont szabaly

Az egyik legegyszeriibb tobblépéses modszer a kozéppontszabily, mely stabil és masodrendii, de
vannak egyéb problémai, ami miatt a gyakorlatban nem alkalmazzik. Arra azonban alkalmas, hogy
az 0j fogalmakat szemléltessiik rajta. Az Euler-mddszerhez képest az x;11-beli kozelitést most az
x;—1-beli kozelitésbbl kapjuk: az z; pontbeli meredekséggel (y'(x;) = f(zi, yi)-vel) 2h-t 1épiink
xifl—bél.

5-3. Definicié. A kozéppont szabaly alakja
Yi+1 = Yi-1 + 20 fi,
ahol yg adott, y; példaul a javitott Euler-mddszerrel eléallitott kozelités.
5-4. Definicié. A korabbi definiciéval 6sszhangban a kdzéppont szabaly képlethibédja
(vagy lokalis hibédja) a

o) = gy = LI oy (ay)

mennyiség, ahol y(z) a differencidlegyenlet pontos megoldésa.

(A kézéppontszabdly tulajdonsdgai)

a) Legyen f € C?([0;1] x R), akkor a kézéppont szabdly mdsodrendben konzisztens.
b) Ha f € Lipy, akkor a kézéppont szabdly stabil.
c) A kozéppont szabdly az el6z6 f-re tett feltételekkel konvergens.

Bizonyitas. a) Irjuk fel a Taylor-formuldt hg;-re x; kozépponttal, harmadrend{i maradéktaggal.

h?2 h3
hgi = y(xi) + hy' (z;) + 51/"(%') + Fy"'(m)
2

3
—@mwwwm+ZMm%%Mw@—%wm=

B (" (i) +y" ()
3 2

h‘3 n
= gy (fz)
Innen

h2
< M hol My = "
lgi] < 3 Ms,  aho 3 xrg[egﬁ]!y (z)],

ami a masodrendi konzisztenciat jelenti.
b) A stabilitasvizsgdlathoz a globdlis hibat kell becstilniink a lokalis hibakkal

eir1 = Y(Tip1) — Yiy1 = [y(wi—1) + 2hf(zi, y(2;)) + hgs] — (i1 +2Rf;) =
= (y(wi-1) — yi—1) + 2h(f(zi,y(x:)) — fi) + hgi = ei—1 + 2hie; + hg;

a hibaegyenlet, a

bi = f(zi’yggfézgzgi(xi’yi)7 ha y(z;) # y;
; =

Ly, ha y(z;) = yi
segédfiiggvénnyel. Igy |¢i| < Lg. A globalis hibara kapott rekurziét ep-ra kellene vissza-
fejteniink, azonban itt kétlépéses rekurziénk van, ezért attériink matrixos felirdsra. Vektorosan
mar egy mélységi lesz a rekurzio.

-l D1
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Ujiq = (A + hBi)ui + hvy,

. €i—1 L 0 . 0 1 L 0 0

Ezutdn maximum normaban felirva a becslést:

ahol

is1llee < (Ao + AlBilloo) l1illoo + Allvilloo <
< (1+2hLg)[uilloc + hlgil,

azaz,
[uzloc < (14 2hLg)|lu1lo + hlgil,
luslloc < (14 2hLy)|uzllco + hlga| < (14 2hLs)? (|[urlloc + Rlga] + hlg])-
Visszafejtve

7
l€it1] < [uigalloo < (14 2hLy)" (”u1||oo +> |§/k!h> <
k=1

< (14 2hLy) (max<|eo|, )+ 3 |gk|h> <
k=1

7
< 2l <maX(\€0’a lex]) + > ’.Qkh>

k=1

Ami a stabilitdst jelenti a kézéppont szabélyra.

c) Ha teljesiilnek az f-re tett feltételek és eg = 0, e; = O(h?), akkor az el6z6 becslésbil:
h2
|€i| < e?Ls <’€1| + $13M3> = O(h2)

|
Megjegyzések.

1. Ha y;-et az Euler-médszerrel szamitjuk ki, akkor
h2
‘61’ S h"go‘ = ?M27

ami teljesiti a feltételeket, de mas szempontbdl nem jé.

2. Ha yp-et a javitott Euler-mdédszerrel szamitjuk ki, akkor
h3 h3
le1] < hlgo| = FM?’ + §|’F2f\|0[0;1]7

ami til pontosnak tiinik, azonban a szdmitégépes program jobb lesz. Erdemes az els6 1épést pon-
tosabban megtenni, mert az ekkor okozott hiba az egész megoldasra kihat.

5-3. Példa. Alkalmazzuk a kézéppont szabélyt az f(x,y) = qy esetben, ahol g konstans. Elemezziik
a viselkedését.
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Megoldas. Ekkor az
yi+1*2hqyi*?/i—1 :07 ’L:].,Q,

differenciaegyenletet kapjuk. Mivel y(x) = e?* az egzakt megoldésa a differencidlegyenletnek,

ezért tekintsiik az

yo=1, y ="

pontos kezdeti feltételeket. A differenciaegyenlet megoldasat a karakterisztikus egyenlet gyo-
keivel irjuk fel.

2hq + \/4h2q? + 4
_ 2 _ 1 — _ — 2
0(2) =2"—2hgz—1=0 — z12= 5 =hq++/1+ (hq)

Mivel hg < 1, ezért a gyokoket a

1
z1=hg+/1+ (hq)?, 22= T

stabilabb alakban hasznaljuk. A differenciaegyenlet altaldnos megoldasa:

1
Yi :clziJch (1) , 1=0,1,....,N
21
A kezdeti feltételt felhaszndlva hatdrozzuk meg ¢ és co értékét. A Maple segitségével oldjuk
meg a kapott 2 x 2-es LER-t, majd vizsgdljuk a pontos megoldas (y(x;) = y(ih) = ) és
a kozéppont szaballyal kapott megoldés (y;) eltérését ¢ < 0 illetve ¢ > 0 esetben. Rajzoljuk
ki az eltérést konkrét h (h — 0) és ¢ esetén. Lathatjuk, hogy a ¢ < 0 esetben, amikor a
pontos megoldas monoton fogyd, a kozelitésiink oszcillalé lesz, vagyis a kapott kozelitésiink
a megoldas viselkedését nem tartja meg. A ¢ > 0 esetben ez a probléma nem jelentkezik, a
megoldés és a kozelités is monoton névs. A pontos elméleti elemzést 1dsd [10] 67. oldalan. W

A fenti tanulsdgos példa mutatja, hogyan lehet egy numerikus mdédszer konzisztens, stabil és
konvergens, de gyakorlatilag hasznalhatatlan. Az ilyen kellemetlen példak miatt kézenfekvd, hogy a
stabilitasi fogalmat szigoritsuk vagy megkoveteljiik, hogy a 0-stabilitas mellett bizonyos alapvetéen
fontos differencidlegyenleteken megfeleléen viselkedjen barmely h 1épéskoz esetén.

5-5. Definicié. A zy, = (20,...,2n)7 € RV*! vektor Spijker-norméja a kovetkezé mennyiség
N |
|zn|ls = max(|zol,...,|zi-1]) + max szh ,
=l |

ahol 1 <[ rogzitett érték. A kézéppont szabdly esetén [ = 2.

c sz

norméat specidlisan valasztjuk, akkor a kozéppont szabaly nem stabil. Vagyis a stabilitas fiigg a
normatol.

(Spijker, a kozéppont szabdly instabil)

A kézéppont szabdly nem stabil a Spijker-normdban, ha vy szdmitdsdra az Euler-mddszert
alkalmazzuk. Ezt formdlisan is megfogalmazzuk a kévetkezékben. A kézéppont szabdlyt irjuk
fel egy F': RVNTL — RN [eképezéssel:

(£(yn))o = o,

(F'(yn))1 = y1 — yo — hf(20, %0),

Yi — Yi— .
(F(yh))Z:T2_f(xZ7yz)7 Z:27"‘7]\[7
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ahol yyn, = (yo,...,yn)T € RNTL. Ekkor nincs az N-t6l fiiggetlen olyan M konstans, melyre
(1) (2)

a kozéppont szabdly két tetszbleges y, ',y  megolddsa esetén

Iy - y@ o < MIFED) - Fiy)s.

Bizonyitas. Lasd [10] 68. oldaldn. B

5.4. Tobblépéses moédszerek O-stabilitasa

Linearis tobblépéses modszerek esetén az y1,...,y;_1 kezdeti értékek hibat tartalmaznak. Kérdés,
hogy érzékeny-e a modszer a kezdeti értékek viltozdsaira.

5-6. Definicié. Egy linearis [-1épéses mddszer 0-stabil (zero-stabil), ha 1étezik egy K € R konstans,
hogy barmely, a moédszerrel generalt yy, és zp sorozatra h — 0 esetén teljesiil minden ¢ =
l,...,N-re, hogy

ly: — zi| < Kmax{|yo — 20|, [y1 — 21l,-- -, [yi—-1 — z1-1]},

ahol yg,...,¥1-1, 20,--.,21—1 a sorozatokhoz tartozé kezdGértékek.

5-7. Definicié. Egy linearis I-1épéses mddszer elsé stabilitasi (karakterisztikus) polinomja a

l
o(2) = ) ant,
k=0

a masodik stabilitdsi (karakterisztikus) polinomja a

l
o(z) = Z Brz".
k=0

5-8. Definicid. Azt mondjuk, hogy o teljesiti a gydkfeltételt, ha az els6 stabilitasi polinom gyokei
a zart egységkoron beliil vannak és az egységkoron 1éve gyokei egyszeresek.

‘ (LTM 0-stabilitdsa)

Az LTM pontosan akkor 0-stabil, ha a modszer elsd stabilitdsi polinomja kielégiti a gydkfelté-
telt.

Bizonyitas. =: Tekintsiik az y' = 0-ra felirt LTM-et.
Yirl + ...+ aoy; =0

Ennek megoldasa a differenciaegyenletek elméletébdl a kovetkezo alaki:

k
yi =Y p;(i)z},
j=1

ahol z; egy m; > 1 multiplicitast gycke a o(z) els6 stabilitasi polinomnak. p; egy legfeljebb
mj — l-edfokt polinom és k£ < [ a kiilonb6zé gyokok szdma. Tegyiik fel indirekt, hogy a
modszer O-stabil, de a gyokok nem teljesitik a gyokfeltételt.
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a) Ha valamelyik gyokre |z;| > 1, akkor vannak olyan yo, ..., y—1 kezdeti értékek, melyekre
a megoldés |z;|* szerint né. Ha h — 0 (Nh = 1), {gy N — oo, akkor a megoldds nem korlatos.
Vegyiik mellé a zp = ... = z;_1 = 0 kezdeti feltételeket a z; = 0 Vi-re megoldassal. Ekkor a

0-stabilitas nem teljesiil, ellentmondésra jutottunk. Tehat nem lehet egynél nagyobb abszolit
értéku gyok.

b) Ha valamelyik gyokre |z;| = 1 és m; > 1 (a kérvonalon 1év6 tébbszords gyok), akkor van-
nak olyan kezdeti értékek, hogy a megoldasban a py (z)z; tag legalabb imi_lz;:—nel aranyosan
nd, igy nem korlatos. A 0O-stabilitds ekkor sem teljesiil, ellentmondéasra jutottunk.

<: Hosszadalmas, lasd [10] 75. oldaldn. W

5-4. Példa. Az Euler- és implicit Euler-mé6dszer 0-stabil, mert o(z) = z — 1. Ez kielégiti a gyokfel-
tételt, mivel z = 1 az egyetlen gyoke. Ugyanez vonatkozik a trapéz moddszerre is.

5-5. Példa. Az [-1épéses Adams-Bashforth és Adams-Moulton mddszerek is O-stabilak, mert az

elsé stabilitdsi polinomjuk o(z) = 2! — 271 = 271 (2 — 1). A z = 0 [ — 1-szeres gyok, z = 1 pedig

egyszeres, ezzel teljesiti a gyokfeltételt.
5-6. Példa. A kovetkez6 3-1épéses modszer nem O-stabil.
Wyits + 2Tyir2 — 27yit1 — 11y; = 3h(firs + 9fiv2 + fi)
Az els6 stabilitdsi polinomja o(z) = 1123 + 272% — 272 — 11. Ennek gyokei:
z1=1, 2o9=-0.32, 2z3=-3.14,

igy |z3] > 1, a gyokfeltétel nem teljesiil.

5-7. Példa. A kovetkez6 3-1épéses modszer nem O-stabil.
Yits + Yir2 — Yi+r1 — Yi = 2h(fiv2 + fir1)
Az elso stabilitasi polinomja
02) =B +22—2-1=(-1)(z+1)=(z+1)*(z - 1).
Ennek gyokei: 210 = —1, 23 = 1, igy az egységkoron 1évé kétszeres gyck miatt a gyokfeltétel nem

teljestl.

5-8. Példa. Az y; — y;—2 baloldali mddszerek is 0-stabilak (ilyenek a Nystrom és Milne-Simpson
modszer), mert az elsé stabilitasi polinomjuk

0(z) =2 =272 =222 - ) =222+ 1) (2 - 1),

A z=01— 2-szeres gyok, z =1 és z = —1 pedig egyszeres, ezzel teljesiti a gyokfeltételt.
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5.5. Tobblépéses modszerek konzisztenciaja

5-9. Definicié. Az LTM képlethibaja vagy lokalis hibaja az

l
L, y(ai), ) = 3 > (ony(ien) — he/ (i)
k=0

kifejezés, melyben y a pontos megoldas. Az LTM-et konzisztensnek nevezziik, ha elegendéen
sima y(z) esetén létezik olyan hg, hogy

L(zi,y(zi),h) = O(hP), 0 <h<hgy és p>1.

Ekkor a moédszer konzisztencia rendje p.

(LTM konzisztencidja)

Tegyiik fel, hogy a differencidlegyenlet megolddsa kétszer folytonosan differencidlhatd [0;1]-en.
Ha

0o(1)=0 ¢ (0#)d(1)=0(1),
akkor a modszer konzisztens.

Bizonyitas. A lokdlis hiba h-szorosara felirva a Taylor-formulat a masodrendli hibataggal

I
hL(zi,y(z:), h) = Y {owy(wi + kh) — hBpy'(z; + kh)} =
k=0

l
= > fou (yla) + khy' (@) + O(h2)) = B (/ (w:) + O(h))} =
k=0

I ! !
= y(xi) Y ap + hy' (z:) <Z ko — ) 5k> +O(h?) =
k=0 k=0 k=0

! !

= y(x;) Z ag + hy' (z;) Z(kak — Br) + O(h?)

k=0 k=0

hL(xs,y(x;), h) = Coy(z;) + Crhy' (x;) + O(h?),
ahol
l
Co=> ar=o(1)
k=0
l

Cr = (kar—Br) = '(1) —o(1).

k=0

A stabilitasi polinomokra tett feltételbél kovetkezik, hogy Cy = C1 = 0, ekkor

ami a konzisztenciat jelenti. A (0 #) /(1) = o(1) feltétel azt biztositja, hogy a z = 1 gyok
egyszeres gyoke legyen o(z)-nek, ezzel teljesiil a gyokfeltétel. W
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(LTM p-edrendi konzisztencidja)

Teqyiik fel, hogy a differencidlegyenlet megolddsa | + 2-szer folytonosan differencialhato.
Ha az {oy.},_, szdmokra

ag+ar+...+a; =0,

akkor egyértelmiien léteznek olyan {,Bk}szo szdmok, hogy az ehhez tartozé maodszer konzisz-
tencia rendje p =1+ 1 legyen.

Bizonyitas. A lokélis hiba h-szoroséara felirva a Taylor-formuldt a p + 1-edrendii hibataggal

hL(zi,y(xi), b Z{aky i +kh) — hBy (zi + kh)} =
k=0

I P j »
= {w (Z (kﬁ_)] y ) (z;) + (kh)gl,y(pﬂ)(&)) -

(p+ 1!

= y(x;) Z o + hy' (z:) Z(kak — Br) +
k=0 k=0
!
ly(j )Y (K — KT BR) + .+ O(RPT) =
k=0

p
hi .
:Z it y9 (z;) + O(hPHh) = Zij (z)h) + O(hPT),

ahol C; = ], és

z
Y= ar=o(1)
k=0

l

n =Y (kog = B) = (1) — o(1)

k=0
!
Y2 =Y (k*ay — 2kpy)
k=0
!
vs =Y (KPay — 3k*B)
k=0

l

7] = Z(kjak _jkjilﬂk% .7 = 07 17 -y D-
k=0

A lemma feltétele vy = 0-t biztosit. Rogzitett agp-k és p = [ + 1 mellett a fenti egyenletek a
Br-kra a kovetkez6 LER megoldasat jelentik.

1 1 1 ... 1 Bo Sh_o kay
0 1 2 l B IS o k2ay,
0 12 22 Pl Be| =| 230k a

o 1t 2t ... 1 By T o K oy
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A matrix Vandermonde-métrix, a determindnsa nem nulla, a LER megoldédsa egyértelmi.
Tehat a fi-k egyértelmiien megadhatdk és a lokalis hiba O(A!*!). W

Megjegyzések.

1. Ha explicit médszert akarunk konstrudlni, akkor 5; = 0 miatt egy egyenlettel kevesebb all
rendelkezésre, ezért a konzisztencia rendje csak [ lesz.

2. Ha rogzitett [-hez [ + 1-nél magasabb rendli moédszert akarunk konstrualni, akkor ez mar
csak az ap-k megfelel§ valasztasaval érhet6 el. Igy is csak [ + 2 rendig juthatunk el (ldsd késébb),
ha a O-stabilitas kévetelményét figyelembe vessziik.

3. Az l-lépéses Adams-Moulton modszer lokalis hibaja a felhasznalt Lagrange-interpolécio
miatt [ + 1-edrendii lesz és hibatagja

(I+1)
H f < Ml—i—th—l-

Hasonléan az Adams-Bashforth moédszer [-edrendii.
4. Haaz oy =1, o)1 = =1, ap = 0 (k = 0,1,...,1 — 2) és megkoveteljiik, hogy implicit
modszer esetén a rendje [ + 1, explicit mddszer esetén [ legyen, akkor a lemma miatt csak Adams-

modszerekrol lehet szé. A fenti egyenletrendszerrel a (i szdmokat meghatirozhatjuk, nem kell
integralokat szdmolnunk a konstrukciéhoz.

5-9. Példa. Keressiik az explicit 3-1épéses maximélis rendii mddszert

aoli—2 + a1yi—1 + aoyi + azyir1 = h(Bofi—2 + Bifio1 + Bafi),

melyben
ag=a2 =0, ag=1.

Megoldas. Osszesen 4 szabad paraméteriink van, ehhez 4 egyenletet kell felirnunk a lemma
szerint.

3
’}/0:0 = Zak:O
k=0

a1+a3=0 = a;+1=0 = a3 =-1
3 3
Mm=0 < ZkakZZﬁk
k=0 k=0
a1 + 2a0 + 3ag = By + B1 + Pa = —143=0y+ 061+ P2
3 3
V=0& > Ko=) 2kB
k=0 k=0
a1 + 4as + 9az = 261 + 45 = —149=251+45

3 3
3= Kar=>_ 3kp
k=0 k=0

a1 + 8ag + 27a3 = 361 + 1205, = —1427=301+ 1209
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a1 = —1-et behelyettesitve
Bo+ B+ P2 =2

231 +4p2 =8
38, + 128, = 26.

A 3. egyenletbdl vonjuk ki a 2. egyenlet 3-szorosat.

=3 =2 - 51:—§
A 2. egyenletbdl
452:8+§:2—; — 52:;
Az 1. egyenletbdl
5022—51—52224-%—%:%-

A kapott médszeriink a Nystrom-modszer, melynek rendje 3

1
Yirl = Yi—1 + 3 h(7fi —2fic1 + fi—2).

5-10. Példa. Keressiik az implicit 3-1épéses maximalis rendi mddszert

aogYi—2 + a1yi—1 + oy + asyiv1 = h(Bofi—2 + Bifi—1 + Bafi + B3 fit1),

melyben
OtOZOZQZO, 013:1‘

Megold4s. Osszesen 5 szabad paraméteriink van, ehhez 5 egyenletet kell felirnunk a lemma

szerint.
3
Y% =0 <& Z ap =20
k=0
ag+ar+ar+az3=0 = aoa1+1=0 = a3 =-1
3 3
nm=0 < Zkak=25k
k=0 k=0
a1+ 2az + 3az = Bo + B1 + B2 + B3 = —1+3=p00+pB1+ P2+ B3
3 3
V=0 & > Kay=)Y 2kB
k=0 k=0
a1 + 4o + 9oz = 261 + 482 + 6033 = —14+942=p31+4B2+633
3 3
Y3 = 0 < Z kzgak = Z 3k2ﬁk
k=0 k=0
a1 + 8ag 4+ 27ai3 = 351 + 1289 + 2703 = —1427=301 + 1208y + 2703
3 3
nu=0 & Y kKo=) 4kp
k=0 k=0

a1 + 16ag 4+ 8lasg = 451 + 3202 4+ 108033 = —14+81 =451+ 3282 + 10853
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A Matlab vagy Maple segitségével oldjuk meg a LER-t. A kapott G értékek:

1

1 4
50—07 /Bl_ga 52_57 53_57

A kapott mdédszeriink az implicit 3-1épéses Milne-Simpson modszer, melynek rendje 4

1
Yirl = Y-+ 5 h(f(xiv1,yiv1) +4fi + fio1).

T6bblépéses modszerek készithetok a Fejér-Hermite interpolacié felhasznalasaval is, erre mutatunk
példat a kovetkezokben.

5-11. Példa. Tekintsiik a kovetkezd ,lyukas” Fejér-Hermite interpolaciét. Adottak az xq, z1 alap-
pontok és az yo, yp, vy figgvény és derivalt értékek. Keressiik azt a P méasodfokd polinomot, mely
az alappontokban a megadott fiiggvény és derivalt értéket adja. Ezutédn y; = Pa(x1)-bdl felirhato
a rekurzid, amit numerikus médszerként hasznalhatunk.

Megoldas. A polinomot a Newton-alak rekurzidja alapjan
P(z) = Hy(x) + c(x — 20)* = yo + yo(z — 20) + c(x — 0)?

alakban keressiik. Ennek derivaltja ismert az x; pontban.

1
v = Plar) =g+ 2e(er —wo) =yp+2ch —  c= g (4h —up)

Igy az y(x) megoldas kozelitésére a

1

y(w) = P(x) = yo + yh(w — o) + 5 (v1 = o) (@ — w0)”

polinomot kapjuk. Tehat az y(z1) kozelitése

h h
y(z1) =~ y1 := P(21) = yo + yoh + 5(@/’1 — o) = Yo + g(yi + y0).-

Innen a rekurzié "
Yir1 == Yi + §(fi+1 + fi),

vagyis a trapéz-szabélyt kaptuk. Latjuk, hogy y] megaddsa miatt implicit médszert kaptunk.
[ |

Feladatok

5-8. Miért nem alkalmazhaté a 6. lemma a kozéppont szabdlyra, abban az értelemben, hogy
kétlépéses modszer 1évén a konzisztencia rendje 3 lehetne? Konstrudljuk meg azt a 2-lépéses
modszert, melynek a-szdmai megegyeznek a kézéppont szabdlyéval, de harmadrendi.

5-9. Készitsiik el az explicit 2-1épéses maximalis rendli médszert, melynek alakja

aoli—1 + a1y; + aayit1 = h(Bofi—1 + B1fi)s

ahol ag = —1, ag = 1. (A kozéppont szabélyt kapjuk.)
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5-10.

5-11.

5-12.

5-13.

5-14.

5-15.

5-16.

Készitsiink maximélis rendi explicit 2-1épéses moédszert, melyben az ag-kra nem tesziink
megkotéseket. Alakja

aoli—1 + a1y; + aayiv1 = h(Bofi—1 + Bifi).

0-stabil-e a mddszer? Most 4 szabad paraméteriink van, ehhez 4 egyenletet kell felirnunk és
3 lesz a médszer rendje. A kovetkezé mddszert kapjuk:

Yit1 = —4yi + 5yi—1 + h(2fic1 +4fi).

Hatarozzuk meg a kovetkezé LTM moddszer szabad paramétereit gy, hogy a konzisztencia
rendje maximalis legyen! (f elég sima fiiggvény.)

Yi+1 — Yi—1 = h(afi + bfi-1)
Vizsgalja a médszer stabilitasat és konvergencidjat is!

Hatérozzuk meg a koévetkez6 LTM modszer szabad paramétereit tigy, hogy a konzisztencia
rendje maximadlis legyen! (f elég sima fiiggvény.)

Yir1 — Yi1 = h(afiq1 +bfi + cfic1)
Vizsgédlja a mddszer stabilitasat és konvergencidjat is!

Hatarozzuk meg a kovetkezd LTM moddszer szabad paramétereit gy, hogy a konzisztencia
rendje maximalis legyen! (f elég sima fiiggvény.)

ay; +byi—1 + cyi—2 = hf;
Vizsgalja a modszer stabilitdsat és konvergenciajat is!

Készitsiink maximalis rendli implicit 2-1épéses moddszert, melyben ap = ag =1 és o = —2.
Adjuk meg a By, 81, B2 értékeket. O-stabil-e a modszer?

Yi—1 — 2y + Yir1 = h(Bofi—1 + Bufi + Bafit1)-

A kévetkez8 médszert kapjuk: (81 = 0,82 = 3 és By = nem 0-stabil)

1
—3

1
Yirl = 2Yi — Yi—1 + 3 h(fis1 — fiz1)-

Adjuk meg « és 3 értékét gy, hogy a kovetkez6 3-1épéses mddszer negyedrendii legyen.
Yit1 + (Y — Yi-1) — Yi—2 = hB(fim1 + i)

Mutassuk meg, hogy nem 0-stabil.

A kovetkez6 LTM-k koziil melyek 0-stabilak?
a) Yi+1 +Yi — 2yi-1 = h(fis1 + fi + fi-1)
b) Yi+1 —Yi-1= %h (fit1 +4fi + fim1)

C) Yit1 —Yi = %h (3fi — fi=1)

1

d) yit1—yi = 12 h (5fiv1 +8fi — fi—1)
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5-17.

5-18.

5-19.

5-20.

5-21.

5-22.

5-23.

5-24.

5-25.

Készitsiik el az x;, x;—1 és ;41 egyenletes felosztast pontokhoz tartozé legfeljebb mésodfoki
interpolaciés polinomot (P), majd derivaljuk. Mutassuk meg, hogy ha y € C3[0; 1], akkor
1
Y (@ip1) = P'(2i41) + O(h?) = o7, By (@is1) — dy(z) + y(zi1) + O(h?)).
A kapott modszer:
3Yit1 — 4y + yi—1 = 2hfit1.

Készitsiink interpolécié segitségével tobblépéses mddszert, ha g, 1, x2 alappontok és yo, y1, y2
a megadott fliggvényértékek. A kapott polinomot derivaljuk és értékeljiik ki az x1 pontban,
vagyis az y] kozelitését kapjuk. Rendezziik 4t yo-re, majd készitsiik el a numerikus modszer
rekurzidjat.

Készitsiink Fejér-Hermite interpolédcié segitségével tobblépéses modszert, ha xg, x1 alappon-
tok és vo, Y6, y1, Yy a megadott fliggvény és derivaltértékek. A kapott polinomot értékeljiik
ki az xo pontban, vagyis az yo kozelitését kapjuk. Ebbdl készitsiik el a numerikus modszer
rekurzidjat.

Vizsgaljuk meg a kévetkez6 LTM mébdszer konzisztenciajat, stabilitdsat, konvergencidjat!

(f elég sima fliggvény.)

1
Yigd — Yi = gh(Sfi+3 —4fita +8fi)

Vizsgaljuk meg a kévetkez6 LTM mébdszer konzisztencidjat, stabilitasat, konvergenciajat!
(f elég sima fliggvény.)

Yiv2 + Yir1 — 2y; = %h(5fi+1 + fi)
Szamitsuk ki az y; megoldast rogzitett x, = x; = i¢h helyen az f =0, yo =1, 91 =1+ h
specidlis esetben! Hogyan viselkedik ez a megoldas i — oo esetén?
Vizsgaljuk meg a kévetkezé LTM médszer konzisztenciajat, stabilitasat, konvergenciajat!
(f elég sima fliggvény.)

Yir2 — 6yiy1 + 5y; = —4hf;

Szamitsuk ki az y; megoldast rogzitett x, = x; = ¢h helyen az f =0, yo =1, 91 =1+ h
specidlis esetben! Hogyan viselkedik ez a megoldas i — oo esetén?
Vizsgaljuk meg a kiovetkezd LTM modszer konzisztencidjat, stabilitasat, konvergenciajat!
(f elég sima fiiggvény.)

Yi+2 — 6Yir1 + 5yi = —h(fiy1 + 3fi)
Szémitsuk ki az y; megoldédst rogzitett z, = x; = th helyen az f =0, yo =1, y1 = 1+ h
specidlis esetben! Hogyan viselkedik ez a megoldas i — oo esetén?
Vizsgaljuk meg a kévetkez6 LTM mébdszer konzisztenciajat, stabilitdsat, konvergenciajat!
(f elég sima fiiggvény.)

Yit+2 + 4iv1 — 5yi = h(4dfit1 +2fi)
Szamitsuk ki az y; megoldast rogzitett x, = x; = ih helyen az f =0, yo =1, y1 =1+ h
specidlis esetben! Hogyan viselkedik ez a megoldas i — oo esetén?

Vizsgaljuk a kovetkezd Milne-Simpson modszer

1
Yirl — Yi-1 = gh(fiJrl +4f;i + fi-1)

konzisztenciajat, stabilitdsat! Javasoljunk alkalmas egylépéses modszert a médszer beindita-
sara! Milyen numerikus viselkedés varhaté f = qy esetben?
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5.6. 0-stabil tobblépéses mdédszerek maximalis rendje

(Dahlquist ekvivalencia tétele)

Tekintsink eqy £-1épéses LTM-et, mely konzisztens és f teljesiti a Lipschitz-feltételt.
Ekkor a 0-stabilitds sziikséges és elégséges feltétele a konvergencidnak. Tovdbbd, ha y € CPT!
és a lokdlis hiba O(RP), akkor a mddszer globdlis hibdja is O(hP).

(Dahlquist 1. tétele)

Tegyiik fel, hogy az (-lépéses LTM konzisztens (o(1) =0, ¢'(1) = (1)) és o teljesiti a gyok-
feltételt.

a) Ha a mdédszer explicit, akkor a rendje maximdlisan (.

b) Ha a mddszer implicit, akkor a rendje mazimdlisan

£+ 1, hat pdratlan
£+ 2, hat pdros

c) Azl pdros esetben az { + 2-rendil mddszer minden gyoke rajta van az egységkoron.
Bizonyitas. A bizonyitast lasd [10] 94. oldaldn. W
Megjegyzések.

1. A 0-stabilitds gyokfeltétele ugyan korlatozza a lehetséges médszerek osztalyat, viszont nem
biztositja azt, hogy a mdédszer az alkalmazas szempontjabdl is jo legyen. Lasd a kdzéppont szabaly
esetét.

2. Varhato volt, hogy az explicit és implicit modszerek kozott kiillonbség adédik a stabilitas
szempontjabdl, hiszen implicit esetben interpolaciérdl, explicit esetben extrapolaciérdl van szo.
5-12. Példa. A Dahlquist tétel értelmében, ha ¢ = 1 | akkor a 0-stabil mddszer rendje nem lehet

2-nél nagyobb. A trapéz-mddszer 0-stabil és masodrendii.

5-13. Példa. A kétlépéses
1
Yirr —Yi-1 = g h (fivr +4fi + fim1)
médszer O-stabil, mert az els§ stabilitdsi polinomja g(2) = 22 — 1 és ennek gydkei: 212 = +1, gy
tejesiti a gyokfeltételt. Megmutathato, hogy a rendje 4. Ez a legmagasabb rend, ami a Dahlquist
tétel értelmében eldallithato.
5-14. Példa. A kovetkezd 3-1épéses mbddszer rendje 6.
WNyip1 + 27y, — 27y, 1 — 11y, 2 = 3h (fix1 +9fi +9fi1 + fi2)

A Dahlquist tétellel is bizonyithat6 (de a gyokfeltétellel is), hogy nem 0-stabil.
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Implicit Runge—-Kutta-mdédszerek
(IRK)

6.1. IRK-moddszerek

A késébbiekben az abszolut stabilitdsi tartomény és a merev rendszerek targyaldsakor latni fogjuk,
hogy az implicit Runge-Kutta (IRK)-mdédszereknek fontos szerepiik van. Tetsz6legesen magas rendi
A-stabil képletek konstrudlhatok. Az s 1épcsdszami mbdszer altalanos alakja:

k1 = ki(wi,yi, h) == f (wz + hay,y; + hzbllkl> ;
=1

kj = kij(.%‘i,yi,h) = f (.TZ + haj,yl- + hzbjlkl> N ] = 1, N
=1

majd ezeket a c; sulyokkal kombindlva kapjuk az 1j y;11 értéket:
S
Yit1 =Yi+ h Z cik;.
j=1

Az aj, by és cj szamok jellemzik a médszert, ezek fliggetlenek f,y és h-tél. Tovabba

s s
ch:]' és (Ij:ijl.
j=1 =1

Ha az eredeti differencidlegyenlet-rendszer n egyenletbdl all, akkor a k; vektorok szdmitdsa n-s mé-
retll nemlinedris egyenletrendszer megoldasat kévetelné minden 1épésben. Emiatt ezen az titon nem
jutunk a merev rendszerek hatékony megoldasdhoz. Médositasuk azonban elvezet a gyakorlatban
elonyos eljardsokhoz, melyek kitiintetett stabilitasi tulajdonsigokkal rendelkeznek.

6.2. IRK-moébdszerek konstrukcigja

Nézziik az s = 1 1épcsészami IRK modszerek levezetését. Formailag a kovetkezdképpen adhatdk
meg:

ki1 = f(x; + ha1,y; + hbi1k),
Yit1 = Yi + herka,
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ahol a1, b11 és c; paraméterek. Ezeket gy szeretnénk megadni, hogy a moédszer maximalis rendig
pontos legyen.

A tovabbiakban feltessziik az ERK mddszereknél is haszndlt a; = b1 Osszefiiggést. A lokalis hiba
Taylor-sorba fejtése h szerint a kj-re felirt implicit egyenlet miatt problémésabb. A tovabbiakban
az egyszer(ibb irasméd kedvéért elhagyjuk az (z;, y(z;)) argumentum feltiintetését.

ki = f(z; + a1h, y(x;) + hbiikr) =
=f+ alh(fm + klfy)+

1
+ §a%h2(fwx + 2k fry + k%fyy) + O(hg)

Osszevetve
ki = do + dih + dyh® + O(h3)

sorfejtésével kapjuk, hogy
do + dih + dah?® + O(h3) = [+ a1h(fr + (do + dih) )+
§ @R e+ 2o fuy + &3 y,) + O(R).
Innen h egyiitthatoéit egyeztetve kapjuk a sorfejtés egyiitthatoit.

do=f
di =ai1(fa +dofy) = ar(fe+ ffy) =arFif

do = ardaf + 5 fae + 20 foy + ) = @ (BB S + 3o )
Felirva a lokalis hibat
hgi = y(xiy1) — y(x;) — heikr =
= hf+ %h2F1f + éhS(Faf + fyFif)-
—herf = R Fif — Wader (f,Ff + 3P ) + O(h) =
=1 —-c)hf+ <; — alcl) h2F) f+

+ (g~ ader) oy + (G - aber ) Bt | 8+ O

Haci=1¢ésa; = %, akkor h és h? egyiitthatoi eltiinnek, mig h? egyiitthatéja

1 1
_Efny + ﬂFZf

lesz. Igy az IRK médszer rendje 2, képletei:
ki=f|x + 1h i + lhk
1= Xy 5 s Yi 5 1],
Yit1 = yi + hky

Butcher-méatrixa
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Az s = 2 lépcsbszamu IRK képlet a kovetkezé alak:

k1 = f(x; + a1h,y; + hbi1ki + hbioks),
ko = f(z; + agh,y; + hbo1ky + hbasks),
Yir1 = Yi + h(cikr + c2ka),

ahol a1 = by1 + b2 és as = bay + baa. Részletes levezetését lasd [10] 112. oldaldan. Ahhoz, hogy
legalabb harmadrendii moédszert kapjunk a kévetkez6 egyenletrendszert kell megoldanunk.

c1+ecp=1
c1(b11 + b12) + ca(bar + ba2) =
c1(b1y + b12)? + ca(boy + bo)? =

c1[b11(b11 + b12) + bia(ba1 + b22)] + ca[ba1(b11 + bi2) + baa(ba1 + ba2)] =

DR W RN

Acg=c= % esetén a kovetkez6 B matrixot kapjuk:

b Ly sy
/3

B= 6
+ Y3 _p b

)

1
2

stabilitdsi fiiggvénye (1dsd kés6bb)

1—(2b—1)z+ (3 — b)2?

F(z) =
(2) 1—2bz— (b— £22)
Specidlis esetek:
a) b= g, ekkor
1 1 3
B=|, 1.1 ﬁ\é]
it% 1
1—{—%z—|—1—1222 5
F(Z) = w = HQQ(Z), HQQ(Z) — 62 = O(Z )

Ez egy a Butcher altal bevezetett Gauss-képletek koziil, valgjaban negyedrendii médszer. A kapott

moédszer A-stabil, de nem erésen A-stabil, sem L-stabil, emiatt merev rendszerekkel kapcsolatban
nem érdekes.

b) b=1, ekkor

1 1
B—|, 3 5(1F V3)
(1 +V3) 3
1+1iz
F(z)= 3 = II9(2
(2) _%Z+%Z2 12(2)
A képlet L-stabil és harmadrendii.
c) b:%qié,ekkor
1 3
_|z2F% O
B—[ VB 1o
3 27T 6
14 32 4 (=14 ¥3),2
Fz) = ° 3 61 ) 3Y.2
1-(1F%)z+ (3 F %)
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A stabilitasi fliggvény nem az exponencidlis fiiggvény valamelyik Padé approximécidja. (Azok P,
és Qs polinomjai mindig raciondlis egyiitthatdjuak.) A b eldjelétél fiiggden erésen kiilonboznek
a modszer stabilitdsi tulajdonsidgai. A kapott eljards harmadrendli diagonalisan implicit Runge-
Kutta médszer. A Butcher méatrix alsé haromszogii és diagondlis elemei azonosak. Ez a mddszer
hasznélata soran fellépd nemlinearis egyenletek megoldasa soran lesz elényos.

Tovabbi kétlépcs6s IRK-mdbdszerek:

3-v3 1 3-2v3
6 1 12
34+v3 | 3+2v3 1
6 12 4
‘ 1 1
2 2
trapéz, harmadrendi, optimalis,
p:s:2 p:3,S:2 p:4,8:2

6-1. Definicié. A mdédszert diagonalisan implicit Runge-Kutta moédszernek nevezziik
(angol roviditase DIRK), ha B métrixa alséharomszog matrix és diagonalis elemei azonosak.

6.3. IRK-moddszerek konvergenciaja

Nézziik meg egy kétlépcsds mbdszeren, mely feltételekkel biztosithaté az ;1 pontbeli belsd iterdcid
konvergenciaja. Vezessiik be a kovetkezo jeloléseket:

k1

k= o

], F:R? » R?,

ahol
F(k) = f(x; + arh, y; + hbi1ki + hbioks)
f(xi + agh, y; + hbairk1 + hbaoks)

A k értékek szamitasa a ki1 = F(k;) fixpontiteraciéval torténik. Ennek konvergencidja azon milik,
hogy F kontrakcié-e. Az F sorfejtése:

F(k + Ak) = F(k) + F'(k) - Ak.
IF(k + Ak) = F(k)|| = [[F(k) + F'(k) - Ak — F(k)|| = |F'(k) - Ak[| < [F'(k)[| - AK|
————
=q<1

F/(k) a médszer Butcher-matrixa segitségével felirhato:

F'(k) = hf,B.
Itt f, a Lipschitz konstanssal becsiilhetd és igy

IF'(k)|| < hLy|B].

Tehat a kontrakcid feltétele !

hLf|B| <1 < h<-—m-.
! LB

6-1. Példa. Az optimélis kétlépcsés negyedrendli IRK-mddszer esetén

1 3+2/3 343 6
IBlloo = = + V3_34+Vs o, 6
4 12 6 B3+ V3)Ly
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6.4. Rosenbrock-modszerek

Reakcio-kinetikai differencidlegyenletekkel val6 foglalkozasakor Rosenbrock arra az otletre jutott,
hogy az IRK-mddszereket az fy, Jacobi-métrix segitségével fogalmazza meg. IRK-médszerek esetén
a nemlinedris egyenlet megoldasanal a Newton-médszer hasznélatakor fy-ra tgyis sziikség van ra.
Igy jutott olyan médszercsaladhoz, mely iterdcié mentes, egyszerien programozhatd (az ERK-
programot lényegében egy LU-felbontassal kell kiegésziteni). Altalanos elismerést vivott ki maganak
a merev rendszerek sikeres kezelésével. A kovetkezOkben ezeket mutatjuk be arra az esetre, amikor
f fiiggetlen z-t6l. Ezeket autondém rendszereknek hivjuk. Minden differencidlegyenlet felirhaté ilyen

alakban a kovetkezd mdodon:
!
' y| _ | flxy)
y = flz,y) < lx] —[ 1 ]

Mivel merev rendszereket konstans 1épéskoz esetén csak implicit modszerekkel lehet hatékonyan
megoldani, ezért a kovetkez6 IRK-képletekbol indulunk ki:

S
Yis1 =yi+h Y cik;,
j=1

=1

7j—1
kj =f (}’i + ]’LZ bjlkl + h’ykj) .

k; képletét helyettesitsiik a Taylor-sorfejtése elejével:

j—1
kj =f (yi + hz bjﬂ(]) + hyJikj,

=1

ahol J; = J(y;) = £y (y;) € R™™" a Jacobi-matrix. A hyJik; vektort balra rendezve megkapjuk a
Rosenbrock-moédszer k-képletét.

j—1
(I—=hyJ)k; = f (Yi +hy bjlkl)

=1

Ezt a moédszert késébb Wanner gy médositotta, hogy a jobb oldalon tovabbi szabad paraméterekkel
rendelkezé tagokat tett hozzé, mert igy elérhetd, hogy magasabbrendii A-stabil médszereket is be
lehessen vezetni. Emiatt ROW-moddszerekrol is beszélnek. A k-képlet ezutén:

=1 =1

7j—1 -1
(I-hydik; = f (yi + thﬂkl) +hIDY vk (G=1,...,9).

Itt csak linedris egyenletrendszereket kell megoldanunk, amelyek matrixa nem valtozik j-vel. Egy
LU-felbontassal és s visszahelyettesitéssel megkapjuk az Gj y értéket. A miveletigény tovabb
csOkkenthetd, ha a Jacobi-métrixot nem minden lépésben, hanem csak néha szamitjuk ki (mint
a modositott Newton-mddszernél). Ez utébbi nem tiinik a gyakorlatban tul sikeresnek.

Az el6z6 képletet a szamitogépes megvaldsitas szempontjabdl atalakitjuk, hogy a telt J; matrixot
ne szorozzuk feleslegesen a hy szammal. Osszuk y-val az egyenletet és h-t rendezziik a k;-ek mellé.

1 1 i1 =t
—1I - Ji) hk; = *f yi+ b‘lhkl =+ Ji f]hkl
(hv Ty ( ; ’ z; g
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Vezessiink be 1j ismeretleneket I{j = hkj és Kj_1 := S Dty

=1 ¥
1 — 1 i
I-J; ) k; — JiK'_ = *f Yi -+ b'lkl
(hv ! Y ; ’
1 1 =t 1
(iwI J)k JKJ 1+h Kj—IZ;f yi_i_;bﬂkl +HKj_1
— 1 = 1
I3 (kA K )=~ |y bk T Kiq, (j=1,...,8).
(oT=3) (s + Ky = 27 s+ Sobal | + o Kya (= 19)

=1
A tovabblépéshez az 1j képlet:
S
Yis1 =yi+ D cjkj.
j=1

Kaps és Rentrop konstrualt egy egyszeri strukturdji, hatékony és 1épéskoz kontrollal ellatott
modszert, melyet

S = [Amac| > 107
|>\mzn|

merevségi hanyadossal teszteltek. (Lasd merev rendszerek.) Az aldbbi képletekbdl latszik, hogy ez
két ROW-modszer bedgyazott mddszerként kezelve:

Yiv1 = Yi + h®1(yis h),  Yit1 = yi + h®a(yis h)
4
yza ZC] 7 yu Z

kij=f (y +thﬂkl> —{—hJiZ'yjlkl (j=1,2,3,4).

=1 =1

Az els6 modszer harmadrendii, a masodik negyedrendi. A hianyzé egyiitthatok:

v = 0220428410, v =~ (i=1,2,3,4), 75 =0 (i <j)
v21 = 0.822867461,
31 = 0.695700194, ~z0 = 0,
Y41 = 3.90481342, 49 =0, vz =1
byr = —0.554591416, by =0 (i < j)
b1 = 0.252787696, b3y =1,
ba1 = P31, baz = b3z, byz =0,
¢1 = 0.545211088, ¢, = 0.301486480,
c3 = 0.1770640668, ¢, = —0.0237622363,
c1 = —0.162871035, co = 1.18215360, c3 = —0.0192825995,

A bedgyazott mddszereknél alkalmazott 1épéskontroll

h
by = 0.9hF — "
J ’yi—i-l - yi—i—l’

Lésd bévebben a [8] 491. oldalan.
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Stabilitas

7.1. Belso, 1ényegi instabilitas

Tekintsiik a kovetkezd instabil differencidlegyenletet a megadott kezdetiértékkel:
y'(x) = Ay(z) — F(2)) + F'(x)
y(xo0) = wo,

ahol F'(z) folytonosan differencidlhat6 egy xo-t tartalmazo intervallumon. A differencidlegyenletnek
létezik explicit megoldasa, mely a homogén egyenlet megoldasabdl és egy partikularis megoldésbol
el6allithaté y(z) = Ynom () + Ypart(z) alakban. A homogén egyenlet megolddsa: ypom(z) = Ce ?,
egy partikuldris megoldas: yper¢(2) = F(x), igy a megoldas:

y(z) = (yo — F(x0)) exp(A(x — o)) + F(2).

mely kielégiti a kezdeti feltételt. A specidlis yg = F'(z9) kezdeti feltétel esetén y(x) = F(x), ezzel
az exponencialis tag eltlinik. Vegyiink egy perturbalt kezdoértéket és vizsgaljuk, hogyan valtozik a
megoldas. Legyen gy = F(x¢) + €, ahol € > 0 kicsi érték, ekkor a megoldas

y(x) = eexp(Mz — x0)) + F(2).

Legyen A > 0, ekkor az els§ tag exponencidlisan né, vagyis az g(x) perturbélt megoldds egyre tavo-
labb lesz az y(z) pontos megoldastél. A megoldas tehat nagyon érzékeny a kezdeti feltétel valtoza-
sara. Az ilyen tipusu feladatot rosszul kondicionaltnak nevezziik. Ez egy bels§, lényegi (inherent)
instabilitds. Az ilyen feladatok csak magas rend(i, nagy pontossdgi médszerekkel kezelhetdk.

7-1. Példa. Tekintsiik a kovetkezd feladatot:

2 2x
y'(x) =10 <y(m) 1 +$2> + 1+ 22)2

y(zo) = yo = 0,

l_f%. A pontos megoldas az 1-hez kozelit a [0, 2.2] intervallumon, mig a
klasszikus RK-médszerrel h = 0.01 lépéskozzel kapott megoldds —oo-hez. Erdemes programot irni

ennek szemléltetésére.

melynek megoldasa y(z) =

7.2. Aszimptotikus stabilitas

Lattuk a korabbiakban, hogy az eddigi stabilitds fogalom nem volt elegendd, hogy jol hasznilhatd
modszereket kapjunk. A numerikus megoldéas viselkedése gyakran eltérd, erre mutatunk példat.
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7-2. Példa. Tekintsik a kovetkezd kezdetiértékproblémat:

Y (x) = —2ay*(x)
y(0) =1,
és alkalmazzuk a kozéppont szabalyt h = 0.1 1épéskozzel a [0; 5] intervallumon. Irjunk ré programot!

Tudjuk, hogy a kozéppont szabdly konzisztens és O-stabil, igy konvergens, de a pontos megoldés
lecseng0, mig a numerikus megoldés oszcillal. Eppen akkor, amikor a valédi megoldas lesimul.

A tovabbiakban a kévetkezd linearis teszt feladatra vizsgaljuk a modszerek viselkedését:

y'(z) = \y(x)
y(0) =1,

ahol A € R vagy A € C. Ennek megolddsa: y(x) = e*. A tovabbi megfontoldsok azonban nemline-
aris egyenletekre is érvényesek maradnak, mert lokalisan ezek is linearisaknak tekinthetok. Kis h
1épéskoz esetén az approximécié viselkedése hasonlo.

7-3. Példa. Alkalmazzuk a teszt feladatra az Euler-mddszert és nézziik meg a viselkedését!
Yir1 = yi + h(Qws) = (1 +hA)yi = (1+hA)Hyo

a) A X\ > 0 esetben a pontos megoldids monoton médon tart végtelenhez, vagyis a megoldas
instabil. Ebben az esetben 14+ A\ > 1, vagyis a numerikus megoldas szintén végtelenhez tart. Tehat
az Euler-mdédszer viselkedése helyes lesz.

b) A X < 0 esetben a megoldds 0-hoz tart. Ugyanezt a numerikus médszer csak |1 4+ hA| < 1,
vagyis h < _72 = %‘ esetben teljesiti. Rdadasul —1 < 1 + hA < 0 esetén, vagyis h > _Tl = \%\I
esetben a numerikus megoldas oszcillal, mig a valédi nem.

7-4. Példa. Alkalmazzuk az RK4 klasszikus 4-edrendii Runge-Kutta mddszert a teszt feladatra és
vizsgaljuk annak viselkedését!

k1 = Ay;

1
k‘g = A (yz + 2hk‘1>

1 2
k )\( -+1hk>()\+1h)\2+1h2/\3) :
3 — Yi 2 2 — 2 4 Yi
1 1
ks = A(y; + hks) = ()\ + hA% 4 §h2)\3 + 4h3/\4> Yi
1
Yitl = Yi + gh(k‘l + 2ko + 2k3 + kq) =
1 1 1 1 1 1
=y |14+ =h\+ [ =h) h2)\2> (hA —h2\2 h3)\3)
y{+6 +(3 +5 +( 3+ g + 3 +
1 Loow 1,33 134)}_
+<6h)\+6h)\ +12h>\ +24h)\ =
1 1 1
— (1 L:2y2 , 17343 44)i
( +h)\+2h/\ +6h)\ +24h)\ y
A hA-tdl fiiggd polinomot jeloljitk F-fel.

(hAY
7!

1 1 1 4
F(hA) =1+ hX + §h2A2 + ghi”x” + ﬁh‘*)\‘* =Y

)

J=0
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ami nem mads, mint az exponencialis figgvény 4-edfokd Taylor-polinomja. Tehat kis h-kra F'(h\)
jol kozeliti ef?-t. Az 6sszes explicit p-szinti médszerre p < 4 esetén teljesiil, hogy F(h\) az e
p-edfokd Taylor-polinomja lesz.

a) A X\ > 0 esetben a pontos megoldas monoton médon tart végtelenhez, vagyis a megoldas
instabil. Ebben az esetben hA > 0, igy F'(hA\) > 1. Ez azt jelenti, hogy a numerikus megoldas
szintén végtelenhez tart. Tehat a modszer viselkedése helyes lesz. Ez a kevésbé fontos eset, mert a
gyakorlatban el6fordulé feladatok tartalmaznak exponencialisan cstkkend komponenst.

b) A X < 0 esetben a megoldéds 0-hoz tart. A numerikus mddszer pontosan |F'(hA\)| < 1 esetén
tart nulldhoz. A < 0 esetén F'(hA) < 1, (ugyanis F'(h\) az exponencalis fiiggvény kozelitése). Mivel
F(hA) negyedfoku polinom hA-ban, ezért |F'(h\)| < 1 nem fog minden negativ A-ra teljestilni.

7-1. Definicié. A numerikus médszer aszimptotikusan stabil, ha A < 0 esetben a teszt feladatra al-
kalmazva barmely h > 0 1épéskoz esetén (y,) — 0, ha n — 0o. A nemzetkozi szakirodalomban
Ag stabilitdsnak is nevezik.

7-2. Definicié. Ha egylépéses modszerre alkalmazzuk a tesztfeladatot, akkor az
Yir1 = F(hA) y;
sorozatot kapjuk. Az F(h\) fiiggvényt stabilitdsi fiiggvénynek nevezziik. A
Bi={ueC | [F(u)| <1}

halmazt a modszer abszolut stabilitasi tartomanyanak nevezziik.

7-3. Definicié. A 0-stabil médszert A-stabilnak nevezziik, ha stabilitdsi tartoménya az egész bal-
oldali félsikot tartalmazza, azaz

Vu: Re(p) <0 = peB.

Megjegyzések.

1. A tartomény a valds tengelyre szimmetrikus. Az abszolat stabilitdasi tartomanynak a valds
tengellyel vett metszetét stabilitasi intervallumnak nevezziik. Ezzel a stabilitasi tartomany nagysa-
garol kaphatunk informéciét.

2. A [6] 419.0ldaldn szép abrakat talalunk az egyes mddszerek abszolut stabilitdsi tartoma-
nyair6l. A rend novelésével a stabilitdsi tartomany né. Az F(u) figgvényt stabilitdsi figgvénynek
nevezzilkk. A definici6 ekvivalens a [10] konyvben leirttal, hiszen pontosan olyan h 1épéskozokre
kapunk korlatos sorozatot, ha p = hA benne van a stabilitasi tartomanyban. Tehat a tartomany
korlatozza a 1épéskoz valasztasat. Az el6zd feladatokbdl kapott stabilitdsi fiiggvények:
explicit Euler-médszer:

F(p)=1+p
A klasszikus negyedrendii RK4-médszerre:

1 1 1
F(p) =1+ p+ o+ op’ + oot
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3. Az ERK-mddszerek stabilitasi intervallumai

S

1

2

3

4

intervallum

(=2;0)

(=2;0)

(—2.51;0)

(—2.78;0)

(—3.21;0)

7-5. Példa. Szamitsuk ki a trapéz moddszer stabilitasi fliggvényét!

h
Yi+l1 =Yi + 5

2

(f(wi,yi) + f(Tit1, Yit1))

Megoldas. Helyettesitsiikk a médszerbe az f(z,y) = \y fiiggvényt!

Fejezziik ki y;41-et:

Tehat a stabilitasi fliggvény:

h
Yirl = Yi + 5 (Ayi + Ayit1))

h h
T—A) =g (1420
2) y(+2>

1+ 5hA

Yi+1 =

24 p

F(p) =12

(1) o

24 hA

S T e

A médszer stabilitasi tartomdnya azon u értékek halmaza, melyekre |F(u)| < 1.

A 1= a+b-ialgebrai alakra attérve (2 +a)? +b% < (2 —

12 + pu

<1

12 — p

& 2+4pl<2—pl

a)? +b?, ami a < 0 esetén teljesiil.

Tehét a Re (1) < 0 feltételt kaptuk p-re, vagyis a teljes baloldali félsik a stabilitdsi tartoméany,
tehat a médszeriink A-stabil. B

7-6. Példa. Szamitsuk ki a kovetkezé IRK mddszer stabilitasi fiiggvényét!

1 1
b= (i Ghowi + 5hk ).

Yit1 = Yi + hky

Megoldas. Helyettesitsiik a médszerbe az f(z,y) = \y fiiggvényt és fejezziik ki ki-et!

o

1
kl = A (yi + 2hk1>

hA

1—— ) =A\y; k1 =
2) Ayi  — 1

Helyettesitsiik be k; értékét a mddszerbe:

2hA
Yirr =Yithkr =y + o—~ v = (1+

2—hA

A2
—%yl_Q—h/\yz
2h)\) -
o)

_<2—h)\+2h)\) '_<2+h)\) |
- TR L

Tehét a stabilitasi fiiggvénye

2 —hA



7.2. Aszimptotikus stabilitds 103

7-4. Definicié. 1. A 0-stabil médszert erésen A-stabilnak nevezziik, ha A-stabil és
létezik ¢ < 1 konstans, hogy
[F(p)| = ¢ (p— —o0).

2. A 0-stabil médszert L-stabilnak nevezziik, ha A-stabil és

[F(u)] =0 (11— —o0).

7-7. Példa. Nézziikk meg tobblépéses mddszerek esetén is az abszolut stabilitdasi tartomanyt.
Alkalmazzuk a teszt feladatra a tobblépéses modszert.

Megoldas. A formuldnk

l

I I
Dok =h Y Bk & Y (ar—hAB) yirx =0

Egy l-edrendii homogén linearis differencia egyenletet kaptunk, melynek megoldasat a karak-
terisztikus egyenlet megoldasaval kapjuk meg. A tanult stabilitasi (karakterisztikus) polino-
mokat felhasznalva p € C-re

e(p) = o(p) — hao(p) = 0.

-t teljes stabilitdsi (karakterisztikus) polinomnak nevezziik.
Ha adott z := hA-re teljesiil a gyokfeltétel, azaz a ¢ polinom barmely p; gyokére

lpj(2)] <1 és a tobbszoros gyokokre |p;(z)] < 1,

akkor a tesztfeladaton a megoldas korlatos, igy z az abszolut stabilitdsi tartomany eleme.
Ha minden j-re |p;(2)| < 1, akkor a megoldas 0-hoz konvergal. W

7-5. Definicid. Tobblépéses mbdszerek esetén az abszolut stabilitasi tartomany azon z = hA komp-
lex szamok halmaza, melyre a (1) = o(p) —zo () = 0 polinom gyokei az egységkor belsejében
vannak.

A példak és a feladatok mutatjak, hogy a stabilitasi fliggvények az e® polinomidlis vagy racionalis

c sz

raciondlis fiiggvény, melyre

P (2)
I, . (2) := =~
7’73( ) Qs (Z)
ahol P,(z) r-edfoki, Qs(z) s-edfoku polinom. P,-nek és Qs-nek Gsszesen r+s+2 szabad paramétere
van, de a normalas utdn mar csak r + s + 1 marad az e* (r + s). Taylor-polinomjanak meghatéaro-
zésahoz.

Példaul a legismertebb mddszerek esetén:

— ez + O(zr—l—s—‘rl)’

explicit Euler-médszer: r =1, s =0

implicit Euler-moédszer: r =0, s =1

trapéz-szabaly: r = s =1

harmadrendii RK-médszer: r =3, s =0
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Kérdés, hogy milyen feltételek esetén igaz minden Re (z) < 0 komplex szdmra, hogy

<17

A kovetkezo tétel erre ad valaszt.

(Az exponencidlis figguény Padé-approximdcicja)

Az exponencidlis fligguény Padé-approrimdcidja pontosan akkor rendelkezik a

P (2)
Qs(2)

Vz:Re(z) <0 = '

tulajdonsdggal, ha s — 2 <r < s.

Megjegyzés.
Az s > r esetben z — —o0 esetén F(z) = SZ((?) —0,igy az s =r+1 és s = r+ 2 esetek kiilondsen
elényosek.

(Dalhquist 1. tétele: LTM A-stabilitdsinak szikséges feltétele)
Ha a LTM A-stabil, akkor tetszbleges |p| > 1-re

e <Q('u)> > 0.
o(p)
Bizonyitas. Mivel a médszer A-stabil, ezért a
p(n) = o(p) — z0(u) =0
karakterisztikus egyenlet barmely p gyokére teljesiil, hogy ha Re (z) < 0, akkor |u| < 1. Innen

z:M — Re(z)zRe(iEZi)SO = |u/ <L

Tegyiik fel indirekt, hogy po-ra |ug| > 1 és

e (S =

Ekkor z = zg := 20 egetén to a karakterisztikus egyenlet gyoke, de Re (zp) < 0 és |uo| > 1,

a (o)
ami ellentmond az ul&—stabilitésnak. [ |

(Dalhquist 2. tétele: A-stabil tobblépéses mddszerek jellemzése)

a) Ezplicit tobblépéses modszer nem lehet A-stabil.
b) Implicit A-stabil tobblépéses modszer rendje nem lehet 2-nél nagyobb. Ezek kizil a trapéz
formula normdlt hibakonstansa abszolit értékben a legkisebb, C'3 = —%.

Megjegyzések.
1. Ezek utan ne gondoljunk arra, hogy nincs olyan explicit médszereken alapuld eljaras, ame-

lyet hatékonyan alkalmazhatnank merev rendszerek megoldasara. Elegend6 valtozo 1épéskozt meg-
engedni. Akkor néhany kicsi, a stabilitasi feltételeket kielégité 1épéskoz utan kovetkezhet egy nagy
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lépés is. A kérdés csupan az, hogy a nagy lépéstavolsagok megengedhetoek-e a pontossig szem-
pontjabol.

2. Explicit RK médszerek esetén az F'(z) stabilitasi figgvény s-edfokii polinom, emiatt nem tel-
jesitheti Re (2) < 0 esetén |F'(z)| < 1-et. Tehat az explicit RK mddszerek sem lehetnek A-stabilak.

3. Implicit A-stabil RK mddszerek rendje viszont lehet 2-nél tetszolegesen nagyobb. Stabilita-
suk ellendérzésére hasznos a kdvetkezo eredmény.

(RK mddszerek A-stabilitdsa)

Legyen az RK modszer F(z) stabilitasi fiigguénye analitikus Re (z) < 0-ra és teljesitse
|F(iy)] <1 tetszdleges valds y-ra.

Ekkor a mddszer A-stabil.

Feladatok

7-1. Irjuk fel az implicit Euler-médszer abszolit stabilitdsi tartomanyét!

7-2. Irjuk fel az explicit harmadrend{i RK3-médszer abszolit stabilitdsi tartomanyat!

1, 1
F(p) =1+ p+gp* + o’

7-3. Irjunk programot, mely konkrét médszerek esetén kirajzolja a stabilitdsi fiiggvény ismeretében
az abszolut stabilitdsi tartomanyt! Az |F'(u)| = 1 egyenletet kell megoldani

F(u)=¢e% 0<6<2r

és kirajzolni. Altaldban csak a valds tengely feletti részt szokds megjeleniteni a szimmetria
miatt.

7-4. Hatarozzuk meg a kétlépéses (explicit és implicit) Adams-mdédszerek abszolit stabilitasi tar-
tomanyait!

7-5. Irjuk fel az &ltalanos RK-mé6dszerek stabilitasi fliggvényét!

_ I— 4B+ pect|
Fu)=1 T(I4 uB) e = |
(W) =1+pc™(I+puB) e 1B

ahol ¢ és B a Butcher tabldzat megfelel§ elemeit jelenti. A jobboldali alakhoz a Shermann-
Morrison-formulat és a determindnsra vonatkozé Osszefiiggést hasznaltuk:

A luvTA-1

T\—1 _ A-1_
(At+uvi)™ =A 1+ vTA-1u

6 |[A+uvT|=|A|1+vTA ).
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7.3. Merev (stiff) differencialegyenletek

Az alkalmazasokban fontos szerepet jatszanak az olyan differencidlegyenletek, melyek tompitott
oszcillacidkat és mads, stacionarius allapotba valé dtmeneteket frnak le (ezek fizikailag a rendszer
energiaveszteségére vezethetOk vissza). Gyakran el6fordul, hogy egyidejiileg olyan folyamatok il-
letve komponensek is vannak, melyek nagyon gyorsan stacionariussa valnak és olyanok is, amelyek
csak lassan teszik meg azt. Példaul az olyan - eléggé kiilonb6z6 reakciésebességii - vegyi folyamatok,
mint példaul amelyek a varosi szmogot el6idézik, vagy az enzimreakciok az emberi testben. Nézziik
a kovetkez& példat!

7-8. Példa. Tekintsik a kdvetkezé homogén linedris differencidlegyenletrendszert.

Yy = —0.5y1 +32.6y2 + 35.7Tys
Ys = —481ys + 9 y3
Y5 = 9y2 — T2ys
y1(0) =4
y2(0) =13
y3(0) =1

kezdeti feltételekkel. A rendszer A métrixdnak
A =—0.5, \g = —45, A\3=-75
sajatértékei segitségével felirhaté a megoldas:
yl(x) — 15 6—0.5$ _126—45$ + 6—7521?
yo(x) = 127457 4 75
yl (x) — 46—45x _ 36—75x’

mely kielégiti a kezdeti feltételeket. Alkalmazzuk a negyedrendiit RK-médszert a feladatra. Latjuk,
hogy a megoldas egyes komponensei mas-mas mértékben csokkennek. A mdédszer abszolut stabilitdsi
intervalluma (—2.78;0), nézziikk milyen 1épéskoz felel meg:

2.78
“2T8<ho(=75) = h< T ~0.0371

2.78

2.78
—278<h-(-05) = h< o5 = 5.56.

Csak a legkisebb 1épéskozt valaszthatnank h < 0.0371-t, vagyis a leggyorsabban fogy6 e~ "*-hez kell

valasztanunk a h 1épéskozt, hogy ne 1épjiink ki a stabilitasi intervallumbdl. A példan megmutatjuk,
hogy a 1épéskoz megfeleld valtoztatasaval elérhet6 nagyobb 1épéskoz is magasabb pontossdg mellett.

Ahhoz, hogy az e~ komponenst 4 jegy pontossiggal megkapjuk h; = 0.0025 lépéskozre van

szitkségiink. Ezt az F(—75h1)-nek (az exp fuggvény 4-edfokt Taylor polinomja a —75h; helyen) az
5 jegyre pontos kozelitésével kaptuk:

(—75-0.0025)°
5!

x = 0-bol hy = 0.0025 1épéskozzel 60 1épést tesziink meg, igy az x = 0.0025 - 60 = 0.15-hoz értiink.
Hasonlitsuk 6ssze a két nagy abszolutértékii sajatértékhez tartozé komponens értékét.

~ —0.2-10°.

eTT05 — 1125 (000013 < e 015 = ¢675 & —0,00171
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Latjuk, hogy az e~ komponens lecsengett, novelhetjiik a 1épéskozt.
A hy = 0.005 1épéskozzel az e~ 4% -nek az 5 jegyre pontos kozelitést kaptuk:

(—45 - 0.005)°
5!

Ezzel a 1épéskozzel 30 1épést tesziink meg x = 0.15 + 30 - 0.005 = 0.3.
Hasonlitsuk 6ssze a két kisebb abszolutértéki sajatértékhez tartozé komponens értékét.

~ —0.5-10°.

e 1903 = 7195 % —0.0000014 < e7*70% = 7010 &~ —0.8607
Latjuk, hogy az e~09% fiiggvény pontossiga nem elegendd, ezt a hz = 0.4 1épéskozzel érnénk el:

(—0.5-0.4)°
5!

Ezzel az értékkel megszegjiik a stabilitasi feltételt, h < 0.0371-t.

Ha maradunk a még engedélyezett hs = 0.035-nél, akkor x = 1-et 200 lépéssel érjiik el. Ha a
megengedettnél nagyobbat vilasztunk, akkor az RK-mddszer instabil lesz. Lasd a [6] konyv abrajat
a 419. oldalon az ERK-mddszerek stabilitasi tartomanyairol.

~ —0.26 - 10°.

7-6. Definicié. A linedris differencidlegyenlet rendszert merevnek nevezziik,
ha métrixanak

a) léteznek olyan \; sajatértékei, melyekre Re (\;) < 0, tehdt o(A) > 1,

b) léteznek |\;| < |\;| sajatértékei, tehdt cond(A) = [Amax|/[Amin| > 1
(vagy A szingularis),

c) nincsenek nagy pozitiv valés résszel rendelkezd sajatértékek és nincsenek nagy képzetes
résszel rendelkezd sajatértékek (kivéve amikor Re ()\;) < 0).

A merevség mértékét az
~ max|Re()))]
~ min |Re ()))]

hényadossal adjuk meg.
Megjegyzések.

1. Az el6z6 példaban ez a hanyados S = 150, ami azt jelenti, hogy ez nem is nagyon merev
rendszer. A gyakori értéke 103 és 10° kozotti. A 16péskoz valasztasa azoknal a médszereknél prob-
lémads, ahol az abszolut stabilitdsi tartoméany nem a Re (z) < 0 félsik.

2. Nemlinearis rendszer esetén az

y =f(z,y(x), y()eR"

egyenlet megoldasanak lokalis viselkedését az ) kozelében az y(xr) = yx kezdeti feltétellel vizs-
galjuk. Legyen
y(@)=yktz(x), zpx<z<z+h

és tegyiik fel, hogy h és ||z(z)|| kicsi. Az egyenletet linearizdlva a kovetkezd linedris feladatot kapjuk:

2'(z) = J(xp)(y(z) — yi) + fi + gx(@ — 21) = I(wp)z(2) + fic + (v — 1) 8k,
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ahol J az f y szerinti Jacobi méatrixa és gy az f = szerinti derivéltja.

s = () - (55)

i.j=1

Ezért nemlinedris esetben a merevséget a Jacobi matrix sajatértékeivel definialjuk.

3. Ha ilyen rendszereket akarunk numerikusan megoldani, akkor tobb probléma is van. Le-
hetséges, hogy a numerikus megoldas nem is tart 0-hoz, hanem oszcillal vagy divergdl. A mo6dszer
O-stabilitdsa nem garantalja a numerikus megoldés helyes viselkedését rogzitett h-ra (lasd kozép-
pont szabdly példaja). Mindossze a korlatossdgot garantalja a O-stabilitas.

4. Ha a folyamat kezdeti (nem stacionarius) részét pontosan akarjuk végigszamitani, akkor RK
vagy LTM moédszerrel tehetjiik, de mindkét esetben sziikséges egy hL; < 1 feltétel betartdsa a pon-
tossag érdekében. (Ly = [|A|| > [Amax| nagy.) A staciondrius (lassan valtozd) éllapot elérése utén a
merevség (,stiffness”) jelensége 1ép fel. Ha alkalmatlan a modszeriink, akkor a hL; < 1 feltétel még
mindig sziikséges, de most inkdbb stabilitdsi okokbdl és kevésbé a pontossdg miatt, hiszen a |Apax|-
tél figed komponensek mar régen jelentéktelenek a megoldasban. A feltétel megszegése esetén
a numerikus médszer instabilld valik. Igy kénytelenek vagyunk kis lépéskozt valasztani, jollehet a
megoldas olyan lassan valtozik, hogy lényegesen nagyobb 1épés is lehetséges. Lasd a bevezet6 példat.

5. A sajatértékek alapjan adott meghatdrozasunk az olyan feladatokndal problémaés, ahol az A
matrix fiigg t-t6l. Emiatt azt is mondhatjuk, hogy a merevség leginkabb a szamitas soran deriil ki.

Feladatok

7-6. Dontsiik el, hogy vajon merev-e a kovetkezd differencidlegyenlet?
g =—(10°exp(=10*) + 1) - (y — 1), t € [0;1] y(0) =0

A megoldas:
y(t) = exp(10(=10%t) — 1) - exp(—t) + 1.

7-7. Dontsiik el, hogy vajon merev-e a kovetkezo differencidlegyenlet-rendszer?

1 =—05y1 +0.501y2, 31(0) =11
g2 =0.501y1 —0.5y2,  y2(0) = —0.9

7-8. Dontsiik el, hogy vajon merev-e a kovetkezo differencidlegyenlet-rendszer?
y=A(t)y, te[0;1]

—1 + 100 cos(200¢) 100(1 — sin(200¢)) 0
A= —100(1 + sin(200t)) —(1 + 100 cos(200t)) 0
1200(cos(100t) + sin(100t)) 1200(cos(100¢) — sin(100t)) —501



8. fejezet

Kozonséges differencialegyenletek
peremérték feladatai

8.1. Peremérték feladatok

Az
y =f(z,y), 0<xz<L

alak differencidlegyenlet-rendszerrel kapcsolatban gyakran olyan feladatok 1épnek fel, ahol az x = 0
pontban az y(0) kezd6vektorbdl csak j komponens ismert (0 < j < n), de ezenkiviil az intervallum
végpontjaban n — j komponens adott az y(L) vektorbdl. Két ilyen tipusi példat mutatunk.

8-1. Példa. A célba lovés: Legyen y a golyé magassiaga a fold felett, z(t) a tavolsig a cél felé a t.
id6pillanatban, L > 0 a cél tavolsiga és g a Fold gravitaciés gyorsulésa.

Matematikai modellink a kévetkez6: a golydé x irdnyban konstans u # 0 sebességgel repiil, y
irdnyban csak a gravitacié hat ra. Mozgasat a kovetkez6 egyenletek irjak le:

T =u, 92—97

ahol & := fl—f a sebesség, i = % a gyorsulds. Az z(0) = 0 kezdeti feltételt figyelembe véve az

x(t) = ut megoldéast kapjuk, melynek segitségével az y-ra feirt egyenletet atalakithatjuk:

. dy .

==

V= da

.. d2y.2 dy . " 2
—g:y:@x —|—% T =y u.

=0

Ezutan a kovetkezo peremérték feladattal allunk szemben:
7 g
=—= 0<x<L
y'(@)=—5% 0<e<1)
y(0) =0, y(L)=0.

A baloldali y(0) = 0 peremfeltétel segitségével készithetjiik el a feladat analitikus megoldasat egy
c szabad paraméterrel:

y(x) = —%xQ + cx.

A paraméter értékét megkapjuk a jobboldali peremfeltétellel:

—_ 9 g2 —
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tehéat ¢ = gL . Ekkor a megoldds

_ 9 2, 9L gz
y()——m +W$—7(L—$)
Ennek kovetkezménye, hogy
)= 9 py 98
Yy ('Z) - u2 2U2
’ gL
0) = 25 = tg(a)

sz0g alatt kell 16niink, hogy a célba talaljunk. Eppen ezt a szoget nem ismertiik, kiilsnben megold-
hattuk volna azonnal az

//:_i
w2
gL
0) =0, ¢/(0) ==
y(0) =0, ¥'(0) 02

kezdetiérték feladatot. Az u # 0 feltételrdl kideriil, hogy feltétele a megoldhatdsdgnak. u = 0 esetén
nincs megoldés. Fizikai tapasztalatunkkal szemben viszont minden u > 0 esetén van megoldés.
Az ellentmondas feloldasdhoz a légellenalldst is figyelembe vevd nemlinedris egyenletrendszerbdl
kellene kiindulnunk. Az ebbdl eredé peremérték feladat megoldasahoz méar numerikus médszerre
lenne sziikség.

8-2. Példa. Vegyi reaktort modelleziink a kdvetkezé egyenlettel:
D" —vd + f(x,e) =0, 0<x <L,

ahol D > 0 a difftziés allandd, v < 0 az dramld kozeg sebessége, f a reakcié kinetikajat irja
le, ¢ a reakcidoban keletkezd anyag koncentracidja. Legtobbszor f nemlinearis c-ben és nem fiigg
kozvetleniil z-t6l. A reaktor elején, ahol az anyagok beadagolasa torténik, még 0 a ¢ koncentracié
(c(0) = 0), a kimenetnél viszont feltessziik, hogy a koncentracié mar nem véltozik (¢'(L) = 0). A
kovetkezo elsorendii rendszerre térhetiink at, bevezetve a c fliggvény derivaltjat egy 1j ismeretlennel

(yl =G Y2 = C/_t>:

Y1 =92
1
Yy = 5 (02 = f(z,91))

y1(0) =0, y2(L) =0.

Ha f nemlinearis c-ben, akkor a feladat analitikus megoldasat nem tudjuk megadni. Ha f linearis
c-ben, pl. f(x,c) = re, ahol r konstans, akkor a megoldéds az exponencidlis fliggvények segitségével
irhaté le. Irjuk fel az alapmatrixot.

1. eset: Vizsgdljuk az egyszeres sajatértékek esetét, tegyiik fel, hogy v? # 4rD, ekkor a
differencidlegyenlet-rendszer matrixa

"D D
A karakterisztikus polinomja:
p(A):det([_rA , 1D=A2—A+T:0,
D D~ D
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8.1. Peremérték feladatok

a sajatértékei (kulonbozok), sajatvektorai:
1
Mo==—=@wWEVv2—4rD), z;= L , (1=1,2).
’ 2D i
_ 0 1 1] Ai| Ny 1
S 0 M e R Y
mivel a karakterisztikus polinombdl —4 + \j 55 = A7
Legyen
1 1 _1 1 Ay —1
Z = — 17 =
[)\1 )\2] A2 — A l—)\l 1]’
ekkor az alapmatrix
1 1 1|feM® 0 A —1
_ Azrp—1 2
Y(z) = 2e™Z A=A [)\1 >\2] l 0 6/\2:0] [—)\1 1]
6)\235 - e>\1.7,“|

1 AgeMT — )\ er2®
)\IAZ(eAlm _ e/\gx) )\26)\290 _ )\le/\lx

ESVEDY

2. eset: Vizsgiljuk a tobbszoros sajatérték esetét, legyen v? = 4r D, ekkor a differecidlegyenlet-

rendszer matrixa
A [ 0 1]
"5 /5
A karakterisztikus polinomja:
—A 1 T T
p(A)zdetQ D:A2—2,/A+:0,
-5 2/p—A D D
a sajatértékei:
r v
Mo =4/==—F==:\
M7 \VD 2D
A differencidlegyenletiink
D" —2vVrDé +re = 0.
AT co(x) = xe® megoldasaibdl felirhaté az altalanos megoldas:
a1
ag |’

Ennek ¢;(z) =e
C(.I) = O4101(1') + OKQCQ(IL') = ale/\x + a2xe/\$ — ex\x [1 x} l

Mivel ¢ = 4y és ¢ = yo, igy

c(x) 162+ agrel® A | 1 x| | o
Y(x) = / = Az Az =€ .

d(x) Aare + age™ (1 + Ax) A1+ x| | o2

Innen az alapmatrix
1 2

[y(1) y(z)} _pe |l z] [l af? _pe |l x
A 14+ Az agl) aé2) A 14+
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Ha z = 0, akkor

-1
vo-1-|) fle o e=[1 4] <[4 1]

Tehat
1 T 1 0 1— Az T
_ Az _ Az
Y(z)=e [/\ 1+ M\ l—)\ 1] - l N2z 14|
Ha az 1. esetben felirt képletben a A; o — X\ hatardtmenetet végrehajtjuk, akkor
Aox Ax
e — € Az
I _>
P xe™?,

vagyis ugyanezt a képletet kapjuk.

8.2. Fredholm alternativa tétel

Az el6z6 példaban a megoldés elGallitasahoz szitkségiink volt a differencidlegyenlet-rendszer matrix-
anak sajatértékeire, sajatvektoraira, vagyis a diagonalizalasara. Az alapmétrixot egyszeriibb el6al-
litani, hogy megoldjuk a kévetkezd n db kezdetiérték feladatot, ekkor az A matrix z-t6l is fligghet.
Ebben az esetben nincs sziikségilink a diagonalizalhatésagra, elég az a simasagi feltétel, hogy A
elemei pl. folytonosak legyenek.

dy® .

— A B o<z<1
I (z)y"V, 0<z <
yP(0) = e

Vizsgaljuk most az inhomogén differencidlegyenlet-rendszert
y' () = A(z)y(z) + f(z), 0 <z <1.

A vegyi reaktor modellje felirhat6 ilyen alakban, ha f(x,c) = re+ g(x), ekkor

Y2 D D -D

Az inhomogén rendszer egy partikuldris megolddsa egy tovabbi kezdetiérték feladat megoldasaval
kaphat6 meg;:

y:

7 =Az+f 0<zx<1
z(0) = 0.
FEzutan az inhomogén rendszer altaldnos megoldasa

y(z) = 2(z) + Y(z)q

alakban irhat6 fel, ahol a konstans q vektor adja az y még ismeretlen kezdetiértékeit. Mivel g-
ban n db szabad paraméteriink van, 6sszesen n db feltételt adhatunk meg. Vizsgaljuk a linearis
peremfeltételek esetét a [0; 1] intervallumon. A feltételek alakja:

Boy(0) + B1y(1) = p,

ahol p € R™ adott vektor és Bg, B1 € R™*"™ adott métrixok. A peremfeltételt szeparaltnak nevez-

ziik, ha
B 0
BO_[O]’ Bl_[c‘|a
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ahol 1 < m < n-re

PB

Be Rmxn’ Ce ]R(nfm)xn7 p=
pc

, PBE€ER™, pce R"™™.

Ekkor a peremfeltételek elkiilonithetok:

By(0) = pB, Cy(1) =pc.

Célszerli még feltenniink, hogy a B és C matrixok maximalis rangiak. A vegyi reaktor peremfel-

tételei ilyenek
10 0 0 0

(Fredholm-alternativa tétel)

Legyenek o differencidlegyenlet-rendszer A mdtrizdnak elemei az x folytonos fligguényei.
Ekkor a
Y (z) = Al)y(z) +f(z), 0<z <1

Boy(0) + B1y(1) =p

peremérték feladatnak pontosan akkor van egyértelmii megolddsa (tetszbleges p vektor és
tetszdleges folytonos komponensi f esetén), ha a

mdatriz requldris.
Jeloljiik z-vel az inhomogén egyenlet egy partikuldris megolddsat. Ha G szinguldris, akkor

p—Biz(l) e Img
esetén végtelen sok megoldds van, mdskiilonben nincs megoldds.

Bizonyitas. Az inhomogén rendszer linedris peremfeltétellel torténd megoldasahoz a q vektor kom-
ponenseit kell meghatarozni. Helyettesitsiik be az altalanos megoldast a peremfeltételbe

p = Boy(0) + B1y(1) = Bo[f@ﬂLY(o)Gﬂ +B1[z(1) + Y(1)q] =
-0
=BoY(0)q + B1[z(1) + Y(1)q] = B1z(1) + [BoY(0) + B1Y(1)]q

és rendezziik at
p—Bi1z(1) = BoY(0) + B1Y(1)]q = Gq.

Tehét a kovetkezo linearis egyenletrendszert kell megoldanunk:
Gq=p-— Blz(l), G = BOY(O> + BlY(l),
ennek megoldhatésagan mulik a peremérték feladat megoldhatdsiga.

Ha G reguldris, akkor q = G™1(p — B1z(1)) és y =z + Yq.

Ha G szingularis, akkor p —B1z(1) € Im ¢ esetén y = z + Y(q + s), ahol q a linedris egyen-
letrendszer egy megoldasa és s € Kerg, vagyis G magterébdl valo. B
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Megjegyzések.

1. Az egyértelmiiség csak az A, Bg, B1 matrixoktdl fiigg, f-t6l és p-t6l nem. (Az A, Bg, By
métrixok meghatarozzak a rendszer belsé fizikai természetét, £ és p input adatok.)

2. Ha a szeparalt peremfeltétel esetén B és C rangja nem maximalis, akkor BY (0) és CY(1)
rangja sem az, igy G szingularis.

3. A tétel tartalmazza az n = 1 esetet is. Els6rendii egyenletre csak kivételes esetben lehet
olyan (egyértelmiien megoldhat$) peremérték feladatot megfogalmazni, amely két peremfeltétel és
tetszdleges peremérték is szerepel, pl. ' = |/y, y(0) = 0, y(1) = p és [p| < %. Ilyen feladatokkal
nem foglalkozunk.

4. Figyeljunk a peremérték feladat és kezdetiérték feladat 1ényeges kiillonbségeire. Az el6z06 té-
tel szerint algebrai tulajdonsagon miilik a peremérték feladat megoldhatdsaga, az adatok simasaga
itt nem segit. A feltételeink mellett a differencidlegyenlet-rendszer jobb oldala y-ban Lipschitz-
folytonos és ez biztositja a kezdetiérték feladat megolddsdnak létezését. Igy lehetséges, hogy a
peremérték feladatnak nincs megoldasa, amikor a kezdetiérték feladatnak van. Ezenkiviil a kezde-
tiérték feladathoz képest elég miiveletigényes a szamitasa, mert n + 1 db kezdetiérték feladatot és
egy linearis egyenletrendszert kell megoldanunk.

8-3. Példa. Nézziik a vegyi reaktor példajan a tétel altal leirt eseteket, a peremfeltétel legyen a

korabbi
Boy(0) + B1y(1) = p =0, ahol Y(0) =1

1. eset: v? = 4rD, lattuk, hogy

és G =BoY(0) + B1Y(1), innen
10 10
0 0 01

Ekkor G regularis.

G =

2. eset: v2 # 4rD, ekkor

Y(x)

1 )\26)\11 _ )\16)\21 6)\23: _ e)\lx
N )\2 - )\1 )\1)\2(6>\1x - 6)\230) )\26/\2w — )\16)‘1x ’

ahol

1
)\12 = E(’Ui V U2 —47"D)

)

és G =BoY(0) + B1Y(1). Innen
1 o |10 1 0 0 Agert — \jet? eM? —eM
G = : +t 1 : A A A PV
0 0 0 1 )\2 —)\1 0 1 )\1)\2(6 1 — 2) )\26 2 —)\16 1

1 0
= >\1>\2(€>\1 _e>\2) )\26)‘2 7)\16A1 .
A2—A1 A2—A1
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a) Ha r < 0, akkor a A értékek nem csak kiilonbéznek, hanem valésak is (a mésodfoki
egyenlet diszkrimindnsa nem negativ), igy G reguldris.

b) Har >0ésv =0, D =1, ekkor a peremérték-probléménk

, [o 1 o]
y = [_r 0] y + [—g] =Ay+f
y1(0) =0, y2(1) =0.
Ekkor A sajatértékei: A\j o = £i/T.

)\1)\2 =T
/\2—)\1 = —1 T‘—’L'\/;“:—Q’L'\/;,
eM — e* = (cos(v/r) +isin(y7)) — (cos(v/r) — isin(y/r)) = 2isin(y/7)
MAg(eM —er?)  2irsin(yr) ,
1 2)\2_)\1 Ry b rsin(y/r)
Age?? — AjeM = —i/r (cos(v/r) — isin(y/r)) — i/ (cos(v/r) +isin(y/7)) = —2iv/r cos(v/7)

A2 _ A1 —9
:>/\Qe et i/ cos(y/T) — cos(y/7)

A2 — M —2i\/1
1 0 T 2
“= —V/rsin(yr) cos(yr) |’ det(G) = cos(vr) =0 & 1= (2 + kﬂ) » k=01,

Tekintsiik £ = 0, g = 0 esetben a kovetkezé peremérték-problémat:

7T2

/!
7:0
¢+ 40

c(0) =0, (1) =0,
Behelyettesitéssel ellendrizhetd, hogy ennek megoldasa c¢(x) = ¢p sin (ga:) illetve vektoros alakban
B sin (§a)
v = [ E)

ahol ¢q tetszéleges konstans. Tehat itt végtelen sok megoldassal taldlkozunk.
A tétel feltételeit vizsgilva p = 0,z = 0 miatt

p—Biz(l) =0 Img.
2
A k=1 esetben r = (%71‘) )

B 1 o ] [10 g ]
G_[—\/'Fsin(\/f") cos(\/?)]_lgw o]’ = Img="5p H WH
0
—22(1)

Latjuk, hogy ekkor megoldhatatlan feladatot kapunk. Egy konkrét ilyen feladat, mely teljesiti a
22(1) # 0 feltételt:

N

p—Biz(1l) = l 1 ¢ Im¢, ha z(1) #0.

0 1 0
! _
y = 7%7@ 0 y+ 2+ZW2$2]—A}’+f

y1(0) =0, ya(1) = 0.
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2
Ekkor a z(0) = 0 kezdetiértékhez tartoz6 inhomogén egyenlet partikuldris megoldésa z(z) = lgx]

és teljesiti a z2(1) # 0 feltételt. Ellendrizziik:

[

0 1 x2
Ay +f= [—Zﬂ'z 0] [23:

8.3. A masodrendii egyenlet és klasszikus peremfelté-
telei

Vizsgéljuk a vegyi reaktor azon esetét, amikor a kozeg nyugszik (sebessége: v = 0), a forrastag (f)
csak z fiiggvénye, a koncentraciét ¢ helyett u-val jeloljilk

Du" + f(x) =0, 0<z<1,

D > 0 konstans tovabbra is a diffiziés egyiitthaté. A kapott egyenlet gy is interpretdlhat6, hogy
u(z) egy rad hémérséklete az x pontban (a rid hosszat 1-re normalizaljuk), f(x) a héforrdsok
slirlisége x-ben és D a hovezetési egyltthato.

Ehhez a hévezetési egyenlethez a kovetkez6 (szeparalt) peremfeltételeket csatoljuk:

a1u(0) = fru/(0) = c1,  apu(l) + Bou'(1) = ca.
Ezek utan a peremérték feladatot a kovetkezé linearis differencidlegyenlet-rendszer alakjaban irjuk

fel:
y =Ay+g

_ [ u(@) |01 - 0
Y= _u’(x)]’ A—lo 0] g'_l—f(x)/D]

_Ja _ |l —h 10 0
ol el e

Az A matrix sajatértékei A\j 2 = 0, igy a 8-2. Példa 2. esetét felhasznédlva kapjuk az Y (z) alapmat-
rixot. A peremfeltételek G maétrixa

Y(i’):lé 9;17 G:B0+BlY(1):[Z; ozz—:g;

A peremfeltételek q vektora egyértelmiien meghatarozott, ha
det(G) = o (a2 + B2) + By # 0.

Ez példéul a kdvetkezo esetekben teljestil:
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1. eset: ha aj,as > 0, 51 = B2 = 0 vagyis a peremfeltétel

c
w(0)=a, u(l)=>b, ahol a:=—, b:=—2.

a1 a9
Ezt els6faju vagy Dirichlet-féle peremfeltételnek nevezziik. Ha hévezetési egyenletnek inter-
pretaljuk az egyenletet, akkor ez azt jelenti, hogy a peremen megadjuk az a és b hGmérsékletet.
Difftz feladat esetén azt jelenti, hogy megadjuk a koncentriciét a peremen.

2. eset: ha (1,02 > 0, ay,as > 0, vagyis a peremfeltétel

du du
aou(0) da:(()) a, ou(l)+ d:c< ) =b,
ahol
00::ﬂ 01::% a::C—1 b::C—2
B’ Ba’ B’ Ba’

ezt vegyes illetve harmadfaji vagy Robin-féle peremfeltételnek nevezziik. Harmadfaji
peremfeltételekkel modellezheté a turbulens hécsere a kiilvilaggal. Difftzids egyenlet esetén azt
jelenti, hogy a kiils6 fal részlegesen atereszto.

3. eset: ha 31,82 > 0, a1, as = 0, tehat a peremfeltétel

du c1 du c2
—0)=a:=—, —((1)=b:=—,

V=g =g,
ezt masodfaji vagy Neumann-féle peremfeltételnek nevezziikk. Ekkor det(G) = 0, igy q
nincs egyértelmiien meghatarozva. Ez a peremfeltétel azt adja vissza a hévezetési feladatban, hogy
a kiilso fal hoszigetelt, diffiz feladatnal a koncentraciét nem engedi at.

Megjegyzések.

1. A harmadfaju peremfeltétel az els6 és méasodfajut, mint hataresetet tartalmazza. Fizikai
szemléltetését 14sd [10] 163. oldaldn. Amennyiben (akér parciélis) differencidlegyenlettel kapcsolat-
ban nem tudjuk, hogy milyen peremfeltételeket kellene kittizni, akkor irjuk fel a harmadfajiakat
és igyekezziink megszerezni annak o és c egyiitthatéit.

2. Maésodrendi egyenleteknél az itt vizsgalt peremfeltételektdl eltérd feltételek koziil a perio-
dikus peremfeltétel fontos gyakorlatban és elméletben is. Ezzel most nem foglalkozunk.

8.4. A peremérték feladatok kondicionaltsaga

A peremérték feladat megolddsa az alapmegoldason keresztiil elavultnak szamit. Azzal, hogy a
kiilonféle y® megolddsokat alkalmasan kombindljuk felléphetnek rosszul kondiciondlt miiveletek,
példaul amikor két igen kozeli szamot vonunk ki egymasbol. Ennek szemléltetésére nézziik a kovet-
kez6 feladatot.

8-4. Példa. Vizsgaljuk most a vegyi reaktor differencidlegyenlet-rendszerét a [0; 1] intervallumon

y'(2) = Ale)y(z) + £(x), 0<z <1,
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ahol g = 0, r = —400 =: —0?, D = 1, v = 0. Ez annak felel meg, hogy a vegyi reaktorban a c

o[ 5e)) o 2[R [E] e cwmotan

a peremfeltételek legyenek

y +

Ezt matrixos alakban felirva

ahol
g 1 0 0
_ 2 _
BO_[ 0 O]’Bl_[a 1

Koénnyen ellenérizhetd, hogy a peremfeltételeket is kielégité pontos megoldas

c(x)=e %" d(x)=—0e ",

Irjuk fel az Y alapmétrixot, majd ebbél a peremfeltételnek eleget tevé megolddst a fejezet elején
megadott médon. Mivel az inhomogén egyenlet z(0) = 0 peremfeltételhez tartozé partikuldris
megoldésa z(x) = 0, ezért a linedris egyenletrendszer jobboldala: p—B1z(1) = p. A Gq = p lineéris
egyenletrendszerbdl szamitjuk g-t, mellyel a peremfeltételnek eleget tevé megoldas eléallithatd. A
8-3. Példa 2. esetbeli alapmatrixot felhasznalva A\i o = o0 sajatértékekkel a kévetkezd alapmétrixot
kapjuk:

)\2 — )\1 = —20
A p0T —ox ox —ox
Y(2)u = 7° 5 7° = 26 =ch (ox)
—z0
—oxr __ ox 1 0% — ¢~ 0% 1
Y(2)12 = ‘ 206 ==L 26 = —sh(ox)
—z0 g g
_2(,0 _ —ox ox _ ,—ox
Y(2)21 = o(e 5 o) = 0" 26 = osh(oz)
—z0
_ oxr __ ox ox —ox
Y(2)22 = 7° “og 7t~ 26 =ch (ox)

ch(oz) 1sh(oz)

Y(@) = [Jsh (cx) ch (Ul‘)‘| » det(Y(@) = 1.

A G matrix és a megoldandé linearis egyenletrendszer

-2 -1 0 0 ch(o) Llsh(o)
_ — |72 . o =
G = Bol + B1Y (1) = [ 0 O]jL[a 1] osh(o)  ch(o)
—2 -1 0 -5 -1
J— + =
0 0 och(o)+osh(o) ch(o)+sh(o) oe? e
_o 9 o 1
— 2 . — 2 —
Gq=p <« lae“ RAR l(’] = q l_a]-
Az ¢ megolddsunk tehat el6all, mint
60'.7: + 6_0'33 60’$ _ 6_0'1' _
c(z) = (Y(x)q), = ch(oz) —sh(oz) = - =e 77,

2 2
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Ha a linedris egynletrendszert pontosan oldjuk meg, és c(1)-et a fenti matrix-vektor szorzasbol
szamoljuk, akkor két kozeli nagy szamot vonunk ki egymésbdl, a kivonasi jegyveszteség nagy, igy
pontatlan eredményt kapunk. Példaként nézziik, mit szamol a Matlab 16 jegy pontossaggal:

ch (20) = 2.425825977048951 e 4 08, sh (20) = 2.425825977048951 e + 08
igy ch (20) —sh (20) = 0, ugyanakkor e 2" ~ 2.061153622438558 ¢ — 09
cond (G) = 2.037693822821119 ¢ + 10.
Maésrészt q-t nem tudjuk pontosan kiszdmolni, mert egy rosszul kondicionalt linearis egyenletrend-
szerbdl kapjuk, ahol conde (G) = (o4 1)(2e? +1) ~ 2-10'° (14sd még a 8-5. Példat). Tovabbé z(1)

numerikus kiszdmitasa az egyenletrendszer jobboldalan szintén hibat eredményez. Ha a példaban
szerepl6 o = 20 helyett ennél nagyobbat vennénk, akkor a probléma még erésebben jelentkezik.

Ezzel elérkeztiink ahhoz a kérdéshez, hogy a peremérték feladat mikor j6l meghatarozott? A
peremérték feladat kondicionaltsagat az alapmatrix és a G matrix hatarozza meg. Tekintsiik a
w(z) := y(z) —z(x) figgvényt, ahol z(x) egy partikularis megoldas. Nyilvin w a homogén egyenlet
megoldésa:

w=Yq=YG 'r, r:=p-Bz(l).

Vizsgaljuk meg a valtozast, ha a
w=YG Ir helyetta w=YG f

megvaltozott linearis egyenletrendszert oldjuk meg.

(Linedris egyenletrendszer perturbdcids tétele)

Rogzitett x esetén a megvdltoztatott linedaris egyenletrendszer megolddsanak abszolut és relativ
hibdjara a kévetkezd becslés adhato

lw(z) = W(@)| < [Y(2)G™H] - [[r(z) - F(2)ll,

wia) - W@ _ )~ Fe)
way = oY @E =y

Bizonyitas. A révidebb frasméd kedvéért elhagyjuk az z-tél valé fliggés felirasat, majd a kész
becslésben visszatériink ra. Tehat az egyenleteink

w=YG r é w=YG 't

Ezeket egymasbdl kivonva

Innen a normabecslés
lw—w| < [[YG™Y - [lr — 7],

ez volt a tétel egyik allitdsa. Masrészt
w=YG!r = r=(YGH 'l w

]

e < [(YG™DH Y- lw|| = [w]> e
[(YG—1)~1|
A kétféle becslést felhaszndlva

lr — x|

]

[w — v

lw

IYG™HH

|r —F|| = cond(YG™1)
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Tehét rogzitett x-re

[w(z) — w(z)]

1y lIr(z) —T(@)|
W)l < cond(Y(z)G™ ) .

()]

(A perturbdalt peremérték-feladat abszolit- és relativ hibdja)

Jnax [w(z) —w(z)| < Jnax, 1Y (2)G™Y - Jnax, [r(z) —*(z) ||

o) =S ety e I = F@
z€[0;1] ||W(l')|| z€[0;1] z€[0;1] ”I'(ﬂl‘)”

Bizonyitas. Ha a linedris egyenletrendszer perturbacios tételét alkalmazzuk minden x € [0; 1]
esetén, akkor megkapjuk a tétel becsléseit. W

Ezek utan definidlhatjuk a peremérték feladat abszolut- és relativ kondicidszamat.

8-1. Definicié. Legyen a peremérték feladathoz tartozé G = BoY(0) + B1Y (1) matrix reguldris,
ekkor a
Kabs ‘= mgx ||Y(:E)G_1|’

szamot a peremérték feladat abszolit kondiciészamanak nevezziik, a
Krel = max cond(Y (z)G™1)
x

szamot pedig a peremérték feladat relativ kondiciészamanak.

8-5. Példa. Szamitsuk ki az eléz8 példara a peremérték feladat abszolut és relativ kondicidszamait!

_o _
Y(O) = I, G = lae% e(}_‘| , det(G) — 7%60' + e’ = %60"
g 2 2 _—0
G 1= ze_g € 1 — s o€
o —oe? —% -2 _e©

Széamitsuk ki a méatrixok végtelen norméajat o > 1.14 esetén:

|Glloo = max {1 + %;60(0' + 1)} =e7(c+1)
-1 2 -0 -0 —o
IG™ ||oo =max<—(14+¢e7);2+€ =2+e
o
A fenti o-ra tett feltétel az inverz normajabdl jon ki. Maple segitségével felrajzolhatd a 2 4+ e~ és
a %(1 + e77) fiiggvény, igy ellendrizhetd a kapott o érték.
Kabs > [[Y(0)G oo =[G Moo =2+ és
Frel > condeo(G™1) = condy (G) = (0 4 1)(2¢” + 1),

tehat a peremérték feladat ugyanolyan rosszul kondiciondalt, mint a linearis egyenletrendszer.
Az el6z6 feladatban megadott o = 20 esetén

Kireg > condao(G) = 21(2¢%° +1) ~ 2-10%.
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Megjegyzések.

1. A peremérték feladat kondicidszamai fiiggetlenek attél, hogy milyen M reguldris matrixot
valasztunk Y (0)-nak. Ugyanis, ha Yi(z) illetve Ym(x) az Y1(0) = I-nek és Yai(0) = M-nek eleget
tevo alapmatrixot, akkor

YM($) = Y](Qf)M és Gy = (B()Y(O) + BlY(l))M = G- M.
Az M szorzd a norma szamitasakor kiesik.

2. Vegyiik észre (14sd a példat), hogy a definicié szerint jol kondicionélt peremérték feladathoz
jol kondiciondlt linedris egyenletrendszer is tartozik, hiszen

firer > cond(Y(0)G™1) = cond(G).

8.5. Egy modellfeladat
Vizsgéljuk a kovetkezd specidlis (D = 1,1 = ag = 1, 51 = 2 = 0) els6faji peremérték feladatot:

u' () + f(x) =0, 0<2<1
u(0) =a, u(l) =>o.

Nézziik meg a feladat kondiciondltsagat, miel6tt a megoldasnak egy més fajta el6allitasat targyaljuk.

R __Oé1 -p1| |1 0
Y(x)_[o 1] eSG__a2 a2+ﬂ2]_[1 11’

innen végtelen normaban a peremérték feladat abszolit és relativ kondiciészama:

1:r_. 1 0 l—z =z _ 5
0 1 -1 1 —1100_

_ 1—
firel = :crg[%ﬁ} condeo (Y (2)G™1) = zrél[%;)i] conde (l —alc :ﬂ> -

I (e

Modellfeladatunk tehat jol kondicionalt. Megoldasat nem csak az alapmatrix segitségével allithatjuk
el6, hanem kozvetleniil kétszeres integralassal.

Kabs = max ||[Y(2)G || = max
z€[0;1] z€[0;1]

= Imax
z€[0:1]

’ oo

=2-2=4

’ oo

W@) == [ ) dr+4'0)
0
u(z) = /0 u'(s) ds + u(0) = —/0 /0 f(r)drds + u'(0)z + u(0).
Figyelembe véve a peremfeltételeket
b= u(l) = —/01 /Osf(r) drds + /' (0) + a,

innen v'(0)-t kifejezve

W (0) = /01 /0 F(r)drds + (b— a).
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Irjuk vissza u(z) képletébe:

u(z) =a —ax—i—x//f d’rds—// ) drds.

Fubini tételét felhaszndlva alakitsuk at az integralokat. Cseréljiik fel az integralasok sorrendjét ugy,
hogy az integrélasi tartomany ne véaltozzon. Az elsé integralndl a tartomany a (0;0), (1;0), (1;1)
pontok &dltal meghatarozott derékszogli hdromszog, a mésodiknal a (0;0), (x;0), (x; z) pontok &ltal
meghatarozott derékszogii hdromszog.

/01_/()Sf(r)drds:/Ol/rlf(r)dsdr:/ol(l—r)f(r)dr7
/Ox/osf(r)drds:/Ox/rxf(r)dsdr:/Ox(a:—r)f(r)dr

Osszesitve kapjuk, hogy

u(:c):a—i—(b—a)x—i—x/gl(l—r)f( )dr—/m(:c—r)f(r)dr:

Za—l—(b—a)x—i-(/o x(1—nr)f dr—i—/ (I1—n)f dr)—/ox(a:—r)f(r)dr:
=a+<b—a>x+(/x 2(1=nf)dr =~ [ =n)fo >dr)+/;:c<1—r>f<r>dr=

—at-art [ @0 =) )i+ [ 1) dr =

:a—i-(b—a)x—i—/o r(l—x)f(r)dr—l—/;x(l—r)f(r)dr.

Vezessiik be a peremérték feladat Green-fiiggvényét:

- <z<r<
G(a,r) '_{ rl—z) 0<r<z<l,

mellyel a megoldast a kdvetkezo egyszert alakban tudjuk felirni:

wx)=a+ (b—a)r+ /01 G(z,r)f(r)dr.

A Green-fiiggvény tulajdonsagai:
1) Szimmetrikus: G(z,r) = G(r, ).
2) Pozitiv: G(z,r) > 0 barmely r,z € (0;1)-re
3) Eleget tesz

(a) a homogén peremfeltételeknek: G(0,r) = G(z,0) =0,

(b) a homogén differencidlegyenletnek is, az = r egyenest nem szdmitva:
Grr(x,7) =0, Gpgp(z,7) =0, bdrmely x #r, 0 <z, r <1.

Itt G, G, a parcidlis derivaltakat jeloli.
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4) Az x = r egyenesen érvényes

lim Gyp(x+¢e,2)=—z, lim Gylz—¢c,2)=1-—uz,

e—0+ e—0+
tehat
Gz(z+0,2) — Gyp(x — 0,z) = —1.
Gyz(z,7) =0, ha = #r,
Gyz(z,2) = —00,
vagyis

Gaz(z,m) = =6(2,7)

a Dirac-féle delta fiiggvénnyel (az elektronikdban az egységnyi impulzus szimbo6luma, disztribu-
ci6). Ezt ugy kell érteni, hogy igaz

jx/ol Ga(x,r)f(r)dr = % (/0:0 —rf(r)dr—/xl(l —r)f(r)dr) =

— % (/:f(r)dr—/olrf(r)dr> = —f().

wz)=a+ (b—a)r+ /01 G(z,7r)f(r)dr

képletbdl leolvashatjuk, hogy a = b = 0 esetén u(x) = fol G(z,r)f(r)dr a peremérték feladat
megolddsa, tovabba folytonos f esetén az u megoldasunk klasszikus lesz, az u,u’, u” megoldds
és derivaltjai folytonosak. A képlet akkor is érvényes, ha f csak integralhatd, hiszen kétszer
integraltunk a képlet eléallitasahoz. A Green-fliggvény nemnegativitdsa miatt igaz az is, hogy
ha a,b>0és f(z) > 0, x € [0;1], akkor u nemnegativ.



9. fejezet

Véges differencia eljarasok

9.1. Bevezetés, alapveto fogalmak

Ebben a fejezetben a peremértékfeladatok numerikus megoldasaval foglakozunk. Tekintsiik a ko-

vetkezd feladatot:
y"(z)+ f(z) =0, 0<z<1

u(0) =a, u(l) =0.

A [0;1] intervallumot osszuk N részre. Vezessiik be a kovetkezé jeloléseket. A bels6 pontokat tar-
talmazo racs

o 1
wp, 1= {331 :=thli=1,...,N—-1;h = N}’
a perempontokat is tartalmazo racs
o 1
wp:=x; :=1ih|i=0,...,N;h = N

és a perempontok halmaza ~y;, := {0,1}. Legyen v : [0; 1] — R folytonos fiiggvény és vezessiik be a
kovetkezo jeloléseket:
Vip1 — 20 + 01

h? '

vi = 0(mi),  Vzg =

Ha v € C*[0;1], akkor a fenti mdsodrendd differenciahdnyados a mdsodik derivdlt
masodrendd kozelitését adja, azaz barmely x; € wyesetén létezik olyan |n;| < 1, melyre

Vig1 — 20; + vi_ h?
i+1 h2z i—1 :U//($i)+ﬁv(4)($i+77ih)-

Bizonyitas. A Taylor-formula alapjan létezik olyan & € (24, i41) és & € (zi-1,7;), hogy

v v = (v bl 4 o B B e
e PR T g Tyt
h? h3 h4
ol g @) ey ) =
+<Ul ik g gy & )>
Rt 1
= 2u; + h*v] + 3 (v(4)(5i+) +v(4)(§f)> =

h4
= 2u; + b + ﬁv(4)(xi +nih), [ni <1.
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Innen
2

Vig1 — 20; + vi_ h
i+1 ) i—1 :U/,(Sﬂi)+ﬁv(4)($i+77ih), |771| <1,

h2

a masodrendi differencia hanyadost kaptuk, ami v masodik derivaltjat kozeliti. W

Ezzel az eredménnyel a peremérték feladat a kovetkezo linedris egyenletrendszerrel helyettesit-
heto:

Yo = a,
_yfac,i:fi, Z‘Zl,...,N—l,
yn = b.

9-1. Definicié. A peremértékfeladatnak a kapott linearis egyenletrendszerrel valé helyettesitését
véges differencia diszkretizaciénak nevezzitkk. A h = 1/N paraméterti rendszersereget diffe-
renciaséméanak nevezziik. A h paraméter a differenciaséma lépéstavolsaga.

A differenciaséma indexmentes alakban
Yz + f(2) =0, € wy
y(x) = c(z), = € Y,

ahol ¢(0) = a és ¢(1) = b. Trjuk fel az (N + 1) x (N + 1)-es linearis egyenletrendszer matrixét,
valamint a jobboldalat és megoldasat leiré vektort:

2 0 0 0 a Yo

-1 2 -1 0 0 bil ()

N (01 2 -1 0 0| fa Y2
Ah :_ﬁ . s f = s S;::

o . . -1 2 -1 0 . .

0 . . . —1 2 -1 fN—l YN-—-1

0 0 h?] b L un

Az Ay, mdtriz M-mdtriz.

Bizonyitas. Az elSjelfeltételek teljesiilnek Ay -ra.
Készitstink olyan g > 0 vektort, melyre Ag > 0. Vezessiik be a w(z) := 1+ z(1 — x) kon-
kav majorans fliggvényt és a w vektort, mely a w fliggvény racspontokon felvett értékeit
tartalmazza:

w = (w(zg),w(x1),...,w(@n_1),w(TN)).
Ekkor w > 0 és

Ty ow(m) = 1=0,N
(Aw); = { hflg(—w(xz‘fl) +2w(z;) —w(wi—1)) = —w"(x;) =2 i=1,...,N—1.

Tehét a g := w valasztas jo, ezzel belattuk, hogy Ay M-métrix. W

A fenti jelolésekkel a kovetkezd a-priori hibabecslés adhatd (a megoldds ismerete nem szik-

séges hozzd)

N =~ ~ 9% 5 N %
wax || =: [¥lleg,) < gIElleg,) = 7 maxlfil
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Bizonyitas. A rovidebb frasméd kedvéért [|y[|o g, helyett [[¥]|oo-t frunk a bizonyitdsban.

wn)
N -~ - N ~ 1= ~ 1=
mae [5i] = [[§]loo = max | ((An) E)il = [[(An) ]l <
< 1(An) " oolllloo

Az M-métrixokrél tanult 14. tételt alkalmazzuk az ||(Ap) ™Yo becslésére a g := W és A == Ay,
jeloléssel (W az el6z6 lemmabdl)

~ 5
18lloo W]l o i_5
1 4

Afl < - < A - -
1A e = S (A = it (Agw),

ahol

¥l < ms fu(a)| = o (3)| =1+ 55 = 5
Whoe =220 M T2/ T T T2 e T

A kapott becslést beirva kapjuk a tétel allitasat.

_ N P
IMMSWMJWMWMSQWW

A fenti linedris egyenletrendszert réviditett Gauss-eliminaciéval oldjuk meg, melynek mivelet-
igénye 8N + O(1). Az mbdszer alkalmazasdhoz sziikséges feltételek Ay, = tridiag(—a;, b, —¢;):

ai bi,ci >0, b, >a;+c¢ és Elj:bj>aj+cj.

Behelyettesitve a konkrét elemeket

2
bo=1>cy=0 b,=a;+¢ <—

_hg)?izlv"'?N_l’ by =1>any =0,

a feltételek teljesiilnek, vagyis az algoritmus minden esetben végrehajthato.

A roviditett Gauss-eliminacié algoritmusa
A = tridiag(ai, bi, ¢;) Y és (fi)Y, jobboldal esetén:

CMQZZO, B(] 2:0,
i=0,...,N—1:
0= bi — Q;

Ci
Qit1 1= 5

i T aip;
Bit1 12%

fn +anBn

bN—aNaN
YN = BNyl

1=N-—-1,...,0:

5N+1 =

Yi = 0i11Yir1 + Biv1

Ezutén eliminaljuk a peremfeltételeket.
a) fi=0,i=1,...,N —1 esetén

yy=a+ (b—a)x;, 1=0,...,N
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megoldasa a linearis egyenletrendszernek. yo = a és yny = b teljesiil, ellendrizziik, hogy az tobbi
egyenlet is rendben van-e. Az i. egyenlet 1/h? nélkiili alakja i = 1,..., N — l-re

—Yi-1+2yi — Yit1 = —[a+ (b —a)zia] 4+ 2[a+ (b — a)zi] — [a+ (b — a)zi1] =
—a+2a—a+ (b—a)|—xi—1 +2x; — xiy1] =
=(0b—a)|-xi+h+2z; —x; —h] =0.

b) Az altaldnos megoldast a kovetkezd alakban irjuk fel
y(x) =a+ (b—a)r +v(x), = € wh.

Ekkor a v-re felirt egyenlet:
Uzzi + f(2) =0, = € wp
v(z) =0, x € V.
Matrixos alakja
Apv = ?, ahol

2 —1 0 . . f1 U1
-1 2 -1 0 f2 (%]
1
Ah = 75 . 9 ? = , V .= s
h2
-1 2 -1
-1 2 In-1 UN—1

ahol ? a perempontokat nem tartalmazza.

A perempontok elimindcidja utdni Ay, mdtriz szimmetrikus és az M-mdtriz tulajdonsdga
is megmarad.

Bizonyitas. Ezt a kordbbiakhoz hasonléan a w(z) := z(1 — z) fiiggvénnyel és a g :== W > 0
vektorral érhetjiik el és

(Ang)i = —w"(x;)) =2 Vi=1,...,N —1.

|
Megjegyzések.
1. Az Ajp matrix felirhaté a kovetkez6 egyszerti médon Ay = %(K + K7T), ahol
1 0 ... 0 10 0 ... 0
-1 1 0 0 11 0 ... 0
K= 0 -1 1 0 s S=K1=|1 1 1 0
0o 0 ... -1 1 11 ... .01

A [3] jegyzet 26. oldalén taldlhaté Otletet felhaszndlva, vegyiik észre, hogy az %K matrix az elore
mutaté differencia operator matrixa (K: kiilonbségképzés matrix), mig az h S métrix a differen-
cia operator inverzének méatrixa (S: Osszegzésmatrix). Ebb6l a gondolatmenetbdl kévetkezik, hogy
hS = hK~1 az integrdloperator diszkretizacibja. Az elézé fejezetbeli Green-fiiggvény diszkrét meg-
felel6je pedig az A} L métrix.
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2. Irjuk fel az Ay, méatrix inverzét:

I I -1
—— — —-1
At =R (K+KT) T =n? KK HTKT+KKIKT|  =h? [K(ST+S)KT| =
——— ~—~—
ST S
1
= (K HTI+eeT) 1K1 =h428T (I - NeeT) S,

Az ST + S =1+ eeT inverzének ellendrzése:

1 1 1
I+eel)- (I— eeT) =I+eeT — —eeT — —e(eTe)eT =1
( ) N N N u
=N-1

_>
A fenti képletbdl az v = A, L'f megoldasvektor a roviditett Gauss-eliminécié nélkiil is konnyen
eloallithat6. A fenti alak segitségével az inverz elemei zart alakban is el6allithatok.

A korabbi a-priori hibabecslésnél pontosabb becslés adhato

wp)*

~ 1
9110z, < mactlal, b1} + 51 F e

Bizonyités. A rovidebb irdsméd kedvéert [|v|| g, ) helyett [|v]joo-t frunk a bizonyitasban.

1=
IVl = AL™ £l <

< A ool F oo

Az M-métrixokrdl tanult 14. tételt alkalmazzuk az || A}, !||e becslésére a g == W és A= Ay

jeloléssel
~ min? ,(Ag); min?zl(Ahv_&)i

1
=3

DO |l

ahol w(zx) := z(1 — x) az eléz6 lemmaban szerepld fiiggvény

1 11 1
< O e |
[¥lloe < Jnax |w()| ‘w (2)‘ 2271

)

A kapott becslést beirva és a peremfeltételeket felhasznalva kapjuk a tétel allitasat.

_ _ 1 —
[¥]lee < max{|al, b} + HAthooH?lloo < max{lal, [b[} + Zl| £ oo

c sz

adott ||.|| norma esetén, melyre ||ey|| = 1, 1étezik olyan M konstans, mely nem fligg h-t6l és

31l < M.
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Megjegyzések.
1. Az el6z6 lemmakban éppen két ilyen alaki becslést kaptunk.

2. Ha a differenciaséma megoldéasara sikertil ilyen becslést levezetni, akkor a hozzatartozo li-
nearis egyenletrendszer matrixa regularis, ugyanis a homogén peremfeltételeket is jelenté f = 0
jobboldalhoz csak ¥y = 0 megoldas tartozhat. Ekkor tehat pontosan egy megoldés 1étezik.

3. Rogzitett peremértékek és valtozo jobboldal mellett a differenciaséma y megoldasa f-ben
Lipschitz-folytonos és M = ||A;*| a Lipschitz-konstans:

I¥(5) — 5(@)ll = AL — A gl = AL (€ - &) < AL |If — &l = MI|f - g].-

4. Mivel y = A; If | ezért a stabilitas ekvivalens azzal, hogy HA; 1| egyenletesen korlatos h-ban
és azzal is, hogy || A}, 1| egyenletesen korlatos h-ban.

9-3. Definici6. A ¥ maradékvektort (reziduum vektort) a pontos megoldasnak a differenciasémaba
valé helyettesitésével a két oldal kiilonbségébdl kapjuk

U(z) = f(z) + uze, v €wp; V(x)=y(z) —ulx), =€
A zZ = y — u a hibavektor a kozelité (y) és a pontos megoldas racspontokon vett eltérése,
ahol y a differenciasémébol kapott megoldas és u a pontos megoldas projekcitja C|0; 1]-bél
RN+ be.
= (u(zo), u(xr), ..., u(zy_1), u(zy))T

A két vektor kapcsolata

Az =U.

9-4. Definicié. A séma approximalja a peremértékfeladatot, vagyis a séma konzisztens, ha a sta-
bilitdsi becslésben hasznélt ||.||-val

U] =0, h— 0.
p az approximécié rendje illetve a konzisztencia rend, ha
][ = O(hP).

A séma konvergens, ha
yi > u(x;), h—0 (i=0,...,N).

Ha a peremértékfeladat megolddsdra u € C*[0;1], akkor a Z =y — u hibavektorra

~ N h? h?
2l o) = max |y —ulz:)] < %HUM)HC[O;I] = o5/ lewo-

Ez azt jelenti, hogy y; = u(x;) + O(h?), vagyis a kézelités mdsodrendii.
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Bizonyitas. Tekintsiik a z = y — u hibavektort. Ez eleget tesz az

Az =0

egyenletrendszernek, ahol

O _ Ahz(:p) = —Yzz + Uzz = f(ﬂi') + Uz T € wp
o) = { Apz(z) =Z(z) =0 T E .

N

A VU vektort felirva
U = (0, fi + gz, [N-1+ Uzz.N-1,0)7.
A korabbi hibabecslésbol

. . 1, ~
1Zllc(ewp) = 1Y — Ullc(w,) < gH‘I’Ho(wh)-

Ha u € C*[0; 1], akkor a sorfejtését
Uzgi = U (z;) + ﬁu( @i 4+ vih), v <1
felhasznélva
2
—u
12

2
Vi = fi +uzeq = —u" (z;) +u" (2) + %u(‘” (@i + vih) = —u™ (z; + v;h).

A U vektor normajanak becslése
~ h2
1P| ¢ () < EHU(4)|’C[O;1]a
amit beirva a korabbi becslésbe

1 h?

~ h2
4
1P| ¢(e) < 3 EHU( N = %HJWHC[O;I]‘

ol

12l ¢(wh) =<

(A modellfeladat differenciasémdjinak tulajdonsdgas)

Ha f € C?[0;1], akkor a

u(0) =a, u(l)=">
feladat
Yo = a,
—yfx’i:fi, iZl,...,N—l,
yn = b.

differenciasémdja stabil és érvényes a kédvetkezd becslés

- 1, —=
1¥llc@,) < max{[al,[b]} + gH Fllo,):

Tovabbd a séma konzisztencia rendje és konvergencia rendje 2.

Bizonyitas. A korabbi lemmakbdl és tételekbdl kovetkezik. W
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(Stabilitds+Approzimdcio=Konvergencia)

A kezdetiérték-feladatokhoz hasonléan a séma stabilitdsdbdl és az approrimdciobdl kévetkezik
a konvergencia.

Bizonyitas. Ugyanis a stabilitdsbél [|z] = ||§ — || < M||®|| és az approximéciébél
W] — 0, h—0,
ezért ||y —u|| — 0, h — 0, ami ekvivalens azzal, hogy

minden i-re (i =0,...,N) y; = u(z;), h— 0, vagyis a séma konvergens. W

Megjegyzések.

1. A 6. tételbeli pontossagi becslés eldnyds tulajdonsaga, hogy elvileg kiértékelhet6 az input
adatokbdl. Ilyen becslést bonyolultabb feladatoknal nem tudunk megadni. Ahhoz, hogy az ¢ pon-
tossagot biztositd h-t meghatdrozzuk f”-t és annak maximumat kellene meghatdrozni.

2. Gyakorlatban jél hasznalhat6 a Runge-fogés (a Richardson-extrapoldcié legegyszeriibb for-
méja). Szamitsuk ki a megoldast h-t mindig felezve. Ha az y(®) és y(P/2) kozelitések rendelkezé-

stinkre allnak, akkor
4
N R ECYE ) H
e:= y y
H3 ( ) C(wp)

adja a hiba becslését.
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