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El6sz6

Osszefoglaljuk a Laplace-transzformdcioval kapcsolatos alapveté fogalmakat, &lli-
tasokat. Példakat mutatunk az alkalmazasokra a kozonséges, ill. a parcidlis dif-
ferencial-egyenletek és rendszerek, differencia-egyenletek, integralegyenletek tertiletérol.
Kitériink a Laplace-transzformdcio és a trigonometrikus Fourier-transzformdcio kapcso-
latara. Targyaljuk a Mellin-transzformdcio néven ismert inverz-transzformaciot, ill. en-
nek néhany alkalmazasat. Az Irodalomjeqyzékben szamos miivet sorolunk fel, amelyekre a
tanulméany megirasakor részben tamaszkodtunk. A belsé hivatkozasokat altalaban mell6z-
ziik, de minden eredmény, amely emlitésre keriil, megtalalhat6 a felsorolt miivekben.

Ez a tanulmény az Eurdpai Unié tdmogatdsaval, az Eurdpai Szocidlis Alap tdrsfinanszirozasival

késziilt (a tdmogatds szama: TAMOP 4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0003).
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1. A D;, fuggvényhalmaz.
Legyen f : [0,400) — C olyan (Lebesgue-szerint) mérhetd fiiggvény, amelyre igazak
az alabbiak:

1° minden b > 0 mellett véges az f(f |f(t)|dt (Lebesgue-) integral;

29 van olyan z € C komplex szam, amelyre

+oo b
/ f(t)e " dt := lim / f(t)e **dt € C.
0 0

b—+o00

Jeloljiik a tovabbiakban az ilyen tulajdonsagu f fliggvények halmazat Dy-lel.

1.1. Megjegyzések.

i) Tegytik fel pl., hogy az f : [0,400) — C mérhetd fliggvény eleget tesz 1°-nek,
tovabba alkalmas v € R, K,c¢ > 0 szdmokkal majdnem minden (m.m.) t > ¢
pontban

[f()] < Ke.

Ekkor f € Dp. Ha ui. z € C és Rez > «, akkor m.m. ¢ > ¢ esetén

|f(t>e—tz| _ |f(t>|e—tRez < Ke—t(Rez—'y)'

Kovetkezésképpen

—+o0 c —+o00
/ |f(t)e_tz\dt§/ \f(t)e_tz|dt+K/ e tRez=7) gt <
0 0 c

c b
max |e” " / |f|+ K lim / e tRez=7) gp —.
0 b—+oo J.

0<t<c
K
i ( —c(Rez—7y) _ —b(Rez—’y)) —
7+biinoo<Rez—7 ‘ ‘
vt Le—c(Re z—") < 400,
Rez —~

azaz f0+oo |f(t)e | dt < +oo. Ezért az f0+oo f(t)et* dt improprius integral is
konvergens. Jeloljitkk az ilyen tulajdonsdgi f flggvények halmazdt D] -val.



A Dy, fligguényhalmaz

ii)

Tehat D} C Dy. Vildgos, hogy tetszéleges f € L°°[0,+00) fiiggvényre f € DY,
azaz L>°[0,4o00) C Dy.

Legyen f € D] az el6bbi megjegyzésben szerepld fliggvény, 5 > v és ¢ < b < d.
Ekkor tetszoleges z € C, Rez > (3 esetén (az i)-ben latottakkal analég médon)

d
t)e t* dt gK/ e t(Rez=7) qp —
b

K (e—b(Rez—’y) —d(Rez ’y)) K —b(ﬁ—’)’).
Rez —~ B—7

Ha e > 0 és by > c olyan, hogy e~ %(#=7) < ¢ akkor barmely by < b < d esetén

t)e " dt| <

ﬁ_

Ez azt jelenti, hogy a {z € C : Rez > 3} félstkon az f0+oo f(t)et* dt improprius
integral egyenletesen konvergens. Az eddigiekbdl az is kideriilt, hogy ha b > ¢

—+ o0
tetsz6legesen rogzitett, akkor / f(t)e ** dt‘ — 0 ( Rez — +00). Mutassuk
b

meg, hogy

(t)e " dt| — 0 (Rez — +00).

Mindez trividlis, ha valamilyen C' > 0 konstanssal |f(t)| < C teljesiil m.m.
t € [a, b] esetén. Ekkor ui.

1— e—bRez

Re z

<C’/ e tRez gt = —— (z€ C,Rez > 1),

bRez
ahol 1W — 0 ( Rez — +00). Kiilonben legyen tetszdleges € > 0 mellett

g : [0,b] — C olyan mérheté fliggvény, amellyel fob |f(t) —g(t)| dt < € és alkalmas
C > 0 konstanssal |g(t)] < C m.m. t € [0,b] esetén. Ekkor

IN

/ |f | —tRezdt+C e—bRez
Rez
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iii)

iv)

1— e—bRez

€+OT (ZGC,RQZ>’7).

Tehat ‘fob f(t)e t* dt‘ < 2¢ hacsak Rez mar elég nagy.

megjegyzés feltételeinek, azaz h, Dyr. Innen az is rogton kovetkezik, hogy
barmely P polinom esetén az f(t) := P(t) (t > 0) lesziikités is Dp-beli.

Legyen P polinom, 3 € R és f(t) := P(t)e’* (t >0). Ekkor f € Dy.

Ha pl. n € N és h,(t) := t" (t > 0), akkor h, nyilvan eleget tesz az i)
S

Ugyanakkor pl. az f(t) := et” (t > 0) fliggvény nem Dy -beli. Valéban, legyen

a € R tetszéleges valés szém. Ekkor barmely ¢t € R, ¢ > 2a esetén e! e~ =

et’=at > et’/2 azaz
b 2 b 2
/ e’ e_“tdt>/ et 2 dt — 400 (b — 400).
0 0

Tegytik fel, hogy z olyan komplex szam, amelyre 1étezik és véges az f0+oo et’ et dt

integrél és legyen ¢(z) := [ e’ e'#dt (z > 0). Ekkor barmely a € R, a >Re 2

és b > 0 esetén parcialis integralds utan

b 2
/ et e dt
0

b
a2l / o(t)]e )| dt.
0

b
_ / etze—tze—t(a—z) dt| <
0

’@(b)e_b(“_z)

Mivel a feltételezésiink szerint létezik és véges a lim, .1 ¢(x) hatarérték és ¢
folytonos, ezért ¢ korlatos fiiggvény. Kovetkezésképpen

< sup |gp(x)|e_b(“_ Rez) 0 (b — 400).

‘(p(b>e—b(a—z)
z>0

Tovabba

b b
/ ()]l dt < sup [(x) / etoRe2) gy —
0 x>0 0
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su x
1— e—b(a— Re z) 1‘>p0 ‘90( )‘

— b
i1§3|<,0(a:)| a— Rez  a— Rez < o (b= +o0),

amib6l

+00 = sup
b>0

<

b 2
/ et e dt
0

b
sup (LpGOe—“Z—a>-+|a-—z|jg (1) et

b>0

dt) < 400

kovetkezne, ami nem lehet. Ezért egyetlen z € C esetén sem lehet konvergens az

f0+oo et’ et dt integral, igy f ¢ Dr.

vi) Hasonl6an lathaté be, hogy expoexp ¢ Dy..

vii) Ha f abszoltit integrdlhaté [0, +00)-n, azaz f € L]0, +00), akkor barmely 2 € C,
Re z > 0 esetén

[fOe ™| = If )™ <[f()]  (t>0)

miatt a 0 < ¢ +— f(t)e™* fiiggvény is L1[0, +00)-beli. Ezért 1étezik (és véges) az
f0+oo f(t)e~t* dt integral. Kovetkezésképpen L1[0, +oc0) C Dy.

viii) Az f : [0, 4+00) — C mérhet6 fiiggvény exponencidlis tipusi, ha van olyan x € R,
hogy az f.(t) := f(t)e™t® (¢t > 0) fiiggvény L'[0, +oc)-beli. Ekkor tetszdleges
z € C, Rez > x esetén

+00 +o00 +oo
/ uwaﬂﬁzf mew“m@ﬁs/ fal®)] dt < +o00
0 0 0

azaz a 0 < t — f(t)e”'* fiiggvény integralhaté. Kovetkezésképpen f € Dy. Ha
tehdt DT jeloli a most definidlt exponencidlis tipusi fliggvények halmazat, akkor
DY C Dy, tovabbd nyilvan L'[0,+00) C DFP, ill. D} € DFP (v € R).
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2. Laplace-transzformalt.

2.1. Tétel.
Legyen f € Dy, 29 € C és tegyiik fel, hogy f0+oo f(t)e t*odt € C. Ekkor bdrmely
z € C, Rez >Re zy esetén f0+oo f(t)et*dt € C.

Bizonyitas. Az eléz6 1.1. v) megjegyzésben kovetett gondolatment dltaldnosithato:
legyen ehhez o(t) := fg f(x)e~**0dx (t > 0). Ekkor a ¢ fliggvény abszolut folytonos
[0,6]n (b > 0), ill. majdnem minden 7 > 0 helyen ¢ differencidlhaté 7-ban és
O'(1) = f(r)e" 7%, Ezért minden 2 € C, Rez >Rezg és b > 0 mellett fob f(t)e t=dt =
f(f f(t)e t2oe=t==20) 4t ahol

b b
/ f(#)em 70 Cm20) dt = p(b)e™ " 7%0) 4 (2 — 2) / p(t)e 720 dt =
0 0

A(b) + B(b).
Mivel

+00
li b) = e 0 dt e C, lim |e 70| = lim e P(Rez—Rezo) —
Jm o) = [ Je Ll = D e

ezért limy_ oo @(b)e ?*7%0) = 0, azaz lim,_, o, A(b) = 0.

A ¢ fliggvény folytonos és lim;_, o @(t) € C, ezért ¢ korldtos, igy egy alkalmas K
szammal

b b b
/ |(,0(t)€_t(z_20)| dt < K/ |e—t(z—zo)| dt = K/ e—t(Re z— Re zp) dt =
0 0 0

K
Rez — Rexzg

K

1— —b(Rez—Rezo))
( € - Rez — Rezg

(b — +00).

Kovetkezésképpen 1étezik f0+oo @(t)e t2=%0) dt € C, azaz limy_, 4o B(b) € C és

+oo b
/ F()e = dt = lim / fe = dt = lim B(b) =
0 0

b——+oo b——+oo

+00
(z — zo)/ ot)e tET0) dt € C. m
0
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2.1.

i)

ii)

iii)

iv)

Megjegyzések.

A most bebizonyitott tétel alapjan nyilvanvald, hogy barmely f,h € Dy, a, 3 € C
mellett af + Bh € Dy.

Valamely f € Dy, esetén legyen Lf € C — C az a fliggvény, amelyre

+00
Dry = {ZECZ/ f(t)e_tzthC}
0

és

+oo
Lf(z) ::/O f(t)e_tz dt (Z S DLf).

Az igy definidlt L leképezést Laplace-operdtornak nevezziik (Euler (1737), Laplace
(1782)). Pl. az 1.1. i), ill. ii) megjegyzésében szerepld f € D] fiiggvényekre (az
ottani jelolésekkel) {z € C : Rez > v} C Dry. Hasonlban, ha f € L'[0,4o0),
akkor {z € C: Rez > 0} C Dy, ill. f € DI esetén valamilyen z € R szdmmal
{zeC:Rez>uz} CDry.

Ha f € Dy, akkor legyen
—+o0
q5 ::inf{xER:/ fte ™ dt € C (2 € C, Rez>x)}.
0

Vildgos, hogy barmely z € C, Rez > ¢y esetén f0+oo f(®)e t2dt € C, ill., ha
z € C és Rez < gy, akkor az f0+oo f(t)e~** dt integral nem konvergens. Tehdt

{zeC:Rez>qs} CDry C{2€C: Rez>gy}.

Pl tetszbleges f € D] fliggvényre nyilvén gf < 7.
Ha f,h € Dr, o, B € R, akkor gqf4pn < max{qy,qn}-

A iii) megjegyzés szoros analégidt mutat a hatvanysorokkal kapcsolatos ismert
eredménnyel (1d. Cauchy-Hadamard-tétel). Nevezetesen legyen a,,a,zy € C
(n € N) és tegyiik fel, hogy > 7 a,(z0 — a)" € C. Ekkor tetsz8leges z € C,
|z —a|] <|z0 —al esetén is >~ ja,(z —a)" € C. Ha

R:zsup{rEO:Zan(z—a)”EC (z€C,|lz—al <)},
n=0

akkor a
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vi)

Kr(a):={2€C:|z—a| <R}, Kg(a) :={z€C:|z—a| <R}

jelolésekkel

Kpr(a) C{z€C: ian(zo —a)"” € C} C Kg(a).

Legyen most valamely f € Dy, és zg € C esetén f0+oo f(t)e~t* dt abszolit konver-
gens, azaz f0+oo |f(t)e t*0| dt < +oo. Ekkor minden z € C, Rez > Re 2 helyen

f0+oo f(t)e~'* dt is abszolit konvergens. Ui.

o0 400
/ |f(t)e™" %] dt =/ |F(t)]e tRe= dt <
0 0

—+o0 +o0
/ F(E)]e~"Re=0 gt = / F(£)et0] dt < +oo.
0 0

A most mondottakbdl az is kideriilt, hogy ekkor
+oo
|ILf(2)] < / |f(t)e | dt (z € C, Rez > Rez).
0

Ha Q; := inf {:c ceR: f0+oo |f(t)e |dt < +o0: 2 € C, Rez > x} (ahol most
legyen inf () := +00), akkor nyilvan ¢y < Qy, ill. barmely z,v € C, Rez > Qy,
Rev < Q esetén f0+oo f(t)e™t* dt abszolut konvergens, f0+oo f(t)e t dt nem ab-
szolit konvergens. Az 1.1. i) megjegyzésben foglaltak szerint tetszéleges f € D]
figgvényre Q5 < 1, ill. (1d. 1.1. vii) megjegyzés) f € L'[0,+00) esetén Qs < 0.
Vildgos, hogy ha f € DY (1d. 1.1. viii) megjegyzés), azaz valamilyen z € R
esetén

+oo
/ |f(t)]e ™dt < +o0,
0

akkor tetszéleges z € C, Re z > x komplex szdmra az f0+oo f(t)et*dt integrél az

+o00o 400
/ |f(t)e™?|dt < / 1F(t)|e ™ dt < +o0
0 0
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vii)

viii)

becslés miatt abszolit konvergens. Forditva, ha f € Dy és egy C > z szamra
0+oo f(t)e~¥*dt abszolit konvergens, azaz f0+oo |f(t)|e"tRe=dt < +o0, akkor
feDy™.
Az el6z6 megjegyzésben emlitett trividlis ¢; < @Qf egyenlStlenségben el6fordulhat,
hogy ¢ < Qy (més széval tehat egy f € Dy, fiiggvényre az Lf Laplace-transz-
formaltat definidlé improprius integral konvergencia- és abszolut konvergencia
tartomanya nem feltétleniil esik egybe. Ennek az igazolasara tekintsiik ui. az
alabbi extrém példat:

0 (0<t<a:=Inln 3)

£(t) = t
(—=1)"e¢/? (Inlnn<t<lnln(n+1) (n=23,4,..).

Ekkor barmely z € C komplex szamra nyilvan

—+o0

+o0 —+o0 .
/ |f(t)e *|dt = / |f(t)e *|dt = / e tRezte 201 — 4o
0 a

a

Ugyanakkor legyen pl. z:= 0, ill. n = 3,4, ... és

Inln (n+1) t/2 n+1 1
I, = € redt = dx.
/ln Inn ¢ /7; \/Eln x !

Az (I,,,n = 3,4, ...) sorozat monoton fogyé és lim,, .o I,, = 0. Ezért (a Leibniz-
sorokra vonatkozo elemi tétel miatt) a Y - .(—1)"1, végtelen sor, kovetkezéskép-

pen az fén o f(t)dt (n = 3,4,...) integralok sorozata konvergens. Innen mar

nem nehéz meggondolni, hogy egytuttal a lim,_, 4 o f: f(t) dt véges hatarérték is
létezik, azaz 0 € Dry.

Emeljiik ki kiilon is a 2.1. Tétel bizonyitdsabol a kovetkezdt: ha f € Dy, zo € Dry
és

o(t) = / f@)e oz (t>0),

akkor barmely z € C, Rez >Rezp esetén z € Dy és

+oo
Lf(z)=(z— ZQ)/O o(t)e tEm20) gy,
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S6t, a bizonyitasbdl az is kideriilt, hogy ebbdl a szempontbdl zp € Dry nem
lényeges, csak annyit hasznaltunk ki, hogy a fenti ¢ fiiggvény korlatos. Lassuk
be tovabba, hogy ha 0 < a < 7/2 és

Dy, :={2€ C: Rez > Rezg, arg(z — 29) < a},

akkor a D, ., -beli z-kre az Lf(z)-t definidlo f0+oo f(t)e *#dt integral D, .,-n
egyenletesen konvergens. Legyen ui. z9 # 2z € D, ., ekkor a 2.1. Tétel bi-
zonyitasa szerint

b b
/ F(t)e Zdt = @(b)e *CE720) 4 (2 — z)) / o(t)e tE==0)ar (b > 0).
0 0

Figyelembe véve a trividlis

b
Lf(z) — e P G200 LF(2) — (2 — 2) /0 Lf(z)e t=20)dt =0

egyenl6séget, amit az el6z0hoz hozzdadva a kovetkezot kapjuk:

b
/ ft)e tdt =
0

L1 (o) + € p(b) = L (20) + (2 = 20) [ (6l0) = L))

Innen tetszoleges 0 < ¢ < b esetén az adddik, hogy
b
/’f@w—”ﬁ:=e*@—%%¢w>—Lf@w>—eﬂ“‘%%w@)—Lf@@»+

b
&—zw/(ﬂw—Lﬂwwéﬂ%“Wt

Mivel limy—, 400 ¢(t) = Lf(20) € C, ezért barmilyen € > 0 szamhoz létezik olyan
d > 0, amellyel |p(t) — Lf(20)] <e (t> 0). Ha tehédt az el6bbiekben § < ¢ < b,
akkor (a nyilvanvald ‘e‘m(z_ZO)‘ = e ?Re(2=20) < 1 (2 > 0) egyenlétlenségre is
tekintettel) azt mondhatjuk, hogy
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ix)

b b
/ f)e #dt] < 26+ |z — zo\g/ e tRez=20)qp <

26+ |z — % |5/+ooe_tRe(Z_ZO)dt—6 2—|—M
o B Re(z—2) )

Mivel (29 # )z € Da,z,, €zért

Re (z — zp)

= cos (arg (z — 20)) > cos a (> 0).
|z — 2o

fgy

/Cb f(t)e tdt

1
§5<2+ )
cos «

Az el6z6 megjegyzést felhaszndlva lassuk be a kovetkez6 egyértelmiiségi tételt:
tegyiik fel, hogy f,g € Dy és valamilyen a € R esetén Lf(z) = Lg(z) (z € C,
Rez > a). Ekkor f(t) = g(t) (m.m.t > 0). Ez nyilvdn azzal ekvivalens, hogy ha
h € Dp és Lh(z) =0 (z € C, Rez > a), akkor h(t) =0 (m.m.t > 0). S6t, azt
latjuk be, hogy ha valamilyen zp € C és R 35 0 > 0 esetén

Lh(zp +no) =0 (n € N),

akkor h(t) =0 (m.m.¢ > 0). Valéban (Id. viii)) tetszéleges z € C, Re z > Re zg
helyen

+oo
Lh(z) = (z — zo)/ o(t)e tE20) gy
0
ahol most (%) := Ph(z)e~T 0 dg t > 0)). Ezért azt mondhatjuk, hogy

0

—+o0

Lh(zp + no) = na/ o(t)e ™ dt =0 (0 <neN).
0

Aot=—1Inx,ill

Y(x):=p(—(Inx)/o) (0<z<1), (0):= lim @(t) = Lh(zo)

t——+4o0
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xi)

helyettesitéssel az elobbi egyenloségekbol

/1 zFp(z) dz =0 (ke N)
0

kovetkezik. Tehdat a folytonos v fliggvény valamennyi momentuma zérus. Jol
ismert, hogy ebbdl ¢ = 0 kovetkezik, amibol meg nyilvan azt kapjuk, hogy
¢ = 0. Mivel a klasszikus Lebesgue-féle differencidlhatdségi tétel miatt 0 = ¢’ (t) =
h(t)e7* (m.m.t > 0), ezért innen h(t) =0 (m.m.t > 0) mar addédik.

A most igazolt egyértelmiiségi tétel szerint egy Laplace-transzforméltnak csak a
trividlis esetben lehet periddusa. Tehat: ha f € Dy és valamilyen 0 # £ € C
komplex szammal Lf(z) = Lf(#+ &) (2 € Dry), akkor Lf = 0. Valéban, a
periodicitasi egyenl6ség masképp irva a kovetkezot jelenti:

+o00o 400 +00
= —tz g4 —t(z+&) 14 _—tEN —tz
0 /0 f(t)e *2dt /0 ft)e dt /0 f@)(1—e " )e *2dt.

Ezért f(t)(1 —e ) = 0 (mm.t > 0). Az e % = 1 egyenldség legfeljebb
megszamlalhaté sok t > 0 esetén teljesiilhet, igy f(f) = 0 (m.m.t > 0), azaz
Lf=0.

Tegyiik fel, hogy f € L'[0,+00),z € C, z :==Rez > 0, y :=Im 2, ekkor (Id. 1.1.
viil) megjegyzés) a

0 (t <0)
(I)x’f(t) =
ft)e™ = fo(t) (t=0)

jeloléssel

+00 +oo
Lf(z) = /0 f(t)e e Wt dt = / D, p(t)e W dt.

— o0

Nyilvan ®, ¢ € L'(—oc0,+00) és Lf(z) = &Dm,f(y), ahol egy g € L'(—o00,+00)
fliggvény esetén

+o0
g(y) == / gtye™dt  (yeR)

— 00

a g fiiggvény Fourier-transzformdltja. Ha itt g = X[ € L*[0,+00) az [a, D]
0 <a,be€R, a<b) intervallum karakterisztikus fliggvénye és 0 < = € R, akkor
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b
/ e—mte—zstdt
a

e—ax +e—bx - 2

V2 + s? |s|

Innen rogton kovetkezik, hogy ha N € N, ¢q,...,.cxy € R, ap, b € R, 0 < ap < bg
(k=1,..,N)ésg= ij:l CkX[ap,bx] € L°[0,+00) (lépcsdsfiigguény), akkor

|@2,4(s)| =

1
<e—a(m—|—1s) . e—b(m—l—zs))‘ _
T +1s

(0#seR).

3 2N|lglls _. Cy

|(I)1’79(8)| S |8‘ = W (O%SGR)

Legyen a fenti f € L'[0, +00) fiiggvény és tetsz6leges € > 0 esetén g € L>°[0, +00)
olyan 1épcsOsfiiggvény, amelyre || f—g||1 < €. Megtartva az el6bbi jeloléseket ekkor

L) < 1L = 9)(@)] + [Lg()] = [Bas—y(w)] + | Bagw)

C C
lf =gl + =2 <e+ 2 (y #0).
Y| Y|

Kovetkezésképpen van olyan § > 0, hogy |Lf(z)| < 2¢ (2 € C,|y| > J). Mas
széval tetszéleges f € L]0, +00) esetén

Lf(z)—0 (Rez > 0,|Im z| — 4+00),

mégpedig C > z-ben egyenletesen: barmely € > 0 szdmhoz van olyan o > 0,
amellyel |Lf(z)| <e (z€ C,Rez>0,|Im z| > §). Vildgos, hogy

0 (t<0)
lim @, f(t) = ®(t) :=
w0 f&) (=0,

[P, ¢ ()] < |®(t)] (x> 0,t € R)és ® € L' (—o0,+00). Alkalmazhaté tehdt a
Lebesgue-féle konvergencia-tétel, miszerint

lim Lf(z) = /+°° lim (@, ¢(t)e V") dt = /+°° D(t)e W dt = B(y),

z——+0 oo z—0 o
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xii)

azaz limpe »—40 Lf(z) = ®(Im 2).

(Itt jegyezziik még meg, hogy a fenti L f(z) = @x,f(y) egyenl6ség alapjan a ix)-beli
egyértelmiiségi tétel f € L]0, +00) esetén a Fourier-transzformaltakra vonatkozd
analdg llitasbol is kovetkezik. Ha ui. Lf = 0, akkor &, ((y) = 0 (y € R),
amib8l @, ¢(t) =0 (mm.t € R), azaz f(t)e ™ =0 (m.m.¢ > 0). Innen mér
nyilvan adddik az, hogy f(¢) = 0 (m.m.¢t > 0). Mivel ebbél a szempontbdl
csak @, ¢ € L'(—o00,+00), azaz f0+oo |f(t)]e” ™ dt < 400 a lényeg, ezért mindez
elmondhaté f € DY esetén is.)

Ha a fenti f fiiggvényre f € L'[0,4+00) nem igaz ugyan, de azért f € DT igen
(azaz a Laplace-transzforméltjat meghatirozo integral egy alkalmas ,fiiggéleges”
félsikban abszoltit konvergens), akkor valamilyen z € R mellett f, € L[0, +00).
Legyen z € C, Rez > x, ekkor Lf(z) = Lf,(z — ) és kapjuk az el6bbiek szerinti
Lf(z) - 0 (|Imz| — 400) egyenletes konvergencidt a {z € C : Rez > x}
félsikban.

Mutassuk meg, hogy ha f € D}P, akkor

Lf(z) —0 (Rez — +00)

és a fenti konvergencia C > z-ben egyenletes: minden € > 0 szamhoz megadhaté
olyan 6 > 0, hogy |Lf(z)] < e (2 € C, Rez > §). Valéban, f € DI® miatt
alkalmas z € R esetén f, € L[0,+00) (ahol emlékeztetsiil: f,(t) = f(t)e®
(t > 0)). Ha tehat z € C, Rez > x, akkor

“+oo
LIENS [ U@l e e
0
ahol barmely ¢ > 0 mellett

fao(t)el@=Re2)t g (Rez — +00)

s |fo(t)e®=Re2)t| < |f.(t)]. Mivel f, € L'0,+00), ezért alkalmazhaté a
Lebesgue-tétel:

+oo
/ |fo()]eT™Retqt 0 (Rez — +00).
0
Speciélisan (1d. xi)): ha f € DY, akkor alkalmas = € R esetén

Lf(z) —0 (Rez > x,|z| — +00).
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xiii)

S6t, barmely € > 0 szamhoz megadhatdék olyan a, 3 ,hatarok”, hogy

ILf(z)| <e (z€ C,Rez >a,Imz > ).

Ha csak annyit tudunk, hogy f € Dy, és zg € Dr ¢, akkor a kdvetkezét mondhatjuk
(Id. viii)): barmely 0 < a < 7/2 esetén

Lf(z) =0 (2 € Dy 2o |2| = +00).

Valéban, ha z € D, ., és 0 < c < b, akkor

c b +o0
Lf(z)z/o f(t)e_tzdt-l-/ f(t)e_tzdt-i-/b f(t)e *dt.

Legyen Rez > 0, € > 0 és valasszuk az elébbi c-t gy, hogy

[ f<t>e—“dt\ < [isar <
0 0

teljesiiljon. (Mivel f lokélisan integralhatd, ezért van ilyen c.) Ugyanakkor a
fenti viii) megjegyzésben bebizonyitott egyenletes konvergencia miatt a b meg-
valaszthat6 gy, hogy (minden széban forgé z mellett)

+00
/ f(t)e_tzdt‘ <e
b

is igaz legyen. Legyen tovabba a pozitiv x szdm olyan, hogy ha z-re még Rez > x
is fennall, akkor

b b b
/ f(t)e t=at ge—cRez/ |f(t)|dt§e—“/ |f(t)|dt < e

(ami megint csak az f fiiggvény lokalis integralhatésiga, azaz az fcb |f(t)] dt
integral végessége miatt biztosithatd). Osszefoglalva tehat azt mondhatjuk, hogy
tetszoleges € > 0 szdmhoz van olyan z > 0, hogy

|ILf(2)| <e (2 € Dy 2y, Rez > x),

amib6l az allitdsunk mér nyilvdn kovetkezik. (Nem nehéz meggondolni, hogy
most sem lényeges az, hogy zo € Dry.)
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xiv) Léssuk be végiil, hogy ha f € Dy, e > 0 tetszéleges, akkor (1d. 2.1. iii) megjegy-

763)
L
f(Z>HO (Rez > g +¢,|Imz| — +00)
Imz
teljesiil Re z-ben egyenletesen. (A gy = —oo esetben a fenti konvergencia tetszé-

leges , fiiggéleges” félsikban értendd.) Valdban, legyen z := gy +¢/2 (a g5 > —o0
esetben), ha pedig ¢y = —oo, akkor legyen x € R tetszOleges. A xiii) megjegyzés
szerint

Lf(Z) —0 (Z < Dﬂ’/6,m7 ‘Z‘ - +OO)

A 2.1. Tétel bizonyitasaban latottaknak megfeleléen

+00
Lf(z) = (2 —2) / p(t)e™=Ddt (2 € C\Dyyos, Rez > +¢),
0

ahol ¢(t) = fg f(t)e~ ' dt (t > 0). Mivel (1d. a 2.1. Tétel bizonyitdsa) ¢ korldtos

fliggvény és
40
/ ‘e—t(z—m)
0

ezért az Lf(z)-t definidlé el6bbi integral abszolit konvergens. A xi) megjegyzés
végén mondottak alapjan tehat

+o0
dt = / e tHRez=2) gy « 40,
0

—+o0
/ p(B)e Dt 0 (|Tm 2| — +00)
0

(a {£ € C: Re§ > x + ¢} félsikban egyenletesen). A z € C\ D/, elemekre
viszont

| Im z|

1
> & 6) = —
oy s /6) = 5.

azaz |z — x| < 2|Im z|, ezért

+00
/ o(t)e T dt| — 0 (|Im z| — 400)
0
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egyenletesen, amibol az allitdsunk mar nyilvan kovetkezik.
xv) Legyen f(t) := 1-it2 (t > 0). Ekkor 0 € Dry, ui. f0+oo f)e ¥ dtaz =0
helyen abszolit konvergens:
+o00 0-t b
e 1 T
/0 1—|—t2dt b_grnoo ; 1—|—t2dt b_}inooarctgb 5
Kovetkezésképpen a vi) megjegyzés szerint {zx € C : Re z > 0} C Dry. Ha
z € C, Re z < 0, akkor legyen Re z < a < 0. Mivel barmely 1 < n € N esetén
f(t)em® >e m/(5n2) (n<t<n+1), ezért
n+1 e—an
/n ft)e *dt > Fog oo (n — 400),
tehét f0+oo f(t)e ot dt = +oo. Igy a ¢ Dry, azaz (1d. 2.1. Tétel) z ¢ Dp;.
Osszefoglalva tehdt azt kaptuk, hogy Drr ={z€ R:Rez > 0}.
xvi) Ha g(t) := . _ﬁ 2 (t > 0), akkor 0 ¢ Dr4, ui.

A 2.1. Tétel miatt ezért barmely z € C, Rez < 0 esetén z ¢ Dr,, azaz

Dy C {z€ C: Rez >0} \{0}.

kX

Mutassuk meg, hogy itt ,,C ” helyett ,= 7 is irhat6. Ehhez elég azt beldtnunk
(1d. 2.1. Tétel), hogy tetszéleges 0 # y € R mellett 1y € Dy, azaz

+oo 4 —yt +oo +o0o :
/ te g — / t cos (yt) g 2/ tsin (yt) Qe C.
o 1+t 0 1+1¢2 0 1+1¢2

Ez azzal ekvivalens, hogy az el6bbi két (valés) improprius integral konvergens.
Pl. y > 0 esetén az els6 integralt illetéen a kovetkez6t mondhatjuk (az y < 0
eset, ill. a masodik integral hasonléan kezelhetd): legyen

(3+2n)7/(2y)
I ;:/ Leost¥l) (e,
(1+2m)m/(2y) 11

Vilagos, hogy péaros n-ekre J,, negativ, paratlan n-ekre J,, pozitiv. Tovabba
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(142n)r/2 Y=+t

A0 <t QitQ fliggvény t > y esetén szigorian monoton fogyd, ui.

ekkor (konnyen ellenérizhetGen) a derivaltja negativ. Ha ny € N olyan, hogy
y < (1 4+ 2ng)m/2, akkor minden N 3 n > ng és (1 +2n)r/2 <t < (34 2n)7/2
mellett

(3+2n)m/2 t (1+2n)7/2
y2+ (3+2n)2m2/4 " y2 412 " y2+ (14 2n)2w2/4’

(3+2n)m/2
ill. / cos tdt =2(—1)".
(142n)m/2

Innen

23+ 2n)m | 2(1 +2n)m
4y? 4 (3 + 2n)?n2 " 4y? + (14 2n)2n2

(TLOSRGN),

azaz im(J,,) = 06s [Jp41] < |Jn] (ng < n € N) kovetkezik. Ezért Y J, € R.
Figyelembe véve azt, hogy ha (1 + 2n)n/(2y) < b < (3+2n)7/(2y) (n € N),

akkor
b (8+2n)7/(2y)
t cos (yt t
/ beos(9t) 4! / dt <
(L+2m)m/(2y) L H1 (+2m)m/(2y) L H1

1. 3+2n
-1
2n1+2n_>0 (n — 00),

+° ¢ cos (yt)

5 dt € R mar kovetkezik.

ezért az eddig mondottakbdl /
0 1+1¢

xvii) Az el6bbiekhez hasonléan vizsgéilhaté az

f(t) = 1 (t>0)

fiiggvény. Egyrészt ui. vildgos, hogy 0 ¢ D ¢, mivel
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/+°° P ” oo gt i L at o b qt
= — = lim — m — =
0 Vit 0Vt =0 Vi botee )y VE

1 b
lim [2\/@ + lim [2ﬁ]1:2lir%(1—ﬁ)+2 lim (Vb—1) = +o0.

——+00 b——4o00

Tehat (1d. 2.1. Tétel) Dry C {z € C: Rez >0} \ {0}. Ha viszont 0 # y € R,
akkor 1y € Dr s, amihez azt kell megmutatni, hogy az

10 cos (yt) 0 sin (yt)
/O . /0 e

(valés) improprius integralok konvergensek. Mivel barmely b > 0 és h € {cos, sin}

/b
0

h(ty)' /b 1 A
—=dt < —dt =1 —dt =
Vi ~Jo Vi e J, Vi

iy o] =21 =25

ezért elég mar csak azt megmutatni, hogy egy-egy alkalmas b > 0 szdmmal

o0 h(yt) . ) o
——dt € R. Pl. h:=sin, y > 0 esetén legyen b := 7 /y, ekkor
b

Vit
+0o0o 2 400 .+
/ sin (yt) gt — i/ sin ¢ it
w/y \/% \/g m \/E

(DT gin ¢
Ha K,, := / i dt (1 <mneN), akkor K,, = (—1)", tovdbba

|Kpt1] < |Kn| < vV7/vn (I <neN),

amibdl lim(K,) = 0 és D2 | K, € R kovetkezik. Mivel nm < a
(1 <n € N) esetén nyilvan

IA

(n+ 1)m

/a Sintdt‘ </(n+1)7rﬁ _2\/%( 1 —\/E) _

2y
Jntltn

=0 (n—+o00),
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Vi

Az y < 0, 1ll. a h := cos eset hasonléan kezelhetd. Osszefoglalva {gy azt kap-
tuk, hogy Dry = {# € C : Rez > 0} \ {0}. Ha pl. = > 0, akkor (megfelel6
helyettesitéssel)

B “+oo e—tm _i “+oo 2 _ﬁ
Lf(x)—/o \/idt_\/f/o e dt—\/E.

Mivel a (valés) négyzetgyokfiiggvény egyértelmilen terjesztheté ki a (0-ban
JKilyukasztott”) {z € C: Rez > 0} \ {0} komplex félsikon differencidlhaté fugg-
vénnyé, ezért tetszbleges z € Dry helyen is Lf(z) = /n/y/z (ahol z = re®
(r > 0,|a| < 7/2 esetén \/z := \/re'®/?).

400 . 0
sin t
ezért/ dt = E K, € R.
™ n=1

Megjegyezzitk még, hogy z € C, Rez > 0 esetén Lf(z) abszoliut konvergens.
Valoban, ha Rez =: a > 0, akkor

e—tz

Vit

+o00 +o00 e—at ) +o00 .2
/0 0o Vit va Jo

S

3. Példak.
3.1. Legyen f(t) :=1 (¢t > 0). Ekkor 0 # z € C esetén

—+ o0 b 1
/ e ¥ dt = lim et dt == (1 — lim e_bz) eC
0 b——+oo 0 z b—+oo

azzal ekvivalens, hogy

lim |e7%*| = lim e °Re* =,
b—+oco b—+oco

azaz, hogy Rez > 0. Ezért f € Dr,qr =0 és

Lf(z):l (z € C,Rez > 0).

Vildgos, hogy 0 ¢ Dy ¢.
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3.2. Tekintsiik most az f(t) :=t (¢t > 0) fiiggvényt. Ha 0 # z € C, akkor

“+o00 b e—tz b 1 b
/ te " dt = lim te ¥ dt = lim {—t } + = / e dt| =

1 1 1
lim |[—=be ¥+ 5 — e | €C
b—+o00 z z Z

most is azzal ekvivalens, hogy lim,_ o e7?* = 0, azaz, hogy Re z > 0. Ekkor

Lf(z):i2 (z€ C,Rez>0)

és qr = 0.

3.3. Az el6bbi példa altalanositdsaként legyen n € N és h,,(t) :=t™ (¢ > 0). Mutassuk
meg, hogy

n!

Lhn(2) = -5 (z€ C, Rez >0).
z

Az n = 0,1 eseteket az elébbi példakban mér elintéztiik, ezért (1d. teljes indukcid) elegend6
megmutatni, hogy

n! (n+1)!

Lh,(z) = — = Lhpi1(2) = otz (neN,ze€ C,Rez >0).

Zn—l—l

bz

Valéban, parcidlisan integralva limy_, o, €7 °* = 0 miatt

b

“+oo
Lhpy1(z) = / et gt = , lim t"He = dt =
0 —+oJo

tn—i—l —tz b 1 b 1
lim ([—76} + 2 il / T Lhy(z) =
b——+oo z 0 z 0 z

n+1 n! (n+1)!

n+1l — Zn—|—2

Z Z

A most vizsgélt példa specidlis esete a hy(t) :=t* (=1 < a € R,t > 0) fliggvényosztély-
nak. Lassuk be, hogy
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r 1
Lhy(2) = % (z€ R, Rez > 0),

ahol I'(z) := f0+oo e~ 't*1dt (x> 0) a jol ismert gamma-fiiggvény és (a komplex logarit-
mus) log & :=|{| +rargé (0# & € C, arg€ € (—m,7]) segitségével

og = _ \~ (Alog 2)¥
= etlos :ZT (0#£2z€C, e C).
k=0

Mivel 0 < x € R esetén (egyszerii helyettesitéssel)

+o0 “+o0
1 T 1
/ tre”dt = — / t*e~tdt = T+l :
0 x 0

xa—i—l

ezért (0,+00) C Dy, . Kovetkezésképpen a 2.1. Tétel alapjan barmely z € C, Rez > 0
komplex szamra is z € Dry,. Legyen tehat = € C, Rez > 0 és hatarozzuk meg
Lha(z)-t. Az el6bbiek szerint elegendé mér csak a z € C\ R esettel foglalkoznunk, amikor
is argz # 0, pl. argz > 0. (Az argz < 0 eset analég mdédon kezelheté.) Ehhez az

+o0o b
/ e t*dt = lim / et dt
0 c—0,b—+o00 c

integralt kell kiszamitanunk. Ha 0 < ¢ < b és ¢ o(t) :=tz (c <t <b), akkor

b b
/ e S de = / e (tz) 2 dt = za“/ et dt.
$b,c Cc c
Legyen @ . a
Ype(t) =t (c<t<blz]) , Kp(t):=bzle" (0<t< argz),

ke(t) == clz]e’®®2D) (0 <t < argz) , Gpe(t):=(b+c—1t)z c<t<b)

komplex utak egyesitése. Ekkor a Cauchy-tétel miatt

ozébyce—ﬁgadgz—/% e—ﬁgad§+/wb’c e‘%“df-l—/Kb e—ﬁgadﬁ/k et de,

c
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azaz

b|z|
/ e tevde = / et dt + / e"SEX dE + / e e de.
Pb,c c Ky ke

Mivel (kénnyen lathatéan)

/ e SE%dE — 0 (b— +00) /e—fgadg—m (c — 0),
Ky ke

ezért
b|z|
lim / e eYdé = lim / e it dt =
c—0,b—+oc0 ©b.c c—0,b—+oc0 c
—+o0
/ e 't*dt =T(a+1).
0
Tehat

b
1 I'(a+1)
. —tzyo _ : —§ca - @7
C—>Ol,%)g+oo/c € £ dt = ZO‘+1 c—>01,%7E+OO /(pb ‘ g d£ N ZOH—1 '

sC

Ha o :=n € N, akkor I'(a 4+ 1) = n!, azaz visszakapjuk a iii) megjegyzés elején mondot-
takat. Megjegyezziik, hogy (1d. majd 4.3. Tétel) Lh, analitikus fliggvény. Ugyanakkor
az elemi tton kiszamitott Ly,(z) = ['(a + 1)/z%*! (0 < z € R) lesziikitésnek
egyértelmiien létezik analitikus folytatdsa a {z € C : Rez > 0} félsikra, marpedig a
{z€ C:Rez >0} >z I(a+1)/29! hozzdrendelés egy ilyen kiterjesztés. Sét, ebbdl
a szempontbdl nem lényeges, hogy az o > —1 kitevo valés, mindez elmondhaté a € C,
Rea > —1 esetén is. Ti. ha « ilyen és z € C, Rez > 0, akkor

‘toze—tz‘ — tReoze—t~Rez (t > O)

miatt az f0+oo t*e~'*dt integral abszolit konvergens, gy létezik Lh,(z). Hasonléan, ha
A € C és Re > 0, akkor

‘tA_le_t} — tReA—le—t (t > 0)

miatt az f0+oo t*Le~tdt integral is abszolit konvergens, azaz a gamma-fiiggvény is ana-
litikusan folytathaté a pozitiv félegyenesrél a {z € C : Rez > 0} fésikra. Tovébba az
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Lyo(z) =T(a+1)/z%Tt (0 < z € R) egyenléség ugyanigy adédik, mint o € R esetén,
igy az analitikus folytatas révén azt kapjuk, hogy az a € C, Rea > —1 kitevivel is
Ly,(2) =T(a+1)/22"t (2 € C,Rez > 0).

3.4. Hasonléan szamithatjuk ki az f(t) := t"e' (t > 0,n € N) fiiggvény Laplace-
transzformaltjat:

Ugyanis, ha n = 0, akkor

—+ o0

—+o0
Lf(z) = Lexp(z) = / ele”* dt = / et gt =
0 0

b
b e—t(z—l) 1
lim e G dt = lim e = (z€ C,Rez>1).
b—+oo 0 b——+oo z—1 z—1

Az n — n+1 ,0roklodés” igazolasa:

“+o00 “+o0 b
/ t”“ete_tzdt:/ " Tle=tED gt = lim /t”“e‘“z—l)dt =
0 0 b—+4o00 0

b
tn—l—l —t(z—1) 1 b
lim [—e— + nt / the 11 gt
z—1 z—1J

n+1 /*OO in—te-1) g _ ML _ (D
0 z—1(z—-1" (2 —1)"2

3.5. Tekintsiik azt az 1-szerint periodikus F' fliggényt (,négyszog-jelet”), amelyre

1 (0<t<1/2)
F(t) :=
0 (1/2<t<1)

és legyen f(t) := F(t) (t > 0). Ekkor barmely b > 1 esetén egyértelmiien van olyan n € N,
amelyre n < b < n + 1. Két eset lehetséges:
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1° b < n+ 1/2, ekkor tetszéleges 0 # z € C mellett

k+1/2 b
/f e P dt = Z/ _tzdt+/e_tzdt:

n—1

_1 Z (e—(k—|—1/2)z _ e—kz) _ 1 (e—bz _ e—nz) _
z z

k=0

1—e_z/2n !

§ e—kz - e—bz . e—nz) ’

ahol Re z > 0 esetén

1—e?/2 1
= b — 400).
Z(1—e?)  z(14e*/?) ( )

2° b > n + 1/2, ekkor tetszéleges 0 # z € C mellett az 1° esettel analég médon

b nok41/2 1
f(t)e ¥ dt = / e dt - ———M— b — +00).
/0 (®) kZ:O k 2(14 e=#/2) ( )

Osszefoglalva azt kaptuk, hogy Lf(z) = % (z € C,Rez>0).
2(1+ e */%)

3.6. Legyen 0 # w € R, ekkor a 0 < ¢ + sin(wt), 0 < t — cos (wt) fliggvények

Laplace-transzformaltjai is konnyen kiszamithaték. Pl.

+o0o b
/ sin (wt)e " dt = lim sin (wt)e™"* dt,
0 b—+oo Jg

ahol z € C, Rez > 0 esetén

b : —tz b b
/ sin (wt)e " dt = — [M] +2 / cos (wt)e " dt =
0 0 0

z z
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_sin(whe ™ w [Mr @ /b sin (wt)e ™t dt =
z z z 0 0

sin (wb)e %% wcos (wh)e % —w 2 b
_sin () - ( )2 — w_2 sin (wt)e”'* dt,
z z 22 /o
azaz
b
/ sin (wt)e " dt =
0
2 —bz : —bz
2 w—wcos (wb)e ?* — zsin (wb)e w
o2 4 22 22 2 T2 (b — +o0).

Tehat az s, (t) :=sin (wt) (t > 0) esetben

w

Lsuld) = G

(z € C,Rez>0).

Hasonléan kapjuk, hogy a ¢, (t) := cos (wt) (¢t > 0) fiiggvényre

z

Leold) = Gy

(z € C,Rez > 0).

3.1. Megjegyzések.

i) Tekintsik az f,g € C — C fliggvényeket, legyen U C Dy N D, és z9 € U’
(azaz xo torlédasi pontja az U halmaznak). Azt mondjuk, hogy a ¢ fliggvény
az f fliggvény aszimptotikus kozelitése az U halmazon xg kéril, ha van olyan
e € C — C fiiggvény, amellyel limys,—q, (z) = 0 és

f(z) = g(x) +e(@)g(x)  (zel)

Mindezt az f(z) ~ g(z) (U 3 2 — ) szimbélummal fogjuk jelélni. Ha pl. a
szoban forgé fliggvények valds valtozdsak, akkor az U halmaz szerepét gyakran
egy intervallum jatssza (ami x¢o = +00 esetén egy félegyenes). A komplex valtozos
esetben, ha mondjuk xy = oo, akkor lehet pl. U = {z € C: |argz| < 7, |z| > 1}
(ahol 0 < 7 < m/2). Specidlisan, ha g = « egy konstans fiiggvény, akkor
f(x) ~g(x) (U>x— x0) azzal ekvivalens, hogy lim,_,,, f(z) = a.
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ii)

Az aszimptotikus kozelitésekben sokszor nem egy ¢ fiiggvényre, hanem egy (gy,)
fiiggvénysorozatra van sziikség, amelynek a tagjai ,egyre jobban” kozelitik az f
fliggvényt az alabbi értelemben:

n—1
F@) =Y ge(@) = gn(2) + en(x)gn(z)  (w€UneN),
k=0

ahol limyse—a, €5(2) = 0 (j € N). Tehdt f(z) ~ go(z), f(x) — go(z) ~ g1(2),
f(x) —go(x) — gi(z) ~ ga2(x) (U >x — x9), és i.t. Erre a szituaciéra az

f(z)~ Y gulx)  (U3z— )

jelolést hasznéljuk a tovébbiakban, és azt mondjuk, hogy a . . g, sor az
f figgvény aszimptotikus kifejtése az U halmazon xo kéril. (Hangsulyozzuk,
hogy maga a fiiggvénysor nem feltétleniil konvergens az itt szereplé x helyeken,
pusztdn az f(z) = > _,9x(z) (n € N) kozelités nagységrendi becslésérdl van
sz0.)

(Watson-lemma.) Legyenek adottak a b,,a, € C (n € N) szdmok, ahol
—1 <Rea; <Reas < ... < Rea,, < ... és a Z;OZO bpt®* sor aszimptotikus
kifejtése az f € Dy fiiggvénynek a 0 pont koriil a (0,+00) halmazon. Ekkor
tetszbleges 0 < 7 < 7/2 mellett

oo

brl'(ap + 1
L)~ 3 D gz o0, Jargs] <72 7).
k=0

Tekintsuk ui. az

fa) = F(t) =) bpt™*  (t>0,n€N)
k=0

fiiggvényeket. Ekkor (1d. 3.3. példa) alkalmas ¢ > 0 esetén

n

b’ 1
Lf(z):Z%-i-Lfn(z) (neN,ze C, Rez > q).
k=0

Az f-re tett feltételek miatt (amikor is (1d. 1)) gx(t) := bit** (k € N, ¢t > 0))
tudjuk, hogy f,—1(t) ~ b,t* (0 <t — 0). Kovetkezésképpen tetszéleges ¢ > 0
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szdmhoz van olyan 6, > 0, amellyel (az a,, = a, +1¢, (an,cn € R,n € N)
jelolésekkel)

fa(B)] < ]but® | = elbnlt™ (0 <t < dy).

Legyen ¢ < = € R, ekkor létezik Lf,(z) (n € N), azaz az f0+oo fa(t)e t®dt
integral konvergens. Ezért minden N > n-re a

on(t) = /5 flg)evdy (£ 6)

fliggvény korldtos: B, := sup,ss |¢n(t)] < +oo. Az f, fliggvények lokélisan
integralhaték, igy a ¢, fiilggvények majdnem mindeniitt differencidlhaték és
oh(t) = fut)e ™  (mm. t > 6, (n € N)). Kovetkezésképpen parcidlis
integralassal azt kapjuk, hogy barmely z € C, Rez > x helyen ¢,(§,) = 0
(n € N), ilL

lim e_b(z_x)gon(b)‘ < B, lim e t®ez—z) —
b——+oo b——+oo

miatt

+oo
/ fn(t)e_tzdt’ =
S

+o0
/ e—t(z—x)fn<t)e—xtdt’ —
On

+oo
/ e tEmT) (t)dt‘ =
on

+o0

lim e_b(z_x)gpn(b) — 6_5”(2_96)(,0”(5”) — (z— z)/

—t(z—x)
e n(t)dt| =
b—+too dn #nlf) ‘

400
|z — z| / e_t(z_m)gpn(t)dt' <
5

n

+o00 B .
Bn|£C _ Z‘ / e—t(Re z—x)dt — %6_5”@{6 Z—x).
on ez —X

Mivel a |z| — +o00, |argz| < m/2 — 7 hataratmenetet vizsgaljuk (ahol Re z > z),
ezért alkalmas C' > 0 esetén az elébb mondott z-krél mér az is felteheto, hogy
|z —z| < C(Rez — x), azaz |z| — +oo miatt egytttal Rez — +oo is teljesiil.
Tehat

+o00
/ fn(t)e_tzdt' < OB, e 0n(Rez—a)
5

n
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iii)

Ugyanakkor egy 5 > 0 egyiitthatéval a z € C, Rez > =z, |argz| < 7/2 — T
komplex szdmokra | Re z| < |z] < 8| Re z|, igy

5 5n
/ fn(t)e Zdt gg\bn|/ tineTtRezqp —
0 0

€|bn| /5nRez _y €|bn| /+oo B
An d < an yd —
Rezyren fy P Y E Regre Jp V0

elbn|T(1 + ay) < prtone|b, (1 +a,)  Che
(Re Z>1+a" - |Z|1+a" o |Z|1+a"ﬂ ’

Vildgos tehat, hogy az elébbiekben emlitett z € C pontokban

+oo . . Cns
|Lfn(z)| = / fn(t)e_ dt S CBne_ n(Rez—x) + e
: EE
azaz
14+a,
|Lfn(z)zl+an| S CBne—5n(ReZ—x)|Z1+an| +Cn6||2,’|1+ | <
z an

CBne5n1’+|cn|7r/2€—5nRez |Z|1—|—an 4+ Cnéfelcnlﬂ/Q.
Mivel a széban forgd z helyeken

6_6"Rez‘z‘l+a” =0 (Z _ OO),

ezért mindez a Watson-lemma bizonyitasat jelenti.

Azt lattuk be, hogy ha f € Dy és f(t) ~ At* ((0,+00) > t — 0) valamilyen
A,a € C, Rea > —1 komplex szamokkal, akkor tetszéleges 0 < 7 < 7/2 mellett

INa+1)
Za+1

Lf(z)~ A (0# z — 00, |argz| < m/2 —T).

Az o := 0 esetben az f-re tett feltétel azt jelenti, hogy f € Dy, és 1étezik a (véges)
A :=lim;_q f(t) hatdrérték. Ekkor tehét

A
Lf(z)~—  (0#z— o0, Jargz| <m/2—7),
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iv)

azaz zLf(z) — A (0 # z — oo,|argz| < w/2 — 7). Megjegyezziik, hogy
(%)-bol a Watson-lemma is egyszeriien kovetkezik. Ui. (az ottani jelolésekkel és
feltételekkel)

Jn(t) ~ bp it (0<t—0,neN),

azaz (x) szerint 0 # z — oo, |argz| < m/2 — 7T esetén

- bl (o + 1 bni1l(apir +1
Lfn(Z) = Lf(Z) - Z ;ozk-i—l ) ~ +1ZO€"+1—:‘11 )

k=0
A iii) megjegyzésben megfogalmazott &llitds messzemenden &ltaldnosithato.
Tegyiik fel ui., hogy az f, g € Dy, fliggvényekre az alabbiak teljesiilnek:
1° van olyan T > 0, hogy ¢(t) # 0 és g folytonos t-ben (0 <t <T),
20 f(t) ~ Ag(t) (0 <t — 0) valamilyen A € C konstanssal,
3? |g| € Dr, és egy alkalmas 2o > 0 mellett {z € C: Rez > 2} C Dy NDr g,
4° vannak olyan pozitiv C, zy, ill. 0 < 7 < 7/2 dllanddk, amelyekkel

L(|g])(z) < C|Lg(2)| (z€C, |argz| <7, Rez =1z > 7).

Ekkor Lf(z) ~ ALg(z) (z — oo, |argz| < w/2 — 7).

Nem nehéz megmutatni (amit a fentiekben lényegében be is lattunk), hogy a
g(t) :=t* (t>0,a€C, Reaw > —1) fiiggvény teljesiti a 4° feltételt.

Az el6bbi megjegyzés mintegy | tiikorképeként” lassuk be, hogy ha
f :]0,+00) — C (Lebesgue-)mérhetd és f ~ At* ((0,+o0) 3 t — +00) va-
lamilyen A,a € C, Rea > —1 komplex szamokkal, akkor f € Dy, tovabba
{z€ C: Rez >0} C Dry és tetszbleges 0 < 7 < 7/2 mellett

Ia+1)
Za+1

Lf(z)~ A (0#2z—0, |argz| < 7/2—T).

Ti. az f-re tett feltétel miatt van olyan € : [1,4+00) — C fiiggvény, amelyre
limt_>+oo E(t) =0 és

Ft) = At +(t)t (£ >1).

Innen {z € C: Rez > 0} C Dry mar nyilvan egyszerien kovetkezik. Legyen
z € C, Rez > 0 és valasszuk a T > 1 szamot tetszélegesen. Ekkor



3. Példdk

Lf(z) = /OT f(t)e™"*dt + / +m(At“ +e(t)t)e ¥ dt =

T

T o0 o0
/ (f(t)—AtO‘)e_tZdt—i—A/ to‘e_tzdt—i—/ e(t)t*e P dt =
0 0 T

I 1 T +oo
AMJF/ (f(t)—At“)e_tZdt—i—/ e(t)t%e " dt.
Za+1 0 T
Legyen § > 0 és T > 1 olyan ,nagy”, hogy |e(t)| < (t>T). Haa=a+1b
(a,b € R), akkor

+o0 400 F(a-l— 1)
a,_ —tz < a_—tRez —
/T e(t)te dt‘ < 5/0 te dt 67@62)@“

és

T T
/ (f(t) — At™)e **dt g/ (lf@)| + A" dt =: K
0 0

(ahol tehat K egy, a 2-tél fiiggetlen konstans). Osszefoglalva azt mondhatjuk,
hogy

MNa+1) I(a+1)
L —A— | <K+§f——~
pste) - AT < e o
vagy ugyanez masképp kifejezve
a+l a+1 a+1
LG s PP s IR RS
MNa+1) IT(a+1)] IT'(a+ 1)] (Rez)et!

Ha itt a z = |z]e" (|w| < 7/2) alakot hasznéljuk, akkor

aln|z|—bw

2] = e = |2foe

és

)Lf(z)on'1 B ) < K|z|otle—tw
MNa+1) IT(a+ 1) IT(a+1)|
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vi)

vii)

Mivel |arg z| = |w| < 7 < 7/2, ezért

2] 1
<

Lol B [b|T
Rez COoS T

L e <e

Tovabb4 legyen a p > 0 szam olyan  kicsi”, hogy |z| < p esetén [z|*T! < §
teljesiiljon (ilyen p van, mivel a > —1). Ekkor a fentiek szerint

Lf(z)zot! Kelblr I'(a+1) el
) Tla+1) A) = (|F(a +1)| + IT'(a + 1)] (cos T)a+1) ’

ami azt jelenti, hogy

L G A (0 0
f(Z>'m—> (0#2—0,|argz| <T).

Ha v)-ben « := 0-t frunk, akkor az f-re tett feltétel azzal ekvivalens, hogy létezik
az A :=1lim;_ ., f(t) (véges) hatarérték. Ekkor

A
Lf(z)rv; (0#2z—0, |largz| <7/2 —T),

azaz, ha létezik a (véges) lim;_, . f(t) hatarérték, akkor lim, _o(zLf(x)) is
létezik és

lim (¢Lf(x)) = lim_f (1)

t——+o0

A most mondottak nem ,megfordithaték”, amint azt az aldbbi példa mutatja:
f(t) :==sint (t >0). Ekkor (1d. 3.6.) Lf(z) =1/(22+1) (2 € C,Rez > 0),
azaz lim,_o(zLf(z)) = 0. Ugyanakkor f-nek nincs hatarértéke a +oo-ben.

A Watson-lemméban szereplé Lf(z) ~ > po o bpl(ay + 1)/2* ! formula jobb
oldaldn all6 osszeg formélisan az L Laplace-operdtornak az f ~ > 77 byt
aszimptotikus Kkifejtés jobb oldalara valé tagonkénti alkalmazasdaval adodik.
Hangsulyozzuk, hogy ebben a megfogalmazisban pusztan formalizmusrél van
sz6: még f(t) = D pegbrt™ (¢t > 0) esetén sem biztos, hogy Lf szdmithatd
Ltagonként” az el6bbi értelemben. Ennek az alatdmasztasara tekintsiik ui. a
kovetkezo példat:

)y =e =3 fult) = (_k:ll) t?*  (t>0).

k=0 k=0
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Vildgos, hogy barmely z € C helyen az f0+oo f(t)e~** dt improprius integral (ab-
szolut) konvergens, azaz Dy y = C. Ugyanakkor (I1d. fent) a

sor barmely C > z-re divergens.

4. A Laplace-transzformalt tulajdonagai.

4.1. Tétel.
Tetszbleges f,g € Dy, a, 3 € C esetén

i) L(af + Bg)(z) = aLf(z) + BLg(2) (2 € DryNDLy);
ii) L(exp® f)(2) = Lf(z =) (2 —a€Dry);
iii) ha van olyan T > 0, hogy f(t+T) = f(t) (t>0), akkor

(1—e ") Lf(z / fte t*dt (2 € Dry).

Bizonyitas. Az i) éllitds meglehetésen trividlis. A ii) bizonyitdséhoz legyen z € C
olyan, hogy z — o € Dr, ekkor

+o0 oo
L(exp® f)(2) = /0 e f(t)e P dt = /0 fR)e = dt = Lf(z — a).

Végiil szamoljuk ki a iii)-beli feltételek mellett Lf(z)-t (2 € Dry) :

Li(z) = /O e di = lim / " e .

n—-4oo 0

Legyen 0 < n € N, ekkor

/ Ftye " dt = Z / T et
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n—1 T T n—1
> / F(t+ kT)e Dz gy — / flye =dt> e T,
k=00 0 k=0

Ha fOT f(t)e t*dt = 0, akkor tehdt Lf(z) = 0 és iii) nyilvan igaz. Ha fOT f(t)e™t* dt nem
nulla, akkor léteznie kell a lim, ZZ;& e *Tz ¢ C hatdrértéknek, azaz Rez > 0 és

limy, oo S0 L e HT= = ﬁ ill. iii) kovetkezik. m

4.1. Megjegyzések.

i) Példaként legyen rendre f(t) := h,(t) =t" (n€ N,t>0), f := s, vagy f :=cy,
(0 #w € R). Ekkor a 4.1. Tétel ii) allitasa (és 3. fejezet példai) szerint (kdzvetlen
szdmoléssal is kdnnyen ellenérizhetéen)

n!

+oo
L a — n, ot _—tz —
(exp® f)(z) /0 t"e*e " 2 dt Gz o)t

(Rez > Rea),

“+oo
a _ at s —tz _ w
L(exp® sy)(z) = /0 e sin(wt)e™ *dt = T (ea) (Rez > Rea),
L(exp®c,)(2) = /+OO e cos(wt)e™Zdt = S S — (Rez > Rea)
P ) w2+ (2 - a)? '

ii) A 4.1. Tétel iii) allitasat is illusztraljuk az alabbi (elemi tdton is koénnyen
kiszamolhatd) példaval:

27 /w w(l _ e—27rz/w>
in(wt)e™#dt = 0 R, R 0).
/0 sin(wt)e 2 (0#weR, Rez > 0)

Val6éban, ha az emlitett iii) allitasban f := s,,, akkor T helyébe irhaté 27 /w,
ezért az Ls,-ra vonatkozo6 formula (1d. 3.6.) alapjan kapjuk a fenti dszefiiggést.

iii) Az el6bb bebizonyitott 4.1. Tétel i) allitdsa szerint a Laplace-transzformécié
additiv az alabbi értelemben: ha valamilyen n € N, z € R és fr € Dp,
(k=0,..,n)esetén {£ € C: Re{ >z} C Dry, (k=0,...,n), akkor

L (Z fk> (2) =) Lfi(z) (2€{{€C:Ref > ua}).
k=0 k=0
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Bizonyos megszoritasok mellett ez az additivitasi tulajdonsidg igaz marad
,végtelen Osszegekre” is. Nevezetesen, tegyiik fel, hogy az fi, € D" (k € N)
fliggvényekre a kovetkezo feltételek teljestilnek:

1° valamilyen z € R ,abszcisszdval” léteznek a py := f0+oo |fr(t)]e " dt < +o00
(k € N) szdmok (azaz egytttal a D := {z € C: Rez > x} zart félsikra igaz,
hogy D C Dry, (k€ N)),

20 30 0 Pk < 400

Ekkor a Y p-, fx(t) fiiggvénysor m.m. ¢ > 0 esetén abszolit konvergens, az
f(t) :=3"rr fe(t) (mm.t > 0) fiiggvényre pedig f € Dy, D C Dy 6s

Lf(z)=) Lfi(z) (2€D)
k=0

teljesiil, ahol az Lf(z)-t meghatdroz6 improprius integral minden z € D helyen
abszolit konvergens. (Megjegyezziik, hogy

+oo too
Lfi(2)] < / Fu(®)] ] dt = / Fr(t)]e R dt <

+oo
|1 d=p (N zeD)
0

miatt 2°-bSl rogton kovetkezik a Y 7 o Lfi sor abszolit és egyenletes konver-
gencidja.)

A iii) megjegyzésiink igazoldsdhoz legyen ®(t) := > 7- e ™| fu(t)| (¢t > 0) és
vegyiik észre, hogy a ® fliggvényre

+o00 e o0 0
[ ewmar=Y [ IRl a =Y o<+,
0 k=00 k=0

azaz ® € L'[0,+00). Ezért mm. ¢ > 0 esetén > o, |fu(t)]le™™ < +o0,
amibdl ugyanez kovetkezik persze a Y o |fk(t)] < +oo sorra is. Ez azt je-
lenti, hogy a "7~ fx(t) végtelen sor m.m. 0 < t-re abszolit konvergens. Legyen
f=>peo [, ekkor f (Lebesgue-)mérhetd és barmely b > 0 mellett egy alkalmas
C}y > 0 konstanssal

b b +o0
/ (0] dt < Cy / F(B)e "t dt < O / F(B)]e " dt <
0 0 0
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iv)

+oo
cbZ/ | fre(t)| e dt < +oo.

Mads széval f lokalisan integralhaté és

—+ o0
/ £ ( —“dt<Z/ | fe(t) et dt < +o0
0

alapjan x € Dry, ill. barmely z € D helyen

+00 +00 +oo
/ |f(t)e_tz|dt:/ |f(t)|e_tRezdt§/ ()|t dt < +o0.
0 0 0

[gy D c D, 7 és az L f(z)-t meghatdrozé improprius integral abszolit konvergens.
Tovabba barmely 0 < t-re és N > n-re

tehdt a ®,, € L1[0,+00) (n € N) sorozatnak van integrdlhaté majoransa. Ezért
az f(t)e ¥ =lim,_ o0 ®n(t) (t > 0) egyenléség és a Lebesgue-tétel szerint

+o0 +oo
Lf(z) = /0 f(t)e dt = lim ®,(t)e *dt =

n—-4oo 0

+oo T -I—oo
lim > fr(t)e = dt = lim Z / e tdt = ZLfk(z)
n—-+oo 0 k:O n—-—+oo :O

Tekintsiik pl. valamilyen 0 < A\g < A1 < ... kitevé-sorozat, ill. ay € C (k € N)
egyitthaté-sorozat, ill. a p > 0 ,kiiszob” mellett a z € C, |z| > p helyeken az
abszolit konvergens

o0

F(z):=) :T’“

k=0

sor alakjaban eloallithaté F' fiiggvényt. Ekkor F' = Lf, ahol
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t)\k—l

F(t) ::,;akf(kk) (t > 0)

(ahol az utébbi sor egyébként barmely 0 # ¢t € C helyen abszolut konvergens).
Legyen ui.

t)\k—l

fr(t) = ax (k€ N,t>0).

Ekkor barmely x > p mellett

Pk = /+°° | fu(t)]e™dt = o /+°° et =
0 I'(Ak) Jo

] +Oo(t/a:))"“_1e_tdt = M < 400 (ke N)
(k) Jo ™k ’

ill. az F-et meghatarozé sor feltételezett abszolut konvergencidja miatt

< 400.

_ k
D=2
k=0 k=0
Alkalmazhaté tehdt az eléz6 iil) megjegyzés, ami (1d. 3.3.) az

Lho(z) =T(a+1)/2%1! (z€ R, Rez>0)

(ahol hy(t) ==t (=1 < a € R,t > 0)) egyenldséget is figyelembe véve az
allitasunk bizonyitasat jelenti.

Specidlisan legyen az eléz6 megjegyzésben A\ :=k+1 (k€ N):

oo

ag
P)= 45 (2eCll>p),
k=0
ahol p = limsup,_ . V/|lax|] és a széban forgé sor abszolit konvergens

(Id. Cauchy-Hadamard-tétel). Ekkor iv) szerint az

f)= 3% (2 0)

k=0
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vi)

fiiggvénnyel Lf = F. Vilagos, hogy barmely ¢ > 0 esetén van olyan N € N,
amellyel |azx| < (p + €)* teljesiil minden N < k € N mellett, kovetkezésképpen
egy alkalmas C' > 0 konstanssal |ay| < C(p+¢)* (k € N). Ezért

HOIES) (pzi,dkt’“ =Ce  (t>0)
k=0 )

(a7 := p + € paraméterrel). Tehdt p <~ és (I1d. 1. pont i) megjegyzés) f € D].

Nyilvanvalé, hogy az f fiiggvényt definidlé el6bbi végtelen sor nem csupan ¢ > 0,
hanem tetszoleges t = z € C helyen abszolut konvergens. Ebben az értelemben
tehdt f egy egész fiiggvény, amelyre |f(z)| < Ce?*l (2 € C) teljesiil. Mind-
ez meg is ,fordithaté”: tegyiik fel ui., hogy az f : C — C egész fliggvény a
most mondott értelemben exponencialis tipusu, azaz alkalmas C' > 0,7 > 0
paraméterekkel |f(z)| < Ce¥l?l (2 € C). Ekkor az f fiiggvény (0-koriili) Taylor-
sorat (x) alakban irva fel az egyiitthatdira a kovetkez6t kapjuk:

ap 1 (2)

k! 2m o zk+1

dz (k€ N),

ahol > 0és (1) := €™ (7 € [0,2n]). Innen az M, := max|,|—, |f(z)| jeloléssel
azonnal kovetkezik az aldbbi becslés:

lag| M, e’
S ¢

IN

(k € N).

rk rk

Ha itt r := k/~, akkor
K/ Y€ ks
Az ismert limy_ . (VOEk!/k) = 1/e Osszefiiggés alapjan ebbél

p=lim sup v/]ag| <y < +o0

k—o0

adodik.

A 3.1. v) megjegyzésre és a 4.1. Tétel ii) &llitdsara hivatkozva fennall a
kovetkez6 aszimptotikus kozelités: ha f : [0,+00) — C (Lebesgue-)mérhetd és
f ~ Aettt* ((0,4+00) 3t — +oo) valamilyen A, &, o € C, Rea > —1 komplex
szamokkal, akkor f € Dy, tovabbd {z € C: Rez > Re&} C Dy és tetszOleges
0 < 7 < 7/2 mellett
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I'a+1)

Lf(z)~ Am

(0#£2—0, |arg(z —&)| < 7w/2—7).

4.2. Tétel.
Legyen valamely f € Dy, és a > 0,b > 0 esetén

0af(t) := flat) , Apf(t):=f(t+b)  (t=0),

flE=1b) (t=0)
T f(t) == {

all.

0 (0<t<b).
EkEkor
i) L(nof)(2) = e Lf(2) (2 € Dry);
ii) L(daf)(2) = §Lf(z/a) (z/a € Dyy);
i) L(Ayf)(2) = eb? (L £lz) = J° f(t)e—tzczt) (z € Dry).

Bizonyitas. i) Legyen z € Dr ¢, ekkor

C

+oo
L(mpf)(2) = /0 f(t—b)e ¥ dt = lim f(t—ble *dt =

c——+oo 0

c—b
lim / F(t)e~ D7 qp =

c——+0o0 0

c—b +oo
—bz li —tz dt = —bz —tz dt = —sz )
e im / fte t=ce /0 f(t)e t=e f(2)

c——+00 0

ii) Hasonl6éan, ha z € C és z/a € Dr ¢, akkor

L(0.f)(2) = lim ) flat)e™dt = lim / £(t) —tz/a —dt =

c——+o00 0 c——+o00

400 1
- / ft)e /@ dt = ~Lf(z/a).
0 a

a
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iii) Végil

o0 ¢
L(Ayf)(2) = /0 f(t+b)e *dt = lim /0 f(t+ble *dt =

c——+o00

c——+00 b c——+0oo

b
e (Lf(z) —/0 f(t)e_tzdt> .|

b+c b+c b
lim F(t)e=E2dt = % lim ( f(t)e dt — / f(t)e_tzdt> =
0 0

4.2. Megjegyzések.
i) Ha tehdt f € Dp,a > 0,b >0 és

flat =b) (t =b/a)

0 (0<t<bla),

ft) =

akkor Lf(z) = %e_bz/“Lf(z/a) (z/a € Dry). Mindez masképp kifejezve: az
F .= Lf vélasztassal legyen

fot) =€ f(t/a)  (t20),
ekkor F(az + b) = %Lf*(z) az+b € Dp).

ii) Legyen pl. a € C és f,(t) := e (¢t > 0). Ekkor barmely z € C és b > 0 esetén

b b b (a=z)
(t)e dt:/ ela=2)t gt —
/0 falt) O e
e ——= (a#2).

a—z

Innen vildgos, hogy limy_, 4o fob fa(t)e¥*dt € C azzal ekvivalens, hogy

Re(a —2) <0, azaz Rez > Rea és ekkor Lf,(z) = zla'

iii) Nyilvanvalé, hogy az el6z6 megjegyzésbeli f, fiiggvényre f, = d, exp = d, f1. Itt

(1d. ii))

1
Lexp(z):Lfl(z):: (z€ C,Rez>1),
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ezért a 4.2. Tétel alapjan

Lfa(z) = Lexp(z/a) =

11
azla—1 z-—a

(z€ C,Re(z/a) >1 <= Rez> Rea).

iv) Legyen most valamely a € C esetén g, (t) := te®* (¢ > 0). Ekkor azt mondhatjuk,
hogy g, = hexp®, ahol h(t) :=t (t > 0). Mivel (Id. 3.3.) Lh(z) =1/2* (2 € C,
Rez > 0), ezért a 4.1. Tétel alapjin

Lgo(z) = Lh(z —a) =

(Z_a)z (ZGC,Re(z—a)>O <— Rez>Rea),

amir6l kozvetlen szamolassal is konnyen meggyozodhetiink: tetszoleges b > 0

mellett
b b
/ ga(t)e ™t dt = / tetle=2) gt =
0 0
b?/2 (a=2z)
beb(a—z) _ eb(a—z) 1
a—z (z—a)2+(z—a)2 (a # z).
Tehat

b beb(a—z)

lim [ ga(t)e ®dt € C <= lim =
b—+o0 Jo b—+o0 a—z2

eb(a—z)
lim —— =0 = Rez > Rea
b—+oo (a — 2)

és ekkor limy,_, | o fob ga(t)e ¥ dt = Lg,(2) = 1/(z — a)?.
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4.3. Tétel.
Bdrmely f € D,z € C, Rez > q5 esetén Lf € D*°{z} és

“+oo
(LA™ (2) = (~1)"L(haf)(2) = (-1)" / t"f(t)e = dt  (neN).

Bizonyitas. 1° Teljes indukciéra hivatkozva elegendd az n = 1 esetet igazolni,
nevezetesen, hogy Lf € D{z} és (Lf)' (2) = —=L(h1f)(2) = — f0+°° tf(t)e t dt.

2° Azt kell tehat megmutatnunk, hogy

lim
h—0

z — z e
Lf( +h11 Lf(2) :_/0 tf(t)e™t dt.

Legyen ehhez 2y € C, Rezy > gy és ¢(t) = f(f flx)e=®*0dx (t > 0). A 2.1. Tétel
bizonyitasdban mondottak szerint ¢ korldtos, [0,b]-n (b > 0) abszolut folytonos fiiggvény,
ill. z,h € C, Re(z+ h) > Rezp és Rez > Re 2y esetén

+oo
Lf(z+h)=(z+h—2) / o(t)etEHh==0) g
0

+oo
Lf(z)=(z— zo)/o o(t)e tF=20) gt

Mivel Rez > gy, ezért zp megvalaszthaté ugy, hogy a Rezy > gy feltétel is teljestiljon.
Kovetkezésképpen, ha |h| ,elég kicsi”, akkor Re (z + h) > Re zg is igaz. Ha még h # 0,
akkor

Lf(z+h) = Lf(z) _
h

+00 +oo
((z +h — 2p) / @(t)e tETh=20) g (7 — 2) / o(t)e Hz7%0) dt) =
0 0

SRS

“+oo +oo e—th _ 1
/ @(t)e_t(z_z())e_th dt + (Z _ ZO)/ (p(t)e—t(z—zo) <T) dt =
0 0

+oo +o0 o—th _
{/ o(t)e tE=20) (e7th _ 1) dt + (2 — zo)/ o(t)e tz—=0) (T + t) dt] +
0 0
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+00 Foo
[ / (t)etET20) dt — (2 — z) / o(t)te tE20) dt| = Ap(2) + B(2).
0 0
3¢ Belatjuk, hogy
(a) Ap(z) =0 (h—0),
(b) B(z) = — [,F tf(t)e ¥ dt.

Az (a) allitas igazoldsdhoz vegyiik észre, hogy t > 0 esetén

th
Z Z M0 = Z
(t|h])
t|h| Z ‘ | _ t|h| t|h|
ill.
e—th -1 e (_t)nhn—l o (_t)nhn—l
tl = T = ASLVARLS e
o0 t"h n—1 0 tn—2 h n—2
Z Al :tzwz Al < 2|Bfetlhl.
n! n!
n=2 n=2
Innen azt kapjuk, hogy ha K € R és |¢(t)| < K (t > 0), akkor
+00 Foo
|Ah(2’>| < K/ )e—t(z—zo) t|h|et|h| dt+K|Z _ Zo|/ ‘e—t(z—zo) t2|h|et|h| dt =
0 0

+o0 +oo
K‘h|/ te—t(Rez—Rezo—\hD dt—l—K|Z _ ZOHh‘/ tze_t(ReZ_ReZO_‘hl)dt.
0 0

Bevezetve az x := Re_z—QM jelolést és feltéve, hogy az eddigieken tul még |h| < x is
igaz, a kovetkezoket mondhatjuk:

400

400
/ te~t(Rez=Rezo—|hl) gy < / te " dt =: a < 400,
0 0
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ill.

—+ o0

—+o0
0 0

azaz

|An(2)] < Kalh| + KBz — 2|l =0 (h— 0).

A (b) egyenlStlenséghez integréljunk parcidlisan:

+oo
—(z — 2p) / o(t)te tE20) qt =
0

lim <[<,0(t)te—t(z—zo)r) _/O+oo(¢(t)t)’e—t(z—zo>dt:

b——+o00 0

—~ /+OO (p(t) +tf(t)e ') e~ =m%0) gt =
0

+o0 +o0
—/ o(t)etE=20) gt — / tf(t)e ' dt,
0 0

azaz B(z) = — f0+oo tf(t)e t==20) dt. m

4.3. Megjegyzés.

Ha tehat ®(t,2) = f(t)e ** (t >0,z € C, Rez > qy), akkor Lf(z) =
f0+oo O(t,z)dt és

+0oo gn
(LA™ (2) :/ 8%(?2)6# (ne N,z e C, Re z> qy).
0

Formalisan szélva ,szabad az integraljel mogott derivalni”.
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4.4. Tétel.

Legyen f :]0,400) — R,n € N, f € D" és tegyiik fel, hogy f") e D;. Ekkor
f®eDp (k=0,..,n—1) és

n—1
LfM™(z) = 2"Lf(z) — Z FE Q) kt (z € C, Rez > max{0,qsm }).
k=0

Bizonyitas. 1° Teljes indukciora hivatkozva csak az n = 1 esettel kell foglalkoznunk.
Azt kell belatnunk, hogy ha f’ € Dy, akkor f € D, és

Lf'(z) = zLf(z) — f(0) (z € C, Rez > max{0,qs}).

2° Legyen b > 0, ekkor parcialisan integralva

/O (e = dt = f(b)e " — £(0) —|—z/0 f(t)e t* dt.

Elég tehat azt megmutatni, hogy limp_, o f(b)e™%* = 0.

3° Legyen ehhez 0 < ¢ < Rez olyan, hogy ¢ > gy. (Mivel Rez > ¢y és Rez > 0,
ezért ilyen ¢ nyilvén van.) Ha g(z) := [ f(t)e""*dt (x > 0), akkor el8szér is mutassuk
meg, hogy létezik a lim,_, . g(x) = Lf(c) hatérték és

L) = lim_g(x) = - (/0) + Lf ().

r——+00

Mivel

I = I

ezért a L’Hospital-szabdly alapjan

: o €eglz)
lim g(x)= lim —— = lim =
r——+00 r——+00 e r——+00 (ecm) r——+00 ce

m (% (/Om f(t)ce™dt + f(a:)e_cm)) =

(“g@)) e gla) + e (w)e

Ccx
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i (S(roe s+ [ rweans swee) ) =
Jdin (3 (s0+ [Crweea)) = Luosreec

Tehat minden ¢ > max{0, ¢¢ } mellett 1étezik Lf(c), ezért egytuttal barmely z € C,
Re z > ¢, azaz tetsz6leges z € C, Rez > max{0, ¢y} esetén is létezik Lf(z). Tovabba

M:Ig%g()zgﬁg([—f _tcr /f _tcdt>

: f(O)— _Cl’ —tc
i ( wo ) rwea),

Mivel

lim / f'(t)e e dt = Lf( ),

r—-+o0 C

ezért 1étezik a lim, 1o f(z)e™® = 0 hatarérték. Ez azt is jelenti, hogy barmely z € C,
Rez > ¢ esetén lim, 4o f(z)e ** =0, azaz (1d. 2°) Lf'(z) = zLf(z) — f(0). =

4.4. Megjegyzések.

i) Analég médon kapjuk az alabbi éllitast: ha f € Dy, ¥ fo x)dx (t>0),
akkor ¥ € Dy, és

LY(z) = %Lf(z) (z € C, Rez > max{0, ¢t }).

S6t, ha a 4.4. Tétel bizonyltasaban f helyebe U-t frunk, akkor (a bizonyitdsban

szerepld egyéb jelolésekkel) a g(x fo Je~tedt (x > 0) fiiggvényre a
cx cx o/ cx
lim g(z) = lim e“g(z) — i &9 (z) + ce“g(x) _
T——+00 T—+00 ece 00 cect
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ii)

iii)

iv)

egyenldséghez jutunk. Mivel lim, . . g(x) = LV¥(c) € C, ezért létezik a
lim, 4o ¢'(x) = 0 hatdrérték. Innen az is adddik, hogy a ¥(z)-t meghatarozd

f0+oo W(t)e t#dt integrdl a z € C, Rez > max{0, g7} helyeken abszolit konver-

gens.

Ha f € D] (1d.1. fejezet), f € D és f' € Dy, akkor az Lf'(z) = zLf(z) — f(0)
(z € C, Rez > ) egyenl6ség egyszeriien megkaphato:

b—+o00

oo b
Lf'(z):/0+ f'(t)e”*dt = lim /Of'(t)e_tzdt:

b——+o0

b

lim (f(b)e_bz —F(0) + 2 / ft)e dt),
0

ahol (Id. 1. pont i) megjegyzés) b > ¢ esetén

|f(b)e | < Ke b(Rez=v) (b — +o0).

Tehat

b—+oco

Lf'(2) = —f(0) + 2 lim /0 F(t)et dt = 2Lf(2) — £(0).

Ha ii)-ben az f € D] fliggvényrél f € D helyett csak annyit tesziink fel, hogy
a t > 0 helyeken differencidlhaté és létezik az f(40) := limy— 1o f(t) véges
hatarérték, akkor

b

b
/ f'(t)e ¥ dt = lim f'(te *dt =
0 a——+0

a

lim (f(b)e™" = f(a)e™) = f(b)e™"* — f(+0)

a—+0

miatt ii)-ben

Lf'(z) = zLf(z) — f(+0) (z€ C,Rez>7)

adodik.

Tegyiik fel, hogy iii)-ban f' € D] is igaz. Ekkor (Id. 2.1 ii) megjegyzés) azt
kapjuk, hogy Re z — +00 esetén Lf’(z) — 0. Ezért (1d. iii))
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v)

vi)

zLf(z) — f(+0) (Rez — 4+00).

A iv)-beli eredmény f’ € L'[0, +00) esetén egyszerfien adédik az integralelmélet
klasszikus Lebesgue-tételébol. Ui.

|F/ e | = | t))e =0 (t >0, Rez — +00)

és |f'()e | < |f'(t)] ((t >0,z € C, Rez>0) miatt most is

+oo +00
lim Lf'(z)=_lim f(t)e = dt :/ lim  (f'(t)e ") dt =0.
0

Rez—+o0 Rez—+o0 0 Rez—+o0

Legyen f € Dy olyan, amelyre létezik az f(+00) := lim;_ 4o f(t) € C véges
hatarérték. Ekkor tetszbleges z € Dy, Rez > 0 helyen

+00
SLf(z) — f(+o0) = = / (F(8) — f(+oo))e" dt,

azaz minden b > 0 esetén

b +oo
LA = f0) = [ 0) =S e [ (510 = S an

Legyen € > 0 és az el6bbi b olyan, hogy |f(t) — f(4+00)| < e (t > b), amikor is
+00
2Lf(2) — +oo|<|z|/ £(8) +oo)|dt-|—|z|e/ etRe gy _
b

o [ 150~ sooar+ (B et < o [10) - srooan+ 2L

Ha K >0ésCg :={2€C: Rez>0, |Imz| < K-Rez}, akkor barmely z € Cg
esetén

2Lf(z) — (+oo\<\z\/ F(0) — f4o0)di+ VITE

Vélasszuk a 6 > 0 szdmot gy, hogy o- fob |f(t) — f(+00)| dt < e, ekkor minden
z € Ck, |z| < mellett [2Lf(z) — f(+00)| < (1 + V1 + K?) ¢, azaz
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lim  (z2Lf(2)) = f(+00).

Ck>z—0

vii) Tegyiik fel, hogy vi)-ban f € L'[0,+o00). Ekkor nyilvdn f(+o00) = 0. Tovdbba
barmely z € C, Rez > 0 esetén |Lf(z)] < f0+oo |f(t)| dt, azaz Lf korlatos a
{z € C:Rez > 0} félsikon. Igy limpe.>0..0(2Lf(2)) = 0 trividlisan teljesiil.

viil) Ha g(2) := e /% (2 € C, Rez > 0), akkor

g(z) = e~Rez/|z|" grImz/|2|" (z€ C, Rez > 0),

azaz barmely K > 0,z € Cg esetén
-R 2 —1/(K?+1R
|g(z)| S e ez/|z| S e 1/( +1) ez’

tehdt limg, 5.—09(2z) = 0. Ugyanakkor az Imz = /1 — (Rez)? (Rez > 0)
helyeken

g(z) _ e—Rezzem/l—(Rez)2 — e (Z _ O),

azaz nem létezik a lim,_q g(z) hatdrérték. (Mivel a 0 # 2z — G(2) := e 1/?
fliggvénynek az origéban lényeges szingularitasa van, ezért a komplex fiiggvény-
tanbdl jol ismert, a lényeges szingularitdsokra vonatkozé Picard-tétel alapjan
barmely r > 0 esetén a C \ {G(z) : z € C,0 < |z|] < r} halmaz legfel-
jebb 1l-elemti. Mindez most a komplex logaritmus segitségével kozvetleniil is
ellen6rizheté: {G(z):z¢€ C,0< |z| <r}=C\ {0}.)

ix) Tegyiik fel, hogy az f : [0, 400) — C fiiggvény differencidlhaté, f' € Dy, és 1étezik
a vi)-beli véges f(+00) hatarérték. Ekkor (1d. 4.4. Tétel) Lf'(z) = zLf(z)— f(0)
(z € C,Rez > 0), azaz

+oo
2Lf(z) = f(0) +/0 f(t)e * dt.

Ha itt f olyan, hogy

+o00 +oo +oo
lim /O f'(t)e dt:/O lim (f'(t)e )dt:/o f/(t)dt =

Re z>0,2—0 z—0

b
lim / F(t)dt= lim (f(b) — £(0)) = f(+00) — £(0),
0

b—+o00 b—+o00
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akkor limge »>0,.—0 (2Lf(2)) = f(400).

x) Ha pl. ix)-ben K > 0,7 > 0 és alkalmas ¢ > 0 esetén |f/(t)] < Ke™ 7" (t > ¢),
akkor

/O+Oo f'(t)e *dt — /Om f'(t) dt) <

/C+OO ) (e7 =1) dt‘ <

(e7 —1) dt‘ﬂt

c 400
/ ()] |e™"* — 1] dt+K/ e e — 1] dt (z€ C, Rez >0),
0 0

ahol (1d. a 4.3. Tétel 3° (a) bizonyitédsa)

—tz -

t
<t\z\z |Z| —t\z\ tal,

Tehat az elébbiek szerint, ha még |z| < min{1,~/2} is igaz, akkor

/O+Oo f'(t)e *dt — /Om f'(t) dt) <

c —+ o0
\Z\/ \f’(t)|tet'z'dt+K\z\/ te~tO=12D) gt <
0 0

c —+ o0
\Z\/ \f’(t)|tetdt+K\z\/ tetO=12D) gt —
0 0

b
IZI/ |f/(t)|te dt + K|z| 1H+n te—tOr=1zD g4 —
—) o0 0

K|
(v =1z

(ahol A := fo |f/(t)|tet dt), igy (1d. ix)) limge.>0..—0 (2Lf(2)) = f(+00).

4K
|z|/ |f/(t)|te" dt + |>2_<A+7) |z| =0 (lz| — 0)
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xi) Az el6bbi megjegyzésbeli feltétel specidlis esete annak, amikor f’ € L[0, +o0).
Ekkor ui. f/(t)e** — f'(t) (2 — 0,t > 0), ill. ha még Rez > 0, akkor
If'(H)e 2| < |f'(t)] (t > 0). A Lebesgue-tételt alkalmazva azt mondhatjuk
tehat, hogy

+oo +o0o
lim / f(t)et= dt = / F(t)dt = f(+00) — £(0),

Re z>0,2—0

igy (1d. ix)) limpe »>0,2—0 (2Lf(2)) = f(+00).

5. Konvolucio.

Legyen f,g € Dr. Az
fro)= [ -t (@20)
0
fiiggvényt f és g konvolicidjinak nevezziik. Vildgos, hogy f *x g = g * f. Specidlisan az

If(t)] < Ke®t, |g(t)] < MePt (¢ > 0) feltételeknek (alkalmas o # 3 € R, K,M > 0
paraméterekkel) eleget tevo f,g € Dy, fliggvényekre

1 g(z)] < / FO)llg(x — 1)) dt < KMeP / 0P gy —

KM
a—f

KM
o= g

(eam_eﬁm) S YT (1‘20),

ahol v := max{«, 5}.
Ha pl.
D; :={h € D, : h korlatos minden [a,b] C (0,+o00) intervallumon},

akkor beldthatd, hogy barmely f, g € D} esetén fxg € D} és f g folytonos minden x > 0
helyen.

12 Pl. Tekintsiik elso példaként az
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figgvényt. Vilagos, hogy f € Dj,ill. f=* f(0) =0 és > 0 esetén

9= i :/olﬁs—uwﬁd“_

2sin y cos y

1
U
/0 \/ﬂvl—u_/o \/sin2y\/1—sin2y

dy =,

azaz

2° Pl. Legyen f(t) :=+/t (t > 0). Ekkor

:/gcx/%\/x—ztdlt:%32 (x > 0)
0

(ui. az integrandus grafikonja egy (z/2,0) kozéppontu és /2 sugari félkoriv a koor-
dinétasik y > 0 felében, igy az integral az illetd félkor teriilete).

3° PL. Ha g(t) :=1 (¢t > 0), akkor barmely f € Dy, esetén

frg(a /f (x—t)dt = /f (z > 0),

ami nem mas, mint az f fiiggvény integralfiiggvénye.
A 4.4. i) megjegyzés szerint tehat (az ottani jeloléssel) az el6bbi 3° példédban fxg = U,

azaz L(f % g)(z) = LVU(z) = %Lf(z) (z € C,Rez > max{0,qr}). Mivel (Id. 3.1. példa)
Lg(z) = % (z € C,Rez > 0), ezért

L(f*g)(z) = Lf(2)Lg(2) (z € C, Rez > max{0, ¢¢}).

A kovetkezo tételben az elobbi megjegyzésben szereplé eredmény altalanositasat fo-
galmazzuk meg.
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5.1. Tétel.

Tegyiik fel, hogy f,g € D} és valamely s € C esetén Lf, Lg abszolit konvergensek
s-ben (azaz f0+oo |f(t)e ] dt, f0+oo lg(t)e~ | dt € R). Ekkor L(f * g) is abszolit
konvergens s-ben és barmely z € C, Rez > Re s esetén

(5.1) L(f % g)(2) = Lf(2)Lg(2).

5.1. Megjegyzések.

i) A 2.1. vi) megjegyzés szerint tetszéleges z € C, Re z > Re s mellett Lf(z), Lg(z)
abszolut konvergensek és igy konvergensek is.

ii) Legyen g(t) := 0 (t <0), ekkor a szukcessziv integralasra vonatkoz6 Fubini-tétel,
ill. a helyettesitéses integralas szabalya alapjan

wrea@ = [ reatetar= [ ([T mate-rar) et =

/0+°° f(r)e ™ (/TJ“’O ot — 7))z dt) gr —
(/O+OO f(r)e ™ dr) </0+OO g(t)e dt) _

Lf(z)Lg(z) (z € C,Rez > Res).

iii) Ha csak Lf (vagy Lg) abszolut konvergens s-ben és Lg (vagy Lf) csak konvergens
s-ben, akkor L(f * g) is csak konvergens s-ben, (1) pedig z = s-re és z € C,
Re z > Re s esetén teljestil.

iv) Példaul legyen f(t) := v/t, g(t) := wha(t)/8 = wt?/8 (t > 0), akkor a korabbi
példéink alapjan a kovetkezoket mondhatjuk: f * f = g, azaz
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(LF()? = L(f * f)(2) = Lg(z) = th2(2> — " (2€C,Rez>0).

s
<J-

Haitt 0 < z € R, akkor 0 < [[" Ve ¥ dt = Lf(2) =

18

, ezért altalaban
z

JT 1
2 2v/z

ahol z = |z|e’® (|a| < 7/2) esetén /z := \/|z[e**/2.

Lf(z) = (z € C,Rez > 0),

v) Alkalmazzuk a fenti tételt az 1°-beli f fiiggvényre. Ekkor (1d. 2.1. ix) megjegyzés,
ill. 3.1.) az € C, Rez > 0 helyeken (Lf)%(2) = L(f * f)(z) = 7/z, azaz
Lf(z) = v7/yz

vi) Legyen 0 # w € R és F(z2) := ﬁ (2 € C, Rez > 0). Az sy, ¢,
fiiggvényekre (1d. 3.6.)

Sw * Cy(T) = /Om sin (wt) cos (w(x —1t)) dt =

cos ;w$> / sin (2wt) dt + sin (wz) / sin® (wt) dt =
0 0

L) (1 cos ) + 2D [ (1~ con (20t =
o flwx) (1 —cos (2wz)) + & sin2(wa;) _sn Elwa:) sin (2wz) =
xsin (wz)  cos (wx) 2sin® (wx) _
5 + 1 (1 — cos (2wz)) — g s (wz) =

1 — cos (2wz)
4

xsin (wx cos (wzx
(wa) | cos (wa)

5 1 (1 — cos (2wz)) —

cos (wx) =

x sin (wz)

5 =: H(x) (x >0),

azaz LH = L(s,, % ¢,) = Ls,Lc, = F.
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6. Mellin-transzformacié.

Tegyiik fel, hogy a folytonos g € C — C fiiggvényre valamely o € R esetén teljesiil a
{z€ C:Rez > a} C D, feltétel. Ha x > a,b > 0és {p(y) ==z +1y (—b <y <b), akkor
legyen

xr+100
/ g(2)dz := lim g(2)dz

—1200 b—+00 y
(ahol [ 0, 9(2)dz a g fiiggvénynek az {, (irdnyitott) komplex ttra (,szakaszra”) vett vo-

nalintegraljat jelenti), feltéve, hogy ez a hatarérték létezik és C-beli. Tehat (a vonalintegral
definicidja szerint)

T+100 b
[ e@de=im [ gttt dy-

—1200 b—+too J_y

b +o0
lim 19(x 4+ wy) dy = 1(v.p.) / g(x + ) dy,
b

b—+4oc0 J_ — 00
azaz
+00 1 T+100
er) [ germay=1 [ g
ahol (v.p.) fj;o o= limy oo ffb ... a széban forgé ,integral” tn. Cauchy-féle féértéke

(valor principalis).

Adott f € Dr, és x € R,z > gy esetén tekintsiik azt a @, : R — C fliggvényt, amelyre

0 (t <0)
O, (t) :=
e " f(t) = fult) (t=0).

Ha @, (Lebesgue-szerint) integrélhaté (azaz (1d. 1.1. viii) megjegyzés) f € D7), akkor a
&, Fourier-transzformaltjara a kovetkezot kapjuk:

50— [ o
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/+oo f@)e @ dt = Lf(z+y) = Lf(2) (y€R, 2=z +1w).
0

Ez a helyzet pl. akkor, ha f € D], amikor is léteznek olyan v € R és 0 < K,c € R
szamok, amelyekkel |f(t)] < Ke' (t > ¢), azaz |®,(t)| < KeO'=?t (¢t > ¢) (Id. 1.1. i)
megjegyzés). Ebben az esetben ui. barmely x > v mellett

—+ o0 c —+ o0
/ D, | g/ |Q>x|+K/ et dt < oo,
0 0 c

azaz P, integralhato.

Tegyiik fel, hogy valamilyen ¢ > 0 esetén ®,-re alkalmazhaté a Fourier-inverzids
formula, azaz

P, (t) = iﬁ(v-p-> /+OO O, (y)e¥ dy = i(v.p) /+00 eVt (/0+00 f(r)e@twir dT) =

e 2m —0

+oo
i(fu.p.) / eV Lf(x + ) dy.

27 oo

(Ha pl. D, is (Lebesgue-szerint) integralhatd), akkor mindez majdnem minden ¢ > 0 helyen

teljesiil és (v.p.) fj;o ... helyett a  kozonséges” fj;o ... (Lebesgue-) integral irhat6.) Ekkor

tehat f(t) = et ®,(t) = %(v.p.) fj—;o et@TW) Lf(x + 1y) dy, azaz a fenti formalizmussal

r+100
(6.1) Ft) = = / e LF(2) dz.

210 )y roo

PIL. jél ismert a Fourier-transzforméciéval kapcsolatban, hogy ha t > 0 és van olyan
0 < d < t, hogy a @, fliggvény a (t—0d, t+J) intervallumon korlatos valtozédsu és @, folytonos
t-ben (ami most nyilvan azzal ekvivalens, hogy az f fiiggvény folytonos a t helyen), ak-
kor ¢-ben igaz a fenti inverziés formula. (Roviden felidézziik a korlatos véltozésu fiiggvény
fogalmat: akkor mondjuk, hogy egy kompakt [a, b] intervallumon értelmezett g : [a,b] — C
fliggvény korldtos vdltozdsi, ha sup, >, _, 1g(tk+1) — g(tx)| < +00, ahol a szuprémum az
[a,b] intervallum 7 = {to,....,t,} (n € N, tp = a < t1 < ... < t, = b) felosztdsaira
vonatkozik. Vildgos, hogy minden ilyen ¢ fliggvény korlatos, ill. (egyszer(i szamolassal
igazolhatdan) g-vel egytitt a [a, b] 2 ¢t — g(t)e™'* fliggvény is korldtos valtozasu tetszdleges
s € R esetén.) Ha tehdt f € DY és az f fiiggvény egy t > 0 esetén valamilyen § > 0
mellett a (¢ — §,t + §) intervallumon korldtos véltozasi és t-ben folytonos, akkor alkalmas
x ,abszcisszaval” fenndll a (x) egyenlGség.
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6.1. Tétel.
Legyen F € C — C, a« € R ésD := {z € C, Rez > a} C Dp, F € D{z}

(z € D). Tegyiik fel tovabba, hogy tetszéleges 0 < d-ra a {z € C, Rez > a + ¢}
zdrt félsikban lim|,|_ 4o F'(2) = 0 és minden v € R,z > « esetén az

+oo
|y

— 0

integral véges. FEkkor bdrmely t > 0 helyen az ff:f: F(z)e'* dz integrdlok is
végesek €s fliggetlenek o < x-t6l, az

1 r+100

(6.2) f@@): ) F(z)e"* dz (t>0)

elbirassal definidlt f figgvény Dr-beli (ahol a < x tetszbleges) és Lf(z) = F(z)
(z € C, Rez > a).

T 2m

6.1. Megjegyzések.
i) Tehat azt irhatjuk, hogy

xr+100
(1) 1/ Li(x)e"dz (£ >0).

21 Sy oo

Ez az egyenléség az tin. Mellin-formula (Riemann (1859), Mellin (1902)). Erde-
mes kihangsilyozni, hogy a fenti tételbeli feltételek csak elégségesek: nem nehéz
példat konstrudlni olyan F'-re, amelyre az fj;o |F(z+1y)| dy < 400 feltétel nem
teljesiil, de alkalmas f fiiggvénnyel mégis F' = Lf.

ii) A tételben szerepl6 f;:f:’ F(z)e'* dz integralrdl a kovetkezét mondhatjuk:

T+100 b
/ F(2)e*dz =1 , ligl F(x +w)et@t) dy =
x T b

—100

b

1" lim F(x 4 w)e™ dy.

Mivel

+o0

b b
/|Fu+meMy:/|Fu+wmys/ F(e + )| dy,
—b —b —00
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iii)

iv)

azaz limp_ 4 oo ffb |F (2 + w)et®tw) | dy < et® fj;o |F(x +w)|dy < 400, ezért a
széban forgé (,improprius”) integrédl (abszolit) konvergens.

Az fjjwo F(z)e'* dz integrdl (a <)z-t6l valé fiiggetlensége egyszertien belathato.

100

Legyen ui. o < u < x és valamely b > 0 mellett

sp(y) =u—w+ylx—u), Sy) =z+b+yu—21x) 0<y<1),

G(y) =u—1y  (-b<y<h),

ill. jeldljiik ¢-vel az sy, £y, 83, & (komplex) utak egyesitését (geometriailag egy
téglalap keriilete pozitiv koriiljarassal). Ekkor a komplex fiiggvénytanbdl jol is-
mert Cauchy-alaptétel miatt

O:[pF(z)dz:/ F(z)dz—l—/ F(z)dz—l—/ F(z)dz—l—ﬁ F(z)dz,

Sp Ly 3p Ly

ahol az F'-re tett feltételek alapjan

lim F(z)dz = lim F(z)dz =0,
b—+o0 s b——+4o00 3

b b

ill.

xr+100
lim F(z)dz = / F(2)e** dz
b——+o0 I =

— 100
és

u+100
lim F(z)dz = —/ F(2)e** dz.
b——+oo Zb w

—100

Mindebbél fmtl;j F(2)etdz = ["7'° F(2)e'* dz mér nyilvan kovetkezik.

Ha a (Lebesgue-)mérhet6 g : [0, +00) — C fiiggvény a [0, +00) intervallum majd-
nem minden pontjaban nulla, akkor nyilvan g € Df, és Lg(z) =0 (z € C). Ezért
tetszéleges h € Dy, fiiggvényre h + g € Dy, és L(h+ g) = Lh.

A fenti 6.1. Tétel megfogalmazasa el6tti ,felvezetésben” szereplé f fiiggvényrol
azt tettiik fel, hogy D} P-beli. Mds széval tehat (Id. 2.1. vi) megjegyzés) azt,
hogy valamilyen z € Dps helyen az Lf(z)-t meghatdrozé improprius integral
abszolut konvergens. Induljunk ki most egy tetszoleges f € Dy fiiggvénybol.
Ekkor (Id. 4.4. i) megjegyzés) a W(t) := [, f(7)dr (t > 0) integrélfiiggvény
Laplace-transzformaltja minden z € C, Rez > max{0, gs} helyen egy abszolit
konvergens improprius integral és itt LW(z) = Lf(z)/z. Mivel az f fiiggvény



60

6. Mellin-transzformdcio

vi)

vii)

lokalisan integralhato, ezért az abszolit folytonos W fiiggvény minden kompakt
intervallumon korlatos valtozasiu. Kovetkezésképpen a most idézett, a 6.1. Tételt
bevezet6 fejtegetést W-re alkalmazva azt kapjuk, hogy ha valamilyen 0 < zg € R
helyen Lf(xg) létezik, akkor tetszéleges x > ¢ esetén

/ f(r)ydr=— o %(Z)etzdz (t>0).

27TZ r—100

Innen a klasszikus, az integralfiiggvény differencialhatosagarol szélo tétel értel-
mében aztan

FO =0  (mm.t>0).

Megjegyezziik, hogy ha a fentiekben zy < 0, akkor a kovetkezd lathatd be:
barmely zo < x < 0 esetén

! i L(Z>e“dz =—Lf(0)+ fo '

5
T Jo—teo 2 0 (t <0).

Nem nehéz meggondolni, hogy az el6z6 6.1. Tételben a Mellin-transzforméciéval
kapott f fliggvény folytonos. Valéban, a 6.1. Tételbeli (6.2) formula mésképp
frva igy szol: ha G(y) :== F(z +wy) (y € R), akkor a 6.1. Tétel feltételei szerint
G € L'(—o0, +0) és

e oo ptt oo
f(t) == / F(x 4 w)e™dy = — G(y)edy =

2 J_ o 2 J_ o

—G(-t)  (t>0).

A Fourier-transzformacié elemi tulajdonsagai szerint G (egyenletesen) folytonos
fliggvény, ezért az f fliggvény is folytonos.

Legyen f,g € D] (1d. 1.1. i) megjegyzés) és tegyiik fel, hogy az F := Lf és
az F' := Lg Laplace-transzformaltak teljesitik az el6z6 tétel feltételeit (alkalmas
af, ay paraméterekkel). Mds széval tehdt a Mellin-formula szerint

f(t)zi/erzooLf(z)etzdz (x > ap,t>0)

21 J oo
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1 r+100
g(t) = —/ Lg(z)e?* dz (x > ag,t>0).
27TZ T—100

Ekkor az 5.1.  konvolticio-tétel” mintegy megforditasaként

1 xr+100

LigE) =5 [ LIQLgG-€)dE (- € C Rez>as+ay),

2T J oo

ahol x > max{ay, ay}.

Ui.

L e ( / T et dé) dt =
0 x

2m 00

1 SR +oo
il ) B
2t o T </0 g(t)e™"** dt) ds =
1 T+1200
o Jy oy L OL9 - )

(Az f0+oo ( : .fxﬂoo e d{') dt = fxﬂoo e (f+oo . dt) d¢ integraldsi sorrend

T—100 T—100 0
felcserélhetOségét a szoban forgd integralok egyenletes” konvergenciaja biz-
tositja.)

viii) Mutassuk be a Mellin-transzformaciérol szolé 6.1. Tétel alkalmazdsat egy, a
gyakorlat szempontjabdl is fontos specialis esetben. Ennek a megfogalmazasahoz
tegyiik fel, hogy valamilyen o« > 0 esetén az F' : {z € C: Rez > a} — C
fliggvény analitikus és alkalmas n € N, ¢1,...,¢, € C, e > 0,0 < ay,...,a, <1
paraméterekkel eléallithaté a kovetkezo alakban:

"L H(z
F(Z>:Zzak + z1<+€) (z€ C,Rez > ),
k=1

ahol a H : {z € C: Rez > a} — C fliggvény minden § > 0 esetén korldtos a
{z € C: Rez>a+ 4} zart félsikban. Ekkor az a < z-t6l fiiggetlen



62 6. Mellin-transzformdcio

1 r+100

ft) = o | F(z)e**dz (t>0)

fiiggvényre f € Dy, és Lf = F igaz.
Ti. konnyt belatni, hogy az

Fi(2) ::F(z)—Z—k‘ (z€ C,Rez > a)

fliggvényre teljesiilnek a 6.1. Tétel feltételei. Kovetkezésképpen L f; = Fp, ahol

1 xr+100 .
fi(t) = - Fi(2)e*dz =

1 T+100 . n Ck
— | F — — | d t>0).
Ly N CER 95} PRREY

Mivel itt > 0, ezért a 6.1. Tétel alapjan (I1d. 3.3.)

1 fetees cpt@ 1

Ck
— e'* dz =
270 J oo 2k [(ag)

(t>0,k=1,..,n).

Ez azt jelenti, hogy

1 xr+100 n ap—1
fi(t) = — / F(z)e*dz — Z Rt =:

270 J oo P ['(ag)

n

IHOEDY Cl'iiak_) (t > 0).
k=1

Innen viszont az kovetkezik, hogy tetszoleges z € C, Re z > a helyen

Ck

Fi(2) = Lfi(2) = Lf(2) = Y — = Lf(2) = (F(2) — Fi(2)),

2%k
k=1

azaz valoban Lf = F.
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ix) A Laplace-transzformalt analitikus tulajdonsdgaibdl esetenként kovetkeztetni
tudunk a Mellin-transzformélt aszimptotikus viselkedésére a végtelenben (I1d. 3.
pont i) megjegyzés). Tegyiik fel ehhez, hogy az FF € C — C fiiggvény egy
a € R esetén analitikus a {ap # 2 € C: Rez < a,k € N} halmazon, ahol
a > Reag > Rea; > ... és az F fliggvénynek pélusai vannak az aj-kban.
Legyen

my
F(2)=Y —M _ 1 F(z)  (:€C,0<|z— | <rp)

= (z —ag)d

az F fliggvény Laurant-sorfejtése az o, (k € N) pont koriil (alkalmas my € N,
ck; €C (J=1,....mp), ckm, # 0, 7, > 0 paraméterekkel és az oy, valamilyen
kornyezetében analitikus F} fliggvénnyel). Tegyiik fel tovabbd, hogy van olyan
b € R, amellyel az f : (b, +00) — C fiiggvény el6allithatd

1 a-+100

flt) = — F(z)e"*dz (t > b)

27“-/1' a—100

alakban (azaz a széban forgd integralok konvergensek). Feltessziik még, hogy
megadhaték a Reagi1 < O < Rear (kK € N) feltételeknek eleget tevé [
szamok gy, hogy minden k € N esetén

19 lim)y| 400 F(z 4+ 2y) =0 az x € [B,a] elemek szerint egyenletesen,
2° van olyan C > 0 és by > b, hogy

+00
'(p.v.)/ F(fB + zy)e”ydy‘ < Cpt™e1 (t > bg).

— 00

Ekkor
° Mk o 4i
Fey~> N 2 e (b <t — 400).
k=0 j=1 (G- D
Legyen ui. n = 0,1,... és w > 0 esetén ¢,, az a (az éramutatd jarasaval

megegyez6 koriiljarasi) négyszogvonal (,téglalap”), amelynek a vizszintes oldalai
az {r+w € C: B, <z < a} szakaszok (legyenek ezek [F), a fiiggéleges oldalai
pedig az [P = {B, +1w: —w <y <wh ill. az 1% = {a+w: —w <y < w}
szakaszok. Feltessziik, hogy w mar olyan nagy, hogy a széban forgo téglalap a
belsejében tartalmazza az «q, ..., o, pontokat. Ekkor barmely b < t-re
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1 . .
%/% F(2)e*dz = Z res o, G
w k=0

ahol G(z) := F(2)e'* (z € Dr). Nem nehéz meggondolni, hogy a G fiiggvény
a-beli reziduuma a kovetkezo:

Ck i tj
res o, G = Z ]]_1 (k=0,...,n).

Nyilvan

/ F(z)etzdz:/ F(z)etzdz—l—/ F(z)etzdz—/ F(z)etzdz—/ F(2)e'*dz.
P 5 1 15 1"

Az 1° feltétel miatt konnyen adédik, hogy limy, 4 oo fl Jet?dz = 0. Kovetke-
zésképpen (az w — 400 hatdratmenet utan)

1 ﬁn+zoo n  mg

Cki =
f(t) 271 Z+ZZ (j—1)! 5

Br, —100

ahol

Bn+100 +o0
/ F(2)e*dz = 1P (p.v.) / F(Bn +w)e'™dy.
B

n —100 —00

fgy a 29 feltétel alapjan

Br—+100
/ F(z)e"*dz
B

n —100

< CptmnletPn (£ > b,).

n‘tj_l
Ra(t) =Y C,Ji.emn = Py(t)t"letn (0 < teR)

jelolésekkel limy oo Pp(t) = cnm,, # 0, ill. B, < Rea,, miatt
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et(ﬁn_ Re Oln)
0 (t— 4o0).

[P (t)]
Ezért
f(t) zn:ikj ijtj_l tag 1 1 /ﬁn-HOO F( ) 1tzd <
- = 1€ : = z)e'dz| <
k=0 j—1 (7 =1 [Rn(t)]  27|Ra(t)] /5,100

et(ﬁn— Reay)

Cnm — 0 (t—>+oo).

Ez éppen azt jelenti, amit allitottunk. Megjegyezziik, hogy a 2° feltétel teljesiil,
ha pl. az (%) (p.v.) f_t:j F(B, +w)e'dy (k € N) integrélok egyenletesen kon-
vergensek b < t-re nézve. Sot, mivel a Riemann-Lebesgue-lemma szerint barmely
w > 0 esetén

/ F(Bu +w)e™dy — 0 (t — +o0c),

—Ww

ezért a most mondott (x) feltétel alapjin

+00
(p-v-)/ F(Bn +w)e™dy — 0 (t — +00)

— 00

is rogton kovetkezik. Ha rdadasul végesek az (kx) f_Jron |F'(Br + w)|dy < 400
(k € N) (Lebesgue-)integralok, akkor a (x) feltétel automatikusan teljesiil. Persze,
a (xx) kikotés til erdés, még (x)-hoz képest is, amint azt az aldbbi példa mutatja:
F(2):=F(x+w):=y> (r€R,y>0),ahol 0 <\ < 1. Ekkor barmely u > 0
és 0 #t € R esetén (parcialis integrélassal)

+oo +oo Zeztu )\ —+o00
/ F(z +w)e™dy = / y ey = +- / y A Le™dy,
" " tur ot f,

azaz a t > b > 0 helyeken

/+OOF(x+z)e’tyd <L+é/+oo —A-lg —l—>0 (u — +00)
; werd =y x Ty )oY Y7 '

Kéovetkezésképpen az (p.v.) fj;o F(z+w)e™dy (t > b) integrélok egyenletesen
konvergensek. Ugyanakkor
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(6.3)

+00 +° g
/ |F(a:+zy)|dy:/ y_g = +00,

— 00 — o0

tehat a példabeli F-re (x*) nem igaz.

(Parseval-egyenldség.) Tegyiik fel, hogy a (Lebesgue-)mérhetd f : [0,4+00) — C
fliggvényre valamilyen zg € R esetén

—+ o0
/ F(8)[2e~270 dt < +oo.
0

Ekkor nyilvéan

“+oo
/ F(B)2e=2dt < 400
0

is igaz tetszoOleges x > xg mellett. Mivel a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlotlenség
szerint ekkor
2

+o0 +oo
( / \f(t)\e‘“dt) = ( / |f(t)|e_t(x_$0)e_m0dt) <
0 0
(/-l-oo e_gt(gg—xo)dt) (/"‘OO |f<t)|26—2txodt) < 400,
0 0

ezért (Id. 1.1. viii) megjegyzés) f, € L0, 400) N L2[0,+00). Igy f € Dy, ill
P, € L?(—0o0,+0) és Lf(z+1y) = ®,.(y) (y € R). A Fourier-transzforméltakra
vonatkozo Parseval-egyenlOség szerint

2

2B, |2 = 13,13 = / B ()0 (y) dy,

— 00

mas széval

e 2 —2 I 2
| w@pe a0 [ Lie )Py
0 —00

Ha tehat
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xi)

xii)

xiii)

—+o0
Kk := inf {x ceR: / |f(t)]Pe " dt < —1—00} ,
0

akkor barmely x > k ,abszcisszdval” teljesiil a (6.3) Parseval-egyenldséy.

Analég moédon kapjuk (a Fourier-transzformaltakra vonatkozé altalanositott
Parseval-egyenléség alkalmazasdval) az elobbi (6.3) formula alabbi kiterjesztését:
ha fr € D, (k=1,2) és

+o0 +oo
/ |fr(t) e dt < 400 / | fr(t)[Pe 2 dt < 400
0 0

alkalmas 1, 2o € R szamokkal, akkor a z;, := xp+1wy (y € R, k = 1,2) jeloléssel

1 [t

00 - . -
[, n@RO Ea= o [ L+ )R w,
0

™ — o0
(ahol a ﬁ szimbdélum most a komplex konjugdlast jelenti). Vildgos, hogy
f = f1 = fa, ®:= 21 = 25 esetén visszakapjuk a (6.3) egyenléséget.

[rjunk xi)-ben z; := z9 := 0-t, amikor is az ottani fir (k = 1,2) fiiggvényekre
fr € L0, +00) N L?]0, +00) és

+o0 1 [T
/0 ()Tt = /_ Lf1 () T aley) dy

27

adédik. Ha itt a bal oldal nulla, azaz fi, fo ortogondlisak az L?[0,+o00) Hilbert-
térben, akkor ez utébbi igaz az Fy(y) := Lfr(2y) (y € R, k = 1,2) fliggvényekre
is az L?(—o0,+00) Hilbert-térben (vagy mésképp kifejezve az Lf, (k = 1,2)
fiiggvényekre az imaginérius tengelyen).

Tekintsiik pl. a P, (n € N) Laguerre-polinomokat, azaz a g, (t) := e~ "t" (¢ > 0)
jeloléssel

et . n\ t*
Pi)= S0 =30 () €20

k=0

Ekkor az I,(t) := e ¥/?P,(t) (n € N,t > 0) Laguerre-fiiggvények orto-
gondlis rendszert alkotnak az aldbbi értelemben: 1, € L'[0,+oc) N L0, +00)
és tetszoleges m,n € N, m # n esetén
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+o00 +oo
/ L (£) o (£) it = / Po(t) P (t)e"dt = 0.

Ezért xii) szerint az Ll,, (n € N) Laplace-transzforméltak rendszere is orto-
gonalis:

—+o0
/ Ll () Tl () dy =0 (m,n € Nym # ),

— 00
ahol (kénnyen ellendrizhetGen)

(z—1/2)"

RO

(Rez > —1/2,n € N).

Tehat

O (y—1/2" (w+1/2m
/—oo (uy + 1/2)7+1 (1/2 — )it Y 0 (mneN,m#n).

xiv) (Komplex konvolicio (1d. vii).) Tegyiik fel, hogy a Lebesgue-szerint mérheté
fr :[0,400) = R (k= 1,2) fiiggvényekre valamilyen s, € R (k= 1,2) esetén

+oo
(1) / Fu(t)]etrdt < +oo,

+oo
(29) / Fe()Pe 2% dt < +oo.
0

Legyen tetszoleges z € C, ill. s1 < u < Rez—s3, s9 < v < Rez—s; valasztéassal
a xi)-beli egyenl6ségben z; := u és zo := Z — u. Ekkor a széban forgd egyenléség
bal oldala: 0+oo f1(t) f2(t)et2dt, a jobb oldala:

+oo
o | LAt w)LiaE - w) dy =

1 400 1 u+oo
%/_ Lfi(u+w)Lfa(z — (u+1y))dy = — Lfi(§)Lfa(z — &) dE.

271- uU—0oo

(Megjegyezziik, hogy az u-ra vonatkozd kikotés miatt Rez; = u > s1, tovadbbé
Rezy = Rez — u > sy. Ezért a xi)-beli feltételek teljesiilnek az x; := u,
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x9 := Re z—u vélasztédssal.) Hasonlé meggondoldssal kapjuk az utébbi integrélra,
hogy az nem mas, mint

1 v+00

P— Lfi(z =&)L f2(E) dE.

271- v—00
Azt mondhatjuk tehat, hogy minden z € C, Rez > s1 + sy helyen létezik az

L(f1f2)(z) Laplace-transzformélt és az a fenti komplex konvoliciéval szamithatd
ki:

+oo
L(fifo)(2) = /O Fu(0) falb)etdt

1 u+100 1 V4100
LA(E)Lfalz — €)de = - / Lfi(z — €)Lf2(€) de.

2—7'(‘7, U—1200 271-2 —10Q0
Ha csak a 2° feltétel all fenn, akkor a x)-ben mondottakat szem el6tt tartva a

fentiek s1 < u < Rez — s9, so < v < Rez—sq,ill. 2z € C, Rez > s1 4+ s9 esetén
teljesiilnek.

7. A Mellin-formula alkalmazasai.

A Mellin-formula alkalmazédsat (,kiszamitasit”) az aldbbi példakkal illusztraljuk.

7.1. Legyen pl. F(z) := ﬁ (2 # z € C). Ekkor a := 0 megfelels, ui. csak az

fj;o |F(z 4+ 1y)|dy < +oo korldtossag ellendrzése jelent feladatot: = > 0,a < —2,b > 2
esetén

b 2 -2 b
[ 1rrmldy= [ Ferwlay+ [ 1P@rmldy+ [+ m)ldy <
a a 2

-2

2 —2 b
dy dy
F(x+1 d—l—/ 7+/7§
[J @rwldy+ | Tt ), Trap

2 —2 b

dy dy

/ |F(a:+zy)|dy+/ — + — =
—2 a Yy 2 Y
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2
1 1 1 1
F dy+=+=—=+4=
[ F@rmldrt g+ -5+ 5
azaz limg— — oo b+ oo fab |F(z + )| dy < f_22 |F(x +w)|dy+ 1 < +o0.

1
1+ 22

A 6.1. Tétel szerint tehat van olyan f € Dy fliggvény, amelyre Lf(z) =
(z€ C,Rez >0) és

f(t)—i/xmo A (t > 0),

Com Sy e 122

ahol x > 0. Az utdbbi integrédl kiszamitasahoz legyen b > 0 és tekintsiik az alabbi
komplex utat:

Op(u) (=b<u<b)

(7.1) op(u) =
x + be!btT/2) (h <y < b4 7).

(Tehat az ¢, altal paraméterezett fliggbleges szakaszra, mint atmérére egy félkort illesztet-
tiink a {z € C: Rez < x} félsikban.) Ekkor a reziduum-tétel miatt rogzitett t > 0 és elég
nagy b mellett

etz etz etz
dz =2 Res,——— + Res_,———
[Db1+z2 z m<esll—i—22+ 8811—1—22)’

ahol
etz etz 1 1 et et(z—z) et et(z—l—z)
1422 20 \z—1 2z+4+1) 21 z—1 N z—1
e K (t(z—2))k 1 et S (H(z+2))k 1
| —_ |
21 — k! zZ—1 21 P k! z+1
. etz o etz , tz o e—tz Ké Kezéske
miatt Resll_l_iz2 =5, ©s Res_21 2 — o, ovetkezésképpen

tz tr —t
/ © 2dz:27rz<e——e ):2msint.
o 1+ 2 21 21
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Mivel a ¢ 1t az (), ,szakasz” és a ky(u) := x + be!(*=0+7/2) (b < u < b4 7) (fent
emlitett) ,félkoriv” egyesitése, ezért

etz etz etz
2misin t = dz = dz-i—/ dz =: Iy + Igp.
[Pb1+22 /gbl—i—zQ Ky 1+ 22 oz

Mutassuk meg, hogy limy_, 4 o I2p = 0. Ui.

37/2 et(m—l—bew)
Iy, = be* du,
2 /7r/2 1+ (x + bev)?

azaz elég nagy b-re

| Iz < bet® / TR et / e
B A O e N R

3m/2 etbcos u 3m/2 1
2be!” / —————du < 2be'” / , du =
x/2 |z +bet x/2 |z +bcos u+absin ul?

2be"™ /37r/2 du =
xs2  (x+Dbcos u)? + (bsin u)?

sl du 8mbel®
2b tx < b |
‘ /7r/2 22 102+ 2bzcosu = b2 0 (b — +00)

A fentiek szerint tehat

r+100 etz etz
/ dz = lim dz = lim I, = 2misin t,
T —100 1 + 22 b——+oo 2 1 —+ 2’2 b—+oo
fgy
1 r+100 etz

= — dz=sint (t>0

1) 2m /m_wo 1+ 22 == (t20)
(6sszhangban a 3.6. példaban mondottakkal: f = s és Lf(z) = Ls1(z) = 1 (z € C,

Rez > 0)).
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7.2. Hasonl6an kezelheté az F'(z) := % (0 # z € C) fiiggvény Mellin-transzforméltja

z
is. Ui. konnyen ellendrizhetd, hogy az « := 0 valasztas most is lehetséges. Az

xr+100 etz
/m ﬁdz (z€ C,Rez>0)

—100

integralt ugyanigy szamolhatjuk, mint az el6bbi példaban:

T+100 etz etz etz
/ — dz = lim </ —de-i-/ —2dz) = lim (I1p + o),
z—100 < b—+o0 b < by < b—+o0

ahol most
tz tz
e e
—dz = 2m Resg—.
22 22
®b

Mivel

tz
, e _
ezért [ g dz = 2mit.
Most is igaz, hogy limp_, 1 oo I2p = 0, igy

f(t) = L/Wooidf’«f (t>0),

21 Sy roo

Ha 0 < n € N és F(z) = ZL" (0 # z € C), akkor pedig az €l6z6 szdmolds a

kovetkezoképpen modosul: ¢ > 0,2 > 0 esetén

et? 1 X (tz)k tn—1
Reso 7 = Reso (z_”z o) T -1

ill.

(1d. 3.2., 3.3. példak).
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7.3. Tekintsiik valamely 0 # w € R mellett a h(t) := tcos (wt) (t > 0) fliggvényt.

Ekkor (Id. 3.2, ill. 3.4.) h = ge, (ahol g(t) ==t (t > 0)) és Lg(z) = 21—2

Ley(z) = " i e (z € C, Rez >0). A 6.1. v) megjegyzés alapjan

1 xr+100 5
Lh(z) = L(gc,)(z) = 5 /I_wo RN CEGE d¢ (z€ C, Rez >0).

Az itt szereplo ff:f; ... integral kiszdmitasdhoz a kordbbiakhoz hasonléan az [z —1b, x+1b]
szakaszra, mint atmérdre illessziink egy félkort a Re& > x félsikban. Valasszuk z-et ugy,
hogy a z hely elég nagy b-re mar az elobb koriiljart félkorlemez belsejében legyen. Ekkor
pp-vel jelolve a félkorlemeznek (az éramutatd jarasaval ellentétesen irdnyitott) hatarat a

Cauchy-formulabdl

T+100 5 _ ‘ S _
/x_m Eree_egh =i / Ere)e_er T

Kovetkezésképpen

w" =z

Lh(z) = m

(z€ C, Rez >0).

A fenti példdkban kovetett szamoldsok specidlis esetei az aldabbi altaldnos, a Mellin-
transzforméltban szerepl6 integral meghatarozasara is alkalmazhaté technikaknak. Ehhez
sziikségiink van (egy 6nmagéban is érdekes) allitasra:

7.1. Lemma (Jordan).

Tegyiik fel, hogy az FF € C — C figgvény valamilyen a € R esetén a
{z € C: Rez < a} félsikon legfeljebb véges sok pont kivételével differencidlhato
€s lim|,| 4o F'(2) = 0. Ekkor bdrmely t > 0 mellett

lim e*F(z)dz = 0,

r——+oo Y

ahol 7, az [a — ri,a + 1] szakaszra, mint dtmérére illesztett félkor a
{z € C: Rez < a} félsikban.
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Bizonyitas. Legyen v,.(x) := a +re” (n/2 < x < 37/2) az emlitett félkor egy
paraméterezése. A komplex vonalintegral definiciéja alapjan, ha r» mar ,elég nagy”, akkor
a

o :=max{|F(y(x))| : 7/2 < x < 3mw/2}
jeloléssel

37/2
= / e @ (o, (2))re® dz| <

/2

/ e*F(z)dz
’-YT

37/2 T ) w/2 )
T by / et(a-l—r cos ac) dr = ,,a,ureta/ e—tr sin y dy — 27“,uret“ / e—tr sin y dy
/2 0 0

A gyakran hasznalt sin y > 2y/7m (0 <y < 7/2) egyenl6tlenség alapjdn tehdt

/2 ] /2
2T[LT€ta/ e—tr sin y dy < 2T[LT€ta/ e—2try/7r dy _ 2Tﬂr6ta2l (1 _ e—tr) )
0 0 tr
Kovetkezésképpen
. ,ﬂ.eta
e*F(z)dz| < T
Yr t

Mivel a feltétel szerint p, — 0 (r — 400), ezért a 7.1. Lemma allitdsa mar kovetkezik.
|

A most belatott lemma alapjan konnyen igazolhaté az alabbi

7.1. Tétel.

Tegyiik fel, hogy valamilyen a € R esetén az F': {z € C: Rez > a} — C dif-
ferencidlhatd fiigguény analitikus kiterjesztése (amit szintén F-fel fogunk jeldlni)
a {z € C: Rez < a} félsikon eleget tesz a Jordan-lemma feltételeinek és F-nek
az {a+1y € C:y € R} egyenesen nincs szingularitdisa. FEkkor barmely t > 0
szam mellett a H(z) := e*F(2) (2 € Dp) figgvényre létezik az faa:f; H(z)dz
integral és

a—+100 n
/ H(z)dz =2m Z resg, H,
a—100 k=1

ahol rese, H (k = 1,...,n (€ N)) jelenti a H figgvény &,-beli (Reé < a)
reziduumdt.
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Bizonyitas. Ha r > 0 és a I',. szimbdlum jelenti a 7.1. Lemmabeli v, félkor és az
[a — ur,a + o] szakasz egyesitését (pozitiv koriiljarassal), akkor (,elég nagy” r mellett) a
reziduum-tételbdl

a-+tar n
/ H(z)dz = / e*F(z)dz + / e F(z)dz = QWZZ rese, H.
I, Yr a k=1

—ir

A 7.1. Lemma miatt itt lim, o0 [ €"*F(2) dz = 0, azaz

a—+100 a-+tar n
/a H(z)dz = TEEFHOO e F(z)dz = QWZZ rese, H. ®

—100 a—1r k=1

7.1. Megjegyzések.

i) A 7.1. Lemméban szerepl6 {z € C : Rez < a} félsikot kicserélve a ,szimmetri-
kus” {z € C: Rez > a}-ra kapjuk a lemma &llitdsat 0 > t-re. (Ennek megfeleléen
moédosithat6 az 7.1. Tétel is.) gy pl. kénnyen beldthatd, hogy a 6.1. Tételben
szerepld f;:l;o F(z)e'* dz integral minden ¢ < 0 mellett nulla. Ui. az [z—ur, z+or]
szakaszra, mint atmérére a {z € C : Rez > z} félsikban félkort (v,) illesztve
~v--nek és a szakasznak az egyesitéseként kapott (az Sramutatd jardsdval el-
lentétesen iranyitott) I, zart gérbére (1d. Cauchy-tétel)

T+ar
0= / F(z)e* dz = / F(z)e"* dz — / F(z)e*dz.
r T

™ r —ir

Kovetkezésképpen a 7.1. Lemma el6bb megfogalmazott médositasa alapjan

4100 T4ar
/ F(2)e*dz = lim F(2)e*dz = lim / F(2)et*dz = 0.
x r—+00 r—-400 y

—100 r—r

Mutassuk meg tovabba, hogy (Id. 6.1. Tétel) az

ft) =5 /”’00 F(ee'de  (t20,x>a)

2T J oo

figgvényre Lf(z) = F(z) (z € C, Rez > «a). Vilasszuk ui. ilyen z mellett z-et
ugy, hogy a < x <Rez (mér lattuk, hogy az f-et definidlé integrél nem fiigg
x-t6l). Ekkor



76

7. A Mellin-formula alkalmazdsai

ii)

—+o0 1 +o0 r+100
/ f(t)e Zdt = — et / F(&)etsdedt =
0 T

2m 0 —100

1 r+100

+oo
— F(&) /0 e =8t d¢

27“-/1' r—100

(ahol az integraldsok felcserélhet6ségét azok egyenletes konvergencidja biztositja).
Tehat

/O - f(e =dt = L /x Q) d€.

21 oo 2 — &

Legyen r > 0 olyan, hogy z a fent definidlt I, gorbe belsejében van. Ekkor

F) [ FE) . [T FE)
L gdf—/wz_gdé d,

- T—ar Z_S

ahol a Cauchy-féle el6allitasi tétel miatt

/ F(e) dé = —2miF(z).
r, 2—¢&

Ha & a ~, félkor pontja, azaz | — x| = r, akkor |z — &| > r — |z — x|. Tehat
r > 2|z —x| esetén |z —&| > /2. Ezért a p, := max{|F(§)| : | — x| = r} jeloléssel

/ iﬁédf‘ <mrp,max{l/|z —&|:|{ —z| =r} <27mp, — 0 (r — +00).
Tr

fgy

4100 Tar
/ F(e) d¢ = lim / F(e) d¢ = 2mF(z),

—100 < _S r—+00 —ar < _5

maés széval Lf(z) = F(z).

Az i) megjegyzésben mondottakhoz hasonléan a 7.1. Jordan-lemméban (ill. a
7.1. Tételben) a ,fiiggbleges” félsikok kicserélheték ,vizszintes” félsikokra,
amikor is a bizonyitasok analdég moédon végezhetok. Példaul tegyiik fel, hogy az
F:{ze€C:Imz >0} — C figgvény véges sok hely kivételével differencidlhatd
és lim|,| 1o F'(2) = 0. Ekkor tetszdleges t > 0 mellett
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iii)

lim e F(z)dz = 0,

r—+00 J A

ahol A, a [—r,r] szakaszra, mint atmérdre illesztett félkor a {z € C: Imz > 0}
félsikban.

Ennek megfeleléen a fenti 7.1. Tétel alabbi valtozata igaz: tételezziik fel, hogy a
szoban forgs f: R — C figgvénynek a {z € C: Imz > 0} félsikra valé analitikus
kiterjesztése eleget tesz a 7.1. Lemma elébbi modositisinak és a kiterjesztett
fiigguénynek az R egyenesen nincs szingularitisa. FEkkor bdrmely t > 0 esetén

+o0 n
/ e f(x) dr = 2m Z rese, G,
k=1

ahol a &-k (k= 1,...,n(e N)) a G(2) := e*F(z) (2 € Dr) figgvény
szinguldris helyei a {z € C : Imz > 0} félsikban.
Példaként tekintsiik az

2 cos (ax)
I = _—
/_OO o dx (a>0,b>0)

integralt. Az Fuler-formula miatt

5 +oo eta

Az itt szerepl6 integrandus analitikus kiterjesztése a ,fels¢” félsikra a

1az
(&

G(z) = (1h#2z€C, Imz > 0)

fiiggvény, amelynek az egyetlen szinguléris helye: & := 1b. Ezért I = 2m res¢G,
ahol

Gz) = e 1 s 1 1 B
#) = (z+1b)(z —1b) 20 \z—1b z+b)

az 1az

e e
2b(z —1b)  21b(z +1b)

(tb#2z€C, Imz>0).
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iv)

az

A{zeC:Imz>0}3 2+ 67> fliggvény analitikus, ezért

21b(z 4 1b
1 waz 1 —ab
reseG = 2_zbe|Z=”’ = 2_zbe .
Kovetkezésképpen
I=Rel=2m L e=ab = T e—ab
N N 21b b '
Tekintsiik most valamely w # 0 paraméterrel az
. w

fiiggvényt (az w = 1 specidlis esetben 1d. 7.1. példa). A most emlitett példaval
kapcsolatban mondottakhoz hasonléan kapjuk, hogy F'-re alkalmazhato a Mellin-
transzformacié. Mivel F nyilvan egytttal az

~ w

fliggvény analitikus kiterjesztése és barmely a > 0 szam esetén teljesiilnek a
7.1. Lemma feltételei, ezért (1d. 7.1. Tétel) minden 0 < t-re

a-+100
/ e*F(2)dz = 2mi(res,, H + res_,, H),

—100

ahol
wetz etz 1 etz 1
H(z) :=e?*F(z) = —— = — - — z € Dp).
(2) (2) 22 4+ w? 2 2z —w 20 z4+w ( r)
Innen
1 eztw 1 e—ztw
sz = —¢l? — 5 —uuH = ——¢l* — 5
res 226|Z:W 212 res 2 lz=—1 21
azaz
1 a+100 1tw —itw
— e F(z)dz = ¢ ¢ = sin (wt) = s,(t)
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Tehat Ls,(z) = o iwz (z € C, Rez > 0) (Id. 3.6. példa). Az w = 1 esetben

természetesen visszakaptuk a 7.1. eredményt.

Tegyiik most fel, hogy az F' € C — C differencidlhaté figgvényre F(z) — 0
(|z] = 400) teljesiil és alkalmas R > 0,¢, € C (n € N) paraméterekkel

F()=) 7 (:€C:>R),
n=1

n

azaz I a oo egy megfelel6 kornyezetében Laurent-sorba fejtheto. Ekkor az

oo

=3 "y (>0

n!

n=0

utasitassal értelmezett f fiiggvény Dp-beliés Lf(z) = F(z) (2 € C,Rez > R).

Ui. a ¢, (n € N) Laurent-egyiitthatékra tetszéleges r > R mellett

1

= — F(2)2" 1 dz (n € N),
270 S|zl =r}

Cn

tehat |c,| < M,r"~1 (n € N), ahol M, olyan, hogy |F(z)| < M,/r, hacsak
z € C, |z]| > r. Mivel F(z) — 0  (|]z| — o0), ezért ilyen M, létezik.)
Kovetkezésképpen

N Crtl - " — (rt)" rt
> ol §Z|C”+1|ﬁ <M, ) o = Mre (t=0),
n=0 ’ n=0 ' n=0 '

igy f € D} (1d. 1.1. ii) megjegyzés). Ezért barmely z € C, Rez > r esetén

‘f(t)e_tz} < M,e~(Rez=mt (t > 0).

Mivel a 0 < t +— e~ (Re2="? fiigovény L'(0, +o00)-beli, igy (Id. 3.3.)

oo . ¢ oo . c . ¢
—tz . n+1 n, —tz _ E ntl _ E n
/ f(t)e dt = E | / t'e dt = ntl T
0 n=0 s 0 n=0 z n=0 z

tehat f € Dy és Lf(z) = F(z) (2 € C,Rez > R).
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vi) Tekintsiik a

[e’s) ¢ n+2k
teR N

Zk'n-l—k () (teR,neN)

k=0
(elséfaju) Besselfiiggvényeket. Ekkor egyszer(i behelyettesitéssel ellendrizhetd,
hogy

I )+t )+ (2 —nHJ, () =0  (t€R,neN).

Az F(z) == 1 (£ # z € C) fliggvény (mint a valés 1 < z — 1

V22 +1 r? +1

fiiggvény kozvetlen analitikus kiterjesztése) a oo koriil Laurent-sorba fejtheto:

F(z) = Z C_Z = Z(_l)k22(3<]2!!)2 Z211—|—1 (z2€C,lz] > 1)

(amir6l a & := 1/z helyettesités, ill. a p(§) := ﬁ , (€)= e +1

(£ € C, [€] < 1) jelolések, valamint a v fliggvény (0-koriili) Taylor-sorba fejtése
és a p = 1’ egyenl6ség révén gybézédhetiink meg). Ezért a iv) megjegyzés szerint
az f(t) =3 0", CZL‘!H t™  (t > 0) fiiggvényre Lf(z) = F(z) (2 € C,Rez > 1).
Mivel

[e e} o0
t2k5

-1 C2k+1 ok k
2o =2 iy

= (g) —h() (>0,

ezért LJy(z) = F(z) (2 € C,Rez > 1).

vil) Az LJy(z) = \/ﬁ (z € C, Rez > 1) egyenloséghez a kovetkezéképpen is

t) ::Z(nc_

n=1

ol
U7

eljuthatunk. A Laplace-transzformacio és a derivalt kapcsolatardl szélo tételek
(Id. 4.3., ill. 4.4. Tétel) alapjan

LJ\(2) = 2LJo(2) — Jo(2) = 2zLJo(2) —

LJY(2) = 22LJo(2) — 2Jo(2) — Ji(2) = 22LJo(2) —
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viii)

ill.
L(hJo)(2) = —(LJo)'(2) . L(hJg)(2) = —(LJg)'(2) = 22LJo(2) — 2*(LJo)'(2) +1
(ahol h(t) :=t (t>0)). Innen azt kapjuk, hogy

L(hJ} + Jh+ hJy)(2) = —(22 + 1)(LJo) (2) — 2L Jo(2),

amib6l meg az v)-beli differencidlegyenlet (n = 0 eset) alapjan

(22 + 1)(LJo)' (2) + zLJy(z) = 0.

Tehat
(LJo)'(2) z
m:—z2+1 (ZEC,R€Z>1)
Ezért
1 9 -
log(LJy(2)) = ~3 log(z” +1) + ¢,
azaz LJy(z) = —=5—, ahol a ¢ := e° konstanst a (Id. 4.4. iv) megjegyzés
) . cx )
Jm (@Ldo(z)) = Tim T et o) =1

egyenl6séghdl kapjuk: ¢ = 1. Innen (a Bessel-fliggvények derivaltjaira vonatkozo
v)-beli Osszefiiggést felhaszndlva) teljes indukciéval konnyen belathatd, hogy

(\/22—1—1—2')”
LJ,(z) = neN,zeC,Rez>1).
W= ( )

A fentiek, ill. a 4.4. Tétel és 3.6. szerint

1
2241

L(Jox Jo)(2z) = LJo(2) - Ldo(2) = = Lsin(z) (z€ C,Rez > 1),

azaz Jo * Jo(z) = [ Jo(t)Jo(x —t)dt =sin & (x> 0).
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ix) Hasonl6an ,kezelhet6” az

Fz) = ée—l/z (0+42€C)

fiiggvény. Ekkor F differencidlhaté, lim|,|_ 4 F(2) =0 és

()" 1 G D
, —1)n ! : L : ,
azaz R > 0 és ¢, = (=] (1 < n € N). A iv) megjegyzés szerint tehét

Lf(z)=F(z) (z € C, Rez > 0), ahol

2k

0 1\n 0k
HOEEDY ((n!1)>2 =3 ((k!1)>2 (27\/%> = Jo(2V1)  (t>0).

n=0 k=0

x) Végiil mutassuk meg, hogy ha f(t) := sin (2y/%) (t > 0), akkor

Lf(z)zl\/ge_l/z (z € C,Rez > 0).

z

Ehhez fejtstik sorba az f fliggvényt:

1) = - 1)™ 22n—|—1 tn+1/2
f(t) —nz_%(— ) 2n+ 1) -

A 3.1. iii) megjegyzés szerint a g, (t) := t"t1/2 (t > 0,n € N) fiiggvényekre

T(n+3/2
Lgn(z):% (z € C, Rez > 0),

ahol T'(1/2) = /7 alapjan teljes indukciéval

(2n+ D)IVT

(n+3/2) = SYTES

Ezért
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o 22n+1

Lf(z)= Z(—l)nngn(z) =Ty % -
1 7= (=)™ [1\"
WIS ()

8. A Laplace-transzformalt alkalmazasai.

8.1. Specialis kezdetiérték-problémak.

Adott 0 < n € N, f € Dy, ag,...,an € R, a, # 0 mellett oldjuk meg a kivetkez6
kezdetiérték-problémat:

Shooary®(t) = f(t)  (t=>0),

y®(0)=0 (k=0,1,...,n—1).

Feltessziik, hogy y(™ € Dy, ekkor (Id. 4.4. Tétel) egy alkalmas ¢ € R esetén

N
—

Ly® (z) = 2FLy(2) = ) yD(0)z" 771 =2FLy(z) (2 € C, Rez > q),
i

I
=

azaz
Zak (z"Ly(z)) = Lf(2) (z€ C, Rez > q).
k=0

Ha P(z) := Y} _,arz® (2 € C) (a feladat karakterisztikus polinomja), akkor

(8.1.1) Ly(2)P(z) = Lf(z) (z € C,Rez > q).

Innen (pl. Mellin-transzforméciéval) y meghatarozhato.
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8.1.1. Megjegyzések.

i) Kiilonosen egyszerii esettel dllunk szemben, ha az el6bbi P polinom &, ..., &,
gyOkei paronként kiillonbozoek. Ekkor (parcidlis tortekre bontéssal)

1 "L d;
P(z):;z_gj (2 € C,P(2) #0).

Itt £k =1,...,n esetén alkalmas rp > 0 mellett

Z=§ T P(z) PE-PE) (€ C,0< |z =&l <),

z2—E

ahonnan

n

3 dj(z—fk):()’ i P2) = P(&)

E—s e 21—

= P'(&) #0

lim
z2—E€k htj=1

miatt dy = 1/P’(&). Tehat z € C, Rez > max{q, Re&y,..., Re§,} esetén

n

Ly(z) = Lf(2) Y =

j=1

1
@G5 ~ WAL,

ahol (1d. 3.4., ill. 4.1. Tétel)

Kovetkezésképpen (1d. 5.1. Tétel) y = f * Q.
ii) Oldjuk meg a fentiek szerint pl. az aldbbi igen egyszerii (,teszt-") feladatot:

y'(t) =3y’ +2y) =t (t=0),

Ekkor

Pl2)=22-324+2=(2—-1)(2—2) (z € C),
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ill. P'(z) =2z—-3 (2 € C) miatt P'(1) = —1 és P'(2) = 1. Ezért

Qt) = —e' +¢e*  (t>0),
igy

62x

y(az):f*Q(x):/Ox(x—t)(ezt—et)dt:T—em-l-g-i-z (r € R).

iii) Ha a P polinom gyokei kozott azonosak is vannak, akkor legyenek valamilyen
p = 1,...,n esetén a paronként kiilonbozd gyokok &, ..., &, rendre a fiq, ..., fip
multiplicitdssal (Ekkor tehdt minden m = 1,...,p indexre u,, € {1,...,n} és

b i Mm = n.) Ez azt jelenti, hogy alkalmas c¢;, € C (m = 1,..,p, ill.

i=1,..., 1) egyltthatékkal az 1/P hanyadosra a kovetkezét kapjuk:

P Hm

ZZﬁ (z € C\{&1, - &n})-

m=11i=1

Az itt szerepld c;,-ekrdl a kovetkezoket tudjuk mondani: legyen | = 1,...,p és
z2€ C\{&, - &-1,&41, -, &n ) esetén

pr—1

)i= > cu-q(z— &) + (z - &)* Z Z i”g
=0 m)

l#m=11i=1

pr—1

Z Cpy—j1(2 + (2 = &)"Qu(z).

Ekkor

Z_&)Mz

R = CES O\ b

ill. alkalmas r > 0 mellett a K,(§) := {z € C : |z — &]| < r} korlemezen a
Q; figgvény nyilvan differencidlhaté. Ezért K,.(&)-en Taylor-sorba fejtve azt
mondhatjuk, hogy

—1 Q(k)

Z) = Z Cul—jl(z —fl + Z
5=0

l)k—I—uz —
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r—1 o0 k—up)
. Q( M &
S ez -ar+ > S G g e,
— l !
Ez utébbi sorfejtés nem més, mint az R; fiiggvény &;-koriili Taylor-sora, igy

RV (&)
4!

Cuy—jl = (] = 0, ceey b — 1)

Ha tehdt m =1,...,p és i = 1, ..., u, akkor (Id. 3. pont, ill. 4. Tétel)

Em .
(ST O mmay (o0 R Rk

ahol h;_1(t) := t'=1 (¢t > 0). Ezért az 1/P fiiggvény el6bbi parcidlis tortekre
bontott alakjabdl z € C, Rez > Re¢&,, (m =1,...,p) esetén

1 o Cim expgm hi—l
PE) :mZZEL( ) @
Kovetkezésképpen a
P pHm

fiiggvénnyel LQ = 1/P és (1d. 1)) y = f * Q. Tekintsiik pl. az aldbbi feladatot:

y"'(t) —4y"(t) +5y'(t) —2y(t) =t (t=0),

Ebben a feladatban a karakterisztikus polinom a kévetkezo:

P(2)=2%—422+52-2=(2—1)*(z - 2) (z € C).

Tovabba

— - — (z € C\{1,2}),
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amibdl a @Q-ra kapott el6z6 formula alapjan

Q(t) =e* — (t+ 1)’ (t € R).

Kovetkezésképpen

8.2. Linearis differenciaegyenletek.

Az elobbiek analdgidjara targyaljuk roviden a linedris differenciaegyenletek megolda-
sat a Laplace-transzformacio segitségével. Vizsgdljuk el6szor a ,folytonos” esetet: adott
fe€Dr,neNésc,..,cp € C,c, # 0 mellett keressiink olyan y : [0, +00) — C fiiggvényt,
amelyre

(8.2.1) Y eyt+k)=fE)  (t>0).

Feltessziik, hogy az y fiiggvény ,kezdeti értékei”, az y(t) (0 < t < n) helyettesitési
értékek ismertek. Az n = 0 eset nyilvan érdektelen, ezért a tovabbiakban feltehetjiik,
hogy n > 0. Az is feltehetd, hogy cy # 0. Ha ui. valamilyen s = 1,...,m esetén ¢; = 0
(j=0,...,5—1) és cs # 0, akkor (8.2.1) a kovetkez6 alaki:

ZCkyt—l-k:Z Wit +E)=f(t)  (t>0),

k=0
ahol ¢, := cxys (K€ N), y(t) :=y(t+s) (t>0) és ¢ = cs # 0. Vildgos, hogy ha a A

differenciaoperdtort a Ay(t) := y(t+ 1) (t > 0) definiciéval értelmezziik, akkor alkalmas
ao, ..., an € C egylitthatokkal a fenti egyenlet” ekvivalens a kovetkezovel:

> Aty =f
k=0
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1° Els6ként az y(t) =0 (0 <t < n) ,kezdeti feltétellel” élve abbdl indulunk ki, hogy
y € Dr. Nyilvanval6, hogy a (8.2.1) ,egyenlet” egyértelmilen meghatérozza y-t, hiszen a
7 =0,1,... vdlasztassal

y(t+n) = ( chyt-i—k) (j<t<j+1),

amibdl a , kezdeti feltételt” figyelembe véve teljes indukcidval kapjuk az y fiiggvény értékeit
valamennyi [7, j + 1) intervallumon, azaz [0, +00)-en. Specidlisan

y(t):éf(t—n) (n<t<n+1).

A 4.2. Tétel iii) pontja szerint (8.2.1)-bol alkalmas g > 0 valasztédssal
k
Lf(z) = chekz Ly(z) —/ y(t)e #dt | =
0

Ly(z) Z cpe’® = P(e*)Ly(2) (z € C, Rez > q),

ahol P(s) := Y p_,cks® (s € C) (a széban forgé (8.2.1) differenciaegyenlet karak-
terisztikus polinomja). Tegyiik fel elészor, hogy a P polinom &, ..., &, gyokei paronként
kiilonbozéek. Ekkor (1d. 8.1.1. i) megjegyzés)

1 1
P(Z) :Zpl(fj)(z—gj) (ZGC\{£17~--7£n})7

igy

Z P/( fg o7 _fg) (z€ C\ {&1, .. &}, Rez>q).

Jj=1

Az Lf( )/(e* — &) (j = 1,..,n) hdnyadosakat ;e | < 1, azaz |§;| < eRe?
(j =1,...,n) esetén (ami feltehetd)

Lf(Z)_ G k e k=
g T 1—£Jez =G L
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alakban frva a 4.2. Tétel i) &llitdsa alapjan

o0

§J Z L(tif)(z

k=

addédik. Tehat azt irhatjuk, hogy

Z;P, Zé’“ "L(7if)(2):

Feltételezziik, hogy a fenti mésodik szummadaban (végtelen sorban) az Gsszegzés és az L

operator felcserélheté. Ez a helyzet pl. akkor, ha 0+oo |f(t)|dt < +o0. Ui. 7 =1,....n
esetén

> o ¢ I+1
: (z g;-lrkf) G-y [ - v

k=1 1=0 k=1

ahol

oo 1 I+1 oo 1 l—k+1

2267 / fle=k)e™dt| = > | e™ / f(t)e™*dt| =

1=0 k=1 ¢ 1=0 k=1 -k

oo l—k+1
Z ‘fk 1 —kz‘z / f(t)e_tzdt <
—Z\Z\gj | / (t)| dt < +oo.

Kovetkezésképpen

I+1

f(t— —tzdt ng 12/ ft— —tzdt:

o0

Zgﬂk l/kooft— _tzdt ng 1/(; Tf )—tzdt:
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> & L) (2).
k=1

A fentiek szerint z € C\ {&1,...,&n}, Rez > ¢ esetén

Lyz) =3 P,(lgj)gff‘lmf (2).

=1
Maés széval
0 (0<t<mn)

YOD=9 1 o
Zj:l PE) > k=1 §; T f(t) (t=n).

Megjegyezziik, hogy a 7,f (b > 0) ,eltélt” fiiggvény értelmezését (1d. 4.2. Tétel)
figyelembe véve minden k = 1,2, ... esetén 7, f(t) =0 (t < k). Ezért

0 (0<t<n)
y(t) = (1] N gkt
S F = ) S e (£ ).

2° Ha (1d. 8.1.1. i) megjegyzés)

3

Q=>4

akkor nyilvan

0 (0<t<n)
y(t) = "
ier f(E=R)QUTV(0) (t=n).

Belathaté, hogy az el6bbi ,megoldé képlet” érvényben marad akkor is, ha
a &1,...,& gyokok kozott vannak azonosak, feltéve, hogy (@ eleget tesz az
LQ) = 1/P osszefiggésnek. Ha ui. valamilyen p = 1,...,n esetén most &1, ..., &, jelenti
a P polinom paronként kiilonboz6 gyokeit rendre p1, ..., 1, multiplicitdssal, akkor alkal-
mas ¢;, €C (m=1,...,p,ill. i=1,..., p,) egylitthatékkal
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1 :Z‘ _Gm (5 e C\ €, b))

SN (4 1) (i 4 k-
Z_l > czme—zmz)kz_oz(’“) kf” D (geyk =
T S 2(Z+1) (j_l) i —z
n;[ i:1 szLf(Z) ; (] _ 2)| g] /

hacsak © € Dy, N Drs \ {&1, .., &m} és |Eme 7| <1 (m =1,...,p). (Ez utébbi feltételek
alkalmas g > 0 mellett teljesiilnek, ha z € C és Rez > ¢.) Tehéat

Hm oo

=3 e X i EmAE) (€ G Res )

m=1

.

=1 Jj=1

Megint csak feltételezve az itt szereplé végtelen sor és a Laplace-transzformacié
felcserélhet6ségét azt mondhatjuk, hogy t > 0 esetén

00 P JABm =1 [t] P JABm -1
Snfn)S czm( 1) AEDWIEEDY czm(l_l)fj
j=1 m=1 =1 j=1 m=1 =1
Léssuk be, hogy ha LQ = 1/P, akkor
It 1\ .
> (1) )ar =000 =12
i=1

Szamitsuk ki ehhez Q-t (Id. iii)):
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ZZZm C”” et (t>0).

m=1i=1

Innen a Leibniz-féle derivélasi szabdly alkalmazasaval

—_

P HUm Jj—

QU= (0 ZZ C'Lm ; ( ) engm)(j—l—k) (O)h&k)(o).
m—1 i1 k=0

Vilagos, hogy k # i — 1 esetén h™(0) = 0, ill. A"P0) = (i — 1)1, tovabba
i—1—k 1k 1
(expsm) T (0) = g1 gy

P Hm .
Q= (0) ZZ Cim <z—1)§(] i — 1),

m=1 i=1

amit allitottunk.

3° Tekintsiik most a (8.2.1) differenciaegyenlet  homogén” véltozatat tetszéleges
wkezdeti feltétel” mellett: f =0, igy

Zn:clgy(t—f—k):() (t>0),
k=0

ahol adottak az y(t) (0 <t < n) fiiggvényértékek. Az 1°-ben latottaknak megfeleléen
most

n k
P(e*)Ly(z) = chekz/ Ye P dt = che “Ly(z
0

k=1

azaz (feltéve, hogy a P polinom valamennyi gyoke egyszeres)

Z Z Zgl 1 (k— Z)ZLy ()

3

ch P, Zgl 1(k l)zLy()+
k=1 j=1 3
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3
3

Ch P’ Z fl "L(ri—kye) (2) =

k=1 j=1 l k+1

A(z) + B(z) (z€ C, Rez > q),

ahol yx == y- X0,y (K =0,...,n). Most is feltételezziik, hogy a Z?ikﬂ ... SOr0Osszegzés és
az L operator felcserélhetd, igy azt mondhatjuk, hogy a

chz Z & o wyn(t (t>0)
=1 ) 15

figgvénnyel B=Lg. Hat>0,k=1,...nésl=k+1,k+ 2, ..., akkor

ys(t—1+k) (t>1—k)

Ti—kyk(t) =
0 O<t<l—Fk).

Mivel yx(t —1+k) =0, hat—1+k >k, azaz t > [, ezért a g(t)-t definialé el6bbi 6sszegben
legfeljebb t < I <t + k esetén lesz yi(t — | + k) # 0. Kovetkezésképpen

Z Elyt—1+k) =

t<l<t—|—kz

3
3

3
3

n

T —mek
yt=[tl+m—1) ) £
m=1 i )
n n—m n f[t]—i—l
ylt— [t +m=1) Y cmp I =
m=1 =0 j 1 Pl(g])
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Feltessziik, hogy az yx, (k = 1,...,n) kezdeti” fiiggvényekre és A-ra alkalmazhaté a
Mellin-transzformécié (1d. 6.1. Tétel). Ekkor A = Lh, ahol (alkalmas ¢ > 0 paraméterrel)
barmely x > q esetén

1 T+100
h(t) = —— / A(z)etdz =

3
3

k
l11

x+100
(k—l+t)ZL > .
Ck P’ Zf - /m e yr(z) dz (t>0)

k=1 j=1 0

A feltételeink szerint (az el6bbi k, j, [ indexekre)

1 xr+100

B2 Ly (2) dz = yp(k — 1+ 1) (t>0).

27T2 T—100

Mivel k =1 > 0,ha k=1,...n,ill. | =1,...,k, igy barmely t > n helyen k — [+t > k,
azaz yr(k — 1 +t) = 0. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy h(t) =0 (t>n). Azy=g+h
egyenl6ség alapjan ezért y(t) = g(t) (¢t > n).

Haa P gyokei kozott vannak tobbszoros gyokok is, akkor (1d. 2° az ottani jelolésekkel)

P ek L
ZCKZZCW _yk )‘:

m=1 =1
n P Hm .
i(i+1) .- (i+1— _ D=
DI = 2 g1eb- Ly (2) =
k=1 m=1i=1 =1
n P Um kK .,. .
G+ 1) o (C+1—2) ;1 (i)
IS = € e D Ly, (2)+
k=1 m=1i=1 =1
(t+1) -t +1—-2)
o D03 em 3 MO D))
k=1 m=1i=1  I=k+1

A(z) + B(z) (z € C, Rez > q).
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: [~ 1)
k=1 m=1i=1 I=k+1

akkor B = Lg. Az egyszeres gyokok esetével analdog modon kapjuk, hogy tetszdleges

S i(i-l—l)&...-(i—l—l—Q)gl ® (630,

0 < t-re
_ - P& i) (G D—2)
k=1 m=1i=1 t<1<t+k ’
n P HUm k., .
i(i+1) (i +[t]—r+k—1) [t =tk

ckz cimz i TRyt —[t)+r—1) =
k=1 m=1 i=1 r=1 ([t] - k)'
n n P Hm .. .

i(i+1) - (i+ [t —r+k—1)Cim -,

TSRS 3D 35S A gl =

r=1 k=r m=1 =1 )

o DS e SN (4 [H L= i g
;y(t 1] + 1>§l+1«m221i_1 OE e+,

i+ 1) e (i ] 41— Deam 1,
([t] " l>' 5[ ]+l Q( -I-l)( )

hacsak a differencidlhaté @ fliggvény eleget tesz az LQ = 1/P &sszefiiggésnek. Tehat

= zn:y(t —[t]+r—1) nz_fClJer([tHl)(O) (t>0)
r=1 =0

(ami formailag megegyez1k az egyszeres gyokok esetében kapott el6allitdssal). Az A=Lh
egyenldség szerinti h-ra az egyszeres gyokok esetével megegyezoen adodik, hogy h( )=20
(t > n), ezért y = § + h miatt y(¢) = §(t) (t > n).

Vildgos, hogy a (8.2.1) ,inhomogén” egyenlet megolddsat tetszbleges kezdeti feltétel esetén
a homogén egyenlet 3°-beli megolddsinak és a (8.2.1) 2°-beli megolddsénak az Gsszegeként

kapjuk.
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4° A fentiekben vizsgélt (8.2.1) differenciaegyenlet ,diszkrét” valtozds varidnsa a
kovetkezé (megtartva az eddigi jeloléseket): adott (b,) : N — C sorozat mellett keressiik
azt az (x,) : N — C sorozatot, amelyre

(8.2.2) > cktyir=0b, (vEN).
k=0

Ekkor az xg,...,xn—1 ,kezdeti értékek” megaddsaval (8.2.2) egyértelmiien meghatirozza
az (x,) sorozatot:

n—1
1
Ty4n = a (bu - l;) Ckxu—l—k) (1/ c N)

Nyilvédnvald, hogy az f(t) :=b, (v <t <v+1 (v € N)) valasztéssal kapott (8.2.1)
egyenlet minden y megolddsa a (8.2.2) egyenlet =, := y(v) (v € N) megoldasét
szolgéltatja. Tovabbd a (8.2.2)-nak eleget tevé barmely (z,) sorozatbdl a (8.2.1) egyenlet
yt) ==z, (v <t<wv+1 (ve N)) megolddsat kapjuk. Ezért (8.2.2) megoldasaihoz
20 ill. 3° alapjan juthatunk el, az ott mondott formuldkat a t := v (v € N) helyeken
alkalmazva.

5° Mutassuk be a Laplace-operédtor alkalmazédsat a (8.2.2) differenciaegyenlet megol-
désdra a 3°-ban és 4°-ben mondottaktol fiiggetleniil. Tekintsiik ehhez a (8.2.2)-nak eleget
tev valamely (z,) sorozatbdl a 4°-ben , gyértott”

f(t):=b,, y(t) =z, (v<t<v+1l (reN))
fiiggvényeket, ill. a (8.2.1) egyenletet az
y(t) = xx, (k<t<k+1 (k=0,..,n—1))

wkezdeti feltétellel”. Ekkor a fentebb mar alkalmazott ,szabdlyok” szerint z € C, Rez > ¢
esetén (alkalmas ¢ > 0 mellett)

Lf(z) = chekz (Ly(z) —/ y(t)e_tzdt> =
k=0 0

n

k
Ly(z)P(e*) — ckekz/ y(t)e Zdt =
k=1 0
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Lf es—1 (k— l)z
P(e?) ZP (e?) Zx] Z et

j=0  k=j+1

Ha itt a P polinom &, ..., &, gyOkei paronként kiilonbozoek, akkor (1d. 1° és 2°)

P(ez) = Ly1(2’>,
ahol
[¢] [¢] nogh-l
ui(t):=> SRRV =3 ft-k)) Fry (20
k=1 k=1 j=1 J

Tovabba a

jeloléssel

Z

-1 —1
jpez Z_: che(kjl)z:e Zxﬂpe

k=j+1

Parciélis tortekre bontassal alkalmas dj,, € C (j +1,m = 1,...,n) egyiitthatdkkal
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(s € C\{&1, -, 6n}),

azaz
—1 B = —1
T 3 e Z%;dﬂme )

7=0 k=j+1

Léssuk be, hogy ha 0 # a € C és hy(t) := all  (t >0), akkor

e —1
Lho(z) = —— 0 € C,|a| < eR°?).
0= g (0F2€Cal <)
Valéban, mivel |ae™?| = |a|eRe? < 1, ezért

j=0 J j=0
1—-e* (ae=2) 1—e* e —1
ae = =
: = 2(1 —ae=?)  z(e* — )
Ha tehat

n—1 n

Y2 1= Xy djmhé‘m,
7=0 m=1

akkor 0 # 2z € C,|&,] < €% (m =1,...,n) esetén

(A fentiekben &,, #0 (m = 1,...,n) nyilvan feltehetd, ti. P(0) = ¢y # 0.)
Osszefoglalva mindezt a (8.2.2) differenciacgyenlet

T, = y1(V) +y2(v) =
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1

5;:— —1 n
. d.m 1’% —
Pl(fj) + ;meZ:l J 5

n

v
§ bu—k
k=1 J

1

v n—1 n
> bk QFVO)+ ) a > dimé,  (n<veN)
k=1 =0 =1

megoldasat kapjuk.

6° Az elébbiekben emlitett d;,, (5 +1,m = 1,...,n) paramétereket a 8.1.1. i) meg-
jegyzésben latottakkal analég modon az alabbiak szerint tudjuk kiszamitani:

djm = (j+1,m=1,...,n).

Hangstlyozzuk, hogy mindez akkor érvényes, ha a P karakterisztikus polinom &1, ..., &,
gyokei paronként kiilonbozok. Ha vannak koztiik tobbszoros gyokok is, akkor ez az y;
fliggvény alakjat nem befolyasolja, hacsak az abban szerel6 () fiiggvény eleget tesz az
LQ = 1/P o&sszefiggésnek (1d. 2°). A P;/P (j = 1,...,n) racionalis tortfliiggvények
parcialis tortekre bontasaban pedig annyi a valtozas, hogy a P polinom N > p > 2
multiplicitdsi £ gyOke nem csupédn egy d/(z — £) alaku parcidlis tortet general, hanem a
di/(z—¢&)" (1=0,...,u— 1) torteket (alkalmas dp, ...,d,—1 € C egylitthatékkal). Ezért a

e —1

Z
z(e? — a)*

alaku fiiggvényeket kell Laplace-transzformaltként el6allitani. Legyen ehhez 0 # a € C,
1=1,2,... és

1—2
=8 g

hi o(t) == - t>0).
Ekkor hy o = hq, ill. ¢ = 2,3, ... mellett
Lh; o(2) = ezl (0#£ 2 € C,|a| < e¢?)
o z(e* —a)! ’ '

Ugyanis h; () =0 (0<t<i—1),1igy

1 400 1—2 .
Lhio(2) = = t] — k)ald=Flemt2qt =
&= [ (1 - pa=se
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z—l' i HJ— k)al ™ ”1/“@—%75:

j=it—1k=0

z—l' i HJ— k)ad™ z+1<e Jz_e<—j—1>z>:

j=1—1k=0
1—e? oo  1—2
o 2 LU -mer e =
T j=i—1k=0
et 1 oo 1—2 ' i
ZGZZ(Z _ 1)! Z HO o k)(ae )
Jj=1—1k=0
e*—1
. F(z—l) z
zet (i —1)! (ae™),

ahol F(s):=3 32 ,s"=1/(1—35) (s € C,|s| < 1). Tehat

F(i_1)<a6_z) = (1(i;e]-_>L)z7

amibdl a mondott formula mar kovetkezik.

7° Tegyiik fel tehat valamilyen p = 1,...,n esetén, hogy a P polinom paronként

kiilonb6z6 gyokei:  &q,...,&p, rendre a pi,...,pu, (> 1) multiplicitdssal (ahol tehat

P i Mm = n). Ekkor az 5°-beli P;/P (j = 0,...,n — 1) hdnyadosokra a kovetkez&t
kapjuk:

Pi(s) o~ )
P~ 2 gy (FECME )

(alkalmas d\’), € C egyiitthatokkal). Ezért

P Hm

L ¥ e oS S S

k=j+1 m=1 =1

Kovetkezésképpen
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p
yoi= Y w5 ) dS) i,
Ennek megfeleléen v = n,n + 1, ... esetén

n—1 Hm d§2) 2_:20(]/ _ k.)

v p
v =3 b QUETDO0) + 3y 3TN e
k=1 )

j— m=1i=1

<

8° A legegyszeriibb esetben, amikor is n =1, a (8.2.2) egyenlet a kovetkezd alaku:

CoTy + C12y41 = by (v € N).

A P karakterisztikus polinom:

P(s) =co+ 15 (s € C),

azaz az egyetlen gyok: & := —co/c1. Ezért P'(§) = ¢1 és Py = ¢q, igy (1d. 5°, ill. 6°) a
megoldas:

v

T, = by k1 4z €Y (1<veN)
1

1
C
Loy

(amirél kdzvetlen behelyettesitéssel is meggy&zédhetiink).

9° Szemléltessiik a fentieket a (gyakorlat szempontjabdl is fontos) masodrendii esetben
is: n =2, ill.

CoTy + C1Ty41 + C2Tyi2 = by (v € N).

Tehat

P(s) = co+ c15 + c28° = c2(s — &) (s — &2),

Py(s) =c1 +cas, Pi(s) =co (s € C),

ahol el6szor a &1, & gyokokrdl tegyiik fel, hogy kiilonbozok: & # &. Ekkor 2 < v € N
esetén
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v k-1 k-1
T, = ; by—k (P’l(fl) + P’2(£2)> + 20 (do1&7 + do28s) + @1 (di11&] + d12635) -

A Kklasszikus Fibonacci-sorozat esetén

co:=c1:=1,co:=—1,20:=0, 27:=1,b,:=0 (v € N),

azaz

ezért

§1=1+2\/3,§2=1_\/S

Mas széval a jol ismert képlet” adddik:

x, = d11&] +di2éy = L <1+\/5> — \/ig (1 _2\/5> =

(1+VB)" — (1 - V5"
V52V

Ha & = & =: &, azaz P(s) = ca(s — €)? (s € C), akkor (Id. xi))

(2<wveN).

v

w =3 QD (0) +

1
x; (d;ll)fy + d§21)1/§”_1> (2<veN).
k=1 J=0

Itt

ahol



8.3. Altaldnos kezdetiérték-problémdak 103

és

Py(s) c1+cas déll) dézl)
P(s) (s —€)? s—¢& (s—&%

) () (2)
o S e LT

Tehdt diY) = 0,d? =1 ¢sdY) =1,dY = ¢+ c1/co, 1ll. e11 =0, ca1 = 1/cy. Ezért

B = = Y (k= Dby o€+ (€ cafen) ) g =
k=1

1 v
. Z(l{: — Db,k + zo(1+v)&¥ + (% + 5131) vev 1 (2<veN).
2 2

Ha pl. adott g, z; € C mellett
Ty —2Ty11+Xy10=0 (v € N),

akkor P(s) = (s —1)2 (s € C),azaz cp =ca =& =1,¢0 = —2ésb, =0 (v e N).
A fentiek alapjan igy

xy, = xo + v(r1 — x0) (v e N)

(amirdl kozvetlen behelyettesitéssel is meggy6z6dhetiink).

8.3. Altaldnos kezdetiérték-problémak.

Tekintsiik most a 8.1. feladat aldbbi altaldnositasat:

Shsoary®(t) = f(t)  (t>0),

y(k)(()) = Yk (k=0,1,....n—1),
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ahol adottak az yg,...,yn—1 € R szamok. Ez utébbi feladat két feladatra bonthaté a
kovetkezé értelemben: ha U és O egy-egy megoldasa a

Yoo an¥W () = f(t)  (t=0),

(8.3.1)

vF0)y=0 (k=0,1,...,n—1),
ill. a

Yhoow®® () =0 (t>0),
(8.3.2)

oM 00)=y. (k=0,1,...,n—1)

feladatnak, akkor y := ¥ + © nyilvan megoldja a mostani kiindulasi feladatot.

A (8.3.1) feladatot mar vizsgaltuk, a (8.3.2) megolddsahoz elegendd egy Oy, ..., 0,1
alaprendszert meghatarozni (tehdat a (8.3.2) feladat n darab linedrisan fiiggetlen
megoldasét). Ilyen pl. a

09 (0) = b; = (k,j=0,...,n—1)
0 (k#J)

kezdeti feltételeknek eleget tevé Oy, ..., ©,,_1 rendszer. Ekkor © = ZZ;S Y Op.

Feltételezve, hogy @;n) € Dp, LO, =n, (k= 0,...,n— 1), a kovetkez6t kapjuk
(1d. 4.4. Tétel):

J=0

n ) n ' 7j—1 '
0= a;,L6{"(z) = > a; (zﬂnkcz) - %zﬂ—l—l) =
=0 1=0

n n 7j—1
(8.3.3) mk(2) Zajzj — Zaj 52 T = i (2) P(2) — Pi(2) (z € C,Rez > q),
j=0 j=0  1=0

ahol Py(§) := Z?:,H_l a;&7F=1 (¢ € C). Innen 7, ill. (pl. Mellin-transzformaciéval) Oy,
(k=0,...,n — 1) meghatdrozhaté:

xr+100 P
O (t) = 2% /m ot ]]Dj((z)) i (t>0),

—100
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ahol (a P polinom gyokeit &1, ...,&,-nel jeldlve) z > Reé, (k= 1,...,n). Vildgos,

t
hogy t > 0 esetén a {z € C : Rez < zx} félsikon az % fiiggvényre alkalmazhaté a
7.1. Tétel, azaz a k =0, ...,n — 1 indexekre

Ha pl. minden §; (j =1,...,n) gyok egyszeres, akkor

exp? Py, e'? Pi.(2) e'%i Py (&) .
Rese S =2 =1,..,m),
e < P ) @o Hj;élzl(z - &) ao Hj;él:1(§j - &) G ")
z:£j
azaz
Or(t) = Z P (&) etti (t>0,k=0,....,n—1).

B = ao H?¢l:1(§j - &)

Ha &;-k kozott tobbszoros gyokok is vannak, akkor legyenek a paronként kiilonbozo
gyokok o1, ..., 05, a megfeleld multiplicitdsok pedig vy, ..., v, (ahol s € N és Y 7 _, v =n).
Ekkor j =1, ..., s esetén

e Pr(z) e Pr(2)/Q;(2)

P(z)  (z—oy)¥ (z € C\{o1,...,05}),

ahol P(§) = (€~ 03"/ Q5(€) (€ € C). Faért
exp' P\  [exp' Py (=1 1 B
Heso, ( p ) B ( Q; ) (Uj)(Vj -1l

(vj—1=1)
1 Pk ! i l tO'j
2 0, 1 (Qj) (3)e,




106 8.3. Altaldnos kezdetiérték-problémdak

Legyen pl. a feladat a kovetkezo kezdetiérték-probléma megoldéasa:

y W2y +y=0
y(0) =4'(0) = y"(0) = 0,y(0) = 1.
Ez a (8.3.2) feladat egy specidlis esete, amikor is (az ottani jel6lésekkel)

P
P(z)=z" 42241, Ps(2) =1 (z€ C), 773:?3

és y = O3. Tehat

1 1 1

A+22+1  (1+222 (2+1)2(z—0)2

n3(z) =

Ezért (1d. Mellin-transzformécié) barmely z > 0 mellett

T+1200 etz
y(t) = ©3(t) = 2L7r7, /_ CEMEEEDE dz  (t>0).

Hat > 0,b> 0 és ¢, a (7.1)-ban definidlt utat jelenti, akkor

1 tx 1
o ’ dz=— [ nzexp’ =

2m Jy, (24 10)%(2 —1)? 21 /o,

Res, (3 exp’) + Res_,(n3 exp’) = ay + fi,

ahol

tz o0 tz o0

(zi-z)z =2 erlz=0t (z —1)2 =2 Az ="

k=0

Kovetkezésképpen

0y = ((%)')Z:Z _ <tetz(z + z)g?Jr_Sizz(z + z))zzz _ te”(—41)6— ezt4@,
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8 = <<%)'>2:2 _ (tetz(z — 212__;2«2(,2 — z))z:l _ te—zt(—41)6+ e_’t4z.

fgy azt kapjuk, hogy

1 / el? sin t — tcos t
— dz = ———— (t>0).
2m Jy, (2 +10)%(2 —1)? 2
tz
Mivel (Id. a (7.1)-ban szerepld ¢; 1t felbontdsat) limp_ 1 fkb T Z)%(Z m— dz = 0,
ezért
1 et? sin t — tcos t
t) = — i dz = ——— t>0).
y(®) 271 b o /@b (z+1)2%(z —1)? ? 2 (t=20)
8.3.1. Megjegyzések.
i) Ha az el6z6 feladatban az y = O3 megoldast kozvetlen reziduum-szamitassal

hatérozzuk meg (1d. 8.3.), akkor - figyelembe véve, hogy a P(£) = (£ —1)?(§ +1)?
(¢ € C) karakterisztikus polinomnak két darab kétszeres gydke van (o7 := 1,
o9 := —1) - a kovetkez6t mondhatjuk:

2 1 1\ -0
W= =33(5) (eten  @=0,

ahol Q1(§) = (£ +1)%,Q2(§) = (§ —1)* (£ € C). Tehdt

0= ((a:) Vi) (&) i) -
<—2(22)_3 - Z) e + <2(22)_3 - i) et =

—1—t , 11—t _, —tcost+sint
= > ().
i ¢ T 5 (t>0)
i) (8.3.3) szerint P(z)n,—1(2) = Ph_1(2) = ayn, (8.1.1) miatt pedig LY (2)P(z) =
Lf(z) (z€ C, Rez > q), ezért a konvolici6 és a Laplace-transzformalt kapcso-
lata (1d. 5. fejezet) alapjan
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LU(z) = MLf(z) = %L@n_l(z)Lf(Z) =

Qn

iL(@n_l x f)(2) (z € C,Rez > q).

n

Ha tehat U-t a Mellin-transzformacioval szamithatjuk ki, akkor ¥ = %@n_l x f.

iii) Tekintsiik pl. az

kezdetiérték-problémét. Az el6bbi megjegyzés szerint most ©1(0) = 0, ©’(0) = 1.
Tovabba

1

nl(z):W:Lsin(z) (z€ C, Rez > 0),

azaz ©1 = sin. Kovetkezésképpen y = sin x sin, azaz

sint —tcost

y(a:)z/oxsintsin(:c—t)dt:f (t >0).

8.4. Masodrendii linedris differencidlegyenletek.

8.4.1. Oldjuk meg az

y'(t) — 4y’ (t) + 3y(t) = 4(cos (2t) — sin (2t) — (8 cos (2t) + sin (2t))

kezdetiérték-probléméat. Legyen fi(t) := sin(2t), fa(t) := cos(2t), f3(t) := tsin(2t),
fa(t) :=tcos (2t) (t > 0). Ekkor

2 z

Lfi(z) = e Lfs(z) = FEEE
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Lfs(2) = o Lfu(e) = b (2€C Rex>0)
32—(22+4>2, 4\ Z (Z2+4)2 z , ez .
Ezért
— 2 822 +4z—32
2_y Ly(z) =42—2 _ —1
(2 2+ 3)Ly(2) 22 +4 (22 +4)2 tz—b
azaz
4z 1 3
Ly(z) = + = (Lfs + Lexp’)(2) (z € C, Rez > 3),

(22 4+4)* 2z-3

amibdl y(t) = f3(t) + exp3(t) = tsin (2t) + 3! kovetkezik, ahol - kénnyen beldthatéan -
t € R tetszoleges lehet.

8.4.2. Hasonlbéan oldhaté meg az

y"(t) + 4y'(t) + 4y(t) = e ?*(cos t + 25sin )
y(0) =—-1,4'(0) =1

kezdetiérték-probléma. A 3.6. példa szerint (azt az w := 1 esetre alkalmazva), ill. a 4.1.
Tétel ii) pontja alapjan

L (exp~?(cos +2sin)) (2) =

z+2 n 2 B z+4
(z+2)2+1  (2+2)2+1 (2+2)2+1

(z€ C, Rez > —2).
Innen a 4.4.. Tételt alkalmazva kapjuk, hogy
Ly +4y +4y) = (P +42+4)Ly(z) + 2 -3 =

z+4

S N C —2
Grops1  (FEORez>-2)

azaz
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234722+ 162+ 11
(2 +2)2+1)(2+2)

Ly(z) = — (z€ C,Rez> —-2).

Az el6bbi egyenlet jobb oldalat parcidlis tortekre bontva (a részletszamitdst itt mell6zve)
jutunk az

z+4 1

-2
(z+2)2+1+(z+2)2 (z€ C,Rez > —2)

Ly(z) =~

egyenl6séghez. A fentiek, ill. a 4.2. iv) megjegyzés alapjan tehat a h(t) :=t (¢t > 0)
jeloléssel

Ly(z) = L(—exp~?(cos +2sin)) + L(exp 2 h) = L(exp ?(h — cos —2sin)).
Innen (konnyen ellenérizhetéen) kapjuk az
y(t) = e 2 (t — cos t — 2sin t) (teR)

megoldést.

8.5. Linearis differencidlegyenlet-rendszerek.

Alkalmazzuk most a Laplace-transzformaciét az

yi(t) = 3y1(t) — 2ya(t) + e
Yo (t) = 2y1(t) — ya2(t) + e3t

linedris differencidlegyenlet-rendszer (ill. kezdetiérték-probléma) megolddsara. Legyen
ft):=e7t g(t):=e3 (t>0), ekkor (1d. 3.1., ill. 4.1. Tétel ii))

1 1
Lf(z):ﬁ ) Lg(z):Z_3 (z € C,Rez > 3).

Tovéabba a 4.4. Tétel alapjan (alkalmas ¢ € R mellett a z € C, Re z > ¢ helyeken)
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1
Ly (2) = 3L (2) — 2a(2) + Tt

1
zLys(z) = 2Ly1(2) — Ly2(2) + oy

amib6l az Lyi, Ly, Laplace-transzformaltakra (parcidlis tortekre bontdssal)

z—95 1 2 1

nG) ==y " T o 2=

342 1 1 2
Ly2(2’> = (Z — 1)2(Z+ 1) - 2(z+ 1) B 2(2 — 1) + (Z_ 1)2

kovetkezik. Ha tehat h(t) := te! | s(t) := €' (¢ >0), akkor (Id. 3.4.)

Lyr(2) = %Ls(z) +2Lh(z) — %Lg(z)  Lys(z) = %L £(z) - %Ls(z) +2Lh(2),

azaz

1 1
y1(t) = —et + 2tet — —e%

2 2
1 1
ya2(t) = §e_t — §et + 2te

(ahol egyszerii ellendrzéssel t € R tetszéleges lehet).

8.6. Integrdlegyenletek.

Legyen —00o < a < f < 400, K : (a,0) = R, v : (a,0) = R, a, A € R, A # 0.
Olyan f : (a,3) — R fliggvényt keresiink, amelyre minden ¢ € (o, 3) esetén létezik az
ff f(z)K(t,z) dz € R integrél és

163
af(t) = olt) + A / f@)K(t)de  (te (o).

Elsé-, ill. masodfaju linedris Fredholm-tipusi (integrél-)egyenletrél beszéliink, ha a = 0,
ill. a # 0. Ha ¢ = 0, akkor az egyenletet homogénnek nevezziik.

Ha az f-re vonatkozé fenti egyenl6ség helyett az



112 8.6. Integrdlegyenletek

af(t) = o(t) + A / f@K(t)dr  (t€ (o B))

egyenl6ség fennallasat irjuk elé, akkor az igy kitlizott feladatot (az f fliggvény
meghatarozasit) linedris Volterra-tipusi egyenletnek nevezziik.

Tegyiik fel, hogy a =0, D : (0,3) — R és az el6bbi Volterra-egyenlet az alabbi alaki:

af(t) —i—)\/f D(t — z)dx (t€(0,0)).

Ekkor tehat

af =p+Af*xD

(konvolicios egyenlet). Ha az itt megjelen6 f x D-rél feltételezziik az 5.1. Tétel feltételeit,
akkor ¢ € Dy, esetén

aLf =Lo+ ALf LD,

azaz

Ly

Lf=_—_"7"
/ a— ALD

(feltéve, hogy LD nem allandd). Némi dtalakitas utdn
Ly A LD

Lf==%

o Taaap™

Legyen W := % és tegyiik fel, hogy alkalmas ¢ € Dy, fliggvényre L) = U és 1) * p-re

alkalmazhaté az 5.1. Tétel. Ekkor

L
Lf“”

+ Lw Lo,

azaz f = %—i—%-w*(p.
[lusztraciéképpen tekintsiik az alabbi integralegyenleteket.

t)=t>+ /f (t>0)

(azaz a := X :=1,p(t) :=t*> (t>0),D =1). Ekkor (Id. 3.1. és 3.3.)
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Lf(z) = 233 +LA(2) % (€C, Rez > 0),

azaz

2 1 2 2 2 2
Lf(z) = = - — — _Z_= C 1).
/() 22 1-1/2 (2—-1)22 2-1 2z 22 (2€C, Rez>1)

Igy (1d. még 4.2. iii) megjegyzés) Lf = 2Lexp—2Lhg — 2Lhy (ahol hy(t) = t"
(t > 0,n € N)). Kévetkezésképpen

f(t)=2(e"—t—1) (t > 0)

amir6l egyszerl behelyettesitéssel is meggy6zodhetiink: 2 f(f (e®—x—1)dr = 2! —2—1t2—2t,
tehat

t2+/tf(33)d:r::2(et—t—1):f(t) (t > 0).
0

b) Legyen most a feladat a kovetkezd:

f(t)zsint—i—%/o f(z)(t —x)*de (t > 0),

amikor is a := 1, ¢(t) :=sin ¢, D(t) :==t> (¢t > 0), X := 1/2. Mivel (Id. 3.3., ill. 3.6.)

2 1
LD(z)-; , Lo(z) = o (z € C, Rez > 0),
ezért
Le(z) 1 1 23

Lf(z) = a—)\LD(Z) T2 . 1_ .3 - (22+1)(z3_1) —

23

(24+1)(z—1)(22+2+1)

1 z+1 2z+1
— € C, Rez > 1).
-0 T2 r ) 3@y FECGRe>1)
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Tudjuk (1d. 3.6.), hogy Lsin(z) = 22#_‘_1, Lcos(z) = 227'3_17

(Id. 4.2. iii) megjegyzés) Lexp(z) = Z—EI (z € C, Rez > 1). Tovéabba

(z € C,Rez > 0), ill.

22+1 43 22/V3+1/V3

3(22+z+1) 9 (22/V3+1/V3)2+1

azaz (1d. 4.2. i) megjegyzés) a C(t) := e %2 cos (v/3t/2) (t > 0) jeloléssel

2z+1 4
i = \/§LC’(2).
3(z22+2+1) 9
Tehat
1 1 4
Lf= EL exp +§(L cos +Lsin) — gLC.
Innen az

t .
e n cost+sint 4\/§e_t/2

5 5 9 cos (\/gt/Q) (t>0)

ft) =

megoldas adodik.
c) Oldjuk meg a

sin?t = /0 f(z)sin(t — x) dx (t>0)

elséfaji Volterra-egyenletet. Tehat Lsin® = Lf - Lsin, ahol az elemi 2sin®t = 1 — cos (2t)
(t € R) azonossag alapjan (1d. még 4.2. i) megjegyzés)

1 1 =z 2
Lsin®*(2) = — — = = C :
sin”(2) 2 274 i) (z€ C,Rez >0)
Ezért
Lsin2(z)—L—Lf(z) -Lsin(z) = Lf(z) - 1
Coz(2241) B 224+ 1’

azaz
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2 1
: 2/ = —Lho(2) + §L cos (z).

2(z24+1) 1 3 1 3
L = 7 = - - - = -~z
SRSy VI L b Sy Rl WS P s sl 2

Kovetkezésképpen a feladat megoldasa:

f(t) = 1+3(;08(2t) (t>0).

d) Tekintsiik a kovetkez6 integralegyenlet-rendszert:
t
fO=t+ [ gla)ds
0
t
g(t)zl—t3+/ h(zx) dx (t>0).
0

h(t) = 22 + /0 ) de

Ekkor (1d. 4.4. i) megjegyzés) az aldbbi egyenletrendszer adédik az Lf, Lg, Lh Laplace-
transzforméaltakra:

Lf(z) =224 2"1Lg(2)
Lg(z) =21 =627 + 27 Lh(2),

Lh(z) =423 4+ 27 Lf(2)

azaz
2Lf(2) — 2Lg(z) =1
2ALg(2) — 2Lh(z) = 2* — 6.
22Lh(z2) — 2°Lh(z) = —4
Innen
1 2 6
Lg(z):;, Lf(z):;, Lh(z); (z€ C, Rez >0),

amibdl f(t) =2t, g(t) =1, h(t) = 3t2 (t > 0) kovetkezik.
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8.6. Parcialis differencialegyenletek.

Adott [ > 0 mellett legyenek az

A, B,C,D,E,F,G:[0,1] x [0,+00) — R

fiiggvények folytonosak és keressiink olyan u € R? — R kétszer differencidlhaté fiiggvényt,
amelyre tetszéleges & := (x,t) € [0,1] x [0, +00) mellett

A S 4(€)+2BE) () +0(6) T2 ()4 D(E) S () B(E) oo (€) + F(€)u(€) +CIE) = 0

teljesiil (mésodrendii linedris parcidlis differencidlegyenlet). Szamos gyakorlati probléma
matematikai modellje vezet erre a feladatra, pl.

0%u , 0%u

a) w(f) =a W(O’
ahol 0 # a € R adott alland6 (hulldmegyenlet);

0? 0
b) 55 (0 = 5, (©),

ahol 0 # § € R adott alland6 (hdvezetési egyenlet).

Tegytik fel a tovabbiakban, hogy B = G = 0, ill., hogy az A,C, D, E, F' fiiggvények
valéjdban egyvaltozds fliggvények (a masodik véltozéjuktdl nem fiiggnek):

A,C,D,E F:[0,]] - R.

Ekkor tehat az u fliggvény meghatarozasat illetéen a kovetkezo alakt egyenletbol indul-
hatunk ki:

Alz) 55 (8) + C(2) 55 (6) + D(w) 5 () + Blx) 5 (§) + Fla)u(§) = 0.
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A fenti matematikai modellt az alabbi kezdeti-, ill. peremfeltételekkel egészitjiik ki:

) a0 =el), S0 =@ (0sz<i),
. ou ou
11) U(O,t) = f(t> ) O‘%(lvw + ﬁg(lvw = 7u(l7t) (t > O):

ahol o, B,y € R, ¢, ¢ : [0,]] = R, f:[0,+00) — R pedig adott allandok, ill. folytonos
fliggvények. Tételezziik fel, hogy barmely z € [0,1] esetén a

(u(w,t)

[0,4+00) 2t +— W(%t)

(egyvéltozods) fliggvények Dy -beliek és legyen

ou ou

+o0 +oo
L = —tz L— = —tz
u(x, 2) /0 e Fu(z,t)dt, 9 (z,2) /0 e (z,t) dt,

0%u too L 0% Ou too L Ou
L@(a:,z) .—/O e @(x,t)dt, La(aj,z) .—/O e E(m,t)dt,

0%u too 0%
Lw(a:,z) .—/0 e W(m,t)dt (z€ C,Rez >a)

ou 9*u

valamilyen a € R konstanssal. Feltessziik tovabba, hogy 9’ 522 kiszamitasakor a

%, i, a 2

2
e v , —+o00 . ’7 2 . , 1
5 derivaldsok és az fo - - - integralas sorrendje felcserélheto:

Ox
oo ou 0 oo
—tz — —tz
/0 e o (x,t)dt B (/0 e Fu(x,t) dt) )

o0 92w H? +oo
—tz — —tz
/0 e o (x,t)dt pye (/0 e Fu(z,t) dt) :
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Ez mas széval azt jelenti, hogy

L@ _ 0(Lu) La% _ 0*(Lw)
ox  Ox T ox2 a2

A derivaltak Laplace-transzformaltjair6l szol6 tételt (1d. 4.4. Tétel) alkalmazva

L@(x, z) = zLu(zx, z) — u(z,0),
ot
2
L%(w, z) = 22 Lu(z, 2) — u(x,0) — %(w,O) (x €10,l],z€ C, Rez > a).

Mindezek alapjan azt mondhatjuk, hogy a széban forgd parcialis differencialegyenletiink
»Laplace-transzformaltja” a kovetkezo:

0?(Lu)

0x?

O(Lu)

A(x) O

(x,z) + C(x) (zzLu(as, 2) — zu(x,0) — %(az, 0)) + D(z) (x,2)+

E(z) (zLu(zx, z) — u(x,0)) + F(z)Lu(z,z) =0 (r €[0,1],z€ C, Rez > a).

Figyelembe véve az i) kezdeti feltételeket is a keresett u fliggvény ., Laplace-transzformélt-
jat” illetéen az aldabbi egyenletre jutunk:

0?(Lu) O(Lu)
Ox

(z,2) + (C(z)2® + E(2)z + F(z)) Lu(z, ) =

C(z)zp(z) + E(x)p(x) + C(x)(x) (x €10,1],z € C, Rez > a).

Ez rogzitett z mellett nem mas, mint az = — Lu(x, z) fliggvényre vonatkozé masodrendii
kozonséges linearis differencidlegyenlet. Peremfeltételként a fenti ii) peremfeltételbdl azt
kapjuk, hogy

Lu(0, 2) = /O T (0, ) dt = /0 T e ) dt = L),

ill.
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Foo s ou B
[ e (it - 5000 e

~vyLu(l, z) — ﬂL%([,t) =~Lu(l,z) — B (zLu(l, z) —u(l,0)) =

vLu(l, z) — BzLu(l, z) + Be(l),

azZaz

O(Lu)
or

a (1,2) + (Bz —v)Lu(l, z) — Bp(l) = 0.

Ha a most kapott modellbél kiszamitottuk az = +— Lu(z, z) fliggvényt, akkor - rogzitett
x € [0,1] mellett - pl. Mellin-transzforméaciéval kapjuk az u megoldést.

1° Els6 példaként alkalmazzuk a most vazolt mdédszert a fent emlitett hullamegyenletre
az

u(wﬂhqsin@ , %u,m:o O<az<l), u0,t)=ul,t)=0 (t>0)

kezdeti-, ill. peremfeltételek mellett, ahol 0 <n € N, ¢ > 0. Most tehat

ill.
A=1,C0=-1/a> , D=E=F =0,

ezért az Lu transzformaltra vonatkozé masodrendii differencidlegyenlet a kovetkezo:

a peremfeltételek pedig: Lu(0, z) = Lu(l, z) = 0.

A széban forgé differencidlegyenlet karakterisztikus polinomja: P(y) := y? — 22 /a?
(y € C), aminek két egyszeres gyoke van: z/a és —z/a. Ezért egy alaprendszere: x — ev?/a,
ill. z — e %/ {gy a homogén részének az altaldnos megolddsa:

zz/a

T — clre + cge—%2/0 (c1,c2 € R).
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Keressiink egy partikularis megoldéast  — c3 sin TLlﬂ alakban alkalmas R 2 c3-mal. Ehhez
sziikséges és elégséges, hogy

(mr)Q c32> qz
—C - - =
S\ a? a?
legyen, azaz ¢3 = 34— Az altalanos megolddsunk tehat Lu-ra a kovetkezo:
2% + (anm /1)
z nmwx
Lu(z,z) = c16%%/% 4 cgem %20 4 d sin =% 0<z<lI).

22 + (anw/1)? l

Az Lu(0,2) = c1+c2 =0, Lu(l,2) = cret?/a 4 cqe 12/ = () peremfeltételekbbl ¢; = ¢y = 0
adodik, azaz

qz . nmx
L =
u(z, 2) T (an )2 sin —

Innen (1d. 3.6.) azt kapjuk, hogy

a”l”t sin 7 (1) € [0,1) % [0, +00)).

u(x,t) = qcos

2° Oldjuk meg az el6bbi mddszerrel a bevezetében emlitett hévezetési egyenletet az

feltételek mellett (ahol g, n ugyanazok a paraméterek, mint az az el6bbi példaban). Tehat
A=1,C=D=F=0, E=—f?, ezért az Lu-ra vonatkozé mésodrendii differencisl-
egyenlet a kovetkezo:

0?(Lu) 9 o . nmx
W(az,z) — B*zLu(z, z) = —3°gsin -

Ennek a karakterisztikus polinomja: P(y) := y*> — 3* (y € C), aminek a gyokei: £3+/z.
Igy egy alaprendszer most: x — e?*VZ |z e PF2VZ Keressiink partikuldris megoldést

most is x +— c3sin % alakban, amikor is

2
nmT\2 . nnw . nmwx . nmwx
—c3 <T) sin - (2 zc5 sin = —(%gsin —

’q
B3z + (nm/l)

Innen c3 = 5, kovetkezésképpen az altaldnos megoldas Lu-ra:
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g sin nre
B2z + (nm/l)? l

Lu(z, 2) = ¢1P7V7 4 cpePoVZ 4
A kezdeti-, ill. peremfeltételek szerint

Lu(0,2) = c1 +c2 =0, Lu(l, 2) = c;e®V* 4+ cpe V7 =
amibdl ¢; = ¢co = 0. Ezért

a sin nre
z+ (nm/pl)? l

Lu(z,z) = 0<z <),
amibél (I1d. 4.2. iii) megjegyzés)

u(z,t) = ge~ (/B0 t g # ((x,t) € [0,1] x [0, +00)).
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