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Előszó

Összefoglaljuk a Laplace-transzformációval kapcsolatos alapvető fogalmakat, álĺı-
tásokat. Példákat mutatunk az alkalmazásokra a közönséges, ill. a parciális dif-
ferenciál-egyenletek és rendszerek, differencia-egyenletek, integrálegyenletek területéről.
Kitérünk a Laplace-transzformáció és a trigonometrikus Fourier-transzformáció kapcso-
latára. Tárgyaljuk a Mellin-transzformáció néven ismert inverz-transzformációt, ill. en-
nek néhány alkalmazását. Az Irodalomjegyzékben számos művet sorolunk fel, amelyekre a
tanulmány meǵırásakor részben támaszkodtunk. A belső hivatkozásokat általában mellőz-
zük, de minden eredmény, amely emĺıtésre kerül, megtalálható a felsorolt művekben.

Ez a tanulmány az Európai Unió támogatásával, az Európai Szociális Alap társfinansźırozásával

készült (a támogatás száma: TÁMOP 4.2.1/B-09/1/KMR-2010-0003).
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3. Példák . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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A DL függvényhalmaz 3

1. A DL függvényhalmaz.

Legyen f : [0,+∞) → C olyan (Lebesgue-szerint) mérhető függvény, amelyre igazak
az alábbiak:

1o minden b > 0 mellett véges az
∫ b
0
|f(t)| dt (Lebesgue-) integrál;

2o van olyan z ∈ C komplex szám, amelyre
∫ +∞

0

f(t)e−tz dt := lim
b→+∞

∫ b

0

f(t)e−tz dt ∈ C.

Jelöljük a továbbiakban az ilyen tulajdonságú f függvények halmazát DL-lel.

1.1. Megjegyzések.

i) Tegyük fel pl., hogy az f : [0,+∞) → C mérhető függvény eleget tesz 1o-nek,
továbbá alkalmas γ ∈ R, K, c ≥ 0 számokkal majdnem minden (m.m.) t ≥ c
pontban

|f(t)| ≤ Keγt.

Ekkor f ∈ DL. Ha ui. z ∈ C és Re z > γ, akkor m.m. t ≥ c esetén

|f(t)e−tz| = |f(t)|e−tRe z ≤ Ke−t(Re z−γ).

Következésképpen
∫ +∞

0

|f(t)e−tz| dt ≤
∫ c

0

|f(t)e−tz| dt+K

∫ +∞

c

e−t(Re z−γ) dt ≤

max
0≤t≤c

|e−tz |
∫ c

0

|f | +K lim
b→+∞

∫ b

c

e−t(Re z−γ) dt =:

γ + lim
b→+∞

(
K

Re z − γ

(
e−c(Re z−γ) − e−b(Re z−γ)

))
=

γ +
K

Re z − γ
e−c(Re z−γ) < +∞,

azaz
∫ +∞
0

|f(t)e−tz| dt < +∞. Ezért az
∫ +∞
0

f(t)e−tz dt improprius integrál is
konvergens. Jelöljük az ilyen tulajdonságú f függvények halmazát Dγ

L-val.
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Tehát Dγ
L ⊂ DL. Világos, hogy tetszőleges f ∈ L∞[0,+∞) függvényre f ∈ D0

L,
azaz L∞[0,+∞) ⊂ DL.

ii) Legyen f ∈ Dγ
L az előbbi megjegyzésben szereplő függvény, β > γ és c < b < d.

Ekkor tetszőleges z ∈ C, Re z ≥ β esetén (az i)-ben látottakkal analóg módon)

∣∣∣∣∣

∫ d

b

f(t)e−tz dt

∣∣∣∣∣ ≤ K

∫ d

b

e−t( Re z−γ) dt =

K

Re z − γ

(
e−b( Re z−γ) − e−d( Re z−γ)

)
≤ K

β − γ
e−b(β−γ).

Ha ε > 0 és b0 > c olyan, hogy e−b0(β−γ) < ε, akkor bármely b0 < b < d esetén

∣∣∣∣∣

∫ d

b

f(t)e−tz dt

∣∣∣∣∣ ≤
Kε

β − γ
.

Ez azt jelenti, hogy a {z ∈ C : Re z ≥ β} félśıkon az
∫ +∞
0

f(t)e−tz dt improprius
integrál egyenletesen konvergens. Az eddigiekből az is kiderült, hogy ha b > c

tetszőlegesen rögźıtett, akkor

∣∣∣∣
∫ +∞

b

f(t)e−tz dt

∣∣∣∣→ 0 ( Re z → +∞). Mutassuk

meg, hogy

∣∣∣∣∣

∫ b

0

f(t)e−tz dt

∣∣∣∣∣→ 0 (Re z → +∞).

Mindez triviális, ha valamilyen C > 0 konstanssal |f(t)| ≤ C teljesül m.m.
t ∈ [a, b] esetén. Ekkor ui.

∣∣∣∣∣

∫ b

0

f(t)e−tz dt

∣∣∣∣∣ ≤ C

∫ b

0

e−tRe z dt = C
1 − e−bRe z

Re z
(z ∈ C, Re z > γ),

ahol 1 − e−bRe z

Re z → 0 ( Re z → +∞). Különben legyen tetszőleges ε > 0 mellett

g : [0, b] → C olyan mérhető függvény, amellyel
∫ b
0
|f(t)− g(t)| dt < ε és alkalmas

C > 0 konstanssal |g(t)| ≤ C m.m. t ∈ [0, b] esetén. Ekkor

∣∣∣∣∣

∫ b

0

f(t)e−tz dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

0

|f(t)− g(t)|e−tRe z dt+ C
1 − e−bRe z

Re z
≤
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ε+ C
1 − e−bRe z

Re z
(z ∈ C, Re z > γ).

Tehát
∣∣∣
∫ b
0
f(t)e−tz dt

∣∣∣ ≤ 2ε hacsak Re z már elég nagy.

iii) Ha pl. n ∈ N és hn(t) := tn (t ≥ 0), akkor hn nyilván eleget tesz az i)
megjegyzés feltételeinek, azaz hn ∈ DL. Innen az is rögtön következik, hogy
bármely P polinom esetén az f(t) := P (t) (t ≥ 0) leszűḱıtés is DL-beli.

iv) Legyen P polinom, β ∈ R és f(t) := P (t)eβt (t ≥ 0). Ekkor f ∈ DL.

v) Ugyanakkor pl. az f(t) := et
2

(t ≥ 0) függvény nem DL-beli. Valóban, legyen

a ∈ R tetszőleges valós szám. Ekkor bármely t ∈ R, t > 2a esetén et
2

e−at =
et

2−at > et
2/2, azaz

∫ b

0

et
2

e−at dt >

∫ b

0

et
2/2 dt→ +∞ (b→ +∞).

Tegyük fel, hogy z olyan komplex szám, amelyre létezik és véges az
∫ +∞
0

et
2

e−tz dt

integrál és legyen ϕ(x) :=
∫ x
0
et

2

e−tz dt (x > 0). Ekkor bármely a ∈ R, a >Re z
és b > 0 esetén parciális integrálás után

∣∣∣∣∣

∫ b

0

et
2

e−at dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ b

0

et
2

e−tze−t(a−z) dt

∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣ϕ(b)e−b(a−z)
∣∣∣+ |a− z|

∫ b

0

|ϕ(t)||e−t(a−z)| dt.

Mivel a feltételezésünk szerint létezik és véges a limx→+∞ ϕ(x) határérték és ϕ
folytonos, ezért ϕ korlátos függvény. Következésképpen

∣∣∣ϕ(b)e−b(a−z)
∣∣∣ ≤ sup

x≥0
|ϕ(x)|e−b(a−Re z) → 0 (b→ +∞).

Továbbá

∫ b

0

|ϕ(t)||e−t(a−z)| dt ≤ sup
x≥0

|ϕ(x)|
∫ b

0

e−t(a−Re z) dt =
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sup
x≥0

|ϕ(x)|1− e−b(a−Re z)

a− Re z
→

sup
x≥0

|ϕ(x)|

a− Re z
< +∞ (b→ +∞),

amiből

+∞ = sup
b≥0

∣∣∣∣∣

∫ b

0

et
2

e−at dt

∣∣∣∣∣ ≤

sup
b≥0

(∣∣∣ϕ(b)e−b(z−a)
∣∣∣+ |a− z|

∫ b

0

|ϕ(t)|
∣∣∣e−t(z−a)

∣∣∣ dt
)
< +∞

következne, ami nem lehet. Ezért egyetlen z ∈ C esetén sem lehet konvergens az∫ +∞
0

et
2

e−tz dt integrál, ı́gy f /∈ DL.

vi) Hasonlóan látható be, hogy exp ◦ exp /∈ DL.

vii) Ha f abszolút integrálható [0,+∞)-n, azaz f ∈ L1[0,+∞), akkor bármely z ∈ C,
Re z ≥ 0 esetén

∣∣f(t)e−tz
∣∣ = |f(t)|e−tRe z ≤ |f(t)| (t ≥ 0)

miatt a 0 ≤ t 7→ f(t)e−tz függvény is L1[0,+∞)-beli. Ezért létezik (és véges) az∫ +∞
0

f(t)e−tz dt integrál. Következésképpen L1[0,+∞) ⊂ DL.

viii) Az f : [0,+∞) → C mérhető függvény exponenciális t́ıpusú, ha van olyan x ∈ R,
hogy az fx(t) := f(t)e−tx (t ≥ 0) függvény L1[0,+∞)-beli. Ekkor tetszőleges
z ∈ C, Re z ≥ x esetén

∫ +∞

0

|f(t)e−tz| dt =

∫ +∞

0

|fx(t)|et(x−Re z) dt ≤
∫ +∞

0

|fx(t)| dt < +∞

azaz a 0 ≤ t 7→ f(t)e−tz függvény integrálható. Következésképpen f ∈ DL. Ha
tehát Dexp

L jelöli a most definiált exponenciális t́ıpusú függvények halmazát, akkor
Dexp
L ⊂ DL, továbbá nyilván L1[0,+∞) ⊂ Dexp

L , ill. Dγ
L ⊂ Dexp

L (γ ∈ R).
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2. Laplace-transzformált.

2.1. Tétel.

Legyen f ∈ DL, z0 ∈ C és tegyük fel, hogy
∫ +∞
0

f(t)e−tz0 dt ∈ C. Ekkor bármely

z ∈ C, Re z >Re z0 esetén
∫ +∞
0

f(t)e−tz dt ∈ C.

Bizonýıtás. Az előző 1.1. v) megjegyzésben követett gondolatment általánośıtható:

legyen ehhez ϕ(t) :=
∫ t
0
f(x)e−xz0 dx (t ≥ 0). Ekkor a ϕ függvény abszolút folytonos

[0, b]-n (b > 0), ill. majdnem minden τ ≥ 0 helyen ϕ differenciálható τ -ban és

ϕ′(τ) = f(τ)e−τz0 . Ezért minden z ∈ C, Re z >Re z0 és b > 0 mellett
∫ b
0
f(t)e−tz dt =∫ b

0
f(t)e−tz0e−t(z−z0) dt, ahol

∫ b

0

f(t)e−tz0e−t(z−z0) dt = ϕ(b)e−b(z−z0) + (z − z0)

∫ b

0

ϕ(t)e−t(z−z0) dt =:

A(b) +B(b).

Mivel

lim
b→+∞

ϕ(b) =

∫ +∞

0

f(t)e−tz0 dt ∈ C , lim
b→+∞

|e−b(z−z0)| = lim
b→+∞

e−b( Re z−Re z0) = 0,

ezért limb→+∞ ϕ(b)e−b(z−z0) = 0, azaz limb→+∞A(b) = 0.

A ϕ függvény folytonos és limt→+∞ ϕ(t) ∈ C, ezért ϕ korlátos, ı́gy egy alkalmas K
számmal

∫ b

0

|ϕ(t)e−t(z−z0)| dt ≤ K

∫ b

0

|e−t(z−z0)| dt = K

∫ b

0

e−t(Re z−Re z0) dt =

K

Re z − Re z0

(
1 − e−b(Re z−Re z0)

)
→ K

Re z − Re z0
(b→ +∞).

Következésképpen létezik
∫ +∞
0

ϕ(t)e−t(z−z0) dt ∈ C, azaz limb→+∞B(b) ∈ C és

∫ +∞

0

f(t)e−tz dt = lim
b→+∞

∫ b

0

f(t)e−tz dt = lim
b→+∞

B(b) =

(z − z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0) dt ∈ C.
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2.1. Megjegyzések.

i) A most bebizonýıtott tétel alapján nyilvánvaló, hogy bármely f, h ∈ DL, α, β ∈ C
mellett αf + βh ∈ DL.

ii) Valamely f ∈ DL esetén legyen Lf ∈ C → C az a függvény, amelyre

DLf :=

{
z ∈ C :

∫ +∞

0

f(t)e−tz dt ∈ C

}

és

Lf(z) :=

∫ +∞

0

f(t)e−tz dt (z ∈ DLf ).

Az ı́gy definiált L leképezést Laplace-operátornak nevezzük (Euler (1737), Laplace
(1782)). Pl. az 1.1. i), ill. ii) megjegyzésében szereplő f ∈ Dγ

L függvényekre (az
ottani jelölésekkel) {z ∈ C : Re z > γ} ⊂ DLf . Hasonlóan, ha f ∈ L1[0,+∞),
akkor {z ∈ C : Re z ≥ 0} ⊂ DLf , ill. f ∈ Dexp

L esetén valamilyen x ∈ R számmal
{z ∈ C : Re z > x} ⊂ DLf .

iii) Ha f ∈ DL, akkor legyen

qf := inf

{
x ∈ R :

∫ +∞

0

f(t)e−tz dt ∈ C (z ∈ C, Re z > x)

}
.

Világos, hogy bármely z ∈ C, Re z > qf esetén
∫ +∞
0

f(t)e−tz dt ∈ C, ill., ha

z ∈ C és Re z < qf , akkor az
∫ +∞
0

f(t)e−tz dt integrál nem konvergens. Tehát

{z ∈ C : Re z > qf} ⊂ DLf ⊂ {z ∈ C : Re z ≥ qf}.

Pl. tetszőleges f ∈ Dγ
L függvényre nyilván qf ≤ γ.

iv) Ha f, h ∈ DL, α, β ∈ R, akkor qαf+βh ≤ max{qf , qh}.
v) A iii) megjegyzés szoros analógiát mutat a hatványsorokkal kapcsolatos ismert

eredménnyel (ld. Cauchy-Hadamard-tétel). Nevezetesen legyen an, a, z0 ∈ C
(n ∈ N) és tegyük fel, hogy

∑∞
n=0 an(z0 − a)n ∈ C. Ekkor tetszőleges z ∈ C,

|z − a| < |z0 − a| esetén is
∑∞

n=0 an(z − a)n ∈ C. Ha

R := sup{r ≥ 0 :
∞∑

n=0

an(z − a)n ∈ C (z ∈ C, |z − a| < r)},

akkor a
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KR(a) := {z ∈ C : |z − a| < R} , KR(a) := {z ∈ C : |z − a| ≤ R}

jelölésekkel

KR(a) ⊂ {z ∈ C :
∞∑

n=0

an(z0 − a)n ∈ C} ⊂ KR(a).

vi) Legyen most valamely f ∈ DL és z0 ∈ C esetén
∫ +∞
0

f(t)e−tz0 dt abszolút konver-

gens, azaz
∫ +∞
0

|f(t)e−tz0 | dt < +∞. Ekkor minden z ∈ C, Re z ≥ Re z0 helyen∫ +∞
0

f(t)e−tz dt is abszolút konvergens. Ui.

∫ +∞

0

|f(t)e−tz| dt =

∫ +∞

0

|f(t)|e−tRe z dt ≤

∫ +∞

0

|f(t)|e−tRe z0 dt =

∫ +∞

0

|f(t)e−tz0 | dt < +∞.

A most mondottakból az is kiderült, hogy ekkor

|Lf(z)| ≤
∫ +∞

0

|f(t)e−tz0 | dt (z ∈ C, Re z ≥ Re z0).

Ha Qf := inf
{
x ∈ R :

∫ +∞
0

|f(t)e−tz| dt < +∞ : z ∈ C, Re z > x
}

(ahol most

legyen inf ∅ := +∞), akkor nyilván qf ≤ Qf , ill. bármely z, v ∈ C, Re z > Qf ,

Re v < Qf esetén
∫ +∞
0

f(t)e−tz dt abszolút konvergens,
∫ +∞
0

f(t)e−tv dt nem ab-
szolút konvergens. Az 1.1. i) megjegyzésben foglaltak szerint tetszőleges f ∈ Dγ

L

függvényre Qf ≤ γ, ill. (ld. 1.1. vii) megjegyzés) f ∈ L1[0,+∞) esetén Qf ≤ 0.
Világos, hogy ha f ∈ Dexp

L (ld. 1.1. viii) megjegyzés), azaz valamilyen x ∈ R
esetén

∫ +∞

0

|f(t)|e−txdt < +∞,

akkor tetszőleges z ∈ C, Re z ≥ x komplex számra az
∫ +∞
0

f(t)e−tzdt integrál az

∫ +∞

0

|f(t)e−tz|dt ≤
∫ +∞

0

|f(t)|e−txdt < +∞
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becslés miatt abszolút konvergens. Ford́ıtva, ha f ∈ DL és egy C ∋ z számra∫ +∞
0

f(t)e−tzdt abszolút konvergens, azaz
∫ +∞
0

|f(t)|e−tRe zdt < +∞, akkor
f ∈ Dexp

L .

vii) Az előző megjegyzésben emĺıtett triviális qf ≤ Qf egyenlőtlenségben előfordulhat,
hogy qf < Qf (más szóval tehát egy f ∈ DL függvényre az Lf Laplace-transz-
formáltat definiáló improprius integrál konvergencia- és abszolút konvergencia
tartománya nem feltétlenül esik egybe. Ennek az igazolására tekintsük ui. az
alábbi extrém példát:

f(t) :=






0 (0 ≤ t < a := ln ln 3)

(−1)nee
t/2 (ln ln n ≤ t < ln ln (n+ 1) (n = 3, 4, ...).

Ekkor bármely z ∈ C komplex számra nyilván

∫ +∞

0

|f(t)e−tz|dt =

∫ +∞

a

|f(t)e−tz|dt =

∫ +∞

a

e−tRe z+et/2dt = +∞.

Ugyanakkor legyen pl. z := 0, ill. n = 3, 4, ... és

In :=

∫ ln ln (n+1)

ln ln n

ee
t/2dt =

∫ n+1

n

1√
x ln x

dx.

Az (In, n = 3, 4, ...) sorozat monoton fogyó és limn→∞ In = 0. Ezért (a Leibniz-
sorokra vonatkozó elemi tétel miatt) a

∑∞
n=3(−1)nIn végtelen sor, következéskép-

pen az
∫ ln ln n

0
f(t) dt (n = 3, 4, ...) integrálok sorozata konvergens. Innen már

nem nehéz meggondolni, hogy egyúttal a limb→+∞
∫ b
0
f(t) dt véges határérték is

létezik, azaz 0 ∈ DLf .
viii) Emeljük ki külön is a 2.1. Tétel bizonýıtásából a következőt: ha f ∈ DL, z0 ∈ DLf

és

ϕ(t) :=

∫ t

0

f(x)e−xz0dx (t ≥ 0),

akkor bármely z ∈ C, Re z >Re z0 esetén z ∈ DLf és

Lf(z) = (z − z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0)dt.
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Sőt, a bizonýıtásból az is kiderült, hogy ebből a szempontból z0 ∈ DLf nem
lényeges, csak annyit használtunk ki, hogy a fenti ϕ függvény korlátos. Lássuk
be továbbá, hogy ha 0 ≤ α < π/2 és

Dα,z0 := {z ∈ C : Re z > Re z0, arg (z − z0) ≤ α} ,

akkor a Dα,z0-beli z-kre az Lf(z)-t definiáló
∫ +∞
0

f(t)e−tzdt integrál Dα,z0-n
egyenletesen konvergens. Legyen ui. z0 6= z ∈ Dα,z0 , ekkor a 2.1. Tétel bi-
zonýıtása szerint

∫ b

0

f(t)e−tzdt = ϕ(b)e−b(z−z0) + (z − z0)

∫ b

0

ϕ(t)e−t(z−z0)dt (b > 0).

Figyelembe véve a triviális

Lf(z0) − e−b(z−z0)Lf(z0) − (z − z0)

∫ b

0

Lf(z0)e
−t(z−z0)dt = 0

egyenlőséget, amit az előzőhöz hozzáadva a következőt kapjuk:

∫ b

0

f(t)e−tzdt =

Lf(z0) + e−b(z−z0)(ϕ(b) − Lf(z0)) + (z − z0)

∫ b

0

(ϕ(t) − Lf(z0))e
−t(z−z0)dt.

Innen tetszőleges 0 < c < b esetén az adódik, hogy

∫ b

c

f(t)e−tzdt = e−b(z−z0)(ϕ(b) − Lf(z0)) − e−c(z−z0)(ϕ(c) − Lf(z0))+

(z − z0)

∫ b

c

(ϕ(t) − Lf(z0))e
−t(z−z0)dt.

Mivel limt→+∞ ϕ(t) = Lf(z0) ∈ C, ezért bármilyen ε > 0 számhoz létezik olyan
δ > 0, amellyel |ϕ(t) − Lf(z0)| < ε (t > δ). Ha tehát az előbbiekben δ < c < b,
akkor (a nyilvánvaló

∣∣e−x(z−z0)
∣∣ = e−xRe (z−z0) < 1 (x > 0) egyenlőtlenségre is

tekintettel) azt mondhatjuk, hogy
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∣∣∣∣∣

∫ b

c

f(t)e−tzdt

∣∣∣∣∣ ≤ 2ε+ |z − z0|ε
∫ b

c

e−tRe (z−z0)dt ≤

2ε+ |z − z0|ε
∫ +∞

0

e−tRe (z−z0)dt = ε

(
2 +

|z − z0|
Re (z − z0)

)
.

Mivel (z0 6=)z ∈ Dα,z0 , ezért

Re (z − z0)

|z − z0|
= cos (arg (z − z0)) ≥ cos α (> 0).

Így

∣∣∣∣∣

∫ b

c

f(t)e−tzdt

∣∣∣∣∣ ≤ ε

(
2 +

1

cos α

)
.

ix) Az előző megjegyzést felhasználva lássuk be a következő egyértelműségi tételt:
tegyük fel, hogy f, g ∈ DL és valamilyen a ∈ R esetén Lf(z) = Lg(z) (z ∈ C,
Re z > a). Ekkor f(t) = g(t) (m.m. t ≥ 0). Ez nyilván azzal ekvivalens, hogy ha
h ∈ DL és Lh(z) = 0 (z ∈ C, Re z > a), akkor h(t) = 0 (m.m. t ≥ 0). Sőt, azt
látjuk be, hogy ha valamilyen z0 ∈ C és R ∋ σ > 0 esetén

Lh(z0 + nσ) = 0 (n ∈ N),

akkor h(t) = 0 (m.m. t ≥ 0). Valóban (ld. viii)) tetszőleges z ∈ C, Re z >Re z0
helyen

Lh(z) = (z − z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0)dt

(ahol most ϕ(t) :=
∫ t
0
h(x)e−xz0dx (t ≥ 0)). Ezért azt mondhatjuk, hogy

Lh(z0 + nσ) = nσ

∫ +∞

0

ϕ(t)e−tnσdt = 0 (0 < n ∈ N).

A σt = − ln x, ill.

ψ(x) := ϕ(−(ln x)/σ) (0 < x ≤ 1) , ψ(0) := lim
t→+∞

ϕ(t) = Lh(z0)
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helyetteśıtéssel az előbbi egyenlőségekből

∫ 1

0

xkψ(x) dx = 0 (k ∈ N)

következik. Tehát a folytonos ψ függvény valamennyi momentuma zérus. Jól
ismert, hogy ebből ψ ≡ 0 következik, amiből meg nyilván azt kapjuk, hogy
ϕ ≡ 0.Mivel a klasszikus Lebesgue-féle differenciálhatósági tétel miatt 0 = ϕ′(t) =
h(t)e−tz0 (m.m. t ≥ 0), ezért innen h(t) = 0 (m.m. t ≥ 0) már adódik.

x) A most igazolt egyértelműségi tétel szerint egy Laplace-transzformáltnak csak a
triviális esetben lehet periódusa. Tehát: ha f ∈ DL és valamilyen 0 6= ξ ∈ C
komplex számmal Lf(z) = Lf(z + ξ) (z ∈ DLf ), akkor Lf ≡ 0. Valóban, a
periodicitási egyenlőség másképp ı́rva a következőt jelenti:

0 =

∫ +∞

0

f(t)e−tzdt−
∫ +∞

0

f(t)e−t(z+ξ)dt =

∫ +∞

0

f(t)(1− e−tξ)e−tzdt.

Ezért f(t)(1 − e−tξ) = 0 (m.m. t ≥ 0). Az e−tξ = 1 egyenlőség legfeljebb
megszámlálható sok t ≥ 0 esetén teljesülhet, ı́gy f(t) = 0 (m.m. t ≥ 0), azaz
Lf ≡ 0.

xi) Tegyük fel, hogy f ∈ L1[0,+∞), z ∈ C, x :=Re z ≥ 0, y := Im z, ekkor (ld. 1.1.
viii) megjegyzés) a

Φx,f (t) :=






0 (t < 0)

f(t)e−xt = fx(t) (t ≥ 0)

jelöléssel

Lf(z) =

∫ +∞

0

f(t)e−xte−ıyt dt =

∫ +∞

−∞
Φx,f (t)e

−ıyt dt.

Nyilván Φx,f ∈ L1(−∞,+∞) és Lf(z) = Φ̂x,f (y), ahol egy g ∈ L1(−∞,+∞)
függvény esetén

ĝ(y) :=

∫ +∞

−∞
g(t)e−ıyt dt (y ∈ R)

a g függvény Fourier-transzformáltja. Ha itt g = χ[a,b] ∈ L∞[0,+∞) az [a, b]
(0 ≤ a, b ∈ R, a < b) intervallum karakterisztikus függvénye és 0 ≤ x ∈ R, akkor
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|Φ̂x,g(s)| =

∣∣∣∣∣

∫ b

a

e−xte−ıstdt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

1

x+ ıs

(
e−a(x+ıs) − e−b(x+ıs)

)∣∣∣∣ =

e−ax + e−bx√
x2 + s2

≤ 2

|s| (0 6= s ∈ R).

Innen rögtön következik, hogy ha N ∈ N, c1, ..., cN ∈ R, ak, bk ∈ R, 0 ≤ ak < bk
(k = 1, ..., N) és g =

∑N
k=1 ckχ[ak,bk] ∈ L∞[0,+∞) (lépcsősfüggvény), akkor

|Φ̂x,g(s)| ≤
2N‖g‖∞

|s| =:
Cg
|s| (0 6= s ∈ R).

Legyen a fenti f ∈ L1[0,+∞) függvény és tetszőleges ε > 0 esetén g ∈ L∞[0,+∞)
olyan lépcsősfüggvény, amelyre ‖f−g‖1 < ε.Megtartva az előbbi jelöléseket ekkor

|Lf(z)| ≤ |L(f − g)(z)| + |Lg(z)| =
∣∣∣Φ̂x,f−g(y)

∣∣∣+
∣∣∣Φ̂x,g(y)

∣∣∣ ≤

‖f − g‖1 +
Cg
|y| < ε+

Cg
|y| (y 6= 0).

Következésképpen van olyan δ > 0, hogy |Lf(z)| < 2ε (z ∈ C, |y| > δ). Más
szóval tetszőleges f ∈ L1[0,+∞) esetén

Lf(z) → 0 (Re z ≥ 0, | Im z| → +∞),

mégpedig C ∋ z-ben egyenletesen: bármely ε > 0 számhoz van olyan δ > 0,
amellyel |Lf(z)| < ε (z ∈ C, Re z ≥ 0, | Im z| > δ). Világos, hogy

lim
x→0

Φx,f (t) = Φ(t) :=





0 (t < 0)

f(t) (t ≥ 0),

|Φx,f (t)| ≤ |Φ(t)| (x ≥ 0, t ∈ R) és Φ ∈ L1(−∞,+∞). Alkalmazható tehát a
Lebesgue-féle konvergencia-tétel, miszerint

lim
x→+0

Lf(z) =

∫ +∞

−∞
lim
x→0

(
Φx,f (t)e

−ıyt) dt =

∫ +∞

−∞
Φ(t)e−ıyt dt = Φ̂(y),
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azaz limRe z→+0 Lf(z) = Φ̂(Im z).

(Itt jegyezzük még meg, hogy a fenti Lf(z) = Φ̂x,f (y) egyenlőség alapján a ix)-beli
egyértelműségi tétel f ∈ L1[0,+∞) esetén a Fourier-transzformáltakra vonatkozó

analóg álĺıtásból is következik. Ha ui. Lf ≡ 0, akkor Φ̂x,f (y) = 0 (y ∈ R),
amiből Φx,f (t) = 0 (m.m. t ∈ R), azaz f(t)e−tx = 0 (m.m. t ≥ 0). Innen már
nyilván adódik az, hogy f(t) = 0 (m.m. t ≥ 0). Mivel ebből a szempontból

csak Φx,f ∈ L1(−∞,+∞), azaz
∫ +∞
0

|f(t)|e−tx dt < +∞ a lényeg, ezért mindez
elmondható f ∈ Dexp

L esetén is.)

Ha a fenti f függvényre f ∈ L1[0,+∞) nem igaz ugyan, de azért f ∈ Dexp
L igen

(azaz a Laplace-transzformáltját meghatározó integrál egy alkalmas
”
függőleges”

félśıkban abszolút konvergens), akkor valamilyen x ∈ R mellett fx ∈ L1[0,+∞).
Legyen z ∈ C, Re z > x, ekkor Lf(z) = Lfx(z− x) és kapjuk az előbbiek szerinti
Lf(z) → 0 (| Im z| → +∞) egyenletes konvergenciát a {z ∈ C : Re z > x}
félśıkban.

xii) Mutassuk meg, hogy ha f ∈ Dexp
L , akkor

Lf(z) → 0 (Re z → +∞)

és a fenti konvergencia C ∋ z-ben egyenletes: minden ε > 0 számhoz megadható
olyan δ > 0, hogy |Lf(z)| < ε (z ∈ C, Re z > δ). Valóban, f ∈ Dexp

L miatt
alkalmas x ∈ R esetén fx ∈ L1[0,+∞) (ahol emlékeztetőül: fx(t) = f(t)e−tx

(t ≥ 0)). Ha tehát z ∈ C, Re z > x, akkor

|Lf(z)| ≤
∫ +∞

0

|fx(t)|e(x−Re z)tdt,

ahol bármely t ≥ 0 mellett

fx(t)e
(x−Re z)t → 0 (Re z → +∞)

és |fx(t)e(x−Re z)t| ≤ |fx(t)|. Mivel fx ∈ L1[0,+∞), ezért alkalmazható a
Lebesgue-tétel:

∫ +∞

0

|fx(t)|e(x−Re z)tdt→ 0 (Re z → +∞).

Speciálisan (ld. xi)): ha f ∈ Dexp
L , akkor alkalmas x ∈ R esetén

Lf(z) → 0 (Re z ≥ x, |z| → +∞).
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Sőt, bármely ε > 0 számhoz megadhatók olyan α, β
”
határok”, hogy

|Lf(z)| < ε (z ∈ C, Re z ≥ α, Im z ≥ β).

xiii) Ha csak annyit tudunk, hogy f ∈ DL és z0 ∈ DLf , akkor a következőt mondhatjuk
(ld. viii)): bármely 0 ≤ α < π/2 esetén

Lf(z) → 0 (z ∈ Dα,z0 , |z| → +∞).

Valóban, ha z ∈ Dα,z0 és 0 < c < b, akkor

Lf(z) =

∫ c

0

f(t)e−tzdt+

∫ b

c

f(t)e−tzdt+

∫ +∞

b

f(t)e−tzdt.

Legyen Re z ≥ 0, ε > 0 és válasszuk az előbbi c-t úgy, hogy

∣∣∣∣
∫ c

0

f(t)e−tzdt

∣∣∣∣ ≤
∫ c

0

|f(t)| dt < ε

teljesüljön. (Mivel f lokálisan integrálható, ezért van ilyen c.) Ugyanakkor a
fenti viii) megjegyzésben bebizonýıtott egyenletes konvergencia miatt a b meg-
választható úgy, hogy (minden szóban forgó z mellett)

∣∣∣∣
∫ +∞

b

f(t)e−tzdt

∣∣∣∣ < ε

is igaz legyen. Legyen továbbá a pozit́ıv x szám olyan, hogy ha z-re még Re z ≥ x
is fennáll, akkor

∣∣∣∣∣

∫ b

c

f(t)e−tzdt

∣∣∣∣∣ ≤ e−cRe z

∫ b

c

|f(t)| dt ≤ e−cx
∫ b

c

|f(t)| dt < ε

(ami megint csak az f függvény lokális integrálhatósága, azaz az
∫ b
c
|f(t)| dt

integrál végessége miatt biztośıtható). Összefoglalva tehát azt mondhatjuk, hogy
tetszőleges ε > 0 számhoz van olyan x > 0, hogy

|Lf(z)| < ε (z ∈ Dα,z0 , Re z ≥ x),

amiből az álĺıtásunk már nyilván következik. (Nem nehéz meggondolni, hogy
most sem lényeges az, hogy z0 ∈ DLf .)
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xiv) Lássuk be végül, hogy ha f ∈ DL, ε > 0 tetszőleges, akkor (ld. 2.1. iii) megjegy-
zés)

Lf(z)

Im z
→ 0 (Re z ≥ qf + ε, | Imz | → +∞)

teljesül Re z-ben egyenletesen. (A qf = −∞ esetben a fenti konvergencia tetsző-
leges

”
függőleges” félśıkban értendő.) Valóban, legyen x := qf + ε/2 (a qf > −∞

esetben), ha pedig qf = −∞, akkor legyen x ∈ R tetszőleges. A xiii) megjegyzés
szerint

Lf(z) → 0 (z ∈ Dπ/6,x, |z| → +∞).

A 2.1. Tétel bizonýıtásában látottaknak megfelelően

Lf(z) = (z − x)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−x)dt (z ∈ C \ Dπ/6,x, Rez ≥ x+ ε),

ahol ϕ(t) =
∫ t
0
f(t)e−txdt (t ≥ 0). Mivel (ld. a 2.1. Tétel bizonýıtása) ϕ korlátos

függvény és

∫ +∞

0

∣∣∣e−t(z−x)
∣∣∣ dt =

∫ +∞

0

e−t(Re z−x)dt < +∞,

ezért az Lf(z)-t definiáló előbbi integrál abszolút konvergens. A xi) megjegyzés
végén mondottak alapján tehát

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−x)dt→ 0 (| Im z| → +∞)

(a {ξ ∈ C : Re ξ ≥ x + ε} félśıkban egyenletesen). A z ∈ C \ Dπ/6,x elemekre
viszont

| Im z|
|z − x| ≥ sin (π/6) =

1

2
,

azaz |z − x| ≤ 2| Im z|, ezért

∣∣∣∣
Lf(z)

Im z

∣∣∣∣ ≤ 2

∣∣∣∣
∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−x) dt

∣∣∣∣→ 0 (| Im z| → +∞)
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egyenletesen, amiből az álĺıtásunk már nyilván következik.

xv) Legyen f(t) := 1
1 + t2

(t ≥ 0). Ekkor 0 ∈ DLf , ui.
∫ +∞
0

f(t)e−tz dt a z = 0

helyen abszolút konvergens:

∫ +∞

0

e0·t

1 + t2
dt = lim

b→+∞

∫ b

0

1

1 + t2
dt = lim

b→+∞
arctg b =

π

2
.

Következésképpen a vi) megjegyzés szerint {z ∈ C : Re z ≥ 0} ⊂ DLf . Ha
z ∈ C, Re z < 0, akkor legyen Re z < a < 0. Mivel bármely 1 ≤ n ∈ N esetén
f(t)e−at ≥ e−an/(5n2) (n ≤ t ≤ n+ 1), ezért

∫ n+1

n

f(t)e−at dt ≥ e−an

5n2
→ +∞ (n→ +∞),

tehát
∫ +∞
0

f(t)e−at dt = +∞. Így a /∈ DLf , azaz (ld. 2.1. Tétel) z /∈ DLf .
Összefoglalva tehát azt kaptuk, hogy DLf = {z ∈ R : Re z ≥ 0}.

xvi) Ha g(t) := t
1 + t2

(t ≥ 0), akkor 0 /∈ DLg, ui.

lim
b→+∞

∫ b

0

t

1 + t2
dt =

1

2
lim

b→+∞
ln (1 + b2) = +∞.

A 2.1. Tétel miatt ezért bármely z ∈ C, Re z < 0 esetén z /∈ DLg, azaz

DLg ⊂ {z ∈ C : Re z ≥ 0} \ {0}.

Mutassuk meg, hogy itt
”
⊂ ” helyett

”
= ” is ı́rható. Ehhez elég azt belátnunk

(ld. 2.1. Tétel), hogy tetszőleges 0 6= y ∈ R mellett ıy ∈ DLg, azaz

∫ +∞

0

te−ıyt

1 + t2
dt =

∫ +∞

0

t cos (yt)

1 + t2
dt− ı

∫ +∞

0

t sin (yt)

1 + t2
dt ∈ C.

Ez azzal ekvivalens, hogy az előbbi két (valós) improprius integrál konvergens.
Pl. y > 0 esetén az első integrált illetően a következőt mondhatjuk (az y < 0
eset, ill. a második integrál hasonlóan kezelhető): legyen

Jn :=

∫ (3+2n)π/(2y)

(1+2n)π/(2y)

t cos (yt)

1 + t2
dt (n ∈ N).

Világos, hogy páros n-ekre Jn negat́ıv, páratlan n-ekre Jn pozit́ıv. Továbbá
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Jn =

∫ (3+2n)π/2

(1+2n)π/2

t cos t

y2 + t2
dt (n ∈ N).

A 0 ≤ t 7→ t
y2 + t2

függvény t > y esetén szigorúan monoton fogyó, ui.

ekkor (könnyen ellenőrizhetően) a deriváltja negat́ıv. Ha n0 ∈ N olyan, hogy
y < (1 + 2n0)π/2, akkor minden N ∋ n ≥ n0 és (1 + 2n)π/2 < t < (3 + 2n)π/2
mellett

(3 + 2n)π/2

y2 + (3 + 2n)2π2/4
<

t

y2 + t2
<

(1 + 2n)π/2

y2 + (1 + 2n)2π2/4
,

ill.

∫ (3+2n)π/2

(1+2n)π/2

cos t dt = 2(−1)n.

Innen

2(3 + 2n)π

4y2 + (3 + 2n)2π2
< |Jn| <

2(1 + 2n)π

4y2 + (1 + 2n)2π2
(n0 ≤ n ∈ N),

azaz lim(Jn) = 0 és |Jn+1| < |Jn| (n0 ≤ n ∈ N) következik. Ezért
∑∞
n=0 Jn ∈ R.

Figyelembe véve azt, hogy ha (1 + 2n)π/(2y) < b < (3 + 2n)π/(2y) (n ∈ N),
akkor

∣∣∣∣∣

∫ b

(1+2n)π/(2y)

t cos (yt)

1 + t2
dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ (3+2n)π/(2y)

(1+2n)π/(2y)

t

1 + t2
dt ≤

1

2
ln

3 + 2n

1 + 2n
→ 0 (n→ ∞),

ezért az eddig mondottakból

∫ +∞

0

t cos (yt)

1 + t2
dt ∈ R már következik.

xvii) Az előbbiekhez hasonlóan vizsgálható az

f(t) :=





0 (t = 0)

1√
t

(t > 0)

függvény. Egyrészt ui. világos, hogy 0 /∈ DLf , mivel
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∫ +∞

0

e−t·0√
t
dt =

∫ +∞

0

dt√
t

= lim
c→0

∫ 1

c

dt√
t

+ lim
b→+∞

∫ b

1

dt√
t

=

lim
c→0

[
2
√
t
]1
c

+ lim
b→+∞

[
2
√
t
]b
1

= 2 lim
c→0

(1 −
√
c) + 2 lim

b→+∞
(
√
b− 1) = +∞.

Tehát (ld. 2.1. Tétel) DLf ⊂ {z ∈ C : Re z ≥ 0} \ {0}. Ha viszont 0 6= y ∈ R,
akkor ıy ∈ DLf , amihez azt kell megmutatni, hogy az

∫ +∞

0

cos (yt)√
t

dt ,

∫ +∞

0

sin (yt)√
t

dt

(valós) improprius integrálok konvergensek. Mivel bármely b > 0 és h ∈ {cos, sin}
esetén

∫ b

0

∣∣∣∣
h(ty)√

t

∣∣∣∣ dt ≤
∫ b

0

1√
t
dt = lim

c→0

∫ b

c

1√
t
dt =

lim
c→0

[
2
√
t
]b
c

= 2 lim
c→0

(
√
b−√

c) = 2
√
b,

ezért elég már csak azt megmutatni, hogy egy-egy alkalmas b > 0 számmal∫ +∞

b

h(yt)√
t
dt ∈ R. Pl. h := sin, y > 0 esetén legyen b := π/y, ekkor

∫ +∞

π/y

sin (yt)√
t

dt =
1√
y

∫ +∞

π

sin t√
t
dt.

Ha Kn :=

∫ (n+1)π

nπ

sin t√
t
dt (1 ≤ n ∈ N), akkor Kn = (−1)n, továbbá

|Kn+1| < |Kn| ≤
√
π/

√
n (1 ≤ n ∈ N),

amiből lim(Kn) = 0 és
∑∞
n=1Kn ∈ R következik. Mivel nπ ≤ a ≤ (n + 1)π

(1 ≤ n ∈ N) esetén nyilván

∣∣∣∣
∫ a

nπ

sin t√
t
dt

∣∣∣∣ ≤
∫ (n+1)π

nπ

dt√
t

= 2
√
π
(√
n+ 1 −

√
n
)

=

2
√
π√

n+ 1 +
√
n

→ 0 (n→ +∞),
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ezért

∫ +∞

π

sin t√
t
dt =

∞∑

n=1

Kn ∈ R.

Az y < 0, ill. a h := cos eset hasonlóan kezelhető. Összefoglalva ı́gy azt kap-
tuk, hogy DLf = {z ∈ C : Re z ≥ 0} \ {0}. Ha pl. x > 0, akkor (megfelelő
helyetteśıtéssel)

Lf(x) =

∫ +∞

0

e−tx√
t
dt =

2√
x

∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π√
x
.

Mivel a (valós) négyzetgyökfüggvény egyértelműen terjeszthető ki a (0-ban

”
kilyukasztott”) {z ∈ C : Re z ≥ 0} \ {0} komplex félśıkon differenciálható függ-

vénnyé, ezért tetszőleges z ∈ DLf helyen is Lf(z) =
√
π/

√
z (ahol z = reıα

(r > 0, |α| ≤ π/2 esetén
√
z :=

√
reıα/2).

Megjegyezzük még, hogy z ∈ C, Re z > 0 esetén Lf(z) abszolút konvergens.
Valóban, ha Re z =: a > 0, akkor

∫ +∞

0

∣∣∣∣
e−tz√
t

∣∣∣∣ dt =

∫ +∞

0

e−at√
t
dt =

2√
a

∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π√
a
.

3. Példák.

3.1. Legyen f(t) := 1 (t ≥ 0). Ekkor 0 6= z ∈ C esetén

∫ +∞

0

e−tz dt = lim
b→+∞

∫ b

0

e−tz dt =
1

z

(
1 − lim

b→+∞
e−bz

)
∈ C

azzal ekvivalens, hogy

lim
b→+∞

|e−bz| = lim
b→+∞

e−bRe z = 0,

azaz, hogy Re z > 0. Ezért f ∈ DL, qf = 0 és

Lf(z) =
1

z
(z ∈ C, Re z > 0).

Világos, hogy 0 /∈ DLf .
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3.2. Tekintsük most az f(t) := t (t ≥ 0) függvényt. Ha 0 6= z ∈ C, akkor

∫ +∞

0

te−tz dt = lim
b→+∞

∫ b

0

te−tz dt = lim
b→+∞

([
−te

−tz

z

]b

0

+
1

z

∫ b

0

e−tz dt

)
=

lim
b→+∞

[
−1

z
be−bz +

1

z2 − 1

z2 e
−bz
]
∈ C

most is azzal ekvivalens, hogy limb→+∞ e−bz = 0, azaz, hogy Re z > 0. Ekkor

Lf(z) =
1

z2 (z ∈ C, Re z > 0)

és qf = 0.

3.3. Az előbbi példa általánośıtásaként legyen n ∈ N és hn(t) := tn (t ≥ 0).Mutassuk
meg, hogy

Lhn(z) =
n!

zn+1 (z ∈ C, Re z > 0).

Az n = 0, 1 eseteket az előbbi példákban már elintéztük, ezért (ld. teljes indukció) elegendő
megmutatni, hogy

Lhn(z) =
n!

zn+1 =⇒ Lhn+1(z) =
(n+ 1)!

zn+2 (n ∈ N, z ∈ C, Re z > 0).

Valóban, parciálisan integrálva limb→+∞ e−bz = 0 miatt

Lhn+1(z) =

∫ +∞

0

tn+1e−tz dt = lim
b→+∞

∫ b

0

tn+1e−tz dt =

lim
b→+∞

([
− t

n+1e−tz

z

]b

0

+
n+ 1

z

∫ b

0

tne−tz dt

)
=
n+ 1

z
Lhn(z) =

n+ 1

z

n!

zn+1 =
(n+ 1)!

zn+2 .

A most vizsgált példa speciális esete a hα(t) := tα (−1 < α ∈ R, t > 0) függvényosztály-
nak. Lássuk be, hogy
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Lhα(z) =
Γ(α+ 1)

zα+1
(z ∈ R, Re z > 0),

ahol Γ(x) :=
∫ +∞
0

e−ttx−1 dt (x > 0) a jól ismert gamma-függvény és (a komplex logarit-
mus) log ξ := |ξ| + ı arg ξ (0 6= ξ ∈ C, arg ξ ∈ (−π, π]) seǵıtségével

zλ := eλ log z =

∞∑

k=0

(λ log z)k

k!
(0 6= z ∈ C, λ ∈ C).

Mivel 0 < x ∈ R esetén (egyszerű helyetteśıtéssel)

∫ +∞

0

tαe−txdt =
1

xα+1

∫ +∞

0

tαe−tdt =
Γ(α+ 1)

xα+1
,

ezért (0,+∞) ⊂ DLhα
. Következésképpen a 2.1. Tétel alapján bármely z ∈ C, Re z > 0

komplex számra is z ∈ DLhα
. Legyen tehát z ∈ C, Re z > 0 és határozzuk meg

Lhα(z)-t. Az előbbiek szerint elegendő már csak a z ∈ C\R esettel foglalkoznunk, amikor
is arg z 6= 0, pl. arg z > 0. (Az arg z < 0 eset analóg módon kezelhető.) Ehhez az

∫ +∞

0

e−tztα dt = lim
c→0,b→+∞

∫ b

c

e−tztα dt

integrált kell kiszámı́tanunk. Ha 0 < c < b és ϕb,c(t) := tz (c ≤ t ≤ b), akkor

∫

ϕb,c

e−ξξα dξ =

∫ b

c

e−tz(tz)αz dt = zα+1

∫ b

c

e−tztα dt.

Legyen Φb,c a

ψb,c(t) := t (c ≤ t ≤ b|z|) , Kb(t) := b|z|eıt (0 ≤ t ≤ arg z),

kc(t) := c|z|eı(arg z−t) (0 ≤ t ≤ arg z) , ϕ̃b,c(t) := (b+ c− t)z c ≤ t ≤ b)

komplex utak egyeśıtése. Ekkor a Cauchy-tétel miatt

0 =

∫

Φb,c

e−ξξα dξ = −
∫

ϕb,c

e−ξξα dξ +

∫

ψb,c

e−ξξα dξ +

∫

Kb

e−ξξα dξ +

∫

kc

e−ξξα dξ,
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azaz

∫

ϕb,c

e−ξξα dξ =

∫ b|z|

c

e−ttα dt+

∫

Kb

e−ξξα dξ +

∫

kc

e−ξξα dξ.

Mivel (könnyen láthatóan)

∫

Kb

e−ξξα dξ → 0 (b→ +∞) ,

∫

kc

e−ξξα dξ → 0 (c→ 0),

ezért

lim
c→0,b→+∞

∫

ϕb,c

e−ξξα dξ = lim
c→0,b→+∞

∫ b|z|

c

e−ttα dt =

∫ +∞

0

e−ttα dt = Γ(α+ 1).

Tehát

lim
c→0,b→+∞

∫ b

c

e−tztα dt =
1

zα+1
lim

c→0,b→+∞

∫

ϕb,c

e−ξξα dξ =
Γ(α+ 1)

zα+1
.

Ha α := n ∈ N, akkor Γ(α + 1) = n!, azaz visszakapjuk a iii) megjegyzés elején mondot-
takat. Megjegyezzük, hogy (ld. majd 4.3. Tétel) Lhα analitikus függvény. Ugyanakkor
az elemi úton kiszámı́tott Lyα(x) = Γ(α + 1)/xα+1 (0 < x ∈ R) leszűḱıtésnek
egyértelműen létezik analitikus folytatása a {z ∈ C : Rez > 0} félśıkra, márpedig a
{z ∈ C : Rez > 0} ∋ z 7→ Γ(α + 1)/zα+1 hozzárendelés egy ilyen kiterjesztés. Sőt, ebből
a szempontból nem lényeges, hogy az α > −1 kitevő valós, mindez elmondható α ∈ C,
Reα > −1 esetén is. Ti. ha α ilyen és z ∈ C, Re z > 0, akkor

∣∣tαe−tz
∣∣ = tReαe−t·Re z (t > 0)

miatt az
∫ +∞
0

tαe−tzdt integrál abszolút konvergens, ı́gy létezik Lhα(z). Hasonlóan, ha
λ ∈ C és Reλ > 0, akkor

∣∣tλ−1e−t
∣∣ = tReλ−1e−t (t > 0)

miatt az
∫ +∞
0

tλ−1e−tdt integrál is abszolút konvergens, azaz a gamma-függvény is ana-
litikusan folytatható a pozit́ıv félegyenesről a {z ∈ C : Rez > 0} féśıkra. Továbbá az
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Lyα(x) = Γ(α + 1)/xα+1 (0 < x ∈ R) egyenlőség ugyanúgy adódik, mint α ∈ R esetén,
ı́gy az analitikus folytatás révén azt kapjuk, hogy az α ∈ C, Reα > −1 kitevővel is
Lyα(z) = Γ(α+ 1)/zα+1 (z ∈ C, Re z > 0).

3.4. Hasonlóan számı́thatjuk ki az f(t) := tnet (t ≥ 0, n ∈ N) függvény Laplace-
transzformáltját:

Lf(z) =
n!

(z − 1)n+1 (z ∈ C, Re z > 1).

Ugyanis, ha n = 0, akkor

Lf(z) = L exp(z) =

∫ +∞

0

ete−tz dt =

∫ +∞

0

e−t(z−1) dt =

lim
b→+∞

∫ b

0

e−t(z−1) dt = lim
b→+∞



[
−e

−t(z−1)

z − 1

]b

0


 =

1

z − 1
(z ∈ C, Re z > 1).

Az n→ n+ 1
”
öröklődés” igazolása:

∫ +∞

0

tn+1ete−tz dt =

∫ +∞

0

tn+1e−t(z−1) dt = lim
b→+∞

(∫ b

0

tn+1e−t(z−1) dt

)
=

lim
b→+∞



[
− t

n+1e−t(z−1)

z − 1

]b

0

+
n+ 1

z − 1

∫ b

0

tne−t(z−1) dt


 =

n+ 1

z − 1

∫ +∞

0

tne−t(z−1) dt =
n+ 1

z − 1

n!

(z − 1)n+1 =
(n+ 1)!

(z − 1)n+2 .

3.5. Tekintsük azt az 1-szerint periodikus F függényt (
”
négyszög-jelet”), amelyre

F (t) :=






1 (0 ≤ t < 1/2)

0 (1/2 ≤ t < 1)

és legyen f(t) := F (t) (t ≥ 0). Ekkor bármely b > 1 esetén egyértelműen van olyan n ∈ N,
amelyre n ≤ b < n+ 1. Két eset lehetséges:
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1o b < n+ 1/2, ekkor tetszőleges 0 6= z ∈ C mellett

∫ b

0

f(t)e−tz dt =
n−1∑

k=0

∫ k+1/2

k

e−tz dt+

∫ b

n

e−tz dt =

−1

z

n−1∑

k=0

(
e−(k+1/2)z − e−kz

)
− 1

z

(
e−bz − e−nz

)
=

1 − e−z/2

z

n−1∑

k=0

e−kz − 1

z

(
e−bz − e−nz

)
,

ahol Re z > 0 esetén

1 − e−z/2

z

n−1∑

k=0

e−kz − 1

z

(
e−bz − e−nz

)
→

1 − e−z/2

z(1 − e−z)
=

1

z(1 + e−z/2)
(b→ +∞).

2o b ≥ n+ 1/2, ekkor tetszőleges 0 6= z ∈ C mellett az 1o esettel analóg módon

∫ b

0

f(t)e−tz dt =

n∑

k=0

∫ k+1/2

k

e−tz dt→ 1

z(1 + e−z/2)
(b→ +∞).

Összefoglalva azt kaptuk, hogy Lf(z) = 1
z(1 + e−z/2)

(z ∈ C,Re z > 0).

3.6. Legyen 0 6= ω ∈ R, ekkor a 0 ≤ t 7→ sin (ωt), 0 ≤ t 7→ cos (ωt) függvények
Laplace-transzformáltjai is könnyen kiszámı́thatók. Pl.

∫ +∞

0

sin (ωt)e−tz dt = lim
b→+∞

∫ b

0

sin (ωt)e−tz dt,

ahol z ∈ C, Re z > 0 esetén

∫ b

0

sin (ωt)e−tz dt = −
[
sin (ωt)e−tz

z

]b

0

+
ω

z

∫ b

0

cos (ωt)e−tz dt =
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−sin (ωb)e−bz

z
− ω

z

[
cos (ωt)e−tz

z

]b

0

− ω2

z2

∫ b

0

sin (ωt)e−tz dt =

−sin (ωb)e−bz

z
− ω cos (ωb)e−bz − ω

z2
− ω2

z2

∫ b

0

sin (ωt)e−tz dt,

azaz

∫ b

0

sin (ωt)e−tz dt =

z2

ω2 + z2

ω − ω cos (ωb)e−bz − z sin (ωb)e−bz

z2
→ ω

ω2 + z2
(b→ +∞).

Tehát az sω(t) := sin (ωt) (t ≥ 0) esetben

Lsω(z) =
ω

ω2 + z2
(z ∈ C, Re z > 0).

Hasonlóan kapjuk, hogy a cω(t) := cos (ωt) (t ≥ 0) függvényre

Lcω(z) =
z

ω2 + z2
(z ∈ C, Re z > 0).

3.1. Megjegyzések.

i) Tekintsük az f, g ∈ C → C függvényeket, legyen U ⊂ Df ∩ Dg és x0 ∈ U ′

(azaz x0 torlódási pontja az U halmaznak). Azt mondjuk, hogy a g függvény
az f függvény aszimptotikus közeĺıtése az U halmazon x0 körül, ha van olyan
ε ∈ C → C függvény, amellyel limU∋x→x0

ε(x) = 0 és

f(x) = g(x) + ε(x)g(x) (x ∈ U).

Mindezt az f(x) ∼ g(x) (U ∋ x → x0) szimbólummal fogjuk jelölni. Ha pl. a
szóban forgó függvények valós változósak, akkor az U halmaz szerepét gyakran
egy intervallum játssza (ami x0 = +∞ esetén egy félegyenes). A komplex változós
esetben, ha mondjuk x0 = ∞, akkor lehet pl. U = {z ∈ C : |arg z| < τ, |z| > 1}
(ahol 0 ≤ τ < π/2). Speciálisan, ha g ≡ α egy konstans függvény, akkor
f(x) ∼ g(x) (U ∋ x→ x0) azzal ekvivalens, hogy limx→x0

f(x) = α.
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Az aszimptotikus közeĺıtésekben sokszor nem egy g függvényre, hanem egy (gn)
függvénysorozatra van szükség, amelynek a tagjai

”
egyre jobban” közeĺıtik az f

függvényt az alábbi értelemben:

f(x) −
n−1∑

k=0

gk(x) = gn(x) + εn(x)gn(x) (x ∈ U, n ∈ N),

ahol limU∋x→x0
εj(x) = 0 (j ∈ N). Tehát f(x) ∼ g0(x), f(x) − g0(x) ∼ g1(x),

f(x) − g0(x) − g1(x) ∼ g2(x) (U ∋ x→ x0), és ı́.t. Erre a szituációra az

f(x) ∼
∞∑

n=0

gn(x) (U ∋ x→ x0)

jelölést használjuk a továbbiakban, és azt mondjuk, hogy a
∑∞
n=0 gn sor az

f függvény aszimptotikus kifejtése az U halmazon x0 körül. (Hangsúlyozzuk,
hogy maga a függvénysor nem feltétlenül konvergens az itt szereplő x helyeken,
pusztán az f(x) ≈ ∑n

k=0 gk(x) (n ∈ N) közeĺıtés nagyságrendi becsléséről van
szó.)

ii) (Watson-lemma.) Legyenek adottak a bn, αn ∈ C (n ∈ N) számok, ahol
−1 <Reα1 <Reα2 < ... < Reαn < ... és a

∑∞
k=0 bkt

αk sor aszimptotikus
kifejtése az f ∈ DL függvénynek a 0 pont körül a (0,+∞) halmazon. Ekkor
tetszőleges 0 < τ < π/2 mellett

Lf(z) ∼
∞∑

k=0

bkΓ(αk + 1)

zαk+1
(0 6= z → ∞, |arg z| < π/2 − τ).

Tekintsük ui. az

fn(t) := f(t) −
n∑

k=0

bkt
αk (t ≥ 0, n ∈ N)

függvényeket. Ekkor (ld. 3.3. példa) alkalmas q > 0 esetén

Lf(z) =

n∑

k=0

bkΓ(αk + 1)

zαk+1
+ Lfn(z) (n ∈ N, z ∈ C, Re z > q).

Az f -re tett feltételek miatt (amikor is (ld. i)) gk(t) := bkt
αk (k ∈ N, t ≥ 0))

tudjuk, hogy fn−1(t) ∼ bnt
αn (0 < t → 0). Következésképpen tetszőleges ε > 0
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számhoz van olyan δn > 0, amellyel (az αn = an + ıcn (an, cn ∈ R, n ∈ N)
jelölésekkel)

|fn(t)| ≤ ε |bntαn | = ε|bn|tan (0 < t < δn).

Legyen q < x ∈ R, ekkor létezik Lfn(x) (n ∈ N), azaz az
∫ +∞
0

fn(t)e
−txdt

integrál konvergens. Ezért minden N ∋ n-re a

ϕn(t) :=

∫ t

δn

fn(y)e
−yxdy (t ≥ δn)

függvény korlátos: Bn := supt≥δn
|ϕn(t)| < +∞. Az fn függvények lokálisan

integrálhatók, ı́gy a ϕn függvények majdnem mindenütt differenciálhatók és
ϕ′
n(t) = fn(t)e

−tx (m.m. t ≥ δn (n ∈ N)). Következésképpen parciális
integrálással azt kapjuk, hogy bármely z ∈ C, Re z > x helyen ϕn(δn) = 0
(n ∈ N), ill.

lim
b→+∞

∣∣∣e−b(z−x)ϕn(b)
∣∣∣ ≤ Bn lim

b→+∞
e−b(Re z−x) = 0

miatt

∣∣∣∣
∫ +∞

δn

fn(t)e
−tzdt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ +∞

δn

e−t(z−x)fn(t)e
−xtdt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ +∞

δn

e−t(z−x)ϕ′
n(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ lim
b→+∞

e−b(z−x)ϕn(b) − e−δn(z−x)ϕn(δn) − (x− z)

∫ +∞

δn

e−t(z−x)ϕn(t)dt

∣∣∣∣ =

|x− z|
∣∣∣∣
∫ +∞

δn

e−t(z−x)ϕn(t)dt

∣∣∣∣ ≤

Bn|x− z|
∫ +∞

δn

e−t(Re z−x)dt =
Bn|z − x|
Re z − x

e−δn(Re z−x).

Mivel a |z| → +∞, | arg z| < π/2− τ határátmenetet vizsgáljuk (ahol Re z > x),
ezért alkalmas C > 0 esetén az előbb mondott z-kről már az is feltehető, hogy
|z − x| ≤ C(Re z − x), azaz |z| → +∞ miatt egyúttal Re z → +∞ is teljesül.
Tehát

∣∣∣∣
∫ +∞

δn

fn(t)e
−tzdt

∣∣∣∣ ≤ CBne
−δn(Re z−x).
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Ugyanakkor egy β > 0 együtthatóval a z ∈ C, Re z > x, | arg z| < π/2 − τ
komplex számokra |Re z| ≤ |z| ≤ β|Re z|, ı́gy

∣∣∣∣∣

∫ δn

0

fn(t)e
−tzdt

∣∣∣∣∣ ≤ ε|bn|
∫ δn

0

tane−tRe zdt =

ε|bn|
(Re z)1+an

∫ δnRe z

0

yane−ydy ≤ ε|bn|
(Re z)1+an

∫ +∞

0

yane−ydy =

ε|bn|Γ(1 + an)

(Re z)1+an
≤ β1+anε|bn|Γ(1 + an)

|z|1+an
=:

Cnε

|z|1+an
.

Világos tehát, hogy az előbbiekben emĺıtett z ∈ C pontokban

|Lfn(z)| =

∣∣∣∣
∫ +∞

0

fn(t)e
−tzdt

∣∣∣∣ ≤ CBne
−δn(Re z−x) +

Cnε

|z|1+an
,

azaz

|Lfn(z)z1+αn | ≤ CBne
−δn(Re z−x)|z1+αn | + Cnε

|z1+αn |
|z|1+an

≤

CBne
δnx+|cn|π/2e−δnRe z|z|1+an + Cnεe

|cn|π/2.

Mivel a szóban forgó z helyeken

e−δnRe z|z|1+an → 0 (z → ∞),

ezért mindez a Watson-lemma bizonýıtását jelenti.

iii) Azt láttuk be, hogy ha f ∈ DL és f(t) ∼ Atα ((0,+∞) ∋ t → 0) valamilyen
A, α ∈ C, Reα > −1 komplex számokkal, akkor tetszőleges 0 < τ < π/2 mellett

(∗) Lf(z) ∼ A
Γ(α+ 1)

zα+1
(0 6= z → ∞, | arg z| < π/2 − τ).

Az α := 0 esetben az f -re tett feltétel azt jelenti, hogy f ∈ DL és létezik a (véges)
A := limt→0 f(t) határérték. Ekkor tehát

Lf(z) ∼ A

z
(0 6= z → ∞, | arg z| < π/2 − τ),
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azaz zLf(z) → A (0 6= z → ∞, | arg z| < π/2 − τ). Megjegyezzük, hogy
(∗)-ból a Watson-lemma is egyszerűen következik. Ui. (az ottani jelölésekkel és
feltételekkel)

fn(t) ∼ bn+1t
αn+1 (0 < t→ 0, n ∈ N),

azaz (∗) szerint 0 6= z → ∞, | arg z| < π/2 − τ esetén

Lfn(z) = Lf(z) −
n∑

k=0

bkΓ(αk + 1)

zαk+1
∼ bn+1Γ(αn+1 + 1)

zαn+1+1
.

iv) A iii) megjegyzésben megfogalmazott álĺıtás messzemenően általánośıtható.
Tegyük fel ui., hogy az f, g ∈ DL függvényekre az alábbiak teljesülnek:

1o van olyan T > 0, hogy g(t) 6= 0 és g folytonos t-ben (0 < t ≤ T ),

2o f(t) ∼ Ag(t) (0 < t→ 0) valamilyen A ∈ C konstanssal,

3o |g| ∈ DL és egy alkalmas x0 > 0 mellett {z ∈ C : Re z > x} ⊂ DLf ∩DL(|g|),

4o vannak olyan pozit́ıv C, x1, ill. 0 ≤ τ < π/2 állandók, amelyekkel

L(|g|)(x) ≤ C|Lg(z)| (z ∈ C, | arg z| ≤ τ, Re z = x > x1).

Ekkor Lf(z) ∼ ALg(z) (z → ∞, | arg z| < π/2 − τ).

Nem nehéz megmutatni (amit a fentiekben lényegében be is láttunk), hogy a
g(t) := tα (t > 0, α ∈ C, Reα > −1) függvény teljeśıti a 4o feltételt.

v) Az előbbi megjegyzés mintegy
”
tükörképeként” lássuk be, hogy ha

f : [0,+∞) → C (Lebesgue-)mérhető és f ∼ Atα ((0,+∞) ∋ t → +∞) va-
lamilyen A, α ∈ C, Reα > −1 komplex számokkal, akkor f ∈ DL, továbbá
{z ∈ C : Re z > 0} ⊂ DLf és tetszőleges 0 < τ < π/2 mellett

Lf(z) ∼ A
Γ(α+ 1)

zα+1
(0 6= z → 0, | arg z| < π/2 − τ).

Ti. az f -re tett feltétel miatt van olyan ε : [1,+∞) → C függvény, amelyre
limt→+∞ ε(t) = 0 és

f(t) = Atα + ε(t)tα (t ≥ 1).

Innen {z ∈ C : Re z > 0} ⊂ DLf már nyilván egyszerűen következik. Legyen
z ∈ C, Re z > 0 és válasszuk a T ≥ 1 számot tetszőlegesen. Ekkor
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Lf(z) =

∫ T

0

f(t)e−tzdt+

∫ +∞

T

(Atα + ε(t)tα)e−tzdt =

∫ T

0

(f(t) − Atα)e−tzdt+A

∫ +∞

0

tαe−tzdt+

∫ +∞

T

ε(t)tαe−tzdt =

A
Γ(α+ 1)

zα+1
+

∫ T

0

(f(t) − Atα)e−tzdt+

∫ +∞

T

ε(t)tαe−tzdt.

Legyen δ > 0 és T ≥ 1 olyan
”
nagy”, hogy |ε(t)| ≤ δ (t ≥ T ). Ha α = a + ıb

(a, b ∈ R), akkor

∣∣∣∣
∫ +∞

T

ε(t)tαe−tzdt

∣∣∣∣ ≤ δ

∫ +∞

0

tae−tRe zdt = δ
Γ(a+ 1)

(Re z)a+1

és

∣∣∣∣∣

∫ T

0

(f(t)− Atα)e−tzdt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ T

0

(|f(t)|+ |A|ta) dt =: K

(ahol tehát K egy, a z-től független konstans). Összefoglalva azt mondhatjuk,
hogy

∣∣∣∣Lf(z) − A
Γ(α+ 1)

zα+1

∣∣∣∣ ≤ K + δ
Γ(a+ 1)

(Re z)a+1
,

vagy ugyanez másképp kifejezve

∣∣∣∣
Lf(z)zα+1

Γ(α+ 1)
−A

∣∣∣∣ ≤ K
|zα+1|

|Γ(α+ 1)| + δ
Γ(a+ 1)

|Γ(α+ 1)|
|zα+1|

(Re z)a+1
.

Ha itt a z = |z|eıω (|ω| < π/2) alakot használjuk, akkor

|zα| = ea ln |z|−bω = |z|ae−bω

és

∣∣∣∣
Lf(z)zα+1

Γ(α+ 1)
− A

∣∣∣∣ ≤
K|z|a+1e−bω

|Γ(α+ 1)| + δ
Γ(a+ 1)

|Γ(α+ 1)|

( |z|
Re z

)a+1

e−bω.
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Mivel | arg z| = |ω| < τ < π/2, ezért

|z|
Re z

<
1

cos τ
, e−bω < e|b|τ .

Továbbá legyen a ρ > 0 szám olyan
”
kicsi”, hogy |z| < ρ esetén |z|a+1 < δ

teljesüljön (ilyen ρ van, mivel a > −1). Ekkor a fentiek szerint

∣∣∣∣
Lf(z)zα+1

Γ(α+ 1)
− A

∣∣∣∣ ≤ δ

(
Ke|b|τ

|Γ(α+ 1)| +
Γ(a+ 1)

|Γ(α+ 1)|
ebτ

(cos τ)a+1

)
,

ami azt jelenti, hogy

Lf(z)· zα+1

Γ(α+ 1)
→ A (0 6= z → 0, | arg z| < τ).

vi) Ha v)-ben α := 0-t ı́runk, akkor az f -re tett feltétel azzal ekvivalens, hogy létezik
az A := limt→+∞ f(t) (véges) határérték. Ekkor

Lf(z) ∼ A

z
(0 6= z → 0, |arg z| < π/2 − τ),

azaz, ha létezik a (véges) limt→+∞ f(t) határérték, akkor limx→0(xLf(x)) is
létezik és

lim
x→0

(xLf(x)) = lim
t→+∞

f(t).

A most mondottak nem
”
megford́ıthatók”, amint azt az alábbi példa mutatja:

f(t) := sin t (t ≥ 0). Ekkor (ld. 3.6.) Lf(z) = 1/(z2 + 1) (z ∈ C, Re z > 0),
azaz limx→0(xLf(x)) = 0. Ugyanakkor f -nek nincs határértéke a +∞-ben.

vii) A Watson-lemmában szereplő Lf(z) ∼ ∑∞
k=0 bkΓ(αk + 1)/zαk+1 formula jobb

oldalán álló összeg formálisan az L Laplace-operátornak az f ∼ ∑∞
k=0 bkt

αk

aszimptotikus kifejtés jobb oldalára való tagonkénti alkalmazásával adódik.
Hangsúlyozzuk, hogy ebben a megfogalmazásban pusztán formalizmusról van
szó: még f(t) =

∑∞
k=0 bkt

αk (t ≥ 0) esetén sem biztos, hogy Lf számı́tható

”
tagonként” az előbbi értelemben. Ennek az alátámasztására tekintsük ui. a

következő példát:

f(t) := e−t
2

=
∞∑

k=0

fk(t) :=
∞∑

k=0

(−1)k

k!
t2k (t ≥ 0).
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Világos, hogy bármely z ∈ C helyen az
∫ +∞
0

f(t)e−tz dt improprius integrál (ab-
szolút) konvergens, azaz DLf = C. Ugyanakkor (ld. fent) a

∞∑

k=0

Lfk(z) =
∞∑

k=0

(−1)k(2k)!

k!

1

z2k+1

sor bármely C ∋ z-re divergens.

4. A Laplace-transzformált tulajdonágai.

4.1. Tétel.

Tetszőleges f, g ∈ DL, α, β ∈ C esetén

i) L(αf + βg)(z) = αLf(z) + βLg(z) (z ∈ DLf ∩ DLg);
ii) L(expα f)(z) = Lf(z − α) (z − α ∈ DLf );
iii) ha van olyan T > 0, hogy f(t+ T ) = f(t) (t ≥ 0), akkor

(
1 − e−Tz

)
Lf(z) =

∫ T

0

f(t)e−tz dt (z ∈ DLf ).

Bizonýıtás. Az i) álĺıtás meglehetősen triviális. A ii) bizonýıtásához legyen z ∈ C
olyan, hogy z − α ∈ DLf , ekkor

L(expα f)(z) =

∫ +∞

0

eαtf(t)e−tz dt =

∫ +∞

0

f(t)e−t(z−α) dt = Lf(z − α).

Végül számoljuk ki a iii)-beli feltételek mellett Lf(z)-t (z ∈ DLf ) :

Lf(z) =

∫ +∞

0

f(t)e−tz dt = lim
n→+∞

∫ nT

0

f(t)e−tz dt.

Legyen 0 < n ∈ N, ekkor

∫ nT

0

f(t)e−tz dt =
n−1∑

k=0

∫ (k+1)T

kT

f(t)e−tz dt =
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n−1∑

k=0

∫ T

0

f(t+ kT )e−(t+kT )z dt =

∫ T

0

f(t)e−tz dt
n−1∑

k=0

e−kTz.

Ha
∫ T
0
f(t)e−tz dt = 0, akkor tehát Lf(z) = 0 és iii) nyilván igaz. Ha

∫ T
0
f(t)e−tz dt nem

nulla, akkor léteznie kell a limn→+∞
∑n−1
k=0 e

−kTz ∈ C határértéknek, azaz Re z > 0 és

limn→+∞
∑n−1
k=0 e

−kTz = 1
1 − e−Tz

, ill. iii) következik.

4.1. Megjegyzések.

i) Példaként legyen rendre f(t) := hn(t) = tn (n ∈ N, t ≥ 0), f := sω vagy f := cω
(0 6= ω ∈ R). Ekkor a 4.1. Tétel ii) álĺıtása (és 3. fejezet példái) szerint (közvetlen
számolással is könnyen ellenőrizhetően)

L(expα f)(z) =

∫ +∞

0

tneαte−tzdt =
n!

(z − α)n+1
(Re z > Reα),

L(expα sω)(z) =

∫ +∞

0

eαt sin(ωt)e−tzdt =
ω

ω2 + (z − α)2
(Re z > Reα),

L(expα cω)(z) =

∫ +∞

0

eαt cos(ωt)e−tzdt =
z − α

ω2 + (z − α)2
(Re z > Reα).

ii) A 4.1. Tétel iii) álĺıtását is illusztráljuk az alábbi (elemi úton is könnyen
kiszámolható) példával:

∫ 2π/ω

0

sin(ωt)e−tzdt =
ω(1 − e−2πz/ω)

ω2 + z2
(0 6= ω ∈ R, Re z > 0).

Valóban, ha az emĺıtett iii) álĺıtásban f := sω, akkor T helyébe ı́rható 2π/ω,
ezért az Lsω-ra vonatkozó formula (ld. 3.6.) alapján kapjuk a fenti öszefüggést.

iii) Az előbb bebizonýıtott 4.1. Tétel i) álĺıtása szerint a Laplace-transzformáció
addit́ıv az alábbi értelemben: ha valamilyen n ∈ N, x ∈ R és fk ∈ DL,
(k = 0, ..., n) esetén {ξ ∈ C : Re ξ > x} ⊂ DLfk

(k = 0, ..., n), akkor

L

(
n∑

k=0

fk

)
(z) =

n∑

k=0

Lfk(z) (z ∈ {ξ ∈ C : Re ξ > x}).
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Bizonyos megszoŕıtások mellett ez az additivitási tulajdonság igaz marad

”
végtelen összegekre” is. Nevezetesen, tegyük fel, hogy az fk ∈ Dexp

L (k ∈ N)
függvényekre a következő feltételek teljesülnek:

1o valamilyen x ∈ R
”
abszcisszával” léteznek a ρk :=

∫ +∞
0

|fk(t)|e−txdt < +∞
(k ∈ N) számok (azaz egyúttal a D := {z ∈ C : Re z ≥ x} zárt félśıkra igaz,
hogy D ⊂ DLfk

(k ∈ N)),

2o
∑∞
k=0 ρk < +∞.

Ekkor a
∑∞
k=0 fk(t) függvénysor m.m. t ≥ 0 esetén abszolút konvergens, az

f(t) :=
∑∞
k=0 fk(t) (m.m. t ≥ 0) függvényre pedig f ∈ DL, D ⊂ DLf és

Lf(z) =

∞∑

k=0

Lfk(z) (z ∈ D)

teljesül, ahol az Lf(z)-t meghatározó improprius integrál minden z ∈ D helyen
abszolút konvergens. (Megjegyezzük, hogy

|Lfk(z)| ≤
∫ +∞

0

|fk(t)|
∣∣e−tz

∣∣ dt =

∫ +∞

0

|fk(t)|e−tRe z dt ≤

∫ +∞

0

|fk(t)|e−tx dt = ρk (k ∈ N, z ∈ D)

miatt 2o-ből rögtön következik a
∑∞
k=0 Lfk sor abszolút és egyenletes konver-

genciája.)

A iii) megjegyzésünk igazolásához legyen Φ(t) :=
∑∞
k=0 e

−tx|fk(t)| (t ≥ 0) és
vegyük észre, hogy a Φ függvényre

∫ +∞

0

Φ(t) dt =

∞∑

k=0

∫ +∞

0

|fk(t)|e−tx dt =

∞∑

k=0

ρk < +∞,

azaz Φ ∈ L1[0,+∞). Ezért m.m. t ≥ 0 esetén
∑∞
k=0 |fk(t)|e−tx < +∞,

amiből ugyanez következik persze a
∑∞
k=0 |fk(t)| < +∞ sorra is. Ez azt je-

lenti, hogy a
∑∞
k=0 fk(t) végtelen sor m.m. 0 ≤ t-re abszolút konvergens. Legyen

f :=
∑∞
k=0 fk, ekkor f (Lebesgue-)mérhető és bármely b > 0 mellett egy alkalmas

Cb > 0 konstanssal

∫ b

0

|f(t)| dt ≤ Cb

∫ b

0

|f(t)|e−tx dt ≤ Cb

∫ +∞

0

|f(t)|e−tx dt ≤
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Cb

+∞∑

k=0

∫ +∞

0

|fk(t)|e−tx dt < +∞.

Más szóval f lokálisan integrálható és

∫ +∞

0

|f(t)|e−tx dt ≤
+∞∑

k=0

∫ +∞

0

|fk(t)|e−tx dt < +∞

alapján x ∈ DLf , ill. bármely z ∈ D helyen

∫ +∞

0

|f(t)e−tz|dt =

∫ +∞

0

|f(t)|e−tRe zdt ≤
∫ +∞

0

|f(t)|e−txdt < +∞.

Így D ⊂ DLf és az Lf(z)-t meghatározó improprius integrál abszolút konvergens.
Továbbá bármely 0 ≤ t-re és N ∋ n-re

|Φn(t)| :=

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

fk(t)e
−tz

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

k=0

fk(t)e
−tx = Φ(t),

tehát a Φn ∈ L1[0,+∞) (n ∈ N) sorozatnak van integrálható majoránsa. Ezért
az f(t)e−tz = limn→+∞ Φn(t) (t ≥ 0) egyenlőség és a Lebesgue-tétel szerint

Lf(z) =

∫ +∞

0

f(t)e−tzdt = lim
n→+∞

∫ +∞

0

Φn(t)e
−tzdt =

lim
n→+∞

∫ +∞

0

n∑

k=0

fk(t)e
−tzdt = lim

n→+∞

n∑

k=0

∫ +∞

0

fk(t)e
−tzdt =

∞∑

k=0

Lfk(z).

iv) Tekintsük pl. valamilyen 0 < λ0 < λ1 < ... kitevő-sorozat, ill. ak ∈ C (k ∈ N)
együttható-sorozat, ill. a ρ ≥ 0

”
küszöb” mellett a z ∈ C, |z| > ρ helyeken az

abszolút konvergens

F (z) :=
∞∑

k=0

ak
zλk

sor alakjában előálĺıtható F függvényt. Ekkor F = Lf, ahol
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f(t) :=
∞∑

k=0

ak
tλk−1

Γ(λk)
(t ≥ 0)

(ahol az utóbbi sor egyébként bármely 0 6= t ∈ C helyen abszolút konvergens).
Legyen ui.

fk(t) := ak
tλk−1

Γ(λk)
(k ∈ N, t ≥ 0).

Ekkor bármely x > ρ mellett

ρk :=

∫ +∞

0

|fk(t)|e−txdt =
|ak|

Γ(λk)

∫ +∞

0

tλk−1e−txdt =

|ak|
xΓ(λk)

∫ +∞

0

(t/x)λk−1e−tdt =
|ak|
xλk

< +∞ (k ∈ N),

ill. az F -et meghatározó sor feltételezett abszolút konvergenciája miatt

∞∑

k=0

ρk =
∞∑

k=0

|ak|
xλk

< +∞.

Alkalmazható tehát az előző iii) megjegyzés, ami (ld. 3.3.) az

Lhα(z) = Γ(α+ 1)/zα+1 (z ∈ R, Re z > 0)

(ahol hα(t) := tα (−1 < α ∈ R, t > 0)) egyenlőséget is figyelembe véve az
álĺıtásunk bizonýıtását jelenti.

v) Speciálisan legyen az előző megjegyzésben λk := k + 1 (k ∈ N) :

F (z) =
∞∑

k=0

ak
zk+1

(z ∈ C, |z| > ρ),

ahol ρ = lim supk→∞
k
√

|ak| és a szóban forgó sor abszolút konvergens
(ld. Cauchy-Hadamard-tétel). Ekkor iv) szerint az

(∗) f(t) :=
∞∑

k=0

ak
k!
tk (t ≥ 0)
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függvénnyel Lf = F. Világos, hogy bármely ε > 0 esetén van olyan N ∈ N,
amellyel |ak| < (ρ + ε)k teljesül minden N ≤ k ∈ N mellett, következésképpen
egy alkalmas C > 0 konstanssal |ak| < C(ρ+ ε)k (k ∈ N). Ezért

|f(t)| ≤ C

∞∑

k=0

(ρ+ ε)k

k!
tk = Ceγt (t ≥ 0)

(a γ := ρ+ ε paraméterrel). Tehát ρ ≤ γ és (ld. 1. pont i) megjegyzés) f ∈ Dγ
L.

Nyilvánvaló, hogy az f függvényt definiáló előbbi végtelen sor nem csupán t ≥ 0,
hanem tetszőleges t = z ∈ C helyen abszolút konvergens. Ebben az értelemben
tehát f egy egész függvény, amelyre |f(z)| ≤ Ceγ|z| (z ∈ C) teljesül. Mind-
ez meg is

”
ford́ıtható”: tegyük fel ui., hogy az f : C → C egész függvény a

most mondott értelemben exponenciális t́ıpusú, azaz alkalmas C > 0, γ > 0
paraméterekkel |f(z)| ≤ Ceγ|z| (z ∈ C). Ekkor az f függvény (0-körüli) Taylor-
sorát (∗) alakban ı́rva fel az együtthatóira a következőt kapjuk:

ak
k!

=
1

2πı

∫

ϕr

f(z)

zk+1
dz (k ∈ N),

ahol r > 0 és ϕ(τ) := eırτ (τ ∈ [0, 2π]). Innen az Mr := max|z|=r |f(z)| jelöléssel
azonnal következik az alábbi becslés:

|ak|
k!

≤ Mr

rk
≤ C

eγr

rk
(k ∈ N).

Ha itt r := k/γ, akkor

k
√

|ak| ≤
γ· e
k

k
√
Ck! (k ∈ N).

Az ismert limk→∞(
k
√
Ck!/k) = 1/e összefüggés alapján ebből

ρ = lim sup
k→∞

k
√
|ak| ≤ γ < +∞

adódik.

vi) A 3.1. v) megjegyzésre és a 4.1. Tétel ii) álĺıtására hivatkozva fennáll a
következő aszimptotikus közeĺıtés: ha f : [0,+∞) → C (Lebesgue-)mérhető és
f ∼ Aeξttα ((0,+∞) ∋ t → +∞) valamilyen A, ξ, α ∈ C, Reα > −1 komplex
számokkal, akkor f ∈ DL, továbbá {z ∈ C : Re z > Re ξ} ⊂ DLf és tetszőleges
0 < τ < π/2 mellett
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Lf(z) ∼ A
Γ(α+ 1)

(z − ξ)α+1
(0 6= z → 0, | arg (z − ξ)| < π/2 − τ).

4.2. Tétel.

Legyen valamely f ∈ DL és a > 0, b ≥ 0 esetén

δaf(t) := f(at) , ∆bf(t) := f(t+ b) (t ≥ 0),

ill.

τbf(t) :=






f(t− b) (t ≥ b)

0 (0 ≤ t < b).

Ekkor

i) L(τbf)(z) = e−bzLf(z) (z ∈ DLf );

ii) L(δaf)(z) = 1
aLf(z/a) (z/a ∈ DLf );

iii) L(∆bf)(z) = ebz
(
Lf(z) −

∫ b
0
f(t)e−tzdt

)
(z ∈ DLf ).

Bizonýıtás. i) Legyen z ∈ DLf , ekkor

L(τbf)(z) =

∫ +∞

0

f(t− b)e−tz dt = lim
c→+∞

∫ c

0

f(t− b)e−tz dt =

lim
c→+∞

∫ c−b

0

f(t)e−(t+b)z dt =

e−bz lim
c→+∞

∫ c−b

0

f(t)e−tz dt = e−bz
∫ +∞

0

f(t)e−tz dt = e−bzLf(z).

ii) Hasonlóan, ha z ∈ C és z/a ∈ DLf , akkor

L(δaf)(z) = lim
c→+∞

∫ c

0

f(at)e−tz dt = lim
c→+∞

∫ ac

0

f(t)e−tz/a
1

a
dt =

1

a

∫ +∞

0

f(t)e−tz/a dt =
1

a
Lf(z/a).
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iii) Végül

L(∆bf)(z) =

∫ +∞

0

f(t+ b)e−tzdt = lim
c→+∞

∫ c

0

f(t+ b)e−tzdt =

lim
c→+∞

∫ b+c

b

f(t)e−(t−b)zdt = ebz lim
c→+∞

(∫ b+c

0

f(t)e−tzdt−
∫ b

0

f(t)e−tzdt

)
=

ebz

(
Lf(z) −

∫ b

0

f(t)e−tzdt

)
.

4.2. Megjegyzések.

i) Ha tehát f ∈ DL, a > 0, b ≥ 0 és

f̃(t) :=






f(at− b) (t ≥ b/a)

0 (0 ≤ t < b/a),

akkor Lf̃(z) = 1
ae

−bz/aLf(z/a) (z/a ∈ DLf ). Mindez másképp kifejezve: az
F := Lf választással legyen

f∗(t) := e−bt/af(t/a) (t ≥ 0),

ekkor F (az + b) = 1
aLf∗(z) (az + b ∈ DF ).

ii) Legyen pl. a ∈ C és fa(t) := eat (t ≥ 0). Ekkor bármely z ∈ C és b > 0 esetén

∫ b

0

fa(t)e
−tz dt =

∫ b

0

e(a−z)t dt =





b (a = z)

e(a−z)b − 1
a− z (a 6= z).

Innen világos, hogy limb→+∞
∫ b
0
fa(t)e

−tz dt ∈ C azzal ekvivalens, hogy

Re (a− z) < 0, azaz Re z >Re a és ekkor Lfa(z) = 1
z − a.

iii) Nyilvánvaló, hogy az előző megjegyzésbeli fa függvényre fa = δa exp = δaf1. Itt
(ld. ii))

L exp(z) = Lf1(z) =
1

z − 1
(z ∈ C, Re z > 1),
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ezért a 4.2. Tétel alapján

Lfa(z) = L exp(z/a) =

1

a

1

z/a− 1
=

1

z − a
(z ∈ C, Re (z/a) > 1 ⇐⇒ Re z > Re a).

iv) Legyen most valamely a ∈ C esetén ga(t) := teat (t ≥ 0). Ekkor azt mondhatjuk,
hogy ga = h expa, ahol h(t) := t (t ≥ 0). Mivel (ld. 3.3.) Lh(z) = 1/z2 (z ∈ C,
Re z > 0), ezért a 4.1. Tétel alapján

Lga(z) = Lh(z − a) =
1

(z − a)2
(z ∈ C, Re (z − a) > 0 ⇐⇒ Re z > Re a),

amiről közvetlen számolással is könnyen meggyőződhetünk: tetszőleges b > 0
mellett

∫ b

0

ga(t)e
−tz dt =

∫ b

0

tet(a−z) dt =






b2/2 (a = z)

beb(a−z)
a− z − eb(a−z)

(z − a)2
+ 1

(z − a)2
(a 6= z).

Tehát

lim
b→+∞

∫ b

0

ga(t)e
−tz dt ∈ C ⇐⇒ lim

b→+∞

beb(a−z)

a− z
=

lim
b→+∞

eb(a−z)

(a− z)2
= 0 ⇐⇒ Re z > Re a

és ekkor limb→+∞
∫ b
0
ga(t)e

−tz dt = Lga(z) = 1/(z − a)2.
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4.3. Tétel.

Bármely f ∈ DL, z ∈ C, Re z > qf esetén Lf ∈ D∞{z} és

(Lf)
(n)

(z) = (−1)nL(hnf)(z) = (−1)n
∫ +∞

0

tnf(t)e−tz dt (n ∈ N).

Bizonýıtás. 1o Teljes indukcióra hivatkozva elegendő az n = 1 esetet igazolni,
nevezetesen, hogy Lf ∈ D{z} és (Lf)

′
(z) = −L(h1f)(z) = −

∫ +∞
0

tf(t)e−tz dt.

2o Azt kell tehát megmutatnunk, hogy

lim
h→0

Lf(z + h) − Lf(z)

h
= −

∫ +∞

0

tf(t)e−tz dt.

Legyen ehhez z0 ∈ C, Re z0 > qf és ϕ(t) :=
∫ t
0
f(x)e−xz0 dx (t ≥ 0). A 2.1. Tétel

bizonýıtásában mondottak szerint ϕ korlátos, [0, b]-n (b > 0) abszolút folytonos függvény,
ill. z, h ∈ C, Re (z + h) > Re z0 és Re z > Re z0 esetén

Lf(z + h) = (z + h− z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z+h−z0) dt,

Lf(z) = (z − z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0) dt.

Mivel Re z > qf , ezért z0 megválasztható úgy, hogy a Re z0 > qf feltétel is teljesüljön.
Következésképpen, ha |h|

”
elég kicsi”, akkor Re (z + h) > Re z0 is igaz. Ha még h 6= 0,

akkor

Lf(z + h) − Lf(z)

h
=

1

h

(
(z + h− z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z+h−z0) dt− (z − z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0) dt

)
=

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0)e−th dt+ (z − z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0)

(
e−th − 1

h

)
dt =

[∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0)(e−th − 1) dt+ (z − z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0)

(
e−th − 1

h
+ t

)
dt

]
+
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[∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0) dt− (z − z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)te−t(z−z0) dt

]
=: Ah(z) +B(z).

3o Belátjuk, hogy

(a) Ah(z) → 0 (h→ 0),

(b) B(z) = −
∫ +∞
0

tf(t)e−tz dt.

Az (a) álĺıtás igazolásához vegyük észre, hogy t ≥ 0 esetén

|e−th − 1| =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

(−th)n
n!

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

(t|h|)n
n!

= t|h|
∞∑

n=1

(t|h|)n−1

n!
≤

t|h|
∞∑

n=1

(t|h|)n−1

(n− 1)!
= t|h|et|h|,

ill.

∣∣∣∣
e−th − 1

h
+ t

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

(−t)nhn−1

n!
+ t

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∞∑

n=2

(−t)nhn−1

n!

∣∣∣∣∣ ≤

∞∑

n=2

tn|h|n−1

n!
= t2|h|

∞∑

n=2

tn−2|h|n−2

n!
≤ t2|h|et|h|.

Innen azt kapjuk, hogy ha K ∈ R és |ϕ(t)| ≤ K (t ≥ 0), akkor

|Ah(z)| ≤ K

∫ +∞

0

∣∣∣e−t(z−z0)
∣∣∣ t|h|et|h| dt+K|z − z0|

∫ +∞

0

∣∣∣e−t(z−z0)
∣∣∣ t2|h|et|h| dt =

K|h|
∫ +∞

0

te−t( Re z−Re z0−|h|) dt+K|z − z0||h|
∫ +∞

0

t2e−t( Re z−Re z0−|h|)dt.

Bevezetve az x := Re z − Re z0
2 jelölést és feltéve, hogy az eddigieken túl még |h| < x is

igaz, a következőket mondhatjuk:

∫ +∞

0

te−t( Re z−Re z0−|h|) dt ≤
∫ +∞

0

te−tx dt =: α < +∞,



4. A Laplace-transzformált tulajdonágai 45

ill.

∫ +∞

0

t2e−t( Re z−Re z0−|h|) dt ≤
∫ +∞

0

t2e−tx dt =: β < +∞,

azaz

|Ah(z)| ≤ Kα|h| +Kβ|z − z0||h| → 0 (h→ 0).

A (b) egyenlőtlenséghez integráljunk parciálisan:

−(z − z0)

∫ +∞

0

ϕ(t)te−t(z−z0) dt =

lim
b→+∞

([
ϕ(t)te−t(z−z0)

]b
0

)
−
∫ +∞

0

(ϕ(t)t)′e−t(z−z0) dt =

−
∫ +∞

0

(
ϕ(t) + tf(t)e−tz0

)
e−t(z−z0) dt =

−
∫ +∞

0

ϕ(t)e−t(z−z0) dt−
∫ +∞

0

tf(t)e−tz dt,

azaz B(z) = −
∫ +∞
0

tf(t)e−t(z−z0) dt.

4.3. Megjegyzés.

Ha tehát Φ(t, z) := f(t)e−tz (t ≥ 0, z ∈ C, Re z > qf ), akkor Lf(z) =∫ +∞
0

Φ(t, z) dt és

(Lf)(n)(z) =

∫ +∞

0

∂nΦ(t, z)

∂zn
dt (n ∈ N, z ∈ C, Re z > qf ).

Formálisan szólva
”
szabad az integráljel mögött deriválni”.
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4.4. Tétel.

Legyen f : [0,+∞) → R, n ∈ N, f ∈ Dn és tegyük fel, hogy f (n) ∈ DL. Ekkor
f (k) ∈ DL (k = 0, ..., n− 1) és

Lf (n)(z) = znLf(z) −
n−1∑

k=0

f (k)(0)zn−k−1 (z ∈ C, Re z > max{0, qf (n)}).

Bizonýıtás. 1o Teljes indukcióra hivatkozva csak az n = 1 esettel kell foglalkoznunk.
Azt kell belátnunk, hogy ha f ′ ∈ DL, akkor f ∈ DL és

Lf ′(z) = zLf(z) − f(0) (z ∈ C, Re z > max{0, qf ′}).

2o Legyen b > 0, ekkor parciálisan integrálva

∫ b

0

f ′(t)e−tz dt = f(b)e−bz − f(0) + z

∫ b

0

f(t)e−tz dt.

Elég tehát azt megmutatni, hogy limb→+∞ f(b)e−bz = 0.

3o Legyen ehhez 0 < c < Re z olyan, hogy c > qf ′ . (Mivel Re z > qf ′ és Re z > 0,
ezért ilyen c nyilván van.) Ha g(x) :=

∫ x
0
f(t)e−tc dt (x ≥ 0), akkor először is mutassuk

meg, hogy létezik a limx→+∞ g(x) = Lf(c) hatérték és

Lf(c) = lim
x→+∞

g(x) =
1

c
(f(0) + Lf ′(c)) .

Mivel

lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

ecxg(x)

ecx
,

ezért a L’Hospital-szabály alapján

lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

ecxg(x)

ecx
= lim
x→+∞

(ecxg(x))
′

(ecx)
′ = lim

x→+∞
cecxg(x) + ecxf(x)e−cx

cecx
=

lim
x→+∞

(
1

c

(∫ x

0

f(t)ce−tc dt+ f(x)e−cx
))

=
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lim
x→+∞

(
1

c

([
−f(t)e−tc

]x
0

+

∫ x

0

f ′(t)e−tc dt+ f(x)e−cx
))

=

lim
x→+∞

(
1

c

(
f(0) +

∫ x

0

f ′(t)e−tc dt

))
=

1

c
(f(0) + Lf ′(c)) ∈ C.

Tehát minden c > max{0, qf ′} mellett létezik Lf(c), ezért egyúttal bármely z ∈ C,
Re z > c, azaz tetszőleges z ∈ C, Re z > max{0, qf ′} esetén is létezik Lf(z). Továbbá

f(0) + Lf ′(c)

c
= lim

x→+∞
g(x) = lim

x→+∞

([
−f(t)e−tc

c

]x

0

+
1

c

∫ x

0

f ′(t)e−tc dt

)
=

lim
x→+∞

(
f(0) − f(x)e−cx

c
+

1

c

∫ x

0

f ′(t)e−tc dt

)
.

Mivel

lim
x→+∞

1

c

∫ x

0

f ′(t)e−tc dt =
1

c
Lf ′(c),

ezért létezik a limx→+∞ f(x)e−cx = 0 határérték. Ez azt is jelenti, hogy bármely z ∈ C,
Re z > c esetén limx→+∞ f(x)e−zx = 0, azaz (ld. 2o) Lf ′(z) = zLf(z) − f(0).

4.4. Megjegyzések.

i) Analóg módon kapjuk az alábbi álĺıtást: ha f ∈ DL, Ψ(t) :=
∫ t
0
f(x) dx (t ≥ 0),

akkor Ψ ∈ DL és

LΨ(z) =
1

z
Lf(z) (z ∈ C, Re z > max{0, qf}).

Sőt, ha a 4.4. Tétel bizonýıtásában f helyébe Ψ-t ı́runk, akkor (a bizonýıtásban
szereplő egyéb jelölésekkel) a g(x) :=

∫ x
0

Ψ(t)e−tcdt (x ≥ 0) függvényre a

lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

ecxg(x)

ecx
= lim
x→+∞

ecxg′(x) + cecxg(x)

cecx
=

lim
x→+∞

(g(x) + g′(x)/c)
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egyenlőséghez jutunk. Mivel limx→+∞ g(x) = LΨ(c) ∈ C, ezért létezik a
limx→+∞ g′(x) = 0 határérték. Innen az is adódik, hogy a Ψ(z)-t meghatározó∫ +∞
0

Ψ(t)e−tzdt integrál a z ∈ C, Re z > max{0, qf} helyeken abszolút konver-
gens.

ii) Ha f ∈ Dγ
L (ld.1. fejezet), f ∈ D és f ′ ∈ DL, akkor az Lf ′(z) = zLf(z) − f(0)

(z ∈ C, Re z > γ) egyenlőség egyszerűen megkapható:

Lf ′(z) =

∫ +∞

0

f ′(t)e−tz dt = lim
b→+∞

∫ b

0

f ′(t)e−tz dt =

lim
b→+∞

(
f(b)e−bz − f(0) + z

∫ b

0

f(t)e−tz dt

)
,

ahol (ld. 1. pont i) megjegyzés) b ≥ c esetén

∣∣f(b)e−tz
∣∣ ≤ Ke−b( Re z−γ) → 0 (b→ +∞).

Tehát

Lf ′(z) = −f(0) + z lim
b→+∞

∫ b

0

f(t)e−tz dt = zLf(z) − f(0).

iii) Ha ii)-ben az f ∈ Dγ
L függvényről f ∈ D helyett csak annyit teszünk fel, hogy

a t > 0 helyeken differenciálható és létezik az f(+0) := limt→+0 f(t) véges
határérték, akkor

∫ b

0

f ′(t)e−tz dt = lim
a→+0

∫ b

a

f ′(t)e−tz dt =

lim
a→+0

(
f(b)e−bz − f(a)e−az

)
= f(b)e−bz − f(+0)

miatt ii)-ben

Lf ′(z) = zLf(z) − f(+0) (z ∈ C, Re z > γ)

adódik.

iv) Tegyük fel, hogy iii)-ban f ′ ∈ Dγ
L is igaz. Ekkor (ld. 2.1 ii) megjegyzés) azt

kapjuk, hogy Re z → +∞ esetén Lf ′(z) → 0. Ezért (ld. iii))
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zLf(z) → f(+0) (Re z → +∞).

v) A iv)-beli eredmény f ′ ∈ L1[0,+∞) esetén egyszerűen adódik az integrálelmélet
klasszikus Lebesgue-tételéből. Ui.

∣∣f ′(t)e−tz
∣∣ = |f ′(t)|e−tRe z → 0 (t > 0, Re z → +∞)

és |f ′(t)e−tz | ≤ |f ′(t)| ((t ≥ 0, z ∈ C, Re z > 0) miatt most is

lim
Re z→+∞

Lf ′(z) = lim
Re z→+∞

∫ +∞

0

f ′(t)e−tz dt =

∫ +∞

0

lim
Re z→+∞

(
f ′(t)e−tz

)
dt = 0.

vi) Legyen f ∈ DL olyan, amelyre létezik az f(+∞) := limt→+∞ f(t) ∈ C véges
határérték. Ekkor tetszőleges z ∈ DLf , Re z > 0 helyen

zLf(z) − f(+∞) = z

∫ +∞

0

(f(t) − f(+∞))e−tz dt,

azaz minden b > 0 esetén

zLf(z) − f(+∞) = z

∫ b

0

(f(t) − f(+∞))e−tz dt+ z

∫ +∞

b

(f(t) − f(+∞))e−tz dt.

Legyen ε > 0 és az előbbi b olyan, hogy |f(t)− f(+∞)| < ε (t ≥ b), amikor is

|zLf(z) − f(+∞)| ≤ |z|
∫ b

0

|f(t)− f(+∞)| dt+ |z|ε
∫ +∞

b

e−tRe z dt =

|z|
∫ b

0

|f(t) − f(+∞)| dt+ |z|
Re z

εe−bRe z ≤ |z|
∫ b

0

|f(t) − f(+∞)| dt+ |z|
Re z

ε.

HaK ≥ 0 és CK := {z ∈ C : Re z > 0 , |Im z| ≤ K·Re z}, akkor bármely z ∈ CK

esetén

|zLf(z) − f(+∞)| ≤ |z|
∫ b

0

|f(t)− f(+∞)| dt+
√

1 +K2· ε.

Válasszuk a δ > 0 számot úgy, hogy δ·
∫ b
0
|f(t) − f(+∞)| dt ≤ ε, ekkor minden

z ∈ CK , |z| < δ mellett |zLf(z) − f(+∞)| ≤
(
1 +

√
1 +K2

)
· ε, azaz
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lim
CK∋z→0

(zLf(z)) = f(+∞).

vii) Tegyük fel, hogy vi)-ban f ∈ L1[0,+∞). Ekkor nyilván f(+∞) = 0. Továbbá

bármely z ∈ C, Re z ≥ 0 esetén |Lf(z)| ≤
∫ +∞
0

|f(t)| dt, azaz Lf korlátos a

{z ∈ C : Re z ≥ 0} félśıkon. Így limRe z≥0,z→0(zLf(z)) = 0 triviálisan teljesül.

viii) Ha g(z) := e−1/z (z ∈ C, Re z > 0), akkor

g(z) = e−Re z/|z|2eı Im z/|z|2 (z ∈ C, Re z > 0),

azaz bármely K ≥ 0, z ∈ CK esetén

|g(z)| ≤ e−Re z/|z|2 ≤ e−1/(K2+1)Re z,

tehát limCK∋z→0 g(z) = 0. Ugyanakkor az Im z =
√

1 − (Re z)2 (Re z > 0)
helyeken

g(z) = e−Re zeı
√

1−(Re z)2 → eı (z → 0),

azaz nem létezik a limz→0 g(z) határérték. (Mivel a 0 6= z 7→ G(z) := e−1/z

függvénynek az origóban lényeges szingularitása van, ezért a komplex függvény-
tanból jól ismert, a lényeges szingularitásokra vonatkozó Picard-tétel alapján
bármely r > 0 esetén a C \ {G(z) : z ∈ C, 0 < |z| < r} halmaz legfel-
jebb 1-elemű. Mindez most a komplex logaritmus seǵıtségével közvetlenül is
ellenőrizhető: {G(z) : z ∈ C, 0 < |z| < r} = C \ {0}.)

ix) Tegyük fel, hogy az f : [0,+∞) → C függvény differenciálható, f ′ ∈ DL és létezik
a vi)-beli véges f(+∞) határérték. Ekkor (ld. 4.4. Tétel) Lf ′(z) = zLf(z)−f(0)
(z ∈ C, Re z > 0), azaz

zLf(z) = f(0) +

∫ +∞

0

f ′(t)e−tz dt.

Ha itt f olyan, hogy

lim
Re z>0,z→0

∫ +∞

0

f ′(t)e−tz dt =

∫ +∞

0

lim
z→0

(
f ′(t)e−tz

)
dt =

∫ +∞

0

f ′(t) dt =

lim
b→+∞

∫ b

0

f ′(t) dt = lim
b→+∞

(f(b) − f(0)) = f(+∞) − f(0),
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akkor limRe z>0,z→0 (zLf(z)) = f(+∞).

x) Ha pl. ix)-ben K ≥ 0, γ > 0 és alkalmas c > 0 esetén |f ′(t)| ≤ Ke−γt (t ≥ c),
akkor

∣∣∣∣
∫ +∞

0

f ′(t)e−tz dt−
∫ +∞

0

f ′(t) dt

∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣
∫ c

0

f ′(t)
(
e−tz − 1

)
dt

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫ +∞

c

f ′(t)
(
e−tz − 1

)
dt

∣∣∣∣ ≤

∫ c

0

|f ′(t)|
∣∣e−tz − 1

∣∣ dt+K

∫ +∞

0

e−γt
∣∣e−tz − 1

∣∣ dt (z ∈ C, Re z > 0),

ahol (ld. a 4.3. Tétel 3o (a) bizonýıtása)

∣∣e−tz − 1
∣∣ =

∣∣∣∣∣

∞∑

n=1

(−tz)n
n!

∣∣∣∣∣ ≤ t|z|
∞∑

n=1

(t|z|)n−1

(n− 1)!
= t|z|et|z|.

Tehát az előbbiek szerint, ha még |z| < min{1, γ/2} is igaz, akkor

∣∣∣∣
∫ +∞

0

f ′(t)e−tz dt−
∫ +∞

0

f ′(t) dt

∣∣∣∣ ≤

|z|
∫ c

0

|f ′(t)|tet|z| dt+K|z|
∫ +∞

0

te−t(γ−|z|) dt ≤

|z|
∫ c

0

|f ′(t)|tet dt+K|z|
∫ +∞

0

te−t(γ−|z|) dt =

|z|
∫ c

0

|f ′(t)|tet dt+K|z| lim
b→+∞

∫ b

0

te−t(γ−|z|) dt =

|z|
∫ c

0

|f ′(t)|tet dt+
K|z|

(γ − |z|)2 ≤
(
A+

4K

γ2

)
|z| → 0 (|z| → 0)

(ahol A :=
∫ c
0
|f ′(t)|tet dt), ı́gy (ld. ix)) limRe z>0,z→0 (zLf(z)) = f(+∞).
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xi) Az előbbi megjegyzésbeli feltétel speciális esete annak, amikor f ′ ∈ L1[0,+∞).
Ekkor ui. f ′(t)e−tz → f ′(t) (z → 0, t ≥ 0), ill. ha még Re z > 0, akkor
|f ′(t)e−tz| ≤ |f ′(t)| (t ≥ 0). A Lebesgue-tételt alkalmazva azt mondhatjuk
tehát, hogy

lim
Re z>0,z→0

∫ +∞

0

f ′(t)e−tz dt =

∫ +∞

0

f ′(t) dt = f(+∞) − f(0),

ı́gy (ld. ix)) limRe z>0,z→0 (zLf(z)) = f(+∞).

5. Konvolúció.

Legyen f, g ∈ DL. Az

f ∗ g(x) :=

∫ x

0

f(t)g(x− t) dt (x ≥ 0)

függvényt f és g konvolúciójának nevezzük. Világos, hogy f ∗ g = g ∗ f. Speciálisan az
|f(t)| ≤ Keαt, |g(t)| ≤ Meβt (t ≥ 0) feltételeknek (alkalmas α 6= β ∈ R, K,M ≥ 0
paraméterekkel) eleget tevő f, g ∈ DL függvényekre

|f ∗ g(x)| ≤
∫ x

0

|f(t)||g(x− t)| dt ≤ KMeβx
∫ x

0

e(α−β)t dt =

KM

α− β

(
eαx − eβx

)
≤ KM

|α− β|e
γx (x ≥ 0),

ahol γ := max{α, β}.
Ha pl.

D∗
L := {h ∈ DL : h korlátos minden [a, b] ⊂ (0,+∞) intervallumon},

akkor belátható, hogy bármely f, g ∈ D∗
L esetén f ∗g ∈ D∗

L és f ∗g folytonos minden x > 0
helyen.

1o Pl. Tekintsük első példaként az

f(t) :=





0 (t = 0)

1√
t

(t > 0)
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függvényt. Világos, hogy f ∈ D∗
L, ill. f ∗ f(0) = 0 és x > 0 esetén

f ∗ f(x) =

∫ x

0

1√
t

1√
x− t

dt =

∫ 1

0

1√
xu

x√
x(1 − u)

du =

∫ 1

0

du√
u
√

1 − u
=

∫ π/2

0

2 sin y cos y√
sin2 y

√
1 − sin2 y

dy = π,

azaz

f ∗ f(x) =





0 (x = 0)

π (x > 0).

2o Pl. Legyen f(t) :=
√
t (t ≥ 0). Ekkor

f ∗ f(x) =

∫ x

0

√
t
√
x− t dt =

πx2

8
(x ≥ 0)

(ui. az integrandus grafikonja egy (x/2, 0) középpontú és x/2 sugarú félköŕıv a koor-
dinátaśık y ≥ 0 felében, ı́gy az integrál az illető félkör területe).

3o Pl. Ha g(t) := 1 (t ≥ 0), akkor bármely f ∈ DL esetén

f ∗ g(x) =

∫ x

0

f(t)g(x− t) dt =

∫ x

0

f (x ≥ 0),

ami nem más, mint az f függvény integrálfüggvénye.

A 4.4. i) megjegyzés szerint tehát (az ottani jelöléssel) az előbbi 3o példában f ∗g = Ψ,

azaz L(f ∗ g)(z) = LΨ(z) = 1
zLf(z) (z ∈ C,Re z > max{0, qf}). Mivel (ld. 3.1. példa)

Lg(z) = 1
z (z ∈ C,Re z > 0), ezért

L(f ∗ g)(z) = Lf(z)Lg(z) (z ∈ C, Re z > max{0, qf}).

A következő tételben az előbbi megjegyzésben szereplő eredmény általánośıtását fo-
galmazzuk meg.
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5.1. Tétel.

Tegyük fel, hogy f, g ∈ D∗
L és valamely s ∈ C esetén Lf, Lg abszolút konvergensek

s-ben (azaz
∫ +∞
0

|f(t)e−ts| dt,
∫+∞
0

|g(t)e−ts| dt ∈ R). Ekkor L(f ∗ g) is abszolút
konvergens s-ben és bármely z ∈ C, Re z ≥Re s esetén

(5.1) L(f ∗ g)(z) = Lf(z)Lg(z).

5.1. Megjegyzések.

i) A 2.1. vi) megjegyzés szerint tetszőleges z ∈ C, Re z ≥ Re s mellett Lf(z), Lg(z)
abszolút konvergensek és ı́gy konvergensek is.

ii) Legyen g(t) := 0 (t < 0), ekkor a szukcessźıv integrálásra vonatkozó Fubini-tétel,
ill. a helyetteśıtéses integrálás szabálya alapján

L(f ∗ g)(z) =

∫ +∞

0

f ∗ g(t)e−tz dt =

∫ +∞

0

(∫ +∞

0

f(τ)g(t− τ) dτ

)
e−tz dt =

∫ +∞

0

f(τ)e−τz
(∫ +∞

τ

g(t− τ)e−(t−τ)z dt

)
dτ =

(∫ +∞

0

f(τ)e−τz dτ

)(∫ +∞

0

g(t)e−tz dt

)
=

Lf(z)Lg(z) (z ∈ C, Re z ≥ Re s).

iii) Ha csak Lf (vagy Lg) abszolút konvergens s-ben és Lg (vagy Lf) csak konvergens
s-ben, akkor L(f ∗ g) is csak konvergens s-ben, (1) pedig z = s-re és z ∈ C,
Re z > Re s esetén teljesül.

iv) Például legyen f(t) :=
√
t, g(t) := πh2(t)/8 = πt2/8 (t ≥ 0), akkor a korábbi

példáink alapján a következőket mondhatjuk: f ∗ f = g, azaz
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(Lf(z))
2

= L(f ∗ f)(z) = Lg(z) =
π

8
Lh2(z) =

π

4z3
(z ∈ C, Re z > 0).

Ha itt 0 < z ∈ R, akkor 0 ≤
∫ +∞
0

√
te−tz dt = Lf(z) =

√
π

2
1

z
√
z
, ezért általában

is

Lf(z) =

√
π

2

1

z
√
z

(z ∈ C, Re z > 0),

ahol z = |z|eıα (|α| < π/2) esetén
√
z :=

√
|z|eıα/2.

v) Alkalmazzuk a fenti tételt az 1o-beli f függvényre. Ekkor (ld. 2.1. ix) megjegyzés,
ill. 3.1.) a z ∈ C, Re z > 0 helyeken (Lf)2(z) = L(f ∗ f)(z) = π/z, azaz
Lf(z) =

√
π/

√
z.

vi) Legyen 0 6= ω ∈ R és F (z) := ωz
(ω2 + z2)2

(z ∈ C, Re z > 0). Az sω, cω

függvényekre (ld. 3.6.)

sω ∗ cω(x) =

∫ x

0

sin (ωt) cos (ω(x− t)) dt =

cos (ωx)

2

∫ x

0

sin (2ωt) dt+ sin (ωx)

∫ x

0

sin2 (ωt) dt =

cos (ωx)

4
(1 − cos (2ωx)) +

sin (ωx)

2

∫ x

0

(1 − cos (2ωt)) dt =

cos (ωx)

4
(1 − cos (2ωx)) +

x sin (ωx)

2
− sin (ωx)

4
sin (2ωx) =

x sin (ωx)

2
+

cos (ωx)

4
(1 − cos (2ωx)) − 2 sin2 (ωx)

4
cos (ωx) =

x sin (ωx)

2
+

cos (ωx)

4
(1 − cos (2ωx))− 1 − cos (2ωx)

4
cos (ωx) =

x sin (ωx)

2
=: H(x) (x ≥ 0),

azaz LH = L(sω ∗ cω) = LsωLcω = F.
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6. Mellin-transzformáció.

Tegyük fel, hogy a folytonos g ∈ C → C függvényre valamely α ∈ R esetén teljesül a
{z ∈ C : Re z > α} ⊂ Dg feltétel. Ha x > α, b > 0 és ℓb(y) := x+ ıy (−b ≤ y ≤ b), akkor
legyen

∫ x+ı∞

x−ı∞
g(z) dz := lim

b→+∞

∫

ℓb

g(z) dz

(ahol
∫
ℓb
g(z) dz a g függvénynek az ℓb (iránýıtott) komplex útra (

”
szakaszra”) vett vo-

nalintegrálját jelenti), feltéve, hogy ez a határérték létezik és C-beli. Tehát (a vonalintegrál
defińıciója szerint)

∫ x+ı∞

x−ı∞
g(z) dz = lim

b→+∞

∫ b

−b
g(ℓb(y))ℓ

′
b(y) dy =

lim
b→+∞

∫ b

−b
ıg(x+ ıy) dy = ı(v.p.)

∫ +∞

−∞
g(x+ ıy) dy,

azaz

(v.p.)

∫ +∞

−∞
g(x+ ıy) dy =

1

ı

∫ x+ı∞

x−ı∞
g(z) dz,

ahol (v.p.)
∫+∞
−∞ ... := limb→+∞

∫ b
−b ... a szóban forgó

”
integrál” ún. Cauchy-féle főértéke

(valor principalis).

Adott f ∈ DL és x ∈ R, x > qf esetén tekintsük azt a Φx : R → C függvényt, amelyre

Φx(t) :=






0 (t < 0)

e−xtf(t) = fx(t) (t ≥ 0).

Ha Φx (Lebesgue-szerint) integrálható (azaz (ld. 1.1. viii) megjegyzés) f ∈ Dexp
L ), akkor a

Φ̂x Fourier-transzformáltjára a következőt kapjuk:

Φ̂x(y) =

∫ +∞

−∞
Φx(t)e

−ıyt dt =



6. Mellin-transzformáció 57

∫ +∞

0

f(t)e−(x+ıy)t dt = Lf(x+ ıy) = Lf(z) (y ∈ R, z := x+ ıy).

Ez a helyzet pl. akkor, ha f ∈ Dγ
L, amikor is léteznek olyan γ ∈ R és 0 ≤ K, c ∈ R

számok, amelyekkel |f(t)| ≤ Keγt (t ≥ c), azaz |Φx(t)| ≤ Ke(γ−x)t (t ≥ c) (ld. 1.1. i)
megjegyzés). Ebben az esetben ui. bármely x > γ mellett

∫ +∞

0

|Φx| ≤
∫ c

0

|Φx| +K

∫ +∞

c

e(γ−x)t dt < +∞,

azaz Φx integrálható.

Tegyük fel, hogy valamilyen t > 0 esetén Φx-re alkalmazható a Fourier-inverziós
formula, azaz

Φx(t) =
1

2π
(v.p.)

∫ +∞

−∞
Φ̂x(y)e

ıyt dy =
1

2π
(v.p.)

∫ +∞

−∞
eıyt

(∫ +∞

0

f(τ)e−(x+ıy)τ dτ

)
=

1

2π
(v.p.)

∫ +∞

−∞
eıytLf(x+ ıy) dy.

(Ha pl. Φ̂x is (Lebesgue-szerint) integrálható), akkor mindez majdnem minden t ≥ 0 helyen

teljesül és (v.p.)
∫+∞
−∞ ... helyett a

”
közönséges”

∫ +∞
−∞ ... (Lebesgue-) integrál ı́rható.) Ekkor

tehát f(t) = extΦx(t) = 1
2π (v.p.)

∫+∞
−∞ et(x+ıy)Lf(x+ ıy) dy, azaz a fenti formalizmussal

(6.1) f(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
etzLf(z) dz.

Pl. jól ismert a Fourier-transzformációval kapcsolatban, hogy ha t > 0 és van olyan
0 < δ < t, hogy a Φx függvény a (t−δ, t+δ) intervallumon korlátos változású és Φx folytonos
t-ben (ami most nyilván azzal ekvivalens, hogy az f függvény folytonos a t helyen), ak-
kor t-ben igaz a fenti inverziós formula. (Röviden felidézzük a korlátos változású függvény
fogalmát: akkor mondjuk, hogy egy kompakt [a, b] intervallumon értelmezett g : [a, b] → C
függvény korlátos változású, ha supτ

∑n
k=0 |g(tk+1) − g(tk)| < +∞, ahol a szuprémum az

[a, b] intervallum τ = {t0, ..., tn} (n ∈ N, t0 = a < t1 < ... < tn = b) felosztásaira
vonatkozik. Világos, hogy minden ilyen g függvény korlátos, ill. (egyszerű számolással
igazolhatóan) g-vel együtt a [a, b] ∋ t 7→ g(t)e−ts függvény is korlátos változású tetszőleges
s ∈ R esetén.) Ha tehát f ∈ Dexp

L és az f függvény egy t > 0 esetén valamilyen δ > 0
mellett a (t− δ, t+ δ) intervallumon korlátos változású és t-ben folytonos, akkor alkalmas
x

”
abszcisszával” fennáll a (∗) egyenlőség.
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6.1. Tétel.

Legyen F ∈ C → C, α ∈ R és D := {z ∈ C, Re z > α} ⊂ DF , F ∈ D{z}
(z ∈ D). Tegyük fel továbbá, hogy tetszőleges 0 < δ-ra a {z ∈ C, Re z ≥ α + δ}
zárt félśıkban lim|z|→+∞ F (z) = 0 és minden x ∈ R, x > α esetén az

∫ +∞

−∞
|F (x+ ıy)| dy

integrál véges. Ekkor bármely t ≥ 0 helyen az
∫ x+ı∞
x−ı∞ F (z)etz dz integrálok is

végesek és függetlenek α < x-től, az

(6.2) f(t) :=
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etz dz (t ≥ 0)

elő́ırással definiált f függvény DL-beli (ahol α < x tetszőleges) és Lf(z) = F (z)
(z ∈ C, Re z > α).

6.1. Megjegyzések.

i) Tehát azt ı́rhatjuk, hogy

f(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(z)etz dz (t ≥ 0).

Ez az egyenlőség az ún. Mellin-formula (Riemann (1859), Mellin (1902)). Érde-
mes kihangsúlyozni, hogy a fenti tételbeli feltételek csak elégségesek: nem nehéz
példát konstruálni olyan F -re, amelyre az

∫ +∞
−∞ |F (x+ ıy)| dy < +∞ feltétel nem

teljesül, de alkalmas f függvénnyel mégis F = Lf.

ii) A tételben szereplő
∫ x+ı∞
x−ı∞ F (z)etz dz integrálról a következőt mondhatjuk:

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etz dz = ı lim

b→+∞

∫ b

−b
F (x+ ıy)et(x+ıy) dy =

ıetx lim
b→+∞

∫ b

−b
F (x+ ıy)eıty dy.

Mivel

∫ b

−b
|F (x+ ıy)eıty| dy =

∫ b

−b
|F (x+ ıy| dy ≤

∫ +∞

−∞
|F (x+ ıy)| dy,
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azaz limb→+∞
∫ b
−b |F (x+ ıy)et(x+ıy)| dy ≤ etx

∫ +∞
−∞ |F (x+ ıy)| dy < +∞, ezért a

szóban forgó (
”
improprius”) integrál (abszolút) konvergens.

iii) Az
∫ x+ı∞
x−ı∞ F (z)etz dz integrál (α <)x-től való függetlensége egyszerűen belátható.

Legyen ui. α < u < x és valamely b > 0 mellett

sb(y) := u− ıb+ y(x− u) , s̃b(y) := x+ ıb+ y(u− x) (0 ≤ y ≤ 1),

ℓ̃b(y) := u− ıy (−b ≤ y ≤ b),

ill. jelöljük ϕ-vel az sb, ℓb, s̃b, ℓ̃b (komplex) utak egyeśıtését (geometriailag egy
téglalap kerülete pozit́ıv körüljárással). Ekkor a komplex függvénytanból jól is-
mert Cauchy-alaptétel miatt

0 =

∫

ϕ

F (z) dz =

∫

sb

F (z) dz +

∫

ℓb

F (z) dz +

∫

s̃b

F (z) dz +

∫

ℓ̃b

F (z) dz,

ahol az F -re tett feltételek alapján

lim
b→+∞

∫

sb

F (z) dz = lim
b→+∞

∫

s̃b

F (z) dz = 0,

ill.

lim
b→+∞

∫

lb

F (z) dz =

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etz dz

és

lim
b→+∞

∫

ℓ̃b

F (z) dz = −
∫ u+ı∞

u−ı∞
F (z)etz dz.

Mindebből
∫ x+ı∞
x−ı∞ F (z)etz dz =

∫ u+ı∞
u−ı∞ F (z)etz dz már nyilván következik.

iv) Ha a (Lebesgue-)mérhető g : [0,+∞) → C függvény a [0,+∞) intervallum majd-
nem minden pontjában nulla, akkor nyilván g ∈ DL és Lg(z) = 0 (z ∈ C). Ezért
tetszőleges h ∈ DL függvényre h+ g ∈ DL és L(h+ g) = Lh.

v) A fenti 6.1. Tétel megfogalmazása előtti
”
felvezetésben” szereplő f függvényről

azt tettük fel, hogy Dexp
L -beli. Más szóval tehát (ld. 2.1. vi) megjegyzés) azt,

hogy valamilyen z ∈ DLf helyen az Lf(z)-t meghatározó improprius integrál
abszolút konvergens. Induljunk ki most egy tetszőleges f ∈ DL függvényből.
Ekkor (ld. 4.4. i) megjegyzés) a Ψ(t) :=

∫ t
0
f(τ) dτ (t ≥ 0) integrálfüggvény

Laplace-transzformáltja minden z ∈ C, Re z > max{0, qf} helyen egy abszolút
konvergens improprius integrál és itt LΨ(z) = Lf(z)/z. Mivel az f függvény
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lokálisan integrálható, ezért az abszolút folytonos Ψ függvény minden kompakt
intervallumon korlátos változású. Következésképpen a most idézett, a 6.1. Tételt
bevezető fejtegetést Ψ-re alkalmazva azt kapjuk, hogy ha valamilyen 0 ≤ x0 ∈ R
helyen Lf(x0) létezik, akkor tetszőleges x > x0 esetén

∫ t

0

f(τ) dτ =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

Lf(z)

z
etzdz (t ≥ 0).

Innen a klasszikus, az integrálfüggvény differenciálhatóságáról szóló tétel értel-
mében aztán

f(t) = Ψ′(t) (m.m. t ≥ 0).

Megjegyezzük, hogy ha a fentiekben x0 < 0, akkor a következő látható be:
bármely x0 < x < 0 esetén

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

Lf(z)

z
etzdz = −Lf(0) +





∫ t
0
f(τ) dτ (t ≥ 0)

0 (t < 0).

vi) Nem nehéz meggondolni, hogy az előző 6.1. Tételben a Mellin-transzformációval
kapott f függvény folytonos. Valóban, a 6.1. Tételbeli (6.2) formula másképp
ı́rva ı́gy szól: ha G(y) := F (x+ ıy) (y ∈ R), akkor a 6.1. Tétel feltételei szerint
G ∈ L1(−∞,+∞) és

f(t) =
ext

2π

∫ +∞

−∞
F (x+ ıy)eıtydy =

ext

2π

∫ +∞

−∞
G(y)eıtydy =

ext

2π
Ĝ(−t) (t ≥ 0).

A Fourier-transzformáció elemi tulajdonságai szerint Ĝ (egyenletesen) folytonos
függvény, ezért az f függvény is folytonos.

vii) Legyen f, g ∈ Dγ
L (ld. 1.1. i) megjegyzés) és tegyük fel, hogy az F := Lf és

az F := Lg Laplace-transzformáltak teljeśıtik az előző tétel feltételeit (alkalmas
αf , αg paraméterekkel). Más szóval tehát a Mellin-formula szerint

f(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(z)etz dz (x > αf , t ≥ 0)
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g(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
Lg(z)etz dz (x > αg, t ≥ 0).

Ekkor az 5.1.
”
konvolúció-tétel” mintegy megford́ıtásaként

L(fg)(z) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(ξ)Lg(z − ξ) dξ (z ∈ C, Re z > αf + αg),

ahol x > max{αf , αg}.
Ui.

L(fg)(z) =

∫ +∞

0

f(t)g(t)e−tz dt =

1

2πı

∫ +∞

0

g(t)e−tz
(∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(ξ)etξ dξ

)
dt =

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(ξ)

(∫ +∞

0

g(t)e−t(z−ξ) dt

)
dξ =

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
Lf(ξ)Lg(z− ξ) dξ.

(Az
∫ +∞
0

(
. . .
∫ x+ı∞
x−ı∞ . . . dξ

)
dt =

∫ x+ı∞
x−ı∞ . . .

(∫ +∞
0

. . . dt
)
dξ integrálási sorrend

felcserélhetőségét a szóban forgó integrálok
”
egyenletes” konvergenciája biz-

tośıtja.)

viii) Mutassuk be a Mellin-transzformációról szóló 6.1. Tétel alkalmazását egy, a
gyakorlat szempontjából is fontos speciális esetben. Ennek a megfogalmazásához
tegyük fel, hogy valamilyen α ≥ 0 esetén az F : {z ∈ C : Re z > α} → C
függvény analitikus és alkalmas n ∈ N, c1, ..., cn ∈ C, ε > 0, 0 < a1, ..., an ≤ 1
paraméterekkel előálĺıtható a következő alakban:

F (z) =
n∑

k=1

ck
zak

+
H(z)

z1+ε
(z ∈ C, Re z > α),

ahol a H : {z ∈ C : Re z > α} → C függvény minden δ > 0 esetén korlátos a
{z ∈ C : Re z ≥ α+ δ} zárt félśıkban. Ekkor az α < x-től független
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f(t) :=
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etzdz (t ≥ 0)

függvényre f ∈ DL és Lf = F igaz.

Ti. könnyű belátni, hogy az

F1(z) := F (z) −
n∑

k=1

ck
zak

(z ∈ C, Re z > α)

függvényre teljesülnek a 6.1. Tétel feltételei. Következésképpen Lf1 = F1, ahol

f1(t) :=
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
F1(z)e

tzdz =

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
etz

(
F (z) −

n∑

k=1

ck
zak

)
dz (t ≥ 0).

Mivel itt x > 0, ezért a 6.1. Tétel alapján (ld. 3.3.)

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
etz

ck
zak

dz =
ckt

ak−1

Γ(ak)
(t ≥ 0, k = 1, ..., n).

Ez azt jelenti, hogy

f1(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etzdz −

n∑

k=1

ckt
ak−1

Γ(ak)
=:

f(t) −
n∑

k=1

ckt
ak−1

Γ(ak)
(t ≥ 0).

Innen viszont az következik, hogy tetszőleges z ∈ C, Re z > α helyen

F1(z) = Lf1(z) = Lf(z) −
n∑

k=1

ck
zak

= Lf(z) − (F (z) − F1(z)) ,

azaz valóban Lf = F.
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ix) A Laplace-transzformált analitikus tulajdonságaiból esetenként következtetni
tudunk a Mellin-transzformált aszimptotikus viselkedésére a végtelenben (ld. 3.
pont i) megjegyzés). Tegyük fel ehhez, hogy az F ∈ C → C függvény egy
a ∈ R esetén analitikus a {αk 6= z ∈ C : Re z ≤ a, k ∈ N} halmazon, ahol
a > Reα0 > Reα1 > ... és az F függvénynek pólusai vannak az αk-kban.
Legyen

F (z) =

mk∑

j=1

ckj
(z − αk)j

+ Fk(z) (z ∈ C, 0 < |z − αk| < rk)

az F függvény Laurant-sorfejtése az αk (k ∈ N) pont körül (alkalmas mk ∈ N,
ckj ∈ C (j = 1, ..., mk), ckmk

6= 0, rk > 0 paraméterekkel és az αk valamilyen
környezetében analitikus Fk függvénnyel). Tegyük fel továbbá, hogy van olyan
b ∈ R, amellyel az f : (b,+∞) → C függvény előálĺıtható

f(t) :=
1

2πı

∫ a+ı∞

a−ı∞
F (z)etzdz (t > b)

alakban (azaz a szóban forgó integrálok konvergensek). Feltesszük még, hogy
megadhatók a Reαk+1 < βk < Reαk (k ∈ N) feltételeknek eleget tevő βk
számok úgy, hogy minden k ∈ N esetén

1o lim|y|→+∞ F (x+ ıy) = 0 az x ∈ [βk, a] elemek szerint egyenletesen,

2o van olyan Ck ≥ 0 és bk ≥ b, hogy

∣∣∣∣(p.v.)
∫ +∞

−∞
F (βk + ıy)eıtydy

∣∣∣∣ ≤ Ckt
mk−1 (t ≥ bk).

Ekkor

f(t) ∼
∞∑

k=0

mk∑

j=1

ckjt
j−1

(j − 1)!
etαk (b < t→ +∞).

Legyen ui. n = 0, 1, ... és ω > 0 esetén ϕnω az a (az óramutató járásával
megegyező körüljárású) négyszögvonal (

”
téglalap”), amelynek a v́ızszintes oldalai

az {x± ıω ∈ C : βn ≤ x ≤ a} szakaszok (legyenek ezek l±ω ), a függőleges oldalai
pedig az lβn

ω := {βn + ıy : −ω ≤ y ≤ ω}, ill. az laω := {a + ıy : −ω ≤ y ≤ ω}
szakaszok. Feltesszük, hogy ω már olyan nagy, hogy a szóban forgó téglalap a
belsejében tartalmazza az α0, ..., αn pontokat. Ekkor bármely b < t-re
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1

2πı

∫

ϕkω

F (z)etzdz =

n∑

k=0

res αk
G,

ahol G(z) := F (z)etz (z ∈ DF ). Nem nehéz meggondolni, hogy a G függvény
αk-beli reziduuma a következő:

res αk
G =

mk∑

j=1

ckjt
j−1

(j − 1)!
etαk (k = 0, ..., n).

Nyilván

∫

ϕkω

F (z)etzdz =

∫

l−ω

F (z)etzdz+

∫

laω

F (z)etzdz−
∫

l+ω

F (z)etzdz−
∫

lβn
ω

F (z)etzdz.

Az 1o feltétel miatt könnyen adódik, hogy limω→+∞
∫
l±ω
F (z)etzdz = 0. Követke-

zésképpen (az ω → +∞ határátmenet után)

f(t) =
1

2πı

∫ βn+ı∞

βn−ı∞
F (z)etzdz +

n∑

k=0

mk∑

j=1

ckjt
j−1

(j − 1)!
etαk ,

ahol

∫ βn+ı∞

βn−ı∞
F (z)etzdz = ıetβn(p.v.)

∫ +∞

−∞
F (βn + ıy)eıtydy.

Így a 2o feltétel alapján

∣∣∣∣∣

∫ βn+ı∞

βn−ı∞
F (z)etzdz

∣∣∣∣∣ ≤ Cnt
mn−1etβn (t ≥ bn).

Az

Rn(t) :=

mn∑

j=1

cnjt
j−1

(j − 1)!
etαn =: Pn(t)t

mn−1etαn (0 < t ∈ R)

jelölésekkel limt→+∞ Pn(t) = cnmn
6= 0, ill. βn < Reαn miatt
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et(βn−Reαn)

|Pn(t)|
→ 0 (t→ +∞).

Ezért

∣∣∣∣∣∣
f(t) −

n∑

k=0

mk∑

j=1

ckjt
j−1

(j − 1)!
etαk

∣∣∣∣∣∣
· 1

|Rn(t)|
=

1

2π|Rn(t)|

∣∣∣∣∣

∫ βn+ı∞

βn−ı∞
F (z)eıtzdz

∣∣∣∣∣ ≤

Cn
et(βn−Reαn)

2π|Pn(t)|
→ 0 (t→ +∞).

Ez éppen azt jelenti, amit álĺıtottunk. Megjegyezzük, hogy a 2o feltétel teljesül,
ha pl. az (∗) (p.v.)

∫+∞
−∞ F (βk + ıy)eıtydy (k ∈ N) integrálok egyenletesen kon-

vergensek b < t-re nézve. Sőt, mivel a Riemann-Lebesgue-lemma szerint bármely
ω > 0 esetén

∫ ω

−ω
F (βn + ıy)eıtydy → 0 (t→ +∞),

ezért a most mondott (∗) feltétel alapján

(p.v.)

∫ +∞

−∞
F (βn + ıy)eıtydy → 0 (t→ +∞)

is rögtön következik. Ha ráadásul végesek az (∗∗)
∫ +∞
−∞ |F (βk + ıy)| dy < +∞

(k ∈ N) (Lebesgue-)integrálok, akkor a (∗) feltétel automatikusan teljesül. Persze,
a (∗∗) kikötés túl erős, még (∗)-hoz képest is, amint azt az alábbi példa mutatja:
F (z) := F (x+ ıy) := y−λ (x ∈ R, y > 0), ahol 0 < λ ≤ 1. Ekkor bármely u > 0
és 0 6= t ∈ R esetén (parciális integrálással)

∫ +∞

u

F (x+ ıy)eıtydy =

∫ +∞

u

y−λeıtydy =
ıeıtu

tuλ
+
λ

ıt

∫ +∞

u

y−λ−1eıtydy,

azaz a t ≥ b > 0 helyeken

∣∣∣∣
∫ +∞

u

F (x+ ıy)eıtydy

∣∣∣∣ ≤
1

buλ
+
λ

b

∫ +∞

u

y−λ−1dy =
2

buλ
→ 0 (u→ +∞).

Következésképpen az (p.v.)
∫+∞
−∞ F (x+ ıy)eıtydy (t ≥ b) integrálok egyenletesen

konvergensek. Ugyanakkor
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∫ +∞

−∞
|F (x+ ıy)| dy =

∫ +∞

−∞

dy

yλ
= +∞,

tehát a példabeli F -re (∗∗) nem igaz.

x) (Parseval-egyenlőség.) Tegyük fel, hogy a (Lebesgue-)mérhető f : [0,+∞) → C
függvényre valamilyen x0 ∈ R esetén

∫ +∞

0

|f(t)|2e−2tx0dt < +∞.

Ekkor nyilván

∫ +∞

0

|f(t)|2e−2txdt < +∞

is igaz tetszőleges x > x0 mellett. Mivel a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlőtlenség
szerint ekkor

(∫ +∞

0

|f(t)|e−txdt
)2

=

(∫ +∞

0

|f(t)|e−t(x−x0)e−tx0dt

)2

≤

(∫ +∞

0

e−2t(x−x0)dt

)(∫ +∞

0

|f(t)|2e−2tx0dt

)
< +∞,

ezért (ld. 1.1. viii) megjegyzés) fx ∈ L1[0,+∞) ∩ L2[0,+∞). Így f ∈ DL, ill.

Φx ∈ L2(−∞,+∞) és Lf(x+ ıy) = Φ̂x(y) (y ∈ R). A Fourier-transzformáltakra
vonatkozó Parseval-egyenlőség szerint

2π‖Φx‖2
2 = ‖Φ̂x‖2

2 =

∫ +∞

−∞
Φ̂x(y)Φ̂x(y) dy,

más szóval

(6.3)

∫ +∞

0

|f(t)|2e−2txdt =
1

2π

∫ +∞

−∞
|Lf(x+ ıy)|2dy.

Ha tehát
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κ := inf

{
x ∈ R :

∫ +∞

0

|f(t)|2e−2txdt < +∞
}
,

akkor bármely x > κ
”
abszcisszával” teljesül a (6.3) Parseval-egyenlőség.

xi) Analóg módon kapjuk (a Fourier-transzformáltakra vonatkozó általánośıtott
Parseval-egyenlőség alkalmazásával) az előbbi (6.3) formula alábbi kiterjesztését:
ha fk ∈ DL (k = 1, 2) és

∫ +∞

0

|fk(t)|e−txkdt < +∞ ,

∫ +∞

0

|fk(t)|2e−2txkdt < +∞

alkalmas x1, x2 ∈ R számokkal, akkor a zk := xk+ ıy (y ∈ R, k = 1, 2) jelöléssel

∫ +∞

0

f1(t)f2(t)e
−t(z1+z2)dt =

1

2π

∫ +∞

−∞
Lf1(x1 + ıy)Lf2(x2 + ıy) dy,

(ahol a (...) szimbólum most a komplex konjugálást jelenti). Világos, hogy
f := f1 = f2, x := z1 = z2 esetén visszakapjuk a (6.3) egyenlőséget.

xii) Írjunk xi)-ben z1 := z2 := 0-t, amikor is az ottani fk (k = 1, 2) függvényekre
fk ∈ L1[0,+∞) ∩ L2[0,+∞) és

∫ +∞

0

f1(t)f2(t)dt =
1

2π

∫ +∞

−∞
Lf1(ıy)Lf2(ıy) dy

adódik. Ha itt a bal oldal nulla, azaz f1, f2 ortogonálisak az L2[0,+∞) Hilbert-
térben, akkor ez utóbbi igaz az Fk(y) := Lfk(ıy) (y ∈ R, k = 1, 2) függvényekre
is az L2(−∞,+∞) Hilbert-térben (vagy másképp kifejezve az Lfk (k = 1, 2)
függvényekre az imaginárius tengelyen).

xiii) Tekintsük pl. a Pn (n ∈ N) Laguerre-polinomokat, azaz a gn(t) := e−ttn (t ≥ 0)
jelöléssel

Pn(t) :=
et

n!
g(n)
n (t) =

n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
tk

k!
(t ≥ 0).

Ekkor az ln(t) := e−t/2Pn(t) (n ∈ N, t ≥ 0) Laguerre-függvények orto-
gonális rendszert alkotnak az alábbi értelemben: ln ∈ L1[0,+∞) ∩ L2[0,+∞)
és tetszőleges m,n ∈ N, m 6= n esetén
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∫ +∞

0

ln(t)lm(t) dt =

∫ +∞

0

Pn(t)Pm(t)e−tdt = 0.

Ezért xii) szerint az Lln (n ∈ N) Laplace-transzformáltak rendszere is orto-
gonális:

∫ +∞

−∞
Lln(ıy)Llm(ıy) dy = 0 (m,n ∈ N, m 6= n),

ahol (könnyen ellenőrizhetően)

Lln(z) =
(z − 1/2)n

(z + 1/2)n+1
(Re z > −1/2, n ∈ N).

Tehát

∫ +∞

−∞

(ıy − 1/2)n

(ıy + 1/2)n+1

(ıy + 1/2)m

(1/2 − ıy)m+1
dy = 0 (m,n ∈ N, m 6= n).

xiv) (Komplex konvolúció (ld. vii).) Tegyük fel, hogy a Lebesgue-szerint mérhető
fk : [0,+∞) → R (k = 1, 2) függvényekre valamilyen sk ∈ R (k = 1, 2) esetén

(1o)

∫ +∞

0

|fk(t)|e−tskdt < +∞,

(2o)

∫ +∞

0

|fk(t)|2e−2tskdt < +∞.

Legyen tetszőleges z ∈ C, ill. s1 ≤ u ≤ Re z−s2, s2 ≤ v ≤ Re z−s1 választással
a xi)-beli egyenlőségben z1 := u és z2 := z − u. Ekkor a szóban forgó egyenlőség

bal oldala:
∫ +∞
0

f1(t)f2(t)e
−tzdt, a jobb oldala:

1

2π

∫ +∞

−∞
Lf1(u+ ıy)Lf2(z2 − ıy) dy =

1

2π

∫ +∞

−∞
Lf1(u+ ıy)Lf2(z − (u+ ıy)) dy =

1

2π

∫ u+∞

u−∞
Lf1(ξ)Lf2(z − ξ) dξ.

(Megjegyezzük, hogy az u-ra vonatkozó kikötés miatt Re z1 = u ≥ s1, továbbá
Re z2 = Re z − u ≥ s2. Ezért a xi)-beli feltételek teljesülnek az x1 := u,
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x2 := Re z−u választással.) Hasonló meggondolással kapjuk az utóbbi integrálra,
hogy az nem más, mint

1

2π

∫ v+∞

v−∞
Lf1(z − ξ)Lf2(ξ) dξ.

Azt mondhatjuk tehát, hogy minden z ∈ C, Re z ≥ s1 + s2 helyen létezik az
L(f1f2)(z) Laplace-transzformált és az a fenti komplex konvolúcióval számı́tható
ki:

L(f1f2)(z) =

∫ +∞

0

f1(t)f2(t)e
−tzdt =

1

2πı

∫ u+ı∞

u−ı∞
Lf1(ξ)Lf2(z − ξ) dξ =

1

2πı

∫ v+ı∞

v−ı∞
Lf1(z − ξ)Lf2(ξ) dξ.

Ha csak a 2o feltétel áll fenn, akkor a x)-ben mondottakat szem előtt tartva a
fentiek s1 < u < Re z − s2, s2 < v < Re z − s1, ill. z ∈ C, Re z > s1 + s2 esetén
teljesülnek.

7. A Mellin-formula alkalmazásai.

A Mellin-formula alkalmazását (
”
kiszámı́tását”) az alábbi példákkal illusztráljuk.

7.1. Legyen pl. F (z) := 1
1 + z2 (±ı 6= z ∈ C). Ekkor α := 0 megfelelő, ui. csak az

∫ +∞
−∞ |F (x + ıy)| dy < +∞ korlátosság ellenőrzése jelent feladatot: x > 0, a < −2, b > 2

esetén

∫ b

a

|F (x+ ıy)| dy =

∫ 2

−2

|F (x+ ıy)| dy +

∫ −2

a

|F (x+ ıy)| dy +

∫ b

2

|F (x+ ıy)| dy ≤

∫ 2

−2

|F (x+ ıy)| dy +

∫ −2

a

dy

|x+ ıy|2 +

∫ b

2

dy

|x+ ıy|2 ≤

∫ 2

−2

|F (x+ ıy)| dy +

∫ −2

a

dy

y2
+

∫ b

2

dy

y2
=
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∫ 2

−2

|F (x+ ıy)| dy +
1

2
+

1

a
− 1

b
+

1

2
,

azaz lima→−∞,b→+∞
∫ b
a
|F (x+ ıy)| dy ≤

∫ 2

−2
|F (x+ ıy)| dy + 1 < +∞.

A 6.1. Tétel szerint tehát van olyan f ∈ DL függvény, amelyre Lf(z) = 1
1 + z2

(z ∈ C, Re z > 0) és

f(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

1 + z2
dz (t ≥ 0),

ahol x > 0. Az utóbbi integrál kiszámı́tásához legyen b > 0 és tekintsük az alábbi ϕb
komplex utat:

(7.1) ϕb(u) :=





ℓb(u) (−b ≤ u ≤ b)

x+ beı(u−b+π/2) (b ≤ u ≤ b+ π).

(Tehát az ℓb által paraméterezett függőleges szakaszra, mint átmérőre egy félkört illesztet-
tünk a {z ∈ C : Re z ≤ x} félśıkban.) Ekkor a reziduum-tétel miatt rögźıtett t ≥ 0 és elég
nagy b mellett

∫

ϕb

etz

1 + z2
dz = 2πı

(
Resı

etz

1 + z2
+ Res−ı

etz

1 + z2

)
,

ahol

etz

1 + z2
=
etz

2ı

(
1

z − ı
− 1

z + ı

)
=
etı

2ı

et(z−ı)

z − ı
− e−tı

2ı

et(z+ı)

z − ı
=

etı

2ı

∞∑

k=0

(t(z − ı))k

k!

1

z − ı
− e−tı

2ı

∞∑

k=0

(t(z + ı))k

k!

1

z + ı

miatt Resı
etz

1 + z2 = etı

2ı és Res−ı
etz

1 + z2 = −e
−tı
2ı . Következésképpen

∫

ϕb

etz

1 + z2
dz = 2πı

(
etı

2ı
− e−tı

2ı

)
= 2πı sin t.
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Mivel a ϕb út az ℓb ”
szakasz” és a kb(u) := x + beı(u−b+π/2) (b ≤ u ≤ b + π) (fent

emĺıtett)
”
félköŕıv” egyeśıtése, ezért

2πı sin t =

∫

ϕb

etz

1 + z2
dz =

∫

ℓb

etz

1 + z2
dz +

∫

kb

etz

1 + z2
dz =: I1b + I2b.

Mutassuk meg, hogy limb→+∞ I2b = 0. Ui.

I2b =

∫ 3π/2

π/2

et(x+be
ıu)

1 + (x+ beıu)2
bıeıu du,

azaz elég nagy b-re

|I2b| ≤ betx
∫ 3π/2

π/2

|etbeıu |
|1 + (x+ beıu)2| du = betx

∫ 3π/2

π/2

etb cos u

|1 + (x+ beıu)2| du ≤

2betx
∫ 3π/2

π/2

etb cos u

|x+ beıu|2 du ≤ 2betx
∫ 3π/2

π/2

1

|x+ b cos u+ ıb sin u|2 du =

2betx
∫ 3π/2

π/2

du

(x+ b cos u)2 + (b sin u)2
=

2betx
∫ 3π/2

π/2

du

x2 + b2 + 2bx cos u
≤ 8πbetx

b2
→ 0 (b→ +∞).

A fentiek szerint tehát

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

1 + z2
dz = lim

b→+∞

∫

ℓb

etz

1 + z2
dz = lim

b→+∞
I1b = 2πı sin t,

ı́gy

f(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

1 + z2
dz = sin t (t ≥ 0)

(összhangban a 3.6. példában mondottakkal: f = s1 és Lf(z) = Ls1(z) = 1
1 + z2 (z ∈ C,

Re z > 0)).
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7.2. Hasonlóan kezelhető az F (z) := 1
z2 (0 6= z ∈ C) függvény Mellin-transzformáltja

is. Ui. könnyen ellenőrizhető, hogy az α := 0 választás most is lehetséges. Az

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

z2
dz (z ∈ C, Re z > 0)

integrált ugyanúgy számolhatjuk, mint az előbbi példában:

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

z2
dz = lim

b→+∞

(∫

ℓb

etz

z2
dz +

∫

kb

etz

z2
dz

)
=: lim

b→+∞
(I1b + I2b),

ahol most

∫

ϕb

etz

z2
dz = 2πıRes0

etz

z2
.

Mivel

Res0
etz

z2
= Res0

(
1

z2

∞∑

k=0

(tz)k

k!

)
= t,

ezért
∫
ϕb

etz

z2 dz = 2πıt.

Most is igaz, hogy limb→+∞ I2b = 0, ı́gy

f(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

z2
dz = t (t ≥ 0).

Ha 0 < n ∈ N és F (z) := 1
zn

(0 6= z ∈ C), akkor pedig az előző számolás a

következőképpen módosul: t ≥ 0, x > 0 esetén

Res0
etz

zn
= Res0

(
1

zn

∞∑

k=0

(tz)k

k!

)
=

tn−1

(n− 1)!
,

ill.

f(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

zn
dz =

tn−1

(n− 1)!

(ld. 3.2., 3.3. példák).
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7.3. Tekintsük valamely 0 6= ω ∈ R mellett a h(t) := t cos (ωt) (t ≥ 0) függvényt.

Ekkor (ld. 3.2., ill. 3.4.) h = gcω (ahol g(t) := t (t ≥ 0)) és Lg(z) = 1
z2 ,

Lcω(z) = z
ω2 + z2 (z ∈ C, Re z > 0). A 6.1. v) megjegyzés alapján

Lh(z) = L(gcω)(z) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

ξ

(ω2 + ξ2)(z − ξ)2
dξ (z ∈ C, Re z > 0).

Az itt szereplő
∫ x+ı∞
x−ı∞ . . . integrál kiszámı́tásához a korábbiakhoz hasonlóan az [x−ıb, x+ıb]

szakaszra, mint átmérőre illesszünk egy félkört a Re ξ ≥ x félśıkban. Válasszuk x-et úgy,
hogy a z hely elég nagy b-re már az előbb körüljárt félkörlemez belsejében legyen. Ekkor
ϕb-vel jelölve a félkörlemeznek (az óramutató járásával ellentétesen iránýıtott) határát a
Cauchy-formulából

∫ x+ı∞

x−ı∞

ξ

(ω2 + ξ2)(z − ξ)2
dξ = 2πı lim

b→+∞

∫

ϕb

ξ

(ω2 + ξ2)(z − ξ)2
dξ =

−2πı
d

dξ

(
ξ

ω2 + ξ2

)

|ξ=z
= −2πı

z2 − ω2

(ω2 + z2)2
.

Következésképpen

Lh(z) =
ω2 − z2

(ω2 + z2)2
(z ∈ C, Re z > 0).

A fenti példákban követett számolások speciális esetei az alábbi általános, a Mellin-
transzformáltban szereplő integrál meghatározására is alkalmazható technikáknak. Ehhez
szükségünk van (egy önmagában is érdekes) álĺıtásra:

7.1. Lemma (Jordan).

Tegyük fel, hogy az F ∈ C → C függvény valamilyen a ∈ R esetén a
{z ∈ C : Re z ≤ a} félśıkon legfeljebb véges sok pont kivételével differenciálható
és lim|z|→+∞ F (z) = 0. Ekkor bármely t > 0 mellett

lim
r→+∞

∫

γr

etzF (z) dz = 0,

ahol γr az [a − rı, a + rı] szakaszra, mint átmérőre illesztett félkör a
{z ∈ C : Re z ≤ a} félśıkban.
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Bizonýıtás. Legyen γr(x) := a + reıx (π/2 ≤ x ≤ 3π/2) az emĺıtett félkör egy
paraméterezése. A komplex vonalintegrál defińıciója alapján, ha r már

”
elég nagy”, akkor

a

µr := max{|F (γr(x))| : π/2 ≤ x ≤ 3π/2}
jelöléssel ∣∣∣∣

∫

γr

etzF (z) dz

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∫ 3π/2

π/2

etγr(x)F (ϕr(x))rıe
ıx dx

∣∣∣∣∣ ≤

rµr

∫ 3π/2

π/2

et(a+r cos x) dx = rµre
ta

∫ π

0

e−tr sin y dy = 2rµre
ta

∫ π/2

0

e−tr sin y dy.

A gyakran használt sin y ≥ 2y/π (0 ≤ y ≤ π/2) egyenlőtlenség alapján tehát

2rµre
ta

∫ π/2

0

e−tr sin y dy ≤ 2rµre
ta

∫ π/2

0

e−2try/π dy = 2rµre
ta π

2tr

(
1 − e−tr

)
.

Következésképpen

∣∣∣∣
∫

γr

etzF (z) dz

∣∣∣∣ ≤
πeta

t
µr.

Mivel a feltétel szerint µr → 0 (r → +∞), ezért a 7.1. Lemma álĺıtása már következik.

A most belátott lemma alapján könnyen igazolható az alábbi

7.1. Tétel.

Tegyük fel, hogy valamilyen a ∈ R esetén az F : {z ∈ C : Re z ≥ a} → C dif-
ferenciálható függvény analitikus kiterjesztése (amit szintén F -fel fogunk jelölni)
a {z ∈ C : Re z ≤ a} félśıkon eleget tesz a Jordan-lemma feltételeinek és F -nek
az {a + ıy ∈ C : y ∈ R} egyenesen nincs szingularitása. Ekkor bármely t > 0

szám mellett a H(z) := etzF (z) (z ∈ DF ) függvényre létezik az
∫ a+ı∞
a−ı∞ H(z) dz

integrál és

∫ a+ı∞

a−ı∞
H(z) dz = 2πı

n∑

k=1

resξk
H,

ahol resξk
H (k = 1, ..., n (∈ N)) jelenti a H függvény ξk-beli (Re ξk < a)

reziduumát.
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Bizonýıtás. Ha r > 0 és a Γr szimbólum jelenti a 7.1. Lemmabeli γr félkör és az
[a − ır, a + ır] szakasz egyeśıtését (pozit́ıv körüljárással), akkor (

”
elég nagy” r mellett) a

reziduum-tételből

∫

Γr

H(z) dz =

∫

γr

etzF (z) dz +

∫ a+ır

a−ır
etzF (z) dz = 2πı

n∑

k=1

resξk
H.

A 7.1. Lemma miatt itt limr→+∞
∫
γr
etzF (z) dz = 0, azaz

∫ a+ı∞

a−ı∞
H(z) dz = lim

r→+∞

∫ a+ır

a−ır
etzF (z) dz = 2πı

n∑

k=1

resξk
H.

7.1. Megjegyzések.

i) A 7.1. Lemmában szereplő {z ∈ C : Re z ≤ a} félśıkot kicserélve a
”
szimmetri-

kus” {z ∈ C : Re z ≥ a}-ra kapjuk a lemma álĺıtását 0 > t-re. (Ennek megfelelően
módośıtható az 7.1. Tétel is.) Így pl. könnyen belátható, hogy a 6.1. Tételben

szereplő
∫ x+ı∞
x−ı∞ F (z)etz dz integrál minden t < 0 mellett nulla. Ui. az [x−ır, x+ır]

szakaszra, mint átmérőre a {z ∈ C : Re z ≥ x} félśıkban félkört (γr) illesztve
γr-nek és a szakasznak az egyeśıtéseként kapott (az óramutató járásával el-
lentétesen iránýıtott) Γr zárt görbére (ld. Cauchy-tétel)

0 =

∫

Γr

F (z)etz dz =

∫

γr

F (z)etz dz −
∫ x+ır

x−ır
F (z)etzdz.

Következésképpen a 7.1. Lemma előbb megfogalmazott módośıtása alapján

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (z)etzdz = lim

r→+∞

∫ x+ır

x−ır
F (z)etzdz = lim

r→+∞

∫

γr

F (z)etzdz = 0.

Mutassuk meg továbbá, hogy (ld. 6.1. Tétel) az

f(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (ξ)etξdξ (t ≥ 0, x > α)

függvényre Lf(z) = F (z) (z ∈ C, Re z > α). Válasszuk ui. ilyen z mellett x-et
úgy, hogy α < x <Re z (már láttuk, hogy az f -et definiáló integrál nem függ
x-től). Ekkor
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∫ +∞

0

f(t)e−tzdt =
1

2πı

∫ +∞

0

e−tz
∫ x+ı∞

x−ı∞
F (ξ)etξdξ dt =

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
F (ξ)

∫ +∞

0

e−t(z−ξ)dt dξ

(ahol az integrálások felcserélhetőségét azok egyenletes konvergenciája biztośıtja).
Tehát

∫ +∞

0

f(t)e−tzdt =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

F (ξ)

z − ξ
dξ.

Legyen r > 0 olyan, hogy z a fent definiált Γr görbe belsejében van. Ekkor

∫

Γr

F (ξ)

z − ξ
dξ =

∫

γr

F (ξ)

z − ξ
dξ −

∫ x+ır

x−ır

F (ξ)

z − ξ
dξ,

ahol a Cauchy-féle előálĺıtási tétel miatt

∫

Γr

F (ξ)

z − ξ
dξ = −2πıF (z).

Ha ξ a γr félkör pontja, azaz |ξ − x| = r, akkor |z − ξ| ≥ r − |z − x|. Tehát
r ≥ 2|z−x| esetén |z− ξ| ≥ r/2. Ezért a ρr := max{|F (ξ)| : |ξ−x| = r} jelöléssel

∣∣∣∣
∫

γr

F (ξ)

z − ξ
dξ

∣∣∣∣ ≤ πrρr max{1/|z − ξ| : |ξ − x| = r} ≤ 2πρr → 0 (r → +∞).

Így

∫ x+ı∞

x−ı∞

F (ξ)

z − ξ
dξ = lim

r→+∞

∫ x+ır

x−ır

F (ξ)

z − ξ
dξ = 2πıF (z),

más szóval Lf(z) = F (z).

ii) Az i) megjegyzésben mondottakhoz hasonlóan a 7.1. Jordan-lemmában (ill. a
7.1. Tételben) a

”
függőleges” félśıkok kicserélhetők

”
v́ızszintes” félśıkokra,

amikor is a bizonýıtások analóg módon végezhetők. Például tegyük fel, hogy az
F : {z ∈ C : Im z ≥ 0} → C függvény véges sok hely kivételével differenciálható
és lim|z|→+∞ F (z) = 0. Ekkor tetszőleges t > 0 mellett
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lim
r→+∞

∫

∆r

eıtzF (z) dz = 0,

ahol ∆r a [−r, r] szakaszra, mint átmérőre illesztett félkör a {z ∈ C : Im z ≥ 0}
félśıkban.

Ennek megfelelően a fenti 7.1. Tétel alábbi változata igaz: tételezzük fel, hogy a
szóban forgó f : R → C függvénynek a {z ∈ C : Im z ≥ 0} félśıkra való analitikus
kiterjesztése eleget tesz a 7.1. Lemma előbbi módośıtásának és a kiterjesztett
függvénynek az R egyenesen nincs szingularitása. Ekkor bármely t > 0 esetén

∫ +∞

−∞
eıtxf(x) dx = 2πı

n∑

k=1

resξk
G,

ahol a ξk-k (k = 1, ..., n (∈ N)) a G(z) := eıtzF (z) (z ∈ DF ) függvény
szinguláris helyei a {z ∈ C : Im z ≥ 0} félśıkban.

iii) Példaként tekintsük az

I :=

∫ +∞

−∞

cos (ax)

x2 + b2
dx (a > 0, b > 0)

integrált. Az Euler-formula miatt

I = Re Ĩ := Re

(∫ +∞

−∞

eıax

x2 + b2
dx

)
.

Az itt szereplő integrandus analitikus kiterjesztése a
”
felső” félśıkra a

G(z) :=
eıaz

z2 + b2
(ıb 6= z ∈ C, Im z ≥ 0)

függvény, amelynek az egyetlen szinguláris helye: ξ := ıb. Ezért Ĩ = 2πı resξG,
ahol

G(z) = eıaz
1

(z + ıb)(z − ıb)
=
eıaz

2ıb

(
1

z − ıb
− 1

z + ıb

)
=

eıaz

2ıb(z − ıb)
− eıaz

2ıb(z + ıb)
(ıb 6= z ∈ C, Im z ≥ 0).
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A {z ∈ C : Im z > 0} ∋ z 7→ eıaz

2ıb(z + ıb)
függvény analitikus, ezért

resξG =
1

2ıb
eıaz|z=ıb

=
1

2ıb
e−ab.

Következésképpen

I = Re Ĩ = 2πı
1

2ıb
e−ab =

π

b
e−ab.

iv) Tekintsük most valamely ω 6= 0 paraméterrel az

F (z) :=
ω

z2 + ω2
(±ıω 6= z ∈ C)

függvényt (az ω = 1 speciális esetben ld. 7.1. példa). A most emĺıtett példával
kapcsolatban mondottakhoz hasonlóan kapjuk, hogy F -re alkalmazható a Mellin-
transzformáció. Mivel F nyilván egyúttal az

F̃ (z) :=
ω

z2 + ω2
(z ∈ C, Re z > 0)

függvény analitikus kiterjesztése és bármely a > 0 szám esetén teljesülnek a
7.1. Lemma feltételei, ezért (ld. 7.1. Tétel) minden 0 < t-re

∫ a+ı∞

a−ı∞
etzF (z) dz = 2πı(resıωH + res−ıωH),

ahol

H(z) := etzF (z) =
ωetz

z2 + ω2
=
etz

2ı

1

z − ıω
− etz

2ı

1

z + ıω
(z ∈ DF ).

Innen

resıωH =
1

2ı
etz|z=ıω

=
eıtω

2ı
, res−ıωH = − 1

2ı
etz|z=−ıω

= −e
−ıtω

2ı
,

azaz

1

2πı

∫ a+ı∞

a−ı∞
etzF (z) dz =

eıtω − e−ıtω

2ı
= sin (ωt) = sω(t).
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Tehát Lsω(z) = ω
z2 + ω2 (z ∈ C, Re z > 0) (ld. 3.6. példa). Az ω = 1 esetben

természetesen visszakaptuk a 7.1. eredményt.

v) Tegyük most fel, hogy az F ∈ C → C differenciálható függvényre F (z) → 0
(|z| → +∞) teljesül és alkalmas R > 0, cn ∈ C (n ∈ N) paraméterekkel

F (z) =
∞∑

n=1

cn
zn

(z ∈ C, |z| > R),

azaz F a ∞ egy megfelelő környezetében Laurent-sorba fejthető. Ekkor az

f(t) =
∞∑

n=0

cn+1

n!
tn (t ≥ 0)

utaśıtással értelmezett f függvény DL-beli és Lf(z) = F (z) (z ∈ C, Re z > R).

Ui. a cn (n ∈ N) Laurent-együtthatókra tetszőleges r > R mellett

cn =
1

2πı

∫

{|z|=r}
F (z)zn−1 dz (n ∈ N),

tehát |cn| ≤ Mrr
n−1 (n ∈ N), ahol Mr olyan, hogy |F (z)| ≤ Mr/r, hacsak

z ∈ C, |z| ≥ r. (Mivel F (z) → 0 (|z| → ∞), ezért ilyen Mr létezik.)
Következésképpen

∣∣∣∣∣

∞∑

n=0

cn+1

n!
tn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=0

|cn+1|
tn

n!
≤Mr

∞∑

n=0

(rt)n

n!
= Mre

rt (t ≥ 0),

ı́gy f ∈ Dr
L (ld. 1.1. ii) megjegyzés). Ezért bármely z ∈ C, Re z > r esetén

∣∣f(t)e−tz
∣∣ ≤Mre

−(Re z−r)t (t > 0).

Mivel a 0 < t 7→ e−(Re z−r)t függvény L1(0,+∞)-beli, ı́gy (ld. 3.3.)

∫ +∞

0

f(t)e−tz dt =
∞∑

n=0

cn+1

n!

∫ +∞

0

tne−tz dt =
∞∑

n=0

cn+1

zn+1
=

∞∑

n=0

cn
zn
,

tehát f ∈ DL és Lf(z) = F (z) (z ∈ C, Re z > R).



80 7. A Mellin-formula alkalmazásai

vi) Tekintsük a

Jn(t) :=

∞∑

k=0

(−1)k

k!(n+ k)!

(
t

2

)n+2k

(t ∈ R, n ∈ N)

(elsőfajú) Bessel-függvényeket. Ekkor egyszerű behelyetteśıtéssel ellenőrizhető,
hogy

t2J ′′
n (t) + tJ ′

n(t) + (t2 − n2)Jn(t) = 0 (t ∈ R, n ∈ N).

Az F (z) := 1√
z2 + 1

(±ı 6= z ∈ C) függvény (mint a valós 1 < x 7→ 1√
x2 + 1

függvény közvetlen analitikus kiterjesztése) a ∞ körül Laurent-sorba fejthető:

F (z) =
∞∑

n=1

cn
zn

:=
∞∑

k=0

(−1)k
(2k)!

22k(k!)2
1

z2k+1
(z ∈ C, |z| > 1)

(amiről a ξ := 1/z helyetteśıtés, ill. a ϕ(ξ) :=
ξ√
ξ2 + 1

, ψ(ξ) :=
√
ξ2 + 1

(ξ ∈ C, |ξ| < 1) jelölések, valamint a ψ függvény (0-körüli) Taylor-sorba fejtése
és a ϕ = ψ′ egyenlőség révén győződhetünk meg). Ezért a iv) megjegyzés szerint

az f(t) :=
∑∞
n=0

cn+1

n!
tn (t > 0) függvényre Lf(z) = F (z) (z ∈ C, Re z > 1).

Mivel

f(t) :=
∞∑

n=1

cn
(n− 1)!

tn−1 =
∞∑

k=0

c2k+1

(2k)!
t2k =

∞∑

k=0

(−1)k
t2k

22k(k!)2
=

∞∑

k=0

(−1)k

(k!)2

(
t

2

)2k

= J0(t) (t > 0),

ezért LJ0(z) = F (z) (z ∈ C, Re z > 1).

vii) Az LJ0(z) = 1√
z2 + 1

(z ∈ C, Re z > 1) egyenlőséghez a következőképpen is

eljuthatunk. A Laplace-transzformáció és a derivált kapcsolatáról szóló tételek
(ld. 4.3., ill. 4.4. Tétel) alapján

LJ ′
0(z) = zLJ0(z) − J0(z) = zLJ0(z) − 1,

LJ ′′
0 (z) = z2LJ0(z) − zJ0(z) − J ′

0(z) = z2LJ0(z) − z,
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ill.

L(hJ0)(z) = −(LJ0)
′(z) , L(hJ ′′

0 )(z) = −(LJ ′′
0 )′(z) = 2zLJ0(z)−z2(LJ0)

′(z)+1

(ahol h(t) := t (t ≥ 0)). Innen azt kapjuk, hogy

L(hJ ′′
0 + J ′

0 + hJ0)(z) = −(z2 + 1)(LJ0)
′(z) − zLJ0(z),

amiből meg az v)-beli differenciálegyenlet (n = 0 eset) alapján

(z2 + 1)(LJ0)
′(z) + zLJ0(z) = 0.

Tehát

(LJ0)
′(z)

LJ0(z)
= − z

z2 + 1
(z ∈ C, Re z > 1).

Ezért

log(LJ0(z)) = −1

2
log(z2 + 1) + c̃,

azaz LJ0(z) = c√
z2 + 1

, ahol a c := ec̃ konstanst a (ld. 4.4. iv) megjegyzés)

lim
x→+∞

(xLJ0(x)) = lim
x→+∞

cx√
x2 + 1

= c = lim
t→0

J0(t) = 1

egyenlőségből kapjuk: c = 1. Innen (a Bessel-függvények deriváltjaira vonatkozó
v)-beli összefüggést felhasználva) teljes indukcióval könnyen belátható, hogy

LJn(z) =

(√
z2 + 1 − z

)n
√
z2 + 1

(n ∈ N , z ∈ C, Re z > 1).

viii) A fentiek, ill. a 4.4. Tétel és 3.6. szerint

L(J0 ∗ J0)(z) = LJ0(z) · LJ0(z) =
1

z2 + 1
= L sin(z) (z ∈ C, Re z > 1),

azaz J0 ∗ J0(x) =
∫ x
0
J0(t)J0(x− t) dt = sin x (x ≥ 0).
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ix) Hasonlóan
”
kezelhető” az

F (z) :=
1

z
e−1/z (0 6= z ∈ C)

függvény. Ekkor F differenciálható, lim|z|→+∞ F (z) = 0 és

F (z) =

∞∑

n=0

(−1)n

n!

1

zn+1
=

∞∑

n=1

(−1)n−1

(n− 1)!

1

zn
(0 6= z ∈ C),

azaz R > 0 és cn =
(−1)n−1

(n− 1)!
(1 ≤ n ∈ N). A iv) megjegyzés szerint tehát

Lf(z) = F (z) (z ∈ C, Re z > 0), ahol

f(t) :=

∞∑

n=0

(−1)n

(n!)2
tn =

∞∑

k=0

(−1)k

(k!)2

(
2
√
t

2

)2k

= J0(2
√
t) (t ≥ 0).

x) Végül mutassuk meg, hogy ha f(t) := sin (2
√
t) (t ≥ 0), akkor

Lf(z) =
1

z

√
π

z
e−1/z (z ∈ C, Re z > 0).

Ehhez fejtsük sorba az f függvényt:

f(t) =

∞∑

n=0

(−1)n
22n+1

(2n+ 1)!
tn+1/2.

A 3.1. iii) megjegyzés szerint a gn(t) := tn+1/2 (t ≥ 0, n ∈ N) függvényekre

Lgn(z) =
Γ(n+ 3/2)

zn+3/2
(z ∈ C, Re z > 0),

ahol Γ(1/2) =
√
π alapján teljes indukcióval

Γ(n+ 3/2) =
(2n+ 1)!

√
π

22n+1n!
.

Ezért
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Lf(z) =
∞∑

n=0

(−1)n
22n+1

(2n+ 1)!
Lgn(z) =

√
π

∞∑

n=0

(−1)n

n!zn+3/2
=

1

z

√
π

z

∞∑

n=0

(−1)n

n!

(
1

z

)n
.

8. A Laplace-transzformált alkalmazásai.

8.1. Speciális kezdetiérték-problémák.

Adott 0 < n ∈ N, f ∈ DL, a0, ..., an ∈ R, an 6= 0 mellett oldjuk meg a következő
kezdetiérték-problémát:





∑n
k=0 aky

(k)(t) = f(t) (t ≥ 0),

y(k)(0) = 0 (k = 0, 1, ..., n− 1).

Feltesszük, hogy y(n) ∈ DL, ekkor (ld. 4.4. Tétel) egy alkalmas q ∈ R esetén

Ly(k)(z) = zkLy(z) −
k−1∑

j=0

y(j)(0)zk−j−1 = zkLy(z) (z ∈ C, Re z > q),

azaz

n∑

k=0

ak
(
zkLy(z)

)
= Lf(z) (z ∈ C, Re z > q).

Ha P (z) :=
∑n
k=0 akz

k (z ∈ C) (a feladat karakterisztikus polinomja), akkor

(8.1.1) Ly(z)P (z) = Lf(z) (z ∈ C, Re z > q).

Innen (pl. Mellin-transzformációval) y meghatározható.
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8.1.1. Megjegyzések.

i) Különösen egyszerű esettel állunk szemben, ha az előbbi P polinom ξ1, ..., ξn
gyökei páronként különbözőek. Ekkor (parciális törtekre bontással)

1

P (z)
=

n∑

j=1

dj
z − ξj

(z ∈ C, P (z) 6= 0).

Itt k = 1, ..., n esetén alkalmas rk > 0 mellett

dk +

n∑

k 6=j=1

dj(z − ξk)

z − ξj
=
z − ξk
P (z)

=
1

P (z)−P (ξk)
z−ξk

(z ∈ C, 0 < |z − ξk| < rk),

ahonnan

lim
z→ξk

n∑

k 6=j=1

dj(z − ξk)

z − ξj
= 0 , lim

z→ξk

P (z) − P (ξk)

z − ξk
= P ′(ξk) 6= 0

miatt dk = 1/P ′(ξk). Tehát z ∈ C, Re z > max{q, Re ξ1, ..., Re ξn} esetén

Ly(z) = Lf(z)·
n∑

j=1

1

P ′(ξk)(z − ξj)
= Lf(z)LQ(z),

ahol (ld. 3.4., ill. 4.1. Tétel)

Q(t) :=

n∑

j=1

1

P ′(ξj)
etξj (t ≥ 0).

Következésképpen (ld. 5.1. Tétel) y = f ∗Q.
ii) Oldjuk meg a fentiek szerint pl. az alábbi igen egyszerű (

”
teszt-”) feladatot:





y′′(t) − 3y′(t) + 2y(t) = t (t ≥ 0),

y(0) = y′(0) = 0.

Ekkor

P (z) = z2 − 3z + 2 = (z − 1)(z − 2) (z ∈ C),
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ill. P ′(z) = 2z − 3 (z ∈ C) miatt P ′(1) = −1 és P ′(2) = 1. Ezért

Q(t) = −et + e2t (t ≥ 0),

ı́gy

y(x) = f ∗Q(x) =

∫ x

0

(x− t)(e2t − et) dt =
e2x

4
− ex +

x

2
+

3

4
(x ∈ R).

iii) Ha a P polinom gyökei között azonosak is vannak, akkor legyenek valamilyen
p = 1, ..., n esetén a páronként különböző gyökök ξ1, ..., ξp, rendre a µ1, ..., µp
multiplicitással (Ekkor tehát minden m = 1, ..., p indexre µm ∈ {1, ..., n} és∑p
m=1 µm = n.) Ez azt jelenti, hogy alkalmas cim ∈ C (m = 1, ..., p, ill.

i = 1, ..., µm) együtthatókkal az 1/P hányadosra a következőt kapjuk:

1

P (z)
=

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
(z − ξm)i

(z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}).

Az itt szereplő cim-ekről a következőket tudjuk mondani: legyen l = 1, ..., p és
z ∈ C \ {ξ1, ..., ξl−1, ξl+1, ..., ξn} esetén

Rl(z) :=

µl−1∑

j=0

cµl−jl(z − ξl)
j + (z − ξl)

µl

p∑

l6=m=1

µm∑

i=1

cim
(z − ξm)i

=:

µl−1∑

j=0

cµl−jl(z − ξl)
j + (z − ξl)

µlQl(z).

Ekkor

Rl(z) =
(z − ξl)

µl

P (z)
(z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}),

ill. alkalmas r > 0 mellett a Kr(ξl) := {z ∈ C : |z − ξl| < r} körlemezen a
Ql függvény nyilván differenciálható. Ezért Kr(ξl)-en Taylor-sorba fejtve azt
mondhatjuk, hogy

Rl(z) =

µl−1∑

j=0

cµl−jl(z − ξl)
j +

∞∑

k=0

Q(k)(ξl)

k!
(z − ξl)

k+µl =
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µl−1∑

j=0

cµl−jl(z − ξl)
j +

∞∑

k=µl

Q(k−µl)(ξl)

(k − µl)!
(z − ξl)

k (z ∈ Kr(ξl)).

Ez utóbbi sorfejtés nem más, mint az Rl függvény ξl-körüli Taylor-sora, ı́gy

cµl−jl =
R

(j)
l (ξl)

j!
(j = 0, ..., µl − 1).

Ha tehát m = 1, ..., p és i = 1, ..., µm, akkor (ld. 3. pont, ill. 4. Tétel)

L

(
expξm hi−1

(i− 1)!

)
(z) =

1

(z − ξm)i
(z ∈ C, Re z > Re ξm),

ahol hi−1(t) := ti−1 (t ≥ 0). Ezért az 1/P függvény előbbi parciális törtekre
bontott alakjából z ∈ C, Re z > Re ξm (m = 1, ..., p) esetén

1

P (z)
=

p∑

m=1

µm∑

i=1

L

(
cim expξm hi−1

(i− 1)!

)
(z).

Következésképpen a

Q(t) :=

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
(i− 1)!

etξm ti−1 (t ≥ 0)

függvénnyel LQ = 1/P és (ld. i)) y = f ∗Q. Tekintsük pl. az alábbi feladatot:






y′′′(t) − 4y′′(t) + 5y′(t) − 2y(t) = t (t ≥ 0),

y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0.

Ebben a feladatban a karakterisztikus polinom a következő:

P (z) = z3 − 4z2 + 5z − 2 = (z − 1)2(z − 2) (z ∈ C).

Továbbá

1

P (z)
=

1

z − 2
− 1

z − 1
− 1

(z − 1)2
(z ∈ C \ {1, 2}),
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amiből a Q-ra kapott előző formula alapján

Q(t) = e2t − (t+ 1)et (t ∈ R).

Következésképpen

y(x) = f ∗Q(x) =

∫ x

0

(x− t)(e2t − (t+ 1)et)dt =

e2x

4
+ (1 − x)ex − x

2
− 5

4
(x ∈ R).

8.2. Lineáris differenciaegyenletek.

Az előbbiek analógiájára tárgyaljuk röviden a lineáris differenciaegyenletek megoldá-
sát a Laplace-transzformáció seǵıtségével. Vizsgáljuk először a

”
folytonos” esetet: adott

f ∈ DL, n ∈ N és c0, ..., cn ∈ C, cn 6= 0 mellett keressünk olyan y : [0,+∞) → C függvényt,
amelyre

(8.2.1)

n∑

k=0

cky(t+ k) = f(t) (t ≥ 0).

Feltesszük, hogy az y függvény
”
kezdeti értékei”, az y(t) (0 ≤ t < n) helyetteśıtési

értékek ismertek. Az n = 0 eset nyilván érdektelen, ezért a továbbiakban feltehetjük,
hogy n > 0. Az is feltehető, hogy c0 6= 0. Ha ui. valamilyen s = 1, ..., n esetén cj = 0
(j = 0, ..., s− 1) és cs 6= 0, akkor (8.2.1) a következő alakú:

n∑

k=s

cky(t+ k) =
n−s∑

k=0

c̃kỹ(t+ k) = f(t) (t ≥ 0),

ahol c̃k := ck+s (k ∈ N), ỹ(t) := y(t+ s) (t ≥ 0) és c̃0 = cs 6= 0. Világos, hogy ha a ∆
differenciaoperátort a ∆y(t) := y(t+ 1) (t ≥ 0) defińıcióval értelmezzük, akkor alkalmas
a0, ..., an ∈ C együtthatókkal a fenti

”
egyenlet” ekvivalens a következővel:

n∑

k=0

ak∆
ky = f.
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1o Elsőként az y(t) = 0 (0 ≤ t < n)
”
kezdeti feltétellel” élve abból indulunk ki, hogy

y ∈ DL. Nyilvánvaló, hogy a (8.2.1)
”
egyenlet” egyértelműen meghatározza y-t, hiszen a

j = 0, 1, ... választással

y(t+ n) =
1

cn

(
f(t) −

n−1∑

k=0

cky(t+ k)

)
(j ≤ t < j + 1),

amiből a
”
kezdeti feltételt” figyelembe véve teljes indukcióval kapjuk az y függvény értékeit

valamennyi [j, j + 1) intervallumon, azaz [0,+∞)-en. Speciálisan

y(t) =
1

cn
f(t− n) (n ≤ t < n+ 1).

A 4.2. Tétel iii) pontja szerint (8.2.1)-ből alkalmas q > 0 választással

Lf(z) =

n∑

k=0

cke
kz

(
Ly(z) −

∫ k

0

y(t)e−tzdt

)
=

Ly(z)
n∑

k=0

cke
kz = P (ez)Ly(z) (z ∈ C, Re z > q),

ahol P (s) :=
∑n
k=0 cks

k (s ∈ C) (a szóban forgó (8.2.1) differenciaegyenlet karak-
terisztikus polinomja). Tegyük fel először, hogy a P polinom ξ1, ..., ξn gyökei páronként
különbözőek. Ekkor (ld. 8.1.1. i) megjegyzés)

1

P (z)
=

n∑

j=1

1

P ′(ξj)(z − ξj)
(z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}),

ı́gy

Ly(z) =

n∑

j=1

Lf(z)

P ′(ξj)(ez − ξj)
(z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}, Re z > q).

Az Lf(z)/(ez − ξj) (j = 1, ..., n) hányadosakat |ξje−z | < 1, azaz |ξj| < eRe z

(j = 1, ..., n) esetén (ami feltehető)

Lf(z)

ez − ξj
= Lf(z)e−z

1

1 − ξje−z
=

∞∑

k=1

ξk−1
j Lf(z)e−kz
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alakban ı́rva a 4.2. Tétel i) álĺıtása alapján

Lf(z)

ez − ξj
=

∞∑

k=1

ξk−1
j L(τkf)(z)

adódik. Tehát azt ı́rhatjuk, hogy

Ly(z) =
n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

k=1

ξk−1
j L(τkf)(z).

Feltételezzük, hogy a fenti második szummában (végtelen sorban) az összegzés és az L

operátor felcserélhető. Ez a helyzet pl. akkor, ha
∫ +∞
0

|f(t)| dt < +∞. Ui. j = 1, ..., n
esetén

L

( ∞∑

k=1

ξk−1
j τkf

)
(z) =

∞∑

l=0

l∑

k=1

ξk−1
j

∫ l+1

l

f(t− k)e−tzdt,

ahol

∞∑

l=0

l∑

k=1

∣∣∣∣∣ξ
k−1
j

∫ l+1

l

f(t− k)e−tzdt

∣∣∣∣∣ =
∞∑

l=0

l∑

k=1

∣∣∣∣∣ξ
k−1
j e−kz

∫ l−k+1

l−k
f(t)e−tzdt

∣∣∣∣∣ =

∞∑

k=1

∣∣ξk−1
j e−kz

∣∣
∞∑

l=k

∣∣∣∣∣

∫ l−k+1

l−k
f(t)e−tzdt

∣∣∣∣∣ ≤

|e−z|
∞∑

k=0

∣∣ξje−z
∣∣k
∫ +∞

0

|f(t)| dt < +∞.

Következésképpen

∞∑

l=0

l∑

k=1

ξk−1
j

∫ l+1

l

f(t− k)e−tzdt =
∞∑

k=1

ξk−1
j

∞∑

l=k

∫ l+1

l

f(t− k)e−tzdt =

∞∑

k=1

ξk−1
j

∫ ∞

k

f(t− k)e−tzdt =
∞∑

k=1

ξk−1
j

∫ ∞

0

τkf(t)e−tzdt =
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∞∑

k=1

ξk−1
j L(τkf)(z).

A fentiek szerint z ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}, Re z > q esetén

Ly(z) = L




n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

k=1

ξk−1
j τkf


 (z).

Más szóval

y(t) =






0 (0 ≤ t < n)

∑n
j=1

1
P ′(ξj)

∑∞
k=1 ξ

k−1
j τkf(t) (t ≥ n).

Megjegyezzük, hogy a τbf (b ≥ 0)
”
eltólt” függvény értelmezését (ld. 4.2. Tétel)

figyelembe véve minden k = 1, 2, ... esetén τkf(t) = 0 (t < k). Ezért

y(t) =






0 (0 ≤ t < n)

∑[t]
k=1 f(t− k)

∑n
j=1

ξk−1
j

P ′(ξj)
(t ≥ n).

2o Ha (ld. 8.1.1. i) megjegyzés)

Q(t) :=

n∑

j=1

1

P ′(ξj)
etξj (t ≥ 0),

akkor nyilván

y(t) =





0 (0 ≤ t < n)

∑[t]
k=1 f(t− k)Q(k−1)(0) (t ≥ n).

Belátható, hogy az előbbi
”
megoldó képlet” érvényben marad akkor is, ha

a ξ1, ..., ξn gyökök között vannak azonosak, feltéve, hogy Q eleget tesz az
LQ = 1/P összefüggésnek. Ha ui. valamilyen p = 1, ..., n esetén most ξ1, ..., ξp jelenti
a P polinom páronként különböző gyökeit rendre µ1, ..., µp multiplicitással, akkor alkal-
mas cim ∈ C (m = 1, ..., p, ill. i = 1, ..., µm) együtthatókkal
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1

P (s)
=

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
(s− ξm)i

(s ∈ C \ {ξ1, ..., ξm}).

Következésképpen a fentiek szerint

Ly(z) =

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
Lf(z)

(ez − ξm)i
=

p∑

m=1

µm∑

i=1

cime
−iz Lf(z)

(1 − ξme−z)i
=

p∑

m=1

µm∑

i=1

cime
−zLf(z)

∞∑

k=0

i(i+ 1)· ...· (i+ k − 1)

k!
(ξme

−z)k =

p∑

m=1

µm∑

i=1

cimLf(z)

∞∑

j=i

i(i+ 1)· ...· (j − 1)

(j − i)!
ξj−im e−jz,

hacsak x ∈ DLy ∩ DLf \ {ξ1, ..., ξm} és |ξme−z| < 1 (m = 1, ..., p). (Ez utóbbi feltételek
alkalmas q > 0 mellett teljesülnek, ha z ∈ C és Re z > q.) Tehát

Ly(z) =

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim

∞∑

j=i

(j − 1)!

(i− 1)!(j − i)!
ξj−im L(τjf)(z) (z ∈ C, Re z > q).

Megint csak feltételezve az itt szereplő végtelen sor és a Laplace-transzformáció
felcserélhetőségét azt mondhatjuk, hogy t ≥ 0 esetén

y(t) =

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim

∞∑

j=i

(
j − 1

i− 1

)
ξj−im τjf(t) =

∞∑

j=1

τjf(t)

p∑

m=1

j∧µm∑

i=1

cim

(
j − 1

i− 1

)
ξj−im =

[t]∑

j=1

f(t− j)

p∑

m=1

j∧µm∑

i=1

cim

(
j − 1

i− 1

)
ξj−im .

Lássuk be, hogy ha LQ = 1/P, akkor

j∧µm∑

i=1

cim

(
j − 1

i− 1

)
ξj−im = Q(j−1)(0) (j = 1, 2, ...).

Számı́tsuk ki ehhez Q-t (ld. iii)):
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Q(t) =

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
(i− 1)!

etξmti−1 (t ≥ 0).

Innen a Leibniz-féle deriválási szabály alkalmazásával

Q(j−1)(0) =

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
(i− 1)!

j−1∑

k=0

(
j − 1

k

)(
expξm

)(j−1−k)
(0)h

(k)
i (0).

Világos, hogy k 6= i − 1 esetén h
(k)
i (0) = 0, ill. h

(i−1)
i (0) = (i − 1)!, továbbá(

expξm
)(j−1−k)

(0) = ξj−1−k
m . Így

Q(j−1)(0) =

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
(i− 1)!

(
j − 1

i− 1

)
ξ(j−i)m (i− 1)!,

amit álĺıtottunk.

3o Tekintsük most a (8.2.1) differenciaegyenlet
”
homogén” változatát tetszőleges

”
kezdeti feltétel” mellett: f ≡ 0, ı́gy

n∑

k=0

cky(t+ k) = 0 (t ≥ 0),

ahol adottak az y(t) (0 ≤ t < n) függvényértékek. Az 1o-ben látottaknak megfelelően
most

P (ez)Ly(z) =

n∑

k=1

cke
kz

∫ k

0

y(t)e−tzdt =

n∑

k=1

cke
kzLyk(z),

azaz (feltéve, hogy a P polinom valamennyi gyöke egyszeres)

Ly(z) =

n∑

k=1

ck

n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

l=1

ξl−1
j e(k−l)zLyk(z) =

n∑

k=1

ck

n∑

j=1

1

P ′(ξj)

k∑

l=1

ξl−1
j e(k−l)zLyk(z)+
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n∑

k=1

ck

n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

l=k+1

ξl−1
j L(τl−kyk)(z) =:

A(z) +B(z) (z ∈ C, Re z > q),

ahol yk := y·χ[0,k) (k = 0, ..., n). Most is feltételezzük, hogy a
∑∞
l=k+1 ... sorösszegzés és

az L operátor felcserélhető, ı́gy azt mondhatjuk, hogy a

g(t) :=
n∑

k=1

ck

n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∞∑

l=k+1

ξl−1
j τl−kyk(t) (t ≥ 0)

függvénnyel B = Lg. Ha t ≥ 0, k = 1, ..., n és l = k + 1, k + 2, ..., akkor

τl−kyk(t) =





yk(t− l + k) (t ≥ l − k)

0 (0 ≤ t < l − k).

Mivel yk(t− l+k) = 0, ha t− l+k ≥ k, azaz t ≥ l, ezért a g(t)-t definiáló előbbi összegben
legfeljebb t < l ≤ t+ k esetén lesz yk(t− l + k) 6= 0. Következésképpen

g(t) =

n∑

k=1

ck

n∑

j=1

1

P ′(ξj)

∑

t<l≤t+k
ξl−1
j y(t− l + k) =

n∑

k=1

ck

n∑

j=1

1

P ′(ξj)

k∑

m=1

ξ
[t]−m+k
j y(t− [t] +m− 1) =

n∑

m=1

y(t− [t] +m− 1)

n∑

k=m

ck

n∑

j=1

1

P ′(ξj)
ξ
[t]−m+k
j =

n∑

m=1

y(t− [t] +m− 1)
n−m∑

l=0

cm+l

n∑

j=1

ξ
[t]+l
j

P ′(ξj)
=

n∑

m=1

y(t− [t] +m− 1)
n−m∑

l=0

cm+lQ
([t]+l)(0) (t ≥ 0).



94 8.2. Lineáris differenciaegyenletek

Feltesszük, hogy az yk (k = 1, ..., n)
”
kezdeti” függvényekre és A-ra alkalmazható a

Mellin-transzformáció (ld. 6.1. Tétel). Ekkor A = Lh, ahol (alkalmas q > 0 paraméterrel)
bármely x > q esetén

h(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
A(z)etzdz =

n∑

k=1

ck

n∑

j=1

1

P ′(ξj)

k∑

l=1

ξl−1
j

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
e(k−l+t)zLyk(z) dz (t ≥ 0).

A feltételeink szerint (az előbbi k, j, l indexekre)

1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
e(k−l+t)zLyk(z) dz = yk(k − l + t) (t ≥ 0).

Mivel k − l ≥ 0, ha k = 1, ..., n, ill. l = 1, ..., k, ı́gy bármely t ≥ n helyen k − l + t ≥ k,
azaz yk(k − l + t) = 0. Ez egyúttal azt is jelenti, hogy h(t) = 0 (t ≥ n). Az y = g + h
egyenlőség alapján ezért y(t) = g(t) (t ≥ n).

Ha a P gyökei között vannak többszörös gyökök is, akkor (ld. 2o az ottani jelölésekkel)

Ly(z) =

n∑

k=1

ck

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim
ekzLyk(z)

(ez − ξm)i
=

n∑

k=1

ck

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim

∞∑

l=1

i(i+ 1)· ...· (i+ l − 2)

(l − 1)!
ξl−1
m e(k−l)zLyk(z) =

n∑

k=1

ck

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim

k∑

l=1

i(i+ 1)· ...· (i+ l − 2)

(l − 1)!
ξl−1
m e(k−l)zLyk(z)+

n∑

k=1

ck

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim

∞∑

l=k+1

i(i+ 1)· ...· (i+ l − 2)

(l − 1)!
ξl−1
m L(τl−kyk)(z) =:

Ã(z) + B̃(z) (z ∈ C, Re z > q).

Ha
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g̃(t) :=

n∑

k=1

ck

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim

∞∑

l=k+1

i(i+ 1)· ...· (i+ l − 2)

(l − 1)!
ξl−1
m τl−kyk(t) (t ≥ 0),

akkor B̃ = Lg̃. Az egyszeres gyökök esetével analóg módon kapjuk, hogy tetszőleges
0 ≤ t-re

g̃(t) :=

n∑

k=1

ck

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim

∞∑

t<l≤t+k

i(i+ 1)· ...· (i+ l − 2)

(l − 1)!
ξl−1
m y(t− l + k) =

n∑

k=1

ck

p∑

m=1

µm∑

i=1

cim

k∑

r=1

i(i+ 1)· ...· (i+ [t] − r + k − 1)

([t] − r + k)!
ξ[t]−r+km y(t− [t] + r − 1) =

n∑

r=1

y(t− [t] + r − 1)

n∑

k=r

ck

p∑

m=1

µm∑

i=1

i(i+ 1)· ...· (i+ [t] − r + k − 1)cim
([t] − r + k)!

ξ[t]−r+km =

n∑

r=1

y(t− [t] + r − 1)
n−r∑

l=0

cl+r

p∑

m=1

µm∑

i=1

i(i+ 1)· ...· (i+ [t] + l − 1)cim
([t] + l)!

ξ[t]+lm .

A 2o-ben mondottak szerint viszont

p∑

m=1

µm∑

i=1

i(i+ 1)· ...· (i+ [t] + l − 1)cim
([t] + l)!

ξ[t]+lm = Q([t]+l)(0),

hacsak a differenciálható Q függvény eleget tesz az LQ = 1/P összefüggésnek. Tehát

g̃(t) =

n∑

r=1

y(t− [t] + r − 1)

n−r∑

l=0

cl+rQ
([t]+l)(0) (t ≥ 0)

(ami formailag megegyezik az egyszeres gyökök esetében kapott előálĺıtással). Az Ã = Lh̃

egyenlőség szerinti h̃-ra az egyszeres gyökök esetével megegyezően adódik, hogy h̃(t) = 0

(t ≥ n), ezért y = g̃ + h̃ miatt y(t) = g̃(t) (t ≥ n).

Világos, hogy a (8.2.1)
”
inhomogén” egyenlet megoldását tetszőleges kezdeti feltétel esetén

a homogén egyenlet 3o-beli megoldásának és a (8.2.1) 2o-beli megoldásának az összegeként
kapjuk.
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4o A fentiekben vizsgált (8.2.1) differenciaegyenlet
”
diszkrét” változós variánsa a

következő (megtartva az eddigi jelöléseket): adott (bν) : N → C sorozat mellett keressük
azt az (xν) : N → C sorozatot, amelyre

(8.2.2)

n∑

k=0

ckxν+k = bν (ν ∈ N).

Ekkor az x0, ..., xn−1 ”
kezdeti értékek” megadásával (8.2.2) egyértelműen meghatározza

az (xν) sorozatot:

xν+n =
1

cn

(
bν −

n−1∑

k=0

ckxν+k

)
(ν ∈ N).

Nyilvánvaló, hogy az f(t) := bν (ν ≤ t < ν + 1 (ν ∈ N)) választással kapott (8.2.1)
egyenlet minden y megoldása a (8.2.2) egyenlet xν := y(ν) (ν ∈ N) megoldását
szolgáltatja. Továbbá a (8.2.2)-nak eleget tevő bármely (xν) sorozatból a (8.2.1) egyenlet
y(t) := xν (ν ≤ t < ν + 1 (ν ∈ N)) megoldását kapjuk. Ezért (8.2.2) megoldásaihoz
2o, ill. 3o alapján juthatunk el, az ott mondott formulákat a t := ν (ν ∈ N) helyeken
alkalmazva.

5o Mutassuk be a Laplace-operátor alkalmazását a (8.2.2) differenciaegyenlet megol-
dására a 3o-ban és 4o-ben mondottaktól függetlenül. Tekintsük ehhez a (8.2.2)-nak eleget
tevő valamely (xν) sorozatból a 4o-ben

”
gyártott”

f(t) := bν , y(t) := xν (ν ≤ t < ν + 1 (ν ∈ N))

függvényeket, ill. a (8.2.1) egyenletet az

y(t) = xk (k ≤ t < k + 1 (k = 0, ..., n− 1))

”
kezdeti feltétellel”. Ekkor a fentebb már alkalmazott

”
szabályok” szerint z ∈ C, Re z > q

esetén (alkalmas q > 0 mellett)

Lf(z) =

n∑

k=0

cke
kz

(
Ly(z) −

∫ k

0

y(t)e−tzdt

)
=

Ly(z)P (ez) −
n∑

k=1

cke
kz

∫ k

0

y(t)e−tzdt =
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Ly(z)P (ez) −
n∑

k=1

cke
kz

k−1∑

j=0

xj
z

(
e−jz − e−(j+1)z

)

(ahol a P polinomot 1o-ben definiáltuk). Következésképpen

Ly(z) =
Lf(z)

P (ez)
+

1

P (ez)

n∑

k=1

cke
kz

k−1∑

j=0

xj
z

(
e−jz − e−(j+1)z

)
=

Lf(z)

P (ez)
+
ez − 1

zP (ez)

n∑

k=1

ck

k−1∑

j=0

xje
(k−j−1)z =

Lf(z)

P (ez)
+
ez − 1

zP (ez)

n−1∑

j=0

xj

n∑

k=j+1

cke
(k−j−1)z .

Ha itt a P polinom ξ1, ..., ξn gyökei páronként különbözőek, akkor (ld. 1o és 2o)

Lf(z)

P (ez)
= Ly1(z),

ahol

y1(t) :=

[t]∑

k=1

f(t− k)Q(k−1)(0) =

[t]∑

k=1

f(t− k)

n∑

j=1

ξk−1
j

P ′(ξj)
(t ≥ 0).

Továbbá a

Pj(s) :=

n∑

k=j+1

cks
k−j−1 (s ∈ C, j = 0, ..., n− 1)

jelöléssel

ez − 1

zP (ez)

n−1∑

j=0

xj

n∑

k=j+1

cke
(k−j−1)z =

ez − 1

z

n−1∑

j=0

xj
Pj(e

z)

P (ez)
.

Parciális törtekre bontással alkalmas djm ∈ C (j + 1, m = 1, ..., n) együtthatókkal
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Pj(s)

P (s)
=

n∑

m=1

djm
s− ξm

(s ∈ C \ {ξ1, ..., ξn}),

azaz

ez − 1

zP (ez)

n−1∑

j=0

xj

n∑

k=j+1

cke
(k−j−1)z =

n−1∑

j=0

xj

n∑

m=1

djm
ez − 1

z(ez − ξm)
.

Lássuk be, hogy ha 0 6= α ∈ C és hα(t) := α[t] (t ≥ 0), akkor

Lhα(z) =
ez − 1

z(ez − α)
(0 6= z ∈ C, |α| < eRe z).

Valóban, mivel |αe−z| = |α|e−Re z < 1, ezért

Lhα(z) =

∫ +∞

0

α[t]e−tzdt =

∞∑

j=0

αj
∫ j+1

j

e−tzdt =

∞∑

j=0

αj

z

(
e−jz − e(−j−1)z

)
=

1 − e−z

z

∞∑

j=0

(αe−z)j =
1 − e−z

z(1 − αe−z)
=

ez − 1

z(ez − α)
.

Ha tehát

y2 :=
n−1∑

j=0

xj

n∑

m=1

djmhξm
,

akkor 0 6= z ∈ C, |ξm| < eRe z (m = 1, ..., n) esetén

n−1∑

j=0

xj

n∑

m=1

djm
ez − 1

z(ez − ξm)
= Ly2(z).

(A fentiekben ξm 6= 0 (m = 1, ..., n) nyilván feltehető, ti. P (0) = c0 6= 0.)

Összefoglalva mindezt a (8.2.2) differenciaegyenlet

xν = y1(ν) + y2(ν) =
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ν∑

k=1

bν−k

n∑

j=1

ξk−1
j

P ′(ξj)
+
n−1∑

j=0

xj

n∑

m=1

djmξ
ν
m =

ν∑

k=1

bν−kQ
(k−1)(0) +

n−1∑

j=0

xj

n∑

m=1

djmξ
ν
m (n ≤ ν ∈ N)

megoldását kapjuk.

6o Az előbbiekben emĺıtett djm (j + 1, m = 1, ..., n) paramétereket a 8.1.1. i) meg-
jegyzésben látottakkal analóg módon az alábbiak szerint tudjuk kiszámı́tani:

djm =
Pj(ξm)

P ′(ξm)
(j + 1, m = 1, ..., n).

Hangsúlyozzuk, hogy mindez akkor érvényes, ha a P karakterisztikus polinom ξ1, ..., ξn
gyökei páronként különbözők. Ha vannak köztük többszörös gyökök is, akkor ez az y1
függvény alakját nem befolyásolja, hacsak az abban szerelő Q függvény eleget tesz az
LQ = 1/P összefüggésnek (ld. 2o). A Pj/P (j = 1, ..., n) racionális törtfüggvények
parciális törtekre bontásában pedig annyi a változás, hogy a P polinom N ∋ µ ≥ 2
multiplicitású ξ gyöke nem csupán egy d/(z − ξ) alakú parciális törtet generál, hanem a
di/(z − ξ)i (i = 0, ..., µ− 1) törteket (alkalmas d0, ..., dµ−1 ∈ C együtthatókkal). Ezért a

z 7→ ez − 1

z(ez − α)i

alakú függvényeket kell Laplace-transzformáltként előálĺıtani. Legyen ehhez 0 6= α ∈ C,
i = 1, 2, ... és

hi,α(t) :=

∏i−2
k=0([t] − k)

(i− 1)!
α[t]−i+1 (t ≥ 0).

Ekkor h1,α = hα, ill. i = 2, 3, ... mellett

Lhi,α(z) =
ez − 1

z(ez − α)i
(0 6= z ∈ C, |α| < eRe z).

Ugyanis hi,α(t) = 0 (0 ≤ t < i− 1), ı́gy

Lhi,α(z) =
1

(i− 1)!

∫ +∞

i−1

i−2∏

k=0

([t] − k)α[t]−i+1e−tzdt =
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1

(i− 1)!

∞∑

j=i−1

i−2∏

k=0

(j − k)αj−i+1

∫ j+1

j

e−tzdt =

1

z(i− 1)!

∞∑

j=i−1

i−2∏

k=0

(j − k)αj−i+1
(
e−jz − e(−j−1)z

)
=

1 − e−z

z(i− 1)!

∞∑

j=i−1

i−2∏

k=0

(j − k)αj−i+1e−jz =

ez − 1

zeiz(i− 1)!

∞∑

j=i−1

i−2∏

k=0

(j − k)(αe−z)j−i+1 =

ez − 1

zeiz(i− 1)!
F (i−1)(αe−z),

ahol F (s) :=
∑∞

k=0 s
k = 1/(1 − s) (s ∈ C, |s| < 1). Tehát

F (i−1)(αe−z) =
(i− 1)!

(1 − αe−z)i
,

amiből a mondott formula már következik.

7o Tegyük fel tehát valamilyen p = 1, ..., n esetén, hogy a P polinom páronként
különböző gyökei: ξ1, ..., ξp, rendre a µ1, ..., µp (≥ 1) multiplicitással (ahol tehát∑p
m=1 µm = n). Ekkor az 5o-beli Pj/P (j = 0, ..., n − 1) hányadosokra a következőt

kapjuk:

Pj(s)

P (s)
=

p∑

m=1

µm∑

i=1

d
(i)
jm

(s− ξm)i
(s ∈ C \ {ξ1, ..., ξn})

(alkalmas d
(i)
jm ∈ C együtthatókkal). Ezért

ez − 1

zP (ez)

n−1∑

j=0

xj

n∑

k=j+1

cke
(k−j−1)z =

n−1∑

j=0

xj

p∑

m=1

µm∑

i=1

d
(i)
jm

ez − 1

z(ez − ξm)i
.

Következésképpen
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y2 :=
n−1∑

j=0

xj

p∑

m=1

µm∑

i=1

d
(i)
jmhi,ξm

.

Ennek megfelelően ν = n, n+ 1, ... esetén

xν =
ν∑

k=1

bν−kQ
(k−1)(0) +

n−1∑

j=0

xj

p∑

m=1

µm∑

i=1

d
(i)
jm

∏i−2
k=0(ν − k)

(i− 1)!
ξν−i+1
m .

8o A legegyszerűbb esetben, amikor is n = 1, a (8.2.2) egyenlet a következő alakú:

c0xν + c1xν+1 = bν (ν ∈ N).

A P karakterisztikus polinom:

P (s) = c0 + c1s (s ∈ C),

azaz az egyetlen gyök: ξ := −c0/c1. Ezért P ′(ξ) = c1 és P0 ≡ c1, ı́gy (ld. 5o, ill. 6o) a
megoldás:

xν =
1

c1
·
ν∑

k=1

bν−kξ
k−1 + x0· ξν (1 ≤ ν ∈ N)

(amiről közvetlen behelyetteśıtéssel is meggyőződhetünk).

9o Szemléltessük a fentieket a (gyakorlat szempontjából is fontos) másodrendű esetben
is: n = 2, ill.

c0xν + c1xν+1 + c2xν+2 = bν (ν ∈ N).

Tehát

P (s) = c0 + c1s+ c2s
2 = c2(s− ξ1)(s− ξ2),

P0(s) = c1 + c2s , P1(s) = c2 (s ∈ C),

ahol először a ξ1, ξ2 gyökökről tegyük fel, hogy különbözők: ξ1 6= ξ2. Ekkor 2 ≤ ν ∈ N
esetén
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xν =

ν∑

k=1

bν−k

(
ξk−1
1

P ′(ξ1)
+

ξk−1
2

P ′(ξ2)

)
+ x0 (d01ξ

ν
1 + d02ξ

ν
2 ) + x1 (d11ξ

ν
1 + d12ξ

ν
2 ) .

A klasszikus Fibonacci-sorozat esetén

c0 := c1 := 1 , c2 := −1 , x0 := 0 , x1 := 1 , bν := 0 (ν ∈ N),

azaz

P (s) = 1 + s− s2 , P0(s) = 1 − s , P1(s) = −1 (s ∈ C),

ezért

ξ1 =
1 +

√
5

2
, ξ2 =

1 −
√

5

2
, d11 =

1√
5
, d12 = − 1√

5
.

Más szóval a jól ismert
”
képlet” adódik:

xν = d11ξ
ν
1 + d12ξ

ν
2 =

1√
5

(
1 +

√
5

2

)ν
− 1√

5

(
1 −

√
5

2

)ν
=

(1 +
√

5)ν − (1 −
√

5)ν√
5· 2ν

(2 ≤ ν ∈ N).

Ha ξ1 = ξ2 =: ξ, azaz P (s) = c2(s− ξ)2 (s ∈ C), akkor (ld. xi))

xν =
ν∑

k=1

Q(k−1)(0) +
1∑

j=0

xj

(
d
(1)
j1 ξ

ν + d
(2)
j1 νξ

ν−1
)

(2 ≤ ν ∈ N).

Itt

Q(0) = c11 , Q
(k−1)(0) =

2∑

i=1

ci1

(
k − 1

i− 1

)
ξk−i (k = 2, 3, ...),

ahol
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1

P (s)
=

c11
s− ξ

+
c21

(s− ξ)2
(s ∈ C \ {ξ})

és

P0(s)

P (s)
=

c1 + c2s

c2(s− ξ)2
=

d
(1)
01

s− ξ
+

d
(2)
01

(s− ξ)2
,

P1(s)

P (s)
=

1

(s− ξ)2
=

d
(1)
11

s− ξ
+

d
(2)
11

(s− ξ)2
(s ∈ C \ {ξ}).

Tehát d
(1)
11 = 0, d

(2)
11 = 1 és d

(1)
01 = 1, d

(2)
01 = ξ + c1/c2, ill. c11 = 0, c21 = 1/c2. Ezért

xν =
1

c2

ν∑

k=1

(k − 1)bν−kξ
k−2 + x0(ξ

ν + (ξ + c1/c2)νξ
ν−1) + x1νξ

ν−1 =

1

c2

ν∑

k=1

(k − 1)bν−kξ
k−2 + x0(1 + ν)ξν +

(
x0c1
c2

+ x1

)
νξν−1 (2 ≤ ν ∈ N).

Ha pl. adott x0, x1 ∈ C mellett

xν − 2xν+1 + xν+2 = 0 (ν ∈ N),

akkor P (s) = (s − 1)2 (s ∈ C), azaz c0 = c2 = ξ = 1, c1 = −2 és bν = 0 (ν ∈ N).
A fentiek alapján ı́gy

xν = x0 + ν(x1 − x0) (ν ∈ N)

(amiről közvetlen behelyetteśıtéssel is meggyőződhetünk).

8.3. Általános kezdetiérték-problémák.

Tekintsük most a 8.1. feladat alábbi általánośıtását:





∑n
k=0 aky

(k)(t) = f(t) (t ≥ 0),

y(k)(0) = yk (k = 0, 1, ..., n− 1),
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ahol adottak az y0, ..., yn−1 ∈ R számok. Ez utóbbi feladat két feladatra bontható a
következő értelemben: ha Ψ és Θ egy-egy megoldása a

(8.3.1)






∑n
k=0 akΨ

(k)(t) = f(t) (t ≥ 0),

Ψ(k)(0) = 0 (k = 0, 1, ..., n− 1),

ill. a

(8.3.2)






∑n
k=0 akΘ

(k)(t) = 0 (t ≥ 0),

Θ(k)(0) = yk (k = 0, 1, ..., n− 1)

feladatnak, akkor y := Ψ + Θ nyilván megoldja a mostani kiindulási feladatot.

A (8.3.1) feladatot már vizsgáltuk, a (8.3.2) megoldásához elegendő egy Θ0, ...,Θn−1

alaprendszert meghatározni (tehát a (8.3.2) feladat n darab lineárisan független
megoldását). Ilyen pl. a

Θ
(j)
k (0) = δkj =






1 (k = j)

0 (k 6= j)
(k, j = 0, ..., n− 1)

kezdeti feltételeknek eleget tevő Θ0, ...,Θn−1 rendszer. Ekkor Θ =
∑n−1
k=0 ykΘk.

Feltételezve, hogy Θ
(n)
k ∈ DL, LΘk = ηk (k = 0, ..., n − 1), a következőt kapjuk

(ld. 4.4. Tétel):

0 =

n∑

j=0

ajLΘ
(j)
k (z) =

n∑

j=0

aj

(
zjηk(z) −

j−1∑

l=0

δklz
j−l−1

)
=

(8.3.3) ηk(z)
n∑

j=0

ajz
j −

n∑

j=0

aj

j−1∑

l=0

δklz
j−l−1 = ηk(z)P (z) − Pk(z) (z ∈ C, Re z > q),

ahol Pk(ξ) :=
∑n
j=k+1 ajξ

j−k−1 (ξ ∈ C). Innen ηk, ill. (pl. Mellin-transzformációval) Θk

(k = 0, ..., n− 1) meghatározható:

Θk(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞
etz

Pk(z)

P (z)
dz (t ≥ 0),
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ahol (a P polinom gyökeit ξ1, ..., ξn-nel jelölve) x > Re ξk (k = 1, ..., n). Világos,

hogy t > 0 esetén a {z ∈ C : Re z < x} félśıkon az
expt Pk
P függvényre alkalmazható a

7.1. Tétel, azaz a k = 0, ..., n− 1 indexekre

Θk(t) =
n∑

j=1

Resξj

(
expt Pk
P

)
(t ≥ 0).

Ha pl. minden ξj (j = 1, ..., n) gyök egyszeres, akkor

Resξj

(
expt Pk
P

)
=

etzPk(z)

a0

∏n
j 6=l=1(z − ξl)

∣∣∣
z=ξj

=
etξjPk(ξj)

a0

∏n
j 6=l=1(ξj − ξl)

(j = 1, ..., n),

azaz

Θk(t) =

n∑

j=1

Pk(ξj)

a0

∏n
j 6=l=1(ξj − ξl)

etξj (t > 0, k = 0, ..., n− 1).

Ha ξj-k között többszörös gyökök is vannak, akkor legyenek a páronként különböző
gyökök σ1, ..., σs, a megfelelő multiplicitások pedig ν1, ..., νs (ahol s ∈ N és

∑s
k=1 νk = n).

Ekkor j = 1, ..., s esetén

etzPk(z)

P (z)
=
etzPk(z)/Qj(z)

(z − σj)νj
(z ∈ C \ {σ1, ..., σs}),

ahol P (ξ) =: (ξ − σj)
νjQj(ξ) (ξ ∈ C). Ezért

Resσj

(
expt Pk
P

)
=

(
expt Pk
Qj

)(νj−1)

(σj)
1

(νj − 1)!
=

νj−1∑

l=0

1

l!(νj − 1 − l)!

(
Pk
Qj

)(νj−1−l)
(σj)t

letσj ,

ı́gy k = 0, ..., n− 1 esetén

Θk(t) =

s∑

j=1

νj−1∑

l=0

(
Pk
Qj

)(νj−1−l)
(σj)

tl

l!(νj − 1 − l)!
etσj (t ≥ 0).
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Legyen pl. a feladat a következő kezdetiérték-probléma megoldása:




y(4) + 2y′′ + y = 0

y(0) = y′(0) = y′′(0) = 0, y′′′(0) = 1.

Ez a (8.3.2) feladat egy speciális esete, amikor is (az ottani jelölésekkel)

P (z) = z4 + 2z2 + 1 , P3(z) = 1 (z ∈ C) , η3 =
P3

P

és y = Θ3. Tehát

η3(z) =
1

z4 + 2z2 + 1
=

1

(1 + z2)2
=

1

(z + ı)2(z − ı)2
.

Ezért (ld. Mellin-transzformáció) bármely x > 0 mellett

y(t) = Θ3(t) =
1

2πı

∫ x+ı∞

x−ı∞

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz (t ≥ 0).

Ha t ≥ 0, b > 0 és ϕb a (7.1)-ban definiált utat jelenti, akkor

1

2πı

∫

ϕb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz =

1

2πı

∫

ϕb

η3 expt =

Resı(η3 expt) + Res−ı(η3 expt) = α1 + β1,

ahol

etz

(z + ı)2
=

∞∑

k=0

αk(z − ı)k ,
etz

(z − ı)2
=

∞∑

k=0

βk(z − ı)k.

Következésképpen

α1 =

((
etz

(z + ı)2

)′)

z=ı

=

(
tetz(z + ı)2 − etz2(z + ı)

(z + ı)4

)

z=ı

=
teıt(−4) − eıt4ı

16
,
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β1 =

((
etz

(z − ı)2

)′)

z=−ı
=

(
tetz(z − ı)2 − etz2(z − ı)

(z − ı)4

)

z=−ı
=
te−ıt(−4) + e−ıt4ı

16
.

Így azt kapjuk, hogy

1

2πı

∫

ϕb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz =

sin t− t cos t

2
(t ≥ 0).

Mivel (ld. a (7.1)-ban szereplő ϕb út felbontását) limb→+∞
∫
kb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz = 0,

ezért

y(t) =
1

2πı
lim

b→+∞

∫

ϕb

etz

(z + ı)2(z − ı)2
dz =

sin t− t cos t

2
(t ≥ 0).

8.3.1. Megjegyzések.

i) Ha az előző feladatban az y = Θ3 megoldást közvetlen reziduum-számı́tással
határozzuk meg (ld. 8.3.), akkor - figyelembe véve, hogy a P (ξ) = (ξ− ı)2(ξ+ ı)2

(ξ ∈ C) karakterisztikus polinomnak két darab kétszeres gyöke van (σ1 := ı,
σ2 := −ı) - a következőt mondhatjuk:

y(t) = Θ3(t) =

2∑

j=1

1∑

l=0

(
1

Qj

)(1−l)
(σj)t

letσj (t ≥ 0),

ahol Q1(ξ) = (ξ + ı)2, Q2(ξ) = (ξ − ı)2 (ξ ∈ C). Tehát

y(t) =

((
1

Q1

)′
(ı)

t

Q1(ı)

)
eıt +

((
1

Q2

)′
(−ı) t

Q2(−ı)

)
e−ıt =

(
−2(2ı)−3 − t

4

)
eıt +

(
2(2ı)−3 − t

4

)
e−ıt =

−ı− t

4
eıt +

ı− t

4
e−ıt =

−t cos t+ sin t

2
(t ≥ 0).

ii) (8.3.3) szerint P (z)ηn−1(z) = Pn−1(z) = an, (8.1.1) miatt pedig LΨ(z)P (z) =
Lf(z) (z ∈ C, Re z > q), ezért a konvolúció és a Laplace-transzformált kapcso-
lata (ld. 5. fejezet) alapján
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LΨ(z) =
ηn−1(z)

an
Lf(z) =

1

an
LΘn−1(z)Lf(z) =

1

an
L(Θn−1 ∗ f)(z) (z ∈ C, Re z > q).

Ha tehát Ψ-t a Mellin-transzformációval számı́thatjuk ki, akkor Ψ = 1
anΘn−1 ∗f.

iii) Tekintsük pl. az






y′′(t) + y(t) = sin t

y(0) = y′(0) = 0

kezdetiérték-problémát. Az előbbi megjegyzés szerint most Θ1(0) = 0, Θ′(0) = 1.
Továbbá

η1(z) =
1

1 + z2
= L sin (z) (z ∈ C, Re z > 0),

azaz Θ1 = sin . Következésképpen y = sin ∗ sin, azaz

y(x) =

∫ x

0

sin t sin (x− t) dt =
sin t− t cos t

2
(t ≥ 0).

8.4. Másodrendű lineáris differenciálegyenletek.

8.4.1. Oldjuk meg az





y′′(t) − 4y′(t) + 3y(t) = 4(cos (2t) − sin (2t) − t(8 cos (2t) + sin (2t))

y(0) = 1, y′(0) = 3

kezdetiérték-problémát. Legyen f1(t) := sin (2t), f2(t) := cos (2t), f3(t) := t sin (2t),
f4(t) := t cos (2t) (t ≥ 0). Ekkor

Lf1(z) =
2

z2 + 4
, Lf2(z) =

z

z2 + 4
,
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Lf3(z) =
4z

(z2 + 4)2
, Lf4(z) =

z2 − 4

(z2 + 4)2
(z ∈ C, Re z > 0).

Ezért

(z2 − 4z + 3)Ly(z) = 4
z − 2

z2 + 4
− 8z2 + 4z − 32

(z2 + 4)2
+ z − 1,

azaz

Ly(z) =
4z

(z2 + 4)2
+

1

z − 3
= (Lf3 + L exp3)(z) (z ∈ C, Re z > 3),

amiből y(t) = f3(t) + exp3(t) = t sin (2t) + e3t következik, ahol - könnyen beláthatóan -
t ∈ R tetszőleges lehet.

8.4.2. Hasonlóan oldható meg az






y′′(t) + 4y′(t) + 4y(t) = e−2t(cos t+ 2 sin t)

y(0) = −1, y′(0) = 1

kezdetiérték-probléma. A 3.6. példa szerint (azt az ω := 1 esetre alkalmazva), ill. a 4.1.
Tétel ii) pontja alapján

L
(
exp−2(cos +2 sin)

)
(z) =

z + 2

(z + 2)2 + 1
+

2

(z + 2)2 + 1
=

z + 4

(z + 2)2 + 1
(z ∈ C, Re z > −2).

Innen a 4.4.. Tételt alkalmazva kapjuk, hogy

L(y′′ + 4y′ + 4y) = (z2 + 4z + 4)Ly(z) + z − 3 =

z + 4

(z + 2)2 + 1
(z ∈ C, Re z > −2),

azaz
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Ly(z) = − z3 + 7z2 + 16z + 11

((z + 2)2 + 1)(z + 2)2
(z ∈ C, Re z > −2).

Az előbbi egyenlet jobb oldalát parciális törtekre bontva (a részletszámı́tást itt mellőzve)
jutunk az

Ly(z) = − z + 4

(z + 2)2 + 1
+

1

(z + 2)2
(z ∈ C, Re z > −2)

egyenlőséghez. A fentiek, ill. a 4.2. iv) megjegyzés alapján tehát a h(t) := t (t ≥ 0)
jelöléssel

Ly(z) = L(− exp−2(cos +2 sin)) + L(exp−2 h) = L(exp−2(h− cos−2 sin)).

Innen (könnyen ellenőrizhetően) kapjuk az

y(t) = e−2t(t− cos t− 2 sin t) (t ∈ R)

megoldást.

8.5. Lineáris differenciálegyenlet-rendszerek.

Alkalmazzuk most a Laplace-transzformációt az

y′1(t) = 3y1(t) − 2y2(t) + e−t

y′2(t) = 2y1(t) − y2(t) + e3t

y1(0) = y2(0) = 0

lineáris differenciálegyenlet-rendszer (ill. kezdetiérték-probléma) megoldására. Legyen
f(t) := e−t, g(t) := e3t (t ≥ 0), ekkor (ld. 3.1., ill. 4.1. Tétel ii))

Lf(z) =
1

z + 1
, Lg(z) =

1

z − 3
(z ∈ C, Re z > 3).

Továbbá a 4.4. Tétel alapján (alkalmas q ∈ R mellett a z ∈ C, Re z > q helyeken)
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zLy1(z) = 3Ly1(z) − 2y2(z) +
1

z + 1

zLy2(z) = 2Ly1(z) − Ly2(z) +
1

z − 3
,

amiből az Ly1, Ly2 Laplace-transzformáltakra (parciális törtekre bontással)

Ly1(z) =
z − 5

(z − 1)2(z − 3)
=

1

2(z − 1)
+

2

(z − 1)2
− 1

2(z − 3)
,

Ly2(z) =
3 + z

(z − 1)2(z + 1)
=

1

2(z + 1)
− 1

2(z − 1)
+

2

(z − 1)2

következik. Ha tehát h(t) := tet , s(t) := et (t ≥ 0), akkor (ld. 3.4.)

Ly1(z) =
1

2
Ls(z) + 2Lh(z) − 1

2
Lg(z) , Ly2(z) =

1

2
Lf(z) − 1

2
Ls(z) + 2Lh(z),

azaz

y1(t) =
1

2
et + 2tet − 1

2
e3t

y2(t) =
1

2
e−t − 1

2
et + 2tet

(ahol egyszerű ellenőrzéssel t ∈ R tetszőleges lehet).

8.6. Integrálegyenletek.

Legyen −∞ ≤ α < β ≤ +∞, K : (α, β) → R, ϕ : (α, β) → R, a, λ ∈ R, λ 6= 0.
Olyan f : (α, β) → R függvényt keresünk, amelyre minden t ∈ (α, β) esetén létezik az∫ β
α
f(x)K(t, x) dx ∈ R integrál és

af(t) = ϕ(t) + λ

∫ β

α

f(x)K(t, x) dx (t ∈ (α, β)).

Első-, ill. másodfajú lineáris Fredholm-t́ıpusú (integrál-)egyenletről beszélünk, ha a = 0,
ill. a 6= 0. Ha ϕ ≡ 0, akkor az egyenletet homogénnek nevezzük.

Ha az f -re vonatkozó fenti egyenlőség helyett az
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af(t) = ϕ(t) + λ

∫ t

α

f(x)K(t, x) dx (t ∈ (α, β))

egyenlőség fennállását ı́rjuk elő, akkor az ı́gy kitűzött feladatot (az f függvény
meghatározását) lineáris Volterra-t́ıpusú egyenletnek nevezzük.

Tegyük fel, hogy α = 0, D : (0, β) → R és az előbbi Volterra-egyenlet az alábbi alakú:

af(t) = ϕ(t) + λ

∫ t

0

f(x)D(t− x) dx (t ∈ (0, β)).

Ekkor tehát

af = ϕ+ λf ∗D

(konvolúciós egyenlet). Ha az itt megjelenő f ∗D-ről feltételezzük az 5.1. Tétel feltételeit,
akkor ϕ ∈ DL esetén

aLf = Lϕ+ λLf · LD,

azaz

Lf =
Lϕ

a− λLD

(feltéve, hogy LD nem állandó). Némi átalaḱıtás után

Lf =
Lϕ

a
+
λ

a

LD

a− λLD
Lϕ.

Legyen Ψ := LD
a− λLD

és tegyük fel, hogy alkalmas ψ ∈ DL függvényre Lψ = Ψ és ψ ∗ϕ-re

alkalmazható az 5.1. Tétel. Ekkor

Lf =
Lϕ

a
+
λ

a
Lψ · Lϕ,

azaz f =
ϕ
a + λ

a · ψ ∗ ϕ.
Illusztrációképpen tekintsük az alábbi integrálegyenleteket.

a)

f(t) = t2 +

∫ t

0

f(x) dx (t ≥ 0)

(azaz a := λ := 1, ϕ(t) := t2 (t ≥ 0), D ≡ 1). Ekkor (ld. 3.1. és 3.3.)
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Lf(z) =
2

z3
+ Lf(z) · 1

z
(z ∈ C, Re z > 0),

azaz

Lf(z) =
2

z3
· 1

1 − 1/z
=

2

(z − 1)z2
=

2

z − 1
− 2

z
− 2

z2
(z ∈ C, Re z > 1).

Így (ld. még 4.2. iii) megjegyzés) Lf = 2L exp−2Lh0 − 2Lh1 (ahol hn(t) := tn

(t ≥ 0, n ∈ N)). Következésképpen

f(t) = 2(et − t− 1) (t > 0)

amiről egyszerű behelyetteśıtéssel is meggyőződhetünk: 2
∫ t
0
(ex−x−1) dx = 2et−2−t2−2t,

tehát

t2 +

∫ t

0

f(x) dx = 2(et − t− 1) = f(t) (t > 0).

b) Legyen most a feladat a következő:

f(t) = sin t+
1

2

∫ t

0

f(x)(t− x)2 dx (t > 0),

amikor is a := 1, ϕ(t) := sin t, D(t) := t2 (t > 0), λ := 1/2. Mivel (ld. 3.3., ill. 3.6.)

LD(z) =
2

z3
, Lϕ(z) =

1

z2 + 1
(z ∈ C, Re z > 0),

ezért

Lf(z) =
Lϕ(z)

a− λLD(z)
=

1

z2 + 1
· 1

1 − z−3
=

z3

(z2 + 1)(z3 − 1)
=

z3

(z2 + 1)(z − 1)(z2 + z + 1)
=

1

6(z − 1)
+

z + 1

2(z2 + 1)
− 2z + 1

3(z2 + z + 1)
(z ∈ C, Re z > 1).
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Tudjuk (ld. 3.6.), hogy L sin (z) = 1
z2 + 1

, L cos (z) = z
z2 + 1

, (z ∈ C, Re z > 0), ill.

(ld. 4.2. iii) megjegyzés) L exp(z) = 1
z − 1 (z ∈ C, Re z > 1). Továbbá

2z + 1

3(z2 + z + 1)
=

4
√

3

9
· 2z/

√
3 + 1/

√
3

(2z/
√

3 + 1/
√

3)2 + 1
,

azaz (ld. 4.2. i) megjegyzés) a C(t) := e−t/2 cos (
√

3t/2) (t ≥ 0) jelöléssel

2z + 1

3(z2 + z + 1)
=

4
√

3

9
LC(z).

Tehát

Lf =
1

6
L exp +

1

2
(L cos+L sin) − 4

√
3

9
LC.

Innen az

f(t) =
et

6
+

cos t+ sin t

2
− 4

√
3

9
e−t/2 cos (

√
3t/2) (t ≥ 0)

megoldás adódik.

c) Oldjuk meg a

sin2 t =

∫ t

0

f(x) sin (t− x) dx (t > 0)

elsőfajú Volterra-egyenletet. Tehát L sin2 = Lf · L sin, ahol az elemi 2 sin2 t = 1 − cos (2t)
(t ∈ R) azonosság alapján (ld. még 4.2. i) megjegyzés)

L sin2(z) =
1

2z
− 1

2

z

z2 + 4
=

2

z(z2 + 4)
(z ∈ C, Re z > 0).

Ezért

L sin2(z) =
2

z(z2 + 1)
= Lf(z) · L sin (z) = Lf(z) · 1

z2 + 1
,

azaz
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Lf(z) =
2(z2 + 1)

z(z2 + 4)
=

1

2z
+

3

2

z

z2 + 4
=

1

2z
+

3

4

z/2

(z/2)2 + 1
=

1

2
Lh0(z) +

3

2
L cos (z).

Következésképpen a feladat megoldása:

f(t) =
1 + 3 cos (2t)

2
(t > 0).

d) Tekintsük a következő integrálegyenlet-rendszert:

f(t) = t+

∫ t

0

g(x) dx

g(t) = 1 − t3 +

∫ t

0

h(x) dx

h(t) = 2t2 +

∫ t

0

f(x) dx

(t > 0).

Ekkor (ld. 4.4. i) megjegyzés) az alábbi egyenletrendszer adódik az Lf, Lg, Lh Laplace-
transzformáltakra:

Lf(z) = z−2 + z−1Lg(z)

Lg(z) = z−1 − 6z−4 + z−1Lh(z)

Lh(z) = 4z−3 + z−1Lf(z)

,

azaz

z2Lf(z) − zLg(z) = 1

z4Lg(z) − z3Lh(z) = z3 − 6

z2Lh(z) − z3Lh(z) = −4

.

Innen

Lg(z) =
1

z
, Lf(z) =

2

z2
, Lh(z)

6

z3
(z ∈ C, Re z > 0),

amiből f(t) = 2t , g(t) = 1 , h(t) = 3t2 (t > 0) következik.
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8.6. Parciális differenciálegyenletek.

Adott l > 0 mellett legyenek az

A,B,C,D,E, F,G : [0, l]× [0,+∞) → R

függvények folytonosak és keressünk olyan u ∈ R2 → R kétszer differenciálható függvényt,
amelyre tetszőleges ξ := (x, t) ∈ [0, l]× [0,+∞) mellett

A(ξ)
∂2u

∂x2
(ξ)+2B(ξ)

∂2u

∂x∂t
(ξ)+C(ξ)

∂2u

∂t2
(ξ)+D(ξ)

∂u

∂x
(ξ)+E(ξ)

∂u

∂t
(ξ)+F (ξ)u(ξ)+G(ξ) = 0

teljesül (másodrendű lineáris parciális differenciálegyenlet). Számos gyakorlati probléma
matematikai modellje vezet erre a feladatra, pl.

a)
∂2u

∂t2
(ξ) = a2 ∂

2u

∂x2
(ξ),

ahol 0 6= a ∈ R adott állandó (hullámegyenlet);

b)
∂2u

∂x2
(ξ) = β2 ∂u

∂t
(ξ),

ahol 0 6= β ∈ R adott állandó (hővezetési egyenlet).

Tegyük fel a továbbiakban, hogy B ≡ G ≡ 0, ill., hogy az A,C,D,E, F függvények
valójában egyváltozós függvények (a második változójuktól nem függnek):

A,C,D,E, F : [0, l] → R.

Ekkor tehát az u függvény meghatározását illetően a következő alakú egyenletből indul-
hatunk ki:

A(x)
∂2u

∂x2
(ξ) + C(x)

∂2u

∂t2
(ξ) +D(x)

∂u

∂x
(ξ) + E(x)

∂u

∂t
(ξ) + F (x)u(ξ) = 0.
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A fenti matematikai modellt az alábbi kezdeti-, ill. peremfeltételekkel egésźıtjük ki:

i) u(x, 0) = ϕ(x) ,
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) (0 ≤ x ≤ l),

ii) u(0, t) = f(t) , α
∂u

∂x
(l, t) + β

∂u

∂t
(l, t) = γu(l, t) (t ≥ 0),

ahol α, β, γ ∈ R , ϕ, ψ : [0, l] → R, f : [0,+∞) → R pedig adott állandók, ill. folytonos
függvények. Tételezzük fel, hogy bármely x ∈ [0, l] esetén a

[0,+∞) ∋ t 7→






u(x, t)

∂u
∂x

(x, t)

∂2u
∂x2 (x, t)

∂u
∂t

(x, t)

∂2u
∂t2

(x, t)

(egyváltozós) függvények DL-beliek és legyen

Lu(x, z) :=

∫ +∞

0

e−tzu(x, t) dt , L
∂u

∂x
(x, z) :=

∫ +∞

0

e−tz
∂u

∂x
(x, t) dt,

L
∂2u

∂x2
(x, z) :=

∫ +∞

0

e−tz
∂2u

∂x2
(x, t) dt , L

∂u

∂t
(x, z) :=

∫ +∞

0

e−tz
∂u

∂t
(x, t) dt,

L
∂2u

∂t2
(x, z) :=

∫ +∞

0

e−tz
∂2u

∂t2
(x, t) dt (z ∈ C, Re z > a)

valamilyen a ∈ R konstanssal. Feltesszük továbbá, hogy ∂u
∂x
, ∂

2u
∂x2 kiszámı́tásakor a

∂
∂x
, ill. a ∂2

∂x2 deriválások és az
∫ +∞
0

· · · integrálás sorrendje felcserélhető:

∫ +∞

0

e−tz
∂u

∂x
(x, t) dt =

∂

∂x

(∫ +∞

0

e−tzu(x, t) dt

)
,

∫ +∞

0

e−tz
∂2u

∂x2
(x, t) dt =

∂2

∂x2

(∫ +∞

0

e−tzu(x, t) dt

)
.
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Ez más szóval azt jelenti, hogy

L
∂u

∂x
=
∂(Lu)

∂x
, L

∂2u

∂x2
=
∂2(Lu)

∂x2
.

A deriváltak Laplace-transzformáltjairól szóló tételt (ld. 4.4. Tétel) alkalmazva

L
∂u

∂t
(x, z) = zLu(x, z) − u(x, 0),

L
∂2u

∂t2
(x, z) = z2Lu(x, z) − u(x, 0)− ∂u

∂t
(x, 0) (x ∈ [0, l], z ∈ C, Re z > a).

Mindezek alapján azt mondhatjuk, hogy a szóban forgó parciális differenciálegyenletünk

”
Laplace-transzformáltja” a következő:

A(x)
∂2(Lu)

∂x2
(x, z) + C(x)

(
z2Lu(x, z) − zu(x, 0) − ∂u

∂t
(x, 0)

)
+D(x)

∂(Lu)

∂x
(x, z)+

E(x) (zLu(x, z) − u(x, 0)) + F (x)Lu(x, z) = 0 (x ∈ [0, l], z ∈ C, Re z > a).

Figyelembe véve az i) kezdeti feltételeket is a keresett u függvény
”
Laplace-transzformált-

ját” illetően az alábbi egyenletre jutunk:

A(x)
∂2(Lu)

∂x2
(x, z) +D(x)

∂(Lu)

∂x
(x, z) +

(
C(x)z2 +E(x)z + F (x)

)
Lu(x, z) =

C(x)zϕ(x) + E(x)ϕ(x) + C(x)ψ(x) (x ∈ [0, l], z ∈ C, Re z > a).

Ez rögźıtett z mellett nem más, mint az x 7→ Lu(x, z) függvényre vonatkozó másodrendű
közönséges lineáris differenciálegyenlet. Peremfeltételként a fenti ii) peremfeltételből azt
kapjuk, hogy

Lu(0, z) =

∫ +∞

0

e−tzu(0, t) dt =

∫ +∞

0

e−tzf(t) dt = Lf(z),

ill.

α
∂(Lu)

∂x
(l, z) = αL

∂u

∂x
(l, z) =

∫ +∞

0

e−tzα
∂u

∂x
(l, t) dt =
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∫ +∞

0

e−tz
(
γu(l, t)− β

∂u

∂t
(l, t)

)
dt =

γLu(l, z) − βL
∂u

∂t
(l, t) = γLu(l, z)− β (zLu(l, z) − u(l, 0)) =

γLu(l, z)− βzLu(l, z) + βϕ(l),

azaz

α
∂(Lu)

∂x
(l, z) + (βz − γ)Lu(l, z)− βϕ(l) = 0.

Ha a most kapott modellből kiszámı́tottuk az x 7→ Lu(x, z) függvényt, akkor - rögźıtett
x ∈ [0, l] mellett - pl. Mellin-transzformációval kapjuk az u megoldást.

1o Első példaként alkalmazzuk a most vázolt módszert a fent emĺıtett hullámegyenletre
az

u(x, 0) = q sin
nπx

l
,
∂u

∂t
(x, 0) = 0 (0 ≤ x ≤ l) , u(0, t) = u(l, t) = 0 (t ≥ 0)

kezdeti-, ill. peremfeltételek mellett, ahol 0 < n ∈ N, q > 0. Most tehát

ϕ(x) = q sin
nπx

l
(0 ≤ x ≤ l) , ψ ≡ 0 , f ≡ 0,

ill.
A ≡ 1 , C ≡ −1/a2 , D ≡ E ≡ F ≡ 0,

ezért az Lu transzformáltra vonatkozó másodrendű differenciálegyenlet a következő:

∂2(Lu)

∂x2
(x, z) − z2

a2
Lu(x, z) = −qz

a2
sin

nπx

l
,

a peremfeltételek pedig: Lu(0, z) = Lu(l, z) = 0.

A szóban forgó differenciálegyenlet karakterisztikus polinomja: P (y) := y2 − z2/a2

(y ∈ C), aminek két egyszeres gyöke van: z/a és −z/a. Ezért egy alaprendszere: x 7→ exz/a,
ill. x 7→ e−xz/a, ı́gy a homogén részének az általános megoldása:

x 7→ c1e
xz/a + c2e

−xz/a (c1, c2 ∈ R).
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Keressünk egy partikuláris megoldást x 7→ c3 sin nπx
l

alakban alkalmas R ∋ c3-mal. Ehhez
szükséges és elégséges, hogy

−c3
(nπ
l

)2

− c3z
2

a2
= −qz

a2

legyen, azaz c3 =
qz

z2 + (anπ/l)2
. Az általános megoldásunk tehát Lu-ra a következő:

Lu(x, z) = c1e
xz/a + c2e

−xz/a +
qz

z2 + (anπ/l)2
sin

nπx

l
(0 ≤ x ≤ l).

Az Lu(0, z) = c1+c2 = 0 , Lu(l, z) = c1e
lz/a+c2e

−lz/a = 0 peremfeltételekből c1 = c2 = 0
adódik, azaz

Lu(x, z) =
qz

z2 + (anπ/l)2
sin

nπx

l
.

Innen (ld. 3.6.) azt kapjuk, hogy

u(x, t) = q cos
anπt

l
sin

nπx

l
((x, t) ∈ [0, l]× [0,+∞)).

2o Oldjuk meg az előbbi módszerrel a bevezetőben emĺıtett hővezetési egyenletet az

u(0, t) = u(l, t) = 0 (t ≥ 0) , u(x, 0) = q sin
nπx

l
(0 ≤ x ≤ l)

feltételek mellett (ahol q, n ugyanazok a paraméterek, mint az az előbbi példában). Tehát
A ≡ 1, C ≡ D ≡ F ≡ 0 , E ≡ −β2, ezért az Lu-ra vonatkozó másodrendű differenciál-
egyenlet a következő:

∂2(Lu)

∂x2
(x, z) − β2zLu(x, z) = −β2q sin

nπx

l
.

Ennek a karakterisztikus polinomja: P (y) := y2 − β2 (y ∈ C), aminek a gyökei: ±β√z.
Így egy alaprendszer most: x 7→ eβx

√
z , x 7→ e−βx

√
z. Keressünk partikuláris megoldást

most is x 7→ c3 sin nπx
l

alakban, amikor is

−c3
(nπ
l

)2

sin
nπx

l
− β2zc3 sin

nπx

l
= −β2q sin

nπx

l
.

Innen c3 =
β2q

β2z + (nπ/l)2
, következésképpen az általános megoldás Lu-ra:
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Lu(x, z) = c1e
βx

√
z + c2e

−βx√z +
β2q

β2z + (nπ/l)2
sin

nπx

l
.

A kezdeti-, ill. peremfeltételek szerint

Lu(0, z) = c1 + c2 = 0 , Lu(l, z) = c1e
βl

√
z + c2e

−βl√z = 0,

amiből c1 = c2 = 0. Ezért

Lu(x, z) =
q

z + (nπ/βl)2
sin

nπx

l
(0 ≤ x ≤ l),

amiből (ld. 4.2. iii) megjegyzés)

u(x, t) = qe−(nπ/βl)2t sin
nπx

l
((x, t) ∈ [0, l]× [0,+∞)).
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