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Bevezetés

Ez a jegyzet a programtervezé informatikus mesterszak modellalkoté
szakirdnyos hallgatéi szamara késziilt elsosorban, de szivesen ajanljuk
minden olyan érdeklodonek, aki szeretne megismerkedni a megbizhaté
numerikus szamitasok alapjaival. A Numerikus analizis targy keretein
beliil egy félév alatt attekintjiikk az intervallum aritmetikaval kapcsola-
tos alapveto ismereteket, majd a numerikus moédszerek néhany alapfel-
adatanak az intervallum aritmetikai megoldasat targyaljuk. Elsosorban
a linearis egyenletrendszerek intervallum alapti numerikus megoldasaval
foglalkozunk (Gauss-elimindcié, a megoldasvektor kiilonboz6 befog-
laldsi médszerei) valamint a nemlinedris egyenletek kiilonb6z6 megoldési
modszereit vizsgaljuk (Newton-iteracid, polinomok gyokeinek a szimultan
meghatarozasa, interpoldcis modszerek). Kiilon csemegének szanjuk a
hetedik és kilencedik fejezetet, amelyekben az automatikus differencialés
keveset emlegetett mddszere és globdlis optimumszamitasi mdodszer kertil
ismertetésre. A téma megértéséhez az alapszakos linearis algebra, analizis
és numerikus analizis ismeretek elegendéek.

A megbizhaté numerikus szamitdasok lényege az, hogy olyan algorit-
must kivanunk megadni, amely biztositja azt, hogy az algoritmus befe-
jezodésekor megad egy olyan intervallumot, amely tartalmazza a meg-
oldast. fgy garantalt hibabecslést biztosit a lefutas végén. Nyilvan ak-
kor hasznalhat6 ez a modszer, ha az eredmény intervallum kell6en kicsi
atméroji. Mivel a hagyomanyos numerikus algoritmusok ezt nem tudjdk
altalaban biztositani, ha nagyon nagy sziikség van igazan megbizhaté
eredményre, akkor érdemes lehet tobb munkat fektetni a megoldésba és
intervallum alapt, megbizhaté algoritmust felhasznédlni, ami garantalt
hibakorlattal rendelkez6 végeredményt képes produkélni.

Nézziink néhany altalanos megjegyzést, elvet ezen moddszerekkel
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kapcsolatban!
A megbizhaté numerikus eredmények szamitasa két f6 pillérre
tamaszkodik:

1. intervallum aritmetika elmélete,
2. alkalmas algoritmusok.

Megbizhaté numerikus eredményhez jutni legkénnyebben a megfelel6
miiveletek és valtozok intervallumos véltozatara valo cseréjével lehet. Ez-
zel megbizhato, ellenérzott eredményhez jutunk, azonban a kapott be-
foglalasok atmérdje sokszor gyakorlatilag hasznosithatatlanul szélesnek
adodik. Sziikségiink van tehéat olyan mddszerekre, amelyek hasznositjak
az intervallum aritmetika elényeit, és egyben, a mar kiszamolt, de durva
becslések finomitasait adjak.

Ilyen algoritmusok fejlesztése soran nagyon évatosnak kell lenniink,
hogy minek is szamoljuk a befoglalasat. Példaul, ha egy kozonséges dif-
ferencidlegyenlet kezdeti érték problémajanak megoldasat Runge-Kutta
modszerrel becslo programot készitlink, és az itt szereplo miiveletekre in-
tervallum miiveletekkel valé befoglalasat szamitanank, akkor nem a diffe-
rencidlegyenlet egy megoldasanak befoglalasat kapnank, hanem a megfe-
lel6 Runge-Kutta médszer becslését! Ez a befoglalas a kerekitési hibakat
igen, de a csonkolasi hibdakat nem tartalmazza. Egy megbizhaté algo-
ritmusnak azonban az Gsszes lehetséges hibaforrast le kell fednie, mint
példaul a konverzios hibakat is, hogy tényleg megbizhaté bennfogalast
kapjunk.

Az ugynevezett pont problémékra — azokra amelyekben a bemen6
adat nem tartalmaz intervallumot — egy egyszerti megbizhaté megoldast
kinal az iterativ finomitds moddszere. Az elsé becslés lebegépontos
szamolasa utan gépi intervallum szamitassal annak hibaja le van fedve.
Amennyiben ennek az dtméréje kisebb a megkdvetelt pontossdgnal, ak-
kor a megoldas egy ellenérzott befoglaldsa a becslés és hibajanak le-
fedése oOsszegeként adodik. Maskiilonben a becslést a hiba interval-
lum kozéppontjanak hozzavételével megismételve egy finomabb becslés
adodik. A meghizhaté numerikus algoritmusok gyakran fixpont tételek
alkalmazasaira tdmaszkodnak, ebben az esetben az egyik lehetdség a
Brouwer-féle fixpont tétel.
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Tétel. (Brouwer fixpont tétele) Legyen R — R™ folytonos leképezés,
X C R” zart, konvex és korlatos halmaz. Ha f(X) C X, akkor f
fliggvénynek van legaldbb egy x* € X fixpontja.

Legyen X = [z] € R" egy gépi intervallum vektor (doboz az n-
dimenzids térben). Ez kielégiti az el6bbi tétel feltételeit. Tegyiik fel,
hogy taldlunk egy [z] vektort gy, hogy f([z]) C [z]. Ekkor [z]| bizto-
san tartalmazza legaldbb egy fixpontjat az f fiiggvénynek. A tétel igaz
marad, ha f helyett annak fj intervallum kiértékelését vessziik és arra
biztositjuk a tartalmazast, mivel f([z]) C fy([=]).

Ez a tétel egyfajta sablonként szolgalhat algoritmusainkhoz. Elészor
keressiink egy =z = f(x) alakd, az eredetivel ekvivalens problémat,
majd helyettesitjik a jobb oldali fiiggvényt annak fj intervallum
kiértékelésével. Példaként a fixpont iteracios vagy mas néven az egyszeri
iterdciés zérushely keresést tekintjiik. Kezdjiik valamely [2]© kozelits
megoldéssal az alabbi iteraciot

[x](k+l) = fﬂ([x](k)) k=0,1,2,... (1)

Fejezziik be az iteralast, ha [z]**1) C [2]®) valamely k > 0 esetén.
Ekkor matematikai értelemben belattuk, hogy az eredeti problémanak
van legaldbb egy z* fixpontja [z]*) intervallumban.

Megkiilonboztetiink a priori és a posteriori mddszereket a kezdo
kozelitésre. Az a priori eljarasban a kezdo kozelités mar tartalmazza
a fixpontot. Ekkor az (1) iterdciét az alabbi médon alakitjuk at

2*) = fy(®) N[ ® k=0,1,2,...

Az iterdci6 leall, amennyiben elérte a maximaélis 1épés szamot, vagy két
egymast koveté eredmény azonos.

Az a posteriori moédszer nem tartalmazza sziikségszeriien a fixpontot.
Itt az elvaréas, hogy az iterdcio soran egyre kozelebb kertiljiink a fixpont-
hoz, és végiil le is fedjiikk. Minél jobb a kezd6 kozelités, annal gyorsabb
a konvergencia. A gyakorlati tapasztalat az, hogy az iteracio kozelit a
fixponthoz, de csak ritka esetben tartalmazza azt. Egy egyszert triitkkel



TARTALOMJEGYZEK 7

segithetlink ezen. Az 1j iterdcids 1épés elott egy

[z] e = {[:c] + [—e,¢] - d([z])  had([z]) #0

(2] + [~ %min, +ZTmin] méskiilonben

e-bovitéssel noveljiik az aktudlis intervallumot, ahol z,;, a legkisebb po-
zitiv gépi szam, d([z]) az [z] intervallum szélessége, € > 0. Ezutdn az a
posteriort modszer iterdcidja a kovetkezo modon valtozik:

[2]*) = [2]®) > e

]+ =fu<[x]<k>>} k=01,2,...

Fixpont moédszereink némelyike moddosithaté gy, hogy a fixpont
egyértelmiisége is biztositott legyen.



1. fejezet

Intervallum aritmetikai
alapok

1.1. Valos intervallum aritmetika

A kovetkez6 szakaszokban a valds szamok halmazat R |, elemeit kis betiik
(a,b,...,z,y,z) jelolik. Az R alabbi részhalmazat

[a] :==[a,a] :={t |a<t<@TaacR}

zart, valds intervallumnak, vagy roviden intervallumnak nevezziik, ahol
az intervallum also és fels6 korlatjara az
a, a

jelolést hasznaljuk. Ha M egy tetszOleges halmaz, akkor M™ és M™*™
jeloli az n dimenzids vektorok, illetve az (n x m)-es métrixok halmazat,
ahol a vektorok oszlopvektorként értendék. Az egységmatrix jele I.

Matrixok és vektorok maximum norméjénak jele |-|| .. Az iteracid
sorszamat a felsé indexben jeldljiik, pl: *). A zart valés intervallumok
halmazat IR jeloli, elemeit pedig a [a],[b],...,[z], [y], [z] szimbSlumok.

Ekkor az = € R valds szamok felfoghatdk IR specidlis elemeként: [z, x],
amiket pont-intervallumoknak neveziink.

1.1. Definicié. Az [a] = [a,a] és [b] = [b,b] intervallumok egyenldk,
la] = [b], ha halmazelméleti értelemben egyenldk.

8
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Ebbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy

[a] =[b] & a=bésa=h.

Az = relaci6 IR-ben reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv.

A kovetkezokben altalanositjuk a valés aritmetikat bevezetve az IR-
en értelmezett miiveleteket.

1.2. Definicié. Legyen o € {+,—,,:} egy bindris mivelet a wvalds
szamokon értelmezve. Ha [a], [b] € IR, akkor

[a]o[b] ={z=aob]|a€[a],be b} (1.1)
definidlja a megfelelo TR-beli miveletet.

Az osztas esetén feltessziik, hogy 0 ¢ [b], amit a tovdbbiakban nem
emlitiink kiilon. Szintén megjegyezziik, hogy azonos szimbdlumokat
hasznélunk az R illetve IR-beli miveletekre.

Az [a] = [a,a], [b] = [b, b] intervallumokra vonatkozé miiveletek expli-
cit formaja

[a] +[0] = [a+ b+,
o) - Bl =lo-Ba-1, Oy
[a] - [b] = [min{ab, ab, b, ab}, max{ab, ab, ab, ab}],
[a] : [b] = [a,q] - [1/b,1/1)].
Ez abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy z = f(z,y) = xoy,o0 € {+,—,-,:}

kompakt halmazon vett, folytonos fiiggvény, ennek okan felveszi legki-
sebb és legnagyobb, valamint az Gsszes kozbees6 értékét is, igy [a] o [b]
szintén zart valés intervallum. Az 1.2-beli képleteink ennek megfelelGen
f(x,y) legkisebb, illetve legnagyobb elemét szamitjak ki. Az IR halmaz
kovetkezésképp zart a fenti miveletekre nézve, tovabba azonnal latszik,
hogy a valds szamok izomorfak a megfelelé pont-intervallumokkal, ezért
egyszeriien hasznéljuk az [z, z] o [a] = z o [a] jel6lést.

Mivel az intervallumok is halmazok — a halmazelméletben szokésos
reldciok, miveletek (=,€,C,C,2,D,N) az addigi értelemmel birnak.
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Bevezethetdk wjabb reldcidk is. Egy [z] intervallumot tartalmazza [y]

pontosan akkor, ha y < x és T < 7. Ennek jele [z] - [y] és belsd tartal-
mazasi relacionak is hivjuk. Néha hasznalatos két intervallum burka:

[#)Uly] := [min{z, y}, max{7, 7}].

Az (1.1)-beli miiveleteken til gyakran hasznalunk unaris intervallum
miiveleteket.

1.3. Definicié. Ha f(x) egy folytonos undris mivelet R-en, akkor

F(la) = [min f (2) max f (o)

undris muvelet IR-en.
Példéak ilyen unéris miveletekre IR-en:
[2]*(k € R), el In[z], sin[x], cos[z], . . .

A kovetkezo tételben Osszefoglaljuk az IR-beli legfontosabb miiveleti
tulajdonsdgokat.

1.4. Tétel. Legyen [a],[b],[c] € IR. Ekkor

[a] +[b] = [b] + [a], [a]-[b] = [b] - [a] (kommutativitds), (1.3)
([a]+[8]) +[e] = lal+([b]+[c]), (lal-[b])-[e] = [a]-([b]-[c]) ( asszociativi(tf%
0] = [0,0],[1] = [1,1] egyértelmien meghatdrozott neutrdlis elerﬁek
az additiv, illetve multiplikativ struktirdkban, azaz

la] = [0] + [a] = [a] + [0] Via] € IR < [0] = [0, 0], (1.5)

la] = [1] - [a] = [a] - [1] V[a] € IR & [1] = [1,1],
IR zérusoszto mentes, (1.6)
az [a] = [a,a] € IR, (a # @), elemnek nincs sem additiv, sem multip-

likativ inverze, tovabbd igaz, hogy

0O€al—[a] és1 €]a]:][a] (1.7)
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[a]([b] + [c]) C [a][b] + [a][c] (szubdisztributivitds) — (1.8)
a([b] + [c]) = a[b] + a[¢], a€R
[a]([b] + [c]) = [a][b] + [a][c], ha bc > 0 Vb € [b], ¢ € [c].

Bizonyitas: Az (1.3) allitas belatasa. Legyen o € {+,-}. Ekkor

[a]o[b] ={2z=aob|a€]a],be[b]} =
={z=boalbeb],a € al} =[b]o]a]

Az (1.4) éllitas belatasa. Legyen o € {+,-}. Ekkor

(la] o [b]) o] ={z=(aob)oc|ac|a],be[b],
= {z:ao(boc) | a € [a],bE [b],
Az (1.5) allités beldtasa. Tegyiik fel, hogy n, n két additiv neutralis

elem. Ekkor
n+n=nésn+n=n.

A kommutativitas miatt n = n. Hasonléan lathaté be a multiplikativ
neutralis elem unicitasa is.
Az (1.6) 4llitas beldtdsa. Legyen [a] - [b] = 0, azaz

[a] - [b) ={z=a-b|a€]al,be b} =]0,0].

Ebbdl kovetkezik, hogy [a], [b] € IR legaldbb egyike [0, 0].
Az (1.7) 4llitas beldtdsa. Mindkét allitds egyenértékii az

[a] = [b] = [0,0] = [a] = [a, a] = [0],
(0] = [1,1] = [a] = [a,a], [b] = [1/a,1/d]

—
—
—

allitasokkal. Legyen
la] —=[b] ={z=a—0b]aela],be 0]} =[0,0].

Kovetkezik, hogy Va € [a],b € [b] esetén z = a — b = 0. Tetsz6legesen
rogzitve b € [b] elemet, kapjuk, hogy Va € [a] esetén a = b, tehat [a] =
[b,b], vagy a € a] elemet rogzitve [b] = [a,a]. A multiplikativ eset
hasonléan bizonyithato.
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Mivel
O=a—ac{z=x—y|zecla,y€la]} aclal,

kévetkezik, hogy 0 € [a] — [a]. Hasonléan adddik, hogy 1 € [a] : [a].
Az (1.8) 4llitas belatésa.

[a]([t] + [c]) ={z=a-(b+c)[ac]a],be[b],
C{z=ab+ac|a,a € [a],be [b],
= [a][b] + [a][c].

]
]

N

S
S

}
}

(S I

Egy ellenpélda elegend6 az egyenléség cafolasara.

H (0,1, 8] = [1, 1] [e] = [=1, 1]
o) = 10,0] € [=1,1] = [a][8] + [a][d].

S6t, kapjuk, hogy Va € R esetén

a([b] +[c]) ={z=alb+)|be [b,c €[]} =
={z=ab+aclb € [b],ce [} =
= a[b] + a[c].

Az utolso allitas belatdsahoz, az altalanossag megszoritasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy b > 0 és ¢ > 0. Ha a > 0, akkor

[a] ([8] + [c]) = [a(b + ), a(b+2)]

[a][b] + [allc] = [ab, ab] + [ac, ac] = [a(b + ¢), a(b +2)].

< 0, akkor az €l6z6 esetre jutunk —|[a] helyettesitéssel. Amennyiben
0, kapjuk, hogy

[a]([6] + [c]) = [a(b +7),a(b+ 7)),
mint ahogy

[a][8] + [a][c] = [ab, @] + [a¢,ac] = [a(b +2),a(b + )],
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amibél az allitas adédik. O
Most ismertetjiik, hogy mit mondhatunk az

[a][«] = [b] [a] #[0,0], [«] € IR

tipusi  intervallum-egyenlet — megoldhatdsagarol. A kérdés
megvalaszoldsahoz sziikséglink lesz a kovetkezd y segéd fiiggvényre

a/a ha|a| < [a|
Xla]:==9_"
a/a kiilonben.

Ekkor igaz a kovetkezé: az [a][x] = [b] egyenletet megoldja [z] € IR
pontosan akkor, ha

xla] > x|[b].

A megoldas pontosan akkor nem egyértelmi, ha

Xla] = x[b] < 0.
Tekintsiink egy példat. Legyen [1,2][x] = [—1,3]. Ennek egyetlen
megolddsa az [z] = [—1, 2], mivel

1
X[1>2] = 1/2 > X[_1>3] = _g‘

Masrészt, tekintve az aldabbi egyenlet megoldasait
ar=>b a€l[l,2] be[-1,3],

amibdl kapjuk, hogy

{x = 2 la€[l,2],be [—1,3]} R [—1,3] D [].

Ez a megoldédshalmaz kiilonbozik az [x] intervallumtdl, ezért az [a][z] = [b]
intervallum-egyenlet algebrai megoldasanak nevezziik. Belathatd, hogy
altaldanosan is igaz a kovetkezo:

Legyen adott [a[z] = [b],0 ¢ [a] és [z] € IR egy megoldédsa. Ekkor
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hiszen
re€lr]=>Facla,beb: ar=b=x=>b/acb:al.

Megjegyzendé, hogy az [a][x] = [b] egyenlet megoldhaté akkor is, ha
0] : [a] nem definidlt. Példdul

1
[ 10l = [-1,2],
ahol x[—3%,1] > x[—1,2], igy [z] = [-1, 2] egyértelmii.

Az intervallum szamitasok egy alapvetd tulajdonsaga a befoglalasra
vett monotonitas. Az alabbi tétel fogalmazza meg ezt a tulajdonsagot.

1.5. Tétel. Legyen [al,[b],[c], [d] € IR és legyen

la] < [d], [b] € [d]
Ekkor a o € {4, —, -, :} mdveletekre igaz, hogy

[a] o [b] C [c] o [d]. (1.9)
Bizonyitas: Mivel [a] C [c], [b] C [d], kdvetkezik, hogy

[alo[b] = {z =z oylreld,yc ]} C
C{w=wuovfuelcd,vel[d}=

= [c] o [d].
O
Az 1.5. tétel egy specialis esete:
1.6. Kovetkezmény. Legyen [a], [b] € IR és a € [a],b € [b]. Ekkor
aob€[a]ob], o€ {+ —,:}.
Az 1.3. definicié miveleteire a megfelel6 tulajdonsagok:
2] € o) = r(le]) € r(ls), o)

x € [z] = r(zx) Cr(z]).

Ezen allitdsok kozvetlen altalanositdsai intervallum kifejezésekre
az 1.19. tételben taldlhatok.
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1.2. Tovabbi koncepcidk, tulajdonsagok

A kovetkezokben bevezetjilk az alapvet6 topologiai fogalmakat az inter-
vallumok halmazan. Elsoként a tavolsag fogalmat definialjuk IR halma-
zon.

1.7. Definicié. Az [a] = [a, @] és [b] = [b, b] intervallumok tdvolsdga
q([a], [t]) = max{la — 0], |a - b[}.

A g leképezés metrika [R-ben, hiszen rendelkezik az alabbi tulaj-
donsédgokkal

q([a],[b]) 20 ¢ qg(la], [0]) = 0 < [a] = [b],
q([al, [b]) < q([al, [c]) + q([b],[c]) (hdromszg-egyenlStlenség).

A haromszog-egyenlétlenség belathaté a kdvetkez6 mddon:

q([al, [e]) + q([0]. [e]) = max{la — c[, [a — |} + max{lc — 0], [c — B[} >
>max{la —c|+|c—bl,[@a—¢ +[c—b|} >
@ —b|} = q([a], [0).

Ez a tavolsag fogalom redukalédik a szokasosra, amennyiben pont
intervallumokra alkalmazzuk. Teh&t

> max{|a — 0|,

q(la, al, [b,0]) = |a = b|.

A fent bevezetett metrika az IR halmazon értelmezett Hausdorff
metrika. Ez altalanositdsa a metrikus tér pontjai kozt értelmezett
tavolsdgnak - jelen esetben R a ¢(a,b) = |a — b| metrikdval - ezen tér
Osszes nem iires, kompakt részhalmazanak halmazara. Ha U,V ilyen
halmazok, akkor a Hausdorff tavolsaguk

q(U, V) = max {sup inf ¢(u,v),sup inf q(u,v)}

veV uel wel vEV

képlettel definidlt.
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Masfajta hasznos jellemzés is taldlhaté a Hausdorff metrikara. Valds
intervallumok [a], [b] esetén konnyt meggy6zédniink arrél, hogy az 1.7.
definicio leirja a Hausdorff metrikat.

Az IR halmazon egy metrika bevezetésével nemcsak metrikus, de to-
pologikus teret is kapunk. A tovdbbiakban a konvergencia és folytonossig
fogalmai igy a szokdasos médon targyalhatok. Intervallumok egy sorozata
{[a](k)}zozo konvergdl az [a] intervallumhoz pontosan akkor, ha a meg-
felel6 intervallum korlatok konvergalnak [a|] = [a,a] korldtaihoz. Ekkor
irhatjuk, hogy

lim [a]® = [a] < (lim a® =qa, lima® = d) . (1.11)
k—o0 k—o0 k—o0
A bizonyitas kovetkezik az intervallumok tavolsag definicigjabdl, ezért az
olvasora bizzuk.

A fenti metrikara igaz a kovetkezd allitas, melynek bizonyitasat az
olvaséra bizzuk.

1.8. Tétel. (IR, q) az 1.7. definicié szerinti metrikdval teljes metrikus
tér. (Intervallumok minden Cauchy sorozata konvergdl valamely inter-
vallumhoz.)

Most az intervallum sorozatok egy fontos osztalyanak viselkedésére
adunk jellemzést.

1.9. Tétel. Legyen {[a](k)}zozo olyan intervallum-sorozat, melyre

(@) D [a]V D [a]® D
igaz. Ekkor MNeolal® egy [a] intervallumhoz konvergdl.

Bizonyitas: Legyen a korlatok sorozata

a? <a® <a® <a® <. <aq® <a® <ag® < g,
Az alsé korlatok sorozata igy monoton novekvd szamokbdl all, amelyek
fels6 korlatja @®. Egy ilyen sorozat konvergens és hatérértéke valamely
a szam. Hasonldan, a fels6 korlatok szamsorozata monoton csokkend és
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alulrdl korlatos, ezért konvergens, az a hatarértékkel, ahol a < a@. Az
[a] = Nieyla]®) egyenlbség ugyanilyen egyszertien beldthato. O
A bizonyitds azt is mutatja, hogy egy {[a] (k)}zio, amelyre
[a](o) ) [a](l) ») [a]@) DD b
egy [a] D [b] intervallumhoz konvergal.

Az intervallum miiveletekrdl és a tovabbi miiveletekrdl szél az aldbbi
allités.

1.10. Tétel. Az 1. fejezetben bevezetett 4+, —, -, : intervallum midveletek
folytonosak.

Bizonyitas: Csak az + miiveletére latjuk be az allitast, a tobbire ha-
sonlbéan elvégezheté. Legyen {[a](k)}zozo és {[b](k)}zozo két intervallum
sorozat, amelyekre

lim [a]® = [a] , lim [5)*) = [B].

k—o0 k—o0

Az Bsszeg intervallumok sorozatara {[a]™ + [b] (k)}zozo igaz, hogy

a®) 4 p®) gk 4 g““)] -

k—o0 k—o0

-l (o 09 o (105) -

k—o00

lim ([a]® + [5]®) = lim [

=la+ba+b]=a] +[0]

(1.11) miatt. O
Az 1.10. tétel kiterjesztése a (lasd 1.3. definicid)

1.11. Kovetkezmény. Legyen [ eqy folytonos fiigguény és

f([2]) = [min f(z), max f(z)].

z€[x] z€[x]
Ekkor f([z]) folytonos intervallum kifejezés.

A bizonyitas azonnal kovetkezik f folytonossagabdl. Ez a kovet-
kezmény garantélja példaul az [z]*, sin[xz], el*) folytonosségat.
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1.12. Definicié. Az [a] = [a,a] € IR abszolitértéke
[a]] = q([a], [0, 0]) = max{]al, [a]}.

Szokésos jelolése még
|[a]| = max{|a|}. (1.12)

a€lal

Ha [al, [0] € IR, akkor vildgos, hogy
[a] € [b] = |[a]] < [B]] (1.13)
Definialhato tovabba az tgynevezett legkisebb abszolutérték

([2]) == min {|z| | = € [2]}.

Ekkor az 1.12. definici6 a legnagyobb abszolutérték nevet is viselheti.
Most belatjuk az IR-beli metrika néhany tulajdonsagat.

1.13. Tétel. Legyen [a] = [a,a), [b] = [b,b],[c] = [c, 7], [d] = [d,d] € IR.
Ekkor

(1.14)

, (1.15)

) = lafq([b], [e]), a€R (1.16)
(1.17)

Bizonyitas: (1.14) bizonyitdsa. A ¢ metrika definiciéjabdl kovetkezik,
hogy

g([a] + [], [a] + [d]) = max{la+ b~ (a+)|.[a+b— (@+7)|} =

= max{|b— [, [b—7l}.

(1.15) bizonyitasa. A héromszog-egyenlStlenség, (1.14) valamint ¢
szimmetridja alapjan

q(la] + [0, ] +[d])

IN

q(la] + [b], [6] + [c]) + q([c] + [d], [b] + [¢]) =
q(lal, [e]) + q([6], [d]).
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(1.16) bizonyitésa.
q(afb], alc]) = max{|ab — ac|, |ab — azl} = |a| ¢([t], [c]).
(1.17) bizonyitdsa. A bizonyitandé allités felirhaté

q([a][b]; [al[d]) = max{|[a][b] — [a][c]], |[a][b] — [al[c]|} < [[allq([b]; [])

alakban. Itt az egyenl6étlenséget csak az alsé korlatokra latjuk be:

|[a][] — [alld]| < [[a]lq([b], [c])-

Az

|[a][b] — [allc]| < I[a]lq([t], [])
egyenlotlenség hasonléan igazolhato.
Legyen a € [a]. Az (1.16) relaciét felhasznélva

max{|a[b] — alc]], |a[b] — a[c][} = |alq([b], [c]).

Az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy
[a][b] = [al[c]-
(Az [a][b] < [a][c] eset hasonld.)

Mivel
[a][c] ={ac|a € [d],c €[]},

ezért
Ja € [a] : [a][c] = a]c].

A befoglaldsra vett monotonitas miatt
alb] < [a][0]
tovabba

Végiil
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l[a]] = q([a],0) jeloléssel az abszolutérték konnyen igazolhatd tulaj-
donsagai
o] 20 & |la]] =0« [a] =[0,0],
|[a] + [B]] < [a]| + [[0]],
olell =l |, o €® )
|[a][b]] = [[a]] - [[0]

allbl] = max |c| =
fat)] = max |

= max |ab| =
a€la],be(b]

pu— . b pumg
L)

= max |a| max |[b| =
a€lal belb]

= [[a][ - [[b]]-
A tobbi belatésa hasonléan torténik.
1.14. Definicié. Egy [a] = [a,a] intervallum szélessége, atmérdje
d([a]) =a—a > 0.
A pont intervallumok ekkor irhaték
{la] € IR [ d([a]) = 0}

alakban.
Az intervallum sugara, kozéppontja is megadhatd az intervallum also,
felso korlatjaval

r([z]) = rad([z]) == :
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Ekkor az x € [z] relacié |x —m([z])] < r(]z]) alakba frhaté. Ha z
kozelitéseként az [z] intervallum koézéppontjat valasztjuk, akkor ezen
kozelités abszolut hibdjanak fels6 korlatja éppen r([x]).

Az x valés szamot tartalmazo [z] intervallum mindsitésére bevezetjik
a relativ atmér6 fogalmat

([z])
drel([x]) = {Cl([xD ha 0 ¢ [ZE’],

d([z]) maskiilonben.

Azonnal adédnak az alabbi tulajdonsagok

[a] € [b] = d([a]) < d([b]), (1.19)
d([a] % [b]) = d([a]) + d([0]). (1.20)

Az (1.19) bizonyitésa trividlis, azonnal adédik
d((a]) = max|a ~ b (1.21)

kifejezéshdl.
Az (1.20) allitas az + miveletére igaz, mivel

d([a] + 1)) = d(la +b,a+8]) =

Azonos gondolatmenetet kévetve — miiveletre is igaz (1.20).
1.15. Tétel. Legyen [al, [b] € IR. Ekkor
d([a][0]) < d([a]) - [[b] + [[all - d([b]),
m

(1.22)

ax{|[a]| - d([0]), [[0]] - d([a])}, (1.23)
d(afb]) = |a| - d(]), a €R (1.24)
(1.25)
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Eqgy 0 € [c] € IR intervallumra igaz, hogy
|[d]] < d([e]) <2-][d]]. (1.27)

Bizonyitas: Az (1.22) éllitds bizonyitdsa.  Felhasznalva (1.21)
Osszefiiggést

d([a][b]) = b—a'b| =

(allth = o Jab— oV

= max  |ab— ab* + ab” — a*b"| <
a,a*€lal,b,b*€[b]

< max  {la(b—5)|+ [(a—a")b']} <

a,a*€lal,b,b* €[b]

< max Ja|-|b—=0"+ max |a—a’|-[b*|=
a€lal,b,b*€[b] a,a*€lal,b* €[b]

(max |a\> (max b — b*|) +

a€lal b,b*€[b]

+ < max |a — a” |> (max|b |>
a,a*€lal b*elb

= |[a][ - d([0]) + d([a]) - [[0]].
Az (1.23) &llitas bizonyitdsa. Elészor belatjuk, hogy

d([a][b]) = max  |ab—a*b*| > max |ab— ab*| =
a,a*€[al,b,b*€[b] a€lal,b,b*€[b]

fry . b—b* p— 'd b .
mas ol - [o = '] = [[a]l - d([8)

Hasonl6an
d([a][b]) = [[0]] - d([a]),

igy (1.23) azonnal adédik.

Az (1.24) 4llitas bizonyitésa.

d(alb]) = max lab — ab*| = nax {la| - [b ="} =
bb*elb “€[b]
ol gy b~ 1 = o -d(0).

Az (1.25) 4llitas bizonyitasa. n = 1 esetén az allitds igaz. Ha egy n >

1 szdmra az egyenl6tlenség igaz, akkor felhasznalva (1.22) Osszefiiggést,
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(1.18) utolsé reldcidjat, kapjuk, hogy
d([a]"*") = d([a]"[a)) < d([a]") - |[a]] + [[a]|" - d([a]) <

< nl[a]|"™" - d([a]) - [a]| + [[a]|" - d([a]) =
= (n+ Dlfal|" - d([a]).

Az (1.26) allitas bizonyitasa. Mivel xz € [z], kovetkezik (1.19) és a
befoglalasra vett monotonitas alapjan, hogy

(([2] = [2)") = d([=d([z]), d([2])]") =
=2 (d([]))".

Az (1.27) allitas bizonyitasa. Minthogy 0 € [c] = [¢,¢], ezért ¢ <0 <
¢, amibol

d([c]) =2 — ¢ = [e| + |¢] = max{]c], [e[} = [[c]],

tovabba
d([e]) = le| + [e] < 2 max{|c|, e[} = 2[[c]|.
O
1.16. Tétel. Legyen [a], [b] € IR, és tegyiik fel, hogy [a] = —[a], azaz [a]
szimmetrikus intervallum. Ekkor az alabbi tulajdonsdgok igazak
[a][b] = |[b]]al, (1.28)
d([a][b]) = [[b]] - d([a]). (1.29)

A mdsodik tulajdonsdg igaz nem szimmetrikus esetben, ha 0 € [a] és
b>0vagy b<0.
Bizonyitas: Mivel [a] = —[a], azaz |a| = [a] = a, ezért
[a][b] = [min{ab, ab, —ab, —ab}, max{ab, ab, —ab, —ab}| =
= [amin{b, b, —b, —b}, amax{b, b, —b, —b}| =
= [a(=l[61]), al[b]]] = [—=a, a]|[b]] = [a]|[b]]-

Ebbdl kovetkezik (1.24) alapjan (1.29). A tébbi eset analdég médon
belathaté. ]
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1.17. Tétel. A kovetkezd tulajdonsdgok igazak az [al, [b] € IR interval-
lumokra:

d([a]) = [la] = la]|, (1.30)
1

[a]  [b] = 5(d([t]) - d([a])) < q([a], [b]) < d({B]) —d(la]). ~ (1.31)

Bizonyitas: Az (1.30) allitas bizonyitasa.
d([a]) =@ —a=|[a] — [a]|.
Az (1.31) allitas bizonyitdsa. Legyen [a] C [b]. Ekkor b < a <a < b,
tehat
q([a], [b]) = max{|a — b, @ — b|} = max{a — b,b —a}
<b-—ata-b=b-b—(a—a)=d(b]) - d(a]),

tovabba
olla], ) = max{a ~ b5~} > Sa—b+5-7)
= () — d(a)))

O

Most bevezetiink egy 1j binaris miveletet TR halmazon. Legyen
a], [b] € IR. Az

la] N [t] = {ele € [a],c € [B]} (1.32)

Osszefliggés jeloli két halmaz metszetét a halmazelmélet szerint. E
miivelet eredménye pontosan akkor van IR halmazban, ha [a] N [b] nem
iireshalmaz. Ebben az esetben

[a] N [b] = [max{a, b}, min{a, b}]. (1.33)
A metszet fontos tulajdonsagait gytjti Ossze az alabbi
1.18. K6vetkezmény. Legyen [al, [b], [c],[d] € IR. Ekkor
la] € d], [b] € [d] = [a] N [b] < [¢] N [d]. (1.34)

(befoglalasra vett monotonitds)

A metszetképzés folytonos mivelet, amennyiben elvégezhetd IR halmazon.
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Bizonyitas: A befoglaldsra vett monotonitas (1.34) kovetkezik az 1.32.
definiciébdl. A folytonossag bizonyitasa (1.33) segitségével elvégezhetd.
U

1.3. Intervallum kiértékelés, valods
fuggvény értékkészlete

Ebben a fejezetben az f wvalds, folytonos fiiggvényekkel foglalko-
zunk. Az f fiiggvényhez tartozé f(x) kifejezés jelenti azt a szamitdsi
eljarast, amellyel f minden értelmezési tartomanybeli eleméhez tar-
tozo figgvényértéket kiszamitjuk. Feltessziik, hogy a kovetkezdkben
el6forduld kifejezések véges sok miiveletbol allnak, amely miveletek
az 1.2. és az 1.3. definiciéval 6sszhangban vannak. Ha egy f-hez tar-
tozé kifejezés tartalmazza az a®,aV, ... a(™ konstansokat, akkor ezt
f(z;a@ aM . . a™) médon jeloljitk. Egyszerfisités céljabol feltessziik,
hogy mindegyik konstans a®)(0 < k < m) csak egyszer fordul el§ az
adott kifejezésben. Amennyiben tobbszor is elofordulna valamelyik, ak-
kor tjabb indexet bevezetve a kivant alakra hozhaté a kifejezés.
Példaul két kiszamitasi szabdlya ugyanannak a ¢ fliggvénynek lehet

gV(ia) = - z#1, x40,

1—=x

és a
9(2)<‘“a>:1/x_1= r#1, x#0

Az alabbi

fllal: [@],... [a™) =
= {f(2;a9, ... ")z € [z],a® € [a]P,0< k <m} =

= m}n] fz:a®, ... a™), mz[n]( fz:a®, ... a™)
rE|T rE|T
a®) e[a) ) a®) e[a]®)
0<k<m 0<k<m

kifejezés jeloli a tovabbiakban az f fliggvény Osszes felvett értékének
intervallumat (értékkészletét), amikor z € [z],a® € [a]® 0 < k <
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m egymastol fliggetlentil felveszik lehetséges értékeiket. FEz a definicié
fliggetlen az f fiiggvénytol.
Példaul az elobbi g fliggvényre és

[a] = [0,1], [2] = [2,3]
kapjuk, hogy

axr

am%mmz{

2§x§&0§a§1}:p4n}
1—2z
Az aldbbiakban definidljuk az f fiiggvény egy intervallum kiértékelését.

Legyen adva f egy szamitési szabalya. Cseréljiikk az Osszes véltozot
intervallumokra, a miiveleteket intervallum miiveletekre. Az igy kapott
kifejezés fj([2]; [a]©, ..., [a]™)). Ha az dsszes véltozd az 1.2. és az 1.3.
definicioban foglalt miiveletek értelmezési tartomanyaba esik, akkor f
egy intervallum kiértékelését vagy intervallum-aritmetikai kiértékelését
kapjuk.

A fenti atirat az altalunk targyalt fiiggvények esetén mindig le-
hetséges. A konstansok is intervallumokkal helyettesitendék. Az inter-
vallum kiértékelés flige f hozzarendelési szabdlyanak konkrét alakjatol.
Késobb felhasznaljuk ezt a tényt. Itt egy egyszerti példat adunk.

Legyen g az elébbi példakbdl megismert fliggvénnyel azonos.

[a] = [0,1], [+] = [2,3]
mellett két kiilonbozo intervallum kiértékelést kapunk:

0,1][2, 3]

1 . S | Suk e’ Y
g ([273]7[071]>_ 1_[273] _[ 370]7

02,3 0,1)) = Ul = (2,0 # (23] 0,1)

D= g R
A fenti jelolés  tobbvaltozds — fliggvényekre is  alkalmaz-
hato. Az f(z®,. . 20:a® . a™)  kifejezés  értékkészlete
F(2])D, 7)™ [a] @, .. [a] ™) értékekbdl &ll, ahol ) € [2]®) 1 <
E < n, é a¥ € [a]9,0 < j < m egymdstdl fiiggetlenek. Az
Fp([]®, (2] [a]©, L [a]™) intervallum  kiértékelése hasonléan

értelmezheto.
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Adunk egy példat olyan kifejezésre, amely értelmetlen intervallum
kifejezésre vezet. Az
1

:72 l
7+ 5

f(z)

valés fliggvény értelmes R halmazon. Az f fiiggvény egy lehetséges
hozzarendelési szabdlya

~ 1
f@) = r-x+ %
A véltozét [x] = [—1,1] intervallumra cserélve ez részhalmaza az

értelmezési tartoménynak, a miiveletek intervallum megfelel6it hasznélva

~ 1 1 1

fﬂ([_lj 1]) N [_1’ 1][_1>1] +% - [_1>1] +% - [_%’ %]’

ami nincs értelmezve.

Az alabbi tétel a fliggvényérték intervallum kiértékelésének két fontos
tulajdonsagardl szél. Az 1.5. tétel és az 1.6. kovetkezmény alapjan
konnyen belathaté, ezért a bizonyitastol eltekintiink.

1.19. Tétel. Legyen f az 2, ... 2™ wdltozék folytonos figguénye és
fa® a6 aM)) az f egy kifejezése, tovdbbd tegyiik fel, hogy
az fy([yl™, ..., w]™; 0], ... [b]"™) intervallum kiértékelés értelmes
]V )™ [B)©) . ] intervallumokra. Ekkor minden

2% Cp®, @9 CBY, 1<k<n, 0<j<m,
esetén teljestil, hogy

F(®, 2] ™5 ] e ™) € (1.35)
C f(l=W, . 25 0@, [al ™)
(befoglaldsi tulajdonsdg)

tovabba minden

W% Y Y, @Y CEY CBY, 1<k<n 0<j<m
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esetén teljestl, hogy

A, @) [a®, . [0 ™) (1.36)
C f(1D, .. ™39, ., [ )

(befoglaldsra vett monotonitds).

Példaul, ha az f fliggvény szabalya
flwsa) =a—

x
1+’

x # -1,

akkor
[l’] = [_%7 1]7 [Z] = [_%72]7 [a] = [C] = [2a3]a
valasztassal nyerjiik, hogy

f(1=3,10,12,3]) = [3,4] € fy([—3,1);[2,3)) = [0,
So([=35,15:12,3]) = 0,4] € fy([-3,2]; [2,3]) = [-2,

Az (1.35) befoglalasi tulajdonsidg kapcsolatot teremt a fiiggvény
értékkészlete és intervallum kiértékelése kozott. Ebben a szakasz-
ban, tobbek kozott levezetiink képleteket az értékkészlet intervallum
kiértékeléssel valod becslésére.

Bizonyos esetekben az (1.35) reldciéban egyenléség all, példaul, ha
M 2™ e o™ mennyiségek pontosan egyszer szerepelnek az
fa 2 a® e Kifejezésben.

1.20. Tétel. Legyen p eqy valos vdltozos polinom a kévetkezd kifejezéssel
definidlva
p($7 CL(O), cee a(m)> :( .. ((a(m)x + a(m_l))”mfl + a(m_2)>nm—2+
_|_ e + a(l))nl _'_ a(o)’
aholmn, > 2,1 <v <m-—1. Amennyiben a hatvdnyokat az aldbbi modon
értékeljik ki
[2]*

= {min :ck, max xk]
z€[x] z€[x]

(lasd 1.5. definicidt), akkor
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Bizonyités: m = 2 esetben p(z;a®,aM,a®) = (a@z + aM)™ +
a® | ezért a bizonyitds trividlis. A tovabbi esetek teljes indukciéval
belathatdk. O

Egy polinomot azonban &altalaban nem lehet az 1.20. tételben
megkivant alakra hozni. Egy masodfokt polinom

p(x; b b(l)) =22 4+ pWgp 4 pO
viszont atalakithaté
plz;a®,a) = (2 +aW)? 4+ a®

alakra, ahol
aV) = b(l)/Q, al® = p0) _ (b(l))2/4_

Az 1.19. tétel altalanosan igaz allitasa és a fentebb emlitett specidlis
esetekkel egyiitt az f értékkészletének intervallum kiértékeléssel vald
becslésére ad kvalitativ allitast a kovetkezd tétel egyvéltozds, valds
fliggvény esetére. Mivel az allitas feltételei a kovetkezdkben tobb al-
kalommal is elofordilnak, ezért kiilon jelolést vezetiink be ra.

1.21. Definicié. Legyen f valos eqyudltozos fuigguény,
f(z;a@ .. a™) egy szabdlya, ahol aW-k konstansok. Az 1y
Fla®, ™ a® ™)) szabdly jelentse az eldbbi dtiratdt gy,
hogy x vdltozd minden eléforduldsdndl eqy dj ™ ,1 < k < n wvdltozét
vezetiink be. Ekkor azt mondjuk, hogy f a régzitett |y] intervallumon
kielégiti a (x) feltételt, ha értelmezve van az [y, [a]©?, ... [a]™ € IR
intervallumokra  f intervallum  kiértékelése  fy([yl; [a]©, ..., [a]™™),

tovdbbd f(xW ... 2™;a . a™) kielégiti minden 2™ 1 < k < n
vdltozora az [y] intervallumbdl a Lipschitz feltételt a v, > 0 Lipschitz
konstanssal az 29 € [y],1 < j < n,j # k vdltozdk alkalmas vdlasztdsa
mellett.

1.22. Tétel. Legyen f valds egyvdltozos fiigguény, f(z;a?, ..., a™) egy
szabdalya. Tegyik fel, hogy f kielégiti [y] intervallumon a (x) feltételt.
Ekkor [x] C [y] esetén Iy > 0, melyre

q(f([2); [al, ..., [al™), fy(2]; [a] @, .., [a] ™)) < ~d([z]), v >0,
(1.37)
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Bizonyitas:
flz,...,z;a9, .. a™) = f(2;a?, ... a™), ze [y].
Ekkor f intervallum kiértékelése

flleli [, ™) = fllal, o 2] ()@, [0 ™), 2] € [yl

[gy a bizonyitandé allitds

7] C [y].
Az [z] C [y] esetben irhatjuk, hogy léteznek olyan
wvelr, a0 el 0<j<m

értékek, amelyekre

P[], . [a]™) = [Fw:a®, ., a™), f369,...., 5],

illetve léteznek olyan

2By ez], 1<k<n, D el, 0<j<m

értékek, amelyekre
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relaciét, az alsé korlatra kapjuk, hogy

a @ a")y — W ™ O | =

|f(u

= flu;a®, ... a™) — f(a:(l),...,x(");c(o), ™)) <

< flu; 9, .0 ™)y — f(:c(l), o a®™ O m)y =
:J?(u,...,u;c(o),...,c(m))—J?(x(l),...,x(");c(o),...,c(m)) =
:f(u,...,u;c(o),...,c(m))—f(a:(l),u,...,u;c(o),...,c(m))—l—
+f(x(1),u,...,u; A0 ™) —f(:z(l),a:@),u,...,u;c(o),...,c(m))—l—
—l—f(x(l),x(z),u,...,u;c(o),...,c(m))+...
@D, g O )y <

< mlu— 2O+ yolu — 2@ |+ Fypfu— ™| <

< — W < .
_ﬁggw | < vyd([x])

A értékkészlet felsd korlatainak kiilonbsége hasonldéan becsiilheté. E
két becslés egytitt bizonyitja az allitast. 0

Az 1.22. tétel allitasai, ahogy a bizonyitasbol is latszik, azonnal
altalanosithatok (M, ... 2™ tébbvaltozos fiiggvényekre. Ekkor a kivet-
kez6 mennyiségre jutunk

> Wd(el®) (<7 dl®) )

1<k<n

Az alabbi példa bemutatja, hogy [ értékészletének intervallum
kiértékeléssel valé becslése fiigg f értékeinek becslésére hasznalt
f(z;a@, ... a™) szabély valasztasatol.

Legyen f(x) =z — 22 és [z] = [0, 1]; Ekkor

f(0,1) ={z—2* | 0<a <1} =[0,1]
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Az alabbi ekvivalens kifejezésekre mas mas eredmények adédnak:

fO@) =z —2* = f7(0,1]) = 0,1] — [0, 1] = [-1,1],
FO@) = 2(1 —2) = £"([0,1]) = 0,11 — [0,1]) = [0, 1],
fPa)=i-@z-He-1 =

£20,1) = 2= ([0,1] = H)([0,1] = 1) = [0, 4],
[O@)=1-(z-1)?=

F20.1)) =2 = ([0, 1] = 12 = [0, 4] = £([0, 1]).

Az f egy bizonyos alaku szabalyara belathato az 1.22. tételnél élesebb
allitdas is. Ez az alak nem mads, mint f centralizdlt formdja, ami egy
[z] halmazon kiértékelend6 f fiiggvényhez tartozé specidlis alak. Most
koncentraljunk az egyvaltozos valds esetre, valasszunk egy z € [z] pontot.
Ekkor az f(x) kifejezés el6allithaté

f(x) = f(2)+ (x — 2)h(x — 2) (1.38)

alakban, ahol a h(zx — 2) tag az eltolt Z = x — 2z véltozé fiiggvénye.
Az (1.38) alakot hivjuk f(z) z koriili centralis alakjanak. Polinomok
esetén (1.38) egyszeriien f(x) z koriili Taylor kifejtése (x — z) alakra
rendezve a nem konstans tagokat.

Legyen f(x) = % raciondlis tortfliggvény, ekkor az alabbi centralis

formara hozhatd. Legyen n a p(x),q(z) polinomok fokszaménak maxi-
muma. Ekkor z € [z] mellett értelmezziik az aldbbi kifejezést

= p"(2) = f(2)g"(2), 1<v<n

-1

>t %yuT
v

Dm0ty

fiiggvény kielégiti az (1.38) fliggvényegyenletet.

h(y) =

1.23. Tétel. Legyen f a valos x valtozo fiigguénye, és legyen
f(x) = f(2) + (x — 2)h(z — 2)
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az [ centrdlis alakja. Tegyik fel, hogy létezik az fy(ly]) intervallum
kiértékelés valamely [y] € IR halmazra és h(x — z) kielégiti a (x) feltételt
az [y] intervallumon. Ekkor tetszdleges [z] C [y] esetén

q(f([2]), fy([2])) < - (d([2]))?, c=0. (1.39)

Bizonyitas: Mivel

hx—2z,...,0—2)=h(x — 2)

és

F@O ™) = f2) 4+ 3 = )W — 2, 2™ = 2),
kapjuk, hogy
fla,....0)=fR)+ (@ —2)h(z—z...0—2) =
= f(2) + (# = 2)h(z = 2) = f(2).

f centralis alakjanak intervallum kiértékelése ekkor a kovetkezd alakban
irhaté

Legyenek

olyanok, hogy

.. =) =[f(2) + (2@ — Z)N%(w — 2, a™ =),
F2) + @O = 2)h(yM — 2,y = 2)),

és vegytk észre, hogy f([z]) € f([z],...,[z]). Haszndlva az (1.31)
relaciét a kovetkezo becslés adddik

q(f([x]), (], - [2])) < d(f (=], - [2]) = d(f([2))).
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Legyen w olyan, hogy
mm |h(x — 2)| = |h(w — 2)|.

€[z

Az
f(2) + ([z] = 2)h(w = 2) C f(2) + {(z — 2)h(z — 2)|z € [z]} = f([z])

relacié konnyen igazolhaté h(w — z) elGjele miatt felléps két eset
vizsgalataval. Felhasznalva az (1.19) és az (1.24) sszefiiggéseket, kapjuk,

hogy
d(f([z])) = d(([z] — 2)M(w — 2)) = d([z])|p(w = 2)[, w € [z].
Tovabb becsulhetiink az alabbiak szerint

a(f (), f([a), - [D)S

< (Y@ — 2)h(y™W oy =)= (2 = )h(zW — 2, 2™ — )=
ﬂthMw—ZN—
= (Y@ — 2)h(y"W oy ™ = 2) = (@ = )z — 2, 2™ — )+
+ (O —)h(@W =z, 2™ — )= (@ = )RV — 2, 2™ = 2)—
— d([=]) - |h(w — N
(y © _ 2) h(y(1 z oy —2) — h(x ot — z)) +
+ (O — gD — 22— 2) — ﬂpp|m Z L w—2)| <
<[y = 2| - [A(y™ ,~-,y( 2) =M =z, 2™ = 2))+
+ ]y — 2 HMﬂl L™ —@FdﬂD|M ,ow = 2)] <
< d(fz]) - (1™ —=,... y<"> —z) =Rz - ,x<" —2)l+
+)|%(x<1> ™ —z)|—|h(w—z,...,w—z)| ) <
SﬂM%(”ﬂggw e ]+ max [ —woé

< d([a]) - (! + ¢?) - d([2]) = - (d([a]))*.

Itt felhasznaltuk E, |E| kifejezésekre a kapcsoldédo Lipschitz feltéteket. [
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Az el6bbi bizonyitds tobbvaltozds fliggvények esetére is atviheto.
Az 1.22. tétel kovetkezményeként becslést adunk az intervallum
kiértékelés atmérojére.

1.24. Tétel. Legyen f az x valds vdltozd fiigguénye, és f(x) annak egy
kiértékelési szabdlya. Tegyiik fel, hogy f-re [y]-on teljesil a (x) feltétel.
Ekkor

d(fy([2])) < c-d([z]), =0, (1.40)

dllitds igaz, ha [z] C [y].
Bizonyitas:

d(fy([=])) < 2q(fy([2]), f([2])) + d(f([x])) <
< 2eWd([a]) + d(f([z])), P >o0.

Mivel a fiiggvény eleget tesz a Lipschitz feltételnek, adodik, hogy

d(f([z])) = f(x) = f(y) <Pl —yl, zyel], =0
amibdl a
d(fy([=])) < 2¢Vd([a]) + P d([z]) = ¢ - d([x])

allitas kovetkezik. O
Tobbvaltozos esetben az allitas alakja

d(fy([)®,.... [2]™)) < Y~ Wd([]®) < (1.41)

(k)
<c max d([z]").

A kozépérték tétel segitségével be szeretnénk latni az (1.35) tipusi
befoglalasi tulajdonségot.

1.25. Tétel. Legyen f walds wvdltozos figgvény, differencidlhatso [x] =
[z,Z] intervallumban, tovabbd f'(x) legyen f derivdltianak egy, az |x]
intervallumon kiértékelhetd szabdlya. Ekkor, ha f' figguényre [x] inter-
vallumon teljesiil a (%) feltétel, akkor y € [x] esetén
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F([=]) € Fly) + f(l=D)([=] — ), (1.42)
q(f([2]), f() + f([2)([z] —w)) <€ (d([2]))*, €>0.  (143)

Bizonyitas: Az (1.42) &llitds bizonyitdsa. A kozépérték tételbdl
tudjuk, hogy valamely z,y € [z] elemekre

f@)=f)+ flly+0z—y))(z—y), 0<60<1.

y+0(z—y) ey+10,1([z] —y) = [2]
Osszefiiggésbdl a befoglalasra vett monotonitas miatt kovetkezik, hogy
f(@) € fly) + f([=))([=] — v).

Ezzel (1.42) &llitas bizonyitott.
Az (1.43) allitas bizonyitdsa. Tekintsiik az

f(a]) = [f(w), f(0)],  u,v € [a]
kifejezést. A kozépérték tételbol kovetkezik, hogy
d(f([z])) = f(v) = f(u) = |f(v) = f(u)| =
> [f(z) = f@)| = (©ld([z]), &€ [a].

Mivel € € [z] és f'(€) € fi([z]), az (1.22), (1.13), (1.30) Osszefiiggésekbdl
kapjuk, hogy
qa(fy([]), F(€)) < d(fy(la]))-

Felhasznéalva az alabbi

[ fp(lzD] = [F(] < a(fy([=]), f/(£))

egyenlétlenséget, ami az (1.14), (1.15) és az 1.12. definicié alapjan
beldthato, valamint (1.42) Osszefiiggést (1.31) és az 1.24. tételt fj([z])
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kifejezésre alkalmazva kapjuk, hogy

q(f([x]), f(w) + fi([=])([2] = v)) <
< d(f(y) + fi(l=D (=] — ) — d(f([])) <
< d(fy([=])d([z]) + (Ify ()] = [F(©)Dd([z]) <
< d(fy([2D)d([z]) + q(fy([=]), f/(€)d([x]) <
< 2c- (d([2]))* =2~ (d([=]))*

Az 1.25. tételben a centrélis formara kapott kvalitativ eredmény meg-
kaphaté az 1.23. tételbol

foa[=]) == f(2) + f(le)([=] —2), 2z €la].

kifejezés felhasznalasaval, amit a szakirodalom standard centralis alak-
nak is nevez. Amennyiben z = m([z]), fjm([z]) kifejezést f kozépérték
alakjanak nevezziik. Egy centralis alak dltalaban sajnos nem rendelkezik
a befoglalasra vett monotonitas tulajdonsagaval, csak a kozépérték alak.

A fenti allitds fontos tény, mivel mar polinomok esetén is a teljes
Horner séma sziikségeltetik a centrélis alak el6éallitdsdhoz.

Az 1.25. tétel is altalanosithaté tobbvaltozés fliggvényekre, de ezzel
itt nem foglalkozunk.

Tekintsiik az f(z) = p(z)/q(x) raciondlis tortfiiggvényeket. A p(x) =
> o’ és q(z) = >0 _ b,a¥ polinomokhoz bizonyos koriilmények
kozott 1éteznek a centralis alakndl, vagy az 1.25. tételbeli kozépérték
alaknal egyszeriibb alakok, amelyek még teljesitik a

q(f([2]), fo([z])) < e~ (d([a]))*, e=>0, (1.44)

feltételt.
Legyen ¢ = m([z]) [z] kézéppontja, és legyen adva a két polinom
Taylor polinomja p(z) = > _ja,(z —¢),q(z) = >0 _ b, (x — ). Az

altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy by = 1 és 0 ¢ qp([x]) :=
1+>7°_ V([z] — ¢)”. Ha most

sgn(a}) sgn(thap) <0, (1.45)
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akkor az

Y edl o)
Ty (] — o)

fo([=])

intervallum kifejezés (1.44) tulajdonségi, amennyiben py([x]), gp([z]) tel-
jesiti a d(py([z])) < ard([x]), d(qq([z])) < cod([x]) megkotéseket. Ezek a
megkotések allnak a fenti két kifejezésre, akar [z] — ¢ hatvanyait, akar a
Horner elrendezést hasznaljuk. Ha most vessziik p és q centralis alakjait,
ahol

0 ¢ 1+ ([=] - o)qy([=]),

akkor (1.45) teljesiilése esetén

ag + ([2] — )py([2])
1+ ([z] = e)q([=])

fi([z]) =

szintén kielégiti (1.44) feltételt. Itt pj([z]) p(z) derivaltjdnak egy in-
tervallum kiértékelése d(py([z])) < ad([z]) tulajdonsdggal. Hasonléan
/

qy([z]) gq(z) derivéltjdnak egy intervallum kiértékelése d(q;([z])) <
pd([x]) tulajdonsaggal.

A 8. fejezetben a fliggvény meredekségének befoglaldsait hasznaljuk
fliggvény zérushelyeinek befoglalasaihoz. A kovetkezdkben a kiilonbségi
hanyados véges sok lehetséges befoglaldsat adjuk. Ezek részben rendezet-
tek lesznek. Kideriil, hogy az optimalis befoglalas egyszeriien és sziszte-
matikusan megadhato, és a megfeleld iteracioval valé szamitds valamint
a derivalt intervallum kiértékelésének szamoldsi igénye azonos.

Legyen adott az alabbi polinom

p(z) = Z a;x’".
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Az alabbi két egyenléség algebrai atalakitasokkal belathato:

n

p(a) —ply) = ai(a’ —y') = (1.46)

=0

= (Z a; Zx"‘jyj‘l> (z—y) =

(Z <Z ajyj‘i> x"‘l) (z —y),

n

pl) —p(y) =, ai(a’ —y') = (1.47)

%

a; yi_jxj_1> (z—y)=
1

i=1 =

(B )en

Rogzitett y és tetszéleges = € [x] mellett (1.46) és a befoglalasra vonat-
kozd monotonitas alapjan kapjuk, hogy

Z%Z(y) € (zn: Ci—l[if]i_1> =: [j1] (1.48)

H

|
M: I 3

n

C [jo] == Zci—l[x]i_lv (1.49)

i=1
ahol
Ci—1 = Zajyj_i, 1 S 7 S n.
j=i
H jeloli a Horner elrendezés szerinti kiértékelést. [jo] kifejezésben az
[z]" hatvanyt [z]® := 1 és [z]" = [z]""'[z], r > 1 definidlja. A
szubdisztributivitas miatt [j;] C [j2]. Viszont minden valés szdmra és
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la];,0 < j <n—1 intervallumra

Z[a]j—ﬂ/j_l = (Z[a]j—lyj_l> .

J=1 J=1

Felhasznélva a szubdisztributivitast és ezt az egyenlGséget, rogzitett y és
tetszbleges x € [x], x # y mellett (1.47) miatt

Z%Z(y) € Z (i) gy ™ = (Z ([clic1) g yi_l> =:[j5] (1.50)

C [Ja] = Z[C]i—lyi_l - (Z[C]i—wi_l) : (1.51)
ahol
([eli-1) g = (Z aj[fc]j_2> ,  1<i<n,

[c)i1 = Zaj[x]j_i, 1<i<n.
j=i

1.26. Tétel. A fenti kifejezések kielégitik az alabbi feltételeket:
] € [72]
] € [7]

[7a] € pp([=]) € Zmimi—l. (1.54)

C
C

Bizonyitas: Az érthetéség kedvéért az n = 4 negyedrendii polino-
mok esetére korlatozzuk bizonyitasunk. Az dltaldnos eset teljesen analog
médon lathaté be. Az (1.52) és az (1.54) allitdsok bizonyitasahoz csak
azt kell beldtnunk, hogy [j] € [j4] € pjy([z]). A befoglaldsra vett mono-
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tonitds és (1.8) alapjan kapjuk, hogy

4

o] = Y cila] ™ =

i=1
= (a1 + agy + azy”® + asy®)[2]” + (a2 + azy + asy?)[z]+
+ (az + agy)[2]® + aqfz]’ €
C a1 + ap[z] + aslx]® + aalz]’ + agy + asylz] + asylz]*+
+ asy® + asy’la] + agy® =
= a1 + ap[7] + as[x)? + ay4[v]® + (a2 + as[v] + au[z)?)y+
+ (ag + aal2])y® + asy® = [ja] C
C a1 + as[z] + asx]? + asfz]® + as[z] + as[x]?® + asz]*+
+ aglz]® + ayfz]® + ayfz]’ = py([z]).
Az (1.53) éllitas bizonyitdasahoz csak azt kell belatnunk, hogy [j1] C [j3].

1] = ((es[z] + e2)[z] + e1)[z] + o =

= ((aa[z] + (a3 + asy))[z] + a2 + azy + asy?)[a]+
+ a1 + asy + asy® + agy® C

C ((ag[z] + as)[z] + awy[x] + a2 + asy + agy?)[z]+
+ay + agy + asy® + agy’ =

= (((aalz] + ag)[a] + a2) + agy[z] + azy + asy?)[a]+
+ay + agy + asy® + agy’ =

= (((as]x] + as)[z] + a2) + (aglz] + as3)y + asy?)[z]+
+ a1 + asy + asy® + agy® C

C ((aalz] + ag)[x] + az)[2] + (aalz] + as)y[z] + asy®[z]+
+ay + agy + asy® + agy’ =

= (((aalz] + ag)[z] + ag)[z] + a1)y’ + ((aa[z] + as)[z] + as)y+
+ (asla] + as)y® + agy® = [js].

Ezzel a tételt bizonyitottuk. O

Nincs éltalanos szabdly arra, hogy [j2] vagy [j3] adja a legjobb befog-
lalast. [jo] C [j3] vagy [j3] C [jo] is feltehetd. Példaul legyen

p(z) = o’ —a?, [z] =[-1,2], y=1
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Ekkor

2] = (a1 + agy + asy®)[2]° + (a2 + asy)[z] + as[z]® = [2]* = [-2,4]
ljs] = ((as[z] + a2)[z] + a1)y’ + (aslz] + az)y + asy® =
([z] = D] + ([z] = 1) + 1 =[-5,4],

tehat [j2] C [ja].
Masfeldl, ha y = 0 és igy ¢;1 = a;,1 < i < n, akkor

o) = ) aila] js] = (Z @i[f’f]i_l> )
1=1 1=1 H
ahol [js] C [jo]. Tekintsitk most az el6bbi példat y = 0,[z] = [0, 2]
értékekkel. Ekkor

o) = [a)* = o] = [-2,4]  [js] = (2] = Dla] = [-2,2],

fgy [js] < [2]-

Az 1.26. tétel alapjan a [j1], [j2] intervallumok kiszamitdsa ismert-
nek feltételezi ¢;_; = Z;L:Z a;y’ ', 1 < i < n értékeit. Amennyiben
a p(x) polinom y helyen vett értéke is adott, mint példaul a 8. fejezet
iteracios eljardsaindl, akkor ¢;_; szamitasa nem igényel tovabbi aritmeti-
kai miiveleteket, ezek ugyanis kiszdmitasra keriilnek p(y) szdmitasakor.

Legyen adott
p(x) = Z aizia
i=1

mint feljebb. Ekkor a
Pn = apn, €S  pi_1:=py+a;_q, 1=mn,...,1
Horner elrendezés szerint szamolva kapjuk py = p(y) értékét. A de-
finiciobol
Cn—1 = Qp, ( = Pn)>

Cp—2 = QpYy + an—1 ( = pn—l)v

o=y + a (=p),
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ezzel c;_1 =p;, 1 <1 <n.

Példak:
a) p(x) =xz*—1, [z] =10.5,3.5], y=2.
1] = [ja] = [js] = [ja] = [10.625,89.375]
p/u([x]) = p'[] [I]))H = [0.5,171.5].
b) p(z) =23 + 4z — 16 2] =[-1,3] y=1
L] = [l = Us] = ] = [1,17],
py(l=]) = (py(la)) , = [=5,31]

c) p(r) =3 1, air’, 0 € [z] y = 0. Ekkor

1] = <Z Ci—l[x]i_l> = (Z ai[l']i_l> :
d) p(z) = x® — a?, [z] = [1,3] y=2

1] = U] = [s] = [4,14] C [2,16] = [ja] C

C (py([=]) , = [1,21] < [-3,25] = py([z])-

e) Legyen z € [x] és f € C"T!([z]). A Taylor kifejtéssel adédik, hogy

ahol

és
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¢ differencialhaté és

¢'(z) = /m : %ﬂ"*”(t)dt.

A integralokra vonatkozo kozépérték tétel miatt

x — t)n_ldt _ (x — )"
(n—1)! n!

o(a) = 1) | " £ ()

Zo

valamely < n < xg szamra. A kozépérték tételt ¢ fliggvényre
alkalmazva adodik

k=1
ahol
n , (k)
Ch—1 = ;(y - xo)]_kf k(!xo)’ 1<k<n
és
o) = E- I gy,

ahol xt < ¢ <yésaxg <<€ y=xy valasztassal adddik

co= f(xo)/1), ..., cuor = f(x0)/n.

Ha az (n + 1)-edik derivéltnak létezik kiszamithaté intervallum
szabalya, akkor y = x( esetére

x)— J(Zo “ ) (g k—1 n+1 r| —x0)"
f( )_ié )Ezf k(! )([x]—xo) —i—f( )([x])([] )

T n!

Y

k=1

mivel 7, € [z].
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f) p(x) = 274325 —42° —122% — 23 — 322 + 42+ 12, [z] = [1.8,3], y = 2.
Kapjuk, hogy

[j1] = [173.2362, 2400], [jo] = [161.4762, 2411.76]
[js] = [24.72, 2400], [j4] = [~870.2933, 3443.5296]

] —
Js] =
(pfy([2]) i = [71.79808,6520], pf([z]) = [~2378.791292, 8970.592].

Ezek a gondolatok tobbvaltozés esetben is végig vihetok.

1.4. Gépi intervallum aritmetika

Ratériink az intervallummiiveletek gépi megvalodsitasara. Mint jol ismert,
a szamitogépek véges szamhalmazzal dolgoznak, amelyet gyakran szemi-
logaritmikus alakban irnak le fix hosszusagu, lebegépontos szamokkal:

xr=m-b°

ahol m a mantissza, b a hatvanyalap, e a karisztika. A szamok bels6
gépi abrazolasa rendszerint b = 2 alappal és a mantissza normalizalt
(1/2 <|m| < 1) formajaval torténik. A kitev6 korldtok k6zé esik epiy <
e < emax-

A gépi szamok fenti tipusi halmazat R jeloli és feltessziik, hogy a
tovabbi meggondolasoknal R szimmetrikus, azaz

R =—-R.

A [minger y, maxyer y| intervallumba tartozé valés szamok
hatékonyan kozelitheték € R gépi szamokkal, az alabbi leképezés
segitségével

O:Roz—2=0()€R. (1.59)

Ezt a leképezést kerekitésnek nevezziik, amennyiben teljestil
r<y=Ox) <O(y) (monotonitas). (1.60)

Az
reR=Qx)=x (1.61)
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tulajdonsdgu  kerekitéseket — optimdlis  kerekitéseknek — nevezziik.
Kiilonosen érdekesek az irdnyitott kerekitések, tehat azok, amelyek
mindig fel, vagy le kerekitenek. Ha <7 kerekitésre igaz, hogy

reR=vyr<ua, (1.62)
akkor lefelé iranyitott kerekitésrol beszéliink. Felhasznalva a
Az = —(v(-z)), z€R (1.63)

definiciot, felfelé iranyitott kerekitéshez jutunk; a fel- és lefelé iranyitott
kerekitésre kézenfekvé példa rendre a felso, ill. alsé egészrész.

A valés szamok gépi szamokkal valé dbrazolasaval azonos modon
abrazolhatdk a valds intervallumok gépi intervallumokkal. A feladat egy

I
2] € IR, [z] € [mRym%y}

intervallum abrazolasa alkalmas gépi intervallummal az alabbi halmazbdl
IR = {[1’1,1'2] ‘ T1,T2 € R, T < 1’2} C IR.
Az
O:IR> [z] = Olz] € IR

intervallum kerekitésnek rendelkeznie kell az alabbi tulajdonsagokkal
[z] € IR = [z] C O[] (1.64)

és

[z],[y] € IR,  [z] € [y] = Olz] € Olyl; (1.65)
hogy az intervallummiiveletek alapveté tulajdonsagait gépi intervallum
miiveletekre dtvihessitk. Amennyiben egy [x] = [z1,x5] intervallum és
annak [x] = [T1,7s] gépi abrazolasa kozti atmenetet tekintjik, (1.65)
szerint ezt a megfelel6 korlatok kerekitésével, (1.64) szerint pedig eze-
ket a kerekitéseket a megfelel6 iranyitassal kell megvalésitanunk, amibdél
kovetkezik, hogy minden intervallumkerekités eloall az alabbi alakban

Olx] = Olzy, 22 = [Va1, Axy). (1.66)
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A fentiekbol kovetkezik, hogy elegendd egy lefelé iranyitott kerekités
az intervallum kerekités megvaldsitasahoz, azonban nem sziikségszerti,
hogy az (1.63) Osszefiiggéssel kapcsolédjon 17 és A.

Ha két z,y € R gépi szdmmal végziink o € {4, —, -, :} miiveletet, az
eredmény is egy z € R gépi szam. Ha nem léplink ki R értékei koziil
(alul-, tulcsordulds), akkor az eredmény

z2=0(zoy) (1.67)

alakban eldallithato egy alkalmas () kerekitéssel.  Ezuton a gépi
miiveletek eredményére adhaté az alabbi

1.27. Definicié. Legyen [a], [b] € IR, 0 € {+,—,-,:}, €s legyen adott egy
intervallum kerekités. Ekkor az |al,[b] elemekre alkalmazott o mivelet ¢
intervallum kerekitéssel kapott eredménye

(] = 0([a] o [0]) € IR. (1.68)

Belatjuk, hogy az intervallum aritmetika alapveté tulajdonsigai
tovébbra is allnak ezen definicié alkalmazésaval.

1.28. Tétel. Az 1.27. definicioban értelmezett gépi miwveletekre igaz a
kovetkezd allitds

[a)® ) € IR, 0 € {+,—,-,:},[a]® C )W k=1,2 (1.69)
= [Y = 0([a]V o [a] @) C [ = O([B]Y o [0]®)

A bizonyitds azonnal adddik (1.65) alapjan. (1.69) nem mds mint
a bennfoglalasra vett monotonitas (1.9) tulajdonsidga gépi intervallum
miiveletekre. Az aldbbi tulajdonsagok a kerekités hibabecslésénél valnak
érdekessé.

1.29. Tétel. Legyen O az (1.66) alapjin értelmezett, 7, A\ kerekitésekre
tamaszkodo intervallum kerekités, és leqgyen o € {+, —,-,:}. Ekkor

lal, [b] € IR = [a] o [0] € [c] = O([a] o [b]) € IR,

acla,beb]=aobeld=7(aob]) e IR. (1.70)
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Ha az O kerekitésre dll

vr<Or) <Az, z€eR, (1.71)
akkor x,y, z € R esetén kovetkezik, hogy
z2=0l(zoy) € [z] = O([z,2] o [y, y]) € IR.

Az (1.70) és (1.71) tulajdonsdgok elemi bizonyitdsa azonnal adédik a
megfelel6 definiciokbdl, igy elhagyjuk. A fenti eredmények Osszefoglalasat
adjuk.

Egy fiiggvényszabdly 1.27.  definiciéra tamaszkodd intervallum
miuveletek segitségével torténd gépi intervallum kiértékelése bennfoglalja
a fiiggvényszabdly intervallum kiértékelését. Ezek egyben tartalmazzdk
a fliggvény értékkészletére vonatkozd becsléseket is, tovabba kielégitik a
bennfoglalasra vett monotonitas tulajdonsagat is.

A gépi intervallum miiveletek praktikus megvaldsitasa a megfeleld
gépi miiveletek segitségével torténik. KEzek a miiveletek vagy egy ma-
gasabb szintli programozasi nyelv részei, vagy megvaldsithatok példaul
ALGOL nyelven irt szubrutinokkal. Tekintsiik at az utébbi esetet rovi-
den. Szubrutinok egy ilyen halmaza gyakran rendelkezik egy v/ lefele
iranyitott kerekitést generdlé miivelettel. Ez példaul a LOW eljarassal
megvalésithaté. Ezt az eljarast hasznalva az ADD, SUB, MUL, DIV
miiveleteket definialjuk a standard intervallum aritmetikai miiveletek
abrazolasara. Az 1.3. definicié undaris miveletei, az ugynevezett elemi
fliggvények hasonlé modon értelmezhetok.

Most a valés szdmok halmazdn miikodé algoritmusokat tekintjiik.
Példaul a Horner elrendezést, Gauss algoritmust. Amennyiben ezeket
az algoritmusokat gépi aritmetika segitségével szamitogépeken futtatjuk,
altalaban még a bemené adatot sem tudjuk pontosan abrazolni. Ez a
probléma orvosolhaté gépi intervallum aritmetika hasznalataval. A be-
meno adat egyszerlien egy — gépi szamokkal, mint korldtokkal megadott —
intervallumba esik. Ha az algoritmust a kerekitési hibak figyelmen kiviil
hagyasaval futtatjuk, akkor az eredmény, altalaban, tovabbra is az ere-
deti adattal nem oOsszekapcsolhaté mértékii kiszélesedéssel jar, mint azt
az 1.3. fejezetben lattuk. Ezt a jelenséget vessziik nagyité ald, amikor
a kerekitési hibakat is figyelembe vessziik. Ezért megvizsgaljuk, hogy
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mekkora pontossag novekedést érhetiink el, amennyiben ¢; jegyli utan

ty >ty jegyll mantisszaval rendelkez6 gépi intervallum aritmetikaval fut-

tatjuk algoritmusaink. Feltessziik, hogy ekozben a karakterisztika nem

valtozik. Ekkor minden ¢; jegyli szam egyben t, jeggyel is abrazolhato.
Legyen x € R, x # 0, és

x=<za,~b—")be, 1<a;<b—1, 0<a;<b-—1, i>2.
i=1

Az egyértelmiiség garantalasdhoz feltessziik, hogy a; # b — 1,1 < 1,
egy rogzitett ig esetén, tovabba x nem pontosan abrazolhatd t; jegyl
mantisszabol 4ll6 lebegé pontos rendszerben.(Ha az lenne, a kévetkezo
meggondolas biztosan tulcsordulna.) Feltessziik még, hogy az (1.66) in-
tervallum kerekitést a korlatok optimalis kerekitésével hajtjuk végre. Az
x > 0 esetben, (1.66) figyelembe vételével, kapjuk, hogy

Ox = Q[ZL’,ZE] = [VZE, AZE],
ahol

t1 t1
VT = (Z a,-b_i) b, Ax= (Z aib_i> b+ b
i=1 i=1

Vilagos, hogy Oz atmérdje
d(Qx) = b e,

Ez az eredmény addédik = < 0 esetben is.

Annak érdekében, hogy észrevegyiik az eredmény mantissza hossztol
valé fliggését, a tovabbiakban (Oq(z) és (Oo(z) jelolést hasznéljuk. (O
egy valds szam (kés6bb valds intervallum) intervallum kerekitését jeloli.
A fenti relaci6 ezzel a kovetkez6 alakot Olti

d(Or(x)) ="
Anal6g médon
d(Oa(x)) < b7+
adédik ty = t; + [ jegyll mantisszara. A szigori egyenlotlenség abban

az esetben all, ha x pontosan abrazolhato ty jegyli mantisszaval. Az
el6zoekbdl addédik, hogy

d(Oa(z)) < b7'd(On(x)). (1.72)
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Az intervallum kerekitésre tett megszoritasokbdl adodik az [a], [b] gépi
intervallumokra, hogy

O(lal o [b]) = On(lal o [b]) = [(1 = 1)([a] o [b]), (1 + €2)([a] o [b])].
Itt ([a] o [b])1, ([a] o [b])2 a pontos eredmény korlatjait szdmolja, igy
—e1(laf o [B]) <0, ex([a] o [b]) >0,

szintugy, mint
|1, [ea] <0171

frhaté, hogy

Ox(la] o [b]) = la] o [b] + [ex([a] o [b]), e2([a] © [B])]- (1.73)
Az eredmény atmérojére pedig
d(On([a] o [8])) < d([a] o [b]) + 26"~ {[a] o [B]]- (1.74)

Ez a kozelités mutatja, hogy a pontos intervallum eredmény ab-
szolutértéke felelés a d([a] o [b]) intervallum atméré novekedéséért fix
mantissza hossz mellett.

Legyen 7 € [z] € IR. Ekkor javasolt egy = € [z] elemet vélasztani &
kozelitésére. Az abszolit hiba

|z — 7| < d([z]) =: o([«]), (1.75)
és, ha 0 ¢ [z], T # 0, a relativ hiba
d([«])

~ min{|z| ‘x € [z]}

T —T

=: p([]). (1.76)

T

1.30. Tétel. Legyenek [a], [b],[d'],[V] valds gépi intervallumok, ame-

lyekre
[a] C [a], [0] € [V] (1.77)
d([a]) < s1,  d([]) < 52
d([a]) < b tsy,  d([b]) < b s,
Jelolje o a waldos intervallum miveletek valamelyikét.  Ekkor eqy
A(Ou([a] o [V]), p(O1([@] o [V]) korldtjaindl b~' faktorral kisebb
korldtokat kapunk A(Oa([a] o [b])), p(Oo([a] o [b])) kifejezésekre, ha 0 ¢
On([a] o [b]).

(1.78)
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Bizonyitas: Felhaszndlva (1.74),(1.20),(1.22) relacidkat,

d(1/[z]) < [1/[2]|*d([z]) (0 ¢ [])
és (1.78) els6 sordt, a kovetkezd egyenlétlenségre jutunk

d(On([ao b)) < d([a e [b]) + 20" [[a] o [V']] <

S1 + Sag, 0=+, —
< q lle]ls2 +s1|[b']], o= + 261 [[a] o [V]].
a1/ [ Ps2 + [1/[V]]s1, ©=

Felhasznélva (1.77), (1.78) allitasokat analég médon igazolhatd, hogy

S1 + Sa, o +, —
d([a] o [b]) < 07" { [[@][s2 + s1|[']l, °=- - (1.79)
@I/ [)s2 + 11/[b]]s1, o =:
(1.77) miatt, az 1.28. tételbél a bennfoglalasra
Oz([a] o [b]) € Ox([a] o []) € On(la’] o [b]),

mivel feltettiik, hogy a korlatok optimalis kerekitésével szamoljuk az in-
tervallum kerekitést. Ezért adodik, hogy

min{|z| |z € Oz([a] o b))} = min{|z] |« € Ou(la]o P])}.  (1.80)

Végiil (1.74), (1.79) és |[a] o [b]| < |[@'] o [V/]| miatt kévetkezik, hogy

d(O2([a] o [B])) < d([a] o [b]) + 20"~ [[a'] o ]| <
S1 + Sa, o=+, —

<07t q [a]s2 + s1|[B]] 0= +2b1 7 [a] o V]
[ 11/ V] [s2 + [1/[V]]s1, o=

Ezzel az abszolut hiba felsé korlatjara vonatkozé allitast beldttuk. (1.80)
miatt azonnal kapjuk a relativ hiba fels¢ korlatjara az eredményt. U

Egy elemi, de anndal fontosabb kovetkezménye ennek a tételnek az
alabbi
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1.31. Tétel. Az elobbi, a gépi intervallum aritmetikdra vonatkozo
feltételezésekkel itt is éliink. Most a valos szamokra készitett algoritmusok
szamitogépen valo futtatdsdhoz gépi intervallum aritmetikat haszndlunk
t1 jegyii mantisszdval. Ha ezutdn to = t; + € jegyd (¢ > 0) mantisszdju
gépi intervallum aritmetikdval futtatjuk az algoritmust, akkor mind az ab-
szolit, mind a relativ hibakorldtokat redukdljuk egy b=¢ faktorral. (Egy al-
goritmus itt eqy eqyértelmiien meghatdrozott aritmetikai miveletsorozatot
jelent adott bemend adatokkal.)

Bizonyitas: (1.72) alapjan a bemen6 adat intervallumkerekitése
kielégiti az 1.30. tétel (1.78) feltételezését. Az intervallum aritmetika
tulajdonsigai megerdsitik (1.77) allitast. A bizonyitas ezek utan addédik
az 1.30. tételbdl teljes indukcidval. U

Az 1.31. tétel alapjan utalast kapunk arra, hogyan szamoljuk a
kimenetet elére adott abszolut, illetve relativ pontossdggal. Legyen
példaul d; a keletkez6 maximélis intervallumhossz ¢; jegyl mantisszaval
szamolva, és legyen az elvart pontossag €. Ha dy < e, akkor végeztiink.
Maskiilonben [ jeggyel noveljiik a mantissza jegyeinek szamat ugy, hogy

b_ldl S E.

(Ezzel a valasztdssal az abszolit hiba b~! faktorral valé redukcidja nem
biztositott. Az 1.31. tételnek megfeleléen ez csak az abszolut hiba felsd
korlatjara igaz.)

mantissza jegyeinek szama

i 15 20 25 30

1 > 12 0.11 x 1073 0.11 x 1078 0.11 x 10713
2| 0.34x10° 029 x107° 0.29 x 1071 0.29 x 10715
31018 x 1071 0.17x 1075 0.17x 107" 0.17 x 10716
41016 x 1072 0.16 x 1077 0.16 x 1072 0.16 x 10717
510.26x 1072 0.25x 1078 0.25x 1071 0.25 x 1078
6]0.64 x107% 0.64 x107% 0.64 x 107 0.64 x 1071
71058 x107% 0.58 x 1072 0.58 x 107* 0.58 x 107

1.1. tablazat. A Gauss algoritmus relativ hibajanak p([z];) felsé korlatja

Az 1.31. tételben targyalt és bizonyitott tényekre konkrét példaként
egy egyenletrendszert valasztottunk, amit egy 7 x 7 Hilbert méatrix, jobb
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oldalon pedig (1,...,1)T hatdroz meg. A Gauss algoritmusndl gépi in-
tervallum aritmetikat hasznaltunk 15, 20, 25, 30, 35 decimélis jeggyel
a mantisszaban. Az eredményeket az 1.4. tabldazat tartalmazza, ahol
csak a relativ hiba p([z];) fels6 korlatjat adtuk meg a megoldasvektor
komponenseire.

Tekintsiik a kovetkezd problémat: legyenek adva gépi intervallumok
(olyan valds intervallumok, amelyek végpontjai gépi szdmok), mondjuk

[C]0> [a]0> [b]o, [d]O’ [a]b [b]b [d]b R [a]n—lﬁ [b]n—b [d]n—l
és egy ag gépi szam. Az
[rln = a—ln{[C]o—[a]o([b]o—[d]o)—[ah([bh—[dh)—- - —~lafa-1([bln—1—[dln-1)}

kifejezést szeretnénk kiszamolni.
Elméletileg hasznalhatjuk a kovetkezd algoritmust:

[slo == Iclo
[sli == [si-1 — [alica([O]i—1 — [d]i-1), 1 <i<n, (s)
[r]n = [s]n/an.

Gyakorlatban azonban a kévetkezd miiveleteket végezziik el:

[s]o == [slo == [clo
/[/:] = O,y = Ot (O(Blica — [d)i-r)))). 1<i<n, (s))
[r],, == O([sln /an)
Kezdjiik (1.73) egyenlettel, ahol rogzitjik ¢ := $b'™" értékét, majd
altalanos [al, [b] intervallumokra kapjuk, hogy
O(la] o [b]) € la] o [0] + [—¢, €]([a] o [0]), (1.81)

ahol max{|ei|, |ea|} < 2¢ igaz.
Tegyiik fel egy pillanatra, hogy mar kiszamoltuk az

o~ o~ P

[slg = [slo = [clo, [s]y, -+ [s], s

2p([x]1) > 1 jelentése, hogy 0 € [x];.
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értékeket. Ekkor (1.81) miatt

O ([bln-1 — [d]n 1) C [bln-1 — [dln-1 + [[Lln-1 — [d]n-1][— €],
O ([an-1 O ([ln-1 = [d]n-1)) €

C [a]p-1([b]n—1 — [d]n 1+ [t = [d]n-1][—¢. €])+

+ |[aln-1([bln-1 — [dn-1 + |[bla-1 — [dln-1][—€,€])|[—€, €] C

C [a]n-1([bln-1 = [dln-1) + |[a]n-1[[bln-1 — [d]n-1][-2¢ — €%, +26 + 7],

ezért

Isly Clsloy = (a1 (Bt — [dln1)— (1.82)
—|[a]n-1||[bln-1 — [d]n-1|[—2€ — 52, +2¢ + 52]+

- 1[8Tpor = (a1 (Dlner — (1)~
Mnmma—mHW%—iﬂ&wadg
Clslyy = [t (Blat — [dlne) + [[8],_1|[—¢, €]+

+ |[aln1]|[Bln-1 — [d]n-1|[—3e — 3e® — €%, 3e + 3% + &7].

Teljes indukcioval belatjuk, hogy igaz

[s],, ©
C st [ DML+
+ [3e — 3e® — €3, 3¢ + 3e® + €] Z_: I[ai]|[B): — [d]s]. (1.83)

—

n =1 esetén [s], = [s]o = [c]o felhaszndlasaval (1.82) alapjan
(51, sy — [alo([lo — [dlo) + [[sl[—=.¢
+ |[alo]|[b]o —id]0|[—35 —3e? — &%, 3e + 3e® + &7
=[s]1 + [—¢,€]|[s],] + [-3¢ — 3% — €, 3e + 3 + £%]|[alo]|[blo — [d]ol,
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igy az &llitas igaz n = 1 esetén. Ha (1.83) igaz valamely n > 1 esetre,
akkor n helyett (n + 1)-et helyettesitve (1.82) kifejezésbe és felhasznalva
(s) osszefiiggést, adédik, hogy
[s]ps1 Elsln = laln([bln = [dln) + [[s],|[—¢, €]+
+ |[a]n||[D]n — [d]n|[=3e — 3e® — €, 3c +3e? + %] C

n
—~

Cls]n+1 + [—¢, €] . |[s]; 1+

+[=3e = 36% — &%, 3e + 3% + %) ) _ [[alil|[b): — [dlil,

1=0

ami éppen (1.83) a valtozdcserével. Alkalmazva még egyszer (1.81) kife-
jezést, adodik az eredmény

e~~~ o~

(], € [8]n/an + (Ils],]/an])[—€; €]. (1.84)

Ez azt mutatja, hogy a gépi intervallum aritmetikaval kiszamolt formula
relativ hibdja [—¢, €] intervallum, vagyis a formuldt stabilan szdmoltuk
ki.



2. fejezet

Komplex intervallum
aritmetika

Ebben a fejezetben szeretnénk definidlni és hasznélni egy ugynevezett
komplex intervallum aritmetikat. Megmutatjuk, hogy a valds esetnél
targyalt legtobb tulajdonsag atviheté a komplex esetre is. Ennek
érdekében definialnunk kell a komplex szamok egy olyan halmazat, amely

éppen a komplex intervallumot alkotja. Két ésszerii valasztast tekintiink
az alabbiakban:

2.1. Téglalapok, mint komplex intervallu-
mok

2.1. Definicié. Legyen [a,.|, [aim] € IR. Ekkor
[a] = {a = Qpe + Z.a'im ‘ Qre € [are]a Aim € [aim]}
komplex szamhalmazt komplex intervallumnak nevezziik.

A 2.1. definicioban értelmezett komplex szamhalmaz a koor-
dinatatengelyekkel parhuzamos oldalu téglalapnak felel meg a komplex
sfkon, jele RC. Az RC halmaz elemeit [a],[0],[c],...,[z], [y],[z] € RC
jeloli, igy [a] = [are] + i[ai,| frhatd, ahol [a,,[ain] € IR. Egy
a = Qe + 1a;,; komplex szam ekkor

[CL] = [area are] + i[aim, aim] € RC

o6
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komplex pont intervallumnak is tekinthetd. Minden [a] € TR elem [a] =
[a,e]+1[0,0] € RC elemnek is gondolhatd, amibél vildgos, hogy IR C RC.

2.2. Definicié. Legyen [a] = [are] + i]aim], [b] = [bre] + i[bim] € RC.
Ekkor [a] = [b] pontosan akkor, ha

[are] = [bre] és [Gim] = [Dim].

Az el6bb definidlt = relacié reflexiv, szimmetrikus, tranzitiv.
Altalanositsuk a komplex aritmetikat RC-beli komplex intervallum
aritmetikara.

2.3. Definicié. Legyen o € {4, —,-,:} bindris mivelet IR elemein. Ek-
kor [a] = [ave] + i[aim], [b] = [bre] + i[bim] € RC mellett

[a] & [b] = [are] & [bre] + i([@im] £ [bim]), (2.1)
[a] - [b] = [are] [bre] = [@im][bim] + i([are][bim] + [@in][bre]),
[a] = [b] = ([are[bre] + [@im][bim]) = ([bre]® + [bim]*)+
+ i([aim][bre] = [are][bim]) = ([bre]® + [bim]?)- (2.3)

Természetesen most is feltessziik, hogy 0 & ([bye]? + [bim]?) osztéskor.
Azonban most 0 ¢ [b..] +i[b;| nem elegend6 feltétel, ahogy azt az aldbbi
példaval illusztraljuk is.

Legyen

[b] = [-1,1] +[1, 3].

Ekkor
0e [O> 10] = [_1’ 1] + [1’ 9] = [bre] [bre] + [me][blm]

Ha azonban a 2.3. definiciébeli osztdsnél a [by..]> + [bin)? kifejezést
[bre)? + [bim)? = {07 | bre € [bre]} + {b2, | bim € [bim]}
modon szamoljuk, akkor a fenti példat eziton szamolva
[bre]® + [bim)” = [0,1] + [1,9] = [1, 10].

Vegyiik kozelebbrol szemiigyre a fent bevezetett komplex intervallum
aritmetika tulajdonsagait.
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Nyilvanvald, hogyha [a], [b] € RC, akkor

[a] £ [b]={atb | aca],be ]}

igaz RC halmazon. Altalénosségban ez nem igaz a szorzasra és osztasra,
mint az alabbi példa mutatja.
Legyen

la] = [2,4] +4[0,0],  [0] = [1,1] +4[1,1].

A 2.3. definiciébdl

Masfelél
{ab | a€[al,be ]} ={s(1+1i) | seR,2<s <4} C[a][b].
Az alabbi tétel azonban érvényes.
2.4. Tétel. (Tuartalmazdsi tétel) A 2.3. definicio miiveleteire
{aob | a€la],be[b]} Cla]ob].
Az 0sszeadds és a kivonds esetén eqyenldoséq is teljesil. A szorzaisra
[a][b] = inf {[z] € RC | {a-b | a € [a],be [b]} C [2]},

ahol az infimumot RC halmazon a halmazelméleti bennfoglalas dltal de-
finialt részben rendezés szerint wvesszik. Fz azt jelenti, hogy ez az a
legsziikebb intervallum, ami tartalmazza az [a] és [b] intervallumok komp-
lexusszorzatdt.

Bizonyitas: Az osszeadds, kivonas esetét mar feljebb targyaltuk. Le-
gyen a € [a],b € [b]. A valés intervallumokra vonatkoz6 bennfoglalasra
vett monotonitast felhasznalva a = a,. + 1ayn,b = bye + ib;, mellett
kapjuk, hogy

ab = apebre — Qimbim + 1(arebim + Qimbye)
€ [arel[bre] — [@im][bim] + i([are] [bim] + [@im][bre]) = [a][D].
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Mivel a,¢bye — @i bim kifejezésben minden valtozd pontosan egyszer fordul
el6 kapjuk, hogy

{arebre — aimbim | a € la],b € ]} = [are]bre] — [aim][bim].
Ugyanezen alapon

{arebim — imbre ‘ a € [a),b € [b]} = [are) [bim] + [@im][bre)-
Ez utébbi kettobdl latszik, hogy minden

Cre = arebre - aimbim S [a're] [bre] - [a'im] [bim]a
a € [&]k, b, € [b]k, k= 1,2,

valés szamhoz talalhaté olyan
Cim = a'imbre + a'rebim S [aim][bre] - [are] [bzm]a

a € [a]k, bk € [b]k, k= 1,2,

valés szam, hogy ¢ = ¢, + iy, € [a][b], amit meg kellett mutatnunk. A
tétel osztasra vonatkozé allitasa kovetkezik a bennfoglalasra vett mono-
tonitasbol. U

A 2.4. tétel szorzasra adott eredménye altaldban nem igaz az osztasra.

2.2. Korlapok, mint komplex intervallu-
mok

2.5. Definicié. Legyen a € C, r > 0. Azt mondjuk, hogy
[z]={2€C | |z—a| <7}

eqy korlap, korszeri intervallum, vagy egyszeriien eqy komplex interval-
lum, ha nem keverheto a téglalap alaki komplex intervallumokkal.

Ezen korlapok halmazat KC jeloli, elemeit [a], [0],[c], ..., [z], [y], [2]-
Az a kozépponti r sugara korlapokat

[2] = {a,7)

alakban is frjuk. A komplex szdmokat ekkor KC (a,0) alaki elemeinek
tekinthetjiik, amibdl vilagos, hogy C C KC.
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2.6. Definicié. Két korlap, [a] = (a,r,) és [b] = (b, 1) pontosan akkor
eqyenld, ha halmazelméleti értelemben azok. Ekkor a =0 és r, = ry.

Ez a relacié ismét ekvivalencia relacio.
KC halmazra a kovetkezé modon altalanositjuk a valds szamokon
szokasos miiveleteket.

2.7. Definicié. Legyen o € {+,—,-,:} a komplex szaimokon értelmezett
bindris mivelet. Ekkor [a| = (a,r,) és [b] = (b, 1) mellett

la] £ [] = (a £ b7y £ 1),
la] - [b] = (ab, |a|ry + |b|ra + rarp) ,

1 b Ty
/v 0¢ 1],
0= \w_r bb—r§> # o

la] = [b] = [a] - =5 0 ¢ [0].

Itt |a| = \/a? + a% az a komplex szdm euklideszi normdjdt, b = by — ib,
pedig a b komplex szam konjugaltjdt jelols.

Korlapok osszeadasara és szorzasara vilagos, hogy teljesiil
[a] £ o] ={a%b | acla,be[b]}.

Ez all a korlap inverzére is, ugyanis ha alkalmazzuk a konform leképezések
elméletét a nullat nem tartalmazo korlapok leképezésére, akkor aw = 1/z
leképezéssel jabb korlapot kapunk:

1/[b] = {1/b | be[b]}.

Elemi szdmoldssal ellenérizhetd, hogy a 2.7. definicié 1/[b] kifejezésre
vonatkozo képlete helyes.

A 2.7. definiciébeli szorzasra (és igy az osztdsra is) dltalaban csak

{2’122 } 21 € [CL],ZQ € [b]} - [a][b]
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igaz. Ez az alabbi egyenlotlenségekbdl kovetkezik
|2122 — CLb‘ = ‘Q(ZQ — b) + b(Zl — a) + (Zl — CL)(ZQ — b)|
< |al[z2 — b + [b]|21 — af + |b]|21 — al|z2 — b]
< lal|ry + [b|re + rarp-
Az 1.4. tételnek megfelel6en Osszegytijtjik a az RC-beli miveleti tu-

lajdonsagokat most K C halmazra valé tekintettel. Hacsak masképp nem
mondjuk, IC legyen RC a 2.3. vagy KC a 2.7. definiciébeli miiveletekkel.

2.8. Tétel. Legyen [al, [b], [c] € IC és [d], e, [f] € KC. Ekkor
[a] + [b] = [b] + [a], [a][b] = [b][a] (kommutativitds), (2.4)
(la] +[6]) + [e] = [a] + ([6] + [c]),
()] = [, (asszociativitds) 2
0,1] +14[0,0] € RC, dlletve  (0,0) € KC, (2.6)

[1,1] +4[0,0] € RC, illetve (1,0) € KC,

az eqyértelmiten meghatdrozott additiv illetve multiplikativ neutralis ele-
mek.
IC nullosztomentes. (2.7)

Egy [z] € IC elemnek pontosan akkor létezik additiv és multiplikativ
inverze, ha [z] € C és szorzds esetén [z] # 0. Mindenesetre igaz, hogy
0€[a]—[a] és 1€ [a]:][a].

(2.8)

[a]([b] + [¢]) C [a][b] + [a][c] (szubdisztributivitds), (2.9)

a([b] + [c]) = a[b] +al¢] a € C.
Bizonyitas: A bizonyitdsok kovetkeznek a 2.3. és a 2.7. de-
finiciokbdl. Példaként bemutatjuk (2.9) bizonyitasat KC esetre. Ha
la] = (a,rq), [b] = (b,m) , [c] = (¢, 1) € KC, akkor
[a]([b] + [e]) = {a,7a) (b+¢,16 + 1)

= (a(b+c),|al(ry+ 1) + |b+c|ra + 1o(1p + 7¢))

C (ab+ ac, |a|ry + |a|re + |bra + |c|ra + rary + Tare)

= (ab, |alry + [blra + rare) + (ac, |alre + |c|ra + 7are)

= [a][b] + [a][c].
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Az [a] = (a,0), azaz r, = 0 esetben a bizonyitdsbdl latszik, hogy
a([b] + [d]) = a[b] + ald].

0
Lényeges kiemelni, hogy a (2.5) asszociativ torvény &dltaldban nem
teljesiil RC elemeire. Példaul

.[O>O]> [b] = [

[ i 1
[b)e] = ([2,4] +i[2, 4])(
([b]]e]) = ([2, 4] +1[0,0])

A +i[1,1), [ =[1,1] + i1, 1],
[1,1] + i1, 1]) = [=2,2] + i[4, 8],
([0,0] +i[2,2]) = [0,0] + [4, §].

A bennfoglalasra vett monotonitas igaz IC halmazon is.
2.9. Tétel. Legyen [a]®, [b]*) € IC, k = 1,2 gy, hogy

[@® C ™, k=12

Ekkor
[a](l) o [a](2) C [b](l) o [b](2)
teljesiil o € {+, —, -, :} miveletekre.

Bizonyitas: Az allitas igaz RC esetén, mivel a bennfoglalasra vett mo-
notonitds teljesiil IR elemeire (lasd az 1.5. tételt). KC-beli dsszeadas és
kivonas esetén

W +[a®={z=z+y |z e a)®,y € [}
Clw=uxv | ucP®vep®}=pO=pe.

Tekintsiik a szorzast KC esetén és legyen
[a]® = (a1 ®Y O = (5 s®) | g =1,2.
Ekkor az [a]®) C [)®), k= 1,2 ekvivalens azzal, hogy

a® —p®| < ® _p® 9
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tovabba

]V ]a]® = <a<1> (2) ‘a<1>|r<2>+‘a<2>|r<1>+r<1> @)
][] = (b + (6@ s 4 5@ |

Bizonyitandé, hogy
‘a(l) 2 _ p(Mp(2) | <
< [p \s + (6P| 4 sWs@ 1M 4 16@ D 4 pO72),
A haromszog egyenlétlenséghdl kapjuk, hogy
—|b(k)| < _‘a(k)| + |a(k) — b(k)\, k=1,2

és mivel
|a(k) _ b(k)| < sk _ 7a(k)’ k=12,

kapjuk, hogy

—\b@)\r(l) < —|a(2)\r(1) + @ ( )

= —[a@]r® 4 pW52) 1
— W@ < —1aWr® 4 @ (0 W) =
= —aW]r® 4 p@50 _ 20,

),

Ebbdl addédik, hogy
1a@a® — p® b(z | <
< |b Ha(l — | + \b(l)Ha@) — 5(2)‘ + ‘a(l) — b(1)||a(2) _ 5(2)| <
< |b(2)\(s(1) _ T(l)) + |b(1)\(s(2) _ r(2)) + (S(l) — T(l))(8(2) _ r(2)) <
< |b(2)‘3(1) + ‘b(l)‘S(Z) + sWg@ _ (\a(2)|r(1) + \a(1)|r(2) + T(l)r(2))7

ami a szorzasra vonatkozé allitast bizonyitja.

Y([@®)={2=1/z | z € [a®}
C{w=1/u|ueB®} =1/
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miatt igaz, hogy

A 2.9. tétel specidlis eseteként addodik az alabbi

2.10. Ko6vetkezmény. Legyen [a], [b] € IC és a € [a], b € [b]. Ekkor
aob € [a]o[b].

2.11. Megjegyzés. Az RC-beli aritmetika gépi megualdsitasa nem okoz
problémdt, mivel azt IR-beli miveletekkel definidltuk, amire mdr bemutat-
tunk eqy - a legfontosabb aritmetikai tulajdonsdgokat megorzo - lehetséges
gépi megualositdst az 1.4. fejezetben. FEszerint IR-beli becsléseink RC-re
15 dtvihetok.

2.3. Metrika, abszolutérték és szélesség IC-
ben

Ebben a fejezetben ¢ az 1.7 definiciéban bevezetett IR-beli metrikat jeloli.
Az aldabbiakban egy metrikat definidlunk RC-n.

2.12. Definicié. Legyen [a] = [ave] + i[aim], [b] = [bre] + i[bin] € RC.
Ekkor az [a] és [b] elemek tdvolsdga definicid szerint legyen:

p(la], o) = q([are], [bre]) + q((@im], [bim])

Lesziikitve p-t IR-re ugyanazt az eredményt kapjuk, mint a az 1.7-es
definicioban. Ezért a tovabbiakban jeloljiik RC-ben a tavolsdgot ¢-val és
igy

q(lal, [b]) = q([are], [bre]) + q([@im], [bim])-

Felhasznélva, hogy ¢ metrika [R-ben, konnyen igazolhatd, hogy ¢
metrika RC-ben. A ¢ metrika bevezetésével RC egy topoldgikus térré
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valik. Ha most a metrikus terekben szokésos modon bevezetjiik a kon-
vergencia fogalmat, akkor azt mondhatjuk, hogy egy {[a(k)]}zio RC-

beli sorozat (ahol [a®] = [af®)] + i[a!¥)],) akkor és csak akkor tart egy

m

[a] = [are] + t]aim] € RC elemhez, ha

lim [a®] = [aye] és Lim [a®)] = [agm). (2.10)

m
k—00 k—o00

Felhasznélva, hogy (IR, q) metrikus tér teljes, (2.10) alapjén kovet-
kezik, hogy RC a ¢ metrikaval szintén teljes metrikus tér.

2.13. Definicié. Legyen [a] = [are] + ia:m] € RC. Ekkor

|[a]] = q(lal, 0) = |[are]| + [[aim]| = q([are], 0) + ¢([aim], 0)

az [a] abszolutértéke.

Ha [a] = [are, are] + t[@im, Gim] = are + 105, = a, akkor a kdvetkezot
kapjuk:
lal| = la] = lare| + |@im] - (2.11)

Egy [a] € RC elem abszolutértéke tehat nem szamolhaté 4t a komp-
lex szamok euklideszi abszolutértékére. A tovabbiakban a szovegkornye-
zetbol nyilvanvalé lesz, mikor hasznaljuk az euklideszi abszolutértéket és
mikor a 2.13 definiciébeli abszolutértéket. Végiil megemlitenénk, hogy
a (2.11) hasznalataval igaz marad az

|[a]| = max|al
a€lal

relacio.
Jelolje d egy valds intervallum szélességét, gy ahogy azt az 1.14 de-
finiciéban bevezettiik. Ekkor a kovetkezot kapjuk:

2.14. Definicié. Legyen [a] = [ayc] + i[a;m] € RC. Ekkor a

d([a]) = d([are]) + d([aim])

mennyiséget az |a] szélességének nevezzik.
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Most bevezetjiik a megfelel6 fogalmakat K C-ben.
2.15. Definicié. Legyen |a] = (a,r,), [b] = (b,1) € KC. Ekkor
(a) q([a], [b]) = |a —b| + |ra — 14| az [a] és a [b] elemek tdvolsdga,
(b) |la]] = |a| + 7o az [a] abszolutértéke, és
(c) d([a]) = 2r, az [a] szélessége.

Az el6z6 definicioban a komplex-sik két kor-intervalluméanak
tavolsagat az euklideszi metrika segitségével definialtuk. A kor-
intervallum abszolutértéke az euklideszi abszolutértékre vezet, ha a
komplex szamok halmazara szlikitjik le. Megjegyeznénk, hogy az

|[a]| = max|al
a€lal
relacié itt is igaz marad.

A KC tér teljessége a g metrikaval konnyen igazolhatd, ha a K C-beli
sorozatok konvergencidjat a ¢ metrikdban a szokasos modon definialjuk.
Ezzel a definiciéval a kovetkezot kapjuk

k) _

lim [a®] = [a] & lim a® =a, és lim r® =7, (2.12)

k—o0 k— o0 k—o0

{1} = {(® ™)}y 6 [l =(a.r).

Most pedig 0sszegyiijtjik a metrika, az abszolutérték és a szélesség leg-
fontosabb tulajdonsagait az RC és a KC halmazokon.

2.16. Tétel. Legyenek [a],[b],[c], [d] € IC, ekkor igazak a kivetkezdk:

ahol

g(la] + [0], [a] + [c]) = q([8], [c]), (2.13)
g(la] + [0], [] + [d]) < q([al, [e]) + q([b]; [d]), (2.14)
q(alb], alc]) < lal q([b], []), a € C. (2.15)

A (2.15)-ban mindig fenndll az egyenléség, ha [b],[c] € KC.

q(la][0], a][]) < [[a] q([t], [c]), (2.16)
[a]] =0, [[a]] = 0 & [a] =0, (2.17)
|la] + (B} < [la]| + [0]] (2.18)
|afo]| < lal|[0]], Va e C. (2.19)
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A (2.19)-ban mindig fendll az egyenléség, ha [b] € KC.

[a
d(alb]) =

d([a][b]) < [[a] d([b
d(la]

d([a][0]
d(la] £ [b]) =

[a] €[] = % (d([o]) = d([al)) < q(la], [b])

ol < [[all[[0]],  (2.20)
d([b]), a € C, (2.21)
+blld(la]),  (2:22)
= [la] =la]l, (223
> [lalld([o]),  (2.24)
([a]) +d([o]),  (2.25)
d([b]) — d([a]).  (2.26)

Bizonyitas: A fenti tulajdonsagokat el6szor RC-re bizonyitjuk.

A (2.13)-(2.16) tulajdonsagok egyszeriien a valds intervallumokra vo-
natkozé az 1.13 tétel megfelel6 allitasaibdl igazolhatoak. Legyen ezért

= q([are] + [breu
< q([arel; [ere]) + q ([bre]; [dre]) + ¢ ([aim], [cim]) + 4
= q([a], [c]) + q([0], [d])
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(2.15) és (2.16) bizonyitasat egyszerre végezziik, ugyanis (2.15)
speciélis esete (2.16)-nak [a] = [a, a] vélasztassal.

q([a][b], [a]lc]) =

= q ([are][bre] = [aim][bim], [are][cre] — [aim][cim]) +
+ ¢ ([are][bim] + [@im][bre], [are] [cim] + [@im][cre]) <
< lavell g ([bre], [erel) + [aim]] @ ([bim]; [cim]) +

+ [[are]| ¢ ([bim], [cim]) ) =

im]) 1 [@im]| ¢ ([bre], [cre]
(larell + llaim]1) ¢([8], []) = [[a]] q([0]; [c]).

A (2.17)-(2.20) eredmények |[a]| definicidjanak felhaszndlasaval iga-
zolhatok.
(2.17) bizonyitasa:

|la]] = q(la], 0) = ¢ ([arc], 0) + ¢ ([aim], 0) = [[are]| + [[aim]| = 0,
|[a]] = 0 < [[are]| = |[aim]| = 0 < [a] = 0.

(2.18) bizonyitésa, (2.14)-et felhasznalva:

|[a] + [b]] = q ([a] + [b],0) < ¢ ([a],0) + ¢ ([b],0) = [[a]| + |[?]| -
(2.19) és (2.20) bizonyitdsa, felhasznalva (2.15)-6t és (2.16)-ot:
[al(b]] = ¢ ([a][b], 0) = q ([a][b], [a] - 0) < [[a]| ¢ ([8], 0) = [[a]||[b]] -

(2.21) bizonyitésa:
Legyen a = a,¢ + ia;, € C. A 2.3 Definici6 alapjan kapjuk:

a[b] = Ure [bre] — Aim [bzm] +1 (are [bzm] + aim [bre])
felhasznalva (2.11)-t kaphatjuk, hogy:

d(a[b]) d (arelbre] = @im[bim]) + d (are[bim] + @im[bre]) =
d(arelbre]) + d (aim[bim]) + d (arelbim]) + d (@im[bre]) =
|arel d ([bre]) + @im| d ([bim]) + |arel d ([bim]) + @im| d ([bre]) =

(lare| + [aiml) (d ([bre]) + d ([bim])) = [al d ([b]) -
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(2.22) bizonyitésa:

d ([al[b]) = d ([are][br

d ([are][bre]) +d (
|[are]l d ([bre]) + |
+ llarel| d ([bim])
(larell + ll@im]|)
+ ([bre]l + [[bim]

)
= [lall d ([o]) + [{b]]

(2.23) bizonyitédsa:
d(la]) = d([are]) + d([aim]) = llare] = lare]| + [[aim] = [aim]| = [la] — ]| -

[@im][bim]) + d ([are] [bim] + [aim][bre]) =
[[bim]) + d ([are] [bim]) + d ([@im][bre]) <

[bre]l d ([are]) + |[aim][ d ([bim]) + [[bim][ d ([aim]) +
+ [[bim]| d ([are]) + [[@im]| d ([bre]) + [[bre]| d ([ain]
(d ([bre]) + d ([bim])) +

(d ([are]) + d (laim])) =

([a]).

e) —
[im

IN ||/-\

~—

2.24) bizonyitésa:

[ H ]) ([a're] [bre] - [a'im] [blm]) + d([a're] [bzm] + [azm] [bre]) >
|[ave]| d ([bre]) + |[aim]| d ([bim]) + |lare]| d ([bim]) + laim]| d ([bre]) =
(Have]l + ain] D) (d ([bre]) + d ([bim])) = I[a]l d ([0])-

(2.25) bizonyitasa:

(
d(
>

d(la] £[0]) = d([are] & [bre]) + d ([aim] £ [bim])
d ([are]) + d ([aim]) + d ([bre]) + d ([bim]) =

d([al) +d ([o]) -

(2.26) egyenes kovetkezménye (1.31)-nek.

KC esetén a bizonyitasok a kovetkezok.

= <a7 Ta) ) [b] = <bv Tb> ’
[c] = {e;re),  [d] = {d,rq) € K((C)).

la+b—(a+c)|+|ra+m—(ra+7re)| =
b —c|+ [ry —rel = q([b],[c]) -
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la+b—(ct+d)|+[ra+ 1y — (re +74)| <
la—c|+|ra —re| +|0—d|+ |rp — ra| =

q ([al, [c]) + g ([0], [d]) -

IA

lab — ac| + ||a| ry — |a|r.| =
lal {16 —¢| + [ro — re|} = |al g ([b], [c]) -

(2.16):

q ([al[b], [a]lc]) =

= |ab — ac| + ||a| ry + |b| 7o + rary — (Ja| e + || 7o + Tare)] <

< lal[b— ¢l +laf|ry = re[ +7a |[b] = |e|| +7a|ry —re| <

< (lal +7a) (16— ¢ + |ry — re|) = |lal| ¢ ([6], [c]) -
(2.17):

lla]| = la| + 7. >0, |[a]]=0< (a=0,r,=0).
(2.18):
|[a] + ]| = la + bl + |ra + | < lal + 70 + [b] + 7 = [a]| + |[5]]
(2.19):
|alb]] = labl + la| ry = [al [[0]]

(2.20) bizonyitdsa (2.16) felhasznaldsdval:

|[a][b]] = q ([a][b], 0) = q ([al[t], [a] - 0) < |[a]| ¢ ([6],0) = |[a]||[D]] "
(2.21):

d(alb]) = 2|a|ry, = |a|d ([0]).
(2.22):

d ([a][b]) 2{lalry + 0] 1o + rare} =
2{(la] + 1)+ 0] 70} <
2{(la| + 7o)+ (|b| + 1) 70} =

|La][ d ([b]) + [[b]] d ([a]) -

I VAN
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(2.23):

d([a]) = 2rq = [(0, 2ra)| = [[a] — [a]] .

(2.24):

d([a][b]) = 2{la|ry+ |b|re + e} =
= 2{(la| + 1)1y + |b] 7o} >
> 2(la] +ra)ry = |[a]| d ([B]).

(2.25):

d([a] £ [b]) = d({a £ b,ra +710)) = 2(ra + 1) = d([a]) + d ([0]) .
(2.26): [a] C [b] akkor és csak akkor, ha |a — b| < r, —r,. Ezért

%(d([b]) —d([a])) = |rel =lral < lre—ra| <la=bl+Jra — 1| =
= q([a],[o]) <7y —ra+|r —ra| = d([b]) — d([a]).
U
2.17. Tétel. Az RC-n és a KC-n definidlt {+, —, -, :} mdveletek folyto-

nos leképezések.
Bizonyitas: Legyenek {[a(k)]}zozo , {[b(k)]}zozo sorozatok, melyekre

[@®] = [a®] +i[al)),  BP] = P + i) € RC

m

és legyenek

lim [a®] = A = [aye] + i[aim],  1im [D®] = [b] = [bre] + i[bim)-

k—o0 k—o0
Megmutatjuk, hogy a szorzas folytonos miivelet. Ezért elvégezzik az
alabbi szamitast:

lim [a®][p®) =

k—00

= Tim {[a@)p) — [0+ (la@1pi) + ol | =
k—o0

= lim ([a®]0] - [af10E]) + i tim ([0 ~ [al)BE]) =

= [arel[bre] = [@im][bim] + @ ([are][bim] + [@im][bre]) = [a][B],
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mivel a komplex szamok valds és imagindrius részekre bontasa folytonos

miivelet IR-n. Hasonl6 bizonyitas végezheto el a tobbi miiveletre RC-n

és az Osszes miveletre KC-n. O
A valés esethez hasonléan 1j kétvaltozos miiveleteket vezetiink be

RC-ben.

Legyen [a],[b] € RC két intervallum ezek halmazelméleti metszetének

nevezziik [a] és [b] metszetét:

[a] N [b] = {c|c € [a],c € [B]}. (2.27)

[a] és [b] elemek metszete RC-beli, ha a halmazelméleti metszet nem {iires.
Ha [a] = [are] + i[aim], [0] = [bre] + i[bim], akkor

[a] N [b] = [are] N [bre] + @ ([@im] N [bim]) , (2.28)

ahol [a;] N [b;]-t a az (1.33)-nak megfeleléen kell kialakitani.
Az 1.18 kovetkezmény megfelelGje:

2.18. Kovetkezmény. Legyen [al, [b], [c], [d] € RC. Ekkor
[a] S [d], Pl € [d]l = la]N[b] S [c] N[d] (2.29)

tartalmazdsi monotonitds, tovdbbd a metszet mivelet folytonos miwvelet,
ha az eredmény RC-beli.

A fenti kovetkezmény a az 1.18 kovetkezmény valds illetve képzetes
részekre valo alkalmazéasaval igazolhatd.



3. fejezet

Intervallum-egyutthatos
linearis egyenletrendszerek

3.1. Intervallummatrixok

A kovetkez6 részben az intervallummatrixok legfontosabb tulajdonsagait
foglaljuk oOssze bizonyitas nélkiil. Megjegyezziik, hogy az 1. fejezetben
targyalt intervallumokra vonatkozo tulajdonsagok itt is igazak.

Az m X m-es valés matrixok halmazat a szokasos R™*", az egy osz-
lopbdl &ll6 métrixokat, azaz az oszlopvektorokat R™ jeloli. Jelolje TR™*"™
az olyan m xn-es matrixok halmazat, melyek komponensei intervallumok,
az intervallumvektorokat pedig IR".

3.1. Definicié. A = ([a];;) € IR™" és B = ([b];;) € IR™" egyenldk,
azaz A = B pontosan akkor, ha minden komponensik egyenld, azaz

Definialunk egy részbenrendezést TR™*"-en.

3.2. Definicié. Legyen A = ([al;;) €

s B = ([b];;) € IR™". Ekkor azt
mondjuk, hogy A C B, ha [al;; C [b];; 1 <

1<m, 1 <7< n.

3.3. Megjegyzés. Ha A pontmdtriz, azaz A € R™*", akkor az A € B
jelolést haszndljuk.

73
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3.4. Definicié. 1. Ha A = ([a];;) és B = ([b];;) € IR™", akkor

A £ B := ([a];; £ [b]:;)-

2. Ha A = ([a];;) € IR™" és B = ([b];;) € IR™", akkor
AB::(}ZM%MM>.
k=1
Specidlisan, ha u = ([u];) € IR", akkor
Auz(}ZMmmh>.
k=1
3. Ha A = ([a);;) € IR™" és [z] € IR, akkor
[z]A = Alz] := ([][ali;) -
3.5. Allitas. Legyen A € IR™ " és B € IR"™*". Ekkor
{AB: A€ A,BeB} C{C:C € AB}.
Egyenléség altalaban nem igazolhato.
3.6. Allitas. Legyen A, B € IR™" és ¢ € R". Ekkor
1. {A+B: A€ A, BeB}=A+B, és
2. {Ac: Ae A} = Ac.

Tehat az intervallummatrixok halmaza zart az el6z6 definiciéban be-
vezetett muveletekre.

3.7. Tétel. Legyenek A, B és C olyan méreti intervallummadtrizok,
amelyekre az adott miveletek értelmehetok. Ekkor

ILA+B=B+A.
2. A+(B+C)=(A+B)+C,
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3. A4+0=04+ A=A, ahol 0 a megfeleld méretd nullmatrix.

4. AI =TA = A, ahol I a megfeleld méretii eqgységmdtrix.

5. (A+B)CCAC+BC ésC(A+B)C CA+CB.

6. (A+B)C =AC+BC és C(A+B)=CA+CB, ahol C € RF>*™,
7. A(BC) C (AB)C, ahol B és C wvalds matrizok.

8. (AB)C C A(BC), ha C = —C, és A € RkF>™,

9. A(BC) = (AB)C, ahol C' € R™**.

10. A(BC) = (AB)C, haB=-B ésC = —C.

3.8. Tétel. Legyenck A®) BW) k= 1,2 intervallummdtrizok és [x], [y]
intervallumok. Tovdbbd tegyiik fel, hogy A®) C B®) k=12 és[z] C [y].
Ekkor

1. AW« A@ CBW xBO® ahol x = {+,—,-}, és

2. [2]AD C [y|BW,

3.9. Megjegyzés. Ha specidlisan A € A, B € B és x € [x], akkor
1. AxB e AxB, ahol x={+,—,-}, és

2. A € [z]A.

Az intervallumokhoz hasonléan a kovetkezékben definidljuk az inter-
vallummatrixok szélességét és abszolutértékét.

3.10. Definicié. Legyen A = ([a];;) € IR™*". Ekkor

az A szélességmdtrixa.
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3.11. Definicié. Legyen A = ([a];;) € IR™*". Ekkor

|A] = ([[ai1)

az A abszolutérték-mdtriza.

3.12. Definicié. Legyen X = (x;;),Y = (yi;) € R™*". Ekkor azt mond-
Juk, hogy X <Y, ha x;; <y V1 <i<m és1 < j<n esetén.

3.13. Allit4s. Legyen A és B intervallummatriz, ekkor a kovetkezdk tel-
jestlnek.

1. Ha A C B, akkor d(A) < d(B).
d(A+£B)=4d(A)+£d(B).

d(A) = supy aren |[A — A

A C B esetén |A] < |B|.

|A| = supeqa |4

S ov s e

o [A|>0és|A=0o A =0,

e |[A+B|<|A[+[B],

o [zA| = |Azx| = |z||A| Vz € R és
o |[AB| < |A|[B].

(AB) < d(A)|B| + |A|d(B).

d ) <

d(AB) > |Ald(B) és d(AB) > d(A)|B|.

9. e d(aB) = |ald(B) Ya € R esetén,
e d(AB) = |A|d(B), ha A megfeleld méreti valds mdtriz.
e d(BA) =d(B)|A|, ha A megfelelé méreti valds mdtriz.

d(
d(
10. Ha a 0 a nullmdtrizot jeloli, akkor 0 € A esetén |A| < d(A) <

2|Al.
11. Ha A = —A, akkor AB = A|B|.
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12. Legyen B = ([b];;) és tegyiik fel, hogy 0 € A és 0 & [b;;. Ekkor
d(AB) =d(A)|B].

3.14. Definicié. Legyen A = ([a]i;) és B = ([b];;) € IR™". Ekkor az
A és B intervallummadtrizok tdvolsaga

q(A, B) = (q([ali, [b]i;))-

3.15. Allit4s. Legyenek A, B,C ¢és D olyan méretd interval-
lummatrizok, amelyekre az adott miveletek értelmezhetok. Ekkor

1. ¢(A,B)=0< A =B,

2. q(A,B) < q(A,C) +¢(B,C),

3. q(A+C,B+C)=¢q(A, B),

4. q(A+B,C+D)=q(A,C)+¢q(B,D),
5. q(

¢(AB,AC) < |Al¢(B,C).

A fent definidlt tavolsdgfogalommal és egy tetszbleges monoton
maétrixnorméval metrikat kapunk IR™*"-en. Mivel IR™*" felfoghatd ugy,
hogy IR X IR X ... x IR (nm db) és IR teljes metrikus tér, ezért IR™*"
is az. A konvergencia a pontonkénti konvergencia, azaz

lim A® = A & lim [0 = [a],;,

k—o0 kooo Y
1<i<m,1<j<n.

3.16. Kévetkezmény. Legyen {A®1IX - olyan intervallummdtriz-
sorozat, melyre A© D AW D ... Ekkor {A®}*  konvergens, és

lim A® = A = ([a]),

k—00

ahol
lali; = (lali}-

k=0
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3.17. Kovetkezmény. Az IR™ "-en definialt miveletek (4, —,-) foly-
tonosak.

3.18. Allitas. Legyen X CY € IR™". Ekkor

L) — d(X)) < (X, Y) < d(Y) — d(X).

3.19. Definicié. Legyen A,B € IR™". Ekkor
ANB:={C:Ce€A,C € B},
azaz a halmazelméleti metszete a két mdtriznak.

3.20. Allitas. Legyen A = ([al;;) és B = ([b];;) € IR™". Ekkor ANB
pontosan akkor TIR™*"-beli, ha nem tres. Ebben az esetben

ANB = ([als; N[blij),
1<i<m,1<53<n.
3.21. Kovetkezmény. (Tartalmazdsi monotonitds) Legyenek
A B, C,D intervallummdtrizok. Tovdbbd tegyik fel, hogy A C C

¢s B CD. Ekkor
ANBCCnND.

A kovetkezékben olyan Ax = b linearis egyenletrendszerekkel fogunk
foglalkozni, melyek A matrixa intervallummatrix és a jobb oldal inter-
vallumvektor.

3.2. Intervallum-egyitthatos linearis
egyenletrenszerek megoldasa

Ebben a részben az intervallum-egyiitthatos linearis egyenletrendszerek
megoldhatosaganak kérdését targyaljuk altalanos esetben. Legyen

A=[A A €eIR™" b=bb cIR™
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3.22. Definicié. Egy
Az =Db

intervallum-egyitthatos linedris egyenletrendszert megoldhatonak ne-

vezink, ha
Ax =b

megoldhato minden A € A és b € b esetén.
A kovetkezo jeloléseket fogjuk hasznalni a tovabbiakban. Legyen
1 _
az A intervallummatrix kozépmatrixa,
1 _
A:=—-(A-A)
2
a sugarmatrix. Ekkor
A=[A—AA + Al
Ugyanigy a jobb oldali b vektorra
1 _
b.:==(b+b
Sb+D)

és 1
0= 5(6 —b),

esetén
b = [b. — 0, b. + ¢].

Tovabba legyen
Yy i ={y e R™:y; € {—1,1}Vj},

azaz Y,, tartalmazza az 6sszes m-dimenziés 1 vektort. Y,, elemszama
2™, Végil Vy € Y,, vektor esetén jelolje

T, = diag(yi, ..., Ym,)-
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Mar most megjegyezziik, hogy Vy € Y,, esetén
A —-T,Ac A, A +T,AcA, b.+T)0chb.

Most kimondjuk azt a két allitast, amit a megoldhatdsagrol szolo tétel
bizonyitasanal hasznalni fogunk. Az els6 a jél ismert Farkas-lemma.

3.23. Lemma. (Farkas) Legyen A € R™*" és b € R™. Ekkor az

Ax =D,

x>0

rendszernek akkor €s csak akkor létezik megolddsa, ha Vp € R™ esetén,
melyre

ATp >0,
1g9az, hogy

pr > (.
3.24. Tétel. (Oettli-Prager) Legyen

X ={z:|Ax —b.| < Alz| +0}.
Ekkor minden x € X esetén létezik A € A és b € b, melyre Ax = b.
Attél az esettdl eltekintve, amikor A = A és b = b az Az =

b intervallum-egyiitthatés linearis egyenletrenszer végtelen sok linedris
egyenletrendszert tartalmaz. A most kovetkezo tétel, ami egyébként en-
nek a fejezetnek a legfontosabb éllitasa, azt mondja ki, hogy az Az = b

megoldasa karakterizdlhaté véges sok nemnegativ megoldassal. Persze
ezek szama altaldban exponencialis a matrix méretében.

3.25. Tétel. Az Ax = b intervallum-egyiitthatos linedris egyenletrend-

szer akkor és csak akkor megoldhato, ha Yy € Y,, esetén az

(Ae — T,A) 2" — (Ao + T,A)2® = b, + T},
| ) (3.1)
2 > (), 72 > (),

rendszernek létezik :1:;1),:53(,2) megolddsa. Tovabbd ebben az esetben VA €

A, b€ Db esetén az Ax = b egyenletrendszernek létezik megolddsa a
C’onv{xél) — :L’f) cy €Yy}

halmazban.
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Bizonyitas: El6szor nézziikk a sziikségességet. Tegytik fel, hogy az
Az = b intervallum-egytitthatos linearis egyenletrendszer megoldhato,
és indirekt tegyiik fel, hogy (3.1) rendszernek nem létezik megoldasa.
Ekkor a Farkas-lemma szerint dp € R™, melyre

(Ac — TyA)Tp >0, (3:2)
(A +T,A)"p <0, (3.3)
(b +T,0)"p < 0. (3.4)

Ekkor (3.2) és (3.3) szerint
ATTp < Aip < —A"Tp,

igy
|ATp| < =ATTyp = | — ATT,p| < A"|p|.
Mivel
p € {x:|Alz| < ATz},

ezért az Oettli-Prager-tételt az
[AT — AT AT + AT]2 = 0,0

intervallum-egytitthatos linearis egyenletrendszerre alkalmazva azt kap-
juk, hogy 9A € A, melyre
ATp =0. (3.5)

Tehat Ip € R™, melyre (3.4) és (3.5) teljesiil. Ha erre alkalmazzuk a
Farkas-lemmaét, akkor azt kapjuk, hogy 3z € R"™, melyre

Az = b, + T}6.

Ez ellentmond annak a feltételnek, miszerint az Az = b intervallum-
egyutthatos linearis egyenletrendszer megoldhato, ugyanis A € A és b, +
T, € b.

Most nézziik az elégségesség bizonyitasat. Tegytk fel, hogy Vy € Y,,
esetén (3.1) rendszernek létezik megoldésa: xz(/l), 23, Legyen A € A és
b € b tetszoleges. Azt kell megmutatni, hogy ekkor az Az = b linearis
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egyenletrendszernek 1étezik megoldasa. Ehhez el6szor azt mutatjuk meg,
hogy Vy € Y,, esetén
T,Ax, > T,b, (3.6)

ahol z,, = xél) — xéz). Tehét legyen y € Y,, tetszoleges. Ekkor

T,(Az, —b) =T,(Acxy — b.) + T, (A — Ac)xy + T, (b — b).
Mivel
|Ty(A - AC)xy| < A|5L'y|>

ezért

Ty(A - AC)xy > _A|xy‘a

és ugyanigy, mivel
T, (b~ b)| <6,

ezért,

Ty(bc - b) Z _67

és igy
Ty(Azy — b) = Ty(Acxy — be) — Alzy| — 0 =
= Ty(Ac(l’?(Jl) - :5152)) —b.) — A|ZE?(JI) - x§2)| —6>
> T, (Ac(z() — @) — b)) — A@z() + 22) — .
Ha felbontjuk a zardjeleket és kiemeljiik l’g(/l)—t és xéz)—t, akkor azt kapjuk,
hogy

Ty(Azy — b) > T,((A. — T,A)z) — (A, + T,A)z?) — (b + T,0)).
Mivel 2", z{”) megoldssa a (3.1) renszernek, ezért
T,(Azy — b) > T,((A. — T,A)z) — (A, + T,A)z?) — (b + T,5)) =0,

ami igazolja (3.6)-ot.
Ezt felhaszndlva megmutatjuk, hogy ha A\, > 0 és y € Y,,,, akkor a

> AAz, =0,

YEYm
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linearis egyenletrendszernek létezik megolddsa. A Farkas-lemma szerint
elég azt megmutatni, hogy Vp € R™, py € R esetén ha

prAz, +po >0 VyeY,, (3.8)

akkor
p b+ po > 0. (3.9)

Tegyiik fel tehdt, hogy p € R™ és py € R kielégiti (3.8)-at. Definidljuk
y € Y-t a kovetkez6 modon

o _]-7 ha D; Z Oa
v 1 kiilénben,

(1=1,2,....,m). Mivel p = —T,|p| és T, = T,], ezért
p"b+po = —Ip|" Ty + po.
(3.6) miatt
p'b+po > —Ip[" T, Aw, + po = p" Az, + po.

Végiil (3.8) miatt
p b+ po > p" Az, +po > 0,

ami igazolja (3.9)-et. gy ha Ay > 0ésy €Y, akkor a (3.7) egyenlet-
rendszernek 1étezik megoldasa.

Legyen
T = Z Ay Ty,

YEYm

ekkor (3.7) miatt Az =b és
z € Conv{x,:y€eY,}= C’onv{xél) - :L’f) cy € Yo},
és ezzel a tétel bizonyitasa teljes. U

A kovetkezékben megnézziik, hogy mit is mond valéjaban az imént
belatott tétel. Ha y; = 1, akkor az A, — T,)A és az A, + T, A i-edik sora
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megegyezik A és A i-edik sordval, és (b, +T,0); = b;. Ez azt jelenti, hogy
ebben az esetben (3.1) i-edik egyenlete a kovetkezd

(AzV) — Az@); = b,. (3.10)
Ugyanigy, ha y; = —1, akkor

(Zx(l) _ A$(2))i =b.

1

(3.11)

Tehat Yy € Y,,-re a (3.1) rendszerek csalddja megegyezik az olyan rend-
szerek csaladjaval, ahol az i-edik egyenlet vagy a (3.10), vagy a (3.11)
alakban van, ¢ = 1,...,m. A kiilonb6z6 ilyen rendszerek szama pontosan
27 ahol a ¢ a (A, §) métrix nemnulla sorainak szamét jeloli. Igy a megol-
dando rendszerek szama exponencialis, ezért az el6zo tétel a gyakorlatban
csak akkor hasznalhatd, ha ¢ viszonylag kicsi.

Most megmutatjuk, hogy hogyan lehet konstrualni tetszéleges A € A
és b € b esetén az Axr = b azon megoldasat, amelyik a Conv{xél) — xéz) :
y € Y,,} halmazban van. Ehhez az Y, elemeinek egy specidlis sorrendjére
lesz sziikség, amit indukciéval definidlunk a kovetkezdképpen.

1. Az Y] elemeinek sorrendje legyen a kévetkezo: (—1), (1).

2. Ha az Y; sorrendje y™,y®, ..., y®) | akkor az Y, sorrendje legyen

yM y(2j) yM y(2j)
)l ) 1 e 1 .

Tovabba egy 20, 23 2CM  paros elemszdmi  sorozatban a

20 ZUth) 5 < h parokat konjugdlt paroknak nevezzitk. Legyen
minden y € Y;, esetén 2", 2\ a (3.1) rendszer megoldasa. Ekkor az

algoritmus a kovetkezo.
1. Vélasszunk egy tetszéleges A € A-t és b € b-t.

2. Az ((:L’(_I; — x(_Q;)T, (A(:c(_ll)/ — x(_z;) —b)T)T vektorokat tegyiik a nekik

megfelel6 y-ok Y,,-beli sorrendjébe.
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3. Az aktudlis sorban minden x, z’ konjugélt parhoz legyen

\ = :/U’:fkmk’ ha ZZJ'% §£ Tk,
1 kiilonben,

ahol k az aktualis utols6 komponens indexe. Legyen

=M r+ (1- N

4. Toroljik a sorozat masodik felét, majd a megmaradd részben
toroljitk a vektorok utolsé koordinatdjat.

5. Ha egyetlen = vektor maradt, akkor z megoldasa Az = b-nek és
x € Conv{xél) - I?(f) ty €Y}
Ellenkez6 esetben menjiink vissza a 3. 1épésre.

Az algoritmus 2™ db n+m hosszu vektorral indul, és minden 1épésben
megfelezi a vektorok szamat, illetve eggyel csokkenti a dimenzidjat. fgy
a végére egyetlen x € R"™ vektor marad.

A megoldhatdsag ellenérzését szolgalé rendszerek, azaz (3.1) szama
altalaban exponencialis az A intervallummatrix soraban. Ez az eredmény
valoszintileg 1ényegesen nem javithaté a kovetkezo tétel miatt.

3.26. Tétel. Az intervallum-egyitthatos linedris egyenletrendszerek
megoldhatosaganak ellendrzése NP-nehéz feladat.

Az allitas abbdl a ténybdl kovetkezik, hogy egy intervallummatrix regula-
ritasanak ellenorzése NP-teljes. Ez nyilvanvaléan polinom idében vissza-
vezetheto az intervallum-egyiitthatos linearis egyenletrendszerek megold-
hatosaganak kérdésére, ami igy NP-nehéz.



4. fejezet

Gauss-eliminacio

4.1. Gauss-eliminacié algoritmusa inter-
vallummatrixokra

Legyen A = ([a];;) intervallummatrix, b = ([b];) intervallumvektor. Fel-
tessziik, hogy A~! létezik minden A € A esetén. Keressiik a

Y={zx:Az=bAc Abeb}

halmazt. Mivel ez a halmaz &altaldban tul bonyolilt, ezért ehelyett
egy olyan intervallumvektort keresiink, ami ezt tartalmazza. A Gauss-
elimindciot fogjuk alkalmazni az intervallum-egyiitthatés rendszerre. A
kezdotablazatunk a kovetkezo:

Ha feltessziik, hogy 0 ¢ [a],,, akkor az els6 eliminacids 1épés utdn a
kovetkezo tablazatot kapjuk:

oy [l - [l | B
0 [a]’22 [a],m [b]lz
R v A

86
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ahol az els6 sor ugyanaz, mint az el6z6 tablazat els6 sora, és az i-edik
sort ugy kapjuk, hogy az el6z6 tabla i-edik sorabdl kivonjuk az elsé sor
[a)i1/[a]11-szeresét 2 < i < n, azaz

[a]'; = [a]y; 1<j<n,
H = [b],
[WU:[] — [a],;([a];y /[al,,) 2 <45 <m,
o), — [0, ([aly/[alyy)  2<i<m,
[] =0 2<i1<n.

4.1. Allitas. Az eredeti rendszer megoldashalmaza része az 1uj rendszer
megoldashalmazdanak, azaz

{x: Az =0, Ac Abeb} C{y: Aly=0t,A" e At/ e b'}.

Bizonyitas: Legyen A = (a;;) € A és b = (b;) € b, és tekintsiik az
aldbbi linedris egyenletrenszert:

Ax =b.
Legyen A" := (aj;) és V' := (b}), ahol

ay; = ay; 1<ji<n
by = by
ai; = a; — aj(an/an) 2 <i,5 <n,
by = b; — bi(ain/an) 2<i1<n,

al, =0 2<i<n.

Y

Ismert, hogy az A’y = V' lineéris egyenletrendszer megolddsa ugyan az,
mint az Ax = b rendszeré. A tartalmazdsi monotonitds miatt A’ € A’ és
b € b’, ami bizonyitja az allitast. O

Ha ezt a lépést n — 1-szer elvégezziik, akkor az erdeti tablabdl egy
fels6 haromszog alakut kapunk:
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melyre igaz, hogy

{z:Az=bAcAbebyC{i:AT=bAc A beb}

Legyen N
[b]
2], == =",
(@)
[SC]Z :[b]i_2%+1[]ij[ ]37 1<i<n-1.

Ekkor x := ([z];) intervallumvektor esetén

Y={r:Ar=bAc Ajbeb} Cx.

A kovetkezékben a Gauss-eliminacidval kapott intervallumvektor néhany
tulajdonsagéaval foglalkozunk, majd megnézziik, hogy milyen feltételek
mellett hajthaté végre. Azt mar most megjegyezzilk, hogy ha
specidlisan A = (a;;) reguldris pontmétrix, akkor a Gauss-eliminacié
a részleges foelemkivalasztassal minden jobb oldali intervallumvektor
esetén végrehajthato.

Legyen

g:R”" xR" - R"

olyan leképezés, ami egy regularis A matrixhoz és egy tetszdleges b vek-
torhoz az Ax = b linedris egyenletrendszer részleges féelemkivalasztasos
Gauss-eliminaciéval kapott megoldasat rendeli, azaz

x=g(A,0b).

A g leképezés egyértelmii, de tobb kifejezése is lehet. Példaul tel-
jes foelemkivalastas esetén ugyanazt az értéket kapjuk, mint részleges
féelemkivalasztasnél, de a kifejezéps mas pivotelemet valaszt. Tehat g
kifejezése fiigg attol is, hogy a Gauss-eliminacié soran hogy valasztjuk a
pivotelemeket. A kovetkezo allitasban szereplo tulajdonsagok fiiggetle-
nek a pivotelemek valasztasatol.
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4.2. Allitas. Legyen g(A,b) a fent definidlt leképezés interval-
lumkiértékelése. Az x = g(A,b) intervallumvektor a fent leirt mddon,
Gauss-elimindcioval kiszamithato.

1. Legyen A,;B € IR™" és a,b € IR". Tovdbba tegyiik fel, hogy
A CB ésaCb. Ekkor
g(A,a) C g(B,b).
2. Legyen A € R™*™ ésb =u+v € IR". Ekkor
9(A,b) = g(A,u) + g(A,v).
3. Legyen A € R™™ és b € IR". FEkkor
A7'b C g(Ab).

4. Legyen A € R™"™ és a,b € IR". Tovdbbd tegyiik fel, hogy létezik

a >0, hogy d(a) < ad(b). Ekkor
d(g(A,a)) < ad(g(A,b)).
Bizonyitas:

1. A tartalmazédsi monotonitdas miatt trivialis.

2. Mivel A € R™™ és tudjuk, hogy a([b] + [¢]) = a[b] + a[c] Va €
R, [b], [c] € IR, ezért ha ezt a Gauss-eliminacié képleteibe beirjuk,
akkor megkapjuk az allitést.

3. Ismeretes, hogy ha f; és fy az f fliggvény két kifejezése, melyekre
fi-ben a valtozo pontosan egyszer fordul el6, mig fy-ben m-szer,
akkor f1([z]) C fo([z]). Ez igaz tobbvaltozds fiiggvényekre is. Te-
kintsiik az i-edik (1 < i < n) komponensét A~'b-nek és g(A,b)-
nek. A Gauss-eliminacié képleteiben a b intervallumvektor kom-
ponensei tobbszor is eléfordulnak, mig A='b i-edik komponensének
kiszamitasa soran csak egyszer.

4. Ismeretes, hogy d([a] £ [b]) = d([a]) + d([b]) és d(a[b]) = |a|d([b])

minden a € R és [a],[b] € IR esetén. Valamint feltettiik, hogy
létezik o > 0, amelyre d(a) < ad(b). Ezeket a Gauss-elimindci6
algoritmusaban haszndalva rogton megkapjuk az allitast. U
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4.2. Gauss-eliminacio elvégezhetosége

Most térjink ra a Gauss-elimindcié elvégezhetéségének kérdésére. A
kovetkezo tétel az 1 illetve a 2-dimenzids esetrdl szol.

4.3. Tétel. Legyen 1 < n < 2, és tegyik fel, hogy A = ([a];;) € IR™*"
nem tartalmaz szinguldris mdtrizot. Ekkor a Gauss-elimindcio algorit-
musa elvégezheto.
Bizonyitas:

1. n =1 eset: Ebben az esetben A = [a]; és a tétel feltétele ekviva-

lens azzal, hogy 0 ¢ [a];1, ami bizonyitja az allitést.

2. n = 2 eset: Az egyenletrendszeriink a kovetkezd:

(i ) (B2 )=(a ).

Ekkor [a]y; és [a]a; koziil legaldbb az egyik nem tartalmazza a 0-t,
mert ellenkezo esetben létezne A € A, ami szingularis. Esetleges
sorcserével elérhetjiik, hogy 0 & [a]11. A Gauss-eliminécié szerint

[a]yy = [alo2 — (1/[a]11)[a]21[a]12.

Tekinthetjitk [a]j-t egy f fiiggvény intervallumaritmetikai
kiértékelésének, ahol az f valtozoi aq1, aio, as; €s ago,

flair, arz, as1, az) = ax — (1/a11)aas. (4.1)
Mivel feltettiik, hogy minden A € A-ra
det(A) = ayaz — agaz # 0,
ezért

flair, a1z, a1, az) = (1/ai;) det(A) # 0.

Az intervallumkiértékelés a pontos értéket adja, ha aji-et [ali;-
gyel, aja-t [a]ia-vel, agi-et [a)a1-gyel és ago-t [a]aa-vel helyettesitjiik,
mivel minden véltozé pontosan egyszer fordul elé a (4.1) kife-
jezésben. Tehat 0 & [aly,, ami azt jelenti, hogy a Gauss-eliminacié
elvégezheto. O



4.2 Gauss-eliminacio elvégezhetdsége 91

A fenti bizonyitds n > 3 esetre nem altalanosithaté. A feje-
zet tovabbi részében szeretnénk megkapni az intervallummatrixok egy
olyan osztalyat, amelyre a Gauss-eliminacié esetleges sorcserékkel mindig
elvégezhetd. Mostantdl az intervallumokat nem a kezd6 és végpontjukkal
adjuk meg, hanem a kozéppontjaval és a sugaraval, vagy més néven a
félszélességével. Azaz [a] = [a,a] a kovetkez6 alakban is felirhaté:

la]| =[a—r,a+71] = {(a,r),
ahol ) ) )
o=3+a), 7= () = 5@~ a)

Kénnyen igazolhaté, hogy ha [a] = (a,7), [b] = (b, s) € IR, akkor
la]| £ [b] = (a £ b1+ s).
A szorzas esetében csak a kovetkez6 egyenlségre lesz sziikségiink:
[—r,7][—s,s] = (0,r)(0,s) = (0, rs).

Tegyiik fel, hogy 0 ¢ [a] = (a,r). Mivel

r 1 1 B a r a n r
] la+ra—r] |a2—12 a2—1r2"a®—1r2 a?2—1r2]’

1_ a T
@] \a2—1r2"a%2—1r2/"

Az [a] abszolutértékét a kovetkezéképpen szdmolhatjuk:

ezért

[[a]| = max{a,a} = |a|] + 7.
Tovabba az is igaz, hogy
0¢lal & la] —r>0.

Es végiil
[a] = {a,r) C {0, [[a][) = (0, |a] 4+ r).
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4.4. Lemma. Legyenek [a] = (a,r.),[b] = (b,1p),[c] = (¢, 7.) és [d] =
(d,rq) valds intervallumok. Tovdbbd tegyiik fel, hogy 0 & [d]. Ekkor

[2] = (z,72) = la] = —[bl]¢]

esetén

|b]1l[e]]

la| — 7y — dl— 14 <lz| = r,.

Bizonyitas: A tartalmazasi monotonitas miatt

1 d Ta
Mz@wgzm—wﬁﬁgm—mmm&mw<ﬂ_@ﬂhwgg

A Bl s ) =

2
d

= (a, 1) — <0,Hb]||[01||d| 1_rd> -

—(ara + ) = o)

Mivel [z] C (a,76), ezért

 (a.ra) - (0.0l

la] — |z| < |a — z| <7rg—r,.

ezt atrendezve

1

- z> - == — Tq — b —_,
2| =r. = |a| —re = |a] =7 IHH[CH‘C”_M

és ez volt az allités. O
4.5. Definicié. Legyen B = (b;;) € R"*". Ekkor B egy M-mdtriz, ha

2. B~ >0.
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Ismeretes, hogy a definicié masodik feltétele ekvivalens azzal, hogy Ju =
(u;) € R™, melyre u; >0, 1 <i<mnés

Bu > 0.

Tovabba azt is tudjuk, hogy egy M-matrix diagonalis elemei mindig po-
zitivak.

4.6. Tétel. Legyen A= ([a]w) c I[Rnxn €s [CL]Z‘]‘ = <aij,7‘ij>, 1 S ’L,j <n.
Tovdbbd legyen B = (b;;) € R™*™, melyre

b — |ai| —ri,  hai=j
* —|[a];;|  Kilonben.

Ha B M-mdatriz, akkor a Gauss-elimindcio elvégezheté A interval-
lummdtrizra sor- és oszlopcserék nélkul.

Bizonyitas: Mivel B M-matrix, ezért Ju = (u;) € R”, melyre u; > 0,
1 <4 <nés Bu>0. Ez azt jelenti, hogy

n

(lai| = ri)u; > Z |[alijluy,

j=1,j#i

1 <7 < n. Mivel a jobb oldal nemnegativ és u; > 0, ezért ¢ = 1-re
layi| — 1 > 0, amibdl az kovetkezik, hogy 0 ¢ [a];;. Tehdt a Gauss-
elimindcié elsé 1épését el lehet végezni, és igy megkapjuk az A" = ([a];)
intervallummatrixot. Ha megmutatjuk, hogy a tétel feltételei fennallnak

~ —/
az A’ = ([a];;) € TR™=D*(=D e melyre

—~
J— o / / .« .
[a]ij = [a]ij = <aijvrz’j>7 2<i4,j<n,
akkor teljes indukciéval belattuk az allitast.
Legyen i > 2, ekkor

n n

S o= >

J=2,5%1 J=2,5#1
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< 3 llalylus + lladal | -

j=2,j#i la]u

n

> lalilug.

J=2,j#i

Vegyiik észre, hogy a fenti képletben j index kettotdl megy n-ig. Te-
kintsiik ismét a bizonyitas elején szereplo egyenlétlenséget ¢ = 1-re és a
szumma k-adik tagjat, ahol & > 2, vigyiik a4t a masik oldalra. Ekkor

n
> Ml < (Jan| = rin)us — |[a)ilus. (4.2)
=2,k
Tovabba
1 :'< a1 T11 >‘: a1 ™o 1
[a]ll a%1 - 7’%1’ a%1 - 7’%1 a%1 - 7“%1 a%1 - 7’%1 layi| — 711

A legutébbi Osszefliggést és (4.2)-t k = i helyettesitéssel felhasznélva
kapjuk, hogy

n n

Z |[G]§j|uj§ Z ‘[a]ij|uj+|[a]i1|ﬁ((|a11‘_7’11)ul_‘[a]1i|ui)-

e . — T
J=2,j#k J=2,j#i

Ha a zardjelet felbontjuk, és az els6 tagjat egyszeriisitjik |ai1| — r11-gyel,
akkor azt be tudjuk vinni a szummaéba, és az alabbi becslést kapjuk

- - |[a]ir||[a] 1]
Ml

> laliluy < > lalilu, — Toul - Z‘ —
j=2,j#i =1, et

Erre megint alkalmazhatjuk az els6 egyenlétlenséget, ekkor
Z |[a]i;lu; < us (|aii| — i — M) :
=3 i |lai1| — i

Végiil ha az el6z6 lemmat az [a] = [a)i, [b] = [a]i1, [c] = [a]1; és [d] = [a]1n
intervallumokra alkalmazzuk, akkor
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és igy
< lay| ~ v

[ 2"

ol — r lalallelsd
’ ! laii| —ru

Ezzel tovabb tudunk becsiilni, és a kovetkezore jutunk:

n

> lalyluy < (lag] = rip)u,

=1,

és ezt kellett belatnunk. O
Az intervallummatrixok egy igen fontos osztalya teljesiti az el6z6 tétel
feltételeit.

4.7. Definicié. Legyen A = ([a;;) € IR™" és [al;; = (ay, i), 1 <
1,7 <n. Az A intervallummadtriz szigorian diagondlisan domindns, ha

n
|| —ri > Z llali;], 1<i<n.
=L

A definiciébodl rogton kovetkezik, hogy egy szigortian diagonalisan do-
minans A intervallummatrix diagondlis elemei nem tartalmazhatjak a
0-t. Tovdbbé az is latszik, hogy minden valés A = (@;;) € A matrix

esetén
n

J=1,j#i

Azaz minden valés A € A métrix szigorian diagondalisan dominéns a
hagyomanyos értelemben, ezdltal nemszingularis.

Egy szigortan diagondlisan dominans A intervallummatrix teljesiti az
el6zo tétel feltételét is, azaz a megfelelo B matrix egy M-matrix az u =
(u;), u; = 1, 1 < i < n valasztéssal. Tehat kimondhatjuk a kovetkezo
kovetkezményt.

4.8. Kovetkezmény. Legyen A szigorian diagondlisan domindns in-
tervallummdtriz. Ekkor a Gauss-elimindcio elvégezhetd az A interval-
lummadtrizra sor- és oszlopcserék nélkiil.
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4.3. Gauss-eliminacié tridiagonalis inter-

vallummatrixokra
Legyen
la], [c];
[b]z [a]2 [0]2 0
A= g
0 [C]n—l

4.9. Tétel. Legyen az A intervallummadatriz tridiagonadlis, és tegyiik fel,

hogy
la], = (ai,73), 1<i<n,
bi,Si 0, QS’LSTZ,

Tovdbba tegyiik fel, hogy
|ax| — 1 > [[c];],

|Clz'| -1 > |[b]z| + |[C]z|7 2<i<n-—1,.
|an| —rn > |[b]n|

Ekkor a Gauss-elimindcio elvégezhetd A intervallummdtrixra sor- és 0sz-
lopcserék nélkiil.

Bizonyitas: Irjuk fel az el6z6 tételbeli B matrixot ebben az esetben.

jar| —r1 =[],
—[Bla]  las| =72 —llcly] 0

0 R 1E Pt
—|[bl,| lan| =7

Tehat B olyan diagondlisan dominans tridiagonalis valés matrix, melyre
teljesiil, hogy az els6 és az utolsd sorban szigoru egyenlétlenség van, azaz
M-matrix és az el6z06 tétel alkalmazhatd A-ra. U
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4.4. Gauss-eliminaci6 nem diagonalisan
dominans matrixokra

Ebben a fejezetben megnézziik, hogy mit lehet tenni abban az esetben,
ha a linedris egyenletrendszer A matrixa nem szigorian diagondlisan
dominans. Az otlet az, hogy alkalmazunk egy olyan transzformaciét a
rendszerre, ami szigoruan diagondlisan dominanssa transzformalja az A
matrixot.

Legyen A = ([a];;) € IR™" és [al;; = (ai;,1i5), 1 <i,j < n. Tegyiik fel
tovabba, hogy minden A € A valés métrix esetén létezik A~!. Legyen
A, = (a;;) € R™". Ez invertalhatd, hiszen A. € A. Szorozzuk be az
egyenlet mindkét oldaldt A '-zel, ekkor az

A:=A'A
és B
b:= A 'b
jeloléseket hasznélva az 1j egyenletrendszeriink
Ax =b.
Ekkor
{v:Ar=bAcAbebyC{y: Ay=b,Ac A, beB}.

Ugyanis legyen az x egy eleme a baloldali halmaznak, azaz létezik A € A
és b € b, hogy
Ax =b.
Ekkor
AT Az = A7,

és mivel B B

A'Ae A, A'beb,
az allitast belattuk. N
Ha az A matrix elemei nem tul szélesek, akkor az A erésen diagondlisan
dominéns és a Gauss-eliminécié elvégezhets. Ha ugyanis d(A) = 0, ak-
kor A = [ és ekkor A persze erdsen diagondlisan dominans. Ha az A
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elemeinek szélessége nem tul nagy, akkor A nem sokban fog eltérni az
egységmatrixtol.
Azonban az A intervallummatrix erésen diagonalis dominancidja nem
csak az A matrix elemeinek szélességétdl fligg. Legyen

[alij = (aij, rij), 1 <14, <mn,

Ekkor B
A=ATA=AYA.+D) =

=I+A'D=1+H,
ahol H = A'D. Mivel

_ Lo
IH] < A - DI = SIAS - lld(A)l] =

1
=AY - AL -
SIA - 1A

ld(A)]] _ 1 ld(A)]l
= —cond(A,) :
Al 2 [ Acll

ezért az A anndl inkébb diagondlisan dominans, minél kisebb az A.
kondiciészama.

Példa: Legyen
[29 311 [14 16]
130°30] 30730

14 161 [9 11
130°30 [30730]

ekkor az A elemeinek szélessége % és a kozépmatrixa

o
c 1 1 Y
2 3
igy condy(A.) = 27 és ||Ac|l1 = 1.5, ezért a fenti becslés alapjan
6

[Hall < 5.
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5 61 [_31 20

307 30 307 30
81 20) [a 6

307 30 307 30

Vegyiik észre, hogy a B intervallummatrix csak a kozepében tér el az A
intervallummatrixtol, a szélessége ugyanannyi.

2 -1
B. = ,
-1 2

igy cond,(B.) = 3 és ||A¢||1 = 3, ezért a fenti becslés alapjan

Ugyanakkor legyen

B =

1
Hg|| < —.
Hs| < 1



5. fejezet

Megoldashalmaz behatarolasa
regularis esetben

Mint azt az el6z6 fejezetben lattuk, a Gauss-eliminaciot olyan interval-
lummatrixok esetén lehet jol hasznalni, melyekben az elemek viszony-
lag keskenyek. Ebben a fejezetben két olyan eljarast ismertetiink, ami
abban az esetben hatékony, amikor ezek az intervallumok viszonylag
szélesek. Viszont a hatranyuk az, hogy tobb szamolassal jarnak, mint
a Gauss-elimindcié. Eloszor E. R. Hansen eredményét kozoljik. Itt a
bizonyitasokra nem tériink ki, mivel a masodik moddszer, melyet J. Rohn
kozolt, 1ényegében ugyanarra az eredményre jut, mint a Hansen-féle, de
2n db linedris egyenletrendszer megoldéasa helyett csak egy matrix in-
vertalasa sziikséges.

5.1. E. R. Hansen moddszere

Legyen A € TR™*" és b € IR".

5.1. Definicié. Egy intervallumot, intervallumvektort illetve interval-
lummatrizot centrdaltnak nevezink, ha a centruma a 0 szdam, vektor illetve
matriz. Eqy intervallummdtrizot az identitds korul centraltnak neveziink,
ha a centruma az identitdsmdatriz.

Tegyiik fel, hogy VA € A regularis. Ekkor az Ax = b interval-
lum-egyiitthatos linedris egyenletrendszer megoldashalmaza a kovet-

100
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kezOoképpen adhatd meg:
Y={rx=A""%:A€cA bcb}

A pontos megoldashalmaz helyett most is a legsziikebb olyan interval-
lumvektort keressiik, ami azt tartalmazza.

Ha elvégezziik az intervallum-egyiitthatos linedris egyenletrendszeren
az el6zo fejezetben ismertetett transzformaciot, akkor — mint azt lattuk
— ha A és b elemei viszonylag sziikek, akkor csak kis mértékben noveli
a megoldashalmazt, ha viszont szélesek, akkor nagyon megnovelheti azt.
Enélkiil viszont az intervallumok szélessége altalaban nagyon gyorsan no
a megoldas soran és a végso eredmény kevéssé hasznalhato lesz. fgy az
eredeti intervallum-egytitthatos linearis egyenletrendszer helyett tekinsiik
az

Az =b
intervallum-egyiitthatos linearis egyenletrendszert, ahol
A:=A'A
és B
b:= A 'b.

Lattuk, hogy A az identitds koriil centralt, igy

A=[I-AT+A], b=][b—34b.+0].

5.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy VA € A mdtriz szigoruan diagondlisan
domindns. (Ekkor A nem tartalmaz szinguldris matrizot.) FEkkor az
aldbbiak teljestilnek a megoldashalmazt tartalmazo x intervallumvektorra.

1. x; mazimdlis értéke, ha az nemnegativ:
X; = 6?([ — A)_ls(l),

ahol B
Sg_z) _ Qj, ha 7 =1
|bj|> ha j 7é .
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2. x; mimimdlis értéke, ha az nemnegativ:

1 - L
= "1 — A)~1t®

t(i):{ bi’ ha j =1

ahol

’ —|bj|, haj#i.
3. x; maximalis értéke, ha az negativ:
1

X = Ty — A) L@
X; 2((I—A)—1)ii—1el (I —A) s\,

4. X; manimalis értéke, ha az negativ:

x; = el (I — A1,

Megjegyezziik, hogy x; maximalis értéke csak gy lehet negativ, ha
(be +0); < 0, ugyanis az Ax = b intervallum-egyiitthatés linedris egyen-
letrendszer megolddshalmaza tartalmazza a b intervallumvektort, mivel
I € A. Ezért ha (b, + 9); > 0, akkor X; > 0.

Azt is megjegyezziik, hogy s® és t®) kiszamithaté eldgazas nélkiil,
ugyanis ha b. > 0, akkor

max{—(b. — 6);, (b +0);} = (bc); + 6,

min{(be — 9);, =(be +0);} = —max{—(be = 9);, (be +0);} = —(be); + ;.

5.2. J. Rohn modszere

Ugyanazokat a jeloléseket hasznaljuk, mint az el6z6 részben. Az el6z6
tételben a szigoruan diagonalis dominancia volt a regularitas elégséges
feltétele. Az [I — A, I + A] intervallummétrix akkor és csak akkor re-
gularis, ha

o(A) <1,
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ahol o(A) a A spektralsugara. Ebbél az kovetkezik, hogy az
M = (I = A)™" = (my)
matrix létezik és nemnegativ. Legyen

Z; = minz,,
zeX

T; = maxx,,
zeX

ahol X az
([ — A I+ Alz = [b. — 0,b. + 6]

intervallum-egytitthatos linearis egyenletrendszer megoldashalmaza.

5.3. Tétel. Teqgyiik fel, hogy o(A) < 1. Ekkor Vi =1,2,...,n-re

L; =

min {mii(bc + |bc|)i _ (M(‘bc| + 5))“ . (M(|bc| + 5))2 + mii(bc + ‘bc‘)l} ’

xTr; =

max {(M(|bc\ +6));i + mii(be — |be)s, (M(|be| +6))i +myi(be — |bc|)l} .

Bizonyitas: A tétel bizonyitasa harom részbdl all.
1. Belatjuk, hogy minden x € X esetén
ZT; S max{f,-, Viii},
ahol
Ti = (M(Jbe| + 0))i + mii(be — [be]):
és
1

2. Megmutatjuk, hogy z; = = és v;7; = 2/ valamely 2/, 2" € X-re.
Ebbél az Z;-ra vonatkozé éllitas kovetkezik.
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3. Megmutatjuk az x,-ra vonatkozo allitést.

1. Eloszor lassuk be, hogy

MA=AM=M —1. (5.1)
Ugyanis
M—-I=I-AN"'"—IT-A)"'T-A)=T-A)I-(I-A))=
=(I-A)'I—-I1+A)=MA,
és
M-—T=(I-A)"'—(I-A)(I-A)'=I-I-A))I-A)"=
= —T+A)I-A)"=AM.
v; € (0,1], ugyanis my; > 1, ezért 2my; — 1 > 1, és {gy

1

—v; € (0,1]. (5.2)

Legyen D diagonalis matrix, j = 1,2, ...,n,
1, hayj#iés (b.); >0,

Djj = —1, haj 7é 7 €8 (bc)j < 0,
1, ha j = .

Es legyen

|(be)1

R |(be)i-1]
b= Dbo+6=| (b) |+

|(be)is1

(o)l

Azaz b a |be| + & vektortdl csak az i. koordinatdjaban tér el, ahol

(b.); lesz. Ekkor

~

T = (M([be| + 6))i + mii(be — [be|)i = (Mb);. (5.3)
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Legyen x € X tetszoleges, azaz 3A € [ — A, I+ A] és b € [b, —
d, b + 0], hogy Az = b. Tovabba legyen

|21
|Zi-1]
= Dx = Z;
|93i+1|
|xn|
Ekkor belathaté, hogy
M(x' — |z]) + || < Mb, (5.4)

ugyanis
(7 = A)z) (5.5)
< (be +0)i + (Alz])i = (0 + Alz))s,
és 7 # 1 esetén
) =lay| < ]+ (T = W)yl < 56
< belj + 05 + (Alx]); = (b+ Alxl);.

(5.5) és (5.6) alapjan
' < b+ Alzl.

Az egyenlet mindkét oldalat balrél M-mel szorozva
Mz’ < Mb+ MAlz|.
Mivel MA =M — I,
Mz’ < Mb+ (M — I)|z.

Ha (M — I)|z|-t atvissziik a mésik oldalra megkapjuk (5.4)-t. Két
eset van.
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e Ha z; > 0, akkor 2/ = |z, és igy (5.4) miatt

-~

x; = |x;| < (Mb); = ;.
e Ha z; <0, akkor 2} = x; és |z;| = —x;. (5.4) miatt
(M (2" — |z])); + |xi] = 2myz; — 2 =
= (2my; — 1)a; < (Mb),; = 7.
Ezért x; < v;x;, ami bizonyitja az elsé részt.
2. Legyen 2’ := DMb és ' = DM(/Z;— 2u;;Ae;). Megmutatjuk,
hogy o', 2" € X és, hogy x) = x; és x} = v;2;.
Elészor nézzik x'-t. Mivel MA = M — I,
(I - DAD)¥ = (I — DAD)DMb =
— DMb— DAMb =
= DMb— D(M —I)b =
— DMb— DMb+ Db =
— Db = D(Db,+ 6) = b, + Dé.
Azaz
(I — DAD)a' = b, + Dé. (5.7)
Mivel

o I—DAD€e[I—A,I+A]é
o b+ D5 € [b,— 6,b. + 4],

ezért (5.7) miatt 2’ € X teljesiil.
Most nézziik x”-t. Legyen D’ diagondlis métrix, ahol D), = —1 és
D!. = Dj;.
(I - DAD')DM = DM — DAD'DM =
= DM — DA(I —2e;e] )M =
= DM — DAM + DA2¢;e] M =
= DM — D(M — 1)+ DA2eel M =
= DM — DM + D + 2DAe;e] M =
= D +2DAeje] M.
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Ezt felhasznalva, és hogy T; = (Mb); = e Mb

A~

(I — DAD')2" = (I — DADYDM (b — 2v;7;Ae;) =

= (D + 2DAe;el M) (b — 20,7 Ae;) =

= Db — 2v;7;DAe; + 2D Ae;el Mb — 4,5 DAe;el MAe; =
= Db — 20T DAe; + 2DAe;T; — 4vZ DAesel (M — Ie; =
= Db+ 27; DAe;(—v; + 1 — 2ue] (M — I)e;) =

~ ~ 1 2(m“ —1

= Db = b, + Dd.
Azaz
(I — DAD")x" = b, + Do. (5.8)

Mivel

o [ —DAD €[l —A I+ A]és

e b.+ D) € [b, — b+ 4],
ezért (5.8) miatt 2 € X teljestil.
A masodik pont igazolasahoz még azt kell belatni, hogy
ZL’; = fl és .CL’;, = Vlfl

e Mivel el D = el ezért

o ¢/'D =¢cl és (5.1) miatt

2! = (DMb); — 2u;z;DMAe;); =
= 7 —2uziel D(M — I)e; =
= T — 23 (my — 1) =
= T — M — U,

2m;; — 1

Ezzel belattuk a tétel maximumra vonatkozo allitasat.



108 5. Megoldashalmaz behatarolasa regularis esetben

3. Tekintsiik az [[ — A, I + Alz = [-b. — J,—b. + 0] intervallum-
egylitthatos linearis egyenletrendszer Xy = —X megoldashalmazat.
Ha az imént belatottakat erre alkalmazzuk, akkor megkapjuk a
minimumra vonatkozo allitast. 0



6. fejezet

Megoldashalmaz behatarolasa
altalanos esetben

6.1. Elméleti hattér

Egy 4&ltaldanos moddszert irunk le, mely megadja egy tetszoleges
intervallum-egytitthatos linearis egyenletrendszer megoldashalmazat tar-
talmazd legsziikebb intervallumvektort, vagy ad egy szingularis matrixot,
mely eleme a rendszer baloldali matrixanak. Az alabbi meggondolasok
és az algoritmus ismét J. Rohn nevéhez flizédnek. Az alabbi allitdasok
bizonyitasai [8], [9], [10], [11] cikkekben taldlhatok. Tehat most az

A =[A, — A A+ A] € IR™™

és a
b = [b. — d,b. + 0] € IR"

intervallummatrixrél és vektorrdl nem teszink fel semmit.
A kovetkezokben az alabbi jeloléseket hasznaljuk.

6.1. Definicié. Legyen x € R™ tetszoleges vektor, ekkor

1, ha z; >0, .
(sgn(x)); :== { 1. ha <0 (1=1,..,n).

109
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6.2. Definici6. Jelolje R7 azt az ortdnst, amire
R} :={zx e R": T.x > 0},
ahol T, = diag(z1, ..., z,) és z €'Y, elbre rigzitett vektor.

6.3. Definicié. Legyen z,2' € Y,. FEkkor azt mondjuk, hogy z és 2’
szomszédosak, ha pontosan eqy koordindtajukban kilonboznek.

Az Ax = b intervallum-egytitthatés linearis egyenletrendszer meg-
oldashalmazat tovabbra is X-val jeloljik, azaz

Y={z:JAc AANTJbeb, Az = b}.

Az Oettli-Prager-tétel szerint ez a megoldashalmaz a kovet-
kezoképpen irhato le:

S = {a: |Aw — b,| < Alz| + 6}

Ismeretes, hogy ha A regularis, akkor ¥ kompakt és Osszefiiggé halmaz,
ellenkezé esetben pedig ¥ minden komponense (azaz nemiires Osszefliggd
részhalmaza, ami a tartalmazasra nézve maximalis) nemkorlatos. A meg-
oldashalmaz éaltaldban egy bonyolult nemkonvex struktira, ezért most is
az 6t tartalmazé legsziikebb intervallumvektort keressiik, melyet x(A, b)-
vel jeloliink. Azaz
x(A,b) = [z,7],

ahol

z; = min{z; : © € X},

T; = max{z; : v € X},

(1 =1,...,n). Ha A szinguldris, akkor ¥ vagy iires, vagy nemkorlatos,
ezért ebben az esetben x(A, b)-t nem definidljuk.

A megoldashalmazt tartalmazé legszitkebb intervallumvektor
megadasarél szolé {6 tétel elott kimondjuk az ezt megalapzé harom
egymasra épilo tételt.

6.4. Tétel. Legyen A € TR™™" és b € IR", és legyen Z C 'Y, melyre a
kovetkezok teljestilnek:
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1. sgn(z) € Z valamely v € ¥ esetén,
2. XN RY korlatos halmaz minden z € Z esetén,

3. haz € Z ésy €Y, szomszédosak és LNRTNRY # 0, akkory € Z.

Ekkor A regularis és
»c R

Tehat a tétel ad egy sziikséges feltételt az A intervallummatrix regu-
laritasara, és a megoldashalmazba tartozd vektorok el6jeleit korlatozza
a Z halmazra. A kovetkezo tételben kicsit valtoztatunk a Z halmaz tu-
lajdonsagain, és igy egy -t tartalmazo intervallumvektort tudunk adni,
ami persze még nem biztos, hogy a legsziikebb.

6.5. Tétel. Legyen A € TR™" és b € IR", és legyen Z C 'Y, melyre a
kovetkezok teljestlnek:

1. sgn(z) € Z valamely v € ¥ esetén,

2. minden z € Z-re, melyre XN RY # 0, létezik egy [x,,T.| interval-
lumvektor, melyre ¥ N RY C [z,,T.],

3. hazeZ ENRY #0 és (z,);(T,); <0 valamely j esetén, akkor
2z —2ze; € 4.

Ekkor A requldris €s
2 c .7,
2€Z0
ahol
Zy={z€ Z:XNR} #0}.

A kovetkezo tételben egy abszolutértékes egyenlotlenségrendszer meg-
oldasara vezetjik vissza a problémat, melynek megoldasara késobb még
visszatérink. Ismét valtoztatunk a Z halmaz tulajdonsagain, amivel az
el6zonél egy jobban hasznédlhaté eredményre jutunk.

6.6. Tétel. Legyen A = [A.—A, A.+A] e IR""™ ésb = [b,—6,b.+9] €
IR"™, és legyen Z C 'Y, melyre a kévetkezdk teljestilnek:
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1. sgn(x) € Z valamely v € ¥ esetén,

2. minden z € Z-re az aldbbi egyenlotienségeknek
(QA.— DT, > |Q|A (6.1)

(QAC - [)T—z 2 |Q‘A (6-2)
létezik @, és QQ_, megolddsa,
3. ha z € Z7 Q—zbc - |Q—z|5 S szc + |Qz|5 és

(Q-zbe — |Q—2]6);(Q.b. +Q-10); < 0 walamely j esetén,
akkor z — 2z;ej € Z.

Ekkor A requldris és

5 (J1Q-2be = 1Q--16,Q:be +1Q:16] €

z2€Z1

- i —

C [glglzri(Q_zbc |Q—z|5)>£fé%i((@zbc +1Q-9)],
ahol

Z1 - {Z c Z : Q—zbc - |Q—z‘5 S szc + |Q2‘5}
Legyen mostantoél
T, = szc + |Qz‘57
L, = Q_.b. — ‘Q—Z‘(S'

Tehat ha a tétel feltételei teljestilnek, akkor

max 7z, | (6.3)

Y C [ming
2€Z1

2€Z1 =2

A kovetkezé tétel azt mondja ki, hogy ha az (6.1), (6.2) ab-
szolutértékes egyenl6tlenségeket egyenléséggel oldjuk meg, akkor az (6.3)-
béli tartalmazé intervallum legsziikebb tartalmazo intervallumma valik.

6.7. Tétel. Legyen A = [A.—A, A, +A] € IR"™ ésb = [b.—6,b.+0] €
IR"™, és legyen Z C'Y, melyre a kovetkezok teljestilnek:

1. sgn(x) € Z valamely x € ¥ esetén,
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2. minden z € Z-re az aldbbi eqyenloségeknek

létezik ), és QQ_, megolddsa,

3. haz € Z, z, <T, és(x,);(T.); < 0 valamely j esetén, akkor
Z — 22]'6]' € Z.

Ekkor A requldris €s

x(A,b) = [minz,, maxT,], (6.6)

2€71 2€2Z1
ahol
le{ZEZIQZSfZ}.

Tehat a fenti tétel segitségével meg tudjuk adni egy tetszoleges inter-
vallum egyenletrendszer megoldédshalmazat tartalmazé legsziikebb inter-
vallumvektort, ha van ilyen.

Most térjiink ré az abszolitértékes egyenlet (6.4), (6.5) megolddsara.
Legyen

T =0Q; ie€{l,2,..,n}

ahol Q);. jeloli a ) matrix 7. sorat. Ekkor x vektor az

oA — |2|FAT, = el (6.7)
megoldésa, és igy
ATy — T.AT |z = e, (6.8)
ami
Az + Blz| = b (6.9)

alakban van, ahol A, B € R™" b € R". A megoldds minket abban az
esetben érdekel, ha nem létezik olyan S szingularis métrix, melyre

|5 — Al <|B], (6.10)

hiszen ha létezik ilyen S, akkor ez eleme az A intervallummatrixnak, és
igy az szingularis.
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A kovetkezékben felsoroljuk azokat az allitdsokat, melyeket (6.9)
egyenletrendszer megoldasa soran felhasznalunk.

Eloszor egy intervallum-métrix szingularitdsanak ekvivalens megfo-
galmazasat adjuk meg.

6.8. Allitas. Legyen A = [A — |B|, A+ |B|] € IR™". A akkor és csak
akkor szinguldris, ha |Az| < |B||z| egyenlbtlenségnek létezik nemtrividlis
megoldasa.

A kovetkezo allitas egy sziikséges feltételt ad a probléma megoldédsara.
6.9. Allitas. Legyen A = [A —|B|, A+ |B|] € IR™" reguldris és
(A -+ BTZ/)LL’/ = (A -+ BTZH)LL’//

valamely 2/, 2" € Y,,, ' # 1" esetén. Ekkor létezik olyan j index, melyre

I — 1 Se oyl ol
z;zi = 1 és iy > 0.

Az alabbi éllitas elégséges feltételt ad arra, hogy az intervallumos
egyenletrendszeriink métrixa mikor tartalmaz szinguldris matrixot.

6.10. Allitas. Legyen
(A —I— BTZ/)I’, = (A —I— BTZN)I’”

valamely 2', 2" €Y, esetén és x' # x" olyan, hogy minden | indexre,
Yy <, Y 9Y

amire 2z = —1, igaz, hogy x;x] < 0. Tovdbbd legyen v =z’ — 2",
_ [ (Ax);/(|Bllz]);, ha(|Blx]); >0 .
Y = { 1. ha(|B|z); = 0 (j=1,...,n) (6.11)
és
z = sgn(x). (6.12)
Ekkor
S=A-T,BIT. (6.13)

és Sz = 0.

szinguldris madtriz, melyre |S — A| < |B

A fenti allitasok képezik a magjat a kovetkezd részben leirt algoritmu-
soknak.
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6.2. Algoritmusok

Elészor azt az algoritmust irjuk le, amely vagy megoldja az (6.9) ab-
szolutértékes egyenletrendszert, vagy ad egy S szingularis matrixot,
melyre |S — A| < |B].

6.11. Algoritmus. A [épések a kovetkezok:

1. Ha A szingularis, akkor S = A és kész vagyunk.
Legyen z = sgn(A~1D).
Ha A + BT, szinguldris, akkor S = A+ BT, és kész vagyunk.
Legyen © = (A+ BT,)™'b és C = —(A+ BT,) 'B.
Legyen i =0, r=0€R", X =0 € R

S v o e

Amig zjx; < 0 valamely j-re

(a) Legyen i =1+ 1 és k=min{j: z;z; < 0}.
(b) Ha 1+ 22,Cyi < 0, akkor S = A+ B(T, + (1/Cyx)exel) és
kész vagyunk.
(¢c) Ha (k <n ésry>max;sr;) vagy (k=n ésr, >0), akkor
1. t =x — Xy, ahol X, az X matrix k. oszlopadt jeloli.
ji. Ha (|Bllal); > 0, akbor legyen y; = (Ax),/(|Bllal),
eqyébként legyen y;, =1 (j =1,2,...,n).
iii. Legyen z = sgn(x) és S = A—T,|B|T, és kész vagyunk.
(d) Legyen ry =i, X =, zr = —z €s a = 22;/(1 — 22;,Cyy).
(e) Legyen x =z + axCy és C = C + aC yCy.

Tehét a fenti algoritmussal A = AT, B = —T. AT, b = ¢;, (i =
1,2, ...,n) valasztassal @, illetve ()_, sorait ki tudjuk szamitani.

Most térjiink ra arra az algoritmusra, amely egy intervallum-egyiitt-
hatos linearis egyenletrendszerhez megadja a megoldashalmazat tartal-
mazdé legsziikebb intervallumvektort, ha ilyen 1étezik. Ellenkez6 esetben
megad egy olyan szingularis S métrixot, ami benne van az egyenletrend-

szer egylitthato intervallummatrixaban.
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6.12. Algoritmus. A Iépések a kovetkezok:
1. Ha A, szinguldris, akkor S = A., és kész vagyunk.
2. Legyen x.= A;'b., z = sgn(z.), x =T =x., Z ={z} és D =10.
3. Amig Z # 0:

(a) Vilasztunk eqy z € Z-t, Z = Z\{z} és D = D U {z}.

(b) A 6.11 algoritmussal kiszamitjuk Q,-t és Q_,-t, ha léteznek.
Ha valamelyik nem létezik, akkor az algoritmus ad eqy S szin-
guldris mdtrizot, és kész vagyunk.

(d) Ha z, <Z,, akkor
i. Legyen x = min{z, z,} és T = max{T,Z,}.
i1. Valasszunk eqy tetszdleges z-vel szomszédos 2'-t, és legyen
j az az index, amelyre 2; = —z;. Ha (2);(7); <0 és 2 &
Z U D, akkor legyen Z = Z U{Z'}. Ezt addig ismételjiik,
amig z 0sszes szomszédjat meg nem vizsqaltuk.

4. x(A,b) = [z,7].

Megjegyezziik, hogy a fenti algoritmusok alapvetéen linearis algeb-
rai muveleteket tartalmaznak, ezért példdul MATLAB kornyezetben

konnyen megvalésithatoak.



7. fejezet

Automatikus Differencialas

A gyakorlatban el6fordulé numerikus szamitasok tobbségében sziikséges,
hogy meghatarozzuk a fliggvények kiilonbozé derivéltjait. Egyszeri
példa ilyen alkalmazasra a nemlinearis fliggvények zérushely keresése,
vagy szélsoértékeinek meghatarozasa. A derivaltak kiszamitasara
haromféle médszer alkalmazhato: numerikus differencialas, szimbolikus
differencialas és automatikus differencialés.

A numerikus differencidldas mddszere (véges) differencidkkal kozeliti
a derivalt értékeit. A szimbolikus differencidlas a derivalas szabalyai
alapjan explicit meghatarozza a derivalt fiiggvény alakjat. Ezeket a meg-
felel6 pontokban még ki kell értékelni, hogy megkapjuk a derivalt értékét.
Az automatikus differencidlas szintén a jol ismert derivalasi szabalyokon
alapszik, de felhasznalja a tényleges numerikus értékeket is. Ez egyesiti
a szimbolikus és a numerikus moédszer elényeit, mivel a szimbolikus kife-
jezések helyett elegendd szamokkal dolgozni, és a feldolgozas utan rogton
megkapjuk a derivalt numerikus értékét is. A legfébb elony, hogy a de-
rivalandé fliggvénynek elegendd egy kiszamitasi szabalyat ismerni, nem
sziikséges a derivaltak explicit alakjanak ismerete.

Ebben a fejezetben az automatikus derivalas modszereit terjesztjik ki
az intervallum aritmetika hasznalataval, hogy a fliggvény derivaltjanak
értékét garantaltan befoglald intervallumot kapjunk.

Az automatikus differencialas alapveto épitokove a megbizhaté nume-
rikus algoritmusoknak, hiszen a legtobb intervallum algoritmus szaméra
szitkséges a magasabbrendi derivalt értékének befoglalasa, hogy a nume-

117
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rikus hiba korlatja kiszamithaté legyen.
Megjegyezziik, hogy az automatikus differencialasnak létezik egy
ugynevezett visszafelé halado véltozata, de itt most erre nem tériink ki.

7.1. Elméleti hattér

Az automatikus differencidlas moédszerében algoritmussal, vagy for-
mulaval megadott fliggvények derivaltjainak értékét szamitjuk ki diffe-
rencial aritmetika segitségével, amelyet a kovetkezékben definidlunk.

7.1.1. Elso6rendi derivaltak rendezett parokkal

Az egydimenzids, elsérendi esetben a differencial aritmetika épitckovei
az

U= (uu),uu €R

alaki rendezett parok. Az U els6 komponense tartalmazza u(x)-et, azaz
az u : R — R fiiggvény értékét az v € R helyen. A méasodik komponens
tartalmazza a derivalt értékét, azaz u'(x)-et. A négy alapmiiveletre a
kovetkezo differencial aritmetikai szabéalyok érvényesek:

U+V=(uu)+ (v,0) = (u+v,u +)
U—-V=(uu)+ (v,0") = (u—v,u — )
U- V=) (v,o)=(u-v,u-v' +u - v)
UV = (u,u)/(v,v") = (u/v, (v —ufv-v')/v),v#0
A maésodik komponens kiszamitasanal az analizisb6l jél ismert de-
rivalasi szabdlyokat alkalmaztuk. A zardjeleken beliili kifejezésekben
valés szamokon végett miveleteket taldlunk. A differencial aritmetika
kiértékelése soran barmely x fliggetlen valtozé helyén az X = (z,1),
¢ tetszOleges konstans helyén pedig a C' = (c¢,0) rendezett par helyet-
tesitheto be, hiszen Z—z =1, illetve fil—fc = 0.
Legyen x az f : R — R fiiggvény fliggetlen valtozoja. Helyettesitsiik
az Osszes el6forduldsat X = (z,1)-el, és az Osszes formulabeli ¢ kons-

tanst a megfelel6 C' = (¢,0) elemmel. Ekkor az f fliggvény differencidl
aritmetikai kiértékelése megadja a kovetkezo

F(X) = f(z, 1) = (f(2), f'(x))



7.1 FElméleti hattér 119

rendezett part.

Példa: Szamitsuk ki az f(x) = x-(4+x)/(3 — ) fliggvény derivaltjanak
értékét az x = 1 pontban!

fX)=(F) = (21)-((40) + (2,1)/((3,0) = (z,1))
= (L1)-((4,0)+(1,1))/((3,0) — (1, 1))
= (L1)-(,1)/(2,-1)
= (5,6)/(2,-1)

= (2.5,4.25)

Lathato, hogy f(1) = 2.5 és f/(1) = 4.25.
Az s : R — R elemi fiiggvények esetén a derivélas lanc szabédlyanak
megfelel6

s(U) = s((u,u)) = (s(u),u’ - 5'(u))
szabaly alkalmazhaté a derivalt értékének kiszamitésara.
Példaul a szinusz fiiggvény esetén:

sin U = sin(u,u') = (sin u,u - cos u).

7.1.2. Masodrendu derivaltak rendezett
harmasokkal

A maésodrendt differencial-aritmetikaban a kovetkezd szam-harmasokat
hasznaljuk
U= (u,u,u"), ahol u,u,u" € R

Itt u,u,u” jeloli rendre a fiiggvény-, az elsé derivalt- és a masodik de-
rivalt értékét az © € R pontban. Az u(z) = ¢ konstans fiiggvény helyet-
tesitése C'= (¢,0,0). Az u(x) = x figgvényé pedig U = (z,1,0). A négy
alapmiiveletre korabban definidlt differencial aritmetikai szabalyokat ki-
terjesztjitk a harmadik komponens szamitdséhoz U = (u,u’,u”) és
V = (v,v,v") jelolések mellett:

W=U+V=uw"=u+"

W=U-V=uw"=u-"
W=U-V=auw=u-v"+2-v -u+u" v
W=U/V=w=@W -2-w-v—-w-1")/v,v#0
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Az elemi s : R — R fliggvények esetére a lanc szabaly a kovetkezoképpen
modosul, U = (u, ', u") jelolés mellett:

s(U) = (s(u), s'(u) - o', 8" (u) - " + 5" (u) - (u')?).

Itt feltessziik, hogy léteznek s els6- és masodik derivaltjai: ' : R — R és
az " 1R — R.

A fluggvényértékek és a derivalt értékek befoglaldsait egy inter-
vallum aritmetikdra épitett differencidl aritmetika segitségével fogjuk
kiszdmitani. Az wu,u’,u” értékeit helyettesitjiilk a megfelelé interval-
lum értékekkel, és a valés aritmetikai és fliggvény kiértékeléseket helyet-
tesitjiikk a nekik megfelelo intervallum aritmetikai kiértékelésekkel. fgy
az f: R — R fliggvény intervallumos differencial aritmetikai

F(X) = £(([#],1,0)) = (IF1, [ [F)

kiértékelésére teljesiilnek a kovetkezok:

Fal) € U, (=D))< [F] £7([2]) € [

Példa: Egy nemlinedris f : R — R fiiggvény zérushelyének New-
ton moddszerrel torténd meghatérozasahoz sziikséges f’ ismerete. Van-
nak olyan moddszerek is, amelyek masodrendii, vagy magasabbrendi de-
rivaltakat alkalmaznak. A Halley mddszer az els6- és masodrendii de-
rivaltakon alapszik. Kiindulva egy 2(*) € R elembdl, a kovetkez6 iteracié
alkalmazhato:

k) ._ f(z™)
45 e (7.1)
k) . (K (™)
pk) . — (k) ) (7.2)
(k)
e I () B - (7.3)
1+t

k=0,1,2,...
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7.2. Gradiens, Jacobi- és Hesse-matrix
szamitasa

Az el6z6 részben az egyvaltozds automatikus differencidldssal fog-
lalkoztunk, de szdmos olyan numerikus moédszer is elofordul az al-
kalmazasokban, ahol tobbdimenzids fiiggvények derivaltértékeit kell
kiszamolnunk. Ebben a részben kiterjesztjiik az automatikus diffe-
rencidlds eszkozeit a tobbdimenzids esetre. Alkalmazzuk a jol ismert de-
rivalasi szabalyokat a gradiens, Jacobi- és Hesse-matrixok kiszamitdsara.
Hasonldan az egydimenzios esethez, itt is elegendé a fliggvény kiszamitasi
algoritmusat, vagy formuldjat ismerni. Nincs sziikség explicit formulakra
a gradiens, Jacobi- és Hesse-matrixok szamitdasahoz. Mddszert adunk a
gradiens, a Jacobi- és a Hesse-matrixok garantdlt befoglaldsara.

7.2.1. Elméleti hattér

Legyen f : R" — R egy skalarértéki, kétszer folytonosan differencialhaté
fliggvény. Egyrészt az f fiiggvény gradiensét szeretnénk kiszamolni:

Vi) = |

L
g ()

Masrészt az f fliggvény Hesse-matrixat:

02 f 02 f 02 f
6_1‘%(:6) Ox10x2 (.Z') e 0x10xn (flj)
02 f 02 f 02 f
v2f(gj) — Ozx20T1 ([L’) 92xo (ZIZ’) “ Bzodin ([L’)
82f. 82f. . 82f.
0xn0x1 (I) 0xn0xo (.CL’) o 2z (I)

Az egyvaltozds fliggvények esetére ismertetett eljarasban ugy jartunk
el, hogy a differencialandé fiiggvényt egy elemi fliggvényekbol és aritme-
tikai miiveletekbdl allo véges kdd-listaba konvertaltuk, amelyet aztan a
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differencial aritmetika segitségével értelmeztiink. A tobbvaltozds eset-
ben is hasonlé sémat kovetiink. Itt csak az els6- és mésodrendli de-
rivaltak kiszamitasaval foglalkozunk, de a moédszerek altalanosithatéak
magasabbrendii derivaltak kiszamitasahoz is.

A Gradiens /Hesse aritmetika alap épitékove a kovetkezd rendezett
harmas:

U = (uf,ug,up), ahol upe R u, € R" up, € R™"

ahol az uy skaldr jeloli a kétszer differencidlhaté u : R" — R fliggvény
u(x) értékét az x € R™ pontban. Hasonldan uy, illetve wy, jeloli a Vu(z)
gradienst és a V?u(r) Hesse-métrixot a megadott x pontban. A kons-
tans u(x) = c fliggvény esetén a behelyettesitendd rendezett harmas az
U= (uf,ug,up) = (c,0,0). Az u(z) = xy, (k € {1,2,...,n}) figgvények
esetén a behelyettesités pedig U = (uy, ug, up) = (2, ex, 0), ahol e, € R
a k.-ik egységvektor. A 0 jeloli a nullvektort és a nullmatrixot a megfe-
lel6 dimenziékban. A tobbdimenzids differencidl aritmetika kiszamitasi
szabalyai a kovetkezoek:

'wf:uf+vf
W:U+V:> wg:'Uzg_l_'Ug
Wy, = Up, + Vp,

\

’wf:uf_vf

W=U-V=w,=u,— v,
(Wh = Up — Up

(U)fIUf'Uf

W=U-V=qw,=us v+ 05 uy
— T T
(Wh = Vf - Up + Ug - Vg + Vg - Uy + Up - Vp

/

wy = ug/vy
W =U/V = S w, = (ug —wy - vy) /vy

(Wi = (up —wy - v] — vy - Wl —wy - vp) /vy

ahol lathato, hogy a masodik és harmadik komponensben a tébb-
dimenzids derivaldsi szabdlyokat alkalmaztuk. Fel kell ezen kiviil még
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tenniik, hogy az osztds esetén vy # 0. A wy, w,y, wy, véltozdkon csak valds
szamokon, vektorokon és matrixokon végzett alapmiiveleteket hajtunk
végre.

Kiindulunk az f : R" — R fliggvénybol, és annak Gsszes fiiggetlen z;
véltozdjat helyettesitjiik az X; = (x4, e;,0) értékkel, Gsszes ¢ konstansat
pedig a megfelel6 (cx, 0,0) értékkel. Ekkor kiszamithaté az f differencidl
aritmetikai kiértékelése:

X1 (213'1,6(1),0)
X2 (213'2, 6(2), 0)

J&=rf . [=1 5 (f(2), V[f(z), V f(x))
X, (2, €™, 0)

Példa: Széamitsuk ki az f(x) = x1-(44+x5) fliggvény értékét a gradiens
és a Hesse-mdtrixszal egyiitt az x = (1,2)7 pontban! A differenciél
aritmetikai szamitasok alapjan kapjuk, hogy:

0 0
"\0 0

F(X) = (fr fg fn)
- (4)(30) (ome o
(3 0)

= (100 ) (50)) (oo (=(
= (0o ) (00)) (0 (o)-(5 )
= (V) (70))

Ebbdl kovetkezden f(x) =6, Vf(x) = ( ? ),és Vif(z) = ( (1) (1) )

az r = < 1 ) értékre.

2
Az elemi s : R — R fiiggvény és U = (uy, u,, up) esetén

wy = s(ug)
W =5U)= qw, =5(uy) - u,

wy, = 5" (ug) - ug - ul + 5 (ug) - up
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Itt feltessziik, hogy létezik s els6é derivaltja s’ : R — R, és mésodik
derivaltja s” : R — R.

7.2.2. Intervallum aritmetika alapu differencial arit-
metika

Az eddig bemutatott szabalyok a pontos értékeket tartalmaztak. Most
bevezetjiik az intervallum alapu differencidl-aritmetikat a fiiggvény gra-
diensének, és Hesse-matrixanak kiszamitasahoz. Az uy, u, és uj kompo-
nenseket intervallumokra cseréljiik, a differencidlaritmetikdban szereplo
alapmiiveleteket pedig az intervallumos megfeleldjiikre cseréljiik. Ennek
eredményeképp az f : R” — R fliggvény egy adott x € IR" argumen-
tummal torténd intervallumos differencidl aritmetikai kiértékelése utan

F(X) = (Ufs], 1ol [fn])
rendelkezni fog a kovetkez6 tulajdonsidgokkal:
f(x) C [fsl, V() C [f], V2f(x) C [fa]

Legyen f : R* — R" egy vektorértékii, differencidlhaté fliggvény, és
szamitsuk ki a Jacobi matrixot:

P 5 p)
po) o) . o
H2(x) 2L2(x) ... 2 (x
o= | EO EO B
[ n [ n 9 n
%(m) ﬁ(x) o %(x)

Ezt megtehetjiik ugy, hogy a gradiens differencial-aritmetikat alkal-
mazzuk az intervallum aritmetikai muveletek segitségével minden f;,
1=1,2,...,n fliggvénykomponensre. Ebben az esetben nem sziikséges a
Hesse komponensek kiszamitasa a differencial aritmetikai szabalyokban.

7.2.3. Algoritmikus leiras

Ebben a szekciéban bemutatjuk az elemi operatorok (4, —,-,/) és az
elemi fliggvények (s € { sqr, sqrt, power, exp, In, sin, cos, tan, cot,
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arcsin, arccos, arctan, arccot, sinh, cosh, tanh, coth, arsinh, arcosh,
artanh, arcoth }) intervallum aritmetika alapui differencidl aritmetikai
szabalyaihoz tartozoé algoritmikus 1épéseket, amelyekkel egy f : R®™ — R
kétszer folytonosan differencialhato fliggvény gradiensének, és Hesse-
matrixdnak befoglalasa kiszamithat6. Legyen U := ([uf], ug, Un), [uy] €
IR, ug € IR", és Uy, € IR"™". Definidljuk a kovetkez6 intervallum-
matrix osztalyt:

R . — {A € IR™MV*HDIA = ([ai;)1 jeo n]} (7.4)

-----

Tegyiik meg a kovetkezé megfeleltetéseket U és egy [U] € IR™™ métrix
kozott:

[us] = [u]oo, (7.5)
ug = ([ufor, [u]oz; - -, [U]On)Ta

[l [uliz ... (U]
Uy, = [ukl [u?” [u]f" . (7.7)

Ez a jelolés megadja [U] € IR™ " particiondldsat a kovetkezd alakban:

uy] | ug?

) = (Lullue ) 7.8

- (Ll 78)
A Hesse-méatrix szimmetridja miatt elegendé az ¢ = 0,...,n és a

j=1,...,4indexi [u];; komponenseket kiszamitani.

7.1. Algoritmus. +([U],[V]) operdtor
1. [w]oo := [u]oo + [v]oo; { figguényérték }
2. for i:=1ton do

(a) [w]o; == [u]o; + [v]oi; { gradiens komponensek }
(b) for j:=1to i do
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[wlij := [ulij + [v]ij;
3. return [W];
7.2. Algoritmus. —([U], [V]) operdtor
1. [wloo := [u]oo — [v]oo; { figguényérték }
2. for i :=1 ton do
(a) [wlo; == [u]o; — [v]oi; { gradiens komponensek }
(b) for j:=1to i do
[wlij := [uli; — [v]ij;
3. return [W];
7.3. Algoritmus. -([U],[V]) operdtor
1. [wloo := [u]oo - [V]oo; { figguényérték }
2. for i :=1ton do
(a) [wlo; := [V]oo + []o;i + []oo - [V]oi; { gradiens komponensek }
(b) for j:=1to i do
[wlij == [v]oo - [ulij + [u]oi - [v]o; + [v]oi - [uloj + [uloo - [v]ij;

3. return [W];

Az osztas implementéldasakor nem vessziik figyelembe a 0 € [v]gy ese-
tet, mivel nincs értelme folytatni a szamitasokat, ha ez az eset felmertil.

7.4. Algoritmus. /([U],[V]) operdtor
1. [w]oo = [u]oo/[v]oo;
2 fori:=1tondo

a) [wlo; := ([uloi — [wloo - [v]0i)/[v]oo;

for j:=1to 1 do
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3. return [W];

A kovetkezo algoritmus az elemi fiiggvényekkel torténo kompozicid
derivaltjat szamitja ki. A nullaval val6 osztas esetéhez hasonléan jarunk
el itt is abban az esetben, ha a kompondlandé elemi fiiggvény értelmezési
tartomdnya sziikebb, mint a megadott [u]py intervallum. A hibake-
zelésnek ilyenkor az algoritmus elsé két pontjaban fellépd hibakat kell
lekezelnie.

7.5. Algoritmus. s([U])

1. [w]oo = S([U]OO)

2. [h] := s'([u]oo); [h2] := " ([u]oo);
3. for 1:=1ton do

(a) [wloi == [ha] - [u]oi;
(b) for j:=1to i do
[w]ij := [ha] - [u]o; - [w]o; + [ha] - [uli;;
4. return s := [W];



8. fejezet

Valoés egyvaltozos fiiggvény
zérushelyének befoglalasa

Ebben a fejezetben eljarasokat vizsgalunk, amelyek alkalmasak egy valds
fliggvény zérushelyeinek befoglaldsara. Az eljarasok lehetové teszik, hogy
talaljunk egy intervallum-halmazt, a lehet6 legkisebb szélességgel, amely-
nek minden eleme tartalmazza az f fliggvény egy, vagy tobb zérushelyét
kiindulva egy adott [#(?)] € IR intervallumbél. Az eljarasokhoz sziikséges
feltételek igen b6 fiiggvényosztalyra teljesiilnek. Masrészrol, gyokoket
tartalmazé intervallumokat kapunk, ha az eljarast szamitégéppel hajtjuk
végre, ahol a hagyomanyos intervallum aritmetika helyett az 1.4. fejezet-
ben bemutatott gépi intervallum aritmetikat hasznéljuk.

Egyszerii megvalésitasat adjak ezeknek az eljarasoknak az
ugynevezett felosztdsi algoritmusok (subdivision methods). Ezek
az intervallumos megfelel6i a bindris keresésnek és egyéb keresési algorit-
musoknak. Egy révid magyarazatot adunk ezekhez az algoritmusokhoz.
Ehhez csak az f fliggvény egy intervallumkiértékelésére van sziikség az
(2] intervallumban (ldsd 1.3. fejezet). Hogy pontositsuk a gyokoket
tartalmazé intervallumokat, felosztjuk [#(V)-t az

() = (2 +7)

ponttal egy [u(?)] és egy [v(?] intervallumra, melyekre
W) = 2, m([zO])], é O] = [m(l="]), 7.

128
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Vildgos, hogy
20 = (2, m(@ )] U (), 5] = (a0 O]

Ha 0 € f([u]), akkor lehetséges, hogy az f egy gyokét az [u(®] tar-
talmazza és ezért az eljardst megismételjiik [u@]-ra. Ha 0 € f([v()]), ak-
kor hasonléan megismételjiik az eljarast a [v(?)] intervallumra. Mésrészrol
viszont ha azt kapjuk, hogy 0 ¢ fy([u¥]) vagy 0 ¢ fy([v(?]), ak-
kor a megfelel¢ intervallumot elhagyhatjuk, mivel a befoglalasi tulaj-
donsag miatt nem tartalmazhatja f egyik gyokét sem. Ez az interval-
lum tehét elhagyhaté a tovabbi szamitdsokbél. Ez az iterdcié az [z(%]
részintervallumainak egy olyan sorozatat generalja, amely tartalmazhatja
f egy gyokét. Ezen intervallumok szélessége tart 0-hoz, mivel a szélesség
minden 1épésben felezddik. Ezek a 1épésrol 1épésre szamolt intervallumok
sziikségszertien konvergalnak f [z(?]-beli gyckeihez, ha (1.40) igaz.

Hogy megakadalyozzuk a vizsgaland6 intervallumok szamanak tul
nagyra novését, vezessiik be a kovetkezo mddositast. Minden 1épésben
a keletkezé két részintervallum koziil csak a jobb (vagy csak a bal)
oldali intervallumot vizsgaljuk. Ha valamelyik lépésben azt kapjuk,
hogy 0 ¢ f([y]) a vizsgalt félintervallumra ([y]), akkor az eljarast
djrainditjuk az [z y] c [z] (illetve [7,7?] C [z®]) intervallumra.
Ezzel a médszerrel meghatarozhatjuk az egyes gyokoket jobbrdl balra
(illetve balrél jobbra) haladva sorban. Igy elkeriilhetjiik a nagy szdmi
vizsgalando intervallum eltéarolasanak problémajat.

8.1. Newton-szeril eljaras
Ebben és a kovetkezd szakaszban a Newton-moddszer intervallumos meg-

felel6it vizsgaljuk. Ezért tekintsiink egy folytonos f fliggvényt, amelynek
az adott [#(0] = [2(© 7] intervallumban van zérushelye, azaz

f(€)=0

valamely ¢ € [2(®]-ra. Legyen

F@)y <0és f@E9) >0 (8.1)
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az [2(0)] végpontjaiban. Tovabbé legyenek m és m az osztott differencidk
korlatai, azaz

0<m< f(@) = /(O = f(x)f <m<oo, &#uzcz) (8.2)

x—£ r —

Ezek a hatarok egy [m| = [m,m] € IR intervallumot hatdroznak meg.
(Hasonlé értelmezés frhaté fel f(z(®@) > 0 és f(T(?) < 0 esetén is.) A
fenti feltételek mellett nyilvdnval, hogy f-nek [z(¥)]-ban nincs méasik
gyoke.

Az [2] > ¢ kiinduldsi intervallumbdl indulva szdmoljuk az 1j
()], k > 1 intervallumokat, ismétlédéen a kovetkezd eljarasnak megfe-
lelGen:

[I(k—i—l)] _ {m([x(k)]) _ M} N [:E(k)], k>0, (8-3)

[m]

ahol m([zM]) € [z®)].

Altaldban m([z™)]) € [z™)] valasztasa tetszdleges, viszont tipikusan az
intervallum kozéppontjara esik valasztasunk, melyet kordbban szintén
igy jeloltink.

A 8.1 abra tisztazza az iteracio elso 1épését.

f(x)

Y

8.1. 4bra.
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A (8.3) iterdci6 intervallum miiveletek nélkiil is felirhaté:

(e {mw{@%nMﬂmw~@%?m}lmeMﬂm»zo
- m([z9)]) — Lol 2 ha f(m([=®])) <0
ey m(a®)) - LoD ha f(m([z®])) > 0

\ T = min {E(k)jm([x(k)]) _ f(m([;(kn))} ha f(m([:c(k)])) <0.

(8.3")

Mind a (8.3), mind pedig a (8.3") formuldban hasznalt
m IR 3 [z] — m([z]) € R

helyettesités magaban foglal egy kivalasztasi eljarast melynek soran
kivalasztunk egy intervallumbdl egy valés m szdamot. Gyakran hasznalt
valasztas a kozéppont:

m(la]) = e+ (5.4

Osszegytijtjiik az iterdcié soran generdlt {[z*)]}% sorozat legfontosabb
tulajdonsagait.

8.1. Tétel. Legyen [ egy folytonos figgvény és & pedig f eqy gyoke az
(O] intervallumban. (8.1) és (8.2) teljesiiljon az [m] = [m,mm], m > 0
intervallum esetén. Ekkor a (8.3) alapjdn szdmolt {[z®]}22, sorozat az
aldbbi tulajdonsagokkal rendelkezik:

¢ez®], k>0, (8.5)

21 2 W]S p®] D ahol 2] =& (8.6)

k—o00

vagy a sorozal véges sok lépésben lecseng és megdll a [£,&] pontban.
Tovabba az intervallumok hosszdarol elmondhato, hogy

a2 **) < (1= 2) d(=")). (8.7)

m
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Bizonyitas: (8.5) bizonyitdsa:
(8.2)-b6l és az 1.6 kdvetkezménybdl kapjuk, hogy

m([z©
e = m(o) - L)
m( O~
m([z 1) — f(m([i’f(o)])) 2071 = 10
¢ iy - L0 ooy — oty

k > 1 esetén a bizonyitas teljes indukcidéval torténik.
(8.6) és (8.7) bizonyitasa:
Tegyiik fel, hogy f(m([x*)])) > 0. Ha most
Fm(lz®™])) = (m([z®]) — 2™)m

teljestil, akkor (8.3")-t felhasznélva kapjuk, hogy

d([z®HD])) = ) g+ — 0]y - f(m([z™)])) _ W <

A
El
=
=
S~—
|
8
=
|
[

3l

= (m([z™]) —2™)(1 = m/m) < d([zM])(1 - m/m).
Ha most f(m([z®])) < (m([z®]) — 2)m, akkor (8.3)-t felhasznalva
kapjuk, hogy
d([l'(k+1)]) _ f(k—i-l) _g(k—i-l) _
m([z® m([z®)
m([z®)
= Jm(a®) 5+ 5 ) = LD
(m([z™]) = 2™)(1 —m/m) <
d([z™))(1 — m/m).
Az f(m([z™])) < 0 eset hasonlé médon bizonyithaté.
Ha azonban f(m([a;(k)])) = 0, akkor m([z®™]) = ¢ és ezért
d([z**V]) = 0 és [z**)] = ¢, i > 1. Ez bizonyitja (8.7)-t. Mivel
m < m kapjuk, hogy

d([z™V) <41d(20) 0<y=(1-m/m) <1,

(1 —m/m) <

IA A
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igy
lim d([z**V]) = 0.

k—o0

Mivel (8.5) miatt & € [#®], k > 0, ezért lim;_,o[z¥)] = £, kivéve, ha
[zFoD] = ¢ 4 > 1 mér teljesiil valamely kop-ra. A (8.6) tulajdonsig
a (8.3) eljaras kozvetlen kovetkezménye. O

Tehat a 8.1. tétel garantdalja, hogy a megadott feltételek mellett az
()], k > 0 iterdci6 az f fiiggvény & gyokéhez konvergaljon. Ekkor min-
den, az iterdciéban szereplé intervallum tartalmazza a kivant gyokot.
Miésrészt viszont, ha a (8.3) eljardst egy olyan [#(?)] intervallumra alkal-
mazzuk, amelyre ¢ ¢ [(?)], akkor van olyan kg index, amelyre a (8.3)-ban
felirt metszet iires. Ugyanis (8.7) felhasznalasaval ellentmondésra jutunk
kiindulva abbdl a feltételbdl, hogy a metszet nem fires.

A (8.3) iterdcié két modositdsat vizsgaljuk, melyek az m pont
valasztasabol szarmaznak. El6szor m valasztasat rogzitjik, igy a kovet-
kez6hoz jutunk:

8.2. Kovetkezmény. Legyenek a feltételek és a jelolések azonosak a 8.1.
tétel feltételeivel illetve jelolésewvel. Kiegészitésként vdlasszuk minden
lépésben az intervallum kozéppontjat

1
m([x(k)]) = §(§(k) + f(k)), k> 0.

Ekkor a 1
d([z*+V]) < 51— m/m)d([z™"]), (8.8)

egyenlbtlenség igaz az {[x ™)}, iterdcids sorozatra, amely a (8.7) becslés
javitdsa.
Bizonyitds: A 8.1. tétel (8.7) &llitdsdnak bizonyitasaban m([z*)])

valasztasabol ]
m(fz®]) — 2™ = §d([$(k)])

adddik, amibdl (8.8) kaphato. O

Tehat ha a kézéppontot vélasztjuk m([z(®)])-nak, akkor garantalt,
hogy a tartalmazo intervallum szélessége minden lépésben legalabb fe-
lez6dik.
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Miés lehetéségeket is vizsgaltak m([x®)]) vélasztasdra, példaul
m(z®]) = m([2"*7V]) — f(m([z*V])) /mo, ahol mg € [m],

illetve
m([z™]) € {2, 7"}, ha m([zW]) ¢ [=V], k > 0.

Az, hogy az [m] intervallum hatérai az osztott differencidk korlétjai (lasd
(8.2)), mind a 8.1. tételhez, mind a 8.2. kovetkezményhez fontosak. Ha az
f folytonosan differencialhaté, és f'(x) # 0, x € [2(¥], akkor vélaszthat6

[m] = | inf f'(y), sup f'(y)|,

y€[(0)] €[]

felhasznalva a kozépérték tételt. Altaldban ez az egyetlen lehetséges
becslés olyan halmazra amely, tartalmazza ezt az intervallumot. Becslést
példaul az f intervallum kiértékelésén keresztiil nyerhetiink, vagyis

[m] = f([z@)).

Az m > 0 feltétel biztosithatd, ha az inf, ¢, f'(y)-nak egy alsé becslését
vessziik.

8.2. Optimalis eljaras meghatarozasa

Az el6z6 szakaszban tekintett (8.3) iterdciénal egy bizonyos mértékii
szabadsaggal rendelkeziink m([z®]) € [2®] valasztdsaban. — Attdl
fiiggben, hogy [#*] melyik elemét valasztjuk m([z*)])-nak mas és mas
{[x®]}22, tartalmazé intervallum sorozatot kapunk. Ezek a soroza-
tok altaldban nem hasonlithatok ossze elemrdl elemre tartalmazas tekin-
tetében. Nyilvanvalé cél tehat, az eljaras szaméra olyan m([z®)]) € [2(*)]
vélasztasa, amely olyan {[z(®)]}22 sorozatot general, melyben az egyes
elemek szélessége a leheto legkisebb. Szeretnénk ezt vilagosabban de-
finidlni, ezért jeloljiik ¢[x]-szel azon f figgvények osztalyat, melyekre
teljesiilnek a kovetkezok:

1. f(z)<0és f(z) > 0.
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2. Az [m] = [m,m] intervallumra, amelyre m > 0 teljesiil, igaz hogy

f(x) = f(y)
T —y

mg Sm,hal’#y, l’,yE[x]

Nyilvanvalé, hogy minden f € ¢[z] fiiggvénynek egy és csak egy &
gyoke van az [z] intervallumban. Minden feltétel teljesiil, amely a (8.3)
iterdcidhoz sziikséges, és a 8.1. tétel Osszes allitasa igaz.

Hogy meghatarozzuk az alkalmas m([z®]) € [z)] elemet egy
lépegetés moddszert (stepwise manner) haszndlunk. Jeloljik a (8.3)
iteracidhoz tartozé sorozatot {[z®]}2e -val. Az iterdcié [z*+V] 1j
1épésének kiszamitdsahoz sziikségiink van az m([z®)]) és az f(m([z*)]))
mennyiségekre. Ha m([z®]) = 2 € [¢W]-t rogzitjiik, akkor [z*+V)]
csak f(m([z®]))-tél fiigg. Bz a fiiggvényérték barhogy valtozhat, de
csak bizonyos y*) és y® korlatok kozott, mivel f € ¢[z] és mivel
fm([zD])), 0 < i < k rogzitett. Ez lehetévé teszi, hogy meg-
hatarozhassuk a lehetd legnagyobb szélességet

max{d([z**]) [ m([z®]) = "< fm([2V]) <7V}

Ez a lehetd legrosszabb eset, amely f € ¢[z] fliggvény mellett torténhet.
Most meghatérozzuk azt az & = m([z®]) € [z®)] amely esetén a
legnagyobb szélesség minimélis. Vagyis kiszamitva

min max(d((a) | m([9) = 2, y© < fm(z) < 7).

értéket és a megfelel @ értéket m([z*)])-nak vélasztjuk. Az m([z*)])
meghatarozasa tehat a legrosszabb eset minimalizalasaval torténik.

Megadjuk a fenti eljaras részletes leirdasat. Az altaldnossig meg-
szoritdsa nélkiil tekintsiik azt az esetet, amikor f(m([z*])) > 0. A
8.2 4brén a besatirozott teriilet mutatja az f(m([z*])) fiiggvényértékek
lehetséges tartomanyat, ha f € ¢[z] és f(m([z*~V])) > 0 feltételek tel-
jesiilnek.

d([z*+1)]) lehetséges értékeit felirjuk, ha m([z™]) = z € [2*)] meg-
hatarozott. Legyen elészor f(m([z®])) > 0. Az sszes

0< f(z) < (2 —2")m,
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f(m(x k-1

8.2. abra.

értékre (8.3) alapjan kapjuk, hogy
d([z*]) =z — % P AC) (i _ i) |

Hasonldéan az 0sszes

értékre
d([z"V) = 2 — f(x)/m — 2™

Jegyezziikk meg, hogy mivel

2® = max {E(k—l),m([aj(k—l)]) _ Sm([z*71])) } 7

m

igy mindig igaz, hogy 7*) > (z — z®)m.
Az elsé esetben d([z*+1)]) egy monoton nové, a mésodik esetben egy
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monoton csokkend fiiggvénye f(x)-nek. f(z) = (x — z2®)m esetén a
maximum

07 (2) = (z = 2°)(1 — m/m).

A fennmarads f(m([z®])) < 0 eseteket hasonléan kezelve adhaté meg
d([z**+Y]) maximuma,

07 (z) = @ — 2)(1 — m/m).

A 8.2 dbra megmutatja a két lehetéséget [2(F+1)] kiértékelésére, amelyek
a 0t (z) (illetve 6~ (x)) maximalis szélességekhez vezetnek.

Figyeljiik meg, hogy 4" (z) és ~(z) linedris figgvények.

Most meghatarozzuk a minimumot:

min max{d"(z),d (z)}.

ze[z()]

A 5t (z) és a 0~ (x) kifejezés teljesiti a
(1w zm ~(Lm 2w
) 5@ +73") —t) =6 5@ + 7" + ¢

kévetelményt, ha |t| < (z*) — z®). A minimum tehdt az

Vessiik 0ssze ezt az eredményt a 8.2 kovetkezménnyel.

Szeretnénk az [#(+1)] kiszdm{tdsdnal haszndlt optimalizacié alapelvét
kiterjeszteni m([z']), 0 <14 < k értékének meghatdrozdséra. Ugyanolyan
médon prébéaljuk meghatarozni m([z(@]) = 2@ ... m([z2®]) = z®
értékeket, ahogy a

(1)

min max ... min m
2O €[z®] yO <f(2)<g®  z® e[z(®)] y() < f(2(k) )<z k)
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értéket kaptuk. Ez konnyen el6allithats, mivel d([z*TV]) optimalis
értéke rogzitett m([z*~Y]) esetén ardnyos d([z®)])-val. Az f(m([z*~Y)))
fiiggvényértékek megengedett tartomanya kizarélag f(m([z*=2])) fel-
hasznalasaval meghatarozhato. Ezért a fenti gondolatmenet végigvihetd
m([z*=Y])-re, ahogy m([z*)])-ra, kapjuk az

() = et +30),
optimalis értéket. Hasonléan kapjuk az

m([z7)), i=k—-2,k—3,...,0
értékeket a jelolt sorrendben.

8.3. Tétel. Alkalmazzuk a (8.3) iterdciot f € ¢[z] figgvényekre. Ha az
1
m([z®]) = 5@’“ +z%®)), 0<k<i, i>0,

szabdlyt haszndljuk, akkor a d([z"V]) mazimdlis szélesség f € o¢[x]
fiigguényekre kisebb, mint barmely mds m([z™®)]) vdlasztds mellett. Ha
f € ¢[z], akkor

(1 = m/m)"*d([z)).

Tovabbd létezik eqy g € o¢lx] figguény, amelyre a fenti relacidban az
eqyenldséq all fent.

A fent targyaltak soran bizonyitottuk ezt a tételt. Ami a létezést illeti, ki-
hangsilyoznank, hogy a g € ¢[x] fiiggvény valaszthatd egy szakaszonként
linedris fiiggvénynek az (m([z™]), f(m([z®)]))), 0 < k < i pontokon ét.

8.3. Négyzetesen konvergald eljarasok

Ahhoz, hogy a (8.3) eljardst hasznédljuk sziikségiink van az f osztott-
differencidainak rogzitett m illetve m korlatjara. Ez az eljaras megfelel
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az egyszertsitett Newton-iteracié egy intervallumos verzidjanak. Ha fel-
tessziik, hogy az f folytonosan differencidlhaté és az f derivaltnak létezik
f'([z]) intervallumkiértékelése (ldsd: 1.3. fejezet), akkor definialhatjuk
a szokasos Newton-iterdcié intervallumos megfelel6jét is. Az j eljaras
a (8.3) iterdci6 modositasaval kaphatd, tgy, hogy minden iterdcids
lépésben kiértékeljiik az [m] intervallumot:

[m®] = f'([+)). (8.9)
Ha ismertink valamilyen a priori becslést
0<I<fl(x)<I, z¢€ [:5(0)],
akkor garantalhatjuk, hogy m > 0 és hasznalhatjuk az
™) = m®™,m®) = f () np, [

L, 1] (8.10)

kifejezést. Igy az alabbi formuldt kapjuk
[ 0] = {m([z™]) = f(m([z)))/[m™]} N 2], (8.11)
k>0, m([z®]) € [z®)].

A (8.11) iterdciét hasznélva egy {[x*)]}2°, intervallum sorozatot ka-
punk, amelyre a 8.1. tételhez hasonlo6 allitast bizonyitunk.

8.4. Tétel. Legyen f egy folytonosan differencidlhato figguény és tel-
jesitse f' az [#O)] intervallumon az 1.3. fejezet 1.24. tételének feltételeit.
Tovdbbd teljesiiljon a (8.1) reldcié az [#9)] intervallumon. Jelélje € az f
fiigguény [xO]-beli gyokét, és az [m™)] intervallumokat definidljdk a (8.9)
és a (8.10) kifejezések. Ekkor a 8.1 tétel szerint az {[x™)]}32, interval-
lumsorozat teljesiti az alabbiakat:

¢ez™], k>0,
O] > [zW] > [P > -+, ahol klim [z™] = ¢,

vagy a sorozat véges sok lépésben lecseng és megdll a [£,&] pontban.
Tovabba az intervallumok hosszarol elmondhato, hogy

d([z") < (1 =™ /m™)d([=V]) < Bd([=™])?, B>0, (8.12)

azaz a (8.11) iterdcio legaldbb mdsodrendben konvergdl.
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Bizonyitas: x € [¢(*)] esetén teljesiil, hogy

f(ZL') :f(x)_f(g):f'(n)e[m(k)], n:x_'_e(g_x)’ 0<6<1.

r—& xr—£&

Tehét az [m™®] intervallumokra egy hasonlé kovetkeztetés bizonyithato,
mint a 8.1. tételben.

A (8.12) allitas igazoldsa maradt vissza. Ugyantgy, mint a 8.1. tétel
bizonyitasa soran kapjuk:

) ) _ ()
i) < (1= 2 ) e = ()

és ezért, felhaszndlva az (1.19) Osszefiiggést és az 1.3. fejezet 1.24 tételét

d([m™)) d(f'([=™]))
d([z**V]) < Wd([x(k)]) < Td([x(k)b <
< (eo/m)(d([z®))?, ¢/m® > 0.
O
Modositsunk egy kicsit az iteracion. Ehhez jegyezziik meg, hogy attol
fuggoen hogy f(m([xz™])) > 0, vagy f(m([z*)])) < 0, a keresett ¢ gyok
az [z®, m([z™®)])] intervallumban, illetve [m([z*)]),Z*)] intervallumban
lesz. Ha f(m([z®)])) = 0, akkor m([x(k)]) € és az iteracié megéll. Ezért
a (8.11)-ben elegend6 az

[m®] = £ (™) N 1l

intervallummal szdmolni, ahol [I] a (8.10)-ben bevezetett intervallum és

[2®, m([z®])] , ha f(m([z™*)])) >0
[y =1 [m([E®Lz®] | ha fm(z®]) <0 (8.13)
[2(®)] egyébként.

Ekkor f'([y™]) € f'([zW]) és d([y™]) < d([2™)]) igaz és az m™) > 0
feltétel ezen a médon lényegesen konnyebben kielégithets. A 8.4. tétel
szintén igaz a (8.13) szerinti vélasztassal.
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A (8.11) eljaras sordn m([z®)]) € [2*)] vdlasztdsra vonatkozéan a 8.2.
kovetkezményhez hasonld allitdas teheto és a 8.2. fejezetben levezetett
targyalashoz hasonldéan vizsgalhatd. Most ezt nem részletezziik tovabb.

Néhény numerikus példaval vilagitjuk meg az intervallumos Newton
iterdcié miikodését.

Példak:
1. Az
1
f(z) = 2? <§x2 + \/isin:c) — \1/—5
fiiggvénynek van ¢ gyoke az (0] = [0.1, 1] intervallumban. Az

fl(z) =z (%ag +V2A(2sin + “OS”’))

derivalt az [z(] intervallumon
1=0.00133 < f'(z) <1=5.57598, z ¢ [z(9].
hatérokkal becsiilhetd. Az

[z®], k>0 felhasznélva (8.10)-t,
[y®], k>0 felhaszndlva (8.13)-t,

tartalmazé intervallumokat a (8.11) eljards alapjan szamoltuk
szamitogéppel, egészen addig amikor mar nem tapasztalhatd ja-
vulas. A 8.1. tablazatban szereplo értékeket kaptuk.

2. A
pla) = (2’ = 1) — 1
polinomnak egyetlen ¢ gyoke van az [2(%] = [1, 1.5] intervallumban.
A

p(z) =102° — 1
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k [m(k)]
0 | [0.09999999999999 , 1.0000000000000]
1 | [0.09999999999999 , 0.4384388546433]
2 | [0.3382030708107 , 0.4384388546433]
31 [0.3915056049954 , 0.3924484948316]
41 10.3923789206719 |, 0.3923799504692]
51 [0.3923795071350 , 0.3923795071378]
k [y ) ([ ]) /d([y ™))
1 | [0.09999999999990 , 0.5181776715881] 0.809
2 | [0.3455588336928 | 0.5181776715881] 0.581
3| [0.3739864679691 |, 0.4075613709040] 0.028
4 110.3922481030413 , 0.392544130626] 0.004
51 [0.3923794945039 , 0.3923795211850] 0.001
6 | [0.3923795071350 , 0.3923795071378§] -

8.1. tablazat.

derivélt p'([x]) kifejtése teljesiti a 0 ¢ p/([x]) feltételt minden [x] C
[2©] intervallumra. Az
™), k>0 felhasznalva (8.13)-t, ahol [I] = p/([z©])
[y®], k>0 felhaszndlva (8.9)-t,

iterdlt tartalmazé intervallumokat a (8.11) eljérdssal szdmoltuk
(8.4) vélasztast hasznalva. A 8.2. tdblazatban szerepld értékeket
kaptuk.

A (8.11) iteraci6 m > 0 feltétele a gyakorlatban fennéll. Megmutat-
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k [x(k)]

0 | [1.000000000000 , 1.500000000000]

1 | [1.000000000000 , 1.153909281002]

2 | [1.074525733152 |, 1.075772270022]

3| [1.075764355129 | 1.075767749943]

4 | [1.075766066086 , 1.075766066088]

k [y™)] d([2™]) /d([y™)])
1 | [1.000000000000 , 1.231579011696] 0.665

2 | [1.018539065305 , 1.102153489956] 0.015

3 | [1.0718097668336 , 1.084762444669] 3-1074
4 | [1.075647094319 |, 1.075931180877] 6-107°
5 | [1.075766039501 , 1.075766097327]

6 | [1.075766066085 , 1.075766066090]

7 | [L.075766066085 , 1.075766066088]

8.2. tablazat.

tuk, hogy ez (8.10) miatt teljesithetd, felhasznélva az f'(x) egy ismert
als6 korlatjat az [2(9] intervallumon. Ha nem ismert ilyen [ alsé korlét és
ha 0 € f/([2(9]), akkor a (8.11) eljaras nem indithaté el. Ezért, hogy el-
indithassuk az eljarasunkat, el6szor lefuttathatjuk az intervallum feloszté
eljardasunkat néhanyszor, ahogy azt a szakasz bevezetdjében leirtuk. fgy
taldlhatunk egy [y(¥] C [2(¥] intervallumot melyre a 0 ¢ [y(©)] feltétel
teljesiil.

Van egy masik modositasa az intervallumos Newton-moédszernek,
amely alkalmazhaté a fenti esetben, mikor 0 € f/([2(?)]). Ez az eljaras
akkor is alkalmazhaté, ha f-nek tobb gyoke is van az [#(V)] intervallum-
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ban. Ezt fogjuk most korvonalazni. Ha 0 ¢ f/([2(?)]), akkor ez az eljérds
a (8.11) 1tera01oval megegyezik. Tegyiik fel tehat, hogy 0 € f'([z(9]).
Tekintsiik az [z(?)] intervallum

m([z©
[u(l)] _ {g(o)’m([z(o)]) _ ‘f( ([ ]))q ’

m)

m([z®
[’U(l)] _ [m([x(o)])+ |f( ([ ]))| E(O):|’

=0

részintervallumait, feltéve, hogy f(m([z(?])) # 0. Az f 6sszes [¢(9]-beli
gyokének az [uM] U [v®]-ben kell lennie. Ugyanis barmely ¢ € [2(0]
zérushelyre teljesiilnie kell, hogy

| <

ahonnan
|f(m([z7]))] 0
m(o) < |€ - m([x( )])|

|f (m (= D)

)

|f (m (= D)

&> m([«"]) + —0

. vagy € <m([z"V]) -
kovetkezik. Az utolsod egyenlétlenségek magukban foglaljdk, hogy & €
[uM] U [vM]. Tovébba igaz, hogy

(V) + d([o ) = d([20)) = 21 ([ ]| /7 < d([2),

amit az biztosit, hogy f(m([z(?])) # 0.

Ez az eljard&s most megismételhetd az [uM] b [v)]
részintervallumokra és igy tovabb. Ezen intervallumok teljes szélessége
tart a 0-hoz. Ha f-nek az [¢(¥)] intervallumban csupa egyszeres
gyoke van, akkor az iteracié egy bizonyos lépése utan ezek diszjunkt
részintervallumokba keriilnek.  Tovabba az eljards egy bizonyos k
indexnél visszatér a (8.11) iterdcidhoz. Ennek az iterdcionak a hatdsara
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tehat a részintervallum vagy egy olyan intervallumba tart, amely egy
gyokot tartalmaz, vagy valahol egy iires metszetet kapunk.

A (8.11) sordn a (8.3)-nak megfelels [m®] = f([*)]) helyett
polinomok esetén hasznalhatjuk az 1.3. fejezet 1.26. tételében beveze-
tett [j1], [72], [Js] és [j4] intervallumokat, ahol a derivélt behataroldsdhoz
[y] == m([z®]) és [z] := [x®]. A 8.4. tétel Osszes &llitdsa tovabbra
is igaz. Mivel az 1.3. fejezet 1.26. tételében megmutattuk, hogy [j4] az
optimélis tartalmazé intervallum, ésszerli ezt valasztani a derivalt tar-
talmazdjanak, hogy minden 1épésben a legjobb tartalmazé intervallumot
kapjuk a gyokokre.

Ennek megfeleléen tekintsiik a kovetkezo példat.
Példa: Legyen
p(z) =27 +32°% — 42° — 122* — 2% — 327 + 4o + 12

egy polinom, melynek az [z(®] = [1.8, 2.4] intervallumban van egy &
gyoke. A (8.11) iterdciét hasznélva szdmoljuk a gyokot tartalmazé in-
tervallumokat a Horner elrendezés segitségével kiszamolva az [m®)] :=
P ([x™]) intervallumot. A 8.3. tablazat tartalmazza a kiszamitott inter-
vallumokat.

Ha p/([z®]) intervallumot [j;] intervallumra cseréljiik, hasonlé médon
nyerjilk a 8.4. tdblazat adatait. A 8.5. tabldzatban bemutatjuk a
dy /dy hényados értékét, amely az elsd iterdlt intervallum szélességének
és a masodik iteralt intervallum szélességének hédnyadosa minden egyes
lépésben. Ezt a példat a Berlini Miiszaki Egyetem Szamitokozpontjanak
CDC 6500-as gépén 48 bites mantisszaval szamoltéak.

8.4. Magasabbrendii eljarasok

Most magasabbrendii eljarasokat fogunk fejleszteni szigortiian mono-
ton nove, vagy fogyé fiiggvények &, [#0] = [2(@ 7]-beli gydkeinek
megtalaldsara, ha a fiiggvény elegendéen magasrendi derivaltja foly-
tonos. FEzek az eljarasok mindig konvergensek. A konstrukcié alap-
elvét Ehrmann fektette le. Intervallum analitikai eszkozoket és az
alapelvet hasznalva olyan eljarasokat fejleszthetiink, amelyek mindig
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k [x(k)]
0] [1.8,2.4]
1| [1.8,2.0727618077482]
2 | [1.9742900052812, 2.0727618077842]
3 | [1.9948757147483, 2.0059215482353]
4 | [1.9999888234200, 2.0000115390070]
5 | [1.9999999999894, 2.0000000000107]
6 | [2.0, 2.0
8.3. tablazat.

k [x(k)]

1.8, 2.4]

[

[1.9419538108826, 2.0566964050488]
[1.9999999975872, 2.0001112993369)]
[1.9999999975872, 2.0000000029595]
2.0, 2.0]

= W N = O

8.4. tablazat.

szitkségszeriien konvergalnak. Ahogy a korabbi szakaszokban itt is az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy

F@) <0és f@) > 0.

Legyenek m és m az osztott differencidk korlatjai, azaz

f@) = f(&) _ [flx)

0<m< = <m<oo, ¢#uxclz?]

r—£ r—£
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d® /a1 237 49235 3.7-10°

8.5. tablazat.

Legyen [m] = [m,m] az m és m korlatok &ltal alkotott intervallum.
Tovabba legyen az f fiiggvény (p + 1)-szer folytonosan differencidlhaté
és [fi] € IR, 2 <7 < p+ 1 intervallumokra igaz

f(i)(:c) elfi], ze€ [x(o)]. (8.14)

Az [f;] intervallumok példdul az f derivéltjainak [#(?)] feletti kifejtéseibél

szamolhaték. Ha a derivaltakra vonatkozo intervallum-kifejezés nem

értelmezett (példdul egy [z] intervallummal kellene osztani, ahol 0 € [z]),

akkor példdul részintervallumokra oszthatjuk [v(?)]-t és az [f;] intervallu-

mot az egyes részintervallumok kifejtésének unidjaként kaphatjuk.
Tekintsiik a kovetkezo iteraciot

(L= i) e o,
0] = (o — fo >>/[m]}m[x<k]
2t 19] = Ll - s [ f(at

+z,,2 (”)LT( 2 ([a

bl (1) = o0y ] } gtk
[z*+D] = [(k+1p>]7

(k+1,i—1) ] x(k))”

\

(8.15)
(1<i<p, k>0
Ahogy a 8.1. szakaszban, jelentsen m([x]) egy tetszOlegesen vélasztott
valés szdmot az [x] intervallumbdl. A fent megadott iterdcidhoz
f@®), f1(x®), ., f@(x®) értékek kiszamitdsa sziikséges minden
lépésben, és az iteracié az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik.
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8.5. Tétel. Legyen f egy (p + 1)-szer folytonosan differencidlhatd
fiigguény, p > 1, és legyen az [z9] intervallumon igaz a (8.1) reldci.
Legyen € az f fiigguény [2\V]-beli zérushelye és legyen az [m] = [m,m] in-
tervallum (8.2 alapjan definidlva. Legyen igaz tovdbbd a (8.15) iterdciora
(8.14), ekkor

cez®™], k>0, (8.16)

O W] o z®] -0 és  lim[2W] =¢ (8.17)

k—o00

vagy a sorozat véges sok lépésben lecseng és megdll a [€, ] pontban.

d([z"V]) < y(d(z®]))r*, (8.18)

ahol v > 0. Azaz a fent definidlt iterdcio legalabb p + 1-edrendben kon-
vergdl.

Bizonyitas: (8.16) bizonyitdsa: Tegyiik fel, hogy ¢ € [z®] valamely
k > 0 esetén. A tétel feltételei miatt £ = 0 esetén ez teljesiil. Ahogy
a 8.1. tételben, megmutathato, hogy

g c [x(k—l—l,O)] ]

Tegyiik fel, hogy ¢ € [#*+19] valamely i > 0. Ez i = 0 esetén teljesiil a
fentiek alapjan. Ekkor kapjuk, hogy

£ — o® ¢ [p1D] _ g0
A Taylor-formulabdl kapjuk

0= = f@)+ f?)E—a®)+-

by e )i
b £ ) (e - o)

1 i i
+mf( +2)(77i+2)(€ — x(k)) 2

valamely 1,0 £ és € kozotti szamra. A fenti egyenléség jobb oldalanak
masodik tagjabdl -t kifejezve, a tartalmazds monotonitasa miatt kapjuk
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az alabbi relaciot:
1 i+l FO () .
¢ = ¥ — o [f(x“f’) +) (=)

f(i+2) (772'+2)

D I(k))m} <

i+l gy
v=2 :

+(Z[J1+;])' ([x(k+17i)—x(k)])i+2} } A [ kH] =
[x(k+1,i+1)'].

Ezért igaz, hogy € € [x**+19] 0 <i < p, és € € [aFTD)] = [z(-F+1P)],

(8.17) bizonyitdsa: A 8.1. tételben haszndlt médon megmutathato,
hogy [z®)] D [z*+19)] és mivel a (8.15) eljardsban metszetet vettiink
kapjuk [z®] D [z*+Y], k > 0. Tovédbb4, ahogy a 8.1. tételben, itt is
igaz, hogy

d([™ 1)) < (1~ m/m)d([z)]).
Mivel a (8.15) eljardsban metszetet vettiink kapjuk
d([z"*V]) < (1 = m/m)d([z™]), &> 0.

Ahogy a 8.1. tételben is, kapjuk a konvergenciara vonatkozdé allitést
limy_,oo[z®] = €. (8.17) fennmaradé allitdsai ugyanigy igazolhatéak,
mint az a 8.1. tételben.

(8.18) bizonyitasa: d([z*+10]) < d([x*)]) és ezért

A (6 () SR - ) ) <

o (- o) <
1
2
)

L (Y2 ®n2, (a2
d<[m][ (d([«™])7, (d([=*])) ])-

Alkalmazva (1.29)-et kapjuk, hogy
d([z*V]) < |[fo]/[m] (d([2M]))? = m(d([=M]))?,
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ahol v1 = |[f2]/[m]] k-t6] fiiggetlen konstans.
Tegyiik fel, hogy valamely i > 1 esetén

d([z ")) < yi(d([2 @),

ahol v, fliggetlen k-t6l. Ezt ¢ = 1 esetén fent bizonyitottuk. 7 > 1
esetén a (8.15) iteraciobol felhaszndlva az 1.2. fejezet szélességre vonat-
kozé szabélyat, kapjuk:

v=2 [/'f/(x(k))

d([a L < g <2i+1 f(”)(l‘(k))([x(k+l,i)] T
<

_i_ﬁf[/{;zl)([x(k-i-l,i)] _x(k))i+2>

i+1 @) () ; ,
+(Z.+12)!d <f[f(rx+(§)) ([x®+10] — x(k))i+2> <
i+1 y ; . .
< Yhw % v|[pEH10)] — B =1 ([pk+1D] — gk)) 4
+and ( f[/{?(i})) (e ®+19] — x(k))i+2> <
i+1 3 o i
< S i [ 11a®) — @] d(fet 1)) +

i (U () = [o])142) <

< S o 1] (@) () +

g (Ve (- ()2, (d() ) =

[fv]

= (d(e®) 2 Y0 o | (o) +

|ty <

[m]

2
o)
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— 1 |4 e[
: @(u—m'[m] )

ml 1)

2

D)+ gy

= Yo (d([zM]))+?
ahol ;1 egy k-tol fliggetlen konstans. Ezért a
d([" 1)) < ~i(d([])) Y
relacié igaz, ha 1 <1 < p. fgy
Al = () < 5y ()

ahol ~, figgetlen k-tél. Ez pedig megegyezik a (8.18) allitasaval v = ,-
vel és igy a tételt igazoltuk. 0

Most a p = 1 esetben szeretnénk megvizsgalni néhany tovabbi
részletet, azaz amikor az f fliggvény kétszer folytonosan differencialhaté.
Ekkor a (8.15) iteracié

107 = {xw) Fla®)y/ ]} N [x(k 1,
L] = {x(’“ 1/f (9:(’“ ))(f (2®))+
[f]([ k+10 x(k))z}ﬁ[a? k+10
[z(k+1)] — [:t('H' 1)] k 2 0

alakban irhaté. Az eljaras ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendel-
kezik, mint a 8.3. szakaszban targyalt modszerek. Eltekintve néhény
jarulékos aritmetikai miivelett6l ehhez kevesebb munkara van sziikség,
hiszen mind a fiiggvényértékeket, mind a derivalt értékeit az ) pont-
ban kell szamolni. Az ezt megel6z6 eljarasok esetében a derivaltat
ki kellett értékelni az [z(®)] intervallumot felhaszndlva. Ez 4ltalaban
tobb szamitasi miiveletet igényel, mint az z*) pontban valé kiértékelés.
Ha az [fs] intervallum egyszerfien szdmolhaté, akkor a (8.15) eljérds
p = 1 esetben jobban alkalmazhatd, mint az el6z6 szakaszban targyalt
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eljarasok. Ezek az eredmények csak elméletileg igazak, amikor pontos
szamitasokat feltételeziink. Ha szamitogépes szamitas soran szeretnénk
egy a gyokot tartalmazé intervallumot garantalni, akkor a kerekitési
hibdkat is szamitasba kell venniink. Ez tgy teheté meg, ha minden
miiveletet gépi intervallum mitveletként végziink el. Kiilondsen fontos
f'(x™)) értékét gépi intervallum aritmetikdt hasznélva szdmolni. Eb-
ben az esetben a (8.15) eljards, eltekintve néhdny aritmetikai miivelettol,
Osszességében ugyanannyi miiveletet igényel, mint a 8.3. szakaszban
targyalt médszerek. Mivel az [f5] intervallumot szintén szamolni kell,
az eloz6 szakaszban leirt eljarast érdemesebb valasztani, ha a kerekitési
hibakkal is szamolni kell.

Ezen a ponton szeretnénk megemliteni azt is, hogy Krawzcyk az
alabbi eljarast vizsgalta:

2

— m((a®]) € [+¥)
O] = Lo — (1P O)(fa®)+
L (@) () = 2} 0[], k20

amellett a feltétel mellett, hogy f kétszer differencialhaté. Igaz, hogy
€€ [x®], k> 0. Alimy_,[2*)] = € konvergencia feltételei nem adottak.
Ha az eljaras konvergens, akkor az iteracids intervallumok szélességeinek
sorozata négyzetesen tart O0-hoz, ha f'(¢) # 0. Osszehasonlitva (8.15)
eljarassal, ahol a p = 1 esetet vizsgaltuk, most ki kell értékelni a masodik
derivéltat is az [x*)] intervallumon minden lépésben. Ez csokkenti a kon-
vergencia konstanséat, de nem javitja a konvergencia rendjét. (Ugyanez
igaz a (8.15) iteracidra, a p = 1 esetben, ha az [f5] konstans interval-
lumot minden 1épésben kicseréljiik f”([z¥)])-ra.) Ennek az eljarasnak a
gyakorlati alkalmazasa soran, ha a kerekitési hibakat figyelembe vessziik,
haromszor annyi miiveletre van sziikség. Mivel a konvergencia nem biz-
tositott, az eljaras sokkal kevésbé vonzo.

Amikor a (8.15) eljarast hasznéljuk el kell hataroznunk magunkat
egy bizonyos rendre. Szintén megjegyezziik, hogy a szokasos feltételek
mellett azt az eredményt kaphatjuk, hogy a (8.15) eljards p = 2 esetén
optimalis, ami egy harmadrendii eljaras.
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8.5. Polinomok valdés zérushelyeinek szi-
multan meghatarozasa

Ebben a fejezetben olyan Newton-szeri intervallum eljarasokat
vizsgalunk, melyekkel befoglalhatjuk egy valds polinom Gsszes valds
gyokét. Eloszor azt az esetet vizsgaljuk, amikor a polinom 0Osszes gyoke
valés. A komplex gyokoket a kovetkezd részben vizsgaljuk. Ha a po-
linom Osszes gyoke valds és egyszeres, akkor egy egylépéses eljarast
konstrudlhatunk, amely négyzetesnél gyorsabban konvergal. Egy alkal-
mazasként ezzel az eljarassal meghatarozhatjuk egy szimmetrikus tridi-
agonalis matrix osszes sajatértékét.

Legyen
p(z) = ™z + o Vgt 4 0@ (8.19)

egy valds polinom és a tovabbiakban tegyiik fel, hogy
a™ =1.

Tegyiik fel tovabba, hogy a polinomnak n valdos gycke van,
W @ €™ taroljuk el a gyokoket egy (£)) vektorba, a tobbszoros
gyokok a multiplicitasaiknak megfeleléen. Tegyiik fel, hogy minden
gyokhoz ismert egy tartalamzé intervallum

€0) ¢ [z09] = [z O] 1 <5 <n.

El6szor tegyitik fel, hogy ezek a tartalmazé intervallumok paronként
diszjunktak, vagyis

O N[O =0 1<j<k<n. (8.20)

A p(z) polinom

alakban, vagy
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alakban irhato, ahonnét

g(i) _ r —p(z)
H?:L#i(i” — £6))

kovetkezik. Ha z = () € [2(09]-t valasztjuk, akkor

0¢ H (20D — [I(O,J’)])

j=1,j#i

osszefiiggést kapjuk, és (1.9) felhasznédldsaval kovetkezik

0,0) _ (0.0
(i) 1)) _ x p(z™7) (0.0)
§r e ] = {H" (@0 — [z [ [=].

J=1,j#i

A jobb oldalon &ll6 intervallum-kifejezés szintén egy tartalmazé interval-
lum [z(}9], amelyre
R [x(lvi)] C [x(Ovi)]

szintén teljesiil. Ez a relacio ad lehet6séget az alabbi iteraciora:

[a**+19] = {Hn (kD) — [:v(k,j)])} N 2], (8.21)

=1,

ahol ' '
g®d) c [g®)) 1<i<n, k>0.

A nevezében szereplo intervallum kifejezés helyett a tovabbiakban révi-

den irjunk

) = T @0 - ),
=1
A (8.21)-ben adott iterdcids rendszer egy un. total step eljaras a polinom
€0 1 < i < n gyokeinek szimultan befoglalaséra.
Ha mindig a legfrissebben szamolt tartalmazé intervallum értékeit
hasznaljuk [¢*)] felirdsakor, akkor

i—1 n

[r®0] = H(x(k,i) — [xB+1)) H (zF) — [z*9)])

j=1 Jj=i+1
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az egylépéses iterdciéval Osszefiiggs eredményre vezet. p(x*+19)) és [r(F)]
elgjelétdl fiiggben az [x*+19)] tartalmazé intervallumok az [yF+1)]
tervallumokra huzédnak. Az el6jelfiggvény intervallumokra legyen az
aldbbi modon értelmezett

n-

1 haxz >0
sign([z]) =¢ —1 haz <0 (8.22)
0  egyébként

Az [y*+19] intervallumhalmaz, mely tartalmazza a @) gyokoket legyen
definidlva az alabbi médon

| 21D zEFLI] - ha sign([r®)])sign(p(a* 1)) > 0
1) = § [ F0] i s sign(p( 1) < 0
[2(F+10)] egyébként.

Jegyezzilk meg, hogy
sign([r®9]) = sign([r*9) =--., 1<i<n,

mindig igaz, azaz az egyes intervallumok el6jele nem véltozik. Az 1j
tartalmazo intervallumokat felhaszndlva tjraszamolhatjuk a nevezében
talalhaté kifejezést:

i—1 n
[S(k-l—l,i)] _ H(l’(k+l’i) N [y(k+27j)]) . H (l,(k—i-l,z’) o [y(k-l—l,j)])‘
j=1 j=i1+1

Ezt alkalmazva az alabbi modositott egylépéses eljarashoz jutunk:

¢ (04)] _— (0,)1 (0,3 (0,3)
] [820], 259 € [289), y
2] = {2l — p(ate) /[s5]) A [oR0),
ahol
) i—1 ) ) n ) )
[s(F9)] = Hl(x(m) — [y*HLI]) H 1(36(1672) — [y®9),
J= J=i+ ,
| 10 3+ asign([r®0)sign(p(z19)) > 0
[y(k+1,z)] — [x(k+1,z)’f(k+l,z)] ha Sign([7’(’“)])Sign(p(x(k"'l’l))) <0
[2(k+10)] egyébként
\ 1<i<n, k>0.

(8.23)
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Meggondolhat6, hogy mind a (8.21) mind pedig a (8.23) eljaras a polino-
mok gyokeinek szimultan meghatdrozasara szolgdld ismert eljardasok in-
tervallumos megfelelje. Az eljarasok intervallumos véltozatanak elonye,
hogy nem csak egy tartalmazé intervallumot ad, hanem az emlitett
feltételek mellett mindig konvergens. Ezt mutatjuk be a kovetkezo
tételben.

8.6. Tétel. Legyen adott a (8.19) polinom n darab egyszeres wvalds
gybkkel, melyek legyenek €9, 1 < i < n. Tovdbbd legyenek [z(°9] >
€9 1 < i < n tartalmazo intervallumok, melyekre (8.20) teljesiil. Ekkor
a (8.21)-ben (illetve (8.23)-ban) megadott {[x*D]}22  iterdcids sorozatra
teljestil

¢ ¢ 2™ k>0

(#0952 5 2D 5. ghol lim [z*D] = ¢,

k—o0

vagy az eljdrds véges lépésben lecseng és a [€9, 20)] intervallumra vezet.

A 8.6. tétel allitasa a 8.1. szakasz megfelel6 tételével (8.1. tétel) meg-
egyezd modon kaphato.

Behelyettesitve

20 — %@(m) 4 ki)

a megfelel eljarasokba és kovetve a (8.21) és (8.23) konstrukeiét, azonnal
adddik, hogy a gyokoket tartalmazé intervallumok szélessége legalabb
felezodik minden iteraciés 1épésben.

A 8.6. tétel részben igaz marada akkor is, ha a polinomnak vannak
tobbszoros gyokei is. Ha Osszegytijtjiik ezeket a tobbszoros gyokoket:

g(m)’ g(m—‘rl)? A ?g(n)7

akkor mind a (8.21), mind pedig a (8.23) eljarast meg kell valtoztatnunk,
ugy, hogy a szamitasokat csak az 1 < ¢ < m indexi tartalmazé inter-
vallumokra hajtjuk végre. A 8.6. tétel allitasai igazak azokra az egysze-
res gyokoket tartalmazo intervallumokra, amelyeken az egyes iteracios
lépések szamitasait végezzilk. A tobbi intervallum valtozatlan marad.
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A (8.21) iteracié Altaldnosithat, oly mddon, hogy a 8.6. tétel
[I’(O’i)], 1 < i < n intervallumokra vonatkozé (8.20) kikotését egy
gyengébb feltételre cseréljik. Ekozben alaposan kihasznaljuk, hogy
z®9) ¢ [2F)] tetszOleges, és nem valamely konkrét szabaly szerint
valasztjuk, példaul mindig az intervallum kozéppontjat. Egy ilyen
altalanositdssal foglalkozik Alefeld és Herzberger.

Most részletesebben végigondoljuk a

{d(z*M}2,, 1<i<n

szélességsorozat tulajdonsdgait. Ezért, felhasznalva az (1.19), (1.20) és
(1.24) Osszefiiggéseket a (8.21) sordn az aldbbi becslés tehetd

d([x(k+17i)]) < d({x(kvi) _ p(z(k,i))/[q(kﬂ-)]}) _
= dlpe ) 1) = ()1,

P = Ipa™?) = pED) = (") = )P (")) <
< d([ "N G < d(la S ([,

kovetkezik

A(la1]) < d(fa I (D la(1/ g ).

Felhaszndlva az 1.3. szakasz 1.24. tételt igaz a kovetkezo becslés:

d(1/[q""]) < A ®Dd([g™]),

és mivel
n

@ T ()=,
j=1,j#i

a kovetkezO Osszefiiggést kapjuk

n

1 % k.i i ki b

=1,
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ahol a v konstans csak [2(®7)], 1 < j < n intervallumtél fiigg. Ekkor a
kovetkezokhoz jutunk

() o 35 o

J=Llj#i

egy alkalmas 7("/) konstanssal, amely csak [z(®7)] 1 < j < n interval-
lumtdl fiigg, mivel [2*9)] C [2(%9)]. A fentieket Osszegyiijtve az aldbbi
egyenlotlenséget kapjuk

d([z* 1)) < | ([ ) |y D ([« ™) Z N d([2*), 1 <i<n.
J=1,j#i
(8.24)
Ugyanez a meggondolds viheté végig (8.23)-ra is, ahol az egyetlen
kiegészités amit szem el6tt kell tartani, hogy [y*?)] C [z*9)]. Ez az
alabbi Osszefiiggéshez vezet:

A0 < (O Od( ) (S () +

S )), 1< <.
(8.25)
A kovetkezo tétel a (8.21) és (8.23) iterdcidk konvergencia rendjével kap-
csolatos allitasokat igazol.

8.7. Tétel. A feltételek és megjegyzések ugyanazok, mint a 8.6. tétel
esetében voltak. A (8.21)-ben definidlt iterdcio legaldbb mdsodrendben,
a (8.23)-ban leirt iterdcid pedig legaldbb 1+ o™ -rend rendben konvergdl,
ahol c™ > 1 a

5(1)

7" (y)=y"—y—1

polinom egyetlen pozitiv gyoke.

Bizonyitas: Az els6 allitas igazoldsa: (8.24) &llitasbdl azonnal kap-
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haté:

d([I(k+1,i)]) < |p’( (Z 77”) d(k

J=1,j#i

< fg%{lp( ©9) (Z ?7“)} (k)
T J=1,j#i

< Ad*)? 1<i<n,

ahol
d® = max {d([z (’”])}.

1<i<n

Amibol kovetkezik, hogy

" = max {d([z*])} < 4(d®)?,

1<i<n

és pont ezt allitottuk.
A masodik allitas igazolasa sem igényel nagyobb eréfeszitést, mint az
el6zo allitasé. Legyen

_ R NCBINNG
v = max {0y (2]}

Ekkor visszairva (8.25)-be:

i—1 n
d([z* 1)) < yd([2™9)) (Z d(f ™) + Y d([?C““”])) :
Jj=1 J=i+1
Felhasznalva a
A(le®)) — 1 e - S
([ ])—mh , gSisn, £=——0,

helyettesitést, az alabbi formédban irhaté

i—1
h(k—l—lz <€h(kz (th+1j + Z hkg)

j=1 j=i+1
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Az altalanossiag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy

ROD <h<1, 1<i<n.

Ekkor _
pEHLD < p* T 1 <i<n, k> 0.
Az uFt)  egészkoordindtds vektor az aldbbi szabdly alapjan
szamolhato
uHD = Ay ®)
az u® = (1,1,...,1)T kiinduldsi vektor segitségével. (A valds

kordinataju vektorok, tugynevezett pont-vektorok jelolésére a a,b...

jelolést hasznaljuk, hogy meg tudjuk Oket kiilonboztetni az intervallum-
vektoroktol. Hasonld jelolést alkalmazunk a ,,pont métrixokra” is.
Az A matrix az alabbi alaku

11
11
1 1

1 1
110 -~ 0 1

A relacié teljes indukcioval igazolhatd, amitdl itt eltekintiink. Az A

matrix nem-negativ és az iranyitott grafja tisztdan, erdsen Osszefiiggo.
Ebbol kovetkezik, hogy az A felbonthatatlan. A Perron-Frobenius

tételbél kovetkezik, hogy az A matrix egy A sajitértéke megegyezik
a p(A) spektralsugarral. Az A primitiv, lasd [17]. Az A métrix t6bbi

sajatértéke kielégiti az alabbi Osszefiiggést

AV = p(A) > NP > ... > A0
Mivel A primitiv, ezért egy k© természetes szamra

AW = (@) >0, K>k,
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Ahogy Grobner megmutatta, az ilyen matrixokra, melyek ez utobbi két
tulajdonsaggal rendelkeznek, igaz

lim (a(Hl)/aEf)) =\,

k—oo: W

Egy adott € > 0 esetén vagy

a(k+1)/a(k) >p(A)—e, k>k()>kE?

ij ij =

igaz, va,
g gy (1) o A o
a; > alp(A)—¢), 1<ij<n

igaz, ahol

Ebbdl kovetkezik, hogy

it > ali (p(A) — ) > a(p(A) — )?

ij = i
vagy altalanosan

agfw) >a(p(A)—¢e), 1<i, j<n, r>0.
Ha ezt felhasznaljuk az u vektor kiszamitédsi szabalyaban, akkor

n

uF ) = AR 0 = (Z a§f+r)) > (na(p(A) —e)")e

j=1
kapjuk, ahol e = (1,1,...,1)T. Es {gy azt kapjuk, hogy

na(p(A)—e)"

p(k+r0) < hu(Hm’) <h 7
1<i<n, r>0k>k() >k
Masképp kifejezve ez azt jelenti, hogy

na(p(A)—e)"

d([z*T]) < (¢/7)h
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Legyen most '
d% = max {d([*])}.

Ekkor azt kapjuk, hogy

na(p(A)—e)"

d*) < (&/7)h
Tehat megallapithatjuk, hogy az R tényezo kielégiti az alabbiakat

Rp(A)—e{d(k)} = lim Sup(d(k—i-r))[l/(P(A)_a)r]

T—00

—h
v

< limsup
T—00

= A" <L

(é no‘(P(A)—e)")[1/(P(A)—€)T]

Ebbél kovetkezik, hogy a konvergencia rend legaldbb p(A) — & barmely

e > 0 esetén és innen, hogy nem kisebb p(A)-nél.
Vizsgaljuk most az A matrix ¢ (\) karakterisztikus polinomjét
N =AD"= (A1)~ 1L
7 = A — 1 helyettesités mellett ez
d(")(T) =7"—7-1,

alakban irhaté.
A ¢@™(7) polinomnak a Descartes-szabdly értelmében pontosan egy
o™ pozitiv gyoke van, amelyre

1<o™ <2

mivel
dM(1)=-1, é ¢dME2)=2"-3>1>0

igaz, ha n > 2. Az A matrix spektralsugara tehat kielégiti a

p(A)=1+0" >2



8.5 Polinomok valds zérushelyeinek szimultan meghatarozasa 163

osszefliggést, amibol az allitas mésodik része kovetkezik. 0

A (8.23) iteracié egy alkalmazését szeretnénk az alabbiakban bemu-
tatni. Adott egy valds, szimmetrikus n X n-es A’ = (a;;) matrix. Az A’

matrix sajatértékeinek nevezziik azokat a A szamokat, melyekre
Az =Mz, ahol x#o0

igaz. Ezek meghatarozasahoz véges sok ortogondlis hasonldosagi transz-
formaciot hajtunk végre

A =UTAU,

melyekkel az altaldnos teli matrixot az aldbbi alaki A matrixra transz-
formaljuk

CORNCY
b1 4@
A:

pn-D) )

Az A matrix sajatértékei (és igy az A’ métrixé is) az A matrix
p(\) = det(Al — A)

karakterisztikus polinomjanak gyokeiként szdmolhatéak. p(\) értéke az
alabbi rekurzioval hatarozhaté meg

FOO) = 1, JO) =A—a®,
FIO) = (A= a®) () — (DR, 2 <k <,
) = [0

(8.26)
Ha az A matrix sajatértékei mind egyszeresek és ismertek paronként

diszjunkt tartalmazé intervallumok, példaul a Gersgorin tétel alapjan,
akkor alkalmazhaté a (8.23) eljards. A kovetkez6 példa ezt demonstralja.



164 8. Valos egyvaltozos filiggvény zérushelyének befoglalasa

Példa: (a) Tekintsiik az aldbbi matrixot

15 1
110 1
171
14 1
A= 10 1
1 -4 1
1 -7 1
1 —-10 1

1 —15

A Gersgorin tételt alkalmazva, az A matrix sajatértékeire az aldbbi tar-

talmazo intervallumokat nyerjiik:

[2®Y] = [+13.99999999995, +16.00000000005)],
[2%] = [47.999999999974, +12.00000000005)],
[20%)] = [+4.999999999981, +9.000000000015],
(2] = [+1.999999999992, +6.000000000022],
[2(®%)] = [~2.000000000008, +2.000000000008],
[2(09] = [—6.000000000022, —1.999999999992],
[2(®D] = [—9.000000000015, —4.999999999981],
[2®®] = [~12.00000000005, —7.000000000074],
[2(®9] = [~17.00000000005, —12.99999999995].

Ezekkel a kiinduldsi intervallumokkal a (8.23) iteraciét alkalmazva a
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kovetkezo eredményeket kapjuk:

[2>D] = [+15.19709300868, +15.19709300872],
[242)] = [+10.13174515464, +10.13174515471],
[2(43)] = [+7.001927580904, +7.001927580971],
[24] = [+3.920346203678, 43.920346203715],
[2(>%)] = [-0,1096791595101 - 10~'°, 40, 1096791595101 - 10~],
[2(46)] = [~3.920346203719, —3.920346203674],
[247] = [~7.001927580969, —7.001927580895],
[2(38)] = [~10.13174515473, —10.13174515463],
[239] = [~15.19709300876, —15.19709300866],

Ezek az intervallumok nem javithatéoak a program tovabbi alkal-
mazéasaval semmiképpen. Az also és f6lsé hatarokban megegyezé jegyeket
alahuzéssal jeloltiik.

(8) Tekintsiik most a kovetkez6 matrixot

12
1

= o
e
— W
O =

Ujra hasznaljuk a Gersgorin tételt és igy az alabbi tartalmazoé interval-
lumokat kapjuk az A matrix sajatértékeire:

0] [+10.99999999998, +13.00000000003],
2002 [+6.999999999970, +11.00000000003],
[#03)] = [4+3.999999999989, +8.000000000021],
O] [+0.9999999999945, +5.000000000019),
[209)] [—1.000000000004, —1.000000000004].

A kovetkezé javitott intervallumok adddtak, ha a (8.23) iteracios eljarast
hasznéltuk. (Hasonlitsuk Ossze az eredményt a kovetkezd 8.6. tétel meg-
jegyzéseivel):



166 8. Valos egyvaltozos filiggvény zérushelyének befoglalasa

12.11013986010, +12.55506993010],
9.006328989416, +9.0, 48379503166,
+5.999999999958, +6.000000000041],
2.979804773200, 4+2.987022580008],
0.3230758693540, —0.3162523763767,

00 = [+
02 = [+
) = [+
) = [+
9] = [

(23] [+12.31617201370, +12.31774922532),
[2(22)] [+9.016110401580, +9.016149094187]
[#>¥] = [+5.999999999958, +6.000000000013],
[229] [+
[9] [

Y

l\.’)Cﬂ

.983860239266, 4-2.983864788268],
—0.3168759526293, —0.3168759526051],

+12.31687595112, +12.31687595546],

2] [

(23] [+9.016136303134, +9.016136303198),
[®9] = [2®9)]
2] [
[*9] [

+2.983863696823, +2.983863696853],
—0.3168759526293, —0.3168759526051],

+12.31687595258, +12.31687595266],

2] [

[2(42)] [+9.016136303134, +9.016136303181],
[249] = [21Y)]
[ Y] [
[249] [

234

—0.3168759526284, —0.3168759526051],
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8.6. Polinomok komplex zérushelyeinek
szimultan meghatarozasa

Ebben a fejezetben egy polinom altalaban komplex gyokeinek szimultan
meghatarozasara szolgalod eljarast fogunk targyalni Gargantini és Henrici
altal ismertetett modon [16].

Legyen adott egy p(z) polinom

p(Z) _ a(n)zn + a(n—l)zn—l S a(l)z + a(o)’ (827)

ahol a® € C, 0 < i < n, n > 2. Tovdbba tegyiik fel, hogy adott n

intervallum,
[w®)] =< 200 00 e KC,

melyekre
¢ ew®], p¢?)=0, 1<i<n, (8.28)
W@ N [w®)] =0, 1<i<j<n, (8.29)
Egy [z] € KC atovdbbiakban [z] = (m([z]), r([2]))-vel is reprezentalhatd.
Tekintsiik a kovetkezd iteracidt

(200 = ([,

[C(kﬂ')] — Z —Z(k,i)—l[w(kvj)}’
LA . (8.30)

J(0) = %> ha  p(2") # 0,

[wE+H1] =< 2410 p(hi) 5=

1
\ MECRINECD

1<i<n, k>0,

és legyen
k) — (k,1)
r fggl{r } (8.31)
k) — i i (k,1) (k.,4)
p 1Srlm<1jngn{1rnln{|,z| |z € 2 [w' ]} T (8.32)

i # 7 esetén (8.29)-bol kovetkezik, hogy

min{|z| |z € 2®D — [w®D]} = |00 — O] _ 0 > O (8 33)
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Tovébba legyen n®) az aldbbi médon definidlva
p™ = (n—1)n®. (8.34)
Ekkor a kovetkez6 igaz a (8.30) iterdcids rendszerre.

8.8. Tétel. Legyen p(z) egy (8.27)-ben felirt polinom, melynek gydkei
(D1 <i<n, és amely kielégiti a (8.28) és (8.29) feltételeket. (8.31),
(8.32) és (8.34) jeldléseivel legyen
6r© < n©, (8.35)
(a) Ekkor a (8.30) iterdcio mindig végrehajthatd, tovabbd
(D e, 1<i<n, k>0.

(b) Mindig igaz az
1

1
(k+1) B\« =
" )= B

- p(o)(n(o) — 47’(0))

egyenlotlenség.

r(k), k>0,

Megjegyzés: (b)-bél kévetkezden limy_,o 7*) = 0, valamint (a) miatt
sziikségszertien teljesiil, hogy
lim [w(k’i)] = C(i), 1<i<n.

k—00

A (8.30) iterdcié legalabb harmadrendben konvergens.
Bizonyitas: (a) bizonyitdsa: Mivel

|Z(0,i) _ g(i)| < 0D < T(O)’
1200 — ¢cO| > 200 — L00)) 509 _ )
Z |Z(0’i) _ Z(Ovj)‘ _ /rovj Z p(0)7
kovetkezik, hogy
gzON = |3 o
j=1
n (8.36)
2 z(O»i)l—C(l) . Z . z(Ovl)l_C(])
Jj=1,j#i
> o~y ha 209 (0,
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|20 — 209)] — - (09) > (0 > ¢,
relaciobdl kiindulva
0 ¢ 50,4) _ [w(OJ)]
kapjuk, éppugy, mint
1 1
= {05
€ = 3 o
J=1j#i - [w ]
- 1 1
Y (0gm) = (0m):
j=1j#i
q(29) =[] €< q(=1),1/9® (8.37)

Mivel
()] = 1/n = 1/r©@ —2/n(0) > 0,
nyilvanvaléan . '
0 ¢ q(z*") =[]
és ezért

], 1<i<n,
meghatarozott. Mivel

, n

Z(Oz Z ~(0 C(]

J=1

ezért (8.28)-t és a tartalmazds monotonitasit felhasznalva kévetkezik,

hogy
® = 200 — p(x09) S
p(00) = p(z®D) ¥
j=Li#i
e 200 _ L = w®)], 1<i<n.

q(29) =[]
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Ezzel az (a) részt bizonyitottuk k = 1 esetre.
(b) bizonyitasa: Kiindulva az

|z(0’i) — Z(OJ)|2 — (T(O,j))2 > (p(O) + T(O,j))2 — (T(O,j))2 > (p(O))2’

egyenlotlenséghdl kapjuk, hogy

1 (0.9) (0
" <Z<ovz’> - [wmvj)]) T 200 — 092 — (7092 < (p®)2

és ezért
n—1 r0© r©)

(0.0) R b
™) =~ S = o0

Felhasznélva ezt az egyenltlenséget gy mint (8.37) most

ra(=") = [*9)) = r([e7))

ma(z07) = (O] 2 1/ = 2/ +r(g(x00) - [¢*9)) =
= 1/ = 2/ ® ([0

kapjuk, ezért az

r(w®)) = r . L — | =
W) =+ (s )
rlg(=9) - [£09) <
[m(q(2©)) = [cOD])[2 — (r(q(2©D) — [cOD]))2
(r)?
p(o) (7}(0) — 47‘(0))’

egyenlotlenséghdl kapjuk, hogy

(0)y3
(1) (r™)
r/ < 20 (70 — 470 (8.38)

Felhasznélva (8.35)-t kapjuk az aldbbi egyenl6tlenséget a fenti becslésbol

NN

_ b Lo
= 12(n —1)

(0,
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Legyen
6O = max {|2©9 — 21D},

1<i<n
Ekkor (8.32) felhasznalasdval kapjuk

PV > p(0) — 5@ — 2rD), (8.39)
8 becsléséhez felhasznaljuk (8.36), (8.37) és az aldbbi relacidkat

| . 1
() _ (00
SRS S X3y 1

hogy a kovetkezot nyerjiik

|28 — 209] < . ! = . !
~ < q(z09),1/7©) > (=) —1/n©)
MOURY
= 7](0) — 9 (0)’

amely végiil az alabbi becslést adja

(0)n(©
(O A
60 < NONSEWOR (8.40)

A (8.35) egyenl6tlenséghdl kiindulva és felhasznélva (8.38), (8.39) és
(8.40) egyenlétlenségeket kovetkezik az alabbi

nW —6rt) = pM/(n—1)—6rM

© 8(r(0)2
n©® —r® (n(O)n_%(m + p(O)(;(O)_)z;,«(O))) (8.41)
n© — 370 >0,

AVARRVS

ami alapjan
n® > 6r).

Ezt felhasznalva, a fentiekhez hasonlé médon megmutathatd, hogy

1

<—— O
= 12(n — 1)

r,
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A (8.39)-bél kiindulva a (8.41)-hez hasonlé mdédon kévetkezik

(0) 6(r(0)?
1 _ 4.0 © _ .00 n
A = (7,«)) — 20 T 0 (5@ = 4r<o>)) o (842)
ugy mint
(0) 2(r(0)2
(1) ©) _ .00 n
n=n r <77(0) — 5,0 + 0 (0 — 4r(0))) > 0. (8.43)

Felhasznélva mindkét fenti egyenlétlenséget, (8.35)-bél kiindulva kapjuk

21 8(7"(0))2
77(1)(77(1) _ 4r(1)) > (77(0))2 _ n(O)T(O) ( +

10— 27 T 50 (50 — 40)
> OO — 4,0
és ezért ]
3
S S0 (0 = 4r(o>)(7"() :
A tételt a megmaradt esetekre teljes indukcioval lehet bizonyitani. [
Most (8.30) iteracié egy alkalmazasit fogjuk bemutatni. Ehhez egy
alsé Hessenberg matrix sajatértékeinek kiszamitasanak problémajat fog-
juk vizsgalni, felhasznélva a tartalmazoé intervallumok egy sorozatat. Az
iteraciohoz sziikségesek a karakterisztikus polinom és a derivaltjanak he-
lyettesitési értékei. Konkrét példaként tekintsiik az aldbbi matrixot

e

12+16i 1 0 0
B 0 9412 1 0
H= 0 0  6+8 1 ’
1 0 0 3+4i

ahol i = v/—1. A Gersgorin-tétel értelmében a

[wOV] = (12 4 16i,1), [w®?] = (9 +12i,1),
(WO =(6+8i,1),  [w]=(3+4i1)

korlapok pontosan egy-egy sajatértékét tartalmazzdk a H matrixnak.

A (8.30) eljaras segitségével a kovetkezd [w*79)] javitott tartalmazé hal-
mazokat kapjuk a H matrix sajatértékeire, ahol

w9 =< m([w"]), r([w"7]) >,
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reprezentacié az alabbi jeloléseket hasznalva

m([w®P]) = Rm([w™])) + iS(m([w™7])).

A szamitasok eredményeit a 8.6. tdblazat tartalmazza.

Re

Im

=W N _ W N

=W N =

+11.99875131516
+9.003742419628
+5.996257580383
+3.001248654837

+11.99875136181
+9.003742437190
+5.996257562811
+3.001248638204

+11.99875136181
+9.003742437190
+5.996257562811
+3.001248638204

+15.99953080496
+12.00140833328
+7.998591666711
+4.000469195035

+15.99953080159
+12.00140832752
+7.998591672458
+4.000469198423

+15.99953080159
+12.00140832752
+7.998591672458
+4.000469198423

0.1001255-10~¢
0.1494005-107°
0.1493969-10~°
0.1000782-10~¢

0.1019500-107°

0.8760740-1071
0.3665239-10~10
0.2555951-10~10

0.1019496-107°

0.8760740-1071
0.3665353-10710
0.2556093-10~10

8.6. tablazat.



9. fejezet

Globalis optimalizacio

A fejezet célja betekintést nyujtani a tobbvaltozds, feltétel nélkiili nem-
linearis optimalizdlas probléma&jiba. A feladat a kovetkezd: adott egy
f:R" = R, nem feltétlentl linedris fliggvény és egy S C Dy részhalmaz,
amely felett a minimalizaldst végezziik, azaz keressiik az

f* = min f(z),
illetve

X'={a" eS| [f@")=["}

értékeket, vagyis a minimum értékét és azokat az S-beli pontokat ame-
lyekben ez a minimum felvétetik.

A tobbvaltozés optimalizacié klasszikus numerikus mddszerei
altalaban kozelité megoldasokbdl indulnak ki és ezeket iterativan fi-
nomitjak, vagyis lényegében a célfiiggvényt véges sok pontban min-
tavételezve prébalnak globalis optimumot meghatarozni. Azonban nincs
biztositék arra, hogy ezen kiprobalt pontokon kiviil ne lennének kiugréan
alacsony értékei az optimalizalandé fiiggvénynek.

Hansen globdlis optimalizaciés algoritmuséanak ebben a fejezetben be-
mutatasra keriilo valtozata az intervallum aritmetika felhasznélasaval a
célfiiggvényt, illetve annak elsé és masodik parcialis derivaltjait véges sok
pont felett értékeli ki, és a végiil eredménytil kapott értékek automatiku-
san ellendrzott optimum befoglald intervallumok lesznek, azaz a kapott
intervallumok garantaltan tartalmazzak a globalis minimalizal6 helyeket.

174
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9.1. Elméleti hattér

A tovabbiakban legyen f : R"™ — R kétszer folytonosan derivalhaté
figgvény. Jelolje f, az f-nek y-on vett intervallumkiértékelésének alsé
hatdrat és legyen x € IR™ a minimumkeresés intervalluma. Feladatunk
az Osszes olyan x* € int(x) pont megkeresése, amelyre

f(%) = min f(z),
azaz x* staciondrius pontja f-nek.

Hansen algoritmusa egy listdban tarolja azon intervallumokat, ame-
lyek tartalmazhatjak a globalis minimumhelyeket. Ezt a listat aztdan min-
den iteracids lépésben tovabb prébalja finomitani, egyrészt a minimumot
garantaltan nem tartalmazo6 intervallumok eltéavolitasaval, illetve az igy
megmaradtak felosztasdval vagy minimumot nem tartalmazé részeik el-
hagyasaval.

Az algoritmus hatékonysaga elsésorban abban rejlik, hogy az optimu-
mot nem tartalmazoé intervallumok vagy részintervallumok eldobasanak
kovetkeztében gyorsan és nagy mértékben csokkenti az optimumot tar-
talmazdé intervallumjeloltek szamat.

Az intervallumfelosztas és eldobas négy teszt segitségévével valdosul
meg:

e kozépponti teszt
e monotonitasi teszt
e konkavitasi teszt

e intervallumos Newton Jacobi 1épés

Az algoritmus iteracids része akkor all le, ha a listaban 1év6 intervallu-
mok szélessége egy elore meghatarozott hibakiiszob ala esik. Ezutén egy
verifikdcids 1épés soran megallapitjuk, hogy a megmaradé intervallumok
koziil melyek azok, amelyekben létezik és egyértelmii a minimumbhely.

Eloszor azonban targyaljuk az itt alkalmazott Newton Jacobi 1épés
elméletét és az intervallum aritmetika egy szamunkra sziikséges kiter-
jesztését.
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9.2. Newton Jacobi 1épés

Legyen f : R™ — R" folytonosan differencialhaté vektor értéki fiiggvény,
jelolje J¢(z) az f Jacobi-matrixdt az x € x pontban. Keressik az f
zérushelyeit.

A centralis alakot a Taylor-sorfejtéssel alkalmazva felirhatjuk, hogy

f(m(x)) = f(z") = J;(E) - (m(x) = z7),

valamely £ € x-re.
Mivel zérushelyeket keresiink ezért tegyiik fel, hogy f(z*) = 0. Ezt
felhasznalva a fentibdl

f(m(x)) = J¢(§) - (m(x) —a¥)

adédik. Tegyiik fel, hogy mind J;(&) illetve minden részmétrixa reguldris.
Ekkor a keresett z* zérushelyre (J;(£)) '-el valé szorzés és dtrendezés
utan azt kapjuk, hogy

v =m(x) = (Jp(€) " - f(m(x)) €
€ m(x) — (Jy(x)) ™" - f(m(x)) = N(x).

Nyilvan az f fiiggvény minden x-beli zérushelye egyuttal N(x)-ben
is benne van.
Most relaxaljunk a regularitasi feltételen! A feladatunk megoldani
r*-ra az
f(m(x)) = J¢(€) - (m(x) — 27)
feladatot. Prekondicionaljuk ezt egy R € R™"™ valds matrixszal, azaz
ehelyett oldjuk meg a kovetkezot:

R-f(m(x)) = R - Ji(£) - (m(x) —a).

A prekondicionédlasra hasznalt R matrixra altalaban az R =
(m(Jy(x)))~* valasztds esik.

Bevezetve az A := R - J¢(x), ¢ := m(x) illetve a b := R - f(m(x))
jeloléseket a feladat a kovetkezo befoglalas meghatarozasa:

A(c—1z") =0
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Ennek megoldasidra a Jacobi modszer egy intervallumos valtozatat
hasznaljuk.
A feladat azon S halmaz elemeinek befoglalasa, amelyre

S:={zx|A-(c—x)=0bA€ A}

Kiirva a matrixszorzast a kdvetkezo egyenletrendszert kapjuk:
ZAij(Cj —xj)=b, 1€1,...,n
j=1

Feltéve, hogy minden i-re A;; # 0 az x;-t kiszamolva kapjuk, hogy

(bi + D e i (5 — Cj))

T; = C; — A S
(b s A - () = )
€ c — A

Tehat az x intervallumbdl kiindulva egy Newton Jacobi 1épés N;(x)
eredményére

Z:=X
b +5 " . A (z; — ¢
Z;, = (ci— Zj_l’”i; i (2 J)> Nz, 1=1,...,n
[z haz #0, 1€ {1,..,n}
Noy) = { (), kiilonben

Ekkor nyilvan S C z. A 1épés pontossagat noveli, hogy a mér
modositott z; komponensekkel végezziik a tovabbi szamitasokat a z in-
tervallumvektor meghatdrozasakor. A kovetkez6 tétel néhany fontos
eredményt mutat N;(x)-rél:

9.1. Tétel. Legyen f : D C R™ — R"™ folytonosan differencidlhato
figgvény, x € IR", x C D. Ekkor a fenti mddon szamitott N;(x)-re
a kovetkezd harom dllitds teljestil:
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1.V e x: f(z*) =0 = 2% € Ny(x), azaz Nj(x) az f minden
x-beli zérushelyét tartalmazza

2. ha Nyj(x) =0, akkor f-nek nincs zérushelye x-ben

3. ha N;(x) C x, akkor 3lz* € x, amelyre f(z*) = 0.

9.3. Kiterjesztett intervallum aritmetika

Az alap intervallum aritmetikai miiveletek bevezetése soran kikotottiik,
hogy intervallumok egymassal torténo osztdsakor nem értelmezziik azt
az esetet, amikor az oszté intervallum tartalmazza a 0-at. Most ezt a
megkotést sziintetjiikk meg. Bovitsiik ki a valds szamokat a +oo és —oo
elemekkel, a kibovitett valds intervallumok halmazat pedig definialjuk a
kovetkezoképpen:

IR := IR U {[~o00,r] | r € R} U{[l,+od] | I € R} U {[—o00, +00]}.

Ekkor az osztas 0j szabélya 0 € [y] esetben:

( [—o0, +o0], ha z < 0 vagy [z] = 0 vagy [y] =0
[Z/y, +oo], haZ <0ésy<y=0
[—00,Z/Y|U[T/y,+o0], haT<0ésy<0<7y
[ ) 02 = _ -
=< [—00,7/7], ha7<0és0=y <y
i [ — o0, 2/yl, ha0<zésy<y=0
[—o0,z/ylU[z/F,+o0], haO0<zédsy<0<y
( [2/7, +0o0], ha0<zés0=y<7y

A kovetkezé példa azt szemlélteti miképp kaphatjuk meg a kovetkezo
szabalyokat.

Legyen [z] = [4,5], [y] = [-1,2]. Keressitk S :={} |z € [z],y € [y]}
halmazt. Felhasznalva a [y] = [y1] U [y2] = [—1,0] U [0, 2] felbontast S-re
a kovetkezot kapjuk:
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s:{gme 2],y € [yl]}u{gme @],y € [y} =

= [—o00, —4] U [2, + 0]

Kilonosen hasznos ez, ha ezeket a végtelen intervallumokat el tudjuk
metszeni valamilyen véges intervallummal (mint példaul a Newton Jacobi
modszerben a z;-vel).

9.4. Az algoritmus

9.4.1. Az algoritmus vaza

Az algoritmus egy L listaban tarolja a globdlis optimumhely-jelolteket
befoglalé intervallumokat. Kezdetben ez a lista a kiinduldsi x° := x
intervallumbol all.

Ezutéan a 6 iteracié kovetkezik. Amig az L lista ki nem tril, vagy
minden y € L-re nem teljestil az, hogy egy adott tiréshatar alda nem esik
az atmérojik, a kovetkezé pontokban ismertetett négy teszt (kdzépponti,
monotonitési, konkavitédsi és Newton Jacobi 1épés) végrehajtasa kovetke-
zik iterativan.

Ha az iterdcié ugy ér véget, hogy L = (), akkor nem taldltunk a
kiindulasi intervallumban minimumbhelyét az f fiiggvénynek.

Ha az iteraci6 ugy ér véget, hogy |L| > 1, akkor egy verifikacids 1épés
kovetkezik, amely minden y € L intervallumot megvizsgal.

A fentiek osszefoglalasaként megadjuk az algoritmus rovid, program-
szerl lefrasat.

L= {[x]}
while ( MindenAtmér8TiirésenBelil != igaz ES L != {} )
Kozéppont_Teszt
Monotonitas_Teszt
Konkavitas_Teszt
Newton_Jacobi
endwhile

if (L= {})
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Verifikdcid
endif

9.4.2. Kozépponti teszt

Az algoritmus miikodése soran szdmon tart és fokozatosan finomit egy
fels6 becslést az f* globalis optimum értékre. Jelolje ezt f.

Ezen fels6 becslést felhasznédlva az L listabodl kidobhaté minden olyan
y intervallum, amelyre teljesiil, hogy

fu> T

hiszen ekkor
fo>F=F,

vagyis y nem tartalmazhat globdlis minimumbhelyet.

A kozépponti teszt ennek az f fels§ becslésnek kezdeti értékaddsdt
illetve finomitasat hivatott szolgalni.

Kezdetben legyen f = +o00. Valasszuk ki az L listdban tarolt inter-
vallumok koziil azt, amely felett a minimalizdland6 célfiiggvény interval-
lumkiértékelésének alsé korlatja a legkisebb, azaz legyen y olyan, hogy
minden z € L-re

L=t

Legyen ¢ = m(y), azaz az y intervallum kozéppontja és legyen f=
min{ f(c), f}.

Amennyiben csokkent f értéke eldobhatjuk a lista Osszes olyan z in-
tervallumdt, amelyre f. > f.

Ezen tul, amikor részintervallumokra bontunk egy listabeli y-t szintén
felhasznaljuk a most kapott felsébecslést a minimumértékre, nevezetesen
a kapott y; részintervallumok koziil csak azokat tessziik a listaba, ame-
lyekre teljesiil, hogy f,, < f.

A kozépponti teszt ugyantgy helyes marad, ha az intervallum
kozéppontja helyett egy tetszéleges belsé pontjat vessziik.
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9.4.3. Monotonitasi teszt

A monotonitdsi teszt célja annak megéllapitasa, hogy egy y interval-
lumon a célfiiggvény szigorian monoton-e. Amennyiben az, akkor
az y nem tartalmazhat stacionarius pontot, ami sziikséges feltétele a
szélsoértékhelynek, igy ebben az esetben y kidobhaté az L listabol.

A monotonitas eldontését a gradiens kiértékelésével végezziik. Legyen
g =V f(y). Halétezik i € {1,2,...,n}, hogy

0¢gz’

akkor f szigorian monoton az y felett, vagyis y elhagyhato.

Erdemes megjegyezni, hogy elég egyetlen koordindtdt taldlni, amely
mentén a fenti relacié teljesiil, igy altalaban az n-hez képest kevés szamu
intervallumkiértékelés utan is donthet a vizsgalt intervallum eldobdsrol a
monotonitasi teszt.

9.4.4. Konkavitasi teszt

Ezzel a teszttel szintén az a célunk, hogy kisziirjiik azokat az intervallu-
mokat amelyek nem tartalmazhatnak globalis minimumot, ezuttal annak
az eldontésével, hogy f konkav-e. Ehhez azt prébaljuk beldtni, hogy f
nem konvex az y intervallum f{olott.

Legyen H := V2 f(y), azaz legyen H az f Hesse-mdtrixdnak interval-
lum befoglaldsa. Amennyiben ez pozitiv definit, akkor f konvex. A po-
zitiv definitség egyik sziikséges feltétele, hogy a féatlobeli elemek nulldnal
nagyobbak legyenek. Tehat ha létezik olyan ¢ € {1,2,...,n}, hogy

H;; <0,
akkor Hy; < 0 minden y € y-ra, H = V2f(y), azaz f nem lehet konvex

y-on, tehat nem tartalmazhat minimumhelyet sem, igy y elhagyhato.

9.4.5. Intervallumos Newton Jacobi 1épés

Az algoritmus ezen 1épésében az el6bb bemutatott intervallumos New-
ton Jacobi 1épés segitségével keressiik egy fiiggvény - a célfiiggvénytink
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gradiensének - zérushelyeit, azaz azokat az intervallumokat amelyek be-
foglaljék az Osszes y € y pontot, amelyre

Vfy)=0

fennéll. Ezek a helyek stacionarius pontjai lesznek a fliggvénynek, vagyis
teljesiil rajuk az optimum létezésének egy sziikséges feltétele.
A 1épés végrehajtasahoz legyen

A:=R-V’f(y),

illetve

b:=R-Vf(m(y)),
ahol R~ (m(V2f(y)))™*.

Itt m(V2f(y)) matrix kozépponti matrix, azaz a kifejezésben megje-
lend intervallumvaltozokat a kozéppontjaikkal helyettesitjiik.

Ekkor az y intervallum finomitdsabdl a N(y) eredményintervallum
halmaz kiszamitasa a kovetkezdképpen torténik:

Y/
Z; .

y
bi—i‘ T-L_ : AZ Z; —Cj
(Ci . Z‘]—l,j;ﬁ; J ( J J)) ﬁzi, i = 17 an

, [z, haz #0,ie{l,..,n}
Ny(y) = { (0, kiilonben

Az algoritmushoz kiterjesztett intervallum aritmetika sziikséges, ahol
a 0-t tartalmazo intervallumokkal torténo osztés is értelmezve van. k-
kor az adott komponens kiszamitasanak eredménye nem feltétleniil egy
intervallum lesz, hanem lehet ketto is.

Amikor a most bemutatott Newton-szerti intervallumos mddszertink
egy lépését alkalmazzuk harom dolog torténhet:

Ha N(y) = 0, akkor tudjuk a vizsgalt y intervallumrél, hogy nem
tartalmaz stacionarius pontot, igy kikeriil a listabdl.

Ha |N)(y)] > 1, akkor a lépés eleji y intervallum t5bb
részintervallumra esik szét. FEzeket rdhelyezziik az L listara, amennyi-
ben teljestil rajuk, hogy a célfiiggvénytink intervallumkiértékelésének alsé
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hatara legfeljebb akkora, mint a globalis minimum aktudlis iterdcios
lépésben érvényben 1év6 fels6 becslése (1d. kézépponti teszt).

Ha |N)(y)] = 1 akkor ugyan a Newton 1épés sem eldobni, sem
szétszedni nem tudta az intervallumot, atmérdje azonban jelentésen
csokkenhetett, ezzel is novelve a tobbi teszt hatékonysagat.

9.4.6. Verifikacio

Ha L # (), akkor ebben a lépésben minden y € L intervallumot
megvizsgalunk a lokalis minimumhely létezése és egyértelmiisége szem-
pontjabol.

Amennyiben

Ngs(y) Cy (9.1)

teljesiil, akkor létezik egy egyértelmii stacionarius pont az y intervallum-
ban. Ez sziikséges feltétele az optimumnak.

A lokalis minimumbhely 1étezéséhez a V2 f(y) pozitiv definitségét kell
belatni.

Haa B := I —||A]|7!- A métrix minden sajétértékének abszolutértéke
kisebb mint 1, azaz a B spektralsugarara igaz, hogy p(B) < 1, akkor A
pozitiv definit. Ez utébbira ad egy jol ellendrizheto feltételt a kovetkezo
tétel:

9.2. Tétel. Legyen H € IR™™", S := I — LH, ahol k olyan, hogy
|H || <k € R. Ha teljesiil eqy z € IR"™ intervallum-vektorra, hogy

S-zCz, (9.2)

akkor p(B) < 1 minden B € S-re és minden szimmetrikus A € H mdtriz
pozitiv definit.

A bizonyitas a [4] cikkben talalhatd.
A (9.2) feltétel ellendrzésére el6szor kiszdmitjuk a H = V2f(y),
k> ||H|o és S = T — %H értékeket, majd kiindulva a z©® interval-

lumvektorbdl, amelynek minden intervallumkomponensére 2" = [—1,1]

%
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a kovetkezo iteracidt végezziik:

20+ = § . 50

amig nem teljesiil, hogy z*+1 c z®). Ha ez egy bizonyos szamu iterdciés
1épés utan sem lesz igaz, akkor ugy vessziik, hogy a 9.2 feltétel nem
teljestil.

A globélis minimumbhely egyértelmtiségének eldontésére nincs le-
hetoség altalanos esetben. Ezért elégsziink meg annyival az algoritmu-
sunk végén a verifikaciés fazisban, hogy csak a lokalis minimumbhelyek
egyértelmiiségét vizsgaljuk. Erdemes felhfvni a figyelmet arra, hogy attol,
hogy az egyértelmiiség teszt nem sikeriil nem kell eldobni a vizsgalt inter-
vallumot, hiszen el6fordulhat, hogy kontinuum sok globalis minimumhe-
lye van célfiiggvényiinknek és ezeket tartalmazza az aktualis intervallum.

A fentiek egyuttal azt is jelentik, hogy az algoritmus lefutdsa utan
az L listan olyan intervallumok vannak, amelyek globdlis minimumhely-
jelolt, lokalisan egyértelm minimumbhelyeket foglalnak be. Ha a végso
listan csak egyetlen intervallum szerepel, ami egy egyértelmi lokalis mini-
mumbhelyet foglal be, akkor az egyuttal a kiindulasi x egyértelmii globalis
minimumbhelye is.

9.5. Az algoritmus alkalmazhatésaga

Az algoritmus ismertetése elején feltettiik, hogy f kétszer folytonosan
differencialhaté, azonban konnyithetiink ezen a feltételen.

Ha nem alkalmazzuk a Newton-lépést, akkor egyszer folytonosan dif-
ferencialhato fiiggvényekre is futtathatjuk az algoritmusunkat, azonban
ebben az esetben a verifikacids 1épés sem hasznéalhato.

Az algoritmus tovabba moédosithaté gy is, hogy nem differencialhaté
fliggvényekre is alkalmazhaté legyen, ekkor lényegében csak felosztasokat
és kozépponti teszteket végez mar.

Tovabb javithato az algoritmus kozépponti tesztjének hatékonysaga,
ha pontositjuk a globdlis minimumérték felsé becslését, példaul
kiilonbozo lokalis keresoeljarasok segitségével.

Fontos megjegyezni, hogy az algoritmust mddositani kell, ha nem
csak a kiindulasi x intervallum belsé pontjaiban keressiikk a minimum-
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helyeket, hiszen példaul a hatarokon a globalis minimumhelynek nem
kell stacionariusnak lennie.
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