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1. El6szd

Els6sorban az ELTE Informatikai Kar programtervezd informatikus, program-
tervez$ matematikus, programozo6 és informatika tanar szakos hallgatéi szé-
mara késziilt ez a példatar, amely részletesen kidolgozott példakat tartalmaz.

A példak részben mas kényvekbdl, példatarakbol, méasok altal Gsszeal-
litott feladatsorokbdl szarmaznak. Azok a forrdsok, amelyekrsl tudomasom
van, szerepelnek az Ajdnlott irodalom fejezetben. A feladatok mas része pedig
ebben a példatarban jelenik meg elGszor.

A kényvben talalhaté hibékra, hidnyossdgokra vonatkoz6 észrevételeket
koszonettel fogadom.

Budapest, 2008. november

Lang Csabané
zslang@compalg.inf.elte.hu
ELTE Informatikai Kar Komputeralgebra Tanszék
1117 Budapest, Pazméany Péter sétany 1/C.



2. Példak

2.1. Gyiiriik-testek

2.1-1. Allapitsuk meg, hogy az alabbi halmazok gyfiriit, illetve testet alkotnak-
e a szokésos miiveletekre.

a. Az egész szamok;
b. a racionalis szdmok;
c. azok a valds szamok, amelyeknek van valés 100-dik gyoke;
d. azok a komplex szamok, amelyeknek van valés 100-dik gyoke;
e. azok a komplex szamok, amelyeknek van komplex 100-dik gyoke;
f. a 2 X 2-es, valos elemii matrixok;
g. a valds egyiitthatés polinomok.
Megoldas.
a. Gyiri;

b. Test;
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c. Nem alkotnak sem gytr(it, sem testet. Ezek ugyanis a nem negativ
valos szamok, nincs a halmazban az ellentettjiik (kivéve a nullat).

d. Nem alkotnak sem gytiriit, sem testet. Ugyanaz, mint a c.

e. Test. Mivel a komplex szdmok mindegyikébsl vonhaté 100-adik gyok,
az Osszes komplex szamroél van szé.

f. Gytrd.

g. Gytri (euklideszi). ]

2.1-2. A modulo m maradékosztilyok mikor alkotnak testet a szokisos mii-
veletekre?
Megoldas. Akkor és csak akkor, ha m prim. |

2.1-3. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?
a. Barmely testben ab=ac, a #0=b=c.
b. Barmely gytirtiben ab = ac, a # 0= b= c.

c. Ha egy kommutativ, legalabb két elemid gytirtben ab = ac, a # 0 =
b = ¢, akkor az test.

d. Véges, legalabb két elemd kommutativ gytriben ha ab = ac, a # 0 =
b = ¢, akkor az test.

Megoldas.
a. Igaz, mert testben nincs nulloszté.
b. Nem igaz, mert van olyan gytirt, amelyikben van nulloszté. pl. Zg

c. Nem igaz, ellenpélda a Z a szokasos mtiveletekkel.

d. [gaz, mert véges integritasi tartoméany testet alkot. ]

2.1-4. Melyek igazak az alabbi allitasok koziil?

a. Ha egy testben d # 0 és c-d = d, akkor c egységelem.

b. Ha egy kommutativ gytirtiben d # 0 és cd = d, akkor ¢ egységelem.
Megoldas.

a. lgaz.
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b. Nem igaz, pl. 10-4 = 1 -4 (mod 36), igy Zgs-ban ¢ = 10, teljesiti a
feltételeket, de nem egységelem. Mésik ellenpélda: 7-4 = 1-4 (mod 8), igy

Zg-ban ¢ = T, teljesiti a feltételeket, de nem egységelem. ]

2.2. Polinomok maradékos osztasa Q és Z, folott
Polinomok maradékos osztéasa

Legyen R gytrd, és tegyiik fel, hogy R[z]-ben elvégezhets a maradékos osztas.
Ez azt jelenti, hogy ha a,b € R[z]|,b # 0, akkor létezik olyan ¢q,r € R[z],
melyre a = bq + r, ahol deg(r) < deg(b).

Euklideszi gytrtiben elvégezhet§ a maradékos osztas. Test f616tti polino-
mok euklideszi gytirit alkotnak a fokszamfiiggvénnyel, igy kozottiik is mindig
elvégezhet6 a maradékos osztas.

Q és Zy testet alkotnak, igy az alabbi példakban elvégezhet a maradékos
osztés.

Megjegyzés. Polinomok esetén az osztast addig kell végezni, amig a ma-
radékpolinom nulla lesz, vagy pedig a fokszama kisebb lesz, mint az osztd
polinom fokszama.

2.2-5. Legyen f = 2° + 2% — 152% + 2522 + 22 — 3 és g = 2% + 42 — 5.
Végezziink maradékos osztast az f és g polinomokkal

a. Q folott,
b. Zs f6l6tt
Megoldas. a.

(2 4+ 2t — 1523 + 2522 + 22 — 3) : (2? + 4w — 5) = 23 — 322 + 20 + 2
—(2° + 42* — 523)

—3z* — 1023
—(—32* — 1223 + 1522)
223 + 1022
—(223 4 822 — 10z)

222 + 122 — 3
— (222 + 8z — 10)
dr + 7
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A maradékos osztds eredménye:
(2° + 2 — 1523 + 2522 4+ 22 — 3) = (2® — 322 4+ 22+ 2) (22 + 42 —5) + (4 +7)

b. Most Zs folott szamolunk. Az aldbbiakban a pl. 2 a 2 altal reprezentalt
Zs-beli maradékosztalyt jelenti. A miiveleteket modulo 3 végezziik.

(2% + 2% + 224+ 2z): (2 +x+1) =23+ 22 +2
—(2® + 2* + 23)
223 + 2% + 22
— (223 + 222 + 27)
222
272 + 22 +2
r+1

Megjegyzés.

Q folott a maradék 4z + 7, Zg folott pedig = + 1, de ha a 4x + T-et is
Z3 folotti polinomnak tekintjiik, szintén x + 1-et kapunk. Hasonl6 esetben
eljarhatunk dgy is, hogy elvégezziik a maradékos osztast Q f6lott, majd a
hényados polinomot és a maradékpolinomot atirjuk Z,,-be. Ha ellenben a
feladatunk csupan Z,, felett végzendd maradékos osztas, altalaban keveseb-
bet kell szdmolnunk, ha azonnal Z,,-ben szamolunk, s igy az egyiitthatokat

modulo m vessziik. ]

2.2-6. Hogy kell megvalasztani a p, ¢, m értékeket, hogy az x3+px+¢q polinom
C f6l6tt oszthato legyen az 2 + ma — 1 polinommal.

Megoldas. Az aldbbiakban nem részletezziik a maradékos osztés 1épéseit,
csupén a hanyados és a maradék polinomokat adjuk meg. Ha elvégezziik a
maradékos osztast, a kdvetkezére jutunk.

(23 + pr+q): (2% +mx —1) = (z — m)
(m* +p+ 1)z + (g —m)

Igy a maradékos osztas eredménye az alabbi.

(@ +pr+q) =@ +mz—1) (x—m)+(m*+p+1Dz+(¢—m)
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A feltétel szerint a maradék a zérus polinom, tehat a maradékpolinom mind-
egyik egyiitthatéja nulla, amibél a kovetkezd Gsszefiiggéseket kapjuk:

m?+p+1=0 és g=m

Minden olyan p, g, m harmas megfelel, amelyik az el6z6 két egyenletet kielé-

giti. |

2.2-7. Hatarozzuk meg az el6szor megadott polinomnak a masodszorra meg-
adott polinommal vald osztédsakor kapott maradékat Q f6lott.

a. 22 —32% + 422 — 52 +6, 22—3x+1
b.z?—-322—2—-1, 322-2z+1

Megoldas. Az alabbiakban nem részletezziik a maradékos osztis 1épéseit,
csupén a hanyados és a maradék polinomokat adjuk meg.

a.

(22 — 323 + 422 — 52 +6) : (22 — 3w+ 1) =222 + 30 + 11

25z —5
b.
(5133—3:E2—x—1):(3x2—2x+1):%x_g
26 2
99

2.2-8. Hogyan kell megvalasztani p, ¢, m értékét, hogy az z* + px + ¢ polinom
oszthato legyen az x2 + ma + 1 polinommal Q f6lstt.
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Megoldas.

(@t +pr+q): (@ +mr+1)=22—mzr+m? -1
zt 4 ma® + 2®
—ma® — 2%+ px + ¢
—(—ma3 — m22? — ma)
(m? = 1)2% + (p+m)z +¢
—((m? - 12?2 + m(m? — D)z +m? — 1)
(p+2m—m3z+q-—m?+1

A feltétel szerint a maradék a zérus polinom, tehat a maradékpolinom mind-
egyik egyiitthatdja nulla, amibdl a kovetkezd Gsszefiiggéseket kapjuk:

p+2m—m>P=0 é ¢g—m?+1=0

Minden olyan p, g, m harmas megfelel, amelyik az el6z6 két egyenletet kielé-

giti. |

2.3. Legnagyobb k6z6s oszté euklideszi algoritmussal
és linearis kombinacié; k6zos gyok

Euklideszi algoritmus

Tegyiik fel, hogy R gytrid és R[x]-ben elvégezhet§ a maradékos osztas. Le-
gyen a,b € R[z],b # 0. A maradékos osztast végezziik el a két rogzitett
polinomra. Ha a maradék nem nulla, akkor az osztét a maradékkal osszuk el
maradékosan. Ezt mindaddig ismételjiik, amig nulla maradékot nem kapunk.
Igy az euklideszi algoritmushoz jutunk. (Euklidész Kr. e. 300 koriil élt gérog
matematikus.)

a = bgg + ro, ha rg # 0, akkor  deg rg < deg b;
b=roq1 +r1, ha r # 0, akkor  deg r; < deg ro;
ro = r1q2 + 19, ha ro # 0, akkor deg ro < deg r1; (I)
Tp—2 = Tn—1Gqn + Tn, ha r, # 0, akkor  deg r, < deg rp_1;

Tn—1 = 'n4n+1
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Ez az eljarads minden esetben véges lesz, mert deg rg, deg r1, ..., deg ry
nem negativ egészek szigortian csékkend sorozata.

Tétel. Ha b|a, akkor (a,b) = b. Ha bt a, akkor az a,b polinomokkal vég-
zett euklideszi algoritmus utols6 nem nulla maradéka az a és b legnagyobb
kozos osztoja. Ha (a,b) = d, akkor léteznek olyan x és y R[z]-beli polino-
mok, melyekkel ax + by = d. (Mas sz6val d-t el6 lehet allitani a és b linearis
kombinaci6jaként, ahol az egytitthatok R[x]-beli polinomok.)

Megjegyzés. Ha valamely d polinom legnagyobb kézos oszt6, akkor min-
den asszocialtja is az. Asszocialtat kapunk, ha R[x]-beli egységgel szorozzuk
a polinomot. (Integritasi tartoméanyban az egységek az egységelem osztoi.)

A tételben szerepld linearis kombinéciot a kévetkezé moédon készithetiink.
Sorban elgallitjuk ro, 71, ..., rp-et a és b linearis kombinéaciéjaként, felhasz-
nalva az euklideszi algoritmus szamitasait. ElGszor ro-at kifejezziik (1) elss
egyenletébdl,

rg = a — bqo.

Azutan a mésodikbol kifejezziik ri-et, és rg elGallitasat beirjuk. Rendezés
utan rp elgallitasat kapjuk meg a és b linearis kombinaciojaként.

= b= o = b= (a— ban)an = {1+ a0a1) — a

Az i-edik 1épésben az i-edik egyenletbdl kifejezziik r;-t, majd a benne szerepld
ri—1 €8 r;_9 helyére irjuk be a kordbban kapott linearis kombinéciot, stb. (Lasd
a 11. példat.)

Megjegyzés. Végtelen sok x, y R[z]-beli polinompéar van, amelyekkel el6
lehet allitani a legnagyobb kozds osztot.

2.3-9.

a. Keressiikk meg az 5. feladatban szerepld polinomok legnagyobb kozos
osztojat Q folott. Van-e kozos raciondlis gyokiik?

b. Keressiik meg a polinomok legnagyobb kozos osztéjat Zs folott.
Megoldas. Euklideszi algoritmust végziink.

a. Az 5. feladatban az f = 242 — 1523425224223 és g = 22 +42—5
polinomok szerepeltek, a maradékos osztas eredménye Q f6l6tt az alabbi volt:

(2° + 2t — 1523 + 2502 + 20 — 3) = (2 — 322 + 224+ 2)(2® + 42— 5) + (4 +7)

Most az el6bbi osztoval és a maradékkal végezziik a maradékos osztast.
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1 9
(IE2—|—4IE—5)2(4$—|—7):Z$+E
—(22 + 12)
9
T —5
—éx-l—%)
_ 143
16

43
Most a (4x + 7) polinomot kell —E—tal maradékosan osztani. Az 0szto

konstans polinom, a vele valé osztéskor a maradék nulla.

Az f és a g polinomok legnagyobb kozds osztdja az utols6 nem nulla
maradék.

(f7 g) - _%
Ha van a polinomoknak kézds gyokiik, akkor ez a gydk gydke a legnagyobb
koz0s osztonak is. Mivel azonban a legnagyobb kozds 0szt6 nem nulla konstans
polinom, nincs gyoke, igy az f és g polinomoknak nincs kizos gyokiik.

1. megjegyzés. Akkor és csak akkor van két polinomnak kozos gyoke, ha
a legnagyobb k6z0s oszt6 legalabb elséfoki polinom.

143
16’
ennek minden asszocialtja is az. Test esetén a nulla kivételével barmelyik kons-

tans egység, barmelyik két nem nulla konstans egymas asszocialtja, példaul
esetiinkben az 1 is legnagyobb k&z0s oszto.

2. megjegyzés. Ebben a példaban a legnagyobb kozos oszté — és

143
—— =1
16
b. Zs f616tt a maradékos osztas eredménye az 5. példiban az alabbi volt:
4ttt 2= (23 + 20+ 2)(@* + 24+ 1) + (2 + 1)
Az euklideszi algoritmus kévetkezs 1épéseként az el6bbi osztéval és a mara-
dékkal végziink maradékos osztést.
(2 +2+1):(z+1) =2

— (2% + )
1
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Most az (z + 1) polinomot kell 1-gyel maradékosan osztani. Az osztaskor
a maradék nulla.

Az f és a g polinomok legnagyobb kozds osztdja az utols6 nem nulla
maradék.

(f,9)=1
A legnagyobb kozos osztd nem nulla konstans polinom, nincs gydke, igy az f

és g polinomoknak sincs kozos gyokiik Zs 6l6tt. ]

2.3-10. Van-e az alabbi polinomoknak kozos gyokiik C f6l6tt7 (Hatarozzuk
meg a kovetkez6 polinomok legnagyobb kozos osztéjat euklideszi algoritmus-
sal.)

f=a*+2—322 -4z -1, g=2>422—2—-1

Megoldas. Az alabbiakban csak az osztot és a maradékot jeldljiik, a kozbiilsd
szamitasokat nem.

(et 4234322 4o - 1): (23 4+ 22~z —-1)=2

—2z% — 3z — 1
1
(23 +2%2 -2 1) (—2x2—3x—1):—7x+1
3 3
2y 2
4 4

A legnagyobb koz0s oszt6 az utolsd nem nulla maradék.

3 3
(f;g):—zx—zxﬂf‘f‘l
Az z + 1 polinom gydke x = —1 a kozds gyok. ]

2.3-11. Bizonyitsuk be, hogy az alabbi f és g Q f616tti polinomok legnagyobb
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kozos osztdja 1. Hatarozzunk meg olyan u és v polinomokat, amelyekre 1 =
fu + gv. (Linearis kombindacios elgallitas.)

a. f(z) =323 — 222 + 2+ 2, g(z) =22 —x+1;

b. f(z) =2 —2% - 42 + 42+ 1, gx)=22—-2+1
Megoldas.

a.

Bz — 222 +2+2): (22 —x+1)=3z+1
— (323 — 322 + 32)

2 — 22 +2
—(z? —x+1)
—z+1

?—x+1):(—x+1)=—
— (2% — )
1

A kovetkez6 maradékos osztasnal a maradék nulla, az utolsé nem nulla ma-
radék az 1, igy a legnagyobb kézos oszté valéban az 1.

(fig) =1

Most sorban kiszamitjuk a linearis kombinécios egyiitthatokat.

Az euklideszi algoritmus | a maradék linearis

eredménye kombinaciés elgallitasa
f=9Bz+1)+(—z+1) | (—z+1)=f—g(3z+1)
g=(—z+1)(-2)+1 l=g—(—z+1)(—2) =
=g—(f—9Bz+1))(-z) =
=9(1+ Bz +1)(=2)) + [ - ()
=g(-322—x+1)+f (v)

A lineéris kombinécithoz az egyiitthaté polinomok:

U=2=x v=-32>—x+1
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(2t —2® —da? +dx+1): (22 —2+1) =22 -5
—(2* — 23 +2?)
—5z? +4r 41
—(=bz% + b5z — 5)
—z+6

(@2 —z2+1):(~2+6)=-2-5
—(2? — 62)
or + 1
(52 — 30)
31

A kovetkezd maradékos osztasnal a maradék nulla, az utolsé nem nulla ma-
radék az 1, igy a legnagyobb kozdés osztod 31, ami az 1 asszocidltja Q folott.

(f.9) =31~ 1

Most sorban kiszamitjuk a linearis kombinaciés egyiitthatokat.

Az euklideszi algoritmus a maradék linearis

eredménye kombinacios elgallitésa
f=9@=5)+(-2+6) |(-2+6)=f-g(z"-5)
g=(—x+6)(—x—5)+31|31l=g+ (—x+6)(x+5)=
=g+ (f—g(@*=5))(z+5) =
— (1= (22 = 5)@+5)) + f- (2 +5) =
=g(—23 =522 + 52+ 26) + f - (v +5)

Az 1=fu+gv linearis kombinacidhoz az egyiitthaté polinomok:

u=—(r+ = —(—2" —dx"+dx + 2

2.4. Horner-elrendezés

Legyen f valamilyen R gytrd f6létti polinom:
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f(@) = an2™ + an_12" 1t + ap_2x" 2 4 ...+ a1z + ap

Legyen a € R, és tegyiik fel, hogy az f « helyen vett helyettesitési értékét
akarjuk kiszamitani. Nézziik az alabbi atalakitast.

f(a) = apa” + an—lan_l + Cln—QOén_2 +...+aia+ag =
=(...(((ana+ an—1)a+ an—2)a+ apn—3)a+ an—4...)a+ agp

Ha a leghelss zardjelben 1évs szamitast végezziik el, majd kifelé haladunk,
kénnyen elallithaté rekurziv szamitasokat végziink, s végeredményként alta-
laban sokkal kevesebb szamitassal megkapjuk f értékét az a helyen, mintha
egyszeriien csak behelyettesitenénk.

Az aléabbi tablazatban valo elrendezés (a Horner-elrendezeés), konnyen ko-
vethet6vé teszi a szamitast.

[ Jan] ana n—2 \ an—3 [ Ja]  a [ fle) ]
[0 bn,1 = bn,Q = bn,3 = e bl bo =
=ap =Qn+ an_1 | =bp_oa+ an_o =bia+ay | bpa + ap

=bp 1+ ap_1

A maésodik sorban a,_1 oszlopaba a,-et irunk, a tobbi oszlopba, a,_;_1 08z-
lopaba pedig a bp—; + ap—; érték keril.

2.4-12. Keressiik meg az f(z) = 2" —32%+2+6 polinom helyettesitési értékét
a3, —1, 2, —2 helyeken.

Megoldas.
[ oft[3] 0 1] 6]/ |
3 11 0 O 119=7(3)
-1 1| —-4| 4] =3|9=f(-1)
2 1]-1]-2] =3]0=f(2)
-2 1] -=5] 10| =19 44 = f(-2)

2.4-13. Hatarozzuk meg a kovetkezd§ polinomok osztasi maradékat. Oldjuk
meg a feladatot maradékos osztassal és Horner-elrendezéssel is.

a. vt — 223 + 422 — 62 + 8 osztva x — 1-gyel,

b. 22° — 52® — 8 osztva x + 3-mal,
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c. 42% + 22 osztva =+ 1+ i-vel,
d. 2 — 22—z osztva x — 1+ 2i-vel.
Megoldas.

Az aldbbiakban csak Horner-elrendezéssel végezziik el a szamitasokat.
Aki kiszdmitja maradékos osztéassal is, meggy6z6dhet arrdl, hogy a Horner-
elrendezéses megoldés kevésbé szamitasigényes.

Tegyiik fel, hogy valamilyen f polinomot maradékosan osztunk egy x — «
polinommal:

f=g(x —a)+r, ahol degr < deg(zx —a) =1

Ebbél 1athato, hogy r nulla, vagy nulladfokt polinom. Vegyiik az el6bbi egyen-
letet az a helyen.

fla) =r(a)

Mivel r konstans, minden helyen ugyanaz az értéke. Ha tehat kiszamitjuk
f(a)-t, megkapjuk a maradékot. Ezt pedig Horner elrendezéssel kénnyen ki-
szamfithatjuk.

a. Kiszamitjuk f értékét az 1 helyen.

A maradék r = 5.
b. Kiszamitjuk f értékét a —3 helyen.

A maradék r = —359.
c. Kiszdmitjuk f értékét a —1 — ¢ helyen.

A maradék r = 8 — 6i.
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d. Kiszamitjuk f értékét az 1 — 27 helyen.

| oft[- 1] 1] O] f)]
[1-2i] | 1]-2i|-5-2i]-9+8i|
A maradék r = -9 + 8i. |

2.4-14. Hatarozzuk meg p értékét ugy, hogy az f(z) = 2° + 32* + 5z +p
polinom oszthat6 legyen x—2-vel. Oldjuk meg a feladatot maradékos osztassal
és Horner-elrendezéssel is.

Megoldas.

A megoldas Horner-elrendezéssel:

[ 130 0 5 p| f(2 |
(2] 1 5 10 20 45[90+p]|

A maradék nulla kell legyen, 90 + p = 0, amibél p = —90. ]

A hanyados polinom egyiitthatoi a Horner elrendezés soran ke-
letkezd szamok

(an2"™ 4+ an12" '+ an_2a" 24+ .+ a1z +ag) : (x—a) =
- anxn_1+ (anOé—f-an_l):En_Q+((ana+an_1)a+an_2)x”—3+. ..

n n—1
anT"” — apx (%

(ana + ap_1)z™ 1 4. ..

(ana + an_1)x" ! — (apa + ap_1)ax™ 2

((ana+ an—1)a + ap_o)x™ 2
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2.5. Tobbszoros gyok keresése f és [’ legnagyobb
kozOs osztdjaval

2.5-15. Hatarozzuk meg az a paramétert ugy, hogy az 2° — ax?® — azx + 1

polinomnak —1 legalabb kétszeres gytke legyen. Oldjuk meg a feladatot
a. maradékos osztéassal,
b. Horner-elrendezéssel,
c. a derivalt polinom felhasznalaséval.

Megoldas.

a. Az (z + 1)? = 22 + 22 + 1 polinommal kell maradékosan osztani. A
maradék a zérus polinom, tehdt mindegyik egyiitthatd nulla. Ebb6l kapjuk
az a paraméter lehetséges értékét.

b. Horner elrendezéssel kiszamitjuk f-et a —1 helyen, és a kapott hanya-
dospolinomot (f1-et) szintén a —1 helyen. Mindkét érték nulla kell legyen.

| [1]o] 0f-a] —af 1] f(@)fi(a) ]
(1] [i[-1] 1[-1-a] L] 0]
(1] [T 1]-2] 3]-4—-a]  5+a]

Latjuk, hogy az elsé maradék mindenképpen nulla. A masodik maradék esetén
5+ a =0, amibsl a = —5.

c. Bebizonyithato, hogy ha egy R integritéisi tartomény f616tti polinomnak
c € R n-szeres gyoke, akkor a deriviltjdnak c legalabb n — 1-szeres gyoke. Ha
char(R)=0, akkor a derivaltnak ¢ pontosan n — 1-szeres gyoke.

Megjegyzés. ¢ € R n-szeres gyoke az f polinomnak, ha (x — ¢)"|f, de
(& — ey I,

Erre tamaszkodva Horner elrendezéssel kiszamitjuk f-et a —1 helyen, és
a derivaltat szintén a —1 helyen. Mindkét érték nulla kell legyen.




18 2. Példak

f=5z*—2ar —a

| [5]0] 0[-2a] —a[f()]
(1] [5]-5] 5[-5-2a[5+a]

Megint nulla az els6 maradék, 5 4+ a a méasodik. 5+ a =0, s igy a = —5.

Megjegyzés. Ebben a példaban a értékétdl fiiggetleniil a —1 gydke a

polinomnak. Altaldban nem ez a helyzet, s igy nem elég azt biztositanunk,
hogy a kivant elem gyoke legyen a polinom derivaltjanak, hanem azt is biz-

tositanunk kell, hogy a kivant elem gyoke legyen maginak a polinomnak i%

2.5-16. Hatarozzuk meg az a, b paraméterek értékét ugy, hogy ax? + ba® + 1
oszthato legyen (z — 1)%-nel.

Megoldas.

1. megoldds. Horner elrendezéssel kiszamitjuk f-et az 1 helyen, és a ka-
pott hanyadospolinomot (fi-et) szintén az 1 helyen. Mindkét érték nulla kell
legyen.

[a]b] O] 0] 1[f(e)lAle)]
alat+b] a+b| a+b] a+b+1]
[ [ [ al2a+b[3a+20] 4a+3b]

Az a+b+1=0 és da+ 3b = 0 egyenletekbdl allo egyenletrendszert kell
megoldanunk.

A megoldas: a =3 és b= —4.

2. megoldds. Horner elrendezéssel kiszamitjuk f-et az 1 helyen, és a deri-
valtat szintén az 1 helyen. Mindkét érték nulla kell legyen.

f(1) =a+b+1 (Lasd az el6z6 megoldasban.)
[ = 4ax® + 3bz?

| [daf3p] O] O] flo)]
(1] J4a[4a+3b|4a+3b[4a+3b|
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Megint az a+b+1 = 0 és 4a+3b = 0 egyenletekbdl all6 egyenletrendszert

kaptuk, aminek a megoldasa a = 3 és b = —4. [ |

2.5-17. Hatéarozzuk meg a kovetkezd§ polinomok és derivaltjaik legnagyobb
k&z0s osztdjat:

a. f(z)=(z - 1@+ 1)*(x-3) feZlz]
b. f(z) = (z - 1)(* - 1)(@* - (="' =1) [ €]
Megoldas.

a. A polinomnak haromszoros gyoke az 1, a derivaltnak tehat kétszeres
gyoke. A polinomnak kétszeres gydke a —1, igy a derivaltnak egyszeres gyoke.
Mas kozos gyoke a polinomnak és a derivaltjanak nincs, igy
Inko(f, f') = (v — 1)*(x + 1)

b.
fl@)=(z - -1z +1)(z - +z+ 1)@ -1z +1) " +1) =

=@z-DHe+1)*@2 +z+ D% +1)

A polinomnak négyszeres gyoke az 1, a derivaltnak tehé&t haromszoros gyéke.
A polinomnak kétszeres gyoke a —1, igy a derivaltnak egyszeres gytke. Mas

kozos gyoke a polinomnak és a derivaltjanak nincs, igy

Inko(f, f) = (x — 1)3(x + 1) ]

2.5-18. Van-e t6bbszords gyoke az f(x) = 2° — 52® + 52 + 2 polinomnak C
folott?

Megoldas. Ha a polinom és derivaltjanak kozos osztdja legalabb elséfokii,
akkor van kozos gyokiik, s igy a polinomnak van t6bbszords gyoke. Szamitsuk
ki euklideszi algoritmussal Inko(f, f’)-t.

f(x) = 2° — 523 + 5z + 2 f'(x) = 5zt — 1522 + 5

‘ 1
(25 — 523 + 52+ 2) : (5ot — 1522 +5) = 2
—(25 — 323 + )
—2x3 + 4x + 2
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‘ 5
(5a* — 1522 4+ 5) : (=223 + 42+ 2) = —5T
—(52* — 1022 — 52)
~5z2 +5x+5

2 2
(=223 + 4z +2) : (=5 + 52 +5) = gx—f— R
—(—223 + 222 + 2z)
(—22% + 22 4 2)
—(—222% + 22 + 2)
0

Inko(f, f') = =522 +5x+5 A polinom és derivaltjanak legnagyobb kozds osz-
t6ja masodfokd, igy van f-nek t6bbszoros gyoke. Keressiik meg a legnagyobb
kozos osztd gydkeit.

A polinomnak kétszeres gytke az , valamint az

2.5-19. Bizonyitsuk be, hogy egy, a racionélis test felett irreducibilis poli-
nomnak a komplex szamok korében sem lehet t&bbszords gyoke.

Megoldas. Legyen d = Inko(f, f'). d|f és degd < degf, igy az irreducibilitas

miatt d csak konstans lehet. ]

2.6. Racionalis és egész egyiitthatés polinomok
racionalis és egész gyokei; polinomok felbontasa

2.6-20. Legyen f(z) egész egyiitthatos polinom. Bizonyitsuk be, hogy ha f(0)
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és f(1) paratlan, akkor az f(x) polinomnak nincs zérushelye az egész szamok
korében.

Megoldas. Legyen f(z) = ap + a1 + ... + apaz™.
1. megoldds.

Tudjuk, hogy f(0) paratlan, ami miatt ag is paratlan. Masrészt f(1) pa-
ratlan, emiatt y ;" a; is paratlan. Ezekbdl kovetkezik, hogy Y i" | a; péaros.

a. Legyen o péros egész, és vegyiik az f(a) értékét. > o, a;a’ péros,
amihez hozzdadva ag értékét, paratlan szamot kapunk. o nem lehet a polinom
gyoke, mert ehhez f(a) = 0 kellene legyen, és a 0 paros szam.

b. Legyen most « paratlan egész, és vegyiik az f(a) értékét.

Hatérozzuk meg Y | a;a’ paritasat.

n
Zaiof = (1) + (a20?) + ... + (apa™) =
i=1

=(at+a+...+a)+@+a2+...+a)+.. . +(@"+a"+...+a")

Ebben a felirashban az i. zardjelben a; darab paratlan szam &ll, Gsszesen
tehat a kifejezésben Y ! | a; darab paratlan szam szerepel. Mivel paros sok
paratlan szam Gsszege paros, gy > iy a;a’ paros. Ehhez pedig hozzaadva ag
értékét, paratlan szamot kapunk. Ez az o sem lehet a polinom gyoke.

Tehat a polinomnak nincs gytke az egész szamok korében.
2. megoldds.

Ha « € Z gydke lenne a polinomnak, akkor f(z) = (z —«a)g(x) lenne vala-
milyen egész egyiitthatés g polinommal. Helyettesitsiink ebbe az egyenletbe
0-t, majd 1-et.

f(0) =(0—a)g(0)  f(1) =(1—a)g(1)

« péarossagatol fiiggden (0 — «) vagy (1 — «) paros kell legyen, de akkor vagy

f(0) vagy f(1) lenne péros a feltétellel ellentétben. [ |

2.6-21. Irreducibilisek-e (felbonthatatlanok-e) az alabbi polinomok?
a. 22 —2 Q folott, R folott,
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b. 22 — 1 tetszoleges test folott,
c. 22 +1 Q, R folstt, Fg, Fs, Fy f5lott,
d. 2?2 es 2?2 +ax Ty f516tt.

Megjegyzés. Masod, vagy harmadfokd f polinom irreducibilitasat vizs-
galva, elegend6 megnézniink, hogy van-e gydke a polinomnak az adott R
gylrd, vagy test folott.

i. Ha ugyanis van f-nek valamilyen c gyoke, akkor z — c levilaszthat6 a
polinomrél.

f=(z -0y,

ahol g is R f616tti polinom.

ii. Forditva, ha f felbonthato, akkor az elséfoku faktora meghataroz egy
gyokét. Ha azonban f negyed- vagy magasabb foki, lehet, hogy nincs gydke,
mégis felbonthaté legalabb masodfoku irreducibilis polinomok szorzatara.

Megoldas.

.22 —2 Q fsl6tt irreducibilis, R f5l6tt nem,
.22 —1 minden test folott felbonthaté két elséfoka polinom szorzatéra,
c. 22 + 1 semelyik valés testben nem bonthato fel,
F3 6166t nem bonthaté fel,
Fs folott 22 + 1= 22 —4 = (v + 2)(z — 2), tehat felbonthato,
Fy f616tt 22 + 1 = (z + 1)2, tehat felbonthato,
d. 2?2 és 22+ Ty f6l6tt felbonthato, hiszen az & mindkettébdl kiemelhets.

TP

2.6-22. Lassuk be, hogy ha az egész egylitthatos f polinomnak gydke a d
q

raciondlis szam, p,q € Z, (p,q) = 1, akkor p osztéja a konstans tagnak, ¢
osztdja a fGegylitthatonak.

Megoldas. Legyen

flx) = a0+ a1z + ..+ an_12" 4+ apz”, f (5) =0, p,g€Z, (p,q) =1
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Ha belyettesitjitk f-be £-t, nullat kapunk.
q

n—1 n
f<p) :a0+a1£+...+an_1 <p> + an <p> =0
q q q q

Szorozzuk végig az egyenletet ¢"-nel.

aoq" + a1pg" t + o+ a1 p" g4 anp™ =0 (*)

Ebbgl

1

aoq" + a1pg”t + ...+ an—1p" g = —anp”

A bal oldalnak osztdja g — hiszen minden tagban szerepel — igy osztdja a jobb
oldalnak is.

QI — app"
(p,q) = 1 miatt g|a,, amivel belattuk az allitas egyik részét.

Most rendezziik (*)-ot mésként.
arpg" ! + o+ ap " g+ anp” = —aoq"
A bal oldalnak osztéja p, igy osztoja a jobb oldalnak is.

p| —aoq"

(p,q) = 1 miatt plag is fennall. -

2.6-23. Lassuk be, hogy ha ¢ € Z gyoke az f(x) € Z[z] polinomnak, akkor

n

Zai és 1+c¢

1=0

n

> (—Da

1=0

1—c¢

Megoldas. Mivel ¢ gyoke f-nek, f(z) = (x —c)g(x) valamilyen egész egyiitt-
hatés ¢ polinommal. Helyettesitslink az egyenletbe 1-et:

f(1) =1 =e)q(1)
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Ebbdl (1 —¢)|f(1), mésrészt f(1) =Y " ai, tehat

n

1—c¢ Zai.

=0

Helyettesitsiink most az egyenletbe —1-et:
f(=1) = =(1+¢)qg(=1)

Ebbél (1 + ¢)|f(—1), azonban f(—1) = > " ,(—1)'a;, s igy valoban

n

1+c¢ Z(—l)iai :

=0

2.6-24. Keressiik meg az f(z) = 23 — 622 + 152 — 14 polinom racionalis
gyokeit.

Megoldas. A 22. példa szerint, ha P (p, ¢ € Z, (p, q) = 1) gyoke az
q

egész egylitthatos polinomnak, akkor p|14 és g|1. A polinom lehetséges gyo-
kei +1,4+2, £7, £14. Horner-elrendezéssel megvizsgalhatjuk, hogy ezek koziil
melyik gyok valéban.

Mivel a lehetséges gyokok mind egészek, alkalmazhatjuk a 23. példat is. Az
alabbi tablazatban megvizsgaljuk, hogy a 23. példa feltételei melyik ¢ egész
szamra teljesiilnek. Egyediil a 2 marad meg, mint lehetséges gyok. Horner-
elrendezéssel kiszamitjuk f(2)-t, és 0-t kapunk. A polinom egyetlen racionélis
gyoke a 2.
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[71+¢/-36]?1—c[—4] | 1]-6] 15]-14] f(9]
2 0] 1 1[ 5[ 10 —4

0 2] -1 1] -7 22| 36

3 1] 2 1] -4 7 0

—1 3] -2 1] =8| 31[ -76

8 —6[ 7 1[ 1] 22| 140

—6 8| -7 1[-13] 106 [ —756

15 —13] 14 1] 8[127] 1764

—13 15[ —14 1[—20] 295 || —4144

2.6-25. Keressiik meg az f(z) = 2° — 42* — 623 4 1622 + 292 + 12 polinom
racionalis gyokeit.

Megoldas. A 22. példa szerint, ha b (p, ¢ € Z, (p, q) = 1) gydke az
q

egész egylitthatos polinomnak, akkor p|12 és ¢|1. A polinom lehetséges gyokei
+1,£2,43,+4, 46, +12. Horner-elrendezéssel megvizsgilhatjuk, hogy ezek
koziil melyik gyok valéban. Ha valamelyik ¢ szam gyck, akkor ezt a gyo-
két a Horner-elrendezésben el6allé hanyados polinomba is behelyettesitjiik,
és a tovabbiakban ezzel a hanyadospolinommal dolgozunk.

] [1]-4]-6]16]29] 12 f(o) |

1 1]-3[-9] 7]36] 48
-1 15| -1]17] 12| 0
([ | | 1[-6] 5[12] O]
[ [ [ rf-7[i2] o]
1 1]-8] 20
2 1[5 2
= 1] 9] 30
3 1 =4 0
(4l 1 [ [ [ [ 1] o

Az f polinom gydkei —1, 3, 4. A —1 héromszoros gyok, igy
f(x) = (x+1)3(x — 3)(x — 4). |
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2.6-26. Mik az . 15 . 15
f) =320 = gt e Ja -

polinom racionalis gyokei?

Megoldas. Az egyiitthatok nevezdinek legkisebb kozds tobbszorosével (4-
gyel) megszorozzuk az f-et, s az igy kapott polinomnak ugyanazok a gyokei,
mint f-nek. (f-nek az egyik assszocialtjat allitjuk elg Q folott.)

4. f=f1 =5z®— 302> + 552 — 30
Most az egyiitthatok legnagyobb kézos osztdjaval osztunk, és az igy kapott
polinomnak szintén ugyanazok a gyokei, mint f-nek.

1
5-f1::1:3—6z2—|—11:c—6

Ennek a polinomnak az egyiitthatéi relativ primek egyméshoz.

Ha 2 (p, ¢ € Z, (p, q) = 1) gyoke ennek az egész egyiitthatos polinomnak,
q

akkor p|6 és g|1. (Lasd 22. példa.)A polinom lehetséges gyokei £1, +2, +3, £6.
Horner-elrendezéssel megvizsgalhatjuk, hogy ezek koziil melyik gyok valoban.
Ha valamelyik ¢ szam gyok, akkor ezt a gyokot a Horner-elrendezésben el§allo
hényados polinomba is behelyettesitjiik, és a tovabbiakban ezzel a hianyados-
polinommal dolgozunk.

L [1[-6]1[-6]f()]
L1l [ 1]-s[ 6] 0]
1 1| -4 2
-1 1|—-6 12
2 1]-3 0
I Y
Az f polinom gydkei 1, 2, 3. Igy f(z) = (z — 1)(z — 2)(z — 3) [ |

2.6-27. Mik az f(z) = 23 4+ 22 — 52 + 3 polinom racionalis gyckei?
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Megoldas. Ha b (p, ¢ € Z, (p, q) = 1) gyoke ennek az egész egyiitt-
q

hatés polinomnak, akkor p|3 és ¢|1. (Lasd 22. példa.)A polinom lehetséges
gyokei £1, £3. Horner-elrendezéssel megvizsgalhatjuk, hogy ezek kéziil me-
lyik gyok valéban. Ha valamelyik ¢ szam gyok, akkor ezt a gyokot a Horner-
elrendezésben el6allé hanyados polinomba is behelyettesitjiik, és a tovabbiak-
ban ezzel a hanyadospolinommal dolgozunk.

Az f polinom gydkei 1, —3. Az 1 kétszeres gydk, igy f(z) = (x — 1)%(z + 3).

2.6-28. Adjuk meg az Gsszes olyan ¢ egész szamot, amelyre a
812" + ¢ 2% + 64 =0

egyenletnek van racionalis gyoke.

Megoldas. Legyen L p, ¢ €Z, (p, q) =1 gyoke az egyenletnek, ekkor
q

p\ 1% )\
s1(2) e (2) a0
q q

Szorozzuk végig az egyenletet ¢'%-nal.
81p'%0 1 ¢ pB5g3 4 64410 = 0
Rendezziik az egyenletet.
81pl00 4 . pf5g3 — _644100
Mivel a bal oldalnak osztoja p%, osztoja a jobb oldalnak is.

%) — 644100
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(p, q¢) = 1 miatt p%|64, amibsl p = +1.

Most méasként rendezziik az egyenletet.
¢ pPg3 4 64¢'%° = _81pl00
Mivel a bal oldalnak osztoja ¢3°, osztoja a jobb oldalnak is.
| — 81p1%0

(p, q) = 1 miatt ¢3°|81, amibsl ¢ = +1.

Ha tehat van raciondlis gyoke az egyenletnek, akkor az csak 1 vagy —1
lehet. Nézziik meg, hogy ezek a szdmok lehetnek-e gyokdk.

f(1) =81 4+ ¢+ 64 = 0 teljesiil, ha ¢ = —145. f(—=1) =81 —c+64 =0
pedig akkor teljesiil, ha ¢ = 145. A keresett értékek tehat ¢ = £145. [ |

2.6-29. Bizonyitsuk be, hogy ha k és n pozitiv egészek, és &/n nem egész,
akkor ¥/n irraciondlis.

Megoldas. Legyen a = /n. Ebbsl o = n, tehat a gydke az

l‘k—n

egyenletnek. Azonban ennek az egyenletnek minden raciondlis gyoke egész

(lasd a 22. pelda allitasat), s igy /n irracionalis. [

2.6.1. Gauss-tétel és Schonemann—Eisenstein tétel.

Gauss-tétel. Ha valamely f egész egyiitthatés polinom felbonthatéd racio-
nalis egyiitthatds polinomok szorzatara, akkor felbonthaté egész egyiitthatos
polinomok szorzatara is. Ha tehét

feZxl, gheQ, 1< degg < degfeéesl < degh < deg f,
akkor leteznek G, H € Z[z|, deg G = deg g, deg H = deg h polinomok,
amelyekkel
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Schonemann—Eisenstein tétel. Legyen f(z) = ap+ a1z + ... +an2",
f(z) € Z[z]. Ha létezik p prim, amelyre

(i) p Van,

(ii) pla; (i=0, ..., n—1),

(iii) p* |/ao,

akkor f(x) felbonthatatlan Z folott.

Megjegyzés. Ha egy egész egyiitthatos polinom felbonthatatlan Z f6l6tt,
akkor a Gauss-tétel kivetkezményeként Q f616tt is felbonthatatlan.

Megjegyzés. A feltétel nem sziikséges. Ha nem alkalmazhaté a tétel,
akkor még lehet, hogy a polinom irreducibilis.

2.6-30. Bizonyitsuk be, hogy minden n € N esetén létezik f(z) € Q[z] n-
edfoku irreducibilis polinom.

Megoldas. Elég az egész egyiitthatos polinomokat vizsgalni. Példaul

" —p
p = 2, vagy tetszbleges mas prim esetén irreducibilis Z f6l6tt a Schonemann—
Eisenstein tétel szerint, a Gauss-tétel kévetkezményeként pedig Q f6lott is

felbonthatatlan. m

2.6-31. Az f(z) = 32° + 223 — 1222 + 102 + 14 polinomot bontsuk fel irre-
ducibilis polinomok szorzatara Z és Q folott.

Megoldas. A p = 2 valasztassal alkalmazhatjuk a Schénemann—Eisenstein
tételt.

(i) 2 Van =3,
(ii) 2|2, 2|12, 2|10, 2|14,
(iii) 22 = 4 |fap = 14.

Igy f irreducibilis Z fol6tt, a Gauss-tétel kovetkezmenyekent pedig Q folott

is felbonthatatlan. m
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2.6-32. Az f(x) = 202" + 2623+ 6522 + 91 polinomot bontsuk fel irreducibilis
polinomok szorzatara Z és Q folott.

Megoldas. A p = 13 valasztassal alkalmazhatjuk a Schénemann—Eisenstein
tételt.

(i) 13 |/a,, = 20,
(ii) 13|26, 13|65, 13|91,
(iii) 132 = 169 |fag = 91.

Igy f felbonthatatlan Z f5lott, a Gauss-tétel kovetkezményeként pedig Q
folott is felbonthatatlan. ]

2.6-33. Mik az f(x) = 402* + 452 + 15 polinom racionalis gyokei?
Megoldas.

1. megoldds. Megvizsgalhatjuk, hogy az Gsszes olyan ]3, p, q €EZ,
q

(p, q) =1 szam, amelyre p|15, ¢|40, gyoke-e a polinomnak.

2. megoldds. Ebben az esetben hamarabb célhoz ériink, ha belatjuk, hogy
ez a polinom Q felett irreducibilis. A p = 3 vélasztassal alkalmazhatjuk a
Schénemann—Eisenstein tételt.

(i) 3 [/a, = 40,

(ii) 3|45, 13|15,

(iii) 32 = 9 |fap = 15.

Igy f felbonthatatlan Z fol5tt, a Gauss-tétel kivetkezményeként pedig
Q f6lstt is felbonthatatlan. Ekkor azonban nem lehet raciondlis gyoke. Ha
ugyanis valamilyen o € Q gydke lenne az f-nek, akkor az (z — «) tényezs
levalaszthato lenne f-bél. f = (x — a)q(x) lenne valamilyen ¢ racionalis poli-
nommal, s igy f nem lenne irreducibilis.

Megjegyzés. Belattuk, hogy az 1-nél magasabb foku egész egyiittha-
t0s polinom irreducibilis Q f6lott, s ebbdl az kdvetkezik, hogy nincs racioné-

lis gyoke. Forditva nem igaz a dolog. Ha egy legalabb negyedfoki racionélis

egyiitthatos polinomnak nincs raciondlis gyoke, nem biztos, hogy felbontha-
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tatlan. -

2.7. Polinomok felbontasa C és R folott

Megjegyzés. C {616ttt minden legaldbb elséfokt polinom elséfoku tényezdk
szorzatdra bonthatd, ami Gauss egyik tételébdl kovetkezik. Ha egy valos
egyiitthatés polinomnak ¢ nem valés komplex gyoke, akkor ¢ is gydke, és
(x — ¢)(z — ©) valos egyiitthatos masodfoku polinom.

(x —c)(x—¢) =2? — (c+¢)z + cc = 2% — 2Re(c)x + |c|?

Felhasznalva a C folotti gyoktényezss felbontast, és a megfelel polinomo-
kat Osszeszorozva megkapjuk az R f6l6tti elGallitast irreducibilis polinomok
szorzataként.

2.7-34. Bontsuk fel az z* + 1 polinomot irreducibilis polinomok szorzatara
a. C folott,
b. R f6l6tt.

Megoldas.

a. C f6l6tt az 2* = —1 egyenletet kell megoldanunk, tehat —1-b6l negyedik
gyokot kell vonnunk. Tudjuk a komplex szamokkal valé tanulmanyainkbol,
hogy négy negyedik gyok van, s ezek:

V2 3T 3 2

cos%+isin%:7(1+i) cosz+isinZ:7(—1—|—i)
) ) 2 7 7 2
cosZ—FisinI:\g(—l—i) cosI—i—isinZ:\g(l—i)

Tehat a felbontas az alabbi:

:1:4+1:

= (m— ?(l—i—z)) <x— f(—l—i—i)) (x— ?(—1—1’)) (m—?(l—i))

b.
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(o))

= (aﬂ—\@xﬂ) (x2+\@$+1)

2.7-35. Bontsuk fel R felett irreducibilis polinomok szorzatara az z% + 27
polinomot.

Megoldas. C folott az 2% = —27 egyenletet kell megoldanunk, tehat —27-bsl
hatodik gyckot kell vonnunk. Tudjuk a komplex szdmokkal valé tanulmanya-
inkb6l, hogy hat hatodik gydk van, s ezek

21:\/5(005%4-1'3111%),

z2:\/§(cosg+ising>,

232\/§(COSE)G7T+iSin567T),

valamint ezeknek a konjugéltjai. A polinom felbontasa C f6l6tt:

29427 = (¢ — 21)(z — 1) (& — 22) (2 — 70) (& — 25) (2 — 73)

z1+21—2\/§cosg—2\/§\é§—3 21721 =3

22+722=0 2979 = 3

V3

9 =-3 2323 = 3

5
z3 —F,zfo,:2\/§cosz7T =2V3
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A gyoktényezds elGallitas Osszetartozo parjait dsszeszorozva megkapjuk az R
folotti elgallitast.

2% 427 = ((x — 21)(z = 20)) (2 — 2) (2 — 22)) ((z — z3)(x — 7)) =

= (2% — 32+ 3)(x* + 3)(2? + 3z + 3)

2.7-36. Bontsuk fel R felett irreducibilis polinomok szorzatara az z* 4 4
polinomot.

Megoldas. C f616tt az z* = —4 egyenletet kell megoldanunk, tehat —4-bsl
negyedik gyokot kell vonnunk. Tudjuk a komplex szdmokkal valé tanulmé-
nyainkbol, hogy négy negyedik gyok van, s ezek

zlz\/§<cos%+ising> —\[({-ﬁ- f) =1+1,

29 = \/5(0033;T +isin3;>

f(—\2[+ {) = —1+1,

valamint ezeknek a konjugéltjai. A polinom felbontasa C f6lott:
st d=(z—2)(x—7)(x — 2)(x — )
z21+2z1=2 2121 =2

29+ 729 = —2 2979 = 2

A A gydktényezds elGallitas Gsszetartozd parjait Osszeszorozva megkapjuk az
R {6lotti elGallitast.

2t +d=((z - 2)@-2) (- 2)(z-2) =

= (2% — 22+ 2)(2® + 22+ 2)
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2.8. Gyokok és egyiitthaték kozotti osszefiiggés

Vieta formulak
Legyen R egységelemes integritasi tartomany, és tegyiik fel, hogy az
f(®) = apz™ + an_12" 1+ ...+ a1z + ap € R[7]
n-edfoku polinom — multiplicitassal egyiitt vett — n gydke mind R-ben

van. Legyenek ezek a gyokok ci, ca, ..., cn. Ekkor

f(x) = apa"+a, 12" '+ .. faxta=
= ap(x—c)(x—c2) - (x—cp) =
an (2" — (1 + o+ ...+ )"+
+(e1 ot ezt ..ot cn)T" 2

+(=1)"(c1-c2- - cn))

amibdl

an—1

= —(atcat...+cn)
Qn

an—2

. = (c1-catcr-cs+...4+cpo1-cp)
n

ao

o (=1)"(c1 -2 cn)

2.8-37. Hatarozzuk meg a d paraméter értékét a Vieta-formulék felhasznala-
saval, ha a 223 — 22 — Tz + d = 0 egyenlet két gyokének osszege 1.

Megoldas. Legyenek a gydkok c1, ca, c3. A feltétel szerint ¢ +co = 1, a

. Ap—1 a9 1 1
Vieta-formuldkbél ¢; + ¢o +c3 = — = ——=— Ebb6l cg = ——.
an, ag 2 2

Szamitsuk ki az f = 223 — 2% — 7z +d polinom helyettesitési értékét a ——

helyen.
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1
Mivel —3 gyok, d + 3 = 0, amibél d = —3. [ |

2.8-38. Szamtani sorozat egymés utani harom eleme-e a
82° —122° —22+3 =0

egyenlet harom gybdke? Alkalmazzuk a Vieta-formulakat.

Megoldas. Irjuk fel a harom gyokot szdamtani sorozat egymas uténi harom
elemekeént.
a—d, a, a+d

A harom gyok Osszege
Ap—1 a9 12

a—d+a+a+d=— =——=—,
an as 8

amibdl 3a = 3 =3 A héarom gyok szorzata

ap ag 3
(0= dala+d) =2 -2 2

a = 3 felhasznalaséaval:

amibdl

Had =1, akkora—d = —0.5, a =0.5, a+d = 1.5aharom gytk. Behelyet-
tesitéssel meggy6z&dhetiink arr6l, hogy ezek valéban gydkei az egyenletnek.
A d = —1 valasztassal ugyanezeket a gyokoket kapjuk forditott sorrendben.

Tehét az egyenlet harom gyoke szdmtani sorozat egymas utani hdrom elem%
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2.8-39. Szamitsuk ki az 23 + 22 — 3 = 0 egyenlet gydkeinek négyzetosszegét
a Vieta-formulak felhasznalasaval.

Megoldas. Legyenek a gydkdk cq, co, c3. A Vieta-formulakbol
cir+co+c3=0 cico + cicg + cocy = 2 cicacy = 3
Nézziik a kovetkezs Osszefiiggést:
(c1 4+ c2+ 03)2 = cf + c% + 6;2;, + 2(c1c2 + c1c3 + cac3)
Behelyettesitve az ismert értékeket:
O=ci+c3+c3+2-2

Ebbdsl
c%—l—c%—l—cg = —4.

2.8-40. Szamitsuk ki az 2° — 52> + 5z 4 2 polinom gySkeinek négyzetdsszegét
a Vieta-formulak alkalmazasaval.

Megoldas. Legyenek a gydkdk cq, ca, c3, ¢4, c5. A Vieta-formulakbol
ci+catces+cs+ce5=0 ci1ca +cic3+cocs + ...+ cqgc5 = =5
Nézziik a kovetkezs Osszefiiggést:
(c1 —|—CQ—1—63+C4—|—C5)2 = C%—}—cg—i—c%+ci+c§—|—2(clcg—+—0103+0203+. . Feyces)
Behelyettesitve az ismert értékeket:
0=+ +c+ci+cE+2-(=5)

Ebbél
c%+c§+c§+ci+c§ = 10.
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