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1. El&szd

Els6sorban az ELTE Informatikai Kar programtervez§ informatikus, program-
tervezd matematikus, programozo és informatika tanar szakos hallgatéi szé-
méra késziilt ez a példatar, amely részletesen kidolgozott példakat tartalmaz.

A példak részben mas kényvekbdl, példatarakbol, masok altal Osszeal-
litott feladatsorokbol szarmaznak. Azok a forrasok, amelyekrdl tudomasom
van, szerepelnek az Ajdnlott irodalom fejezetben. A feladatok maés része pedig
ebben a példatarban jelenik meg elGszor.

A konyvben talalhaté hibékra, hianyossidgokra vonatkozé észrevételeket
koszonettel fogadom.

Budapest, 2008. november

Lang Csabané
zslang@compalg.inf.elte.hu
ELTE Informatikai Kar Komputeralgebra Tanszék
1117 Budapest, Pdzmany Péter sétany 1/C.



2. Elméleti osszefoglaldk, példak

2.1. Alapveté fogalmak

2.1.1. Permutacio

2.1-1. Hényféle sorrendje van az a, b, ¢ betiiknek?
Megoldas.
Hatféle, ezek:

abc bac cab
acb beca cba

Definicié. Legyen A = {a1,aq,...,a,} tetsz6leges n elemi halmaz, ahol

n € N. Az n elem valamely sorrendben valo felsoroldsa az A halmaz egy

permutdcidja. Keressiik az A halmaz Osszes permutacidinak szamat. Ezt a
szamot jeloljiikk Pp,-nel.

[ ]

A problémat masként is megfogalmazhatjuk. Legyen a;, , ai,, . .., a;, az A hal-
maz egy permuticioja.
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Tekintsiik a kovetkezd ¢ leképezést:
al — Qg

ag — CLZ'2

an — 4,

Ez A-nak 6nmagara torténé bijektiv leképezése.

Az osszes ilyen leképezések halmaza legyen S, = {p|p : A — A, bijektiv}.
Ezzel a jeloléssel élve a keresett P, = |Sy,|.

Mivel a feladat szempontjabdl k6zombos, hogy milyen elemekbsl all az
A halmaz, feltehetjiik, hogy az els6 n természetes szamot tartalmazza, tehat
A={1,2,...,n}.

Bevezetjiik az n! jelolést az els6 n természetes szam szorzatara, tehat

nl=1-2---n.

Keényelmi szempontbo6l megéllapodunk abban, hogy 0! = 1 legyen. Ezt a
valasztasunkat indokolja az, hogy altalaban n! = n - (n — 1)!, és ha 0!-t is
értelmezni akarjuk, akkor 1! = 0! - 1 = 1-nek teljesiilnie kell.

n elemid halmaz permutaciéinak szama P, = n!.

2.1.2. Variacio

2.1-2. Hanyféle kétjegyt szamot képezhetiink az 1, 2, 3, 4 szamjegyekbdl, ha
mindegyiket legfeljebb egyszer hasznalhatjuk fel?
Megoldas. 12 ilyen szam létezik, ezek:

12 13 14
21 23 24
31 32 34
41 42 43
|
Definicié. Az {1,2,...,n} halmaz k-ad osztdlyi varidcidinak nevezzik az

elemeibdl képezhets k tagn, kiillonb6z6 elemekbdl 4ll6 sorozatokat. Vf jelolje
az Osszes k-ad osztaly( varidcié szamat.
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.....

ha n < k, akkor nyilvan V¥ =0,
ha n > k, akkor
Py,

vk = P = nn—1)---(n—k+1) (k tényezds szorzat)
n—k

2.1.3. Kombinacio

2.1-3. Ot testvér koziil alkalmanként harman mennek szinhazba bérlettel.
Hényféleképpen fordulhat ez el§?

Megoldas. Jeloljék az b testvért az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek. A kovetkezs 10
lehet6ség van arra, hogy harmat kivalasszanak maguk koziil:

123 124 125
134 135 145
234 235 245
345
[
Definicié. Az {1,2,...,n} halmaz k elemet tartalmazo részhalmazait a

halmaz k-ad osztdlyid kombindcidinak nevezziik. A kombinaciok szamat CF-val
jeloljiik.

Vezessiik be az

jelolést. Mivel 0! = 1, ezért

n n! n n!
<0> oln! 7 <n> nl0!

ha n < k, akkor legyen (}) =0

n elem k-adosztalyt kombinacidinak szama:
ha n < k, akkor CF =0

ha n > k, akkor
ok _ ﬁ _ n! _ (7
L =" El(n — k)! k



2.1. Alapvetd fogalmak

2.1.4. Ismétléses variacio

2.1-4. Hanyféle kétjegyid szamot képezhetiink az 1, 2, 3, 4 szdmjegyekbsl?
Megoldas. A korabbi feladattal ellentétben most nem kétottiik ki, hogy egy
szam legfeljebb egyszer fordulhat els. Felsoroljuk az 6sszes 16-féle lehetGséget.

11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44
[ |
Definicié. Az {1,2,...,n} halmaz k-ad osztdlyi ismétléses varidcidi-

nak nevezziik a halmaz elemeibdl készithets k tagu sorozatokat, melyekben
ugyanaz az elem tobbszor is el¢fordulhat. Vit jelolje az ilyen sorozatok szé-

mat.

V,f’z = nk.

2.1.5. Ismétléses kombinacid

.....

2.1-5. 3-féle fagylaltbol hanyféleképpen valaszthatunk 3 gombocot?
Megoldas. A feladat megengedi azt is, hogy akar mind a harom gombdc
ugyanolyan fajtdju legyen. Ha 1, 2, 3 jeldli a fagylaltfajtakat, akkor a kovet-

kez6 10 lehet&ségiink van.

111
122
222
333

112 113
123 133
223 233

s .

n elem kozil k elemet kivalasztunk, az elemek tobbszor is kivalaszthatok,
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a sorrendre viszont nem vagyunk tekintettel. Az ilyen kombinaciok szamat
CHivel jeldljiik.
[ ]
Az {1,2,...,n} halmaz valamely k-ad osztalyt ismétléses kombinécio-
jat is megadhatjuk gy, hogy a k elemet tetszéleges sorrendben felsoroljuk,
példaul névekvéen. Igy lathato, hogy az ismétléses kombinaciok szama az
n elembdl képezhetd k elemidi monoton névekvd (s nem szigoriian monoton
novekvs) sorozatok szaméval egyezik meg.

n elem k-adosztalyu ismétléses kombinacidéinak a szama:

ki _ o~k
Cn - Cn-l—k—l

2.1.6. Ismétléses permutacié

2.1-6. Hanyféleképpen tudunk 3 piros és 2 kék golyot sorba rakni?
Megoldas. Az Gsszes lehetség az alabbi 10-féle:

pppkk  ppkpk  ppkkp
pkppk  pkpkp  pkkpp
kpppk  kppkp  kpkpp

kkppp
|
Definicié. Legyenek aj,as, ..., a, killénbozs elemek. Tekintsiik az ezek-
bél alkothat6 olyan sorozatokat, amelyekben az ay i1-szer, ag i2-szor, ..., a,

pedig i,-szer fordul els. Legyen n = i1 +io+...+1i,. Az igy kapott sorozatokat
n elemi ismétléses permutdcicknak nevezziik.

Megengedjiik az iy = 0 esetet is. PiU'2 " fogja jelélni az ilyen sorozatok
szamat.

r kiillonb6z6 elem n, i1, is, ..., i, paraméterekkel megadott is-
métléses permutacidéinak szama

. . |
P117127---7Z'r' — n:
21!22! ce 27«!
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2.1.7. Osszefoglalé tablazat

ismétlés nélkiili | permutacié P, =n!
variacioé VE=0, han<k
vk = Pfik =nn—-1)---(n—k+1), han>k
kombinécio CF=0,han<k
k _ Lf _ n! _(n
Ch=p = Rn—k)! — (3), han>k
ismétléses variacio VB = k.
Y kit ~k
kombinacié Cn” =CJ ko1
. . iy !
permutacio6 Pt = FUnEEAl

2.2. Skatulyaelv

2.2-1. Bizonyitsuk be, hogy barmely n pozitiv egész szimhoz ta-
lalhaté olyan k pozitiv egész szam, amelyre az n - k szorzat a tizes
szamrendszerben felirva csupa egyesbdl és nullabél all.

Megoldas.

Példaul n = 2 esetén k = 5 megfelel, mert nk = 10; n = 3 esetén k = 37
alkalmas szam, mert 3-37 = 111, valaszthatjuk azonban k = 370-et is, hiszen
3-370 = 1110.

Tekintsiik azokat az 1,2, 3,...,n jegyld szamokat, amelyek csupa egyesbdl
allnak.

ai1=1 as =11 az=111 ... a,=111...1

Osszuk el 6ket sorban n-nel. Ha valamelyik oszthaté n-nel, akkor a kapott
hényados a keresett k érték.

Ha egyik sem oszthaté n-nel, akkor a maradék az 1,2,...,n — 1 értékek
koziil keriil ki. Tehat az n kiilonb6z6 szam maradéka legfeljebb n—1 kiilénb6z6
érték lehet. A skatulya-elv szerint van (legalabb) két szdm, melyek maradéka
azonos. Legyenek ezek az a; és a; szamok. Legyen példaul i > j. Nézziik a
kiilonbségiiket, b = a; — a;-t. Egyrészt b 7 — j szdmu egyesbdl és j szamu
nulldbol all, mésrészt n-nel osztva nulla maradékot ad, tehat oszthaté n-nel.

A b és az n hanyadosa a keresett k érték. [ ]

2.2-2. Mutassuk meg, hogy a m,2x,...,1007m szamok k6z6tt van leg-
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alabb egy olyan, amelyik valamely egész szamto6l ﬁ -nal kevésbé
kiilonbodzik.
Megoldas.

A szamegyenest tekerjiik az 1 egység keriiletii kdrvonalra. Ekkor az egész
koordinataju pontok a 0-ba keriilnek. Osszuk a kérvonalat 100 egyenld részre.
Ha a 0 két oldalan 1évé ﬁ hosszusagu ivek valamelyikébe esik km koordina-
taju pont, akkor ez a k7 egy egészhez ﬁ -nél kozelebb van. (Mivel 7 nem

racionéalis, osztopontra nem keriilhet k7 koordinatéju pont.)

Tegyiik fel, hogy nincs ilyen pont. Ekkor a 98 t&bbi iv egyikébe lega-
labb két pont keriil, példaul mm és sm. Ebb6l (s — m)m = sm — mm =
p+t, ahol p egész, és — ﬁ <t < ﬁ. Ez azt mutatja, hogy (s — m)m
mégis elég kozel van egy egész szdmhoz, tehat mindenképpen keriil pont a 0

két oldalan lévé ﬁ hossziisdgu ivek valamelyikébe. ]

2.3. Permutacié, variacié, kombinacié alkalmazasa

2.3-3. A 90 szamos lottoszelvényen a 90 szambdl 5-6t kell megjeldlni,
és b szamot hiiznak. A talalatok szama a kihiizott, illetve a bejel6lt
szamok halmazaban az azonos elemek mennyisége.

Ha az Gsszes lehetséges modon kitéltjiik a 90 szamos lottoszel-
vényt, hany lesz koézottiik

a. pontosan 5 talalatos,

b. pontosan 4 talalatos,

c. pontosan 3 talalatos,

d. pontosan 2 talalatos,

e. pontosan 1 talalatos,

f. olyan, amelyen egyetlen talalat sincs?
Megoldas.

a. 1.

b. Az 5 kihuzott szam koziil 4-et (Z)—féleképpen valaszthatunk ki, a 85

nem kihizott szambol (815) -feleképpen vélaszthatunk egyet. Ezek a valaszta-
sok egymastol fiiggetlenek, igy a lehetGségek szdma Gsszeszorzodik. Az Gsszes
lehet&ség szama (Z) . (815) = 425.

c. (3) (%) =1351700
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d. (5)- (%) =987 700
e. () (%) =10123925

f. (¥) =32 801 517

]
2.3-4.
a. Hany kilencjegyti szam képezheté az 1, 2, 2, 2, 3, 4, 4, 4, 5
szamjegyekbdl?
b. Hany kezddédik ezek koziil 125-tel?
Megoldas.

a. A 9 szamjegyet 9!-féleképpen permutéilhatjuk, ez azonban nem lesz
mind kiilonb6z6 megoldds. Ha a harom 2-est egymaés kozott permutaljuk,
ami 3! lehet&ség, ugyanazt a sorozatot adjik. Hasonlo a helyzet, ha a harom
darab 3-ast permutéaljuk. Az Osszes lehetGség szama a kovetkezs (ismétléses
permutécio):

9!
3! 3!

b. Lerakjuk a 125-6t a szdm elejére, és azt szamoljuk ki, hogy a 2, 2, 3,
4,4, 4 szémjegyekbdl hany hatjegytd szam képezhet6:

6!
2! 3!

2.3-5.

Hany olyan hatjegy(i szAm van, amelyik 5-tel oszthat?
Megoldas.

Az els6 helyre 9 szamjegyet tehetiink, mert a 0 nem keriilhet a szam elejére.
Az utolsé helyre a 0 és az 5-6s keriilhetnek. A kozbiils6 négy hely mindegyikére
a 10 szamjegy barmelyike keriilhet. Fzek a valasztasok egymastol fiiggetlenek,
tehat az Osszes lehet§ség szamét megkapjuk, ha az egyenkénti lehetségeket
Osszeszorozzuk:

9-10-10-10-10-2=9-10%-2 = 180 000
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2.3-6.

a. Hany csupa kiilonb6z6 jegybdl all6 hatjegyd szam képezhets?

b. Ezek k6z6tt a szamok kéz6tt hany olyan van, amelyikben pon-
tosan négy paratlan szamjegy fordul elg?
Megoldas.

a.9-9-8-7-6-5=136 080

b. A megfelel§ esetek szaméat tébbféleképpen is kiszamithatjuk.

1. megoldds.

Szamoljuk ki el§szor az Gsszes eset szamat, a nullaval kezdddséeket is ve-
gyiik bele. (Z) -feleképpen valaszthatunk ki az 5 paratlan szamjegybdl négyet,

(g) -feleképpen vehetjiik ki az 5 paros szamjegybdl a sziikséges 2 jegyet, és az
igy kapott 6 jegyet 6!-féleképpen permutalhatjuk. Ezek a valasztéasok egymés-
tol fliggetlenek, tehat az esetek szadmat 6ssze kell szoroznunk.

Most szamoljuk ki azt, hogy az eléz6ekben hany olyan sorozat van, ame-
lyik 0-val kezd&dik. (i) -féleképpen vélaszthatjuk ki az 5 paratlan szamjegybdsl
a sziikséges 4-et, 4-féleképpen vehetjiik ki a 0 mellé a mésik paros szamjegyet,
és az igy kapott 5 jegyet bl-féleképpen permutdlhatjuk. Ezek a valasztasok
egymaéstol fiiggetlenek, tehat az esetek szdmat megint dssze kell szoroznunk.

Az bsszes eset szamabol levonjuk a nullaval kezddddek szamét:

) ) ) o-4
()-()-6!—(4)4-5!25-2-6!—5-4-5!:5!(300—20):33600

Osszes eset  — nullaval kezdédsek
(7)) -6 - () -4-5!

2. megoldds.

Most szémoljuk ki azt, hogy hany szdmban van benne a 0, és adjuk hozza
azoknak a szamét, amelyekben nincs benne a 0.

Nézziik el6szor azt az esetet, amikor benne van a 0. A 4 péaratlan szam-
jegyet az 5 lehetséges koziil (Z)—féleképpen vehetjiik ki, a 0 mellé a mésik
parosat 4-féleképpen, ebbdl a 6 szamjegybdl az elsé helyre 5-6t rakhatunk,
mert a 0 nem keriilhet oda, a t&bbi 5 helyre a maradék 5 jegyet 5!-féleképpen
rendezhetjiik el.

Nézziik most azt az esetet, amikor nincs benne a 0. A 4 paratlan szam-
jegyet az 5 lehetséges koziil (i)—féleképpen vehetjiik ki, a 0-t6l kiilénbo6z§ 2
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pérosat (3)—fé1eképpen véalaszthatjuk, a kapott 6 jegyet 6!-féleképpen rendez-
hetjiik el:

) ) 4 4-3
455 . 6l=5-4-5-5 A { [
(4) 55+<4> (2) 6! =5 5-5!+5 5 6

= 5!(100 + 180) = 33 600

benne van a 0 + nincs benne a 0

Q55+ (()-0

3. megoldds.

Az el6z6ekhez hasonlé meggondolassal szamithatjuk ki azoknak a szamat,
amelyekben az elsé helyen péaratlan szam 4ll, és ezt hozzdadhatjuk azoknak a
szaméhoz, amelyekben az els§ helyen paros szam Aall.

els6 helyen pératlan szam &4ll + els6 helyen paros szam &ll
(1) () -4-5! + 4-(3) - (1) 5!

2.3-7. Egy 28-as létszamu osztalyban 4 jutalmat osztanak ki. Hany-
féleképpen torténhet ez, ha

a. a jutalmak egyenldk, és egy tanuld legfeljebb egy jutalmat
kaphat;

b. a jutalmak egyenldk, és egy tanulé tébb jutalmat is kaphat;

c. a jutalmak kiilonb6zs6k, és egy tanulo legfeljebb egy jutalmat
kaphat;

d. a jutalmak kiilénb6z6k, és egy tanul6 tGbbet is kaphat?
Megoldas.

a. (%) =20475

b. A vilasz a kovetkezs ismétléses kombinacio.

a5 (31\ 311 B
028—(4 —m—31-5-29-7—31465

Ez az érték kiszdmolhato masként is. Négy kiilonbozs tanulé (%f)—féleképpen
kaphat jutalmat. 3 kiilonboz6 tanulo 3- (% )-féleképpen kaphatja meg, 2 kiilon-

b6z6 tanulé 3 - (228)—féleképpen, egyetlen tanuld pedig 28-féleképpen kaphatja
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meg a négy jutalmat. Ezek az esetek kizarjak egymast, igy az 0sszes lehetSség
szdma ezeknek az értékeknek az Gsszege.

28 28 28
<4>+3 <3>+3 <2>+ 8
c. Vi = 28 = 98.27.26- 25 = 491 400

d. Vyg' = 28% = 614 656 u

2.3-8. Egy hegy csiicsara 5 Gt vezet. Két ember felmegy és lejon.
Hanyféleképpen torténhet ez, ha a két embert személy szerint nem
kiilénbo6ztetjiik meg, és

a. egy utat egy ember hasznalhat legfeljebb egyszer;

b. egy 1t kétszer is igénybe vehetd, de csak kiilé6nb6z6 iranyban;

c. nincs semmi megszoritis az ttra?

A d, e, f kérdések ugyanazok, mint az a, b, ¢, azzal a kiilénbség-
gel, hogy most a két embert személy szerint megkiilénb6ztetjiik.
Megoldas.

a két embert nem a két embert
kiilonboztetjiik meg | megkiilonboztetjiik
egy utat egy ember hasznalhat | a. C2-C3 = d. V2. Vi =
legfeljebb egyszer = (g) : (g) =30 =120
egy Ut kétszer is igénybe vehetd, | b. (C2)? = e. (V2)2=
de csak kiilonboz6 iranyban =(3)-(5) =100 = 400
nincs semmi megszoritas az ttra | c. (C2")% = £ (V22 =
— (5 =22 — 625

2.3-9. Képezziik az 6sszes olyan hatjegyti szamot, amelyikben az 1,
2, 3, 4, 5, 6 szamjegyek mindegyike szerepel. Mekkora az igy nyert
hatjegyil szamok Gsszege?
Megoldas.

1. megoldds

Irjuk fel képzeletben az sszes ilyen szamot egymas ald. Egy adott osz-
lopban pl. az 1-es 5! alkalommal szerepel (ahanyféleképpen a t6bbi 5 helyre a
tobbi 5 elemet el lehet helyezni). Tehét ebben az oszlopban az 1-esek Gsszege
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5!- 1. Hasonléan a 2-esek Gsszege b!- 2. Az Osszes szam Osszege ebben az osz-
lopban 5! (14+2+3+4+5+6). Ez azonban mindegyik oszlopra igaz, igy —
a helyi értéket is figyelembe véve — az 0sszes oszlop Osszege

5'-(1+2+3+4+5+6)-(1+ 10+ 100+ 1 000+ 10 000 + 100 000) =

=5-(1+243+4+5+6)-111 111 =120-21-111 111 = 279 999 720

2. megoldds
Nézziik a kovetkezs Gsszeget:

123 456

+654 321

=777 777.
Ehhez hasonléan a tobbi szamot is tudjuk parositani agy, hogy két-két szam

6!

Osszege T77 777 legyen. Mivel 6! szdm van, a parok szdma %, a parok 0sszege

pedig & - 777 777 = 279 999 720 -

2.3-10. Hany olyan 6tjegyt szam van, amelyiknek a jegyei

a. szigoriian monoton nének (mindegyik szamjegy nagyobb az
elGtte levonél);

b. monoton nének (mindegyik szamjegy nagyobb vagy egyenl§,
mint az elGtte levd);

c. szigoraan monoton csdkkennek (mindegyik szamjegy kisebb
az elGtte levonél);

d. monoton cs6kkennek (mindegyik szamjegy kisebb vagy egyenlg,
mint az el6tte levs)?

Megoldas.

a. A felhaszndlhato szamjegyek 1 és 9 kozott lehetnek (0-val nem kez-
dédhet a szam) tehédt 9 szam koziil valaszthatjuk ki azt az 5-6t, amelyiket
felhasznalunk. Ha azonban a 9 szam koziil kivalasztunk 5-6t, azokat pontosan
egyféleképpen tudjuk tgy elhelyezni, hogy szigortian monoton névé sorozatot
kapjunk. Tehat az ilyen szamok szama annyi, ahanyféleképpen 9 szambol 5-6t
kivalaszthatunk, vagyis (g)

9 9 6-7-8-9
= =2 T 14.9=12
(5> 541 2.3.4 9 =120
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b. Annyi az ilyen szamok szama, ahanyféleképpen 9 szédmjegybdl 5-0t
ismétléssel ki lehet valasztani:

: 13
Co' =0 = <5> — 1287

c. Most a 0-t is felhasznalhatjuk, tehat 10 szambol kell 5-6t kivalasztani,
melyeket pontosan egyféleképpen rakhatunk le szigortian monoton csokkend
modon. Az ilyen szamok szdma tehét

10
= 252.
(5)

d. A monoton csékken§ szamok szamat megkapjuk, ha kiszamitjuk azt,
hogy 10 szdmbdl 5-6t hanyféleképpen vélaszthatunk ki ismétléssel, és ebbdl
levonunk 1-et, mert a csupa nulla nem felel meg a feladat feltételeinek:

: 14
C{’g—lz<5)—1:2001

2.3-11. Hany 6tjegyti szamot képezhetiink a
0,1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8

szamjegyekbdl, ha paros helyen paros, paratlan helyen péaratlan
szamjegy all, s egy elem

a. csak egyszer fordul elg?

b. t6bbszor is elgfordulhat?

Megoldas.

a. Az 5 paros szamjegybdl kett6t kell kivalasztanunk, mikézben a sor-
rend is szamit, ezt VZ2-féleképpen tehetjiik meg (ismétlés nélkiili varidcio). A
4 paratlan szamjegybol 3-at, a sorrendet is figyelembe véve V3 féle modon vé-
laszthatunk ki. A két valasztas egymastol fiiggetlen, igy a lehetéségek szama
Osszeszorzodik. A valasz:

V2 VE=(5-4)-(4-3-2)=20-24 =480

b. A megoldas hasonl6 az el§z6hoz, de most, mivel ugyanaz a szam tdbb-
szor is el6fordulhat, ismétléses variaciot kell alkalmaznunk:

V2 vt = 5% 4% = 207 - 4 = 400 - 4 = 1600
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2.3-12. Hanyféleképpen lehet tiz szamot 6t parba rendezni?
Megoldas.

1. megoldds. Rakjuk sorba a tiz szdmot, és az els6t parositsuk a méso-
dikkal, a harmadikat a negyedikkel, stb. A tiz szamot 10!-féleképpen tudjuk
sorba rendezni, de mivel a parok egymaés koézotti sorrendje nem szamit, ezt
osztjuk 2°-nel, valamint, mivel a parok egymashoz viszonyitott sorrendje sem
szamit, osztjuk bl-sal. A keresett érték:

100 10-9-8-7-6

2.5 25 = 945

2. megoldds. Az egyik szamot valasszuk ki a tiz koziil. Ehhez péart 9-
féleképpen valaszthatunk.

Most a tébbibdl Gjra valasszunk ki egyet, ehhez part 7-féleképpen valaszt-
hatunk.

A maradékbol megint kivalasztunk egyet, hozza part 5-féleképpen valaszt-
hatunk.

A maradékbdl ismét kivalasztunk egyet, hozza part 3-féleképpen valaszt-
hatunk.

A maradék ketts egymas parja lesz.

Ezek a lehet6ségek osszeszorzdédnak, tehat a vilasz:

9.-7-5-3=0945.

2.3-13. Hanyféleképpen lehet 100 rekeszben 30 goly6t elhelyezni, ha
minden rekeszben vagy pontosan 6 golyé van, vagy egy sem és

a. a golydk egyformak;

b. a golyok kiilonbs6zék, és minden rekeszben figyelembe vessziik
a golyok sorrendjét is;

c. a golyok kiilonbdzék, de nem vessziik figyelembe a golyok
sorrendjét a rekeszeken beliil?

Megoldas.
a. ('5)
b. (%) -301
. (%) 300 b .
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2.3-14. Hatarozzuk meg, hogy hany metszéspontja van egy n oldala
konvex sokszog atloinak. (Csak a sokszég belsejében levé metszés-
pontokat tekintjiik.) Feltételezziik, hogy a sokszdgnek nincs harom
olyan atloja, amelyiknek k6z6s pontja lenne.

Megoldas. Az atlok végpontjai egyértelmiien meghatarozzak a metszéspon-
tot. Az n csicsbol az egyméast metsz6 atlok 4 végpontjat

n
4
kiillonb6z6 modon lehet kivalasztani. [}

2.3-15. Ha az egymastol kiilonbdz6 elemek szamat 2-vel megno-
veljiik, akkor a permutacidk szama 90-szer nagyobb. Mekkora az
elemek szama?

Megoldas. Jeldlje az elemek szamét n. Ekkor:

(n+2)!=n!-90

Ebbsl
(n+1)(n+2)=90
2 4+3n+2-90=0
n?+3n—88=0

Oldjuk meg ezt a masodfoku egyenletet.

. -3++9+352 -3+19
- 2 - 2

Csak a pozitiv megoldas johet most szoba, igy

n = 8.

2.3-16. Hany zérus van 1 000! végén?

Megoldas. Képzeljiik el 1 000! torzstényezds felbontésat. Egy 2-es és egy
5-0s Osszeszorzasaval 10-et kapunk, ami a végeredményben egy nullat ered-
ményez. A kettesek szama t6bb, mint az 5-0s6k szama, tehat, ha az 5-6s6ket
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Osszeszamoljuk a torzstényezds felbontasban, akkor megkapjuk 1 000! végén
a nullik szamat. Minden 6todik szam oszthato Gttel (szamuk [129]), tehat
minden 6t6dik szam legalabb eggyel noveli az 5-6s0k szamét. Minden 25-6dik

szém oszthato 25-tel (szamuk [2920]), tehdt minden 25-6dik szam még fejen-
ként eggyel noveli az 5-6s6k szamat. A 125-6dik szamok (szamuk [%]) és a
625-6dik szdmok (szdmuk [220]) szintén meég egy-egy Gtdssel jarulnak hozzé
a végeredményhez. Tehat 1 000! végén a nullik szama:

1000 1000 1000 1000
S R | [ | m 20 a0 1= 200

2.3-17. Oszthato6-
szthato-e a 2400!

(1700!)2
szam 1599-cel?

Megoldas. Nézziik 1599 torzstényezds felbontéasat:

Tehat 1599 = 3 - 13 - 41.
Most vizsgaljuk meg, hogy 3400!-ban a 41 hanyszor fordul el§ tényezéként.
Minden 41-edik szam oszthaté 41-gyel, [?ﬁ%] ilyen szam van. Minden
412-edik szam oszthaté 41%-nel, tehat ezek még egy-egy 41-es tényezével gya-
rapitjak 3400! torzstényezds felbontasat. 41% > 3400, ezért ezzel nem kell
foglalkoznunk.

3400!-ban a 41

3400 3400
—_— — | =824+2=284
i) ] ==
alkalommal fordul el§ tényeziként.
Most azt nézziik meg, hogy 1700!-ban a 41 hanyszor fordul el tényezéként.

il [
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1700-ban a 41 42-szer szerepel, 1700!?-ben pedig 2 - 42 = 84-szer.
Mivel a szdmlaloban és a nevezGben is ugyanannyiszor szerepel 41, egy-
szerlsités utan nem szerepel, tehat

3400!

(1700!)2
nem oszthat6 41-gyel és igy 1599-cel sem. ]

2.3-18. Hanyféleképpen lehet 2 fekete, 3 fehér, 4 voros golyot egy
sorba rendezni tgy, hogy fekete goly6 ne alljon fehér golyé mellett?
Megoldas. Helyezziik le a négy voros golyot. Ezutan rakjuk le kozéjiik (eléjiik-
utanuk) a 2 feketét. Ezt két kiillonb6z6 modon tehetjiik meg.

I. A 2 fekete egymas mellett 5-féleképpen helyezhetd el a vorosok kozé. A
3 fehér a fennmarado 4 helyre rakhaté ismétléssel, ezek szama

; 6 4-5-6

Tehat Gsszesen
5-20 =100

ilyen elhelyezés van.
II. Ha a 2 feketét nem rakjuk egymas mellé, akkor ezt

§-»

féleképpen tehetjiik meg. A 3 fehér a fennmarado 3 helyre rakhaté ismétléssel,
ezek szama

CH =3 = (g) =10

Tehat Gsszesen
10-10 = 100
ilyen elhelyezés van. Az 1. és a II. esetek szama sszesen 200. |

2.3-19. Valamely jatékosnak a sakkversenyen a hetedik fordulé utan
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5 pontja van. Hanyféleképpen johetett létre ez az eredmény? (Nye-
rés 1 pont, dontetlen 0,5 pont, vereség 0 pont. A mérkdzések sor-
rendje is szamit.)

Megoldas. Jeldlje x a nyerések, y a dontetlenek és z a vesztések szamét. A
kovetkezs Osszefiiggések dllnak fenn:

T+y+z=7
r+0,59y+0-2=5

A nyerések, dontetlenek és vesztések eloszlésa a hetedik forduld végére a ko-
vetkezs lehet:

H x Yy z ‘ megvalosulasok szdma H
5 0 2 (5) =21
121 ()G = =05
3 4 (7) = 257 = 35

H osszesen ‘ 161 H

2.3-20. Hanyféleképpen iilhet le négy hazaspar egy kerek asztal
mellé Ggy, hogy

a. két nd ne keriiljon egymas mellé;

b. sem két hazastars, sem két né nem iilhet egyméas mellé?
Megoldas.

a. Az egyik nét tiltessiik le (N61) a kerek asztal barmelyik székere. Ezzel
keletkezik egy viszonyitdsi pont. A t6bbi nét N§1-hez képest minden masodik
széket felhasznalva 3!-féleképpen tltethetjiik le. A koztiik 1é6v6 4 tires székre
a 4 férfi 4!-féleképpen iilhet le. Az dsszes leiiltetés szdma:

31-41=6-24 =144

b. Megint kezdjiik N61 leiiltetésével, és a tobbi nét N&l-hez képest minden
masodik széket felhasznalva leiiltetjiik (3!-féle lehetSség). Most {iltessiik le
sorban a koztilik 1évs 4 iires székre a 4 férfit. Tegyiik fel, hogy N&1-t6l balra
N62 iil. Kozéjiik csak Feérfi3-t vagy Férfid-et iiltethetjiik. Ultessiik le elészor
Férfi3-t. A t6bbi ferfi csak egyféleképpen iilhet le. (Probaljuk ki rajzon!) Ha
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Férfid-et iiltetjiik N61 és N62 kozé, akkor is ugyanez a helyzet. Tehat a nsk
kozé a ferfiakat most kétféleképpen iiltethetjiik le. Az Gsszes leiiltetés széma.

31-2=12
|

2.3-21. Nyolc labdartigocsapat egyforduldés kormérkdzést jatszik.
Mennyi az egy mérkézésre jutoé golatlag, ha az 6sszes mérkszésen
egylitt 42 goélt ragtak?

Megoldas. Az Gsszes mérkGzés szama:

8 8.7
:7:2
(o)==

42
—=1.5
28

A golatlag:

2.3-22. Hany tag van a kévetkezé kifejezések kifejtett alakjaban az
Osszevonasok utan?

a. (x4+y+2)°

b. (a+ 2b+ 5c+ d)*

c. (r+s+t+u+v)s
Megoldas.

a.

1. megoldds. A kifejtett alakban a tagok konstansszor 'y’ z* alakaak, ahol
i+ 7+ k = 6. Annyi ilyen tag van, ahanyféleképpen 6-ot harom csoportba
lehet osztani (lehetnek {ires csoportok is), tehat ahanyféleképpen 7 helyre 2
elvalaszto jelet el lehet tigy helyezni, hogy a jelek egymas mellé is keriilhetnek,
a sorrendjiik pedig nem szdmit. Ennek az értéke:

; 8 7-8
o= (5) =5 -

2. megoldds. Ugyanezt az értéket kapjuk, ha azt szdmoljuk ki, hogy hény-
féleképpen lehet a 3 csoportbdl 6-szor valasztani ismétléssel, s a sorrend most

sem szamit:
. 8 7.8
Cy'=Ci= ()= =28
3 8 6 2
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1. megoldds.

2. megoldds.

1. megoldds.

; 10 10-9-8-7
4,1 4
7= = = - = 21
¢ =Ch (4) 2-3-4 0
2. megoldds.
; 10 10-9-8-7
oSt =8 = = "2 " 9210
5 10 ( 6 ) 2-3-4
|
2.3-23.
a. Mi az 229322 kifejezés egyiitthatoja az (x + y + 2)7 kifejtett
alakjaban?

b. Mi az 263322 kifejezés egyiitthatoja az (z — 2y + 52)!! kifejtett
alakjaban?

Megoldas.
a.
7! 4-5-6-7
= =21
21312! 2.2 0
b.
11! 7-8-9-10-11
3. k2
—92)3.52. — _R8.25. T "7 "7 9004620 = —924
(—=2)°-5 R 8-25 5.3.9 200 - 4620 924 000
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2.3-24. Hanyféleképpen tudunk n azonos ajandékot elosztani r gyer-
mek k6zott

a. ha nincs semmi megkdotés;

b. ha minden gyermeknek legalabb egy ajandékot kell adnunk?
Megoldas.

a. Kiszamitjuk azt, hogy hanyféleképpen lehet az n ajandékot legfeljebb
r csoportba osztani, mikozben lehet {ires csoport, kaphat egy gyermek t6bb
ajandékot is, és a kiosztas sorrendje nem szamit.

1. megoldds.

n + 1 helyre rakunk le » — 1 elvilaszt6 vonalat ismétléssel:

—1,i -1 n+r—1
C;;HZ :C1Z+r—1 = ( r—1 >

2. megoldds.
r gyerekbdl valasztunk n-szer ismétléssel:

i n+r—1
ot = n

b. Az n ajandékot r csoportba osztjuk, lires csoport nem lehet, a sorrend
nem szamit.
1. megoldds. n — 1 helyre rakunk le r — 1 elvalaszté vonalat:

r—1 n—1
Co1 = <r—1>

2. megoldds. r darab ajandékot elére odaadunk, a tébbit tgy osztjuk el,
hogy az r gyerek koziil n — r-szer valasztunk ismétléssel.

Cn—r,i n—r (n 1>
r - Yn—-1 T
n—r

2.3-25. Adott szama kényvbél 4 konyvet 210-féleképpen lehet kiva-
lasztani. Mennyi a kényvek szama?
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Megoldas. Legyen a kényvek széma n. Az n kényvbol 4-et ()-féleképpen
lehet kivalasztani, tehat
n
=210
(5)

Alakitsuk 4t ezt a kifejezést.

n!
i — o~ 20
nn-—1) (n—2) (n—3)=24-210
n(n—1)(n—2)(n—3)=5040=2*.32.5.7
(n? — 3n) (n? — 3n 4 2) = 5040 (%)

Legyen
r=n?—3n (k)

Ekkor a (*) kifejezés a kovetkezs alakot 6lti:
x(x 4+ 2) = 5040,
amibdl
2? + 2z — 5040 = 0.
Oldjuk meg ezt az egyenletet.

2425041

=-1+£71
2

1,2

Esetiinkben csak az x = 70 megoldés fogadhatd el. Helyettesitsiik ezt az
érteket (**)-ba.
n*—3n—-70=0

Most ezt a mésodfoki egyenletet oldjuk meg.

3+v280  3+17
2 )

ni2 =

Csak a pozitiv megoldast fogadhatjuk el, igy
n = 10.

Behelyettesitéssel meggy6z6dhetiink réla, hogy ez valéban megoldés. ]
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2.4. Relacidk, elrendezések szama

2.4-26. Legyen n pozitiv egész szam, és A legyen n-elemii halmaz.
Az A halmazon nézziik a homogén binér relaciékat.

a. Mennyi az 6sszes relacio szama?

b. Hany szimmetrikus relacié van?

c. Hany olyan relaci6 van, amelyik egyszerre reflexiv és szim-
metrikus?

Megoldas.

a. A kérdést masként is megfogalmazhatjuk: Mennyi az n pontu olyan
iranyitott grafok szama, amelyekben nincsenek t6bbszoros élek. (Hurokélek
lehetnek.)

1. megoldds. Az |A x A| = n? elemii halmaz Gsszes részhalmazainak a
szdma a kérdés, ez pedig:

2"’

2. megoldds. Erdemes maskeént is kiszamolni ezt az értéket.

1. Elgszor nézziik azt, hogy egy reldcidban hanyféleképpen lehetnek az
elemek 6nmagukkal relacioban (aRa tipusi elemek). Mindegyik elem esetében
2 lehet&ség van,

1. nincs relaciéban 6nmagaval,
2. relaci6ban van 6nmagéaval.

Ez 6sszesen 2" lehetdség.

II. Most nézziik, hanyféleképpen lehet két kiilénb6z6 elem egymassal re-
lacioban (aRb tipust elemek). Egy adott a és b par esetén az alabbi négy eset
lehetséges:

1. nincsenek relaciéban,
2. aRb fennall,
3. bRa fennill,
4. aRb és bRa is fennall.

Mivel (;) par van, az Osszes ilyen lehet@ség szama: 4(3).

Az 1. és I1. lehet6ségek egyméstol fiiggetleniil valosulhatnak meg, igy az
Osszes relaci6 szama:

on . 4(5) — on . f@ — on?
2

b. Nézziik az 6sszes szimmetrikus relacio (az Gsszes irdnyitatlan, tobbszo-
ros €l nélkiili graf szamat.)
I. aRa lehetGségeinek a szama 2. (Lasd az a. pontot.)
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I1. Most nézziik, hanyféleképpen lehet két kiillonb6z8 elem egymassal re-
lacioban (aRb tipust elemek). Egy adott a és b par esetén most az alabbi két
eset fordulhat:

1. nincsenek relaciéban,
2. relacioban vannak (és ekkor aRb és bRa is fennall).

Ezek szama Osszesen 2(3).

Az 1. és II. lehetGségek egymastol fliggetleniil valésulhatnak meg, igy az
Osszes relacié szama:

n(n—1) n2+n

o(3)

2.4-27. Az allatszelidité 5 oroszlant és 4 tigrist akar kivezetni a
porondra, de két tigris nem johet egymas utan.

a. Hanyféleképpen allithatja sorba az allatokat?

b. Hanyféleképpen allithat sorba n oroszlant és k tigrist?

Az oroszlanok egymas kdzotti sorrendje is szamit, és a tigriseké
is, hiszen az allatoknak is van személyiségiik.
Megoldas.

a. El6szor az 5 oroszlant kell sorba allitani — tegyiik fel, hogy hagyjak —, ez
P5 = 5l-féle lehet$ség. Ezutan a tigrisek 6 helyre keriilhetnek, a 6 helybdl kell
szamukra 4-et kivalasztani, mikézben a sorrend is szamit. Fz V64 =6-5-4-3
lehetdség. Az oroszlanok egymas kozotti elhelyezkedése és a tigrisek egymés
kozotti elhelyezkedése fliggetlen egymastol, igy az elbbi két értéket Gssze kell
szoroznunk. Osszesen tehét

P5-V64:5!-6-5-4-3:120-360:43200

féle moédon allhatnak az allatok sorban.
b. n oroszlan és k tigris esetén akkor van egyaltalan lehetdség az allatok
sorba allitasara, ha k < n + 1. Ekkor Gsszesen

(n+1)!

P,VE =nl——
Y = T

lehet@ség vamn. ]
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2.4-28. Hanyféleképpen lehet sorba rendezni n nullat és k egyest
agy, hogy két egyes ne keriiljon egymas mellé?
Megoldas.

1. megoldds.

Elgszor helyezziik el az n nullat. Ekkor a k egyes szaméra n + 1 hely van.
Az n+ 1 helybdl kell k darabot kivalasztani gy, hogy a sorrend nem szamit.

Ennek a szama:
2. megoldds.

Elgszor a k egyes kozé lerakunk (k — 1) nullat, majd a tobbi n — k + 1
nullat k£ + 1 helyre lerakjuk ismétléssel:

—kHLi _ m—kt1 _mky1_ [ n+L o (n+l
Cl?Jrl = Cl?+1+nfk+1fl - CTTLL—H - <n —k+ 1> - < k

2.4-29.

a. A konyvespolcon 12 kiilonb6z6 kényv all. Hanyféleképpen le-
het koziiliikk kivalasztani 5-6t tgy, hogy ezek k6zétt ne legyenek
egymas mellett allok?

b. Hanyféleképpen lehet n kényv kéziil k£ darabot kivalasztani
agy, hogy ezek kozott ne legyenek egymas mellett allok?
Megoldas.

a. Alkalmazzuk az el6z6 feladat eredményét. A kivalasztott konyvhoz 1-
est rendeliink, a tobbihez 0-t, és két 1-es nem lehet egymas mellett. Tehat 5
db 1-est és 7 db 0-t kell elhelyezniink az adott médon. A keresett érték:

(-

b. Akkor lehet n kényv kéziil k£ darabot az adott modon kivalasztani, ha:
k<n—k+1,

vagyis
2k —1 <n.
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(5)

Ekkor a keresett érték:

2.4-30.

a. Artur kiraly kerekasztalanal 12 lovag iil. Mindegyikiik hadila-
bon all a szomszédaival. Ot lovagot kell kivalasztani, akik kiszaba-
ditjak az elvarazsolt hercegnét.

Hanyféleképpen tehetjiik meg ezt tigy, hogy ne legyenek ellen-
ségek az 6t lovag k6z6tt?

b. Ha a kerekasztal koriil n lovag iil, hanyféleképpen valasztha-
tunk ki koziiliik k£ lovagot, akik k6z6tt nincsenek szomszédok?
Megoldas.

a. Visszavezetjiik a feladatot az el6z6 elSttire. A kerekasztal koriil viszo-
nyitasi pontot vilasztunk, mépedig Sir Lancelotot. Kétféle helyzetet vizsga-
lunk meg. Az egyikben Sir Lancelot is a kivalasztott lovagok k6zott van, a
méasikban nincs.

I. Ha Sir Lancelot a kivalasztott lovagok kozott van, akkor még tovabbi 4
lovagot kell valasztanunk 9 koziil (Sir Lancelot két szomszédja nem vélaszt-
hato). Az 5 nem valasztott lovaghoz rendeljiik a 0-t, a 4 valasztotthoz az 1-et.

Az esetek szama:
6
4

IT. Ha Sir Lancelot nincs a kivalasztott lovagok kozott, akkor 5 lovagot
kell valasztanunk 11 koziil. A 6 nem valasztott lovaghoz rendeljiik a 0-t, az 5
valasztotthoz az 1-et. Az esetek szadma:

(5

Az Osszes lehetség szamat megkapjuk, ha az egymaést kizard 1. és I
esetek szamat osszeadjuk:

6 7
=15+421=
(3)+ () =15+ 2 =30
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b. Valasszunk most n lovag koziil £ nem szomszédos lovagot. Csak akkor
tudunk a feltételnek megfelelGen k lovagot kivalasztani, ha

2k < n.

I. Ha Sir Lancelot koztiik van, akkor még n — 3 lovag koziil kell k — 1-et
valasztanunk, a nem vélasztott n—k—2 lovaghoz rendeliink 0-t, a kivalasztott
k — 1 lovaghoz pedig 1-t. A lehetGségek szama:

n—k—1
kE—1
II. Ha Sir Lancelot nincs koztiik, akkor n — 1 lovag koziil kell k lovagot

valasztanunk. A nem vélasztott n—k—1 lovaghoz rendeliink 0-t, a kivalasztott
k lovaghoz 1-et. A lehet&ségek szama:

n—=k
k
Az Osszes lehetdség szamat megkapjuk, ha az egymast kizaro 1. és I1. esetek
szamat Osszeadjuk:

(n o 1) + <n K k) - (k(fl)!l(ﬁn—lélk)! " k!((z—z)’i)’ -

- k!((T;_—];)/i)! (nﬁk “) - nik<n;k>

2.5. Bolyongas, szamok felbontasa, leképezések
szama

2.5-31. Bolyongas. Egy szocske ugral a szamegyenes mentén, egy
ugrasa 1 egység. Ezt vagy jobbra, vagy balra teszi meg.

a. Hanyféleképpen juthat el a 0 pontbdl a +8 pontba, ha 18-at
ugrik?



2.5. Bolyongds, szdmok felbontdsa, leképezések szama 31

b. Az origdb6l indulé szdcske n ugras utan hanyféleképpen juthat
el a szamegyenes k£ > 0 pontjaba?
Megoldas.

a. Ha a szdcskének a +8-as pontba kell eljutnia, akkor az ugrasok koziil
8 jobbra ugrés, a tobbi fele (5) jobbra, fele (szintén 5) balra ugras. A kérdés
az, hogy az sszesen 13 jobbra ugrést hanyféleképpen lehet kivilasztani a 18
ugrasboél. Erre a vilasz:

18
(12

De a kérdést feltehetjiik tgy is, hogy az 5 balra ugrast hanyféleképpen lehet
kivalasztani a 18 ugrasbol. Erre a valasz

18
5 ?
ami megegyezik az elézével.
b. Nyilvan k£ < n, valamint n és k azonos paritasa kell legyen ahhoz, hogy
a szicske meg tudja oldani a feladatot. Most a jobbra ugrasok szdma:

n—k
2 bl

k+

a balraugrasok szama pedig:

Az bsszes lehetGség szama:
k| = \ntk ) = | n—
k+ 5 N tr

2.5-32. Hanyféleképpen lehet 100-at harom pozitiv egész Osszea-
dandé Gsszegére felbontani, ha az egymastol csupan az Gsszeadan-
dok sorrendjében eltéré megoldasokat

a. kiilonb6z6nek tekintjiik;
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b. nem tekintjiik kiilonb6zének?
Megoldas.

a. A 100-at jelenitsiik meg 100 golydval, és a koztiik 1évs 99 hely koziil ket-
tore helyezziink 2 valasztovonalat. Az els valasztovonal elgtti golyok szama
adja az els6 Gsszeadandot, az elsé és méasodik valasztévonal kozottiek szama,
a masodikat, és a masodik vilasztévonal utaniak szdma szolgaltatja a harma-
dik 6sszeadandot. A kérdés az, hogy 99 helybél hanyféleképpen valaszthatunk
kett6t a valasztovonalak szamara (a sorrend nem szamit). A valasz:

99\ 9998
=" =99 49 = 4851

b. Az a. pontban 6sszeszamolt felbontasok kozott példaul az 1 + 2 4+ 97
el6fordul 2+ 1+ 97 alakban is, stb., 6sszesen 3!=6 kiilonboz6 sorrendben. Az
ilyen felbontasok esetén most a 6 koziil csak egy alakra van sziikséglink. Az
ilyen tipusa felbontésok (tehat amikor mindharom 6sszeadandé kiilonbozik)
szdma legyen u.

Az 1+1+98 felbontas az a. pontban 3-szor lett Osszeszamolva, mert 3
kiilénb6z6 sorrendben irhatjuk ezeket a szamokat. Az ilyen tipusa felbontéasok
(tehat amikor ket osszeadandd azonos, a 3. kiilonbozik t6liik) szama legyen
v. Ez az érték annyi, ahany paros szam van 2-t6l 98-ig, tehat v = 49.

Az a. pont eredményét felhasznédlva

6u + 3v =99 -49
Ebbsl
- 99-49-3-49 96

_ 2T 9.2 4916 = 784
b 6 6

Nekiink az u + v értékére van sziikségiink, ami

u+v=49-164+49 =49-17 = 833

2.5-33. Hany megoldasa van az |z| + |y| < 100 egyenl6tlenségnek, ha
x,y egészek?
Megoldas.
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H x lehetséges értékei y szdmara ennyi lehetéség van H
0 99-2+1
+1 98-241
+2 97-2 41
+98 1-2+1
+99 1 (y=0)

Osszesen tehat

99 - 98

99-2+1+4- +2-99=99(2+2-984+2)+1=199-200+1 =19 801

megoldas van. ]

2.5-34. Hanyféleképpen lehet az egymilliét harom pozitiv egész té-
nyez6 szorzatira bontani, ha az egymastoél csak a tényezdk sorrend-
jében kiilonb6zd megoldasokat

a. kiilonb6zéknek tekintjiik;

b. nem tekintjiik kiilonb6z6knek? (Szorzotényezs az 1 is lehet.)
Megoldas.

a. Most szamoljuk ki az Osszes eset szamat, azokét, amelyekben a tényezk
sorrendjében kiilénb6z8 megoldasokat is kiilonbozsknek tekintjiik.

Nézziik egymillio torzstényezds felbontasat:

108 = 26. 56

El6szor a 6 darab 2-es tényez6t osztjuk minden lehetséges médon harom
csoportba, majd ugyanezt tessziik a 6 darab 5-6s tényezével is.

A 6 darab 2-es tényez6t rakjuk egymas mellé, és az igy keletkezd 7 helyre
(mindegyik el6tt és a 6. utan), valahova lerakunk 2 pélcikat, akar mindkettst
ugyanarra a helyre. Ez a két palcika kijelol 3 csoportot (az elss elGttiek, a
kett6 kozottiek és a masodik utaniak), lehet iires csoport is. Ahény 2-es van
egy-egy csoportban, annyi fog a megfelel§ tényez6be keriilni, az iires csoport
az egyes szorzotényezdt jelenti. A 7 helyre 2 palcikat

; 8 7-8
o= (5) =5 -
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féle modon rakhatok le, mivel ugyanarra a helyre keriilhet mind a kettd, és a
sorrend nem szamit.

Ugyanerre az eredményre juthatunk az alabbi meggondoléssal is. Kisza-
moljuk azt, hogy hényféle modon tudunk a harom helybdl 6-szor ismétléssel

; 8 7-8
o5t = () ==

A 6 darab 5-6s tényezs felosztdsa az el6bbitdl fiiggetleniil ugyanigy 28
eset, az Osszes eset szama:

valasztani:

2828 =784

b. Most szamoljuk ki azon esetek szaméat, amelyekben csupéan a tényezk
sorrendjében kiilénb6z6 megoldasokat nem tekintjiik kiilonb6z6knek.

Legyen u azoknak a szama, amelyekben 3 kiilonbh6z6 szorzoétényezé van.
Ezek az el6bbi pontban 3! = 6-szor lettek figyelembe véve.

Legyen v azoknak a szdma, amelyekben 2 azonos szorzétényezd van, a
harmadik méas. Ezek az el6bbi pontban 3-szor szerepelnek.

Legyen z azoknak a szdma, amelyekben 3 azonos szorzétényezé van. Ilyen
Osszesen egy van (z = 1). Az el6bbi pontban ez egyszer lett figyelembe véve.

Szamoljuk ki a v értékét. Az ilyen szamokban a két azonostol kiilonbozd
harmadik tényezében a 2 és az 5 kitevsje paros, ezek (2% - 5%/) alakuak. Sze-
repel benne a 2°, 22, 24, 26 valamelyike, ez 4 lehetdség, és szerepel benne az
50,52, 54, 56 valamelyike is, ami szintén 4 lehetGség. A két érték szorzatabol le
kell vonnunk 1-et, mert az ennek megfelel§ szam, amikor mindharom tényezd
egyforma, a z értékében lett figyelembe véve. Tehéat:

v=4-4—-1=15
Az a. pontban, ezek a szamok a kovetkezd modon jelentkeznek:
6u 4 3v + 2 =784
Ebbél:
4 —-3-v—z T784-3-15-1

b 6 6

A keresett szam, ahanyféleképpen egymilliot 3 tényezére bonthatjuk agy, hogy
a csupan a tényezdk sorrendjében kiilonb6z6 megoldasokat nem tekintjiik kii-
16nbdzéknek:

u+v+2=123+15+1=139
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2.5-35.
a. Tegytik fel, hogy |A| = n és |B| = k. Hany A — B fiiggvény van?
b. Tegyiik fel, hogy |A| = |B| = n. Hany A — B bijekci6é van?
c. Tegyiik fel, hogy |A| =n és |B| = k. Hany A — B injekci6 van?

d. Hany szigortian monoton névé {1,2,...,k} — {1,2,... n} fligg-
vény van?
Megoldas.

a. A minden egyes eleméhez B béarmelyik elemét rendelhetjiik a k elem
koziil. Ezek a hozzarendelések egymastol fiiggetlenek, tehat a lehetségek szi-
mai Osszeszorzédnak. Az Gsszes hozzarendelés szama:

k-k-...-k=Ek"

b. A elemeit rendezziik valamilyen sorba, és ne valtoztassunk ezen a sor-
renden. B elemeit is rendezziik tetszleges modon sorba. A és B megfelel
elemeit rendeljiik egyméshoz (A els6 eleméhez B els6 elemét, A masodik ele-
méhez B masodik elemét, stb.). Igy kapunk egy bijekciét. Most B elemeinek
vegylik egy mésik sorrendjét, és megint rendeljiik egyméshoz A és B megfelels
elemeit. Annyi bijekciot kapunk, ahany sorrendje van B elemeinek, tehat:

n!

c. Ha n > k, akkor nulla az injekcidk szadma. Legyen most n < k, és
A elemeit rendezziik valamilyen sorba. A els6 eleméhez B barmelyik elemét
rendelhetjiik, ez k lehetGség. A masodik eleméhez nem rendelhetjiik azt az
elemet, amit az elébb felhasznaltunk. Marad k& — 1 lehet&ség. A harmadik
eleméhez mar csak k — 2 elemet rendelhetiink, stb. A lehetGségek szamai
Osszeszorzodnak, s igy az Osszes injekci6 szama:

Bk = 1) b=+ 1) =V =

d. B elemei koziil valasszunk ki k darabot, és A elemeihez rendeljiik hozza

ezeket szigorian névekvs modon. Annyi ilyen fiiggvény van, ahanyféleképpen
B elemei koziil k darabot ki lehet valasztani:

(+)
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2.5-36.

Hany olyan hatjegyti szimsorozat van, amelyikben van valahol
egymas mellett két azonos szamjegy (0-9-ig barmi)?
Megoldas.

1. megoldds. Az Gsszes hatjegyl szamsorozat szdma:

108

Azoknak a szdma, amelyek nem felelnek meg, amelyekben tehat egyméas mel-
lett sehol sincs két azonos szdmjegy:

10 - 9°
Az elss értékbdl vonjuk le a masodikat, igy megkapjuk a keresett értéket:
106 — 10 - 9° = 409 510

2. megoldds. (Németh Lasz16 rimaszombati, valamikori ELTE-s hallgato
megoldasa.)

A feladatot logikai szita mdédszerrel oldjuk meg.

Képzeljiik el az Gsszes, a feltételeknek megfelel§ szamot, és ha két szom-
szédos szamjegy megegyezik, akkor rakjunk kozéjiik egyenldségjelet. Példaul
000000 esetén 0 =0=0=0 = 0= 0. Van olyan szadm, amelyikben csak
egy helyen szerepel egyenléségjel, van olyan, amelyikben 5 helyen is az all.

Keészitsiink ilyen szamokat a kovetkezdképpen. A 6 szam kozé valahova
rakjunk egyenlgségjelet, akkor az utana szerepld szamjegy meg fog egyezni az
el6z6vel, tehat mar csak 5 helyre kell szdmjegyet irnunk. Ezt

5-10°

kiilénb6z6 modon tehetjiik meg.
Az olyan szamokat azonban, amelyekben két helyen is szerepel egyenls-
ségjel, kétszer is Osszeszamoltuk, ezeknek a szamét tehat le kell vonnunk.

()

Az olyan szamokat, amelyekben harom helyen is szerepel egyenldségjel,
tul sokszor vontuk le, vissza kell tehat adnunk. ...
A megoldas:

) 5 5 5
. 5 J— . 4 . 3 — . 2 N
5-10 <2> 10 + <3> 10 <4> 107 + (5> 10
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2.6. Logikai szita

2.6-37. Hany olyan n jegytd szam van (n > 3), amelyik csupan az 1,
2, 3 szamjegyeket tartalmazza, de mindegyiket legalabb egyszer?
Megoldas.

Osszesen 3" n jegyi szamot készithetiink az 1, 2, 3 szamjegyek felhaszna-
lasaval.

Ezek kozott azonban vannak olyanok, amelyek legfeljebb két szamjegy
felhasznalasaval késziiltek, ezek szama:

Ezt az értéket az el6bbibdl le kell vonnunk.

Vannak azonban olyan szdmok (a csupa 1, csupa 2 és a csupa 3), amelyeket
elGszor egyszer vettiink figyelembe, majd kétszer vontunk le. Ezek szdmét
vissza kell adnunk.

A keresett érték:

3" —-3-2"+3.

Megjegyzés. Lényegében a logikai szita modszert alkalmaztuk, ahol a részt-
vev§ halmazok a kovetkezdk:

Aj azokat a szdmokat tartalmazza, amelyekben az 1-es nem szerepel,

Ag azokat, amelyekben a 2-es nem szerepel,

Aj pedig azokat, amelyekben a 3-as nem szerepel.

2.6-38. Egy ismerdsiinknek el akarunk kiildeni nyolc kiil6nb6z6 fény-
képet. Hanyféleképpen tehetjiik ezt meg, ha pontosan 5 kiilonb6z6
boritékot akarunk felhasznalni?
Megoldas.

1. megoldds. Alkalmazzuk a logikai szita médszert, az A; halmaz azokat a
(nekiink nem megfelels) eseteket tartalmazza, amikor az i-edik boriték nem
kertil felhasznalasra.
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legfeljebb ennyi esetek szdma | a felhasznalt boritékok hanyféleképpen
boritékot hasznalunk véalaszthatok ki az Osszes koziil
5 5° ()
4 4° (3)
3 3° (5)
2 2° ()
1 r° (1)

A keresett érték:

0= Q) () () - rmon

2. megoldds. Rakjuk sorba a boritékokat. Nézziik meg, hogy hanyfélekép-
pen tudjuk a nyolc fényképet 6t csoportba osztani Ggy, hogy mindegyik c¢so-
portban legyen legalabb egy fénykép. A harom lehetGséget az alabbi tablazat
els6 oszlopaban latjuk.

Gondolatban frjuk fel a boritékokra, hogy melyikbe hany fénykép fog ke-
riilni. Osszuk el ennek megfelelGen a fényképeket (masodik oszlop), ekkor a
csoportok sorrendje is szamit.

Majd nézziik meg, hogy az adott szamokat a boritékokra hanyféleképpen
irhatjuk fel (harmadik oszlop).

Az Osszes eset szamat megkapjuk, ha a méasodik és a harmadik oszlopban
lev§ értékeket Osszeszorozzuk egyméssal.

hany fénykép | hdnyféleképpen | hanyféleképpen
keriil oszthatjuk el keriilhetnek Osszes lehetGség
egy-egy a fényképeket | az adott szdmok
boritékba a borftékokra
41111 g 5 85 =28400
32111 B, o 057 - o1 = 67 200
22211 - 25 o a5 = 50 400
Osszesen 126 000
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2.6-39. Az 5-6s szamrendszerben a legfeljebb 8 jegy(i szadmok k6z6tt
hany olyan van, amelyiknek a jegyei koz6tt az 1, 2, 3, 4 legalabb
egyszer eléfordul?

Megoldas. Alkalmazzuk a logikai szita modszert. Az 5-6s szamrendszerben
5% legfeljebb 8 jegyd szam van. Ebb6l azonban ki kell vonnunk azoknak a
szamat, amelyekhez az 1, 2, 3, 4 szamjegyek koziil legfeljebb 3-at hasznalunk
fel, s igy 6k a 0-val egyiitt legfeljebb 4 szamjegybdl allnak ((;1)48), vissza
kell adnunk azoknak a szaméat, amelyekhez az 1, 2, 3, 4 szamjegyek koziil
legfeljebb 2-t hasznalunk fel, s igy 6k a 0-val egyiitt legfeljebb 3 szamjegybdl
allnak ((3) 3%), sth. Osszesen a keresett szamok szdma:

4 4 4 4
8 _ 8 8 _ 8 8 _
5 <1>4 + <2)3 <3>2 + <4>1 166 824

2.6-40. Hany A — B sziirjekci6 van, ha |A| =n,|B| = k7
Megoldas. Ha n < k, akkor nincs egy sem. Legyen most n > k, és alkalmaz-
zuk a logikai szita moédszerét.

k" — (l;)(k— D"+ <§>(k—2)"— <§)<k—3)n+“'+(_1)k1(;:1>1n

2.6-41. (Kovacs Géza egykori ELTE-s hallgat6 példaja.) 4 hazaspar
hogyan helyezhet6 el egy kerek asztal koriil tgy, hogy hazastarsak
nem keriilnek egymas mellé.

Megoldas. A logikai szita modszerrel oldjuk meg a feladatot. Az A;, @ =
1,2, 3,4 halmazba azok a (szamunkra nem kedvezd) esetek keriilnek, amelyek-
ben az i-edik férj és feleség egymas mellett {ilnek. Az Gsszes eset szama 7!. Ha
egy hazaspar egymas mellett il (a tobbi lehet, hogy egymas mellett iil, lehet,
hogy nem), akkor az egymas mellett iil§ par (?)—féleképpen valaszthato ki, a
par és a tobbi 6 ember a kerek asztal koriil 6!-féleképpen iilhet le, és a par
egyméashoz képest 2-féleképpen helyezkedhet el, tehat ezeknek az eseteknek
a szama (11)6! - 2. A t6bbi eset hasonlé6 médon szamolhato ki. Az Gsszes eset

szama:
4 4 4 4
- 1.2 .22 — 4123 124 =
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= 5040 — 5760 + 2880 — 768 + 96 = 1488

2.6-42. Hany 6tjegyt szam alkothato

a. csupa egyenld szamjegybdl;

b. két kiilonb6z6 szamjegybdl;

c. harom kiilénb6z6 szamjegybdl;

d. négy kiillonb6z6 szamjegybdl;

e. 0t kiilonb6z6 szamjegybdl?
Megoldas.

a. 9

b. Elgszor vegyiik figyelembe azokat a szamsorozatokat is, amelyek nul-
laval kezdddnek. Azt a két szamjegyet, amelyiket felhasznéljuk az Otjegyii
szamok képzésére, (120)—féleképpen valaszthatjuk ki. A kivalasztott két jegy-
bl 25 — 2 olyan sorozatot képezhetiink, amelyikben mindkét jegy szerepel.
Osszesen tehat (120) (2° —2) sorozatot kaphatunk, ezeknek a 19—0 -ed része olyan,
amelyik nem nullaval kezd6dik. A megoldas:

9 [(10\ .5 9 10-9, 5 4
10<2>(2 —2)—1—0‘7(2 —2)=81(2"—-1)=81-15=1215

c. El6szor figyelembe vessziik azokat a szamsorozatokat is, amelyek nul-
laval kezd&dnek. Azt a harom szamjegyet, amelyiket felhasznaljuk az &tje-
gyd szamok képzésére, (130) -feleképpen valaszthatjuk ki. A kivalasztott harom
jegybél 3° — 3 -2 + 3 olyan sorozatot képezhetiink, amelyikben mindharom
jegy szerepel. Osszesen tehat (130) (3° —3-2°+3) sorozatot kaphatunk, ezeknek
a % -ed része olyan, amelyik nem nullaval kezd6dik. A megoldés

9 (10\ .5 5 9 10-9-8
10(3)(3 3:2°43) = 15— (381 -3:3243) =16 200

d.
1. megoldds. A 10 szambol azt a 4-et, amelyiket felhasznalunk, (lf) -féleképpen

valaszthatjuk ki. (g) -féle médon valaszthatjuk ki azt a 2 helyet, melyeken van
ismétlgdés. 4-féleképpen valaszthatjuk ki azt a szamjegyet, amelyik ismétls-
dik. A nem ismétlgdsk 3!-féle moédon rendezhetdk el:

9 (10\ /5 9 10-9-8-7 4.5
- 3= . . .4.3.2 = . . =
( )<2>4 3! 10 534 5 4-3-2=81-56-10 =45 360
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2. megoldds. Ugyanezt az értéket az aldbbi moédon is kiszamithatjuk:
9 /10 4
— 45 4.3 2% — 4.1
() (29 ()

9.-9.-8-7-6=27216

e.
1. megoldds.

2. megoldds.

als) (7)) =) 7+ () )

Megjegyzés. Az Osszes otjegyt szam (9 - 10* darab), az el6z6 5 pont
valamelyikében (pontosan egyszer) szerepel, tehat

a+b+c+d+e=9-10%

Ezt is felhasznélhatjuk a szamitasok soran. [ |

2.7. Kartya

2.7-43. Az 52 lapos francia kartyaban négy szin (kér, pikk, karo,
treff) és mindegyikbdl 13 darab van. Mindegyik szinbdl négy figura
(4sz, kiraly, dama, bubi), kilenc pedig 2-t6l 10-ig szamozott.

a. Négy jatékosnak 13-13 lapot osztva hany kiilonb6z6 leosztas
van?

b. Hany olyan leosztas van, ahol minden jatékosnak van asza?

c. Hany olyan leosztas van, ahol minden asz egy kézbe keriilt?
Megoldas.

a.

1. megoldds. Rakjuk sorba a kartyakat (52! sorrend), és az elsé 13 lapot
az els6 jatékosnak adjuk, a mésodik 13 lap a masodik jatékosé, sth. Mivel
mindegy, hogy egy-egy jatékos milyen sorrendben kapta a kartyakat, ezért az
elébbi értéket osztjuk (13!)%-nel. A keresett érték:

52!
(13))1 = 53 644 737 765 488 792 839 237 440 000
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2. megoldds. Ugyanehhez a megoldashoz eljuthatunk a kovetkez§ gondo-
latmenettel is.

Az 52 lapbol kivalasztunk 13-at ((?g) lehetdség), és az els6 jatékosnak
adjuk.

A maradék 39 lapbol kivalasztunk tjra 13-at ((i’g) lehet&ség), és ezt a
masodik jatékos kapja.

A maradék 26 lapboél kivalasztunk megint 13-at (@g) lehet§ség), ezt a
harmadik jatékos kapja.

A hatralévs 13 lapbol kivalasztunk megint 13-at (Gg) lehetdség), ezt a
negyedik jatékos kapja.

Az esetek szama Gsszeszorzodik, a megoldas:

52 39 26 13

13 13 13 13
b. Mindegyik jatékosnak adunk egy-egy aszt (4! lehetség), és a tobbi 48
kartyabol adunk mindegyik jatékosnak 12-12 darabot. Az Gsszes eset szama:

48!
8 5 659 423 235 091 422 706 737 318 400

ne =
(12)4

c. A 4 aszt odaadjuk az egyik jatékosnak (4 lehetdség), a megmaradt
kartyakbol pedig 9-et megkap ez a jatékos, a tébbinek 13-13 jut:

48!
4- m = 566 715 116 850 301 773 091 584 000

2.8. Binomialis tétel és alkalmazasa
Binomialis tétel.

Legyen n természetes szam, z,y pedig tetszdleges komplex sza-
mok. Ekkor

n_ (T n n n—1 n 2 n—2 n k, n—k n n
(x+y) —<O>y +<1>a:y +<2>xy +...—|—<k>:1: y +...+<n>x.

Helyettesitsiink x és y helyébe is 1-et. Az alabbi 6sszefiiggéshez

Jutunie <g>+<ﬁ)+<g>++(2)++<z> =2"
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Ha az x = —1 és az y = 1 helyettesitést alkalmazzuk, akkor pedig
a kovetkezs 6sszefiiggéshez jutunk:

) () e () () e rr () -

2.8-44. Hatarozzuk meg a kdvetkezs Gsszeget:

s(7) +2(5) +o v ()

Megoldas. Jelolje a keresett Gsszeget S.

S=3G)+§<$+a”+w(m

A binomialis tételt alkalmazva:
S+1=B+1"

Ebbél
S+1=4"

=41

2.8-45. Hatarozzuk meg a kévetkezs Gsszeget:
1-1'+2-214+3-3!'+...4+n-n!
Megoldas. Jeldlje a keresett Gsszeget S.
S=1-114+2-214+3-3!+... 4+ n-n!

Adjuk hozza S-hez az
N+214+314+...4+n!

kifejezést:
S+1U+20431+...+nl=214+3+... +nl+ (n+1)!

Ezt rendezziik:
S=mn+1)!-1
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|
2.8-46. Bizonyitsuk be, hogy
n n n n n
2 -1 =n2"!
(1) 12(a) #o(a) +r o2y ) o) =
Megoldas. Jelolje a keresett Gsszeget S :
n n n n
= 2 -1
5= (1) () o) ()
Az
n\ n
k) \n—k
azonossagot alkalmazva S gy is felirhato:
n n n n
= -1 ot 2 :
seng) (i) e ) 0)
S két kiilonbo6zs alakjat adjuk dssze:
n n n n
28 = =n2"
sen((6) () o () () =
amibdl
S =n2n L,
|

2.8-47. Bizonyitsuk be, hogy igaz a kivetkez6 egyenlGség:
n n+1 n 4+ 2 n+m n+m+1 n
)+ () () o (07 = (507) - ()

Megoldas. m szerinti teljes indukciéval bizonyitunk. Felhasznéljuk az

(1) ()= ()



2.8. Binomadlis tétel és alkalmazdsa 45

Osszefliggést.
[. m = O-ra teljesiil az allitas:

II. Belatjuk, hogy ha m — 1-re fenndll az Gsszefiiggés, akkor m-re is (tehat
teljesiil az 6rokledés). m-re felirjuk a kifejezés bal oldalat.

() (e e (7)) (107) 5

A zérdjelben 1évé kifejezésbe beirjuk az indukcios 4llitas alapjan az
() = () kifejezést.

-((7) - () () -

Ezt tovabb alakitva megkapjuk m-re a jobb oldalt.

n+m-+1 B n
k+1 k+1

I. és I1. alapjan minden pozitiv m-re teljesiil az 6sszefiiggés. ]
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