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ELOSZO

Ez a jegyzet az Informatika Minor Szak nappali és levelezd tagozata
»,Analizis tanaroknak” cimii tantargyanak mésodik félévéhez késziilt ok-
tatdsi segédanyag. Témadi: valds szamsorozatok és sorok, vektorok és
matrixok, tobbvaltozos analizis.

A szakaszok szamozasa minden fejezet elején elolrél kezdédik. Ugyancsak
elolrdl kezdodik minden fejezetben a tételek, definiciok, megjegyzések stb.
egyiittes szamozasa. Az egyes fejezetek végén gyakorlé feladatok taldlhatok,
ezek szamozasa is fejezetenként elolrol kezdodik.

A jegyzetben a szokdsos matematikai jeloléseket hasznaljuk. Néhany
jelolést kiilon is felsorolunk:

e minden: V;

o létezik: 4,

e az A és a B halmazok direkt szorzata (Descartes-szorzata): A x B;
e a valos szamok halmaza: R;

e a pozitiv valés szdmok halmaza: R*;

e a nem negativ valés szdmok halmaza: R ;

e idedlis elemek: +00, —c0 (Vz € R: —o0 <z < 400);

e a természetes szamok halmaza: N := {1,2,3,...};

e a nem negativ egész szamok halmaza: Ny := {0,1,2,3,...};

e az egész szamok halmaza: Z .= NU{—x € R: 2z € N} U{0};
e a raciondlis szamok halmaza: Q := {]—9 ER | pg€Z, q# 0} ;
q

e a sik pontjai, szdmpdrok: R? := {(x, y) | =,y € R};
e a tér pontjai, szdmhdrmasok: R® := {(z, y, 2) | z,y,2 € R}.

e Az intervallumok nyiltsagat gombolyt zaréjellel, és nem kifelé fordi-
tott szogletes zardjellel jeloljiik.

e Részhalmaz jelolésére a C és nem a C jelet hasznéljuk.
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A jegyzetben az analizis egyes témakoreibe nyeriink bepillantast. Mivel
a targy oraszama viszonylag kicsi, nincs lehetOség a mély targyalasra. Az
érdeklodok szamara ajanljuk a hianyok pétlasara az alabbi irodalmat:

[ 1] Leindler-Schipp: Analizis 1. (egyetemi jegyzet)

[ 2 ] Pal-Schipp-Simon: Analizis II. (egyetemi jegyzet)

[ 3] Simon Péter: Fejezetek az analizisbdl (egyetemi jegyzet)
[ 4] Szili Laszl6: Analizis feladatokban (egyetemi jegyzet)

[ 5] Csorgd Istvan: Fejezetek a linedris algebrabdl (egyetemi jegyzet)

Eztton is koszonom Dr. Fridli Sandor docensnek a kézirat lelkiismeretes
lektoralasat és értékes tandcsait.

Budapest, 2008. november 14.

Csorgd Istvan



1. Valds szamsorozatok

Szamsorozatokkal mar kozépiskolas tanulmanyaink soran is talalkoztunk.
Ott féleg a szamtani és a mértani sorozattal kapcsolatos feladatokrol volt
sz6, de elhangzott néhany egyéb fogalom is, pl. a sorozat monotonitésa,
korlatossaga.

1.1. Valés szamsorozat fogalma

1.1. Definicié. Az a : N — R fiiggvényeket valds szamsorozatoknak ne-
vezzik. Az a(n) € R elemet a sorozat n-edik tagjanak nevezziik, szokdsos
jelolése: a,,.

Megjegyezziik, hogy N helyett vehet6 az
{n€Z|n=p}

halmaz is, ahol p € Z rogzitett. [lyenkor azt mondjuk, hogy a sorozat tagjait
,» p-t01 kezdve” indexeljiik.

Egy a : N — R sorozatra az alabbi jeloléseket hasznaljuk:

a; (a,); (an,neN); a,€H (neN).

I

A sorozatokat leggyakrabban , képlettel” adjuk meg, pl.:

1
a, :=— (neN).
~ (neN)
Elterjedt az tun. rekurziv megadas is, pl. a Fibonacci-sorozat igy adhato

meg:

ap:=0, a;:=1, ap,:=a,1+a, 2 (MeEN, n>2).



6 1. Val6s szamsorozatok

1.2. Példak.

értelmezési| n-edik tag| a sorozat ,eleje” elnevezés
tartoméany |  (ay,)
1 111
1 N - 1, 23T harmonikus sorozat
2 N L 111 lapi mértani sorozat
— = = = — — alapi mértani z
o 21816 |20
3 N (=)™ -1, 1, -1, 1,
4. N n 1,2, 3,4,5, ...
5. N (=) t-nl1, -2, 3, —4,5, ...

1.2. Monotonitas, korlatossag

1.3. Definicié. Legyen a : N — R egy valds szamsorozat. Azt mondjuk,
hogy ez a sorozat

e monoton nové (névekvs), ha VneN:  a, < apqq;

e szigorian monoton nové (névekvd), ha  Vn e N @ a, < apyq;
e monoton fogy6 (csokkend), ha Vn €N :  a, > apyiq;

e szigorian monoton fogyd (csokkend), ha Vn € N :  a, > any1;

e monoton, ha monoton névé vagy fogyo;

e szigorian monoton, ha szigorian monoton névé vagy fogyé.
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1.4. Példak.

Az 1.2. példakban szerepl6 sorozatok koziil az 1. és 2. szigoriian monoton
csokkeno, a 4. szigortan szigorian monoton névekvéd, a 3. és 5. pedig nem
monoton.

1.5. Definicié. Legyen a : N — R egy valds szdmsorozat. Azt mondjuk,
hogy ez a sorozat

e felulrdl korldtos, ha JK e RVne Nt : ¢, <K.

K neve: a sorozat egy felsé korlatja;

e alulrdl korldtos, ha JK e RVne Nt : ¢, > K.

K neve: a sorozat egy also korlatja;

e korlatos, ha alulrdl is és feliilrol is korldtos.

1.6. Megjegyzés. Gyakran alkalmazzuk a korlatossidg aldbbi atfogalma-
zasat, melynek igazolasat feladatként tlizzik Kki.

(a,) korldtos <= IJK e R* Vn e Nt .  |a,| < K.

Legyen (a,,) egy feliilrél korlatos sorozat. Bebizonyithat6, hogy a sorozat
fels6 korlatai kozott van legkisebb. Hasonloképpen az is igazolhatd, hogy egy
alulrdl korlatos sorozat also korlatai kézt van legnagyobb.

1.7. Definicio.

e Legyen (a,) egy feliilrél korldtos sorozat. E sorozat legkisebb felsd
korlatjat a sorozat fels6 hatardanak (szuprémuménak) nevezziik, és
sup (a,)-nel jeloljiik. Megéllapodunk abban is, hogy ha (a,) egy
feliilr6l nem korlatos sorozat, akkor sup (a,) = +oc.

e Legyen (a,) egy alulrdl korldtos sorozat. E sorozat legnagyobb
alsé korlatjat a sorozat alsé hataranak (infimumaéanak) nevezziik, és
inf (a,)-nel jeloljiikk. Megéllapodunk abban is, hogy ha (a,) egy alulrél
nem korlatos sorozat, akkor inf (a,) = —oc.

1.8. Példak.

Az 1.2. példaban szerepl6 sorozatok kozil az 1., 2., 3. korlatos, a 4. és 5.
nem korlatos. A 4. alulrél korlatos, de feliilrél nem, az 5. pedig sem alulrél,
sem feliilr6l nem korlatos.

A felsé és az alsé hatarokat az alabbi tablazat tartalmazza:
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an, a sorozat ,eleje” |sup (a,)|inf (a,)
1 1 11
1 — 1, =, =, = 1 0
n 2°3 4
111 1 1
2. o a7 A4 Q) 1 Y 0
2" 2°4 816 2
3 (=n7 | -1,1, -1, 1, 1 1
4. n 1,2,3,4,5, ... 400 1
5.(=1)"'-nll, 2,3, —4,5,...| 4oo | —oo

1.3. Sorozat hatarértéke

1
Az | —, n € N | sorozatnal gy érezziik, hogy tagjai a 0 barmely kornyeze-
n

tébe bekeriilnek, ha elég nagy indexet véalasztunk, sot a tagok egy bizonyos
index utan a kornyezetben , maradnak”. Ezért ugy gondoljuk, hogy ez a
sorozat a 0-hoz kozelit, 0-hoz ,,tart”. Hasonl6t érziink az (n?, n € N) soro-
zatnal is, err6l pedig gy gondoljuk, hogy a (4+00)-be tart.

Néhéany ilyen egyszerii bevezeté példa utdn megfogalmazhatjuk a de-
finiciot:

1.9. Definicié. Legyen a : N — R egy valés szdmsorozat. Azt mondjuk,
hogy ez a sorozat konvergens, ha

JAERYe>0INENYR >N : |a,— Al <e.

A sorozatot divergensnek nevezziik, ha nem konvergens. Az N szamot (az
e-hoz tartozd) kiiszobindexnek nevezziik.
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Igazolhatd, hogy a fenti definicioban szereplé A szam egyértelmii. Ezt a
szamot a sorozat hatérértékének (limeszének) nevezziik, és azt mondjuk,
hogy a sorozat A-hoz tart (ha n tart a végtelenbe). Szokdsos jelolései:

lima = A; lim(a,) =A; lima, = A;

lim a, = A4; a, = A (n— 0).

n—oo

1.10. Definicié. Legyen a : N — R egy valos szamsorozat. Azt mondjuk,
hogy az (a,) sorozat hatarértéke +o0o (mds széval: a sorozat +oo-be tart),
ha

VP>0dNeNvwWw>N: a,>PFP

Szokasos jelolései:
lima = +o00; lim(a,) = +o00; lima, = +o0;

lim a, = +o0; a, — +oo (n — 00).

n—oo

Az N szamot (a P-hez tartozd) kiiszébindexnek nevezziik.

1.11. Definicié. Legyen a : N — R egy valos szamsorozat. Azt mondjuk,
hogy az (a,) sorozat hatarértéke —oo (mds szdval: a sorozat —oo-be tart),
ha

VP<03dNeNVWnm>N: a,<P

Szokésos jelolései:

lima = —o0; lim(a,) = —o0; lima, = —o0;
lim a, = —oc; a, — —00 (n — 00).
n—oo

Az N szamot (a P-hez tartozo) kiiszobindexnek nevezziik.

1.12. Megjegyzések.

1. Mivel a sorozatok specialis R — R tipusu fiiggvények, felvetodik a
kérdés, hogy a most definialt hatarérték-fogalom megfelel-e a fiiggvény
hatarértékének a sorozatokra vonatkozo specialis esetének. Konnyen
lathaté, hogy igen. Eppen ezért a figgvény hatarértékérdl tanultak
nagy része értelemszertien a sorozatokra is érvényes.
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2.

1.13.

Nyilvanval6, hogy egy divergens sorozatnak vagy nincs hatarértéke,
vagy +o0o a hatarértéke, vagy —oo a hatarértéke.

Példak.

. Az 1.2. példdkban szerepl6 sorozatok koziil az 1. és a 2. konvergens,

és mindketto hatarértéke 0. A 3., 4., 5. sorozatok divergensek. Ezek
koziil a 4.-nek van hatarértéke, a +o0o. A 3. és az 5. sorozatnak nincs
hatarértéke.

Legyen a,, := ¢ (n € N), ahol ¢ € R rogzitett. Ekkor (a,,) konvergens
és lima, = c. Valéban, legyen ¢ > 0. Ekkor barmely N € N | jé",
hiszen n > N esetén

la, —c|=lc—c|=0<e.

Legyen g € R rogzitett, és tekintsiik a (¢", n € N) sorozatot (¢ alapi
mértani sorozat). Tegyiik fel eldszor, hogy ¢ > 1. Ekkor — a binomidlis
tételt is felhasznélva:

n

=0z (]) - D=n-G-

P
A jobb oldal nagyobb egy elére adott P > 0 szamnal, ha n > T
q JR—

_nél na-
1nena

Ezért P-hez j6 kiiszob barmely olyan N € N, amely

gyobb.
Ezzel azt kaptuk, hogy lim ¢" = +o0.

1
Legyen ezek utédn |¢| < 1, de ¢ # 0. Ekkor — > 1, igy el6z6

lq]
(1)
lim { — = +4o00.
n—oo \ |q|

Rogzitsiink egy € > 0 szdmot és alkalmazzuk a fenti hatarérték de-

eredményiink szerint

1
finiciéjat P := — valasztédssal. Azt kapjuk, hogy
€

AN eNVn> N : (i> >1.
4] £
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Ebbél atrendezéssel |¢"| < €, azaz |¢" — 0| < € adddik. Ezzel azt kap-
tuk, hogy lim ¢" = 0.

Legyen most ¢ < —1. Ekkor ¢* > 1 miatt

¢" = (¢*)" = +oo (n— ),

masrészt tetszoleges P < 0 esetén

q2n+1 =q- (q2)n < P, ha (q2)n > g

Ez pedig egy indextdl kezdve teljestil, mivel lim (q2)n = +o00.

n—oo

Ezért lim ¢*"*!' = —oco. A (¢") sorozat egy részsorozata tehat -+oo-

n—oo

be, egy masik részsorozata pedig —oo-be tart. Ezért a (¢") sorozatnak
nincs hatarértéke. Ugyanez lathaté be hasonlé moédszerrel a ¢ = —1
esetben.

Atgondolva még a ¢ = 0 és a ¢ = 1 trividlis eseteket, a mértani sorozat
hatarértékérol a kovetkezot kapjuk:

(+o00 ha ¢ > 1
0 ha |¢| <1
lim ¢" =
e 1 hag=1
[ nem létezik, ha ¢ < —1.

1.4. Monoton sorozatok hatarértéke

1
Ha tekintiink néhany egyszerti monoton sorozatot (pl. (—) , (2M), (5), stb.),
n

azt tapasztaljuk, hogy mindegyik , tart valahova’. Az észrevétel altalanosan
is igaz, ezt fejezi ki az alabbi tétel, melyet bizonyitas nélkiil kozliink:

1.14. Tétel. Legyen a : N — R egy monoton valds szimsorozat. Ekkor
létezik hatdrértéke, nevezetesen
e ha (a,) monoton névd, akkor

lim a,, = sup (ay,);
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e ha (a,) monoton foqyd, akkor

lim a,, = inf (a,).

Megjegyezziik, hogy tételiink kicsit kevesebbet mondo, de gyakran hasznalt
formaja:

Monoton és korlatos sorozat konvergens.

1.5. Az ,e” szam

Ebben a szakaszban értelmezziik a matematikaban alapvetd szerepet jatszo
Euler-féle allandét, az ,,e” szamot. Az értelmezése egy nevezetes sorozat, az

Ay = <1+%>n (n € N)

sorozat hatarértékeként fog torténni. Ehhez megmutatjuk, hogy ez a soro-
zat (szigortan) monoton novekvo és feliilrdl korldtos. Ennek bizonyitdsdban
alapveto szerepet jatszik a szamtani és a mértani kozép kozti egyenlotlenség,
melyet bizonyitas nélkil kozliink:

1.15. Tétel. Legyenn € N, n > 2 és xy, ... x, € RT. Ekkor

1+ ...+,
—n .

Yy x, <

Egyenloséqg akkor és csak akkor van, ha x1 = ... = x,.

1.16. Megjegyzések.

1. Az egyenl6tlenség bal oldalan all6 /zq - ...~ x, szamot az x1, ..., T,

xry+...+x,

szamok mértani kozepének, a jobb oldalon &ll6 szamot

n
pedig ugyanezen szamok szamtani kézepének (atlaganak) nevezziik.

2. A fenti tétel n = 2 specidlis esete (bizonyitdssal egyiitt) kozépiskolai
tananyag.
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1.17. Tétel. Az

Uy, = (1+%)n (n e N)

sorozat monoton novekvd és felilrol korldtos.

Bizonyitas. Alkalmazzuk a szamtani és a mértani kozép kozti egyenl6t-

lenséget az
1 1 1
T+—, 14+-, ..., 1+= 1
n n n

ndb

szamokra:

1" 1 1 7”( n
ap=(1+=) =(1+2)-...(1+=)-1< —
n n n n+1

~
ndb

n + 2 n+1 1 N 1 n+1
= = = an .
n+ 1 n+1 +

Ez azt jelenti, hogy (a,) monoton (sét: szigorian monoton) nové.

Ezutan alkalmazzuk a szamtani és mértani kozép kozti egyenlétlenséget az

1 1 1 1 1
14+ — 14+ — . 14+ — — —
N + n? + n? b + ’rk’ 27 2
n:;b
szamokra
L= (i 1) = (14 2 I P
4% 4 n) n) n) 2 2
n‘gb
EANEE (.
n- - -+ = n
n) 22 n+2\""
< = —1,
n -+ 2 n+ 2

amibél a, <4 (n € NT) adédik. Tehét (a,) felilrdl korldtos.
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1.18. K6vetkezmény. Az 1.14. tétel alapjan a fenti (a,) sorozat konver-
gens.

1.19. Definicié. A
1 n
lim <1 + —) eR
n—oo n
hatarértéket Euler-féle allandénak nevezziik, és e-vel jeloljiik.

1.20. Megjegyzés. Bebizonyithatd, hogy az ,,e” szam irracionalis. Kozeli-
t0 értéke harom tizedesjegy pontossidggal 2,718, ami azt jelenti, hogy a szadm-

(k € Z) szamok kézﬁl) a 2.718

1épéskozii racsan | a
1000 1000
van hozzé legkozelebb, azaz

egyenes

1
le —2.718] < 3 1077,

1.6. Miveletek hatarértékkel, kozrefogas

Ebben a szakaszban arrdl lesz szé, hogy mar meglévé hatarértékekbdl ho-
gyan lehet djakat képezni. Ennek két {6 mddja van. Az egyik, hogy a mar is-
mert hatarértékii sorozatbol algebrai miiveletekkel tjabb sorozatot allitunk
el6. A mésik pedig, hogy a vizsgalt sorozatot , kozrefogjuk” ismert soroza-

tokkal.

Nézziik el6szor az algebrai miiveleteket.

Az 1.12. megjegyzést figyelembe véve a fiiggvények hatarérték-tételei
sorozatokra is érvényesek. Tehat sorozatokra is igaz az, hogy a hataréréték
képzése az algebrai miiveletekkel felcserélhetd, feltéve, hogy a szerepld mi-
veletek értelmezettek.

1.21. Tétel. Legyen a : N — R, b: N — R, és tegyik fel, hogy léteznek a

lim a, és lim b,

n—oo n—oo
hatarértékek. Ekkor

e lim (a, +0b,) = lim a, + lim b,;

n—oo n—oo n—oo

e lim (a,-b,) = lim a, - lim b,;

n—oo n—oo n—oo
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lim a,
. an n—oo
e lim —=—""7"—;
n—oo b, lim b,,
n—oo

feltéve, hogy a jobb oldalon kijelolt miveletek értelmezettek.

1.22. Megjegyzés. Emlékeztetdiil a nem értelmezett (1in. tiltott) miivele-
tek (hatdrozatlan kifejezések):

(+00) + (=00),  (+00) = (+00)  (=00) = (=00),

0-(£o0)
0 +o00
0 4oo

Térjiink ra ezek utan a kozrefogasra.

1.23. Tétel. [kozrefogdsi elv]
Legyenek a, b, c¢: N — R valos szamsorozatok, és tegyik fel, hogy véges

sok n kivételével
an < b, <c,.

Ekkor
a) halima, = 400, akkor limb, = +oo.
b) halimc, = —oo, akkor limb,, = —oo.

c) halima, =lime, = A € R, akkor limb, = A.

A tételt nem bizonyitjuk. Allit4sai szemléletesen nyilvanvalok.

1.24. Példa. Vizsgiljuk meg konvergencia szempontjabol az (/n) soroza-

tot.
A kozrefogasi elvet alkalmazzuk. A szamtani és a mértani kozép kozti

egyenlttlenség felhasznaldsaval

2 -2
0< Q/ﬁ:ﬁ/\/ﬁ.\/ﬁ.l.”‘.lgmz
— n

n—2 db
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Az (/n) sorozatot tehét kozrefogtuk egyszeriibb sorozatokkal:

2 2
1§%§%+1—5 (neN, n>2).

2 2
Mivel lim 1= lim | —= + 1 — — | = 1, kovetkezik, hogy
n—00 n—00 \/ﬁ n

lim ¥n = 1.

n—oo

1.7. Feladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi sorozatok hatarértékét, és keressiink kiiszob-
indexet € = 0, 001-hez:

a) a, =1—10"" (n € N);

3 o2
c) “”:4712—223221512:38 (n € N);
4 “”:n;i;il;fl? (n &N,
e) an:#_;_go (n € N).

2. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket.

. n?+4+3n—1 _
a) lim, .. 721 6 =10 b) T}LIEO(\/Qn—l—\/n—i-S)
¢) lim(v2n—1—+v2n+3) q) tim YLV

oo e n—n =1
e) nli_)rrgo(\/n—i-élw/ﬁ—\/n—low/ﬁ) f) lim (1—1—%)”

n—oo

g An+2 2 1 3n—2
g) lim on h)  lim nt
n—oo \ 3n + 5 n—oo \ 2n — 3




2. Sorok

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy egy a, € R, (n € N) soro-
zat tagjait valamilyen értelemben osszeadhatjuk-e, és hogy mi az osszeadas
eredménye.

Az sszeadas 1ényege, hogy a sorozat tagjait az els6tol az n-edikig 6ssze-
adjuk, s az igy nyert un. részletosszeg-sorozat hatarértékét (amennyiben ez
létezik és véges) tekintjiik az Gsszeadds eredményének.

2.1. Sor fogalma

2.1. Definicié. Az a : N — R sorozathoz tartozé részletosszeg-sorozaton

az
n

Sn::Zak:a1+...+an (n € N)
k=1

szamsorozatot értjiik.

2.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az a : N — R sorozat Osszegezheto,
ha a hozza tartozé részletOsszeg-sorozat konvergens. A részletosszeg-sorozat
hatarértékét az a, tagok Osszegének nevezziik. Az Osszegre az alabbi két
jelolés terjedt el:

ay+as+ ... vagy Zan.
n=1

Tovabbi jelolések:

oo
E an ) § ajn ) § an ) E an ) § a M
1 n=1 1

Ezeknél a hidnyzé informaciokat megéllapodéasok pdtoljak.

Roviden tehat:

o0 n

E a, = lim E ap = lim S,.
n—oo n—oo

n=1 k=1

Példaul legyen
1
n = oy (n € N).
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A hozza tartozo részletosszeg-sorozat n-edik tagja

n

1 1 1 1
Si=d =gttt
k=1

ami egy mértani sorozat elsé n tagjanak osszege.

A kozépiskolaban tanult képlet szerint:

Snz.inl%.(lg.

| 3"
(Ez az n-edik részletosszeg un. zéart alakja.)

A részletosszeg-sorozat konvergens, ugyanis

limSn:hmlo(l—i):%GR.

e sodlt [ , hetd s 1
zert a vizsgalt 3 sorozat osszegezheto, s tagjainak osszege 5

Jeloléseinkkel:

L S 1 i": 1 1
—+-—4+—=4+...== va — =
370" 27 2 B Lz Ty
A tovabbiakban - mivel a matematikdban ez terjedt el - a kovetkezo meg-
fogalmazast fogjuk haszndlni: Formélisan kijeloljiik az (a,) tagok Osszegét
a 2.2. definicional hasznalt jelolések valamelyikével, példaul igy:

oo
E Qp, -
n=1

Az igy kapott kifejezést az a, tagokbdl képzett sornak (végtelen sornak,
végtelen Osszegnek) nevezziik. Hasonl6 a helyzet akkor, amikor pl. az 5 és a
3 szamok 0Osszegét nem ugy irjuk fel, hogy 8, hanem ugy, hogy 5 + 3.

2.3. Definicié. Az a,, szamot a Zan sor n-edik tagjanak (n indexii tag-

n=1
)

janak) nevezziik. Az (a,,) sorozathoz tartozé részletésszeg-sorozatot a Zan

n=1
)

sor részletosszeg-sorozatanak, a részletosszeg-sorozat n-edik tagjat a g an,

n=1
sor n-edik részletosszegének nevezziik.
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=1 1
Példaul a Z I sor otodik tagja 357
n=1

1 1
részletosszeg-sorozata S, = 3 (1 — 3—n> (n € N),

1 1 1093
hetedik részletosszege pedig S7 = 5 (1 — ?) = 5%

oo
2.4. Definicié. A g a, sort konvergensnek nevezziik, ha részletosszegei-

n=1
nek sorozata konvergens. Ellenkezo esetben divergensnek nevezziik. Konver-

gens sor részletosszeg-sorozatanak hatarértékét a sor 0sszegének nevezziik,
s ugyanugy jeloljiik, mint magat a sort.

o0

1 1
Példaul a — sor konvergens, és Osszege —.
P gens, ge 5
n=1
Tehat Zg_n =3 A Zl sor viszont divergens, mivel részletosszeg-so-
n=1 n=1
rozata, az
n
Sn:21:n (n € N),
k=1
sorozat divergens.
o
Azonnal lathatd, hogy ,a Zan sor konvergens” és ,az (a,) sorozat
n=1

o0

Osszegezhetd” megfogalmazasok egyenértékiiek, s az is, hogy a Zan sor
n=1

Osszege megegyezik az (a,) tagok Osszegével. Ez a kapcsolat teszi lehet6vé,

hogy a sort mint egy kifejezést értelmezziik, ami énmagaban valéban kissé

pongyola lenne.

2.5. Megjegyzés. Az imént mondottak értelemszeriien atvihetOk arra az
esetre is, amikor a sorozat kezdd indexe nem 1, hanem valamely mas egész
szam.
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Az eddigiek alapjan maris megfogalmazhatjuk a konvergencia egy sziik-
séges feltételét:

2.6. Tétel. Ha a Zan sor konvergens, akkor lim a, = 0.

n—00
n=1

Bizonyitas. Legyen a sor Osszege A € R, n-edik részletosszege S,,. Ekkor
nyilvanvaléan az (S,) és az (S,_1) sorozatok hatarértéke egyarant A. Ezt
felhasznalva:

n n—1
an:Zak—Zak:Sn—Sn,l (neN, n>2),
k=1 k=1

amibdl

lim a, = lim (S, — S,-1) = lim S, 1 =A—-—A=0.

n—oo n—oo n—oo

2.7. Megjegyzések.

1. A tétel azonnali kovetkezménye, hogy ha egy sor tagjai nem tartanak
0-hoz, akkor a sor divergens.

- 1 1
Példaul a E <1 — —) sor divergens, mivel lim <1 — —) =1+#0.
n n—oo n
n=1

2. Késébb latni fogunk példat arra, hogy a tétel feltétele nem elégséges,
azaz van olyan sor, melynek tagjai 0-hoz tartanak, mégis divergens.

2.8. Tétel. [konvergens sorok tagonkénti dsszeaddsal

Ha a Zan €s a an sorok konvergensek, akkor a Z(an + by,) sor is
n=1 n=1 n=1

konvergens, és
oo oo

D (an+b0) =D an+ Y by

n=1 n=1
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Bizonyitas. Jelolje S, , T, , U, rendre a Zan, an, Z(an +b,) sorok
n=1 n=1 n=1
n-edik részletosszegét. Nyilvanvald, hogy

Un:ian—l—b Zan—l—Zb (n € N).
n=1

n — oo-re térve kapjuk, hogy

Z(an—i—b ) = lim U, = lim (S,+7,) = lim S,+ lim 7, —Zan—l—Zb
n=1 n=1 n=1

g

2.9. Tétel. [konvergens sor tagonkénti szorzdsa konstanssall

Ha a E a, sor konvergens és c € R, akkor a g (c-ay) sor is konvergens

n=1 n=1
és
E C-ay)=c- E .
n=1
oo oo
Bizonyitas. Jelolje S, , T, rendre a E ay E (¢ ay,) sorok n-edik rész-
n=1 n=1

letosszegét. Ekkor nyilvanvaloan

Tn:Zc ag) =c- Zanch (n € N),
k=1

amibdl
Z(c-an) = lim 7, = lim (¢- S,,) = c¢- lim S, :c-Zan.
n=1 n=1
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2.2. Meértani sor

o

2.10. Definicié. Legyen ¢ € R rogzitett valés szam. A Zq” sort mértani
n=1

sornak nevezziik.

2.11. Tétel. A mértani sor akkor és csak akkor konvergens, ha |q| < 1. Ez

esetben
Sr-rls
n=1 1 — 4

Bizonyitds. A mértani sorozat konvergencigjardl tanultak (1d. 1.13. pél-
déknal) szerint lim¢" =0 <= |q| < 1. Ezért a 2.6. tétel értelmében

n—oo

a konvergencia sziikséges feltétele, hogy |¢| < 1. Megmutatjuk, hogy ez a
feltétel elégséges is.

Tegyiik fel tehdt, hogy |¢| < 1. A kozépiskoldban tanultak (mértani so-
rozat els6 n tagjdnak Osszege) alapjan a részletosszegek zart alakba frhatdk.

n

So=> " =q+@+. .. +¢" =q- (n €N),
k=1 q—1
amibdl — lim ¢" = 0 felhasznélasaval:
- ~1
Zq": lim Sn:q-—zi.
n=1 e q- 1 1- q

Megjegyezziik, hogy a mértani sort sok esetben célszerti 0-t6l kezdve in-
dexelni, és megallapodni abban, hogy a 0 indexti tagja 1, vagyis formélisan
¢° = 0 (ez nem teljesen azonos a 0 kitevdjii hatvany értelmezésével, gondol-
junk a 0% esetre). Ez esetben a konvergencia feltétele véltozatlan (|q] < 1),
mig a sor 0sszege:

"1 24 =1 L [REp
d"=1+q+¢+ +;q T T

n=0
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2.3. Pozitiv taga sorok

oo
2.12. Definicio. A Zan sort pozitiv taginak nevezziik, ha

n=1

a, >0 (n € N).

A definicié alapjan nyilvanvald, hogy a pozitiv tagu sor részletOsszeg-
sorozata monoton noévekvo. fgy a konvergenciat az donti el, hogy a rész-
letosszeg-sorozat feliilrél korlatos vagy sem. Amennyiben a részletosszegek
sorozata feliilrol korldtos, akkor a sor konvergens. Ezt igy jeloljiik:

(e 9]

Zan < 00.

n=1

Ha pedig a részletosszegek sorozata feliilrél nem korlatos, akkor a sor diver-
gens, amit — utalva arra, hogy a részletosszegek a +oo-be tartanak — igy is

jelolhetiink:
S, = oo,
n=1

Nevezetes pozitiv tagu sorok az un. hiperharmonikus sorok.

2.13. Definicid. Legyen p > 0 rogzitett valds szam. A

o0

1

npkP
n=1

sort hiperharmonikus sornak nevezziik.

A hiperharmonikus sor konvergencidjaval kapcsolatos az alabbi tétel,
melyet bizonyitas nélkiil kozliink.

2.14. Tétel. [a hiperharmonikus sor konvergenciatétele]
=1
A g - hiperharmonikus sor p > 1 esetben konvergens, 0 < p < 1
n
=1

esetben}oedz’g divergens.

1
2.15. Megjegyzés. Tételiink szerint a E — sor (az in. harmonikus sor)
n
n=1
divergens. Ezzel példat adtunk arra, hogy a sor konvergencidjanak a tagok

0-hoz tartdsa nem elégséges feltétele (v.6. 2.6. tétel).
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Pozitiv tagu sorok konvergencidjanak vizsgalatdhoz sokszor jol hasznal-
haték az un. osszehasonlité kritériumok.

2.16. Tétel. [isszehasonlits kritériumok] Legyen 0 < a, < b, (n € N).
Ekkor

a) Ha an < oo, akkor Zan < 0o (magordns kritérium,).
b) Ha Zan =00, akkor an = o0 (minordns kritérium).

Bizonyitas. Jelolje rendre S, , T, a Zan, an pozitiv tagi sorok n-
edik részletosszegét. A feltételek szerint (.S,) és (7,,) monoton névekedék,
tovabba S, < T, (n € N). Innen maér egyszertien kovetkezik a tétel
mindkét allitdsa, hiszen pl. ha an < 00, akkor (7},) feliilr6l korldtos,

ekkor viszont a becslés miatt (.S,,) is feliilr6l korlatos, tehat Zan < 00. Ha
viszont Zan = 00, akkor (5,,) feliilrél nem korlatos, s igy (szintén a becslés

miatt) (7,) sem korldtos feliilr6l. Ez pedig azt jelenti, hogy an = 0.
U

2.17. Megjegyzések.

1. Nyilvanvalo, hogy a tétel allitdsa akkor is érvényben marad, ha a
0 <a, <b, feltétel csak véges sok n index kivételével teljesiil.

2. Az osszehasonlité kritérium két sor tagjainak véltozasi iitemét méri
Ossze. Az a) rész szemléletes jelentése pl. az, hogy ha a (b,) sorozat
tagjai ,,elég gyorsan” tartanak 0-hoz, akkor ugyanezt teszik a ndla
»kisebb” (a,) sorozat tagjai is. A b) rész jelentése pedig, hogy ha
az (a,) sorozat tagjai lassan, vagy egyaltalan nem tartanak 0-hoz,
akkor ugyanezt teszik a néla ,nagyobb” (b, ) sorozat tagjai is. Tipikus
alkalmazasa, hogy egy ,,14j” sort egy mar ,,ismert” soral hasonlitunk
Ossze.

Példaul vizsgaljuk meg, hogy konvergens-e a

e’} 1+TL 2
Z(Z—l—n?)

n=1

1

sor. Erzéstink szerint a tagok , nagysagrendje” —,

n

1+n 2 1+n 2 n+n 2 4
< < < = — N).
0‘<2+n2>—<n2>—<n2) z (el
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4 1
S mivel E — =4 E — < oo (hiperharmonikus sort kaptunk p = 2-vel),
n n
n=1 n=1

ezért a vizsgalt sor konvergens.

2.4. Hanyadoskritérium, gyokkritérium

Egy pozitiv tagt sornak a mértani sorral valé osszehasonlitasabol kapjuk a
gyokkritériumot és a hanyadoskritériumot.

2.18. Tétel. [gyokkritérium/
Legyen a,, > 0 (n € N), és tegyiik fel, hogy létezik az

L:= lim /a, € [0, +o0]

hatarérték. Ekkor

a) Ha L < 1, akkor a Zan sor konvergens.

b) Ha L > 1, akkor a Zan sor divergens.

Bizonyitas.

a) Legyen ¢ € R olyan, hogy L < ¢ < 1. L értelmezése miatt,

€:=q— L > 0 valasztassal

ANeNVn>N: a,<gq.

n-edik hatvanyra emeliink:

0<a,<q" (n>N).

Mivel Zq” < 00, igy az 6sszehasonlité kritérium alapjan Zan < 0.
b) Ismét L értelmezése miatt (e:= L —1 > 0):

INeN"Vn>N: a,>1.

Innen kovetkezik, hogy a, > 1 (n > N), vagyis, hogy (a,) nem
nullsorozat. Ezért Zan valéban divergens.

i
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2.19. Megjegyzések.

1. A tétel nem szdl az L = 1 esetrél, ez az un. hatarozatlan eset.

1 1
Példdul a Y "—, ) "= sorok mindegyikénél L = 1, de az elsd kon-
n n

vergens, a masodik pedig divergens.

2. Az is lathaté, hogy a gyokkritérium érzéketlen a ,,finom” sorokra.
Konvergenciat csak akkor jelez, ha a tagok nulldhoz tartési iiteme
legaldbb mértani sorozat nagysagrendii. Divergenciat pedig csak ab-
ban a ,,durva” esetben tud jelezni, ha a tagok nem is tartanak nullahoz.

2.20. Tétel. [hdnyadoskritérium]
Tegyiik fel, hogy a, >0 (n € N) és hogy létezik az

L= lim L ¢ [0, +o0]

n—00

hatarérték. Ekkor

a) Hao L <1, akkor a Zan sor konvergens;
b) Ho L > 1, akkor a Zan sor divergens.

A héanyadoskritériumot nem bizonyitjuk. A hanyadoskritériumra is ér-
vényesek a gyokkritérium utan tett megjegyzések.

2.5. Feladatok

1.
n 322'-1—1
Sy = — =7
24273
=0

7

2. Irjuk fel kozonséges tort alakban a 0,78 123 123... tizedestortet!

0 22n+1 _ g 9nt3
65"

=7

n=0
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27

4. Konvergens-e az alabbi sor?

23 3

43

3

1 5
e Tt ey i e SO

3 32 3

5. Konvergensek-e az alabbi sorok?

D D

—_

n=

C)Z

NE

)

D

n=1

“ (2n

n®+1

-(n2—=n+1)

(V)
)

(Vi ¥ 1= Vi)

) S YIEL YA

34

35

53 n+1-—+n
n=1 \/ﬁ

n"
n=1

6. (a Cantor-halmaz) A [0, 1] zart intervallumot megharmadoljuk, majd
eltdvolitjuk beldle a kzéps6 harmadat (pontosabban a kozepén kelet-
kez6 nyilt intervallumot). A megmaradé intervallumoknak ugyanilyen
modon eltavolitjuk a kozépsé harmadat, és igy tovabb a ,, végtelen-
ségig”. Hatarozzuk meg az eltavolitott szakaszok hosszanak Osszegét.
(A megmaradé pontok halmazét nevezziik Cantor-halmaznak.)



3. Vektorok, matrixok

3.1. Vektorok

3.1. Definicié. Adott n € N esetén rendezett valds szdm-n-esen értiink

egy
x:{1,2,....,n} =R

fiiggvényt. Az x(i) € R szamot az = szam-n-es i-edik komponensének ne-
vezziik. Az x szam-n-est jelolhetjiik igy is, hogy komponenseit felsoroljuk:

x = (21, To, ..., Tp).

3.2. Definicié. Legyen n € N adott, és jelolje R" a rendezett valés szam-
n-esek halmazat, azaz

R" :={z = (21, xa, ..., x,) | z; € R}

3.3. Megjegyzés. R"-t n-dimenzids térnek, elemeit pedig n-dimenzids
vektoroknak is szokds nevezni. R? a sik helyvektoraival, R? pedig a tér
helyvektoraival azonosithaté. Mivel a sik helyvektorai a sik pontjaival, a tér
helyvektorai pedig a tér pontjaival azonosithatok, R™ elemeit pontoknak is
szoktuk nevezni (az n-dimenzids tér pontjai).

A dimenzié fogalmanak részletes kifejtését illetéen 1d. az [5] jegyzetet.

3.4. Definicié. Az R” térben értelmeziik az alabbiakat:
o Osszeadds: x4y := (14 Y1, Tat+ Y2, -oey Tn + Yn);
e valds szdmmal val6 szorzds: - x = \x = (Axy, Axe, ..., Axy);

o skaldris szorzds: (z, y) := x1y1 + TaYo + . . . + TpYn;

e vektor hossza (normaja):  ||z|| :== \/(z, x) = /23 + 23 + ... + 22;

e két R™-beli pont tavolsaga:

d(z, y) = [le —yll = V(w1 = y1)? + (22 = y2)? + .o+ (20— y0)?.

E definiciékban z, y € R", A € R.
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Az Osszeadds és a szammal vald szorzéas tulajdonsagait foglalja Gssze az
alabbi tétel:

3.5. Tétel.

I 1.Vz,yeR": x+yeR™
2.Vr,yeR": z4+y=y+az (az dsszeadds kommutativ).

3. Vr,y,z € R . 2+ (y+2) = (x+y) +2z (az dsszeadds
asszociativ).

4.0 eR* VzeR": z+4+0==x.
Bebizonyithato az is, hogy 0 egyértelmi, mégpedig

a csupa 0 szambol dllo n-es. E specidlis elem neve: nullelem, vagy
nullvektor.

5. VreR" I(—z)eR": z+(—x)=0.
Bebizonyithatd az is, hogy (—x) egyértelmi, mégpedig

—r = (_xh T2y ey _'rn)7

az x komponenseinek ellentetjébdl felépitett vektor. A —x elem
neve: x ellentettje vagy additiv inverze.

II. VeeR*"VAcR: X-zecR"

VeeR" VA peR: X-(p-x2)=A\-p)-x.
VeeR" VApeR: (A+p)-z=Xz+p-z.
Ve,ye R" VAeR: X-(z4+y)=X-x+Ay.

VeeR": 1-x=uzx.

SANRSEESCEES .

3.6. Megjegyzés. A fenti tulajdonsidgok roviden tugy foglalhatok Gssze,
hogy R™ az Osszeadasra és a szammal vald szorzasra nézve egy R feletti
vektortér. A vektorterekrél bévebben 1d. az [5] jegyzetet.

A skalaris szorzas tulajdonsdgait foglalja Ossze az alabbi tétel:

3.7. Tétel.
1.Vex,yeR": (z,y) €R.
2. Vz,y e R (x,y) = (y, ).
3. Vr,ye R* VAeR: (Az,y) =X (z, ).
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4. Va,y,z € R" 0 (z,y+2) = (2, y) + (2, 2).
5. YexeR": (x,z) >0, tovibbd (x, x) =0 < z =0.
(Ekvivalens megfogalmazds: (0, 0) =0 ésVax € R": (x, z) > 0.)

3.8. Megjegyzés. Ezek a tulajdonsagok tugy foglalhaték Ossze, hogy R"
az Osszeaddsra, a szammal vald szorzasra és a skalaris szorzasra nézve egy
R feletti euklideszi tér. Az euklideszi terekr6l bévebben 1d. az [5] jegyzetet.

A norma tulajdonsagai az alabbiakban foglalhaték Ossze:

3.9. Tétel.
1L.VreR": |z[[ >0, tovdbbd

z]|=0< 2 =0.
2.Vz e R*"VAeR: | Az| = |-z
3 NVx,yeV: x4yl <zl + |yl (hdromszdg-egyenldtlenség).

3.10. Megjegyzések.

1. Az Osszeadas, a szammal valé szorzas és a norma tulajdonsagai egytitt
azt fejezik ki, hogy R™ az Osszeaddsra, a szammal val6 szorzasra és a
normara nézve nézve egy R feletti linearis normalt tér.

2. A haromszog-egyenlotlenség az n = 1 esetben igy szdl:
Ve,yeR: |z +y| < x|+ |yl
Bizonyitasa torténhet pl. gy, hogy mindkét oldalt négyzetre emeljiik:
2? 2oy + 1y < 2+ 20zl |y| + v

ami a trividlisan igaz xy < |z| - |y| egyenldtlenséggel egyenértékii.

Hasonl6 elv alapjan igazolhaté a haromszog-egyenlétlenség az n > 2
esetben is.

3. A normaval kapcsolatban még egy fontos egyenlétlenségre lesz sziik-
ségiink. Ez pedig a kévetkezo:

VeeR" Vie{l,...,n}: |z <||z||

Ennek igazolasa rendkiviil egyszerti:

|zi| = /2% < \/x%—i—x%—{—...—i—x%: || z]]-

Megjegyezziik, hogy — az n = 3 [és az n = 2] esetre gondolva — a most
igazolt egyenl6tlenség tartalma az, hogy a téglatest testatléjanak [a
derékszogii haromszog atfogdjanak] hossza legaldbb akkora, mint bar-
mely oldalélé [befogdé].
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A tavolsdg (metrika) tulajdonsagait foglalja Gssze az aldbbi tétel:

3.11. Tétel.
1.Vz,ye R": d(xz,y) >0, tovdibbd d(z,y)=0<x=1y.
2. Vz,yeR": d(x,y) =d(y,x).
3. Va,y,z € R": d(z,y) < d(z,2)+d(z,y) (hdromszig-egyenldtlenség).

3.12. Megjegyzés. Ezek a tulajdonsagok ugy foglalhatok ossze, hogy R”
a megadott tavolsagfiiggvényre nézve egy metrikus tér.

A fenti tételeket nem bizonyitjuk. Tobbségiik egyszertien (bar helyenként
sok szdmoldssal) levezethet6 a valds szamok miiveleti tulajdonsagaibdl.

3.2. Matrixok

3.13. Definicié. Legyen m, n € N. Az
A:{l,....om}x{l,...,n} - R

fiiggvényeket m X n-es (valds elemil) méatrixoknak nevezziik. Az m X n-es
méatrixok halmazat R™*" jeloli. Az A maétrix (4,7) helyen felvett A(i,7)
helyettesitési értékét az i-edik sor j-edik elemének (a j-edik oszlop i-edik
elemének) nevezziik, jelolése: a;;, vagy pedig (A);;.

A métrixot (n-edrendil) négyzetes matrixnak nevezziik, ha m = n.

A matrixokat m x n-es tablazatként szokas megadni, innen ered a de-
finiciobeli ,,sor-oszlop” szdhaszndlat is:

A(l, 1) A(l, 2) ce A(l, TL) aijp a2 ... Qip
A A(Q, 1) A(Q, 2) c. A(Q, n) A21 A22 ... U2p
A(m,1) A(m,2) ... A(m,n) Am1 Am2 - - - G

Megemlitiink néhany nevezetes matrixot: A nullmatrix az a matrix, melynek
miden eleme 0. Ha nem okoz félreértést, a nullmatrixot a 0 szimbdélummal
fogjuk jelélni. Sorméatrixnak nevezziik az egyetlen sorbdl 4116 matrixot (tehat
R™™ elemeit), oszlopmdtrrixnak pedig az egyetlen oszlopbdl 4ll6 matrixot
(tehat R™*! elemeit). Szokds ezekre a ,sorvektor” ill. az , oszlopvektor”
elnevezés is, mivel R™" azonosithaté R™-nel, R™*! pedig R™-mel.

Az 1 x 1-es métrixok egyidejfileg sor- és oszlopmatrixok, s R!-gyel ill.
magaval az R szamhalmazzal azonosithatok.
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Az A € R™"™ matrixot szimmetrikusnak neveziink, ha
Vi,jE{l,...,n}l Q5 = Ajj.

Nevezetes n X n-es matrix egységmatrix, melyet I-vel fogunk jel6lni.
Ertelmezése:

0 ha i#j, .
([)ij.—{l ha i (1,7=1,...,n).

Matrixokkal tobbféle miivelet végezhetd. A legegyszerlibb az Osszeadds
és a szammal valé szorzas. Ezeket , elemenként” végezziik:

3.14. Definicié. Legyen A, B € R™*" és \ € R. Az
A+ B e R™™, (A+ B);; = (A);j + Byj
matrixot az A és B matrixok Osszegének, a
AA € R™™ (AA);j =X (A)y;
matrixot pedig az A matrix A-szorosanak nevezziik.

3.15. Megjegyzés. Az Osszeadds és a szammal vald szorzas tulajdonsagai
— konnyen bizonyithatéan — megegyeznek a vektorok osszeadasdnak és szam-
mal valé szorzdsénak tulajdonsdgaival (1d. 3.5. tétel). Ennek alapjin el-
mondhatjuk, hogy az m x n-es matrixok egy R feletti vektorteret alkotnak.
Ennek a térnek a nulleleme a nullmatrix, egy matrix ellentettjét pedig gy
képezziik, hogy minden pozicién vessziik az ellentett métrixelemet.

A kovetkez6 miivelet, a matrixok szorzasa, mar bonyolultabb.

3.16. Definici6. Legyen A € R™*" B € R"*P. Az

n

AB € R™?, (AB)ij == ainbij + aigbaj + . .. + ainbpj = Z ik
k=1

matrixot az A és B matrixok (ebben a sorrendben vett) szorzatanak ne-
vezzilk.
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A szorzas aldabbi miveleti tulajdonsdgai egyszerii szamolasokkal igazol-
hatok:

3.17. Tétel. 1. asszociativitds:

(AB)C = A(BC) (AeR™™ BeRYP CeRP¥;

2. disztributivitds:
A(B+C)=AB+ AC (AeR™" B, CeRYP);
(A+ B)C' = AC + BC (A, BeR™" C e R"P);

3. Szorzds egységmatrizszal: jelolje I a megfeleld méretii eqységmadtrizot,
ekkor:

Al=A (AeR™"), A=A (AeR™™)

4. Szorzat szorzasa szdmmal:
(M)B = M(AB) = A(AB) (AeR™" BeR"™ )XeR).

3.18. Megjegyzés. Hianyoljuk a szorzas kommutativitasat. Az alabbi pél-
da mutatja, hogy a szorzas nem kommutativ:

| g i E R T g g e

A példa azt is mutatja, hogy két nem nullmatrix szorzata lehet nullmatrix.
Ez, és a kommutativitds hidnya a valos szamoktoél eltérd, szokatlan jelenség.

A matrixszorzas specialis eseteként foghatjuk fel a matrix-vektor szorzas
miveletét. Ezt igy értelmezziik:

3.19. Definicid. Legyen A € R™*" z € R". Az
Ax € Rm, (AZE), =021+ Q%2 + ..o+ QinTy = Z A5
7j=1

vektort az A matrix és az x vektor (ebben a sorrendben vett) szorzatanak
nevezziik.

3.20. Megjegyzés. A definiciébdl lathatd, hogy az Ax vektorhoz gy is
eljuthatunk, hogy 6sszeszorozzuk az A matrixot és az x-nek megfelel6 osz-
lopmatrixot, s vesszilk az igy kapott oszlopmatrixnak megfelel6 vektort.
Ezért roviden gy mondjuk, hogy a matrix-vektor szorzas lényegében egy
matrix és egy oszlopmatrix Osszeszorzasat jelenti. Ebbol az azonositasbol
természetes modon adédnak a matrix-vektor szorzas tulajdonsagai.
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3.21. Definicié. Legyen A € R"*" és k € N. Az

AF=A-A- A
—_—
kdb

szorzatot az A matrix k-adik hatvanyanak nevezziik. Megallapodunk abban,
hogy A # 0 esetén AY := I.

Ami a negativ egész kitevOs hatvanyokat illeti — a valés szamokra gon-
dolva — a kulcskérdés az, hogyan értelmezziik a —1 kitev6j hatvanyt, vagyis
a matrix , reciprokat”. Ezt a matrix inverzének fogjuk nevezni.

3.22. Definicié. Legyen A € R™". Egy C' € R™" matrixot az A in-
verzének nevezziik, ha

A-C=C-A=1
Az A inverzét A=1 jeloli.
3.23. Megjegyzések.
1. Igazolhaté, hogy ha A~ létezik, akkor egyértelmii.

2. Igazolhato, hogy az A-C = I, C'- A = [ egyenlOségek barmelyike
maga utan vonja a mésikat.

3. Az inverz matrix létezésének és eloallitasanak vizsgdlata kiviil esik e
jegyzet keretein. Ezzel kapcsolatban 1d. [5].

4. Megadjuk a 2 x 2-es matrix inverzének el6allitasat. Legyen

_la b 2%2
A._[C d}e]R )

Ekkor A~! létezésének sziikséges és elégséges feltétele az, hogy
ad — bc # 0.

Ebben az esetben, konnyen ellendrizhetoen:

Al = {d _b} € R¥2,

—C a
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3.3. Feladatok

1. Adottak a kovetkezd R*-beli vektorok:
x:=(-1,3,5,2) y:=(2, =3, =1, 1).
Szamitsuk ki az alabbiakat:

a) z+y b)) z—y ¢ 3z d) 2z —>by

e) (x,y) f) =zl g) dlx,y)

a2 B2
1o 2 31 % lo -1 =3"

Hatarozzuk meg az A+ B, 3A, 2A — 3B matrixokat.

2. Legyen

3. Végezziik el a kovetkez6 matrix-szorzast:

1 2 -1 2 1 0 1
0 1 1 -1 -1 2 -1
-1 1 0 1 1 3 0
4. Legyen
1 0 -1
A=11 2 1
0o 1 -1

Hatérozzuk meg az A% — 2A4? — 2A maétrixot.

5. Szamitsuk ki az Axr matrix-vektor szorzatot, ha

1 2 -1 1
A=13 0 1 5[eR¥ é& x=(1,1,2 —1)cR*.
-1 2 1 2

6. Dontsiik el, hogy az aldbbi métrixoknak van-e inverze. Ha igen ak-
kor hatarozzuk meg az inverz matrixot, majd matrix-szorzassal el-
lenorizzik az eredményt.



4. Tobbvaltozos fuggvények

Ebben a fejezetben R™ — R™ tipust fiiggvényekrdl lesz szé. Ezek véltozdja
n-dimenziés vektor. Ez felfoghaté tgy is, mintha a fliggvényiinknek n
db valdés szam valtozdja lenne. Ilyen értelemben beszéliink n-valtozos
fiiggvényrol, ami az n > 2 esetben valoban tobbvaltozos fiiggvényt je-
lent. Erdemes végiggondolni, hogy a tobbvaltozos fiiggvénytanban latott
eredmények az n = 1 esetben hogyan kapcsolédnak az egyvaltozos fliggvé-
nyekrol tanultakhoz.

4.1. Hatarérték, folytonossag

A hatarérték esetében a f6 kérdés ugyanaz, mint az egyvaltozds fliggvények-
nél: ha egy fiiggvény valtozdja valahova kozeledik akkor hova kozelednek a
fiiggvényértékek. Most azonban az a hely, ahova a valtozdval kozelitiink,
az R™ tér valamely eleme. Ennek az elemnek olyannak kell lennie, hogy a
fliggvény értelmezési tartomanyabdl tetszoleges pontossaggal meg lehessen
kozeliteni, tole kiilonbozo elemekkel. Itt is értelmezniink kell tehét az R™-
beli pontok kornyezeteit és az R™-beli halmazok torlodasi pontjait.

4.1. Definicié. Legyen a € R, r > 0. Az a pont r sugarti kornyezete alatt
értjik a
K.(a)={xeR"| ||z —a|]|<r} CR"
halmazt.
4.2. Megjegyzés. Az a pont r sugari kornyezete

e n =1 esetén az (a — r, a + r) nyilt intervallum:

K.(a)=(a—r, a+r);

e n = 2 esetén az a kozépponti r sugart nyilt korlap:

K.(a) = {(x1, 13) € R?* | (21 — a1)? + (73 — a2)* < r?};

e n = 3 esetén pedig az a kozéppontd r sugard nyilt gombtest:

K,.(a) = {(x1, 13, 3) € R® | (11 —a1)* + (22 — a2)* + (w3 —a3)? < r?}.
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4.3. Definicié. Legyen H C R", és a € R™. Azt mondjuk, hogy a a H
torlodasi pontja, ha

Vr>0: (K. (a)\{a})NH#0D
A H halmaz torlédasi pontjainak halmazat H'-vel jeldljik, azaz:
H' :={a €R"|aa H torlédési pontja}

A H halmaz azon pontjait, amelyek nem torlddasi pontok (tehat H \ H’
elemeit), izolalt pontoknak nevezziik.

Megjegyezziik, hogy a fenti definiciéban a € R"™, tehat n = 1-re nem
kapjuk vissza a +oo-t és a —oo-t mint torlodasi pontokat.

Ezek utan a hatarérték definicidja megegyezik az egyvaltozés fiiggvény
hatarérték-definicidjaval, az eltérés csupan annyi, hogy R™-beli kornyezete-
ket hasznalunk.

4.4. Definicié. Legyen f € R* — R™, a € D}, A € R™. Azt mondjuk,
hogy f hatérértéke az a pontban A (jelben: lim f = A), ha

Ve>0 3>0 Vae (Ksa)\{a})NDy: f(z) € K. (A).

Bebizonyithatd, hogy rogzitett f és a esetén a lim f = A egyenloség legfel-

jebb egy A € R™ esetén &ll fenn, mas széval, a hatarérték egyértelmi.
Tovabbi jelolések:

A=lim f(x), f(z)— A (z — a).

4.5. Megjegyzések.

1. A definicidoban csak a ,,végesben vett véges” hatarérték szerepel. Ez
— a kornyezet fogalmat felhasznalva — a kovetkezOképpen irhato fel
egyenlGtlenségekkel. A

hgn f=A

egyenloség akkor és csak akkor teljesiil, ha

Ve>0 3d>0 VezeDs, O0<|lz—a||<d: |[|flx)—A4] <e.

2. Gyakori eset az R? — R tipust (in. kétvdltozdés valds) fiiggvények
vizsgalata. Ez esetben a vektorok komponenseit sokszor nem inde-
xeléssel, hanem kiilon betfikkel jeloljiik, pl. (z, y) € R?, (zo, yo) € R?,
sth. fgy — a norma értelmezését is felhasznalva — a hatarérték igy is
megfogalmazhato:
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Legyen f € R? - R, a = (xg, yo) € D, A € R. Ekkor a
limf=A ( lim  f(z,y)=A )

(z,y)—(z0,y0)

egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha
Ve>0 36>0 Y(z,y) € Ds, 0< /(v —m0)2+(y—v0)2<6:

A hatarértékkel szoros kapcsolatban van a folytonossag fogalma. Ha az
értelmezési tartomanynak csak azokra a pontjaira szoritkozunk, amelyek
egyuttal torlédasi pontjai is az értelmezési tartomanynak, akkor a folyto-
nossag értelmezhetd a hatarérték segitségével.

4.6. Definicié. Legyen f € R" — R™, a € Dy N D). Azt mondjuk, hogy
f folytonos a-ban, ha

lim £(2) = f(a).
Az a pontban folytonos fiiggvények halmazat jelolje C(a).

4.7. Megjegyzés. A hatarérték definicigjat felhaszndlva, a pontbeli foly-
tonossagot igy is értelmezhetnénk:

Ve>030>0,Voe Ks(a)NDy: f(x) e K(f(a)).
Egyenl6tlenségekkel (a kérnyezet fogalmat felhasznalva):
Ve>036>0,Ve e Dy, [[x—al|<d: ||f(x)— fla)]| <e.

Ezek a definiciék a € Dy \ D} esetén is érvényesek, és azt az eredményt
adjak, hogy a fiiggvény az értelmezési tartomanyanak izolalt pontjaiban
folytonos.

A kovetkezdkben néhany, a hatarértékszamitasnal hasznalt tételt, elja-
rast ismertetiink.

1. Az els6 tétel arra vonatkozik, hogy lényegében m = 1 felteheto.

4.8. Tétel. [koordindtinkénti hatdrérték] Legyen
f=1,..,fm) ER"—=R" a€ D), A=(Ay,...,A,) €R",
s tegyik fel hogy m > 2. Ekkor
lignf:A & lignfi:Ai (i=1,...,m).
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A tételt nem bizonyitjuk. A tétel a vektorértéki fliggvény hatarértékét
m db skalarértéki fiiggvény hatarértékére vezeti vissza.

4.9. Kovetkezmény. Az f = (f1,...,fm) € R* — R™ fluggvény
akkor és csak akkor folytonos a-ban, ha az f; koordinatafiiggvények
folytonosak a-ban (koordindtankénti folytonossag tétele).

A tovabbiakban tehat feltehetjiik, hogy m = 1.

2. A kovetkez6 tétel — melyet szintén nem bizonyitunk — a hatarérték és
az algebrai miiveletek kapcsolatat fejezi ki.

4.10. Tétel. Legyen f € R" - R, a € D} ésg € R" - R, a € Dy,
tovdbba c € R.

FEkkor

lim (f + g) = lim f 4 lim g,
lim (f - g) =lim f - limg,

) (f) s
im|=)=—,
a \ g limg

lim(c- f) =c-lim f,

feltéve, hogy az egyenldségek jobb oldaldn szereplé hatdrértékek
léteznek (és természetesen végesek), tovdbba a hdnyados esetében

lim g # 0.

4.11. Kovetkezmény. Adott pontban folytonos fliggvények Osszege,
szorzata, hdnyadosa (feltéve, hogy a nevezé az adott pontban nem 0)
folytonos az adott pontban.

4.12. Megjegyzés. Bebizonyithatd, hogy ha
g € C(a), tovéabba [ e C(g(a)),

akkor fog € C(a), azaz kissé pongyolan fogalmazva: folytonos fiigg-
vények kompozicidja is folytonos.
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4.2.

3. A kovetkezo eljaras azon alapul, hogy ha egy fiiggvénynek egy pont-

ban van hatarértéke, akkor ,,barmilyen médon” tartva a ponthoz, ezt
a hatarértéket kell kapnunk. Ha tehat taldlunk két olyan ,tartési
modot”, hogy a fiiggvényértékek nem ugyanoda tartanak, akkor a
fiiggvénynek ebben a pontban nincs hatarértéke. A  tartasi mod” azt
jelenti, hogy az adott pontba valé kozeledéskor nem lépilink ki egy
elore megadott halmazbdl. Pl. kozeledhetiink az adott pontba egyene-
sek, vagy egyéb mas halmazok mentén.

. Azt, hogy lim f = A sokszor igy bizonyitjuk:

Az |f(x) — A| eltérést feliilrél becsiiljiik a valtozok ||z — al| eltérésének
valamely 0-hoz tarté fiiggvényével, pl. ||z — a|| konstansszorosival,
azaz bebizonyitjuk, hogy

dr>03L>0Vee K,(a)NDyp,z#a: |f(x)—A <L-|lz—adl
Ekkor ugyanis a hatarérték definicigjaban e-hoz megfelel a

)
—+>0
7}

d := min{r,
valasztés, mivel ekkor Vo € Kjs(a) N Dy, x # a esetén

If(frr)—A|SL-||x—aH<L.5§L.%:5_

. Végiil, ha a fliggvény a vizsgélt helyen folytonos (pl. folytonos alap-

fiiggvényekbdl épiil fel folytonossdgtarté miiveletekkel), akkor hatér-
értéke nyilvanvaldéan a helyettesitési értékkel egyenld.

Derivalas

4.13. Definicio. Legyen H C R"™ és a € H. Azt mondjuk, hogy a a H
bels6 pontja, ha

Vr>0: (K,(a)CH.

A H halmaz bels6é pontjainak halmazat a halmaz belsejének nevezziik, és
int H-val jeloljiik.

Az egyviéltozos fiiggvények korében a derivaltat a fiiggvény linearis flige-

vénnyel valé megkozelitése kapcsan vezettiik be. Ez az eljaras a tobbvaltozos
fiiggvények korében is alkalmazhaté.
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Legyen f € R" — R™, a € int Dy. f-et most

l(z) =Axz+b (ze€R")

alaku linedris fiiggvénnyel kozelitjitk, ahol A € R™*" b € R™. A kozelités
elvei ugyanazok, mint az egyvaltozos esetben. Az l(a) = f(a) feltételbél
kapjuk, hogy

eR™
I(x) :A-(x—a)—i—@.
€Rn cR™

Az A matrixot tgy szeretnénk megvalasztani, hogy a kozelités hibdja (az
f(z) — l(x) kiilonbség) gyorsabban tartson 0-hoz, mint ahogy = az a-hoz,

o F@) ~ @)

o |z —al

=0.

4.14. Definicié. Legyen f € R" — R™, a € int Dy. Azt mondjuk, hogy f
differencialhat6 (derivalhat6) a-ban (jele: f € D(a)), ha

f(x) = fla) = A(z — a)

JAeR™™: lim = 0.
a—a ||z — all
E definici6 ekvivalens alakja (h := x — a jel6léssel):
_ _A.
JAermn; pplleth-sle=Ah_,

h—0 [1A]]
4.15. Megjegyzések.
1. n =m =1 esetén visszakapjuk az R — R eset definicidjat.

2. n = 1 esetben megadhaté a differencidlhatosag és a derivalt kon-
struktiv, a kiilonbségi hanyadossal valé értelmezése. Igy ez esetben az
A matrix egyértelmiisége nyilvanvalé.

3. n > 2 esetben nem megy a kiilonbségi hanyadossal valé értelmezés,
mert az x — a € R" vektorral nem lehet osztani. Bebizonyithato
(természetesen nem a kiilonbségi héanyadossal), hogy az A matrix ez
esetben is egyértelmii.

4.16. Definicio. A fenti definiciéban szereplé A matrixot az f a-beli de-
rivaltjdnak nevezziik, jele: f'(a). Tehat f'(a) := A.

Az egyviéltozos esethez hasonléan, most is célszeri a fiiggvényt egy adott
pontban a mondott értelemben legjobban megkozelito linedris fiiggvény gra-
fikonjat , érintosiknak” nevezni. Persze ez csak n = 2 esetben bir kozvetlen
szemlélettel.
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4.17. Definicié. Legyen f € R? = R, a = (z¢, yo) € int Dy, és tegyiik fel,
hogy f € D(a). A

z = f'(0, wo) - ((z, y) — (20, w0)) + [ (20, ¥o)

egyenletl sikot az f grafikonja a = (¢, yo) pontbeli érintésikjanak ne-
vezzik.

Tobbvaltozos fliggvény esetén is igaz, hogy a differencialhatésag maga
utan vonja a folytonossagot.

4.18. Tétel. f € D(a) = f € C(a).
Bizonyitas.

fla+h) = fla) = f'(a) - h

fla+h)=f(a) = ] IR+ (@) - h— 0 (h—0),
~ ~ -~ \—f()/ —0
—0
Tehat }lLii%f(a—i- h) = f(a), azaz f € C(a). O

4.19. Példa. Legyen f: R?* = R, f(x,y) := 22y, tehdt most n =2, m =
1. Legyen a := (—1,1). Megmutatjuk, hogy f'(—1,1) = [-2 1] € R"*2
A definiciéban szerepl6 tortet kell vizsgélni, hogy tart-e 0-hoz. h := (hy, hs)
jeloléssel

FU=L1) + (b1, ho)) = f(=1,1) = [=2 1] - (hy, o)
[IA]

f(=14+hy, 1+ hy)— f(—=1,1) = (—=2hy + ho)
|7 B

(=14 h)?- (L4 hy) —1+42hy —hy  hT —2hihy + hihs
1Al B 1Al '
Mivel 0-hoz tartasrél van szé, vizsgalhatjuk a tort abszolut értékét.
hi — 2hihy + hihy | |hi — 2hihg + hihy|
1Al - 17| B

0<

[P + 20 [[ha] + [ [*[ha| _ [1PA + 2[|Al] - [1A]] + [A[1*]IR]] _
N [|A] N [l

= 3|[hl[ + [[A[]* =0 (h—0).
Felhasznéltuk a haromszog-egyenlétlenséget, és azt a tényt, hogy

| < IAIL, - Jh2| < [[A]].
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Kidolgozott példankban elore megadtuk a derivalt matrixot. Kérdés,
hogyan lehetne az elemeit a fliggvénybdl és az adott pontbdl meghatarozni.
Ehhez 14j fogalomra, a parcialis derivalt fogalmara lesz sziikség.

4.20. Definicié. Legyen f € R" — R, a = (a1,...,a,) € int Dy, és
rogzitsiink egy j € {1,...,n} indexet. Jeldlje r > 0 azt a sugarat, melyre
K. (a) C Dy. Vezessiik be a kovetkez6 fiiggvényt:

gJ(U) = f(al, e A1, Uy Aty - - ,an) (u S KT(CLJ))
A gi(a;) szdmot — amennyiben létezik — az f fliggvény a pontbeli j-

edik parcidlis derivaltjanak (vagy: a j-edik véaltozé szerinti parcidlis de-
rivaltjdnak) nevezziik. Jele: 0; f(a).

A derivélt matrix elemeirdl szol az alabbi tétel, melyet bizonyitas nélkiil
kozliink:

4.21. Tétel. Legyen f = (f1,...,fm) € R* = R™, a € int Dy, és tegyiik
fel, hogy f € D(a). Ekkor barmely i € {1,...,m} ésj € {1,...,n} esetén
létezik a 0, fi(a) parcidlis derivdlt, és

(f'(a))iy = 9;fi(a).
4.22. Megjegyzés. A derivalt matrix tehat:

-81f1(a) A fi(a) ... Oufi(a)

Orfa(a) Oafala) ... Onfala)
f'(a) = ' ' € R™*",

_alfm(a) a2fm<a) anfm(a)_

4.23. Definici6. Legyen f € R" — R, a € int Dy, és tegyiik fel, hogy
f € D(a). A

grad f(a) := Vf(a) :== (01 f(a), Oa2f(a), ..., Onf(a)) € R

vektort az f fiiggvény a-pontbeli gradiensének nevezziik.

4.24. Megjegyzés. A gradiens tehat nem méas, mint a fiiggvény derivalt-
matrixanak megfelel6 R"-beli vektor.
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A 4.17. definiciéban értelmeztiik az R? — R tipusi fiiggvény grafi-
konjanak érintosikjat. Miutdan megismertitk a derivaltmatrix elemeit, az
érint6sik egyenlete a parcialis derivaltakkal is felirhato:

z = 01 f(xo, Yo) - (x — x0) + Oof (x0, Y0) - (¥ — yo) + f(Z0, o) -

Ha az f € R" — R fliggvény értelmezési tartoményanak minden olyan
pontjahoz, melyben létezik a j-edik parcidlis derivalt, hozzarendeljik a
parcialis derivaltat, egy 1j fiiggvényhez, a j-edik parcidlis derivalt fiigg-
vényhez jutunk. Nyilvanvaléan 0; f € R® — R. Ha az f mindegyik parcidlis
derivalt fiiggvénye differencialhaté a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer
differencidlhaté a-ban. Ezt {gy jeloljiik: f € D?*(a).

Képezhetjiik tovdbba a 0; f fiiggvény parcidlis derivaltjait:

000, f, ..., 00, f.

Ezeket masodrendii parcidlis derivaltaknak nevezziik. Bebizonyithatd az
alabbi tétel.

4.25. Tétel. [Young tétele]
Ha f € D*(a), akkor

az@]f<a> :a]azf(a) (Zuj = 17?”)

4.26. Megjegyzés. A Young-tétel azt fejezi ki, hogy ha f € D?(a), akkor
a masodrendii parcialis derivaltakbol felépitett

_8101f(a) (9281f(a) 8n81f(a)

8182f(a) 8282]”(@) Ce 8n82f(a)
f//<CL> — c RV<n

10,0, f(a) 3%0,f(a) ... 0,00f(a)]

un. Hesse-féle matrix (vagy: masodik derivéalt matrix) szimmetrikus.
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4.3. Kvadratikus formak

4.27. Definicié. Legyen A € R™" szimmetrikus matrix. A

n

Q:R"— R, Q(z) == (Az, ) = Z ;T

ij=1

fiiggvényt (az A matrix altal meghatérozott) kvadratikus forménak (kvadra-
tikus alaknak) nevezziik. Az A matrixot a @ kvadratikus forma matrixanak
nevezzik.

4.28. Megjegyzés. Az nyilvanvald, hogy egy szimmetrikus métrix csak
egy kvadratikus format hatdroz meg. Ennek megforditasa is igaz: egy kvad-
ratikus formanak csak egy szimmetrikus matrixa van.

A kvadratikus formakat felvett értékeik elGjele alapjan szokas osztalyozni
(in. definitségi osztdlyokba sorolni). El6z6 megjegyzésiinknek megfeleléen
ez egyuttal az R™*™-beli szimmetrikus métrixok osztdlyozasat is jelenti.

4.29. Definicio. Legyen ) : R* — R egy kvadratikus forma, melynek
matrixa az A € R™" szimmetrikus matrix. Azt mondjuk, hogy @ ill. A

e pozitiv definit, ha Vo € R*\ {0} :  Q(x) > 0.
e negativ definit, ha Vo € R*\ {0} : Q(x) < 0.
e pozitiv szemidefinit, ha Vo € R":  Q(z) > 0.
e negativ szemidefinit, ha Vo € R":  Q(z) <0.

e indefinit, ha Jz,y e R":  Q(x) >0, Q(y) < 0.

4.30. Megjegyzések.

1. Definiciénk értelmében a kvadratikus formak (ill. a szimmetrikus mét-
rixok) halmaza harom osztalyra bomlik: a pozitiv szemidefinit, a ne-
gativ szemidefinit és az indefinit formék osztalyara. Ez a harom osztély
majdnem diszjunkt, egyetlen elem van, amelyik két osztalyban is ben-
ne van, a 0-fiiggvény. Ez pozitiv szemidefinit is és negativ szemidefinit
is.
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2. A pozitiv definit formdk (matrixok) halmaza részhalmaza a pozitiv
szemidefinit formdk (matrixok) halmazdnak. Hasonléképpen, a ne-
gativ definit formdk (métrixok) halmaza részhalmaza a negativ sze-
midefinit formak (matrixok) halmazanak.

3. A porzitiv és a negativ definit formékat egyiittesen definit formaknak,
a pozitiv és a negativ szemidefinit formakat pedig egyiittesen szemi-
definit formaknak nevezziik. Természetesen ugyanezek az elnevezések
érvényesek a megfelel6 matrixokra is.

Foglalkozzunk ezek utdan a kétvaltozds kvadratikus formakkal (n=2).
Ezek altalanos alakja:

Q(71,12) = ax] + 2bx 79 + ca) ((z1,22) € R?),
matrixa:
A= [a b] € R>2,
b ¢

A kétvaltozos kvadratikus formakat a kovetkezd tétel segitségével
osztalyozhatjuk:

4.31. Tétel. A fenti Q : R? — R kvadratikus forma
o det A = ac — b> > 0 esetén definit, mégpedig

— ha a > 0, akkor pozitiv definit.

— ha a <0, akkor negativ definit.
(Az a = 0 eset ekkor lehetetlen.)
o det A = ac — b? < 0 esetén indefinit.
o det A =ac—b*> =0 esetén

— ha a > 0, akkor pozitiv szemidefinit, de nem pozitiv definit.
— ha a <0, akkor negativ szemidefinit, de nem negativ definit.
— ha a =0, akkor

x ¢ > 0 esetén pozitiv szemuidefinit, de nem pozitiv definit.
x ¢ < 0 esetén negativ szemidefinit, de nem negativ definit.

x ¢ =0 esetén az azonosan 0 fligguény.
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A bizonyitas a kovetkez6, konnyen belathaté elemi atalakitason alapul:

( (azy + bxe)? + (ac — b?)
a

2
2 ha a # 0,

Q(z1,12) = ar?+2bx wy+cxs = { (bxy + cxg)? + (ac — b*)ai ha ¢ 4 0,
c

[ 2bx179 haa=c¢c=0.

Ennek alapjan mar konnyen megvizsgalhatjuk az egyes esetekben a helyet-
tesitési értékek eldjelét.

4.4. Lokalis szélsoérték

A lokalis széls6érték definicidja ugyanaz, mint az egyvaltozds esetben, csak
R-beli kornyezet helyett R"-beli kornyezetet hasznalunk.

4.32. Definici6. Legyen f € R" = R, a € Dy.
Azt mondjuk, hogy f-nek a-ban lokalis

1. minimuma van, ha 3r > 0Vzx € K.(a) N Dy :  f(z) > f(a);
2. szigoru minimuma van, ha

3r>0Vaz e K(a)NDs\{a}: f(z)> fla);

3. maximuma van, ha 3r >0Vx € K, (a)NDy: f(x) < f(a);
4. szigori maximuma van, ha

dr>0Vz e K,(a)NDs\{a}: flz)< f(a).

Itt a a lokalis széls6érték helye, f(a) a lokalis széls6érték.

A lokalis széls6értékkel kapcsolatban egy sziikséges és egy elégséges fel-
tételt kozliink, bizonyitds nélkiil.

4.33. Tétel. [a lokdlis szélséérték elsérendi sziikséges feltétele]
Legyen f € R" — R, f € D(a), és tegyiik fel, hogy f-nek a-ban lokdlis
szélséértéke van. Ekkor f'(a) = 0.
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4.34. Megjegyzések.

1. Az f'(x) = 0 egyenlet részletesebben az

c%f(xl, ey ZL‘n) =0

Onf(x1, ..., xy) =0

n X n-es egyenletrendszert jelenti. Ennek gyokeit stacionarius pontok-
nak nevezziik. Tételiink méas szoval azt jelenti, hogy a lokalis szélso-
értékhelyek vagy a stacionarius pontok koziil kertilnek ki, vagy azon
pontok koziil, ahol a fiiggvény nem differencialhaté.

2. A tételben szerepld f'(a) = 0 feltétel csak szitkséges, de nem elégséges
(pl:n=1, f(z) =23 a=0).

4.35. Tétel. [lokdlis szélséérték masodrendi elégséges feltétele]

Legyen f € R* - R, f € D*(a), f'(a) =0. Ha az f"(a) € R™" szim-
metrikus matriz pozitiv [negativ] definit, akkor f-nek a-ban szigori lokdlis
minimuma [mazimumal van.

4.36. Megjegyzések.
1. n =1 esetben a feltétel: f”(a) >0 [f"(a) < 0].

2. A feltétel csak elégséges, de nem sziikséges, példaul legyen

n:=2f(r,y)=2"+y* a:=(0,0).

3. Igazolhaté a méasodrendii sziikséges feltétel: Ha f € D?(a) és f-nek
a-ban lokélis széls6értéke van, akkor f'(a) = 0 és f”(a) szemidefi-
nit, mégpedig minimum esetén pozitiv szemidefinit, maximum esetén
negativ szemidefinit.

4. n = 2 esetben (a kétvaltozos kvadratikus formak definitségérol tanul-
tak alapjan):

Ha det f”(a) < 0, akkor a-ban nem létezik lokalis szélsérték,

Ha det f"(a) > 0 és 0101 f(a) > 0, akkor a-ban szigori lokélis mini-
mum van,

det f"(a) > 0 és 010, f(a) < 0 akkor a-ban szigoru lokélis maximum
van.
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4.5. Feladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi hatarértékeket:

2 _ .2
— 1
a) lim azy- % b) lim :
(z,y)—(0,0) e +y (zy)—(22) T — Y
. 2% + y? . ?+yP+1-1
c) lim d lim SR .
(2.y)=(0,0) /22 +y? +4 — 2 (z,4)—(0,0) <ty
In(z + ¢¥) , 2y
e im —— lim @ ——.
) (@y)=(1,0) /22 + 32 P (.y)—(0,0) T4+ y?

2. Vizsgaljuk meg folytonossdg szempontjabdl az aldbbi R? — R tipusi

fiiggvényeket:
i J_r Y ha z4y#£0,
T
a) flay)=q""7
0 ha z+y=0;
3y
R ha  (z,y) # (0,0),
b) flwy) = Y
[ 0 ha (x,y) = (0,0).
(2,2

) f( ) gjf——gy? ha (a:,y) 7& (070)7
o) flz,y) =

0 ha (z,y) = (0,0).

3. Szamitsuk ki a

lim (lim f(x,y)) ésa lim (lim f(z,y))

z—0 y—0 y—0 z—0

un. ismételt hatarértékeket, ha

Y ha (2,y) #(0,0),
flay =" Y

0 ha (z,y) = (0,0).
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4. Igazoljuk a definicié alapjan, hogy az aldbbi fiiggvények derivaltja a
megadott a pontban a megadott A métrix.

a) f(:L‘,y)ZZZL‘y, a:(L_l) 7A:[2 _2];
b) f(z,y) =xzy*—32% a=(1,2) ,A=[-2 4].

5. Szamitsuk ki az aldbbi R? — R tipusu fiiggvények parcialis derivalt-
jait.

a) flz,y) =e"Y —22%3sin(z +y) b) f(z,y) = e cosy —zlny

11—z 1
- t d = —
) o) = areig ) Few) =
2
6 6 o 6 4+ 3zy — 1
e) 2% —5x5y% + Ty f) —y2—4xy+x3

6. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények masodrendii parcialis derivaltjait,
és irjuk fel a Hesse-féle matrixot.

0 flay)=a® =5 Tt ) fay) =
¢) f(z,y) =sinz-cosy d) f(wy)zlnm_y
) ) :L'+y

7. Vizsgaljuk meg differencidlhatésdg szempontjabél az aldbbi (R?* — R
tipusi) fiiggvényeket, és ahol differencialhatok, ott irjuk fel a de-
rivaltmatrixot:

a) f(x,y) = arccos %; b) f(z,y) =z In(x +y)

372y

0 flay) =TV

0 ha (x,y) = (0,0).

ha  (z,y) # (0,0),
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8.

10.

11.

12.

[rjuk fel a megadott R? — R tipusi fiiggvények grafikonjshoz a meg-
adott pontban huzott érintésik egyenletét. (A pontokat az els§ két
koordinatajukkal adjuk meg.)

a) flz,y) =Va* =292 Py =(3,2);

b) f(z,y) =2"y+2y° P=(21).

Keressiik meg azokat a pontokat, ahol az
f:R* =R, f(z,y)=2®4+zy+2y*+ 52— 10y

fliggvény gradiense

a) nullvektor;

b) egyirdnyu a (12, 5) vektorral;
c) hossza 26 egység.

Hatarozzuk meg az alabbi kétvaltozos fiiggvények lokalis szélsoérték-
helyeit és a széls6értékeket:

a) f(r,y) =2°y*(4 — 2 —y);
b) f(z,y)=2*— 2y +y*+3x — 2y + 1;
¢) flo,y) =a® +ay+y*+—+
d) flz,y) =2° +y* - 3uy;
e) f(z,y) =2°+y*> — 9zy + 27,
2 2
f) flz,y)=e"" 7Y (227 + 3y°);
g) f(z,y) =cosx-cosy - cos(z +y).

Hatarozzuk meg annak a téglatestnek a maximalis térfogatat, amely
éleinek 6sszege 48 cm. Adjuk meg az ehhez tartozo él-méreteket is.

Egy mosdéfiilke térfogata adott: K m3, alakja téglatest, melynek egyik
lapja hidnyzik (bejarat). Hogyan méretezziik a fiilkét, hogy a legkeve-
sebb teriiletli hatarolé falra legyen sziikség? (A falba az alaplapot és
a fedSlapot is bele kell szdmitani.)
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13. A 2z = 222 + ¢? elliptikus paraboloidnak a z = 5 sik 4ltal kimetszett
szeletébe 1rjuk be a legnagyobb térfogati téglatestet. Mekkora ennek
a térfogata, és éleinek hossza?

14. Egy szimmetrikus trapéz alaki telek keriilete 400 méter. Milyen mé-
retek esetén lesz a legnagyobb a telek tertilete?



