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ELŐSZÓ
Ez a jegyzet az Informatika Minor Szak nappali és levelező tagozata

”
Anaĺızis tanároknak” ćımű tantárgyának második félévéhez készült ok-

tatási segédanyag. Témái: valós számsorozatok és sorok, vektorok és
mátrixok, többváltozós anaĺızis.

A szakaszok számozása minden fejezet elején elölről kezdődik. Ugyancsak
elölről kezdődik minden fejezetben a tételek, defińıciók, megjegyzések stb.
együttes számozása. Az egyes fejezetek végén gyakorló feladatok találhatók,
ezek számozása is fejezetenként elölről kezdődik.

A jegyzetben a szokásos matematikai jelöléseket használjuk. Néhány
jelölést külön is felsorolunk:

• minden: ∀ ;

• létezik: ∃ ;

• az A és a B halmazok direkt szorzata (Descartes-szorzata): A×B;

• a valós számok halmaza: R;

• a pozit́ıv valós számok halmaza: R+;

• a nem negat́ıv valós számok halmaza: R+
0 ;

• ideális elemek: +∞, −∞ (∀x ∈ R : −∞ < x < +∞);

• a természetes számok halmaza: N := {1, 2, 3, . . .} ;

• a nem negat́ıv egész számok halmaza: N0 := {0, 1, 2, 3, . . .} ;

• az egész számok halmaza: Z := N ∪ {−x ∈ R : x ∈ N} ∪ {0};

• a racionális számok halmaza: Q :=

{
p

q
∈ R | p, q ∈ Z, q 6= 0

}
;

• a śık pontjai, számpárok: R2 := {(x, y) | x, y ∈ R} ;

• a tér pontjai, számhármasok: R3 := {(x, y, z) | x, y, z ∈ R} .

• Az intervallumok nýıltságát gömbölyű zárójellel, és nem kifelé ford́ı-
tott szögletes zárójellel jelöljük.

• Részhalmaz jelölésére a ⊂ és nem a ⊆ jelet használjuk.
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1. Valós számsorozatok

Számsorozatokkal már középiskolás tanulmányaink során is találkoztunk.
Ott főleg a számtani és a mértani sorozattal kapcsolatos feladatokról volt
szó, de elhangzott néhány egyéb fogalom is, pl. a sorozat monotonitása,
korlátossága.

1.1. Valós számsorozat fogalma

1.1. Defińıció. Az a : N → R függvényeket valós számsorozatoknak ne-
vezzük. Az a(n) ∈ R elemet a sorozat n-edik tagjának nevezzük, szokásos
jelölése: an.

Megjegyezzük, hogy N helyett vehető az

{n ∈ Z |n ≥ p}

halmaz is, ahol p ∈ Z rögźıtett. Ilyenkor azt mondjuk, hogy a sorozat tagjait

”
p-től kezdve” indexeljük.

Egy a : N→ R sorozatra az alábbi jelöléseket használjuk:

a ; (an) ; (an, n ∈ N) ; an ∈ H (n ∈ N).

A sorozatokat leggyakrabban
”
képlettel” adjuk meg, pl.:

an :=
1

n
(n ∈ N).

Elterjedt az ún. rekurźıv megadás is, pl. a Fibonacci-sorozat ı́gy adható
meg:

a0 := 0 , a1 := 1 , an := an−1 + an−2 (n ∈ N, n ≥ 2).
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1.2. Példák.

értelmezési n-edik tag a sorozat
”
eleje” elnevezés

tartomány (an)

1. N
1

n
1,

1

2
,

1

3
,

1

4
, . . . harmonikus sorozat

2. N
1

2n

1

2
,

1

4
,

1

8
,

1

16
, . . .

1

2
alapú mértani sorozat

3. N (−1)n −1, 1, −1, 1, . . .

4. N n 1, 2, 3, 4, 5, . . .

5. N (−1)n−1 · n 1, −2, 3, −4, 5, . . .

1.2. Monotonitás, korlátosság

1.3. Defińıció. Legyen a : N → R egy valós számsorozat. Azt mondjuk,
hogy ez a sorozat

• monoton növő (növekvő), ha ∀n ∈ N : an ≤ an+1;

• szigorúan monoton növő (növekvő), ha ∀n ∈ N : an < an+1;

• monoton fogyó (csökkenő), ha ∀n ∈ N : an ≥ an+1;

• szigorúan monoton fogyó (csökkenő), ha ∀n ∈ N : an > an+1;

• monoton, ha monoton növő vagy fogyó;

• szigorúan monoton, ha szigorúan monoton növő vagy fogyó.
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1.4. Példák.

Az 1.2. példákban szereplő sorozatok közül az 1. és 2. szigorúan monoton
csökkenő, a 4. szigorúan szigorúan monoton növekvő, a 3. és 5. pedig nem
monoton.

1.5. Defińıció. Legyen a : N+ → R egy valós számsorozat. Azt mondjuk,
hogy ez a sorozat

• felülről korlátos, ha ∃K ∈ R ∀n ∈ N+ : an ≤ K.

K neve: a sorozat egy felső korlátja;

• alulról korlátos, ha ∃K ∈ R ∀n ∈ N+ : an ≥ K.

K neve: a sorozat egy alsó korlátja;

• korlátos, ha alulról is és felülről is korlátos.

1.6. Megjegyzés. Gyakran alkalmazzuk a korlátosság alábbi átfogalma-
zását, melynek igazolását feladatként tűzzük ki.

(an) korlátos ⇐⇒ ∃K ∈ R+ ∀n ∈ N+ : |an| ≤ K.

Legyen (an) egy felülről korlátos sorozat. Bebizonýıtható, hogy a sorozat
felső korlátai között van legkisebb. Hasonlóképpen az is igazolható, hogy egy
alulról korlátos sorozat alsó korlátai közt van legnagyobb.

1.7. Defińıció.

• Legyen (an) egy felülről korlátos sorozat. E sorozat legkisebb felső
korlátját a sorozat felső határának (szuprémumának) nevezzük, és
sup (an)-nel jelöljük. Megállapodunk abban is, hogy ha (an) egy
felülről nem korlátos sorozat, akkor sup (an) = +∞.

• Legyen (an) egy alulról korlátos sorozat. E sorozat legnagyobb
alsó korlátját a sorozat alsó határának (infimumának) nevezzük, és
inf (an)-nel jelöljük. Megállapodunk abban is, hogy ha (an) egy alulról
nem korlátos sorozat, akkor inf (an) = −∞.

1.8. Példák.

Az 1.2. példában szereplő sorozatok közül az 1., 2., 3. korlátos, a 4. és 5.
nem korlátos. A 4. alulról korlátos, de felülről nem, az 5. pedig sem alulról,
sem felülről nem korlátos.

A felső és az alsó határokat az alábbi táblázat tartalmazza:
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an a sorozat
”
eleje” sup (an) inf (an)

1.
1

n
1,

1

2
,

1

3
,

1

4
, . . . 1 0

2.
1

2n

1

2
,

1

4
,

1

8
,

1

16
, . . .

1

2
0

3. (−1)n −1, 1, −1, 1, . . . 1 −1

4. n 1, 2, 3, 4, 5, . . . +∞ 1

5. (−1)n−1 · n 1, −2, 3, −4, 5, . . . +∞ −∞

1.3. Sorozat határértéke

Az

(
1

n
, n ∈ N

)
sorozatnál úgy érezzük, hogy tagjai a 0 bármely környeze-

tébe bekerülnek, ha elég nagy indexet választunk, sőt a tagok egy bizonyos
index után a környezetben

”
maradnak”. Ezért úgy gondoljuk, hogy ez a

sorozat a 0-hoz közeĺıt, 0-hoz
”
tart”. Hasonlót érzünk az (n2 , n ∈ N) soro-

zatnál is, erről pedig úgy gondoljuk, hogy a (+∞)-be tart.
Néhány ilyen egyszerű bevezető példa után megfogalmazhatjuk a de-

fińıciót:

1.9. Defińıció. Legyen a : N → R egy valós számsorozat. Azt mondjuk,
hogy ez a sorozat konvergens, ha

∃A ∈ R ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N : |an − A| < ε.

A sorozatot divergensnek nevezzük, ha nem konvergens. Az N számot (az
ε-hoz tartozó) küszöbindexnek nevezzük.
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Igazolható, hogy a fenti defińıcióban szereplő A szám egyértelmű. Ezt a
számot a sorozat határértékének (limeszének) nevezzük, és azt mondjuk,
hogy a sorozat A-hoz tart (ha n tart a végtelenbe). Szokásos jelölései:

lim a = A; lim(an) = A; lim an = A;

lim
n→∞

an = A; an → A (n →∞).

1.10. Defińıció. Legyen a : N→ R egy valós számsorozat. Azt mondjuk,
hogy az (an) sorozat határértéke +∞ (más szóval: a sorozat +∞-be tart),
ha

∀P > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N : an > P.

Szokásos jelölései:

lim a = +∞; lim(an) = +∞; lim an = +∞;

lim
n→∞

an = +∞; an → +∞ (n →∞).

Az N számot (a P -hez tartozó) küszöbindexnek nevezzük.

1.11. Defińıció. Legyen a : N→ R egy valós számsorozat. Azt mondjuk,
hogy az (an) sorozat határértéke −∞ (más szóval: a sorozat −∞-be tart),
ha

∀P < 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N : an < P.

Szokásos jelölései:

lim a = −∞; lim(an) = −∞; lim an = −∞;

lim
n→∞

an = −∞; an → −∞ (n →∞).

Az N számot (a P -hez tartozó) küszöbindexnek nevezzük.

1.12. Megjegyzések.

1. Mivel a sorozatok speciális R → R t́ıpusú függvények, felvetődik a
kérdés, hogy a most definiált határérték-fogalom megfelel-e a függvény
határértékének a sorozatokra vonatkozó speciális esetének. Könnyen
látható, hogy igen. Éppen ezért a függvény határértékéről tanultak
nagy része értelemszerűen a sorozatokra is érvényes.
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2. Nyilvánvaló, hogy egy divergens sorozatnak vagy nincs határértéke,
vagy +∞ a határértéke, vagy −∞ a határértéke.

1.13. Példák.

1. Az 1.2. példákban szereplő sorozatok közül az 1. és a 2. konvergens,
és mindkettő határértéke 0. A 3., 4., 5. sorozatok divergensek. Ezek
közül a 4.-nek van határértéke, a +∞. A 3. és az 5. sorozatnak nincs
határértéke.

2. Legyen an := c (n ∈ N), ahol c ∈ R rögźıtett. Ekkor (an) konvergens
és lim an = c. Valóban, legyen ε > 0. Ekkor bármely N ∈ N

”
jó”,

hiszen n ≥ N esetén

|an − c| = |c− c| = 0 < ε.

3. Legyen q ∈ R rögźıtett, és tekintsük a (qn , n ∈ N) sorozatot (q alapú
mértani sorozat). Tegyük fel először, hogy q > 1. Ekkor – a binomiális
tételt is felhasználva:

qn = (1 + (q − 1︸ ︷︷ ︸
+

))n ≥
(

n

1

)
· (q − 1) = n · (q − 1)

A jobb oldal nagyobb egy előre adott P > 0 számnál, ha n >
P

q − 1
.

Ezért P -hez jó küszöb bármely olyan N ∈ N, amely
P

q − 1
-nél na-

gyobb.

Ezzel azt kaptuk, hogy lim
n→∞

qn = +∞.

Legyen ezek után |q| < 1, de q 6= 0. Ekkor
1

|q| > 1, ı́gy előző

eredményünk szerint

lim
n→∞

(
1

|q|
)n

= +∞.

Rögźıtsünk egy ε > 0 számot és alkalmazzuk a fenti határérték de-

fińıcióját P :=
1

ε
választással. Azt kapjuk, hogy

∃N ∈ N ∀n ≥ N :

(
1

|q|
)n

>
1

ε
.
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Ebből átrendezéssel |qn| < ε, azaz |qn − 0| < ε adódik. Ezzel azt kap-
tuk, hogy lim

n→∞
qn = 0.

Legyen most q < −1. Ekkor q2 > 1 miatt

q2n =
(
q2

)n → +∞ (n →∞),

másrészt tetszőleges P < 0 esetén

q2n+1 = q · (q2
)n

< P , ha
(
q2

)n
>

P

q
.

Ez pedig egy indextől kezdve teljesül, mivel lim
n→∞

(
q2

)n
= +∞.

Ezért lim
n→∞

q2n+1 = −∞. A (qn) sorozat egy részsorozata tehát +∞-

be, egy másik részsorozata pedig −∞-be tart. Ezért a (qn) sorozatnak
nincs határértéke. Ugyanez látható be hasonló módszerrel a q = −1
esetben.
Átgondolva még a q = 0 és a q = 1 triviális eseteket, a mértani sorozat
határértékéről a következőt kapjuk:

lim
n→∞

qn =





+∞ ha q > 1

0 ha |q| < 1

1 ha q = 1

nem létezik, ha q ≤ −1.

1.4. Monoton sorozatok határértéke

Ha tekintünk néhány egyszerű monoton sorozatot (pl.

(
1

n

)
, (2n), (5), stb.),

azt tapasztaljuk, hogy mindegyik
”
tart valahova”. Az észrevétel általánosan

is igaz, ezt fejezi ki az alábbi tétel, melyet bizonýıtás nélkül közlünk:

1.14. Tétel. Legyen a : N → R egy monoton valós számsorozat. Ekkor
létezik határértéke, nevezetesen

• ha (an) monoton növő, akkor

lim an = sup (an);



12 1. Valós számsorozatok

• ha (an) monoton fogyó, akkor

lim an = inf (an).

Megjegyezzük, hogy tételünk kicsit kevesebbet mondó, de gyakran használt
formája:

Monoton és korlátos sorozat konvergens.

1.5. Az
”
e” szám

Ebben a szakaszban értelmezzük a matematikában alapvető szerepet játszó
Euler-féle állandót, az

”
e” számot. Az értelmezése egy nevezetes sorozat, az

an :=

(
1 +

1

n

)n

(n ∈ N)

sorozat határértékeként fog történni. Ehhez megmutatjuk, hogy ez a soro-
zat (szigorúan) monoton növekvő és felülről korlátos. Ennek bizonýıtásában
alapvető szerepet játszik a számtani és a mértani közép közti egyenlőtlenség,
melyet bizonýıtás nélkül közlünk:

1.15. Tétel. Legyen n ∈ N, n ≥ 2 és x1, . . . xn ∈ R+. Ekkor

n
√

x1 · . . . · xn ≤ x1 + . . . + xn

n
.

Egyenlőség akkor és csak akkor van, ha x1 = . . . = xn.

1.16. Megjegyzések.

1. Az egyenlőtlenség bal oldalán álló n
√

x1 · . . . · xn számot az x1, . . . , xn

számok mértani közepének, a jobb oldalon álló
x1 + . . . + xn

n
számot

pedig ugyanezen számok számtani közepének (átlagának) nevezzük.

2. A fenti tétel n = 2 speciális esete (bizonýıtással együtt) középiskolai
tananyag.
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1.17. Tétel. Az

an :=

(
1 +

1

n

)n

(n ∈ N)

sorozat monoton növekvő és felülről korlátos.

Bizonýıtás. Alkalmazzuk a számtani és a mértani közép közti egyenlőt-
lenséget az

1 +
1

n
, 1 +

1

n
, . . . , 1 +

1

n︸ ︷︷ ︸
n db

, 1

számokra:

an =

(
1 +

1

n

)n

=

(
1 +

1

n

)
· . . . ·

(
1 +

1

n

)

︸ ︷︷ ︸
n db

· 1 <




n ·
(

1 +
1

n

)
+ 1

n + 1




n+1

=

=

(
n + 2

n + 1

)n+1

=

(
1 +

1

n + 1

)n+1

= an+1.

Ez azt jelenti, hogy (an) monoton (sőt: szigorúan monoton) növő.

Ezután alkalmazzuk a számtani és mértani közép közti egyenlőtlenséget az

1 +
1

n
, 1 +

1

n
, . . . , 1 +

1

n︸ ︷︷ ︸
n db

,
1

2
,

1

2

számokra:

1

4
an =

1

4
·
(

1 +
1

n

)n

=

(
1 +

1

n

)
· . . . ·

(
1 +

1

n

)

︸ ︷︷ ︸
n db

· 1

2
· 1

2
<

<




n ·
(

1 +
1

n

)
+

1

2
+

1

2

n + 2




n+2

=

(
n + 2

n + 2

)n+2

= 1,

amiből an < 4 (n ∈ N+) adódik. Tehát (an) felülről korlátos.
¤
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1.18. Következmény. Az 1.14. tétel alapján a fenti (an) sorozat konver-
gens.

1.19. Defińıció. A

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

∈ R

határértéket Euler-féle állandónak nevezzük, és e-vel jelöljük.

1.20. Megjegyzés. Bebizonýıtható, hogy az
”
e” szám irracionális. Közeĺı-

tő értéke három tizedesjegy pontossággal 2,718, ami azt jelenti, hogy a szám-

egyenes
1

1000
lépésközű rácsán

(
a

k

1000
(k ∈ Z) számok közül

)
a 2.718

van hozzá legközelebb, azaz

|e− 2.718| < 1

2
· 10−3.

1.6. Műveletek határértékkel, közrefogás

Ebben a szakaszban arról lesz szó, hogy már meglévő határértékekből ho-
gyan lehet újakat képezni. Ennek két fő módja van. Az egyik, hogy a már is-
mert határértékű sorozatból algebrai műveletekkel újabb sorozatot álĺıtunk
elő. A másik pedig, hogy a vizsgált sorozatot

”
közrefogjuk” ismert soroza-

tokkal.

Nézzük először az algebrai műveleteket.
Az 1.12. megjegyzést figyelembe véve a függvények határérték-tételei

sorozatokra is érvényesek. Tehát sorozatokra is igaz az, hogy a határéréték
képzése az algebrai műveletekkel felcserélhető, feltéve, hogy a szereplő mű-
veletek értelmezettek.

1.21. Tétel. Legyen a : N→ R, b : N→ R, és tegyük fel, hogy léteznek a

lim
n→∞

an és lim
n→∞

bn

határértékek. Ekkor

• lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn;

• lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn;
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• lim
n→∞

an

bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn

;

feltéve, hogy a jobb oldalon kijelölt műveletek értelmezettek.

1.22. Megjegyzés. Emlékeztetőül a nem értelmezett (ún. tiltott) művele-
tek (határozatlan kifejezések):

(+∞) + (−∞), (+∞)− (+∞) (−∞)− (−∞),

0 · (±∞)

0

0
,

±∞
±∞

Térjünk rá ezek után a közrefogásra.

1.23. Tétel. [közrefogási elv]
Legyenek a, b, c : N→ R valós számsorozatok, és tegyük fel, hogy véges

sok n kivételével

an ≤ bn ≤ cn.

Ekkor

a) ha lim an = +∞, akkor lim bn = +∞.

b) ha lim cn = −∞, akkor lim bn = −∞.

c) ha lim an = lim cn = A ∈ R, akkor lim bn = A.

A tételt nem bizonýıtjuk. Álĺıtásai szemléletesen nyilvánvalók.

1.24. Példa. Vizsgáljuk meg konvergencia szempontjából az ( n
√

n) soroza-
tot.

A közrefogási elvet alkalmazzuk. A számtani és a mértani közép közti
egyenlőtlenség felhasználásával

0 ≤ n
√

n = n

√√
n · √n · 1 · . . . · 1︸ ︷︷ ︸

n−2 db

≤ 2
√

n + n− 2

n
=

=
2√
n

+ 1− 2

n
(n ∈ N , n ≥ 2).
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Az ( n
√

n) sorozatot tehát közrefogtuk egyszerűbb sorozatokkal:

1 ≤ n
√

n ≤ 2√
n

+ 1− 2

n
(n ∈ N , n ≥ 2).

Mivel lim
n→∞

1 = lim
n→∞

(
2√
n

+ 1− 2

n

)
= 1, következik, hogy

lim
n→∞

n
√

n = 1.

1.7. Feladatok

1. Számı́tsuk ki az alábbi sorozatok határértékét, és keressünk küszöb-
indexet ε = 0, 001-hez:

a) an = 1− 10−n (n ∈ N);

b) an =
3n− 2

7n + 5
(n ∈ N);

c) an =
n3 − 2n2 + 5n + 3

4n3 − 23n2 + 11n + 8
(n ∈ N);

d) an =
n3 − 3n + 8

n3 + n2 + n + 17
(n ∈ N);

e) an =
n− 1

n3 + 17n− 30
(n ∈ N).

2. Számı́tsuk ki az alábbi határértékeket.

a) limn→∞
n2 + 3n− 1

n3 − 7n2 + 6n− 10
b) lim

n→∞
(
√

2n− 1−√n + 3)

c) lim
n→∞

(
√

2n− 1−√2n + 3) d) lim
n→∞

√
n + 1−√n√
n−√n− 1

e) lim
n→∞

(
√

n + 4 · √n−
√

n− 10 · √n) f) lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2n+3

g) lim
n→∞

(
3n− 4

3n + 5

)4n+2

h) lim
n→∞

(
2n + 1

2n− 3

)3n−2



2. Sorok

Ebben a fejezetben azt vizsgáljuk, hogy egy an ∈ R, (n ∈ N) soro-
zat tagjait valamilyen értelemben összeadhatjuk-e, és hogy mi az összeadás
eredménye.

Az összeadás lényege, hogy a sorozat tagjait az elsőtől az n-edikig össze-
adjuk, s az ı́gy nyert ún. részletösszeg-sorozat határértékét (amennyiben ez
létezik és véges) tekintjük az összeadás eredményének.

2.1. Sor fogalma

2.1. Defińıció. Az a : N → R sorozathoz tartozó részletösszeg-sorozaton
az

Sn :=
n∑

k=1

ak = a1 + . . . + an (n ∈ N)

számsorozatot értjük.

2.2. Defińıció. Azt mondjuk, hogy az a : N → R sorozat összegezhető,
ha a hozzá tartozó részletösszeg-sorozat konvergens. A részletösszeg-sorozat
határértékét az an tagok összegének nevezzük. Az összegre az alábbi két
jelölés terjedt el:

a1 + a2 + . . . vagy
∞∑

n=1

an.

További jelölések:

∞∑
1

an ,
∑
n=1

an ,
∑

1

an ,
∑

an ,
∑

a.

Ezeknél a hiányzó információkat megállapodások pótolják.

Röviden tehát: ∞∑
n=1

an = lim
n→∞

n∑

k=1

ak = lim
n→∞

Sn.

Például legyen

an :=
1

3n
(n ∈ N).
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A hozzá tartozó részletösszeg-sorozat n-edik tagja

Sn =
n∑

k=1

1

3k
=

1

31
+

1

32
+ . . . +

1

3n
,

ami egy mértani sorozat első n tagjának összege.

A középiskolában tanult képlet szerint:

Sn =
1

3
·

(
1

3

)n

− 1

1

3
− 1

=
1

2
·
(

1− 1

3n

)
.

(Ez az n-edik részletösszeg ún. zárt alakja.)

A részletösszeg-sorozat konvergens, ugyanis

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

1

2
·
(

1− 1

3n

)
=

1

2
∈ R.

Ezért a vizsgált

(
1

3n

)
sorozat összegezhető, s tagjainak összege

1

2
.

Jelöléseinkkel:

1

3
+

1

9
+

1

27
+ . . . =

1

2
vagy

∞∑
n=1

1

3n
=

1

2
.

A továbbiakban - mivel a matematikában ez terjedt el - a következő meg-
fogalmazást fogjuk használni: Formálisan kijelöljük az (an) tagok összegét
a 2.2. defińıciónál használt jelölések valamelyikével, például ı́gy:

∞∑
n=1

an.

Az ı́gy kapott kifejezést az an tagokból képzett sornak (végtelen sornak,
végtelen összegnek) nevezzük. Hasonló a helyzet akkor, amikor pl. az 5 és a
3 számok összegét nem úgy ı́rjuk fel, hogy 8, hanem úgy, hogy 5 + 3.

2.3. Defińıció. Az an számot a
∞∑

n=1

an sor n-edik tagjának (n indexű tag-

jának) nevezzük. Az (an) sorozathoz tartozó részletösszeg-sorozatot a
∞∑

n=1

an

sor részletösszeg-sorozatának, a részletösszeg-sorozat n-edik tagját a
∞∑

n=1

an

sor n-edik részletösszegének nevezzük.
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Például a
∞∑

n=1

1

3n
sor ötödik tagja

1

35
,

részletösszeg-sorozata Sn =
1

2
·
(

1− 1

3n

)
(n ∈ N),

hetedik részletösszege pedig S7 =
1

2
·
(

1− 1

37

)
=

1093

2187
.

2.4. Defińıció. A
∞∑

n=1

an sort konvergensnek nevezzük, ha részletösszegei-

nek sorozata konvergens. Ellenkező esetben divergensnek nevezzük. Konver-
gens sor részletösszeg-sorozatának határértékét a sor összegének nevezzük,
s ugyanúgy jelöljük, mint magát a sort.

Például a
∞∑

n=1

1

3n
sor konvergens, és összege

1

2
.

Tehát
∞∑

n=1

1

3n
=

1

2
. A

∞∑
n=1

1 sor viszont divergens, mivel részletösszeg-so-

rozata, az

Sn =
n∑

k=1

1 = n (n ∈ N),

sorozat divergens.

Azonnal látható, hogy
”
a

∞∑
n=1

an sor konvergens” és
”
az (an) sorozat

összegezhető” megfogalmazások egyenértékűek, s az is, hogy a
∞∑

n=1

an sor

összege megegyezik az (an) tagok összegével. Ez a kapcsolat teszi lehetővé,
hogy a sort mint egy kifejezést értelmezzük, ami önmagában valóban kissé
pongyola lenne.

2.5. Megjegyzés. Az imént mondottak értelemszerűen átvihetők arra az
esetre is, amikor a sorozat kezdő indexe nem 1, hanem valamely más egész
szám.



20 2. Sorok

Az eddigiek alapján máris megfogalmazhatjuk a konvergencia egy szük-
séges feltételét:

2.6. Tétel. Ha a
∞∑

n=1

an sor konvergens, akkor lim
n→∞

an = 0.

Bizonýıtás. Legyen a sor összege A ∈ R, n-edik részletösszege Sn. Ekkor
nyilvánvalóan az (Sn) és az (Sn−1) sorozatok határértéke egyaránt A. Ezt
felhasználva:

an =
n∑

k=1

ak −
n−1∑

k=1

ak = Sn − Sn−1 (n ∈ N , n ≥ 2),

amiből

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(Sn − Sn−1) = lim
n→∞

Sn−1 = A− A = 0.

¤

2.7. Megjegyzések.

1. A tétel azonnali következménye, hogy ha egy sor tagjai nem tartanak
0-hoz, akkor a sor divergens.

Például a
∞∑

n=1

(
1− 1

n

)
sor divergens, mivel lim

n→∞

(
1− 1

n

)
= 1 6= 0.

2. Később látni fogunk példát arra, hogy a tétel feltétele nem elégséges,
azaz van olyan sor, melynek tagjai 0-hoz tartanak, mégis divergens.

2.8. Tétel. [konvergens sorok tagonkénti összeadása]

Ha a
∞∑

n=1

an és a
∞∑

n=1

bn sorok konvergensek, akkor a
∞∑

n=1

(an + bn) sor is

konvergens, és
∞∑

n=1

(an + bn) =
∞∑

n=1

an +
∞∑

n=1

bn.
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Bizonýıtás. Jelölje Sn , Tn , Un rendre a
∞∑

n=1

an ,

∞∑
n=1

bn ,

∞∑
n=1

(an + bn) sorok

n-edik részletösszegét. Nyilvánvaló, hogy

Un =
n∑

n=1

(an + bn) =
n∑

n=1

an +
n∑

n=1

bn (n ∈ N).

n →∞-re térve kapjuk, hogy

∞∑
n=1

(an+bn) = lim
n→∞

Un = lim
n→∞

(Sn+Tn) = lim
n→∞

Sn+ lim
n→∞

Tn =
∞∑

n=1

an+
∞∑

n=1

bn.

¤

2.9. Tétel. [konvergens sor tagonkénti szorzása konstanssal]

Ha a
∞∑

n=1

an sor konvergens és c ∈ R, akkor a
∞∑

n=1

(c·an) sor is konvergens

és
∞∑

n=1

(c · an) = c ·
∞∑

n=1

an.

Bizonýıtás. Jelölje Sn , Tn rendre a
∞∑

n=1

an ,

∞∑
n=1

(c · an) sorok n-edik rész-

letösszegét. Ekkor nyilvánvalóan

Tn =
n∑

k=1

(c · ak) = c ·
n∑

k=1

an = c · Sn (n ∈ N),

amiből

∞∑
n=1

(c · an) = lim
n→∞

Tn = lim
n→∞

(c · Sn) = c · lim
n→∞

Sn = c ·
∞∑

n=1

an.

¤
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2.2. Mértani sor

2.10. Defińıció. Legyen q ∈ R rögźıtett valós szám. A
∞∑

n=1

qn sort mértani

sornak nevezzük.

2.11. Tétel. A mértani sor akkor és csak akkor konvergens, ha |q| < 1. Ez
esetben ∞∑

n=1

qn =
q

1− q
.

Bizonýıtás. A mértani sorozat konvergenciájáról tanultak (ld. 1.13. pél-
dáknál) szerint lim

n→∞
qn = 0 ⇐⇒ |q| < 1. Ezért a 2.6. tétel értelmében

a konvergencia szükséges feltétele, hogy |q| < 1. Megmutatjuk, hogy ez a
feltétel elégséges is.

Tegyük fel tehát, hogy |q| < 1. A középiskolában tanultak (mértani so-
rozat első n tagjának összege) alapján a részletösszegek zárt alakba ı́rhatók.

Sn =
n∑

k=1

qk = q + q2 + . . . + qn = q · qn − 1

q − 1
(n ∈ N),

amiből – lim
n→∞

qn = 0 felhasználásával:

∞∑
n=1

qn = lim
n→∞

Sn = q · −1

q − 1
=

q

1− q
.

¤

Megjegyezzük, hogy a mértani sort sok esetben célszerű 0-tól kezdve in-
dexelni, és megállapodni abban, hogy a 0 indexű tagja 1, vagyis formálisan
q0 = 0 (ez nem teljesen azonos a 0 kitevőjű hatvány értelmezésével, gondol-
junk a 00 esetre). Ez esetben a konvergencia feltétele változatlan (|q| < 1),
mı́g a sor összege:

∞∑
n=0

qn = 1 + q + q2 + . . . = 1 +
∞∑

n=1

qn = 1 +
q

1− q
=

1

1− q
.
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2.3. Pozit́ıv tagú sorok

2.12. Defińıció. A
∞∑

n=1

an sort pozit́ıv tagúnak nevezzük, ha

an ≥ 0 (n ∈ N).

A defińıció alapján nyilvánvaló, hogy a pozit́ıv tagú sor részletösszeg-
sorozata monoton növekvő. Így a konvergenciát az dönti el, hogy a rész-
letösszeg-sorozat felülről korlátos vagy sem. Amennyiben a részletösszegek
sorozata felülről korlátos, akkor a sor konvergens. Ezt ı́gy jelöljük:

∞∑
n=1

an < ∞.

Ha pedig a részletösszegek sorozata felülről nem korlátos, akkor a sor diver-
gens, amit – utalva arra, hogy a részletösszegek a +∞-be tartanak – ı́gy is
jelölhetünk:

∞∑
n=1

an = ∞.

Nevezetes pozit́ıv tagú sorok az ún. hiperharmonikus sorok.

2.13. Defińıció. Legyen p > 0 rögźıtett valós szám. A

∞∑
n=1

1

np

sort hiperharmonikus sornak nevezzük.

A hiperharmonikus sor konvergenciájával kapcsolatos az alábbi tétel,
melyet bizonýıtás nélkül közlünk.

2.14. Tétel. [a hiperharmonikus sor konvergenciatétele]

A
∞∑

n=1

1

np
hiperharmonikus sor p > 1 esetben konvergens, 0 < p ≤ 1

esetben pedig divergens.

2.15. Megjegyzés. Tételünk szerint a
∞∑

n=1

1

n
sor (az ún. harmonikus sor)

divergens. Ezzel példát adtunk arra, hogy a sor konvergenciájának a tagok
0-hoz tartása nem elégséges feltétele (v.ö. 2.6. tétel).
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Pozit́ıv tagú sorok konvergenciájának vizsgálatához sokszor jól használ-
hatók az ún. összehasonĺıtó kritériumok.

2.16. Tétel. [összehasonĺıtó kritériumok] Legyen 0 ≤ an ≤ bn (n ∈ N).
Ekkor

a) Ha
∑

bn < ∞ , akkor
∑

an < ∞ (majoráns kritérium).

b) Ha
∑

an = ∞ , akkor
∑

bn = ∞ (minoráns kritérium).

Bizonýıtás. Jelölje rendre Sn , Tn a
∑

an ,
∑

bn pozit́ıv tagú sorok n-

edik részletösszegét. A feltételek szerint (Sn) és (Tn) monoton növekedők,
továbbá Sn ≤ Tn (n ∈ N). Innen már egyszerűen következik a tétel

mindkét álĺıtása, hiszen pl. ha
∑

bn < ∞, akkor (Tn) felülről korlátos,

ekkor viszont a becslés miatt (Sn) is felülről korlátos, tehát
∑

an < ∞. Ha

viszont
∑

an = ∞, akkor (Sn) felülről nem korlátos, s ı́gy (szintén a becslés

miatt) (Tn) sem korlátos felülről. Ez pedig azt jelenti, hogy
∑

bn = ∞.

¤

2.17. Megjegyzések.

1. Nyilvánvaló, hogy a tétel álĺıtása akkor is érvényben marad, ha a
0 ≤ an ≤ bn feltétel csak véges sok n index kivételével teljesül.

2. Az összehasonĺıtó kritérium két sor tagjainak változási ütemét méri
össze. Az a) rész szemléletes jelentése pl. az, hogy ha a (bn) sorozat
tagjai

”
elég gyorsan” tartanak 0-hoz, akkor ugyanezt teszik a nála

”
kisebb” (an) sorozat tagjai is. A b) rész jelentése pedig, hogy ha

az (an) sorozat tagjai lassan, vagy egyáltalán nem tartanak 0-hoz,
akkor ugyanezt teszik a nála

”
nagyobb” (bn) sorozat tagjai is. Tipikus

alkalmazása, hogy egy
”
új” sort egy már

”
ismert” soral hasonĺıtunk

össze.

Például vizsgáljuk meg, hogy konvergens-e a

∞∑
n=1

(
1 + n

2 + n2

)2

sor. Érzésünk szerint a tagok
”
nagyságrendje”

1

n2
,

0 ≤
(

1 + n

2 + n2

)2

≤
(

1 + n

n2

)2

≤
(

n + n

n2

)2

=
4

n2
(n ∈ N).
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S mivel
∞∑

n=1

4

n2
= 4·

∞∑
n=1

1

n2
< ∞ (hiperharmonikus sort kaptunk p = 2-vel),

ezért a vizsgált sor konvergens.

2.4. Hányadoskritérium, gyökkritérium

Egy pozit́ıv tagú sornak a mértani sorral való összehasonĺıtásából kapjuk a
gyökkritériumot és a hányadoskritériumot.

2.18. Tétel. [gyökkritérium]
Legyen an ≥ 0 (n ∈ N), és tegyük fel, hogy létezik az

L := lim
n→∞

n
√

an ∈ [0 , +∞]

határérték. Ekkor

a) Ha L < 1, akkor a
∑

an sor konvergens.

b) Ha L > 1, akkor a
∑

an sor divergens.

Bizonýıtás.

a) Legyen q ∈ R olyan, hogy L < q < 1. L értelmezése miatt,

ε := q − L > 0 választással

∃N ∈ N ∀n ≥ N : n
√

an < q.

n-edik hatványra emelünk:

0 ≤ an < qn (n ≥ N).

Mivel
∑

qn < ∞, ı́gy az összehasonĺıtó kritérium alapján
∑

an < ∞.

b) Ismét L értelmezése miatt (ε := L− 1 > 0):

∃N ∈ N+ ∀n ≥ N : n
√

an > 1.

Innen következik, hogy an > 1 (n ≥ N), vagyis, hogy (an) nem

nullsorozat. Ezért
∑

an valóban divergens.

¤
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2.19. Megjegyzések.

1. A tétel nem szól az L = 1 esetről, ez az ún. határozatlan eset.

Például a
∑ 1

n2
,
∑ 1

n
sorok mindegyikénél L = 1, de az első kon-

vergens, a második pedig divergens.

2. Az is látható, hogy a gyökkritérium érzéketlen a
”
finom” sorokra.

Konvergenciát csak akkor jelez, ha a tagok nullához tartási üteme
legalább mértani sorozat nagyságrendű. Divergenciát pedig csak ab-
ban a

”
durva” esetben tud jelezni, ha a tagok nem is tartanak nullához.

2.20. Tétel. [hányadoskritérium]
Tegyük fel, hogy an > 0 (n ∈ N) és hogy létezik az

L := lim
n→∞

an+1

an

∈ [0 , +∞]

határérték. Ekkor

a) Ha L < 1, akkor a
∑

an sor konvergens;

b) Ha L > 1, akkor a
∑

an sor divergens.

A hányadoskritériumot nem bizonýıtjuk. A hányadoskritériumra is ér-
vényesek a gyökkritérium után tett megjegyzések.

2.5. Feladatok

1.

sn =
n∑

i=0

32i+1

24i−3
=?

2. Írjuk fel közönséges tört alakban a 0, 78 123 123. . . tizedestörtet!

3.
∞∑

n=0

22n+1 − 3 · 2n+3

6 · 5n
=?
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4. Konvergens-e az alábbi sor?

1

3
+

23

32
+

33

33
+

43

34
+

53

35
+ . . .

5. Konvergensek-e az alábbi sorok?

a)
∞∑

n=1

n2 + 1

2n · (n2 − n + 1)
b)

∞∑
n=1

(
n

n + 1

)n

c)
∞∑

n=1

(
√

2)n

(2n + 1)!
d)

∞∑
n=1

(
n

2

)

(
n

4

)

e)
∞∑

n=1

(
√

n + 1−√n) f)
∞∑

n=1

√
n + 1−√n√

n

g)
∞∑

n=1

√
n + 1−√n

n
h)

∞∑
n=1

n!

nn

6. (a Cantor-halmaz) A [0, 1] zárt intervallumot megharmadoljuk, majd
eltávoĺıtjuk belőle a középső harmadát (pontosabban a közepén kelet-
kező nýılt intervallumot). A megmaradó intervallumoknak ugyanilyen
módon eltávoĺıtjuk a középső harmadát, és ı́gy tovább a

”
végtelen-

ségig”. Határozzuk meg az eltávoĺıtott szakaszok hosszának összegét.
(A megmaradó pontok halmazát nevezzük Cantor-halmaznak.)



3. Vektorok, mátrixok

3.1. Vektorok

3.1. Defińıció. Adott n ∈ N esetén rendezett valós szám-n-esen értünk
egy

x : {1, 2, . . . , n} → R

függvényt. Az x(i) ∈ R számot az x szám-n-es i-edik komponensének ne-
vezzük. Az x szám-n-est jelölhetjük úgy is, hogy komponenseit felsoroljuk:

x = (x1, x2, . . . , xn).

3.2. Defińıció. Legyen n ∈ N adott, és jelölje Rn a rendezett valós szám-
n-esek halmazát, azaz

Rn := {x = (x1, x2, , . . . , xn) | xi ∈ R}.

3.3. Megjegyzés. Rn-t n-dimenziós térnek, elemeit pedig n-dimenziós
vektoroknak is szokás nevezni. R2 a śık helyvektoraival, R3 pedig a tér
helyvektoraival azonośıtható. Mivel a śık helyvektorai a śık pontjaival, a tér
helyvektorai pedig a tér pontjaival azonośıthatók, Rn elemeit pontoknak is
szoktuk nevezni (az n-dimenziós tér pontjai).

A dimenzió fogalmának részletes kifejtését illetően ld. az [5] jegyzetet.

3.4. Defińıció. Az Rn térben értelmezük az alábbiakat:

• összeadás: x + y := (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn);

• valós számmal való szorzás: λ · x := λx := (λx1, λx2, . . . , λxn);

• skaláris szorzás: 〈x, y〉 := x1y1 + x2y2 + . . . + xnyn;

• vektor hossza (normája): ||x|| :=
√
〈x, x〉 =

√
x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n;

• két Rn-beli pont távolsága:

d(x, y) := ||x− y|| =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + . . . + (xn − yn)2.

E defińıciókban x, y ∈ Rn, λ ∈ R.
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Az összeadás és a számmal való szorzás tulajdonságait foglalja össze az
alábbi tétel:

3.5. Tétel.

I. 1. ∀ x, y ∈ Rn : x + y ∈ Rn.

2. ∀ x, y ∈ Rn : x + y = y + x (az összeadás kommutat́ıv).

3. ∀ x, y, z ∈ Rn : x + (y + z) = (x + y) + z (az összeadás
asszociat́ıv).

4. ∃ 0 ∈ Rn ∀ x ∈ Rn : x + 0 = x.

Bebizonýıtható az is, hogy 0 egyértelmű, mégpedig

0 = (0, 0, . . . , 0),

a csupa 0 számból álló n-es. E speciális elem neve: nullelem, vagy
nullvektor.

5. ∀ x ∈ Rn ∃ (−x) ∈ Rn : x + (−x) = 0.

Bebizonýıtható az is, hogy (−x) egyértelmű, mégpedig

−x = (−x1, −x2, . . . , −xn),

az x komponenseinek ellentetjéből feléṕıtett vektor. A −x elem
neve: x ellentettje vagy addit́ıv inverze.

II. 1. ∀ x ∈ Rn ∀λ ∈ R : λ · x ∈ Rn.

2. ∀ x ∈ Rn ∀λ, µ ∈ R : λ · (µ · x) = (λ · µ) · x.

3. ∀ x ∈ Rn ∀λ, µ ∈ R : (λ + µ) · x = λ · x + µ · x.

4. ∀ x, y ∈ Rn ∀λ ∈ R : λ · (x + y) = λ · x + λ · y.
5. ∀ x ∈ Rn : 1 · x = x.

3.6. Megjegyzés. A fenti tulajdonságok röviden úgy foglalhatók össze,
hogy Rn az összeadásra és a számmal való szorzásra nézve egy R feletti
vektortér. A vektorterekről bővebben ld. az [ 5 ] jegyzetet.

A skaláris szorzás tulajdonságait foglalja össze az alábbi tétel:

3.7. Tétel.

1. ∀x, y ∈ Rn : 〈x, y〉 ∈ R.

2. ∀x, y ∈ Rn : 〈x, y〉 = 〈y, x〉.
3. ∀x, y ∈ Rn ∀λ ∈ R : 〈λx, y〉 = λ · 〈x, y〉.
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4. ∀x, y, z ∈ Rn : 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉.
5. ∀x ∈ Rn : 〈x, x〉 ≥ 0, továbbá 〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0.

(Ekvivalens megfogalmazás: 〈0, 0〉 = 0 és ∀x ∈ Rn : 〈x, x〉 > 0.)

3.8. Megjegyzés. Ezek a tulajdonságok úgy foglalhatók össze, hogy Rn

az összeadásra, a számmal való szorzásra és a skaláris szorzásra nézve egy
R feletti euklideszi tér. Az euklideszi terekről bővebben ld. az [ 5 ] jegyzetet.

A norma tulajdonságai az alábbiakban foglalhatók össze:

3.9. Tétel.

1. ∀x ∈ Rn : ‖x‖ ≥ 0, továbbá ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0.

2. ∀x ∈ Rn ∀λ ∈ R : ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖.
3. ∀x, y ∈ V : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (háromszög-egyenlőtlenség).

3.10. Megjegyzések.

1. Az összeadás, a számmal való szorzás és a norma tulajdonságai együtt
azt fejezik ki, hogy Rn az összeadásra, a számmal való szorzásra és a
normára nézve nézve egy R feletti lineáris normált tér.

2. A háromszög-egyenlőtlenség az n = 1 esetben ı́gy szól:

∀x, y ∈ R : |x + y| ≤ |x|+ |y|.
Bizonýıtása történhet pl. úgy, hogy mindkét oldalt négyzetre emeljük:

x2 + 2xy + y2 ≤ x2 + 2|x||y|+ y2,

ami a triviálisan igaz xy ≤ |x| · |y| egyenlőtlenséggel egyenértékű.

Hasonló elv alapján igazolható a háromszög-egyenlőtlenség az n ≥ 2
esetben is.

3. A normával kapcsolatban még egy fontos egyenlőtlenségre lesz szük-
ségünk. Ez pedig a következő:

∀x ∈ Rn ∀ i ∈ {1, . . . , n} : |xi| ≤ ||x||.
Ennek igazolása rendḱıvül egyszerű:

|xi| =
√

x2
i ≤

√
x2

1 + x2
2 + . . . + x2

n = ||x||.
Megjegyezzük, hogy – az n = 3 [és az n = 2] esetre gondolva – a most
igazolt egyenlőtlenség tartalma az, hogy a téglatest testátlójának [a
derékszögű háromszög átfogójának] hossza legalább akkora, mint bár-
mely oldalélé [befogóé].
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A távolság (metrika) tulajdonságait foglalja össze az alábbi tétel:

3.11. Tétel.

1. ∀x, y ∈ Rn : d(x, y) ≥ 0, továbbá d(x, y) = 0 ⇔ x = y.

2. ∀x, y ∈ Rn : d(x, y) = d(y, x).

3. ∀x, y, z ∈ Rn : d(x, y) ≤ d(x, z)+d(z, y) (háromszög-egyenlőtlenség).

3.12. Megjegyzés. Ezek a tulajdonságok úgy foglalhatók össze, hogy Rn

a megadott távolságfüggvényre nézve egy metrikus tér.

A fenti tételeket nem bizonýıtjuk. Többségük egyszerűen (bár helyenként
sok számolással) levezethető a valós számok műveleti tulajdonságaiból.

3.2. Mátrixok

3.13. Defińıció. Legyen m, n ∈ N. Az

A : {1, . . . , m} × {1, . . . , n} → R

függvényeket m × n-es (valós elemű) mátrixoknak nevezzük. Az m × n-es
mátrixok halmazát Rm×n jelöli. Az A mátrix (i, j) helyen felvett A(i, j)
helyetteśıtési értékét az i-edik sor j-edik elemének (a j-edik oszlop i-edik
elemének) nevezzük, jelölése: aij, vagy pedig (A)ij.

A mátrixot (n-edrendű) négyzetes mátrixnak nevezzük, ha m = n.

A mátrixokat m × n-es táblázatként szokás megadni, innen ered a de-
fińıcióbeli

”
sor-oszlop” szóhasználat is:

A =




A(1, 1) A(1, 2) . . . A(1, n)
A(2, 1) A(2, 2) . . . A(2, n)

...
A(m, 1) A(m, 2) . . . A(m,n)


 =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn


 .

Megemĺıtünk néhány nevezetes mátrixot: A nullmátrix az a mátrix, melynek
miden eleme 0. Ha nem okoz félreértést, a nullmátrixot a 0 szimbólummal
fogjuk jelölni. Sormátrixnak nevezzük az egyetlen sorból álló mátrixot (tehát
R1×n elemeit), oszlopmátrrixnak pedig az egyetlen oszlopból álló mátrixot
(tehát Rm×1 elemeit). Szokás ezekre a

”
sorvektor” ill. az

”
oszlopvektor”

elnevezés is, mivel R1×n azonośıtható Rn-nel, Rm×1 pedig Rm-mel.
Az 1 × 1-es mátrixok egyidejűleg sor- és oszlopmátrixok, s R1-gyel ill.

magával az R számhalmazzal azonośıthatók.
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Az A ∈ Rn×n mátrixot szimmetrikusnak nevezünk, ha

∀ i, j ∈ {1, . . . , n} : aij = aji.

Nevezetes n × n-es mátrix egységmátrix, melyet I-vel fogunk jelölni.
Értelmezése:

(I)ij :=

{
0 ha i 6= j,
1 ha i = j

(i, j = 1, . . . , n).

Mátrixokkal többféle művelet végezhető. A legegyszerűbb az összeadás
és a számmal való szorzás. Ezeket

”
elemenként” végezzük:

3.14. Defińıció. Legyen A,B ∈ Rm×n és λ ∈ R. Az

A + B ∈ Rm×n, (A + B)ij := (A)ij + Bij

mátrixot az A és B mátrixok összegének, a

λA ∈ Rm×n, (λA)ij := λ · (A)ij

mátrixot pedig az A mátrix λ-szorosának nevezzük.

3.15. Megjegyzés. Az összeadás és a számmal való szorzás tulajdonságai
– könnyen bizonýıthatóan – megegyeznek a vektorok összeadásának és szám-
mal való szorzásának tulajdonságaival (ld. 3.5. tétel). Ennek alapján el-
mondhatjuk, hogy az m× n-es mátrixok egy R feletti vektorteret alkotnak.
Ennek a térnek a nulleleme a nullmátrix, egy mátrix ellentettjét pedig úgy
képezzük, hogy minden poźıción vesszük az ellentett mátrixelemet.

A következő művelet, a mátrixok szorzása, már bonyolultabb.

3.16. Defińıció. Legyen A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p. Az

AB ∈ Rm×p, (AB)ij := ai1b1j + ai2b2j + . . . + ainbnj =
n∑

k=1

aikbkj

mátrixot az A és B mátrixok (ebben a sorrendben vett) szorzatának ne-
vezzük.
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A szorzás alábbi műveleti tulajdonságai egyszerű számolásokkal igazol-
hatók:

3.17. Tétel. 1. asszociativitás:

(AB)C = A(BC) (A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p, C ∈ Rp×q);

2. disztributivitás:

A(B + C) = AB + AC (A ∈ Rm×n, B, C ∈ Rn×p);

(A + B)C = AC + BC (A, B ∈ Rm×n, C ∈ Rn×p);

3. Szorzás egységmátrixszal: jelölje I a megfelelő méretű egységmátrixot,
ekkor:

AI = A (A ∈ Rm×n), IA = A (A ∈ Rm×n).

4. Szorzat szorzása számmal:

(λA)B = λ(AB) = A(λB) (A ∈ Rm×n, B ∈ Rn×p, λ ∈ R).

3.18. Megjegyzés. Hiányoljuk a szorzás kommutativitását. Az alábbi pél-
da mutatja, hogy a szorzás nem kommutat́ıv:

[
1 1
1 1

]
·
[

1 1
−1 −1

]
=

[
0 0
0 0

]
,

[
1 1
−1 −1

]
·
[
1 1
1 1

]
=

[
2 2
−2 −2

]
.

A példa azt is mutatja, hogy két nem nullmátrix szorzata lehet nullmátrix.
Ez, és a kommutativitás hiánya a valós számoktól eltérő, szokatlan jelenség.

A mátrixszorzás speciális eseteként foghatjuk fel a mátrix-vektor szorzás
műveletét. Ezt ı́gy értelmezzük:

3.19. Defińıció. Legyen A ∈ Rm×n, x ∈ Rn. Az

Ax ∈ Rm, (Ax)i := ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn =
n∑

j=1

aijxj

vektort az A mátrix és az x vektor (ebben a sorrendben vett) szorzatának
nevezzük.

3.20. Megjegyzés. A defińıcióból látható, hogy az Ax vektorhoz úgy is
eljuthatunk, hogy összeszorozzuk az A mátrixot és az x-nek megfelelő osz-
lopmátrixot, s vesszük az ı́gy kapott oszlopmátrixnak megfelelő vektort.
Ezért röviden úgy mondjuk, hogy a mátrix-vektor szorzás lényegében egy
mátrix és egy oszlopmátrix összeszorzását jelenti. Ebből az azonośıtásból
természetes módon adódnak a mátrix-vektor szorzás tulajdonságai.
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3.21. Defińıció. Legyen A ∈ Rn×n és k ∈ N. Az

Ak := A · A · . . . · A︸ ︷︷ ︸
k db

szorzatot az A mátrix k-adik hatványának nevezzük. Megállapodunk abban,
hogy A 6= 0 esetén A0 := I.

Ami a negat́ıv egész kitevős hatványokat illeti – a valós számokra gon-
dolva – a kulcskérdés az, hogyan értelmezzük a −1 kitevőjű hatványt, vagyis
a mátrix

”
reciprokát”. Ezt a mátrix inverzének fogjuk nevezni.

3.22. Defińıció. Legyen A ∈ Rn×n. Egy C ∈ Rn×n mátrixot az A in-
verzének nevezzük, ha

A · C = C · A = I.

Az A inverzét A−1 jelöli.

3.23. Megjegyzések.

1. Igazolható, hogy ha A−1 létezik, akkor egyértelmű.

2. Igazolható, hogy az A · C = I, C · A = I egyenlőségek bármelyike
maga után vonja a másikat.

3. Az inverz mátrix létezésének és előálĺıtásának vizsgálata ḱıvül esik e
jegyzet keretein. Ezzel kapcsolatban ld. [ 5 ].

4. Megadjuk a 2× 2-es mátrix inverzének előálĺıtását. Legyen

A :=

[
a b
c d

]
∈ R2×2.

Ekkor A−1 létezésének szükséges és elégséges feltétele az, hogy

ad− bc 6= 0.

Ebben az esetben, könnyen ellenőrizhetően:

A−1 =

[
d −b
−c a

]
∈ R2×2.
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3.3. Feladatok

1. Adottak a következő R4-beli vektorok:

x := (−1, 3, 5, 2) y := (2, −3, −1, 1).

Számı́tsuk ki az alábbiakat:

a) x + y b) x− y c) 3x d) 2x− 5y

e) 〈x, y〉 f) ||x|| g) d(x, y)

2. Legyen

A :=

[
1 −2 1
0 2 3

]
és

[
3 2 −1
0 −1 −3

]
.

Határozzuk meg az A + B, 3A, 2A− 3B mátrixokat.

3. Végezzük el a következő mátrix-szorzást:



1 2 −1
0 1 1
−1 1 0


 ·




2 1 0 1
−1 −1 2 −1
1 1 3 0




4. Legyen

A :=




1 0 −1
1 2 1
0 1 −1




Határozzuk meg az A3 − 2A2 − 2A mátrixot.

5. Számı́tsuk ki az Ax mátrix-vektor szorzatot, ha

A :=




1 2 −1 1
3 0 1 5
−1 2 1 2


 ∈ R3×4 és x = (1, 1, 2, −1) ∈ R4 .

6. Döntsük el, hogy az alábbi mátrixoknak van-e inverze. Ha igen ak-
kor határozzuk meg az inverz mátrixot, majd mátrix-szorzással el-
lenőrizzük az eredményt.

a) A =

[
4 5
2 7

]
b) A =

[
3 1
−6 −2

]

c) A =

[
1 2
0 3

]
d) A =

[−2 5
1 4

]



4. Többváltozós függvények

Ebben a fejezetben Rn → Rm t́ıpusú függvényekről lesz szó. Ezek változója
n-dimenziós vektor. Ez felfogható úgy is, mintha a függvényünknek n
db valós szám változója lenne. Ilyen értelemben beszélünk n-változós
függvényről, ami az n ≥ 2 esetben valóban többváltozós függvényt je-
lent. Érdemes végiggondolni, hogy a többváltozós függvénytanban látott
eredmények az n = 1 esetben hogyan kapcsolódnak az egyváltozós függvé-
nyekről tanultakhoz.

4.1. Határérték, folytonosság

A határérték esetében a fő kérdés ugyanaz, mint az egyváltozós függvények-
nél: ha egy függvény változója valahova közeledik akkor hová közelednek a
függvényértékek. Most azonban az a hely, ahova a változóval közeĺıtünk,
az Rn tér valamely eleme. Ennek az elemnek olyannak kell lennie, hogy a
függvény értelmezési tartományából tetszőleges pontossággal meg lehessen
közeĺıteni, tőle különböző elemekkel. Itt is értelmeznünk kell tehát az Rn-
beli pontok környezeteit és az Rn-beli halmazok torlódási pontjait.

4.1. Defińıció. Legyen a ∈ Rn, r > 0. Az a pont r sugarú környezete alatt
értjük a

Kr(a) := {x ∈ Rn | ||x− a|| < r} ⊂ Rn

halmazt.

4.2. Megjegyzés. Az a pont r sugarú környezete

• n = 1 esetén az (a− r, a + r) nýılt intervallum:

Kr(a) = (a− r, a + r);

• n = 2 esetén az a középpontú r sugarú nýılt körlap:

Kr(a) = {(x1, x2) ∈ R2 | (x1 − a1)
2 + (x2 − a2)

2 < r2};

• n = 3 esetén pedig az a középpontú r sugarú nýılt gömbtest:

Kr(a) = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | (x1−a1)
2 +(x2−a2)

2 +(x3−a3)
2 < r2}.
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4.3. Defińıció. Legyen H ⊂ Rn, és a ∈ Rn. Azt mondjuk, hogy a a H
torlódási pontja, ha

∀ r > 0 : (Kr(a) \ {a}) ∩H 6= ∅

A H halmaz torlódási pontjainak halmazát H ′-vel jelöljük, azaz:

H ′ := {a ∈ Rn | a a H torlódási pontja}

A H halmaz azon pontjait, amelyek nem torlódási pontok (tehát H \ H ′

elemeit), izolált pontoknak nevezzük.

Megjegyezzük, hogy a fenti defińıcióban a ∈ Rn, tehát n = 1-re nem
kapjuk vissza a +∞-t és a −∞-t mint torlódási pontokat.

Ezek után a határérték defińıciója megegyezik az egyváltozós függvény
határérték-defińıciójával, az eltérés csupán annyi, hogy Rn-beli környezete-
ket használunk.

4.4. Defińıció. Legyen f ∈ Rn → Rm, a ∈ D′
f , A ∈ Rm. Azt mondjuk,

hogy f határértéke az a pontban A (jelben: lim
a

f = A), ha

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ x ∈ (Kδ(a) \ {a}) ∩Df : f(x) ∈ Kε(A).

Bebizonýıtható, hogy rögźıtett f és a esetén a lim
a

f = A egyenlőség legfel-

jebb egy A ∈ Rm esetén áll fenn, más szóval, a határérték egyértelmű.
További jelölések:

A = lim
x→a

f(x), f(x) → A (x → a).

4.5. Megjegyzések.

1. A defińıcióban csak a
”
végesben vett véges” határérték szerepel. Ez

– a környezet fogalmát felhasználva – a következőképpen ı́rható fel
egyenlőtlenségekkel. A

lim
a

f = A

egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, ha

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ Df , 0 < ||x− a|| < δ : ||f(x)− A|| < ε.

2. Gyakori eset az R2 → R t́ıpusú (ún. kétváltozós valós) függvények
vizsgálata. Ez esetben a vektorok komponenseit sokszor nem inde-
xeléssel, hanem külön betűkkel jelöljük, pl. (x, y) ∈ R2, (x0, y0) ∈ R2,
stb. Így – a norma értelmezését is felhasználva – a határérték ı́gy is
megfogalmazható:
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Legyen f ∈ R2 → R, a = (x0, y0) ∈ D′
f , A ∈ R. Ekkor a

lim
a

f = A ( lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = A )

egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ (x, y) ∈ Df , 0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ :

|f(x, y)− A| < ε.

A határértékkel szoros kapcsolatban van a folytonosság fogalma. Ha az
értelmezési tartománynak csak azokra a pontjaira szoŕıtkozunk, amelyek
egyúttal torlódási pontjai is az értelmezési tartománynak, akkor a folyto-
nosság értelmezhető a határérték seǵıtségével.

4.6. Defińıció. Legyen f ∈ Rn → Rm, a ∈ Df ∩D′
f . Azt mondjuk, hogy

f folytonos a-ban, ha
lim
x→a

f(x) = f(a).

Az a pontban folytonos függvények halmazát jelölje C(a).

4.7. Megjegyzés. A határérték defińıcióját felhasználva, a pontbeli foly-
tonosságot ı́gy is értelmezhetnénk:

∀ ε > 0 ∃ δ > 0, ∀x ∈ Kδ(a) ∩Df : f(x) ∈ Kε(f(a)).

Egyenlőtlenségekkel (a környezet fogalmát felhasználva):

∀ ε > 0 ∃ δ > 0, ∀x ∈ Df , ||x− a|| < δ : ||f(x)− f(a)|| < ε.

Ezek a defińıciók a ∈ Df \ D′
f esetén is érvényesek, és azt az eredményt

adják, hogy a függvény az értelmezési tartományának izolált pontjaiban
folytonos.

A következőkben néhány, a határértékszámı́tásnál használt tételt, eljá-
rást ismertetünk.

1. Az első tétel arra vonatkozik, hogy lényegében m = 1 feltehető.

4.8. Tétel. [koordinátánkénti határérték] Legyen

f = (f1, . . . , fm) ∈ Rn → Rm, a ∈ D′
f , A = (A1, . . . , Am) ∈ Rm,

s tegyük fel hogy m ≥ 2. Ekkor

lim
a

f = A ⇔ lim
a

fi = Ai (i = 1, . . . , m).
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A tételt nem bizonýıtjuk. A tétel a vektorértékű függvény határértékét
m db skalárértékű függvény határértékére vezeti vissza.

4.9. Következmény. Az f = (f1, . . . , fm) ∈ Rn → Rm függvény
akkor és csak akkor folytonos a-ban, ha az fi koordinátafüggvények
folytonosak a-ban (koordinátánkénti folytonosság tétele).

A továbbiakban tehát feltehetjük, hogy m = 1.

2. A következő tétel – melyet szintén nem bizonýıtunk – a határérték és
az algebrai műveletek kapcsolatát fejezi ki.

4.10. Tétel. Legyen f ∈ Rn → R, a ∈ D′
f és g ∈ Rn → R, a ∈ D′

g,
továbbá c ∈ R.

Ekkor

lim
a

(f + g) = lim
a

f + lim
a

g,

lim
a

(f · g) = lim
a

f · lim
a

g,

lim
a

(
f

g

)
=

lim
a

f

lim
a

g
,

lim
a

(c · f) = c · lim
a

f,

feltéve, hogy az egyenlőségek jobb oldalán szereplő határértékek
léteznek (és természetesen végesek), továbbá a hányados esetében
lim

a
g 6= 0.

4.11. Következmény. Adott pontban folytonos függvények összege,
szorzata, hányadosa (feltéve, hogy a nevező az adott pontban nem 0)
folytonos az adott pontban.

4.12. Megjegyzés. Bebizonýıtható, hogy ha

g ∈ C(a), továbbá f ∈ C(g(a)),

akkor f ◦ g ∈ C(a), azaz kissé pongyolán fogalmazva: folytonos függ-
vények kompoźıciója is folytonos.



40 4. Többváltozós függvények

3. A következő eljárás azon alapul, hogy ha egy függvénynek egy pont-
ban van határértéke, akkor

”
bármilyen módon” tartva a ponthoz, ezt

a határértéket kell kapnunk. Ha tehát találunk két olyan
”
tartási

módot”, hogy a függvényértékek nem ugyanoda tartanak, akkor a
függvénynek ebben a pontban nincs határértéke. A

”
tartási mód” azt

jelenti, hogy az adott pontba való közeledéskor nem lépünk ki egy
előre megadott halmazból. Pl. közeledhetünk az adott pontba egyene-
sek, vagy egyéb más halmazok mentén.

4. Azt, hogy lim
a

f = A sokszor ı́gy bizonýıtjuk:

Az |f(x)−A| eltérést felülről becsüljük a változók ||x−a|| eltérésének
valamely 0-hoz tartó függvényével, pl. ||x − a|| konstansszorosával,
azaz bebizonýıtjuk, hogy

∃ r > 0 ∃L > 0 ∀x ∈ Kr(a)∩Df , x 6= a : |f(x)−A| ≤ L · ||x− a||.

Ekkor ugyanis a határérték defińıciójában ε-hoz megfelel a

δ := min{r, ε

L
} > 0

választás, mivel ekkor ∀x ∈ Kδ(a) ∩Df , x 6= a esetén

|f(x)− A| ≤ L · ||x− a|| < L · δ ≤ L · ε

L
= ε.

5. Végül, ha a függvény a vizsgált helyen folytonos (pl. folytonos alap-
függvényekből épül fel folytonosságtartó műveletekkel), akkor határ-
értéke nyilvánvalóan a helyetteśıtési értékkel egyenlő.

4.2. Deriválás

4.13. Defińıció. Legyen H ⊂ Rn és a ∈ H. Azt mondjuk, hogy a a H
belső pontja, ha

∀ r > 0 : (Kr(a) ⊂ H.

A H halmaz belső pontjainak halmazát a halmaz belsejének nevezzük, és
int H-val jelöljük.

Az egyváltozós függvények körében a deriváltat a függvény lineáris függ-
vénnyel való megközeĺıtése kapcsán vezettük be. Ez az eljárás a többváltozós
függvények körében is alkalmazható.
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Legyen f ∈ Rn → Rm, a ∈ int Df . f -et most

l(x) = Ax + b (x ∈ Rn)

alakú lineáris függvénnyel közeĺıtjük, ahol A ∈ Rm×n, b ∈ Rm. A közeĺıtés
elvei ugyanazok, mint az egyváltozós esetben. Az l(a) = f(a) feltételből
kapjuk, hogy

l(x) =

∈Rm︷ ︸︸ ︷
A · (x− a)︸ ︷︷ ︸

∈Rn

+ f(a)︸︷︷︸
∈Rm

.

Az A mátrixot úgy szeretnénk megválasztani, hogy a közeĺıtés hibája (az
f(x) − l(x) különbség) gyorsabban tartson 0-hoz, mint ahogy x az a-hoz,
azaz

lim
x→a

f(x)− l(x)

||x− a|| = 0.

4.14. Defińıció. Legyen f ∈ Rn → Rm, a ∈ int Df . Azt mondjuk, hogy f
differenciálható (deriválható) a-ban (jele: f ∈ D(a)), ha

∃A ∈ Rm×n : lim
x→a

f(x)− f(a)− A(x− a)

||x− a|| = 0.

E defińıció ekvivalens alakja (h := x− a jelöléssel):

∃A ∈ Rm×n : lim
h→0

f(a + h)− f(a)− A · h
||h|| = 0.

4.15. Megjegyzések.

1. n = m = 1 esetén visszakapjuk az R→ R eset defińıcióját.

2. n = 1 esetben megadható a differenciálhatóság és a derivált kon-
strukt́ıv, a különbségi hányadossal való értelmezése. Így ez esetben az
A mátrix egyértelműsége nyilvánvaló.

3. n ≥ 2 esetben nem megy a különbségi hányadossal való értelmezés,
mert az x − a ∈ Rn vektorral nem lehet osztani. Bebizonýıtható
(természetesen nem a különbségi hányadossal), hogy az A mátrix ez
esetben is egyértelmű.

4.16. Defińıció. A fenti defińıcióban szereplő A mátrixot az f a-beli de-
riváltjának nevezzük, jele: f ′(a). Tehát f ′(a) := A.

Az egyváltozós esethez hasonlóan, most is célszerű a függvényt egy adott
pontban a mondott értelemben legjobban megközeĺıtő lineáris függvény gra-
fikonját

”
érintőśıknak” nevezni. Persze ez csak n = 2 esetben b́ır közvetlen

szemlélettel.
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4.17. Defińıció. Legyen f ∈ R2 → R, a = (x0, y0) ∈ int Df , és tegyük fel,
hogy f ∈ D(a). A

z = f ′(x0, y0) · ((x, y)− (x0, y0)) + f(x0, y0)

egyenletű śıkot az f grafikonja a = (x0, y0) pontbeli érintőśıkjának ne-
vezzük.

Többváltozós függvény esetén is igaz, hogy a differenciálhatóság maga
után vonja a folytonosságot.

4.18. Tétel. f ∈ D(a) ⇒ f ∈ C(a).

Bizonýıtás.

f(a+h)−f(a) =
f(a + h)− f(a)− f ′(a) · h

||h||︸ ︷︷ ︸
→0

· ||h||︸︷︷︸
→0

+ f ′(a) · h︸ ︷︷ ︸
→0

→ 0 (h → 0),

Tehát lim
h→0

f(a + h) = f(a), azaz f ∈ C(a). ¤

4.19. Példa. Legyen f : R2 → R, f(x, y) := x2 ·y, tehát most n = 2, m =
1. Legyen a := (−1, 1). Megmutatjuk, hogy f ′(−1, 1) =

[−2 1
] ∈ R1×2.

A defińıcióban szereplő törtet kell vizsgálni, hogy tart-e 0-hoz. h := (h1, h2)
jelöléssel

f((−1, 1) + (h1, h2))− f(−1, 1)− [−2 1
] · (h1, h2)

||h|| =

=
f(−1 + h1, 1 + h2)− f(−1, 1)− (−2h1 + h2)

||h|| =

=
(−1 + h1)

2 · (1 + h2)− 1 + 2h1 − h2

||h|| =
h2

1 − 2h1h2 + h2
1h2

||h|| .

Mivel 0-hoz tartásról van szó, vizsgálhatjuk a tört abszolút értékét.

0 ≤
∣∣∣h

2
1 − 2h1h2 + h2

1h2

||h||
∣∣∣ =

|h2
1 − 2h1h2 + h2

1h2|
||h|| ≤

≤ |h1|2 + 2|h1||h2|+ |h1|2|h2|
||h|| ≤ ||h||2 + 2||h|| · ||h||+ ||h||2||h||

||h|| =

= 3||h||+ ||h||2 → 0 (h → 0).

Felhasználtuk a háromszög-egyenlőtlenséget, és azt a tényt, hogy

|h1| ≤ ||h||, |h2| ≤ ||h||.
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Kidolgozott példánkban előre megadtuk a derivált mátrixot. Kérdés,
hogyan lehetne az elemeit a függvényből és az adott pontból meghatározni.
Ehhez új fogalomra, a parciális derivált fogalmára lesz szükség.

4.20. Defińıció. Legyen f ∈ Rn → R, a = (a1, . . . , an) ∈ int Df , és
rögźıtsünk egy j ∈ {1, . . . , n} indexet. Jelölje r > 0 azt a sugarat, melyre
Kr(a) ⊂ Df . Vezessük be a következő függvényt:

gj(u) := f(a1, . . . , aj−1, u, aj+1, . . . , an) (u ∈ Kr(aj)).

A g′j(aj) számot – amennyiben létezik – az f függvény a pontbeli j-
edik parciális deriváltjának (vagy: a j-edik változó szerinti parciális de-
riváltjának) nevezzük. Jele: ∂jf(a).

A derivált mátrix elemeiről szól az alábbi tétel, melyet bizonýıtás nélkül
közlünk:

4.21. Tétel. Legyen f = (f1, . . . , fm) ∈ Rn → Rm, a ∈ intDf , és tegyük
fel, hogy f ∈ D(a). Ekkor bármely i ∈ {1, . . . , m} és j ∈ {1, . . . , n} esetén
létezik a ∂jfi(a) parciális derivált, és

(f ′(a))ij = ∂jfi(a).

4.22. Megjegyzés. A derivált mátrix tehát:

f ′(a) =




∂1f1(a) ∂2f1(a) . . . ∂nf1(a)

∂1f2(a) ∂2f2(a) . . . ∂nf2(a)

...
...

∂1fm(a) ∂2fm(a) . . . ∂nfm(a)




∈ Rm×n.

4.23. Defińıció. Legyen f ∈ Rn → R, a ∈ int Df , és tegyük fel, hogy
f ∈ D(a). A

grad f(a) := ∇f(a) := (∂1f(a), ∂2f(a), . . . , ∂nf(a)) ∈ Rn

vektort az f függvény a-pontbeli gradiensének nevezzük.

4.24. Megjegyzés. A gradiens tehát nem más, mint a függvény derivált-
mátrixának megfelelő Rn-beli vektor.
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A 4.17. defińıcióban értelmeztük az R2 → R t́ıpusú függvény grafi-
konjának érintőśıkját. Miután megismertük a deriváltmátrix elemeit, az
érintőśık egyenlete a parciális deriváltakkal is feĺırható:

z = ∂1f(x0, y0) · (x− x0) + ∂2f(x0, y0) · (y − y0) + f(x0, y0) .

Ha az f ∈ Rn → R függvény értelmezési tartományának minden olyan
pontjához, melyben létezik a j-edik parciális derivált, hozzárendeljük a
parciális deriváltat, egy új függvényhez, a j-edik parciális derivált függ-
vényhez jutunk. Nyilvánvalóan ∂jf ∈ Rn → R. Ha az f mindegyik parciális
derivált függvénye differenciálható a-ban, akkor azt mondjuk, hogy f kétszer
differenciálható a-ban. Ezt ı́gy jelöljük: f ∈ D2(a).

Képezhetjük továbbá a ∂jf függvény parciális deriváltjait:

∂1∂jf, . . . , ∂n∂jf.

Ezeket másodrendű parciális deriváltaknak nevezzük. Bebizonýıtható az
alábbi tétel.

4.25. Tétel. [Young tétele]
Ha f ∈ D2(a), akkor

∂i∂jf(a) = ∂j∂if(a) (i, j = 1, . . . , n).

4.26. Megjegyzés. A Young-tétel azt fejezi ki, hogy ha f ∈ D2(a), akkor
a másodrendű parciális deriváltakból feléṕıtett

f ′′(a) :=




∂1∂1f(a) ∂2∂1f(a) . . . ∂n∂1f(a)

∂1∂2f(a) ∂2∂2f(a) . . . ∂n∂2f(a)

...
...

∂1∂nf(a) ∂2∂nf(a) . . . ∂n∂nf(a)




∈ Rn×n

ún. Hesse-féle mátrix (vagy: második derivált mátrix) szimmetrikus.
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4.3. Kvadratikus formák

4.27. Defińıció. Legyen A ∈ Rn×n szimmetrikus mátrix. A

Q : Rn → R, Q(x) := 〈Ax, x〉 =
n∑

i,j=1

aijxixj

függvényt (az A mátrix által meghatározott) kvadratikus formának (kvadra-
tikus alaknak) nevezzük. Az A mátrixot a Q kvadratikus forma mátrixának
nevezzük.

4.28. Megjegyzés. Az nyilvánvaló, hogy egy szimmetrikus mátrix csak
egy kvadratikus formát határoz meg. Ennek megford́ıtása is igaz: egy kvad-
ratikus formának csak egy szimmetrikus mátrixa van.

A kvadratikus formákat felvett értékeik előjele alapján szokás osztályozni
(ún. definitségi osztályokba sorolni). Előző megjegyzésünknek megfelelően
ez egyúttal az Rn×n-beli szimmetrikus mátrixok osztályozását is jelenti.

4.29. Defińıció. Legyen Q : Rn → R egy kvadratikus forma, melynek
mátrixa az A ∈ Rn×n szimmetrikus mátrix. Azt mondjuk, hogy Q ill. A

• pozit́ıv definit, ha ∀x ∈ Rn \ {0} : Q(x) > 0.

• negat́ıv definit, ha ∀x ∈ Rn \ {0} : Q(x) < 0.

• pozit́ıv szemidefinit, ha ∀x ∈ Rn : Q(x) ≥ 0.

• negat́ıv szemidefinit, ha ∀x ∈ Rn : Q(x) ≤ 0.

• indefinit, ha ∃ x, y ∈ Rn : Q(x) > 0, Q(y) < 0.

4.30. Megjegyzések.

1. Defińıciónk értelmében a kvadratikus formák (ill. a szimmetrikus mát-
rixok) halmaza három osztályra bomlik: a pozit́ıv szemidefinit, a ne-
gat́ıv szemidefinit és az indefinit formák osztályára. Ez a három osztály
majdnem diszjunkt, egyetlen elem van, amelyik két osztályban is ben-
ne van, a 0-függvény. Ez pozit́ıv szemidefinit is és negat́ıv szemidefinit
is.
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2. A pozit́ıv definit formák (mátrixok) halmaza részhalmaza a pozit́ıv
szemidefinit formák (mátrixok) halmazának. Hasonlóképpen, a ne-
gat́ıv definit formák (mátrixok) halmaza részhalmaza a negat́ıv sze-
midefinit formák (mátrixok) halmazának.

3. A pozit́ıv és a negat́ıv definit formákat együttesen definit formáknak,
a pozit́ıv és a negat́ıv szemidefinit formákat pedig együttesen szemi-
definit formáknak nevezzük. Természetesen ugyanezek az elnevezések
érvényesek a megfelelő mátrixokra is.

Foglalkozzunk ezek után a kétváltozós kvadratikus formákkal (n=2).
Ezek általános alakja:

Q(x1, x2) = ax2
1 + 2bx1x2 + cx2

2 ((x1, x2) ∈ R2),

mátrixa:

A =

[
a b
b c

]
∈ R2×2.

A kétváltozós kvadratikus formákat a következő tétel seǵıtségével
osztályozhatjuk:

4.31. Tétel. A fenti Q : R2 → R kvadratikus forma

• det A = ac− b2 > 0 esetén definit, mégpedig

– ha a > 0, akkor pozit́ıv definit.

– ha a < 0, akkor negat́ıv definit.

(Az a = 0 eset ekkor lehetetlen.)

• det A = ac− b2 < 0 esetén indefinit.

• det A = ac− b2 = 0 esetén

– ha a > 0, akkor pozit́ıv szemidefinit, de nem pozit́ıv definit.

– ha a < 0, akkor negat́ıv szemidefinit, de nem negat́ıv definit.

– ha a = 0, akkor

∗ c > 0 esetén pozit́ıv szemidefinit, de nem pozit́ıv definit.

∗ c < 0 esetén negat́ıv szemidefinit, de nem negat́ıv definit.

∗ c = 0 esetén az azonosan 0 függvény.
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A bizonýıtás a következő, könnyen belátható elemi átalaḱıtáson alapul:

Q(x1, x2) = ax2
1+2bx1x2+cx2

2 =





(ax1 + bx2)
2 + (ac− b2)x2

2

a
ha a 6= 0,

(bx1 + cx2)
2 + (ac− b2)x2

1

c
ha c 6= 0,

2bx1x2 ha a = c = 0.

Ennek alapján már könnyen megvizsgálhatjuk az egyes esetekben a helyet-
teśıtési értékek előjelét.

4.4. Lokális szélsőérték

A lokális szélsőérték defińıciója ugyanaz, mint az egyváltozós esetben, csak
R-beli környezet helyett Rn-beli környezetet használunk.

4.32. Defińıció. Legyen f ∈ Rn → R, a ∈ Df .
Azt mondjuk, hogy f -nek a-ban lokális

1. minimuma van, ha ∃ r > 0 ∀x ∈ Kr(a) ∩Df : f(x) ≥ f(a);

2. szigorú minimuma van, ha

∃ r > 0 ∀x ∈ Kr(a) ∩Df \ {a} : f(x) > f(a);

3. maximuma van, ha ∃ r > 0 ∀x ∈ Kr(a) ∩Df : f(x) ≤ f(a);

4. szigorú maximuma van, ha

∃ r > 0 ∀x ∈ Kr(a) ∩Df \ {a} : f(x) < f(a).

Itt a a lokális szélsőérték helye, f(a) a lokális szélsőérték.

A lokális szélsőértékkel kapcsolatban egy szükséges és egy elégséges fel-
tételt közlünk, bizonýıtás nélkül.

4.33. Tétel. [a lokális szélsőérték elsőrendű szükséges feltétele]
Legyen f ∈ Rn → R, f ∈ D(a), és tegyük fel, hogy f -nek a-ban lokális

szélsőértéke van. Ekkor f ′(a) = 0.



48 4. Többváltozós függvények

4.34. Megjegyzések.

1. Az f ′(x) = 0 egyenlet részletesebben az

∂1f(x1, . . . , xn) = 0
...

∂nf(x1, . . . , xn) = 0

n×n-es egyenletrendszert jelenti. Ennek gyökeit stacionárius pontok-
nak nevezzük. Tételünk más szóval azt jelenti, hogy a lokális szélső-
értékhelyek vagy a stacionárius pontok közül kerülnek ki, vagy azon
pontok közül, ahol a függvény nem differenciálható.

2. A tételben szereplő f ′(a) = 0 feltétel csak szükséges, de nem elégséges
(pl.: n = 1, f(x) = x3, a = 0).

4.35. Tétel. [lokális szélsőérték másodrendű elégséges feltétele]
Legyen f ∈ Rn → R, f ∈ D2(a), f ′(a) = 0. Ha az f ′′(a) ∈ Rn×n szim-

metrikus mátrix pozit́ıv [negat́ıv] definit, akkor f -nek a-ban szigorú lokális
minimuma [maximuma] van.

4.36. Megjegyzések.

1. n = 1 esetben a feltétel: f ′′(a) > 0 [f ′′(a) < 0].

2. A feltétel csak elégséges, de nem szükséges, például legyen

n := 2, f(x, y) := x4 + y4, a := (0, 0).

3. Igazolható a másodrendű szükséges feltétel: Ha f ∈ D2(a) és f -nek
a-ban lokális szélsőértéke van, akkor f ′(a) = 0 és f ′′(a) szemidefi-
nit, mégpedig minimum esetén pozit́ıv szemidefinit, maximum esetén
negat́ıv szemidefinit.

4. n = 2 esetben (a kétváltozós kvadratikus formák definitségéről tanul-
tak alapján):

Ha det f ′′(a) < 0, akkor a-ban nem létezik lokális szélsőérték,
Ha det f ′′(a) > 0 és ∂1∂1f(a) > 0, akkor a-ban szigorú lokális mini-
mum van,
det f ′′(a) > 0 és ∂1∂1f(a) < 0 akkor a-ban szigorú lokális maximum
van.
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4.5. Feladatok

1. Számı́tsuk ki az alábbi határértékeket:

a) lim
(x,y)→(0,0)

xy · x2 − y2

x2 + y2
b) lim

(x,y)→(2,2)

1

x− y
.

c) lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2

√
x2 + y2 + 4− 2

d) lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 + 1− 1

x2 + y2
.

e) lim
(x,y)→(1,0)

ln(x + ey)√
x2 + y2

f) lim
(x,y)→(0,0)

x2y

x4 + y2
.

2. Vizsgáljuk meg folytonosság szempontjából az alábbi R2 → R t́ıpusú
függvényeket:

a) f(x, y) =





x− y

x + y
ha x + y 6= 0,

0 ha x + y = 0;

b) f(x, y) =





x3y

x6 + y2
ha (x, y) 6= (0, 0),

0 ha (x, y) = (0, 0).

c) f(x, y) =





x2y2

x2 + y2
ha (x, y) 6= (0, 0),

0 ha (x, y) = (0, 0).

3. Számı́tsuk ki a

lim
x→0

(lim
y→0

f(x, y)) és a lim
y→0

(lim
x→0

f(x, y))

ún. ismételt határértékeket, ha

f(x, y) =





xy

x2 + y2
ha (x, y) 6= (0, 0),

0 ha (x, y) = (0, 0).
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4. Igazoljuk a defińıció alapján, hogy az alábbi függvények deriváltja a
megadott a pontban a megadott A mátrix.

a) f(x, y) = 2xy, a = (1, −1) , A = [ 2 − 2 ];

b) f(x, y) = xy2 − 3x2, a = (1, 2) , A = [ −2 4 ].

5. Számı́tsuk ki az alábbi R2 → R t́ıpusú függvények parciális derivált-
jait.

a) f(x, y) = ex2y − 2x2y3 sin(x + y) b) f(x, y) = ex cos y − x ln y

c) f(x, y) = arc tg
1− x

1− y
d) f(x, y) =

1

xy2 − x2y

e) x6 − 5x6y2 + 7xy6 f)
x2 + 3xy − 1

y2 − 4xy + x3

6. Számı́tsuk ki az alábbi függvények másodrendű parciális deriváltjait,
és ı́rjuk fel a Hesse-féle mátrixot.

a) f(x, y) = x6 − 5x6y2 + 7xy6 b) f(x, y) =
x + y

x− y

c) f(x, y) = sin2 x · cos y d) f(x, y) = ln
x− y

x + y

7. Vizsgáljuk meg differenciálhatóság szempontjából az alábbi (R2 → R
t́ıpusú) függvényeket, és ahol differenciálhatók, ott ı́rjuk fel a de-
riváltmátrixot:

a) f(x, y) = arccos
y

x
; b) f(x, y) = x · ln(x + y)

c) f(x, y) =





x2y

x2 + y2
ha (x, y) 6= (0, 0),

0 ha (x, y) = (0, 0).
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8. Írjuk fel a megadott R2 → R t́ıpusú függvények grafikonjához a meg-
adott pontban húzott érintőśık egyenletét. (A pontokat az első két
koordinátájukkal adjuk meg.)

a) f(x, y) =
√

x2 − 2y2, P0 = (3, 2);

b) f(x, y) = x2y + 2y2, P0 = (2, 1).

9. Keressük meg azokat a pontokat, ahol az

f : R2 → R, f(x, y) = x2 + xy + 2y2 + 5x− 10y

függvény gradiense

a) nullvektor;

b) egyirányú a (12, 5) vektorral;

c) hossza 26 egység.

10. Határozzuk meg az alábbi kétváltozós függvények lokális szélsőérték-
helyeit és a szélsőértékeket:

a) f(x, y) = x3y2(4− x− y);

b) f(x, y) = x2 − xy + y2 + 3x− 2y + 1;

c) f(x, y) = x2 + xy + y2 +
8

x
+

8

y
;

d) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy;

e) f(x, y) = x3 + y3 − 9xy + 27;

f) f(x, y) = e−x2 − y2 · (2x2 + 3y2);

g) f(x, y) = cos x · cos y · cos(x + y).

11. Határozzuk meg annak a téglatestnek a maximális térfogatát, amely
éleinek összege 48 cm. Adjuk meg az ehhez tartozó él-méreteket is.

12. Egy mosdófülke térfogata adott: K m3, alakja téglatest, melynek egyik
lapja hiányzik (bejárat). Hogyan méretezzük a fülkét, hogy a legkeve-
sebb területű határoló falra legyen szükség? (A falba az alaplapot és
a fedőlapot is bele kell számı́tani.)
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13. A z = 2x2 + y2 elliptikus paraboloidnak a z = 5 śık által kimetszett
szeletébe ı́rjuk be a legnagyobb térfogatú téglatestet. Mekkora ennek
a térfogata, és éleinek hossza?

14. Egy szimmetrikus trapéz alakú telek kerülete 400 méter. Milyen mé-
retek esetén lesz a legnagyobb a telek területe?


