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ELOSZO

Ez a jegyzet a szerzonek az Informatika Minor Szakon tartott , Analizis
tanaroknak” cimii tantargy el6z6 tanévben tartott orai alapjan késziilt.
Célja, hogy a kurzus (nappali és levelez6 tagozatos) hallgatéi a foglal-
kozasokon hallottak mellett irasos tananyagra is tamaszkodhassanak ta-
nulményaik soran. Természetesen a jegyzet olvasasa csupan megerositi és
kiegésziti az éran elhangzottakat, és nem helyettesiti azt.

A jegyzet elso kotete az elso félév anyagat oleli fel. Témai: fiiggvénytani
alapismeretek, hatarérték és folytonossag, differencidlszamitas, integralsza-
mitas.

A szakaszok szamozasa minden fejezet elején elolrol kezdédik. Ugyancsak
elolrdl kezdodik minden fejezetben a tételek, definicidk, megjegyzések stb.
egylittes szamozasa. Az egyes fejezetek végén gyakorl6 feladatok talalhatok,
ezek szamozasa is fejezetenként elolrdl kezdodik.

A jegyzetben a szokasos matematikai jeloléseket hasznéljuk. Néhany
jelolést kiilon is felsorolunk:

e minden: V;

létezik: 3 ;

az A és a B halmazok direkt szorzata (Descartes-szorzata): A x B;
e a valés szamok halmaza: R;

a pozitiv valds szdmok halmaza: RT;

e a nem negativ valés szamok halmaza: RJ;

idedlis elemek: +o00, —oco (Vz € R: —00 < & < 400);
e a természetes szamok halmaza: N :={1,2,3,...};
e a nem negativ egész szamok halmaza: Ny := {0,1,2,3,...};

e az egész szamok halmaza: Z .= NU{—-z € R: z € N} U{0};

a racionalis szamok halmaza: Q := {1—? ER | pg€Z, q# 0} ;
q

a sfk pontjai, szampérok: R? := {(z, y) | z,y € R};

a tér pontjai, szamhdrmasok: R? := {(x, y, 2) | z,y,2 € R}.
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e Az intervallumok nyiltsagat gombolyt zardjellel, és nem kifelé fordi-
tott szogletes zardjellel jeloljiik.

e Részhalmaz jelolésére a C és nem a C jelet hasznéljuk.

A jegyzetben az analizis egyes témakoreibe nyeriink bepillantast. Mivel a
targy oraszama viszonylag kicsi, nincs lehetoség a mély targyalasra. Nem de-
finidlunk mindent precizen, pl. a fliggvénynek is csupan a kozépiskolai szinti
értelmezését hasznaljuk. Sziikségszertien kimaradnak egyes témakorok, to-
vabba alig van bizonyitas. Az érdekl6dok szamara ajanljuk e hianyok pot-
lasara az alabbi irodalmat:

[ 1] Leindler-Schipp: Analizis I. (egyetemi jegyzet)

[ 2 ] Pél-Schipp-Simon: Analizis II. (egyetemi jegyzet)

[ 3] Simon Péter: Fejezetek az analizishdl (egyetemi jegyzet)
[ 4] Szili Lasz16: Analizis feladatokban (egyetemi jegyzet)

[ 5] Csorgé Istvan: Fejezetek a linedris algebrabdl (egyetemi jegyzet)

Ezuton is koszonom Dr. Fridli Sdndor docensnek a kézirat lelkiismeretes
lektoralasat és értékes tandacsait.

Budapest, 2008. november 14.

Csorgd Istvan



1. Fuggvénytani alapismeretek

1.1. Néhany fogalom

Jegyzetiinkben a fiiggvény kozépiskolas szintii értelmezését fogjuk hasznal-
ni, tehat 1ényegében alapfogalomnak tekintjiik.

Legyenek A és B nem iires halmazok (természetesen A = B is le-
hetséges). A fiiggvény egy hozzarendelés, amely az A halmaz bizonyos ele-
meihez (akdr mindegyikhez) B-beli elemeket rendel oly médon, hogy egy
A-beli elemhez csak egyetlen B-beli elemet rendel. Azt mondjuk ilyenkor,
hogy a fiiggvény A-bdl B-be képez, mas elnevezéssel: a fiiggvény ,, A nyil B
tipusu”. Az ,, A nyil B tipusd” fiiggvények halmaziat A — B fogja jelolni.

Az A halmaz azon elemeinek Osszességét, amelyekhez a fiiggvény hoz-
zérendel B-beli elemet, a fiiggvény értelmezési tartoméanyanak (angolul:
domain) nevezziik. A B halmaz azon elemeinek Osszességét, amelyek vala-
mely A-beli elemhez vannak rendelve, a fiiggvény értékkészletének (angolul:
range) nevezzik.

A fiiggvényt barmilyen betiivel jelolhetjik, leggyakoribb az f, g, h, stb.
Ha tehat f egy ,,A nyil B tipusd” fliggvény, akkor ezt igy jeloljiik:

feA— B.

Legyen f € A — B. Az f értelmezési tartomanyat D-fel, az értékkészletét
pedig Rj-fel fogjuk jelolni (az angol elnevezések kezdObetiiit hasznaljuk).
Nyilvanval6 tehat, hogy

DfCA, RfCB.

Vegyiink egy = € Dy elemet. Az z-hez rendelt B-beli elemet az f fliggvény
x helyen felvett (helyettesitési) értékének (roviden: fliggvényértéknek) ne-
vezziik, és f(x)-szel jeldljiik. Nyilvanval6 tehat, hogy f(x) € B, sét az is,
hogy f(z) € Ry.

Az elmondottak alapjan kijelenthetjiik, hogy az f fiiggvény értékkészlete
az alabbi halmaz:

Ry={ye B|3zeDy: fr)=y}={/(z) € B|ue Dy}

A Dy elemeinek jelolésére szolgalé szimbdélumot a fliggvény valtozdjanak
szokds nevezni (pl. x).
Megallapodunk abban is, hogy ha f € A — B és Dy = A, akkor azt igy
jeloljik:
f:A— B.
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1.1. Definicié. Legyen f € A — B. A

graf f .= {(z, f(x)) e AxB|lz e Ds} CAXB
halmazt az f fliggvény grafikonjanak nevezziik.

1.2. Megjegyzés. Konnyli meggondolni, hogy ha f € R — R, akkor
graf f C R?, vagyis f grafikonja egy sikbeli ponthalmaz (szemléletiink
szerint gyakran egy sikgorbe). Ezt a ponthalmazt — a kozépiskolaban ta-
nult médon — a sikbeli derékszogli koordinatarendszerben &dbrazoljuk, s
azt mondjuk, hogy f grafikonjanak egyenlete y = f(z). A fiiggvény fo-
galmabdl az is kovetkezik, hogy az ilyen fiiggvények grafikonjanak barmely,
az y-tengellyel parhuzamos egyenessel legfeljebb egy kozos pontja van. To-
vabba az is, hogy Dy a grafikon merdleges vetiilete az x-tengelyre, Ry pedig
a grafikon merdleges vetiilete az y-tengelyre.

Fiiggvények megaddsahoz meg kell adni:
e a fliggvény tipusat, azaz az A és a B halmazokat;
e a fiiggvény értelmezési tartomanyat;

e a hozzéarendelési , utasitast”, vagyis azt, hogy az értelmezési tarto-
many egy tetszoleges eleméhez a fiiggvény milyen fliggvényértéket ren-
del. Ez leggyakrabban egy képlet megadésat jelenti.

Példaul egy R — R tipusu fliggvény az alédbbi:
fER—-R, D;:=R" f(x):=2"

A fiiggvény ily médon valé megadasakor sokszor nem adjak meg az értelme-
zési tartomanyt. Ilyenkor az a megallapodés 1ép életbe, hogy az értelmezési
tartomany az A halmaznak az a legh6vebb részhalmaza, amelynek elemeire
a hozzarendelést megadd képlet értelmes.

Példaul ha egy fliggvényt igy adunk meg:

fER-R, f(a):=",

akkor a megallapodas értelmében Dy = R\ {0}.
Igy kell tehat érteni az olyan feladatokat, hogy: ,,Hatdrozzuk meg az
alabbi fliggvény értelmezési tartomanyat: ...”

1.3. Definicié. Legyen f € A — B, és H C Dy. A
g:H— B, g(z):=f(x) (x€H)

figgvényt az f H-ra val6 lesziikitésének nevezziik. A leszikitett fliggvényre
hasznalni szoktuk az f|y jelolést is.
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A leszlikitett fiiggvény tehat ugyantigy , miikodik”, mint az eredeti, csak
,kevesebb” helyen van értelmezve. Ezért grafikonja az eredeti fliggvény gra-
fikonjanak része. Példaul az

fER—R, f(x):=2"
fiigvény egy lesziikitése a
g:[0, +00) = R, g(z) =2

fiiggvény, melynek grafikonja (a , fél-parabola”) az eredeti fliggvény grafi-
konjanak egy ,,darabja”.

Jegyzetiink els6 részében foleg R — R tipusu fiiggvényekkel fogunk
foglalkozni. Ezeket egyvaltozds fliggvénynek nevezziik. A jegyzet masodik
részében sz6 lesz az un. tobbvaltozos fiiggvényekrdl is.

A kozépiskolabol ismeretes a fiiggvény monotonitasanak fogalma. Ezt
roviden atismételjiik:

1.4. Definicié. Legyen f € R — R. Azt mondjuk, hogy
1. f monoton névekvo, ha

Vay, 29 € Dy, 21 <9 f(21) < f(22);

2. f szigoruan monoton névekvo, ha

Vay, @9 € Dy, 11 <y : f(x1) < f(12);

3. f monoton csokkend (fogyd), ha

Vay, o0 € Dy, 2y < w21 f(z1) > f(ag);

4. f szigorian monoton csokkené (fogyd), ha

V.Z'l, To € Df, 1 < Ty: f(l'l) > f(x'2>

A fliggvényt monotonnak nevezziik, ha monoton névekvé vagy monoton
csokkend. Hasonléképpen, szigorian monotonnak nevezziik, ha szigorian
monoton novekvo vagy szigorian monoton csokkeno.

1.5. Megjegyzés. A fenti fogalmakat vonatkoztathatjuk az értelmezési
tartomany egy nem iires H részhalmazara is. Példaul azt mondjuk, hogy
[ szigorian monoton novekvé a H halmazon, ha az fjg fliggvény szigortian
monoton novekvo, azaz, ha

V:I;l, To € H, T < T : f(ﬂ?l) < f(JJQ),

sth.
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A tovabbiakban ismertnek tételezziik fel a kozépiskolaban tanult fiiggvé-
nyeket (konstans, els6foki polinom, mésodfoki polinom, gyok, exponencié-
lis, logaritmus, trigonometrikus, abszolut érték, egészrész, tortrész, eléjel).

Hasznalni fogjuk tovabba az Euler-féle allandot, melyet az ,,e” betlivel
jeloliink (pontos értelmezését a I1. kotet 1.5. szakaszaban fogjuk megtenni).
Az ,e” szam irracionalis, kozelité értéke: 2,718. Az e alapu logaritmust
természetes logaritmusnak nevezziik, és log, helyett az In szimbdlummal
jeloljiik (logaritmus naturalis).

1.2. Inverz fuggvény

Ha adott egy f € A — B fiiggvény, akkor természetes médon vetédik
fel az a kérdés, hogy létezik-e olyan fliggvény, amelyik a fiiggvényértékhez
hozzarendeli azt az A-beli (s6t Dj-beli) elemet, amelyik ezt a fiiggvény-
értéket szolgaltatja. Ha ilyen fiiggvény létezik, akkor azt az f fliggvény
inverzének (megforditdsanak) nevezziik, és az f~1 szimbélummal jeldljiik.

A fiiggvény fogalma alapjin nyilvanvald, hogy az f~! inverz fiiggvény
pontosan akkor létezik, ha az f fliggvény minden fiiggvényértéket csak
egyetlen x € Dy helyen vesz fel. Az ilyen fliggvényeket kolcsonosen egyér-
telmt, idegen szdval injektiv fiiggvényeknek nevezziik.

1.6. Definicié. Legyen f € A — B. Azt mondjuk, hogy az f kolcsonosen
egyértelmi (injektiv), ha

Vay, xo € Dy, x1 #xo: f(z1) # f(22).
1.7. Példak.

1. Az f e R - R, f(x):= x? fliggvény nem injektiv, ugyanis pl. —2 # 2,
de f(=2) = f(2) =4.

2. Viszont az f € R — R, f(z) := z® fiiggvény injektiv, mivel kiillonboz6
szamok kobe is kiilonbozo.

Megjegyezziik, hogy ha egy R — R tipusu fliggvény szigorian monoton,
akkor nyilvanvaléan injektiv. Azonban més esetben is lehet injektiv egy

fiiggvény, pl.

feR—=R, f(az:):l

x
Konnyt meggondolni, hogy egy R — R tipusu fiiggvény akkor és csak akkor
injektiv, ha grafikonjanak minden, az x-tengellyel parhuzamos egyenessel
legfeljebb egy kozos pontja van.
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1.8. Definicié. Legyen f € A — B egy injektiv fliggvény. Az alabbi
eléirassal értelmezett f~! fiiggvényt az f inverz fiiggvényének, roviden in-
verzének nevezziik:

f'eB— A, D;:=Ry,

' (y) = ,az az egyetlen z € Dy, amelyre f(z) = y.”

Péld4ul levezethetd, hogy az x — z? (z € RY) fiiggvény inverze x — /7,
tovabba, hogy a > 0, a # 1 esetén az x — a” exponencidlis fliggvény inverze
az r — log, r logaritmusfiiggvény.

A négy trigonometrikus alapfiiggvény (sin, cos, tg, ctg) nem injektiv,
inverziik alatt nevezetes lesziikitésiik inverzét értjiikk. Ezeket soroljuk fel az
alabbi definiciéban:

1.9. Definicié. 1. Az

. ™ T
r—sine (—— <z <)
2 2
fliggvény inverzét arcus sinus fiiggvénynek nevezzik, jele: arcsin.
Tehat: o
in:[—1, 1 [——, —].
arcsin : | | — 5 5
2. Az

r—cosr (0<z<m)

fliggvény inverzét arcus cosinus fiiggvénynek nevezziik, jele: arccos.Tehat:

arccos : [—1, 1] — [0, 7] .

3. Az

T s
T tgr (—§<x<§)

fliggvény inverzét arcus tangens fiiggvénynek nevezziik, jele: arc tg.Tehat:

arctg : R — (—g, g)

4. Az
r—ctgr (0<z<m)

fliggvény inverzét arcus cotangens fliggvénynek nevezzik, jele:
arc ctg . Tehat:
arcctg : R — (0, 7).
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1.3. Miveletek fiiggvényekkel

1.10. Definicié. Legyen g € A — B és f € C' — D. Tegyiik fel, hogy a
Doy :={z €Dy |g(x) e Dj} C D, C A

halmaz nem tures.
Ekkor az

fog:Dysy— D, (fog)(x):= f(g(z))

fliggvényt az f és a g fliggvényekbdl képzett Osszetett fliggvénynek vagy
kompozicionak nevezziik. A g fiiggvény neve: belso fiiggvény, az f fliggvény
neve pedig: kiils6 fiiggvény.

Példék osszetett fiiggvényre: z +— sin(2z + ), x> cos?z, stb.

Szamértékl fliggvényekkel algebrai miiveleteket is végezhetiink:

1.11. Definicié. Legyen f € A - R, g€ A — R. Ekkor
(f +9)(x) == f(x) + g(x) (€ DynDy);

(f - 9)(@) = f(x) -g(x) (z € DynDy);

f(z)

x):=—= (reDyND, glx)+#0),

(D))= 5 e DN Dy o(w) #0)

feltéve, hogy az egyes sorokban megadott értelmezési tartomany nem tires.

1.4. Polinomok

Az R — R tipusu fiiggvények korében specidlis osztalyt alkotnak a polino-
mok. Gyakran hasznaljak oket bonyolultabb fliggvények kozelitésére.

1.12. Definicié. Az f : R — R fiiggvényt polinomnak nevezziik, ha vagy
f =0, vagy pedig
dn € Ny és Jag,...,a, €R, a, #0:

f(z) =ag+ a1+ ax® + ...+ a,2" = f(x) = Zakxk (x € R).
k=0
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1.13. Megjegyzések.

1. Bebizonyithatd, hogy ha f polinom és f # 0, akkor a fenti definiciéban
szerepl6
N, g, ...,0n

szamok egyértelmiiek. Az n szamot az f polinom fokanak nevezziik és
deg f-fel jeloljiikk. Magat a polinomot ekkor n-edfokinak nevezziik.
Az ayg,...,a, szamokat a polinom egytitthatéinak nevezzik, az a,
egyiitthato neve: foegytitthato.

2. A 0 polinom fokat nem értelmezziik, egytitthatéirdl pedig azt mond-
juk, hogy: minden egyiitthatoja 0.

3. A kozépiskoldban sokszor szerepeltek a nulladfokd polinomok (ezek a
nem 0 konstans fliggvények), az els6foki polinomok (ezek a linedris
fiiggvények), valamint a mésodfoki polinomok (ezek a mésodfoku
fiiggvények).

4. A polinom egyiitthatéit més szamkorbdl is vehetnénk. Jegyzetiinkben
csak valds egytitthatds polinomokkal foglalkozunk.

1.14. Tétel. Legyen f : R — R egy polinom, és a € R. Ekkor létezik olyan
g polinom, hogy

f(x)=(z—a)-g(x)+ fla)  (zeR).

A tétel azt fejezi ki, hogy az f polinomnak az x — « els6fokid polinommal
vett osztdsi maradéka f(a).

Bizonyitas. Ha ag, a1 € R és f(z) = ag + arx egy legfeljebb els6foki
polinom (beleértve a 0 polinomot is), akkor az &llitds g(x) = a; valasztassal
trividlis, mivel a1« ,, becsempészésével”

flx)=ap+ar=a(r—a)+a+aa=(r—a) a + fla) (x € R).

Ha f legalabb mésodfoku polinom, akkor vegyiik a szokasos el6allitasat, és
alakitsuk &t tgy, hogy most is ,, becsempéssziikk” az o hatvanyait:

n n
flz) = Zakxk =ap+ a1x + Zakxk =
k=0 k=2

=apta(r—ata)+y a’ —af+af)=

k=2
=ap+ai(r—a)+aa+ Zak(xk —a®) + Zakak =
k=2 k=2

=a(r—a)+ Zak(xk — o) + f(a).

k=2
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Mivel — a kozépiskolabdl jol ismert azonossag szerint — (2% — af) oszthaté

(x — a)-val, ezért minden k > 2 esetén van olyan gy polinom, hogy
2 = ot = (5 - a) - (o),
tovabba legyen ¢, (z) := 1.
Ezzel a jeloléssel az elozd atalakitas igy folytathato:

fla)=ar- (@ —a)-gi(2) + ) ar- (z —a) - gule) + fla) =
k=2

:(ac—oz)-Zak-gk(x)—i-f(oz),

k=1

igy a tétel allitdsa g(z) = > ai - gp(x) valasztassal teljesiil. O
k=1

Megjegyezziik, hogy a bizonyitas egyben mddszert is adott a g polinom
meghatarozasara. Nem ez a leghatékonyabb eljaras, viszont elemi ismere-
teken alapul. Hatékonyabb moédszerek is vannak (polinom-osztas, Horner-
elrendezés).

1.15. Definicié. Legyen f : R — R egy polinom, és a € R. Az a szamot
az f polinom gyokének (zérushelyének) nevezziik, ha f(a) = 0.

1.16. Megjegyzés. A polinom gyokeinek meghatarozdsa altalaban nem
egyszeri feladat. A kozépiskolaban megismertiik az els6 és a masodfoku
polinomok gyokei meghatarozasanak modszereit.

Legyen f egy nem azonosan 0 polinom. Az 1.14. tétel azonnali
kovetkezménye, hogy « akkor és csak akkor gyoke az f polinomnak, ha
létezik olyan g polinom, hogy

azaz, ha x — a kiemelhet6 f-bol.

El6fordul, hogy a polinom fenti szorzatalakjaban az « szam a g polinom-
nak is gyoke. Ekkor x — a kiemelhet8 g-bél, ami azt jelenti, hogy (z — «)?
kiemelheté f-bol. Ezt az eljarast folytatva végiil eljutunk egy olyan m € N
szamhoz, hogy

f(@) = (= a)™ - h(x),

ahol o mar nem gyoke h-nak, azaz h(a) # 0. Az itt keletkezett m szamot az
a gyok multiplicitdasanak nevezziik, és azt mondjuk, hogy « az f polinom
m-szeres gyoke. Az x — a polinom neve: gyoktényezo.
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1.5. Feladatok

1. Abrézoljuk és jellemezziik a kovetkez6 R — R tipusu fiiggvényeket.

a) flx)=(r—2)*+3 b) f(z)=2a?+6x+10

¢) flz)=-222+8r-3 d) f(z)=+vor—-3

e) flz)=2-vo-3 f) @) =v2 =3

g) f(z)=sin(z + g) h) f(z)=2-sin(z + g)
i) fl@)=sin@e+3) ) fl)=log(e+1)

k) fl@)=3+logy(z+1) 1) f(x)=logy(5+1)

2. Dontsiik el, hogy az alabbi fiiggvényeknek van-e inverze, és ahol van,
ott hatarozzuk meg az inverz fiiggvényt (értelmezési tartomany, kép-
let).

a) flz)=a+4z+3
b) flz)=x*+4x+3  Dj=10, +0]
¢) flz)=-22"48—-3  D;=]0, 2]

) f@)=VE—1  Dy=|1 +o

e) f(x):ﬁ Dy =Rt
) fw="1 p=r\{1)



14 1. Fliggvénytani alapismeretek

3. Képezziik az fog Osszetett fiiggvényt, amennyiben létezik (értelmezési
tartomény, képlet).

a) f(x):=+v3—zx, g(x) :=+va? —16

b) flx) =z,  g(x)=

8=

0 fl)=at—1,  gla)=

d) fl@)=2'~1 D;=[-1,1, gle)=vz
¢) f()=vE  glz)=sinz D, =(0,2n)
N f@=hz,  g)=a?

9) fl@)=Iz, glx)=cosz D, =0, 2n]|

4. Igazoljuk, hogy az « szam az f polinom gyoke, majd emeljiik ki a
hozzé tartozé gyoktényezot f-bol. Hanyszoros gyoke az o az f-nek?

a) f(r)=32%—Tr+2, a=2

b) f(x) =223 —42® — 18, a=3

¢) f(x)=2z"— 52— 62%+ 3z + 2, a=-—1
d) f(x) =5z — 22+ Tz — 10, a=1

e) f(x)=3x>+102* + 8z, a= -2



2. Fluggvény hatarértéke,
folytonossaga

2.1. A hatarérték fogalma

Legyen f € R — R és a € RU{—00, +o0}. A hatarérték intuitiv médon a
kovetkezoképpen értelmezheto:

Kozelitsik az x valtozot az a felé gy, hogy kozben teljesiiljon, hogy
x € Dy és hogy x # a (ez méris mutatja, hogy a nem lehet barmi). Kérdés,
hogy kozelednek-e valahové az f(x) fiiggvényértékek, s ha igen, akkor hova.
Ha van ilyen A € RU {—o00, 400} elem, akkor azt az f fiiggvény a-beli
hatarértékének fogjuk majd nevezni, és — tobbek kozt — a

lim f(z) = A

modon fogjuk jelolni.

Példaul szemléletiink alapjan hiheto, hogy

lim 22 = 9.

r—3

Mivel ugy kozelitiink x-szel a 3-hoz, hogy kozben z # 3, ezért a hatarérték
nem valtozik, ha fliggvényiink definicidjat dgy modositjuk, hogy a 3-hoz
nem 9-et, hanem akarmilyen masik szdmot, pl. 13-at rendeliink. Vagyis a

> ha x#3,
g(x) =
13 ha x=13
fiiggvény esetén glcli% g(x) =09.
Sot, akkor is valtozatlan marad a hatarérték, ha a fliggvény értelmezési
tartomanyabdl kivessziik a 3-at.

Ezek utan térjiink ra a precizebb targyalasra. El6szor azt vizsgaljuk meg,
hogy mi lehet az a. Ehhez sziikség lesz a kornyezet fogalméra:

2.1. Definicié. Legyen a € R és r > 0. Ekkor
1. Az a pont r sugaru kornyezete:

K.(a)={zeR||x—a|<r}=(a—r,a+r);
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2. A +oo r sugaru kornyezete:
1 1
K, (+o0):={reR |z > ;} = (;, +00 );
3. A —oo r sugari kornyezete:
1
K, (—x) ={zeR|z< —;} = (—o0, —;)

Ahhoz, hogy az x véaltozéval a mar jelzett médon meg lehessen kozeliteni
a-t, az kell, hogy az a , kozel legyen” az f értelmezési tartomanyahoz, vagyis,
hogy az a barmely kornyezetében legyen D-beli elem. S6t, mivel kikotottiik
azt is, hogy = ne legyen egyenlo a-val, azt is fel kell tenniink, hogy az a
barmely kornyezetében legyen a-tél kiilonbozd Dy-beli elem. Az ilyen tulaj-
donsagu elemet torlédasi pontnak nevezziik.

2.2. Definicié. Legyen H C R és a € RU{—00, +o0}. Azt mondjuk, hogy
a a H torlédési pontja, ha

Vr>0: (K.(a)\{a})NH %0

A H halmaz torlédasi pontjainak halmazat H'-vel jeloljiik.
A H\ H' halmaz elemeinek neve: H izolalt pontjai.

A hatarérték értelmezéséhez tehat természetes modon fel kell tenniink, hogy
a € Dj.

PL. értelmetlen dolog felvetni azt a kérdést, hogy mi a hatarértéke négy-
zetgyokfiiggvénynek, ha x kozeliti a —1-et.

A hatéarértékrél mondott intuitiv bevezetd alapjan kissé precizebben
ugy fogalmazhatunk, hogy az f hatarértéke a a helyen A, ha barmely
kornyezetét is tekintve az A-nak, az f(x) fliggvényértékek benne vannak
ebben a kornyezetben minden olyan x esetén, amely , elég kozel van” a-hoz.
A pontos definicio:

2.3. Definicié. Legyen f € R — R, a € D}, A € RU{~o0, +o0}. Azt
mondjuk, hogy f hatarértéke az a pontban A (jelben: lim f = A), ha

Ve>0 30>0 Vze (Ks(a)\{a})NDy: f(z) € K. (A).

Bebizonyithaté, hogy rogzitett f és a esetén a lim f = A egyenléség leg-

feljebb egy A € RU {—00, +00} esetén all fenn, més széval, a hatérérték
egyértelmii.
Tovabbi jelolések:

A =lim f(x), f(z)— A (z — a).

r—a
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Megjegyezziik, hogy mivel a lehet —oo, véges vagy 4oo, illetve A
szinttigy lehet —oo, véges vagy +o00, a hatarérték definicidja — a kornyezet
értelmezését felhaszndlva — 9-féleképpen fogalmazhatéd meg egyenlotlensé-
gekkel. Példaul az a € R, A € R esetben a

limf=A
egyenlGség egyenértékit az alabbi kijelentéssel:
Ve>0 3d>0 VeeDy, 0<|zr—al<d: |[f(x)—A <e.

(végesben vett véges hatarérték esete).

2.2. Egyoldali hatarérték

Ha az a hely véges (azaz a € R), akkor szemléletiink szerint az a-hoz
lehet jobbrdl is és balrdl is tartani. A ,jobbrdl tartani” azt jelenti, hogy
ugy kozelitjik a-t, hogy kozben x > a is fenndll. A | balrdl tartani” pedig
azt jelenti, hogy x ugy kozeliti a-t, hogy kozben = < a. Az igy keletkez6
hatarértéket jobb- illetve baloldali hatarérétéknek nevezziik.

A pontos definicio:

2.4. Definicié. Legyen f € R - R, a € R.

a) Tegyiik fel, hogy a € ((a,+00) N Dy)" (ezt réviden gy mondjuk,
hogy a jobboldali torlédasi pontja Dg-nek). Az f a-beli jobboldali
hatarértékén értjiik az f fliggvénynek az (a, +00) N Dy halmazra vald
lesziikitésének hatarértékét. Jelolése:

a:l—ljzr-ll—o f(l') ’

b) Tegyiik fel, hogy a € ((—o0,a) N Dy)" (az a tn. baloldali torlédési
pontja Ds-nek). Az f a-beli baloldali hatarértékén értjiikk az f fligg-
vénynek a (—o0o,a) N Dy halmazra vald lesziikitésének hatarértékét.
Jelolése:

lim f(x).

r—a—0

Természetesen a jobb- és a baloldali hatarérték definicidja is megfogalmaz-
haté egyenlotlenségekkel.
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2.5. Megjegyzés. Az egyoldali hatarérték definiciéja enyhébb kovetel-
ményt jelent, mint a hatarértéké, tehat elképzelhetd, hogy egy fiigvénynek
egy pontban nincs hatarértéke, de van pl. jobboldali hatarértéke. Pl. te-

1
kintsikk az f € R — R, f(z) := — fiiggvényt. Ennek nincs hatarértéke az
T

a = 0 pontban, de léteznek az egyoldali hatarértékei:

2.3. Alapvet6 hatarértékek

Ebben a szakaszban — bizonyitas nélkiil, és a szemlélet alapjan — megadunk
néhany fontos hatarértéket. A preciz bizonyitasra itt terjedelmi okokbdl
nincs lehetoség, tovabba a bizonyitas felvetné az egyes fliggvények pontos
értelmezésének kérdését is. Tehat a kozépiskolabdl hozott szemléletiinkre
alapozunk, s ennek segitségével tudunk felirni olyan tovabbi egyszerti ha-
tarértékeket is, melyek az alabbi felsoroldsbol kimaradnak.

Néhany fontosabb, véges helyen vett hatarérték:

e Ha f az aldbbi fiiggvények valamelyike, akkor tetszéleges a € Dy
helyen vett hatarértéke az f(a) helyettesitési értékkel egyenlo:

Polinomok, raciondlis tortfiiggvények (=két polinom hényadosa),
gyokfliggvények , abszolutérték-fiiggvény, exponencialis fiiggvények,
logaritmusfiiggvények, a négy trigonometrikus alapfiiggvény: sin, cos,
tg, ctg, valamint ezek inverze: arcsin, arccos, arctg, arcctg.

Ha k péros pozitiv egész szam és a € R, akkor

) 1
Se—af

Ha k paratlan pozitiv egész szam és a € R, akkor

. 1 , . 1
:pkgio (x —a)* =T % zl—ljzr—}—o (x —a)* = oo

Ha a > 1, akkor lir%logax = —o00.

Ha 0 < a < 1, akkor lir%logax = +00.
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e Ha ) := g + k7 (k € Z), akkor

lim tgz =400 és

z—xE—0

e Ha z :=kn (k € Z), akkor

lim ctgr =—o0 és
rz—xE—0
sinx
e [gazolhatd, hogy lim =1
x—0 I

. sinz
e lim

z—0

lim tgx = —o0.
r—x+0

lim ctgax = 4o00.
r—xk+0

1 —cosz 1
2 2

= 1 felhasznélasaval igazolhato, hogy lin% —_— =

Néhany fontosabb, a +o0o-ben vett hatarérték:

e Minden ¢ € R esetén az x — ¢ x € R konstansfiiggvény hatarértéke:

Iim c=c.

T— 00

e Ha k € N, akkor lim z* = +o0.

T—+00

1
e Ha k € N, akkor lim — =0.

r—+00 [L‘k

e Ha a > 1, akkor lir+n a® = +0o0.

e Ha0<a <1, akkor lim a” =0.

r——+00

e Haa>1, akkor lim log,z = +o0.

r——+00

e Ha 0 <a <1, akkor lim log,z = —ooc.

r—-+00

. s
e lim arctge = —.
xr——+00 2

e lim arcctgz =0.
T—+00
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2.4. Miiveletek hatarértékkel

A hatarérték és az algebrai miiveletek kapcsolata roviden ugy foglalhaté
Ossze, hogy a hataréréték képzése az algebrai miiveletekkel felcserélheto,
feltéve, hogy a szereplé miveletek értelmezettek. Kissé pontosabban:

2.6. Tétel. Legyen f e R - R, g € R - R, a € RU{—00, +o0}, és
tegytik fel, hogy léteznek a

lim f(x) és lim g(x)

hatarértékek. Ekkor

o lim(f(z) + g(x)) = lim f() + lim g(z);

o glﬁliré(f(:v) cg(x)) = glﬁlir}z f(x) glclgég(x);
e lim /() = }}E}lf@) 1
T—a g(l’) lim g(x) ’

r—a

feltéve, hogy a jobb oldalon kijelolt miveletek értelmezettek.

A tételt nem bizonyitjuk. A tétel természetesen egyoldali hatarértékekre
is érvényes.

2.7. Megjegyzés. A +o0o, —oo idedlis elemekkel valé miiveletvégzést a
tandérakon ismertetjik.
Nem értelmezett miiveletek (dn. tiltott miiveletek):

(+00) + (=00),  (+00) = (+00) (—00) = (=00),

0-(£o0)
0 +oo
0 4oo

Azokat a kifejezéseket, melyek hatarértékszamitasa ilyen eredményre vezet-
het, hatdrozatlan kifejezéseknek nevezziik.

E miiveletek tiltottsdganak oka az, hogy barhogy is értelmeznénk a
miivelet eredményét, az el6zo tétel allitasa nem maradna érvényben.

Példaul legyen f(z) = x + 1, g(x) = —x és a = +o00. Ekkor az f + ¢
fliggvény konstans 1, aminek hatarértéke a +oo-ben 1. Ezért, ha azt akarjuk,
hogy a fenti tétel érvényben maradjon, akkor a 400 és a —oo Gsszegét 1-nek
kellene értelmezniink. Viszont ha f(z) = x+2, és minden mds marad, akkor
— hasonl6 okoskodassal — +00 és a —oo 0Osszege 2 kellene, hogy legyen.
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2.5. Folytonossag

A folytonossag szemléletes tartalma az, hogy a fliggvény grafikonja ,,foly-
tonos vonal”, mas szdval, ha az x véltozd kozeledik egy a ponthoz, ak-
kor a grafikon rajzoldsakor ,nem kell felemelni a ceruzat”, vagyis az f(x)
fiiggvényértékek az f(a) fliggvényértékhez kozelednek.

Ezt a tulajdonsdgot pontositja az alabbi definicio:

2.8. Definicié. Legyen f € R — R, a € Dy N D Azt mondjuk, hogy f
folytonos a-ban, ha

lim /() = f(a).
Az a pontban folytonos fiiggvények halmazat jelélje C(a).

2.9. Megjegyzések.

1. A hatarérték definicidjat felhasznalva, a pontbeli folytonossagot igy is
értelmezhetnénk:

Ve>030>0Ve e Ks(a)NDy: f(x) € K(f(a)).
Egyenl6tlenségekkel (a kornyezet fogalmat felhasznélva):
Ve>030>0,Vex €Dy, |[x—a|<d: |f(x)— fla)| <e.

Ezek a definiciék a € D f\D} esetén is érvényesek, és azt az eredményt
adjak, hogy a fliggvény az értelmezési tartomanyanak izolalt pontjai-
ban folytonos.

2. A folytonossag definicidja valamint a hatarérték és az algebrai miive-
letek kapcsolatardl szolo 2.6. tétel alapjan igazolhatd, hogy ha

f,geR—=R, f geC(a) és ceR,
akkor

f+ga f_gu f97 f/g’ C-fGO((I)-
Igazolhat6 tovabba az is, hogy ha

geR—-R geCa) és feR—=R, feC(g(a)),
akkor fog e C(a).
3. Az alapveto hatarértékekre adott példakbol kovetkezik, hogy az alabbi

fliggények az értelmezési tartomanyuk minden pontjaban folytonosak:

Polinomok, raciondlis tortfliggvények, gyokfliggvények , abszolitér-
ték-fliggvény, exponencialis fiiggvények, logaritmusfiiggvények, a négy
trigonometrikus alapfiiggvény: sin, cos, tg, ctg, valamint ezek inverze:
arcsin, arccos, arctg, arcctg.
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2.10. Definicié. Legyen f € R — R a € Dy. Azt mondjuk, hogy f-nek
a-ban szakaddsa van, ha f ¢ C(a).

Megjegyezziik, hogy a folytonossagot is és a szakadast is csak az értelmezési
tartomany pontjaiban definidltuk, értelmezési tartomanyon kiviili pontok-
ban nem.

A szakadasokat a kovetkezd moédon osztalyozhatjuk:

2.11. Definicié. Legyen f e R =R, a€ D;N D%, f ¢ C(a).
Azt mondjuk, hogy f-nek a-ban

e megsziintethetd szakadasa van, ha

Jlimf eR, de limf # f(a).

e ugrasa van, ha

IlimfEeRés Ilimf R, de limf#lim/.

a+0

Az egyéb esetekben azt mondjuk, hogy f-nek a-ban maéasodfaju szakadasa
van.

2.12. Megjegyzés. A megsziintethetd szakadast és az ugrast kozos néven
els6faju szakadasnak is szokds nevezni.

A kovetkezokben a halmazon valé folytonossagrél lesz szo.

2.13. Definicié. Legyen f € R — R. Azt mondjuk, hogy az f fliggvény
folytonos, ha értelmezési tartomanyanak minden pontjaban folytonos, azaz
ha

Vae Dy: feC(a).
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2.14. Példak.

1. Az alapveto hatarértékeknél felsorolt példakbdl adédik, hogy az alabbi
fliggvények folytonosak:

Polinomok, racionalis tortfiiggvények, gyokfiiggvények , abszolutérték-
fliggvény, exponencidlis fiiggvények, logaritmusfiiggvények, a négy tri-
gonometrikus alapfiiggvény: sin, cos, tg, ctg, valamint ezek inverze:
arcsin, arccos, arctg, arcctg.

2. Az aldbbi dbran lthaté figgvény, az tn. eléjelfiiggvény (szignum-
fiiggvény) nem folytonos, mivel van olyan pontja az értelmezési tar-
tomédnyanak, amelyben nem folytonos (nevezetesen a 0).

2.15. Definicié. Legyen f € R — R, 00 # H C Dy. Azt mondjuk, hogy f
folytonos a H halmazon, ha az f H-ra vald lesziikitése (az fiy) folytonos
fiiggvény.

2.16. Megjegyzés. A H halmazon valé folytonossdg nem azonos azzal,
hogy az eredeti fliggvény a H halmaz minden pontjaban folytonos. Példaul
az aldbbi abrdan ldthaté f : R — R fiiggvény folytonos a H := [0 + o]
halmazon, jéllehet f & C(0).
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2.6.

Feladatok

1. Szamitsuk ki az aldbbi hatarértékeket. Ahol a hatarérték nem létezik
szamitsuk ki az egyoldali hatarértékeket.

2. Szamitsuk ki az aldbbi hatarértékeket.

a)

3 _ 2 1
a) lim = 33: T b)
z—1 3+ —2

I 5%4
im
e=1\/14+2—+1—2x

. VT -2
e) lim-——————

z—5 r—2>5

\3/5_1 h)

g) lim—=—
)i tgr —sinw )
! xgr(l) x3 j
sin dx
k l
) Ey sin 7x )
m)  lim 2sinx — sin 2x n)

x—0 x3

bt 43x—7
lim —mm——
z—to0 322 —x+5

] V1 + 922
lim ——

z—+oo L — 2

23 —bxr+1
m —
z—+oo 1 + 322 — 223

lim (Va2 + 3z —1— 22+ 3)

r——400

lim (/(z42) - (x+7)—2)

T——+00

. 1 4
lim —

z—0 (93—1 x3—1)
vz+1-1
V2 +16 -4

i VT+2—+/—x
im

=1 /x +2 — /—x
I T

im
e=0y/1+ax—+1—2z

lim
z—0

1+sinx —cosz

lim -
z—0 1 —sinx — cosx

T — sin 2x

m ————
z—0 x + sin 3z

1—+v1+4 32

lim .
z—0 SIn T
2
b)  lim °

AN
d) lim (Va2 + bz —x)

T—+00

f) lim 25—zt —3r+4
z—too 2 — T3 —3x +1
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3. Végezziink folytonossag vizsgalatot az aldbbi fliggvényeken:

\

\

3

€xr —

ha z #1

0 ha z=1

r—1

ha = € R\{0;1}

1 ha =z € {0;1}

(x - 2)?

25 e reR\{(23)

0 ha 2 €{2;3}

——22 ha <2

T ha = > 2
<0
(1—2z)* ha 0<z<2

4—zx ha z>2



3. Figgvények differencialasa

3.1. A derivalt fogalma, alap-derivaltak
A derivalt értelmezésénél alapvetd szerepet jatszik a belsé pont fogalma.

3.1. Definicié. Legyen H C R és a € H. Azt mondjuk, hogy a a H belso
pontja, ha
dr>0: K,.(a) C H.

A H halmaz bels6é pontjainak halmazat a halmaz belsejének nevezziik, és

int H-val jeloljiik. Halmaz belsejének jelolésére hasznélatos még a [if jelolés
is.

A H halmazt nyilt halmaznak nevezziik, ha minden pontja belsé pont,
azaz, ha int H = H.

Ezek utan — a szemléletbdl kiindulva — ratérink a derivalt értelmezésére.

Legyen f € R — R, a € int Dj. Szeretnénk az f fiiggvényt az a
pont ,koril” az aldbbi értelemben megkozeliteni [(x) = mx + b linedris
fiiggvénnyel:

Az elsd feltétel, hogy a két fiiggvény az © = a pontban egyezzen meg:

f(a) =1(a) = ma+b,
amibdl b kifejezhet6: b = —ma + f(a). Ezzel a keresett linedris fliggvény:

l(z) =m(x —a)+ f(a).
Az els6 feltétel tehdt az m paraméter (meredekség) valamennyi értéke mel-
lett teljesiil. S6t, ha f folytonos, akkor minden m esetén a kozelités hibaja
x — a esetén 0-hoz tart, hiszen

lim (f(x) — () = lim f(x) — lim I(x) = f(a) - I(a) = f(a) - f(a) = 0.

r—a Tr—a r—a

A mdsodik feltétel az, hogy a hiba olyan gyorsan tartson 0-hoz, hogy még
x — a-val osztva is 0-hoz tartson. (Ilyenkor mondjuk, hogy f(x) — f(a)
gyorsabban tart 0-hoz, mint © — a.)

Tehat olyan m € R szamot keresiink, amelyre

i L@ —U2) _ . f(@) — fla) —m(z —a)

T—a r—a T—a r—a

= 0.

Ezzel kapcsolatos az alabbi definicio:
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3.2. Definicié. Legyen f € R — R, a € int D;. Azt mondjuk, hogy f
differencialhat6 (derivalhat6) a-ban, ha

dmeR: limf(x)_fm)_m(fﬂ—a)

T—a r—a

=0.

Az a-ban differencidlhato fiiggvények halmazat jeldlje D(a). Megallapodunk
abban, hogy az f € D(a) kijelentésbe beleértendd az is, hogy a € int Dy.

3.3. Megjegyzés. Mivel
f(x) = fla) —m(z —a) _ f(x) = fla)

= —m,
T—a —a
Ezért az aldbbi harom allitas ekvivalens
dmeR: limﬂx)_f(a)_m(w_a) =0
r—a T —a
dmeR: lim (M_m> —0
T—a r—a
dmeR: lim M —m

Tr—a Tr— Qa

Ebbdl egyrészt az kovetkezik, hogy a 3.2. definiciéban szereplé m szam egy-
értelmili, masrészt, hogy a differencialhatosagot igy is értelmezhettiik volna

(konstruktiv értelmezés): Létezzen a lim fz) — fla)
roa T —a

véges hatarérték. A

fx) = f(a)

D R
Ao} —R, oo B2

fiiggvényt kiilonbségi hanyadosnak nevezziik.

3.4. Definicid. A 3.2. definiciéban szereplo m € R szamot az f fliggvény
a-beli differencidlhdnyadosénak (derivaltjanak) nevezziik. Jele: f'(a) vagy
df
% l’:(l'

A kiilonbségi hanyadossal valé értelmezés szerint tehat

fla) — tim 1) = 1(@)

r—a Tr — a

3.5. Megjegyzés. h = x — a helyettesitéssel a differencialhatésag ill. a
derivalt értelmezése az alabbi mdédon fogalmazhaté at:
f € D(a) akkor és csak akkor teljesiil, ha

dmeR: limf(a+h>_f(a)—m-h

h—0 h =0
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Ez esetben f'(a) = m.

Hasonléképpen, a kiilénbségi hanyadossal valé definicié (a konstruktiv
definicié) atfogalmazasa:
f € D(a) akkor és csak akkor teljesiil, ha

fla+h)—f(a)

= ’llli% Y e R.
B) —
Ez esetben f'(a) = ;llh% Jlat }1 f(a).

Ezzel a differencialhatésagnak négy ekvivalens értelmezését is megadtuk.

A derivélt geometriai jelentése a kévetkez6. Az (a, f(a)) és az (x, f(x))
pontokon atmend egyenes (az un. szel6) meredeksége

f(@) = f(a)

T —a

tga =

Szemléletiink alapjan x — a esetén a szelok hatarhelyzete az érinto, tehat
a derivélt az (a, f(a))-beli érinté meredeksége.

Az eddigiekben meggondoltakat is figyelembe véve tehat az érint6é az
egyetlen olyan egyenes, ami atmegy az (a, f(a)) ponton és a fuggvény gra-
fikonjétol valé eltérése (a hiba) gyorsabban tart 0-hoz, mint ahogy = az
a-hoz.

3.6. Tétel. f € D(a) = f € C(a).

Bizonyitas.

flath) - fla)

fla+n)— fa) = =IO Gy 0=0 o),
~F'(a) -
Tehat flfﬂ% fla+h) = f(a), azaz f € C(a). O

A kovetkezokben a halmazon valé derivalhatosagrol lesz szo.

3.7. Definicié. Legyen f € R — R, éslegyen H a Dy egy nyilt részhalma-
za. Azt mondjuk, hogy f derivalhat6 a H halmazon (jelben: f € D(H)), ha
f derivalhat6 a H halmaz minden pontjaban. Ez nyilvanvaléan egyenértékii
azzal, hogy az f H-ra valé leszikitése (az fy) fliggvény az értelmezési
tartomanyanak minden pontjaban differencialhato.

3.8. Definicié. Az f € R — R fliggvényt differencidlhaténak nevezziik, ha
értelmezési tartoményanak minden bels6 pontjdban differencidlhaté. (Mas
szoval: f differencialhato az értelmezési tartomanyaban fekvo maximalis
nyilt halmazon, az int D-en.)
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Ha egy ponthoz hozzarendeljiik az e pontbeli derivéltat, egy 1j flige-
vényhez, a derivéltfiiggvényhez jutunk.

3.9. Definicié. Legyen f € R — R, és tegyiik fel, hogy
Dy :={zx €Dy | fe D)} #0.

Az
f, : Df/ — R, xXr = f'(x)

fiiggvényt az f derivaltfiiggvényének (roviden: derivéltjanak) nevezziik.

A derivaltfiiggvény derivaldsaval jutunk el az in. magasabbrendi de-
rivaltakhoz.

3.10. Definicié. Legyen f € R — R, a € int D;. Azt mondjuk, hogy f
2-szer differencidlhat6 az a pontban (jele: f € D?*(a)), ha

1.3r>0Vee K. (a): f€D();
2. f' € D(a).

Ez esetben az f®(a) := f"(a) := (f')(a) szdmot az f fiiggvény a pontbeli
masodik derivaltjanak nevezziik.

3.11. Megjegyzés. Hasonloan, rekurzioval értelmezhetoek a 3., 4., ... de-
rivaltak (s ezzel a 3-szor, 4-szer stb. differencidlhatésag). Jelolésiik:

" "

f(a), f(a), ... iletve f3(a), fY(a), ...

A kovetkezOkben néhany alapderivéaltat szamitunk ki:

3.12. Példak.

1. f(z) =2?% a=3. Ekkor

> =9 - (x — 3)(z + 3)

/ . 1 _ _
f(3>—};1g:13x— —igg -3 —glcllg(x+3)—3+3—6,
vagy
2 h 2
£(3) = tim SET 29 SRR 64 h) =
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2. f(x) = 2% a € R rogzitett. Ekkor

vy (a+h)?—a®
fa) = lim ———— =
2 2
:}llir%w:}llin(l)(Qa—i—h):QaqLO:Qa,

tehat f'(a) = 2a, bettlicserével: f'(z) = 2x.
3. f(z) =23, = € R rogzitett. Ekkor

pon o (w+h)P—a2® a4+ 32%h + 3xh? + P — o
N h -

= lim (32% + 3zh + h?) = 3272,

tehat f'(z) = 322

4. f(x)=2a" n €N, z € R rogzitett. Ekkor a binomidlis tétel alapjan

/ 1 (x_'_h)n_l.n_
fo) ===
") (M s+ 3D ") gk g g
) 0 1 =2 \ Kk
= lim =
h—0 h

=lim (n-2" '+ ") ank o pEl ) =gt
h—0 —~ k

tehat f'(z) =n- 2"t
5. f(x) = x. Ekkor

N o rth—x B
Py ==y — =im =t

6. f(x) = c konstans fiiggvény. Ekkor

7. f(z) = y/z. Ekkor

f/(x):hm—wzhm zth—z
ok WOk (Vo + b+ T)
1

1
= lim = .
=0y/x+h+yz 2T
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8. f(z) =sinx. Ekkor

;o\ . sin(z+h)—sinz
fila) = lim h =

. sinxz-cosh+cosx-sinh —sinz
= lim =
h—0 h

. ( sinh . cosh—l)
=lim(cosx- — +sing —— | =

h—0 h h

. sinh ) . 1—cosh .
= (cosa) o =y ¥ (i) iy T o) =

-0 = cosz.

N —

= (cosz) -1+ (sinz) -

Tovabbi fontos alap-derivaltakat ismertetiink a tandérakon.

3.2. Derivalasi szabalyok

A derivalasi szabalyok arra vonatkoznak, hogy ha egyszertibb fiiggvényekbol
bonyolultabbakat épitiink fel, akkor hogyan szamitjuk ki a kapott fliggvény
derivéltjat az eredeti fliggvények segitségével.

A derivalasi szabalyokat bizonyitas nélkiil kozoljik.

3.13. Tétel. Legyen f,g € R = R, f,g € D(a) és legyen c € R. Ekkor
1. (Gsszeg derivdlasi szabalya)  f+ g € D(a) és
(f +9)(a) = f'(a) + 4'(a).
2. (konstansszoros derivdldsi szabdlya) ¢ f € D(a) és
(c- f)(a) =c- f'(a).
3. (szorzat derivdldsi szabdlya) f-g € D(a) és
(f - 9)'(a) = f'(a) - gla) + f(a) - g'(a).

(Megjegyezziik, hogy ha g(x) = ¢ konstans, akkor visszakapjuk a kons-
tansszoros derivaldsi szabdlydt.)
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1
4. (reciprok derivdldsi szabdlya) — ha g(a) # 0, akkor p € D(a) és

() -5

5. (hdnyados derivdldsi szabdlya) — ha g(a) # 0, akkor g € D(a) és

(i>/ (o — @) 9(0) — T(0) -g'(a)

9

3.14. Tétel. (kompozicio derivdldsi szabdlya = ,ldncszabdly”)
Legyen g € R — R, g € D(a), f € R — R, f € D(g(a)). Ekkor
fogé€ D(a) és

(f o g)'(a) = f'(9(a)) - 4'(a).

3.15. Tétel. (inverz fiiggvény derivdldsa)

Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R, f € D(I), f szigorian
monoton, tovdbbd tegyiik fel, hogy f'(z) # 0 (z € I). Ekkor J = Ry nyilt
intervallum, tovdbbd f~ € D(J), és

—1y\/ o 1
)y = ) (y € J).

3.16. Példak.

1.  f(z)=expz =¢" (z € R). Ekkor f~! =In: Rt — R. Teljestilnek
tételiink feltételei, ezért

1 1 1

n' _ —1y/ _ — _ = RH).
= S @) " epn) y VT

Ha mar megvan a derivalt, az y betit z-re cserélhetjiik:

1
In'z=- (xeR").
T

2. f(z)=sinzx (xe€l:= <—g, g) Ekkor

F7(y) = aresiny (y € (~1, 1).
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Most is teljestilnek a tétel feltételei, ezért

1 1

< ! _ —1 — — .
arcsin’y = (f7")(y) sin’(arcsiny)  cos(arcsiny)
~——

xT

Felhasznélva, hogy x € (—g, g) miatt cosz > 0, igy folytathatjuk

az atalakitast:

1 1
\/1 — (sin(arcsin z))2 a V1—1y2
1
Tehdt arcsin’y = T (y € (—1,1)). Beticsere utan:
-y
arcsin’ x = L (x e (—1,1))
V1— a2 T
3. Legyen tgax = MY Bkkor
COS T
, sin'z-cosz —sinz -cos’z  cos’x +sin®x
tg'x = 3 = 3 =
cos? x cos? x
1 2
= ;- =1+tg7z.
cos? x

3.3. Alkalmazas I.: érinto

Az els6 szakaszban a derivaltat a linearis kozelités alapjan vezettiik be:

fl@)y=m-(z—a)+ f(a),

i(z)

ahol a legjobb kozelitést az m := f’(a) véalasztds adja (feltéve, hogy f
differencidlhaté a-ban). Ennek alapjan célszerti, ha f grafikonja (amely egy
sikgorbe) a pont beli érintdjének az

E:={(z, f'(a) (z—a) + f(a)) e R* |z € R}
halmazt tekinteni. Ez egy R%-beli egyenes. Az érinté egyenlete tehat:
y=f(a) - (z—a)+ f(a).
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3.4. Alkalmazas I1.: Monotonitas, szélsoérték

A fiiggvények monotonitdsanak vizsgalata a kovetkezé tételen alapul, melyet
bizonyitas nélkiil kozliink:

3.17. Tétel. [Lagrange-kizépértéktétel] Legyen f : [a,b] — R, f € Cla,b],
f € D(a,b). Ekkor

fb) = f(a)

3¢ € (a,b) : P

= f'(¢)-

3.18. Megjegyzés. A tétel szemléletesen azt jelenti, hogy van a fiiggvény
grafikonjan olyan pont, amelyben hiizott érinté parhuzamos a grafikon vég-
pontjait, az (a, f(a)) és a (b, f(b)) pontokat dsszekotd egyenessel. Egy ilyen
pont abszcisszajat jeloli €.

A Lagrange-kozépértéktétel segitségével igazolhatjuk a fliggvények no-
vekedésével és csokkenésével kapcsolatos alaptételiinket:

3.19. Tétel. Legyen I C R intervallum, és jelolje ; az intervallum belsejét.
Legyen tovdbbd f e R - R, fe C(I), f€ D(I). Ekkor:

1. HaVx E]O: f'(x) >0, akkor f szigorian monoton névekvd I-n.
2. HaVzx EJO: f'(x) <0, akkor f szigorian monoton csékkend I-n.
3. HaVux E}): f'(x) =0, akkor f kontsans I-n.

Bizonyitas. Legyen xy,25 € I, 11 < x5. Alkalmazzuk a Lagrange-kozép-
értéktételt az [xq, x9] intervallumon:

f@2) = fla1)

To — T1

3¢ € (z1,22) = f'(¢).

Atrendezve: f(w2) — f(1) = [(€) - (w2 — w1).

1. ¢ €] miatt f1(&) > 0, s mivel g —x1 > 0, ezért f(xg) — f(x1) > 0,
azaz f(x1) < f(z2).

2. ¢ €7 miatt (&) <0, s mivel xg — 21 > 0, ezért f(xg) — f(x1) <0,
azaz f(x1) > f(x2).

3. & €] miatt f1(€) =0, ezért f(xo) — f(z1) =0, azaz f(z1) = f(x9).



3.4. Alkalmazas I1.: Monotonitas, szélséérték 35

g

A tételt leggyakrabban abban az esetben alkalmazzuk, amikor az f
fliggvény értelmezési tartomanya véges szamu intervallum egyesitése, f foly-
tonos és az értelmezési tartomény bels6 pontjaiban differencidlhatd, tovabba
az f'(x) = 0 egyenletnek véges szdmu gyoke van.

Ekkor ez a véges szamu gyok az értelmezési tartomanyt véges szamu
részintervallumra bontja. Igazolhaté, hogy egy-egy ilyen részintervallum bel-
sejében f’-nek mar nincs tobb zérushelye, vagyis ezeken f’ eléjele allando.
Ezért f egy-egy ilyen részintervallumon — tételiinket erre a részintervallumra
alkalmazva — vagy szigorian monoton né, vagy szigorian monoton csokken.

Mindezt az in. monotonitasi tablazatban tudjuk attekinthetéen Gssze-
foglalni (1d. a tanérékon).

Térjiink ra a szélstértékekre.

3.20. Definicié. Legyen f € R — R, a € Dy, és jelolje K(a) az a vala-
mely kornyezetét. Azt mondjuk, hogy f-nek a-ban lokalis

1. minimuma van, ha

dr>0 Veze K.(a)NDy: f(z)> fla)

2. szigoru minimuma van, ha

dr>0 Vee K. (a)NDs\{a}: f(z)> f(a)

3. maximuma van, ha

dr>0 Vee K (a)NDs: f(x)< f(a)

4. szigori maximuma van, ha

dr>0 Veze K.(a)NDs\{a}: f(z)< f(a)
Itt a a lokalis széls6érték helye, f(a) a lokalis szélséérték.

Ha mar tudjuk, hogy a fiiggvény mely intervallumokon né és melyeken
csokken, akkor konnyen meg tudjuk hatarozni a lokalis széls6értékhelyeit.

Megallapithatjuk ugyanis, hogy azokban a pontokban, ahol f szigoru
novekedésbol szigoru csokkenésbe megy at, szigoru lokalis maximum van.
Hasonléképpen, ahol f szigori csokkenésbol szigori novekedésbe megy at,
szigori lokélis minimum van. Ezt pontositja a kdvetkezo, konnyen bebi-
zonyithaté tétel:
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3.21.

3.22.

3.5.

Tétel. Legyen f € R — R. Ekkor

ha f szigorian monoton névekvd az (a, c| intervallumon, tovabbd szi-
gorian monoton csékkend a [c, b) intervallumon, akkor f-nek c-ben
szigori lokdlis maximuma van;

ha f szigorian monoton csokkend az (a, | intervallumon, tovdbbd
szigorian monoton névekvd a [c, b) intervallumon, akkor f-nek c-ben
szigori lokdlis minimuma van.

Megjegyzések.

Mivel a novekedést-csokkenést legtobbszor a derivalt elgjelével vizs-
galjuk, a fenti tétel atfogalmazhaté a derivéltfiiggvény eldjelvaltasai
segitségével is.

. Az eddigiekbol kovetkezik, hogy ha egy fiiggvény megfelel a fenti

tétel feltételeinek, akkor a szélséérték helyén a derivalt értéke O.
Ez altaldban is igazolhaté: ha f € D(a), és f-nek a-ban lokalis
széls6értéke van, akkor f'(a) = 0. Mds széval: a derivalt eltiinése a
lokalis szélsoérték sziikséges feltétele.

Hogy ez a feltétel nem elégséges, mutatja az x — 2 fiiggvény az a = 0
helyen.

Alkalmazas IIl.: L’Hospital-szabaly

. R 0. o0 PR
A L’Hospital szabély bizonyos 0 ill. — tipusd hatarértékek kiszamitasat
00

visszavezeti a derivaltak hanyadosanak hatarértékére.

3.23. Tétel. [L’Hospital szabdly] Legyen

—o0o<a<b<+oo, f,g:(a,b) =R, f,g€ D(ab).

Teqgyiik fel, hogy

g(@) #0 (x€(a,b)),

tovabba, hogy

lim f = limg = lim f = lim g =
g/ =lio =0, vagy S =limg = +oo

valamint, hogy

/

d lim —.
a+0 g/

Ekkor

f /
lim = = lim ~—.
a+0 g a+0 gl
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A

3.24.
1.
2.
3.

3.6.

1. Derivaljuk az alabbi fiiggvényeket:

tételt nem bizonyitjuk

Megjegyzések.

Hasonlé tétel érvényes a bal oldali hatarértékre is.

Hasonlé tétel érvényes a hatarértékre is.

A L’Hospital szabaly hatarozatlan tortekre vonatkozik. A tobbi haté-
rozatlan kifejezést (1d. 2.7. megjegyzés) vissza kell vezetni a hatéro-

zatlan hanyadosra.

Feladatok

2
C 4r—3

a) f(x)

4z + 3

) fla) = A

e) f(zx)= tgg + arctg 2z
g) f(z)=>5cos?(3x +4)

i) f(x)=cosx- tgx

k) f(z)=In*tgr +zlntg's

m) f(z) = (2? +2)sinvz + 3

o) f(x)=In(x+vVa?+1)

p) flx) =lg(z%") +1g

f(x) =1Intg sincos z

S5r + 2
T) = arccos (————
f(a) ()

flz) =a+e* 4 a°-e"

VE—1

_ 2.
1 1+ 22
f(:z:):§ln 1 — 72
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2. frjuk fel az érintGegyenes egyenletét az alabbi fiiggvényekhez a mega-
dott xy abszcisszaju pontban:

a) y = 3x? — bx + 2, o =3

) 3:0:3

3. Melyek azok a pontok, ahol az adott gorbe érintdje parhuzamos az
adott egyenessel?

a) y=2+uz— 2% x tengely

b) y=2+x — 2% az els6 siknegyed szogfelezdje

)y = t ! _ ! +5
c) y = arc ga:—Q’ Y = Qx

1/(@Z 1) V3
d) y=-Y" — =Y
)y a0 Y=gt

4. Vizsgaljuk meg az alabbi fliggvényeket monotonitas és lokalis széls6-
érték szempontjabol:

Q) @)=t =629 b) f(z) =~ — a2

c) f(x)ze_j 9 f(m>:€_j

_ bx = v
) @)= 2 DI = =y
9) f@=I6-1) ) f@)=hgi
i) f(x):Sinx—l—%Sian 7) f(x)zg_liﬂf
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5. Szamoljuk ki az alabbi hatarértékeket a LL’Hospital szabdly segitségé-

vel:
1 1 i —
a) lim (— - > b) lim I T
z—0+0 \ x  eT — 1 z—0 arcsinx — T
| 1 1
¢) lim nx d) lim — —
z—0+0 In sin x z—0+0 \ sinz e* —1
3+ cos2x —4cosx et —e -2
li lm —M—
2 ro0 2% —gsing /) 20 a3
) T —sing
9) igrr%(ln x) - In(l — x) h) —

6. Az R sugaru korlemezbol mekkora korcikket kell kivagni, hogy beldle
a maximalis térfogati kup alaku tolcsért lehessen kialakitani?

7. Adjuk meg annak az egyenesnek az egyenletét, amely atmegy a (2; 4)
ponton, és a nemnegativ koordinata-féltengelyekkel egytitt a minimalis
teriilett haromszoget hatarolja.



4. Fliggvények integralasa

4.1. A primitiv fliggvény fogalma, néhany a-
lapintegral

Sok esetben sziikség van arra, hogy olyan fliggvényt keressiink, amelynek
a derivaltja egy elore adott fiiggvény. Az ilyen fliggvényt az az elore adott
fiiggvény primitiv fiiggvényének nevezziik. Persze ez a meghatarozas még
pontositasra szorul, nem mindegy pl. a szerepl6 fliggvények értelmezési tar-
toméanya.

4.1. Definicié. Legyen H C R nyilt halmaz, tovabba
f:H—R, F:H-—>R

Az F fliggvényt az f fliggvény primitiv fliggvényének nevezziik, ha F' diffe-
rencialhato, és
Vee H: F(z)=f(x).
4.2. Példa. Legyen f(z) := 2* (z € R). Ekkor az
23 23
F(x) =g (xeR) ésa G(x) :23—1—5 (x € R)
fliggvények a f-nek primitiv fiiggvényei, hiszen — mint az koénnyen elleno-
rizheto:
Fl(z) =G'(z) = f(z) (z€R).
Felvetodik a kérdés, hany primitiv fiiggvénye van egy f fiiggvénynek, és
ezek hogyan adhatéok meg. Az biztos, hogy végtelen sok primitiv fliggvény

van, mivel ha F' primitiv fiiggvény, akkor barmely ¢ € R esetén az F' + ¢
fiiggvény is primitiv fliggvény, hiszen

(F+c¢)=F+d=f+0=/
Kérdés, hogy igy az f Osszes primitiv fiiggvényéhez eljutunk-e. Az alabbi
péda mutatja, hogy altalaban nem.

1
4.3. Példa. Legyen f(z) := — (x € R\ {0}). Ekkor f egy primitiv
T
fliggvénye az
In (), ha x>0

F(x) := = In |z| (x € R\ {0})
In(—x), ha x<0
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fliggvény, amint az derivalassal konnyen ellenérizhet6. Ugyancsak primitiv
fiiggvénye az f-nek az alabbi G fliggvény is:

In (z) + 3, ha z>0
G(x) = (x € R\ {0}).
In(—z)+10, ha x<0

Ez azonban mar nem irhaté fel In|z| + ¢ alakban, hiszen j6l lathatéan
G — F nem konstans.

Ha azonban D; = I nyilt intervallum, akkor az f Osszes primitiv fligg-
vényét megkaphatjuk alkalmas konstans hozzaadéasaval.

4.4. Tétel. Ha I C R nyilt intervallum, f: I — R és F az [ eqy primitiv
figgvénye, akkor az f dOsszes primitiv figguénye: F +c¢ (¢ € R).

Bizonyitas. Azt mar lattuk, hogy F' + ¢ primitiv fiiggvénye f-nek.
Legyen GG : I — R az f egy tetszoleges primitiv fliggvénye, ekkor

(G = F)(z) =G(x) = F'(x) = f(z) = f(x) =0 (x€]),
tehat a 3.19. tétel alapjan van olyan ¢ € R, hogy
(G—=F)(z)=c (xel).
Azt kaptuk, hogy G(z) = F(x) + ¢ (z € I). O

4.5. Definicié. Az f fiiggvény primitiv fiiggvényeinek halmazat az f ha-
tarozatlan integrdljanak nevezziik, jele: [ f vagy [ f(z) dx.

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban az egyes primitiv fiiggvényeket is
szoktdk hatarozatlan integralnak nevezni, pl. elterjedt az ilyen felirés:

/cosx dr = sin x.

Az is igen elterjedt, hogy a hatdrozatlan integralt nem halmaz-jeloléssel
irjuk fel, hanem pl. igy:

/cosx dr = sinzx + c.

Itt hallgatélagosan feltételezziik, hogy f és F' kozos értelmezési tartomanya
nyilt intervallum.

Erdekes kérdés annak tisztdzasa, hogy mely fiiggvényeknek van pri-
mitiv fiiggvénye. Ezzel kapcsolatban bizonyitds nélkiil kozliink egy elégséges
feltételt:

4.6. Tétel. Ha I C R nyilt intervallum, tovabba f : I — R folytonos
fugguény, akkor f-nek létezik primitiv fiigguénye.

A legfontosabb alapfiiggvények primitiv fiiggvényeit (az un. alapin-
tegralokat) a tandérakon ismertetjiik.
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4.2. Egyszeri integralasi szabalyok

A primitiv fiiggvény meghatarozasa sok esetben ugy torténik, hogy bizo-
nyos szabalyok segitségével a bonyolult fliggvények primitiv fiiggvényeinek
keresését egyszer(ibb primitiv fliggvény keresési feladatokra (in. alapin-
tegrélokra) vezetjiik vissza. Ebben a szakaszban ilyen szabélyokrdl lesz szé.
A targyalas soran — az egyszeriiség kedvéért — feltessziik, hogy a szerepld
fiiggvények nyilt intervallumon értelmezett folytonos fiiggvények.

4.7. Tétel. [additivitds]
Legyen I C R nyilt intervallum, f,g : I — R folytonos fiigguények.

FEkkor
/(f+g)=/f+/g-
(fr+[or=[ar+(for=r+s

Bizonyitas.

4.8. Tétel. [homogenitds]
Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R folytonos fiigguény, \ € R.

FEkkor
Jon=x [y
o[ =a(f =y

4.9. Tétel. [linedris helyettesités]
Legyen I C R nyilt intervallum, f: I — R folytonos fligguény,
F:I—Razf egy primitiv fiigguénye. Legyen tovdbbd

Bizonyitas.

a, beR, a#0 és J:={zrecR|ar+bel}.
Ekkor J nyilt intervallum, és

/f(ax+b) d:)::M (x e J).

a
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Bizonyitas. Nyilvanvald, hogy J nyilt intervallum. Az egyenléség pedig a
szokasos modon, derivaldssal igazolhato:

d F(az 4+ )

1, -
o = Flartb)-a=flar+b) (re)).

dr—2

4.10. Példa. /641?—2 dr =5 IttI=J=R, a=4, b= —2.
4.11. Tétel. [f*- f' tipus/
Legyen I C R nyilt intervallum, f : I — R differencidlhato figgvény,

a € R. Tegyiik fel, hogy minden x € I esetén értelmezett az (f(x))® hatvdny.
Ekkor

a) a # —1 esetén:

(f(z))>*
a+1

/ (@) - f'(x) da = (z € T):

b) o = —1 esetén pedig:

[ s ar= [ J}((j)) dr=M|f(z)] (wel).

Megjegyezziik, hogy a b) esetben az abszoliutérték jele elhagyhats (az f(x)
megfeleld eldjelezése utan), ugyanis f eldjele dllandé I-n.

Bizonyitas. Viladgos, hogy éllitdsaink mindkét oldala értelmezett. Az e-
gyenloségek igazolasa derivalassal:

a) a # —1 esetén:

fOH_l ,_ 1 « ! a /.
N

b) a = —1 esetén pedig:

(In[f) =—-f"=

~| =
I
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4.12. Példak.

sin?

1. /sin?’x-cosx de = tt I =R, f(z) =sinz, a = 3.

. 3/2
S 2
2. /\/Sinx-cosx de = mTQ(x) = §\/ sin® z. Itt I-nek vélaszthatd
barmely olyan nyilt intervallum, amelybdl vett x-ekre sinax pozitiv.

Pl. legyen I := (0, 7). A tovabbi szereposztés: f(z) =sinz, a =1/2.

sin x —sinz
/tgx dx:/ dx:—/ dx = —In|cosx|.
CoS T cos T

Itt I C R\ {g + kr | k € Z} nyilt intervallum, pl. I := (—g, g),

f(x) =cosz, a = —1.
4.13. Tétel. [parcidlis integrdlds/

Legyen I C R nyilt intervallum, valamint f,g : I — R folytonosan
differencidlhato figgvények. Ekkor

[w9=19- [t

Bizonyitas. A szorzatfiiggvény derivalasi szabdlyat alkalmazzuk:
(Foa= [N =0 = ([ g) =r g+ fd=d=F"5

0

4.3. Helyettesités

4.14. Definicié. Legyen I C R nyilt intervallum. Az f : I — R fiiggvényt
folytonosan differencidlhaténak nevezziik, ha differencidlhaté, és derivalt-
fliggvénye folytonos.

4.15. Tétel. [helyettesitéses integrdalds I. alak/
Legyenek I, J C R nyilt intervallumok, f : J — R folytonos, g : I — J
folytonosan differencidlhato fiigguény. Ekkor

[ten-a=([nes



4.3. Helyettesités 45

Bizonyitas. Az Osszetett fiiggvény derivalasi szabalya alapjan

«/ﬂowzaffwmw¢=Uomgt
]

4.16. Megjegyzés. Ha g valtozdjat x-szel jeloljiik, akkor a helyettesités 1.
alakja igy irhaté fel:

t/ﬂﬂ@%d@MM=F@@D (xel).

ahol F' jeloli az f egy primitiv fiiggvényét, azaz - f valtozdjat u-val jelolve:

F(u):/f(u) du (u € J).

Ebbdl addédik a helyettesités gyakorlati, in ,,forméalis” kivitelezése:

Az [ f(g(x)) - ¢'(x) dz integrdlban g(z)-et u-val, ¢'(z) dz-et pedig a
du
kapott integralt kiszamitjuk, majd u helyébe g(z)-et irva, visszetériink az
eredeti valtozora.

= ¢'(z) képlethdl , atszorzassal” adddé du-val helyettesitjiik. Az igy

Amennyiben a g fliggvény bijekci6 (igazolhaté, hogy ekkor — a folyto-
nossaga miatt — szigorian monoton is), a helyettesités szabédlya mas alakban
is hasznalhato:

4.17. Tétel. [helyettesitéses integrdalds I1. alak]

Legyenek I, J C R nyilt intervallumok, f : I — R folytonos figguény,
g J — I pedig eqy folytonosan differencidlhato injektiv figguény, melynek
értékkészlete az I intervallum. Ekkor

Ji-(fumn 2)or

Bizonyitas. A helyettesitéses integral I. alakjaban cseréljik fel I és J
szerepét, majd irjuk fel a formuldt (melynek mindkét oldala most egy J-n

értelmezett fliggvény):
[ten-a=([nes

Ezutén vegyiik mindkét oldal kompoziciéjat a g~ : I — J fiiggvénnyel:

</(fog)-g’)og‘lz(/f)ogog‘lz/f,

ami tehat I-n értelmezett fliggvények egyenl6ségét jelenti. A két oldal fel-
cserélésével kapjuk a bizonyitandé allitast. O
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4.18. Megjegyzések.

1. Ha f valtozdéjat x-szel, g valtozdjat pedig t-vel jeloljiik, akkor a he-
lyettesités 11. alakja igy irhato fel:

[ @) o= [ Ho0) - g® dtlyriy (@D
Ebbdl adddik a II. alaku helyettesités gyakorlati, in ,,formalis” kivite-
d
lezése: az [ f(x) dx integralban a-et g(t)-vel, dz-et pedig a d—f =Jg'(t)
képlethdl , dtszorzassal” addéds ¢'(t) dt-vel helyettesitjiik. Az igy ka-

pott 1j integrdlt kiszamitjuk, majd ¢ helyébe g~!(z)-et irva, visszaté-
riink az eredeti véltozoéra.

2. A helyettesités II. alakjaban a g fliggvény (s persze vele egyiitt a J
intervallum) a megadott feltételek mellett tetszolegesen valaszthato.
Ez nagy szabadsagot ad az integral atalakitasara, ami egyrészt jo,
masrészt veszélyes, mert nem mindig kapunk egyszertien kiszamithato
integralt. Ezért vannak az egyes feladattipusokhoz un. ,javasolt” he-
lyettesitések.

3. Ha a II. alakrdl szol6 tétel feltételei teljesiilnek, akkor a helyettesités
mindkét alakja hasznalhato. Altalaban azt az alakot szoktuk hasznal-
ni, amelyiket konnyebben felismerjiik az adott feladatban.

4.4. A Riemann-integral fogalma

Emlékeztetiink a korlatos zart intervallum fogalmara:
4.19. Definicid. Legyen a, b € R, a < b. Az
la, 0] :={r eR|a<z<b} CR
halmazt korldtos zart intervallumnak (réviden: zart intervallumnak) ne-

vezzik.

4.20. Definicié. Legyen I := [a, b] C R egy korldtos zart intervallum és
n € N. Osszuk fel az I intervallumot n darab részintervallumra, azaz adjuk
meg az x; osztépontokat gy, hogy

a=r0< 21 <...<x,,=0b

teljesiiljon.
Az I intervallum ezen osztépontok altal meghatarozott felosztasan értjitk
a
T:={z0, ..., o} ={z;|i=1,...,n}

osztépont-halmazt. Az I felosztasainak halmazat jelolje F(1).
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4.21. Definicié. Legyen 7 = {zo, ..., x,} € F(I). A

I|7|| .= max{x; —z; 1 |1 =1,...,n}
szamot 7 felosztas finomsaganak nevezziik.

4.22. Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy minden o > 0 szamhoz létezik olyan
T € F(I) felosztas, amely ,,6-nél finomabb”, azaz amelyre ||7|| < 6.

4.23. Definicié. Legyen f € R - R, I C Dy és 7= {xg, ..., x,} € F(I).
Vegyiink mindegyik [z;_1, x;] részintervallumbdl egy-egy &; elemet, azaz
legyen
&6[1’1‘_171'2‘] Z:]_,,TL

Az

R(f,7A&}) =Y f(&) - (wi — i)
i=1
Osszeget (a megadott 7 felosztdshoz és & pontokhoz tartozd) Riemann-
osszegnek nevezziik.

A Riemann-0sszeg geometriai jelentése: az f grafikonja alatti teriilet
kozelitése téglalapok teriiletének Osszegével.

4.24. Definicié. (Az integral Riemann-féle értelmezése) Azt mond-
juk, hogy f integralhaté az I = |[a, b] intervallumin, ha van olyan A € R
szam, hogy

Ve>030>0VTeF(),||IT||<oVE& € [wim, x] + |R(f,7,{&})—A| <

Igazolhaté, hogy az A szam egyértelmili. Ezt az A szdmot az f Riemann-
integréljanak, vagy roviden integraljanak nevezziik. Haszndljuk még a
,hatarozott integral” elnevezést is.

A Riemann-féle értelmezésben szereplo kévetelményt roviden igy szokés
felirni:

JAeR: HliHmOR(f, 7,{{k}) = A.

A tovédbbiakban az I = [a, b]-n integralhat6 fiiggvények halmazat
Rla, b]-vel ill. R(I)-vel jeloljuk. Egy f € Rla, b] fiiggvény integraljanak
jelolésére pedig az aldbbi jeloléseket hasznaljuk:

b b

/f, /f(:v) dx.

a a
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4.25. Példa. Legyen f(x):=c (x € [a, b]), ahol ¢ € R rogzitett konstans.
Ekkor tetsz6leges 7 felosztds és {£;} pontrendszer esetén

m{&}) foz i Ti-1) ZC — 1)

n

:c-Z(xi—asi_l):c-(b—a),

i=1
amibdl azonnal adddik, hogy

b

f € R([a, b]), és /c de =c-(b—a).

Igazolhatd, hogy ha f(x) > 0, akkor az integrél megadja az f fiiggvény
grafikonja és az z-tengely kozti sikbeli tartomany, azaz a

T:={(z,y) eR?|a <z <b 0<y< f(z)} CR?

halmaz teriiletét.
Bebizonyithato az alabbi tétel:

4.26. Tétel.
1. Ha f integrdlhatd |a, b]-n, akkor korldtos |a, b]-n

2. Ha eqy integrdlhato fligguényt véges szdma helyen megudltoztatunk,
akkor az igy kapott figguény is integrdlhatd |a, b]-n, s integralja meg-
eqyezik az eredeti fugguényével.

3. Ha f folytonos [a, b]-n, akkor integrdlhato [a, b]-n

4.5. Newton-Leibniz-formula

A Riemann-integral kiszamitasara gyakran hasznaljuk a Newton-Leibniz
formulat:

4.27. Tétel. [Newton-Leibniz formula/
Legyen f € Rla,b|, és tegyiik fel, hogy létezik olyan F : [a,b] — R
folytonos fiigguény, melyre
F(z) = f(x) (2 € (a,b)).
Ekkor
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Bizonyitéas. Legyen 7 = {a =2y < 21 < ... < x, = b} € F([a,b]). Ekkor
a Lagrange kozépértéktétel alkalmazasaval azt kapjuk, hogy 1éteznek olyan
& € (w1, x;) kozbiilsé pontok, melyre

F(Iz) — F(%—1) = F/(fz) . (ZL’z — ZEi_l) (Z = ]_, ey n)

Ezt felhasznalva:

n n

F(b) — F(a) = Z(F(wi) — F(zi1)) = ZF'(&) (i) =

=" F(&) - (i — i) = R(f,74&}),

=1

Jelolje A az f integraljat, és legyen ¢ > 0 tetszOlegesen rogzitve. Eh-
hez 1étezik az integral definicigjaban szereplé 6 > 0. Vegyiink egy 6-nél
finomabb 7 felosztast, és vegyiik az ehhez tartozd, az iménti levezetésben
meghatéarozott {&;} pontokat. Ekkor az integral definicidja alapjan:

|R(f7 T, {gl}) - A| <é&.
Ez viszont — mivel esetiinkben R(f, 7,{&}) = F(b)— F(a) — azt jelenti, hogy
|F(b) — F(a) — Al <e.

Mivel ez minden £ > 0 esetén elmondhatd, ezért az egyenl6tlenség bal oldala
csak 0 lehet, ami azt jelenti, hogy

F(b) — F(a) = A.

i

4.28. Megjegyzés. A tételt leggyakrabban abban az esetben alkalmazzuk,
amikor [a, b] C I, ahol I nyilt intervallum, és f : I — R folytonos fiiggvény.
Nyilvanval6, hogy ebben az esetben teljesiilnek a Newton-Leibniz formula
feltételei. A folytonos fliggvények integraljanak kiszamithatosaga tehat azon
mulik, hogy meg tudjuk-e hatarozni egy primitiv fiiggvénytiket.
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4.6. A Riemann-integral tulajdonsagai

Ebben a szakaszban osszefoglaljuk a Riemann-integral néhany fontos tulaj-
donsagat.

4.29. Tétel.
1. (additivitas) Ha f,g € Rla,b], akkor f + g € Rla,b], és

b b

/(f+g)=/bf+/g.

a a

2. (homogenitds) Ha f € R[a,b] és ¢ € R, akkor ¢- f € R[a,b], és

b b
[er=c |1

3. (intervallum szerinti additivitds) Legyen f : [a, b] — R egy figgvény,
ésT={a =2 <11 <...<uwmxp = b} az[a,d] intervallum egy
felosztasa. Ekkor

f € Ra,b] & Vie{l,...,n}: [f€ Rlx; 1,z

[r-5 ]

3

és ez esetben

4. (monotonitds) Legyen f,g € Rla,b], f(x) < g(z) (z € [a,b]). Ekkor

b b
/fﬁ/g

A kovetkezo két tételben a fiiggvények ill. derivaltjuk folytonossdgat is
feltessziik, igy az integralhatésdgot nem kell igazolni. A bizonyitds pedig
egyszertien addédik a primitiv fiiggvényre kimondott hasonld tételbol és a
Newton-Leibniz formulabdl.

4.30. Tétel. [parcidlis integrdlds/
Legyen I C R nyilt intervallum, f: I — R, g: I — R folytonosan diffe-
rencidlhatd fliggvények. Ekkor tetszdleges [a, b] C I korldtos zart intervallum

esetén
b

/b(f-g’)=[f-g]fl—/f’-g-

a
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4.31. Tétel. [helyettesités I. alak]

Legyenek I, J C R nyilt intervallumok, g : J — I folytonosan diffe-
rencidlhatd, [ : I — R pedig folytonos figguény. Ekkor tetszdleges [, ] C J
korlatos zdrt intervallum esetén

B 9(B)
[trea g = [+
a 9(a)

Itt egyenloséqg jobb oldala tgy értendo, hogy

a(B)
o) = (9) esctén [ 7 =0,

g9(a)

9(B) g(e)
g(a) > g(B) esetén pedig / fi=— / f.

9(a) 9(B)

4.32. Tétel. [helyettesités II. alak]
Az elozo tétel feltételein kivil tegyiik még fel, hogy g szigorian monoton
is. Ekkor barmely [a, b] C R, C I esetén

g7 (8)

/bfz [ o904

~Ha)

Itt egyenldség jobb oldala — az eldzo tételhez hasonloan — gy értendd, hogy

g 1(B) g7 (@)
g7 (a) > g7 (8) esctén / (fog) g = — / (fog) g
g Ha) g~ Y(B)

4.7. Feladatok

1. Szamitsuk ki az alabbi integralokat:

a) /(53:—4)5d:v b) /mdx c) /;da:

—3r+4

0) / Gin(6z +4) dr  e) / m i f) / 5250 iy
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2. Szamitsuk ki az alabbi integralokat:

In® 2r — 5 1
a) nr / ! dx c) / dx
/(22 — 5x + 13)7 rlnz

1 T e3®
d d —d d
) / (1+ x?)arctgx v e /\/5_4;1;3 z f) /631’—#5 *
3. Szamitsuk ki az alabbi integralokat:
Inz 9 . ,
a) 7z dx b) (x® =3z +5)-€* do c) arcsin x dx

d) /62‘” - cos bx dx e) /sin4x dx f) /Sin5 x dz

4. Szamitsuk ki az alabbi integralokat:

—etgxd b _C g oy

a) /0052x v ) /\/1—625” * °) /:erwanx .

/\/9—4952 e
T

e3® 1
d dr e —— dx
) /63”—1 ) /x\/36—x2

5. Szamitsuk ki az alabbi integralokat:
/4

(22 +1) - e* dx c) /:c~cosa: dx
0

e 5
a) /x2 ‘Inz dx b) /
1 2
w/2
0/

3 m
d) /ln2 x dx e) e . cos 3z dx f) /x2 -sinz dx
1 0

6. Szamitsuk ki az alabbi integralokat:

4

a) /ln(5x—2)d.¢1: b) /3x2-mdx c)j%dx

0,8 2 w/4

e’ —1 .3
— m dx e) /€x+1dx f) /sm x dz

0,6 0 0

1
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7. Adjuk meg halmazként és rajzoljuk meg vazlatosan az alabbi fiigg-
vénygorbék alatti tartomanyokat a megadott intervallumokon. Sza-
mitsuk ki e tartomanyok teriiletét.

CL) Y= \/57 [07 1] b) Yy = x? — 3, [37 4]
c) Yy = cos g, 0, 7] d) 2x1—|— T [0, 3]
‘) L0 D v=g 0]

- 1+ 22’

8. Készitsiink vazlatot, és adjuk meg halmazként az aldbbi gorbék altal
hatarolt siktartoméanyokat, majd szamitsuk ki e tartomanyok tertile-
tét.

1
a) y=4—-22ésy=0 b) yz;ésyzQ,S—x

c) y=sinzésy= d 224 y2=1lésa+y=1

2N
8

e) y=2*+2xésy=4—2> f) y=atésy=32">-2

9. Hatarozzuk meg annak a tartomanynak a teriiletét, amelyet az y
tengely, az y = /x gorbe, valamint ennek az x, = 4 abszcisszaju
pontjahoz huzott érintéje hatarol.

10. Hatdrozzuk meg az y = x(1 — z) parabola, tovabba az z; = 0 és az
To = 2 abszcisszaju pontjaiban htizott érintoi dltal hatarolt tartomany
teriiletét.



