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0. El6szo6

Akiknek ez a konyv készilt

Els6sorban az ELTE TTK, illetve — atszervezési okok miatt 2003 6szétsl — az ELTE
Informatikai Kar programtervezs matematikus, programoz6 és informatika tanar szakos
hallgatoi szaméra késziilt ez a példatar.

Ajanlom azonban mésoknak is, akik a komplex szamokkal valé szamolasban jartas-
sdgot szeretnének szerezni. Kzt megkonnyitheti az, hogy a példak mind részletesen ki
vannak dolgozva, és igen sok bevezetd jellegli példa — ujjgyakorlat — is szerepel a kényv-
ben.

A konyv szerkezete, technikai tudnivalék

A Bevezetés fejezetben azok a tudnivalok — definicidk, tételek — szerepelnek réviden
osszefoglalva, amelyekre a példak megoldasa kozben sziikség lehet. A komplex szamok
részletes felépitése megtalalhatd tébbek kozott a szerzd Bevezetd fejezetek a matemati-
kédba I. cimd kdnyvében, illetve Reiman Istvian Matematika cimii kényvében.

A teljes anyag lényegében két részre tagolodik. A Példdk fejezetben minden egyes
példa utan kovetkezik a részletes megoldésa. Ugy gondolom, hogy ennek a fejezetnek az
anyagat végigkovetve kialakulhat egy atfogd kép a komplex szamokrol. Ha valaki ezeket
az ismereteit mélyiteni kivanja, akkor a Feladatok fejezet példaihoz nyulhat. Ezeknek a
megoldasai a Feladatok megolddssal fejezetben talalhatok.

A példak megoldasaban — ha van ra lehetGség — a szogek radianban, 7 tobbszordseként
szerepelnek. Természetesen fokban is ki lehet fejezni ezeket a szogeket, amire ebben a
kényvben is akad példa.

Ko6szonetnyilvanitas

A feladatok tulnyomorészt mas konyvekbdl, példatarakboél, masok altal 6sszeallitott
feladatsorokbol szarmaznak. Azok a forrasok, amelyekrsl tudoméasom van, szerepelnek
az Ajanlott irodalom fejezetben.

A feladatok egy részére — amelyek Perkins&Perkins konyvébdl, illetve a Nemzetkozi
Erettségi egyik feladatsorabol szarmaznak — Bruder Gydrgyi hivta fel a figyelmemet,
akinek hélas vagyok a munkajiért, nélkiile szegényesebb lett volna ez a konyv.

Megkoszondm Bui Minh Phong segitségét is, akitél a komplex szamok kombinatorikai
alkalmazéasat megvalositod példak szarmaznak.

Ko6szénom a lektorok segitségét, akik aprdlékos munkéval igyekeztek kisztirni a hiba-
kat. Tanacsaikat igyekeztem messzemenden figyelembe venni.

A konyvben talalhato hibdkra, hianyossédgokra vonatkozd észrevételeket koszonettel
fogadom.

Budapest, 2003. jilius

Lang Csabané
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El6sz6 a 2. kiadashoz

A 2. kiadas a Ldng Csabdné: Példdk és feladatok I., Komplex szdmok cimi, az Elte
Eotvos Kiadonal megjelent konyvnek Tex-be atirt és javitott vatozata.

Ko6szénom Burcsi Péter lektor segitségét, valamint Imrényi Katalin munkajat, aki az

Igen nagy segitséget jelentett Kovics Sandor munkaja, aki az anyagot rendkivil lel-
kiismeretesen atnézte, és hasznos megjegyzéseivel lehetévé tette, hogy a hibak, hianyos-
sagok szdma jelent6sen csokkenjen a digitalis konyvben.

Budapest, 2008. november

Lang Csabané
zslang@compalg.inf.elte.hu
ELTE Informatikai Kar Komputer Algebra Tanszék
1117 Budapest, Pazmany Péter sétany 1/C.



1. Bevezetés

A konyvben N a pozitiv egész szamokat, R pedig a valds szamokat jeldli.

Komplex szamok: jele C. Valos szamparokként definialjuk:
C ={(a,b)]a,b € R}.

Az Osszeadést és a szorzast a kovetkez6képpen értelmezziik a valds szamparok halmazan.
Ha (a,b), (¢,d) € C, akkor (a,b)+(c,d) = (a+c¢,b+d) és (a,b)-(c,d) = (ac—bd, ad+bc).

Algebrai alak: A z komplex szdm algebrai alakja z = a + bi, ahol a,b € R és ¢
a (0,1) komplex szdmot jeloli. z valds része Re(z) = a,z képzetes (imagindrius) része
Im(z) = b. Két komplex szam egyenls, ha valos és képzetes résziik is egyenls. Algebrai
alakban frva a miiveletek definicidja:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(a+bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

A szorzasi szabalyt alkalmazva azt kapjuk, hogy i = —1.
Gauss-féle szamsik: A komplex szamok geometriai realizdcidja az ugynevezett
Gauss-féle szamsik (1.1. abra).

Im % képzetes tengely
P
z=a+bi
b
valés tengely
0 7 > Re
1.1. abra.

A vizszintes tengelyt valos tengelynek, a fliggélegeset képzetes vagy imagindrius ten-
gelynek nevezziik. A z = a + bi komplex szamnak azt a P pontot feleltetjiik meg a
szamsfkon, amelyiknek a valés tengelyre es§ vetiilete a, a képzetes tengelyre esd vetiilete
pedig b. A z = a+ bi komplex szam felfoghat6 az origobdl a P pontba mutaté vektorként
is. Komplex szamok 6sszegének megfelel§ vektor a tagoknak megfelel§ vektorok dsszege.

Trigonometrikus alak: A szamsikban a P pontnak megfelels komplex szam nem
csupan a és b koordinataival azonosithatd, hanem megadhaté az OP vektor r hosszaval
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Im %
P
z=a-+bi
b T
2 )
0 7 ‘ > Re
1.2. abra.

és a vektor valos tengellyel bezart a szogével is (1.2. dbra). (Az dramutato jarasaval
ellentétes iranyitasa szoget pozitiv szogkeént értelmezziik.)

r a komplex szam abszolit értéke vagy modulusa (|z|-kel is jeldljiik), ¢ a szdge (arcusa
illetve argumentuma). Nyilvan r > 0 minden z € C esetén.

Amint az 1.2. abrarél leolvashat6: a = rcosp és b = rsiny, és igy
z =r(cosa + isina), ami a z komplex szam trigonometrikus alakja.

A 0 komplex szam esetén r = 0, ¢ pedig tetszéleges. A trigonometrikus alak a z # 0
esetben sem egyértelmt, hiszen az egymastél 2w egész szami t6bbszordsével eltérs argu-
mentumok ugyanazt a P pontot azonositjik, s igy ugyanazt a komplex szdmot jelentik.

Két komplex szam, z = r(cos¢ + isinp) és 21 = ri(cosp1 + ising;) r # 0 esetén
akkor és csak akkor egyenls, ha r =11 és ¢ — o1 = 2kn (k € Z). z f6 argumentuma @,
ha 0 < ¢ < 2m, illetve 0 < ¢ < 360°.

Algebrai alakbél a trigonometrikus alak meghatarozasa:

Ha z = 0, akkor r = 0, ¢ tetsz6leges. Ha a és b adottak, és z # 0, akkor a trigono-
metrikus alak meghatéarozasa a kovetkezSképpen torténhet: 7 = Va2 + b2. Jeldlje ¢1 a
cos p = — egyenlet 0 és m kozé es egyetlen megoldasat, 0, illetve 7 is megengedett. Ha
b >0, akkor © = 1, ha pedig b < 0, akkor ¢ = 27 — ;.

Exponencialis alak: Az 1 abszolut értékd, ¢ argumentumu komplex szamot e'¥
-vel jelolhetjiik, ahol e a természetes logaritmus alapszama. Az r abszolit értékd, ¢
argumentumu komplex szam trigonometrikus és exponencialis alakja kozotti kapcsolat:
r(cos ¢ + isin @) = re’?.

Komplex konjugalt: A z = a + bi szam (komplex) konjugdltjinak nevezziik a
Z = a — bi szdmot.

A Gauss-szamsikon egy komplex szam és a konjugaltjanak megfelel§ pontok egymés-
nak a valos tengelyre vonatkozo tiikorképei (1.3. dbra). Legyen 21 és 22 € C. Ekkor

Z1 =21, 2 tz2=2z1+22, 21 -Z2=2Z21"22,

tehét a konjugilas és az alapmiiveletek felcserélhetéek.
Az abszolut érték képzése és az alapmiveletek kapcsolatiara a kovetkezd igaz:

|21 - 22| = |21] - |22] & |21 + 22| < 2] + [22].

Az utobbi a haromszog-egyenlétlenséggel is igazolhato (1.4. abra).



1. Bevezetés 7

Im 4
z
> Re
z
1.3. abra.
Im A
21+ %
z2
z
> Re
1.4. abra.

Ha z = a + bi = r(cos ¢ + isinp), akkor z -z = a® + b? = r? = |2]2.
Moivre-azonossag: Legyen z; = ri(cosa + isina) és zo = ra(cosf + isin ). A
szorzatuk
2129 =11 - 12 (cos(a+ B) +isin(a+ 3)).

Komplex szamok szorzasa esetén az abszolit értékek osszeszorzéodnak, az argumentumok
pedig 6sszeadédnak.
Hatvanyozasra a kovetkezd igaz. Ha n € N, akkor 2] = r{(cos na + isinna).
Szamitsuk ki a z = r(cos ¢ + ising) # 0 szam reciprokat.

1 1 1

S= (cosp —ising) = . (cos(—¢) +isin(—yp))

Az eredmény abszolut értéke a z komplex szam abszolat értékének reciproka, argumen-
tuma az eredeti argumentum (—1)-szerese.
Az osztast a szorzat és a reciprok felhasznélasaval a kévetkezdképpen végezhetjiik:

2 E(cos(oz—ﬁ) +isin(a—3)), haze #0
Z9 T2

Gyokvonas: z € C;, n € N esetén w € C-t a z szam n-edik gydkének nevezziik, ha

w" = z.
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Legyen z € C,n € N. A z = 0 szam egyetlen n-edik gycke 0. Ha z # 0 és z =
r(cos ¢ + isin ), akkor n kiillonboz6 n-edik gyoke van, melyek

k2 k2
wp = %(COSW 4+ igin £ F2T
n

n

>, 0<k<n-1.

Valamely z # 0 szam n-edik gyokei a szamsikon abréazolva n oldalu szabalyos sokszog
csucsai. A csticsoknak az origotol valo tavolsaga {/r, az egyik csicsnak a valds tengellyel
bezart szoge 2,

zeC\ 0,nn € N és w] = z esetén z tobbi n-edik gydke wieg (1 <k <mn —1), ahol
e n-edik egységgyok. (Egységgyokot lasd lejjebb.)

n € N\ {1} esetén a z € C szam n-edik gyokeinek Gsszege 0.

Egységgytk, primitiv n-edik egységgyok:

Az 1 szam n-edik gyokeit n-edik egységgydkoknek nevezziik (n € N).

Legyen n € N rogzitett. Mivel 1 =1+ (cos0 + isin0), az n-edik egységgyokok

2 2
5k:cos</<:7r) —|—isin(k7r), 0<k<n-—1.
n n

Primitiv n-edik egységgyok az az n-edik egységgyok, amelynek kiilénbo6z6 természetes
szam kitev§jd hatvinyai elgallitjdk az 6sszes n-edik egységgyokot.

Példaul a negyedik egységgyokok (1, ¢, —1, —i) koziil az ¢ kiillonboz6 hatvanyai
elgallitjdk a tobbi negyedik egységgyokot, —1 hatvanyai kozott azonban csak az 1 és —1
ismétlsdik. A negyedik egységgyokok koziil ¢ és —i primitiv negyedik egységgydkéké mig

T

az 1 és —1 nem azok. Tetsz6leges n-re primitiv n-edik egységgydk az €1 = cos — +
n

.. 2w
3 8In —, mert
n

2 2
slf:cos </~c7r> +isin<k7r> =¢r, 0<k<n-1
n n

€k pontosan akkor lesz primitiv n-edik egységgyok, ha k és n relativ primek, tehéat nincs
1-nél nagyobb ko6zds osztojuk.

Megallapodas: \/z = a + bi, ha (a + bi)> = z és a > 0 vagy a = 0 és b > 0. Ezek
szerint a /2 a két gyok koziil azt jeloli, amelyik az 1.5. 4bran megjelolt tartoméanyba
esik. A masikat (az ellentettjét) (—+/z) -vel jeloljiik.

Bizonyos azonossigok alkalmazasanal évatosnak kell lenniink. Nézziik a kovetkezs —
nyilvanvaléan hibas — atalakitast:

—1==vV-1V/-1=/(-1)(-)=v1=1 !

A nyilvanvalo hibéat az okozza, hogy a /a-vb = v/ab azonossag nem alkalmazhato feltétel
nélkiil.
v/2-t nem lehet oly modon definialni C-n, hogy ez az azonossag korlatlanul fennalljon.

Masodfoktn egyenletek megoldasa:
—b+ \/ b2 —4
Legyen ax®> +br+c=0, a#0 é a,bc€ C. Ekkorz = ac

komplex egyiitthatés masodfoka egyenletek megoldhatdak, és a megoldas keplete hasonlo
a valoés esetbél ismert képlethez.
Binomialis egyiitthatok, binomialis tétel:

n n!
l=1.2..... -
" " (k) Ki(n — k)!
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Im

il

1.5. abra.

Megéllapodas szerint 0! = 1, s igy (j) = 0%, =1, () = n’}—['), = 1. Ha n < k, akkor
legyen (}) = 0.
Binomialis tétel: Legyen n természetes szdm, x, y tetszéleges komplex szamok. Ekkor

(z+y)" = <g>y” + <T>my”_ +..+ <Z>:Eky”_k +..+ <Z>x”

Ha a binomidlis tételbe az x = y = 1 értékeket helyettesitjiik, akkor az

)+ ()++ () :kiocg:zn

azonossagot kapjuk, mig az x = —1 és y = 1 helyettesitéssel az

n n n
- e (=D)" =
(0) (1) () =0
eredményre jutunk.

Gyoktényezds alak, Vieta-formulak, valés egyiitthatés egyenletek komplex

—_

gyOkei:

Legyen f(x) = anz"+a, 12" ' +. .. +a1x+ag komplex egyiitthatés polinom. A poli-
nomnak a komplex szamok koérében n nem feltétleniil kiillonb6z6 gytke van, ¢, ¢, .. ., Cpy.
Ekkor f(z) gyoktényezss alakja an(z —c1) - (z —c2) - ... (x — cp).

Ha ebben az alakban elvégezziik a beszorzasokat, akkor az

f(@) =an(@™ — (c1 +ca+ ...+ cp)a™ 1+
+er-cater-es+ .. Fep1-cn)r" 24 (=) cr o mcn))
alakhoz jutunk. Ebbd6l a gyokok és egylitthatok kozotti alabbi dsszefliggéseket, az ugy-
nevezett Vieta-formuldkat kapjuk:

Uy Uy
n-l =—(c1+ca+...+cn), n-2 =(c1-catcr-c3+...+cp_1-Cn), ...
Gnp, Gn,

ao

— =(=1)"c1-ca-... cp)-

Qnp,

Ha valamely valés egyiitthatés polinomnak gyoke a ¢ komplex szam, akkor ¢ is gyoke.
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Nevezetes szogek szogfiliggvényei:
Az alabbi tréfas tablazat segithet memorizélni a nevezetes szogek szogfliggvényeit..

sin cos
0° Vo _ 90°
2
30° V1 60°
2
45° V2 45°
2
60° V3 30°
2
90° \f _ 0°

1. Bevezetés



2. Példak

2.1. Algebrai alak

2.1-1. Fejezziik ki algebrai alakban a kévetkez6 szamokat:
a. (3+1)(2+ 3d) b. (1 —24)(5+1) c. (2 — 5i)? d. (1—1i)3

Megoldas. Az algebrai alakban megadott komplex szamok Osszeadaséira és szorzasara
vonatkozo6 Osszefiiggéseket alkalmazzuk.
a.(34+9)(2+3)=(6-3)+(9+2)i=3+11i
b. (1-2))(b+1i)=7—-9
c. (2 —50)% = —21 — 20i
d. (1-i)32=1-3i-3+i=-2-2i

]
2.1-2. Irjuk a lehets legegyszertibb alakban a kovetkezs kifejezéseket:
1 1 1
a. ’i3 b. i5 C. ig d. oy e. — f. -
i2 i i3
Megoldas. Tamaszkodunk arra, hogy i? = —1
1 1 1
a.i®=—i b. i® =i c.i®=1 d. - =-1 e. — = —1 f. - =1
12 7 i3
|

2.1-3. Szamitsuk ki " értékét, ha n egész szam.
Megoldas. Legyen elGszér n természetes szam. Nézziikk n alakjat a 4-gyel vald oszt-

hatosigot figyelve (k természetes szam), és felhasznéalva, hogy i2 = —1, megkapjuk az
alabbi tdblazat méasodik oszlopaban lathaté értékeket. Ha n = 0, akkor ¢" = 1. Ha n
negativ szam, akkor nézziik a kovetkezd atalakitast: Legyen n = —s, s € N. Ekkor
, = 1 (—1)* , _ ) ) .

" =1 = —- = ——— = (—i)° = (—1)%°. Ezt figyelembe véve kapjuk a harmadik

78 75 . (_Z')s

oszlopot.

4k +1 ') —1
4k + 2 -1 -1
4k + 3 —1
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2.1-4. Adjuk meg a kiovetkezd komplex szamok konjugaltjat:
a. 3+ 5¢ b. 4—7i c. 3i d. —4 e. — 141

Megoldas.
a.3+5 =3—-5i
b.4—-T7i=4+T7

2.1-5. A kovetkez6 szamokat fejezziik ki algebrai alakban:

3+ 4i V3 —i 1 1
a. : b. C. - d ———
1—2¢ V34 (1+41i)2 (2 —14)(1+ 249)

Megoldas. A nevezsbdl tgy tiintethetjiik el az i-t, hogy a nevezd konjugéltjaval bovi-
tiink.

a.
3+4i_(3+4i)(1+2i)_—5+10i__1+2i
1—-2i  (1-2)(1+2)  1+4

b.

V3—i 2-2V3i 1-+3i 1 3.
fry o = - — —
V3+i 4 2 2 2

C.

1 -2 1
1+92 4 2

d.

1 1 4-3 4 3.

2—i)(1+2) 4+3 25 25 25

2.1-6. Fejezziik ki a kovetkezd szadmokat algebrai alakban:

Lo, 1 1
& 9013 " 2_3i 34 147
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Megoldas.
1 n 14
2+3i 2-3i 13
11 _—2+6i_—1+3i_35+5i_7+i_1+ii .
34+d 1+7i —4+22% 2411 125 25 25 25
1
2.1-7. Keressiik meg az m komplex szam valds és képzetes részét.
— 29
Megoldas.
1 (1 + 2i)? 1—4+4i 3+4.
z= <5 — = =—— 4+ —1.
(1—=2i)2 (1 —2d)(1 +2i))° 25 25 ' 25
Amibl  Re(s) = - Im(z) = — .
mibd e(z) = — ¢, m(z) = o
2.1-8. Adjuk meg az a és b valés szamok értékét, ha:
a. (a+bi)(2—i)=a+3i b. (a+1i)(1+bi) =3b+ai

Megoldas. Tamaszkodunk arra a tényre, hogy az algebrai alak egyértelmd. A kifejezés
bal oldalat is algebrai alakban adjuk meg, s a bal oldal valés része egyenl a jobb oldal
valds részével, hasonloan a képzetes részek is megegyeznek a bal és a jobb oldalon. Ebbgl
két valds egyiitthatos egyenletbél allo egyenletrendszert kapunk, amit megoldunk.

a. (a+bi)(2—1) =a+ 34, 20 —ai+2bi+b=a+3i, 2a+b+ (2b—a)i = a+3i.
A kovetkezd két valos egylitthatos egyenletet kapjuk
2a+b=a & 2b—a=3.
A megoldas b=1, a = —1.
b. (a+i)(1+bi) =3b+ai, a+abi+i—b=3b+ai, a—b+ (1+ab)i=3b+ ai.

Ebbdl a kovetkezd két valos egylitthatos egyenletet kapjuk a —b=3b és 1 + ab = a.

Amib6l a=4b és 1+4b%> =4b. 4b> —4b+1 =0, b:§:§, a=2. n

2.1-9. Legyen

gy 5 9

-+ - =1,
z4+yt 143
ahol x és y valés szamok. Adjuk meg x és y értékét.
Megoldas.
5 2

ctyi 143

5(1 4 31) + 2(x + yi) = (x + yi)(1 + 347)
54151+ 2x + 2yi = x + 3xi + yi — 3y
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Amibdl a kivetkezd valds egylitthatos egyenletrendszer adodik:

D42z =x—3y és 1542y =3z +y.
A megoldas x =4, y = —3. ]
2.1-10. Szamitsuk ki a kivetkezs kifejezés értékét:

(14 2i)°

Megoldas. A binomialis tétel alkalmazéasaval:

(1+2i)% = <g>1+ <?>2i+ <g>4-i2+ <§>8-z’3+ <i)16-i4+ <§>32-i5+ <2>64-i6

=1+6-2i415-4-(—1)+20-8-(—i)+15-16+6-32i +1-64- (—1) =
=1—60+ 240 — 64 + (12 — 160 + 192) = 117 + 44i

2.2. Trigonometrikus alak, Moivre-azonossag

Az 1-3. feladatokban szereplé komplex szamoknak adjuk meg az abszolut értékét és a
f6 argumentumat. A {6 argumentumot radianban, 7 tobbszoroseként fejezziik ki. (¢ f6
argumentum, ha 0 < ¢ < 27). Adjuk meg a szamokat trigonometrikus alakban is.

2.2-1.
a. V3+i b.1—1i c. 4i d. -3

Megoldas.

a. z=+V3+i=a+bi, |z =r =+Va® + b2 = (\/5)2—1—12:\/1:2

Az argumentum kiszamitasa érdekében a

a V3 ) , 1
cosp =— = — és a sinp = — = —
v T 2 v ro 2
Osszefiiggéseknek megfelel§ szdget keresiink. cosp = - 0 és m kozé es§ megoldasa
™
legyen 1. @1 = e

Altaldban, ha singp > 0, akkor ¢ = (1, ha pedig sing < 0, akkor ¢ = 27 — (.

T
Esetiinkben ¢ = 1 = r z trigonometrikus alakja ezek szerint:

2(omf e ion)
zZ = COS — 81 — | .
6 6



2.2. Trigonometrikus alak, Moivre-azonossdg 15

2 2
bos=1-i,  Fl=r=vi cosp= 2 sinp— -2
cosp = —- 0 és m kozé esé megoldasat jeldlie ¢1. 1 = 5 Sing < 0, ezért
T I . .
Q=21 —p =21 — 11 A trigonometrikus alak:

z:\/§<coszr+isin7£>

c. z = 4i, lz| =r =4, cos =0, sinp = 1.
" . T
cose =0 0 és m kozé es§ megoldasa ¢ = 5 sing >0, ezért ¢ = 1 = 5

z trigonometrikus alakja:

T .. T
z:4<cos—+zsm—)

2 2
d. z=-3, |z| =r =3, cosp = —1, sinp = 0.
cosp = —1 0 és 7 kozé es6 megoldasa @1 = 7. sing > 0, ezért ¢ = 1 = 7.
z trigonometrikus alakja: 2z = 3(cosm + isinm). ]
10 24 3i
2.2-2. a. b, 2

V3 —i © 5+
Megoldas. Elészor algebrai alakra hozzuk a szdmokat.
10 10(v/3 44 5 5
.= (\f—i_l):*\/g‘*'*i’
V3 —i 4 2 2
5 3 1
|z|:r:§\/41:5, Cosgozxzf, sing0:§.

a. z =

3
cosp = —- 0 és 7 kozé es6 megoldasa o = % sinp > 0, ezért ¢ = 1 = %

z trigonometrikus alakja: 2z =25 (cos% + ¢sin %) .

b.z:2+3‘i:(2+3i)(5—i):13+13i:1+1i7 |Z|:r:Q7
d+1 2541 26 2 2 2
V2 . V2 ™ V2 T
cosnp:7, smcp:?, gozz, z:7<cosz+zsm1). [ ]
2.2-3. a. cos 2£ — ¢ 8in Q—W b. -2 (cos T + ¢ sin E)
3 3 4 4

Megoldas.
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2T . . 27 1
a. z:cos——zsm?, |z| =r =1, COSQPZCOS?:_57
. . 2m V3 27 9 2r  Aw
singp = —sin — = —— = — —or— = = _
‘2 3 2 ) ®Y1 3 ) 2 3 3
. ) } N U
z trigonometrikus alakja: z = cos 3 + ¢sin 5
2
b. z:—2<cos%+isin%), |,2":1":27 CQS@:COSZ:{’
. . 2 3T 9 3 5w
inp=—sin— =—— = — =T — = =,
8 SO 8 4 2 Y 901 4 Y ()0 u 4 4
) 5
z trigonometrikus alakja: z = 2 <COS Zﬂ- + i sin I) ]

2.2-4. Az alabbi feladatban szerepld komplex szamoknak adjuk meg az abszo-
lat értékét (modulusat) és a f6 argumentumat. A f6 argumentumot radianban,
3 tizedesjegy pontossaggal fejezziik ki. Adjuk meg a szamok trigonometrikus
alakjanak egy kozelité értékét is.
a. 3—4i b. -2+ c. —1—3 d. 5—-3¢

Megoldas.

Ebben a feladatban fiiggvénytablazat, vagy szamologép segitségével keressiik meg az
argumentumok kozelits értékét.

3

a. z=3-— 4, |z| =7 =25, cosp = = = 0.6,
4
sinp = = —0.8, © = 5.356, z = 5(c0s 5.356 + i sin 5.356).
2 2v/5
b. z=-2+41, |z| =r = /5, cosgz):——:—i

V5 5"

5
sinp = \5f’ v = 2.678, z = v/5(cos 2.678 + i sin 2.678).
V10
c. z=-1-3i |z| = r = V10, e TR
3v10
sinp = 0 p =4.391, z =1/10(cos4.391 4 isin4.391).
5v34
d. z=5-3i, lz| =r =34, cosp = ——,
7 34
3v34
sinp = ~ 31 © = 5.743, z = (c0sb5.743 + isin 5.743).

2.2-5. Hozzuk trigonometrikus alakra a kdvetkezd komplex szamokat:

1 /3 1 3 1 3 1 3
NESRLY b.—2+\2[i o _L_ V3, 4 L_v3,

2 2 2 2 2 2

Megoldas.
|z| mindegyik esetben 1.
1 V3 T T 1 V3 2T . 27

a.§+7i:cos§+isin§ b. —54—7@':008?—1-1'5111?
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1 3 4 4 1
C. —f—iz':cosfw%-isinir d. 5~

tisi o .
1mn —
2 9 3 3 vs

COs ? 3

ﬁi— 5%
5=

2.2-6. Adjuk meg trigonometrikus alakban a kévetkez6 komplex szamokat:
a. cosp —ising b. —cosyp+ising C. —Cosp —ising

Megoldas.

Mindegyik szam abszolut értéke 1.

a. z = cosy — isiny. Olyan « szdg az argumentunm, amelyre cosa = cosy és
sina = — sin .

A Gauss-szamsikban « a ¢-nek az x tengelyre valo tiikérképe, tehat o =27 — ¢ és
z = cos(2m — @) + isin(27 — )

b. 2 = —cosp + ising. Olyan « szdg az argumentum, amelyre cosa = —cosgp és
sin o = sin .

A Gauss-szamsikban « a ¢-nek az y tengelyre valé tiikdrképe, tehat o = 7 — ¢ és
z = cos(m — @) +isin(m — ).

c. z = —cosp —isiny. Olyan «a szdg az argumentum, amelyre cosa = —cos¢ és
sina = —sin .

A Gauss-szamsikban « a @-nek az origéra vald tiikdrképe, tehat @ = 7+ ¢ és

z = cos(m + ) + isin(m + ). [

2.2-7. Egyszertsitsiik a kdvetkez6 kifejezéseket.

T .. m 3@ .. 3w
a. (cos—+zsm—)- COS — 4+ 17sIn —

4 4 4 4
b 51 Lisi 57\ 2
. CcOS — 4+ ¢ sin —
"12 12
T s T
cos — + isin —
c 3 3
: 51 s 5
CcOS — + i sin —
6 6
Megoldas.
A Moivre-azonossigot és kovetkezményeit hasznaljuk fel.
a.
( 7r+,,7r> 37T+._37T 7T+37T s 7T+37['
cos — +4sin — ) - | cos — + isin — = cos|—+ — isin | — + —
4 4 4 4 4 4 4 4
= cos(m) + isin(m)
= -1
b.
57 .. 5w\’ 57-2 .. 5m-2
COS — + 781N — = oS + 2sIn
12 12 12 12

57 . . 5w
= COSF—Fzsm—

6
V3 1.

= —— + =1

2 2
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C.
T .. T

cos§+zsm§ . 57 o T 57

B T cos g—g + 2sIn g—?
cosg+zsmz

7r+. .
= CoS— +usin —
2 2

= i

2.2-8. Végezziik el a kijel6lt mitiveleteket trigonometrikus alak felhasznalasa-

val.
(1+14)?

(1—=39)

Megoldas. A szamlalo és a nevezd trigonometrikus alakja:

1+i:f<\[+ f) ﬂ(cos%—kisin%)
. V2 V2 ™ .. (T
l—z:\f(—z) ﬂ(cos<—1>+zsm<—1>)

(1_,_@:)2 _ \/59 <cos%+isin%)9 7
U (e () wisn ()

2 O 7w .. (9T Tm
= V2 <COS(4+4>+zsm<4+4>>

= 2(cos4m + isin4m)

= 2
|

2.2-9. Legyen z = r(cosf +isinf), r > 0, 0 < 6 < T Adjuk meg az alabbi
szamokat trigonometrikus alakban, r és 0 segitségével kifejezve.

a. — 2 b. iz c. 22 d. -
z
Megoldas.
a.
—z = (=1)z=(cosm+isinm)-r(cosf + isinf)
= r(cos(m + ) +isin(r + 0))
b.
iz = <cos g + isin E) -r(cosf + isin @)

= r(cos(%Jre) +isin (g +9)>
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c.
22 = 7r2%(cos20 + isin26)
d.
z 2 2
z z-Z |22
= cos20 + isin20

A kapott argumentumok mindegyik esetben 0 és 27 kézott vannak, s igy {6 argumen-

tumok. [}

2.2-10. Mivel egyenld (1 + cosa +isina)”, ha n € N.
Megoldas.

Attériink fel szogekre és felhasznaljuk a kovetkezs dsszefiiggéseket:

« Q « Q@ Q «
1:C082§+Sin2 2 cosa:cosQE—sm2 3 sina:QSingcosg.
« Q Q Q Q a\™
(14+cosa+isina)” = <0082 3 + sin? 3 + cos? 3~ sin? 3 + 2¢sin 5 €08 5)
(ng o5 <05
= cos — [ cos — + ¢sin —
2 2 2
= 2" cos"g (cosE + ¢sin %>
2 2 2

Q

Ha n paros, akkor cos” 3 > 0, s igy az el6bbi alak egyuttal trigonometrikus alak is.
«

Ha n paratlan, de cos 3 > 0, akkor szintén trigonometrikus alakot kaptunk.
Q@

Ha n paratlan, és COS§ < 0, akkor a trigonometrikus alakban az abszolut érték:

21’1

o no
cos™ 5‘, az argumentum pedig: ¢ = > + . ]

24
3
2.2-11. Szamitsuk ki (1 — \f2 Z) értékét trigonometrikus alak felhaszna-

lasaval.

Megoldas. Attériink fél szogekre és felhasznaljuk az el6z6 feladatban latott dsszefiigge-
seket:

3 1 5 5
1—{—1—2‘2 = 1+<Cosg—|—z’sin6ﬂ>
= cos? 51 + sin? 5—7T + cos? 5—7T — gin? 51 + 27 cos 51 sin 51
N 12 12 12 12 12712
5T 57 . . 5w
= 2cos— [ cos— +7sin— | .
12 12 12

Ebbdl
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V3 A% 5 57 - 24 57 - 24
(1— _Z> = 224(308247r<cos T + 7sin T >

12 12 12

— 924 24 om

12°
Mivel 2T — 75° — 45° +30° = © + T ¢
1ve 12— = —4 6 es
(7r+7r> ™ ™ .. T T
COS | — — = COS — COS — — SIn — sin —
4 6 4 6 4 6
_ V2 V3 V2l
T2 2 2 2
V2
= 4 (va-1),
ezért
91 24 9T 24212 V3 24
24% cos 5 = 2 @( 3—1)

_ 2712(4_2\/3)12(2_\/3)12'

2.2-12. Szamitsuk ki a z értékét trigonometrikus alak felhasznalasaval:

(143 (—1—iV3)15
- (1-9) (1+1)20

Megoldas.

\f 2T . . 27
—1+iV3 = 2<—2 i 2<cosg+zs1n3>

- f(f—f> ﬂ(cosifﬂsm?z)

Ebbél az els6 tag:

o o
215 1 1
( R 5) 215 (cos 10 + i sin 107)

\/520 (c 74 20 + isin % 20) \@20 (cos 357 + i sin 357)

= 25(cos (107 — 357) + isin (10w — 357))
= 2% (cos(—257) + isin (—257)
= 2%°(cosm+isinm) = 2°(—1)

= —32.
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A masodik tag az elsének komplex konjugaltja, az értéke —32 konjugdltja, ami szintén

—32. Igy a végeredmeény 2 - (—32) = —64. [

2.3. Négyzetgyokvonas algebrai alakkal, masodfoki komplex
egyiitthatés egyenletek

2.3-1. Adjuk meg a —7 — 24; komplex szam négyzetgyokeit algebrai alakban.
Megoldas.
—7 — 24i = (a + bi)?, —7 — 24i = a® — b? + 2abi.
Ebbél a? —v? = -7 és 2ab = —24.

—12
A masodik egyenletbdl a = - amit az elsg egyenletbe helyettesitve
144/b% — b* = 7, 144 — b* = —712, bt — 7h? — 144 = 0.

T+49+576  T+25
2 2

Ezt az egyenletet b?-re megoldva: b%g = , amibdl az egyik
gyok b?> = —9, esetiinkben nem megoldas, mert b valés szam. A masik gyok b? = 16.
Ebbsl b = 4 és a = —3, illetve b = —4 és a = 3. A keresett komplex szamok tehét

—3+4iés 3 — 4.
|

2.3-2. Vonjunk négyzetgyokot az alabbi szamokbol:
a.3—4i b. 2i c. 8+6i
Megoldas.
a.3—4i=(a+bi)%, 3—4i=a®—b%+2abi. Ebbél a®> —b> =3 és 2ab = —4.

2
A maésodik egyenlethdl b= ——, amit az elsé egyenletbe helyettesitve
a
o 4 4 2
a®—— —3=0, a —3a”—4=0.
a

9 3+v9+16 3+£5

Ezt az egyenletet a®-re megoldva: aigy = 5 5

, amibdl az egyik gyok

a? = —1 nem megoldés, mert a valos szam. A masik gyok a®> = 4. Ebb6la =2és b= —1,

illetve a = —2 és b = 1. A keresett komplex szamok tehat 2 — i és —2 + 4.

1
b. 2i = a® — b + 2abi. Ebbsl a® = b? és 2ab = 2. b = —, amit az elsG egyenletbe
a

behelyettesitve a? = a* = 1. Amibél a? = —1 nem megoldas. a®> =1 -b6l a = 1 és

a2’

b=1,illetve a = —1 és b= —1. A keresett komplex szamok tehdt 1 +i és —1 —q.
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c. 84+ 6i = a2 — b2 + 2abi. Ebbdl a2 — b2 = 8 és 2ab = 6.

3
A maésodik egyenlethdl b = —, amit az els§ egyenletbe helyettesitve
a

9
a’>— = —8=0, a* —8a?—9=0.
a

, _ 8+6I+36 _8+10

Ezt az egyenletet a®-re megoldva: ajo =

. Ebbél az egyik gyok

2 2
a’? = —1 nem megoldas, a masik gyok a®> = 9. Ez alapjan a = 3 és b = 1, illetve a = —3
és b= —1. A keresett komplex szamok tehat 3+ és — 3 — 1. [ ]

2.3-3. Oldjuk meg a kiovetkezd masodfoku egyenletet. A gydkdket algebrai
alakban adjuk meg.
Z24+2:45=0

Megoldas. Alkalmazzuk a méasodfoki egyenlet megoldoképletét:

9 —2:&:\/4—20:—2:|:\/—16:—2:|:4z'

— =—-14+2.
12 2 2 2 !
A gyokok: —1 427 és — 1 — 24.
]
2.3-4. Oldjuk meg a kovetkezd egyenletet:
2+ —(5—i)zr+(2-2i)=0
Megoldas. Alkalmazzuk a masodfoka egyenlet megoldoképletét.
5—i++/(5—14)2—4(2—2i)(2+1)
€T =
Szamoljuk ki a diszkriminanst.
(5—14)2—4(2—-20)(2+14) = 25—1—10i — 4(4 + 2i — 4i + 2)
= 24—-10i—16 —8i + 16¢ — 8
= -2

A —2i szambol az 1. példanal latott modszerrel gyokot vonunk.

a? b =06s2ab=—2.Ebbslab=1, a= amit az elsé egyenletbe behelyet-

-5
tesitve:
1
2 _ 4 _
b—2—b =0, b* = 1.

Amibsl o> =1, tehat b=1¢és a = —1 illetve b= —1 és a = 1.
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A gyokok —1 47 és 1 —1.

Im

-1+

—24

2.1. abra.

Ezt a két értéket visszahelyettesitjiik a megoldéképletbe. Ebbél

5—i+(—1+1)
2(2 +1)

5—i—(—1+1)
2(2 +1)

5—1—1+41
4+ 2
4

4+ 2

2

2+

2(2 — i)
5

4 —2i

23

A 2.1. abran lathatjuk a —2¢ és két négyzetgyokének a helyzetét egyméashoz képest

a Gauss-féle szamsikon.
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2.3-5. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet:
2? —(3—2i)x+ (5—5i) =0

Megoldas. Alkalmazzuk a mésodfoka egyenlet megoldoképletét.

3—2i4 /(3 —2i)2 — 4(5 — 5i)
2

T12 =

Szamoljuk ki a diszkriminanst:
(3—2i)2 —4(5—5i) =9 — 4 — 12 — 20 + 205 = —15 + &

Kiszamitjuk —15 + 8¢ négyzetgyokeit.

4 16
a?—b%> = —15és 2ab = 8. Ebbél a = 7 amit az els§ egyenletbe beirva =l —b2 = —15.

Amibsl b* — 1562 — 16 = 0.

15++v225+64 15++289 15+£17

biy =
1,2 2 2 2

A b2 = —1 nem megoldas, b?> = 16 alapjan pedig by = 4 és a; = 1 illetve by = —4 és
as = —1.
—15 + 8 négyzetgyokei 1 447 és —1 — 4s.

3—2i+ (14 49)
2 :
Ebbél a megoldés 2 41 és 1 — 3. [

Visszahelyettesitjiik a megoldoképletbe: x1 9 =

2.3-6. Bontsuk els6fok tényez6k szorzatara a kévetkez6 kifejezéseket:
a. z2+4 25, b. 922 +4, c. v24+2x+5
Megoldas.
a. Az 22 + 25 = 0 egyenlet gydkei 5i és —5i. Igy a kivant felbontas, az egyenlet
gyoktényezés alakja: (z — 5i)(x + 517).

2 2 2 2
b. A 922 4+ 4 = 0 egyenlet gyokei gz és —gi. A felbontas (:1: - 32’) : <$ + 3i> .

c. Oldjuk meg az 2 + 2z + 5 = 0 egyenletet.

—2+v4-20

5 =—-1+2.

T12 =

A felbontés (z — (=1 +2i))(x — (=1 —24)) = (x + 1 — 2i)(x + 1 + 2i). ]
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2.4. n-edik gyok meghatarozasa trigonometrikus alakkal,
egységgyokok

2.4-1. Szamoljuk ki a z = —16 - v/3 + 16i szam 6t6dik gyokeit.
Megoldas. Irjuk fel z-t trigonometrikus alakban.

3 1 ) )
2 =16(—V3 +i) = 32 <—\§ + 2i> =32 <cosér + isin 67r>

Tudjuk, hogy a z = r(cos ¢ + isin ¢) komplex szam n-edik gyokei:
k2 k2
wy = %(cosw—i—isinW) ,0<k<n-—1.
n n

Ebbdl esetiinkben a gyokok (lasd a 2.2. abrat):

3 1
wo :2<cosg+isin%> =2 ({—1—22’) =vV3+i.
Im ¢
w1
2 wo
w2 5 s
6 > Re
w3 Wy
2.2. abra.
A kovetkezs gyok argumentuma:
2 _ L
6 5 30

igy

wyp =2 COSN—W—Fisinl?—W
L 30 30 )
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2
A t6bbi gytk argumentuma g -tel t&bb a megel6zGénél, ezek szerint

9 297 L 297 9 417 L 417
woy = COS — 781N —— wa = COS — 781N ———
2 30 30 )0 3 30 30 )

wy = 2 COSE)S—TF—|—7jsir153—7T
1 30 30 )

2.4-2. Vonjunk harmadik gy6koét 1-bél.
Megoldas. A harmadik egységgyokoket keressiik.
1 trigonometrikus alakja: 1 = cos0+ isin0. A gyokok (2.3. abra):

2 2
€], = COS <k;> + 4 sin (k;), 0<k <2

y

Im
€1
€
NN > Re
€2
2.3. abra.
k = 0: g =cosO+1sin0 =1,
2 2 1 3
k = 1: 51:cos;+isin;:—2+i\g,
4 4 1 3
kE = 2: EQZCOS‘;--FZ'SHI;T:—Q—Z'{.

g1 6s €9 primitiv harmadik egységgyokok is, hiszen €2 = g9, €3 = &1 és mindketts
harmadik hatvanya 1. [ |
2.4-3. Vonjunk harmadik gyok6ét a 2 + 2¢ szambél trigonometrikus alak fel-

hasznalasaval. A gydkoket adjuk meg algebrai alakban is.
Megoldas.



2.4. n-edik gyok meghatdrozdsa trigonometrikus alakkal, eqyséqgyokik 27

2+2i = /8 (
a gyokok (2.4. abra):
k =
k pu—
k =

0:

1:

wWo

w1

2 2 .
\Qf%—z\g) = \/g(cos%—kisin%).l\/[ivel \3/\/32 V8 = \/5, igy

4 4 2 2
—1 41,
47
5 T AT .. mo AT
f cos<12+3>+zsm(12+3)>
17
V2 cosﬁ—i-isinl—;r
Im 1
w1
wo\
12 - Re
V2
w2
2.4. abra.

A k = 1 értékhez tartozo gyokot, wi-t kdnnyen meg lehet adni algebrai alakban,
w; = —1 4+ 4. A wy és wg algebrai alakjat a harmadik egységgydkokkel vald szorzéssal

allithatjuk el wi-bél.

Harmadik egységgyokokkel szorozva (a harmadik egységgyokoket lasd az el6z6 pél-

(—1+1) <cos 2% + isin 2;) = (—=1+1) (—; + z?)

daban):

wWo

i_l_ﬁ

1-/3
V3,

2

3

(=141 <cos 4?” + z'sin“> (<1 44) (—; - ﬁf)

1+v3  —1+43
+1

2
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17
Szamitasaink melléktermékeként megkaphatjuk példaul cos 1—; pontos értékét wo

algebrai és trigonometrikus alakjanak Gsszehasonlitasabol. A két alakban a valos részek
egyenlGek:

ebbdl

2.4-4. Oldjuk meg az z* — (7+ 3i)(5 — 2i)~! = 0 egyenletet.
Megoldas.

T+3i (T4 30)(5+ 2i)
5—2i 20

=144,

igy az 2* = 1 4 i megoldasara van sziikségiink, tehat 1 4 i negyedik gyokeit keressiik.
Attériink trigonometrikus alakra:

1+i:\/§(cos£+isinz>.

4
A gyokok:
wy = %(cosl—kisini) wp = 2 cosQ—F—Hsing—ﬂ
0 - 16 16/ b 16 16 )’
17 17 25 25
wy = \8/§<Coslg+isinlg>, w3y = V2 coslg—i—isinlg>.

2.4-5. Vonjunk harmadik gyo6koét -bdl.
Megoldas.

™ ™
A trigonometrikus alak ¢ = cos 5 + isin 5

A gyokok (2.5. dbra):

2k 2k
wk:cos<ﬂ+ﬂ>+isin<ﬂ+ﬂ>, 0< k<2

6 3 6 3
3 1
wy = cosg+ising:\2[+2i
5 5 3 1
wy = cosg—i-isingr:—\g—i-Qi
37r+,, 3 )
= — in— =—
Wo cos 5 1S 5 i
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alakkal, eqységgyikok

Im

1—14
2.4-6. Szamitsuk ki hatodik gyokeit.
V3+i 8y

Megoldas.
Mivel
4 V2 V2 C ¢
1—2—\/5(2—12 =2 cosz—l—zsmz
és
3 1
\/§+i:2<\2[+2i>:2(cosg+ising>,
ezért
1—1 1 < 197T+ 1971')
= — | cos— +isin —
V3+i V2 12 12
A gyokok:

1 197 + k247
W = COS
) 72

197 + k24
—i—isingﬂ—%W), 0<k<5.

2.4-7. Vonjunk negyedik gydkot a (21
felhasznalasaval:

E szambol a trigonometrikus alak
2

29
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—4
Megoldas. Most a szogek kozelits értékét fokban adjuk meg. Legyen z = G
—4 —4(2—14)? —4(2—1i)> -4
T 1 o i ) Y (1)
(2+14)3  (2419)3(2—14)3 (4+1)3 (5)3
Trjuk fel (2 —4)-t trigonometrikus alakban.
2 1
2—i=+5 < — 2) = 2.236(0.8942 — 0.4472i 2
Vb VB ( ) @

(2)-t felirjuk r(cosp + isingp) alakban. A cosp; = 0.8942 egyenlet 0 és 7 kozé esd
megoldasa 26.56°. Mivel sin ¢ negativ, ¢ = 27 — 1 = 360° — 26.56° = 333.44°. Ezek

szerint

2 — i = 2.236(cos 333.44° + i sin 333.44°).
Felhasznélva, hogy —4 = 4(cos 180° + isin 180°), (1) az alabbiak szerint alakul:
—4

z = E-2.2363(cos333.440+isin333.440)3

4
= ﬁ(cos 180° + 7 sin 1800)2.2363 (cos 333.44° 4 isin 333.440)3

= 0.3577(cos 180° + 4 sin 180°)(cos 1000.32° + i sin 1000.32°)
= 0.3577(cos 100.32° + i sin 100.32°)

z negyedik gydkei:

0.7734(cos(25.08° + k - 90°) + i sin(25.08° + k - 90°)), k=0,1,2,3.

|
2.4-8. Adjuk O6ssze a harmadik egységgyidkoket.
Megoldas. Lattuk a 2. feladatban, hogy a harmadik egységgyokok:
go = 1
2 2 1 3
g = cosér Jrising =3 Jri\g
. AT AT 1 V3
= — 4idsin— = —— —ji—
2 cos sin — 5 15
Ha ezt a harom szamot 6sszeadjuk, akkor 0-t kapunk. |

2.4-9. Legyen n € N\ {1}. Lassuk be, hogy tetszéleges z komplex szam n-edik
gyGkeinek Gsszege zérus.
Megoldas.

1. Megoldds.
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Abrazoljuk a szamsikon a z szam n-edik gyokeit. A gyokoknek megfelels vektorok

2
ereddjét keressiik. Ha a vektorokat T el elforgatjuk, mindegyik a kdvetkez6be megy
n

at, ereddjiik tehat helyben marad. Az egyetlen olyan vektor, amelyik megegyezik 2m-nél
kisebb szdggel torténd elforgatottjaval, a nullvektor. A gydkdk osszege tehat 0.

2. Megoldds.

Tudjuk, hogy az n-edik gytkok felirhatéak wy - € alakban, ahol w; az egyik n-edik
gyoke z-nek, e pedig n-edik egységgyok.

witwytws+...+w, =wi(l+er+ea+e3+...4+6e,-1)=

Irjuk fel az n-edik egységgyokoket €1 hatvanyaiként, felhasznalva, hogy €1 # 1, valamint
alkalmazva a mértani sorozat Osszegképletét:

el —1

61—1’

=wi(l4+er+ed+ed 4+l =w

és €7 = 1 miatt ez 0 lesz. ]

2.4-10. Jel6ljon ¢ n -edik egységgydkot. Szamitsuk ki az alabbi Gsszegeket:
a.l4+e4+e2+... 4!t
b. 14+2 4324 ... +ne" !

Megoldas.
a. Ha e = 1, akkor az 6sszeg n. Ha € # 1, akkor akkor az 6sszeg

e —1
e—1

=0,

mert €™ = 1.
b. Legyen a keresett Gsszeg S. Ha ¢ = 1 akkor a szdmtani sorozat Osszegképlete

1+n
2

Ha pedig € # 1, akkor a kivetkezd atalakitast végezziik el:

alapjan S = n.

- S=—e-22%-33—...—(n—1e""! —ne"
és
S—e-S=l+e+e?+...+"1—n
S—e-5=0-n,
amib6l
n n
5= l-¢c e—1
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Im

€2 €1

€3 €0

/Y
Y
Y

=

@

€q €5

2.6. abra.

2.4-11. Vonjunk hatodik gyokot 1-bél. Keressiik meg a primitiv hatodik egy-
séggyokoket.
Megoldas.

Elészor a hatodik egységgyokoket irjuk fel. (Lasd a 2.6. abrat.)

Mivel 1 = cos0 + ¢sin 0, ezért

2 k2
5k:cos%+isin%, k=0, ..., 5.
g = cos0+isin0=1
27T+.. 2r 1 /3
= CcoS— +isin— = - +171—
c1 6 6 2
4 4 1 3
gy = cosg+isin6ﬂ——2+i\2[
- 67T+,, 61 1
= — in— = —
3 cos6 18 6
. COSSTF+,, 87 1 V3
= — +isin— = ——= — {—
4 6 6 2
107r+.. 10 1 /3
= Ccos— sin — = - —{—
€5 5 7 sin 5 5 7 5

Ezek kozill a primitiv hatodik egységgyokok €1 és 5. Némi szdmolassal meggyd-
z6dhetiink réla, hogy pontosan ezek azok a hatodik gyokok koziil, amelyek kiilonbo6z6

természetes kitev6jd hatvanyaikként elsallitjak az Osszeset. [ |

2.4-12. Legyen

2 2
€) = COS (kﬂ) + 4 sin (kﬂ> , 0<Ek<n.
n n
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Lassuk be, hogy ¢; pontosan akkor primitiv n-edik egységgyok, ha n-nél ala-
csonyabb természetes kitevgjii hatvanya nem 1.
Megoldas.

Nyilvan e n-edik hatvanya 1, s igy n-edik egységgyokkel van dolgunk. ElGszor
belatjuk, hogy ha e n-nél alacsonyabb természetes kitev6jd hatvanya nem 1, akkor
primitiv n-edik egységgyok. Készitsiik el €, i-edik hatvanyait, ahol 1 <7 < n — 1. Két
kiilonb6z6 kitevsji hatviny nem lehet azonos. Ha ugyanis e = ¢}, 0 <u<v<n-1
lenne, akkor /7" = 1 is teljesiilne, ami a feltétel miatt nem lehet. Ha pedig az n szamu
hatvany mind kiilénb6z6, akkor megkaptuk e hatvinyaiként az Osszes m-edik gyokat,
tehét e primitiv n-edik egységgyok. Forditva legyen 52 =1, 1 <3< n—1, és tegyiik fel,
hogy 7 a legkisebb ilyen természetes szdm. Vegylink egy 7 > ¢ szdmot, és osszuk el i-vel
maradékosan. Tehat j = ¢-s+r, ahol 0 < r < 7. Ekkor 5?% = 52’8” = (g})%et = &, vagyis
ek -nak legfeljebb i kiilonb6z§ hatvanya lehet, a tovabbi hatvanyok mind megegyeznek

valamelyik kordbbival. €, nem lehet primitiv n-edik egységgyok. [ |

2.4-13. Legyen ¢, n-edik komplex egységgyok,

2 2
€) = COS <kﬂ> + 4 sin (kﬂ> , 0<k<n.
n n

Lassuk be, hogy ¢; pontosan akkor primitiv n-edik egységgydk, ha (k,n) = 1.
Megoldas.

2 2
Tudjuk, hogy € = cos <kﬂ> +1sin <kﬂ) = ¢}, Tamaszkodunk az el6z6 feladatra.
n n

Nézziik meg, hogy € w -adik hatvanya u < n esetén elGéllitja-e az 1-et.
Legyen (el)" = k% = 1 = 7!, ahol t természetes szam. Ekkor k - u = n - £, tehat
Ha (k,n) = 1, akkor n|u, tehat u lehets legkisebb értéke n. Ebbol kovetkezik, hogy

€k primitiv n-edik egységgydk.

Ha pedig (k,n) = d > 1, akkor (eh)a = (5?)3 = 1, ex-nak n-nél kisebb hatvanya

elgallitja 1-et, s igy €, nem primitiv n-edik egységgyok. |

2.5. Komplex szamok geometriai megfeleltetése

2.5-1. Bizonyitsuk be a komplex szamok segitségével, hogy egy paralelo-
gramma atléinak négyzetosszege egyenld az oldalak négyzetisszegével.

Megoldas. Abrazoljuk a paralelogrammét a Gauss-szamsikban gy, hogy egyik csticsa
az origoban legyen. Jeldlje a és b a paralelogramma két szomszédos oldalanak megfelel§
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vektorokat, illetve ezen vektoroknak megfelel§ komplex szamokat. Ekkor a két 4t16 a + b
és a — b lesz. (Lasd a 2.7. 4brat.)

Im

a+

2.7. abra.

A feladat allitasa szerint
la +b)? + |a — b> = 2|al* + 2|b%.

A bizonyitas soran felhasznéljuk, hogy

la*> =a - a.
la+b2+|a—b? = (a+b)(a+b)+ (a—>b)(a—>b)
= (a+b)(@+Db)+ (a—b)(a—>b)

= aa+ ba + ab+ bb + aa — ba — ab + bb
= 2(aa+ bb)
= 2|a|* + 2|p?

2.5-2. Abrazoljuk a z = 2 + i komplex szamot a Gauss-szamsikon vektorral.
Adjuk meg algebrai alakban és abrazoljuk ugyanezen az abran a

-z, Z, —Z, 1z és — 1z

szamokat is. Figyeljiik meg, hogy az egyes vektorok milyen kapcsolatban van-
nak egymassal.
Megoldas.

—z=-2—-14, z=2—1, —Zz=-2+41 iz=-142i —iz=1-2i
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Im ¢

1z

—1z

2.8. abra.

—z a z origéra valo tiikorképe, z a z -bél a valés tengelyre vald tiikrozéssel, iz pedig
a z /2 szoggel valo elforgatasaval keletkezik. (Lasd a 2.8. abrat.)

2.5-3. Mi a geometriai jelentése a kévetkez6knek:
a. |z — 29|,

b. i-vel val6 szorzas,

1
C. 3 + 5 i-vel valé szorzas,
2T L. 27 3
d. cos — + isin — -nel valé szorzéas.
n n
Megoldas.

a. A 21 és a 23 komplex szamoknak megfelel6 pontok tavolsaga.

b. Ha ¢ -vel szorzunk egy tetsz6leges z komplex szdmot, akkor — a Moivre-azonossag
szerint — a szorzat abszolut értéke z abszolut értékével egyezik meg, mert ¢ abszolit értéke
1. Az argumentumok pedig 6sszeadddnak, s mivel ¢ argumentuma 90°, ezért z 90°-kal
pozitiv irdnyba torténd forgatasa felel meg a szorzatnak.

c. 60°-kal pozitiv irdnyba torténd forgatés.

T
d. — szoggel pozitiv irdnyba térténd forgatés.
n

2.5-4. A Gauss szamsikon jel6lje az origét O, egy négyzet kdzéppontja W,
csucsai pedig az dramutatd jarasaval ellenkezé iranyban O, R, S, T. A pontok
altal reprezentalt komplex szamok o, w, r, s, t. Adjuk meg w és ¢ segitségével
kifejezve az r, s, t szamokat.
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Im

T S

W
W
W —w
> Re
O R
2.9. abra.
Megoldas. (Lasd a 2.9. 4brat.)
T =w — 1w, s = 2w, t=w+itw. [ |

2.5-5. A Gauss-szamsikon egy négyzet kézéppontja a 3 + 2¢, a négyzet egyik
csucsa az 5+ 7i pontban van. Adjuk meg a tébbi harom csticsot reprezentald
komplex szamokat.

Megoldas.

Im

2.10. abra.

A négyzet kizéppontjat reprezentald komplex szém w = 3 + 2¢, az adott cstucsnak
megfelel komplex szam a = 5 + 7¢, a tObbi cstcsnak az éramutatd jarasaval ellenkezd
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iranyban a b, ¢, d komplex szamok feleljenek meg. (Lasd a 2.10. 4brat.)

¢c = a+2w-—a)
= 5+7i+2(—2— bi)
= 1-3

b = w+ila—w)
= 3+2i+i(2+50)
= 244

d = w+i(w—a)
= 342i+i(—2—5i)
= 38

2.5-6. Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyeknek megfelelé komp-
lex szadmokra

— 31 1
a. |z| = 2Re(2), S >1, c. z=—,
zZ+1 Z
1
d. z=—-, e. |z| =iz
z
Megoldas.

a. Legyen z = a + bi. Ezt beirva az egyenletbe

Va2 +b? = 2a,

amibdl leolvashaté, hogy a > 0.

Im

y =3z

~ Re

y=—V3x

2.11. abra.

Négyzetre emeléssel:
a® 4 b* = 4a’.

Ebbél b? = 3a2, b= +v/3a. A megoldas

y:\/gx és y:—\/gx, ha x > 0.
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(Lasd a 2.11. abrat.)

z—31
Z+1

b. >1, z+# —i. Ebbsl

|z — 3i| > |z +1.

Emeljiik négyzetre:
|z — 3i]* > |z + 1|

Im

e
e

2.12. abra.

‘2 .

Alkalmazzuk a 2Z = |z|* Osszefiiggést:

(z—3i)(z—30) > (2 +1)(z +0),

atalakitassal:
(z—=30)(Z+3i) > (z+1i)(z — 1)

22—31z+31z+9>z2z2+1z—iz+1
8 > 4iz — 4iz
8 > 4i(z — z2)

Legyen z = a + bi. Ekkor
8 > 4i(—2bi) = 8b,

amib6l a megoldés
1>b, z# —i.

A megoldas a 2.12. 4bran lathato lukas félsik.

c. 2z, = 1 vagyis |2|? = 1. Az origé kozéppontii egységsugart korvonal pontjai adjik
a megoldast. (Lasd a 2.13. abrét.)

d. 2z = —1 = |z|?. Nincs az egyenletnek megfelels komplex szdm, mert komplex
szam abszolut értéke, és a négyzete is nemnegativ (valés szam).

e. Legyen z = a+bi. Ebbol va? + b? = i(a+bi) = —b+ai, amibsl a = 0 és |b| = —b,
tehat b < 0.
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Im+?
R
. e
2.13. abra.
Im1
~ Re
2.14. abra.
A megoldas a képzetes tengely negativ része. (Lasd a 2.14. abrét.) [ |

2.5-7. A z =z + yi komplex szaimnak a Gauss sziamsikon feleltessiik meg a Z
pontot. Tudjuk, hogy a

z— 21

z+4
komplex szam valos része zérus. Bizonyitsuk be, hogy Z mértani helye egy
korén van rajta. Keressiik meg a kdr k6zéppontjat, és mutassuk meg, hogy a

sugara /5.
Megoldas.
z— 2
pu— ) 2 R p—
z=x+yr €s e S+ d
z # —4, mert a nevez6 nem lehet 0.
e:c+(y—2)z’_ (z+(y—2)i)(x+4—yi)

= Re
r+4+yi (x+4+yi)(x+4—yi)

2+ —wyi+ (y — 2)wi+ (y — 2)di +y2 — 2y
(x+4)% + 42

:Re 0

amibol
2%+ dx +y* — 2y = 0.
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A kor egyenlete
(x+2)*+(y—1)° =5

A koér kozéppontja (—2, 1), sugara v/5. A mértani helyben nem szerepel a kér (—4, 0)

koordinataju pontja. ]

2.5-8. Jeloljiik A, B, C, D-vel a Gauss-szamsik azon pontjait, amelyek a kévet-
kez6 komplex szamoknak felelnek meg.

zAa =8 —1, zp =3+ 114, zo = —9 + 61, zp = —4 — 61.

Bizonyitsuk be, hogy az A, B, C, D pontok valamely négyzetnek a csucsai.
Megoldas. Az ABCD négyszog oldalainak megfelel§ komplex szamok:

ZAB = 2A — 2z = 0 — 124, zpo =z — z¢ = 12 4 b1,
zop = zc — Zp = —5 + 121, ZDA = 2Zp — 24 = —12 — bi.
Im B
C

D

2.15. abra.

Nézziik meg sorban ezeknek a komplex szamoknak az i-szeresét.

zap -t =124 51 = zpc, zpo -t = —95+ 121 = zop,
zop 1= —12—5i = zpa, ZpA -1 =9 — 121 = zyp.

A négyszég barmelyik oldala az el6z6 oldal i-szerese, tehat az oldalnak megfelels vektor
az el6z6nek 90°-kal vald elforgatottja. Mivel a négyszog oldalai egyenls hosszuak, és a
szomszédosak egymassal derékszoget zarnak be, valoban négyzetrdl van szo. (Lasd a 2.15.
abrat.) [ |

2.5-9. Adjuk meg |z + 4| legkisebb értékét, ha
a. Re(z) =5, b. Im(z) = 3, c. |z|=1, d. arg(z) =

NS

Megoldas.
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|z + 4| geometriai megfelelGje a z-nek megfelels pont és a (—4, 0) pont tavolsaga.

a. Az 5 valoés részi komplex szamoknak megfelel§ pontok az x = 5 egyenesen van-
nak. A feladatban az a kérdés, hogy az egyenes melyik pontja van a (—4, 0) ponthoz
legkozelebb, mas szoval a (—4, 0) pont és az x = 5 egyenes tavolsaga a kérdés. z = 5
esetén kapjuk a keresett értéket, ami |5 + 4| = 9.

b. A (=4, 0) pont, és az y = 3 egyenes tavolsagat keressiikk. z = —4 + 3i esetén
kapjuk a keresett értéket, ami | — 4 4 3i + 4| = 3.

c. Az origd kozéppontu 1 sugarti kornek a (—4, 0) ponthoz legkdzelebbi pontja a
(=1, 0) pont. A keresett érték | — 1+ 4| = 3.

d. A feltételnek az y = x egyenes pontjai koziil a z = —2 — 2i felel meg, ez a pont van
legkozelebb a (—4, 0) ponthoz. A feladatnak azonban csak az egyenes els6 siknegyedbe
es6 része felel meg, igy a (—4, 0) ponthoz a félegyenes (0, 0) pontja van legkizelebb, és
a minimum |0 + 4| = 4. [
2.5-10. Tegyiik fel, hogy a z komplex szam értéke a |z—7| = 3 feltételnek eleget
téve valtozik. Keressiik meg |z — i| legkisebb és legnagyobb értékét.
Megoldas.

A |z — 7| = 3 feltételnek megfelels pontok egy koron vannak. A kor kdzéppontjat

(7, 0)-t és az i-nek megfelel6 pontot, (0, 1)-t Osszekotd egyenesnek a korrel vald két
metszéspontja szolgiltatja a legkisebb és legnagyobb értéket.

Im

2.16. abra.

A kor egyenlete (Lasd a 2.16. abrat.):
(x =72 +y*=09.

A koézéppont tavolsaga a (0, 1) ponttol

V72 + 12 = V/50.

A minimumot megkapjuk, ha ebbdl levonjuk a sugar nagysagat, a maximumot akkor
kapjuk, ha hozzdadjuk a sugar nagysagat. Igy

min|z —i| = V50 — 3, max|z —i| = V50 + 3.



42 2. Példak

2.5-11. Tegyiik fel, hogy z és w a kévetkez6 feltételeknek eleget tevé komplex
szamok: |w—12| =7 és z—5i = 4. Keressiik meg |w — z| legnagyobb és legkisebb
értékeét.

Megoldas. A feltételek két kort hataroznak meg, melyek diszjunktak. A keresett pontok
a két kor kozéppontjait, a (12, 0) és (0, 5) pontokat 6sszekots egyeneseken vannak. A
korok kozéppontjainak tavolsiga:

|01, 0] = /52 4122 = 13.

Az egymashoz két legkdzelebbi pont tavolsdgat megkapjuk, ha ebbdl kivonjuk a két sugar
nagysagat:
|A1,B1| =13 —-7T—4=2.

Az egymastol két legtavolabbi pont tavolsagat megkapjuk, ha |Oy, Oz| -hez hozzaadjuk
a két sugar nagysagat:
| Ay, By| = 13+ 7+ 4 = 24.

2.6. Szogfiiggvények és a komplex szamok

2.6-1. Adjuk meg cos(36)-t cosb-val, sin(30)-t sinf-val és tg(30)-t tgh-val kife-
jezve.
Megoldas. Induljunk ki a kovetkez§ 6sszefiiggésbal:
cos(30) + isin(30) = (cos @ + isin ).
Alakitsuk a jobb oldalt:
(cos B 4 isin @) = cos® @ + 3 cos® O sin §i — 3 cos fsin® § — sin> 0.

A két oldal valos részeinek egyenlGségébdl, valamint a

sin?f =1 — cos? 6
azonossagra tamaszkodva:

cos(30) = cos®§ — 3cos fsin® § = 4 cos® —3 cos 6.

A két oldal képzetes részeinek egyenl@ségébdl, valamint a

cos?f =1 —sin%0
azonossagra tamaszkodva:

sin(30) = 3 cos? fsin — sin® @ = 3sin @ — 4sin® 4.
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Végiil

sin(30)  3cos?fsind —sin®6  3tgh — tg>0
cos(30)  cos30 —3cosfsin?l 1 — 3tg20 ’

tg(30) = tg # %_

2.6-2.
a. A cos(50) + isin(50) = (cosf + isinf)® Bsszefiiggés felhasznalasaval bizo-
nyitsuk be, hogy

cos(56) = 16 cos® § — 20 cos® 0 + 5 cos 6.

b. Ebbdl szamologép felhasznalasa nélkiil bizonyitsuk be, hogy

1
cos 18° = ZV 10 4 2v/5,

és keressiink hasonlé kifejezést cos54° szamara.
Megoldas.
a.

cos(50) = Re(cos® +isinf)®
= (8) cos® 0 + i2 (g) cos? 6 - sin? 0 4 i4 (i) cos - sin* 6
= cos’ 0 —10cos? §(1 — cos? ) + 5cos (1 — cos? 9)?
= 16cos® — 20 cos® O + 5cosf

b. Vezessiik be az © = cos 18° jel6lést. Mivel
cos(b - 18°) = cos(90°) = 0,
ezért a
16x° — 202> + 5z = 0,

vagyis az
x(162% — 2022 +5) =0

egyenlet megoldasat kell megkeresniink. Egyik gyok a nulla, ami nekiink nem megolda-
sunk. Vizsgaljuk a
162* — 202* +5 =0

egyenletet. Ezt az x?-ben masodfokt egyenletet oldjuk meg x>-re.

o 204400320 204 v80 _ 10+2v5
32 32 16

T

Mivel a keresett érték pozitiv, igy a

10 + 2¢/5 et 10 — 2¢/5
716 1lletve a 716
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értékek johetnek szoba x szaméra. A masodik kisebb, mint cos(30°), igy a keresett meg-

oldas
. 1
cos18° = Z\/10 +2v/5.

cos H4° szamitdsakor ugyanarra az egyenletre jutunk, mint az el6bb, mivel cos(5 - 54°) =
cos(270°) = 0. Igy a most keresett érték az el6bb talalt masodik gyok:

1
cos H4° = ZV 10 — 2+/5.

2.6-3. Legyen z; = 1+/3i, 2o = 2i. Szamitsuk ki mindkét szam abszolut értékét
és f6 argumentumat. A Gauss-szamsik segitségével mutassuk meg, hogy

(1 + 29) o7
rg(z1 + 22) = —.
arglzi 2 12
Ebbdél kiindulva lassuk be, hogy
o
tg— =2 3.
85 +3
Megoldas.
1
2 = 14+V3i=2 7+§z‘
2 2
(o i)
= — in—
cos o +ising
zZ9 = 21
(o i)
= — in—
cos 5 +ising
21 +2z = 14+ (2+3)i

A 2.17. abréarol leolvashatd, hogy 21+ 22 egy olyan paralelogramma atloja, amelyiknek
a két oldalat az azonos abszolut értéki z; és 2o alkotja, s igy a paralelogramma rombusz,
a rombusz 4tléi pedig felezik az oldalak altal bezart szogeket. Ebbél

T l1l/m =« 1l /m =«
aglert =) = 5+5(3-5)=3(5+3)
om
12
2tz = 14+ (24V3)i
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Im

Z2 A

2.17. abra.

Ezek alapjan

5m sin(arc(z1 + 22)) 243

tol — ¢ —
& 12 glarc(z1 + 29)) cos(arc(z1 + 22))

2.6-4. Mutassuk meg, hogy

. <n+1 ) . nr

sin 5 x s1n7

sinxz +sin2x + ...+ sinnx = = ,
Sin§

x
ahol = olyan val6s szim, amelyre sin 5 # 0 teljestil.

Megoldas. Legyen

$+, . T
z = cos — +4sin —.
2 2

Tekintsiik a kovetkez6 mértani sorozatot:
2 4= (1)

Mivel 22 # 0, 22 # 1, a 22 kvocienssel alkalmazhatjuk a mértani sorozat dsszegképletét:

1
2n n 2"——
Lk e N AN
Wi B )
s =
z
A tovabbiakban felhasznaljuk, hogy
nx nx

Z" :cos?+isin—,

2
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valamint
1 r ..z
— = oS — — i8in —
z 2 2’
s ebbdl
nr .. NI
— = C0oS — — isin —.
A 2 2

A (2) képlet a kovetkezGkeppen alakul:

isin — sin —
1 1
Zn+17% = (cosn+ :p+isinn+ x> % . (3)
2i sin 5 2 2 sin 3

(1) képzetes része
sinx +sin2x + ... 4+ sinnz,

(3) képzetes része

. 1 . nx
sin xsin —
2
. T ’
sin —
2
ezek egyenlGek, {gy az allitasban szerepld egyenlgségher jutunk. ]
2.6-5. Bizonyitsuk be, hogy
1 .
cos? & + cos? 2z + ... + cos’nx = n + cos((n +_ )2) smx’
2 2sinx

ahol z olyan valds szam, amelyre sinx # 0 teljestil.

Megoldas. Legyen

A:0082x+00522x+...+0052nx.

Felhasznaljuk a kovetkezd azonossagot:

cos 2z = cos® xr — sin® x = 2 cos® —1,

amibdl
9 cos2x +1
cos“ = ———.
2
Ennek segitségével a bal oldalt alakitva:
A_0052x+1+cos4$+1+ +COS2TLZC+1
2 2 2 2 2 2

B = cos2x + cosdx + ...+ cos2nzx,



2.7. Komplex egyiitthatos egyenletek 47

akkor nyilvan

+3 (4)

x x
Ha z = cos 5 + isin 5 akkor 22 # 0, 22 # 1. B értékének kiszamitasara tekintsiik a

kovetkezs, 22 kvocienst mértani sorozatot:

2n
-1
2y 422 = 22Z2
ze—1
1
o Zn - —
= 27 2"
> 1
Z —_
z
_ el 2isinnx
2isinzx
sinnx
= 1 ; si 1 .
(cos((n + 1)x) + isin((n + 1)x)) -
A bal oldal valds része
cos 2z + cos4dx + ...+ cos 2nz,
ami B. Ez egyenld a jobb oldal valds részével, vagyis
B = cos2x + cos4x + ... 4 cos 2nz = cos((n + 1)1:)81?”:13
sinz
Ezt (4)-be helyettesitve:
~ 1 .l 1
cos’ x4 cos? 2z + ... + cos’nz = cos((n + - )x) - sin na - ﬁ,
sin x 2 2
amit be kellett latnunk. [}

2.7. Komplex egyiitthatés egyenletek

2.7-1. Oldjuk meg a kévetkezd egyenletet a komplex szadmok halmazan:
|z| —z2=1421

Megoldas. Legyen
z = a + bi.

Ekkor az egyenlet igy alakul:

Va2 +b=a+bi+1+2i=a+1+ (b+2)i
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Ebbél
b+2=0,

amibdl b = —2.
MAsrészt

Va2 +4=a+1,

amibdl leolvashatd, hogy
a+12>0.

Négyzetre emeléssel:
a?+4=0a’>+2a+1,

ebbsl

A megoldas:

2.7-2. Oldjuk meg a komplex szimok halmazan a

2-z=0
egyenletet.
Megoldas.
1. Megoldds: Hasznaljuk fel z algebrai alakjat. Legyen
z=a+ b.
Ekkor
22 = (a+bi)?
= a® —b% + 2abi,
zZ = a—bi

Ezeket a feltételi egyenletbe {rva az aldbbi egyenletrendszert kapjuk.

- —a=0 és 2ab+ b= 0.

A masodik egyenlet
b(2a+1)=0

alakra hozhaté, amibél azt kapjuk, hogy
b=0, vagy 20 +1=0.

Helyettesitsiik b = 0-t az els§ egyenletbe.

a?—a=0,

2. Példak
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vagyis
ala—1) =0,
s ebbél
a =0, vagy a=1.

1
204+ 1 =0 esetén a = 5 Helyettesitsiik ezt az els6 egyenletbe.

amibdl

a=0, b=0, z=0;
a=1, b=0, z=1

1 V3 1 V3
a=-5 b= FE Ty T
_ 1 po V3 _ 1 .V3
a= 3’ = 5 z = 7 7,2.

2. Megoldds: Most z trigonometrikus alakjéval dolgozunk. A

2

zc—z=0
egyenlet mindkét oldalahoz hozzdadjuk z-at:
22 = Z,
mindkét oldalt megszorozzuk z-vel:
23 =27 = |2 (1)

Legyen z = r(cos ¢ + isin ). Ezt helyettesitsiik be (1)-be.
73 (cos(3¢p) + i sin(3¢p)) = 72

a. Ha r = 0, akkor z = 0.
b. Ha r # 0, akkor osztunk r2-tel.

r(cos(3¢) + isin(3p)) = 1,

amibsl r = 1.
Behelyettesités utdn kapjuk, hogy

cos(3p) +isin(3¢p) = 1,
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vagyis
(cosp +ising)® = 1.

Ennek az egyenletnek a megoldasai a harmadik egységgyokdk:

1
E P S S )
2 2 2 2
A megoldas tehat
0, 1, —umﬁ, 1V
2 2 2

2.7-3. Vizsgaljuk meg, milyen z komplex szamok elégitik ki a kévetkez6 egyen-

letet:

2223

Megoldas. Szorozzuk be az egyenletet z-vel
- 4

zZ-z2=2z",

ebbdl
|z|? = 24

Legyen
z =r(cosp + isinp).

FEzt befrva egyenletiinkbe
2 = r4(cos(4p) + isin(4yp)).

r = 0 kielégiti az egyenletet, s igy az egyik megoldés 2o = 0.
Ha r # 0, akkor r2-tel oszthatunk:

1 = r?(cos(4¢p) + i sin(4yp)).
Bal oldalon 1 all, s igy a jobb oldal 1 trigonometrikus alakja, amibdl
r2=1.
r nem negativ, tehat r = 1. Igy,
1 = cos(4¢) + isin(4yp)

megoldasat kell keresniink, ami a négy negyedik egységgyok.

2k 2k
zk:cosTﬂ—i—isinTﬂ, 0<k<3.
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A teljes megoldés:

20 = 0, 21 = 1, 29 = ’i, zZ3 = —1, 24 = —1i.
|
2.7-4. Igazoljuk, hogy ha a z komplex szaAm nem nulla, és
1
z+ — =2cos#,
z
akkor 1
2™+ T = 2cos(mb), (m €N).
Megoldas. Szorozzuk meg mindkét oldalt z-vel:
22 +1=2zcosé,
rendezve:
22 —2zcosf+1=0.
Oldjuk meg ezt a z-ben masodfokid egyenletet:
2cosf & v4cos?2h —4  2cosf £ 2isinf .
Z10 = = = cosf tisinf.
' 2 2
Ez alapjan
2™ = cos(m#) + isin(mb),
és
1 " 1 " . m .
— == = — = (cos@ £isinf)" = cosmb £ i sinmé.
zm z cosf +isinf
Amibél valoban
1
2™+ = 2 cos(mb).
|

2.7-5. Bizonyitsuk be, hogy ha ¢ # 1 harmadik egységgydk, akkor
(a+b+c)la+be+ce®)(a+be? + ce) = a® + b* + ¢ — 3abe

Megoldas.
(a+b+c)(a+be+ce?)(a+ be? +ce) =
= (a+ b+ c)(a® + abe? + ace + abe + b%e® + bee? + ace? + best + 2e3) =

Mivel ¢ harmadik egységgyok, ezért e3 =1 :
= (a+b+c)(a® +b? + ® + ab(e + €2) + ac(e + €%) + be(e + €2)) =
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¢ # 1 harmadik egységgydk, s igy 1+¢e+¢e2 =0, amit felhasznalva:
=a® + ab?® + ac® — a®b — a’c — abc + a®b + b3 + b+

—ab? — abc — b c+ a?c+ b2c+ ¢ — abe — ac® — be? = a® + b3 + & — 3abe ]

2.7-6. Legyen
A (o i)
a = cos — + isin —
4 4/’
b = 2(cos45° —isin45°),

-7 -7
= —2v2 — +¢sin— | .
c f(cos 3 + 7s1n 3)

Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan és az eredményt
adjuk meg trigonometrikus alakban.

a®—B — e =0
Megoldas. A kiindulési egyenlet rendezésével azt kapjuk, hogy
s ab—b

z = .
Cc

A szamlaloéban levs miivelet algebrai alakot kivan, a tort értékébdl valé harmadik gyok-
vonas viszont trigonometrikus alakot. Ezt szem el6tt tartva egyrészt

ab = <2?l (cosZ—i—isinZ))G
= 2% (cos%—l—z’sin%)
2 2

= 2V(-)

= —16v2i,

masrészt
b = 2(cos45° + isin45°)
= Cos 1 7 sin 1)
és ebbdl
_ 5 5)
b5 = 2 <cos Zﬂ + 2sin I)
2 2

= —16V2— 16V/2i.
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Igy
ab — 55 = 16\/5.

Felhasznalva azt, hogy
—1 = (cosm+isinm),

c = —2¢2 (cos_?)7T + isin _:;T)

= 2v2(cosT +isin) (cos 5 + isin W)

3
2 2
= 2¢2 cosl +isin—7T .
3 3
Behelyettesitve a tortbe:
-5 16v/2
c N 2r . . 2m
2v/2 | cos =— + isin —
3 3
3 47 s a7
= cos — +isin — | .
3 3

Ebbél harmadik gyokot vonva:

4 k2 4 k2
zk—2<cos<g+;)—i—isin(;—l—;)), k=0,1, 2.

Ezek szerint a keresett gyokok:

4 4

20 = 2 (cos g + isin ;) = 2(cos80° +isin80°)
10 10

21 = 2 (cos TW + isin 97T> = 2(cos200° + isin 200°)
16 16

z9 = 2 (cos Tﬂ + isin 97T> = 2(cos320° + isin 320°)

2.7-7. Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok halmazan és az
eredményt adjuk meg trigonometrikus alakban.

4 \4
(cos 225° — isin225°)2° + 32i — 0.5 <1> (i—1)=0
Z p—
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Megoldas. Mivel cos 225° — isin 225° # 0, ezért

4 \*
0.5 <> (1—1)—32i
5 t—1

cos 225° — 7sin 225°

Fl6szor a szamlalot alakitjuk at.

Felhasznaljuk, hogy (i +1)? =2i, (i+1)*=-22, (i—1)=—i—1. Igy a szamlalo:

4 \*
=05 < : 1) (i—1) — 32i = 0.5(—2%)(—i — 1) — 32 = 32i + 32 — 32i = 32.
Z_

A nevez6t alakitva

1
cos 225° — ¢ sin 225°

5 5
= (c08225° + i sin 225°) <cos f +isin I) .

Ezek alapjan a tort:

5 5
2% =32 <cos£+isinz).

A gyokvonast elvégezve:

zr = 2| cos E—FkQJ + 2sin E—i-mi
B 4 5 45

5+ 8k 5+ 8k
= 2<cos(+)7r—|—isin(+)ﬂ>, k=0,1, 2, 3, 4.

20 20
Ebbdl:
2 2
20 = 2(008—4—25111%) 2({—#2'\2[) V2 + \@,

21:2
z9 = 2

COS —— +1SIn ——

— 9
=3 20 20

Y

(
(
( 297 . 297
(
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2.8. Gyokok és egyiitthaték

2.8-1. Keressiik meg a 2 4+ z 4+ 10 = 0 egyenlet 5sszes valés gyokét, ha tudjuk,
hogy az egyik gy6k z; =1 — 2i.
Megoldas. Valés egylitthatos egyenletrdl van sz6, s {gy a méasik gyok

29 =721 =1+ 2i.
Legyen a harmadik gyok z3. A gyokok és egyiitthatok kozotti dsszefiiggés alapjan:

21+ 22+ 23 =0,
amibdl zg = —2. [ |

2.8-2. Mutassuk meg, hogy a z* + 23 + 2 — 1 = 0 egyenlet egyik gydke z; = i.
Adjuk meg a t6bbi harom gy6kot.
Megoldas. Helyettesitsiik be ¢ — ¢ az egyenletbe.

P ri-1=1—i+i—1=0.
Tehat z; = i gyoke az egyenletnek. Az egyenlet valos egyiitthatés, igy a masik gytk

zZ9 = 1:—i.

Legyen a tobbi két gyok z3 és z4. A gyokok és egyiitthatok kozotti osszefliggésekre ta-

maszkodva:
21 +2z9+ 234+ 24 =—1
és
21292324 = —1.
Ebbsl
z3+2z4=—1
és
Z324 = —1.
Mivel 0 nem gyok, ezért
1
24 = ——,
Z3
amit befrva az els6 egyenletbe
1 2
23 — — = —1, z3+23—1=0.
Z3
Ebbsl
—1+5
23 = ———

2
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és
—1-+5

zZ4 =

Az egyenlet gydkei tehét:

;o TlEVE 16
) ) 2 ) 2 *

2.8-3. Mutassuk meg, hogy a 2% — 223 — 22 + 22 + 10 = 0 egyenletnek gydke a
z1 = —1 +1i. Adjuk meg a t6bbi harom gyodkoét is.
Megoldas. Behelyettesitve latjuk, hogy

z1=—1+1
gyoke az egyenletnek. Az egyenlet valos egyiitthatos, igy a masik gyok
zo=7z21=—1—1.

Legyen a tobbi két gydk z3 és z4. A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefliggésekre ta-
maszkodva:
Z1+ 204+ 23+24=2 és 21222324 = 10.

Ebbdél
z3+ 24 =4 és 2324 = .

Mivel 0 nem gyok, ezért az utoébbi egyenletbél

5
24 = —,
z3
amit beirva az el6zébe
5
zz+——4=0
zZ3

4+16-20 4+2i
- 2 2

z§—423—|—5:0, z3 =241

Az egyenlet gyokei tehat:
—1+i, —-1—-i, 2417 2—1.

2.8-4. Tudjuk, hogy a 22+ (1 —i)z — 4 + 7i = 0 egyenlet egyik gySke z; = 2 — .
Keressiik meg a masik gyokot.
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Megoldas. Vigyazzunk, nem valés egyiitthatés egyenletrsl van sz6, s igy a masik gyodk
nem z1. Legyen a méasik gyok zo. A gyokok és egyiitthatok kézotti Osszefiiggések alapjan:

z21+2z0=—(1—4)=—-141 és 21290 = —4 + Ti.
Az els6 Gsszefiiggésbe helyettesitsiik be z; adott értéket.
2—i+2zm=—-1+1, 29 = —3 + 2i.

2o értékét az eredeti egyenletbe visszahelyettesitve meggy6zddhetiink arrél, hogy valéban

gyok. ]

2.8-5. Tegyiik fel hogy a 2% — 2z + k = 0 egyenlet egyik gySke z; = 1 +i. Adjuk
meg a masik két gydkot és a k valds konstans értékét.
Megoldas. Az egyenlet valos egyiitthatos, s igy a masik gytk

29=721=1—1.
Legyen a harmadik gyok z3. A gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefiiggések szerint:

21+ 22+ 23 =0, 1+i+1—7+ 23 =0,

amibdl
zZ3 = -2
Masrészt
Z1729723 — *]’C,
és {gy
k=4.

2.8-6. Tudjuk, hogy a 2% + pz? + ¢z + 13 = 0 egyenlet egyik gybke z; = 2 — 3i.
Adjuk meg a tébbi gy6kdt, valamint a p és g valos konstansok értékét.
Megoldas. Az egyenlet valés egyiitthatos, igy a masik gyok

2 =71 = 2+ 3.

Legyen a harmadik gyok z3. A gy6kok és egyiitthatok kozotti dsszefiiggésekre tamasz-
kodva:
212923 = —13, 132:3 = —13, z23 = —1.

Masrészt
21+ 22+ 23 =—Dp, és 2122 + 2123 + 2923 = q.

Ebbél p = —3 és

g = (2-3)2+3)+(2-30)(-1)+ (24 30)(-1)
= 13-4
= 0.
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]

2.8-7. Keressiik meg az a és b valos szamok értékét, ha 23 —3224-az+b oszthaté
z —1 -vel.
Megoldas. A feltétel miatt z — @ szerepel

22 —3224+az2+b=0

gyoktényezds alakjaban, s igy ¢ gydke a harmadfoku egyenletnek. Ha tehat az egyenletbe
i-t behelyettesitjiik, akkor nullat kapunk.

i’ —3i’+ai+b=0

—i+3+ai+b=0,

amibdl
3+b=0 és i(a—1)=0.

A megoldas
b=-3 és a=1.

2.9. Egyéb példak

2.9-1. Bizonyitsuk be, hogy ha két természetes szam mindegyike elGallithato
két négyzetszam Osszegeként, akkor a szorzatuk is elGallithaté ilyen alakban.
Igaz-e az allitdas megforditasa?
Megoldas. Négyzetszamként a 0-t is megengedjiik. Példaul
2=1+41, 242=4+0

Legyen

n = a?+ b és m = x? + y>.
Ekkor n és m tekinthetd egy-egy komplex szam abszolit érték négyzeteként:
K 2.

n=|a+ bi m = |z + yi

Ebbél:
n-m = l|a+bi?-|z+yil?
= |(a+bi)(z +yi)|?
= |az — by + (ay + bx)i|?
= (az —by)? + (ay + bz)?.
Az allitdas megforditdsa nem igaz, példaul

18 = 32 + 32, 18 =3-6,
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de sem 3, sem 6 nem allithaté el két négyzetszam Osszegeként. ]

2.9-2. Bizonyitsuk be a kévetkezd allitast: Legyen z € C, n € N. A 2z =0 szam
egyetlen n-edik gytke 0. Ha

z#0 és z =r(cosp + isiny),

akkor z-nek n kiilé6nb6z6 n-edik gydke van, melyek

Wy, = C/?(cos@%—isin(mr) , 0<k<n-1
Megoldas. Legyen
w = p(cos ) +isiny)
a z szam n-edik gydke. Mivel w" = z, ezért
0" (cos(nw) + isin(ny)) = r(cos ¢ + isinp). (1)
Ha z = 0, akkor r = 0, s igy (1)-bél
0=0 és w = 0.
Ha z # 0, s ezért r # 0, akkor (1) alapjan
et =r (2)
és
ny — o = k2m, (keZz). (3)
(2)-bol

o=,
ami a nem negativ valos szamokon értelmezett gyokvonas alapjan egyértelmd. (3) -bol
pedig
nY = ¢ + 2k,

s igy

2%
=24+ (kem).
n n

Ha 0 < k < n — 1, akkor n kiilonb6z6 értéket kapunk v-re és igy w-re is. Ha k vala-
mely ezekt6l kiillonbozé egész szam, akkor i ezen értékek valamelyikétél 27 egész szamn
tobbszorosével kiilonbozik, s igy a wy szdmok valamelyikével megegyezik. Ezek szerint

minden nullatél kiilénbo6z8 komplex szamnak n kiilonboz6 n-edik gyoke van. |

2.9-3. Mutassuk meg, hogy ha z € C\ 0, n € N és w}] = z, akkor z t6bbi n-edik
gyoke wier (1 <k <n-—1), ahol ¢ n-edik egységgyik.
Megoldas. Felhasznélva, hogy €} = 1, azt kapjuk, hogy

(wieR)" = wl - e = w} = 2,
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ezért wier 2z n-edik gydke. Masrészt az n-edik egységgyokokkel szorozva wi-et, csupa
kiilénbo6zé n-edik gytkst kapunk, mert

Wi = W1€s

esetén wi # 0 miatt
EL = Es.

Mivel z-nek n kiilonb6z6 n-edik gydke van, az allitdsban megadott médon megkapjuk az

Osszeset. [ ]

2.9-4. Szerkessziik meg két adott komplex szam szorzatanak megfelels vektort
a Gauss-szamsikon.
Megoldas. Legyen P a z;-nek, () a zo-nek, E pedig az 1 szdmnak megfelel§ pont a koor-
dinatarendszerben. Feltessziik, hogy a 2.18. dbranak megfelels helyzettiek a vektoraink.
Szerkessziink az OQ) szakasz f6lé az OF P haromszéghoz hasonlé haromszoget, és az 1]
cstcsot jeloljiik R-rel.

Im
R VA RE)
Q z
/B P Z1
[0
> Re
0 E (1,0) )
2.18. abra.

z1 argumentumaét jelélje o, zo argumentumét pedig 8. Az R pont altal meghatarozott
komplex szam argumentuma « + (3, abszolut értékére pedig a kovetkezd igaz. Mivel a két
haromszog hasonlo, ezért
OP:0OF =0R:0Q.

Ebb6l OF = 1-et felhasznélva

ﬁzﬁmz ‘Zl| . ‘22| = |Zl -2’2‘.
Tehat az R pontnak megfelel§ komplex szdm z; és zo szorzata. [

2.9-5. Szerkessziik meg valamely z # 0 komplex sziAm reciprokidnak megfelel6
vektort a Gauss-szamsikon.
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1
Megoldas. Ha |z| = 1, akkor az — -nek megfelel§ komplex szam nyilvan Z, vagyis a
z

valos tengelyre valo titkorképet kell megszerkeszteniink. Legyen most |z| > 1, és z =
r(cosa +isina).

Im

2.19. abra.

Szerkessziik meg az O kozépponti egységnyi sugart kort (2.19. abra). A z komplex
szamnak megfelel§ pont legyen P, P-bdl a kérhoz htzott egyik érinté érintési pontja E.
Az OEP derékszogl haromszdg E-bdl indulé magassdgvonalanak talppontjat jeloljik
T-vel. Az OTFE héaromszig hasonld az OFE P haromszoghoz, ezért

OT :OFE =OFE : OP,

s ebbdl
OP-OT =0FE° =1,

amibdl

1

oT =

1
OP r
A T pontot a valés tengelyre tiikrozve kapjuk S-et. Az ennek megfelels komplex szam

1
abszolut értéke —, argumentuma —«, tehat megkaptuk z reciprokat. Az 1-nél kisebb
r

abszolut értéki komplex szadmok reciprokidnak szerkesztése hasonlé meggondolés alapjan

végezhets. [

2.9-6. Bizonyitsuk be, hogy szabalyos haromszog sikjaban fekvé tetszdleges,
a csticsoktol kiilonb6zd P pontot a cstcsokkal 6sszek6td szakaszokbol harom-
sz0g szerkesztheté oly mdédon, hogy ezek a szakaszok a haromszég oldalai
lesznek.

Megoldas.
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Im+4

Py 29
Pz

» Re

2.20. abra.

Legyen a haromszog harom cstcsa Pi, Pa, Py (2.20. dbra). Az allitas szerint érvényes
a PP, PP, P3P szakaszokra a haromszog-egyenl6tlenség. Lassuk be példaul, hogy

PP < PP+ PP

fennall. Jelblje z, 21, 22 és z3 sorban azokat a komplex szamokat, amelyeknek megfelel
vektorok az origébol a P, Py, P» és P3 pontokba mutatnak. Ezek segitségével az el6z6
egyenlet igy fogalmazhatd meg:

|z — 21| < |z — 22| + |2 — 23]
Tekintstik a kovetkez§ kifejezést:
(z—21)(22 — 23) + (2 — 22) (23 — 21) + (2 — 23) (21 — 22).
Ha elvégezziik a kijeldlt mutveleteket, lathatjuk, hogy a kifejezés értéke 0. Ebbél
(z—21)(22 — 23) = —(2 — 22) (23 — 21) — (2 — 23)(21 — 22).
Mindkét oldal abszolut értékét véve:
(2 — 21)(22 — 23)| = [(2 — 22) (23 — 21) + (2 — 23) (21 — 22)|.
Alkalmazzuk az Osszeg illetve a szorzat abszolut értékére vonatkozé ismereteinket.
[(z = z1) (22 — 23)[ < |(z — 22) (23 — 21)| + |(z — 23)(21 — 22)|

|z — 21| |22 — 23| < |z — 22| - |23 — 21| + |z — 23] - |21 — 22|

Mivel |zo — 23], |23 — 21|, |21 — 22| egy szabélyos haromszog egy-egy oldalanak hossza,
ezért
|ZQ — Zg| = |2’3 — 21| = ‘21 — 22‘ 7& 0.

Ezzel az értékkel egyszertsitve:

|z — 21| < |z — 22| + |2 — 23],

ami a bizonyi{tandé volt. u
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2.9-7.

a. Az 1-t6l kiillonb6z6 harmadik egységgytkoknek megfeleld pontokat kos-
siik Gssze az 1-nek megfelelé ponttal, és szamitsuk ki az igy keletkezd szaka-
szok hosszanak a szorzatat.

b. Végezziik el ugyanezt a negyedik egységgytkikkel.

Megoldas.
/3

1
a. A 3 + 27 pontbol az 1-be mutaté vektornak megfelel§ komplex szam

i =14 — i,

11\/3 1 V3
272 2 2

1 3
a 3~ Z\Qf pontbol az 1-be mutaté vektornak megfelel§ komplex szam pedig

1 V3
14+ - 4+7—.
+ 5 +1 5
(Lasd a 2.21. abrat.)
Im
1 3
413
2 2
Re
1 V3
14+ - 4+7—
+ 5 +1 5
2.21. abra.

1 V3
(8

(o) - |
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Im
1
7\
V2
< > Re
-1 1
V2
Y,
—1
2.22. abra.

b. A negyedik egységgyokok esetén is kossiik 0ssze az 1-nek megfeleld pontot a téb-
bivel, és az igy kapott szakaszok hosszat szorozzuk ossze. (Lasd a 2.22. 4dbrat.)

=il L= (~1)] 1= (=) = V2-2-v2 =14
lesz az eredmény. m

2.9-8. Irjunk az egység sugarn kirbe egy szabalyos n szbget. Bizonyitsuk be,
hogy egy tetszdleges csicsot a tobbi csticesal 6sszekdtd szakaszok hosszanak
a szorzata n-nel egyenld.

Megoldas. Legyen € egy primitiv n-edik egységgyok. Ekkor az

1, e, €%, ..., €

szdmoknak megfelel§ pontok az egységkorbe irt szabalyos n oldala sokszdg csticsai. Kos-
siik 6ssze a tobbi cstucsot az 1-nek megfelel6 ponttal. Az 6sszekéts vektorok az

1—¢, 1—52, ey 1—¢

komplex szdmoknak felelnek meg. Az allitas igy fogalmazhat6é meg a segitségiikkel:

1—el- 1=} -...-1—e""=n,
ami {gy is irhato:
(1—e)(1-€?)...(1 - =n. (1)
Tudjuk, hogy az
1. ¢ 52 6n—l
szamok kielégitik a
Z2"—=1=0

egyenletet. Masrészt
2 1=(z=1D)(" 22 24 1)=0.
Mivel a z — 1 tényezének csupan az 1 szam gyoke, a mésodik tényezének, az

f)=2""14 2724 4241 (2)
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polinomnak a gyokei

Ezért f(z) gyoktényezss alakja a kovetkezd:
f(2)=(z—¢e)(z—€?)...(z =" h).

Ebbél
f(y=1—-e)1—-€?)...(1—e"1),

mésrészt (2)-bdl azt kapjuk, hogy
f(1) =n.

65

Az (1)-ben a bal oldalon szerepl6 kifejezés tehat n abszolut értéke, ami szintén n. [ |

2.10. Binomialis egyiitthaték és komplex szamok

Az alabbi példékban n pozitiv egész szamot, k,m pedig nem negativ egész szamokat

jelolnek.

2.10-1. Adjuk meg a kovetkezd kifejezések értékét zart alakban.

(0) = )+ (1) = (6) + (&) v e ()

ahol k az a legnagyobb paros egész szam, melyre k£ < n,

() -G (G)- )+ ()= ()

ahol k£ az a legnagyobb paratlan egész szam, melyre k < n.

Megoldas. Tekintsiik az (1+414)" kifejezést és vegezziik el a hatvanyozast kétféleképpen.

Egyrészt

arar = (5) = ()= () - G () + () (6) -
()= )= (o) e ()

(1+4)" = (\/5 (cosg +isin£))n =2" (cos% +isin%>.

a. A kétféle elgallitasban a valds részek megegyeznek, igy

(6)- )+ ()= ()= () == () -y,
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b. A kétféle elgallitasban a képzetes részek megegyezése miatt

(1)) ()= () (6) = (i) -y

2.10-2. Adjuk meg a kovetkezd kifejezések értékét zart alakban.

A=)+ (M) + () +...+ (7
\0 4 8 k)’
ahol k az a legnagyobb 4-gyel oszthato egész szam, melyre k < n,
b.
n n n n
B = e
() () (6) e ()
ahol k az a legnagyobb 4m + 1 alaka egész szam, melyre k£ < n.
n n n n
C= -
(2 (6) + o) =+ (1)
ahol k az a legnagyobb 4m + 2 alakt egész sziam, melyre k < n,

. D:<§)+<?>+(3)+(ﬁ>+”'+<:>7

ahol k az a legnagyobb 4m + 3 alakt egész szam, melyre k£ < n.
Megoldas. Egyrészt

masrészt - i o
1+4)" = (V2(cos — +isinmd))” = /2" (cos — 4 4 sin — ).
4 4 4
Ezekbdl nr n
A—C:\/ﬁncosz, B—D:\/insinj. (1)

Ugyanakkor
A+C=B+D=2"" (2)

Fz utébbi a binomialis egyenletbél konnyen adodik:

n __ n n n n—1 n k, n—k n n
(x +vy) —<O>y +<1>my —i—...—i-(k)xy +...+<n)x,

amib6l az £ = 1 és y = —1 helyettesitést elvégezve

o=a-1r=(5) - (1) (5) - (]):
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ebbdl pedig

-0+ - )0t

(1) és (2) 6sszehasonlitasaval

1 1
A:7(2"*1+\/§ncosﬂ>, B:—<2”*1+\/§nsin@>,
2 4 2 4
o 1 n—1 n nm o 1 n—1 n nim
C—2<2 —\/50054), D—2<2 —\/551114).
[ ]
2.10-3.
a. Legyen

2r .. 27
s:cos?qusm—.

3

Lassuk be, hogy 1 +¢* + % értéke 3, ha 3 | k, illetve 0, ha 3 |/k.
b. Adjuk meg a kévetkezd kifejezés értékét zart alakban:

() () ()= ()

ahol k az a legnagyobb 3-mal oszthatd egész szam, melyre k£ < n.
Megoldas.
a. Ha 3 | k, akkor € = 1 és £2* = 1, hiszen ¢ harmadik egységgyck. Igy ebben az
esetben
1+e¥ e =3.

Ha pedig 3 |/k, akkor e # 1 és a mértani sorozat sszegképletét alkalmazva

gk —1

1 k 2k _ '
+e¥+¢€ 1

Mivel e3* = 1, a szamlalo értéke 0 lesz.

. () (5)+ (2) e (1) -

Tekintsiik a kovetkezs atalakitast:

n )" €2n: " n Ek 62k.
1+1)"+(14+e)"+(1+¢%) k:o(k)(1+ + &)
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Az a.-ban kapott eredmény miatt ennek a kifejezésnek az értéke éppen
n n n n
3 . . 1
() G+ ()= () 2

T+D)"+ 1 +e)" + (1 +e)" =

Ugyanakkor

n T .. T\" T .. T\"
=2 +<cos§+zs1n—) —i—(cos——zsm—)

3 3 3
= 2”+cosn—7r —I—isinn—7r —|—cosrn—7T —isinniT
N 3 3 3 3
= 2"+ 2cos % (2)
Ko6zben felhasznaltuk azt, hogy
1—i—€-cosz+isinE és 1+€2—COSE—iSinE
3 3’ -3 3

(1) és (2) Gsszevetésével

(g)+(§)+<g)+...+(g) = (2 42008 ™)

|
2.10-4.
a. Legyen
&y 2 L. 27
€ = COS — + 181N —
m m
Lassuk be, hogy
L4eb ey pemDE — m  ham|k,
0, ham k.

b. Legyen

= (5)+ (1) + (o) = (1)

ahol k£ az a legnagyobb m-mel oszthatd egész szam, melyre k£ < n. Lassuk be,
hogy
A+D"+(1+e)"+...+ 1+ Hr =mT,

és ennek segitségével keressiink zart formulat T szAmara.
Megoldas.
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a. Ha mlk, akkor e® = 1, mert ¢ m-edik egységgyok. Igy ebben az esetben

1aebpe2 g L gm—Dk_

Ha pedig m |/k, akkor a mértani sorozat dsszegképletét alkalmazva

)kiEmk—l

14eb g2 4 glm-l - .
e —1

A szamlalo értéke 0 lesz, mert €™ = 1.
b.

A+D"+(1+e)"+...+ L+ =

:Z": <Z> (1+€k+52k+...+g(m*1)k> _
)

Az a. pontban kapott eredmény miatt ennek a kifejezésnek az értéke éppen

() ()= )+ ()

Felhasznaljuk, hogy

n
(1+cosa+isina)" = <QCOSg> (cos@ +isin%) .

2 2 2

(Lasd a 2.2.10 példat.)

2r . 2m\"
(I4+¢e)" = |14 cos— +isin—
m m

AN nwro .. nw
= (2cos— cos — 4+ isin — | ,
m m m

4T . 47r>n
1+ cos— +isin —
m m

Ezeket az egyenleteket dsszeadjuk:

A+D)"+ 14" +...+ 1+ Hn =

m—1
" kr\"  nkm
=2 cos — | cos—.
‘ m m

k=

69
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(1) és (2) alapjan végiil a kovetkezs eredményt kapjuk:
(n) + (n> + < " > +...+ (n) = Qnmz_l <Coskﬁr>ncosm.
0 m 2m k m m m
]

2.10-5. Legyen a, b, € R és a+bi = r(cos p+isinp), ahol r = va? + b2. Igazoljuk,

hogy
a.
n n n
A= " L =
<0>a +<4>a + +(4k>a +
_(a+b)"+(a—b)" 1,
= 1 + 5" cos(ny),
b.
n n n
B = n—lb n—5b5 o n—4k—1b4k+1 =
(1)“ * <5>a Tt kg n)? *
n __ AT 1
= (a+b) 1 (a—b) + an sin(ny),
c.
n n n
C = n—2b2 n—6b6 o n—4k—2b4k+2 R
(2)a —|—<6>a +...+ A 42 a +
_(a+b)"+(a-b)" 1,
= 1 5" cos(ny),
d.

n n n
D= n—3b3 n—7b7 o n—4k—3b4k+3 =
(3)“ +<7>“ Tt kg 3)? *

(@+b)"—(a—0" 1, .
1 — 5" sin(ny).

Megoldas. A binomialis tétel alkalmazéasaval:

(at+bi)* =" (Z) a" "k (bi)k = (A— C) + (B — DY, (1)
k=0
(a+b)"=A+B+C+D, 2)
(a—b"=A—B+C—D. (3)

Mésrészt
(a+bi)" = r"(cos(np) + isin(ny)). (4)
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(1) és (4) alapjan
A — C =r"cos(ny), (5)

valamint
B — D = r"sin(ny). (6)

(2) és (3) Osszeadasaval, illetve kivonasaval kapjuk, hogy

sroo @t +@=br

; (7)

(a+b)" —(a—b)"
= 0

B+ D=

Ha (5)-6t és (7)-et Osszeadjuk, megkapjuk az a.-beli Gsszefiiggést, ha (7)-bél kivonjuk
(5)-0t, c.-hez jutunk. (6) és (8) dsszeadasaval kapjuk b.-t, végiil (8)-bol (6)-ot kivonva
d.-hez jutunk. [
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3.1. Algebrai alak

3.1-1. Fejezziik ki algebrai alakban a kovetkez& szamokat:

.
a. (2—i)(3 — 2i) b. (3 — 4i)(3 + 4i) c. Sj :
(3
4. 3=% 3ot i
. e. 1 Pem—
1—i 3+ 4i
3.1-2.

a. Mutassuk meg, hogy ha z tetsz6leges komplex szam, akkor Re(z) < |z|.
b. Léassuk be, hogy 21 és 29 tetsz6leges komplex szamok esetén

|21 4 20]? = |21|2 + |22|* + 2Re(21 - 7).

3.1-3. Hatarozzuk meg az x és y val6s szamokat Ggy, hogy az
(1+2i)z+(3—5i)y=1—3i

egyenlGség teljesiiljon.

3.1-4. Oldjuk meg az alabbi egyenletet z-re és y-ra, ha z és y valos szamok. A megoldast
racionalis szamokként, tort alakban adjuk meg.

1 5+12 b -t A4+Ti
T — 1y 4+ 6¢ )

a c—iy 5-3i

3.1-5. Tegyiik fel, hogy 1 +i gydke a 22 + (a + 2i)z + 5 + bi = 0 egyenletnek, ahol a,b
valds szémok. Hatarozzuk meg a és b értékét.

3.1-6. Szamitsuk ki az (14 2i)% — (1 — 24)° kifejezés értékeét.

3.1-7. Adjuk meg egyszertibb alakban:

i+3  543i 003
& 01" 3= b. i

3.1-8. Legyen 21 = 3 + 47 és z9 = —2 + 5i. Szadmitsuk ki L grtekenck algebrai alakjat.
<2

3.1-9. Legyen z = 1 — 2i. Adjuk meg 23 értékét algebrai alakban.

3.1-10. Adjuk meg a z és w komplex szédmok értékét algebrai alakban, ha
(1+d)z—wi+i=zi+(1—i)w—3i=6
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3.1-11. A w és z komplex szamok kozott a kivetkez6 kapcsolat 4ll fenn:

az+b
Z+c

w =

, ahola, b, ceR.

a. Tegyiik fel, hogy ha z = —3i, akkor w = 3i, és ha z = 1 + 44, akkor w = 1 — 4i.
Mutassuk meg, hogy ekkor b = 9 és keressiik meg a és ¢ értékét.

b. Az a. pontban kapott a, b és ¢ értékeket felhasznélva mutassuk meg, hogy ha
Re(z) = 4, akkor Re(w) = 4 is fennall.

3.1-12. Adjuk meg algebrai alakban a (6+57)(7+2i) és (6—5¢)(7—2i) komplex szamokat,
majd ennek segitségével irjuk fel 322 + 472 primtényezéit.

3.1-13. Legyen z = (p +14)*, ahol p valos szam. Adjuk meg p 6sszes lehetséges érteket,
ha
a. z valos b. z valés szdmszorosa i-nek.

3.2. Trigonometrikus alak, Moivre-azonossag

Az 1-2. feladatokban szerepld komplex szamoknak adjuk meg az abszolut értékét és a
f6 argumentumat. A f6 argumentumot radianban 7 t6bbszérdseként fejezziik ki. Adjuk
meg a szamokat trigonometrikus alakban is.

3.2-1.
a. v3—3i b. 8 c. —2—2 d. —1
e. —8 f. —V3—i g. — bi
3.2-2. 1 . T
a. —— . .
1+ 3 -4 -3
3.2-3. Adjuk meg a w, z, w- z, v komplex szamokat trigonometrikus alakban.
z
a. w = 104, z=1+/3i.
b. w=—2v3+2i, z=1—1.

3.2-4. Irjuk fel trigonometrikus alakban:
a. sinyp +icosp b. 1 —+/3i -
c. cos 30° + ¢ sin 60° d.z:—sing—icosg
3.2-5. Keressiik meg a z = 7 — 247 komplex szdm abszolit értékét és argumentumat. Az
argumentumot radidnban harom tizedesjegy pontossaggal fejezziik ki.

3.2-6. A z komplex szam abszolut értéke 10, argumentuma arctan(0.75). Mekkora z
imaginarius része.

11+
3+ 51

3.2-7. Keressiik meg a komplex szdm abszolut értékét és az argumentumahoz
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legkozelebbi fokot.

(14 V3i)(V3 +1)
(1+14)?

3.2-8. Keressiik meg az komplex szam abszolit értékét és argumen-

tumat.

3.2-9. Egyszertsitsiik a kovetkezs kifejezéseket:

a. COS 3 7 SIn 3 COS 12 % 8in 12

b 27T+. . 2T 3
. [ cos— +isin —
9 9

o <)’
COS — 181N —
4 4

7T+_ o
cos — + ¢sin —
6 6

C.

3.2-10. Hozzuk a lehets legegyszertibb alakra az alabbi komplex szamokat. Adjuk meg
végiil algebrai alakban.

T m\10 T m\12

a. <cosg+zs1ng) b. (cos§+zs1n§)

C. (cosz+151nﬂ>73 d. <cos_7r+isi _7?>_4
9 6 6

e.

. 20 .. 27 8
cos——zsm— COS — + 1sIn —
£ 5} 5

) 3= .. 3w 3
Cos—%—zsm COS — — 1SIn —
5 5

3.2-11. Adjuk meg (/3 4 1) -t trigonometrikus alakban. Ennek segitségével fejezziik ki

1
algebrai alakban a (V3 + )10 és ———— szamokat.
g ( ) (V3+1)7

3.2-12. Adjuk meg (—1+4)-t trigonometrikus alakban. Ennek segitségével mutassuk
meg, hogy (—1+1i)!% valés és ———— képzetes, s adjuk meg az értékiiket is.

(—1+4)8
(1 —iv/3)(cos ¢ + i sin )

3.2-13. Szamitsuk ki
Zamitsuk K az 2(1 —i)(cosp —isinyp)

kifejezés értékét, ha ¢ valés szam..

3.2-14. Szamitsuk ki a kivetkezd kifejezések értékét trigonometrikus alak felhasznalasa-
val, végiil adjuk meg algebrai alakban :

7(1”\/3)15 b. (1“\/3)20 c. (1+14)52 d. ( Lo >20

(144)10 1—i 14+14v3




3.3. Négyzetgyokvonds algebrai alakkal, mdsodfoki komplex egyiitthatos egyenletek 75

12 12
3 3
3.2-15. Szamitsuk ki (1 L3 Z) n (1 Y3 Z) ertéket.

2 2 2 2
.. - 2r . 27
3.2-16. Egyszertsitsiik az (1 + w)™ kifejezést, ha w = cos 5 + ¢sin 3
. (4™ N
3.2-17. Mennyi az —— - kifejezés értéke, ha n > 3 egész szam.
2(1 —4)n=3

1 v3\" 1 v3\"
3.2-18. Szamitsuk ki a <—2 + i2> + (—2 — i2) kifejezés értékét, ha n termé-

szetes szam.

3.2-19. Legyen n természetes szam. Igazoljuk, hogy
nm

a. (V3—-iyn=2" <cos% —isin ?>
b. (1+4)" = 23 (cos% + isin %)

2
3.2-20. Legyen z = T 0520 —isin26’ ahol —g <l < g Szémitsuk ki z abszolit

értékét és argumentumat 6 -val kifejezve.

3.2-21. Legyen z = cosf 4 isinf, 0 < 6 < m. Szamitsuk ki az alabbi szdmok abszolit

értékét és f6 argumentumat. )
z

d.
1—=2 z—1

a.l—z b.z-1 C.

3.3. Négyzetgyokvonas algebrai alakkal, masodfoka komplex
egyiitthatés egyenletek

3.3-1. Vonjunk négyzetgyokot a kovetkezd szdmokbol:

a. —3— 4 b. 5412  c. 21— 20i
3 3
d. —11 + 60 . £ 42
+ ol ® 919 5 T

3.3-2. Adjuk meg az alabbi szdmok négyzetgyokét és dbrazoljuk a Gauss-szamsikon.
a. —1 b. —2; c. 3+ 4 d. 15+ 8¢

3.3-3. Oldjuk meg a kdvetkez§ egyenleteket:
a.122—-2r+2=0 b. 22 —6z+10=0 c.r2—4x+13=0
d. 422 —4x+5=0 e. 222 +3x+2=0 f.a2—2z+1=0

3.3-4. Bontsuk elséfoki tényezk szorzatara a kovetkezd kifejezéseket:
a. r2+1 b. 2?2 + 6z + 13 c. 4z —12z+25

3.3-5.
Oldjuk meg a kovetkezd egyenleteket:
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a. 22— (1+2)2+i—1=0 b. 22+ (2+i)x—1-5 =0

c. 2?2 - 2+i)r—14+7i=0 d. 322 — (8 +4i)x +4+6i =0

e. 22— (8 —3i)z+11—-27i =0 f.2?+(—8+3i)x+11+3i=0

g. (15 +6i)z? — (32 +36i)z + 8438 =0  h. (94 18i)z% + (30 — 80i)z — 39 + 52i = 0

3.4. n-edik gyok meghatarozasa trigonometrikus alakkal,
egységgyokok

Az 1-7. feladatokban a gydkvonést trigonometrikus alak felhasznéalaséval végezziik el.
3.4-1. Vonjunk negyedik gyokot a 2 — i4/12 szambdl.

3.4-2. Vonjunk 6t6dik gyokot az 1 — ¢ szambol.
3.4-3. Vonjunk hatodik gyokot az ¢ szambol.

1—14
3.4-4. Vonjunk hatodik gyokot az ———= szambol.
! &y 14+iv3
e
i szambol.
V3 —i
3.4-6. Vonjunk hetedik gyokot a kdvetkezs szambol.
3—3V3i
-2+ 2

3.4-5. Vonjunk nyolcadik gyokdt az

3.4-7. Szamitsuk ki 10 — 10¢ harmadik gyokeit a trigonometrikus alak segitségével, és
adjuk meg a gyokoket algebrai alakban is.

3.4-8. Oldjuk meg a 2*+416 = 0 egyenletet a komplex szamok halmazan és a gyckoket
fejezziik ki trigonometrikus és algebrai alakban is.

3.4-9. w az 1-t6l kiilonbozé harmadik egyseggyokot jelol. Mutassuk meg, hogy @ = w?.
3.4-10. Fejezziik ki a 2% —a® = 0 egyenlet gydkeit o és w segitségével, ha w # 1 komplex
harmadik egységgyok. Ennek segitségével adjuk meg az alabbi egyenletek gyokeit algebrai
alakban.

a. 28 —27=0 b. 2 +8=0 c. 22— =0

3.4-11. Adjuk meg a kovetkezs egyenletek gyokeit algebrai alakban.

a.z>-8=0 b. 22 4+1=0 c. (z+1)P3=1

3.4-12. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezések értékét, ha w az 1-t6l kiillénb6z6 harmadik

egységgyok.
1 w?

J—— c. g
w? + wl w + wd

a.w+w3+w5
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3.4-13. w az 1-t6l kiilonboz6 harmadik egyseggyokot jelsl. Irjuk fel w-val kifejezve az
alabbi kifejezések konjugaltjat.

a.l+w b. 1 — w? c. 3+ 4w + 50>

3.4-14. Tegyiik fel, hogy z - w egységgydk és w? + zi = 0. Bizonyitsuk be, hogy z és w
mindketten egységgyokok.

3.4-15.
a. Szamitsuk ki az n-edik egységgyokok szorzatit.
b. Szamitsuk ki az n-edik egységgyokdk négyzetosszegét.

3.4-16.
a. Bizonyitsuk be, hogy két egységgyok szorzata is egységgyok.
b. Mikor lesz két egységgydk Osszege egységgyok.

3.5. Komplex szamok geometriai megfeleltetése

3.5-1. Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyeknek megfelel§ komplex sza-
mokra

a. Re(z) +Im(z) =1 b. |z +i| = |z — 1] c.lz—1+il=1
U z—1

. = - =1 f. liz—2Z| =

d. arg(z) 1 o liz —Z| = |2]

3.5-2. Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyeknek megfelel z komplex
szémokra
Im(22 —2) =2 —Imz

3.5-3. Adjuk meg a Gauss-szamsikon a z = x + y¢ pontok mértani helyének egyenletét
x és y segitségével kifejezve, ha

|2|? + 3Re(2?) = 4

3.5-4. Abrazoljuk a Gauss-szamsikon azt a tartomanyt, amelyben az alabbi két egyen-
I6tlenségnek egyszerre eleget tevé pontok helyezkednek el.

2
%<argz<§ és 2 < |z| < 4.

1
Vizsgéaljuk meg, hogy ha u=2+3¢ é v =3—2i, akkor az iad pont vajon ebben
a tartoméanyban van-e.

—6i
3.5-5. A w és z komplex szadmok kozott a w = % kapcsolat all fenn. A komplex
z
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szamsikon feleltessiik meg a w-nek a W pontot, z-nek pedig a Z pontot.

a. Tegyiik fel, hogy w valds része 0. Mutassuk meg, hogy Z egy koron helyezkedik
el, és adjuk meg ennek a kornek a kézéppontjat és a sugarat.

b. Tegyiik fel, hogy w imaginarius része 0. Mutassuk meg, hogy Z egy egyenesen
helyezkedik el, és adjuk meg ennek az egyenesnek az egyenletét.

3.5-6. Hatarozzuk meg annak a szabélyos hatsziognek a cstcsait a Gauss-szamsikban,
amelynek kézéppontja a 2o = 3 — 27, és egyik csticsa a 23 = 5 + 4 komplex szdmnak
felel meg.

3.5-7. Milyen a z; és 29 komplex szamoknak megfelel6 vektorok egyméshoz viszonyitott
helyzete, ha Im(z1z2) = 0.

3.5-8. A z = x + yi komplex szam kielégiti a kovetkezs egyenletet:
22— B4+i)z—B—-9)z+ k=0,

ahol k € R. z-nek a Gauss szamsikon feleltessiik meg a Z pontot.

a. Mutassuk meg, hogy ha k < 10, akkor a Z pontok mértani helye egy kor. Adjuk
meg ennek a kornek a kozéppontjat és a sugarat, és indokoljuk meg, hogy miért van
sziikség a k < 10 feltételre.

b. Legyen k = 6. Mekkora az origdébdl a korhéz huzott érinté hossza?

3.5-9. Tekintsiik azoknak a z = x + yi pontoknak a halmazat a komplex szdmsikon,
amelyek kielégitik az arg(z —2) —arg(z + 2i) = g egyenletet. Legyen o = arg(z —2)
és [ = arg(z + 2i).

Lassuk be, hogy cosacosf +sinasin3 =0 és ebbdl az egyenletet cos « cos B-val
osztva, majd az argumentumokat z és y segitségével kifejezve mutassuk meg, hogy a z
pontok mértani helye az (x — 1)2+ (y + 1)? = 2 egyenlett koron van rajta.

3.5-10. Legyen 2z és 22 két nem nulla komplex szam, melyekre
|21 + 22| = |21 — 22|
A Gauss-szamsikban abrézoljuk a 21, 29, 21+ 22 és 21 — 2o szamokat vektorral. Ennek

z
segitségével, vagy masként allapitsuk meg arg <1> lehetséges értékeit.
22

3.5-11.
143

A 2=
a T3y

az argumentumat radianban 3 tizedesjegy pontossaggal. Adjuk meg 22 argumentumat
(szintén 3 tizedesjegy pontossaggal), és |22| pontos értékét.

komplex szamot fejezziik ki algebrai alakban, majd adjuk meg

1
b. A Gauss-szamsikban jelolje az origdt O, a z nem nulla komplex szamot P, —-t
pedig Q. Lassuk be, hogy O, P, Q egy egyenesbe esnek. Az OP : OQ hanyaéos

érteket fejezziik ki |z| segitségével.
3.5-12. Legyen z = 1 + 1/2i. Fejezziik ki algebrai alakban a

1 ) 1
p=z+-— és a q=z——
z z
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komplex szdmokat. A Gauss-szdmsikon P és @) jel6ljék a p illetve ¢ szamoknak megfelels
pontokat. O az origd, M legyen P(Q felezépontja, G pedig OM-nek az a pontja, amelyre

Ong-OM.

Lassuk be, hogy a PGQ sz6g derékszog.

3.5-13. Tegyiik fel, hogy 21 # 22. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor

21+ 29
1

21 — %9

képzetes, ha |z1| = |22].
3.6. Szogfiiggvények és a komplex szamok

Az alabbi példakban n pozitiv egész szamot jelol.
3.6-1. Adjuk meg az alabbi kifejezéseket cosx és sin x segitségével kifejezve:
a. sin6zx b. sin7x c. cos8x

3.6-2. Legyen a = 111 Hatarozzuk meg az aldbbi Osszeg értékét.

cos a + cos 3a + cos ba + cos Tar + cos 9

3.6-3. Bizonyitsuk be, hogy

1)z) - si
sin?z +sin22z + - - - + sin?nz = & — cos((n + D)x) - sinna

2sinx ’

ahol x olyan valos szam, amelyre sinx # 0.

3.6-4. Bizonyitsuk be, hogy ha a olyan valds szdm, amelyre sin § # 0, akkor

a.
cos (¢ + 22) - sin (ntba
cos @ + cos(p + a) + cos(p + 2a) + - - - + cos(p + na) = (90 2_)a 2
sin &
2
b.
sin (ip + %) - sin M50
sin ¢ + sin(¢ + a) + sin(¢ + 2a) + - - - + sin(p + na) = (30 2 ) _ 2
sin 5
2

3.6-5. Szamitsuk ki a kovetkezd kifejezés értékét:

n n n
cos o + <1> cos 2a + <2> cos3a+ .-+ ( 1) cosna + cos(n + 1)a.
n_

3.6-6. Bizonyitsuk be, hogy

2T n 4 n 6 n n 2nm 1
cos cos ...+ cos = ——.
2n+1 2n+1 2n+1 2n +1 2

COS

3.6-7. Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szam, és 6 olyan valos szam, amelyre

sin 3= 3, akkor

2n —1

0 s
COS 5 COS B COS

0 = n - sin(nh).
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3.7. Komplex egyiitthatés egyenletek

3.7-1. Mely komplex szamok elégitik ki az alabbi egyenleteket?
a. z=24 b. z=28

3.7-2. Mely komplex szdmok egyeznek meg konjugaltjuk 5. hatvanyéaval?

1
100 1~ valés szam. Bizonyitsuk

3.7-3. Tegyiik fel, hogy 2'°° nem valés szam, de =z 100
z

1
be, hogy ekkor z+ — is valds szam.
z
1
3.7-4. Tudjuk, hogy 1+ z+ 22 =0. Mennyi 2% + —5 ertéke?
z

3.7-5. Hany olyan komplex szampér van, ahol az elemek egymas kdbgydkei?

3.7-6. Legyen 21 = 2(cos330° — isin330°), 25 = —8 <cos% +isin %) =3

és z4 = 4(cos240° + isin240°). Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szamok
halmazan és a végeredményt adjuk meg trigonometrikus alakban:
z4z% + 2023 = zi’

3.7-7. Legyen 21 = 1 4+ 2i. Adjuk meg azoknak a zy komplex szamoknak a halmazat,
amelyekre:
a. |z1 + 22| = |z1] + |22 b. |21 + 22| = |z1| — | 22| C. |21+ 22| = |22 — | 21|

3.8. Gyokok és egyiitthatdk

3.8-1. Keressiik meg a megfelels valos p és q értékeket, ha az 2% + pr 4+ ¢ = 0 egyenlet
egyik gyoke:
a. 241 b. —1+3i c. 4i d. 3—-5¢

3.8-2. Tudjuk, hogy a 2® — 322 — 82430 =0 egyenlet egyik gydke z1 = 3 +i. Adjuk
meg a tobbi gyokot.

3.8-3. Tudjuk, hogy a 423 —3224+162—12 =0 egyenlet egyik gyoke z1 = 2i. Keressiik
meg a méasik két gyokot.

3.8-4. Szamitsuk ki a 22 —i =0 egyenlet gyckeinek a szorzatat.

3.8-5. Tudjuk, hogy a 222 —3224+22+2 =0 egyenlet egyik gydke z; = 1+i. Oldjuk
meg az egyenletet.
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3.8-6. Tudjuk, hogy a 2% —423 +1222 4+ 42— 13 = 0 egyenlet egyik gycke z; = 2+ 3i.
Szamitsuk ki a tobbi harom gyok értékét.

3.8-7. Adjuk meg a 23 + 6z = 20 egyenlet megoldasait algebrai alakban. (Felhasznal-
hatjuk, hogy az egyenlet egyik gybke z; = 2.)

3.8-8. A 224+ pz+q=0 egyenlet gydkei 147 és 4+ 3i. Adjuk mega p, ¢ komplex
szamok értékét.

3.8-9. 1, w,w? jeldlik a harmadik egységgyokoket. Keressiik meg azt az egyenletet, amely-

nek gyokei
&Y 1 1 ) 1
— _— es .
3’ 2+w 2 + w?




4. Feladatok megoldassal

4.1. Algebrai alak

4.1-1. Fejezziik ki algebrai alakban a kovetkez§ szdmokat:

”
a. (2 —i)(3 — 2i) b. (3 — 4)(3 + 4i) c. Bj :
1
32 gy 2
. €. 1 D ——
1—i 3+ 4i
Megoldas.

a. (2—i)(3—2i) =4—Ti
b. (3 — 4i)(3 + 4i) = 25
2 2(3-i) 2+46i 1 3

“35i " 10 0 575
Q372 _5Hi_5 L
"1-4 2 2%
925 . 25(3 — 4i)
. 4 —_— = 4 —_—mm
e. 3+ Z+3+4@' 3+4i+ 55 6

4.1-2.
a. Mutassuk meg, hogy ha z tetsz6leges komplex szam, akkor Re(z) < |z|.
b. Lassuk be, hogy 21 és 22 tetsz6leges komplex szamok esetén

‘21 + 22‘2 = ‘Z1’2 + ’22|2 + 2Re(21 72)

Megoldas.
a. Legyen z = a + bi. Ekkor

Re(z) = q, |z] = Va? + b2, Va2 +b2>Va? = |a| > a,

ami igazolja, hogy Re(z) < |z|.
b.

|Zl + 22’2 = (Zl + 2’2)(21 + ZQ)

(21 + 22)(Z1 + z2)

Z1-Z1+ 2122+ 222+ 21 2
= |laP+|nf+a-mnta-n
= ‘Z1|2 + ’2’2‘2 + 2Re(z1 . 5)
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4.1-3. Hatarozzuk meg az x és y valds szdmokat Ggy, hogy az

(I+2)z+(B3-50)y=1-3i

egyenléség teljesiiljon.
Megoldas. A két oldal valds része megegyezik, ugyanigy a képzetes részek is. Ebbdl
x+ 3y =16s 2x — by = —3. A kapott valos egyenletrendszert megoldjuk.

4.1-4. Oldjuk meg az aldbbi egyenletet a-re és y-ra, ha x és y valés szamok. A megoldast
racionalis szamokként, tort alakban adjuk meg.

WL _5+12 o A+
Tx—iy  4+6i Tx—iy 5—3i
Megoldas.
a.
1 B 5+ 12i
r—iy 4463’
. 4 + 61
T—Yy = :
5+ 12¢
(4 4 61)(5 — 12i)
25 + 144
20— 48i + 30i + 72
N 169
B 92 — 18i
N 169
92
x = —_—,
169
18
y =

169
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—1 4471
x — iy 5—3i

T —1y 5— 3
—i 44700
(5—3i)(4 —Ti)
16 + 49
20 — 357 — 12 — 21
65
—1—47i
65
—47
65
-1
"

T+y =

4.1-5. Tegyiik fel, hogy 1 + 4 gydke a 22 + (a + 2i)z + 5 + bi = 0 egyenletnek, ahol a,b
valds szamok. Hatarozzuk meg a és b értékét.
Megoldas. Helyettesitsiik be az 1 + ¢ gyokot az egyenletbe.

(1+0)*+ (a+2i)(1+i) +5+bi =0,

2i+ta+ai+20—24+5+0bi=0.
A bal oldalon a valds és a képzetes rész is 0,igy a+3=0 és a+b+4=0.
A megoldas: a= -3, b= —1. ]

4.1-6. Szamitsuk ki az (1 + 24)° — (1 — 2i)® kifejezés értékét.

Megoldas.
1+2)° = )1+ )2+ () 202+ () (20> + () (2)* + () (2i)°
= 145-2i+10-4(—=1)+10-8(—i) +5- 16 4 32i
1 —40 4 80 + (10 — 80 + 32)
— 41 —38i
Mivel
1-2i)° = (1+2)°
= (1+20)°,
ezért

(14 24)° — (1 —24)° (41 — 38i) — (41 + 38i)

= —76t.
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4.1-7. Adjuk meg egyszeriibb alakban:

i+3 5430 2003
a. 2i—1+ 3, b. 7
Megoldas.
a.
i+3+5+3i (i +3)(—2i—1)  (5+3i)(3+1)
2%i—1 3—i 1+4 9+1
1 o 1 .
= —g(—2+61+z+3)+E(15+91+5z—3)
1 1 —1-7i4+6+T7i
= ——(1 D) 4+ — (12 + 14i) =
5( +7z)+10( + 144) 5
= 1
b.

;2003 _

4.1-8. Legyen 21 = 3 + 41 és 2o = —2 + 5i. Szamitsuk ki L ertéekének algebrai alakjat.
22

Megoldas. Bévitsiik a tortet a nevezé konjugaltjaval.

2 3+ 4
2 —2 4 5i
(3 +4i)(—2 — 59)
(=2 + 5i)(—2 — 5i)

(3 + 4i)(—2 — 5i)

(=2)2 + (5)2
_ 1423,
~ 929 29"

4.1-9. Legyen z = 1 — 2i. Adjuk meg 2> értékeét algebrai alakban.

Megoldas.
22 = (1-2i)3
= 1-3-12-2i+3-1-(2i)% — (2i)3
= 1-6i—12+38i
= —11+2i.
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4.1-10. Adjuk meg a z és w komplex szamok értékét algebrai alakban, ha
(1+id)z—wi+i=zi+(1—i)w—3i=6

Megoldas. Az els6 egyenlGség szerint

z+zi—wi+t = zi+w—wi— 3,
z—w = —4i,
w = z-+ 4.

Ezt befrva az elsé egyenletbe:
z+zi —i(z + 4i) +i = 6.

Ebbél a megoldas
z=2—1, w =2+ 3.

4.1-11. A w és z komplex szdmok kézott a kovetkezd kapcsolat all fenn:

w:az—i—b’ ahol a, b, c € R.
zZ+c
a. Tegyiik fel, hogy ha z = —3i, akkor w = 3i, és ha z = 1 + 44, akkor w = 1 — 4i.
Mutassuk meg, hogy ekkor b = 9 és keressiik meg a és ¢ értékét.
b. Az a. pontban kapott a, b és ¢ értékeket felhasznalva mutassuk meg, hogy ha
Re(z) = 4, akkor Re(w) = 4 is fennall.
Megoldas.

a(—=3i)+b

—3it+c
94 3ci = —3ai+b, sigy b=9, valamint a = —c. Most behelyettesitjik a z =1+44
és w=1—47 értékeket.

a. Helyettesitsiik be a 2z = —3¢ és w = 3¢ értékeket. 3¢ = Ebbésl

1+4:
1—4i:(1(+7w.
1+4i+c

Amibél
1416 + ¢(1 — 4i) = a(1 4 4i) + b.
Felhasznaljuk, hogy b =9 és a = —c.
174+ c—4ci = —c — 4ct + 9, 2c = —8, c=—4

és gy a = 4.
b. Felhasznéljuk, hogy a =4, b = 9, és Re(z) = 4. Vezessiik be a kovetkezs
az+b

jelolést: Tm(z) =y. A w= po kifejezésbe ezeket beirjuk és vessziik mindkét oldal

valos részeét:

4.

4(4 3 1 41 251 — 4
( +y2)+9:Re 6 + yz+9:Re bi—dy

Re(w) = Re 44yi—4 yi —y
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|

4.1-12. Adjuk meg algebrai alakban a (6+5¢)(7+2i) és (6—57)(7—2i) komplex szamokat,
majd ennek segitségével irjuk fel 322 + 472 primtényezéit.

Megoldas.
(6+5i)(7T+2i) = 32447,
(6 —51)(7—2i) = 32—47i,
322 +47% = (32 +47i)(32 — 47i)
= (64 5:)(7+2i)(6 — 5i)(7 — 2i)
= (6+5i)(6 —5i)(7+29)(7 — 2i0)
= (36+25)(49+4) =61 -53.
A primtényezdk 53 és 61. ]

4.1-13. Legyen z = (p + z')4, ahol p valés szam. Adjuk meg p Osszes lehetséges értékét,
ha

a. z valds b. z valés szamszorosa i-nek.
Megoldas.

z = (p+i)t
= '+ )P+ G)p*e + (pi® + ()i
= p'+4pPi—6p® —4pi+1

a. Ha z valos, akkor, 4p® —4p = 0, amibésl, p(p?—1) =0, s igy p lehetséges értékei
0, 1, —

b. Ha z valés szamszorosa i-nek, akkor p*—6p?+1 = 0. Ezt az egyenletet megoldjuk
p? -re. Legyen z = p?, 22 —6x+1=0,

+v36—4  6+4y2
0 236 _0 2\[:3i2\f2:(1i\/§)2.

T12 =

p lehetséges értékei 1+ \/5, 1-— \/§7 -1 - \/5, —1+V2.

4.2. Trigonometrikus alak, Moivre-azonossag

Az 1-2. feladatokban szerepl§ komplex szamoknak adjuk meg az abszolut értékét és a
f6 argumentumat. A f6 argumentumot radianban 7 t6bbszérdseként fejezziik ki. Adjuk
meg a szamokat trigonometrikus alakban is.

4.2-1.
a. v3—3i b. 8 c. —2—2i d. —i
e. —8 f. —V3—i g. — bi

Megoldas.
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a.2=+3—-3i=a+bi,

4. Feladatok megolddssal

|zl =7 =Va2 + b2 = 1/(V3)2 + 32 = V12 = 2V/3,
1 . V3 s 9 T 5w
cosy = — singp = —— = — =97 — = =22
¥ 27 2 2 ) ©1 37 ¥ a 3 3
. . . om . . bm
z trigonometrikus alakja: z = 2v/3 ( cos EY + ¢ sin 5
b'Z:87 |Z’:T:87 COSSO:17 Sin‘P:07 901:07 QOZO
z trigonometrikus alakja: z = 8(cos 0 + isin 0).
c.z=—-2-2i |z =r =8 =2V2,
V2 . V2 3 9 3m  bw
cosSp = ——— singp = —— = =97 - = ==
14 2 ) ® 2 ) Y1 4 ) ® 7T 4 4
. . . om . . bm
z trigonometrikus alakja: z = 24/2 [ cos T + isin T
d. z = —i, ‘Z|:’r:1,
3
cosp =0,  sinp=-1, 901:%7 <p=27r—*:7w,

. . . 3. . 37w
z trigonometrikus alakja: z = cos - + ¢sin 5

e. z=—8, |z| =8, ¢ = 7. Ebb6l z = 8(cosm + isin).
f.2=—V3—1, |z| =2,
3 . 5% 9 5% T
cosp = —— sinp = —— = — =T — — = —
¥ 9’ ® 9’ ¥1 67 ¥ m 6 6
2 | cos 77T+  Si m
z= — 4 isin— | .
6 6
3 3 3
g. 2 = —bi, |z| =5, (pz%, z:5(0052+isin2ﬂ). [ |
4.2-2.
1 b 7T—1
a. ——— . .
14+ 3i —4 —3i
Megoldas.
1 1-V3i 1 V3,
= =- — —1.
1+/3i 4 4 4
H L cos ! si V3 T o7
2l=r=< = inp =—— = — = —
27 ()0 27 SO 2 ) @1 37 80 37

2’—2 COS3 18 3 .
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7—i  (T—i)(—4+3i) —25+25i

b. = = = =—1+41.
SR Y 16+ 9 25 T
2 2 3
2| =r = V2, cosgoz—i, singozi, o= T
2 2 4
3 3
z:\@<cosz+isinz>. [ ]

4.2-3. Adjuk meg a w, z, w- z, v komplex szdmokat trigonometrikus alakban.
z

a. w = 10z, z=1++/3i.
b. w = —2v/3 + 2i, z=1—1.
Megoldas.
a.
w :1m:m0mg+mm9,
. 1 V3. T ..T
z = 1+\/§Z—2<2+22)—2((}083—1—151]&3),
5T o
.2 = 920 T4 isin -
w -z <COS6 —i—zsm6>,
w 5( W+. . 71')
— = cos — +isin — ) .
z 6 6
b.
. V3 1. 5t .. bm
w = —2\/§+2z—4<—2+21 —4<cos6+zs1n6>,
z = 1-i=+72 cosﬁ—l—z’sin?—ﬂ ,
4 4 =
31w 31w T T
L o= 4 S 2Ty (m T
w-z V2 ( cos 19 +2s1n 12) \/§<cos 12+zsm 2/
—11 —11 13 13
% = 2\/§ CcoS 127T+z'sin 12W>:2\/§(00812ﬂ+isin1;>.
4.2-4. Trjuk fel trigonometrikus alakban:
a. sinp +icosyp b. 1—+/3i - .
c. cos 30° + 4 sin 60° d.z:—sing—icosg
Megoldas.
. . ™ .. U
a. Slncp—}—zcoscpzcos(g—(p)+zsm<§—go).
. 1 V3 5t .. 5w
b.l—\/g’b—2<2—2>—2<COS3+ZSIH3>.

C.
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cos 30° 4+ ¢sin60° =

sin —

I
o
@]
0
VS
3
|
\
N—
I
o
O
n
w
)

COS —

Il
&
=]

VS

2

|

2

N—

Il
N
5

w
3

Lom T
—sin — —1cos —

8 8
3 3
= (1) (cos g + isin W)

w
I

8

. 3m .. 3w
= (cosm +isinT) cos§+251n§

117 s 117
= cos— +1sin —.
8 8

4.2-5. Keressiitk meg a z = 7 — 24¢ komplex szam abszolut értékét és argumentumét. Az
argumentumot radianban harom tizedesjegy pontossiggal fejezziik ki.
Megoldas.

z abszoltt értéke r = V72 + 247 = /49 + 576 = /625 = 25.

z argumentuma, ¢ a kovetkezd egyenletekbdl szamithato ki:

7 : 24
COS P = o, sing = —or.

24
tgp = - = —3.4286, és ¢ a negyedik siknegyedbe esik, igy

p = 4.966.

4.2-6. A z komplex szam abszolut értéke 10, argumentuma arctan(0.75). Mekkora z
imaginarius része.
Megoldas. Legyen z = a + bi = r(cosy + ising). A feladatban r = 10 és arg(z) =

3 b 3 .
arctan (4) . Ez alapjan va? + b2 = 10, illetve — = T Atalakitassal: a® + b? = 100,
a

3 9
illetve b = ~a. b értékét az els6 egyenletbe beirva: a? + EGZ = 100, amibél
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16a2 + 9a® = 1600, 25a° = 1600, a® = 64.

Ennek megoldasa az a = 8 és b = 6. A mésodfoku egyenlet masik megoldasa (a = —8
és b = —6) nem felel meg a feltételeinknek, mert a —g < arg(z) < g kikotést nem
elégiti ki. Igy Im(z) = 6. [ |

1147

4.2-7. Keressiik meg a 3 komplex szam abszolut értékét és az argumentumahoz

+ 51
legkozelebbi fokot.

Megoldas.
11472
z = B
3+ 51
(114 74)(3 — 54)
N 9+ 25
_ 33 — 551 + 21t + 35
N 34
68 — 341
= — =2 —1.
34 !

1
Ebbél |z| = V5. tgp = —g és p a negyedik siknegyedbe esik, ezért

@ = 333.04° ~ 333°.

|
1 3t)(V3+1
4.2-8. Keressiik meg az (1+ \(f:?(\){ +) komplex szam abszolut értékét és argumen-
i
tumat.
Megoldas.
o~ 0B+
B (141)?
VB +i+3i-V3
B 2i
i
2
= 2,
|| = 2
arg(z) = 0.

4.2-9. Egyszertsitsiik a kovetkezs kifejezéseket;:

27T+, . 27 77r+, T
. — in— | - — in —
a. [ cos 3 1S 3 cos 17 18 12
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2T . . 27 3
b. cos?—i-zsm—

9
T .. m\?
(cos Z + 281In Z)
c. T
COSE—G—zsmg
Megoldas.
2r . 2% T 57 . 5w V2 V2.
a. <0083+ZSln3>~(COSl2+ZSIH12) :cosz—l—zst:—T—Tz.

2 2\ 2 2 1 V3
b. <cosg+isin;> :cosg+isin;:—2+\2[z’.

T .. m\2
COS — + 281N —

1 3
C. %r %r :cosz—l—isinz:f—i—ii.
cosg—kising 3 3 2 2

4.2-10. Hozzuk a lehet§ legegyszertibb alakra az aldbbi komplex szamokat. Adjuk meg
végiil algebrai alakban.

T . w10 T w12

a. <cosg+zsmg) b. (cos§+281n§)

C. (cosI + isin E)ﬂq’ d. <cos_7r + 7sin _7T> -
9 9 6 6
27T,,27r3 27r,,2778

<COS7 — 781N 7> (COS5 + 72 81n 5)

e 2r .. 27 4 £ 3= .. 3w 3

<cos 7 + 2 sin 7> (cos ? — 7 s1n 5)

Megoldas.
T 7\ 10
a. (cosg +ising) =cos2m +isin27 = 1.

b T LT 12 _ 127 127
. (Cosg+zsln§> = COS?—FZSID?
_ 3= .. 37
= cos?+151n7

= —i.

o ( s 71')—3 —T - 1 \23

cos§+isin§ :cos?+isin?:§—i
—4
— — 2 2 1 3
d. (cos(j—l—ising) :cosg—i—ising :—2—1—@'\2[.
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COSQ—W—isin2—7r ’ COS 2 + i sin o 3
7 7 7 7

) 27r+,_27r4 27T+,_27T4
COS — —+ i sin — COS — —+ i sin —
7 7 7 7

. 14w Lisi 147
= cos|[—— isin [ ———
7 7

= cos(—2m) + isin(—2m)
= 1.

( 27r+,_ 27r>8 < 27r+,, 27T>8

. cos 5 1 sin 5 Ccos 5 2 sin 5

' 3= .. 3w 3 3T o 3T 3
((3055 — 1 sin 5) <COS (—5) + 7s1n (—5>>

167T+97T L 167T+97T
= cos|—+ — sin | — + —
5 5 ) M\ T T

= cosSHT + ¢sindw
= cosw—+isinm
= 1.

4.2-11. Adjuk meg (/3 +1) -t trigonometrikus alakban. Ennek segitségével fejezziik ki
algebrai alakban a (v3+14)'* és —=—— szamokat.

(V3 +1i)T
Megoldas.

1
\/§+i:2<\g§+2i> :2(cos%+isin%>.

107

10
(V3+i)0 = 210 (cosf;r+isin6>

= 210 (cos 5% + ¢sin 57T>

3
= 1024 <1 — \/§z>
2 2

= 512 —512v/3i,
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1 1 —T7 + —Tr
—_— = - COS — ZSln
B+ 27 6 6

1 + 5T
- ZSll’l —
6
L
Tt
- _256 + 256

4.2-12. Adjuk meg (—1+i)-t trigonometrikus alakban. Ennek segitségével mutassuk

1
meg, hogy (—1+ )% valos és Citip képzetes, s adjuk meg az értékiiket is.
-1+
Megoldas.
(—1+41d) = f(—er f)
3 3
= V2 <cosI +isinz> ,
(—=1+414)6 = 28(cos12m + isin127)
= 928
— 256,
1 1 —97 L —97
= cos —— +isin
(—1+14)0 (v/2)6 2 2
1 3T n 3T
= cos — + isin —
23 2 2

1.

= —=9

(1 —iv/3)(cos  + i sin )
2(1 —i)(cosp —isinyp)

4.2-13. Szamitsuk ki az kifejezés értékét, ha ¢ valés szam.

Megoldas.

oT 5
1—z\f—2<c083+zsin;>,

1—i:ﬂ<cos7z+zsmzr),
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5 %8 Lisi 5%3 ( +ising)
COS — 781N — COS 7 S1n
(1 — iv/3)(cos o + isin ) 3 3 4 4

2(1 —i)(cosp —ising) - 2\@(

7 7
cos% + 4sin I) (cos(—¢) +isin(—y)) u

V2 T . T
o )i 5)

4.2-14. Szamitsuk ki a kovetkez6 kifejezések értékét trigonometrikus alak felhasznalasa-
val, végiil adjuk meg algebrai alakban :

(1+iv3)" 1+iv3) , 1—i \2
R ol G o (+97 d <1+i\/§)

Megoldas.
a.

. 1 V3
1+iV3 = 2<2+z2>

2(ong +ion)
= COS — 7811 —
3 3/

1+i = f<\g+ {)

T T
_ 2( L 7)’
f cos4—|—1sm4

(14 iv3)1 B 215 (cos 5™ 4 jsin lg”)
(1+14)10 (ﬂ) 10 (cos 12” + isin 12 )

910 Cos 57T + isindbm
57r

cos + 7sin 2*

10 cosT +isinm
s N T
COS 5 + 181N 5

_ 510 T
= 2 (0082+zs1n2>
_ 210.7;.
14+iV3 = Q(COS%-F’iSng),
1—34 — f(f_ f)

4

- Va(on(-) i ()

= \/§<COSZT+iSin77r)



4. Feladatok megolddssal

1—|—fo B 2(cos%+isin§)
=i ) 7 \Va(eos () +isin ()
- 203 5) i)
2 <COS(3+4 + 7sin 3+4
357

35
= 210 (cos Tﬂ + 7sin 3>

COSS—W—FisinB—ﬂ-
3 3

_ ool V3.
2 2

= 512 — 512v/3i.

52
(\@ (cos % + 7sin %))

= 2%(cos 137 + isin 137)

(1+14)%

= 2%(cosm 4 isinm)
— _226

d.

20
(cos + 7sin %’T)
(cos 3 +7sin % )

1 177r 1771'
5 cos ( 12 O> —i—zsm( 12 0>>

1
= L COS%—W—Fzsin%—W
-2l 3 3

)

| (on5 i3)
= —= | COS — 781N —
210 3 3

1 (1
_ L1V
210 {2 7 2

1 V3
T L
2048 2048

12 12
3 3
4.2-15. Szamitsuk ki (1 + \g - Z) n (1 4 \g T ;) ertéket.
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3 1 11 11 3 i
Megoldas. \2[ — ; = cos Tﬂ + i sin Tﬂ Legyen A =1+ \2[ — %
3 i 117 117
Ekkorl—l—\g—;—A A_1+COST+Z 6
11 11
Attériink fel szogekre és alkalmazzuk az 1 = cos? 1—; + i sin? 1—; azonossagot.
A $2 117 n o 117 . o 1lm 5117w Lia. 117 117
= sin® — —— —sin® — in — cos —-
T 1 oot gy e gy 2 sinoneos
117 117 ) 11
= 2cos—— [ cos — +isi
12 12 12
11
A2 = 212¢0sl? TW(COS 117+ dsin 11m)
11
= 212¢0gl2 1—; (1),
Zl? _ ﬁ
117
— 912,612 2T
co 12
— 11
A keresett értek: A2 + A7 = —213 ¢og!2 LI, S L S
12 12
27 27

4.2-16. Egyszertsitsiik az (1 + w)™ kifejezést, ha w = cos 5 + isin 3
Megoldas.

1. Megoldds: Attériink fel szogekre:

n
(1+w)" = (cos2 % + sin? g + cos? % — sin? g + 2i cos % sin g)

n
= 2"cos" T (cos T + 7sin ﬁ)
3 3 3

2m ( nmw 4 mr)
= cos — + ¢sin —
on 3 3
nTt .. nmw
= cos? + 2sin —.

3

97
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2. Megoldds:

4.2-17. Mennyi az

Megoldas.
1. Megoldds.

(1+w)"

(1+

_ Z‘)n—3

2(1

(I+)"
21 —qyn3

2(1

i)

4. Feladatok megolddssal

n . .onm
= cos?—i-zsm—.

3

kifejezés értéke, ha n > 3 egész szam.

(14" (14"
21 —i)»=3  (1+4)n3
(1+44)3
T2.n3

(144)*3
an—2

\/i \/i 2n—3
a2

2n—3
= V2 cosz—k—i-isinE "
4 4

n értékétol fliggden a kovetkezd szamokat kapjuk. (k =1, 2, ...):

2. Megoldds.

n=4k | —-1—1
dk+1] 1—3
4k 42 147
4k +3 | -1+
(1+i)3 = 1+3i+3i2+43

= 1+43i—3—i
= —2+4792i,
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1+ (1+14)?
1—i 2

Ezeket felhasznalva:

A+d" (149 14\
(i)

2(1 —dq)n=3 2 1—i
_ -2+ 21'2'7173
2
= (=1+1i)i"3.
|
n n
1 3 1 3
4.2-18. Szamitsuk ki a <—2 + z{) + <—2 — z{) kifejezés értékét, ha n termé-
szetes szam.
1 3 1 3
Megoldas. ¢ = 5 + 2\2[ és €2 = 5~ 1\2[ harmadik egységgyokok, tehat
51:1, 52:1, €1 = &2
n n
1 3 1 3
A keresett érték A= | —= + z£ + |-z z£ = el +€5.
2 2 2 2
n értékétdl fiiggben a kdvetkezs eredményre jutunk:
n = 3k el =1 |ey =1 A=2
1
n=3k+1|e! =¢c1|c) =¢e2 A:2<—2):—1
1
n=3k+2|el =2 |5 =¢1 A:2<—2>:—1
|

4.2-19. Legyen n természetes szdm. Igazoljuk, hogy

a. (V3—in=2" (cos %r — isin n—ﬂ)

6
b. (1+4)"= 232 (cos% + isin %)

Megoldas.
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a. (V3—i)= <\/§—1@> =2(cos_67r+isin_6w),

(V3 —i)yn=2" <cos <n_67r> + isin <n_67r>) =2" (cos %r —isin ng) .

Az utolso lépésben tamaszkodtunk arra, hogy a koszinusz fiiggvény paros, a szinusz
fliggvény pedig paratlan.

n n
b. (1+i)”:(ﬂ<cosg+isin%)) =22 (cos%—i—isin%). n
4.2-20. 1 2 hol —~ <@ < . Szamitsuk ki » abszolat
.2-20. Legyen z = ahol —— —. Szamitsuk ki z abszola
&8y 1+ cos 26 — isin 26’ 2 2

értékét és argumentumat 6 -val kifejezve.
Megoldas. El6szor z nevez§jének keressiik meg a trigonometrikus alakjat.

z1 = 14+ cos26 —isin26
= cos26 +sin? 6 + cos?H — sin® @ — 2i cos - sin
2 cos? 6 — 2i cos 6 sin 0
2cosf(cosf — isinb)
= 2cosf(cos(—6) + isin(—0)).

™ ™
Mivel —3 <0< X ezért cos > 0, az el6bbi kifejezés tehat z; trigonometrikus

alakja.

2
2cosB(cosf — isinb)

cosf + isin 6
cos 0(cos? 0 + sin? §)

cosf +isinf

cos

1 .
= COSG(COSO-FZSIHQ).

4.2-21. Legyen z = cosf +isinf, 0 < 0§ < . Szamitsuk ki az alabbi szamok abszolut

értékét és f6 argumentumat.
1 z

d.
1—=z2 z—1

a.l—z b.z—-1 c.

Megoldas.
a.
1. Megoldds.

z = cosf +isind,
cos(f + ) 4 isin(f + )

= cos(f —m)+isin(d —7),
1—2z = 14cos(—m)+isin(d— ).

|
N
Il



4.2. Trigonometrikus alak, Moivre-azonossdg 101

Térjiink at az argumentumok fél szdgeire (), és l-et fejezziik ki cos? ¢ + sin? ¢
alakban.

— 60— 60— 60— 60— 0 —
1—2z = cosziﬂ—i—sm2 7T+008277r—sir12 7T—i—22‘ Wsin il
2 2 2 2
0 — 60— -
= 2COS2T7T+2iCOS 27r+sin 5
_ o 0—m 9—7r+,, 0—m
= 2cos 5 cos 5 7sin 5
.0 -7 . O—nm
= 2sin— | cos + ¢sin .
2 2 2
0 - 0 —
A feltétel miatt 2sin 3 > 0, 7”<T”<0. Ebbol
0 60— 0+3
|1—z|:2sin§, arg(l — z) = T 4 on= +27T.

2. Megoldds. Abrazoljuk a Gauss-szamsikon a z, 1, 1 — z szamoknak megfelels vekto-
rokat, 1 — z a z végpontjatél az 1 végpontja felé mutasson. A kapott haromszog egyenls
széra, mivel |z| = 1. arg(1l — 2) leolvashato6 a kapott abrarol.

b.
1. Megoldds.

z—1 = cosf+isinf—1
0 0 0 0 0 0
= cos? 3~ sin? B + 21 cos 3 sini — (cos2 B + sin? 2)

0
= —2sin® = + 2 cos - sin —
2 2 2

9 i 6 .0 w 6
= 2sin— | —sin=+icos— |.
2 2 2
Mivel .0+. o _ . 0+..9 9+7r+..9—|—7r
—sin — == —+4isin— | = isin ——
ivel —sin g +1icos; =14 cos +ising cos — s 5
0 0 0
ezértz—1:281n2<cos ng—i—isin;ﬂr).
0 0
Ebbol |z — 1| = 2sing,  arg(z —1) = ;W.
2. Megoldds. Az a. megoldasidban leirt masodik médszer itt is alkalmazhato.
c.
1 B 1
1—2z QSing (COSQ*T”—H'sinG*T“)
1 ( T—0 +i 7r—9>
= cos isin
QSing 2
1 1 1 m™—0
Ebbél = =
? ’1—2’ 2sin §’ arg(l_ ) 2
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d.
z _ cosf +isinf
z—1 2sing(c059+7”+isin9+7“)
1 ( 9—7T+, . (9—7r>
= cos 1sin .
2sing 2 2
) T 0 —m
A feltétel miatt ———5 >0, —— < < 0.
2sin 5 2 2
z 1 z 0—m 0+ 37
Ezért = = 2m = .
ZEér 2_1‘ 2sin§’ arg(z_l) 5 + 27 5

4.3. Négyzetgyokvonas algebrai alakkal, masodfoka komplex
egyiitthatés egyenletek

4.3-1. Vonjunk négyzetgyokot a kévetkezd szamokhol:

a. —3—4i b. 54 12: c. 21 — 204
3 3
. —11 ' . .=+ 2
d —+ 602 e 3 Y f. 2 + 21
Megoldas.
A keresett szam legyen z = a + bi.
a. —3—4i=(a+bi)? —3 — 44 = a® — b + 2abi.

-2
Ebbsl a? — b? = =3, és 2ab= —4. A méasodik egyenletbsl b= —, amit az els¢
a

4
: 2 _ 4 2 _
egyenletbe helyettesitve a® — 2 +3=0, a*+3a"—-4=0.

Ezt az egyenletet a?-re megoldva:

o2 —3j:\/9+16: -3E5

2 2

amibél az egyik gyok a® = —4, nem megoldas, mert a valés szam. A masik gyok a? = 1.
Ebb6l a =1és b= —2, illetve a = —1 és b = 2. A keresett komplex szamok tehat 1 — 2¢
és —1 + 2i. (Lasd a 4.1. abrat.)

b. 5+ 12i = (a+bi)?, 5+ 12i = a® — b? + 2abi. Ebb6l a® —b? =5 és 2ab = 12. A

6
méasodik egyenlethdl b = —, amit az els6 egyenletbe helyettesitve
a

36
a’— = —5=0, a* — 5a® — 36 = 0.
a
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Im f
—1+2¢
> Re
1—-24
—3—4i
4.1. abra.
Az egyenletet a?-re megoldva
i 5+ /254 144 _ 5+ 13
2 2
amibdl az egyik gyok a? = —4, nem megoldas, mert a valos szam. A masik gyok a® = 9.

Ebb6l a = 3 és b= 2, illetve a = —3 és b = —2. A keresett komplex szamok tehat 3 + 2¢
és —3 — 2i.
c. 21 —20i = a® — b® + 2abi. Ebb6l 21 = a® —b* & —20 = 2ab. A maésodik

—10 100
egyenlethdl a = - amit az els6be helyettesitve 21 = o R b2,
Im 4
—11 4-60¢
5+ 6¢
- Re
—5 — 61

4.2. abra.



104 4. Feladatok megolddssal

Rendezziik:
216 = 100 — b*, b* + 2167 — 100 = 0.

—21+ /2124400  —21+29
2 - 2 '

b =

Ebbsl v =4, b=2, a=-5, illetve b= -2, a=>5.
A gyokok: —5+2i és b — 2.
d. —11460i =a? —b>+2abi. —11=a’*—-1% 60 = 2ab.

30 900
a=, —11= b—Q—bQ —116% = 900 — b*, bt — 1162 — 900 = 0.
)2 11+ /12143600 11 iﬁl'

2 2

Megoldasa 36 és —25. Az utobbi nem lehet valés szam négyzete. Az elébbibsl: b2 =
36, b =06, a =5, valamint b= —6, a = —5. A gyokok 5+ 6i és —5 — 6i. (Lasd a
4.2. 4brat.)

e.

1. Megoldds.

@_\/3(28—21)_\/3(14—1)'

Szamitsuk ki 1 — 7 négyzetgyokét.

1 —i=a%—b%+ 2abi. a? - b =1, 2ab = —1.
1 1
- — b =1, 4b* +4p% — 1 =
“= Ty 12 * 0,
2 ~AEVIE+16 —4+4V2 —11\/5'

8 - 2 a 2

Ebbél csak a b? =

felel meg esetiinkben.

+1
po Y21 _ 1 +1

2 7 a__2 \/52—1 \/\/5—1\/[+1 2

illetve b= — \/52_1 és \/

Ezeket még meg kell szoroznunk \/; gvel, s igy az eredeti kifejezés gyokei:

1 1 - 1 1 .
TVOV2+6-11/6V2-6i és —Z\/G\/§+6+1\/6\f—67,.

V2 —
2
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2. Megoldds.

3 o 3(2-20)

242 8
o 3(1—9)
- 4
V2 (V2 V2
- 4 L2 2
= M(COSM—FZ'SHI?W)

4 4 4

A gyokok trigonometrikus alakban:

3\/§< s .77r> ) 3\/§< 150 . . 157r).

cos — + 4 sin — és COS?—Hsm—

2 8 8 2 8
3 . 2 2 . L 3 2 2 1 M
f. §+Qz:a—b + 2abi. Ebbdl §:a—b és 2 = 2ab. azz,eztazelso
) 3 1 : ]
egyenletbe helyettesitve 3= b°, amit alakitva
302 =2 — 2b4, 2% +3b% — 2 =0.
B2 -3+v94+16 _ —3i5.

4 4

1 1 1
b=, bZ\[, a=+72, iletve b:—\[7 a=—2,
2 2 2
e 1. 1.
A gyokok V2 + \/;2 és -2 - 51. ]

4.3-2. Adjuk meg az alabbi szamok négyzetgyokét és abrazoljuk a Gauss-szamsikon.
a. —1 b. —2i c. 3+ 41 d. 154 8
Megoldas. A keresett négyzetgyokot jeldlje z = a + bi.

a. -1 = (a+bi)?, —1 = a®—b? + 2abi. Ebbsl a? —b* = —1 és 2ab = 0.
A masodik egyenletbél a = 0, vagy b = 0. Az a = 0 értéket az els6 egyenletbe
helyettesitve —b?> = —1, amib6l b =1, vagy b= —1. A b =0 értéket az elsG
egyenletbe helyettesitve a? = —1, ami ellentmondas, hiszen a valés szam. A keresett
komplex szamok tehat ¢ és —i.

b. —2i = (a +bi)?, —2i = a® — b%>+ 2abi. Ebbl a®> —b* =0 ¢és 2ab= —2, amibdl
ab = —1. Az els6 egyenletb6l a = b, vagy a = —b. Az a = b kifejezést a masodik
egyenletbe helyettesitve a? = —1, ami ellentmondéas. Az a = —b kifejezést a mésodik
egyenletbe helyettesitve a? = 1, amibsl a = 1, vagy a = —1 . A keresett komplex
szamok 1—14 és —1+id.
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c.3+4i = (a+bi)?, 3+4i = a®>—b?>+2abi. Ebbsl a?—b%> =3 és 2ab = 4. A mésodik
2 4
egyenlethdl a = 7 amit az els6 egyenletbe helyettesitve 2 b =3, b +3®-4=0.

Ezt az egyenletet b%-re megoldva:

 3+9+16 -3+5

b2
2 2

amibél az egyik gyok b? = —4, esetiinkben nem megoldas, a masik gyck b? = 1. Ebbél
b=1 ¢ a=2, illetve b=—1 és a=—2. A megoldds 2+1i és —2—1.
d. 15+ 8i = (a + bi)?, 15+ 8i = a® — b% + 2abi. Ebbsl a? — b2 =15 és 2ab = 8.

4
A masodik egyenletbdl a = 3 amit az els6 egyenletbe helyettesitve

1
b—S—b2:15, bt + 156 — 16 = 0,
. ~15+225+64  —15+17

2 2

Az egyik gyok b? = —16, nem megoldas, a masik gyok b> =1. Ebb6l b=1 és a =4,

illetve b= —1 és a= —4. A keresett komplex szdmok tehat 4+i és —4 — 1. [

4.3-3. Oldjuk meg a kivetkezd egyenleteket:
a.z?—2x+2=0 b. 2> —6x+10=0 c.z? —4x+13=0
d.42? —42+5=0 e. 22 +3x+2=0 fal—2+1=0
Megoldas.

294 A-8 2472
a. 2?2 -2 +2=0, = 8 _ 14
2 2
+ /364 +9i
b.2?— 62410 =0, o—o=v30=40 62 o
2 2
A+ 16-52 4+6i
c. x> —4x+13=0, T = 5 = 2z:2:i:3i.
4+ 16 = A48 1
d.42® — 4z +5=0, z= 6-80_4=8_1,;
8 8 2
3+,9=16 -3++v7i —
0. 2% 430 +2-0, g- _o=v9ZI6 =3 VTi_ =3 VT
4 4 44
1+v1=4 1 3
f.r?—2+1=0 = :21\2[1'. N

4.3-4. Bontsuk els6fokn tényezk szorzatara a kovetkezd kifejezéseket:
a. r2+1 b. 2% + 6z + 13 c. 4a% — 12z +25
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Megoldas.

a. Az 22 +1 = 0 egyenlet gydkei i és —i. Igy a kivant felbontas (x — i)(z + ).
b. Oldjuk meg az x2 + 6z + 13 = 0 egyenletet.

—6+ —52

A felbontés (v — (=3 + 2i))(z — (-3 —21)) = (v + 3 — 2i)(x + 3+ 21)
c. Oldjuk meg a 422 — 122 + 25 = 0 egyenletet.

_12+/144 400 12+16i 3

= — £ 2i.
v 8 8 9 =~
) 3 3
A felbontas x—§—2z x—§+2z [
4.3-5.
Oldjuk meg a kovetkezs egyenleteket:

a. 22— (142i)z4i—1=0 b. 2+ (2+i)z —1-5i=0
c. 2’ = (2+i)r—1+7i=0 d. 32 — (8 + i)z +4+6i=0
e. 72— (8—3i)z+11-27i=0 f. 2?4+ (—8+3i)z+11+3i=0

g. (154 6i)2% — (32+36i)r+8+38 =0  h. (9+ 18i)2> + (30 — 80i)z — 39 + 52i = 0

Megoldas.

14+2i+/(1+2)2-4(G—-1) 1+2i+1
z = = .
2 2
A diszkriminans (14 2i)2 —4(i —1) =1 —4+4i —4i+4 = 1. A két gydk 1+ és i.
b. 22+ 2+i)x—1-5i=0.
Alkalmazzuk a méasodfoki egyenlet megolddképletét.

—2—i+/(2+14)% + 4(1 + 5i)
5 :

xr =

Szamoljuk ki a diszkriminanst:
(24+0)2+4(1+5i) =4 —1+4i + 4+ 20i = 7 + 24i.

12
Kiszamitjuk 7+ 24i négyzetgyokeit. a?> —b%> =7 és 2ab = 24. Ebbsl a = > amit

144
az els6 egyenletbe befrva 7 b2 =7, b = 144 — b*. Amibél b* + 76> — 144 = 0.

 —T+£49+4-144  —7+25
- 2 N 2

b2
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A b? = —16 nem megoldas, b?> =9 alapjan pedig b=3 és a =4, illetve b= —3
és a = —4. 7+ 247 négyzetgydkei 4+ 3¢ és —4 — 3.
—2— i (4+30)

5 .

Visszahelyettesitjiik a megoldoképletbe: z= =

Ebbdl a megoldéds 1+17 és —3 — 2.
c. 22— (2+i)r—1+7i=0,

2+i4\/(2+14)2 —4(—1+ T7i)
xr =
2

A diszkriminans: (2 + )2 — 4(—1 4+ T7i) = 7 — 24i.
Kiszamitjuk 7 — 247 négyzetgyodkeit.

a? — b =7 és 2ab = —24. Ebbsl a = 0 amit az els egyenletbe beirva

144
- b2 = 7. Amibsl b* + 7b? — 144 = 0,

=T VA9+576  —T+£4625  —7+25
- 2 - 2 - 2

b2

A b?> = —16 nem megoldas, b?> =9 alapjan pedig b=3 és a = —4, illetve b= —3
és a=4. 7— 247 négyzetgyokei 4 —3i és —4 4 3i.

241+ (4 -3
. +it( 32).

2

A megoldas 3 — ¢ és —1 4 2.
d. 322 — (8 +4i)x +4+ 6i = 0. A masodfoku egyenlet megoldoképletébe beirva az
egyliitthatokat:

8 +4i 4 /(=8 — 49)2 — 4 - 3(4 + 6i)
Tr =
2.3

Szamoljuk ki a diszkriminanst: (—8 — 44)? — 4 - 3(4 + 6i) = —8i.
Kiszamitjuk —8¢ négyzetgyokeit.

—4 16
a?—b> =0 és 2ab= —8. Ebbdl a = 5 amit az els6 egyenletbe beirva >he b2.
Amibsl b* = 16, b = 2, a = =2, illetve b = —2, a = 2. —8i négyzetgydkei 2 — 2i és
-2+ 2i.
8+ 4i + (2 — 29)

5 .

Visszahelyettesitjiik a megoldoképletbe: x =

Ebbél a megoldas g + % és 1+41.
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e. ¥2— (8 —3i)z+11—27i=0.
A masodfoka egyenlet megoldoképlete alapjén:

L B8-38i% V(=8 + 30)2 — 4(11 — 274)
B 2

A diszkriminéns: (—8 + 3i)? — 4(11 — 27i) = 11 + 60i.
Kiszamitjuk 11 + 607 négyzetgyokeit.

30
a’> —bv® =11 és 2ab = 60. Ebbsl a = ——, amit az elsG egyenletbe beirva

b )
900
e b? = 11. Amibél b* + 116% — 900 = 0,
W —11 £+ /121 + 3600 _ —11+£61
2 2 ’
A b? = —36 nem megoldas, b?> = 25 alapjan pedig b = 5, a = 6, illetve

b= -5, a=—6. 114 60¢ négyzetgydkei 6+ 5i és —6 — Hi.

8 — 3i & (6 + 5i)
. .

Visszahelyettesitjiik a megoldéképletbe: x =

A megoldas 7414 és 1 — 4.
f. 22+ (=8+3i)x+ 11+ 3i=0.

L_8-3it V(=8 + 3i)2 — 4(11 + 34)
N 2

A diszkriminans: (—8 + 34)? — 4(11 + 3i) = 11 — 60i.
Kiszamitjuk 11 — 607 négyzetgyokeit.
-30
a? —bv> =11 és 2ab = —60. Ebbsl a = - amit az els6 egyenletbe beirva

9% — b2 =11. Amibsl b* + 1162 — 900 = 0,

p2 —11+/121+3600 —11+61
- 2 - 2 ’

b? = —36 nem megoldas, b?> = 25 alapjan pedig b =5, a = —6 illetve b= —5, a = 6.

8 —3i+(6—5i
11 — 60i négyzetgydkei 6 —5i és —6+5i. x= ! 2( o)

A megoldas 7 —4i és 1 + 4.
g. (15+6i)2z? — (32 + 36i)x + 8 + 38i = 0.

e 32 4 36i + \/(—32 — 364)2 — 4(15 + 67)(8 + 38i)
N 2(15 + 61)
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A diszkriminans: (—32 — 36i)% — 4(15 + 67)(8 + 38i) = 160 — 168i.
Kiszamitjuk 160 — 168¢ négyzetgyokeit.

4
a? —b?> =160 és 2ab = —168. Ebbsl a = - amit az els6 egyenletbe beirva

842
= b2 = 160. Amibél b* + 160b% — 842 = 0,

_ —160+ /1602 + 4- 7056  —160 + 232

b2 —
2 2

A b2 = —196 nem megoldés, b?> = 36 alapjan pedig b =6, a = —14, illetve b = —6, a =
14. 160 — 168i négyzetgyokei 14 — 67 és —14 + 6i.

32+ 360 £ (14 — 6i)
N 2(15 + 61)

5 1
A megoldas 3 + §Z és 141.

h. (9+ 18i)z? + (30 — 80i)z — 39 + 52i = 0.

=30+ 80i £ /(30 — 80i)2 — 4(9 + 18i)(—39 + 52i)
T 2(9 + 18i)

A diszkriminans: (30 — 804)% — 4(9 + 18i)(—39 + 52i) = —352 — 3864i.
Kiszamitjuk —352 — 3864¢ négyzetgyokeit.

—1932

a? —b> = —352 és 2ab = —3864. Ebb6l a = o amit az els§ egyenletbe
19322
beirva —5— —b% = —352. Amibdl b* — 352b° —1932% = 0,
y2 _ 302 /3527 +4-1932% _ 352 + 3880
N 2 N 2 '
A b = —1764 nem megoldas, b> = 2116 alapjan pedig b = 46, a = —42 és

b= —46, a =42. —352 — 3864: négyzetgyokei 42 — 467 és —42 + 461.

=30+ 80i + (42 — 46i)
N 2(9 + 18q)

8 1
A megoldas 9 + §Z és 2+ 3i. ]



4.4. n-edik gyok meghatdrozdsa trigonometrikus alakkal, eqységgyikok 111

4.4. n-edik gyok meghatarozasa trigonometrikus alakkal,
egységgyokok

Az 1-7. feladatokban a gydkvonést trigonometrikus alak felhasznéalaséval végezziik el.
4.4-1. Vonjunk negyedik gytkot a 2 — i4/12 szambdl.

1
Megoldas. Q—Z\ﬁ—Q(l—z\f)—4<2—z\é§>:4<cos?+isin?>.

A negyedik gyokok:

bt k2w 5t k2w
—_— ), Sl R <k <3.
\/§<cos<12—|— 4>—|—zs <12+ 4>>,ah010k:3

wy = ﬂ(cosi—l—zsmig) wy = \6((305111;4‘Z I 11127r>’
wy = ﬂ(coslfzﬂ—msinll?;) wy = \@(00821327T+i5m21327r)
|
4.4-2. Vonjunk 6tédik gyckot az 1 — ¢ szambol.
Megoldas. 1 —1: = V2 <\[ — z\[> V2 (cos %T + 7sin Zr) .
A gyokok:
1%(00 (;7(;+/€§7r)+21 <Zg+k§7r>>’ ahol 0 < k < 4.
wy = Kf(eob70+zsinzg> wy = 1€/§<cos3;+isinzzr>,
wy = Kf(cosﬁ)%—zsinfg) w3 = 1\0/§<COS321(;T+1'51H321(;T>7
wy = 1f< s%%—zi 35(;T>
]

4.4-3. Vonjunk hatodik gyckot az ¢ szambdol.

Megoldas. i = cos % + ¢sin g
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A gyokok:
T k2 T k27
— + —  Si —_— hol 0 < k < 5.
cos<12—|— 6>—|—zs (12+ 6>,a00_ <5
= cosi—k S = cos5—jL S
wy = 7 7sin — 13’ wy = G 7sin — L
3T n 3T 137 s 137
= Cos— S = COS—— sin ——
w9y 1 7sin — 1 w3 5 7sin 15
17w s 177w T n s
wqg = COS—— +isin —— ws = co0S— +isin—.
4 12 127 b 4 1
| |
4.4-4. Vonjunk hatodik gyskst 170 ambol
.4-4. Vonjunk hatodi 0kot az szambol.
) &Y 1+iV3
Megoldas.
. Tm .. I . T .. T
1—i=+2(cos— +isin— |, 1—|—u/§z2(cos—+zsm—),
4 4 3 3
i T
2 i o
1—i \f<cos g Tism 4> \/§< LG 177r>
= = —(cos— +1is .
1 JrZ'\/g 2 (cosE + 7sin E) 2 12 12
3 3
A gy6kok:
1 177 n k2w Lisi 177 n k2
cos | — + — isin (| — + — =
/2 72 6 72 6
1 17 24k 17 24k
= 1\2/§<cos< 7T+ 7T> zsin( Wj;Q W>>7 0<k<5H
1 177r+,,177r 1 4 +,,41
wy = COS —— + 7sin — w; = COS —— + isin —
0 12/ 72 72 )’ ! 125 72 72 )
wy = ! COSGE)—W—|—isilr165—7r w3 = ! cos89—7r—|—isin89—7r
S 72 72 )" ) 72 72 )"
1 1137 1137 1 1377 1377
YT T T T ) s T i (T 2
| |
. . ot 1+ L
4.4-5. Vonjunk nyolcadik gyokot az - szA&mbol.
V3 —i

Megoldas.
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1+i:\@(cos%+isinz>,

4
3 1 11 11
\/g—i:2<\2f—i2>: (cosﬁw—kising),
T .. m
1+Z \/§<COSZ+ZSH11> 1 < 57T 57'(')
= = —=|cos — +isin——
_ 11 11
V3 —i 2 cos—ﬂ—i-z'sin—ﬂ V2 12 12
6 6
A gyokok:
1 57T+]€27[' Lisi 57r+k27r 0<k<T
cos | — + — isin [ — 4+ — )
/2 96 8 96 8 ’ -
1 5t . . 5w 1 29 . 297
wy = 55 cos%+zsm% wy = 92 COS%—FZSIH%
1 cos 537 Vs 537r 1 cos e Vs e
wy = — +is w3y = —— +isin —-
2 192 96 96 ) 3 192 96 96
1 1017 s 1017 1 1257 s 1257
wyg = cos isin —— ws = cos isin ——
4 192 96 9% ) 7 192 96 96
1 1497 Lis 1497 1 173w s 173w
wg = cos isin wy = cos isin
0 192 96 96 ) 7 195 96 96
4.4-6. Vonjunk hetedik gyokét a kovetkezd szambél.
3 —3/3i
-2+ 2

Megoldas.

. 1 V3. 50 .. bm
3—3%51—6(2—22)—6<cos3+zs1n3>,

—2+2z—2f< \Qf \2f> (:os4—|—zsm?zr>7
om
3

2+ 2V/2 <cos34 + 7sin I) 2

A gyokok:

3 117 k27 117 k2
7 ; Qi _ — < < 6.
\/5 (COS ( 84 7 ) ¢S ( 84 7 >> ’ 0 k 0

A gyokdk argumentumai rendre:

3 3/3i 6<C05+’Sl > 3( 117r+,,117r>

113
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117 om 59T 831 1077 1317 15567
84’ 12’ 84’ 84’ 84 ' 84 7 84

4.4-7. Szamitsuk ki 10 — 107 harmadik gyokeit a trigonometrikus alak segitségével, és
adjuk meg a gyokoket algebrai alakban is.

Megoldas.
10 — 10i = 10v/2 (f - £ ) =10v2 (00874 —|—zsm747r> ,
V200 = V8- V25 = V2 V5.
A gy6kok:

3 r k27 o r k2w
. - [ < k <2.
\/i\/5<cos<12+ 3)+zsm<12+ 3>>, 0<k<2

7T
wy = \f f(cos—l-zmnm)

5 5
wy = V2. %(cosf—kisinﬁ)

4
= ﬂ%(—‘f—z‘f)
22—
= VB(-1-1),
. 237
wy = f f(cosu—l-z 12)

wa-t és wo-at megkapjuk, ha wi-et a megfelels harmadik egységgyokkel szorozzuk.
Mivel

2 2 1 1 1-—
wy = (—1—1) <cos;+isin7r) =(—1—1) (—2+i\g§> = +2\/§+i 2\/§

3
és
, Ar A 1 VBY 1-v3 1443

wo—(—1—2)<cos3+zsm3>—(—1—z) (—2—z2>— 5 tiT
ezért a tobbi két gyok algebrai alakja

3

) )

~ B VEHi-VE),  w= T (1B i1+ VE)). .

4.4-8. Oldjuk meg a 2*+16 = 0 egyenletet a komplex szamok halmazan és a gyokoket
fejezziik ki trigonometrikus és algebrai alakban is.
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Megoldas. Az adott egyenletbsl 2% = —16, tehat —16-bol kell negyedik gyokot von-
nunk.

—16 = 16(cosm + isinm).

T k27 o T k27
zk—\f6<cos<4 1 >+zsm<4+4>>

2k+1 2k+1
=2 cosu—i-isin(é)7T , 0<k<3.
4 4
Ebbsl:
2
zg = 2<cosz+isinﬁ):2 £—|—£ =2 +iV?2,
4 4 2
3 2 2
z21 = 2 cos——i—ism—7r =2 ———i—i£ V2 +iv2
4 2 2
5 5 2 2
z9 = 2 c:os—7r+isin—7r =2 —i—'i =2 —-iV2
4 4 2 2
7 2 2
z3 = 2 cos——l—ism—7r =2 i— £ =2 —iV2.
4 2 2
|
4.4-9. w az 1-t6l kiilénb6z6 harmadik egyseggyokot jelol. Mutassuk meg, hogy @ = w?.
Megoldés. w-w = |w|? = 1, masrészt w - w? = 1. Ezek alapjan @ - w = w - w?, amibol
w=uw |

4.4-10. Fejezziik ki a 23 — o = 0 egyenlet gydkeit o és w segitségével, ha w # 1 komplex
harmadik egységgyok. Ennek segitségével adjuk meg az alabbi egyenletek gyokeit algebrai
alakban.

a.2* —271=0 b. 2> +8=0 c. 22 —i¥=0
Megoldas. 22 —a® =0, 2 =, 2 = aw, 23 = aw?. Az alabbiakban legyen
1 . , 1 V3
w__i—i_TZ’ ekkor w ——5—71.
‘ 1 V3 3 3V3
. 3 — 2 = = = _— — = —— _—
a. =z 7=0, z1 =3, 2z =3 5 + > 1 5 5 b

\)
\)

(1 \/3) 3 3V3,
z3=3—=——1 2757 5 7.
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4.4-11. Adjuk meg a kévetkez6 egyenletek gyokeit algebrai alakban.

a.2>-8=0 b. 22 4+1=0 c. (z+1)3=1

Megoldas.

b. 22+1=0, z1 = —1, 22——1<—+2z =5~ 5 b
1 V3 1 V3
z3 ( 5 21> 2+ 21
3
c. (z+10°=1  zn=0, zQ=w1=+\2f’,
3 3
23=w2—1=—2—\2[z'. m

4.4-12. Szamitsuk ki a kovetkezs kifejezések értékét, ha w az 1-t6l kiilonb6z6 harmadik
egységgyok.

3 5 1 w?
a.w+w tw -5 c. ——
w? + wt w+wd
Megoldas.
a.
1. Megoldds. w + w3 4+ w® = w + 1+ w? = 0, mert az n-edik (n # 1) egységgyoksk
Osszege 0.

2. Megoldds. z=1+w+w? 2w=w+w?+uwdi=1+w+w?=2z
z—z2w=0, z(l1—w)=0, amibsl z=0, vagy w=1.

(R BN
W2Hwt 4w
w? w? w?
wHwd w4+l —w?

4.4-13. w az 1-t6l kiilonboz6 harmadik egységgyokot jelol. Irjuk fel w-val kifejezve az
alabbi kifejezések konjugaltjat.
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a.l4+w b. 1 — w? c. 3+ 4w + 5w?
Megoldas.
a. ltw=14+w=1+w?=-w.
b. 1-w?=1-0?=1-w.
a. 3+ 4w +5w? =3+ 45 + 552 =
=3+4?+5w=31+w?+w) +w+2w=—-1+w.

(A megoldas soran felhasznaltuk, hogy 1 + w + w? = 0)
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4.4-14. Tegyiik fel, hogy z - w egységgyok és w? + zi = 0. Bizonyitsuk be, hogy z és w

mindketten egységgyokok.
Megoldas.

Legyen zw n-edik egységgyok. w? = —zi. Ezt az egyenletet szorozzuk be wi-vel:

3

it =1, igy w'®® = 1. Ez utébbi azt jelenti, hogy w egységgyok.

Masrészt w!?® = (—2i)" = 267 (—4)6" = 207 ((—4)6)" = 207 (—1)" =

Ebb6l 22" = 1, tehét z is egységgyok.

4.4-15.

a. Szamitsuk ki az n-edik egységgyokok szorzatat.

b. Szamitsuk ki az n-edik egységgyokok négyzetosszegét.
Megoldas.

a.
1. Megoldds. Az n-edik egységgyokok felirhatoak €1 hatvanyaiként.

2 n—1 5(n-1)
logr-eo-ivep1=1-e1-67-...-e]  =¢f .

n

n—1
Ha n paratlan, akkor %1 egész, (e7) 2

n\ n—1
Ha pedig n paros, akkor (52> = (-1t =-1.

2. Megoldds.

l4+z24+224. . +2" =(z—e)) (z—€3)-...- (2 —e))"

a gyokok és egyiitthatok kozotti Osszefiiggésekbdl az allando tag
L= (-1)""tey- e .. el

Tehat paros n esetén a szorzat —1, paratlan n esetén pedig 1.
b.

i R S i - - L U AL

1.

1

9

w?i = zw. Emeljiik 4n-edik hatvanyra. w!?"i*" = (zw)?" = 1, mert (2w)"™ = 1. Mivel
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2 2, 4 2n—2 o (1) —1
:El(1+81+€1+"'+€1 )251527120,
T —

mivel g1 #1 és e = 1. u
4.4-16.
a. Bizonyitsuk be, hogy két egységgyok szorzata is egységgyok.

b. Mikor lesz két egységgytk Osszege egységgyok.
Megoldas.

4.3. abra.

a. Legyen z n-edik, w pedig k -adik egységgyok.
=1, whF=1, (z- w)"k = (z”)k . (wk>n = 1.

Ebbdl kiolvashatjuk, hogy zw nk-adik egységgyok.

b. Az 6sszegiik abszolut értéke is 1 kell, hogy legyen.

A 4.3. abrabol leolvashato, hogy a bezart szég v = 120° vagy —120°, tehat z = we,
ahol € # 1 harmadik egységgyok. Belatjuk, hogy ha ez teljestiil, valéban egységgydk az
osszeg. Legyen z n-edik, w pedig k-adik egységgyok. z+w = we+w = w(e+1). Mivel

1 3 3
Ez—fi\f i\g

1
5+ 5 5—1—1:5 :cosgiisinz,

3
igy € + 1 hatodik egységgyok. Vegyiik w(e +1) 6k-adik hatvanyéat.

N
(wk)ﬁ . ((g + 1)6) =1-1=1, tehat z+w is egységgyok. u

4.5. Komplex szamok geometriai megfeleltetése

4.5-1. Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyeknek megfelel6 komplex sza-
mokra
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a. Re(z) +Im(z) =1 b. |z +i| = |z —1] c.lz—1+il=1
0 z—1
. = - =1 f. liz—2Z| =
d. arg(z) 1 ] liz —Z| = |2]
Megoldas.

a. Legyen z = a+bi, ekkor Re(z) =a, Im (2) =b. Az a+b=1 egyenletet
kielégitG értékeket keressiik. (Lasd a 4.4. dbrat.)

Im

~ Re

4.4. abra.

A Gauss-szamsikban az x + y = 1 egyenes pontjai adjak a megoldast, ez az egyenes
a valos tengelyt az (1, 0) a képzetes tengelyt a (0, i) pontban metszi.

b. Legyen z = x + yi. Ezt behelyettesitjiik a |z +i| = |z — 1] egyenletbe és mindkét
oldalt négyzetre emeljiik.

Im

> Re

4.5. abra.

2?2+ (y+1)? = (z — 1)2 + y?, amibsl 2y = —2z, tehat y = —x. Az y = — egyenes
pontjai adjak a megoldést. (Lasd a 4.5. abrat.)
c. Legyen 2z = = 4 yi. Ezt behelyettesitve és négyzetre emelve

(=1 + g+ =1
A meértani hely kor, kozéppontja az (1, —1) pont, sugara r = 1. (Lasd a 4.6. abrat.)

d. Legyen z = x + yi = r(cos ¢ + isin ), ahol ¢ = 2

V2 V2 . V2 V2
z=r 7+72 =x+ Y1, xer, yer.
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Im

> Re

4.6. abra.

y=2x és x> 0. A mértani hely az y = z, = > 0 félegyenes. (Lasd a 4.7. 4brat.)

Im

> Re

4.7. abra.

Megjegyzés. Ha x = 0, akkor z = 0 argumentumarél van szé, ami — mint tudjuk —

w
tetszGleges értéket felvehet, igy tekinthetd 1 -nek is.

zZ—1
z—1

=1,ahol 2 # 1. |z—i|=|z—1|, |z—i]?> =]|z— 1|% Helyettesitsiik be

a z = x + yi kifejezést.

Im

4.8. abra.

x2+(y—1)2:(x—1)2+y2.
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Ebbsl y = x. A mértani hely az y = z egyenes kivéve az (1, 1) pontot. (Lasd a 4.8.

abrat.)
f.
1. Megoldds. Az |iz—Z| = |z| egyenletet négyzetre emeljiik és alkalmazzuk a 2z = |z|?
Osszefiiggést:
(iz—2)(iz — Z2) = 2%,
(iz —2)(—iz — z) = 2z,
2Z — 22 + 2% 4 27 = 2%,
27 —i22 iz =0,
27 = i(22 — Z%).
Legyen z = r(cos ¢ + isin @), behelyettesités utan r2 = —2r2 sin 2.
r = 0 megoldas.
-1
Ha r # 0, akkor sin2¢ = TR amibdél
11 11
2 = %—l—k?w, o= 1—27T+k7r:165°+/<:180° és
s Vs .
2¢p = 3 + k2m, =1 + km = 105° + k180°. A teljes megoldést a 165°-os

és 105°-0s iranyszogl egyenesek adjak. (Lasd a 4.9. dbrat.)

Im 4

4.9. abra.

2. Megoldds. Most legyen z = a + bi. Beirjuk az egyenletbe:
lai — b —a+ bi| = |a + bi],

| — (a+0b)+ (a+b)i| = |a+ bi,

V(=a =%+ (a+b)% = Va2 + 2,
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amit négyzetre emelve: 2(a + b)? = a® + b?, rendezve a® + b% + 4ab = 0.

—4a £16a? — 4a®? —4a+2
b a 26a az _ a2a\/§:—2a:|:a\/§,

z=a+a(—2+v3)i. A megoldast a kivetkezs egyenesek adjak:
y=(—2+V3)z, ¢ y=(—2—3).

3. Megoldds. z = 0 nyilvanvaloan j6. Legyen z # 0, mondjuk z = r(cos ¢ +isinp), r > 0.
Mivel |iz| = |Z| = |z|, igy 2z pontosan akkor megoldas, ha az iz és Z egyméssal bezart
szdge +£60° 4 k360°, azaz mivel

iz = r(cos(p + 90°) + isin(p + 90°)),

Z = r(cos(—yp) + isin(—yp),

ezért
©+90° — (—¢p) = £60° + k360°, (k=0, +£1, +2, ...),

rendezve:

2¢ = —90° + 60° + k360°,
¢ = —45° + 30° + k180°,
o1 = —15° + k180°, 9 = —T75° + k180°.

Ez két origén atmend egyenest ad, de mindkett6bél elvéve az origot. A teljes megoldas az
origon atmend, —15°-0s és —75°-0s egyenes pontjainak dsszessége (most mar az origoval
egylitt). [ |
4.5-2. Hol helyezkednek el a sikon azok a pontok, amelyeknek megfelel§ z komplex

szamokra
Im(22 —2) =2 —Imz

Megoldas. Legyen z = a + bi. Ekkor

22 =a? — b + 2abi

és

22—z =a®—b>+ 2abi — a + bi,
tovabba

(22 — %) = a®> — b* — a — 2abi — bi.
Ebbsl

Im(22 —z) = —2ab — b,

tehat —2ab—b =2 —b. Ezt rendezve —ab=1, amibdl b= —1
a

-1
Az y = — hiperbola pontjai adjak a megoldast. [ ]
x
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4.5-3. Adjuk meg a Gauss-szamsikon a z = = + yi pontok mértani helyének egyenletét
x és y segitségével kifejezve, ha

2| + 3Re(2?) = 4
Megoldas. z = = + yi-t behelyettesitjilk a |2|? + 3Re(2?) =4 egyenletbe.

22 + % + 3Re(z? — % + 2zyi) = 4,

tehat
x2+y2+3x2—3y2 = 4.
Ebbél
do? — 2y% = 4, 22% —y* = 2.
A 222 —y% =2 egyenletii gérbe pontjai adjak a megoldast. u

4.5-4. Abréazoljuk a Gauss-szamsikon azt a tartomanyt, amelyben az alabbi két egyen-
I6tlenségnek egyszerre eleget tevé pontok helyezkednek el.

2
%<argz<§ és 2 < |z| < 4.

1
Vizsgaljuk meg, hogy ha w=2+37 és v =3—2i, akkor az rhd pont vajon ebben

a tartomanyban van-e.
Megoldas.

1 1 1 1 )
2= quv 4( + 34)(3 — 20) 4(6 i+ 9i+6) 4( +5i) =3+ 1

25 144 + 25 169 13
’Z_\/9+16_\/16_ 6 a0

)
Legyen arg(z) = ¢. Ekkor tgy = 120 ¢ = 22.62°. arg(z) nem tesz eleget a
1 :
feltetelnek, igy UV nincs az adott tartomanyban. (Lasd a 4.10. abrat.) |

4.5-5. A w és z komplex szamok kozott a w = % kapcsolat all fenn. A komplex
z

szamsikon feleltessiik meg a w-nek a W pontot, z-nek pedig a Z pontot.

a. Tegyiik fel, hogy w valos része 0. Mutassuk meg, hogy Z egy korén helyezkedik
el, és adjuk meg ennek a kérnek a kozéppontjit és a sugarat.

b. Tegyiik fel, hogy w imaginarius része 0. Mutassuk meg, hogy Z egy egyenesen
helyezkedik el, és adjuk meg ennek az egyenesnek az egyenletét.
Megoldas. Legyen 2z = = + yi. Ekkor

r+yi—6i x+yi—6i r+8—yi
r4+yi+8 x4yi+8 w+8—yi
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Im

./ -

4.10. abra.

22 + 8x — ayi + xyi + Syi + y?> — 6xi — 48i — 6y
(z +8)2 +y? '

a. Ha w val6s része 0, akkor

2% 4+ 8z + y* — 6y = 0,

amibdl

(z+42+(y—3)2=16+9 =5

valoban kor egyenlete. A kor kozéppontja (—4, 3), sugara 5.
b. Ha w imaginarius része 0, akkor 8y — 6z — 48 = 0, amibél 4y — 3z — 24 =0

valoban egyenes egyenlete. ]

4.5-6. Hatarozzuk meg annak a szabalyos hatszdgnek a cstucsait a Gauss-szamsikban,
amelynek kozéppontja a zp = 3 — 2¢, és egyik csticsa a z; = 5+ ¢ komplex szadmnak
felel meg.

Megoldas. Legyen v = 21—z = 2+3i, ¢; (0 < i < 5) jeloljék a hatodik egységgyokoket.
A hatszog kozéppontjabol két szomszédos csticsba huizott vektor 60°-0s szoget zéar be, a
megfelel§ egyik komplex szamboél a masikat gy kapjuk, hogy hatodik egységgyodkokkel
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szorzunk. A t&bbi csicsnak megfeleld komplex szdm:

1 3
2o = ZQ+U€1=3—2i+(2+3i) (24—2'[)

2
3 1
- 4—3\2[4-1' (—2 +\/§> = 1.402 + 1.232,
1 V3
23 = zo+vep=3—2i+ (24 30) (—2—1—1'\5)

3 1
_ 9 3‘2[ +i <\f _ 32> — —0.598 — 1.768i,

zg = 20t+wves=3—-2i+(24+3i)(—1)=1— 51,

1
25 = z0+v64:3—2i—|—(2+3i)(—2—2‘?)
3 1
— 24 3\5 i <\/§+ 32> — 4.598 — 5.232i,
1 V3
5 = zo+v55:3—2i+(2+3i)<2—i\2[)

1
44 3? i (2 n \/§> — 6.508 — 2.232i.

4.5-7. Milyen a 2 és zo komplex szamoknak megfelel6 vektorok egymashoz viszonyitott
helyzete, ha Im(z122) = 0.
Megoldas.

1. Megoldds. z1 és z2 algebrai alakjat hasznaljuk fel. Legyen

z1 = a + bi, 29 = ¢+ di.

Ekkor
2122 = (a + bi)(c — di) = ac + bd + i(—ad + be).

A feltétel szerint
Im(z1%3) = —ad + bc = 0,

amibdl
ad = be. (1)

Ez tobbféleképpen valosulhat meg.

a. Lehet, hogy 21 = 0, vagy 29 = 0, esetleg mindkettd.

b. Tegyiik fel most, hogy z1 #0 és 2o # 0.

bl. Ebben az esetben lehet, hogy (1) mindkét oldalan 0 all. Ekkor a =0 és ¢=0
esetén 21 és zo képzetes szamok. d =0 és b= 0 esetén 21 és zo valos szamok.
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b2. Ha (1) két oldalan nem all 0, akkor oszthatunk b-vel és d-vel. Az % = 2 Gssze-

fliggés azt jelenti, hogy a 21 és z2 komplex szamoknak megfelel§ vektorok parhuzamosak.
A megoldas tehat az, hogy z1 és zy legalabb egyike nulla, illetve a z1 és zz komplex
szdmoknak megfelel§ vektorok parhuzamosak, ami a bl. és b2. esetnek felel meg. Mivel
a 0 komplex szam szoge tetszéleges, az a. eset is tekinthet§ gy, mint a b. eset része.

2. Megoldds. Most z1 és z9 trigonometrikus alakjaval dolgozunk. Legyen

z1 = r1(cos a + isin ), z9 = ro(cos f + isin ).
Ebbél
Z3 = ra(cos 3 — isin ) = ra(cos(—f) + isin(—pf)).
A Moivre-azonossag felhasznalasaval:
z1Za = rira(cos(a — ) + isin(a — (3))
és igy
Im(2122) = rirgsin(a — 3). (2)

A (2) kifejezés akkor és csak akkor 0, ha legalabb egyik tényezgje 0.
a. r; = 0 vagy r2 = 0, amibdl kovetkezik, hogy z1 = 0, vagy 2o = 0.

b. A sin(a — ) = 0 egyenletb6l o — § = kr (k € Z). A megfelel6 komplex szamok
argumentumait 0 és 2w kozé es6 alakban fejezziik ki: « — = 0 vagy a« — 8 = .
Ebb6l o = (8 vagy a = 3+ m, tehat a 21 és 29 komplex szadmoknak megfelels vektorok

parhuzamosak. [ |

4.5-8. A z = x + yi komplex szam kielégiti a kovetkezs egyenletet:
22— 34+i)z—B3—-9)z+ k=0,

ahol k£ € R. z-nek a Gauss szamsikon feleltessiik meg a Z pontot.

a. Mutassuk meg, hogy ha k < 10, akkor a Z pontok mértani helye egy kor. Adjuk
meg ennek a kornek a kozéppontjit és a sugarat, és indokoljuk meg, hogy miért van
sziikség a k < 10 feltételre.

b. Legyen k = 6. Mekkora az origdébdl a korhdz huzott érinté hossza?

Megoldas.
2Z—(3+i)z—(3—-1i)z+ k=0,

2 +y? -3z —3yi—xi+y—3x+3yi+rity+k=0,
22 +y? —62+2y+k=0,
(x—3)*+ (y+ 1) =10 — k.

a. A kapott egyenlet valoban kor egyenlete. A kor kozéppontja (3, —1), sugara
v 10 — k. Mivel a sugar pozitiv, igy k < 10 kell legyen.

b. Most k = 6, igy a kor sugara r = 2. Jeldlje a keresett érint6 szakasz hosszat ¢, az
origobol a kor kozéppontjihoz hizott szakasz hosszat pedig a. Ekkor

a=+32+12=10 & t> =a® —r% amibsl t*> =10 —4, ésigy t = /6. ]
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4.5-9. Tekintsiik azoknak a z = x 4 yi pontoknak a halmazit a komplex szamsikon,
amelyek kielégitik az arg(z —2) —arg(z +2i) = g egyenletet. Legyen o = arg(z —2)
és (O = arg(z + 2i).

Lassuk be, hogy cosacosf +sinasin3 =0 és ebbdl az egyenletet cos « cos 3-val
osztva, majd az argumentumokat = és y segitségével kifejezve mutassuk meg, hogy a z
pontok mértani helye az (z —1)2 + (y +1)? =2 egyenletd korén van rajta.
Megoldas.

z=x+yi, arg(z—2)—arg(z+2i)= g, a =arg(z —2), [=arg(z+ 2i).

Ebbsl a— 3= g, és {gy cos(a— ) =0, tehat

cosacos f + sinasin § = 0.

Mivel cosacosf3 # 0, ezért 1+ w =0, 14tga-tgl = 0. Masrészt
cos a cos 3
2 .
tgo = Y s tgl = & Igy
T — x
2
R A
T —2 T
(x=3)z+y(ly+2) =0,
22— 2z 4+ y%+ 2y =0,
(2 =17+ (y+1)* =2
a keresett kor egyenlete. ]

4.5-10. Legyen 21 és z3 két nem nulla komplex szam, melyekre
|21 + 22| = |21 — 22|
A Gauss-szamsikban abrézoljuk a 21, ze, z1+22 €S 21 — 2o szamokat vektorral. Ennek

z
segitségével, vagy masként allapitsuk meg arg <1> lehetséges értékeit.
Z2

Megoldas. Abrazoljuk elészor az origobél induld vektorokkal a z; és a zp szamokat.
Szerkessziik meg azt a paralelogrammat, amelynek ez a két vektor alkotja egy-egy ol-
dalat. A paralelogramma egyik atlojat a z; + 22, masikat a 23 — 22 szdmnak megfelels
vektor képezi. A feltétel miatt a paralelogramma 4t16i egyenld hosszusaguak, tehat tég-

lalaprél van szo, melynek a szogei derékszogek. A z1 és zo szamoknak megfelel§ vektorok

derékszoget zdrnak be. Ezért arg ) = z, vagy arg 2} :_E_ m
Z9 2 Z9 2
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komplex szamot fejezziik ki algebrai alakban, majd adjuk meg
az argumentumat radianban 3 tizedesjegy pontossiggal. Adjuk meg z? argumentumét
(szintén 3 tizedesjegy pontossaggal), és |22| pontos értékét.
1
b. A Gauss-szamsikban jel6lje az origdt O, a z nem nulla komplex szamot P, —-t

pedig Q. Lassuk be, hogy O, P, @ egy egyenesbe esnek. Az OP : OQ hanyaéos

értekét fejezziik ki |z| segitségével.

Megoldas.
a.
1+i  (14+4)(3+2) 1+5i
T 3.2 9+4 13
o= YRV

13 13’
\/26( 1 1 )
z = +5 7).
13 \v/26 V26

Legyen ¢ = arg(z). Ekkor

1 5
cosp = —— =0.1961, sin = — = 0.9806, p = 1.374,
V26 V26
2
ES 13 arg(z?) = 2-arg(z) = 2.748.

1 1
b. arg () = —arg(—z) = arg(z) miatt a z és az — komplex szamok egymas valos
z z

konstansszorosai, a megfelels vektorok szintén, igy az O, P, ) pontok egy egyenesbe
esnek.

1_2
==

Ebbsl

4.5-12. Legyen z = 1 4 /2i. Fejezziik ki algebrai alakban a,

1 ) 1
p=z+-— és a q=z——
z z

komplex szamokat. A Gauss-szamsikon P és @) jeloljék a p illetve ¢ szamoknak megfelels
pontokat. O az origd, M legyen PQ felezépontja, G pedig OM-nek az a pontja, amelyre

OGz%-OM.
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Lassuk be, hogy a PGQ) szbg derékszog.

Megoldas.
z = 142,
1 1 1-vV2i 1 V2,
_ = = = - — 717
z 1+/2i 142 3 3
1 4 2V2.
A R
1 2 V2
= z——=—-+4—i.
1 S R
o . p+q . . 2
Az M pontnak megfelel6 komplex szam zp; = — = 14+/2i. Mivel OG = §.OM,

ezért a G pontnak megfelel6 komplex szam

2 2 N2 V2.
ZG*§¢M*§@+V@)*§+TT”

A G és P pontokat 6sszekots szakasznak megfelel§ komplex szam

4 22 2 22, 2
- 1= .
3 3 3 3 3

RGP =P — 2G =

A G és Q pontokat 6sszekdts szakasznak megfelel§ komplex szam pedig

42 2 22 2V2
+—t—c——F1=—1.

2
QTAT AT T Ty Ty T g 3

2GQ a zgp-bol egy valds szammal (vV/2-vel) és i-vel valo szorzassal szarmaztathato, ezért

a megfelels szakaszok egymasra merdlegesek. (A v/2-vel valo szorzasnak a feladat szem-

pontjabol nincs jelentdsége.) ]
. . ] 21+ 22 .
4.5-13. Tegyiik fel, hogy z1 # z2. Bizonyitsuk be, hogy akkor és csak akkor
21 — 22
képzetes, ha |z1| = |22].
Megoldas.
. P 21+ 22 . A1t 22 , )
a. Tegyiik fel el6szér, hogy képzetes, tehat ——— = A - 4, ahol A valos
21 — 29 Z1 — 22

szam. Ebbgl

21+ 20 =A-i(z1 — 29),
zo(1+ Ai) = —2z1(1 — Ai),
251+ Ai)| = | — 21 (1 - i),
ool - |(1L+ AQ)| = [za] - (1 — A 1)
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De mivel 1 — Ai és 1+ Ai az 1 és Ai oldalu téglalap atléi, igy egyenls nagysaguak,
|1 — Ai| = |1+ Ail. |1 — Ai| #0,

(1)—b61 ’21‘ = ‘2’2’
b. 1. Megoldds. Most tegyiik fel, hogy |z1| = |22], ekkor zo = 21, ahol || = 1.
Ebbdl

z1+ze z(l+e) 1+e¢

z1—ze z(l—g) 1—¢

1+¢
1—¢

= Ai

valamilyen A val6s szammal. Ez utobbi azért igaz, mert 14¢ és 1 — e egy olyan rombusz
atloi, amelyiknek oldalai az 1 és €, a rombusz atléi pedig merdlegesek egymasra.

b. 2. Megoldds. Legyen ¢ trigonometrikus alakja & = cos  + isin .

Ekkor € =cosp —ising. Az 1. Megoldasban kapott tortet alakitjuk:

l+e (1+6)(1—€):(1+6)(1—§): £E—¢E
1—¢ 1—e)1—¢) (Q-¢g)(1-8) 2-¢c-¢
_ 2isin g _ sin ¢ _ Ail

2—-2cosp 1l—cosp

valamilyen valés szadm. ]

4.6. Szogfiiggvények és a komplex szamok

Az alabbi példakban n pozitiv egész szamot jelol.
4.6-1. Adjuk meg az alabbi kifejezéseket cosz és sinz segitségével kifejezve:
a. sin6x b. sin7x C. cos8x

Megoldas.
a. sin6z = 6cos® zsinz — 20 cos® z sin® x + 6 cos z sin® .
b. sin7z = 7cos® zsinx — 35 cos? x sin® z + 21 cos? z sin®
c. cos8z = cos®z — 28 cos® zsin? z + 70 cos? x sin?

x —sin’ z.

x — 28 cos? z sin® 2 + sin® .

4.6-2. Legyen a = 111 Hatarozzuk meg az aldbbi Osszeg értékét.
cos & + cos 3 + cos ba + cos T + cos Yo

Megoldas. Legyen z = cos a+isin a.. Ekkor 2° = cos ba+i sin 5a. Tekintsiik a kévetkezd
mértani sorozatot:
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2\5
z —1
z+z3—|—z5+z7—|—29 = z-( 2)
z¢—1
2101
prd AR
22 -1
1
5
5 z2°— —
_ z P
— zZ - —
> 1
P
z
sin ba
= 5.
sin o
. sin ba
= (cosba +isinba) - —
sin o

Ennek valés részét keressiik, igy

cosa + cos3a + cosHa + cos 7o + cos9a = -
Sin &

sin 10«

sin o
. 107
Sin 1

in -~
S 11

N~ N~ N

4.6-3. Bizonyitsuk be, hogy

1 - sl
sin®x + sin?2x + - - + sin? nx = n_ cos((n + )1:) smn:L"
2 2sinx

ahol = olyan valos szam, amelyre sinx # 0.

Megoldas.
cos 2z = cos® z —sin’z = 1 — 2sin® z,
amibdl
. 9 1 —cos2zx
sin“x = ——
2

Jeldlje A az igazolando osszefiiggés bal oldalat.
A =sin® x +sin? 2z + - - - 4 sin® na.
Szamoljuk ki el6szor a kovetkezo kifejezés értékét:

cos2x + cos4x + - - - + cos 2nx.

cos da - sin Hha

131
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Legyen ezért z = cosx + isinz, és vegyiik a kévetkez6 mértani sorozatot:

22—

22 -1

24422 = 2.

sin nx

sin x
sinnx

= (cos((n+ D)z) +isin((n + 1)z)) -~

Ebbdsl
n  cos((n+ 1)) -sinnx

A= —
2 2sinx

4.6-4. Bizonyitsuk be, hogy ha « olyan valés szdm, amelyre sin § # 0, akkor

a.
cos (¢ 4 12) . gip (b
cos ¢ + cos(¢ + ) + cos(¢p + 2a0) + - - - + cos(p + na) = G 2 ) = 2
sin
2
b.
sin (o + 22) . gin (e
sin ¢ + sin(p + «) + sin(p + 2a) + - - - + sin(p + na) = G 2 ) = 2
sin &
2
Megoldas.

o' «
a. Legyen 2z =cosp+ising, és z=cos +isin§. 22 40 és 22 # 1. Nézziik a

kovetkezd 22 kvocienstd meértani sorozatot:

2(n+1) _ 1
2 4 2n <
z1tzizt+ 2527+t 212 = 21'2271
1 1
Zn+1 Zn+ - on+1
— Zl . . 1
z z— =
z
sin (n—|—21)a
= z-2" —
Sin b
. 1
no . no sin (n; )y
= (cos (go—l— 7) + 2s1n (gp+ —)) 5
2 2 sin 5

Ebbdl a keresett Osszefiiggés a kiindulasi és a végss egyenletek valds részeinek azo-
nossagabol adodik:
cos (¢ + ™) - sin (n+21)a
sin

cos ¢ + cos(p + a) 4 cos(p + 2a) + - - - 4 cos(p + na) =

(Nlis
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b. Az el6z6 4talakitast elvégezve, most a képzetes részek egyenlGségét hasznéljuk fel, s
igy:

sin ((p + %) - sin
sin §

sin p + sin(p + «) +sin(p + 2a) + - - - +sin(p + na) =

4.6-5. Szamitsuk ki a kovetkezs kifejezés értékét:

n n n
cos o + <1> cos 2a + <2> cos3a+ -+ ( 1) cosna + cos(n + 1)a.
n_

Megoldas. Legyen z = cos o + i sin «, és nézziik a kovetkez§ kifejezést:

O O A
(@) Q) ()l 0)) -

=z(1+2)"

Téamaszkodtunk a binomialis tételre. Most végezziik el a kovetkezs atalakitast:

1+2 = 1+4cosa+isina
= cos? % + sin? % + cos? % — gin? % + 27 cos % sin%
5 « ( « L a)
= 2cos— (cos — +isin— | .
2 2 2
Ezek segitségével
n
z(142)" = z~<2cos%~<cos%+isin%>)
= z~2”cos”%-<cos%+isin%)
= (cosa+isina)2™ - cos” x. (cos % 4 isin E)
2 2 2
2 2
= 2" (cos @ + 4 sin (n+2)a> - cos™ %.

Ennek a val6s részét keressiik, igy

n n n
cos o + (1> cos 2a + <2> cos3a + -+ + < 1) cosa + cos(n+ 1)a =
n—
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]
4.6-6. Bizonyitsuk be, hogy
s n n T 2nm 1
oS coS cos ...+ cos = ——.
2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2
. ™ . 7T PR .. P .
Megoldas. Legyen z = cos M1 ~+4 sin 1 Nézziik a kovetkezs mértani sorozatot:
2n
-1
A4 42 = 22 :
22 -1
PO 1n
g Z2 _— 1
z  z—z
_ ot Sin g, 75
S 27;-1

nm

1 1 sin
_ (COS(”+ )7T+.Sm(n+ )W)' In+1

2n 41 U g1 ) singay

A keresett érték ennek valds része, jeldlje A. Az atalakitas soran felhasznaljuk, hogy,

mivel

sin(a + #) =sinacos B+ cosasin 3, és sin(a — ) =sinacosF — cos asin 3,

ezért
cos asin § = sin(a + f) — sin(o — 5)'
2
Ebbsl
(n+1)m . nm 1 C2n+1 ) T 1 1
A = cos -sin - — = [ sin 7T — sin p— = ——.
2n+1 2n+1 smﬁ 2n+1 2n+1 2s1n2n“ﬁ 2
n

4.6-7. Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szam, és 6 olyan valos szam, amelyre

sin 3= 3, akkor

0 360 2n —1
COS — + COS — + --- + cos

5 5 0 = n - sin(nh).
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0
Megoldéas. Legyen z = cos 3 + isin o és tekintsiik a kovetkez6 mértani sorozatot:

22— 1
24+ +54. 422 = 2. 5
z=—1
1
-
z z—1
z
, Sin "79
S1n 5
n0+,,n9 . nb (2n)
= |cos— +isin— | -sin — - (2n).
2 2 2
A valos részek egyenlésége miatt:
0 30 2n —1 nd . nb .
cos — +cos — + - - - + cos 0 = 2n - cos — - sin — = n - sin(nfh).
2 2 2 2
|
4.7. Komplex egyiitthatés egyenletek
4.7-1. Mely komplex szamok elégitik ki az aldbbi egyenleteket?
a. z=2* b. z=2°%
Megoldas.
a. Szorozzuk be az egyenletet z-vel:
2z = 25,
amibdl
|2|* = 2°.
Legyen
z =r(cosp +isingp).
Ezt behelyettesitve az egyenletbe
r? = r°(cos p + i sin ). (1)

r = 0 megoldés, igy 2o = 0. Ha r # 0, akkor (1)-et r2-tel osztva
1 = r*(cos ¢ + isinp)°.
Ebbél r = 1, igy 1 = (cosp +isinp)®, amibsl cose +ising o6tddik egyseggytk. A
megoldasok:
k2w o k27

zg = 0, zk:cosT—i-ismT, 1<k <5
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b. Ha beszorozzuk az egyenletet z-vel, az a. példidhoz hasonléan beldthato, hogy a meg-

oldas 0 és a kilencedik egységgyokok. [

4.7-2. Mely komplex szamok egyeznek meg konjugéltjuk 5. hatvanyaval?
Megoldas. A z = (2)° egyenletet beszorozzuk z°-nel.

2% = (22)" = (12")°. (1)
Legyen z =r(cos¢ +ising). Ezt (1)-be helyettesitjiik.
10

75(cos 6 + isin 6p) = 10,

r=0, sigy zo =0 nyilvin megoldas.
Ha r #0, akkor r%-nal osztva

cos 6 + isin 6p = 14,

amibél r =1, sigy
cos 6p 4+ 1sin6p = 1,
(cosp + isinp)® = 1.

Ennek az egyenletnek — s igy az eredetinek is — megoldasat adjak a hatodik egységgyokok.
A teljes megoldas:

T .. m
zo = 0, Z1 = COs 3 + 2sin 3
2r .. 2w .
Z9 = COS 3 + ¢8ln 3 23 = COST +1¢SIlnm,
4 . 4w om . . 9w
24 = cos§+zs1n?, 25 = COS?—FZSHI?,
z¢ = L.

1
4.7-3. Tegyiik fel, hogy 2'%° nem valés szam, de 2'0° + —oo Valos szam. Bizonyitsuk
z

1
be, hogy ekkor z 4 — is valds szam.
z
Megoldas. Legyen z = r(cosp + isingp). Ekkor

2100 = 19005 1009 + 7 sin 100¢).

1 o 1 ..
2100 4 0 = 7199 (cos 100 + i sin 100¢) + m(COS 100 — isin 100¢) =

1 1
_ 100 C 100
= cos 100¢p (r + r100> + ¢sin 100 (r — 7,100) .
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Mivel az el6bbi kifejezés valos, ezért

1
100 _ 200 _ 1.

~ ,100°

Tehat z =cosp +ising. Ebbdl

1
Z+ —=cosp+isinp+cosy —ising = 2cos p,
z

1
tehat z 4+ — valds szam. ]
z

1
4.7-4. Tudjuk, hogy 1+ 2+ 22=0. Mennyi 2% + —5 Crteke?
z
Megoldas. 1+ z+ 22 =0, szorozzuk be z-vel és rendezziik.

z+z2+2320, 2;3:—,2—22:17

tehat z harmadik egységgyck.

1
— :?:,227
z
igy
1
ﬁ_ﬁ:ZA:Z:& z =z
z z
Ezt felhasznalva
65 1 2 _

4.7-5. Hany olyan komplex szampar van, ahol az elemek egymas koébgyokei?

Megoldas. Jelslje 6ket = és y. 2° = y, valamint 3> = z, ezekbsl y3 = 2 = 2°.

r=0 é y=0 megoldas. Ha z # 0, akkor z® =1, tehat x nyolcadik egységgyok,
parja pedig a kobe. A nyolcadik egységgytkok:
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I

T2

x3

Iy

Ts5

T6

T

T8

2 .. 2w
COS§+zsm§
47 . 47
cos§+zs1n§

6r . . 67
CcOS — + 181In —

8 8

8t .. 87w
COS — +17SIn —

8 8

100 . . 10w
cos T + 2sin ?
120 . . 12w
cos —8 + 7s1n —8
147 . . 14w
coS —8 + 7s1n —8

6m Lisi 167
cos — + isin —
8 8

A megfelels komplex szémpérok:

(x1, x3)

(w5, x7)

(x8> xB)

4.7-6. Legyen a = 2(cos330° — isin330°), b = —8(
és d = 4(cos240° + isin 240°).

V2
(2.

9

(V2 s
5 Ty

(1, 1),

7T+, .
€Os — +¢sin —
4 4

7r+, .
€os — +¢sin —
2 2

3= .. 37
CcOoS — + 181In —

4 4

cosT +isinm

St . . bmw
cosz—i-zsm—

4

37T+,, 3T
cos — + i sin —
2 2

77T+, LI
CcoS — + 4sin —
4 4

CcoS 2w + ¢sin 27

V2
i | (x2,
V2
- 7 ) ($47
(0,0)

6

4. Feladatok megolddssal

T .. T .
cos——i—zsm—), c = \/g—z

6

Oldjuk meg az alabbi egyenletet a komplex szdmok

halmazan és a végeredményt adjuk meg trigonometrikus alakban:

22a® + be = d3

Megoldas. A kiindulési egyenletbl rendezéssel:
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El6szor a tort értékét szamitjuk ki.

d® = 43(cos240° + isin 240°)3

47 4
= 43 <cos — +1sin 7r>

3 3
= 43(cos4m + isin4m)
— 64,
b = —8(c08%+isin%>,
c = \/§ —1

= 2(cos(—30°) + isin(—30°)),

9 117 s 117
= CcoS — —+ i sin
6 6 ’

be — 16( 7r+.,7r) 117r+,_117r
c = cos6 251116 cos 5 7sin 5
= —16(cos2m + isin 27)
= -16,
a2 = (2(cos330° —isin330°))?
= (2(cos30° +isin30°))?
NN 2
= (2 <cos—+zsm >>
6
n 2
= cos— 78in —
6
T
o)
cos —|—zsm3
Ezeket felhasznalva:
d® — be 64 + 16 -T . -7 5= . . bmw
7— = T = =20 cos?+zsm? =20 cosg—kzsm? .
a 4(cos—+isin—>
3 3
Tehéat

24 =120 (cos?—i—isinf);r).

Végerzziik el a gyokvonést.

5w k27 51 k27
_ 44/2 el ven ;o el ven _
Zk = 0 cos 12 + 4 + 7281n 12 + 4 =
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6k + 5 6k + 5
:420<cos(+)ﬂ—|—isin<+)ﬂ>, k=0,1, 2, 3.

12 12
Ebbél:
. St . . bmw . 110 . . 11w
0 = 20 <COS 12 + 7 sin o) 21 = 20 | cos B + 7 sin o)
177 177 237w 237
o 4 .. _ 4 ..
Zo = 20 <cos Tz + ¢ sin ETH > , z3 20 <cos Tz + ¢ sin Tz ) .

4.7-7. Legyen z; = 1 + 2i. Adjuk meg azoknak a zy komplex szdmoknak a halmazat,
amelyekre:

a. ‘Zl+22‘:’21|+|22| b. |Zl+22|:|21|—|2’2‘ C. |21+22|=|22’—|Zl|
Megoldas.

a. |z1 + 22| = |#z1] + |#2]. Legyen 22 = = + yi. Ekkor

VE+1)2+ @y +2)? = Va2 + % + V12 + 22,

Va2 42+ 1+ 12 +dy+4=/a22+y2+5

Ebbdl négyzetre emeléssel ekvivalens egyenletet kapunk, mivel a gyokjelek alatti kifeje-
zések értéke minden x, y valés szam esetén pozitiv.

4 2r 4+ 142 + 4y +4=2>+ > +5+ 25622+ ¢2).
Rendezve az egyenletet:
42y = /5(2% +17). (1)
Az egyenletet csak azok az x, y valos szampéarok elégitik ki, amelyekre
x+2y > 0. (2)
Emeljiik (1)-et négyzetre:
2% + 4% + dxy = 5(2% + 4?).

Ebbdl

42% + % — dzy = 0.
Ha y = 0, akkor z = 0, ami megoldésa az eredeti egyenletnek is.
Ha y # 0, akkor

2

T
Y Y
x
Ezt az egyenletet § -ra megoldva:
r 4+y16-16 1

Y 8 2’
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vagyis y = 2x. Ezt Osszevetjiik a (2) egyenlettel:
r+2y >0, vagyis o5x >0, z2>0.
A keresett komplex szamok tehat
2o =x + 2x71 alakdak, ha x>0,
vagy masként megfogalmazva
zo=x-2z1, ha x>0,

ami geometriai szemléletiinkkel is dsszhangban van.
b. |z1+ 22| = |21| —|22|. Legyen zo = z+yi. Az egyenlet bal oldala nem negativ, igy
a jobb oldal sem lehet negativ, s igy |z2| < |z1| = /5, amibsl 22 4 y? < 5. Mésrészt

VE+1)24+ (y+2)2=v5— a2 42,

Va2 +2z+1+9y2+4y+4 =5 — a2+ 42

Ebbésl négyzetre emeléssel a kovetkezdt kapjuk.

2+ 20+ 1+ dy + 4 =2+ 45— 2¢/5(22 +12),

amibdl
x4+ 2y = —/5(x? + y?). (3)

Az egyenletet csak azok az =z, y valds szamparok elégitik ki, amelyekre
x+ 2y <0. (4)
Emeljiik (3)-at négyzetre:
2?2 + 4?4 dzy = 5(2 + 1?).

Ebbsl
42% + % — dzy = 0.
Ha y =0, akkor z =0, ami megoldasa az eredeti egyenletnek is.
Ha y #0, akkor
2

47 -4t 1 =0
) Y

x
Ezt az egyenletet — -ra megoldva:
Yy

z 4+£v16-16 1

y 8 2’

vagyls y = 2z. Ezt Gsszevetve a (4) egyenlettel:

rz+2y <0, vwvagyis o5x<0, z<O0.



142 4. Feladatok megolddssal

Tudjuk még, hogy 22 +y? <5, ebbdl x2 < 1. A keresett komplex szamok tehat
zo =x + 2xi alakdak, ha —1<x <0,
vagy masként megfogalmazva
Zo =x -z, ahol —-1<z<0.

C. |21+ 22| = |z2| —|21|. Legyen zo = z+yi. Az egyenlet bal oldala nem negativ, igy
a jobb oldal sem lehet negativ, s igy |z2| > |z1| = /5, amibsl 22 4 y? > 5. Masrészt

V(e + 12+ (y+2)2 = Va? +y? = V5,

Va2 4+ 20 +1+192 +4dy+4=/22 +y2 — V5.

Négyzetre emeliink:

42+ 1+ +dy+4=a2+9>+5-252 +¢?),

142y = —\/52 + ). (5)

Az egyenletet csak azok az =z, y valds szamparok elégitik ki, amelyekre

ebbsl

z+ 2y <0. (6)
Emeljiik (5)-6t négyzetre:
22 + 4y? + dzy = 5(x? + ).

Ebbsl

42% + % — dzy = 0.
Ha y =0, akkor z =0, ami megoldasa az eredeti egyenletnek is.
Ha y # 0, akkor

2

4= 4241 =0
) Y
€T .
" -ra megoldjuk az egyenletet:
z 4+v16-16 1
y 8 2

vagyis y = 2z. Ezt Gsszevetve a (6) egyenlettel:
z+2y <0, vagyis Hx <0, zx<0.
Tudjuk még, hogy 22 +y? > 5, ebbdl x2 > 1. A keresett komplex szamok tehat
29 =+ 2zi alakdak, ha o < -1,

mas szoval
z9=x-2z1, ahol x<-—1.
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4.8. Gyokok és egyiitthatdk

4.8-1. Keressiik meg a megfelel§ valos p és ¢ értékeket, ha az 22 + pxr + ¢ = 0 egyenlet
egyik gyoke:
a. 241 b. —1+43:¢ c. 4i d. 3-5¢
Megoldas.
a. 1. Megoldds. z értékét behelyettesitve az adott egyenle