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0. El6szé

Ez a jegyzet egy valogatast tartalmaz az analizis azon fejezeteibol, amelyek az al-
kalmazott matematikus szak, ill. a programtervez6 matematikus (informatikus) szak
specidleldadasainak egy részét képezik. Az itt targyalt eredmények kiindulépontja a Borel-
mértékek differencialhatosiga. Ennek alapjan aztan a valds fiiggvénytan néhany alapvetd
fontossagu tétele keriil sorra, mint pl. monoton fiiggvények majdnem mindeniitt valé differ-
encialhatésaga, az abszolut folytonossdag és a differencialhatdsig kapcsolata, integraltételek,
stb. A Hardy-Littlewood-féle maximalfiiggvények korlatossagi tulajdonsagai kapcsan széba
keriil operator-sorozatok konvergencia-tulajdonsigainak és a sorozat maximaloperatoranak
a kapcsolata. Ez is indokolja, hogy roviden targyaljuk operatorok interpoléaciés tulaj-
donsagait, ill. integrdlhaté fliggvények tereinek dualisait. Az idevagd bizonyitasi technikak
kozil roviden érintjik az in. Calderon-Zygmund-féle felbontast. A szdmos megjegyzésben
sz6 van olyan teriiletekrol is, mint pl. a Fourier-sorokkal kapcsolatos néhany konvergencia-
tétel vagy a martingalok.

A targyalas soran a szokdsos bevezet6 analizis el6adasok anyaganak az ismeretén
tul feltételezziik, hogy az Olvasd elsajatitotta mar a mérték- és integralelmélet alap-
jait. Ez utobbival kapcsolatban mind tartalmilag, terminolégiailag, mind pedig a jelolések
vonatkozasaban tdmaszkodunk a Simon Péter altal irt Analizis V. cimi egyetemi jegyzet
(ELTE Eo6tvos Kiadd, Budapest, 1996) els6é harom fejezetére.

A témakor irdant érdekl6déknek néhany tovabbi, az alabbiakban felsorolt miivet
ajanlunk:

H. Bauer, Measure and integration theory, (translated from the German by Robert B.
Burckel), de Gruyter Studies in Mathematics, 26, Walter de Gruyter, Berlin, 2001.

e J. Elstrodt, Maf$- und Integrationstheorie, Springer-Lehrbuch, 2007.

e E. Hewitt-K. Stromberg, Real and abstract analysis, Springer Verlag, Berlin-
Heidelberg-New York, 1975.

e Jarai Antal, Mérték és integrdl, felsoktatasi tankonyv, Nemzeti Tankonyvkiadd, Bu-
dapest, 2002.

e Laczkovich Miklos, Valos figguvénytan, egyetemi jegyzet, ELTE, Budapest, 1995.

e E.M. Stein - R. Shakarchi, Real Analysis: Measure Theory, Integration and Hilbert
spaces, Princeton Lectures in Analysis, Princeton University Press, 2005.

e Szokefalvi-Nagy Béla, Valos fligguények €és fligguénysorok, Tankonyvkiado, Budapest,
1965.

e A. C. Zaanen, Continuity, Integration and Fourier Theory, Springer-Verlag, Berlin-
Heidelberg-New York-London-Paris-Tokyo, 1989.



1. Borel-mértékek

1.1. Bevezetés. Az elemi analizisben tanultak szerint, ha I C R egy (nem elfajuld)
intervallum, f : I — R pedig egy folytonos fiiggvény, akkor barmely a € I esetén a
klasszikus Riemann-integrdl révén az F(z) := [ f(t)dt (x € I) utasitdssal értelmezett
integralfiiggvény differencidlhaté és F = f. Az is j6l ismert, hogy itt az f folytonossaga
lényeges, mert pl. az I := R, a := 0,

0 (z<0)
fz) =
1 (z>0)
valasztassal f nem folytonos (0-ban) és
0 (x<0)
F(x):= )
x (x>0)

azaz az F integralfiiggvény nem differencidlhaté O-ban. Vildgos ugyanakkor, hogy minden
0 # z € R mellett F' € D{x} és F'(z) = f(x).

Legyen most I := [a,b] egy kompakt intervallum, 0 < f : [a,b] — R pedig Lebesgue-
integralhatd. Ertelmezziik a fentiekkel analég médon F-et:

F(z) ;:/ fav= [ far (zelab),
a [a,z]
ahol A jeloli az R szamegyenesen a Lebesgue-mértéket. Ekkor barmely z,y € [a,b], x <y

esetén F(y) — F(x) _ pr([z,y])
y=z " Mz

hacsak ps az f, mint sulyfiiggvény altal meghatdrozott mértéket jelenti: ps(A) := [ 4 fdA
(A C [a,b], A Borel-mérhetd).

Altaldban, ha (X,Q,p) egy mértéktér, f : X — R pedig egy olyan (Q-)mérhetd
fiiggvény, amelynek létezik a p mérték szerinti integralja, akkor valamely A € ) halmaz
esetén | 4 fdp jeloli az f fiiggvény A-n vett integréljat (azaz az fy 4 fiiggvény integraljét).
Az A := X esetben egyszertien [ fdu-t irunk. Esetenként hasznalni fogjuk az [, f(x)du(z)
vagy [ f(x)du(z) (vagy, ha nem okoz félreértést az [, f(x)dz, ill, [ f(x)dz) jelolést is. Az
LP(X) (esetleg LP(p) vagy idénként egyszertien csak LP, 1 < p < 400) szimbdlum a
,Szokéasos” LP-teret fogja jelenteni a p mértékre vonatkozdan.

1.2. Borel-mértékek regularitdsa. A tovabbiakban 0 < N € N mindig egy
rogzitett természetes szamot jelent, B-vel az R™-beli Borel-mérheté halmazok szigma-
algebrédjat fogjuk jelolni. Emlékeztetiink arra, hogy B =0 (7) = o (K) = ¢ (C), ahol
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T :={A e PRY): Anyilt},
K:={AePR"Y): Akompakt},
C:={AePRY): Azirt}
és 0 (X) jelenti az X C P(RY) halmazrendszert lefed6 A C P(RY) o-algebrdk metszetét.
Ha z € RV, r > 0, akkor

Kp(z) = {y e RV : |z — y]2 <r}

az x vektor r sugari (euklideszi) kdrnyezete.

Tekintsiink egy p : B — [0, +00] mértéket, amelyrél feltessziik, hogy barmely kompakt
K € Besetén u(K) < +oo. Legyen p* : P(RY) — [0, +o0] a kovetkezd leképezés:

pr(A) =inf{u(G):GeT,ACG} (AcPRM)).

Nem nehéz belatni, hogy p* kiils6 mérték. Az is eléggé nyilvanvald, hogy barmely A € 7
halmazra p*(A) = u(A). Legyen Q a p*-mérheté A € P(RY) halmazok halmazrendszere,
azaz A € Q) akkor és csak akkor igaz, ha

p'(B) > p* (BN A)+pu*(B\ A) (BePRY)).

Legyen tovabba fi: Q — [0, +o00] a p* leszlikitése Q-ra. Ekkor a Caratheodory-tétel miatt
) o-algebra, i pedig (teljes) mérték.

Mutassuk meg, hogy 7 C (). Ehhez elég belatni azt, hogy
(%) p(A) =2 (AN B) +p*(A\ B) (A, BeT,u(A) <+o0).
Valéban, feltételezve, hogy (x) igaz, legyen B € T és bizonyitsuk be, hogy
p(T) 2w (TN B)+p* (T\B) (I'e P(RY)).

Nyilvan feltehet6, hogy p*(T') < +oo. Ekkor viszont barmely ¢ > 0 szdmhoz van olyan
G eT,hogy T C G és u(G) < u*(T) +e. Ezért (a (x) feltételt a G halmazra alkalmazva)

W(T) 4+ e > p(G N B) + i (G\ B) = p*(GN B) + w*(G\ B) >
W (TN B) +u*(T'\ B).

(Felhasznaltuk, hogy TN B C GNBé T\ B C G\ B, ill. azt, hogy p* monoton.) Mivel
itt € > 0 tetsz6leges volt, ezért p*(T) > p*(T' N B) + p*(T'\ B)-nek is teljesiilnie kell, azaz
B valéban p*-mérheto.

Most lassuk be azt, hogy () igaz. Vegyiink ehhez kompakt K, C RV, K,, C K, 11
(n € N) halmazokat gy, hogy a (x)-beli B halmazra B = J,._, K,. Ekkor (mivel p
mérték) barmely A € T, u(A) < +oo mellett

u(A)Zu(AﬁB)+M(A\B)ZM(AWB)+M(H(A\Kn)>.

n=0
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De p(A\K,) < p(A) < 400 és A\K,+1 C A\K,, (n € N),ezért a p mérték folytonossiga
alapan 1 (N2 o (A \ Kn)) = lim (u(4\ Ky), aza

n(A) = p(AN B) + lim (u(A\ Ky)) =

(AN B) +lim (1" (A\ K,)) = (AN B) + u*(A\ B)

(hiszen A\ K,, € T, tehat u(A\ K,) = p*(A\ K,) (ne€N)és A\ B C A\ K,, miatt
pr(A\ B) < p(A\ K,) (neN).)

A most beldtott 7" C § reldcié miatt B C 2 is teljesil. Ha A € B kompakt halmaz,
akkor van olyan B € 7, amelyre A C B és B kompakt. Igy fi(A) < a(B) = p*(B) =

u(B) < p(B) < +oo. Innen régton adédik, hogy fi, u mindegyike o-véges, ui. alkalmas
K, C RY (n € N) kompakt halmazokkal RY = 7, K.

Bizonyitsuk be, hogy barmely B-beli A halmazra fi(A) = u(A). Az el6bbi o-végesség,
ill. a mértékek kiterjesztésének az egyértelmiiségére vonatkozo tétel miatt ehhez elég azt
beldtni, hogy tetsz6leges balrdl zart és jobbrél nyflt I ¢ RY intervallumra fi(I) = u(I). Ez
viszont kovetkezik abbdl, hogy ha (I,,) : N — 7 nyilt intervallumoknak egy olyan sorozata,
amelyre I,11 C I, (ne€ N)és I =", akkor a(I) = lim(i(l,)) = lim(u(l,)) =
(I ).

A fentiek alapjan mar nem nehéz igazolni a u mérték alabbi regularitdsi tulajdonsigat:
1.1. Tétel.

(sx)  p(A) =inf{u(G): GeT,AC G} =sup{u(C):CeK,Cc A} (AeB).

Bizonyitas. Legyen A € B, akkor
u(A) = p(A) = p*(A) = inf{u(G) : G e T, ACG}.

fgy a (xx)-beli infimummal megfogalmazott kilsd regularitds nyilvanvald.

A (xx)-beli szuprémummal kifejezett belsd reqularitds bizonyitdsdhoz tegyiik fel
elészor, hogy az A € B halmaz korldtos és G = K.(x) (z € RM,r > 0) olyan nyilt
gdémb, amelyre A C G. Ekkor pu(A) < u(G) < 400 és a G\ A halmazra alkalmazva a mér
belatott kiilsé regularitast azt kapjuk, hogy

u(G) — u(A) = pu(G\A) =inf{u(B): BeT,G\AC B} =
inf{u(B) : BeT,G\AC B CG} =

inf{u(G\C):CeC,CcC A} =inf{u(G)—pn(C):CeC,CCA}=
w(G) —sup{u(C): C eC,C C A}.
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Az itt szerepld zart C, C' C A halmazok ugyanazok, mint a C' C A feltételnek eleget tevo
kompakt halmazok, hiszen A korlatos. Ezért a belso regularitast korlatos A halmazokra
belattuk.

Innen nem korlatos A € B esetén mar standard mddszerrel adédik a belso regularités.
Ui. nyilvan

A=JANK,1(0) = 4.,
n=0

n=0

ahol A, € B, A, korlatos, A,, C A,+1 (n € N). Utébbi miatt

1(A) = lim (u(An)) = sup (u(An)) .

Ha p(A) = 400, akkor barmely 0 < ¢ € R esetén alkalmas N > n-nel p(A,) > q. Viszont
tudjuk mar, hogy van olyan C € K, amellyel C' C A, és u(C) > q. Itt C C A, ezért

sup{p(C): C e K,C C A} = 0.

A p(A) < +o0o esetben tetszbleges € > 0 szamhoz megadhaté olyan n € N, hogy pu(A) —e <
u(Ay) < p(A), ill. van olyan C' € K, C' C A,,, amellyel

p(A) —e < p(O)(< p(An) < p(A)).
Tehat sup{u(C): C e K,C C A} = u(A). m
A 12 B — [0, +o0] mértéket Borel-mértéknek nevezziik, ha tetszéleges kompakt K € B
halmazra p(K) < 4o00. Tehdt minden Borel-mérték a fenti értelemben reguldris is.

Vilagos, hogy az elobbiek értelemszerti médositasaval analég médon kapjuk a o mérték
regularitasat is:

A(A) =inf{u(G) : GeT,AC G} =sup{u(C): Ce K,CC A} (AecQ).

Legyen valamely Z C RN halmazra
i (Z) :=sup{u(C): C e K,C C Z}

(a Z halmaz belsd mértéke). Nyilvan p,(Z) < p*(Z), hiszen C €e K, G €T, C C Z C G
esetén u(C) < u(GQ), azaz (pl.) p«(Z) < pu(Q), igy egyuttal p.(Z) < pu*(Z) is teljestil.

Tehat p*(A) = p«(A) = i(A) (A € Q). Nem nehéz belatni, hogy ez utébbinak (némi
megszoritassal) a megforditdsa is igaz:

1.2. Tétel. Ha A C RV és p*(A) = p.(A4) < +oo, akkor A € Q.

Bizonyitas. Legyen 0 < n € N, akkor megadhatok olyan B,, € K, A,, € 7 halmazok,
amelyekre B, C A C A, és (az a := p*(A) = p«(A) jeldlést hasznilva)

1 1
a—g<,u(Bn)§a§/uL(An)<a+g
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igaz. Mivel B, := Ur_, Bk € K, A, = Np—y Ak € T és nyilvén
B,CA,ACA,, WB,) <uB,) <a, A, > pnd,) > a,

ezért (Bp-et By-re, Ap-et A, -re cserélve) az is feltehetd a fentiekben, hogy Bn, C Bni1,
Ayy1 C A, (0<neN) Legyen U :=,_ By, V := ()~ A,. Ekkor U,V € Q,
UCACYV és

p(U) = a(U) = lim (u(By)) = a = lim (u(An)) = p(V) = (V).

Tehat p(V \U) = u(V) — u(U) = 0. Mivel a ji mérték teljes, ezért barmely Z C V' \ U
halmazra Z € (Q teljesiil. Igy
A=(A\U)UU € Q,

ui. ANUCV\U. =

Legyen Q* az R™-beli Lebesgue-mérhetd halmazok szigma-algebraja, A pedig az RY-
beli Lebesgue-mérték: A : 2* — [0, +-o0]. Vildgos, hogy a A mérték B-re valé )|, lesziikitése
is egy Borel-mérték, igy A|, reguldris. Nem nehéz tovabb4 beldtni, hogy ha a fentiekben p
helyébe a most mondott A, lesziikitést frjuk, akkor u* a Lebesgue-féle kvazimérték éltal
meghatarozott kiils6 mértékkel (réviden a \* Lebesgue-féle kiilsé6 mértékkel) esik egybe:

pr(A)=X"(A) = inf{i AMAp): A, €Iy (neN),AC Ej An}

n=0

(inf () := +00), ahol Zy C P(RYN) az tn. elemi halmazok gyfirfije, azaz Iy minden eleme
véges sok, paronként diszjunkt, balrél zart és jobbrél nyilt RV -beli intervallum egyesitése.
Kovetkezésképpen ekkor Q = QF és i = A\, tehdat X is regularis. Ezért pl. valamely
A C RY halmaz pontosan akkor nulla mértékii Lebesgue-mérheté halmaz, ha barmely
e > 0 szamhoz van olyan T' € 7, amellyel A C T és \(T') < e.

1.3. Regularis konvergencia. Az E, € B (n € N) halmazsorozatrdl akkor
mondjuk, hogy requldrisan tart z-hez (valamely z € R esetén), ha van pozitiv szdmoknak
egy olyan 7, (n € N) sorozata, amelyre lim(r,) = 0, E, C K, (z) (n € N) és

im{y%£%w:neN}>a

Mindezt a kovetkez6képpen fogjuk jelolni: (E,) — x.

Nem nehéz meggondolni, hogy a regularis konvergencia definicigjaban a K, (x)
(n € N) gémbsorozat helyettesithets olyan K, (z,) (n € N,z, € RY) gémbsorozattal,
amelyre x € K, (z,) (n € N) és lim(r,) = 0, E, C K, (x,) (n € N),

iﬁ{xég%%ﬁzneN}>O

Vildgos, hogy a A mérték monotonitdsa miatt a fenti definiciéban \(E,) < A (K, (x))

(n € N), azaz sup {% 'n € N} < 1. Tehat (E,) — z akkor és csak akkor igaz, ha
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van olyan, a fenti definiciéban jelzett (r,,) és (E,,) sorozat, hogy alkalmas ¢ > 0 konstanssal
cA (Ky, (2) < MEn) < A(Kp, (z)) (neN).
Példaul az N := 1 esetben legyen x € R, E,, nem elfajulé korlatos intervallum, = € E,
(n € N) és tegyiik fel, hogy lim(|E,|) = 0 (ahol |E,| := A(E,,) (n € N)). Ekkor (E,) — x.
Ui. az
rn=2sup{lr —y|:y € E,} (né€N)

jeloléssel B, C K, (x) = (x —rp,x+ 1), 0 <1y, < 2|E,| (n € N), azaz lim(r,) = 0.
Tovabbé | K, (x)| = 4r, < 8|E,| (n € N), ezért

(K, ()] — 8[En| — 8

Maésodik példaként tekintsiik az N := 2 esetet, ill. az E, = I, x J, (n € N)
téglalapokat, ahol I,,, J, C R (n € N) nem elfajulé (korlatos) intervallumok. Tegyiik fel,
hogy z € R? és z € E,, (n € N). Ekkor (E,,) — x pontosan akkor igaz, ha

lm(| || Jn]) =0és 0 < inf{% ‘n € N} < Sup{% 'n € N} < 400.

Ha ui. (E,) — z, akkor egyrészt alkalmas 0 < r,, € R (n € N), lim(r,,) = 0 sorozat-

tal |L,||Jn] = |En| < |K,,(x)] = 0 (n — o0). Masrészt legyen a,, := min{|l,|,|J,|},

, o A(E,
bwzmuWﬁUM{S%@ﬁn:%f@1Mﬁ&zmﬁﬂéx5wn€N}bO)
Ekkor

anby,  Sn <bn>2 4
S = = — \ — S —Sn,
0

r2 T \Th

tehat s, > Is (n € N).

Forditva, ha a fenti ekvivalencia jobb oldala igaz, akkor az

1
Ty = (1+n+1)~\/a%+b% (n € N)

jeloléssel lim(r,,) = 0 (hiszen lim(|Z,|) = lim(|J,|) = 0), E,, C K, (x) és

MNE,) anby, _
MK, (2) 1\, .
1 1 1
- > 1 e
1 ? a_n + b_” Am 1+ 1
<1 + "+ 1) ™ bn an, S

Nyilvanvald, hogy barmely z € RY és barmely 0 < r,, € R (n € N), lim(r,,) = 0
esetén (K, (x)) — x.



Végiil, negativ példaként legyen

N=2 0= <_n-1|-1’n-1i-1) - <_(ni1)2’(ni1)2> (n € N).

Ekkor kénnyen ellendrizhet6 médon az (E,,) sorozat nem tart reguldrisan 0-hoz.

2. Differencidlhatésag

Legyen p Borel-mérték. Azt fogjuk mondani, hogy u differencidlhaté az x € RN

pontban, ha barmely (E,), (E,) — z sorozat esetén a (&ngng) szamsorozatnak van

véges hatarértéke.

Vildgos, hogy a fenti lim (ﬁggn;) hatarérték nem fiigg az (F,,) sorozattdl, ezért van

értelme az aldbbi definiciénak: p/(x) := lim (iggng) .

A kés6bbiek érdekében elérebocsatunk egy (6nmagédban is érdekes) segédtételt.

2.1. Lemma (Vitali). Legyen J # 0 egy tetszileges (index)halmaz, U; := K, (x;)
(alkalmas x; € RYN,0<r; e R (j € J) vdlasztdssal) és tekintsiik az U := Ujer Uj
halmazt. Ekkor tetszéleges ¢ € R, c < A(U) szamhoz van olyan véges Jy C J halmaz,
amellyel az alabbiak igazak: U; NU =0 (4, k € Jo,j # k) €s

> AU > a3V,

J€Jo

Bizonyitas. A A mérték regularitasi tulajdonsdga miatt barmely ¢ < A(U) szamhoz
van olyan K C U kompakt halmaz, hogy A(U) > A(K) > c. Mivel az {U; : j € J}
halmazrendszer egy nyilt lefedése K-nak, ezért 1étezik olyan véges [J; C J halmaz, amellyel
K C Ujejl U;. Legyen j; € Jp olyan index, amelyre

rj, =max{r;:j € N}

Ha
To={jeT :U;nU; =0}
és j € 1\ J2 (azaz U; NU;, # (), akkor egyszer(i geometriai megfontolds alapjan nyilvéan
igaz, hogy Us C Kay,, (v;,) = Uy, Babrt K € U5, U (Ujez, Us) - Ha itt T # 0, akkor
legyen js € J olyan, hogy
rj, = max{r;:j € Ja}
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jg::{jEJQ:UjﬁUj2:®}.

Mivel K C U;, UU;, U <Uje.73 Uj) (ahol értelemszerfien U, := K3, (74,)), ezért a fenti
eljarast folytatva véges sok lépés utdn kapunk egy n € N természetes szdmot gy, hogy
alkalmas ji, ..., j, € J indexekkel K C J;_, Uj,. Innen

c < MK) < i AU;,) =3Y iMUJ;),

azaz a Jo := {j1, ..., jn} vélasztas eleget tesz a 2.1. Lemma kivdnalmainak. m

2.1. Megjegyzések.
i) Felhasznaltuk, hogy barmely A € B,0 <r € R,z € R" esetén

A, ={ra:acA}eB, A+z:={r+a:ac A} €B
és M(A,) = rNA(A), M(A 4 x) = A(A). Tehat \(U;) = 3VA\U;) (j € J).
ii) Ha I'(x) := f0+oo t*~le=tdt (0 <z € R) az in. gamma-figgvény, akkor

aN/2

MK (z)) = - T+ N/2)

(x € RN, r > 0).

iii) Az N = 1 esetben a Vitali-lemma alabbi , finomitdsa” is igaz: tetszdleges c < A\(U)
mellett a lemmabeli Jy gy is meguadlaszthato, hogy Zjejo AUj) > ¢/2.

Ui. a 2.1. Lemma el6bbi bizonyitasaban nyilvéan feltehetd, hogy J1 = {1,2,..., N}
(alkalmas N € N szdmmal) és minden i € J; esetén U; nem részhalmaza az
Uixjes, Uj halmaznak. Az is feltehetd tovabbd, hogy ha U; = (a;,b;) (j € J1),
akkor a1 < as < ... Innen konnyen adédik viszont, hogy a szébanforgé j indexekre
bjt+1 > bj és ajy1 > bj_y is igaz. Ebbdl meg egyszertien levezethetd, hogy a paros
J € Ji indexti U; halmazok paronként diszjunktak és ugyanez igaz a pératlan
indexd Uj-kre is. Ezért

c<A Ui | <xlUu | +x[ U u] =
J

3,213 3,21(G+1)

SNAMUN+ DY AUG) = A+ Ay,

3,213 3,21(3+1)

ahol max{A1, Ay} > ¢/2. lgy Jo-nak vélaszthaté a Jy-beli paros indexek vagy a
paratlan indexek halmaza.
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iv) Ha a Vitali-lemméaban a J halmaz véges, akkor a bizonyitdst K helyett U-val
elmondva azt kapjuk, hogy > .. 7 A(U;) > AU) /3N,

v) Az el6bbihez hasonléan, ha iii)-ban J véges, akkor ott >
adodik.

ji€Jo A(Uj) > >‘<U)/2

vi) Az v) megjegyzésben szerepl$ 1/2 szorzé optimélis is, ui., ha valamilyen o > 0
mellett v)-ben .. 7 A(Uj) > aA(U) frhaté, akkor az U := (—1,1),U; := (-1, 0),
Uy :=(=0,1) (0 <6 < 1) esetben U = Uy UU,y. Mivel Uy NUs # 0, ezért Jy
l-elemii. Tovéabba A(Us) > A(Uy), ezért A(Uz) = 14+ 6§ > aA(U) = 2a, azaz
a < (149)/2 minden 0 < 6 < 1 esetén fenn kell, hogy alljon. Kévetkezésképpen
a<1/2.

2.1. Tétel. Legyen p: B — [0, 400] tetszbleges Borel-mérték és) # A € B, u(A) = 0.
Ekkor van olyan B C A, \(B) =0, hogy u minden x € A\ B pontban differencidlhato
és p'(x) = 0.

Bizonyitas. Ha x € RY és (E,) — z, akkor alkalmas 0 < r, € R (n € N),
lim(r,,) = 0 sorozattal és 0 < p € R szdmmal

A(En)

EncKrn(x),mzp (n € N)
Ezért (E,) (K, () MK, (z)) 1 w(K,, (x))
Mbn) i, @) AL, (2)) 1 B, (2
S NE SN @) NB C p A, @)

Megmutatjuk, hogy alkalmas, a tételben jelzett B halmazzal /;\Lgi
minden x € A\ B esetén. Legyen ehhez

P (7))

(7 = X&)

(0 <r < 4oo,z € RY)
és
o(z) := lim sup ®,(r) <: lim ( sup <I>m(r)>) .
r—0 p—0 \o<r<p
Ekkor ¢ : RN — [0, +oc]. Ha valamilyen RY > z-re ¢(z) = 0, akkor lim, o ®,(r) = 0,
azaz (barmely R 2 r, >0 (n € N), lim(r,,) = 0 sorozatra) lim,,_. ., ®,(r,) = 0. Elegend6
tehat azt belatni, hogy
A({e>0}NA) =0,

ekkor ui. B := {¢ > 0} N A megfelel6. Mivel B = Up<qeqf{p > ¢} N A, ezért azt fogjuk
megmutatni, hogy minden 0 < ¢ € R szdmra A\(4,) = 0, ahol 4, := {¢ > ¢} N A. Ui.
u(A) =0, azaz p regularitidsa miatt barmely € > 0 mellett van olyan G C R”Y, amelyre a
kévetkezok igazak: G nyilt, A C G, u(G) < e. Ha x € A,, akkor x € A és ¢(z) > ¢, azaz
valamilyen r, > 0 szdmmal

Q,(ry) = =5 > ¢



és Ky, (z) C G. Legyen U := U, ¢4, Kr,(x), ekkor A, C U C G. A Vitali-lemma miatt
minden ¢ < A(U) esetén van olyan n € N és z1,...,z, € Ay, hogy K, (zj) N Ky, (z1) =

0 (j#£1=1,..,n) és
> MK, (z5) > 37N
Jj=1 ’

Tehat azt mondhatjuk, hogy

3N &
c<3NZ)\( )<72u(1{rmj(xj)):
3N 3N
— Krm T ) < —¢,
¢ " U J) q
amib8l A(U) < 3N¢'e kivetkezik. Igy N (Ay) = ahol A* jeloli a Lebesgue-féle kiilsé

mértéket), ezért A, Lebesgue-mérhet6 és A\(4,) =

2.1. Kovetkezmény. Bdrmely, a A-ra nézve szinguldris p : B — [0,+oc] Borel-
mértékre igaz, hogy p'(x) =0 (A-m.m. z € RY).

Valéban, a szingularitasi feltétel miatt van olyan A € B, hogy u(A4) = A(RN \ 4) = 0.
Az el6z6 tétel alapjan egy alkalmas B C A halmazzal A\(B) =0, p/(x) =0 (z € A\ B).
De A(BURN\A))=0,ill. p/(z) =0 (zeRN\ (BU( RN\A ) -

2.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy az f : RN — [0,+00) fiiggvény \-szerint lokdlisan

integrdlhaté (azaz bdarmely kompakt K C RN halmazra / o JAXN < +00) és létezik az

J fdX integrdl. Legyen A\;(A) := [, fd\ (A € B). Ekkor X;(x) = f(x) (A-m.m.

r € RV).

Bizonyitas. Valamely 0 < r € R esetén legyen A, := {f > r}, B, := {f <r}. Ekkor
A.NB,=0é RN = A, U B,. Vezessiik be a,

po(t)i= [ (f-nix (HeB)
HNA
el6irassal definidlt p, (nyilvan) Borel-mértéket. Ha H € B és \(H) < +o0, akkor

)\f(H):/H(f—r)d)er)\(H):/HmA (f—r)dA+/ (f — ) d\ + rA(H).

HNB,

Mivel meBr(f —7)d\ <0, ezért
Ap(H) < pe(H) +rA(H).
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Tovabba
uxa»=/’ (f —r)dr=0,
B,.NA,

ezért az eléz6 tétel szerint ul.(x) =0 (x € B, \ M,), ahol M,, C B,, A\(M,) = 0 egy
alkalmas halmaz. Legyen M :={y_,cq M, ekkor A(M) = 0.

Haz € RN\ M, f(x) <r € Q, akkor x € B, \ M,., azaz u..(z) = 0. Tovabba (E,) —
esetén A\¢(Ey) < pr(Ey) +1A(E,), igy

)‘f(En) < ﬂr(En)

NE,) = ME,) T

. +(En a1 (B, ) : :
Itt lim (F;\<(En))) = p.(z) = 0, amibél limsup ( )\f(<En))) < r kovetkezik. Mindezt

egybevetve az elobbiekkel

, 1 . A (E, . Ae(E, , ,
adédik. Ha f(z) = 0, akkor lim sup ( )\f((En) ) =0, azaz lim ( Af(<En))) = 0. Més szdval
tehat Ny (z) =0 = f(z).

Legyen most 0 < r € R, fi,(H) := [;p5 (r— f)d\ (H € B). Ekkor fi, is Borel-
mérték és H € B, A\(H) < 400 esetén

M (H) = /H(f—r) N+ rA(H) =

/ (f—r)d/\-i-/ (f—=r)d\+7rXH)>rXH) — jp.(H).
HNA,

HNB,
(Figyelembe vettiik, hogy meAT(f—r) d\ > 0.) Mivel fi,.(A,) = fAmBr(r—f) d)\ = 0, ezért
megadhat6 olyan M, C A,, AQMT) = 0 halmaz, amellyel fi;.(x) =0 (z € A\ M,). Legyen
M = Uyc,eq My, ekkor A(M) = 0. Ha z € RY\ M, f(z) >0,0<reQ,r < f(x),
akkor x € A, \ M,, azaz fi,.(x) = 0, ill. (E,) — x esetén A\f(E,) > rA(Ey) — fir(Ey). Innen

(B (B
B~ AE)

kovetkezik, ahol

Ezért lim inf ()\f (EEn)) > T, azaz




Ha tehat € RN \ (M U M), f(z) > 0, akkor a fentiek szerint

lim inf (if(gs)) — lim sup (if(gs)) = f(),

mds széval X (z) = f(z). B

2.2. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy a p : B — [0,400| Borel-mérték abszolit
folytonos \-ra nézve, azaz alkalmas f figguénnyel pn = A¢. Ekkor p/(z) = f(x)
(A-m.m. z € RY).

Indoklasként elegend6 felidézniink a Radon-Nikodym-tételt. Az itt megjelend f fiigg-
vényt a p mérték Radon-Nikodym-derivdltjanak is nevezik.

2.3. Kovetkezmény. Bdrmely p : B — [0,+0c] Borel-mérték A-m.m. x € RY
helyen derivdlhato.

Valéban, a Lebesgue-felbontas alapjan g = py + po irhaté, ahol pq szingularis, po
pedig abszolit folytonos A-ra nézve. Ha (FE,) — x, akkor a 2.1., 2.2. Kovetkezmények
alapjan A-m.m. = € RY esetén

p(Ey) _ M (En) | p2(Ey)
AMER)  AEn)  A(En)

— pi(x) + py(z) = pa(x) (0 — 00).

2.4. Kovetkezmény. Ha a p : B — [0, +00] Borel-mértékre p'(x) = 0 A-m.m.
x € RN esetén igaz, akkor p szinguldris a X mértékre vonatkozdan.

Ui. ismét az elébbi pu = py + po Lebesgue-felbontést alkalmazva (up szinguldris,
o abszolut folytonos A-ra) azt mondhatjuk (1d. 2.1. Koévetkezmény), hogy u}(xz) = 0
(Amm. z € RM),ill. (Id. 2.2. Kovetkezmény) ph(z) = f(z) (Am.m.z € RY), ahol
po = Ap. Mivel 0 = p/(z) = pi(z) + ph(z) (A-mm. x € RY), ezért ph(z) = f(z) =0
(A-m.m. x € RY). Innen py = 0, azaz p = 1 kovetkezik.

Ha figyelembe vessziik a szingularis mértékek derivalhatésdgardl szol kordbbi allité-
sunkat (1d. 2.1. Kovetkezmény), akkor azt kapjuk, hogy tetszéleges u : B — R Borel-
mérték esetén p akkor és csak akkor szingularis A-ra nézve, ha p/(z) = 0 (A-m.m.
r € RYM).

2.5. Kovetkezmény (Lebesgue). Legyen f : R — R monoton névé figgvény. Ekkor
f A-m.m. x € R pontban differencidlhato.

Ui. f meghataroz egy p Lebesgue-Stieltjes-mértéket a B Borel-halmazok rendszerén.
Tudjuk a fentiekbél (1d. 2.3. Kovetkezmény), hogy p A-m.m. differencidlhaté. Ezért,
tovdbba az f monotonitdsa miatt van olyan A C R, A(A) = 0 halmaz, hogy f € C{z}
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és p differencidlhat6é x-ben (x € R\ A). Ugyanakkor barmely ilyen x € R, z < z, € R
(n € N), lim(z,,) =  esetén ([x,z,)) — x és ([x,z,]) — x, ill.

pl,zn) _ flan =0) = fle=0) _ flan —0) = f(z) _ flza) = flz) _
A([x, z)) Ty — T Ty — T - Ty — T -
fxn"i_o —f.’l? HA|T, Tn
e o R
Mivel ’u& ;; p'(x) (n — oo) is igaz, ezért mindez azt jelenti, hogy létezik a
limy 40 ( y) g( ) _ w () jobb oldali hatérérték. Ugyanigy kapjuk, hogy létezik a
limy 20 Iy ?3 £( z) _ i’ (x) bal oldali hatarérték is, ami az llitdsunk igazoldsat jelenti.

2.6. Kovetkezmény (Lebesgue). Legyen [a b] C R kompakt intervallum, 0 < f,
f € L'la,b] Lebesgue-integrdlhats figguény, F f fdx  (z € [a,b]). Ekkor
A-m.m. x € [a,b] helyen az F' fiigguény dzﬁerenczalhato és F'(z) = f(z).

Valéban, ha (N =1 és) u: B — [0,+00) jelenti az F' dltal meghatdrozott Lebesgue-
Stieltjes-mértéket, akkor minden xz,y € [a,b], z < y esetén

M@wnz[)ﬂu:/ﬁw:F@—Fm.

(Emlékeztetiink arra, hogy F folytonos.) Ezért (1d. a mértékek kiterjesztésének az
egyértelmiiségét) Ay = . Viszont tudjuk mér (Id. 2.2. Tétel), hogy N (z) = f(z) (M
m.m. z € [a,b]), azaz p/(x) = f(x) (Am.m. z € [a,b]). Ugyanakkor az el6bbi 2.5.
Kovetkezmény bizonyitasa szerint p/(z) = F'(x) (Am.m. z € [a,b]), tehat F'(x) = f(z)
(Am.m. z € [a,b]) is igaz.

2.2. Megjegyzések.

i) Az el6jeles mértékek, ill. az integralhat6 fiiggvények pozitiv és negativ résziik
kiilonbségeként valé eloallitasara gondolva mondhatjuk, hogy a fenti allitasok
igazak maradnak tetszoOleges elGjeles Borel-mértékekre és lokdlisan Lebesgue-
integralhaté f : RN — R, ill. f € L'[a,b] fiiggvényekre is.

ii) Példaul legyen f : RN — R lokalisan Lebesgue-integralhat6, ekkor A-m.m.

x € RY mellett .

RS 7ﬁ<xn>>l/;nxxn>fdA:::f<x”

ahol 0 < r, € R,z, € RY, 2 € K, (x,) (n € N), lim(r,) = 0. Innen régton
kévetkezik az is, hogy A-m.m. z € RY esetén

1
R%Amm@xﬂw@”A‘“”‘
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iii)

iv)

Ugyanez marad érvényben akkor is, ha itt K, (z,) helyett I,, = I1,, X ... X Inn,
x €I, (ne€N) ,kockékat” irunk, ahol tehat I;,, C R intervallum (i =1, ..., N)
és |I1n| = ... = |INn| — 0 (n — o0). Mindezekhez annyit elég megjegyezni,
hogy (K, (xn)) — x, ill. (I,) — x és tekintsik az B > A — [, fd\ eljeles
Borel-mértéket.

Hal<p< +4oo,f el (RN ) , akkor f lokdlisan integralhaté. Ui. tetszéleges
K c RY kompakt halmazra

\/dex\ < [fllo- ME) < 400 (p = +00),

ill. (1d. Holder-egyenl6tlenség)

’ / fdA’é [ 113 < 10 el = 11l (R < 400
K K

(1 <p,g<+oc0ésl/p+1/q=1). Végil }fod)\} < [1f1dN < |If]lh < +o0

(p=1).

Legyen E C R, A(E) = 0, ekkor van olyan f : R — R folytonos, monoton névé

fiiggvény, amely az E halmaz egyetlen pontjaban sem differencialhaté. Valéban, a

feltétel miatt alkalmas I,, C R (n € N) nyilt intervallumokkal >  |I,] < 4+o0

és barmely x € E pontra az {n € N : z € I,} halmaz végtelen. Ha n € N,
=inf I,,, b, := sup I,,, akkor tekintsiik a kovetkez6 f, fliggvényt:

0 (z < ap)
fu(z) =9 || (x> bn).

x—a, (a, <z <by,)

Vildgos, hogy f, folytonos, monoton nové, ||fnlle < [In] (n € N). Ezért
f:=>"0 fn: R— R szintén folytonos és monoton névé. Ha a € E és

{neN:acl,} ={n,eN:keN},
ahol ng < n; < ..., akkor minden a # x € ﬂ?:o I,;, (k&€ N) helyen
1 (n =ng,...,nk)
fn(x) — fn(a) _
roa >0 (kiilénben).

Tehat barmely » > 0,k € Nésa # z € (ﬂj : nJ)ﬂK( ) esetén

f( an — )>k—|—1

r—a
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azaz limsup,_,, M = +o0.
v) Legyen f € L'a,b],F(z) := [ fd\ (z € [a,b]) és z € (a,b) olyan, hogy
F € D{a}, F'(x) = f(a). Bkkor ZEEN L@ piy (1 - 0), azar

h~1 f;”” fd\x — f(z) (h — 0). Innen persze az is kovetkezik, hogy

%/O (Fla+1) — f@)dt—0 (h—0).

SOt, igaz az aldbbi allitas (Lebesgue): A-m.m. x € [a, b] helyen
1 [h
(2.1) E/ |f(z+1t)— f(x)|dt -0 (h—0).
0

A most mondottak igazolasdhoz tetszéleges v € R esetén tekintsiik a p(t) :=
|f(t) —a| (t € [a,b]) leképezést. Vildgos, hogy ¢ € L'la,b]. Ezért az el8bbi ii)
megjegyzés szerint

h B z+h
Mdt:}{iﬁ%% pd\ = |f(x) - a

xT

(2:2) p | h

A-m.m. z € [a,b] mellett igaz. Van tehat olyan E, C (a,b), A(E,) = 0 halmaz,
hogy (2.2) minden z € (a,b)\ E,, helyen fennall. Ha E':= |, cq Ea, akkor A\(E) =
0. Legyen most mar = € (a,b) \ E, € > 0 és a € Q olyan, hogy |f(x) — o] < /2.
Ekkor 0 < h < b — x esetén (h < 0 mellett analég az okoskodas)

1 h 1 h 1 h
i [ e —s@la< g [0 —ala+ g 1@ ol <

1 h
i [ @D ol S = lf@ o]+ <= (h—0)

azaz van olyan & > 0, hogy minden 0 # h, |h| < § esetén
1 [h
0< E/ flz+ 1) — f(a)|dt <e.
0

vi) Az v) megjegyzésben szereplé x € [a,b| az f Lebesgue-pontja, ha (2.1) teljesiil.
Tehat az [a, b] intervallum A-m.m. pontja az f Lebesgue-pontja.

vii) A fentiekben [a, b] kicserélhetd egy I nem elfajulé intervallummal, ill. F helyett
irhatunk egy F(x) := fcx fd\ (z € 1) fiiggvényt (valamilyen rogzitett I > c-vel),
s6t, lehet inf I = —o0 esetén ¢ = —o0 is.

17



viii) Az v) megjegyzésben emlitett Lebesgue-tétel, ill. a vi)-beli Lebesgue-pont fo-
galma analég médon &tvihetd R¥-re is. Igy (Lebesgue): bdrmely f : RN — R
lokdlisan integrdlhatd fiigguényre \-m.m. z € RN helyen igaz, hogy

1
lin o /K PRI

A Lebesgue-pontokra vonatkozé 2.2. vi) megjegyzés alkalmazdsaként vizsgaljuk integ-
ralhaté fiiggvények (trigonometrikus) Fourier-soranak az tn. (C,1)-kdzepeit. Nevezetesen,
legyen f € L'[—m, 7] (az is feltehetd, hogy f : R — R és f 2m-szerint periodikus) és
jeloljiik o, f-fel az f n-edik Fejér- (vagy mas széval (C,1)- kézepét:

oo f(@) = 2 [ fa— K, (At (xER.0<neN),

™ —T

ahol a 27-szerint periodikus K,, Fejér-féle magfiiggvény a kovetkezo:
1
n (t=0)

Kn(t) = Sln2n+1 (0<n€N)
(0 <t<2m)

2(n + 1) sin®

DO | oH

A K, (0<neN) figgvényekrdl a kovetkezket lehet tudni:

1 T 2
"; | Ky=n, K.(t)< —"

0< K, < -
== . = 2nt 1)

(0<t<m),
K,, paros és barmely 0 < § < 7 esetén lim,, f; K, =0.
Mindezek utan az alabbi tétel igaz:

2.3. Tétel (Lebesgue). Tetszdleges f € L'|—m, 7] fiigguény esetén az f bdarmely x
Lebesgue-pontjaban lim,, . o, f(x) = f(z).

Bizonyitas. Bontsuk fel a o, f(z)-et (x € [—m, 7)) meghatdrozé integralt az
aldbbiak szerint: 7o, f(z) = fir o Jo ., azaz

wonf(z / flx+t)K dt+/ flx—t)K,(t)dt

/ (flx+t)+ f(z—1t)—2f(z)) K,(t)dt + 7 f(x).

0
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Tehat
rlonf( \</|¢qu )dt

ahol
oz, t):=flx+t)+ fx—t) —2f(z) (0<t<m).

Innen barmely 0 < a < 7w és minden olyan n € N esetén, amelyre 1/n < « azt kapjuk,

hogy
Tlonf(z) — f(z)] <

1/n e ™
IL |¢¢utﬂk¢@ﬁu+;[ |¢Cmtﬂkhﬁﬁ#%—/q\@@awuﬂxﬂdtz

/n a

A, + B, +C,.

Vizsgaljuk elészor A,-et: A, < L 1 fl/n |p(x, t)|dt, ahol (1évén x Lebesgue-pont)

1 t
—/IM%WWUS
t Jo

+ [ i@ = s@lans 1 [ i@ =0 - f@la =0 (¢~

Ezért barmely 0 < e-hoz megadhaté olyan 0 < a < m, hogy tetszoleges teR, |t <«
esetén |t~ 1f0 |o(x,u)|du| < e, azaz, han € N ésn > 1/a, akkornfo (2, t)|dt < e. Igy

az elobi n-ekre 1
1 n
A, < "QZ n/o o (x, 1)|dt < e.

A B, kifejezés vizsgalatahoz vegyiik észre, hogy a K,,-r6l mondottak miatt

2

T [e%
B, < —1 )|t 2dt.
< sy /., P

Legyen
t
1
= [ et lde, w0 = (/nsi<a)
0

Ekkor
T

B, < i D) /W O’ (t)W(t)dt =

71_2

“ 1
ST T) ((I)(a)\ll(a) —®(1/n)¥(1/n)+ 2/ (I)(t)t_?’ dt) —

1/n
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T i/a| (z u)|du—n2/1/n| (z u)|du+2/a B(t)~dt | <
2(n+1> 042 0 v ’ 0 v ’ 1/n t3 -

7T2

« 2 @ 1
—_ d O (t)—=dt.

(A fentiekben felhasznaltuk a késébb targyaldsra keriilé parcidlis integrdlds szabalyat (1d.
3.7. Tétel).) Az A, vizsgalatakor mondott a-val és n-nel

7T2 7T26 7T27”L6 7T2€

S — d
2(n—|—1)a2/0 (e ldu < 5 s < 3m+D 3

2 qo 1 2 e 2 [ dt
T / O(t) =dt < / tedt = ¢ / g
TL+1 1/n t3 n+1 1/n t3 TL+1 1/nt2

, 3n2e _.
Ha tehat n > 1/a, akkor B, < S = Oe.

illetve

Végiil, barmely a <t < 7 és elég nagy n € N mellett

2 72

<
2(n+ 1)t* ~ 202 (n+1)

Kn(t) < < €.

Ekkor - _
C, < 6/ lo(z, t)|dt < 5/ lo(z, t)|dt =: ~e.
«@ 0

Azt mutattuk meg, hogy elég nagy n € N indexekre A,, + B, + C,, < (1+ [+ )¢, ami
az allitdsunk bizonyitasat jelenti. m

3. Abszolit folytonossag

Lattuk, hogy ha f € L'[a,b] és F(z) := [ fdX (z € [a,}]), akkor Am.m. z € [a,b]
helyen F'(x) = f(z). Tehat F’ € L'[a,b] és

F(z) — F(a) = /m F'dx  (z € a,b)).

Jogos a kérdés, hogy igaz marad-e mindez akkor is, ha csupan a kovetkezdket tudjuk az
F fiiggvényr6l: A-m.m. |[a, b]-beli pontban differencidlhaté és F' € L'[a,b]. Egy triviélis
példa azt mutatja, hogy a valasz nem. Legyen ui. [a,b] := [—1,1], F pedig az el6jel-
fiiggvény lesziikitése [—1,1]-re. Ekkor F'(z) =0 (0 # z € [—1,1]), azaz ffl F'd\ =0 #
Flx)—F(-1)=2 (0<z<1).
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Az sem ,segit”, ha F-rél még a folytonossigot is feltessziik. Megmutatjuk ti., hogy
igaz a

3.1. Tétel. Van olyan szigorian monoton névé F € C|0,1] figgvény, amelyre -
m.m. x € [0, 1] helyen F'(x) = 0.

Bizonyitas. Legyen n € N esetén F), : [0,1] — R egy olyan folytonos toréttvonal,
amelynek a toréspontjai a k27 "-ek (k = 0,...,2") és Fy(x) := 2z (0 <z < 1), egy
rogzitett 0 < ¢t < 1 segitségével pedig Fy(0) := Fy(0), F1(1) := Fp(1), F1(1/2) := %
Tovébba legyen F,11(j27") := F,(j27") (j=0,...,2") ésha k=0,...,2" — 1, akkor

k27" + (k+1)27™ 1—t a1t .
Fnﬂ( (2 ) ):: 5 F, (k2 )+TFn((k;+1)2 ).

Ekkor nyilvan igaz, hogy Fj, minden n esetén monoton novo, ill.
0< Fo(z) < Fopa(z) <1 (z€[0,1]).

Tovébba, ha F(z) := lim (F,,(z)) (z € [0,1]), akkor F' is monoton névé. Megmutatjuk,
hogy F' folytonos, szigoriian monoton nové és F’(x) = 0 (Am.m. z € [0,1]). Ui, ha
x € [0,1], akkor alkalmas I, (z) diadikus intervallumokkal =z € I,(x), I,+1(x) C I,(x)
(n € N) és |I,(x)] = 0 (n — o0). Jeloljik az I,,(z) intervallum bal, ill. jobb oldali

végpontjat ay-nel, ill. [,-nel, azaz «, = kéf), Bn = % (n € N) alkalmas
k(z) =0,...,2" — 1 mellett. Ekkor (pl.)
an + Bn
Fn—l—l(ﬁn—l—l) - Fn—l—l(an—l—l) - Fn—l—l (T) - Fn—l—l(an) -

1-—t¢ 1+ 141

TFn(an) + TFn(ﬂn) - Fn(an) — T (Fn(ﬂn) - Fn<an)) ’
ill., ha B,+1 = By, akkor

an + On
Fn—l—l(ﬂn)_Fn—l—l ( 9 ) -
1-—t¢ 1+ 1-—t¢

Fn(ﬁn) - TFn(an) - TFn(ﬂn) = T (Fn(ﬂn) - Fn<an)) .

Tehat
1+t
Fri1(But1) — Fuyi(ong1) = —— (Fu(Bn) — Fu(am)) .

2

De Fn—l—l(ﬁn—l—l) - F(ﬁn—l—l): Fn—l—l(an—l—l) - F(an—|—1)7 Fn(ﬁn) - F(ﬁn): Fn(an) - F(an)7
ezért egyuttal
1+t

F(Bn+1) = Flant1) = —— (F(6a) = Flan)).
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Kovetkezésképpen alkalmas o, = £1 (k € N) sorozattal

(3.1) F(Ba) ~ Flon) = [ 520
k=1

Itt o, < < By, azaz Fa,) < F(z) < F(B,) (neN),ill

1+t\"
0< () - Flan < (15) =0 (o)
amibél F(x — 0) = F(z +0), igy F z-beli folytonossdga is kévetkezik. Mivel (3.1) miatt
F(B,) — F(ay,) > 0, ezért az F fliggvénynek az [ay, (5] intervallumra valé megszoritdsa

nem lehet allandé fiiggvény (n € N), ami F' szigori monotonitaséat jelenti. Még mindig
(3.1)-re hivatkozva azt is mondhatjuk, hogy

F(ﬂn) - F<O‘n) — F(ﬂn) - F<O‘n) —

— °ED [T+ oxt).

k=1

n

Mutassuk meg, hogy ha F’(z) létezik, akkor

. <F(ﬁn) - F(an>) _ )

ﬁn — Oy
Valéban,
F(ﬂn)_F(O‘n) _ F(ﬂn)_F(x) ﬂn_x N F(O‘n)_F(x)_ L — Qp
ﬁn_an B Bn_x ﬁn_an T — CQp ﬁn_an’
F(B,) ~ Flo)
‘ o) = ) | =
n - F n) F / F - F n 12 - Gn
Az F'(x) derivalt létezése miatt tetszbleges ¢ > 0 szamhoz van olyan M € N, hogy
'F(ﬁg) — 5(3:) — F'(x)| < &, ilL 'F(a:a): — 5750470 — F'(2)| < ¢, azaz
F(Bn) — Flam) Bn — T—oy,
' ﬁn_an _F(x> Sﬁn_an.e-l_ﬁn_an‘g_g’

hacsak az n € N indexre n > M teljestil.
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Azt kaptuk tehat, hogy a most vizsgdlt x helyen

n

F'(z) = lim (Hu + o—kt)> =: lim(p,,).

k=1

Innen méar nem nehéz meggondolni, hogy F’(x) = 0, kiilénben ui.

, .
. F'(x) _ lim(pp+1) — lim (p”+1) = lim(1 + oy, 411)

F'(x)  lim(py) P

is fennallna. Ez utébbi egyenléségek viszont nem &allhatnak fenn, mivel 1 + 0,1t =1+t
meN)ésO<t<l.m

Tegyiik most fel, hogy f € L*[a,b], F(z) := [ fd\ (z € [a,b]) és legyenek az
(ak,bg) C [a,b] (k € N) intervallumok péronként diszjunktak (ahol @ # N C N adott
indexhalmaz). Ekkor

by
/ FdA
ak

> IF(bk) = Flag)| = >

keN keN
Innen nyilvan kévetkezik az, hogy barhogyan is adunk meg egy ¢ > 0 szdamot, akkor egy
alkalmas ¢ > 0 is megadhatd, amellyel az alabbiak teljesiilnek: ), _\-(br —ax) < 0 esetén
Yoken [F(be) — F(ag)| <e.

Lassuk be, hogy ez utdbbi kévetkeztetés igaz marad akkor is, ha f € L'[a,b]. Valéban,

legyen n € N és
f@) ([f(z)| <n)
fa(@):=¢n  (flz) >n).

-n (f(z) <-n)
Ekkor f,, € L>®[a,b], ||fnlloc < m és fu(x) — f(x) (n — ooz € [a,b]). Mivel |f,| < |f]
(n € N) nyilvan igaz, ezért a Lebesgue-féle konvergencia-tétel alapjan f; fnd\ — f; fdX
(n — 00). S8t, |f — fol <2|f] (nEN) & f—fo—0 (n— oo)miatt [7|f— fuldA — 0

(n — o0) is igaz. Ezért tetszéleges € > 0 esetén van olyan n € N, amellyel f; |f=fnld) < e.
Ha 0 > 0 (egyel6re) tetszlleges és a paronként diszjunkt (ag,br) C [a,b] (k € N)
intervallumokra ), \-(br — ax) < d teljesiil, akkor

b
> P (by) — Fax)| < Z/ |f — fuld\ +
k kEN a

EEN keN V@

bi
k

gZ/

keN V@

AN < (| Fllses > (b — ax).

keN

| fnldX <

by
k

b
/ |f_fn|d)\+n2(bk—ak><€+n(5<2€,

keN
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ha nd < .

A fentiek motivaljak az aldbbi értelmezést: egy F' : [a,b] — R fiiggvényt abszolit
(vagy teljesen) folytonosnak neveziink, ha barmely ¢ > 0 szdimhoz megadhaté olyan § > 0,
hogy minden § # N C N, (ag,bx) C [a,b] (k€ N), (ag,bx) N (a;,b;) =0 (k#jeN),
Y oken(be —ap) <6 esetén Yo, - |F(by) — Far)| <e.

Tehét egy f € L'[a,b] fiiggvény integralfiiggvénye abszoltit folytonos.

Vildgos, hogy ha valamilyen 0 < ¢ € R szammal |F(z)—F (y)| < qlx—y| (z,y € [a,b])
(azaz F' Lipschitz-feltételnek tesz eleget), akkor F' abszolit folytonos. Az is nyilvanvald
tovabba, hogy minden abszolit folytonos fiiggvény egyuttal egyenletesen is folytonos.
Belatjuk, hogy ha az elobbi F' abszolut folytonos, akkor F' korldtos vdltozdsiu, tehat al-
kalmas C' > 0 konstanssal ZZ;S |F(zk4+1) — F(zr)] < C az [a,b] intervallum minden
a=20<x1 <..<z, =0 (né&N) felosztisara.

Valéban, az abszolut folytonossag definicigjaban szerepld e-t 1-nek valasztva van olyan
0 > 0, amely ebben az értelemben eleget tesz az abszolit folytonossig definiciéjanak:
Yoken |[F(br) — F(ag)| < 1 minden, az emlitett definicidban szerepl6 (ax,br) (k € N)
intervallumrendszerre. Legyen most mar a = yp < y1 < ... <ys = b (s € N) egy olyan
felosztas, amelyre ypy1 —yp <0 (k=0,....,s—1)éslegyena =29 < 21 < ... <y, = b
(n € N) egy tetszéleges felosztds. A most mondott két felosztis egyesitése legyen a
kovetkezé: a = z9 < 21 < ... <z =b (r € N). Ekkor

r—1 s—1

Z |F(xpg1) — Flaw)] < |F(zj41) — F(z)] = Z Z |F(zj41) = F(z)] < Y 1=5,
j=0 1=0 0<j<r 1=0

ahol > ... olyan j-kre valé Osszegzést jelol, amikor [zj,z;41] C [y, yi41]. Az utolsé

0<5<r
becslésben felhasznaltuk, hogy barmely [ = 0, ..., s — 1 mellett

*

Z (zj+1 = 25) = Y41 — 0 <.

0<j<r

Fogalmazzuk at (formailag) az abszolut folytonossag definicigjat (elsére talan kissé
meglep6nek tiinéen) az aldbbi médon: barmely e > 0 szdmhoz megadhaté olyan 6 > 0,
hogy minden § # N C N, (ag,bx) C [a,b] (k€ N), (ag,bx) N (a;,b;) =0 (k#jeN),
Y wen (b —ap) < § esetén ‘ZkeN (F(by) — F(ak))‘ <e.

Azt, hogy ez az atfogalmazds valéban ekvivalens az eredeti értelmezésiinkkel, a
kovetkezoképpen lathatjuk be. Eloszor is jegyezziik meg, hogy a haromszog-egyenlotlenség
alapjan a definiciobdl ez utobbi megfogalmazas nyilvan kovetkezik. Forditva, ha az

atfogalmazas teljesiil egy F' fliggvényre, akkor (az abszolut folytonossag definicidjaban
megadott szereplékkel) legyen Ny := {k € N : F(by) — F(ay) > 0}, N7 := N\ Ny. Ekkor

DO IFbR) = Fla)| = | Y (F(by) = Flap))| + Y [F(by) = Fay)| =

keN keNo keN;
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> (F(by) = Flaw))| +

keNo

ul. ZkeNz(bk — ak) <0 (2 =0, 1).

> (F(bk) = F(ar))| < 2,

keNy

3.2. Tétel. Tegyik fel, hogy F : [a,b] — R monoton névd figgvény, legyen p az
altala meghatdrozott Lebesque-Stieltjes-mérték. FEkkor az aldbbi ekvivalencia igaz: F
akkor és csak akkor abszolut folytonos, ha p abszolut folytonos \-ra nézve.

Bizonyitas. Tegylik fel el6szor, hogy F' abszolit folytonos és legyenek € > 0, § > 0
az ennek a definiciéjdban szereplé paraméterek. Ha E C (a,b), A(E) < §, akkor egy nyilt
G C (a,b) halmazzal E C G, A\(G) < ¢. Alkalmas N/ C N indexhalmazzal és paronként
diszjunkt (ag, b) (k € N) intervallumokkal G = ,cp(ar,br). Mivel A\(G) =
> ke (be —ap) <0, ezért

Y (Fbr) = Flar)) = Y (plar,by) <,

keN keN

azaz |1(G) < e. Innen régton kovetkezik az is, hogy u(E) < e. Mivel u véges mérték, ezért
ez azt is jelenti, hogy p abszolit folytonos A-ra nézve.

Forditva, ha most p abszolit folytonos A-ra vonatkozoan, akkor barmely ¢ > 0 mel-
lett van olyan § > 0, hogy minden olyan E C |[a,b] esetén, amelyre A\(E) < J, egytttal
u(E) < e. Legyen ) # N C N, [ag,bx] C [a,b] (k € N) paronként diszjunkt inter-
vallumok olyan rendszere, amelyre ), _\(bxy —ax) < 0. Ha E := |J,cprlax, bi], akkor
AME) =Y pen(be —ax) < 0. Ezért pu(E) < e. De

p(B) = 3 p(lonbi) = 3 (F(bi+0) = Flay —0) < =

keN keN

Mivel barmely k € N esetén F(by) < F(bx 4+ 0), F(ax — 0) < F(ay), {gy

> (F(be) = Flar)) < > (F(be +0) — F(ar — 0)) <e

keN keN
is igaz. Tehat F' egyenletesen folytonos, specialisan folytonos is. Kovetkezésképpen az

elébbiekben a nyilt (ax,br) (k € N) intervallumok diszjunktivitdsat is elég feltenni, és
venni az I := (J, o v (ar, bx) halmazt. Amint az el6ébb, azt kapjuk, hogy

w(E) =Y (F(b) - F(ar)) <,

keN
azaz, hogy F' abszolit folytonos. m
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3.3. Tétel (Jordan). Bdrmely F : [a,b] — R korldtos vdltozdsi fiiggvény elballithato
F = Fy — F5 alakban, ahol az Fy, Fs : [a,b] — R fligguények monoton névdk.

Bizonyitas. Legyen a <z <b és

T(x) := sup {Z |F(zg41) — F(zg)| tzo=a<m < ..<zp=2x (n€ N)} .
k=0

A feltétel miatt T : [a,b] - R.Haa <z <y<bneNésa=xy<z1 <..<uz)Hp =1,
akkor xg < 77 < ... < x, < y egy felosztésa [a,y|-nak, ezért

D) = Fay)| + [Fy) - Fo)| < T(y),
k=0

azaz (xo, ..., Tn, szerint szuprémumot véve) T'(z)+|F (y)—F (z)| < T'(y). Innen T'(z) < T'(y),
més széval T monoton novekedése kovetkezik. Tovabba T'(y) > T'(x) + F(y) — F(x), azaz
T(y)—F(y) > T(z)— F(z) is igaz, ami meg azt jelenti, hogy a T'— F' fiiggvény is monoton
novekedd. Ezért F' =T — (T — F) a kivant felbontés. m

3.1. Megjegyzések.

i) Az elébbi Jordan-tétel és a 2.5. Kovetkezmény szerint tehat egy F : [a,b] — R
korlatos valtozasu fiiggvény A-m.m. differencidlhaté.

ii) Legyen a tételbeli F' esetén /\ZF := T(b) az F teljes vdltozdsa. Az F tehat
korlatos véltozéasu, ha /\Z F < +oo.

3.4. Tétel. Legyen f € L'[a,b], F(z) := [* fd\ (a <z <b). Ekkor \" F = [7|f|dA
(azaz F korldtos vdltozdsi).

Bizonyitas. Vegyiik az [a,b] intervallum valamely a = 2o < 21 < ... < x, = b
(n € N) felosztasat. Ekkor

n—1 n—1 Tht1 n=1 .zpi b
S F(ani) — Fla) = 3 / fcuj 2 / fldx = / [l
k=0 k=0 " Tk k=0 Tk a

ezért AL F < [7|f|d.

Az el6bbi x, ..., x,, felosztashoz tekintsiik a

n—1
Un = Ok X(wp,zns1]
k=0
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lépcsésfiiggvényt, ahol o, € R, o] <1 (k=0,...,n—1). Ekkor

b n—1 Tht1
[ vntir| =[S o [ gan
a k=0 7Tk

n—1

Yok (Flapgn) = Faw)| <
k=0

X_: |F(@k41) — Fag)| < /\ZF
k=0

Tekintsiink ezek utan egy olyan ®, € L'[a,b] (n € N) lépcsésfiiggvény-sorozatot,
amelyre lim(®,,(z)) = f(z) (Am.am. z € [a,]]) és legyen

n®,(z) (In®n(z)| <1)
on(z) =41 (n®,(x) > 1) (neN,a <z <D).
-1 (n®,(z) < —1)

Nyilvédnvald, hogy ¢, lépcsésfiiggvény és |p,| < 1  (n € N). Ha z € [a,b] és f(z) =
lim(®,,(x)) > 0, akkor lim(n®,,(x)) = +o00, azaz van olyan N € N, hogy minden n € N,
n > N esetén n®,(z) > 1, tehdt p,(x) = 1. Ezért lim(p,(z)) = 1. Ugyanigy kapjuk,
hogy lim(¢,(z)) = —1, ha f(z) = lim(®,(z)) < 0. A most mondott x helyeken tehét
lim(p,(z)f(z)) = |f(z)], ami nyilvdn igaz akkor is, ha f(z) = 0. Ezért azt kaptuk, hogy
A-m.m. x € [a,b] pontban lim(p,(z)f(x)) = |f(x)|. De |onf| < |f] (n € N), ezért a

Lebesgue-féle konvergencia tétel miatt lim ( fab onf d)\> = fab |f|dA. fgy a bizonyitas elejét
figyelembe véve az adddik, hogy f; |fldX < /\Z F, ami a tételiink igazolasat jelenti. m

3.2. Megjegyzés.

i) Ha f € L'(—o00,+00) és F(z) := [* _fd\ (z € R), akkor a fentiekhez ha-
sonléan lathato be, hogy

0o +oo
N TF = Jim /\‘:‘AF _ /OO If| dA.

3.5. Tétel (Jordan). Bdrmely F : [a,b] — R abszolit folytonos figguény eléallithato
F = Fy — Fy alakban, ahol Fy,Fs : [a,b] — R monoton névé abszolit folytonos
fligguények.

Bizonyitas. Tekintsiik tjfent a

T(zx):= sup{z |F(xgy1) — F(ag)|tzo=a<z1 < ..<zp=x(n€ N)}
k=0
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(a <z < b) leképezést. Mutassuk meg, hogy T abszolut folytonos. Legyen ehhez valamely
e > 0 szdm esetén 6 > 0 olyan, hogy Y, o\ [F(br) — F(ag)| < € barmely § # N C N
indexhalmazt és paronként diszjunkt (ag,bx) C [a,b] (K € N), D cp(be —ax) < 6
intervallumokat is véve. Ha itt k € N és ap = zor < ... < Ty, = bp  (nx € N) egy
felosztésa az [ay, bg] intervallumnak, akkor

nk—l
D > (@i — ) = ) (b —an) <6
keN i=0 keN
ezért
’I’Lk—l
Z Z |F(33i—|—1k) — F($2k>| < e
keN i=0

Vegyiink ebben a becslésben rogzitett k mellett szuprémumot az xoy, ..., Tn, 1 0sztépontok
szerint, akkor ), - T'[ax, bx] < € adddik, ahol

nE—1

Tlag,bg] := sup{ Z |F(zig1r) — F(zi)| cap = ok < ..o < Tk = bg, (ng € N)} )
i=0

Nem nehéz meggondolni, hogy T'|ag, bx] = T'(br) — T'(ax), azaz Y, (T(br) — T'(ar)) < e,
ami a T figgvény abszolut folytonossagat jelenti. Az is konnyen belathatd, hogy két
abszolut folytonos fiiggvény kiilonbsége is abszolut folytonos, igy T — F' is az. Az F =
T — (T — F) felbontés tehat megfelel a tételben mondottaknak. m

3.6. Tétel. Legyen adott egy F : [a,b] — R fiiggvény. Ekkor F akkor és csak akkor
abszoliit folytonos, ha létezik olyan f € L'la,b] figguény és ¢ € R konstans, hogy
F(z)= [T fd\+c (a <z <D).

Bizonyitas. Az eddigiek utdan mar csak a sziikségességet kell igazolnunk.
Ehhez (1d. 3.5. Tétel) felteheté, hogy F monoton nové. Legyen pu az
F &ltal meghatarozott Lebesgue-Stieltjes-mérték, akkor (Id. 3.2. Tétel) p

abszolit folytonos A-ra nézve. A Radon-Nikodym-tételt alkalmazva tehat van
olyan f : [a,b] — [0,400] Lebesgue-mérheté fliggvény, amellyel p = Ay
Mivel [Pfd\ = F(b) — F(a) = p(la,b]) < +oo, ezért f € L'a,b). Ha

x € |a,b], akkor u(la,z|) f[a o JAA = [Zfdx, il p(la,z]) = F(z) — F(a), amibdl
= [T fdA+ F(a). m
3.3. Megjegyzések.

i) Azt is mondhatjuk tehét, hogy a fenti F' akkor és csak akkor abszolit folytonos,
ha az [a,b]-n A-m.m. differencidlhaté, F' € L'[a,b] és [T F'd\ = F(z) — F(a)
(a <x<b).

ii) Legyen tovébbra is —oco < a < b < 400, f :[a,b] = R, f € D és
q = sup{|[f'(t)] : t € [a, 0]} < +o0.
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iii)

iv)

Ekkor barmely () # A C N indexhalmaz és paronként diszjunkt (a,br) C [a, b]
(k € N) intervallumrendszer esetén

D 1F k) = flan)l <a ) by — aal,

keN keN

amibdl az f abszolut folytonossaga trivialisan kovetkezik. Tehat egy-egy alkalmas
g € L'[a, b] fiiggvénnyel és ¢ € R szdmmal f(z) = f; gdA+c (a <z <b), amibél
() = g(z) A m.m. z € [a,b] mellett adédik. M4s széval tehat f' € L[a,b] és
flx)= [ fld\+c= f(z) = fla) +c (a <z <Dh), igy c= f(a).

Nem nehéz példat konstrualni annak az igazolasara, hogy az el6bbi megjegyzésben
kapott f’ € L![a,b] kovetkezmény nem minden differencidlhaté fiiggvényre igaz.
Legyen ui.

0 (x=0)

fz) =

1
3328111? 0<z<1).

Vildgos, hogy f € D, f'(0) =0 és f'(x) = 2xsin %— %cos # (0<x<1). Ha

0 (r=0) 0 (r=0)

9(x) = , ) =
2568111# (0<z<1) — cosﬁ (0<z<1),

SILY

akkor f' = g+h, g € C0, 1]. Megmutatjuk, hogy h ¢ L'[0,1] (amibél f' ¢ L[0,1]
mar kovetkezik). Ui. az

an = (7/342nm)" Y2 | b, = (7/642n7)"? (0 <neN)
jelolésekkel minden 0 < n, k € N, n # k esetén

[anybn] N [&k,bk] :® ) bn — anp Z ’ |h($>| Z ﬁ\/ﬁ (CE € [an:bn])

o
ny/n

alkalmas «, 3 > 0 abszolut konstansokkal. Ezért
1 o0 bn o0 \/ﬁ
|h|dX\ > / |h|d\ > af —— = +o00.
A nz_:l an nz—:l n\/ﬁ

Vildgos, hogy az el6z8 megjegyzésbeli f fiiggvényre f' nem korldtos. Beldthatéd
ugyanakkor az a nem trividlis tény, hogy f € Cla,b], f € D([a,b] \ A) (ahol
A C [a,b] legfeljebb megszdmldlhatd), f' € L'[a,b] esetén f(z) = [ f'd\+ f(a)
(a <x <b) (azaz, hogy f abszolit folytonos).

A iv) megjegyzés nem igaz, ha az ott szerepl§ A halmaz szdmossiga nagyobb,
mint megszamldlhato (1d. 3.1. Tétel). Ugyanakkor, ha f : [a,b] — R, f monoton
nové, akkor f € L'[a,b] és [V f'dX < f(y) — f(z) (z,y € [a,b],z <y).
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vi)

3.7.

Ui. legyen f(t) =fly) (t>y)és f(t):=f(t) (a <t<y),ill
fu(t) :==n <f<t—|—%) —f(t)) (0<neN,a<t<b).

Ekkor f, > 0, f, Lebesgue-mérheté (n € N) és ha valamely ¢ € [z,y) esetén
f € D{t}, akkor f'(t) = im (f,(t)). Ezért f’ is Lebesgue-mérheté, igy a Fatou-
lemma alapjin

/y P\ = /y lim(f,)dA = /y liminf(f,)dA < lim inf (/y fnd)\) _

y+1/n 5 z+1/n _
lim inf d)\ — d) | <
imin (n/y f n/I f ) A
y+1/n z+1/n
lim inf (n / Fy)d\ —n / f(:v)cb\) ~ ) - f(@).
y T

Ha f : [a,b] — R és f monoton névd, akkor nyilvan minden olyan z € [a, b
helyen, ahol f € D{z}, egyuittal f/(x) > 0 (azaz (1d. 2.5. Kévetkezmény) A-m.m.
r € [a,b] esetén). Tehdt az el6bbi v) megjegyzés szerint 0 < f' € L'[a,b], igy
a g(x) = ff fldx  (x € [a,b]) fliggvény is monoton novs. Legyen h := f — g,
akkor barmely x,y € [a,b], z < y mellett

ui. (ismét csak az elébbi v) megjegyzés miatt)

o)~ glo) = [ "y < ) - fa).

Ezért f = g+ h, ahol g is, h is monoton névé és (a 3.6. Tétel alapjan) g abszolit
folytonos, ¢'(x) = f'(x), W (z) = f'(z) —¢'(z) =0 (A»m.m. z € [a,b]). Ha itt f
folytonos is, akkor nyilvan h is folytonos (egy un. szinguldris fligguény.)

Tétel (parcidlis integralds). Tegyiik fel, hogy az f,g : [a,b] — R fligguények

abszolit folytonosak. Ekkor f; flgdA+ f; fg'd\ = f(b)g(b) — f(a)g(a).

Bizonyitas. Mutassuk meg el0szor, hogy az f¢g szorzatfliggvény is abszolit folytonos.
Valéban, ha ) # N C N és (ag,br) C [a,b] (k € N) paronként diszjunkt intervallumok,

akkor

D 19 br) = (F9)ar)] = > 1F(br)g(br) — flar)g(br) + flar)g(br) — f(ar)g(ar)| <

keN

keN

30



lgllo D~ 1F(Br) = Fla)| + I flloe Y l9(br) = glar);

keN keN

amibdl az fg fliggvény abszolut folytonossdga méar nyilvanvalé. Ezért (1d. 3.3. i) megje-
gyzés) fg A-m.m. differencidlhaté, (fg)' (z) = f'(2)g(z) + ¢'(z)f(z) \-m.m. z € [a,b]),
f'g, fg' integralhatok és

(f9)(b) — (f9)(a) = / (fg)' dA = / Fgdr+ / Jfdrm

a

3.8. Tétel (integralas helyettesitéssel) Legyen adott a kompakt [a, B] intervallumon
értelmezett, monoton novd és abszolit folytonos g fliggvény. Ha a := g(a) < b:= g([)

és f € L'[a,b], akkor fog-g' € L', 8] és [P fdr= [ fog g dN.

Bizonyitas. Ha valamilyen I C [a, b] intervallummal f = xj, akkor direkt szdmoldssal
ellenérizhetd az 4llit4s. Innen rogton kovetkezik a tétel f € L [a, b] (nem-negativ 1épcsés
fiiggvény) esetén, azaz, amikor f = > ) _,crxrs, alkalmas n € N természetes szdmmal,
cr > 0 egyiitthatokkal és Iy, C [a, b] intervallumokkal (k =0, ..., n).

Legyen 0 < f € L>®[a, b és (f,) : N — L{ [a, b] olyan sorozat, amely tart f-hez \-m.m.
x € [a,b] helyen. Nyilvan feltehetd, hogy || fullco < [[flloc (n € N) (ui. - ha valamilyen
n-re ez nem teljesiil - cserdljiik ki fn-et min{ fn, |f]ls }-re). Igy az eddig mondottak, ill. a
(,kis”) Lebesgue-tétel alapjan

/abfd)\:lim </abfnd>\) = lim </jfnog.g/dA).

Mivel |fn 0 g-g'| < ||fllcg’ (n € N) Am.m. igaz és ¢’ € L'[a,b], ezért az (f, o g-g')
sorozatnak az || f|l.g’ fliggvény egy integrdlhaté majordnsa. Kovetkezésképpen ismét a
Lebesgue-tételre hivatkozva elegendd azt megmutatnunk, hogy az (f,(g(t))g’(t)) sorozat
A-m.m. t € [a, 8] helyen konvergél f(g(t))g’(t)-hez.

Legyenek A C [a,b], B C |o, (] olyan nulla (Lebesgue-) mértéki halmazok, amelyekre
f(z) = lim(f,(x)) (x € [a,b]\ A) és ge D{t} (te€|o,pf]\B)igaz. Hat € [, 5]\ B
és ¢'(t) = 0 vagy g(t) ¢ A, akkor nyilvan lim(f,(g(¢))g’(t)) = f(g(t))g’'(t). Ha tehdt
valamely t € [« 5]\ B helyen a helyettesitési értékek (f,,(g(t))g’(t)) sorozata nem konvergél
f(g(t))g'(t)-hez, akkor ¢'(t) > 0 és g(t) € A. Legyen

C:={tea,B]\B:¢'(t) >06és g(t) € A}.
Azt kell belatnunk, hogy C' (Lebesgue-szerint) nulla-mértékii.

Mivel A(A) = 0, ezért van olyan I,, C [a,b] (n € N) intervallumsorozat, amelyre
oo o Hn| < 400 és barmely x € A pont végtelen sok I,-be esik. Legyen n € N és

n
'an = Z XTIy -
k=0
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Ekkor a (¢,) : N — L{[a,b] sorozat monoton nové és tetszéleges © € A esetén
lim(¢,(z)) = +oo. Ha t € C, akkor nyilvdn lim ((¢,(g(t))g’(t))) = +oo is igaz. De a
Beppo Levi-tétel alapjan

g 6 b o
/ lim (¢, 0 g ¢’) d\ = lim </ wnog~g'd)\) = lim (/ wnd)\> :Z|Ik|<—|—oo,
« « a k=0

ezért lim (¢, (g(t))g'(t)) < 400  (A-m.m. t € [«, f]). Kovetkezésképpen A(C) = 0.
Legyen most 0 < f € Ll[a, b] és tekintsiik a kovetkezd (f,,) fiiggvénysorozatot:
n (f(z)>n)

fn(x> = (TLEN)
fx) (0< f(x) <n)

Vilagos, hogy (f,) monoton néve tart f-hez és 0 < f,, € L*[a,b] (n € N). Ezért a
fentiek, ill. a Beppo Levi-tétel alapjan

/abfd/\:lim(/abfnd/\> :lim</aﬁfnog.g'd/\>.

Ugyanugy, mint az el6bb kapjuk, hogy lim(f,(g(¢))g’(t)) = f(g9(t))d'(t) (A-m.m.
t € o, f]). Az (fnog- g') sorozat monoton névo, tehdt ismét alkalmazva a Beppo Levi-tételt

azt mondhatjuk, hogy lim [” f, 0 g-g'dA = [7 fog-g'd\. Tehdt [° fdr= [ fog g dA.
A 3.8. Tétel dllitasa a fentiekbdl tetszbleges f € Llla,b] esetén az f = fT — f~
felbontds alapjan adodik. B
3.4. Megjegyzés.

i) Belathaté, hogy FF' : R — R esetén teljesiil az alabbi allitds: wvalamely
f € LY(—o0,+0) fiigguény segitségével akkor és csak akkor igaz az F(x) =
ffoo fd\  (z € R) egyenldség, ha barmely 0 < A € R mellett F leszikitése

[—A, Al-ra abszoliit folytonos, NTXF < 400 éslim_,, F = 0.

3.9. Tétel (Fubini). Legyenek a ju, : B — R (n € N) Borel-mértékek olyanok, hogy
pi= Y00 o i is Borel-mérték B-n. Ekkor p'(z) = > o0 u () (\-m.m. z € RY).

Bizonyitas. 1° Léassuk be el6szor, hogy
Yoncobn(@) < p(z)  (Amm. z € RY).

A 2.3. Kovetkezmény alapjan ui. van olyan M C RN, A\(M) = 0 halmaz, hogy
barmely z € RN \ M esetén 0 < p/(z) < +00 és 0 < p,(x) < +oo  (n € N). Legyen

Vm ::Zui (m e N).



Ekkor vy, : B — R Borel-mérték és v, () = D" pi(x) (z € RY \ M). Tegyiik fel, hogy
(H,) — x, ekkor v, (Hy,) < u(H,) (n € N) miatt

vo(H,)  p(H,)
NH,) = A(H,)

(n € N),
azaz v, (z) < p'(z) (z € RN\ M). Azt kaptuk tehdt, hogy
Z/’Lz = lim(v,,(2)) < /'(z) (z € RV \ M).

2° Most megmutatjuk, hogy tetszéleges 0 < s € N mellett van olyan By C K(0),
A(Bs) = 0, hogy

Zﬂé(«?ﬁ) =p'(x)  (z € K(0)\ Bs).

Valoban, %0 s (K,(0)) = p (K,(0)) < p (KS(O)) < 400, mivel K,(0) kompakt. Ezért
lim (u(Ks(0)) — v (K5(0))) = 0. Ha tehat

on(A) == p(ANK(0)) —vn (AN K,(0)) (A€ B,neN),

akkor egyrészt o, (n € N) Borel-mérték, masrészt lim(o,( S( )) = 0. Igy minden k € N
szdmhoz van olyan nj, € N index, amellyel o, (K:(0)) < 27%. Nyilvan az is feltehetd,
hogy itt (ny) egy indexsorozat, azaz ny11 > ny (k€ N). A o:=3 ;- o, mértékre

= o, (L (0)) < iz-’f < +o0,
k=0

amib8l adédéan o Borel-mérték. Igy 1° alapjdn > neoon, (@) <o'(x) (Amm. z € RY).
Van tehat olyan B C R” halmaz, hogy A(B) = 0 és az el6bbi egyenl6tlenség minden
x € RN\ B helyen teljesiil. Legyen B, := B () K,(0), ekkor \(B,) = 0. Ha z € K,(0) \ B,
és (E,) — z, akkor legfeljebb véges sok n € N kivételével E,, C K(0), azaz

On

(En) _ pw(En)  vny (En)

= — ke N).

NE)  NB)  AE) PN
Ez azt jelenti, hogy oy, () = p'(z) — v, (z) (x € K (0)\ Bs,k € N). Minden ilyen
z esetén tehat >, a;k( x) véges, amlbol o, () — 0 (k — oo) kévetkezik. Ezért a

(x)) sorozat is nyilvan

(v}, (%)) sorozat monoton ndve konvergél j'(z)-hez. Mivel a (v},
)-

monoton noévé, ezért v (z) — p'(z) (n — 00). Osszefoglalva tehat azt irhatjuk, hogy

Y oui(a)=p'@) (€ K 0)\By).
k=0
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3° Nyilvan RY = (J2, K4(0), ezért egytttal minden z € RN \ (U2, Bs) pontban
Yoo Wy (x) = @' (z). Vildgos, hogy A(Use; Bs) = 0, ami a 3.9. Tétel bizonyitdsat jelenti.
|

3.1.

Kovetkezmény (Fubini). Ha [a,b] C R kompakt intervallum, f, : [a,b] — R,

fn monoton névé (n € N) és létezik az f ==Y - o fn : [a,b] — R fiiggvény, akkor
fl(@) =30t ful@)  (A-m.m. z € [a,b]).

Ha ui. p, az f, (n € N) altal, u pedig az f altal meghatdrozott Lebesgue-Stieltjes-
mérték, akkor kénnyen lathatéan p = > ° ; pi, és A-m.m. z € [a,b] helyen

3.5.

i)

ii)

iii)

iv)

Wix)=f'@) = up(e) = ful2).

Megjegyzések.
Legyen ¢ a kompakt [a, b] intervallum egy pontja, 0 < wu,v € R és h: [a,b] = R

a kovetkez6 fiiggvény:

0 (a <z <c)
h(z) =14 u (x =c¢) (x € [a,b]).

ut+v (x>c)

Vildgos, hogy h monoton n6vo, h(c) —h(c—0) = u (ha ¢ > a), h(c+0)—h(c) =v
(hac<b)ésh'(z)=0 (c+#x € [a,b]).

Tegyiik fel, hogy ) # N C N és adottak a ¢, € [a,b], 0 < up,v, € R
(n € N) szdmok, ¢, # ¢ (n# m € N), 3 cp(un +v,) < +00. Legyen
n € N és h, az i)-ben szerepld h fiiggvény, ha c := ¢,, u := uy,, v := v,. Ekkor
Yonen 1Pnlloe = D en(Un +vn) < 400, azaz ), .\ h, egyenletesen konver-
gens, ha N megszamlalhats. Ezért a h := ) _\ h, fliggvény minden olyan
x € [a, b] helyen folytonos, ahol valamennyi h,, (n € N) is folytonos: h € C{z}
(cn # x € [a,b] (n € N)). Nyilvanvalé, hogy h is monoton nové. Ezért a
3.1. Kovetkezmény miatt h/(z) = Y b (2) =0 (Amm. z € [a,b]).

Az el6bbi ii) megjegyzésben szerepl6 h fiiggvényre egyszeriien ellenérizhetd, hogy

hz)= Y up+ Y. vy (z€]ab)

N3on,c, <z N3on,c,<x

és h(c, +0) — h(e,) = v, (ha ¢, <b) és h(c,) — h(cp, —0) = uy,, (ha ¢, > a)
(neN) (hegy un. tiszta ugrdfigguény).

Tekintsiink most egy monoton névé, nem folytonos H : [a,b] — R fiiggvényt,
legyenek a szakaddsi helyei ¢,-¢k (n € N), ill. w, := H(c,) — H(cy, —0) (ha
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Cn > a) és vy, := H(cp, +0) — H(ep) (hac, <b) (n€N). Ha h jelenti az elébbi
ii) megjegyzésben szerepld tiszta ugréfiiggvényt, akkor H — h folytonos és szintén
monoton névé. Tehat H = (H — h) + h olyan felbontasa H-nak, ahol H — h
folytonos, h tiszta ugréfiiggvény és mindketté monoton novo.

v) Ha az el6bbi megjegyzést , egyesitjiikk” a 3.3. vi) megjegyzéssel, akkor a kovetkezét
kapjuk: bdrmely f : [a,b] — R monoton novd figgvény elédllithatd f = f1+ fo+f3
alakban, ahol minden itt szerepld fiiggvény monoton novd, fi abszolit folytonos,
fa szinguldris, fs pedig vagy az azonosan nulla fligguény (ha f folytonos) vagy
tiszta ugrdfigguény (ha f nem folytonos).

vi) A 3.3. (Jordan-) Tétel alapjan az v) megjegyzésben kapott eredmény részben
igaz lesz minden f : [a,b] — R korlatos valtozasu fiiggvényre is.

3.10. Tétel (Lebesgue-féle siirtiségi tétel). Legyen ) # E C R, x € E és valamely

I C R nem elfajuld korldtos intervallum esetén x € I, A¥(z) := % (ahol X\* a

Lebesgue-féle kiilsé mérték R-en). Ekkor A-m.m. x € E mellett lim);_o AF (z) = 1.

Bizonyitas. Nyilvan feltehetd, hogy F korlatos, pl. valamilyen —oco < a < b < +o0
esetén E C (a,b). Legyen

f(x) =X (EN]a,x]) (x € [a,b]).

Ekkor f nyilvan nem-negativ. Monoton nové is, ui. z,y € [a,b], z < y esetén E'N [a,x] C
E NJa,y] és A* monoton. Mutassuk meg, hogy f'(z) =1 (Am.m. x € E). Valéban,
minden n € N indexhez van olyan I, C (a,b) (k € N) nyilt intervallumokbdl all6 sorozat,
hogy E C Ep, := Uz Ink €8 0n := Y peg [ Tnk| < A*(E)+27"™. Tehdt > (6, — A*(E)) <
+00. Legyen n € N és

fn(z) == A (E,Nla,z)) (x € [a, b)),

ill. F, := f, — f. Ekkor (f-hez hasonléan) f, is monoton névé és minden x,y € [a,b],
x <y, n € N esetén

Fo(y) — Fu(z) = fu(y) — fulz) = (f(y) — f(2)) =
N (En Oz, y]) = A (ENfz,y]) 20 (neN),

ui. E C E, miatt EN[z,y] C E, N [z,y]. (Felhasznaltuk a \* kiils6 mérték alabbi
tulajdonsdgat is: ha A C [a, 8], B C [y,0] és § < 7, akkor \*(AU B) = X\*(A) + \*(B)).
Tehat F,, is monoton novo, tovabba

Fo(a) =0, Fo(b) = \(E,) — \*(E) <8, — A*(E)  (neN).

Ezért 0 < F(z) = Y02 o Fo(z) < Y07 (Fo(b) < 400 (z € [a,b]), azaz a fenti 3.1.
Kovetkezmény alapjan

o0

Fj(x)=> (fa@) = f'(x)) = F'(z) <400 (A—m.m. z € [a,}]).

n= n=0
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Minden ilyen z-re ezért F) (x) - 0 (n — o0), f/(z) — f'(x) (n — o0). Haitt mégx € E
is igaz, akkor barmely N > n-re x € E,, azaz f)(z) = 1 (ui. = belsé pontja F,-nek, igy

n

fulz + hfz —ful®) _ 1, hacsak 0 # |h| ,elég kicsi”). Tehét f/(x) =1 (Amam. z € E).

Legyen f € D{z}, R>h,I>0,h+1>06ésI:=(x—h,z+1] C [a,b]. Ekkor

AP(z) = )\*(Em([a,:;-:ll]\[a,x—h]) _ f(a:-l—l)h;];(x—h) L P@) (htl—0),

amibdl a tétel allitasa mar nyilvan kovetkezik. B

3.6. Megjegyzések.

i) Tegyiik fel, hogy £ C R olyan Lebesgue-mérhet6 halmaz, hogy egy alkalmas
d > 0 szammal A\(E N 1) > J|I| teljesiil minden I C R intervallumra. Mutassuk
meg, hogy ekkor A(R\ E) = 0. Valéban, ha I egy (val6di) intervallum, akkor
Il =XMENI)+ A(R\ E)NI) alapjan

) CMEND) AR\E)NT)
*) Y (T

Haz e (R\ E)NI és

(%) AR \\IL\?) ni) —1 (1] — 0),

akkor () miatt

MENIT
MEAD o (1= o).
1]
Ez utobbi viszont nem teljesiilhet, mert a feltétel szerint % > ).

Kovetkezésképpen (k) nem &allhat fenn az R \ F halmaz egyetlen x pontjiban
sem. Ugyanakkor a 3.10. Tételt az R \ E halmazra alkalmazva azt mondhatjuk,
hogy (#*) A-m.m. x € R\ F esetén igaz. Ez csak gy lehetséges, ha A(R\ E) = 0.

ii) Az Olvaséra bizzuk az el6bbi megjegyzésben szereplé allitas bizonyitasit mintegy
elemi tuton (azaz a 3.10. Tétel nélkiil).

iii) Legyen most () # E C R tetszbleges halmaz és valamely = € R esetén
d(x) :=inf{|x — z| : z € £}

(z és E tavolsdga). Vildgos, hogy barmely y € R mellett 6(z+vy) < |y| (x € E),
hiszen §(x 4+ y) < | — (z + y)| = |y|. Ezért némileg meglepd a kivetkezd allitas:

Sz +y)

o —0 (y—0) (A—mam. x € E).
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A bizonyitas soran ismét lényeges szerepet kap a 3.10. Tétel. Ui. azt fogjuk
megmutatni, hogy a most mondott konvergencia minden olyan x € E esetén igaz,
amelyre a 3.10. Tétel allitasa is igaz, azaz A-m.m. FE > x-re.

Legyen tehat z € E ilyen, 0 #y € R, £ > 0 és
I(z,y,e) == (x+y—elylz+y+ely);

J(x,y,€) = (x — |y —elyl, z + |y| +<ly|).

Ekkor nyilvan z € J(z,y,¢) és I(x,y,e) C J(z,y,e). Lassuk be, hogy alkalmas
r > 0 szimmal minden y € R, 0 < |y| < r esetén

(s % %) EnI(x,y,e)#0.

Kiilénben ui. egy alkalmas 0 < y, € R (n € N), lim(y,) = 0 sorozattal
ENnI(z,yn,e)=0 (neN):és

o NENT @) A EO @y o)\ (yn9)
YT @ yme)] 7@ yn.e)] 8

A (S (@, yn, ) \ I(@,yn, €)) _
(@, Yn, €)|

|J(£B,yn,€)|—|1(l’,yn,€>| _ 2(1+€)|yn|_2€|yn| —1— € (TLEN),
| J(z, Yn, €)] 2(1+¢)lyn| l1+e

azaz A, — 1 (n — o0) nem teljesiilhet. Ugyanakkor |J(x,yp, )] — 0 (n — o0)
miatt A, — 1 (n — o0).

Tehat (x * *) alapjan tetszéleges y € R, 0 < |y| < r szdmhoz van olyan z € E,
amelyre z € I(x,y,¢), azaz |[v +y — z| < ely|. Ezért

(x+y)

XT — Z
|z +y |<€‘
|y

<
|y

Ez éppen a bizonyitandoé allitast jelenti.

4. Maximalfuggvények

Tekintsiik az f : RN — R lokdlisan integralhaté fiiggvényt, és jeldljiik G-vel a
kovetkez6 halmazt:
G:={K.(2):z€ RN r > 0}.
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Valamely x € RN esetén legyen G, :=={S € G :x € S} és

[ (@) = Sup{ﬁ/slfldkzsegm}.

Az f* RN — [0, +o0] fiiggvényt f Hardy-Littlewood-féle mazimdlfiigguényének nevezziik.
Jegyezzilkk meg, hogy ha ¢ > 0 és

Ag={f">q} = {z e RV : f*(2) > ¢},

akkor A, nyilt halmaz. Valéban, f*(z) (z € RY) értelmezése szerint, ha f*(x) > g,
akkor z € A, és van olyan S € G, amellyel ﬁ fs |fldX\ > q. De ekkor barmely y € S

helyen X
OE W/S‘f‘d“q

is igaz, ezért y € A,. Tehat a most mondott S kornyezetre S C A,, ami az A, halmaz
nyiltsagat jelenti. Ez azt is biztositja egyuttal, hogy f* mérhetd fliggvény.

Nem nehéz megmutatni, hogy alkalmas f (akar L!-beli) fiiggvényre f* ¢ L' is lehet.
Ha ui. N =1,

0 (z ¢ (0,1/2))

4.1 f ) =
oy o (z € (0,1/2)),

zln’z
akkor egyszerti ellen6rzéssel kapjuk, hogy f € L. Ugyanakkor 0 < |z| < 1/2 esetén

1 42| z|

i} 1 |z|
HOE fldr> 7 / fd =

1
(2 = 2Ja], 2 + 2[x[)] Jo—o)a) 4z In(1/]2])’

amibdl f* ¢ L' mar rogton kovetkezik.

S6t, azt sem nehéz beltni, hogy ha az f € L! fiiggvény nem az L'-beli nulla-fiiggvény,
akkor f* & L. A feltétel szerint ui. létezik olyan r > 0, amellyel ¢ := I 0 |fldA > 0.

Legyen m := X (K1(0)) és RY 3z ¢ K,(0). Ekkor K, (0) C Ko, (2), azaz

. 1 q
P — A\ > ———=,
Fo= A (Kzjaf, () /szz(x) = ||’

amibdl

/f*dA Z/ frdA >
RN\ K, (0)

q / 1 I < / 1
— dr = ——dx >
m2N Jrv\k, (o) 1211 m2N ; K (ONK 1 (0) 12115
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mgN Z leTN ((]T)N - ((] — 1)T>N> m =

v dY 9—1 29N = 1
2 Z = 22N j
=2

= +o0.

4.1. Lemma. Bdrmely g : RV — R Lebesque-mérhetd fiigguény és 0 < p < 400

szam esetén
+00 1/p
gy = (p/ y”‘ls@g(y)dy) :
0

ahol py(y) == A({lg| > y}) (y=>0).

Bizonyitas. A szukcessziv integralasrol sz6l6 Fubini-tételt alkalmazva

lg(z)] +o0
/IglpdA =/ (p/o yp_ldy> dr = / <p/0 yp_1X{|g|>y}(l‘)dy) dr =
oo 1 oo 1
p/o yP~ (/X{|g|>y}(w)dw) dy:p/o Yy oy (y)dy. m

4.1. Megjegyzések.

i) Mint kordbban (és tovdbbra) is, a {|g| > y} := {t € RN : |g(t)| > y} egyszerfisits
jeloléssel éltiink.

ii) Az el6bbi lemmaéban szerepld ¢, fiiggvényt g eloszldsfiggvényének nevezziik.

iii) Mivel 0 < y < z esetén {|g| > 2z} C {|g| > vy}, ezért a mértékek monotonitasa
miatt p,(2) < p4(y), azaz a ¢, eloszlasfiiggvény monoton fogyd.

iv) Mutassuk meg, hogy barmely y > 0 pontban ¢, (y) = ¢4(y + 0), tehat, hogy ¢,
minden 0 < y-ban jobbrdl folytonos. Valéban, ¢, monoton fogydsa miatt

pg(y) = sup{epg(2) : 2 >y} = w4y +0),
ezért elég azt belatni, hogy lim(p,(y 4+ 1/n)) = ¢4(y). Legyen ehhez
E, :={lg| >y+1/n} (0 <n eN),

ekkor E,, C E,y1 (0 <n € N) és {|g| >y} = US>, E,. A mértékek (alulrdl)
félig folytonossaga alapjan ezért

ve(y) = A{lgl > y}) = Im(A(ER)) = lim(p,(y + 1/n)).
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v) Tekintsiik a g := x[0,1) + 2X[1,2] fliggvényt. Vildgos, hogy
2 (0<y<1)

ply) =41 (1<y<2)
0 (2<y),

igy (g balrél nem folytonos (pl. 1-ben).

vi) Az f* maximélfiiggvény definicijaban szereplé barmely S € G, (x € RN_)
kornyezet esetén [¢|f|dA < 4oo, mivel [¢|fld\ < [g|fld\ < +oo, hiszen S
kompakt, f pedig lokalisan integralhato.

vii) A 2.2. ii) megjegyzés szerint tetszéleges f : R — R lokdlisan Lebesgue-
integralhaté f fiiggvényre

1
‘”_%Xﬂwﬁmm“

igaz A-m.m. RN > x-re. Mivel (\(K,(z))™* fKr(m) Ifld\ < f*(x) (z € RV,
r > 0) nyilvanvald, ezért |f(z)] < f*(z) (A-m.m. z € RY).

viii) A p = 1 specidlis esetben tehdt ||g||; = O+O° PgdA.

4.1. Tétel (Hardy-Littlewood). Legyen 1 < p < +oo. Ekkor megadhatdk olyan
Cp > 0 (esak p-tdl fiiggs), C > 0 konstansok, hogy tetszéleges lokdlisan integrdlhato
f: RN — R fiiggvényre

i) minden q¢ > 0 esetén \(A,) < %Hf“l;
i) [[f*llp < Cpll fllp-

Bizonyitds. i) Nyilvdn feltehetd, hogy |[|f|li < +oo, azaz f € L'. Legyen
R > q >0, 2z € A;. Ekkor az A, halmaz definiciéja miatt van olyan S, € G, ame-

lyre ﬁ me |fldA > q. Nyilvan S, C A,, azaz A, = UxeAq Se. A 2.1. Vitali-lemmét

alkalmazva viszont tetszbleges ¢ < A(A,) szdmhoz létezik olyan K C A, véges halmaz,
amellyel S, NS, =0 (z+#z€ K) és

De barmely x € K esetén \(S,) < ¢! fsz | f|dA, amibol

N
c<3V A <—Z/VW——/ e

reK
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Tehat a A(A,) < 3Vg™ Y| f|l1 becslésnek is fenn kell allni.

ii) Az el6bbiekhez hasonléan feltehetd, hogy | f|l, < +o0, azaz f € LP. Ha p = +o0,
azaz [ € L, akkor barmely S € G kornyezetre

1
m/ﬁmw < £l

azaz minden RY 3 z-re f*(x) < | flloo. Ez éppen azt jelenti, hogy f* € L és || f*]|o0 <
[ f]loo-

Legyen most 1 < p < +00 és f € LP. A 4.1. Lemma szerint

“+oo
Il =p [ 0 s )
0

Ha y > 0 és

f@) (f(2) > y/2)
fy(x) = (z € RY),
0 (If (@) <y/2)

akkor |f(z)| < |fy(2)| +y/2 (x€RY). Ezért f* < f+y/2, igy

1 >yy c{fy >y/2},

mds széval g« (y) < @y (y/2). Viszont i) szerint ¢y (y/2) < %nyﬂl, ahol

5= [ iflda= [ IS adn
{1f1>y/2}

Azt kaptuk tehat, hogy

2C
0130 < 0530/2 < = [ Uiy

Innen végiil oda jutunk, hogy (alkalmazva a szukcessziv integréldsrdl sz6lé Fubini-tételt)

) teo 11
1 <20p [0 [ 1@ e )dady =

400
2Cp/|f($)|/ YPTEX >y 2y (@) dy do =
0

2|f ()] ) D . D
20p [1f@] [ v dyds =2e L [yt = oLy,
0 p—1 p—1
ami a tételiink bizonyitasanak a végét jelenti. m
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4.2. Megjegyzések.

i) A fenti bizonyitas alapjan tehat a 4.1. Tételben az is frhaté, hogy C' = 3% ill.
Cr = 3%7)% (1<p<+00)és Co = 1.

ii) A most beldtott tétel i) részének a bizonyitdsaban S, C A, (x € A,), azaz
Uxe ¢ Se C Ay. Ezért az emlitett i) rész az alabbi élesebb forméban is teljesiil:

MMS%AMW(WW

q

S6t, a tétel ii) részének az igazoldsat is tekintve ¢r-(y) < ¢r-(y/2) (y = 0)
N
szerint az is igaz, hogy A(Aq) = ¢-(q) < ¢y (q/2) < ¥]|fq||1, azaz

2.3N
AMAy) < —— | fldA.

7 J{f1>a/2}
iii) Kiilon érdemes kiemelni, hogy 1 < p < +o0, f € LP esetén f* € LP.

iv) A 4.1. Tétel ii) részének a bizonyitdasaban szerepld barmely f, (y > 0) fiiggvény
L'-beli. Valéban, |fylli = [ |flxqs>y/2} dX és a Holder-egyenlStlenség szerint
az 1/p+ 1/q = 1 egyenl6ségnek eleget tevs 1 < ¢ < +oo kitevivel

1l < W lalxqisisur2y o = 1l VLT > y/23)M7
Az itt szereplé A({|f| > v/2}) = A({|fIP > yP/2P}) mérték véges, ui.

2P 2P
P> rrn < S [ jipax< Sl < o
! yr o

, P P
Tehit || fy 11 < Zp £l = 2o £l < +oo.
v) A 4.1. Tétel i) része alapjan azt mondjuk, hogy az f +— f* Hardy-Littlewood-féle

maximdloperdtor gyengén (1,1)-tipusi, a tétel ii) része alapjin pedig azt, hogy az
emlitett operator (p,p)-tipusi (1 < p < oc0).

vi) A 4.1. Tételbdl barmely 1 < p < 400, f € LP esetén f*(x) < +oo (A-m.m.
r € RY) kovetkezik. Ez ui. p > 1 mellett f* € LP miatt nyilvanvalé. Ha f € L',
akkor {f* = +oo} C{f* >q} (¢=0), gy

« C
A{fT = F00}) < A(4) < EHle — 0 (¢ — +00).
Tehdt A({f* = +o0}) =0.
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vii)

viii)

Alkalmazasként mutassuk meg (amit kordbban més tton mar beldttunk), hogy
minden f : RV — R lokélisan integralhaté fiiggvény esetén A-m.m. =z € RV

helyen
1

i /K @) = s =0

(azaz x Lebesgue-pontja f-nek).

Ui. mindez nyilvdnvalé, ha f folytonos (rdadasul ekkor minden RY > z-re).
Mivel a bizonyitandé egyenl6ség adott x esetén csak az x egy kornyezetében
felvett fiiggvényértékektdl fiigg, ezért feltehetd, hogy f € L'. Legyen

Qf(z) := lim sup !

N () T) — T Ny
o M (Ko (2)) /Ig(x)‘f( ) — f®)|dt (z e RN)

Vildgos, hogy Qf(x) < f*(x) + |f(z)] (x € RY). Ha € > 0 tetszélegesen adott
szam, akkor létezik olyan ¢ : RY — R folytonos fiiggvény, amelyre ||f — |1 < e.
Igy barmely R 3 y > 0 mellett

Qf >y c{(f =) >y/2  U{lf — ¢l > y/2},

hiszen

Qf(x) < Qp(z) +Q>f — ) (@) =Q(f —)(@) < (f — ) (@) + [f(z) — ¢(z)].

Osszegezve tehét az eddig mondottakat azt {rhatjuk, hogy

A{Qf > oy < olf el ol —el _ 240
Y Y y

Mivel itt € > 0 tetsz6leges volt, ezért barmely y > 0 mellett A ({Qf > y}) = 0,
azaz Qf () =0 (A-m.m. z € RV).

Az el6z6 megjegyzésben felhasznaltuk, hogy tetszéleges f € L fiiggvény és € > 0
szdm esetén van olyan ¢ folytonos fiiggvény, amelyre ||f — plly < . Az L!
fiiggvényosztaly definiciéja miatt mindezt elegendd L'-beli lépcsés fiiggvényekre
belatni. Ez utébbihoz viszont azt kell meggondolni, hogy az f = x4 specialis
esetben igaz az 4llitas, ahol A C RY Lebesgue-mérhetd és A(A) < +o00. Valéban,
a A mérték regularitdasa miatt alkalmas K C A C G, K kompakt, G nyilt halma-
zokkal A\(G'\ K) < e. Legyen

@ RY\ Q)
P0) = RN G) 1 (@, K)

(x € RY),

ahol egy ) # Y C RY halmaz esetén p(z,Y) := inf{|lz —y|2 : y € Y}. Jél ismert,
hogy az RN 2 2 — p(x,Y) fiiggvény folytonos, igy a fenti ¢ is az. Tovabba
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o) =0 (xeRV\G), o) =1 (xe€K)és px)ecl0,1] (z€G\K).
Vilagos, hogy

||><A—so||1:/ <1—sa>cu+/ pdA < NG\ K) < e
A\K G\A

4.2. Tétel. Létezik olyan C' > 0 konstans, hogy bdrmely lokdlisan integrdlhato
f: RN — R fiigguény és tetszbleges B C RN Lebesque-mérhetd halmaz esetén

/ Frdx < 2)\(B)+C/|f|log+o|f|d)\.
B

Bizonyitds. Legyen R > y > 0,D, := {|f| > y}, D, :== RN \ D,. Ekkor f =
fxp, + fxp,, azaz

< (fxn,) + (fxby>* < (fxn,) +v.

Innen azt kapjuk, hogy {f* > 2y} C {(fxpy)* > y}, ezért a gyenge (1,1)-tulajdonsigot
alkalmazva

e 29) = A (> 291 <2 ({(Fxp,)" > w}) < %HfXD I = %/ FldA.

Dy
+00
/ frdx = / Frxmd = / oA,
B 0

eroe(t) = AX{f"xB >1t}) = A(BN{f* >1}).

Ez utébbit felhaszndlva (ismét alkalmazva a szukcessziv integraldsra vonatkozé Fubini-

tételt)
+oo
/f*dA:2/ o rery (20)dE =
B 0

1 +oo +o00
2/ @f*XB(zt)de/ orenn (20)dt < 2)\(B)+2/ o (20)dt <
0 1 1

B)—|—20/ —/ \f\dAdtzQA(B)+2C’/ —/\f\XDtd)\dt:
1 t Dy 1 t

oo g WIf@)] 4
+20/|f \/ —th z)dtde = 2\(B +20/\f |/ —dtda:_
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2A(B) +2C / (@) log™ (| (x)])dr. m

4.3. Megjegyzések.
i) Emlékeztetiink az « V 5 := max{«, 3} («, € R),
nz (x>1)

log" x :=
0 (0<z<1)

jelolésekre.

ii) A (4.1)-beli példa mutatja, hogy a 4.2. Tételben a C [ |f|log™ o| f| d) tag nem
hagyhato el.

iii) Hasonldan, az f := x[o,1) filggvényt figyelembe véve azt mondhatjuk, hogy a
4.2. Tételben a 2A(B) tag sem nélkiilozhets. Ekkor ui.

1 (0<az<1)
fFfay={%  (@>1)
e (@<0)

és |f] olog™ |f] = 0.

iv) Hatehat [|f|log™ o|f| d\ < 400, akkor minden véges mértékii Lebesgue-mérhetd
B C R halmazon f* integrdlhaté Lebesgue-szerint: [ g AN < +oo.

v) Legyen Llog™ L az osszes olyan lokalisan integralhaté f : RY — R fiiggvény
altal alkotott halmaz, amelyre [ |f |log™ o|f|d\ < +oo. Ekkor tetszéleges
1 < p < 400 esetén LP C Llog™t L, ui.

/\f\ log* of f| dA = / | Inolf|dx <
{If|>1}

1 1
— FIIFIP~ AN = ——||f||? < 400,
=g NI =171

ha f € L?. Igy a iv) megjegyzés igaz barmely f € LP (1 < p < 4o0) fiiggvényre.

vi) Az el6bbi megjegyzés utolsé észrevétele egyébként is konnyen megkaphat6. Ha
ui. B C RN Lebesgue-mérhetd, A\(B) < 400 és f € LP (1 < p < +00), akkor a
Holder-egyenlotlenség szerint a 4.1. Tétel alapjan

/Bf* A= /f*xB dA < |1 F*lpllxslly < Cp(AB)) Y fll, < +o0
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(ahol 1 < g < 400 és1/p+1/g=1).

vii) Ha f € Llogt L, akkor |f(z)| < f*(z) (A mm. z € RY) alapjin a iv)
megjegyzésbol rogton kovetkezik, hogy tetszoleges Lebesgue-mérheté és véges
Lebesgue-mértékii B C RN halmazra [, |f|d\ < +oo. Ugyanez kozvetleniil is
igazolhat6. Ui.

/|f|d/\:/ |f|d)\+/ fldA <
B B{|f|<e} Br{|f|=e}

eA(B) —l—/

BO{|f|=e}

(Ugyanakkor Llogt L\ L' # (, L' \ Llog™ L # (), amirél az Olvasé konnyen
meggy6z0dhet egy-egy példa segitségével.)

|flIno|f|dX\ < eX(B) + / | | log™ o f] dX < +o0.

A fentiekben is vizsgalt f : RY — R lokélisan integralhaté fiiggvény esetén legyen

°(z) :=sup{ ———— T x M.
fo(a) = p{A<KT<x>>/I<T(x>'f'dA >o} (v RY)

Mivel z € K, (x) € G, minden r > 0 mellett fenndll, ezért f° < f*. Tovdbbd, ha z € § :=
K.(2) €G, (r>0,z€RY), akkor S C Ka,.(z), azaz

L 1 _A(Fa(x) 1
)\(S)/S|f|d>\§ NG /K2T(x)|f|d>\ ) N (@) /KZT(I)\f\d)\g

o o) < 2V fo(x).

Tehat 27N f* < fo < f*, ezért
1l < 177l < Cpllfll, (1 <p < oo, f € LP),

ill. {f°>q} C{f*>q}, azaz
M7 >a) <MA) <Cq7MIflh (¢>0,felb)

Mindezek azt jelentik, hogy az f +— f° maximdloperator is gyengén (1,1)- és (p, p)-tipusi
(1 <p < +00).

A most mondottak igazak maradnak akkor 1is, ha f° helyett az alabbi
maximalfiiggvényt irjuk:

(@) ::sup{ﬁfjuuwxefeA} (z e RY),
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ahol alkalmas a > 0, 8 > 0 paraméterekkel A azon I = I} x ... X Iy N-dimenzios ,,téglak”
halmaza, ahol I1, ..., Iy C R intervallumok és o < |L;||Ix|™* <3 (j,k=1,...,N).

Legyenek adottak az U, U, : L' — {f : RN — R : f (Lebesgue-)mérheté} (n € N)
linearis operatorok, tovabba legyen

U*f(x) :=sup{|U, f(z)| : n € N} (f € L',z eRN).

Az igy definidlt U* leképezést az (U, ) operatorsorozat maximdloperdtorinak nevezzik.
4.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy van olyan L C L' halmaz, amely (||.||1 normdban)
mindeniitt stri L'-ben és bdrmely f € L esetén U,f(x) — Uf(x) (n — o)
A-m.m. x € RN helyen igaz. Ha U,U* gyengén (1,1)-tipusiak, akkor az el6bbi kon-
vergencia minden f € L fiiggvényre fenndll.

Bizonyités. Legyen f € L',

p(x) := lim sup Unf(z) = Uf(z)]  (z€RY),

e > 0 és valasszuk az F' € L fuggvényt ugy, hogy ||f — F||1 < . Ekkor

p(z) < 1im8171Lp|Un(f—F)(33)| +lim8171Lp|UnF($) ~UF(@)|+|U(F — f)(z)] (z€R"),

ahol egy B C RN, \(B) = 0 halmazzal
limsup,, [UnF(z) — UF(z)| = lim, |U,F(z) — UF(z)| =0 (z € R¥ \ B).
Ezért p(z) < U(f — F)(z) + |U(F - f)(z)| (z € RY \ B), azaz
{p>2y} C{U(f = F) >y U{[UF = )l >y UB (y>0).
Tehst
Ap>20}) SAQUAN(S = F) > ) + AQIUF = £l > y}) = Ar + Ay

kovetkezik. Az U, U* operédtorok gyenge (1,1)-tipusa miatt van olyan C' > 0 konstans,
amellyel

A{p > 2y)) < %nf—Fnl < %

Mivel itt € > 0 tetsz6leges volt, ezért A ({p > 2y}) = 0 (y > 0). Innen vildgos, hogy
p(x) =0 (Amm. z € RY). Ha z ilyen, akkor 0 = limsup,, |U, f(z) — Uf(z)|, azaz a
lim,, |U, f(x)—U f(x)| hatarérték létezik és nulla. Kévetkezésképpen U f(z) = lim,, U f,,(z)
(Amm. z € RY). m
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Legyen pl. f € LY, r, >0 (n e N),lim(r,) =0 és

1

Unf(x) ::m/lfw(@ fdhx (ne N,z e R"Y).

Ha L := {f € L' : f folytonos} és Uf := f (f € L'), akkor teljesiilnek az 4.3. Tétel

feltételei. Ui. egyrészt U, (n € N) linearis és lim,, U, f(z) = f(z) (z € RY) trividlis,
ha f folytonos fiiggvény. Masrészt barmely f € L' fiiggvényre

1
1Unfll1 < / (W /Km(m) |f(t)|dt) dr =

/ (W / [F(®)IXK,., @) (1) dt) de,

azaz a szukcessziv integralasra vonatkozé Fubini-tétel szerint

1< [ 1500 ([ 5oy @ ®de) de =

I (ﬁ / XK%@)(xmx) it =[50l =151 (neN).

Az U*f < f° becslés alapjan azt kapjuk, hogy U* gyengén (1,1)-tipusi. A 4.3. Tétel
miatt ezért minden L' > f-re (Id. vii))

: 1 _ N
4.4. Tétel. Barmely 0 < p < 1 mellett megadhaté olyan C, > 0, csak p-tdl fiiggd
dllandd, hogy bdrmely lokdlisan integrdlhate f : RN — R fiigguény és tetszdleges
B C RY Lebesque-mérhets halmaz esetén ([ (f*)" d)\)l/p < (M(B) +C)'?|| ]|
Bizonyitas. Nyilvan elegendé azzal az esettel foglalkoznunk, amikor f € L', azaz

[ flli < +oo. Elészér tegyiik fel, hogy ||f|li = 1. Ekkor az [, (f*)”d\ integrélrél a
kovetkezét mondhatjuk:

+oo
* Pd)\ — * Pd)\ — p—1 . dy =
/B(f ) /(f XB) p/o Y' oxn £ (y)dy

1 “+o00
p/ yp‘ISOXBf*(y)derp/ y' " ovn s (V) dy,
0 1
ahol

oxsr- W) =A{xsf >y = A{f">y}nB) <
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Tehat a gyenge (1,1)-tulajdonségot is felhasznédlva alkalmas C' > 0 konstanssal
1 “+oo
/ (f*)"dr < pA(B)/ yP~ldy +p/ v g (y)dy <
B 0 1

+oo
A(B) + C’p/ yP~2dy = A\(B) + Clip.
1 ~

Most azt tegyiik fel, hogy 0 # || f||1 és legyen g := ||Jf|| . Ekkor ||lg||1 = 1, gy
1

[ura= [ @mey o= [ @y (3@ )i,

1—p

azaz a C)p 1= % konstans eleget tesz a tétel kivanalmainak.

Ha || f|l1 = 0, akkor f(z) = 0 (Amm. z € RY) és ezért f*(z) = 0 (A-m.m.
x € RN) is igaz, azaz [ (f*)"dA=0.m

4.4. Megjegyzések.
T—p
ii) Tekintsiik a 4. pont bevezet6jében mar emlitett (4.1) fiiggvényt. Ekkor barmely
0 <d < 1/e esetén

i) A 4.2. i) megjegyzést figyelembe véve C), : megfeleld.

1/e 1 1
(2)dxr > Z1Inln =

azaz f;/e f*(z)de — +oo (§ — 0). Ez azt jelenti, hogy a 4.4. Tétel allitasa
p = l-re nem igaz.

iii) Legyen 1 < p < 4o00. A 4.3. Tételben szereplé U* operator gyengén (p, p)-tipusi,
ha van olyan C, > 0 konstans, hogy

AU > g} < (%nfnp)p (v>0.f e L7).

Mivel

N{Uf > y)) < /

U* p 1 .
(“F) v Siosly w>ogern,
(U= >y} Y

Y

ezért, ha U* (p, p)-tipust (azaz alkalmas B, > 0 konstanssal ||[U*f||, < B,|lfll,
(f € LP)), akkor U* gyengén (p, p)-tipusu is.

iv) Vildgos, hogy a 4.3. Tétel (a bizonyitdsdnak az értelemszerti médositdsaval
egylitt) igaz marad, ha a tételben L' helyett LP-t, |.|]1 helyett |.||,-t
(1 <p<+400), U* gyenge (1, 1)-tipusa helyett gyenge (p, p)-tipust irunk.
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v)

vi)

vii)

Az el6bb mondottak altalanositasaként legyen
L°:={f:RN — R: f Lebesgue-mérhetd }

és1 <p,q<+oo. AT :LP — L° operator (p, q)-tipusi, ha alkalmas C' := C), , >
0 konstanssal ||T'f||, < C|/fll, (f € LP). Tovdbba, ha ¢ < +o0, akkor T' gyengén
(p, q)-tipusd, ha egy D := D, , > 0 allandéval

AHWﬂ>yDS<§WM) (f € L),

A iii)-ban mondottakkal analég médon kapjuk, hogy ha a T" operator (p, q)-tipust
(¢ < 4+00), akkor T gyengén (p, q)-tipusi is.

Nyilvanvalé, hogy az operatorok viselkedésével kapcsolatban eddig mondottak
érvényben maradnak akkor is, ha a kiinduldsul szolgalé (RY,,\) Lebesgue-
féle mértéktér helyett ennek valamely lesziikitését vessziik (azaz RN helyett egy
A € Q halmazbdl indulunk ki). Pl. legyen N :=1és —o00 < a < b < 400, ill.
tekintsiik az A := [a, b intervallum feletti Lebesgue-féle mértékstruktirat. Ekkor
LP[a,b] € Llog™ Lla,b] C L'[a,b] (1 <p < +00). Ui. 1 < p < 400 esetén ez
ugyanugy igazolhatd, mint a 4.3. v) megjegyzésben. Ha f € L*°[a, b], akkor

b
/ |fllog™ ol fldX < (b~ a)| flloo log™ ([l fllc) < +00,

azaz L>[a,b] C Llog™ L[a,b] trividlis. Ha f € Llog™ L[a, b], akkor

b
wmafmwz/ mﬁ+/ fldx <
a {IfI<e} {If|>e}

b
e(b—a)+/ |f|log™ o| f| dX < +oo0,

tehat f € L'[a,b].
Legyen f € L'[a,b] és Z := {I C [a,b] : I intervallum }, ill.

M f(z) ::sup{|—}|/1|f|d)\:x€I€I} (z € [a,B]).

Ha F(z) := f(z) (x € [a,b]), F(z) := 0 (z € R\ [a,b]), akkor F € L',
IFll, = I7l, (1< p < +00) & nyilvin Mf(z) < F°(@) (x € [a,}]),
ill. |f| < Mf. Ezért a maximalfiiggvényekre vonatkozé fenti tételeink alapjin
az M (Hardy-Littlewood-féle) mazimdloperdtor is gyengén (1,1)-tipusd, minden
1 < p < +00 esetén (p, p)-tipusy,

1/q

(/’mmﬂ%»> Sb-a+C)Vfl (0<q<D)
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és [PMfdx < 2(b—a) + C [7|f|logt o|f|d\. Az utébbi egyenlétlenség sze-
rint tehét f € Llog™ Lla,b] esetén Mf € L'[a,b]. Erdekes tulajdonsiga az M
operatornak, hogy M f € L'[a,b] ekvivalens azzal, hogy f € Llog" Lla,b]. Igaz
ui. az un. Stein-tétel: ha f € L'[a,b] és M f € L'[a,b], akkor f € Llog™ L|a,b).

Ui.
’ £ (@)]
/ |f|log+o|f|d/\=/{|f|>1}|f(3:)| (/1 ldy> do —
+oo 1
o x dy | dx =
/{|f|21}|f(x)|(/1 5 X () y) x
+oo 1
/1 v </{|f|21} F@xaisen) dl’) dy =
+oo 1
" dr | d
/1 y</{|f|>y}|f<x)‘ x) Y

x)| dx esetén

(+) / F@)]dt < 2N ({(MS > y}).
{IfI>y}

Ehhez legyen valamely = € [a,b] mellett (I,(x)) az az [a,b]-beli intervallum-
sorozat, amelyre Iy(z) := [a,b], ill. n € N esetén I,,11(z) az a fele I,,(z)-nek,
amelyre = € I,y1(z). (Ha két ilyen van, akkor az egyik.) Ekkor |I,(x)| — 0
(n — 4+00), azaz IIn—l(w)l fln(x) lf@)|dt — |f(x)] (n — 400, Am.m. x € [a,b]).
Ha x € {|f| > y} ilyen, akkor egyértelmiien van olyan 0 < n € N, amellyel az
I :=I(x) := I,(x) intervallumra y < ﬁff |f(t)|dt és |I 1 flk(x) ()] dt <y

(k=0,...,n—1). Tehat

F(6)| dt = /f )dt < —= / dt < 2.
|I|/' ) |f_ ALY |In1|n1 )

Vildgos, hogy ha z € I(x) N {|f| > y} és mfjn(z)|f(t)|dt — |f(2)]
(n — +00), akkor I(z) = I(z), ill. legfeljebb megszamlalhaté sok ilyen [a;, b;] :=
I; := I(z) paronként diszjunkt intervallummal (j € N egy alkalmas N’ C N
indexhalmazzal) (a;j,b;) N (a;,b) =0 (5,1 € N, j #1) és egy B C {|f| > v},
A(B) = 0 halmazzal

{lf1>y} € BU(Ujenl;) .
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Tovabbd Q = Ujenl; C {Mf >y} és

[1rwiae= 3" [ 1r@lde <2 Y 151 =200@ < 200 (M5 > 0)).
Q@ jen V1

JjEN
Igy

/ ()] dt < / F(0)]dt < 297 ((MF > y}).
{IfI>y} Q

Tehat a fentiek szerint a ¢ := ﬁ f; |f(x)| dx jelbléssel

b —1—001
logt ol f| d\ - de | dy =
/a|f| og™ ol f s/l y(/{|f|>y}|f(x)| x) y
a1 oo
- dr | d - dr | dy <
/1 Y </{|f|>y}|f($>| x) y+/q Y </{|f|>y}|f($>| x) Y=

1 +o00
/1 g(/{lfby}‘f(x”dx) dy—|-2/1 A{Mf>y)) dy <

71 +o00
||f||1/1 ;dy”/l NUME > y}) dy < qll £l + 2IM Al < +oo.

A periodikus esetekben gyakran hasznos az M operator aldbbi modositasa.
Legyen ehhez a fenti f € L![a, b] fiiggvény esetén

/() (a <z <b)
F(x):=X f(z+b—a) (2a—b<zxz<a).
fle—b+a) (b<zx<2b—a)

Viligos, hogy F € L}[2a — b,2b — a], | Fll, = 37| fll, (1<p < +00), | Flloc =
| flloo- Legyen
Mf(x) = MF(x) (a <z <b),

ekkor az M periodikus maximadloperdtorra is igazak az elébb M-r6l mondottak.

viii) Az el6bbi megjegyzést szem el6tt tartva legyen & : R — R egy (Lebesgue-
szerint) integralhaté fiiggvény és tegyiik fel, hogy valamilyen (a [0, +00) interval-
lumon) monoton fogyd, paros, szintén Li-beli > 0 fiiggvény majorélja |®|-t:
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ix)

|®] < 7. Ekkor barmely (R-re 2m-szerint periodikusan kiterjeszthetd)
f € LY[—n, 7] fiiggvényre és »-m.m. [—7, 7] > z-te:

T

sup
n

P — nd(n) dt' < Al MF (@)

—Tr

T

’ f(xz —t)n®(nt) dt’ S/ |f(x —t)|nn(nt)dt =

‘ —m -T

S / e — Oln(nt) dt <
=0 {m2-k-1<|t|<m2-F}

Znn(m&_k_l)/ |f(z—1t)|dt = ZAk
k=0

{lt|<m2=+}
Minden itt szereplé k-ra, x-re és n-re

o 2F o
[ o= 20 [ st ol < i)

|t|<m2—k

ezért
Ay < 227 np(ne2 FH M f ().

Osszegezve k-szerint

ZAk <2 (Z oF n(nm27%= 1)) Mf(x).

Mivel tn(t) < 2 ft/2 n(s)ds (t>0), ezért

nr2"k +oo
ZAk < 82/ o) ds <8 [ ) ds =l
- 0

amibol az allitasunk mar nyilvanvalé.

Az f — sup, ) ffﬂ flx —t)nd(nt) dt) maximaloperator tehat nyilvan gyengén

(1,1)-tipusi és minden 1 < p < 400 esetén (p, p)-tipusi, mivel M ilyen. Kénnyt
megmutatni, hogy tetszéleges P trigonometrikus polinomra A-m.m. z € [—7, 7]
esetén

() / " Plr— in®(nt) dt — ( / <I>d)\) P(z) (n— +0).

—Tr
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Elég ui. mindezt a P(x) := e¥® (j € Z,x € [—m,]) fiiggvényre igazolni, hiszen
az f— [T f(z—t)n®(nt)dt (x € [, 7]) leképezés linedris. Ekkor viszont

Iy 400
/ P(z — t)n®(nt) dt = ° / X(_m’m)(t)e_ljt/”q)(t) dt =:

—T — o0

e / d,, d\.

Nyilvan |®,| < |®| és @, (t) — ®(t) (n — +oo, dm.m. t € [—m,7|), ezért a
Lebesgue-féle konvergencia-tétel miatt () mér kovetkezik.

A trigonometrikus polinomok halmaza azonban (]|.||;-ban) mindeniitt stirii
LY[—7, 7]-ben, tehat a 4.3. Tétel alapjan bdrmely f € L'[—m, ] figgvényre is
igaz, hogy

sy

f(z — t)nd(nt) dt — ( / <I>d)\) f(z) (n— +o0)

—Tr

A-m.m. x € [—m, | esetén.

Pl. a 2.3. Tétel el6tt a Fejér-féle K,, (0 < n € N) magfliggvényekre meg-
fogalmazott egyenlétlenségek alapjan konnyi belatni, hogy egy alkalmas C' > 0
konstanssal

K, (t) < Cn®(nt) (te[—m, 7|, 0<neN),

ahol a ® paros fliggvényre

O(t) = x[0,1) () + 17°X[1,400) (1) (£ 20).
Az f +— sup |0y, f| maximaloperdtor tehét a fentiek szerint gyengén (1,1)-tipusu és
minden 1 < p < +o0 esetén (p, p)-tipusy, ill. barmely f € L[—x, 7] fiiggvényre

onf(x) — f(z) (n — 400, dAmm. z € [-m, 7). (Ez a 2.3. Tétel részbeni
megismétlése, ti. most nincs sz6 a konvergencia-pontokrol.)

Legyen f € L° 1 < p < +oo és értelmezziik az f fliggvény | flpw gyenge
p-normdjat a kovetkezéképpen:

1 llpw = sup{y(A{| | > y})'/? 1y = 0}.

Ekkor ||.||pw kvdzi-norma, azaz barmely f,h € L° fiiggvényre

[fllpw =0 <= f=0(c L% ; lafllpw=lallflp (acR);

1F + Allpw < 2([[fllpew + [12]lpw)-
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xi)

Csak az utolsé (kvézi) hdaromszdgegyenldtlenség igényel kiilondsebb magyarazatot:
|f +hl < |f] 4 |h] miatt

{If + 0l >y c{lfl >y/2y U{[A >y/2}  (y=0),

azaz

OAQIF+hl >y < OVEIF > w/2)) + AR > y))'P <

A{If] > w/2)" + (A{|r] > y})MP.
fgy
If + Rllpw = sup{y(A({|f + Al > y})/P 1y >0} <

2sup { SOV{If] > /217y > 0} +

2sup { SO > y/2))7 1y 2 0f = 201 o + 1Bl

Az v) megjegyzésben szereplé T operdtor pontosan akkor gyengén (p, q)-tipusi
(1< g <+00), ha [Tfllgw < D|fll, (f€LP). Ha

Ly, = {f € L?: || fllpw < oo},

akkor LP C LP ' ui. f € LP esetén

y AL > )Y =y QAP > 9P )7 <

p 1/p
y (/%dx) —Ifl, (>0,

azaz || fllpw < [[fllp < 400

A XX. szazadi matematika egyik legnagyobb hatasu eredménye a Carleson-Hunt-
tétel (L. Carleson (1966), R. Hunt (1967)), amely egy akkor mintegy 50 éves nyi-
tott problémara, az un. Luzin-sejtésre adott pozitiv valaszt. Ennek a megfogal-
mazdsdhoz tekintsiink egy f € L'[0, 27| fiiggvényt és legyenek ay,bi-k (k € N)
az [ trigonometrikus Fourier-egyutthato:

1 27
ag == — f(x)dz,
2 0
2T 27
ay := %/0 f(x) cos(kx)dx , by, := %/0 f(z)sin(kx)dz (0 < k € N).
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xii)

Legyen tovabba S, (n € N) az n-edik trigonometrikus Fourier-részletdsszeg-
operdtor, azaz

Spf(x) :=ag+ Z (ay cos(kx) + by sin(kzx)) (z € [0,27)).
k=1

Ha Sf := sup, |S,f|, akkor barmely 1 < p < +4oo mellett az S maximal-
operator (p,p)-tipusi. Mivel a trigonometrikus polinomok 7 halmaza (]|.||4-
normaban) strd L]0, 27]-ben (1 < ¢ < +00) és lim,, o Spt(x) =t(z) (t €7,
xz € [0,27]) nyilvén igaz, ezért tetszbleges f € LP[0,2n] (1 < p < +o0) flge-
vényre is fenndll a lim,, o S, f(xz) = f(z) (A-m.m. x € [0,27]) pontonkénti
konvergencia. Ennek mintegy ellenpontjaként jéval a Carleson-tétel elétt ismert
volt mar a hires Kolmogorov-tétel, miszerint van olyan f € L'[0,2n] fiiggvény,
hogy A-m.m. z € [0, 27] esetén az (S, f(x)) sorozat divergens (A. N. Kolmogorov,
(1923)), s6t, hogy az (S, f(z)) sorozat minden x € [0, 27] esetén divergens (A. N.
Kolmogorov, (1926)).

A Carleson-Hunt-tételnél jéval el6bb ismert volt, hogy az S,, (n € N) operétor-
sorozat egyenletesen gyengén (1,1)-tipusi és (2,2)-tipusi, azaz van olyan C' > 0
abszolut konstans, amellyel

MISufl > yh) < — Il (f € L'0,27],n € N)

< | Q

és
ISnfllz < Cllfll2 (f € L?[0,27],n € N).

Innen az un. Marcinkiewicz-féle interpoldicios tétel (1d. 5. pont) alapjdn az

adédik, hogy az S,, (n € N) sorozat egyenletesen (p,p)-tipusi (1 < p < 2),

azaz minden 1 < p < 2 esetén egy alkalmas C), > 0 (csak p-t6l fiiggd) konstanssal
[Snfllp < Collfllp,  (f € LP[0,27],n € N).

Felhaszndlva az Li-terek (1 < ¢ < +o00) Gn. dudlisdra vonatkozd klasszikus
tételt (1d. 7. pont) - nevezetesen, hogy minden L?[0,27] > h-ra

2m
It =sup {| [ ngar|: g € 220,271, ol < 1}
0

(ahol 1 < s < 400 és 1/p + 1/s = 1) -, azt kapjuk, hogy f € L"[0,2n7]
(2 <7 < +400) esetén

27
1S fls = sup{\ / <snf>gcu\ g € L7[0, 21), Ill, < 1} (neN).
0
(ahol1 <p<2és1/p+1/r=1). Mivel
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xiii)

xiv)

XV)

xvi)

27 27
/ (Suf)gdX = / (Sug) ] A,
0 0

ezért a Holder-egyenlotlenség alapjan

27 27
/ (Snf)gd)\'z / (Sng)fdk'§||f||r||5n9||p§
0 0

Coll fll-llglly < Cpll £l
ha g € LP[0,27] és ||g||, < 1. Tehat ||S, f||» < Cpllfll» (f € L"[0,27],n € N),

azaz az S, (n € N) sorozat egyenletesen (r,r)-tipusu is.

Az el6bbi megjegyzésben vazolt dualitisi modszerrel azt kaptuk tehat, hogy az
Sn (n € N) sorozat egyenletesen (p, p)-tipusi, ha 1 < p < 400 :

HSanp < Cp”f”p (f € LP[0,27],n € N).

Vildgos, hogy ha t egy trigonometrikus polinom, akkor S,t =t (N > n > m)
egy alkalmas m € N mellett. Legyen f € LP[0,27] (1 <p < +00),e >04ést
olyan trigonometrikus polinom, amelyre || f — t||,, < . Ekkor elég nagy N > n-re

1Snf = fllp < [[Snf = tlp + {1t = fllp = IS (f = Dllp + 1f —tllp <

(Cp+DIf =tllp < (Cp+ 1),

tehat lim(||S, f — f|lp) = 0. Ez més széval azt jelenti, hogy barmely f € LP[0, 27|
fliggvény

ap + Z(ak cos (kx) + by sin (kx)) (x €10,27])

Fourier-sora ||.|,-ban f-hez konvergdl, ha 1 < p < +oo. Roviden: az
1,cos (kx),sin(kz) (0 < k € N, z € [0,27]) trigonometrikus rendszer bazis
az (LP[0,27], ||.||,) normalt térben (Schauder-bdzis).

Megmutathat, hogy p € {1,400} esetén a trigonometrikus rendszer nem
Schauder-bazis (LP[0, 27}, ||.||p)-ben. (S6t, (L0, 27], ||.||ec)-ben nem is létezik
Schauder-béazis.) A xiv) megjegyzésben roviden emlitett moédszer egy sokkal
altaldanosabb, a funkciondlanalizisbél j6l ismert bizonyitéasi eljaras, ill. tétel (az
un. Banach-Steinhaus-tétel) specialis esete.

Legyen (X,Q,u) egy valdszinliségi mértéktér (Kolmogorov-mezd), A, C
(n € N) olyan o-algebra-sorozat, amelyre A, C A,4+1 (n € N) és Q = U2 A,
teljestil. Jeldljiikk F,,-nel (n € N) az A,, o-algebrara vonatkozé feltételes varhaté
érték operdtort. Az f, € L*(X) (n € N) sorozat egy martingdl, ha f, (n € N)
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mérhetd A,-re nézve (azaz barmely B C R Borel-halmazra f,1[B] € A,) és
Enfoi1 = fu  (n € N). Vildgos, hogy tetszéleges f € L'(X) esetén f, := E, f
(n € N) martingdl.

Ha pl. X := [0,1), © az X halmaz Lebesgue-mérhet§ részhalmazainak a
o-algebrdja, u(A) := M(A) (A € ), akkor legyen A,, (n € N) az
k k+1 "
Ink: — |:2—n,2—n) (/{7—0,,2 —1)

intervallumok &altal generalt legsziikebb (diadikus) o-algebra. Kénnyen belathatd,
hogy barmely f € L'[0,1) esetén

1
1o ()] I, (z)

Enf(z) = fdax— (z€]0,1)),
ahol I,(x) := I és x € Iy (K =0,...,2" — 1). Ezért tetszbleges f € L'[0,1)
fiiggvényre az

1

fu(z) = ()] . fdx (x €[0,1),n € N)

el6irdssal értelmezett (f,,) sorozat egy (diadikus) martingdl. Ekkor (I1d. vii))

Myf :=sup|fn| < Mf,

{Maf >y} C {Mf > y} miatt \({Maf > y}) < A{Mf > y}). A vii) meg-
jegyzés alapjan tehat az f — Myf leképezés gyengén (1,1)-tipusi és minden
1 < p < +oo mellett (p, p)-tipusi.

azaz barmely 1 < p < 400 és y > 0 esetén ||Mafll, < ||Mflp, il

Mindez specialis esete egy altalanos martingal maximal-tételnek. Legyen ui. most
fn € LY(X) (n € N) egy tetszéleges martingal,

My :=sup|ful , [fllp:=sup|lfull, (1 <p<+00).

Ekkor alkalmas C' > 0 és (csak p-t8l fiiggé) C, > 0 konstansokkal igaz a Doob-
egyenlotlenség:

W((MS > y)) < §||f||1 (y>0),

ill.
||Mpr < Op”f”p (1 <p< +o0).

Beldthato, hogy ha 1 < p < 400 és || f||, < 400, akkor p-m.m. = € X esetén is és
||.||p-norméban is az (f,(x)) sorozat konvergens, az F'(x) := lim(f,(z)) (pu-m.m.
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xvii)

x € X) hatarértékre pedig F' € LP(X), f, = E,F (n € N) igaz. (Ha p =1,
akkor az elébbiekbél a p-m.m. értelemben vett konvergencia megmarad.)

Tekintsiik az eléz8 megjegyzésbeli L1[0,1) Lebesgue-teret, ill. az ott definialt
(A,) diadikus o-algebra-sorozatot, ill. (f,) diadikus martingalt. Legyen
r: R — R a kovetkezo, 1-szerint periodikus fliggvény:

1 (0<z<1/2)
r(x) =
1 (1/2<z<1).

Definialjuk ezek utdn az r, (n € N) Rademacher-figguényeket az aldbbiak

szerint:
ro(z) =12 ) (x €1]0,1)).

Ertelmezziik a Rademacher-fliggvények szorzatrendszerét, az in. Walsh-rendszert
a kovetkezOképpen: ha N 3 n = Y77 ni2F  (ny, € {0,1},k € N) (az n szdm
diadikus kifejtése), akkor
oo
Wy = H Tk
k=0

A Walsh-rendszer ortonormdlt, azaz
1 0 (n#k)
/ wpwi dX = (n,k € N).
0

Ha f € L'[0,1), akkor
. 1
f(n):= / fwy dX (n € N)
0
az f fiiggvény n-edik Walsh-Fourier-egyiitthatoja,
n—1 A
Wof =Y fk)wr (neN)
k=0

pedig az n-edik Walsh-Fourier-részletosszege. Belathatd, hogy

1
Wgnf(l') = |In<.’13)‘ I (2) fd/\ (33 S [07 1)7” € N)7

azaz a (Wan f) sorozat nem mas, mint az el6z6 megjegyzésben értelmezett (f,,)
diadikus martingal.

Ha
Wfi=sw|[Waf|  (f€ L'[0,1)),
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akkor a W maximaloperatorra igaz a Carleson-tétel megfelel6je: minden
1 < p < +o00 esetén (p,p)-tipusy, ill. lim(W, f(z)) = f(x) (A-m.m.

€ [0,1),f € LP[0,1) (1 < p < +00)) (P. Billard (1966-67), ha p = 2, ill. P.
Sjolin (1969), ha p > 1). Igaz a Kolmogorov-féle divergencia-tétel megfelel6je
is, nevezetesen: van olyan f € L'0,1) fiiggvény, amelyre (W, f(z)) A\-m.m.
x € [0,1) helyen divergdl (E. M. Stein (1961)), ill. minden x € [0,1) helyen
divergdl (Schipp Ferenc (1969)).

A xi) - xv) megjegyzések Walsh-analogonjai is érvényben maradnak, ha azokban
LP[0, 27] helyett LP[0,1)-et (1 < p < +00), a trigonometrikus rendszer helyett a
(w,,) Walsh-rendszert, ill. a trigonometrikus polinomok halmaza helyett a Walsh-
polinomok halmazat irjuk, azaz a

n
{Z arwg :n € N,ag, ..., € R}

k=0

halmazt.
5. Interpolacié

Tegytik fel, hogy (X,Q,u) és (Y,0,v) egy-egy mértéktér. Jeloljiik Fg-val az Q-
mérheté f : X — R fiiggvények, Fo-val a ©-mérheté f : Y — R fiiggvények halmazat.
Legyen ) # D C Fq, 1 <p < +oo.

Azt mondjuk, hogy a T : D — Fg operator (p,p)-tipusi (vagy erdsen (p,p)-tipusi),
ha létezik olyan C' > 0 konstans, amellyel |[T'f|, < C|fl, (f € D) (1d. 4. 4. v)
Megjegyzés). Legyen ekkor

1T (ppy := nf{C = 0: | Tfll, <Cllfll, (fe€D)}

Tovabba legyen most pr¢(t) :==v ({|Tf| >t}) (f € D,t>0). Ap < 400 esetben azt
mondjuk, hogy T' gyengén (p, p)-tipusd, ha létezik olyan B > 0 konstans, hogy ¢r(t) <
BPt7P[[f|[7 (f € D,t > 0). Ez utébbi becslésben frhaté B konstansok halmazdnak az
infimumét jeloljiik ||7']|(,y-vel, azaz

|T||(py := inf{B > 0: @rs(t) < BPtP||f[|} (f € D,t>0)}.

Azt mondjuk, hogy az el6bbi T gyengén (oo, 00)-tipusi, ha (oo, 00)-tipusu; ekkor
1Tl (o0) := [ITMl(0,00)-

A kovetkez6 jeloléseket fogjuk még hasznalni: valamely ©-mérhetéo f : ¥ — R
fiiggvény és R 5t > 0 esetén

f) (fwl<t) fw) (fwl>1)
fily) == s ) = (yeY).
0 ([f(y)]>1) 0 ([fy) <)
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5.1. Tétel (Marcinkiewicz). Legyen 1 < r < 400,00 # D C Fq, T : D — Fg és
tegytik fel, hogy  o-véges, valamint

i) f./*€D,f+geD (f,ge Dt 20);

i) T szublinedris, azaz |T(f + g)| < |Tf|+ |Tg|
iii) T gyengén (r,r)-tipusi és gyengén (1,1)-tipus

(f,g9 € D);
.

Ekkor barmely 1 < p < r mellett a T operdtor (p,p)-tipusi és

2Tl | @ITlw)"
p
||T||<p,p>s;o(p_1 » 2ok,

Bizonyitas. Tetszbleges f € D,t > 0 esetén f = f, + f!, azaz |T'f| < |Tfi|+ |Tf*].
Tehdt pry(t) < orpe(t/2)+ery, (t/2). Ezért a tétel iii) feltételét fi-re, ill. fi-re alkalmazva

27| CIThn) [,
prs(t) < T [+ 2000 [

2Tl @I
d - "d
t /Xt\fuw . /Xtm "

ahol X' := {|f| > t}, X; := {|f] <t}. Tehdt (1d. 4.1. Lemma)

+oo
111l =p [ o ersde <
0

+oo 1 , +oo 1 .
2Tl [ 07 [ i @ITIe)" [ e [ dua =
0 Xt 0 X

o0 5
2|Tly [ 7 [ 1 @) )duoyies
0

+oo
p@ITIe) [ [ 1@ @du(ode

Innen a szukcessziv integralas elve alapjan

“+oo
711 < 20Ty [ 15 [ 02w @)+

+oo
pCITI) [I@r [ o s (o) -
If ()] +oo
2plThoy [ W@ [ o o) +p @ITI) [WEr [ oot =

f()]
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29Ty [ 15y +p @IT10) (1@ I g,

ami mar a tételiink bizonyitasat jelenti. B

5.1. Megjegyzések.

i) A fenti tétel bizonyitdsaban a pu mérték o-végességét a szukcessziv integraldssal
kapcsolatos Fubini-tétel alkalmazasakor hasznaltuk ki.

ii) Kihasznaltuk tovdbba a
(0,+00) x X 3 (t,2) = t'72| f(w)|xxt,

(0,400) x X 5 (t,2) — """ f(2)|"xx,

leképezések (konnyen ellenérizhetd) mérhet&ségét (a (0, 4o00) feletti Lebesgue-
mérték és a p mérték altal meghatérozott szorzatmértékre nézve).

iii) A valamilyen 1 < ¢ < +o0 mellett fennallé ||T||(4,4) < +o00 erds tulajdonsdgbdl a
| 7| (q) < +00 gyenge tulajdonsag trividlis médon kovetkezik.

5.2. Tétel (Marcinkiewicz). Legyen 1 < r < +oo,0 # D C Fq, T : D — Fg és

tegyuk fel, hogy p o-véges, valamint

i) fi,/"€D,f+g9€D (f,g€D,t>0);
i) T szublinedris, azaz |T(f + g)| < |Tf|+ |Tg| (f,g € D);
iii) T gyengén (r,r)-tipusi és (0o, 00)-tipusi.

Ekkor barmely r < p < +oo mellett a T operdtor (p,p)-tipusi és

p2?|| T, I T

(00,0)

(p,p) — p—r

Bizonyitas. Legyen f € D,t > 0 és (ami nyilvan feltehetd) q := ||T'(|(s0,00) > 0.
Ekkor f = fy/2q) + f/ PV L | Tfi/29)lloe < allfejollee < /2, azaz o1y, ., (£/2) = 0.
Mivel

o1 (t) S PT, )00 (H/2) + @rprra (8/2) = @rpeea (t/2),

ezért
1717, 2 i
(*) err(t) < Y |fI"du
Xt/(2q)
és igy

+o0 +oo
sl =p [ ey < [ 0 1@ e @ =
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2q|f ()] .
ATl [ [ e dtduo).
0

Innen a tétel valamennyi allitdsa mar nyilvan kovetkezik. m

5.2.

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

Megjegyzések.

Nevezziik a T operétort (p, q)-tipusinak (1 < p,q < 4+00), ha alkalmas C' > 0
konstanssal | Tf|; < C|fll, (f € D); hasonléan, a T gyengén (p, q)-tipusd,
ha van olyan B > 0 konstans, amellyel o7z (t) < (Bt~ f|l,)* (f € D,t > 0,
q < +00), ill. gyengén (p, o0o)-tipusi, ha (p, co)-tipusi (1d. 4. 4. v) Megjegyzés).

Megmutathat6, hogy ha D C LPo(u) 4+ LP* () és az 5.2. Tétel iii) feltétele gy
médosul, hogy a T operdtor gyengén (py, gi)-tipusit (1 < pi,g; < +00, ps < g
(i=0,1),q90 # q1), akkor barmely 0 < t < 1 esetén T' (p, q)-tipusi, ahol

11—t ot 11—t t

P po P q 4o ¢

A ii) megjegyzésben szereplé moédositott iii) feltételt geometriailag a
kovetkezOképpen szemléltethetjiik: legyen H az R? stkon a (0,0), (1,0) és az (1,1)
pontok, mint csticspontok altal meghatarozott derékszogli haromszog-lemez és
jeloljiik a;-vel az a; := (1/p;,1/q;) (i = 0,1) (nyilvan H-beli) pontokat. Ekkor a
ii) megjegyzésbeli p, g-val az (1/p,1/q) pont az ag, a; pontok altal meghatarozott
(nyilt) szakaszon van és ennek a szakasznak minden pontja ilyen.

Ha a ii) megjegyzésben D altér is, a T' operator pedig linedris és (erésen) (p;, q;)-
tipusi (1 < p;,q; < 4+00) (i =0, 1), akkor az emlitett megjegyzésben elhagyhaté
ap; <q (i=0,1)feltétel (Riesz-Thorin-tétel). Igaz marad az el6bbi geometriai
szemléltetés is azzal, hogy most a; € [0,1] x [0,1] (i = 0,1). Az is belathaté
tovabbé, hogy a ii)-beli paraméterekkel |Tf|, < My ‘M| fll, (f € D),

ahol az M; konstansok eleget tesznek a ||Tf|lq < M;||fll,, (f € D,i =0,1)
egyenl6tlenségeknek.
A Riesz-Thorin-tétel alkalmazasaként mutassuk meg, hogy igaz a Hausdorff-

Young-egyenldtlenség: legyen 1 < p < 2,2 < q < +oo €s p~t 4+ ¢t =1. Ekkor
barmely f € LP[0,2n] figgvény f(n) (n € Z) trigonometrikus Fourier-egyiittha-

. 1/q
tdira (Lez [F)I) " < ISl

Val6ban, az f := (f(n),n € Z) jelléssel élve || flle, = ||fl2, ha f € L2[0,2x].
Ugyanakkor vilagos, hogy || fllee < IIfli  (f € L[0,2x]). Ezért a iv) megje-
gyzésben irhatjuk azt, hogy (po,qo) = (2,2), ill. (p1,q1) := (1, +00). Ekkor az
v)-ben kapott p, ¢ , kitevékre” konnyen ellendrizhetd, hogy p~t+¢~! = 1, tovdbba
My = M; =1.

Legyen 1 < p < g < +00, ekkor az

LP(u) + L) :=={g+h:g € LP(u),h e LI (p)}
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vii)

viii)

(nyilvén) vektortér Banach-tér lesz a kovetkezé normaval:

[f1] == inf{{|gllp + IPllq - g € LP(u), h € LI (), f = g+ h}

(f € LP(u) + L9(p)). Hasonléan, az LP(u) N L9(p) vektortér Banach-tér az

LI = max{|[ fllp: [ flla}  (F € LP(u) 0 L))

normaval. Emlékeztetiink arra, hogy

e véges u mérték esetén LI(u) C LP(u), azaz ekkor LP(u) + L1(p) = LP(u) és
LP(p) 0 L () = L (p);

e barmely p mérték mellett L™ () C LP(p) + L9(p) (p <1 < gq).

Az 5.2. Tétel bizonyitasdban szerepld (x) egyenlGtlenséget r = 1 esetén alkalmaz-
va azt kapjuk, hogy ha az emlitett tételbeli T' operator gyengén (1,1)-tipusi és
(00, 00)-tipust, akkor az a := 2||T'|[(1), B := 2||T||(c0,00) jelOlésekkel

() v [ i @0

Nem nehéz belatni, hogy ez a kovetkeztetés forditva is igaz: ha valamilyen o, 3 >
0 egyiitthatokkal (xx) fenndll, akkor T gyengén (1,1)-tipusi és (0o, c0)-tipusi.

Legyen ui. f € L'(u), akkor

(T > ) < S [Ufldu=215l > 0)

azaz T gyengén (1,1)-tipust. Ha pedig f € L (u) és t > B f|l~, akkor nyilvan
w{|f] >1t/B}) =0, azaz

«
?/ | fldp=0.
{If1>t/8}

Kovetkezésképpen v({|T'f| > t}) =0, igy T'f € L*=°(v) és |Tfloo < B flloo-

Tegytik fel, hogy az elébbi megjegyzésben szereplé T operdtor gyengén (1,1)-
tipusi és (oo, 00)-tipust. Ekkor bdrmely B € © halmaz és f € L*(u) N L (p)
fligguény esetén

/ Tl dv < (5 + 1)(B) + a/ fllog* ol | du
B

(ahol a, 8-t illeten 1d. az elébbi megjegyzést).

frjuk fel ui. ekkor a bal oldalon all6 integralt a kovetkezo alakban:

[1rsiav= | 7fldv+ | 7f]dv < v(B) + [ |7f]dv
B Bn{|Tf|<1} Bn{|T f|>1} C
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ahol C':= BN{|T'f| > 1}. A (xx) egyenl6tlenséget is felhaszndlva azt mondhatjuk,

hogy
ITf(x)|xc(z)
/|Tf|dy:/|Tf|Xcdy:/ / 1dt | dv(z) =
C 0
+oo
/ ( /0 X[0,|T £ ()| xc () (1) dt) dv(z) =
+oo
/O (/X[o,|Tf<x>|xc<x>>(t) dV(x>) dt =

+o0 +oo
/0 V(T Ixe > 1)) d =/O v ({ITf] > £} N C) dt

400

B
/ VTS > 000 di+ | v{|Tf]>3NC) dt <
0

—

Bu(B) + /ﬁ V(TS| > t)) dt <

+O<>1
B - du | d
o >+a/ﬁ t</{|f|>t/ﬁ}|f| u) :

ahol az utobbi integralra helyettesitéssel azt kapjuk, hogy

/;OO% ( Lo |f|dﬂ> at= [ (1@ du)) di =
/If(w)l (/1+OO 1><{|f|>t}( ) /|f </|f(m)|1dt> dpu(x) =

/ (@) log™ (If (@)]) du(x).

Innen a bizonyitandé allitas mar nyilvan kovetkezik.

ix) Ha pl. (valamilyen N € N mellett) Tf := f* (f € L*(\)), akkor a 4.1. Tétel
szerint [Ty < 3N, ||Tl(s0,00) < 1, azaz a fentiek alapjén

/ f*dX\ < 3X(B) + 2-3N/|f| logt o|f]d\ ((f € L'()\)).
B
Ez a lényegét tekintve nem mas, mint a 4.2. Tétel.
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6. Calderon-Zygmund-felbontas
Legyen —oo < a < b < 400,0 <y € Rés az f € L[a,b] fiiggvényrdl tegyiik fel, hogy
(b—a)~! [|f]d\ < y. Ha Jo := [a, a—‘g—b] ,Jy = [958 b, akkor

A+ B
2

1
— [ |fld\ = fldN+ — fld\ =: <,
a1 =g f s ] 1

azaz min{A, B} < y. Tegyiik fel, hogy C € {A,B} és C = |Jo|7? sz |f|dA, ahol
Jy € {Jo, J1} a megfelels intervallum. Vildgos, hogy C' > y esetén

|J| | Iflar < —/|f|dA<2y

Jeloljiik ekkor I-vel a Jy intervallum belsejét. Ha C < y, akkor Jo-t felezziik meg, ill.
ismételjiik meg a fentieket [a, b] helyett Jo-vel és i.t. Legyen Z az igy definidlt eljardsban
kapott I nyilt intervallumok halmaza. Ha tehdt Z # () és I € Z, akkor

<
<o [lnaa< o

Tovéabba barmely I, 1* € Z, I # I* esetén I NIT* = ().

Az F :=[a,b] \ U;c7 I halmaz A-m.m. z € F pontjara igaz a kévetkezd: van olyan
(J,) intervallumsorozat, hogy J,4+1 C Jp, x € J, (n € N), |[J,] — 0 (n — o0) és
T 7 S ;. |fldx <y (n € N). Innen az integrélfiiggvények differencidlhatésdga (I1d. 2.
pont) alapjan az kovetkezik, hogy |f(z)| <y (A-m.m. z € F).

Tegyiik fel, hogy f: R — R, f € L', y > 0 és ¢ € N olyan, hogy ||f|l1 < qy. Legyen
Ji = [kq,(k+1)q] (k € Z) és minden k € Z mellett hajtsuk végre az eléz6ekben mondott
eljarast [a, b] helyett Ji-val, az ottani f helyett véve az f leszlikitését Jy-ra. Jeloljiikk ennek
megfelelden Zj-val a fenti Z-t és legyen most Z := J,cp Zr. Ekkor 7 = ) vagy alkalmas
N C N indexhalmazzal Z = {I; : j € N}, ahol minden I; nyilt intervallum, I; N I; = {)
(k#1eN)és

v< g [ s Gen)

Igaz tovdbbd, hogy az ) := (), I; halmaz nyilt,

1 1 Tl
M) = I — d\ = — d\
@ §:|3|<J§€Njy/jj|f| y/ﬂm < b

JEN

ill., ha FF:=R\ Q, akkor |f(z)| <y (Am.m. z € F).
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A fentiek alapjan (esetleg értelemszerti mdédositassal) kapjuk tehdt a kovetkezét:
legyen A C R egy (nem elfajuld) intervallum, f : A — R, f Lebesgue-integralhat6, y > 0
és |A| < 400 esetén |A|7! [|fld\ < y. Ekkor |f(z)| <y (Amm. z € A) vagy alkalmas
N C N indexhalmazzal és paronként diszjunkt I, C A (k € N) nyilt intervallumokkal

|I|/\f\dk<2y (JeN),

az ) := J;cn I; halmazra A(§2) < y Il és | f(x)] <y (Amm. x € F:=A\Q).
Legyen itt k € N és

fk::( /fdx)xfk,h—sz,g—f h.
[ x| h
EN
Ekkor a kovetkezoket mondhatjuk:
i) supp fx C Ip, [, fAA=0, [, [feld) < 4y|lk| (k€ N);

i) supp h C Q, [hdh = Sien fo frdd = 0, [kl < Spen [, 1fildh <
2> gen Jp, 1A= 2 [o [f1dX < 2| fl1;

iii) ha k € N és x € I}, akkor |g(z)| = ‘\Ik\_l I fd)\’ <2y, ill. |g(z)] = |f(z)] <y
(Amam. z € F), azaz ||g]/c < 2y;

iv) llglh = Jplgldh + [olgldh = [n|fldd+ Yien [, <|Ik|—1)f,k fdAD d\ =

S PN+ Spene Sy, 07 < f F1a0+ Jo L£1AN = 1, i gl = [ lglvdx =
J1glP~Hgldh < 2y)P~Higlh < 2y)PHIfllh (1 <p < +00).

Az i) - iv)-nek eleget tevé Calderon-Zygmund-felbontds egy alkalmazdsaként legyen
l1<p<+oo, T:L'+LP - F:={f:A— R: f Lebesgue-mérheté }, T szublinearis és
(p, p)-tipusi. Ha y > 0 (és |A] < 400 esetén [, |fld\ < y|A|), akkor az el6bbiek szerint
f=9+h=g+> cn fr,azaz [Tf| <|Tg|+ |Th|. Ezért p < 400 esetén

AT >y} < A{ITgl > y/2}) + A{[Th] > y/2}),

ahol megfelel6 C), > 0 konstanssal

saira>wzn < [ (T8 o (2) izaz < (2) culal <

2\” _ _
(2) cutenrist = e L

fgy
AT > v)) < cﬁ*@ AT > y/2)).
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Ha p = 400, akkor meg egy C > 0 alkalmas konstanssal
ITf| < Cxllglloe + |Th| < 2Cocy + [Th],

ezért A({|Tf| > 4Coy}) < M{|Th| > 2Ccy}).
Legyen R 5 a > 0 (egyelére) tetszéleges, ekkor

Il 1 Thid) <

A{ITh] > ay}) < AMQ) + A({z € A\NQ: |Th(z)| > ay}) < il R

L 23/ i< Ll wkNAu”mM
c k

ke/\/
Tegyiik fel, hogy van olyan C' > 0 konstans, amellyel barmely

G e Ll,/Gd/\ =0, suppG C I C A, I intervallum

esetén

/ TGN < C||G L.
A\I

(Ekkor azt mondjuk, hogy a T operédtor kvdzi-lokdlis.) Igy tehat

C
A{ITH > ay)) < ”f”l =5 el - ”f“ + <l < Ik 21l

ke/\/ y

Osszefoglalva a fentieket azt kapjuk, hogy p < 400 mellett (az a := 1/2 vélasztassal)

wIzs> o) < Gt M L 58y, gt ac D

ill. p = +oo-re (az a := 2C vialasztassal)

||f||1 ¢ Coo + C ISl

MAITS > 4Cp)) < FUR 4 Gl = ==

azaz

/11
Y
Mindkét esetben az adédott, hogy T' gyengén (1, 1)-tipusi.

AAITfI>y}) <4(Coo + C)

6.1. Megjegyzések.
i) Legyen [ intervallum, I C A,|I| < 400, r > 1 és

I .— {reA:|x—cl <r|l|},
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ii)

ahol ¢ az I kozéppontja. Nyilvan igaz, hogy [I("| < 2r|I| és I C I("). Tegyiik fel,
hogy a T fenti kvazi-lokalitasi definicigjaban csak a kovetkezot tudjuk: van olyan
7 > 1 szdm és olyan C' > 0 konstans, hogy minden G € L', [ Gd\ =0, I C A,
supp G C I, I intervallum esetén

/ TGN < C|Ch.
NV

Ekkor T gyengén (1, 1)-tipus.
Ui. a fenti Calderon-Zygmund-felbontasbél kiindulva legyen Q) := Uken I (),

ekkor A (7)) < 2rA(Q) < 2| f||1, ill. barmely R 5y > 0 mellett

{ITh] > 1) <A (90) + 2 ({ € A\ QD : Th(z)| > y}) <
2r 1
S me THIAA < 2l + kZN/ Tfildr <

2 2
fuful 10 I < gnfnl + 7||f||1.

keN

Tegyiik fel, hogy

/f F(x,t)d\(t) (x e A),

ahol F € L' adott magfiggvény. Ha [ fd\ = 0, akkor barmely ¢ : A — R
fliggvényre

- [10F@ - cdapany  @ea),

ill.; ha még supp f C I is igaz valamilyen I C A intervallummal, akkor (1d. i))
minden R > r > 1 esetén

/A\M ITHld < /A\M / FONF (2, 1) — e()[dA()dA () =

[ 1) ( JALCTR c<x>|dA<x>) aAH).

Ha mondjuk van olyan ¢, > 0 konstans, hogy alkalmas v : A — R filiggvénnyel
barmely t € I mellett

[ 1Rt - @lde <,
A\I(™)
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akkor a fentiekben a c fiiggvény helyébe -t irva a kovetkezot kapjuk:
[ maanse o< el
AT I

Az alkalmazasokban gyakran fordul el6 az, hogy egy megfelel6 ty € I valasztassal
(pl. az I kozéppontjaval) a y(x) := F(x,ty) (z € A) fliggvény megfeleld.

7. Dualis terek

Legyen adott egy, a tovdbbiakban rogzitett (X,€2, u) mértéktér, 1 < p,q
+oo pedig legyenek konjugdlt kitevdk, azaz ]lg -i—% = 1. Ha g € L%u) és
B(f) = @y(f) = [ fodu (f € L?(1)), akkor

i) (f) € R és

VAN

RN < llgllallfll,  (f € LP(n),
aminek az indoklasaként elegend¢ felidézniink a Holder-egyenlGtlenséget;

ii) tehat ® : LP(pu) — R korldtos linedris funkcional (® € (LP(u))*) és ||| < ||lgll4-

7.1. Megjegyzések.

i) Emlékeztetiink a ||®| ((® € (LP(n))*) norma értelmezésére:
@[} := min{C > 0: [@(f)| < ClIfll, (f € LP(u))}-
ii) Ismert, hogy [ @] = sup{|®(f)[: f € LP(u),[[fll, <1} (@ € (LP(1))").
7.1. Tétel. Ha p > 1, akkor ||®| = ||g]l4-

Bizonyitas. Legyen f := sign g|g|?™!, ekkor f (£2-) mérhetd, ill. p < +oo esetén

l/WWMS/MW“WMZ/MWm<+m,
azaz f € LP és
¢U%i/M%u=MM§H@théﬂﬁwmﬁﬂﬂ@www*-

Tehat || @] > ||g]|q, ezért a fenti ii) észrevételt is figyelembe véve ||| = ||gl,-
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Ha p = +oo, akkor ¢ = 1, igy f = sign g, amib&l f mérhetdsége és || f|loc < 1
kovetkezik. Tovabba

B(f) = / gldi = llglh < 18- [ fllee < 1]

ezért ismét figyelembe véve ii)-t kapjuk a ||®| = ||g||1 egyenlGséget. m
7.2. Tétel. Hap =1 és u o-véges, akkor ||| = ||g||co-

Bizonyitas. Ha ||g]|.c = 0, akkor a dolog eléggé nyilvanvald. Feltehetjiik tehat, hogy
|9llcc > 0. Legyen ekkor & > 0 egy tetszéleges szam, E C Q pedig olyan halmaz, hogy
w(E) > 0és [g(x)] > [|gllec —€ (2 € E). Mivel u o-véges, ezért egy alkalmas £ C E,

E € Q halmazzal 0 < p(E) < +oo. Legyen f := xz sign g, ekkor f € L' és || f|l1 < u(E),
ill.

#(1) = [ laldp > (Igllc = <)(E).
azaz ) )
(lglloo = )u(E) < @] [[f]lx < [[@]|n(E).
Innen ||®|| > ||g||c — € rogton kdvetkezik. Viszont itt € > 0 tetszéleges szamot jeldlt, ezért
| @] > ||glloo és Gjfent csak a fent emlitett ii) észrevétel szerint || P|| = ||g||co. M
7.2. Megjegyzések.
i) A 7.1. Tétel szerint tehat barmely 1 < ¢ < +o0 és g € L9(u) esetén

lglly = Sup{'/fgdu' T Ifl, <1

(ahol 1/p+1/g=1).

ii) Ha p o-véges, akkor a 7.2. Tétel miatt az el6bbi megjegyzés ¢ = +oo mellett is
igaz: ha g € L*(u), akkor

lglloe = sup{\/fgdu} Fe LWL flh < 1}.

iii) Vezessiikk be a lokdlis nullamértékiiség fogalmét az aldbbiak szerint: valamely
(X, Q, 1) mértéktér esetén egy A € Q halmazt lokdlisan nullamértékinek
neveziink, ha minden B € Q, pu(B) < +o0o halmazra u(A N B) = 0. Eléggé
nyilvanvald, hogy minden A € Q, u(A) = 0 halmaz lokélisan nullamértékii, ill.,
ha p o-véges, akkor a lokalis nullamértékiiség ekvivalens a nullamértékiiséggel.
Tekintsiik ezutdn az 6sszes olyan f : X — R (Q—) mérhet6 fliggvény altal
alkotott £°°(u) halmazt, amelyre {x € X : |f(x)| > a} lokalisan nullamértékii
valamilyen o > 0 esetén. Legyen R, az ilyen o > 0 szdmok halmaza és

71



£+ :=inf{a:a € Ry}.

Nem nehéz belatni, hogy f € L£°(u) azzal ekvivalens, hogy valamely korlatos,
(Q—) mérheté F' : X — R fliggvénnyel a {z € X : f(x) # F(z)} halmaz lokalisan
nullamértékii. Legyen X az ilyen F' fiiggvények halmaza és

|E||o := sup{|F(x)|: x € X} (F e Xy).
Ekkor ||f|l« = inf{||F|.: F € Xf} (f € L>®(pn)). Vildgos, hogy az
fr~g < {reX: f(x)+#g(x)} lokilisan nullamértéki (f,g € L(u))

reldci6 egy ekvivalencia, amely osztilyokba sorolja az L£(u) halmaz ele-
meit. Ezen osztalyok halmazat is az L£°°(u) szimbélummal jeldlve, a
szokéasos fiiggvénymiiveletekkel (L£(u),||.||«) Banach-tér. Ekkor (a bizonyitas
értelemszeri , kiigazitdsaval”) konnyen adddik a 7.2. Tétel alabbi mddositésa:

*

ha (X,Q, p) tetszbleges mértéktér és g € L>(w), akkor 4 € (L' (n)) " és || Py]| =
llgl|«. Mivel az el6bbiek szerint o-véges p mérték esetén L£°(u) = L®(u) és
lglls = llgllec (g € L(1)), ezért valéban a 7.2. Tétel egy kiterjesztését kaptuk.

p < 400 és
= 1) fiiggvény,

7.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy (X,Q,u) o-véges mértéktér, 1
O € (LP(pn))" . Ekkor egyértelmiien létezik olyan g € LI(p) (]lJ +
amellyel ®(f) = [ fgdu (f € LP(n)) és @] = llgllq-

<
1
q

Bizonyitas. Eloszor tegytik fel, hogy p véges, azaz, hogy u(X) < 400. Legyen ekkor
v(E):=®(xg) (FeN).

Nyilvén v : Q — R, tovabba v(0) = ®(yg) = 0, hiszen xg(z) = 0 (z € X), azaz xy
az LP(u) tér null-eleme. A v leképezés o-additiv is, ui. barhogyan véalasztunk paronként
diszjunkt E; € Q (i € N) halmazokat, akkor

Ugyanakkor

= Xuee =

i=n—+1

oo
Z XE;

1=n+1

E;
p

o0 n
i=0 i=0 p p

oo 1/p 0o 1/p
(u(U E)) :(z M<EZ->) 0 (0 co)

1=n+1 i=n-+1
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mivel
ZN(Ez') = (U Ez) < pu(X) < Foo0.
i=0 i=0

Kihasznalva a ® folytonossagat azt mondhatjuk, hogy

V(Q)Ei>:q>(§%x,gi> Z‘I’XE iy(E).

=0

Az eddigiek szerint tehat v elGjeles mérték, amely abszolut folytonos u-re nézve, mivel
E € Q uFE) = 0 esetén xp(x) =0 (p-mm. z € X), azaz yp az LP(p) tér null-
eleme, ezért ®(xg) = v(F) = 0. Innen a Radon-Nikodym-tételt alkalmazva kapunk olyan
g : X — R, mérhetd fiiggvényt, amellyel v(E) = [gxpdp (E € Q). Mivel v(X) =
[ gdu = ®(xx) egy szam, ezért g € L (p). Igy barmely E € Q halmazra

(xp) = /ngdu.

Legyen f : X — R 1épcs6s fiiggvény: f = > . a;Xxpg,, ahol Y. ... véges Osszeget jelol
és az F; € ) halmazok paronként diszjunktak. Ekkor

= Zaiﬂb(m) = Zm/mgduz /Zaimgduz /fgdu-

Most beldtjuk, hogy tetszéleges f : X — R korlatos, mérhet6 fliggvényre ®(f) =
[ fgdp. Bontsuk fel ehhez f-et a , szokdsos” médon pozitiv és negativ része kiilonbségére:
f=ft—f éslegyen 0 < fro, ill. 0 < f1  (n € N) 1épesés fiiggvényeknek egy-egy
monoton nové olyan sorozata, hogy f* = lim(fno) és f~ = lim(f,1). Ekkor f,, := fno— fn1
(n € N) is 1épesés fliggvényekbdl 4116 sorozat és f = lim(fy,), [fnl < frotfar < fT+[f7 =
|f| (n € N). Mivel a p mérték véges, ezért f € LP(u), igy fn € LP(n) (n € N) is igaz,
tovabba im(|f,(z) — f(z)|P) =0 (p-mm. z € X) és |fn, — fIP < 2?P|f|P € L} (n € N).
Ezért a Lebesgue-féle konvergencia tétel alapjan lim( [ | f, — f|Pdu) = 0. Més szdval tehdt
lim(|| f, — fllp) = 0, amibdl a & funkcional folytonossdga miatt

() = tin(2(£,)) = tim [ fuga).

Itt lim(f,(z)g9(z)) = f(x)g(x) (wp-mm. z € X) és az f korlatossidga miatt |f,g| <
|fllgl € LY (1) (n € N). Ismét a Lebesgue-tételt alkalmazva azt kapjuk, hogy

o(f) = 1im(/ frgdu) = /fgdu-



A fenti g fiiggvényrdl megmutatjuk, hogy g € L(u). Legyen ehhez
g9(@) (lg(z)] <n)
gn(x) == (ne N,z e X).
0 (lg(x)[>n)
A g, figgvény minden N > n-re nyilvan korlatos és mérhetd, lim(g,(x)) = g(x) (p-m.m.

x € X). Ha p > 1, azaz, ha ¢ < 400, akkor legyen t, := sign g|g,|9"! (n € N). Ekkor
(az el6zGeket is figyelembe véve)

. _ 1/
D) Ntally = (f 19279 Vdp) " = [lgalld’? (n € N);

i) D(tn) = [ tagdn = lgnll2 < [@][ltnll, = [Dllllgnlld”  (n € N);

iii) mivel a (|g,|) sorozat monoton néve tart |g|-hez, ezért a Beppo Levi-tétel miatt az
(f |9n|qd,u) integral-sorozat is monoton néve tart [ |g|?du-hez. Nyilvén feltehetd,
hogy [ |g|9du > 0, kiilonben g az LY tér null-eleme lenne. Tehat van olyan N € N,
hogy barmely n € N, n > N esetén [ |g,|%du = ||gn||d > 0, azaz ii) miatt

@[ > llgnlld™ " = llgnllq-
Innen rogton addédik a

lim({|gnllq) = llglly < 1]
egyenl6tlenség, amibdl g € L9(u) is persze kovetkezik.

Ha ¢ = +oo, azaz p = 1, akkor legyen A. := {lgl > ¢} € @ (R3¢ > 0) és
fe :=signgxa,. Vildgos, hogy || fc|l1 < pu(A.) és a fentiek alapjan

O(fe) = /fcngI/A lgldp > cu(Ae),

azaz

cu(Ac) < (|l fellr < [[@[[(Ae)-

Ha itt ¢ olyan, hogy u(A.) = 0, akkor |[g(z)| < ¢ (p-mm. z € X). Ezért g € L*. Ha
viszont ¢ olyan, hogy p(A.) > 0, akkor ¢ < [|®|. Igy ¢ > ||®| esetén p(A.) = 0, ami
elegendé ahhoz, hogy g € L>(u) legyen.

A p végessége mellett bizonyitsuk be végiil, hogy a ®(f) = [ fgdu egyenldség minden
f € LP(u) fiiggvényre igaz. Vélasszunk ehhez a széban forgd f € LP(u) esetén egy olyan,
1épesés fliggvényekbél 4ll6 (1,,) sorozatot, amelyre |I,,| < |f| (n € N) és lim(||l, — f|l,) =0
teljesiil. Az eddig belatottakat felhasznalva ekkor azt mondhatjuk, hogy

() = tin(2(t,)) = i ( [ 1.gdn).

ahol a Holder-egyenlStlenség miatt |l,g| < |fg| € L'(1) (n € N), ill. lim(l,g) = fg-bdl
és a Lebesgue-tételbdl lim( [ I,,gdp) = [ fgdu kovetkezik.
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Vizsgaljuk most az altalanos esetet, azaz, amikor a p mértékrol csak a o-végességet
tételezziik fel. Ekkor X = |~ Xy, ahol u(X,) < +oo0, X, N X, =0 (n #m € N).
Legyen n € N és Q,, := {A C X,, : A € Q}, pup(A) := pu(4) (A € Q,). Nyilvan
(X0, Qp, b)) mértéktér, a u, mérték pedig véges; legyen LI = L"(u,) (n € N) az
(X, Qn,y i) mértéktérre vonatkozé L™-tér (1 <r < oc). Han € N és g € LP, akkor a

g(z) (x € X,)
g(z) =
0  (reX\X,)

fiiggvény LP(u)-beli. Legyen ®,(g) := ®(g), ekkor ®,, € (LP)". Mivel u, véges, ezért az
eddigiek alapjan van olyan h,, € L1, amellyel

B,(f) = / Fhndptn = / Fndp (f € I2).

Jeloljiik G-vel a (nyilvédn Q-mérhetd) G := > h,, figgvényt.
1° eset: ¢ < +oo (azaz p > 1). Ekkor

G| =) |hy|? = lim (Z |Bk|q> =: lim(GY).
n=0 k=0

Legyen F,, := signGG4™' (n € N). Erre az F, fiiggvényre a kovetkezét mondhatjuk:
|Fully = [1GAl|&" < +00 &

O(F,) = Zn: P (|Bk|q_181gn G) = zn:q% (Jh] 9 sign hy) =

Z/\hk\qduk ZZ/|Bk|qdﬂz/G%dﬂ-
k=0 k=0

Tehat
/G%du = |Gnll2 < 1@l fullp = @Gl 2P,

igy [|Gnllq < |®f]. Mivel |G| = im([[Gnllq), ezért [Glq < [|®], azaz G € L9(p).
29 eset: ¢ = 400 (azaz p = 1). Mivel

1@0(9)] = 2(@)] < 1]l = [®llllgl  (n€N,ge€ Ly),
ezért || ®,| < ||®||. Ugyanakkor ||®,|| = ||~n/co, amibol

1Glloc = sup [hinloo = sup [ 2nloc < (|21,
n n
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més széval G € L ().

Végiil, legyen f € LP(u),n € N és fo(x) := f(z) (v € X,). Ekkor f = 320 f,

& |IfIp = 2020 1 fnllf, amibSl | f — 320 o felp = 2202, 1 IfkllE — 0 (n — o0).
Kovetkezésképpen

@(f): Zq)(fn): Zq)n(fn) :Z/fnﬁndN:/aniLnd/i:/de,u.

(Ujra alkalmaztuk a Lebesgue-féle konvergencia-tételt, amit a y - fohn = fG,ill. a
S0 o [ fnhn] = | fG| € LY (1) egyenldség tesz lehetdvé. )

Az egyértelmiiség bizonyitdsahoz legyenek g1, g2 € LI(u) olyan fiiggvények, amelyekre

[fordu = [ fgodu (f € LP(p)). Ez azt jelenti, hogy a g := g1 — g2(€ L(u)) jeloléssel
O,f = [fgdu=0 (f € LP(n)). Tehdt &, az (LP(n))" tér null-eleme, azaz 0 = ||D,]| =

lgllq, kovetkezésképpen g az L9(y) tér null-eleme. Igy g1(z) = go(z) (p-m.m. 2 € X). m

7.3. Megjegyzések.

i) Az X := N,Q := P(N),u({n}) =1 (n € N) vialasztassal LP(u) = ¢, és
Jfgdp =30 0 fagn (f = (fa) € by, g = (gn) € g, (1 < p < +o0,
1/p+1/qg=1).

ii) Az elébbi megjegyzés és a 7.3. Tétel szerint tehat tetszdleges 1 < p < 400 és

%-l—% = 1) sorozat, amely-
lyel @ ((fn)) = 320zg fagn  ((fn) € 6p) és @] = ll(gn)lle, = (520 gn|1)"/
(p>1), ill. @] = l[(gn)lles = supy lgnl (p=1).

iii) A ii) megjegyzés p = -+oo esetén mem igaz. Legyen pl. ® € (/)" a
limesz-funkcional, azaz, amelyre a konvergens f = (f,) € s sorozatok esetén
®(f) = lim f. Kénnyl meggondolni, hogy ekkor nincs olyan (g,) € ¢; sorozat,
amellyel ®(f) = Y_°° | fugn teljesiilne minden ilyen f-re. Kiilénben az f(N) :=
(1,1,...,1,0,0,...) (N € N) konvergens sorozatokat tekintve (ahol tehat

Mi=1 (k=01,.,N) & V=0 j=N+LN+2.))a

D € (L))" esetén egyértelmiien létezik olyan (g,) € £, (

N
o(fM) =limfM =0=) g.=0 (NeN)

n=0

egyenloségek adddnanak. Innen viszont teljes indukciéval rogton kovetkezne,
hogy g, =0 (n € N), azaz pl. az f, :=1 (n € N) sorozatra

of =limf=1=) 01=0

n=0

is fennallna, ami persze nem igaz.
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iv) Legyen adott az (X,Q,u) o-véges mértéktér és jeloljik M(X,Q, p)-vel az
Osszes olyan 7 : 0 — R korlatos, additiv leképezés altal alkotott halmazt,
amelyre 7(A) = 0 minden A € Q,u(A) = 0 halmazra. Vildgos, hogy
] € M(X,Q,pun) (1 € M(X,Q,u)), ahol [r] a 7 totdlis varidcidja:
[T](A) :=sup{7(B): Q2> B C A}—inf{7(B): Q23> B C A} (A € Q). Definialjuk
a1 € M(X,Q,pn) leképezés norméjat az aldbbiak szerint: ||| := [7](X). Ezzel
a normaval M (X, €, u) - a végesen additiv eldjeles mértékek halmaza - normalt
tér. Ha 7 € M(X,Q, i), akkor az Q-mérheté f : X — R fiiggvények halmazin
értelmezhetd az [ f dr integral. Beldthat6, hogy ® € (L>(u))* akkor és csak
akkor igaz, ha egy alkalmas 7 € M(X,Q, u) végesen additiv eldjeles mértékkel
O(f) = .(f) := [fdr (f € L>®(n)) és ekkor |®| = ||7||. PLl. barmely
g € L'(p) fiiggvényre a 7(A) 1= Jigdp (A€ Q) leképezés egy végesen additiv
elijeles mérték, [ fdr = [ fgdi = D,(f) (f € L} ) é Bl = I = gl
(1d. 7.2. Tétel). Ezért &, € (L>=(u))", de altaldban (Id. iii) megjegyzés)
(L))" # {®g: g € LM (1)}

v) A 7.1, 7.2., 7.3. Tételek alapjan o-véges (X, 2, u) mértéktér és 1 < p < 400
esetén az LI(u) 2 g — @, € (LP(p))" (ahol 1/p+1/q = 1) megfeleltetés izometria.

vi) Hasonléan, ha (X, Q, u) o-véges, akkor M(X,Q, ) > 7+ &, € (L>°(u))" szintén
izometria.

vii) A iv), vi) megjegyzések igazak maradnak tetszéleges (X, Q, ) mértéktér esetén,
ha L (p)-t £°(p)-re cseréljik (1d. 7.2. iii) Megjegyzés).

viii) Megmutathatd, hogy a 7.3. Tétel a p > 1 esetben igaz akkor is, ha p nem
o-véges (Riesztétel). A p =1 esetre ez nem vonatkozik, de a o-végesség feltétele
enyhithet6. Ennek a megfogalmazdsdhoz nevezzik az (X, Q, ) mértékteret fel-
bonthatonak, ha alkalmas, paronként diszjunkt halmazokbdl allé F C €2 hal-
mazrendszerrel az alabbiak teljesiilnek:

1° u(A) < +o00 (A€ F);
2haBC X é BNAcQ (AeF), akkor B € Q;
3° w(C) =sup {> pep W(CNF): D C F,Dvéges} (C € u(C)<+o0).

Nyilvanvalé, hogy ha (X,Q, u) o-véges, akkor felbonthaté is. A 7.3. Tétel
fent emlitett atfogalmazdsa a kovetkez6képpen szol: tegyiik fel, hogy az (X, Q, u)
mértéktér felbonthato. Ekkor minden ® € (Ll(u))* esetén egyértelmien létezik

olyan g € L>(p) figguény, amellyel ®(f) = [ fgdu (f € L' (1)) és[|®]l = [|g].

77



