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A feladatok a
Testbovités, véges testek; hibajavité kodok: Példak és megoldasok
cimu példatarban talalhatok meg kidolgozva.

A példatar letdlthetd Lang Csabané honlapjarol:
http://compalg.inf.elte.hu/~zslang/

valamint az IK Digitalis konyvtarabol.

Az EmlékeztetOk olyan korabban tanult fogalmakat és tételeket jelolnek,
amelyekre sziiks€g van ennek az anyagnak a megértéséhez. Megtalalhatoak a
kovetkez0 jegyzetben.

Lang Csabané: Bevezeto fejezetek a matematikdaba I1. ELTE, Bp. 1998.
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Témavazlat

m Testbovitések, véges testek

Bevezetés

Testek bovitése

Algebrai bovités

Primtest
Minimalpolinom
Egyszeru algebrai bovités
Felbontasi test

Véges testek
Irodalomjegyzék
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Jelolések:
N: atermészetes szamok halmaza, {1, 2, ...}
Z.: az egész szamok halmaza, {...,-2,-1,0, 1, 2, ...}
Q: aracionalis szamok halmaza,
{p/q, ahol p és q tetszOleges egész szam, q#0}
R: a val6s szamok halmaza,
a racionalis szamokon kiviil pl. V2 , T, 6, ...
C: akomplex szamok halmaza, {a+bi, ahol a,b valosak }

Z._: a modulo m vett maradékosztalyok gylirtije a maradékosztaly-

Osszeadassal és a maradékosztaly-szorzassal
IKl: a K halmaz elemszama, illetve szamossaga
[r]: maradékosztilygyliriiben az r elem altal reprezentalt
maradékosztay

K[x]: A K gylirti f6lotti polinomok gytirtije, K-beli egyiitthatos
polinomok

L*: L test esetén az L halmaz a nullelem kivételével, L*=L\{0}
mlg: m osztdja g-nek
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Bevezetés
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Emlékezteto
Definicio.

A (H, £ ) algebrai struktira félcsoport, ha egyetlen kétvaltozos
milveletet tartalmaz, mely asszociativ.

Példa: (N,+)
Definicio.

A (H, -) télcsoport csoport, ha
1. 1étezik benne e egységelem, €s
2. minden a € H elemnek létezik erre az egységelemre
vonatkozo6 a~! inverze : a'la=aa' =e.

Példa: (Z,+)
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Emlékezteto

Definicio.

Az (R, +, -) algebrai struktara gyuriu, ha + és - R-en binér
muveletek, valamint

I. (R, +) Abel-csoport, (kommutativ csoport)

II. (R, ) télcsoport, €s

III. teljesiil mindkét oldalrdl a disztributivitas, vagyis
a(b+c)=ab+ac,
(b+c)a=ba+ca
minden a, b, ¢ € R esetén.

Példa: (Z,+,")

Definicio.

R integritdsi tartomdny, ha legalabb két elemil nullosztomentes
gyurt

Példa: (Z,+,")
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Emlékezteto

Definicio.
Az R gyuru test, ha
1. kommutativ, (a szorzas kommutativ)

2. (R*, - ) csoport (R a nullelem kivételével).

Példa: (Q,+,), (R,+,"), (C,+,)
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N-t0l C-1g

a+x=Db a-Xx=Db x%+1=0
N >Z > Q :> R) > C
felgytra gylirt test test test
integritasi
tartomany
euklideszi
gytrt
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Szamtestek
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Eddig ismert véges testek

Tétel.

me N esetén Z  akkor és csak akkor test, ha m prim.

L
Co 0 Cad
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Testek bovitése
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Feladatok

m 2. Testet alkotnak-e a szokasos muveletekre a kovetkezo
halmazok?

m Q. le{a-l—bil/i a,be Q}

s b D ={a+bi«/§‘a,be Q}
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Definicio.

Ha a K test részteste az L testnek, akkor azt mondjuk, hogy L a K
bovitése. LIK .

Példa: RIQ, CIQ, CIR.

Definicio.

Legyen LIK , és HCL. A K test H halmazzal valé bovitése az L

test legszlikebb olyan részteste, amely tartalmazza K-t és H-t.
K(H).

Ez a test 1€tezik, €s egyértelmil. Vegyiik ugyanis L-nek az Osszes
olyan résztestét, amely tartalmazza K-t és H-t. Ezeknek a
résztesteknek a metszete test, €s a feltételnek megftelel.

Definicio.
Egyszeru a bOvités, ha a bovito halmaz egyetlen elemil.
Példa: Q(+/2), R() (=C), ezek egyszerli bovitések.
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m Ha LIK, Hl, H2cL., akkor
K(HI, H2) = KHI1)(H2) = K(H1u H2)

Ha példaul K(a, b, c, ...) elkészitése a feladat, ezt elvégezhetjiik
Iépésenként, a bovitd elemeket egyenként adjungdlva az
alaptesthez.

2008. januar 2. Testbévités, véges testek

15



2008. januar 2.

Q (+/2

Testbévités, véges testek

16



Feladatok

m 3. M1 a kapcsolat az alabbi testek kozott?
Qlvz). Qli++2). olvs)

m 4. Mely a, b racionalis szamokra teljesiil, hogy

Q(«/E)= Q(a+b«/5)

m 5. Van-e olyan szam, amellyel bOvitve a racionalis
szamok testét, rogton az alabbi testet kapjuk?

Q(\/E+\/§)
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Definicio.
V£ vektortér a T test felett, ha 1étezik V-n egy + binér miivelet,
melyre

m [ (V,+) Abel-csoport

m II. T test €s V halmaz kozott értelmezve van egy skaldrral valo
szorzas: VAeT,ueV — hueV

m [la. VA, ueT, ve V: (A+U)v=AV +UV

m [Ib. VAeT, u, ve V: Au+v)=Au+Av

m Ilc. VA, ueT, ve V: (AR)v=A(uv)

m [Id. VveV:ev=v (e: T egységeleme)

V elemei vektorok, T elemei skaldrok.
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Tétel.

Legyen az L test a K test bovitése. Ekkor L vektortér K felett az
L-beli muveletekkel.

Bizonyitas.

Legyen u, ul, u2eL és k, k1, k2e K. (k, k1, k2e L 1s fennall.)
(L,+) Abel-csoport, mert L test.

k-ueL, mert testben a szorzas muvelet,

(k1+k2)-u=kl-u +k2-u, és

k-(ul+u2)=k-ul+k-u2 a disztributivitas miatt
(k1-k2)-u=kl1-(k2-u) a Szorzas asszocilativitasa miatt,
e-u=u, ahol e a K €s L egységeleme.
= L vektortér a K test folott az L-beli muveletekkel.
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Definicio.

V vektortér dimenzioja egy bazisanak az elemszama.

Ha V-nek nincs véges generatorrendszere, akkor a dimenzidja oo.
A O tér dimenziodja O.

Jelolés: dimV.

Definicio.

Legyen L €s K test, LIK.

L-nek, mint K feletti vektortérnek a dimenzidja a bovités foka.
Jelolés: [L:K].

Ha a bovités foka véges, akkor a bovités véges bovités, kiillbnben
végtelen bovités.

Példa: RIQ végtelen bovités;

CIR véges bovités, mert {1, 1} bazist alkot C-ben, mint R
felett1 vektortérben.
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Tétel.

Legyen az LIK, [L:K]=n, IKl=q. Ekkor ILI=q".

Bizonyitas.

Tudjuk, hogy L vektortér a K felett, s mivel a bovités foka n,
minden bazis n elemu.

Legyen {a,, a,, ..., a,} egy bazis. Ekkor L. minden u eleme
eloalllithato a bazis elemeinek linearis kombinicidjaként, s az
eloallitas egyértelmu.
u=ka+ka,+...+ka, ahol k. e K

Mivel mindegyik k. elem q kiilonbozo értéket vehet fel, s ezeket
az értékeket egymastol fiiggetleniil felvehetik, " kiilénb6z0

eloallitas van, tehat q" eleme van L-nek.
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Tétel. (Testbovitések fokszamtétele)
Legyen MILIK, valamint [M:L] és [L:K] véges. Ekkor
[M:K] = [M:L]-[L:K].
Megjegyzés.
Ha [M:L] és [L:K] koziil valamelyik végtelen, akkor [M:K] 1s az.
Bizonyitas.
Tegyiik fel, hogy [L:K]=n, [M:L]=k, valamint az LIK vektortér
egyik bazisa {b,, b,, ..., b}, az MIL vektortér egyik bazisa

{C15 Cyy vy Ci )
Belatjuk, hogy ekkor a két bazis szorzataként eloallo

tbe, | 1<r<n, I<s <k}
halmaz bazis az MIK vektortérben, ami 1gazolja allitasunkat.
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m FEl0szor belatjuk, hogy a b c elemek linearisan fiiggetlenek.
Legyen
o (byc)+... +o (b.c)+...+0, (b c,)=0 0a. K
Rendezziik az egyenlOséget c.-ek szerint.
(o;;by+...+0 ;b )c;+... + (O b, +... +a , b ) ¢, =0
A c elemek linearisan fiiggetlenek, igy mindegyikiik
egylitthatoja 0.

o b +...+0 b =0 (s=1, ..., k)

ns - n

A b_elemek LIK bazisat képezik, szintén linearisan
fuggetlenek, igy mindegyik o = 0, tehat a b c elemek
linearisan fiiggetlenek.
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s Most megmutatjuk, hogy a b.c, elemek K {616tt generaljak az
M testet. Legyen u € M tetszOleges. Ekkor MIL-ben
U=v,C,+... +V, C, velL. *
Az LIK bovitésben minden v eloallithato a by, b,, ..., b, bazis
segitségével.
V=0 b+... + 0o b+... +0 b oK

IS 71 ns - n

Ezeket az * -ba helyettesitve:
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Feladatok

m 22. Bizonyitsuk be, hogy ha oe C megoldasa a

10x3-105x%+84x+210=0 raciondlis egyiitthatds
egyenletnek, é€s valamely K testre fennall, hogy

Q()IK és KIQ, akkor K=Q(a) vagy K=Q.

2008. januar 2. Testbévités, véges testek
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Emlékezteto

Definicio.

Az ae C szamot algebrai szdmnak nevezziik, ha 1étezik olyan
racionalis egylitthatos
fx)=a x"+a,_ x"'+...+a,x+a, nem azonosan zérus polinom,
amelyiknek o gyoke.

Ha valamely o szamhoz 1lyen polinom nem talalhato, akkor o
transzcendens szdm.

Példa:

Algebrai szamok: a racionalis szamok, NI A (megszamlalhato
szamossaguak)

eZﬁ

Transzcendens szamok: T, ... (kontinuum szadmossaguak)
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Definicio.
Legyen LIK. Az ae L elemet K felett algebrai elemnek

nevezziik, ha 1étezik olyan K-beli egyiitthatos f(x) nem
azonosan z€rus polinom, amelyiknek o gyoke.

Ha valamely o elemhez i1lyen polinom nem talalhato, akkor o
K felett transzcendens.

Példa: Az algebrai szamok Q felett algebraiak.
2 Qfolott algebrai x-2
R folott algebrai x-2
C folott algebrai x-2

V2 Q folott algebrai x2-2,
R folott algebrai x>-2,
C folott algebrai x2-2,

i Qfolott algebrai x2+1
R folott algebrai x?+1
C folott algebrai x2+1
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m Valamely K test minden eleme algebrai K felett.

m Ha LIK, és L valamely eleme algebrai K f616tt, akkor algebrai
L {0lott 1s.

Definicio.
Az LIK bovités algebrai, ha L minden eleme algebrai K {616tt.

Egyébként a bovités transzcendens.

Példa: CIR algebrai bovités, RIQ transzcendens bovités.
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Tétel.
Véges bovités algebrai.

Bizonyitas.
Legyen LIK, és [L:K]=n. Vegyiik L-nek egy tetszoleges u elemét.
Az L-ben, mint K feletti vektortérben az u', u, u?, ..., u®

elemek linearisan Osszefiiggdek, mert legfeljebb n elem lehet
linearisan fiiggetlen. Van tehat olyan

o u’ + o u+onLu? + ...+ u'=0 aekK
linearis kombinacios eloallitas, amelyikben nem mindegyik o
egyiitthato O.
Tekintsiik a
g= 0l,x" + O, X+0L,X? + ... +0 X"
polinomot. Ez K feletti nem zérus polinom, ugyanakkor u gyoke.
Tehat u algebrai K felett. Mivel ez L minden u elemére 1gaz, a

boOvités algebrai. ‘
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Feladatok

m 25. A kovetkezd bovitések koziil melyik véges és
melyik algebrai? (A az algebrai szamok halmazat jeloli.)
m a. CIR
= 5.Q\3)Q
m c. AlQ
m dA‘Q(\/g )
m ¢. RIQ(m)
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Emlékezteto

Tétel.

Ha az R gyuru legalabb két elemu, nullosztomentes, akkor (R, +)-ban a
0-t6l kiillonbozo elemek rendje megegyezik. Ez a kozos rend vagy
végtelen, vagy egy p primszam.

El0z0 esetben a gyurut nulla-karakterisztikdjunak (char R = 0), az
utobbiban p-karakterisztikdjiinak (char R = p ) nevezziik.

Masként megfogalmazva p- karakterlsztlkaju gyuruben pr=0 minden r
elemre, mig nulla karakterisztikaju gyurl esetén nincs olyan n
természetes szam, amelyre nr=0 lenne, ha maga az r nem nulla.

Test nullosztomentes gyuru igy minden testnek van karakterisztikaja,
ami 0, vagy p primszam.

Példa: char(Q)=0, char(Z,)=5.
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m Ha LIK, akkor L és K karakterisztikaja nyilvanvaldan
megegyezik.

Példa: char(Q)=0, char(R)=0, char(C)=0.
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Definicio.
Valamely K test legsziikebb T résztestét a K primtestének

nevezziik. Ha valamely K testnek nincs valodi részteste, akkor
K primtest.

Valamely K test legszukebb T részteste egyértelmuen 1étezik,
hiszen K Osszes résztestének a metszete.

Példa: R primteste Q; Q primteste dnmaga; Z, primteste nmaga
(p tetszOleges prim); Q €s Z primtestek

Tétel.

0 karakterisztikaju primtest izomorf Q-val,
p-karakterisztikaja primtest izomorf Z-vel.
Kovetkezmény.

Minden 0 karakterisztikdju test Iényegében Q bdvitése,
minden p karakterisztikaju test Iényegeben Z, bovitese.
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Feladatok

m 1. Van-e a valos szamoknak olyan részteste, amelyet a
valds szamok minden részteste tartalmaz?
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Feladatok

m 6. Felbonthatatlan-e az x°+5 polinom Z, Q, C, Z,, Z,

illetve Z. felett?

m 7. Keressiikk meg Z, {010tt az 0sszes masod-, harmad-, és
negyedfoku felbonthatatlan (irreducibilis) polinomot.

m 3. Igazoljuk, hogy az alabbi polinomok felbonthatatlanok
(irreducibilisek) K, (Z,) telett. ([1] az 1 ltal reprezentalt
maradékosztalyt jeloli.)

ma. XO+X24[1]
m b. x04+x+[1]
m C. X+x+[1]

m 9. Hany masodfoku normalt (1 f0egyiitthatoju) irreducibilis

polinom van egy q elemt testben?
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Definicio.
Legyen LIK és ae L algebrai K felett. Az m K {616tt1 polinom az
o K folotti minimdlpolinomja, ha
1. m fopolinom,
2. m(o)=0
3. m a legkisebb fokszamu polinom az 1. és 2.
tulajdonsaguak koziil.
Tétel.
o K folottt m minimalpolinomja
1. 1étezik €s egyértelmu,
2. irreducibilis,
3. ha ge K[x] és g(a)=0, akkor mlg.
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Példa:
2

V2

1

2008. januar 2.

minimalpolinomja Q folott x-2
R folott x-2
C folott x-2

minimalpolinomja Q folott x>-2,
R folott x—+/2,
C folott x— V2 ,

minimalpolinomja Q folott x>+1

R 1616ttt x2+1
C folott x-1

Testbévités, véges testek
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Példa:
n  minimalpolinomja Q {616ttt nem Iétezik
R folott x-m
C folott x-m
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Feladatok

m 17. Hatarozzuk meg minimalpolinomjat Q felett.

m 27. Az alabbi bovitésekben hatarozzuk meg a bovito elem

minimalpolinomjat Q folott.

ma Q(ﬁ)‘Q
« b.Q(iv5)Q

m C. Q(l + l\/g)‘Q
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Emlékezteto

Definicio.
Az R integritasi tartomany euklidészi gyiirt,
ha 1étezik olyan @ fliggvény, amelyre @ : R* — N, €s
I. a, be R, b+#0 esetén 1étezik olyan ¢, de R, hogy
a=bc+d, ahol
1. d=0 vagy
1. d#0 és ¢@(d)< ¢(b),
II. o@(ab)zmax (@(a),p(b)), ha a,be R*.

Tétel.
Euklidészi gylriiben elvégezhetd az euklidészi algoritmus.

Ezzel az algoritmussal megkapjuk (a, b)-t, a és b legnagyobb k6z0s
osztojat. Léteznek olyan x, ye R elemek, hogy
(a, b)=ax+ by. (Linedris kombindcios elodllitds.)
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Emlékezteto

Tétel.
Legyen R test, €s fe R[x]* esetén @: R[x]* — N, ¢(f)=deg f.
Ekkor R[x] @-vel euklidészi gyurut alkot.

(A test folotti polinomgyuriik euklideszi gyuriit alkotnak a polinom
fokszam fiiggvényével.)

Tétel.

Legyen R egységelemes integritasi tartomany,

fe R[x]*, és deg f=n=0.

Ekkor f~nek legfeljebb n kiilonb6zd gyoke van R-ben.

Megjegyzés.
Az elobbi allitas nem 1gaz ha nullosztokat 1s tartalmaz a polinomgyurt,
vagy pedig nem kommutativ.
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Emlékeztetod
Definicio.
Legyen R gylrQ, I C R, [#. I az R balidedlja, ha

1.I-I1c 1, és
2.RIC I
A jobbidedl definicidja hasonlo. I idedl, ha jobb €s
bal oldali 1deal egyszerre.
Trividlis idedl: {0}, R.
Valodi idedl: R-t01 kiillonbozo 1dedl.
Tétel
Ha R kommutativ gyuru, akkor az
[ =(a) = {x-a| x€ R} halmaz R-nek 1dedlja.
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Emlékezteto

Definicio.
Legyen R gyuri, I kétoldali ideal R-ben. R-nek [ szerinti

maradékosztdly gyurije (faktorgytirtiije)
R/I={r+1 | re R} akovetkezO muveletekkel:

1. (r+D)+(s+D)=(r+s)+I
2. (r+])-(s+D=(r - s)+I

R/I gyurt alkot a definicidban szereplo muveletekre nézve.

[ anullelem. Ha R egységelemes, akkor I+e az R/I-ben az
egységelem.

Egy maradékosztily barmely elemével reprezentalhatd. Az r elem
altal reprezentalt maradékosztalyt, tehat (r+I)-t [r] fogja jeldlni.

47
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Faktorgyuru

R/I

2008. januar 2.
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Tétel.
Legyen fe K[x] irreducibilis polinom, ( f) az f K[x]-beli tobbszordseibdl
allo ideal. Ekkor a K[x]/ ({) maradékosztalygyuru test.
Bizonyitas.
Tudjuk, hogy K[x]/ () gyuru, van egységeleme, kommutativ.
Csupan azt kell belatnunk, hogy minden nem O elemének van inverze.
Legyen g € K[x] tetszdleges olyan polinom, amelyik nincs az idealban.
(f, g) = 1, egyrészt mert f irreducibilis, masrészt mert g nem t6bbszorose
f-nek. Allitsuk el6 1-et f és g linedris kombinaci6jaként:
I=tu+g-v, uveK[Xx]
Vegyiik a faktorgyliriben azokat az osztalyokat, melyeknek a fenti
polinomok reprezentansai.
[1]=[f-u + g -v]=[f-u] + [g -v] =[t]-[u] + [g] -[V]
Mivel a faktorgytlriiben [{]=0, ezért
[11=lg] -[V]
Ebb0dl lathatjuk, hogy a [g] osztdlynak van inverze, mégpedig [Vv].
Ebbdl pedig kovetkezik, hogy K[x] /() testet alkot.
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Tétel.

Legyen fe K[x] irreducibilis polinom. Ekkor 1étezik K-nak olyan
bovitése, amelyikben f-nek van gyoke.

Bizonyitas.

Ha f elsofoku, akkor ez a bovités maga a K. Egyébként tekintsiik
a K[x]/(f) testet.

m Ez atest egyrészt K bovitésének tekinthetd, mert K izomorf
K[x]/ (1) egy részstrukturajaval, nevezetesen a 0-adfoku
polinomokbodl allo résztesttel.

m Masrészt K[x]/ (1 )-ben van gyoke f-nek.
Legyen flix)=a x"+a, ,x"'+...+a,x+a,

Tekintsiik azt az osztalyt, amelyet az X polinom reprezental:
[x]. Helyettesitsiik be f-be.

f([x])= a [x]"+a,_ [x]"+...+a,[x]+a,=
=[la x"+a, X" '+...+a,x+a,]=(f)=0
f-nek van tehat gyoke K[x] / ({ )-ben, mégpedig [x], az X
polinom 4ltal reprezentalt maradékosztaly.
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Kovetkezmény.

A legfeljebb (n-1)-edfoku polinomok reprezentans rendszert
alkotnak K[x]/ ( f)-ben

Tétel.

Legyen fe K[x] n-edfoku irreducibilis polinom, o gyoke. Ekkor
K[x]/(f)=K(a) és
o, o, ..., ™!} bazis K (o)-ban.
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Feladatok

m 10. Készitsiink 9 elemu testet.
m a. Adjuk meg a muvelettablakat.

m b. Hatdrozzuk meg az egyes elemek multiplikativ rend;ét,
keressiink primitiv elemeket.

m c. Hatarozzuk meg az egyes elemek additiv rendjét.

m ]2
m a. Bizonyitsuk be, hogy az f(x)=x3+x+[1] € Zs[x] polinom

irreducibilis Zs telett. ([1] az 1 altal reprezentalt
maradékosztalyt jeloli.)

m b. Hany eleme van a Z[x] /(f) maradékosztalygyurtinek
(testnek), ahol (f) az f tobbszoroseibol allo ideal?
Adjunk meg egy reprezentansrendszert.
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Feladatok

m [3.
m a. Bizonyitsuk be, hogy az f(x)=x?>+x+[1] € Z[x] polinom
irreducibilis Z. felett. ([1] az 1 altal reprezentalt
maradékosztalyt jeloli.)

m b. Hany eleme van a Z[x] /(f) maradékosztalygyurtinek
(testnek), ahol (f) az f tobbszoroseibol allo 1deal?

Adjunk meg egy reprezentansrendszert.
s 14
m a. Bizonyitsuk be, hogy az f(x)=x’+x+[2] reducibilis Z,
felett. ([2] a 2 altal reprezentalt maradékosztalyt jeloli.)
m b. Hany eleme van a Z,[x]/(f) maradékosztalygyurunek,

ahol (f) az f tobbszoroseibdl all6 ideal?
Adjunk meg egy reprezentansrendszert.

m c. Mutassuk meg, hogy a Z-[x]/(f) maradékosztalygyuru
tartalmaz nullosztot.
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Feladatok

m 15. Legyen ue C a Q feletti x3-2x+2 polinom egyik gyoke.
[Lassuk be, hogy a polinom Q felett irreducibilis.
Irjuk fel Q()IQ {1, u, u?} bazisaban a kovetkezo elemeket:

mau’
m b.ul!

m C. u*tu?

m 16. Legyen ue C az x3-6x°+9x+3 Q felett irreducibilis polinom
gyoke. Fejezziik ki Q(u)IQ {1, u, u?} bazisaban a kovetkez6
elemeket:

m a. 3u’-2u
mb !

1+u
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Feladatok

m 27/. Hatarozzuk meg a TIQ testbOvités fokat, ahol T az
alabbi. Mi a bOvitd elem minimalpolinomja Q f616tt?

Adjunk meg egy bazist.

.o QW7
« b. Qiv5)
. C. Q(1+i\/§)
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Definicio.
Legyen fe K[x] n-edfoku polinom. f K feletti felbontasi teste a K

test legszlikebb olyan bOvitése, amelyben { els6foku tényezok
szorzatara bomlik.

Tétel.

Legyen fe K[x] n-edfoku polinom. Ekkor 1€tezik f K feletti
felbontasi teste.

Bizonyitas.
f-et bontsuk 1rreducibilis polinomok szorzatara. Ha ezek kozott
van legalabb masodfoku, akkor boviteniink kell.

Tudjuk, hogy irreducibilis polinom esetén van K-nak olyan
bovité€se, amelyben a polinomnak van gyoke.

Ennek a tételnek az alkalmazisaval teljes indukcioval

bizonyithatunk.
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Példa.
Az x-2 polinom felbontasi teste Q folott Q.
Az x-2 polinom felbontasi teste R f6lott R.

Az x-m polinom felbontasi teste R f6lott R.

Az x?+1 polinom felbontasi teste Q folott Q).

Az x?+1 polinom felbontasi teste R fo6l6tt C.
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Feladatok

m 19. Hatarozzuk meg az (x>+1)(x2-2x+1) polinom felbontasi
testét Q felett.

m 20. Q(%/E )megegyezik—e Y2 minimalpolinomjanak a
felbontasi testével?

m 21. Van-e racionalis gyoke az f(x)=x3-x2-x-2 polinomnak?
M1 az f(x) felbontasi teste Q felett?
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Tétel.

TetszOleges p prim €s n természetes szam esetén 1étezik p" elemu

véges test.
Bizonyitas.

Legyen K=Z , €s vegytik az f = xP" —x felbontssi testét K felett.
Ebben a testben benne van a polinom mindegyik gyoke.
Vizsgaljuk meg, hogy van- e az f polinomnak tébbszoros
gyoke.

fl=p"x?

Mivel a test karakterisztikdja p (vagyis pr=0 minden r elem
esetén), igy p"r=0 1s teljesiil, tehat f’=-1. Mivel {’-nak nincs
gyoke, f-nek nincs tobbszoros gyoke. f gyokeinek a szama p".
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Megmutatjuk, hogy a gyokok L halmaza testet alkot.
Ehhez csak azt kell belatnunk, hogy az M felbontasi
testben L résztest, vagyis

1. L-LcL 2. L(L*'!'cL

1. Legyen u, v € L, tehat WP —u=0 & v’ —v=0

Amib8l  u? =u & vP =y .

Vegyiik u-v-t.  (u— v)pn P _yP"

mert a hatvany kifejtésénél a p karakterisztika miatt a
tobbi egyiitthato 0. Ez utobbi azonban * miatt éppen
u-v, ami azt jelenti, hogy (u—v)” " (u—v)=0
tehat u-v 1s gyoke L-nek. Belattuk, hogy L-L c L.

Hasonl6an lathat6 be, hogy L-(L*)-!c L, s igy L testet
alkot. Ezek szerint az M felbontasi test maga az L.

Megkaptuk az igért p" elemu testet.
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Megjegyzés.
Belathato, hogy minden p® elemu test izomort egymassal.

Lattuk korabban, hogy minden veges test Z bovitésének
tekintheto valamilyen p prim esetén, igy p” elemu, ahol n
alkalmas természetes szam. Most lattuk, hogy tetszoleges p

prim €s n természetes szam esetén 1€tezik p" eleml véges test.

Ezzel teljesen felderitettiik a véges testeket.
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Tétel.

Véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

A generalo elemet a test primitiv elemének nevezzik. A
multiplikativ csoportnak tobb generalo eleme 1s van
altalaban.
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Feladatok

Véges test elemeinek O0sszege, szorzata
29. Bizonyitsuk be a Wilson-tételt: (p—1)!=—1 (mod p), ha p prim.

Megoldas.
Zp elemeivel dolgozunk. Minden [a] maradékosztalyhoz parositjuk azt a [b]
maradé€kosztalyt, amellyel szorozva [1]-et ad. Mivel Zp test, minden [a]# [0]-hoz
van ilyen [b]. Ha [a] parja [b], akkor nyilvan [b] parja [a].
E parositas soran csak az [1] és [-1] osztaly lesz onmaga parja. Ha ugyanis [u] parja
onmaga, akkor

w’=1(p) — O0=uv~1=@u-Du+l) (p)

pprim — plu—1 vagy plu+l >u=l (p) vagy u=1 (p)
Szorozzuk Ossze tehat mindegyik osztalyt a parjaval, ha az kiilonbozik tole. Ezeket

az ért€keket egymassal 1s 0sszeszorozva [ 1] -et kapunk, amit még meg kell

szoroznunk a kimaradt osztalyokkal, az [1] -gyel, és — ha ettol kiilonbozik —
akkor a [-1] -gyel 1s.

Ha [1] # [-1] akkor (p—1)!=1(-1)=-1 (mod p)

p=2esetén [1] =[-1], sigy (p—1)! =1 =-1 (mod p) szintén teljesiil.
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30. Mennyi valamely véges test nem nulla elemeinek a szorzata?

Megoldas. Tetszoleges véges testben 1s megtehetjiik, hogy mindegyik elemet
megszorozzuk az inverzével, s a szorzatok ért€ke 1-et ad (most 1 az
adott véges test egységeleme).

Meg kell vizsgalnunk, hogy van-e olyan elem, amelyik 6nmaga inverze.

Ha u inverze 6nmaga, akkor y = 1

u

vagyis  O=u’-1=(u-1)(u+l)

Mivel testben nincs nulloszto, ebbol u-1= 0, vagy u+1= 0,

amibol u=1, vagy u=-1.

Szorozzuk 0ssze mindegyik elemet az inverzével, ha az kiilonbozik

tole. Ha ezeket az értékeket egymassal 1s 0sszeszorozzuk, 1-et kapunk,

amit még meg kell szoroznunk a kimaradt -1-gyel, s igy az eredmény -1 lesz.
Ha a véges testben 1 # -1, akkor az eddigi eredményt még 1-gyel is
szoroznunk kell — ami természetesen nem valtoztat a szorzat ért€kén.
Igy tetszbleges véges test nem nulla elemeinek a szorzata -1-et ad.
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31. Véges testben mi az elemek szamanak paritasa?

Megoldas.
Az el0z0 példa magyarazatabol kideriil, hogy

* ha 1=-1, akkor az elemszam paros, mert a
parositasbol csak az 1 €s a 0 marad ki,

" ha 1#-1, akkor paratlan az elemszam, mert a
parositasbol az 1, -1 és a 0 marad k.
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Vieta formulak,
oyOkok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések

Legyen R egységelemes integritasi tartomany, €s tegyltik fel,
hogy az f(x) n-edfoku polinom — multiplicitassal egyiitt vett —
n gyoke mind R-ben van. Legyenek ezek a gyokok:

C1,€C245... ,Cy
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f(x)zanxn+an_1xn_1+ + a;x + aqg =
= a,(x —c1)-(x —co) - (x — ¢, )
_ n n—1
= a, (x —(cp + ¢cop + ... + ¢, )x +
+ (¢cy ¢y + ¢y c3 + ... + Cc,_1 cn)xn_2
+ (= 1)"(cy ~co ~cc. - Cpy))
Ebbol
a
-l = — (¢, +c, + ... +c,)
al’l
a ., _
L-2 — (¢q-Co 4+ C1 -C3 4 .. ¥Cpur_1-Cp)
al’l
a n
= (=-1)"(c, - c, c,)
al’l
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32. Legyen L egy véges test, ILI=g¥. Szamitsuk ki a kovetkezo
osszeget: Z l.
le L
Megoldas. Legyen k
g(x)=x7 - «x
Ennek a polinomnak a gyokei éppen az L test elemei.
A Vieta-formulat alkalmazzuk.

an—1
ay

=—(ci+cr+...+¢p)

Ha n = ¢g* 23, akkor a,_,=0, a fenti érték is nulla, s igy a test
elemeinek 6sszege nulla.

Ha n = ¢*=2, akkor a test elemeinek Osszege 1, mert a testnek egyik

eleme a 0, masik eleme az 1.
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33. Legyen L véges test, [LI=g¥. Jelolje L* az L multiplikativ
csoportjat. Szamitsuk ki a kovetkezo szorzatot: H [

le L*

Megoldas.
Az alabbi k(x) polinom gyokei az L test nemnulla elemei.

k
k(x)=x4 11
A Vieta formulat alkalmazzuk

a

= (=-1)"(c, ¢, ~cc. - cC )
a

Most a,=-1, a,=1.

» Han=(gk-1 paros, akkor a nem nulla elemek szorzata -1.

= Han=gk-1 paratlan, akkor a nem nulla elemek szorzata 1. Ekkor
azonban a test karakterisztikaja 2, igy 1+1=0, vagyis
1=-1. Ekkor 1s mondhatjuk, hogy a nem nulla elemek szorzata -1.
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