Lang Csabéané

TESTBOVITES, VEGES TESTEK
HIBAJAVITO KODOK

Példak és megoldasok

ELTE Budapest 2007-11-26
IK Digitalis Kényvtar
3. javitott kiadés



FelsGoktatasi tankonyv

Lektoralta: Gonda Jéanos

(© Lang Csabané 2006



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés . . . . . . . .

2. Példak

2.1. Testbévités, véges testek] . . . . . . . . ...
2.1.1. Testbovités, véges testek, felbonthatatlan (irreducibilis)
polinomok . . . . .. ...

2.1.2. Elem felirasa bazisban . . . . . .. .. ... ... ...
2.1.3. Minimalpolinom, felbontasi test| . . . . . . ... .. ..
2.1.4. Bovités foka, véges és algebrai bévités . . . . . . . ..
2.1.5. Véges test elemeinek Osszege, szorzata, Vieta-formulak,
gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggések . . . . . .

2.2. Hibajavito kédok . . . . . .. oo
2.2.1. Alapfogalmak . . . . . ... ... ... ... ... ...
2.2.2. Blokk-kédokl. . . . ... ...
2.2.3. Linearis kod alapfogalmai . . . . ... ... ... ...
2.2.4. Lineariskoéd . . . .. oo
2.2.5. Hamming-kéd|. . . . . ... ..o

3. Példak és megoldasok|. . . . . . ... ... 0L

© o0 ~ O



Tartalomjeqyzék 3

3.1. Testbovités, véges testek . . . . . . ... ... L. 16
3.1.1. Testbovités, véges testek, felbonthatatlan (irreducibilis)
polinomok/ . . . . ... ..o 16
3.1.2. Elem felirasa bazisbanl . . . . . . .. ... ... ... .. 30
3.1.3. Minimalpolinom, felbontasi test| . . . . . . . ... ... 32
3.1.4. Bovités foka, véges és algebrai bdvités . . . . . . . .. 37
3.1.5. Véges test elemeinek 6sszege, szorzata, Vieta-formulak,
gyokok és egylitthatok kozotti osszefiggesek . . . . . . 39
3.2. Hibajavité kédok| . . . . .. .. .o o 43
3.2.1. Alapfogalmak . . . .. ... ... ... ... ...... 43
3.2.2. Blokk-kédok'. . . . ... 44
3.2.3. Linearis kod alapfogalmail . . . . .. . ... ... ... 51
3.2.4. Tineariskod . . . .. .. ..o oL ol
3.2.5. Hamming-kéd|. . . .. ... .00 60

4. Ajanlott irodalom . . . . ... ... ..o 64



1. Bevezetés

Ez a példatar elsGsorban az ELTE Informatikai Kar programtervezd in-
formatikus, programtervezd matematikus, programozé és informatika tanar
szakos hallgat6i szdmara keésziilt. Megkdnnyiti a hallgaték 6nallé tanulasat
azzal, hogy minden példa részletesen ki van dolgozva.

A 2. fejezetben a példakat soroltuk fel, a 3. fejezetben pedig ezek a példak
megoldassal egyiitt szerepelnek.

A példakhoz sziikséges elméleti anyag megtalalhaté Gonda Jénos: Beve-
zetd fejezetek a matematikdba I11. ELTE TTK, Budapest, 1998 kényvében.
A kodelmélet példakhoz sziikséges fogalmak révid 6sszefoglalasa a 3.2.1. és a
3.2.3. fejezetben szerepel.

A példak egy része mas konyvekbdl, példatarakbol, masok altal Gssze-
allitott feladatsorokbol szarmazik. Azok a forrasok, amelyekrsl tudomésunk
van, szerepelnek az Ajdnlott irodalom fejezetben. A feladatok mas része pedig
ebben a példatarban jelenik meg elGszor.

Ajanljuk Gonda Janos: Gyakorlatok és feladatok a Bevezetés a matemati-
kdba c. targyhoz Polinomok, véges testek, kongruencidk, kédolds ELTE TTK,
Budapest, 2001 példatarat is, amelyik mindkét témakorbsl béségesen tartal-
maz kidolgozott példakat.
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2. Péeldak

2.1. Testbdvités, véges testek

2.1.1. Testbdvités, véges testek, felbonthatatlan (irreducibilis) po-
linomok

2.1-1. Van-e a valés szamoknak olyan részteste, amelyet a valdés szamok min-
den részteste tartalmaz?
2.1-2. Testet alkotnak-e a szokésos mitiveletekre a kovetkezd halmazok?

a.le{cH—b{‘/i]a,beQ} b.ng{a—l—bi\/g]a,bEQ}
2.1-3. Mi a kapcsolat a Q(v/2), a Q(1 +v/2) és a Q(v/8) testek kozott?
2.1-4. Mely a, b racionalis szamokra teljesiil, hogy Q(v/2) = Q(a + bv/2)?
2.1-5. Van-e olyan szam, amellyel b6vitve a racionélis szamok testét, rogton
a Q(\@, \/§) testet kapjuk?
2.1-6. Felbonthatatlan-e az 2°+5 polinom Z, Q, C, Zg, Zs, illetve Zs felett?

2.1-7. Keressiik meg Zo folott az Osszes méasod-, harmad-, és negyedfoku
felbonthatatlan (irreducibilis) polinomot.

2.1-8. Igazoljuk, hogy az alabbi polinomok felbonthatatlanok (irreducibilisek)
Iy felett.
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a. 2’ + 2% +1,
b. 2 + 2 +1,

c.z’ + a3+ 1.
2.1-9. Hany masodfokt normalt (1 fegyiitthatoja) irreducibilis polinom van
egy q elemid testben?
2.1-10. Készitslink 9 elemd testet.

a. Adjuk meg a mivelettablakat.

b. Hatarozzuk meg az egyes elemek multiplikativ rendjét, keressiink pri-
mitiv elemeket.

c. Hatarozzuk meg az egyes elemek additiv rendjét.
2.1-11. Készitsiink 4 elemd testet.

a. Adjuk meg a mivelettablakat.

b. Hatarozzuk meg az egyes elemek multiplikativ rendjét, keressiink pri-
mitiv elemeket.
2.1-12.

a. Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = 2® + 2+ 1 € Zs[x] polinom irreducibilis
Zs felett.

b. Hany eleme van a Zs[x]/f maradékosztalygytrtinek (testnek), ahol f
az f t6bbszordseibsl 4ll6 ideal? Adjunk meg egy reprezentansrendszert.
2.1-13.

a. Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = 22 +z +1 € Zs[x] polinom irreducibilis
Zs felett.

b. Hany eleme van a Zs[z]/f maradékosztalygytirtinek (testnek), ahol f
az f t6bbszordseibsl allo ideal? Adjunk meg egy reprezentansrendszert.
2.1-14.

a. Igazoljuk, hogy f(x) = 23 + z + 2 reducibilis Z; felett.

b. Hany eleme van a Z7[x]/f maradékosztalygytirtinek (f az f polinom
tobbszoroseibdsl allo idedl)? Adjunk meg egy reprezentansrendszert.

c. Mutassuk meg, hogy a Z7[x]/f maradékosztalygytirt tartalmaz null-
0sztot.

2.1.2. Elem felirasa bazisban

2.1-15. Legyen u € C a Q feletti 2% — 22+ 2 polinom egyik gytke. Lassuk be,
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hogy a polinom Q felett irreducibilis. Trjuk fel Q(u) | Q {1, u, u*} bazisaban
a kovetkezd elemeket:

a. u’ b. u~t c.ut+u?
2.1-16. Legyen u € C az 2% — 622 + 92 + 3 Q felett irreducibilis polinom
gyoke. Fejezziik ki Q(u) | Q {1, u, u?} béazisiban a kovetkezs elemeket:

a. 3u® — 2u b. 1—&-%
2.1.3. Minimalpolinom, felbontasi test

2.1-17. Hatarozzuk meg v/2 — /2 minimalpolinomjat Q felett.
2.1-18. Mutassuk meg, hogy

{’/9+4\/5+ {’/9—4%5

egész szam.

2.1-19. Hatarozzuk meg az (22 +1)(2? — 22 + 1) polinom felbontési testét Q
felett.

2.1-20. Q(v/2) megegyezik-e v/2 minimalpolinomjénak a felbontasi testével?
2.1-21. Van-e racionalis gydke az f(x) = 23 — 22 — 2 — 2 polinomnak? Mi az
f(z) felbontasi teste Q felett?

2.1-22. Bizonyitsuk be, hogy ha a € C megoldasa a 1023 — 10522 + 842 +
210 = 0 racionélis egyiitthatos egyenletnek, és valamely K testre fennéll,
hogy Q(a)|K és K|Q, akkor K = Q(«) vagy K = Q.

2.1-23. Legyen K = F,, és f(z) K folotti irreducibilis n-edfokt polinom.
Léassuk be, hogy

f@)et" ~ a.

(F, a q elemi testet jeldli.)
2.1-24. Legyen K = F,, f(z) K {6lotti irreducibilis n-edfoka polinom, és
legyen « gyoke f-nek. Lassuk be, hogy K-t a-val bévitve megkapjuk f K {6-
16tti felbontasi testét. (Més szoval lassuk be, hogy ha f egyik gyoke a bévitett
véges testben van, akkor f mindegyik gyoke benne van.) (F, a ¢ elem testet
jeloli.)

Megjegyzés. 0 karakterisztikaju testben ez altalaban nem igaz (lasd a
20. példat).
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2.1.4. Bovités foka, véges és algebrai bdvités

2.1-25. A kovetkez6 bovitések koziil melyik véges és melyik algebrai? (A az
algebrai szamok halmaza)

2 CR  bQWEIQ cAlQ  dAQWVE) e RQM)
2.1-26. Mennyi a Q(7)|Q(7?) testbévités foka?
2.1-27. Hatérozzuk meg a T'|Q testbovités fokat, ahol T az alabbi. Mi a
bévité elem minimélpolinomja @Q f616tt7 Adjunk meg egy bézist.
a. Q(V7) b. Q(iV/5)
c. Q(1+iV/3) d. Q(i +v/5)

e. Q(u+ivv), u,v € Q Vv €Q
2.1-28. Hatéarozzuk meg a T'|Q testbdvités fokat, ahol T" az alabbi. Adjunk

meg egy bazist.
a. QW2,v3)  b. Qi VB)

2.1.5. Véges test elemeinek Gsszege, szorzata, Vieta-formulak, gyo-
kok és egyiitthatok kozotti 6sszefiiggések

2.1-29. Bizonyitsuk be a Wilson-tételt: (p — 1)! = —1 (mod p), ha p prim.
2.1-30. Mennyi valamely véges test nem nulla elemeinek a szorzata?
2.1-31. Véges testben mi az elemek szdmanak paritasa?

Vieta-formulak, gy6kdk és egyiitthatok kdzotti 6sszefiiggések
Legyen R egységelemes integritasi tartomany, és tegyiik fel, hogy az

f(x) = anz™ + an 12" '+ an 22" 2+ ...+ a1z + ag € Rz]
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n-edfokt polinom — multiplicitassal egyiitt vett — n gytke mind R-ben van.
Legyenek ezek a gyokok ci, co, ..., c,. Ekkor

f(x) = apaz"+an 12" 't an 02" 2+ .. far+ag=

an(z —c1)(x —co) - (x —cp) =

= ap, (z” —(ec1+eca+...+cy)zv 1+
+(c1-catepe3t ..ot epgcp)a 2+

+(=1)"(c1-c2v - cn))

= —(c1tecat...+cn)

= (1-cater-c3+...4+cpo1-Cp)

= = (=D)™(c1-ca )

2.1-32. Legyen L véges test, |L| = ¢*. Szamitsuk ki a kovetkez6 Gsszeget:

>l

leL

2.1-33. Legyen L véges test, |L| = ¢*. Jelolje L* az L multiplikativ csoportjat.
Szamitsuk ki a kévetkezd szorzatot:

11

leL*
(Lasd a 30. példat is.)

2.2. Hibajavité kédok

A feladatok altalaban binaris kodokra vonatkoznak, vagyis olyanokra, ame-
lyek esetén az S alaphalmaz a {0, 1} halmaz. Néhany feladat altalanosabban
van megfogalmazva, ezekben az S alaphalmaz tetszéleges nem iires halmasz.

2.2.1. Alapfogalmak

A részleteket 1asd a megoldéasnal.
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2.2.2. Blokk-kédok

2.2-1. Tegyiik fel, hogy az {izenetek binaris jelsorozatok, vagyis az S = {0, 1}
halmaz elemeibél épiilnek fel. Rendeljiink hozza a kett§ hosszi iizenetekhez
ot hosszi kodokat a kovetkezd szabaly szerint.

— ( )
—(01110)
—(10101)
—(11011)
Tgy négy elembdl 4ll6 blokk-kédot kapunk. Ha a csatornan példaul a

(01 00 0) jelsorozat érkezik, tudjuk, hogy hiba tortént, hiszen ez a szo6
nem szerepel a kédszavak kozott.

Mekkora az u=(01110)ésv= (1010 1) kodszavak tavolsaga, a kod
tavolsaga, a z = (1 1 0 1 1) vektor silya, valamint a kod sulya?
2.2-2. Az 1. példa S halmaza legyen Fo, a kételemd test. Fo az Osszeadasra
csoportot alkot. Az Fo elemeib@l készitett m hosszi vektorok is csoportot
alkotnak az elemenkénti 6sszeadésra nézve. Lassuk be, hogy a példa K kod-
halmaza részcsoport S™-ben, igy K csoportkdd.
2.2-3. Legyen K az 1. példabeli kod, u = (000 0 0), t = 1. Adjuk meg az u
kériili 1 sugari gébmbben szereplé sorozatokat.
2.2-4. Az 1. példa kodjat alkalmazva tegyiik fel, hogy a (0 1 0 0 0) hibas
jelsorozat érkezik. Minimalis tavolsdgt dekodoléds esetén melyik szét valaszt-
juk helyette?
2.2-5. Legyen S = Fy, a kozleményszavak pedig k hosszi sorozatok. Alla-
pitsuk meg, hogy az aldbbi kédok esetén mi jellemzi a kodszavakat, mennyi
a kod minimaélis tavolsaga, hibajelz6 és (minimélis tavolsagu dekodoléassal) a
hibajavité képessége.

a. Kétszeri ismétlés kodja. A kodszot megkapjuk, ha a kdzleményszot
kétszer egymasutéan leirjuk. Az (aq, ag,. .., ax) kozleményszobol az

(o, 00,...,a, 01,00, .., 0%)
kédszé keletkezik.

b. Haromszori ismétlés kodja. A kodszot megkapjuk, ha a kézlemény-
szt haromszor egymasutan leirjuk. Az (aq, ;. .., o) kozleményszobol az

(041,042,...,Oék;,Oél,OéQ,..-,Oék;,Oél,OéQ,--.,Oék;)
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koédszé keletkezik.

c. Paritasvizsgalat kdédja. A kodszot megkapjuk, ha a kézleményszo
végére az elemek (Fa-ben szémitott) Osszegét irjuk. Az (a1, o, ..., ax) koz-
leményszobol az

(0417042>-"7ak7ﬂ)7 ﬁ:ZOdz

koédszo keletkezik.
2.2-6. Hamming-korlat.

Bizonyitsuk be a kovetkezét. Legyen az alaphalmaz S, a K C S™ kéd

t-hiba javit6. Ekkor
t

K] ’f‘) s—1)i < s,

3 (7

ahol s = |S].

2.2-7. Binaris blokk-kédot készitiink 3 hossza iizenetekhez. Legaldbb mekkora
legyen a kodszavak hossza, ha azt akarjuk, hogy a kod (minimalis tévolsigu
dekodoléssal) pontosan 1-hiba javit6 legyen?

2.2-8. k hossza binéris szavakbol (iizenet) 19 hosszt binaris szavakat (kod-
szot) készitlink. Legfeljebb mekkora lehet az iizenetek hossza, ha azt akarjuk,
hogy a koéd minimalis tavolsiga 8 legyen?

2.2-9. Allapitsuk meg, hogy van-e 6 minimalis tavolsagi, 13 hosszu perfekt
binaris kod?

A K blokk-kod tiokéletes (perfekt), ha a Hamming-korlat egyenléséggel
teljesiil. Perfekt kdd esetén a kédszavak koriili L%J sugart gdmbdok teljesen
kitoltik az n hosszi sorozatok terét, s igy minden szoéhoz pontosan egy kodszé
van, amelytél legfeljebb | %51 tavolsagra van.

2.2-10. Létezik-e 3 minimalis tavolsagu perfekt bindris kéd n = 147 esetén?
2.2-11. Van-e 12 hosszi kédszavakbol 4ll6 1-hiba javité perfekt binaris kod?

2.2.3. Linearis kéd alapfogalmai

A részleteket 1asd a megoldéasnal.

2.2.4. Linearis kéd

2.2-12. Valamely kod generatormaétrixa legyen a kévetkezd:

01 01O0T1FO0
G=11100110
01 11011
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Ezt a métrixot hasznélva kédolasra, adjuk meg az Gsszes kdzleményszot, va-
lamint a megfelels kodszavakat.

2.2-13. Allapitsuk meg, hogy az 5. példa kodjai koziil melyik linearis, és a
linedrisoknak adjuk meg a generatormatrixat.

2.2-14. Az aldbbi binaris kdédok esetében allapitsuk meg a minimélis tévol-
sagot, a hibajelz6 illetve (minimalis tavolsagia dekodolassal) a hibajavito ke-
pességet, valamint azt, hogy melyik linedris, a linedrisoknak pedig adjuk meg
a generatormatrixat.

a. Legyen k = 3, n = 4, és az {lizenetekhez az aldbbi szabdllyal rendeljiik
hozz4 a kodszavakat.

a1, g, 3 — Q1,02,03,01 +ag +az + 1

b. Legyen k = 3, n = 5, és az lizenetekhez az aldbbi szaballyal rendeljiik
hozza a kédszavakat.

a1, Q, 03 — a1, 02, A3, 0, Qg + Q3

c. Legyen k = 3, n = 5, és az lizenetekhez az alabbi szaballyal rendeljiik
hozza a kddszavakat.

aq, g, a3 — aq, g, a3, 0, max(og, 3)

2.2-15. Lassuk be, hogy ha az Fy {616tti [n, k] kod generatorméatrixa G =
(I P) alakt, akkor a H = (—PT I, ;) matrix a kod ellen6rz6 métrixa. (I,
a k x k méretl egységmatrixot jeloli, P pedig tetszéleges k X (n — k) méret,
I, f616tti matrix.) A kételem test folott — P helyett P is irhato, mert Fo-ben
1=-1.

Megjegyzés. Hasonloan igaz az is, hogy ha egy [n,k] kod ellen6rzé
matrixa H = (I,_; R) alaka, ahol R tetszdleges ((n — k) x k) mérettd, Fy
f6l6tti matrix, akkor a G = (—RT I;,) matrix megfelel generatormatrixnak.
2.2-16. Adjuk meg a 14. példaban szerepld linearis kod ellen6rzé méatrixat a

10010
G=(0 10 01

00101
generatormatrix felhasznalasaval.

2.2-17. Lassuk be, hogy egy [n, k, d] kod H ellenérz6 métrixdban van d linea-
risan Osszefliggd oszlop, de barmely d-nél kevesebb oszlop linearisan fiiggetlen.
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2.2-18. Adjuk meg a 14. és 16. példaban szerepld lineéris kod

10010
i = (0 110 1)
ellendrz6 matrixanak segitségével a kod tavolsagat és hibajelzs, valamint (mi-

nimalis tavolsaga dekodolassal) a hibajavito képességét.
2.2-19. Legyen egy binaris linearis kod generatormatrixa:

1000111
G:0100101
0010001
0001O0T1FQO0

Adjuk meg az (egyik) ellen6rzé matrixat. Az ellenérzd matrix felhasznalasaval
mondjuk meg a kédtavolsagot.
2.2-20. Egy binaris kéd generdtormatrixa

1100110
G=(01 10011
01 010T1@O0

Adjuk meg a kdod paritasellenérzé matrixat és tavolsagat.
2.2-21. Egy binaris kéd generdtormatrixa

01 01010
G=101 110 11
1100110

Adjuk meg a kdéd paritasellenérzé matrixat és tavolsagat.
2.2-22. Egy binaris kod generdtormatrixa

10011
G=1110 0 1
11100

Mennyi a kdéd szamossaga? Adjuk meg a kod paritasellenérzé matrixat, és
ennek segitségével hatarozzuk meg a tavolsigat.
2.2-23. Egy binaris kod paritasellen6rzé matrixa

0101101100110 °0°1
7 001 010O0OO0OI1T1T1T1T1TQ071
1001100110101 10
01 00110101O00O0T1T11

Lassuk be, hogy 1-hiba javité perfekt linearis kodrél van sz6.
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2.2.5. Hamming-kéd

Az 1-hiba javito perfekt linearis kodot Hamming-kddnak nevezziik.
2.2-24. Hamming-kéd készitése.

Binaris Hamming-kédot készithetiink a kovetkezéképpen. Legyen
r pozitiv egész szam (ellendrz6 jegyek szama),

n = 2" — 1 a kédszavak hossza,

k=2"—1—1r a kozleményszavak hossza.

A H r x n-es ellen6rzd méatrix j-edik oszlopaban a j 2-es szamrendszerbeli
alakjanak jegyei szerepelnek.

Legyen példaul » = 3,n = 7,k = 4. Adjuk meg a kod ellen6rz6 métrixat.
2.2-25. Adjuk meg az el6z6 példaban megismert szabaly szerinti Hamming-
kéd ellenérzé matrixat, ha r = 2, és ha r = 4.

2.2-26. A Hamming-kéd generatormatrixa. Adjuk meg a 24. példabeli
[7,4] Hamming-kod H ellenérz6 méatrixanak ismeretében a kod (egyik) gene-
ratormatrixat. Ha ezt a generadtorméatrixot alkalmazzuk a kédolasnal, mi lesz
a (0 1 1 1) tizenet kodja?

2.2-27. Hibajavitas binaris Hamming-koddal.

A részleteket lasd a megoldéasnal.
2.2-28. [7,4] binaris Hamming-kodnal, feltételezve, hogy egynél tébb hiba
nem lépett fel az atvitelnél, mi volt a tovabbitott kodvektor, ha

a.a’ =0 11111 0)illetve
b.bT'=(0 0 1 0 1 1 0) érkezett.



3. Példak és megoldasok

3.1. Testbdvités, véges testek

3.1.1. Testbdvités, véges testek, felbonthatatlan (irreducibilis) po-
linomok

3.1-1. Van-e a valés szamoknak olyan részteste, amelyet a valds
szamok minden részteste tartalmaz?

Megoldas. Ebben a T testben természetesen benne van a 0 és az 1. Mivel
test zart az Osszeadasra, bennevanaz 14+1=2,14+1+1=3, ..., tehit a
természetes szamok halmaza része ennek a testnek,

NCT.
Mivel minden elem additiv inverze is benne van a testben, benne van a —1,
—2, ..., tehat az egész szdmok halmaza is része ennek a testnek,

ZCT.

Test az osztasra is zart, ha nem nulla elemmel osztunk, s igy m,n € Z, n # 0
esetén m/n € T is teljesiil. Tehat a racionalis szdmok halmaza is része T-nek,

QCT.
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Q azonban maga is testet alkot, s igy megtalaltuk a keresett résztestet,

T=0Q

Megjegyzés. Azt mondjuk, hogy Q az R primteste. [ ]

3.1-2. Testet alkotnak-e a szokasos miiveletekre a kovetkez6 halma-
zok?

a. Ty ={a+0bv2|a,beQ} b. T = {a+biv/5 | a,b € Q}
Megoldas.
a. Nem, mert példaul v2 = (\4/5)2 g T.

Tegyiik fel ugyanis indirekt modon, hogy v2 = a + bv/2, ahol a,b € Q.
Ebbsl V2 —a = b\‘yi, amit négyzetre emelve 2 — 2v/2a + a? = b%V/2. Ezt
rendezve 2 4 a? = v/2(b? 4 2a). Vizsgaljuk meg el6szér a b? + 2a = 0 esetet.
Ekkor 2 + a? = 0, ebbél a?> = —2, ami ellentmondas. Ha pedig b 4 2a # 0,

akkor /2 = b%ici, s ez azt jelentené, hogy v/2 racionalis.

Tehat egy T1-beli szdm négyzete nem Ti-beli; s igy 77 nem test.

b. Igen. A test axiomak teljesiilnek. Most csak azt vizsgaljuk meg, hogy
az osztas is elvégezhetd a halmazon beliil, ha a nevezé nem nulla. Legyen
ugyanis a + biv/5, ¢+ div/b € Ty, ¢+ div/5 # 0. Ekkor

a + biv/b ~ (a+ biv/5)(c — dz\/g)
c+ dz\/g - c2 + 5d?

€ Ts.

3.1-3. Mi a kapcsolat a Q(v/2), a Q(1++/2) és a Q(v/8) testek kdzott?

Megoldas. Azonosak. Felhasznaljuk a test tulajdonsagait, nevezetesen azt,
hogy testbeli elemek Gsszege, kiilonbsége, szorzata és (ha a nevezs nem nulla)
a hanyadosa is testbeli. Mésrészt, ha valamely a € Q(b), akkor Q(a) C Q(b)
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is fennall.

El6szor megmutatjuk, hogy Q(v/2) = Q(1 + v/2).

1+v2 € Q(V2) - Q1+v2) ¢ Qv2),
V2=(1+v2) -1 € Q1+Vv2) — Q(W2) C Q(1++v?2),
és igy
Q(v2) = Q+vV2).
Most megmutatjuk, hogy Q(v/2) = Q(V/3).
V8=2v2 € Q(v2) - Q(v8) < Q(Vv2),
V2= ¢ Q) - Q(v2) < Q(VB),

és igy

=
S
I

=
@

3.1-4. Mely a,b racionalis szamokra teljesiil, hogy Q(v2) = Q(a +
by/2)?

Megoldas. b # 0, egyébként barmelyik racionalis szdm lehet a, illetve b.
Ugyanis egyrészt

a+bv2eQ(v2),

tehat

Q(a+bv2) € Q(V2)
Masrészt, ha b # 0, akkor

Va =t g

miatt

Q(v2) C Q(a + bV2),

s igy a két test megegyezik. [

3.1-5. Van-e olyan szam, amellyel bgvitve a racionalis szamok testét,
régton a Q(v/2,V/3) testet kapjuk?
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Megoldas. Ilyen példaul az A = /2 + /3. Ugyanis A € Q(\/§ + \/3) miatt
L eQ(V2+V3) s

IS S s Y-
Z_Jﬂﬁ_(ﬁ)?—(ﬁ)f\/g V2

tehat v/3 — v2 € Q(v2 + v/3). Masrészt

A-L A+ 4

5 :\@ és 5 :\/3
miatt
V26 V3 € Q(W2+v3) —  Q(HV2,V3) < Q(V2+v3),
V2+V3 € Q(W2,v3) — QHW2+v3) C Q(V2,Vv3),

és igy

Q(WV2+V3) = QH2,V3).

3.1-6. Felbonthatatlan-e az 2°+5 polinom Z, Q, C, Z,, Zs3, illetve Zs
felett?

Megoldas.
Mi felett?  Felbont- Indoklas
hatatlan?
Z igen p = 5 valasztassal a Schonemann—FEisenstein tétel.
Q igen Az el6z6 és a Gauss-tétel miatt.
C nem 5 els6foku tényezs szorzatara bonthato.
Zo nem P4+5=2"+1=(x—-1)(...) (az 1 gydke)
Zs3 nem P +5=2"-T=(z-1)(...) (az1 gyoke)
Zs nem 25 +5=2" (a0 gydke)

3.1-7. Keressiik meg Z, f6l6tt az 6sszes masod-, harmad-, és negyed-
foku felbonthatatlan (irreducibilis) polinomot.
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Megoldas.
fokszam polinom felbonthatdsag
elséfoki x irreducibilis
r+1 irreducibilis
masodfoka 22 =z-x
2+ 1 =(x+1) (z+1)
22+ =z-(x+1)
2 +r+1 irreducibilis
harmadfoka 23 =z
3 +1 =(@+1) - (22 +z2+1)
3+ (22 +1) (x4 1)2
4+l irreducibilis
x3 + 22 =22 (z+1)
w34+ 22 +1 irreducibilis
3+t =z (2> +z+1)
4+ +r+1 =(@x+1) - (2>4+1) = (z+1)3
negyedfoka x4 =zr-r-x-x
ot 4+ 1 =@+ - (@@ +22+2+1)=(z+1)*
ot 4z =z @B+ =z (z+1) - (22 +2+1)
et 441 irreducibilis
zt + 22 =22 (2?2 4+1) =22 (z +1)?
et 4224+ 1 = (2 +2+1)?
at+ 2%+ =z-(®+z+1)
et 24+ +1 =(x+1) (23 +224+1)
zt + 23 =23 (z+1)
zt 4234+ 1 irreducibilis
t + 28+ x :x-(x3+x2+T)

A4 +r+1

zt + 2% + 22

=(w+T)( +tD)=@+1)* @*+z+])

=22 (2 +z+1)=(z+1)3

4+t 42?4+ 1
3+’ 4
gt 3+t +1

=(@+1)(«* +x+T)
=(@+1)- (@ +2>+z+1)
irreducibilis

Az els6fokn polinomok természetesen irreducibilisek. A mésod- és har-
madfokiiak akkor és csak akkor irreducibilisek, ha nincs gyokiik a test felett.
A negyedfokuak esetében, ha van gydke a polinomnak, akkor nyilvan felbont-
haté, ha nincs gytke, akkor még elgfordulhat, hogy felbonthaté két masodfoki
irreducibilis szorzatéra.
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Ha f konstans tagja oszthaté p-vel, és a polinom legalabb méasodfok,
akkor f nem irreducibilis, hiszen a 0 gyoke, igy az ilyen polinomokat nem kell
kiilon vizsgalni.

A kovetkezd stratégiat alkalmaztuk példaul a negyedfokuaknal: minden
lehetséges mdodon Gsszeszoroztuk az elsG-, masod- és harmadfoki irreducibi-
lis polinomokat gy, hogy az eredmény negyedfoki legyen. Az a negyedfokn

polinom, amelyet igy nem kaptunk meg, irreducibilis. [ |

3.1-8. Igazoljuk, hogy az alabbi polinomok felbonthatatlanok (irre-
ducibilisek) F, felett.

a. 2° + 22 +1,
b. 20 +2+1,
c.z’ + 2% +1.

Megoldas. Felhasznaljuk, hogy 22+ +1, 23 + 2 +1, 23+ 22 +1 a masod-
és harmadfoku irreducibilis polinomok Fa felett (lasd az el6z6 példat).

a. Ha az 2% 4+ 22 + 1 polinom felbonthato lenne, akkor lenne elséfokn vagy
mésodfoki tényezdje.

Ha lenne els6foku tényezGje, akkor lenne gydke Fy felett a polinomnak. Az
osszes elem (0 és 1) behelyettesitésével meggy6zodhetiink arrél, hogy nincs
gyoke, igy nincs elséfokn tényezdje sem.

Vizsgaljuk meg, hogy van-e masodfoka tényez6je. Az egyetlen masodfoka
irreducibilis polinom az x? 4z +1. Ezzel a polinommal osszuk el maradékosan
az x° + 22 + 1 polinomot.

(@5 +224+1): (22 +2+1) =23 + 22
—(2° + 2 + a7
et 4342241
—(zt+ 2% +2?)
1
A maradék 1, tehat az elsS polinom nem oszthaté a masodikkal.

Mivel 2° + 22 4 T-nek sem els6- sem mésodfokt irreducibilis tényezéje
nincs, 6 maga irreducibilis.
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b. Ha az 2% + £ + 1 polinom felbonthat6 lenne, akkor lenne elséfok,
mésodfokil vagy harmadfoka tényezGje.

Ha lenne els6foku tényezéje, akkor lenne gydke Fo felett a polinomnak. Az
osszes elem (0 és 1) behelyettesitésével meggy6z6dhetiink arrél, hogy nincs
gyoke, igy nincs elséfoknl tényez6je sem.

Vizsgéljuk meg, hogy van-e masodfoku tényezGje. Az egyetlen masodfoki
irreducibilis polinom az x? 4 + 1. Ezzel a polinommal osszuk el maradékosan
az % + 2 + 1 polinomot.

(2 4+z4+T): (2 +zc+D)=2*+23+2+1
—(2® + 2% + )
P 4at+r+1
—(2® +2* +23)
2 4r+1
—(23 + 22 + 7)
2?4+ 1
—(22 +x+1)
T

A maradék x, tehat az els6 polinom nem oszthato a mésodikkal.

Most osszuk el az 2% + 2 + 1 polinomot sorban a két harmadfoku irredu-
cibilis polinommal is.

@ +r+T): (@ +22+) =23 +22+2
—(25 + 25 + 2?)
P+ +ar+1
—(2° + 2’ +a?)
434224241
—(2t +a° +7)
22 +1

A maradék 22 + 1, tehat az elsé polinom nem oszthaté a méasodikkal.
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(@ +z+1): (P +z+])=2+2+1
—(2%+ 2t + 27
o411
—(z* + 22 + 7)
w3+ 2?2 +1
—(23 +2+1)
22+

A maradék 22+ x, tehat az els6 polinom most sem oszthato a masodikkal.

Mivel 2% + 2 + T-nek sem els6-, sem mésod-, sem pedig harmadfoka irre-

ducibilis tényez§je nincs, 6 maga irreducibilis. [ |

3.1-9. Hany masodfoka normalt (1 féegyiitthat6ja) irreducibilis po-
linom van egy ¢ elemi testben?

Megoldas. Szamoljuk meg, hogy 6sszesen hany x? + bz + ¢ alaki polinom
van, ha b és c a test tetsz6leges eleme lehet. Mivel a test g elemt, ilyen polinom
q-q = q? darab van.

Ebbél el kell venniink a reducibilisek szamét. Ha egy normalt masodfoka
polinom reducibilis, akkor (x — a)(x — ) alaki, ahol a és (3 a test tetszSleges
eleme lehet. Ezek szdmat megkapjuk, ha ¢ elembédl kett6t valasztunk ismét-
léssel, a tényezSk sorrendje nem szamit, tehdt a keresett szamot megadja a
C’q2 " ismétléses permutédcioszam.

0i 2 (4+1\  qlg+1)
Cq _Cq+1_< 9 >_ 9

Az irreducibilisek szdma igy

qg_q(q+1) _qlg—1)

2 2

q = 2 esetén ez a képlet 1-et ad, ¢ = 3 esetén pedig 3-at. |

3.1-10. Készitsiink 9 elemii testet.
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a. Adjuk meg a miivelettablakat.

b. Hatarozzuk meg az egyes elemek multiplikativ rendjét, keres-
siink primitiv elemeket.

c. Hatarozzuk meg az egyes elemek additiv rendjét.
Megoldas.

a. Fg-et ugy készitjiik el, hogy Zz-mat bévitjiikk peldaul az m = 22 + 1
Zs 1616tt irreducibilis polinom wu gyokével (masodfoku bovités). Fg elemei u
legfeljebb els6foki polinomjai és a 0.

Z3 elemei :
0 T 3="1=-1
Fg elemeli :
a = 0 = u g = 2u
b =1 e = u+1 h = 2u+1
2 f = u+2 i = 2u+2

Az elemek Osszeadasét és szorzasat ugy végezziik el, mint a polinomokét.

+la b ¢ d e f g h i
ala b ¢ d e f g h 1
blb ¢ a e f d h 1 g
clec a b f d e i g h
dld e f g h © a b c
ele f d h i g b ¢ a
flf d e i g h ¢ a b
glg h i a b ¢ d e f
hlh ¢+ g b ¢ a e f d
i1i9 g h ¢ a b f d e
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a b c d e f g h i
ala a a a a a a a a
bla b ¢ d e f g h 1
cla ¢ b g i h d f e
dla d g ¢ f i b e h
ela e © f g b h ¢ d
fla f h i b d e g c
gla g d b h e ¢ 1 f
hla h f e ¢ g i d b
ila © e h d ¢ f b g

A szorzotabla elkészitésénél felhasznéaljuk azt, hogy u? + 1 = 0, hiszen u
az m = 22 + 1 polinom gydke.

= W=uw+1-1=0-
= u2—|—u:u2+T+u—
= u?+2u=nu? +T+2
= 2u = 2u? +2—|—1

=l =

I

Il <o
4+ =

| o o o+

I
[\~}
-
+
g

I

[\~}
=4
_|_
[\V]]
+
g
_|_

[l

= 22 +2u—2u +242u+1

+
0
= (u+1)2?=w?+2u+1=0+2u

I+ =
e >+

= (w+Duw+2)=u’>+3u+2=1=5>

= (u+D2u=2u>+2u=2u>+2+2u+1=h
(u+1)u+1)=2u’+3u+1=2=c

= (u+DQ2u+2)=2u>+4u+2=u=d

= (w+2?2=vl+4du+d=u=d

= (W+22u=2+4u=2u?+2+u+l=ce

= (w+2)2u+1)=2u>+5u+2=2u=g

= (u+§)(2u+§):2u2+6u+1:c

= ul=4’=u+1+2=2=c

= 2u2u+1) =4’ +2u=u?>+1+2u+2=1

= 2u2u+2) =4l +du=ul+u=f

Qu+TD)u+1)=4u?+du+T=u=d
= u+1)(2u+2)=4u’>+6u+2=>
(Qu+2? =4’ +8u+4d=2u=gy

T R T S Y
|

f~:~b®@%%%%%mmmmm&&&&&&

~.
|
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Megjegyzés. A fenti szamitasok elvégzése soran gy is eljarhattunk volna,
hogy felhasznaljuk az u? = —1 = 2, 6sszefiiggést.

b. Most nézziik a nem nulla elemek multiplikativ rendjét. A Lagrange-
tételbsl tudjuk, hogy ez a rend csak olyan szam lehet, ami osztdja a test
multiplikativ csoportja rendjének, vagyis 8-nak. A szobajohetd rendek tehat
1, 2, 4, 8. Azt kell megvizsgalnunk, hogy ezekre a kitevékre emelve az elemet,
mikor kapjuk meg elGszor az egységelemet. A 8. hatvany esetében természe-
tesen mindenképpen megkapjuk.

o =1
=1 le| =2

d>=c dt=c2=1 |d| =4

P=c  A=1 g =4

e? = el=g?=c S=c2=1 le] =8
fed  fled=2 el £1=
h?=d |h| =8

i’=g li| =8

Primitiv elemek — az (IF§, ) csoport generdlo elemei — azok, amelyek rendje
megegyezik a multiplikativ csoport rendjével, tehét 8 a rendjiik. Ezek e, f, h, 1.

c. Az elemek additiv rendje a 0 kivételével 3, mert Char(Zs)—Char(Fg)—3.

3.1-11. Készitsiink 4 elemii testet.
a. Adjuk meg a miivelettablakat.

b. Hatarozzuk meg az egyes elemek multiplikativ rendjét, keres-
siink primitiv elemeket.

Megoldas.

a. Fy-et ugy készitjiik el, hogy Zs-t bévitjitk az m = 22+ 2 +1  Zy f6l6tt
irreducibilis polinom u gyckével (masodfoku bovités). Az m polinom valoban
irreducibilis Zg f616tt, mert m(1) = 1 és m(0) = 1, tehat nincs gydke Za-ben
(egyébkent lasd a 7. példat). Fy elemei u legfeljebb els6foku polinomjai és a
0.

Zo elemei :

0 T=—1=-T1



3.1. Testbdvités, véges testek 27

F4 elemei :

a = 0 b = 1 c = u d = u+1

Az elemek Osszeadasat és szorzasat ugy végezziik el, mint a polinomokét.

+la b ¢ d
ala b c d
b|b a d c
clec d a b
dld ¢ b a

a b c d
ala a a a
bla b ¢ d
cla ¢ d b
dla d b ¢

A szorzotabla elkészitésénél felhasznaljuk azt, hogy u? 4+ u + 1 = 0, hiszen u
az m = 22 + 2 + 1 polinom gydke, és igy u? = u + 1 is fennall.

coe=uw=w+u+T4+u+I=u+1=d
cod=v*+u=v>+u+1+1=1=0b
dd=@wu+1)u+l)=v*+2u+l1=w+u+I+u=u=c

b. Primitiv elemek: c = u, d =u + 1.

A multiplikativ csoport general6é eleme a ¢, mert kiillonb&z6 hatvanyai
elgallitjak a tobbi elemet:

= ¢ 2 = u+l=d A = (u+1l)-u=1=0b
Hasonléan generéld elem a d is:
d' = d d? = WH+l=u=c d = wW+u=1=>b

Megjegyzés. Az elébbi eredményt mas meggondolassal is megkaphatjuk:
mivel Zs multiplikativ csoportjanak rendje 3, a csoport ciklikus, s6t az egy-

ségelem kivételével a tobbi két eleme (¢ és d) generélja. [ |
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3.1-12.

a. Bizonyitsuk be, hogy az f(x) = 2% + 2 + 1 € Zs[x] polinom
irreducibilis Z5 felett.

b. Hany eleme van a Zs[z]/f maradékosztalygytiriinek (testnek),
ahol f az f t6bbszordseibdl allo ideal? Adjunk meg egy reprezen-
tansrendszert.

Megoldas.

a. Az irreducibilitashoz elég megvizsgalnunk azt, hogy van-e gytke a po-
linomnak Zs-ben. Ha ugyanis felbonthat6 (reducibilis) lenne, akkor

23+ 2 4+1=(azx+b)(cx? +dz+e¢) (mod 5)

alakban lehetne felirni. Mivel az + b = 0 (mod 5) a # 0 miatt megoldhato,
lenne gydke a polinomnak Zs-ben. A polinomnak azonban nincs gytke ebben
a testben:

igy f irreducibilis Zs felett.
b. reprezentansrendszert alkotnak a legfeljebb méasodfoki polinomok:

{a+bx+cx2|a, b, c€{0, 1, 2, 3, 4}}

Mivel a, b, c egymastol fiiggetleniil felveheti az 5 kiilonboz6 értéket, ezért a

reprezentansrendszer 5% = 125 elemt, s ennyi eleme van a Zs[x]/f testnek is.

3.1-13.

a. Bizonyitsuk be, hogy az f(z) = 2> + v + 1 € Zs[z] polinom
irreducibilis Z; felett.

b. Hany eleme van a Zs[z]/f maradékosztalygytiriinek (testnek),
ahol f az f t6bbszordseibdl allo ideal? Adjunk meg egy reprezen-
tansrendszert.

Megoldas.

a. Az irreducibilitashoz elég megvizsgalnunk azt, hogy van-e gydke a po-
linomnak Zs-ben. Ha ugyanis felbonthaté (reducibilis) lenne, akkor

> +rx+1=(ax+b)(cx+d) (mod5)
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alakban lehetne felirni. Mivel ax + b = 0 (mod 5) a # 0 miatt megoldhato,
lenne gydke a polinomnak Zs-ben. A polinomnak azonban nincs gytke ebben

a testben:
fO)=1,  fO)=3,  f2)=2  fB)=3  [f@)=1
igy f irreducibilis Zs felett.
b. reprezentansrendszert alkotnak a legfeljebb elsGfoki polinomok:
{a+bx|a, beA{0, 1, 2, 3, 4}}

Mivel a és b egymastol fiiggetleniil felveheti az 5 kiilonbozd értéket, ezért a
reprezentansrendszer 52 = 25 elemt, s ennyi eleme van a Zs[z]/f testnek is.

Zs[x]/f elemei az alabbi elemek 4ltal reprezentalt osztalyok:

1] 1 2 3 4
x r+1 x+2 x+3 x+4
2z 2z + 1 2 + 2 2 + 3 2¢ + 4
3z 3x+1 3x+2 3xr+3 3x+4
Az dr +1 4z 42 4z + 3 Az 4+ 14

3.1-14.
a. Igazoljuk, hogy f(x) = 23 + z + 2 reducibilis Z; felett.

b. Hany eleme van a Z;[r]/f maradékosztalygyftirtinek (f az f
polinom t6bbszordseibdl allo ideal)? Adjunk meg egy reprezentans-
rendszert.

c. Mutassuk meg, hogy a Z7[r]/f maradékosztalygyfirti tartalmaz
nullosztot.

Megoldas.

a. A Horner-elrendezéssel azt tapasztaljuk, hogy f-nek 4 kétszeres gydke,
—1 pedig egyszeres gyoke.

L l1jofif2] |
4] T1T4]3]0
4 110

1 10
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b. A maradékosztalygytri elemeinek reprezentansai a legfeljebb masod-
foki polinomok:

{a+bx+cx2|a, b, ce {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6}}

Mivel a, b és ¢ egymastol fiiggetlenil felveheti a 7 kiilonboz6 értéket,
ezért a reprezentansrendszer 73 = 343 elemii, s ennyi eleme van a Zs[z]/f
maradékosztalygytirtinek is.

c. Nullosztépart alkot példaul a kdvetkezs két osztaly:
(Z’ - 4)27 T+ 17

mert

(x—4)2 - z2+1=(x—4%)-(x+1)=f=0.
Ez a maradékosztalygytirt nem test, hiszen tartalmaz nullosztot. [

3.1.2. Elem felirasa bazisban

3.1-15. Legyen u € C a Q feletti z® — 22 + 2 polinom egyik gyoke.
Lassuk be, hogy a polinom Q felett irreducibilis. Irjuk fel Q(u) | Q
{1, u, u?} bazisaban a kévetkezs elemeket:

a. u’ b. vt c. ut +u2

Megoldas. A polinom irreducibilis Z felett: p = 2-vel alkalmazzuk a Schone-
mann—Eisenstein-tételt. A Q feletti irreducibilitas ebbdl és a Gauss-tételbdl
kovetkezik.

u az x3 — 22 +2 polinom gydke, ezért u? —2u+2 = 0, amib6l u? = 2u— 2.
Ezt hasznaljuk fel t6bbszor is a tovabbiakban.

a.

u’ =ut - u® = ut(2u - 2) = u(2u — 2)u® = u(2u — 2)(2u — 2) =
= u(4u® — 8u+4) = 4u’ — 8u? +4u = 4(2u —2) — 8u® +4u = —8u® + 12u — 8
b. u # 0, igy létezik inverze. Az u® — 2u + 2 = 0 egyenletet megszorozzuk

u~t-gyel, ekkor
(= 2u+2)-ut=0.

Ebbsl U2—2—|—2u_1207 u_lzl_“;.
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c. El6szor szamitsuk ki ul-t. ut = u(2u — 2) = 2u® — 2u

Most nézziik u =2 kiszamitasat. Az u®—2u+2 = 0 egyenletet megszorozzuk
u~2-vel.
(u? —2u+2)u?=0

u—2u"t+202=0

2
u2=1— u +u
2
Végiil a két kifejezés dsszege:
2
3 5
u4—|—u_2:2u2—2u—|—1—u ;—u =§u2—§u+1

3.1-16. Legyen u € C az 2% — 622 + 92 + 3 Q felett irreducibilis poli-
nom gybke. Fejezziik ki Q(u) | Q {1, u, u?} bazisdban a kévetkezs
elemeket:

5 1
a. 3u° — 2u b. T

Megoldas. u £Q, mert a polinom irreducibilis. u az 2° — 622 +9x +3 polinom
gyoke, ezért u? — 6u? 4+ 9u + 3 = 0, amibdl v = 6u? — 9u — 3. Ezt hasznaljuk
fel t6bbszor is a tovabbiakban.

a.
3ud —2u = 3u?-u® — 2u = 3-u?(6u® —9u—3) — 2u = 18u? — 27> — 9u® — 2u =
= 18u(u?®) —27u® — 9u® —2u = 18u- (6u® —9u—3) —27(6u> —9u—3) —9u? —2u =
= 108u® — 162u® — 54u — 162u® + 243u + 81 — Ju* — 2u =
= 108(6u® — 9u — 3) — 333u® + 187u + 81 =
= 315u” — 785u — 243

b. Az u® — 6u? + 9u + 3 = 0 egyenletet megszorozzuk (u + 1)~ !-gyel.

ud —6u? +9u+3 B

0
u+1
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A szamlaloval és a nevezdvel maradékos osztast végziink:

(ud —6u? +9u+ 3): (u+1) =u®>— Tu+ 16
—(u?® +u?)
—Tu? 4+ 9u+ 3
—(—Tu? — Tu)
16u + 3
16u + 16
—13

A maradékos osztés eredmeénye:
u? — 6u® 4+ 9u+3 = (u? — Tu+16)(u+ 1) — 13 (1)

Felhasznalva, hogy u® — 6u? + 9u + 3 = 0, azt kapjuk, hogy:

1 u? —Tu+ 16

ut+1 13

Az u + 1 kifejezéssel valé maradékos osztas helyett Horner-elrendezést is al-
kalmazhatunk:

1 -6 9 3]
—1| 1 -7 16| -13
Ebbdl a tablazatbol is leolvashatjuk (1) egyiitthatoit. [ ]

3.1.3. Minimalpolinom, felbontasi test

3.1-17. Hatarozzuk meg \/2 — v/2 minimalpolinomjat Q felett.
Megoldas. Legyen

a=1/2-2
Ebbél a kovetkez6khoz jutunk:

o?=2-2

—a?+2=V2

(—a?4+2)2 =2
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—a%+6a*— 1202 +6 =0,

vagyis a gyoke az
f=a%—62*+1222 -6

polinomnak. Masrészt ez a polinom irreducibilis, amit beldthatunk agy, hogy

alkalmazzuk a Schénemann-Eisenstein tételt p = 2-vel (vagy 3-mal). Ebbé6l

pedig kévetkezik, hogy f minimalpolinomja v/2 — +/2-nek. [ ]

3.1-18. Mutassuk meg, hogy

€/9+4\/S+ §/9—4\/5

egész szam.

Megoldas. Legyen

a= {’/9+4\/5+ {’/9—4x/5.

Szamitas kozben felhasznaljuk, hogy

(a+b)3 =a® +b% + 3ab + 3ab? = a® + b> + 3ab(a + b)

és alkalmazzuk a kovetkezs jeldlést: a = V9 + 4v/5, b = v/9 — 41/5. Ekkor

a3 =9+4V5+9—4V5+4 381 —80(a +b) =18+ 3(a + b) = 18 4 3«
Igy az alabbi polinomhoz jutottunk.
3 =18 + 3z

22 —3x—18=10

Ennek a polinomnak gydke a {’/9 +4V5 + 3/9 — 44/5 szam.

Keressiik el6szor a polinom raciondlis gyokeit. Felhasznéljuk, hogy ha van
a raciondlis gyok, akkor az egész szam, osztoja 18-nak, valamint 1 —«| ) a; =
f(1) és 1+a|>2(=1)%a; = f(—1), ahol a; a polinom egyiitthatosit jelsli. (Lasd
a Polinomok kétetben.)
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Azt kapjuk, hogy a 3 lehetséges gyok, behelyettesitéssel (Horner-elrendezés)
pedig azt kapjuk, hogy valéban gydk.

all 0 -3 18] f(o)
3] 1 3 6] o0

A Horner-elrendezés egyiitthatibol azt is leolvashatjuk, hogy mi a hanyados
polinom, ha = — 3-mal osztjuk a polinomunkat:

22 +32+6

Ennek a polinomnak a gyokei

-3+v9—-24 —3+iV1H

T12 = 9 9

tehat nem valosak. A %/9 + 45 + 3/9 — 44/5 szam valés, s ennek a gyokok
koziil csak a 3 felel meg. Tehat

{’/9+4\/5+ 6/9—4\/5:3.

3.1-19. Hatarozzuk meg az (22 + 1)(2? — 22 + 1) polinom felbontasi
testét Q felett.

Megoldas.
(2? + 1) (2% =22+ 1) = (x — i) (z +i)(z — 1)?

igy a polinom gyokei +i és 1, tehat a polinom Q feletti felbontasi teste Q(4).

3.1-20. Q(V/2) megegyezik-e /2 minimalpolinomjanak a felbontasi
testével?

Megoldas. /2 minimalpolinomja 2% — 2. Ennek gyckei /2 mellett
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Ez utobbi két gydk nincs benne Q(v/2)-ben (mert ennek a testnek minden

eleme valos), tehat a két test nem egyezik meg. ]

3.1-21. Van-e racionalis gySke az f(z) = 23 — 22 — z — 2 polinomnak?

Mi az f felbontasi teste Q felett?

Megoldas. A polinom raciondlis gytkei 2 osztéi lehetnek. 2 valoban gyoke,
amint err6l a Horner-elrendezéssel meggy6z&dhetiink:

1 -1 -1 -2
2 | 1 1 10

Az el6bbi tablazat méasodik sordban a hanyados polinom egyiitthatoi is meg-

jelennek, amely 22 + z + 1. Ennek (s igy az eredeti polinomnak is) a gyokei

%i‘/g. Az f polinom Q feletti felbontasi teste igy Q(iv/3). [ |

3.1-22. Bizonyitsuk be, hogy ha a € C megoldasa a 10z® — 10522 +
84z + 210 = 0 racionilis egyiitthatos egyenletnek, és valamely K
testre fennall, hogy Q(a)|K és K|Q, akkor K = Q(a) vagy K = Q.

Megoldas. Ha p = 7-tel alkalmazzuk a Schénemann—Eisenstein-tételt, akkor
azt tapasztaljuk, hogy a polinom Z felett irreducibilis. Ebbél a Gauss-tétel
alkalmazédsaval azt kapjuk, hogy Q felett is irreducibilis a polinom, tehat
Q(@)|Q harmadfoka bévités. A testbovitések fokszamtétele szerint

Ebbdl [Q(a) : K] és [K : Q] egyike 1, tehat K = Q(«) vagy K = Q. |

3.1-23. Legyen K =T, és f(z) K f6l6tti irreducibilis n-edfoka poli-
nom. Lassuk be, hogy

f(z)|z?" —z.
(Fq a ¢ elemi testet jeloli.)

Megoldas. Legyen « az f polinom gydke, és bévitsiik K-t a-val:

L =TFy(a)
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Belatjuk, hogy o gySke az 29" — z polinomnak. L ¢" elemszamu test, multip-
likativ csoportjanak elemszama eggyel kevesebb:

[ILA{0} = ¢" — 1.
Legyen [ a test tetsz6leges nem nulla eleme. Ekkor
g =,

ahol e a test egységeleme, ugyanis ha csoport valamely elemét a csoport rendje
nagysagu kitevére emeljiik, akkor megkapjuk az egységelemet (Lagrange-tétel
kovetkezménye). Igy az is igaz, hogy

n_1 _

ot e.

Innen
vagyis

tehat o valoéban gydke az x9" — x polinomnak is.

Masrészrsl f az a K f616tti miniméalpolinomja, és ha a K {6l6tti valamely
g polinomnak gyoke «, akkor f|g is teljesiil. Tehat

f@)]a?" —

3.1-24. Legyen K =T, f(z) K f6lotti irreducibilis n-edfoka polinom,
és legyen a gyoke f-nek. Lassuk be, hogy K-t a-val bévitve megkap-
juk f K folotti felbontasi testét. (Mas szoval lassuk be, hogy ha f
egyik gyoke a bdvitett véges testben van, akkor f mindegyik gyoke
benne van.) (F, a ¢ elemi testet jeloli.)

Megjegyzés. 0 karakterisztikdji testben ez altalaban nem igaz
(lasd a 20. példat).

Megoldas. Legyen L = F,(«). Belattuk az el6z példaban, hogy o gydke az
29" — x L £616tti polinomnak. S6t azt is belattuk, hogy a test barmelyik nem
nulla § eleme is gyoke a polinomnak. Ennek a polinomnak — mint kénnyen
lathato — gydke a 0 is, tehat a test minden eleme gyoke. Mivel a ¢"-foka
polinomnak megtalaltuk ¢" gyokét, tobb gyoke pedig nem lehet egy test folotti
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polinomnak, mint a fokszdma, ebbdl kévetkezik, hogy a polinom L f6lott ¢™
darab els6foki tényez§ szorzatara bomlik.

o —o=[[-)

BeL

Masrészt szintén az elébbi példabél tudjuk, hogy
@)l —a,

tehat L folott f is elséfoki polinomok szorzatara bomlik. Ez pedig azt je-
lenti, hogy f egyetlen gyokével bévitve, a kapott testben f mindegyik gydke

megtalalhato. ™

3.1.4. Bovités foka, véges és algebrai bdvités

3.1-25. A kiévetkez6 bévitések koziil melyik véges és melyik algeb-
rai? (A az algebrai szamok halmaza)

a. CIR b. Q(v5)|Q c. AQ d. A|Q(v/5) e. R|Q(w)
Megoldas.

a. Véges, algebrai, {1, i} egy bazis.

b. Veges, algebrai, {1, v/5} egy baais.

c. Nyilvan algebrai a bévités, ugyanakkor nem véges. Ha véges lenne, akkor
lenne véges bazisa, s igy véges sok algebrai szam linearis kombinéacidjaként az
Osszes tobbit el lehetne dllitani. Ez azonban nem lehetséges.

d. Nem véges, algebrai.

e. Nem véges, nem algebrai, pl. belathato, hogy e nem irhato fel Q(m)-beli
nem nulla polinom gyokeként. |
3.1-26. Mennyi a Q(7)|Q(7?) testbdvités foka?

Megoldas. A bévités foka 2. Egyrészt m & Q(n?), masrészt 22 — 12 Q(m?)

feletti polinom, ennek gyoke 7, s igy masodfokd a b@vités. [ |
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3.1-27. Hatarozzuk meg a T|Q testbévités fokat, ahol T az alabbi. Mi
a b6vité elem minimalpolinomja Q f6lott? Adjunk meg egy béazist.

a. Q(v7) b. Q(iV5)
c. Q1 +1iv3) d. Qi + v/5)
e. Q(u+ivv), u,v e Q,v/v € Q

Megoldas.

a. Legyen a = /7. Mivel a ¢ Q, o miniméalpolinomja legalabb masodfokii.
o? = 7, s igy v/7 minimalpolinomja Q f5l6tt 22 — 7. A bévités foka 2, egy
bazis {1,/7}.

b. Legyen o = iv/5. Mivel o € Q, o minimalpolinomja legalabb masod-
foka. o® = —5, s igy iv/5 minimalpolinomja Q f616tt 2 + 5, a bévités foka 2,
egy bézis {1,iv/5}.

c. Legyen a = 1 + iv/3. Mivel a ¢ Q, a minimalpolinomja legalabb
masodfoki. o minimalpolinomja Q f6l6tt #2 — 22 4 4. Ezt a kovetkezéképpen
talalhatjuk meg:

a=1+iV3
02=1-34+21V3=2+2V3—-4=20—4

o gytke az 22 — 2 + 4 polinomnak, és korabbi megallapitasunk alapjan ez a
minimalpolinomja is.

A bévites foka 2, egy bazis {1,1 + iv/3}. Mivel Q(1 + iv/3) = Q(iv/3),
bazis példaul {1,4iv/3} is.

d. i+ +/5 minimalpolinomja Q f616tt * —8x2 4 36. Ezt a kovetkezsképpen
talalhatjuk meg:

a:i—l-\/g
a?=—-1+5+2iV5
a? —4 =25

at+16 —8a% = —20

Ezek szerint i + /5 gyoke az f = 2* — 822 + 36 polinomnak.
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Az i + /5 elemmel valo bévités negyedfoki, mert két masodfoka bévi-
tés szorzata (i-vel majd v/5-tel bévitiink). Igy a kapott negyedfoka polinom
minimalpolinomja i + v/5-nek.

Egy lehetséges bazis {1, + /5, (i + v/5)2, (i +/5)3}.

e. u + i,/v minimalpolinomja Q folétt 22 — 2ux + u? + v. Ezt a kivetke-
z6képpen taldlhatjuk meg. Legyen

a = u+ i/,

ekkor
o = u? — v+ 2uivo = u? — v+ 2u(u + ivov) — 2u® = —u? — v + 2ua

Vagyis a gydke a Q f6l6tti 22 — 2ux +u? + v polinomnak. Ugyanakkor a & Q,
{gy a minimalpolinom legalabb masodfok.

A bévites foka 2, egy bazis {1,u + i\/v}. Mivel Q(u + iv/v) = Q(iy/v),
bézis példaul {1,i\/v} is. [ |

3.1-28. Hatarozzuk meg a 7T'|Q testbovités fokat, ahol 7' az alabbi.
Adjunk meg egy bazist.

a. Q(v2,v3) b. Q(i, V8)
Megoldas.

a. Q(v2,V3) = Q(v2)(V3). A béviteés tehat felfoghaté ket masodfoka
bévités egymasutanjaként. Az elsG bévités bazisa {1,v/2}, a masodik bévités
bazisa {1,v/3}. A keresett bévités bazisa a két el6bbi bazis szorzatabol adodik
(1asd testbévitések fokszamtétele): {1,v/2,v/3,1/6}, a bévités foka pedig 4.

b. Q(i,v8) = Q(i)(+/8). A bévités tehat felfoghato ket masodfoku bovites
egymasutanjaként. Az els6 bévités bazisa {1,i}, a méasodik bvités béazisa
{1,1/8}. A keresett bovités bazisa a két elbbi bézis szorzatabol adodik (lasd

testbévitések fokszamtétele): {1,4,/8,iv/8}, a bévités foka pedig 4. ]

3.1.5. Véges test elemeinek 8sszege, szorzata, Vieta-formulak, gyo-
kok és egyiitthatok kozotti 6sszefiiggések

3.1-29. Bizonyitsuk be a Wilson-tételt: (p — 1)! = —1 (mod p), ha p
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prim.

Megoldas. Z, elemeivel dolgozunk. Minden @ # 0 maradékosztalyhoz pa-
rositjuk azt a b maradékosztalyt, amellyel szorozva I-et ad. Mivel 7, test,
minden @ # 0-hoz van ilyen b. Ha @ pérja b, akkor nyilvan b parja a. E pa-
rositas soran csak az 1 és —1 osztaly lesz dnmaga parja. Ha ugyanis u parja
onmaga, akkor

w?=1 (mod p),

vagyis

0=u?—-1=(u—1)(u+1) (modp).

Ebbésl, mivel p prim

plu—1 wvagy plu+1,

tehat

u=1 (modp) vagy wu=-1 (mod p).

Szorozzuk Ossze tehdt mindegyik osztalyt a parjaval, ha az kiilénbozik téle.
Ezeket az értékeket egymassal is Osszeszorozva 1-et kapunk, amit még meg
kell szoroznunk a kimaradt osztalyokkal, az 1-gyel, és — ha ett6] kiilonbozik —
akkor a —1-gyel is.

Ha 1 # —1, akkor (p —1)! = 1(—1) = —1 (mod p).

p=2esetén 1 = —1sigy (p—1)!'=1= —1 (mod 2) szintén teljesiil. m

3.1-30. Mennyi valamely véges test nem nulla elemeinek a szorzata?

Megoldas. Az eléz6 példa gondolatmenetét alkalmazzuk. TetszGleges véges
testben is megtehetjiik, hogy mindegyik elemet megszorozzuk az inverzével, s
a szorzatok értéke l-et ad (most 1 az adott véges test egységeleme). Csupéan
azt kell most is megvizsgalnunk, hogy van-e olyan elem, amelyik 6nmaga
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inverze. Ha u inverze 6nmaga, akkor

amibdl

0=u?—1=(u—1)(u+1).

Mivel testben nincs nulloszté, ez csak tgy lehet, ha

u—1=0 wvagy u+1=0,

ebbdl pedig

u=1 vagy wu=-1

Szorozzuk Gssze mindegyik elemet az inverzével, ha az kiillonbozik téle. Ha
ezeket az értékeket egymaéssal is Osszeszorozzuk, 1-et kapunk, amit még meg
kell szoroznunk a kimaradt —1-gyel, s igy az eredmény —1 lesz. Ha a véges

testben 1 # —1, akkor az eddigi eredményt még 1-gyel is szoroznunk kell —

ami termeészetesen nem valtoztat a szorzat értékén. Igy tetszéleges véges test

nem nulla elemeinek a szorzata —1-et ad. [}

3.1-31. Véges testben mi az elemek szamanak paritasa?
Megoldas. Lasd az el6z6 példa magyarazatat.

Ha 1 = —1, akkor az elemszam paros, mert a parositasbol csak az 1 és a
0 marad ki.
Ha pedig 1 # —1, akkor paratlan az elemszam, hiszen a parositasbol az

1, —1 és a 0 marad ki. [

Vieta-formulak, gy6kdk és egyiitthatok kdzotti 6sszefiiggések

Legyen R egységelemes integritasi tartomany, és tegyiik fel, hogy
az
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f(@) = apz™ + an 12" P+ a0z 2 + ...+ a1z + ap € R[]

n-edfoka polinom — multiplicitassal egyiitt vett — n gy6ke mind R-
ben van. Legyenek ezek a gy6kok ci, c2, ..., ¢,. Ekkor

f(:l:) = apr" + an—ll’n_l + an_QCIIn_Q +...+a1x+ag =
an(z—c1)(x—ca)--(x —¢cp) =
= a, (x” —(c1+ea+ ... +ep)r I+

+(cr-ca ezt cptcp)TV 2

+(=1)"(e1 - c2+ -+ ¢cn))

amibél

an—1

= —(at+cat+...+cn)
Qn

Gp—2

. = (c1-catcr-cs+...4+cpo1-cp)
n

ao

o - (=1)"(c1-ca- - cn)

3.1-32. Legyen L véges test, |L| = ¢*. Szamitsuk ki a kbvetkezs 5ssze-

get:
s

leL

Megoldas. A g(z) = A polinom gydkei éppen az L test elemei.

A Vieta-formulakat alkalmazzuk:

an—1

:—(Cl—|—C2++Cn)
Gn

Ha n = ¢* > 3, akkor a,—1 = 0, a fenti érték is nulla, tehat a test
elemeinek 6sszege nulla.

Ha n = ¢* = 2, akkor a test elemeinek Gsszege 1, hiszen ennek a testnek

egyik eleme a 0, masik eleme az 1. [ ]
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3.1-33. Legyen L véges test, |L| = ¢*. Jel6lje L* az L multiplikativ
csoportjat. Szamitsuk ki a kévetkezd szorzatot:

11

leL*
(Lasd a 30. példat is.)

Megoldas. A k(z) = 21— 1 polinom gyokei az L test nem nulla elemei.

A Vieta-formuldkat alkalmazzuk:

ao
== (=1)™(c1- ez cp)
an

ahol a9 = -1, a, = 1.

Han = ¢¥ — 1 paros (¢* paratlan), akkor a nem nulla elemek szorzata —1.

Ha n = ¢* — 1 paratlan (qk paros), akkor a nem nulla elemek szorzata 1.
Ekkor azonban a test karakterisztikdja 2, igy 1+1 = 0, vagyis 1 = —1. Tehat

mondhatjuk ilyenkor is, hogy a nem nulla elemek szorzata —1. [ |

3.2. Hibajavité kédok

A feladatok altaldban binaris kodokra vonatkoznak, vagyis olyanokra, ame-
lyek esetén az S alaphalmaz a {0, 1} halmaz. Néhany feladat altalanosabban
van megfogalmazva, ezekben az S alaphalmaz tetszéleges nem iires halmaz.

3.2.1. Alapfogalmak

Az alabbiakban blokk-kodokkal foglalkozunk. A blokk-kédokat az jellemuzi,
hogy a koédszavak mind ugyanolyan hosszuak.

Legyen S # () véges halmaz, u,v € S™. u és v Hamming-tdvolsdga u és v
kiilonb6z6 komponenseinek a szama. Jelolése d(u,v).

Legyen K C S™ az elgbbiek mellett még legalabb kételemi. K (minimdlis)
tdvolsdga az egyméashoz legkozelebbi két kiilonboz6 koédszénak a tavolsaga.
Jelolese d(K) vagy d.
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Legyen S Abel csoport és 0 = {0, ...,0}, ahol 0 az S egységeleme. u € S™
Hamming-silya az u nem nulla komponenseinek a szama. Jelolése w(u). Ha
K-nak van eleme a 0-n kiviil, akkor K (minimdlis) sulya a nem nulla elemei
koziil a minimalis stlytnak a stlya. Jelolése w(K), vagy w.

Legyen K blokk-kéd. K csoportkéd, ha S Abel-csoport és K részcsoport
S™ben, amennyiben S™-ben a mivelet a komponensenként végzett S-beli
miivelet.

Legyen u € S™, k természetes szam. Az u kozéppontd k sugara gdémb-
ben S"-nek azok az elemei szerepelnek, amelyek u-t6l legfeljebb k tavolsagra
vannak.

Egy kod t-hiba jelzd, ha barmelyik iizenetben eléfordulé legfeljebb ¢ szamu
hibat képes jelezni, pontosan t-hiba jelzd, ha t-hiba jelz6, de van olyan ¢ + 1
hiba, amelyet nem jelez.

Egy kéd t-hiba javitd, ha barmelyik iizenetben el6fordul6 legfeljebb ¢
szam® hibat képes javitani, pontosan t-hiba javits, ha t-hiba javité, de van
olyan ¢t + 1 hiba, amelyet hibasan javit.

Legyen K blokk-kod és d(K) = d. A kod akkor és csak akkor t-hiba jelz6,
ha t < d, pontosan t-hiba jelz6, ha t =d — 1.

Hiba javitasa soran alkalmazhatjuk azt a stratégiat, hogy a hibas vek-
tor helyett azt a koédszoét valasztjuk, amelyik hozza a legkdzelebb van. Ha
tobb ilyen kédszd van, akkor koziiliik az egyiket valasztjuk. Ekkor minimélis
tavolsdga dekoédolasrol beszéliink.

Minimalis tavolsagu dekodolés esetén a d tavolsaga kod t-hiba javits, ha

t < %, pontosan t-hiba javito, ha t = L%J

3.2.2. Blokk-kédok

3.2-1.

Tegyiik fel, hogy az ilizenetek binaris jelsorozatok, vagyis az S =
{0,1} halmaz elemeibdl épiilnek fel. Rendeljiink hozza a kett6 hossza
tizenetekhez 6t hosszt kédokat a kovetkezd szabaly szerint.

(00)— (0000 0)
(01)—=(01110)
(10)—(10101)
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(11)>(11011)

Igy négy elembédl allé blokk-kédot kapunk. Ha a csatornan pél-
daul a (0100 0) jelsorozat érkezik, tudjuk, hogy hiba tértént, hiszen
ez a sz6 nem szerepel a kdédszavak kozott.

Mekkora az u=(01110) ésv= (1010 1) kodszavak tavolsaga,
a kod tavolsaga, a z = (11 01 1) vektor salya, valamint a kod salya?
Megoldas. Az u = (01 110)ésv = (1010 1) kddszavak tavolsiaga
d(u,v) = 4, maganak a kodnak a tavolsaga 3,a z = (1 1 0 1 1) vektor sulya

w(z) =4, a kod sulya 3. [ |

3.2-2. Az 1. példa S halmaza legyen Fs, a kételemti test. Fy az Gssze-
adasra csoportot alkot. Az Fy elemeibdl készitett n hosszt vektorok
is csoportot alkotnak az elemenkénti Gsszeadasra nézve. Lassuk be,
hogy a példa K kédhalmaza részcsoport S™-ben, igy K csoportkdd.
Megoldas. Mivel a megadott halmaz nem iires, ezért ehhez csak arrél kell
meggy6z6dniink, hogy barmely két kédszo kiilonbsége is kodszo. Mivel Fo-
ben 1 = —1, ehelyett elegendd azt megvizsgalnunk, hogy barmely két kddszo

Osszege is kodszo. n

3.2-3. Legyen K az 1. példabeli kéd, v = (0 0 0 0 0), ¢ = 1. Adjuk
meg az u koriili 1 sugart gémbben szerepls sorozatokat.

Megoldas. Az u korili 1 sugart gémbben a kévetkez§ sorozatok talalhatok:

(00000),(10000),(01000),(00100),(00010),(0000 1).

Figyeljiik meg, hogy nincs a gémb elemei kozott a (0 0 0 0 0)-t leszamitva
kodszo6, ami dsszhangban van azzal, hogy a kod tévolsaga nagyobb 1-nél (ne-

vezetesen 3). m

3.2-4. Az 1. példa kodjat alkalmazva tegyiik fel, hogy a (0 1 0 0 0)
hibas jelsorozat érkezik. Minimalis tavolsagii dekddolas esetén me-
lyik sz6t valasztjuk helyette?
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Megoldas. Minimalis tavolsagi dekddolas esetén a hibasan beérkezd sz6 he-

lyett a hozzé legkozelebbi kodszot, a (0 0 0 0 0) szot valasztjuk. [ |

3.2-5. Legyen S = s, a kézleményszavak pedig k£ hosszi sorozatok.
Allapitsuk meg, hogy az alabbi kédok esetén mi jellemzi a kodsza-
vakat, mennyi a kéd minimalis tavolsaga, hibajelzé és (minimalis
tavolsagna dekodolassal) a hibajavité képessége.

a. Kétszeri ismétlés kédja. A kddszét megkapjuk, ha a koézle-
ményszot kétszer egymasutan leirjuk. Az (a1, o, ..., a) kdzlemény-
sz6bol az

(051,052, e, O, 0,002, .. .,Oék)
kodszo keletkezik.

b. Haromszori ismétlés kodja. A kodszot megkapjuk, ha a k6z-
leményszo6t haromszor egymasutan leirjuk. Az (o, ag, ..., ax) kozle-
ményszobdl az

(Oé]_,OéQ,...,Oék,al,az,...,O[k,Oé]_,OéQ,...,Oék)

ko6dszoé keletkezik.

c. Paritasvizsgéalat kodja. A kddszot megkapjuk, ha a kzlemény-
sz0 végére az elemek (Fa-ben szamitott) 6sszegét irjuk. Az (o, a9, ..., o)
kézleményszobol az

k
(OélaOQa"'aak‘7ﬁ)7 ﬂzzaz
i=1

kodszo keletkezik.
Megoldas.

a. Kétszeri ismétlés kodja. A kddszavak n = 2k hosszaak. Az n hossza
binaris szavak koziil azok a kodszavak, amelyekre az i-edik és k + ¢-edik elem
megegyezik minden 1 <4 < k esetén.

Allapitsuk meg a kod tavolsagat. Minden kbzleményszohoz més és més
kédszo tartozik, igy a tavolsag legalabb 1. Masrészt tekintsiink két olyan koz-
leményszot, amelyek egyméstol csak 1 tavolsdgra vannak. A hozzajuk tartozéd
kodszavak tavolsaga 2. Az egyméstol legalabb 2 tavolsagra 1évs kdzlemény-
szavakhoz tartozo koédszavak egyméstol vald tédvolsdga pedig nagyobb 2-nél.
Igy a kod tavolsidga d = 2.
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A kod 1-hiba jelzd, és hiba javitdsara nem alkalmas. Ugyanis ha egy helyen
romlik el a kész6, akkor valamilyen i-re az i-edik és k-+1i-edik elem kiilonbozik,
tehat érzékeljiik a hibat, de javitani nem tudjuk. Van azonban olyan 2-hiba,
amelyet nem is tudunk érzékelni. Az olyan 2-hibarél van sz6, amelyik ugy
keletkezik, hogy valamilyen ¢-re az i-edik és k+i-edik elem egyszerre hibasodik
meg.

b. Haromszori ismétlés kodja. A kodszavak n = 3k hosszaak. Az n
hossz binaris szavak koziil azok a kddszavak, amelyekre az i-edik, k + i-edik
valamint a 2k + i-edik elem megegyezik minden 1 < ¢ < k esetén.

Allapitsuk meg a kod tavolsagat. Minden kozleményszoéhoz més és maés
kddszo tartozik, igy a tavolsidg legalabb 1. Masrészt tekintsiink két olyan koz-
leményszot, amelyek egyméstol csak 1 tavolsagra vannak. A hozzajuk tartozo
koédszavak tévolsaga 3. Az egymastol legalabb 2 tavolsagra 1évé kozlemény-
szavakhoz tartoz6 kodszavak egymastol vald tavolsdga pedig nagyobb 2-nél.
Igy a kod tavolsaga d = 3.

A kod 2-hiba jelz6, és 1-hiba javit6. Ugyanis ha egy helyen romlik el a
kosz6, akkor valamilyen i-re az i-edik, k+i-edik és 2k+i-edik elem koziil kett6
azonos, a harmadik mas (amelyik elromlott). Amelyik mas, mint a t&bbi kettd,
azt javitjuk a masik ketté értékére. Ha pedig két helyen romlik el a koszo,
akkor eléfordulhat, hogy valamilyen i-re az i-edik, k + i-edik és 2k + i-edik
elem koziil romlott el ketts. Ekkor érzékeljiik a hibat, de nem tudjuk javitani.
Ha pedig harom helyen hib4sodott meg a kédszo, lehet, hogy valamilyen i-re
az 1-edik, k + i-edik és 2k + i-edik elem romlott el, ilyenkor nem is érzékeljiik
a hibat.

c. Paritasvizsgalat kédja. A kodszavak n = k41 hosszinak. Az n hosszi
binaris szavak koziil azok a kédszavak, amelyek paros sok 1-est tartalmaznak.
A kod tavolsaga d = 2, 1-hiba jelzs, hiba javitasara nem alkalmas.

Megjegyzés. Figyeljiik meg, hogy az a. és c. kod hibajelz6 és hibaja-
vitd képessége megegyezik, ugyanakkor az a. kod hossza k értékével sokkal

gyorsabban né, mint a c. kéd hossza. [

3.2-6. Hamming-korlat.
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Bizonyitsuk be a kévetkezdt. Legyen az alaphalmaz S, a K C S"
ko6d t-hiba javité. Ekkor

ahol s = |5].

Megoldas. S™-ben egy adott kddszotol ¢ tavolsdgra azok a szavak vannak,

amelyek pontosan i helyen kiilonboznek tole. Az ¢ kiilonb6zd helyet (7;)—

feleképpen vélaszthatjuk ki, mindegyik helyre (s — 1) jel keriilhet, és az 4
helyre Gsszesen (s — 1) féleképpen rakhatunk jeleket.

Az adott kodsz6 koriili ¢ sugara gombben igy >i_o (7)(s — 1)' S™-beli
sz6 taldlhato, beleértve magat a kodszot is. Osszesen |K| kodszavunk van.
A kod t-hiba javito, ezért a |K| kiillonboz6 kodszo koriili ¢-sugart gémbok
diszjunktak kell, hogy legyenek. Osszesen tehat nem tartalmazhatnak tobb

elemet, mint az S™ halmaz, vagyis s™-et. ]

3.2-7. Binaris blokk-kédot készitiink 3 hosszu lizenetekhez. Lega-
labb mekkora legyen a kddszavak hossza, ha azt akarjuk, hogy a
kod (minimalis tavolsagu dekodolassal) pontosan 1-hiba javito le-
gyen?

Megoldas. Irjuk fel a Hamming-korlatot binaris esetre alkalmazva. Mivel

1-hiba javit6 a kod, ezért
ok (" ")) <on
() =)<
n n
< on—k
(6)+() <

n+1<onk
n+1<2mn3

n = 6 esetén teljesiil el§szor az egyenlétlenség:

6+1=7<8=23=26"3
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Ha n értéke nagyobb, akkor a Hamming-korlat még inkdbb érvényben lesz,

tehat a valasz az, hogy legalabb 6 kell, hogy legyen a kédszavak hossza. =

3.2-8. k hossz binaris szavakbdl (iizenet) 19 hossza binaris szavakat
(kodszot) készitiink. Legfeljebb mekkora lehet az iizenetek hossza,
ha azt akarjuk, hogy a kdd minimalis tavolsaga 8 legyen?

Megoldas. Mivel d = 8, a kod ¢t = |41 | = 3-hiba javit6. A Hamming korlat
a kovetkezdképpen alakul:

() () () (D) =2
((0)+(7)= ()= (5)) ==

1918 191817 _ 5y
2 2.3

14+19+

1160 < 2197k,

Mivel 210 = 1024 &s 21 = 2048, a kivetkezst kapjuk:
11<19—k

E<8

3.2-9. Allapitsuk meg, hogy van-e 5 minimalis tavolsagi, 13 hosszt
perfekt binaris kod?

A K blokk-kod tékéletes (perfekt), ha a Hamming-korlat egyen-
16séggel teljesiil. Perfekt kod esetén a kodszavak koriili L%J sugaru
gombdk teljesen kit6ltik az n hosszi sorozatok terét, s igy minden
sz6hoz pontosan egy kédszé van, amelytél legfeljebb Ld—glj tavol-
sagra van.

Megoldas. A kédszavak hossza n = 13. Mivel d = 5 és |41 | = 2, a kod
t = 2-hiba javit6 (minimalis tévolsagnu dekodoléssal). Ha a kozleményszavak
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k hosszuak, akkor a kozleményszavak szama 2F, ami megegyezik a kodsza-
vak szamaval, s igy |K| = 2*. Ha a kod perfekt, akkor a Hamming-korlat
egyenlGséggel teljesiil, tehat fennall a kdvetkezs

()3 ()

13-12
2’f-<1+13+ 32 >:213

Ebbésl

amibsl 2% - 92 = 213, A jobb oldalon 2 hatvanya &ll, a bal oldalon szerepld
92 azonban nem 2 hatvinya, ez az egyenlGség nem teljesiilhet semmilyen k

esetén. Ilyen koéd tehat nem létezik. [ ]

3.2-10. Létezik-e 3 minimalis tavolsagu perfekt binaris kéd n = 147
esetén?

Megoldas. Nincs. A kod d = 3 miatt ¢ = 1-hiba javit6. Ekkor a Hamming-
korlat alapjan a kovetkezének kellene teljesiilni:

147 147 K
— 9n—
(o) (V)
14147 = 2M7F

148 = 217k,
A bal oldalon 1év6 148 nem 2 hatvanya, a jobb oldalon pedig 2 hatvanya all,

és ez ellentmondas. [}

3.2-11. Van-e 12 hossza kédszavakbdl all6 1-hiba javité perfekt bi-
naris kod?

Megoldas. Nincs. Ugyanis a Hamming-korlat alapjan a kovetkezének kellene

(o) + (1) ==

teljesiilni:
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n+1=2"""*
13 = 2127k
A bal oldalon 1év6 13 nem 2 hatvanya, a jobb oldalon pedig 2 hatvanya all,

ez ellentmondés. |

3.2.3. Linearis kéd alapfogalmai

Legyen S = Fy, és S™ az F, test feletti vektortér. K linedris kod, ha K az
S™-nek k-dimenzids altere. Jelolése [n, k.

Linearis kéd esetén a kod sulya és a kéd tavolsdga megegyezik.

Legyen K [n, k] kod. A kod generdtormdtriza az altér egy béazisanak ele-
meibdl mint sorvektorokbdl allo G matrix. A kod (paritds)ellendrzé mdtriza
a K altérre mer6leges altér egy béazisanak elemeibél mint sorvektorokbol allo
H matrix.

Nyilvanvaloéan G (k x n)-es, k rangu, mig H ((n — k) X n)-es, n — k rangi
F, folotti métrix, tovabbd H - GT = 0.

v E F;‘ akkor és csak akkor kédszé, ha H -v = 0.

A definiciobol latszik, hogy egy kodnak dltalaban t6bb generatormatrixa
és tobb paritasellen6rzé méatrixa is lehet.

Kodolas linearis kéddal

Tekintsiink egy [n, k] kodot. A kodszavak az n dimenzios tér k dimenzios
alterének szavai, és az altér barmely bézisa alkalmas generatormatrix kép-
zésére. Ha azonban kdzleményszavakhoz kivanunk kédszavakat rendelni, egy
rogzitett G generatormatrixszal dolgozunk. A kozleményszavak k hosszi vek-
torok, az F’; elemei, és az alabbi szabéllyal rendeliink egy kdzleményszohoz
kédszot. Legyen u € F’; egy lehetséges kozleményszo és u’ - G = v’ Ekkor a
v E Iﬁ‘g vektor lesz az u koédja.

3.2.4. Linearis kéd

3.2-12. Valamely kod generatormatrixa legyen a kévetkezd:

0101010
G=[1100110
0111011

Ezt a matrixot hasznalva kédolasra, adjuk meg az 6sszes kdzlemény-
sz6t, valamint a megfelelé kodszavakat.
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Megoldas. Alkalmazzuk a kovetkezd szabalyt. Ha u € IF]; egy lehetséges

kozleményszo, és ul -G = QT, akkor a v € IFZ vektor lesz az u kodja.

kozleményszavak +— kodszavak
(000) — (0000000)
(001) — (0111011)
(010) — (1100110)
(011) — (1011101)
(100) — (0101010)
(101) — (0010001)
(110) — (1001100)
(111) — (1110111)

3.2-13. Allapitsuk meg, hogy az 5. példa koédjai koziil melyik linearis,
és a linearisoknak adjuk meg a generatormatrixat.

Megoldas. Mindharom kod esetén barmely két kodszo sszege is kodszo, igy
linearis k6dokrol van sz6.

a. A kétszeres ismétlés kod esetén olyan G k x 2k méretii matrixot kere-
siink, amelyikre

(al,ag,...,ak) -G = (Oq,OéQ,.. . ,ak,al,ag,...,ak)
teljesiil. A megfelels G generatormatrix

G=(I I).

b. A haromszoros ismétlés kod generatormatrixa G = (I I I).

c. A paritasellenérz6 kod generatormatrixa G = (I 1), ahol I csupa

1-esbél all6 oszlopvektor. [ ]

3.2-14. Az alabbi binaris kédok esetében allapitsuk meg a minimalis
tavolsagot, a hibajelzg, illetve (minimalis tavolsagi dekodolassal) a
hibajavit6 képességet, valamint azt, hogy melyik linearis, a lineari-
soknak pedig adjuk meg a generatormatrixat.
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a. Legyen £k = 3, n = 4, és az lizenetekhez az alabbi szaballyal
rendeljiik hozza a kédszavakat:

a1, Q, 3 — Q1,02,03,01 +ag +az + 1

b. Legyen k = 3, n = 5, és az lizenetekhez az alabbi szaballyal
rendeljiik hozza a kdédszavakat:

Qag, g, 03 — 1,02, a3, 1, 0 + Qg3

c. Legyen k = 3, n = 5, és az iizenetekhez az alabbi szaballyal
rendeljiik hozza a kédszavakat:

a1, g, 3 — a1,&2,&3,&1,max(a2,a3)

Megoldas.

a. A kod tavolsaga d = 2. Ugyanis minden kozleményszohoz mas és mas
kodszo tartozik, igy a tavolsag legalabb 1. Masrészt tekintsiink két olyan koz-
leményszot, amelyek egymastol csak 1 tdvolsdgra vannak. A hozzajuk tartozd
kodszavak tavolsaga 2. Az egymaéstol legalabb 2 tavolsagra 1évs kdzlemény-
szavakhoz tartozé kédszavak egyméastol vald tavolsdga pedig legalabb 2.

Ezért a kod d — 1 = 1 hibajelz6 és |45 | = 0 hibajavito.
A kod nem linearis, mert példaul a 0 vektor nem kodszo.

b. A koéd tévolsdga d = 2. Ugyanis minden kézleményszéhoz mas és mas
kédszo tartozik, igy a tavolsag legalabb 1. Masrészt tekintsiink két olyan koz-
leményszot, amelyek egymastol csak 1 tdvolsdgra vannak. A hozzajuk tartozd
kodszavak tavolsaga 2. Az egymaéstol legalabb 2 tavolsagra 1évs kdzlemény-
szavakhoz tartozé koédszavak egyméastol vald tavolsdga pedig legalabb 2.

Ezért a kod d — 1 = 1 hibajelz6 és 452 | = 0 hibajavito.

A kod linearis, generatorméatrixa

_— o O
S O =
— = O

c. A kod téavolsdga d = 1. Ugyanis minden kézleményszéhoz mas és mas
kédszo tartozik, igy a tavolsag legalabb 1. Ugyanakkor van egymaéastol 1 ta-
volsagra 1évs két kodszo. Példaul (1 0 1 1 1)és(1 1 1 1 1).
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A kod d — 1 =0 hibajelz6 és |95% | = 0 hibajavito.

A kdéd nem linearis, mert van két olyan kddszé, amelyek Osszege nem

kodszo, s igy az Osszeadas (valamint a kivonés is) kivezet a kodszavak hal-
mazabol. Ez a helyzet példaul a kovetkezs esetben. uf = (1 1 0 1 1) és
ul = (1 0 1 1 1) kédszavak, de az dsszegiik u? +ul = (0 1 1 0 0) nem

kodszo. ]

3.2-15. Lassuk be, hogy ha az Fj folotti [n, k] kéd generatormatrixa
G = (I P) alakt, akkor a H = (—PT I, ;) matrix a kéd ellenérzé
matrixa. (I a kxk méreti egységmatrixot jelsli, P pedig tetszdleges
k x (n — k) meéreti, Fy folotti matrix.) A kételemi test folott —P
helyett P is irhat6, mert Fo-ben 1 = —1.

Megjegyzés. Hasonloan igaz az is, hogy ha egy [n, k] kod ellen-
6rz6 matrixa H = (I,_; R) alaku, ahol R tetszéleges ((n — k) x k)
méreti, F;, f516tti matrix, akkor a G = (—R” I;) matrix megfelel
generatormatrixnak.

Megoldas. H nyilvin n — k rangi. Elég belatnunk azt, hogy H - GT = 0.
Blokkonkénti szorzéassal a kovetkezdt kapjuk:

(—P" I, 1) - (;’;) =-P'+PT =0

3.2-16. Adjuk meg a 14. példaban szerepld linearis kod ellenérzd
matrixat a

10
G=1|0 1
0 0

= o O

10
0 1
0 1
generatormatrix felhasznalasaval.

Megoldas. Alkalmazzuk az el6zé példat, ami alapjan

10010
H‘<01101)
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3.2-17. Lassuk be, hogy egy [n,k,d] kéd H ellendrz6 matrixaban van
d linearisan Osszefiliggé oszlop, de barmely d-nél kevesebb oszlop
linearisan fiiggetlen.

Megoldas.

1. Belatjuk, hogy egy [n, k,d] kod H ellenérz6 métrixdban van d lineéri-
san Osszefiiggd oszlop. A kovetkezd mddon lehet ilyet taldlni. Mivel d a kod
minimélis tavolsidga és ez az érték megegyezik a kod silyaval, van a kédban
olyan u vektor, amelyikre w(u) = d. Ebben a vektorban tehat d helyen nem
nulla érték 4ll; a tdbbi helyen pedig nulla. Tudjuk, hogy H - u = 0.

Ez az egyenlet felfoghat6 tgy is, hogy H oszlopainak vessziik a linearis
kombindacioit, és u elemei az egyiitthatok. Olyan linedris kombinaciorél van
sz0, amelyben pontosan d szama egyiitthaté kiilonbozik nullatol. A megfelels
d oszlop H-ban linearisan Osszefiiggs.

2. Most belatjuk, hogy H-ban barmely d-nél kevesebb oszlop linearisan
fliggetlen. Legyen 0 < di < d, és tegyiik fel, hogy H-ban van d; sszefiiggd
oszlop. Ekkor van H oszlopainak olyan linearis kombinécidja, amelyben ez
a dy oszlop nem mind nulldval szorzodik, a tobbi egyiitthat6 azonban mind
nulla, s az eredmény a nullvektor. Ezekbdl az egyiitthatokbol készitsiink egy
u; vektort. Egyrészt H - u; = 0, ami azt jelenti, hogy u; kédvektor. Mésrészt
w(u;) = di, igy a kod stlya és ezzel egyiitt a tévolsdga kisebb lenne d-nél,
ami ellentmond a kiindulasi feltételnek. Igy valoban minden d-nél kevesebb

oszlop linearisan fiiggetlen H-ban. ]
3.2-18. Adjuk meg a 14. és 16. példaban szereplé linearis kod

100 10
H‘<01101>

ellenérzé matrixanak segitségével a kod tavolsagat és hibajelzs, va-
lamint (minimalis tavolsagi dekddolassal) a hibajavito képességét.
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Megoldas. Az ellenérzé matrixban van két osszefiiggs oszlop (a 2. és a 3.),
ugyanakkor barmely oszlop énmagéban linearisan fiiggetlen (nem szerepel
koztiik a nullvektor), igy d = 2, 1-hibajelz6 és 0-hiba javito a kod. Mas meg-
gondoléssal a 14.b példaban ugyanezt kaptuk. ]

3.2-19. Legyen egy binaris linearis kod generatormatrixa:

oo o=
S O~ O
O = OO
= o O O
OO = =
= o o =
O = =

Adjuk meg az (egyik) ellendrzé matrixat. Az ellenérzé matrix fel-
hasznalasaval mondjuk meg a kédtavolsagot.

Megoldas. Az ellenérzé matrix:

— o O
o = O
o O =
O = O
—_= o O

Van két osszefiiggs oszlop H-ban (a 3-dik és a 7-dik), de nincs egyetlen 6n-

magéban Osszefiiggs oszlop, ugyanis egyik oszlopban sincs csupa nulla. Igy a

koédtavolsag 2. ]
3.2-20. Egy binaris kéd generatormatrixa
1100110
G=(01 100 11
0101010
Adjuk meg a ko6d paritasellendrzé matrixat és tavolsagat.

Megoldas.

A generdtormatrixnak nem szerepel az elején az egységmatrix, de az oszlo-
pok 4-3-2 permutaciojat elvégezve (a negyedik oszlopot rakjuk a harmadikba,
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a harmadikat a mésodikba, a masodik pedig a negyedik oszlopba keriil), az
igy keletkez6 (G1 matrix mar ilyen alak:

Gy =

S O =
o = O
— o O
—_ = =
O O =
— =
O~ O

Ehhez a G méatrixhoz tartozé6 Hy matrixot a 15. példa alkalmazasaval meg-
kaphatjuk.

1111000
1000100
m=f1 9710010
010000 1

Ezen a H; métrixon hajtsuk végre az el6z6 permutécié inverzét, tehét a 2-3-4
permuticiét, a kapott H matrix a G matrixnak megfelel§ paritasellenérzé
matrix:

1111000
1000100
H_1011010
001 0001

A kod tavolsaga d = 3, mert H-ban van harom Osszefiiggs oszlop (a masodik,

negyedik ¢és hatodik), de semelyik két oszlop nem osszefiiggs. [
3.2-21. Egy binaris kéd generatormatrixa
0101010
G=101 11011
1100110

Adjuk meg a koéd paritasellendrzé matrixat és tavolsagat.

Megoldas. A generatormatrixban nem fordulnak el§ az egységmétrix osz-
lopai, ezért oszlopcserével sem tudjuk a kivant alakra hozni. Emlékeztetiink
azonban arra, hogy a generatormétrix sorai a koédszavakbol 4llo altér bazi-
sanak vektorai. Ha valamilyen bazistranszforméciét hajtunk végre ezeken a
vektorokon, akkor ugyanannak az altérnek masik bazisat kapjuk, az az ellen-
6rz6 matrix, amelyik megfelel az utébbi bazisbol képzett generdtormétrixnak,
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megfelel az eredeti generatormétrixnak is. Adjuk hozz& a G matrix elsé sorét
a masodikhoz, s igy a G1 méatrixhoz jutunk:

G =

= o O
_ o
O = O
S O =
= o o
_ o
O = O

Ebben mar ott vannak az egységmaétrix oszlopai, s megfelel§ oszloppermuté-
cioval a matrix elejére hozhatjuk. Alkalmazzuk G oszlopaira a 4-1-3-2 per-
mutaciot, igy a G métrixhoz jutunk:

001010
Gy = 10 00 01
011110

O O =

A G2-hoz tartozo Hs ellendrzé matrixot a 15. példa alkalmazésaval kaphatjuk:

1011000
0010100
Ha=11 010010
0100001

Ezen a Hy matrixon hajtsuk végre az el6z6 permutéci6 inverzét, tehat a 2-3-1-
4 permutaciot, a kapott H; matrix a G1 métrixnak megfelels paritasellen6rzé
matrix, de kordbban kifejtett gondolatmenet alapjan ez a G matrixnak meg-
felel6 H paritésellen6rz6 matrix is.

1101000
1000100
Hi=H=11 001010
0010001

A kod tavolsaga d = 2, mert H-ban van két Osszefiiggs oszlop (a harmadik és

a hetedik), de mindegyik oszlop 6nmagaban fiiggetlen. ]

3.2-22. Egy binaris kéd generatormatrixa

1 00 11
G=1110 0 1
11100
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Mennyi a kéd szamossaga? Adjuk meg a kod paritasellenérzé mat-
rixat, és ennek segitségével hatarozzuk meg a tavolsagat.
Megoldas. Ez egy [5,3| binaris kod, az tizenetek hossza 3, s igy a kod szamos-
saga |K| = 2% = 8. G-bdl béazistranszformaciéval olyan méatrixot képeziink,
amelyiknek az elején ott van az egységmaétrix.

Elgszor a méasodik sort a harmadikhoz adjuk, és igy kapjuk az alabbi G1
matrixot;:

1 00 11
Gl=[(1 1 0 0 1
0 01 01

Most G'1 els6 sorat adjuk a masodikhoz, és igy kapjuk az alabbi G2 matrixot:

G2 =

S O =
O = O
_ o O
O =
—_ O =

Hatarozzuk meg a G2-hoz tartozo ellenérzé matrixot a 15. példa eredményét

felhasznalva.
1 1 01 0
H‘<1 010 1)

Mivel G sorai és G2 sorai ugyanannak az altérnek két kiillonb6z6 bazisa, igy
a kapott H matrix a G generatormatrixhoz tartozé ellenérzé matrix.

A kod tavolsdga d = 2, mert H-nak van két Osszefiiggd oszlopa (a 2-
dik és a 4-dik), de egy Osszefiiggs oszlopa nincs (nincs az oszlopok kozott a

nullvektor). [ |

3.2-23. Egy binaris kéd paritasellendrzd matrixa

O = O O
O = O =

1
1
1
1

_ o O O

1
0
1
1

_ o O
oo ~=O
oo o
O = = O
_ o = O
O = =
SO ==
—_— == O
_ = O O
— O =

Lassuk be, hogy 1-hiba javit6é perfekt linearis kédrél van szd.
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Megoldas. H a 15 dimenziés tér 4 dimenzids alterének bazisa, mert a so-
rok linearisan fiiggetlenek (ugyanis benne vannak az egységmétrix oszlopai).
Ennek az altérnek ortogonalis altere 11-dimenzids és egyértelmiien meghaté-
rozott, tehat a kod linearis.

d=3, mert a 3-dik, 7-dik és a 12-dik oszlopok Osszefiiggnek, és nincs két
osszefiiggs oszlop (nincs két azonos oszlop). Ebbél ¢ = 1-hiba javito a kod.

Vizsgaljuk meg a Hamming-korlatot. r = 4,n = 15,k = 11, és

15 15
o1l <<0> 1 <1>> — 211(1 4 15) = 2l19% — 215 — on

A Hamming korlat egyenlGséggel teljesiil, s igy a kod perfekt.

Megjegyzés: Ez egy Hamming-kod. Lasd a kovetkezd fejezetet. ]

3.2.5. Hamming-kéd

Az 1-hiba javito perfekt linearis kédot Hamming-kédnak nevezziik.

3.2-24. Hamming-kod készitése.

Binaris Hamming-kédot készithetiink a kovetkezdképpen. Le-
gyen

r pozitiv egész szam (ellenérzé jegyek szama),
n = 2" —1 a kédszavak hossza,
k=2"—1—r a kozleményszavak hossza.

A H r x n-es ellen6rz6 matrix j-edik oszlopaban a j 2-es szam-
rendszerbeli alakjanak jegyei szerepelnek.

Legyen példaul r = 3,n = 7,k = 4. Adjuk meg a kod ellendrzd
matrixat.

Megoldas.
1010101
H=|0 110011
0001111

Ez egy [7,4] kod ellen6rz6 matrixa. [ |
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3.2-25. Adjuk meg az el6z6 példaban megismert szabaly szerinti
Hamming-kéd ellendrzé matrixat, ha r =2, és ha r = 4.

Megoldas.

r = 2 esetén:

r = 3 esetén:

OO O =
[ e o)
S O = =
O = O O
O = O =
O = = O
O =
- o O O
_ o O =
_ O = O
— O =
=0 O
= O
— = = O
— == =

3.2-26. A Hamming-kod generatormatrixa.

Adjuk meg a 24. példabeli [7,4] Hamming-kod H ellendrz6 mat-
rixanak ismeretében a kéd (egyik) generatormatrixat. Ha ezt a ge-
neratormatrixot alkalmazzuk a kédolasnal, mi lesz a (0 1 1 1)
iizenet kodja?

Megoldas. A

1 010101
H=101 10 011
0001111

matrixbél az oszlopok (3,4) transzpoziciojaval kaphato a

1001101
H=|0101011
0010111
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métrix, amely (I, P) alaka. A Hi-nek megfelels G7 matrix, amely (PT Iy)
alaku, a 15. példa alkalmazésaval kaphato:

1101000
Gy = 1010100
0110010
1110001

Ebbél a transzpoziciét Gjra alkalmazva megkapjuk a keresett

1110000
G:1001100
0101010
1101001

matrixot. A (0 1 1 1) iizenet kodjat megkapjuk, ha ezt a vektort jobbrol
szorozzuk G-vel. Az eredmény: (0 0 0 1 1 1 1). ]

3.2-27. Hibajavitas binaris Hamming-kéddal.

Megoldas. A [7,4] Hamming-kéd esetén lattuk az el6z6 példaban, hogy b7 =
(00 01 1 1 1)kodszo. Ha ellendrizziik, azt tapasztaljuk, hogy valéban
H-b= (0 0 0) = 0. Tegyiik fel, hogy az atvitel soran egy hiba tortént,
mégpedig a harmadik helyen. Ekkor e = (0 0 1 0 0 0 0) a hibavektor, és
a(b+e)l=(0 0 1 1 1 1 1) vektor érkezik meg a csatornan. H - (b+e) =
(0 1 1)T, ez a H méatrix 3. oszlopa, alulrél olvasva éppen a 3 binaris alakja,
ramutat arra, hogy a 3. poziciéban van a hiba. Ha pedige? = (0 0 0 0 0 0 1)
a hibavektor, ellendrzéskor azt kapjuk, hogy H - (b+e) = (1 1 1)T, ez a
7 binaris értéke, ami azt mutatja, hogy a 7. jegy hibas. Ezzel a moédszerrel
mindig megkapjuk a hiba helyét, feltéve, hogy legfeljebb 1 hiba tértént. Egynél
tobb hiba esetén nem kapunk helyes eredményt, a kéd idénként nem ismeri

fel a hibat, vagy rosszul javitja. Ha olyan hibaminta lép fel, mely maga is
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kodszo, akkor H - (b + e) = 0, olyan mintha nem tértént volna hiba. Ha a

hibaminta két 1-est tartalmaz (kettGs hiba), akkor a kod egyhibanak tekinti.

3.2-28. [7,4] binaris Hamming-k6dnal, feltételezve, hogy egynél t6bb
hiba nem lépett fel az atvitelnél, mi volt a tovabbitott kodvektor,
ha

a.al =0 1 1 1 1 1 0),illetve

b.b'=(0 0 1 0 1 1 0) érkezett.
Megoldas.

a. H-a=(0 1 1)7, igy a 6. hely hibas, (0 1 1 1 1 0 0)T volt a
kiildott szo.

b. H-b=(0 0 0)T. A kapott sz6 hibatlan. n
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