Burcsi Péter: GRAFOK
Lang Csabané: CSOPORTOK

German Laszlo: GYURUK ES TESTEK

PELDAK ES MEGOLDASOK

ELTE Budapest 2007-03-16
IK Digitalis Konyvtar
2. kiadés



FelsGoktatasi tankonyv

Lektoraltak:
Burcsi Péter: Csoportok
Lang Csabané: Grafok, Gytrtk és testek

Szerkesztette: Lang Csabané

(© Burcsi Péter, Lang Csabané, German Laszlo 2006



Tartalomjegyzék

1. Bevezetés . . . . . . . . . 4
2. Példak . . ... ..o 5
2.1, Grafokl . . ... 5
2.1.1. Alapfogalmak . . . . . ... ... ... ... ... .. 5
2.1.2. Euler-graf . . . ... ... o000 6
2.1.3. Hamilton-ut, Hamilton-kor| . . . ... ... ... ... 6
2.1.4. Sikbeli grafok/ . . . . ... ... 7
2.2. Csoportokl . . . . . .. 7
2.2.1. Félesoport, csoport| . . . . .. ..o 7

2.2.2. Csoport rendje, elem rendje, részcsoport, generatum,
Lagrange-tétel . . . . . . ... ... ... 10
2.2.3. Mellékosztalyok, invaridns részcsoportok . . . . . . .. 12
2.2.4. Homomorfizmus, izomorfizmus . . . . . .. ... ... 12
2.3. Gyurdk ... 13
2.3.1. Gyri, test, integritasi tartomany, nullosztd . . . . . . 13
2.3.2. Karakterisztikal . . . . .. ... 14

2.3.3. Oszthatosag, oszto, egység, felbonthatatlan, prim . . . 14
2.3.4. BEuklideszi gytrd . . . .. . ... ..o 14



Tartalomjeqyzék 3

2.3.5. Részgyurd, idedl, faktorgytrd| . . . . . . ... ... .. 15
2.3.6. Homomorfizmus, izomorfizmus . . . . . .. ... ... 15
3. Példak és megoldasok/. . . . . . ... ... 16
3.1 Grafok . . ... 16
3.1.1. Alapfogalmak . . . .. ... ... ... ... ... 16
3.1.2. Euler-graf . . . .. .. ... oo 27
3.1.3. Hamilton-ut, Hamilton-kor| . . . ... ... ... ... 30
3.1.4. Sikbeli grafok . .. ... oo 33
3.2. Csoportok| . . . . . . . .. .. 37
3.2.1. Félcsoport, csoport| . . . . . . . . .. ... 37
3.2.2. Csoport rendje, elem rendje, részcsoport, generatum,
Lagrange-tétel . . . . . .. .. ... ... ... 53
3.2.3. Mellékosztalyok, invarians részcsoportok . . . . . . . . 63
3.2.4. Homomorfizmus, izomorfizmus/ . . . .. ... ... .. 64
3.3. Gydrdk] ... 70
3.3.1. Gytird, test, integritasi tartomany, nullosztd . . . . . . 70
3.3.2. Karakterisztikal . . . . . . ... 0oL 74
3.3.3. Oszthatosag, oszto, egység, felbonthatatlan, prim . . . 75
3.3.4. Euklideszi gytrd . . . . . . . .. ... 77
3.3.5. Részgyurd, idedl, faktorgytrd| . . . . . . ... ... .. 7
3.3.6. Homomorfizmus, izomorfizmus . . . . . ... .. ... 81

4. Ajanlott irodalom . . . . ... ... ..o 83



1. Bevezetés

Els6sorban az ELTE Informatikai Kar programtervezd informatikus, program-
tervez6 matematikus, programoz6 és informatika tanar szakos hallgatéi szé-
mara késziilt ez a példatar, amely részletesen kidolgozott példakat tartalmaz.

A 2. fejezetben a példakat soroltuk fel, a 3. fejezetben pedig ezek a példak
megoldassal egyiitt szerepelnek.

A példak részben mas konyvekbdl, példatarakbol, masok altal osszealli-
tott feladatsorokbol szarmaznak. Azok a forrasok, amelyekrsl tudomasunk
van, szerepelnek az Ajdnlott irodalom fejezetben. A feladatok mas része pedig
ebben a példatarban jelenik meg elGszor.

A konyvben taldlhaté hibakra, hidnyossagokra vonatkozo észrevételeket
koszonettel fogadjuk.

Budapest, 2006. marcius

Lang Csabané
szerkeszt6
zslang@compalg.inf.elte.hu
ELTE Informatikai Kar Komputer Algebra Tanszék
1117 Budapest, Pazméany Péter sétany 1/C.



2. Példak

2.1. Grafok

2.1.1. Alapfogalmak

2.1-1. Van-e olyan 7 ponti egyszerii graf, melyben a csicsok foka rendre
a. 4,4, 4, 3,3, 3, 3;
b. 6, 3, 3, 2, 2, 2, 0;
c.5,5,5,4, 4,2 2;
d. 5 5,522, 2, 1;

e. amelyben minden pont foka kiilénb6z67

2.1-2. Legyen n € N, és G = (V, E) egyszerd graf, melynek legfeljebb 2n + 1
cstcsa van. Lassuk be, hogy ha minden v € V esetén d(v) > n, akkor G 6ssze-
fligg6. Igaz marad-e az allitads akkor is, ha csak azt tessziik fel, hogy minden
csucsra d(v) > n — 17

2.1-3. Legyen G egy véges egyszerti graf, G a komplementere. Lassuk be,
hogy G vagy G Osszefiiggs.

2.1-4. Igazoljuk, hogy ha egy véges egyszerd grafban minden cstics foka leg-
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alabb k (ahol k > 2), akkor van a grafban olyan kor, amely legalabb k + 1
pontot tartalmaz.

2.1-5. Adjuk meg az 6sszes 4, illetve 5 csicsu egyszerid grafot, amelyek izo-
morfak a komplementeriikkel.

2.1-6. Hat versenyz6 kormérkézést jatszik. Bizonyitandé, hogy barmely idé-
pontban van harom olyan versenyz6, akik mar mind jatszottak egymassal,
vagy harom olyan, akik koziil semelyik kett§ nem jatszott még.

2.1-7. Jeloljiik egy véges fagraf elséfoku pontjainak szdmat fi-gyel, a 2-nél
nagyobb fokn pontjainak szaméat pedig c-vel. Bizonyitsuk be, hogy ha a pon-
tok szama legalabb 2, akkor f; > ¢+ 2.

2.1-8. Igazoljuk, hogy egy Osszefiiggd véges grafban barmely két leghosszabb
utnak van kozos pontja.

2.1-9. Igazoljuk, hogy véges faban az Gsszes leghosszabb 1t egy ponton megy
at.

2.1-10. Legyen n egynél nagyobb pozitiv egész.

a. Legfeljebb hany szeparalo él van egy n ponti grafban? Adjuk meg az
olyan grafokat, amelyekben pontosan ennyi szeparalé él van.

b. Legfeljebb hany szeparal6 cstucs van egy n pontu grafban? Adjuk meg
az olyan grafokat, amelyekben pontosan ennyi szeparal6 csics van.

2.1.2. Euler-graf

2.1-11. Van-e olyan Fuler-graf, melynek péaros szdmu pontja és paratlan
szamu éle van?

2.1-12. ITgazoljuk, hogy ha egy hurokélt nem tartalmazoé véges graf minden
pontjanak foka 4, akkor élei megszinezhet6k piros és kék szinekkel nigy, hogy
minden szégponthoz két piros és két kék él illeszkedjen.

2.1-13. Legyen a G véges Osszefliggs gratban 2k darab pératlan foki pont.
Igazoljuk, hogy a graf élhalmaza elall k darab éldiszjunkt vonal élhalmaza-
nak egyesftéseként.

2.1.3. Hamilton-at, Hamilton-kor

2.1-14. Mutassuk meg, hogy egy kormérkszéses pingpongverseny résztvevéi
sorba éllithatok tigy, hogy mindenki legydzte a kbzvetleniil mogotte allot. (Azt
nem koveteljiikk meg, hogy az 6sszes mogotte allot le kellett volna gydznie.)
2.1-15. Legyen k pozitiv egész. Igazoljuk a kévetkezdket:

e Ha egy véges Osszefiiggd grafban van k olyan cstcs, melyek elhagyésaval
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a graf tébb mint k komponensre esik szét, akkor a grafban nem talalhatunk
Hamilton-kort.

e Ha egy véges Osszefiiggd grafban van k olyan cstcs, melyek elhagyéasaval
a graf tobb mint £+ 1 komponensre esik szét, akkor a grafban nincs Hamilton-
at.
2.1-16. Bizonyitsuk be, hogy ha egy véges Osszefliggd graf K korébdl egy
élt eltorolve a graf egy leghosszabb utjat kapjuk, akkor K Hamilton-kore a
grafnak.
2.1-17. Legyen n > 3 pozitiv egész, és G egy n ponta egyszerii Osszefliggd
graf. Igazoljuk, hogy ha G minden csicsanak foka legalabb 7, akkor G-nek
van Hamilton-kére.

2.1.4. Sikbeli grafok

2.1-18.
a. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G graf pontszdma legalabb 11, akkor vagy

G, vagy G komplementere nem sikgraf.
b. Adjunk meg 8 ponta sikgrafot gy, hogy komplementere is sikgraf le-

gyen.
2.1-19. Hény éle van egy n pontu Osszefiiggd sikgrafnak, ha minden tarto-

ménya (a kiilsé is)
a. haromszog,

b. négyszog?
2.1-20. Hany éle lehet legfeljebb egy sikba rajzolhatd, n pontu egyszerd paros
grafnak?

2.2. Csoportok

2.2.1. Félcsoport, csoport

2.2-1. Vizsgaljuk meg az aldbbi példédkban, hogy a mitivelet vajon mtvelet-
e az adott halmazon, s ha igen, akkor a halmaz a miivelettel félcsoport-e,
csoport-e.

a. (Z,o),haaob=(a+0b)/2 (a,becZ);
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b. (Q,0),haaob=(a+0b)/2 (a,beQ);

c. (A,0),ha A a|0,1] intervallumon értelmezett valds fiiggvények halmaza
és (f o 9)(x) = max(f(z), 9(x));

d. (R, osztas);

e. (R\ {0}, osztas);
2.2-2. Lassuk be, hogy a 8-adik komplex egységgyokdk a szorzéssal csoportot
alkotnak.
2.2-3. Legyen n rogzitett pozitiv egész szdm. Lassuk be, hogy az n-edik egy-
séggyokok halmaza a szorzasra nézve csoportot alkot.
2.2-4. Lassuk be, hogy az 0Osszes n-edik egységgyok halmaza (n befutja a
pozitiv egész szamokat) a szorzasra nézve csoportot alkot.
2.2-5.

a. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo 5 maradékosztalyok a maradékosztalyok
szorzésara csoportot alkotnak-e.

b. Allapitsuk meg, hogy a modulo 5 maradékosztalyok halmazabol el-
hagyva a 0 altal reprezentalt maradékosztalyt, a maradékosztalyok szorzésara
csoportot kapunk-e?

2.2-6. a. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo 8 maradékosztalyok a maradékosz-
talyok szorzasara csoportot alkotnak-e.

b. Allapitsuk meg, hogy a modulo 8 maradékosztalyok halmazabol el-
hagyva a 0 altal reprezentilt maradékosztalyt, a maradékosztalyok szorzasara
csoportot kapunk-e?

c. Allapitsuk meg, hogy a modulo 8 vett redukalt maradékosztalyok a
maradékosztalyok szorzasara csoportot alkotnak-e?
2.2-7.

a. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo m vett maradékosztilyok a szorzasra
nézve csoportot alkotnak-e.

b. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo m vett redukalt maradékosztalyok a
szorzasra nézve csoportot alkotnak-e.
2.2-8. Csoportot alkotnak-e a kovetkezd konstrukciok?

a. A modulo 35 maradékosztalyok koziil az
A ={0,5,10,15,20,25,30}
altal reprezentaltak a maradékosztaly Osszeadésra;
b. A modulo 35 maradékosztalyok koziil
A ={0,5,10,15,20,25,30}
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altal reprezentaltak a maradékosztaly szorzasra;

c. A modulo 35 maradékosztalyok koziil az

AN\ {0}

altal reprezentaltak a maradékosztaly szorzasra;

d. A modulo 25 maradékosztalyok koziil a
B = {5,10, 15,20}

altal reprezentaltak a maradékosztaly szorzasra.
2.2-9. Az alabbi struktarak koziil valassza ki a félcsoportokat, illetve csopor-
tokat:

a. A természetes szamok halmaza az Osszeadasra nézve.

b. A paros szdmok halmaza az Gsszeadasra nézve.

c. A paratlan szamok halmaza a szorzdsra nézve.

d. Az egész szamok halmaza az 0sszeadasra nézve.

e. Az egész szamok halmaza a szorzasra nézve.

f. A nemnegativ raciondlis szamok halmaza a szorzasra nézve.

g. A porzitiv racionélis szdmok halmaza a szorzasra nézve.

h. A nullatol kiilonb6zd valos szamok halmaza a szorzésra nézve.
i. A sik vektorainak halmaza az Osszeadasra nézve.

j- A komplex szdmok halmaza az 6sszeadasra nézve.

k. A valés elemi n-ed rendd matrixok halmaza a szorzéasra nézve. (n
rogzitett természetes szam.)

1. A valos elemii n-ed rendt nem szingularis, (n rangi) méatrixok halmaza
a szorzasra nézve.
2.2-10. Legyen (G, -) csoport, u € G rogzitett elem. Definialjunk G-n egy ]
o miveletet a o b :=a - u - b segitségeével. Csoport lesz-e (G, 0)?
2.2-11. Lassuk be, hogy ha egy csoport minden elemének inverze 6nmaga,
akkor a csoport kommutativ.
2.2-12. Bizonyitsuk be, hogy ha a (G,-) csoport minden a,b elempérjara
(a-b)? =a®-b%, akkor a csoport kommutativ.
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2.2.2. Cisoport rendje, elem rendje, részcsoport, generatum, Lagrange-
téte

2.2-13.

a. A 8-adik komplex egységgyokok szorzassal alkotott csoportjaban haté-
rozzuk meg a csoport rendjét és az egyes elemek rendjét.

b. Ebben a csoportban hatarozzuk meg az egyes elemek generdtumat.

c. Ciklikus-e ez a csoport?
2.2-14. Vizsgaljuk meg, hogy a kdvetkez§ algebrai strukturak csoportot alkotnak-
e? Ha igen, adjuk meg a csoport rendjét. A csoportok koziil melyek ciklikusak?

a. Az m-mel oszthaté (m pozitiv egész) egész szamok az Osszeadasra
nézve.

b. Az egész szamok halmaza az a o b = a + b + 1 miiveletre nézve.
Diédercsoport

A D, diédercsoport a siknak egy szabalyos n oldald sokszdogét dnmagiba
vivl egybevagdsagi transzformaciokbdl all, miivelet a transzforméciok egymés
utani végrehajtédsa. Ha ¢ a 2%—mel valé forgatast, 7 pedig egy szimmetriaten-
gelyre valo tlikrozést jelol, akkor D, elemei:

{67907902a"'5<pn_177—a7—’9057-'902"'77—'90”_1}

A szamolés szabélyai:

e"=1t=e @ r=7-0"!

Belathato, hogy D, a fenti mivelettel csoportot alkot.

am\
-y

t A — t = — t
B A B
2. abra. Szabalyos hatszog elforgatdsa a kdzéppontja koriil § = 60°-kal,
majd tiikrézés a t tiikkdrtengelyre
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Az n = 2 esetben a Klein-féle csoportot kapjuk. Ez az egyetlen kommuta-
tiv diédercsoport. Dy = {e, a, b, c}, az egységelem kivételével mindegyik elem
mésodrendd, és barmelyik két elem szorzata a harmadik elem.

[a]b]c]

QS ||
ool
QIO |
QS| o

QOIS e |

2.2-15. Adott egy sik és abban egy szabalyos haromszdg. Tekintsiik azon sik-
beli egybevagosagi transzformaciok G halmazat, amelyek a szabélyos harom-
szoget onmagéaba viszik at. A G halmazon értelmezziik a miveletet a transz-
formaciok egymas utani végrehajtasaval (fiiggvénykompozicioként). (Két ha-
romszoget akkor tekintiink azonosnak, ha a megfelel§ csiicsok ugyanott van-
nak.)

a. Bizonyitsuk be, hogy G csoportot alkot.
b. Hatarozzuk meg a G csoport rendjét.

c. Jeldlje ¢ a szabalyos haromszog kozéppontja koriili pozitiv iranyt 2{ =
120°-o0s elforgatast, 7 pedig egy (a sikban rogzitett) magassédgvonalra vonat-
kozo tiikrozést. Irjuk fel ezek segitségével G Gsszes elemét, hatarozzuk meg az
egyes elemek rendjét, inverzét, valamint a {¢}, a {7}, illetve a {¢, 7} halma-
zok altal generalt részcsoportokat.

d. Kommutativ-e ez a csoport?

e. Ciklikus-e ez a csoport?
2.2-16. Tekintsiik a 15. példaban szerepld sikbeli, szabalyos haromszoget on-
magaba vive egybevagosagi transzforméciok G csoportjat. Hatarozzuk meg a
részcsoportok rendjét.
2.2-17. Irjuk fel a D4 diédercsoport elemeit, és a szamolas szabalyait.
2.2-18. Bizonyitsuk be, hogy (G, -) csoportban a és a~! rendje egyenls.
2.2-19. Bizonyitsuk be, hogy (G, -) csoportban az a és b~!-a-b elemek rendje
egyenld.
2.2-20. Legyen (G, -) véges, paros rend csoport. Bizonyitsuk be, hogy G-nek
van olyan az egységelemtdl kiilonbh6z6 eleme, amelynek az inverze 6nmaga.
2.2-21. Bizonyitsuk be, hogy ha (G, ) véges csoport, akkor minden a € G-re

alSl — ¢,

ahol e a csoport egységeleme.

2.2-22. Egy multiplikativ csoport ¢ elemeére ¢'%°

1999

=eésc = e. Hatarozzuk
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meg c-t.
2.2-23. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (G, ) csoportnak van az egységelemtol
kiilonbo6zE véges rendd eleme, akkor van primrendd eleme is.

2.2.3. Mellékosztalyok, invarians részcsoportok

2.2-24. Tekintsiik a 15. példaban szerepls sikbeli, szabalyos haromszoget 6n-
magaba viv egybevagdsagi transzforméciok G csoportjat.

a. Jelolje H a T altal generalt részcsoportot. Hatarozzuk meg G-nek a H
szerinti bal, illetve jobb oldali mellékosztalyait. Invaridns részcsoportja-e H a
G csoportnak?

b. Jeldlje K a ¢ altal generalt részcsoportot. Hatarozzuk meg G-nek a K
szerinti bal, illetve jobb oldali mellékosztalyait. Invaridns részcsoportja-e K a
G csoportnak?

2.2.4. Homomorfizmus, izomorfizmus

2.2-25. A komplex szamok C halmazaban a * és o miiveleteket az alabbi
modon értelmezziik:

axb=a+b+1, aob=a+b+1.

a. Igazoljuk, hogy a (C,*) és a (C, o) strukturak csoportok.

b. Igazoljuk, hogy az ¢ : a — ai leképezés izomorfizmust 1étesit a (C, )
és a (C, o) csoportok kozott.
2.2-26. Az alabbi strukturak koziil melyek izomorfak?

a. a valés szamok az Osszeadésra;
b. a pozitiv valés szamok a szorzasra;

c. a nem nulla valés szamok a szorzésra;

d.az{<(1) ;j)

f. a racionalis szamok az Gsszeadasra (Q, +).
2.2-27. Az aladbbi csoportok kéziil melyek izomorfok?

cE R} matrixok a maétrixszorzasra;

a#0,a € R} matrixok a matrixszorzasra,;

a. a modulo 15 redukalt maradékosztilyok a szorzasra;
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b. a modulo 24 redukalt maradékosztalyok a szorzésra;
c. a nyolcadik komplex egységgyokok a szorzasra;

d. a négyzet szimmetriacsoportja (a D4 diédercsoport) a transzforméaciok
egymas utani végrehajtdsira, mint midveletre.

2.3. Gyiiriik

2.3.1. Gyiirdi, test, integritasi tartomany, nulloszté

2.3-1. Vizsgaljuk meg, hogy gytriit alkotnak-e a az alabbi kétmiiveletes struk-
turak:

a. egész szdmok az Osszeadésra és a szorzasra nézve;

b. a paros szamok az Osszeadésra és szorzasra nézve;

c. {a +bv2]|a,b e Z} az Osszeadasra és szorzasra nézve;

d. {a+bi|a,be€ Z} az dsszeadésra és szorzasra nézve (Gauss-egészek);

e. (Zm,+,"), a modulo m tekintett maradékosztalyok a maradékosztaly
Osszeadasra és szorzasra nézve.
2.3-2. Teljesiiljenek az (R, +,-) struktaraban a kivetkezd tulajdonsagok:

a. (R, +) csoport,

b. (R, ) egységelemes félcsoport,

c. a szorzés az Osszeaddsra nézve disztributiv.

Bizonyitsuk be, hogy (R, +, ) gytird.
2.3-3. Bizonyitsuk be, hogy ha az (R, +,-) egységelemes gytird minden ele-
mének van multiplikativ inverze, akkor a gytrtnek csak egyetlen eleme van.
2.3-4. Testet alkotnak-e a mod 2m maradékosztalyok koziil a parosak,

{0,2,4,...,2m — 2}, a maradékosztdlyok kdzotti dsszeadasra és szorzasra
nézve, ha

a. 2m = 10,

b. 2m = 20.

2.3-5. Bizonyitsuk be, hogy ha (T, +, -) véges, legalabb két elemet tartalmazo
integritasi tartomany, akkor test.
2.3-6. Hatarozzuk meg a modulo 12 maradékosztalyok gytrdjében a nullosz-
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tokat.

2.3-7. Legyen (R, +, -) egységelemes gytird, jelolje a nullelemet 0, az egysége-
lemet e. Bizonyitsuk be, hogy ha az a € R elemre fennéll az " = 0 valamilyen
n € N-re (a nilpotens), akkor az e — a elemnek van inverze.

2.3-8. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (R, +, ') egységelemes gytirt a elemének
van bal oldali multiplikativ inverze, akkor az a elem nem lehet a gytrd bal
oldali nullosztéja.

2.3.2. Karakterisztika

2.3-9. Mutassuk meg, hogy ha egy R gytrt minden a elemére a? = a teljesiil,
akkor R kommutativ és karakterisztikaja 2.

2.3.3. Oszthatdsag, oszto, egység, felbonthatatlan, prim

2.3-10.

a. Tekintsiik a Z1o maradékosztaly-gytrit. Irjuk fel ebben minden elem
(minden maradékosztély) osztoit.

b. Mik az egységek, és mik a nullosztok?

c. Legyen @ a Z,, maradékosztily-gyiiri egy maradékosztalya. Adjunk
sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy mikor oszthaté6 minden maradé-
kosztaly a-val - vagyis hogy az @ maradékosztaly mikor egység.

Megjegyzés. Z1p nem nullosztomentes, nem integritasi tartomany, de
alkalmazhat6 az oszthatosag definicioja.
2.3-11.

a. Felbonthatatlan-e Zjg-ben 57
b. Prim-e Zjg-ben 57

Megjegyzés A 3.3.3l példdhoz hasonlban itt is kiterjesztjiikk a prim és

2.3-12. Léssuk be, hogy testben minden, a nullelemtél kiilonb6z6 elem egység.

2.3.4. Euklideszi gyiirii
2.3-13. Lassuk be, hogy ha integritasi tartomanyban létezik prim, akkor van

egységelem.
2.3-14. Legyen L := {a +biv/5 | a,b € Z} a szokasos miiveletekkel.
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a. Bizonyitsuk be, hogy az L egészek korében 1+ iv/5, 1 —iv/5, 2, 3 fel-
bonthatatlan elemek, de nem primelemek.

b. Bizonyitsuk be, hogy az (L, +,-) gytrd nem euklideszi gytirt.

2.3.5. Részgyiirii, ideal, faktorgyiirii

2.3-15. Melyek (Z4, +, ) részgytirti? Van-e koztiik ideal?

2.3-16. Legyen R véges gytiri, I ideal R-ben, és R # I. Bizonyitsuk be, hogy
I minden nullelemtd] kiilénb6z6 eleme nulloszté R-ben.

2.3-17. Hatéarozzuk meg (7', +, -) idedljait, ha T tetszGleges test. (Léassuk be,
hogy testben nincs nem trivialis ide4l.)

2.3-18.

a. Lassuk be, hogy a paros szamok halmaza (P) az egész szamok gytiri-
jének részgytrijét, s6t idealjat alkotja.

b. Hatarozzuk meg a Z/P maradékosztaly-gytrtt.
2.3-19. Legyen R = {(Z Z) la,b,c,d € Z},és[ = {(CCL Z) la,b,c,d e 2Z}

a. Mutassuk meg, hogy I ideal R-ben.

b. Hany elemii az R/I faktorgytri?
2.3-20. Jeloljiikk N-nel az R kommutativ gytirtiben a nulloszték és a 0 altal
alkotott halmazt.

a. Lehet-e, hogy N nem részgytird?
b. Lehet-e, hogy N részgytri, de nem ideal?
c. Bizonyitsuk be, hogy ha N ideél, akkor R/N nullosztémentes.

2.3.6. Homomorfizmus, izomorfizmus

a
2b
strukttra izomorf az E = ({a + bv2|a,b € Z} , +,) gytirtivel.
2.3-22. Izomorfak-e a kovetkezd§ gytirtk?

G=({a+bv2a,beZ},+,-) & K=({a+b/3|a,beZ} +,")

2.3-21. Legyen M = { z> |a,b € Z ;. Bizonyitsuk be, hogy az (M, +,-)
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3.1. Grafok

3.1.1. Alapfogalmak

3.1-1. Van-e olyan 7 ponti egyszeri graf, melyben a csicsok foka
rendre

a. 4,4, 4,3, 3,3, 3;
b. 6, 3, 3, 2, 2, 2, 0;
c. 5,5, 5,4,4,2 2
d. 5, 5,5, 2,2, 2, 1;
e. amelyben minden pont foka kiillénb6zG?

Utmutatas. Probaljunk olyan grafot felrajzolni, melyben a cstcsok fokai a
megadott sorozatot alkotjak. Ha tobb kisérlet utdn sem taldlunk ilyet, meg-
probalhatjuk belatni, hogy nem is létezik.

a. Ha nem talaltunk, akkor érdemes még egy kicsit prébalkozni. . .
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b. Melyek a hatodfokt cstics szomszédai? Es a nulladfokué (az izolalt
csicseé)?

c. Hasznaljuk a cstucsok fokainak 6sszege és a graf éleinek szama kozotti
Osszefiiggést!

d. Egyszerd grafrol 1évén sz6, a hdrom 6tédfoku csics kézott csak harom
él haladhat. Legalabb hany élnek kellene haladnia igy az 6todfoku csticsok és
a maradék kozott?

e. Mi a lehets legnagyobb fok egy hétcstcst egyszerd grafban? Es a lehetd
legkisebb? ]

Megoldas. Csak az els§ esetben létezik a feltételeknek megfelel§ graf, muta-
tunk is egy ilyent. A tobbi négy esetben belatjuk, hogy nem létezik.

a. Egy lehetséges példa:

b. A hatodfoku cstcsot minden mas cstccsal Gssze kellene kotni, marpedig
van egy csucs (a 0 fokun), amelyik izolalt, vagyis nincs szomszédja. Ezért 6 és
0 egyszerre nem szerepelhet a sorozatban.

c. Minden véges grafban igaz a kovetkezs: a fokok Osszege a graf él-
szaménak kétszerese, vagyis paros szam. Jelen esetben viszont 27 ez az dsszeg,
ami paratlan, ezért ilyen graf sem létezik.

d. A hirom darab 6t6dfokd cstucs kozott legfeljebb 3 él fut. Ezért a tobbi
csucsba, is vezet ezekbdl legalabb 15 — 2 -3 = 9 él. De a t6bbi cstcs fokainak
Osszege csak 7, vagyis nem elég az 6tddfoki csticsok szabad ,vegyértékeinek”
lek&téséhez.

e. A lehetséges legnagyobb fok 6, a legkisebb 0. Ha minden cstcs foka
kiilonboz§, akkor 0-t6l 6-ig az Osszes egész szam szerepel is, marpedig lattuk
(b. pont), hogy 0 és 6 egyiitt nem fordulhat els. (Nemcsak 7 cstucs esetén,
hanem altalanosan is igaz, hogy legaldbb 2 csticstu véges egyszerii graf csicsa-
inak fokai nem lehetnek mind kiilénboz6k. A bizonyitas gond nélkiil atvihetd
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az altalanos esetre.)

Megjegyzés. Ha nem kotjiik ki, hogy a graf egyszeri legyen, akkor par-
huzamos és hurokélek segitségével minden olyan fokszdmsorozat elGallithato,

melyben a fokok Gsszege paros. [ ]

3.1-2. Legyen n € N, és G = (V, E) egyszeri graf, melynek legfeljebb
2n+ 1 cstcsa van. Lassuk be, hogy ha minden v € V esetén d(v) > n,
akkor GG 0Osszefiiggs. Igaz marad-e az allitas akkor is, ha csak azt
tessziik fel, hogy minden csiicsra d(v) >n — 17

Utmutatas. Okoskodjunk indirekt médon: ha a graf nem Osszefiiggs, akkor
legalabb két komponense van. Adjunk fels§ becslést a kisebbnek a méretére.
Jussunk ellentmondasra annak felhasznalasaval, hogy élek csak a komponen-
seken beliil haladnak. A feladat masodik felében probaljunk meg ellenpéldat

taldlni. ]

Megoldas. Ha nem &sszefliggd a graf, akkor van legaldbb két komponense.
Mivel a cstcsok szama legfeljebb 2n + 1, van egy olyan komponens, amelyik
legfeljebb n csucsot tartalmaz. Ebben a komponensben minden cstcsbél csak
a komponensen beliilre vezet él, vagyis Osszesen legfeljebb n — 1 lehet a fok-
szama. Ez ellentmond annak a feltételnek, mely szerint minden cstcs legalabb
n-edfokt. Ezzel belattuk a feladat elss felét.

A masodik kérdésben viszont csak n — 1-et irunk eld, és ekkor van olyan

graf, mely nem 0Osszefiiggs: egy két komponensbdl allé graf, melynek mindkét

komponense n pontu teljes graf (az egyik lehet n + 1 ponta is). |

3.1-3. Legyen G egy véges egyszert graf, G a komplementere. Lassuk
be, hogy G vagy G Osszefiiggd.

Utmutatas. Tegyiik fel, hogy G nem 6sszefiiggs. Mit mondhatunk két olyan

pontrél G-ben, amelyek kiilénb6z6 komponensben vannak G-ben? [ ]
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Megoldas. Ha G 6sszefiiggs, akkor nincs mit bizonyitanunk. Ha nem Gssze-
fligg®, akkor az Osszefiiggd komponensei legyenek

Gy = (V17E1)7 Gy = (‘/27E2)7 cee

Ha a graf két cstuicsa: vy és v9 G-ben kiilénbz6 komponensben voltak, akkor
koztiik G-ben nem megy él. De ekkor a komplementer definici6ja szerint G-
ben Ossze vannak kotve éllel. Ha pedig vy és v} egy komponensben vannak
G-ben, akkor barmely mas komponensbeli csics (ilyen létezik, hiszen G nem
Osszefiiggd), pl. ve Ossze van kiotve mindkettGvel. Vagyis vy, v2,v] a koztik
futd élekkel egyiitt egy 2 hosszisagu ut. Fzzel belattuk, hogy barmely két
cstcs kozott megy egy legfeljebb 2 hosszt 1t G-ben.

G Go

3.1-4. Igazoljuk, hogy ha egy véges egyszerii grafban minden csiics
foka legalabb k (ahol k£ > 2), akkor van a grafban olyan kor, amely
legalabb k 4 1 pontot tartalmaz.

Utmutatas. Induljunk el az egyik cstcsbol az egyik élen. Az 1j csiicsbol men-
jiink tovabb még nem érintett élen még nem érintett csticsba, amig tehetjiik.

Mikor akadunk el? Mik az utoljara érintett csiics szomszédai? [

Megoldas. Induljunk el az egyik cstcsboél az egyik élen. Az 1) csicsbol men-
jink tovabb még nem érintett élen még nem érintett csicsba, amig tehetjiik
(a graf véges, tehat el6bb-utobb elakadunk). Az igy érintett csiucsok legyenek:

V1,V2,...,0Vg

Ha nem tudunk tovdbbmenni, akkor vs minden szomszédja az el§z6 s—1 csics
valamelyike. Legyen ezek koziil a legkisebb indext vy. A vg, Vgt1, ..., Vs, Ut
pontsorozat koért alkot, hiszen a benne szerepls csicsok vy kivételével kiilon-
bozsek, és az egymas utan kévetkez6 tagok szomszédosak a grathan. A feladat
feltételei szerint vg legalabb k-adfok, ezért ez a kor legalabb k 4+ 1 pontbél
all, mert v és az Osszes szomszédja is szerepel benne.
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Megjegyzés. A feladatot a leghosszabb Ut mddszerével is megoldhatjuk.
Leghosszabb tton maximdlis szamu élt tartalmazé utat értiink. Véges graf-
ban mindenképpen van ilyen, de dltalaban nem egyértelmd. Legyenek egy leg-
hosszabb 1t csicsai vy, va, ..., vs. Az Ut végpontja, vs csak az dton eléforduld
tobbi csucesal lehet Osszekotve (kiilonben nem ez lenne a leghosszabb 1ut). A
tovabbiakban a bizonyitas megegyezik az el6bb mutatottal (ott is megeshet,
de nem biztos, hogy egy leghosszabb utat taldlunk).

A feladat allitasat a k = 2 specialis esetben érdemes kiilon is megfogal-
mazni. Eszerint, ha egy véges egyszerii graf minden csicsa legalabb mésod-
foku, akkor van benne kor. (Azt nem kell mondani, hogy legalabb harom

hosszi kor, hiszen egyszert grafban minden kor ilyen.) ]

3.1-5. Adjuk meg az Gsszes 4, illetve 5 csiicst egyszerti grafot, ame-
lyek izomorfak a komplementeriikkel.

Utmutatas. Legyen G egy n ponti graf, mely izomorf a komplementeré-
vel. A graf egyik csticsanak fokat jeldljiik d-vel. Ekkor ennek a csicsnak a
komplementerbeli fokszama mennyi? Mi kévetkezik ebbdl a csticsok fokszam-

sorozatara, ha tudjuk, hogy a graf és komplementere izomorfak? ]

Megoldas. Legyen G egy n pontt véges graf, G a komplementere, mely
izomorf vele. Egy G-ben d-edfoku csics a komplementerben n — d — 1 fokau.
Ha pedig a két graf izomorf, akkor fokszamsorozatuk megegyezik. Igy ha G
cstcsainak a fokai sorrendben

di <dp < ... < dp,
akkor G cstcsainak fokai:
n—d,—1<n—-d, 1-1<...<n—dy —1,

és ez a két sorozat ugyanaz. Vagyis d; + dp1—; = n — 1. Tudjuk, hogy izolalt
és n — 1 foku csiics egyszerre nem fordulhat el§ semmilyen egyszerd grafban,
ezért itt egyik sem lehetséges (mert az a masikkal egyiitt jarna a fokszamokra
kapott képlet alapjan), tehat d; > 1 és d; < n — 2. Keressiink olyan nem-
csOkkend sorozatot, mely teljesiti ezeket a feltételeket, és aztan vizsgaljuk
meg, létezik-e graf ezzel a fokszamsorozattal, majd végiil azt, hogy izomorf-e
a komplementerével.
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Elgszor az n = 4 esetet vessziik sorra. Itt vagy 1, vagy 2 a cstuicsok foka, és
minden elséfokthoz tartozik egy masodfokt. Az egyetlen lehetséges fokszam-
sorozat: 1,1,2,2. Egyszerd grafban ez csak ugy fordulhat el8, ha az elséfoka
csucsok nincsenek egymassal 6sszekotve, és ekkor a négy cstcs egy 3 hossza-
sagi utat alkot, aminek a komplementere is egy harom hosszusagn ut. Ez
n = 4 esetén az egyetlen megoldas. Az alabbi dbran a grafot és a komplemen-
terét lathatjuk.

Ul U4 vly v4
V2 U3 V2 _ U3
G G

Egy lehetséges izomorf leképezés a csicsokon: vy — v, vy — V4, V3 — vy,
Vg4 — V3.

Attérve az n = 5 esetre, itt a fokok 1 és 3 kozott vannak, és még azt tudjuk,
hogy 1-esbdl és 3-asbél ugyanannyi van. Harom lehetséges fokszamsorozat
adodik:

a. 2,2, 2 2, 2. Az egyetlen egyszert graf ezzel a fokszamsorozattal egy 6t
hossztisdgi kor. Ennek a komplementere tehat 6nmaga:

Vg Vg

Us U3 U5 U3

G G

Egy lehetséges izomorf leképezés a csicsokon: vy — vy, vy — v3, V3 +— Us,
V4 > V2, U5 — V4.



22 3. Példak és megolddsok

b. 1,2, 2,2, 3. Ebben az esetben G elstfoki pontja G harmadfoku pontja,
és forditva. Az izomorfizmus miatt ez a két pont vagy mindkét grafban szom-
szédos, vagy egyikben sem. De a komplementer tulajdonsiga miatt ez lehe-
tetlen.

c. 1,1, 2, 3, 3. Els6- és harmadfoku cstuicsok kézott Gsszesen négy él megy
a két grafban. Mivel ezek a cstcsok a komplementerben is harmad- és elséfo-
kuak, az izomorfiabol kovetkezik, hogy két-két él jut G-be és G-be, mégpedig
gy, hogy nincs kozos végpontjuk sem G-ben, sem G-ben. Ez azt jelenti, hogy
az elsfokn csticsok egy-egy harmadfokihoz csatlakoznak. A maradék élek pe-
dig egy hdromszoget alkotnak. Ez a graf valoban izomorf a komplementerével:

V4 V4

Vs v3 U5 U3

U1 V2 U1 _ V2
G G

Egy lehetséges izomorf leképezés a csucsokon: vy — vs, vy +— U3, V3 +— vy,
V4 F V4, U5 — V2.
|

3.1-6. Hat versenyz6 kérmérkézést jatszik. Bizonyitando, hogy bar-
mely idépontban van harom olyan versenyzd, akik mar mind jat-
szottak egymassal, vagy harom olyan, akik ko6ziil semelyik kettd
nem jatszott még.

Utmutatas. Fogalmazzuk 4t a feladatot a grafelmélet nyelvere! Azt kell bi-
zonyitani, hogy minden hatponti egyszerd grafban vagy a komplementerében
van haromszog. Ennek beldtasahoz valasszunk egy tetszéleges csicsot, és G

ill. G koziil azt vizsgaljuk, amelyikben nagyobb a foka. [ ]

Megoldas. Valojiban azt kell igazolni, hogy minden hatponti egyszerd graf-
ban vagy a komplementerében van haromszog. Legyen v a graf egy pontja.
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Ennek G-beli és G-beli foka Osszeadva 5. Ezért valamelyik fok legalabb 3.
Feltehetjiik példaul, hogy G-ben van v-nek 3 szomszédja. Ha ezek koziil bar-
melyik kett§ Ossze van kotve, akkor v-vel egyiitt haromszoget alkotnak, ha
pedig nincs, akkor ez a harom szomszédja v-nek a komplementerben alkot
haromszoget.

Megjegyzés. Ha csak 6t pontja van a grafnak, nem feltétleniil igaz az
allitas, az ellenpélda az 6tszog, mely 6nmaga komplementere.

A feladatot gyakran a kovetkezs ekvivalens formaban fogalmazzak meg:
Szinezziik ki egy hatponti teljes graf éleit valahogyan két szinnel. Igazoljuk,
hogy minden szinezésnél keletkezik egyszint haromszog. A kérdés ebben a for-
méaban kénnyen altalanosithaté tobb szinre. Igaz példaul, hogy egy 17 pontu
teljes graf éleit hdrom szinnel megjel6lve mindenképpen kapunk egyszind ha-
romszoget. Tovabbi altalanositast jelenthet a haromszog helyett n-szég vagy
tetszileges graf megkovetelése. A témakdrbe tartozd kérdések spektruma igen

széles, és Ramsey-féle probléméaknak hivjik Gket. [ |

3.1-7. Jeldljik egy véges fagraf els6foki pontjainak szamat fi-gyel,
a 2-nél nagyobb foka pontjainak szamat pedig c-vel. Bizonyitsuk
be, hogy ha a pontok szama legalabb 2, akkor f; > c+ 2.

Utmutatas. Tébbféleképpen is célhoz érhetiink. Elsg megoldasként hasznél-
hatjuk a cstcsok foka és az élek szama kozotti Osszefiiggést és azt, hogy n
ponti fa éleinek szama n — 1.

Masrészrsl hasznalhatjuk azt az allitast, mely szerint ha egy véges grafban
minden pont legalabb mésodfoka, akkor van a grafban kér. Atfogalmazva:
véges kormentes grafban (=véges erdében) van olyan cstucs, melynek foka
legfeljebb egy. Ha még Osszefliggd is az erdd (fa), akkor van elséfoku csucs.

Ezt az els6fokn cstucsot elhagyva teljes indukciét alkalmazhatunk. [ |

Megoldas. Elsd megoldds. Jeloljiik a k-adfoka cstcsok szaméat fi-val, a leg-
nagyobb fokot d-vel, a graf cstcsainak szamat n-nel. A graf csicsainak 6ssz-
fokszédma az élek szamanak kétszerese, ez fagrafban 2(n—1). Az 6sszfokszamot
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szamoljuk ki gy, hogy a csdcsokat fokszam szerint csoportositjuk:

d

S (fii)=Ff+2f+. .. +dfs=2n—1).

i=1
Masrészt 0sszesen n csics van:

d

Y fi=h+fat ot fa=n

i=1
Utébbi egyenlet kétszeresébdl az els6t kivonva:

d

Se-ifi=fi-fs—2fi—...—(d—2)fs=2

i=1
A negativ elGjeld tagokat a masik oldalra rendezve:
fi=24+fs+2fu+...22+f3+fut+...=c+2,

hiszen igy definidltuk c-t.

Madsodik megoldds. A graf csicsainak n szdma szerinti teljes indukciéval
bizonyitunk. Ha n = 2, akkor igaz az allitds (2 > 2). Legyen most n > 2,
és tegyiik fel, hogy minden n — 1 ponta faban igaz az allitas. Hasznaljuk fel,
hogy minden véges fanak van els6fokt pontja. Egy ilyen pontot elhagyva egy
n—1 pontu G’ fat kapunk, melyre igaz az &llitas: f; > ¢/ +2. Ha visszavessziik
az elhagyott csticsot, akkor ha

e a szomszéd G'-ben elssfoku, akkor fi = f] és ¢ = ¢/, tehat igaz maradt
az allitas,

e a szomszéd G’-ben masodfoku volt, akkor fi = fi+ 1 ésc=c + 1, az
egyenlGtlenség mindkét oldalat 1-gyel noveltiik,

e a szomszéd G'-ben legalabb harmadfoku, akkor fi = f] + 1 ésc = ¢/,
tehét az egyenlétlenség ,még inkdbb” igaz lett.

Mindharom esetben miikodik az indukcid, az allitast belattuk.

Megjegyzés. Mindkét bizonyitasboél kiolvashaté, hogy az egyenlStlenség
akkor és csak akkor éles (f1 = ¢+ 2), ha a grafnak nincs 3-nal magasabb fokua

csucsa. [ |
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3.1-8. Igazoljuk, hogy egy Osszefiiggd véges grafban barmely két
leghosszabb ttnak van k6zds pontja.

Utmutatas. Indirekt médon okoskodjunk: tegyiik fel, hogy van két olyan leg-
hosszabb 1t, amelyeknek a ponthalmaza diszjunkt, és jussunk ellentmondasra

annak felhasznaldsaval, hogy a graf dsszefiiggs. ]

Megoldas. Tegyiik fel, hogy van két leghosszabb 1t (s és t), melyeknek nincs
kozos pontja. Legyen a hosszuk m. A két ut tetszGleges két pontja kozott
vezet ut, tekintsiik egy ilyen utnak s és ¢t kozé es6 olyan darabjat (u), aminek
egyik végpontja az s-en, masik a t-n van, és (esetleges) bels6 pontjai egyiken
sincsenek rajta. Ennek hossza legalabb 1. Készitsiink egy Gijabb utat felhasz-
nalva s és t hosszabbik (legalabb félutnyi) részet, kozépen kiegészitve u-val,
igy legalabb [%] + [%] + 1 hosszt utat kapnéank, ami hosszabb s-nél és t-nél
is. Igy ellentmondasra jutottunk, tehat az indirekt feltevés helytelen.

Az abran az indirekt feltevésbdl kovetkezs lehetetlen allapotokat tekint-
hetjitk meg. Itt m = 6. A folytonos vonallal rajzolt ut hosszabb lenne, mint
a feltételezett leghosszabb utak.

3.1-9. Igazoljuk, hogy véges faban az Gsszes leghosszabb 1t egy pon-
ton megy at.

Utmutatas. Valasszunk ki egy leghosszabb utat tetszés szerint, és probéaljuk
meg beldtni, hogy van olyan csicsa, mely minden méas leghosszabb tton is

rajta van. [
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Megoldas. Legyen s; egy leghosszabb at, és v, ve,...,v, a pontsorozata.
Legyen w = vmy, vagyis az ut kozépss csucsa (a két kozépss cstcs koziil
az egyik, ha m paros). Be fogjuk latni, hogy a fa minden leghosszabb utja
tartalmazza w-t. Ehhez hasznaljuk fel, hogy barmely két utnak van kézos
pontja. Most indirekt médon tegyiik fel, hogy van egy méasik leghosszabb 1t
(s2), melynek csticsai uy, ug, . . ., U, és ezek kozott nem szerepel w. Legyen k
a legkisebb olyan index, amire uy eleme si-nek, és ! a legnagyobb ilyen. Mivel
egy faban barmely két cstucs kozott pontosan egy Ut halad, ezért up és
kozott minden cstcs szerepel mindkét leghosszabb titon. Indirekt feltevésiink
szerint ez a kozos szakasz nem tartalmazza w-t. Emiatt két lehetség van:

e u; az s1-nek w-nél kisebb indextd tagja, mondjuk w; = v;, ahol j < [F].
Ekkor a két ut hosszabbik felét wu;-nél Osszeflizve egy m-nél tobb csticsbol
allo utat kapnank, ami ellentmondéas. Ennek az dtnak a pontjai ui, us, ...,
(= v5), Vj11, ..., Um, ha l > [ ], killonben pedig U, Um—1, ..., w(= vj),
Vjt1, - -5 Um-

® uj, = vj, ahol j > | ]. Ekkor is t6bb mint m pontos utat kapnank, ha a
két ut hosszabbik felét kotjiik dssze. A cstcsok halmaza ug, ug, ..., ug(= vj),
Vi1, ..., v1, ha k> [B], 68 U, Um—1, ..., ur(=vj), vj_1, ..., v1 kiilonben.

Mindkét esetben ellentmondasra vezet az indirekt feltevés, belattuk tehat,
hogy w az Osszes leghosszabb utban szerepel.

Megjegyzés. A megoldasbdl az is latszik, hogy ha a leghosszabb utak
hossza paratlan (m péros), akkor nemcsak egy, hanem két olyan szomszédos
csics is van, mely minden leghosszabb tutban szerepel, természetesen a koztiik

futo éllel egyiitt. ]

3.1-10. Legyen n egynél nagyobb pozitiv egész.

a. Legfeljebb hany szeparald él van egy n ponta grafban? Adjuk
meg az olyan grafokat, amelyekben pontosan ennyi szeparalé él van.

b. Legfeljebb hany szeparald csics van egy n pontu grafban?
Adjuk meg az olyan grafokat, amelyekben pontosan ennyi szeparald
csucs van.

Utmutatas. Egy ¢l (cstics) szeparalo, ha elhagyésaval olyan grafot kapunk,
melyben van két, eredetileg tttal Osszekotott cstics, melyek kiilén kompo-
nensbe esnek.
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a. Tehat a szeparal6 éleket egymas utan elhagyva a grafbol, a komponen-
sek szama minden lépésben né. Hany lépésben folytathatjuk ekkor az élek
torlését, ha a kiindulé allapotban legalabb egy komponensiink, a végén pedig
legfeljebb n komponensiik van? Keressiink olyan grafot, melyben minden él
szeparal.

b. A csticsoknal tigy tudunk felsé becslést adni, ha megfigyeljiik, hogy egy

leghosszabb ut két végpontja sosem szepariléd csucs. ]

Megoldas.

a. Egy szeparal6 él elhagyasaval né a komponensek szama. Ezért ha sorra
hagyjuk el egy graf szeparéld éleit, még ha Gsszefiiggs grafbél indultunk is,
legkés6bb n — 1 lépés utdn véget ér a procedura, és mér csak kiilénallé pont-
jaink lehetnek. Ezért legfeljebb n — 1 szepardlé él van. Van is olyan graf,
amelyben van pontosan ennyi, mégpedig egy n-ponta fa (olyan graf kell, ami
osszefiiggs és n — 1 éld). Ebben minden él szeparélo, hiszen két pont kozott
csak egy Ut megy, és az élek szdma pontosan n — 1.

b. Egy leghosszabb ut két végpontja nem lehet szeparald, hiszen minden
szomszédja az uton van. Egy n pontu grafban (kivéve az egy élt sem tar-
talmazo trivialis esetet) viszont mindig van legalabb egy leghosszabb ut, két
nem szeparalod végponttal. Ezért legfeljebb n — 2 szeparalé cstcs van. Ez az
érték egy n pontu uttal el is érhetd.

|

3.1.2. Euler-graf

3.1-11. Van-e olyan Euler-graf, melynek paros szamiu pontja és pa-
ratlan szamu éle van?

Utmutatas. Ahhoz, hogy egy véges graf Euler-graf legyen, ket dolog sziikse-
ges:

e a grafnak Osszefiiggének kell lennie,

e minden csucsanak a foka legyen paros.

Prébalkozzunk, mar viszonylag kis szami csiics esetén taldlhaté ilyen graf.
|

Megoldas. Van ilyen graf, pl. a kdvetkezd, mely egy négyszoget és egy ha-
romszoget tartalmaz az egyik csucsuknal Gsszendve (6 csucs, 7 él).
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Ha nem akarunk egyszerd grafot, akkor a kovetkezs graf is jo: két csics par-

huzamos élekkel 6sszekotve, és az egyik koriil még egy hurokél (2 csucs, 3 él).

3.1-12. Igazoljuk, hogy ha egy hurokélt nem tartalmazé véges graf
minden pontjanak foka 4, akkor élei megszinezhetdk piros és kék
szinekkel tgy, hogy minden szégponthoz két piros és két kék él
illeszkedjen.

Utmutatas. Probaljuk meg elészor azt az esetet belatni, amikor a graf Gssze-
fliggs. Ekkor a graf Euler-graf, vagyis van benne olyan zart vonal, mely az
Osszes élt pontosan egyszer tartalmazza. Hogyan tudnank ennek a vonalnak a
segitségével egy olyan szinezési eljardst megadni, ami garantalja, hogy minden
cstcsra két-két piros és kék él illeszkedjen? Ha megvan az eljards, még marad
egy kis bizonyitanivalo (segitség: miért nem masodfoka csticsok szerepelnek

a példédban?). Végiil a nem Osszefiiggd esetre vald attérés trivialis. ]

Megoldas. Tegylik fel elgszor, hogy a gréf 6sszefliges. Ekkor van benne Euler-
vonal, hiszen minden csticsanak paros a fokszama. Induljunk el egy tetszéleges
v csticsbdl, és jarjuk korbe az Euler-vonalat gy, hogy az érintett éleket fel-
valtva pirosra és kékre szinezziik. Végil visszaérkeziink v-be. Minden v-t6l
kiilonbo6z§ cstcson kétszer haladtunk at, beérkezéskor és tavozaskor egy-egy
élt pirosra és kékre szinezve, ezeknél a cstucsokndl jol szineztiink. Egyediil v
lehet kérdéses. Itt is athaladtunk egyszer menet kézben, tehat csak az kell,
hogy az Euler-vonal legelsé és legutolsé éle ellentétes szint legyen. Ehhez pon-
tosan az kell, hogy az Fuler-vonalnak paros sok éle legyen, de mivel a vonal a
graf Osszes élét tartalmazza, ezért a graf élszamanak paritasa érdekel minket.
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Az élszam a csucsok Gsszfokszamanak fele, de mivel minden fok 4, ezért az
Osszfokszam oszthato 4-gyel, vagyis a fele, az élek szadma péros. Ezzel belattuk
az Gsszefliggd graf esetét.

Ha a graf t6bb komponensbél 4ll, akkor minden komponense egy Euler-
graf. A fenti szinezést komponensenként kell elvégezniink.

Megjegyzés. Ha csak azt kotjiik ki, hogy minden fok legyen péros, és azt
varjuk el, hogy minden csicsban az élek fele-fele aranyban legyenek kiszinezve,
akkor még azt is meg kell kovetelniink, hogy komponensenként paros sok él
legyen a grafban. Példaul egy 6tszég — bar minden pontja mésodfoki, és van

Euler-vonala — nem szinezhet6 ki ilyen médon. ]

3.1-13. Legyen a G véges 0Osszefiiggs grafban 2k darab paratlan foki
pont. Igazoljuk, hogy a graf élhalmaza el6all k£ darab éldiszjunkt
vonal élhalmazanak egyesitéseként.

Utmutatas. Hasznaljuk a zdrt Euler-vonal létezését leiro allitast. Milyen
tritkkel tudjuk elérni, hogy az a tétel itt is alkalmazhaté legyen? [
Megoldas. Allitsuk k darab parba a paratlan foku cstcsokat, és az egy pér-
ban levk kozé huzzunk be egy élt (ez esetleg parhuzamos €él lesz, ha mar
eredetileg is Gssze voltak kotve). Ekkor minden fok paros, vagyis egy Euler-
grafot kapunk. Ebben a grafban van tehat egy zart Euler vonal, ami persze a
plusz-éleket is tartalmazza. Ha most téroljik a k& darab élt, akkor a vonal k
darab éldiszjunkt nyilt vonalra esik szét. (Egy zart vonal k élének torlésével
legfeljebb k részre esik, de most pontosan k darab keletkezik, mert az elhagyott
élek koziil semelyik kettd nem szomszédos.) Ezt az elgéllitast kerestiik.
Megjegyzés. Nem miikodik a kdvetkezd indukcios gondolatmenet: indul-
junk el egy paratlan foka cstcsbol, és haladjunk mindig még fel nem hasznélt
éleken. Csak akkor akadunk el, ha egy csticsban mar minden élt felhasznal-
tunk, és ez csak egy paratlan foku csticsban fordulhat el8, hiszen athaladaskor

kettd él fogy el”. Taldltunk tehat egy nyilt vonalat. Hagyjuk el ennek az éleit,

igy egy olyan grafot kapunk, melyben kettGvel kevesebb a paratlan foku cstics.

Alkalmazhatjuk tehat az indukciét. Am ez nem igaz minden esetben! A prob-
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léma ott van, hogy a kapott graf nem biztos, hogy sszefiiggé marad! ]

3.1.3. Hamilton-at, Hamilton-kor

3.1-14. Mutassuk meg, hogy egy kormérkézéses pingpongverseny
résztvevdi sorba allithatok agy, hogy mindenki legy6zte a kdzvetle-
niil moégotte allot. (Azt nem koveteljiik meg, hogy az 6sszes mogiotte
allot le kellett volna gyéznie.)

Utmutatas. Egy pingpongmeccs végeredmeénye nem lehet dontetlen, tehat
a feladatot atfogalmazhatjuk a grafok nyelvére. A jatékosok legyenek egy
irdnyitott graf csicsai, és a gybztes csicsbol mutasson nyil a vesztes felé.
Barmely két cstics kézodtt van pontosan egy iranyitott él. A kévetkezot kell
igazolni: Barhogy készitiink egy teljes grafbol irdnyitott grafot, mindig lesz
az utébbiban irdnyitott Hamilton-at. Ezt pedig belathatjuk a csicsok szama

szerinti indukciéval. ]

Megoldas. A kormérkszésbol készitstink iranyitott grafot. A jatékosok legye-
nek az irdnyitott graf cstcsai, és a gyGztes csticsbol mutasson nyil a vesztes
felé. Barmely két cstucs kozott van pontosan egy irdnyitott él. Azt kell beléat-
nunk, hogy barmilyen irdnyba mutatnak is a nyilak, mindig lesz a gréfban
irdnyitott Hamilton-ut. Ezt a cstcsok n szdma szerinti indukciéval latjuk be.

Az n =1 eset trivialis. Ha feltessziik, hogy n-re mar belattuk, n + 1-re
jarjunk el a kovetkezSképpen: Hagyjuk el valamelyik pontot (v) a grafbol, ek-
kor egy n-ponti grafot kapunk, melyre mikddik az indukci6, tehat van benne
Hamilton-at, mondjuk vy, ve, ..., v, ebben a sorrendben egy irdnyitott it. Az
(n 4 1)-edik csucs tobbiekhez valo viszonya alapjan harom esetet kiilonboz-
tetiink meg:

e Ha a v és v kozotti él vi-be mutat, akkor v, v1,v9, ..., v, egy Hamilton-
at.

e Ha a v és v, kozotti él v-be mutat, akkor vy, ve, ..., vy, v egy Hamilton-
uat.

e Ha a fenti két eset egyike sem teljesiil, akkor legyen ¢ a legkisebb olyan
index, melyre v és v; kozott a nyil v;-be mutat. Ilyen mindenképpen van, mert
vUp-be megy v-bél nyil. Ekkor vy, v9,...,v;—1,v,;, Vit+1,- ..,V egy Hamilton-
ut. Az abréan folytonos vonallal lathato ez az tut.
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U1 Vi—1 V5 Un
Az indukcioés 1épés mindhdrom esetben miikodik. ]

3.1-15. Legyen k pozitiv egész. Igazoljuk a kévetkezsket:

e Ha egy véges Osszefiiggd grafban van k£ olyan cstics, melyek
elhagyasaval a graf t6bb mint k£ komponensre esik szét, akkor a
grafban nem talalhatunk Hamilton-kort.

e Ha egy véges Osszefiiggd grafban van k£ olyan cstics, melyek

elhagyasaval a graf t6bb mint k£ + 1 komponensre esik szét, akkor a
grafban nincs Hamilton-1it.
Utmutatas. Legfeljebb hany részre esik szét egy ut (kor), ha torsljik k
pontjat? [ |
Megoldas. Legyen G = (V, E) egy véges graf, W CV, E' C E. Ha a V pont-
halmazabdl a W halmaz elemeit elhagyjuk, és a kapott grafnak [ komponense
van, akkor a (V, E') grafbol a W csticsok torlésével kapott grafnak is legalabb
[ komponense van. Ez nyilvianvalo, hiszen mindkét kapott graf csacshalmaza
V — W, és az utébbi élhalmaza az el6bbiének része.

Vagyis, tegyiik fel, hogy egy graf tartalmaz Hamilton-utat (-kort). Ha
a graf bizonyos k cstcsanak elhagyasaval | komponensre esik szét, akkor a
Hamilton-utnak (-kornek) is legalabb ennyi komponensre kell szétesnie. Mar-
pedig, egy uthol k pont elhagyésaval legfeljebb k + 1, egy korbsl pedig legfel-
jebb k komponens keletkezhet. Ezért, ha a graf ennél tébb komponensre esik

szét, nem lehet benne Hamilton-ut illetve -kor. Ezt kellett belatnunk. [ |

3.1-16. Bizonyitsuk be, hogy ha egy véges Gsszefiiggd graf K koré-
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bdl egy élt eltordlve a graf egy leghosszabb utjat kapjuk, akkor K
Hamilton-kodre a grafnak.

Utmutatas. Indirekt moédon gondolkodjunk. Tegyiik fel, hogy K nem Hamilton-
kor. Hasznaljuk fel, hogy a graf dsszefiiggs, és mutassunk egy utat, melyben

tobb pont szerepel mint K-ban. [ |

Megoldas. Jeloljiikk K cstcsait vy, va,...,v,-nel. Ha K-bél torliink egy élt,
akkor n cstcstt utat kapunk. Ha ez egy leghosszabb at, akkor minden atnak
legfeljebb ennyi cstcsa lehet. Tegyiik fel indirekte, hogy K nem Hamilton-
kor. Ekkor van olyan pont a grafban, mely nem szerepel K-ban. De ekkor az
osszefiiggGség miatt létezik olyan él, amely egy K-beli (feltehetjiik, hogy ez
v1) és egy nem K-beli (w) csucsot kot 6ssze. Ekkor w, vy, va, ..., v, egy n+1
csucsbol allo at, ez ellentmondéas. Az dbran ezt a feltételeknek ellentmondo
hosszu utat lathatjuk.

3.1-17. Legyen n > 3 pozitiv egész, és G egy n ponti egyszerti Ossze-
fiiggs graf. Igazoljuk, hogy ha G minden csticsanak foka legalabb 7,
akkor G-nek van Hamilton-kére.

Utmutatas. Probaljuk meg belatni, hogy egy leghosszabb tthoz mindig ta-

lalhatunk kort, mely ugyanazokat a csticsokat tartalmazza. Majd hasznaljuk

fel az el6z6 feladat allitasat. ]

Megoldas. Legyen vy, v, ..., v, a graf egy leghosszabb Gtjanak a pontsoro-
zata. Be fogjuk latni, hogy van a grafban m hossza kor, melyet K-val jel6liink.
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Ekkor K egy élének torlésével a graf egy leghosszabb Gtjat kapjuk, ami a 16.
feladat alapjan azt jelenti, hogy K Hamilton-kor, és készen lesziink.

A leghosszabb uton van vy és v, Osszes szomszédja. A vy szomszédai
legyenek v;,, vy, ..., Vi,, Um-€ pedig vj,,vj,, ..., vj., ahol d,e > n/2. Az i; —
1,99—1,...,ig—1illetve a j1, Jo, . . . , Je szdmok mindegyike 1 és m —1 ko6zotti.
Mivel d + e > n > m, ezért a skatulyaelv alapjan van olyan x és y, hogy
iz — 1 = jy. Ez szemléletesen azt jelenti, hogy vi-nek van olyan szomszédja,
mely vy, egy szomszédja utan kovetkezik az tton. Mondjuk v és vg41, illetve
Um €s v kOzOtt megy él. Az dbra ezt a helyzetet mutatja. Az egyszertiség
kedvéért csak az utat és a most emlitett éleket rajzoltuk be.

Vg,
U1 k+1 Um,
Ekkor vi,v2, ...,V Um, Um—1,- -, Vk+1, V1 €8y m hosszd kor, és nekiink pon-
tosan ilyenre volt sziikségiink. Ezzel az allitast belattuk. ]

3.1.4. Sikbeli grafok

3.1-18.

a. Bizonyitsuk be, hogy ha egy G graf pontszama legalabb 11,
akkor vagy G, vagy G komplementere nem sikgraf.

b. Adjunk meg 8 ponti sikgrafot tigy, hogy komplementere is
sikgraf legyen.

Utmutatas.

a. Hasznaljuk a sikgraf csiicsainak és éleinek szaméara vonatkozd becslést.

b. A fenti becslés annal élesebb, minél t6bb haromszdg van a sikba raj-
zolt grafban. Keressiink olyan 8-ponta sikgrafot, melyben sok a haromszog

alaki tartomény. Minél t6bb haromszogiink van, annél t6bb éle van a graf-
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nak, a komplementerének igy kevesebb, és akkor nagyobb az esély arra, hogy

a komplementer is sikba rajzolhaté. [ |

Megoldas.

a. Egy n pontu teljes graf éleinek szama (g) Ennyi éle van egy n pontu
egyszerd grafnak és a komplementerének egyiittvéve. Mésrészrdl, egy n ponta
sikgrafnak legfeljebb 3n — 6 éle lehet. Tehét ha egy graf és a komplementere
is sikba rajzolhato, akkor 2(3n — 6) > (5). Kifejtve:

12n—24 > n®—n

0 > n*—13n+24=-((2n—13)>—173)

| =

Mindez nem teljesiil, ha n > 11. Az n? — 13n + 24 kifejezés el6jelének vizsga-
latat a kdvetkezSképpen is elvégezhetjiik. A masodfoku kifejezés két gyoke

C13+V132-4-24  13+V73

2 2

n1,2

melynek kozelité megoldésa ny ~ 10,77 és na ~ 2,23. A kifejezés értéke a
két gyok kozotti zart intervallumon kiviil pozitiv, vagyis minden olyan egész
szamra is, melyre n > 11.

b. Az abran egy lehetséges graf és komplementere lathato.

3.1-19. Hany éle van egy n pont 6sszefiiggd sikgrafnak, ha minden
tartomanya (a kiilsé is)

a. haromszog,
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b. négyszog?

Utmutatas. Hasznéaljuk az Euler-féle képletet, mely a tartoményok, a csi-

csok és az élek szaméara ad Osszefiiggést. ]

Megoldas. Az Euler-képlet szerint, ha egy sikgraf tartomanyainak szama t,
éleié e, csticsaié pedig n, akkor

n+t=e+2.

Ha még azt is tudjuk, hogy minden tartomanyt ugyanannyi él hatarol, akkor
t és e kozdtt tovabbi Gsszefliggést fedezhetiink fel:

a. Ha minden tartoméanyt harom él zar koril, akkor e = %t, mert ha
az éleket tartomanyonként szamoljuk 6ssze, akkor minden élt kétszer szdmo-
lunk, hiszen két tartoményt valaszt el. (A kiils6 tartomanyt ezért kell szintén
szamba venni). Az Euler-képlet most tehat igy szol:

2
t+n:§e+n:e+2.

Atrendezve e = 3n — 6.

b. Itt azt kapjuk, hogy e = %t = 2t. Ezért

1
t+n:§e+n:e+2,

és ebbdl e = 2n — 4.

Megjegyzés. A képletek helyességét leellendrizhetjiik pl. a szabélyos tes-
tek haloin: A tetraéder (6 = 3-4—6), az oktaéder (12 = 3-6—6), az ikozaéder
(30 = 3-12—06), illetve a kocka (12 = 2-8—4) esete alatamasztja szamitasaink

helyességét. ]

3.1-20. Hany éle lehet legfeljebb egy sikba rajzolhaté, n pontt egy-
szerd paros grafnak?

Utmutatas. Hasznaljuk az Euler-képletet. Gondoljunk még arra, hogy paros
grafban minden kor hossza péaros, marpedig egy tartomanyt hatarold élek kort

alkotnak. [}
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Megoldas. Egy egyszert paros grafban minden kor hossza legalabb 4, hiszen
egyszert grafokra ez a hossz legdbb 3, és 3 hosszu kor paros grafban nem
lehet. Ezért minden tartoményt legalabb 4 él hatarol. Masrészt minden él
két tartomany hatéran szerepel. Ezért az élek e és a tartoményok ¢ szamara
fennall: e > %t = 2t. Az Euler-képletet alkalmazva a gréfra:

1
e+2:n+t§n+§e.

Atrendezve kapjuk, hogy e < 2n — 4. Legfeljebb ennyi éle van egy n pontt
egyszerd paros grafnak.

Be kellene még latni, hogy ez a becslés éles, vagyis létezik olyan péaros graf,
melynek pont ennyi éle van. Ehhez tekintsiink egy olyan grafot, melyben n—2
pont helyezkedik el vizszintesen egymas mellett, és egy-egy pont felettiik,
illetve alattuk. Kossiik 0ssze a kozéps6 pontok mindegyikét a fels§ és alséd
pontokkal. Ekkor a behtizott élek nem keresztezik egymast, és szdmuk 2n —4.
A cstcsokat pedig két diszjunkt halmazba sorolhatjuk gy, hogy a halmazokon
beliil nem megy él, ezért a graf paros. Az egyik halmaz kételemd, és a felsd ill.
alsé pontot (w; és ws) tartalmazza, a mésik pedig a vizszintesen elhelyezkedd
n — 2 pontbdl all (vq, vy, ..., vy—2). Egy ilyen grafot lathatunk az abrén.




3.2. Csoportok 37

3.2. Csoportok

3.2.1. Félcsoport, csoport

3.2-1. Vizsgaljuk meg az alabbi példakban, hogy a miivelet vajon
miivelet-e az adott halmazon, s ha igen, akkor a halmaz a miivelettel
félcsoport-e, csoport-e.

a. (Z,0), haaob=(a+0b)/2 (a,beZ);
b. (Q,0), haaob=(a+b)/2 (a,beQ);

c. (A,0), ha A a [0,1] intervallumon értelmezett valos fiiggvények
halmaza 65 (f o g)(z) = max(f(z), g(2));

d. (R, osztas);
e. (R\ {0}, osztas);
Megoldas.

a. (Z,0),haaob = (a+b)/2 (a,b € Z) esetén o nem miivelet a halmazon,
hiszen két egész szam szamtani kézepe nem feltétleniil egész szam. Példaul
302 = % ¢ 7. Igy (Z,0) nem algebrai struktira.

b. (Q,0), haaob=(a+b)/2 (a,be Q) esetén o miivelet. Nem asszoci-
ativ, mert egyrészt

GTH’+C a+b+2c

b p— P—
(ao )OC 2 4 )
masrészt
btc
ao(boc):a+22 :2a+4b+c.

Ennek a két kifejezésnek az értéke nem mindig egyezik meg, példaul legyen
a=0b=1, ¢=0. Ekkor

W oo

#*

=ao(boc).

| =

(aob)oc=

Igy a struktira nem félcsoport.

c. (A4,0), ha A a0, 1] intervallumon értelmezett valos fliggvények halmaza
és (fog)(r) =max(f(x),g(x)) esetén a o miivelet a halmazon. Asszociativ,
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tehat (fog)oh = fo(goh) f,g,h € A esetén. Kommutativ, de nincs
egységelem, igy a struktira kommutativ félcsoport.

d. (R, osztés) esetén az osztas nem miivelet (a nevezGben nem szerepelhet
a 0).

e. (R\ {0}, osztas) esetén az osztas mivelet. Nem asszociativ. Egyrészt

B /e—=b — %

(afp)/e =Lt = =,
masrészt

a a-c

a/(b/c) = Ty

Ez a két kifejezés nem mindig veszi fel ugyanazt az értéket. Legyen példaul
a=1, b=2 c¢= 2. Ekkor az els§ kifejezés értéke %, a masodiké pedig 1.

Nem kommutativ a struktira, { értéke nem minden esetben egyezik meg g

értékével. Mivel a mivelet nem asszociativ, igy a stuktira nem félcsoport, és

természetesen nem is csoport. [

3.2-2. Lassuk be, hogy a 8-adik komplex egységgydkok a szorzassal
csoportot alkotnak.

Megoldas. A 8-adik komplex egységgyokok (lasd az 1. abrét):

2 2
ekzcoskrg—i—isink‘g, 0<k<T ()
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jus

. T g
€2 = COS 5 —1—251112

— 3 . o3 o T P
53—cosf+zsmj 51—cos4+zsm4
€4 =cOST +1s8inm €g =cos0+2sin0
85:cos%’r—i—isin%7r efyz(:OS%’r—i—z'sin%7r

Eﬁzcos%”—i-isin%“

1. 4bra. A 8-adik komplex egységgydkok

Belatjuk, hogy (*) csoportot alkot a szorzassal.

I. Barmelyik két 8-adik egységgyok szorzata is nyolcadik egységgydk, s
igy a szorzas miuvelet a halmazon. Ugyanis € - €, = €k4m, és ha k + m-et
modulo 8 tekintjiik, akkor (*) valamelyik elemét kapjuk.

I1. Az asszociativitas teljesiil. Ha a, b, és c tetsz6leges elemei a halmaznak,
akkor
(a-b)-c=a-(b-c).

Ez most fennall, ugyanis a halmaz a komplex szamok részhalmazat képezi, és
a komplex szamokon a szorzas asszociativ, hiszen testet alkotnak az dsszeadas
és szorzéas miveletekre.

I11. Egységelem az 1, mert ¢ - 1 =1 ¢ = €.

IV. Mindegyik elemnek van inverze az 1-re vonatkozdan, mert az €y - x =
1 megoldasa az z = é = e_. Ha —k-t modulo 8 tekintjiik, akkor ismét
megkapjuk (*) valamelyik elemét. Az x - e, = 1 egyenlet megoldasa ugyanez,
s igy x inverz.

I, IT., TII. és TV alapjan (*) a szorzéssal csoport. A csoport kommutativ
is (megint hivatkozhatunk arra, hogy a komplex szamok testet alkotnak az

osszeadas és szorzas miveletekre, s (*) ennek részhalmaza). ]

3.2-3. Legyen n rogzitett pozitiv egész szam. Lassuk be, hogy az
n-edik egységgydkok halmaza a szorzasra nézve csoportot alkot.
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Megoldas. a € C n-edik egységgydk, ha a™ = 1. Az n-edik egységgyokok:

2 2
5kzcosk‘—ﬂ+isink‘i, 0<k<n-1 (%)
n n

I. Elgszor belatjuk, hogy a szorzas mtvelet a (*) halmazon. Legyen a és b
n-edik egységgyok, tehat a™ =1 és 0" = 1. Ekkor (a-b)" = a™ - b" = 1, tehat
a - b is n-edik egységgyok.

II. A miivelet asszociativ, vagyis ha a, b, és ¢ tetszéleges elemei a halmaz-
nak, akkor

(@a-b)-c=a-(b-c)
Ez most teljesiil, ugyanis C test, rajta a - miivelet asszociativ, (*) pedig C-nek

részhalmaza.

III. Egységelem az 1. Ugyanis 1 is n-edik egységgyok, és ha a eleme (*)-
nak, akkor 1-a=a-1=a.

IV. Létezik mindegyik a n-edik egységgytknek inverze az 1-re vonatko-

. . . 1 .
zéan. Ugyanis az € - © = 1 megoldésa az z = o = €k = En—ks En—k pedig

(*) egyik eleme. Az z - g = 1 egyenlet megoldéasa ugyanez, s igy x inverz.

I, IT., TII. és IV alapjan (*) a szorzéssal csoport. A csoport kommutativ
is (megint hivatkozhatunk arra, hogy a komplex szamok testet alkotnak az

osszeadas és szorzas muveletekre, s (*) ennek részhalmaza). ]

3.2-4. Lassuk be, hogy az 6sszes n-edik egységgyok halmaza (n be-
futja a pozitiv egész szamokat) a szorzasra nézve csoportot alkot.

Megoldas.

L. Elsszor belatjuk, hogy a szorzas miivelet a (*) halmazon. Legyen a n-
edik, b pedig k-adik egységgydk, tehat a™ = 1 és b* = 1. Ekkor (a - b)"* =
(@™)F - (BF)" =1, a - b tehat n - k-adik egységgyok.

IT. A miivelet asszociativ, vagyis ha a, b, és ¢ tetszleges elemei a halmaz-
nak, akkor

(a-b)-c=a-(b-c)

Ez teljesiil, ugyanis C test, rajta a - miivelet asszociativ, (*) pedig C-nek
részhalmaza.
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ITI. Egységelem az 1. Ugyanis 1 n-edik egységgytk minden n esetén és ha
a n-edik egységgyok, akkor 1-a =a-1=a.

IV. Létezik mindegyik a n-edik egységgyoknek inverze az 1-re vonatko-
z6an. Lasd az el6z6 példa IV. pontjat.
I, IL., III. és IV alapjan a halmaz a szorzéssal csoport. A csoport kom-

mutativ is. n

3.2-5.

a. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo 5 maradékosztalyok a mara-
dékosztalyok szorzasara csoportot alkotnak-e.

b. Allapitsuk meg, hogy a modulo 5 maradékosztalyok halmaza-
bo6l elhagyva a 0 altal reprezentalt maradékosztalyt, a maradékosz-
talyok szorzasara csoportot kapunk-e?

Megoldas. A modulo 5 maradékosztalyok halmaza:
{0, 1, 2, 3, 4 (mod5)}, (%)

ahol péld4ul 0 a modulo 5 tekintett 0 altal reprezentélt maradékosztalyt jeloli.

a. A maradékosztélyok szorzasat a kovetkezs Gsszefiiggés definialja:

a-b=a-b, (k)

vagyis a maradékosztalyok reprezentinsait Osszeszorozzuk, és vessziik azt a
maradékosztalyt, amelyiknek ez a reprezentansa. Belathatd hogy ez a szorzés
nem fligg a reprezentdnstol. Ezért maradékosztalyok szorzata maradékosztaly.

Nézziik a szorzés muvelettablajat:

(mod5) |0 1 2 3 4
0/0 00 0O
110 1 2 3 4
210 2 41 3
310 31 4 2
410 4 3 2 1

A szorzésokat modulo 5 végeztiik. Példaul 3 - 4 = 2, mert

3-:4=12=2 (mod 5).



42 3. Példak és megolddsok

I. A fenti tablabdl latjuk, hogy a maradékosztalyok szorzésa mivelet a
halmazon, mert barmely két (*)-beli maradékosztaly szorzata (*)-beli.

Azt is latjuk, hogy a miivelet kommutativ. Ez abban jut kifejezésre, hogy
a muvelettdbla a féatlora szimmetrikus.

II. A maradékosztalyok szorzasa asszociativ. (**) alapjan ugyanis
(@-b)-¢=(a-b) -c

és

a-(b-¢)=a-(b-c),
a jobb oldalak pedig megegyeznek, mert az egész szamok szorzasa asszociativ.

III. A t4blabol lathato, hogy az 1 egységelem, hiszen az 1 soraban ismét-
16dik a fejléc, az oszlopaban pedig az oldalléc jelenik meg.

IV. Keressiink inverzet. Példaul 3 sordban megtaldljuk az egységelemet
a 2 oszlopaval val6 metszéspontban, tehat 3 -2 = 1. Mivel kommutativ a
mitvelet, 2 -3 =1, s igy 3 inverze 2.

Baj van azonban a 0-val. Barmivel val6 szorzata 0, nem pedig 1, igy nincs
inverze.

Mivel nem minden elemnek van inverze, (*) a szorzassal nem alkot cso-
portot, csupan kommutativ félcsoportot.

b. Most a kovetkezd maradékosztalyhalmazt vizsgaljuk:
{1, 2, 3, 4 (mod?5)}, (x * *)

Nézziik ezen a sziikitett halmazon a miivelettablat:

(mod5) [T 2 3 1
T/T 2 3 4
212213
313112
11321

I. A fenti tablabdl latjuk, hogy a maradékosztalyok szorzédsa mivelet a hal-
mazon, mert barmely két (***)-beli maradékosztaly szorzata (***)-beli.

A miivelet kommutativ.
II. A maradékosztalyok szorzasa asszociativ.

III. A tablabol lathato, hogy az 1 egységelem.



3.2. Csoportok 43

IV. Most minden elemnek van inverze, mert az 1 a mifvelettabla mindegyik
soraban (és mindegyik oszlopaban) megjelenik.

L, IL., III. és IV. alapjan (***) a szorzassal csoport.

Megjegyzés. Figyeljik meg ezt az utobbi mivelettablat, tehat egy cso-
port miivelettablajat. Minden sorban (és minden oszlopban) mindegyik elem
legfeljebb egyszer fordul elg. Csoportban mindig ez a helyzet. Mivel most vé-
ges a csoport, az is elmondhaté, hogy minden sorban (és minden oszlopban)

mindegyik elem pontosan egyszer fordul eld. ]

3.2-6. a. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo 8 maradékosztialyok a ma-
radékosztalyok szorzasara csoportot alkotnak-e.

b. Allapitsuk meg, hogy a modulo 8 maradékosztalyok halmaza-
bé6l elhagyva a 0 altal reprezentalt maradékosztalyt, a maradékosz-
talyok szorzasara csoportot kapunk-e?

c. Allapitsuk meg, hogy a modulo 8 vett redukalt maradékosz-
talyok a maradékosztalyok szorzasara csoportot alkotnak-e?

Megoldas. A modulo 8 maradékosztalyok halmaza:
{0, 1, 2, 3, 4 5, 6 7 (mod8)} (%)

Nézziik a szorzés mivelettablajat:

(mod8) |0 1 2 3 45 6 7
0{0 000O0OO0OTO0O O
1101 23 456 7
2|0 2460246
3|0 361 4725
4/0 4 0 40404
5|0 527416 3
6/0 6 4 20 6 4 2
710 76 54321

A szorzasokat modulo 8 végeztiik. Példaul 6 - 5 = 6, mert

6-5=30=6 (mod 8).
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I. A fenti tablabdl latjuk, hogy a maradékosztalyok szorzésa mivelet a
halmazon, mert barmely két (*)-beli maradékosztaly szorzata (*)-beli.

Azt islatjuk, hogy a miivelet kommutativ, mert a a mtivelettabla a f6atlora
szimmetrikus.

II. A maradékosztalyok szorzasa asszociativ. (Lasd az el6z6 példa a.ll.
pontjat.)

III. A t4blabol lathato, hogy az 1 egységelem, hiszen az 1 soraban ismét-
16dik a fejléc, az oszlopaban pedig az oldalléc jelenik meg.

IV. Keressiink inverzet. 0 barmivel valé szorzata 0, nem pedig 1, igy nincs
inverze.

Mivel nem minden elemnek van inverze, (*) a szorzassal nem alkot cso-
portot, csupan kommutativ félcsoportot.

b. Most a kévetkezd maradékosztalyhalmazt vizsgaljuk:
{1, 2, 3, 4, 5 6, 7 (mod38)} (k)

Nézziik ezen a sziikitett halmazon a mivelettablat:

(mod8) |1 2 3 4 5 6 7
1{1 2 3 45 6 7
212 4 6 02 46
3/3 6 1 47 25
44 0 4 0 4 0 4
55 2 7 41 6 3
6|6 4 2 0 6 4 2
717 6 543 21

A fenti tablabol latjuk, hogy a maradékosztdlyok szorzasa nem mivelet a
halmazon, mert a miivelettabla belsejében tobb helyen megjelenik az 0, ami
viszont nem eleme az alaphalmaznak. Tehat vannak olyan elemparok, amelyek
szorzata nem eleme (*)-nak (példéul 4-2 =0.)

Mivel a szorzas nem miivelet a halmazon, (*) a szorzassal nem csoport,
még csak nem is félcsoport, s6t nem is algebrai struktira.

c. Redukilt az a maradékosztaly modulo 8, amelyiknek az elemei 8-hoz
relativ primek. A kévetkez6 maradékosztalyhalmazt vizsgaljuk:

{1, 3, 5, 7 (mod 8)} (s * %)
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Nézziik ezen a halmazon a mivelettablat:

(mod8) [T 3 5 7
T[135 7
313175
55713
717531

I. A fenti tablabol latjuk, hogy a maradékosztilyok szorzasa miivelet a hal-
mazon, mert barmely két (***)-beli maradékosztéily szorzata (***)-beli.

A mivelet kommutativ.
II. A maradékosztalyok szorzasa asszociativ.
III. A t4ablabol lathato, hogy az 1 egységelem.

IV. Minden elemnek van inverze, mert az 1 a miivelettabla mindegyik
soraban (és mindegyik oszlopaban) megjelenik.

L, IL., III. és IV. alapjan (***) a szorzassal csoport. |

3.2-7.

a. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo m vett maradékosztalyok a
szorzasra nézve csoportot alkotnak-e.

b. Vizsgaljuk meg, hogy a modulo m vett redukalt maradékosz-
talyok a szorzasra nézve csoportot alkotnak-e.

Megoldas.

I. A maradékosztalyok szorzasa miivelet a halmazon, mert barmely két
maradékosztaly szorzata maradékosztaly a maradékosztilyok szorzasanak de-
finicidja szerint.

A miivelet kommutativ.

II. A maradékosztéalyok szorzéasa asszociativ. (Lasd az 5. példa a.Il. pont-
jat.)

II1. 1 egységelem

IV. Keressiink inverzet. 0 barmivel val6 szorzata 0, nem pedig 1, {gy nincs
inverze.
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Mivel nem minden elemnek van inverze, a modulo m vett maradékoszta-
lyok halmaza a szorzassal nem alkot csoportot, csupan kommutativ félcsopor-
tot.

b. Redukalt az a maradékosztaly modulo n, amelyiknek az elemei n-hez
relativ primek.

I. A maradékosztalyok szorzésa miivelet a halmazon, mert barmely két
redukalt maradékosztaly szorzata redukalt maradékosztaly.

A mivelet kommutativ.
II. A maradékosztalyok szorzasa asszociativ.
III. 1 is redukalt maradékosztaly, és 1 egységelem.

IV. Minden elemnek van inverze. Nézziik ugyanis az
a-T=1 (3 s )
egyenlet megoldasat. Ez ekvivalens azzal, ha az
a-zr=1 (mod n)
egyenlet megoldasat keressiik. Ennek az utébbinak van megoldasa, mert
(a,n)=1]1.

Megoldas példaul az
z=a*™71 (mod n)

(14sd az Euler-tételt szamelméletbél.) Igy (****) megoldasa az a®(™~1 modulo
n tekintett maradékosztaly.

I, II., III. és IV. alapjan a modulo n vett redukalt maradékosztalyok

halmaza a szorzassal csoportot alkot. [

3.2-8. Csoportot alkotnak-e a kévetkez6 konstrukciok?
a. A modulo 35 maradékosztalyok koziil az
A ={0,5,10,15,20,25,30}
altal reprezentaltak a maradékosztaly dsszeadéasra;
b. A modulo 35 maradékosztalyok koziil
A =10,5,10,15,20, 25,30}
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altal reprezentiltak a maradékosztaly szorzasra;

c. A modulo 35 maradékosztalyok koziil az

A\ {0}

altal reprezentiltak a maradékosztaly szorzasra;

d. A modulo 25 maradékosztalyok koziil a
B = {5,10, 15,20}

altal reprezentaltak a maradékosztaly szorzasra.
Megoldas.

a. Nézziik a mivelettablat.

+ (mod35)|0 5 T0 15 20 25 30
0/0 5 10 15 20 25 30
5/5 10 15 20 25 30 0
10|70 15 20 25 30 0 5
15|15 20 25 30 0 5 10
20/20 25 30 0 5 10 15
2%/25 30 0 5 10 15 20
30/3 0 5 10 15 20 25

Az bsszeadast modulo 35 végeztiik.

I. Az 6sszeadés miivelet, mert barmelyik két maradékosztaly dsszege olyan
maradékosztaly, amelyiknek a reprezentansa A-ban van.

II. Asszociativ a miivelet. Maradékosztalyok Osszeadasa asszociativ, mert
az Osszeadas definiciojabol (@ + b = a + b) lathato, hogy az egész szamok
Osszeadasara vezethetd vissza, ami asszociativ.

I1I. Egységelem a 0.

IV. Inverze mindegyik elemnek van, mert minden sorban (és mindegyik
oszlopban is) szerepel az egységelem, igy példaul 20 additiv inverze 15.

I, IT., I11. és TV. alapjan az A halmaz altal reprezentaltak az 6sszeadasra
csoportot alkotnak.
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b. Nézzik a mitivelettablat.

(mod 35) |0 5 10 15 20 25 30
00 0 0 0 0 0 0
5/0 25 15 5 30 20 10
0|0 15 30 10 25 5 20
5|0 5 10 15 20 25 30
20/0 30 25 20 15 10 5
25/0 20 5 25 10 30 15
30|0 10 20 30 5 15 25

I. A miivelettablarol leolvashatjuk, hogy a szorzas mivelet a halmazon, mert
barmely két olyan maradékosztalynak, amelynek reprezantansai A-ban van-
nak, a szorzata is olyan hogy a reprezentéans A-beli.

II. A maradékosztalyok szorzésa altalaban is asszociativ.

ITI. A mtvelettablarsl leolvashato, hogy egységelem a 15 maradékosztaly.
IV. A 0-nak nincs inverze.

A struktura egységelemes félcsoport.

c. Nézziik a sziikitett halmazon a miivelettablat.

(mod 35)| 5 T0 15 20 25 30
5025 15 5 30 20 10
T0(T5 30 10 25 5 20
5|5 10 15 20 25 30
20(30 25 20 15 10 5
25(20 5 25 10 30 15
30|70 20 30 5 15 25

I. A miivelettablarol leolvashatjuk, hogy a szorzas mivelet a halmazon, mert
barmely két olyan maradékosztalynak, amelynek reprezantansai A \ {0}-ban
vannak, a szorzata is olyan hogy a reprezentans A \ {0}-beli.

II. A maradékosztalyok szorzésa altaldban is asszociativ.
ITI. A mtvelettablarsl leolvashato, hogy egységelem a 15 maradékosztaly.

IV. A miivelettablardl leolvashatd, hogy mindegyik elemnek van inverze,
hiszen a 15 mindegyik sorban (és mindegyik oszlopban is) megjelenik.

A stuktara csoport.
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d. Ebben a struktiridban a szorzas nem mtvelet, mert van két olyan elem,

amelyik szorzatanak reprezentdnsa nincs B-ben. Példaul 5 - 20 = 0. [

3.2-9. Az alabbi struktirak koéziil valassza ki a félcsoportokat, illetve
csoportokat:

a. A természetes szamok halmaza az 6sszeadasra nézve.

b. A paros szamok halmaza az 6sszeadasra nézve.

c. A paratlan szamok halmaza a szorzasra nézve.

d. Az egész szamok halmaza az O6sszeadasra nézve.

e. Az egész szamok halmaza a szorzasra nézve.

f. A nemnegativ racionalis szaAmok halmaza a szorzasra nézve.
g. A pozitiv racionalis szamok halmaza a szorzasra nézve.

h. A nullatél kiilénb6z6 valés szamok halmaza a szorzasra nézve.
i. A sik vektorainak halmaza az 6sszeadasra nézve.

j- A komplex szamok halmaza az 6sszeadasra nézve.

k. A valos elemii n-ed rendii matrixok halmaza a szorzéasra nézve.
(n rogzitett természetes szam.)

. A valos elemii n-ed rendii nem szingularis, (n ranga) matrixok
halmaza a szorzasra nézve.
Megoldas. a. Egységelemes félcsoport, b. csoport, c. egységelemes félcso-

port, d. csoport, e. egységelemes félcsoport, f. egységelemes félcsoport, g.
csoport, h. csoport, i. csoport, j. csoport, k. egységelemes félcsoport, 1. cso-

port. [ ]

3.2-10. Legyen (G, -) csoport, u € G rogzitett elem. Definialjunk G-n
egy 10j o miiveletet aob:=a-u-b segitségével. Csoport lesz-e (G,0)?

Megoldas.
I. o mivelet G-n, mert tetszdleges két G-beli elemhez G-beli elemet rendel.

II. A mvelet asszociativ:
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(aob)oc=(a-u-b)-u-c=

mivel (G, -) csoport, ezért a - asszociativ G-n, ami miatt

=a-u-(b-u-c)=ao(boc)

III. Jelolje (G, -) egységelemét e. Keressiik (G, o) egységelemét, amit e-nal
jeldliink.

aoe=a
a-u-e=a

a-u-e€=a-e€

G csoport, igy minden elemének van inverze. Beszorozzuk az egyenletet balrél
a~l-gyel:
ata-u-e=al-a-e
e-u-c=e-e
u-c=e
Most beszorozzuk az egyenletet balrol u=!-gyel:

e=u"l-e

Tehéat u~! jobb oldali egységelem. Hasonléan kereshetiink bal oldali egy-
ségelemet:

goa=a
Eu-a=a

gru-a=¢e-a

ce-u=e
6:e-u_1
Ezu_l

Tehat u~! bal oldali egységelem is és igy egységelem.
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III. Keressiik tetsz6leges a elem inverzét.

Tehat az a o v = ¢ egyenlet megoldasa z = v~ -a~! - u~!. Ugyanezt kapjuk

az x o a = ¢ egyenlet megoldasara is. Tehat a-nak van inverze (G,o)-ben, és

ez az wltl.at oy

L, IL., III., és IV. alapjan (G, o) is csoport. [ |

3.2-11. Lassuk be, hogy ha egy csoport minden elemének inverze
6nmaga, akkor a csoport kommutativ.

Megoldas.
Be kell teh4t latnunk, hogy

a-b=>b-a

a csoport barmely két a és b-beli eleme esetén teljesiil.

1. megoldds. Legyen a és b tetsz6leges két eleme a csoportnak.

A feltétel szerint:
a-b=(a-b)""

Miésrészt szorzat inverze a tényezSk inverzének forditott sorrendben vett

szorzata:
(a-b)yt=p"t.a7?

Ismét a feltételt alkalmazva:

Tehat

Mivel ez barmely két csoportbeli elemre igaz, a csoport kommutativ.
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2. megoldds.

Legyen megint a és b tetszéleges két eleme a csoportnak.

A feltétel szerint:

Szorozzuk be az egyenletet balrél a-val
a-a-(b-a)-b=a

Szorozzuk be az egyenletet jobbrol b-vel
a-a-(b-a)b-b=a-b

Mivel a feltétel szerint a-a=eésb-b=c¢e
b-a=a-b

Ez barmely két csoportbeli elemre igaz, {gy a csoport kommutativ. ]

3.2-12. Bizonyitsuk be, hogy ha a (G,-) csoport minden a,b elem-
parjara (a-b)? = a® - b%, akkor a csoport kommutativ.

Megoldas. Legyen a és b tetszéleges két eleme a csoportnak.
A feltétel szerint:
(a-b)%=a?- b?

A bal oldal a kévetkezSképpen irhato:
(a-b)?=a-b-a-b

A jobb oldal kifejtése:
a2 v’=a-a-b-b

Ez a két utobbi jobb oldal megegyezik:
a-b-a-b=a-a-b-b

Szorzunk a~!-gyel balrél, b~!-gyel pedig jobbrol:
b-a=a-b

Mivel ez barmely két csoportbeli elemre igaz, a csoport kommutativ. ]
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3.2.2. Cisoport rendje, elem rendje, részcsoport, generatum, Lagrange-
téte

3.2-13.

a. A 8-adik komplex egységgytkdk szorzassal alkotott csoportja-
ban hatarozzuk meg a csoport rendjét és az egyes elemek rendjét.

b. Ebben a csoportban hatarozzuk meg az egyes elemek genera-
tumat.

c. Ciklikus-e ez a csoport?

Megoldas. A 8-adik komplex egységgyokok (lasd az 1. abrét):

2 2
Ek:cosk§+isink§, 0<kE<T (%)
a. A csoport rendje 8, mert 8 elemii az alaphalmaz.

Az elemek rendje:

Nézziik €1 hatvanyait sorban. (Hatvanyozasnal alkalmazzuk a Moivre-
azonossagot. )

[n]et
1 &1
2 8% (cos T +isinf)? =cos +ising = ey
3 = (cos T +isin )3 = cos 2T +isin 3T =5
4|ef=(cosZ +isinZT)? =cosw+isinm =¢4
5]el = (cosT +isinZ)® = cos 2 +isin 2 = 5
6|c= (Cosg—i—isin%)‘s:cos——i—zsm37r:£6
7| el = (cosT +ising)" =cos T +isin T = ¢7
8|ef = (cos4+i81n£)8:cos27r+zsm27r:£0

le1] = 8, mert e} = 1, és g1 8-nal kisebb pozitiv kitevss hatvanyai nem

allitjak els az 1-et (az egységelemet).

lea| = 4, mert €5 = 1, és 1 4-nél kisebb pozitiv kitevés hatvanyai nem
allitjak els az 1-et (az egységelemet.)

Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk a tobbit is.
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|€3‘ = 87 ‘54’ = 27 ‘€5| = 87 ’56| = 47 |€7‘ =8 ¢és ‘€0| =1L

’ Elem ‘ rendje \ generatuma ‘
€0 1 {50}
€1 8 {80,81,82783,64755,56,67}
g9 4 {60,62764,56}
€3 8 {80,81,62763,&“4,65,66,87}
€4 2 {€0,€4}
€5 8 {€0,€1,€2,€3,€4,€5,€6,€7}
€6 4 {€0,€2,€4,¢6}
€7 8 | {co,€1,62,€3,€4,65,€6,€7}

b. Az elemek generatuma:

€1,€3,€5 €s €7 generdtuma az egész csoport, mert barmelyikiik pozitiv
egész kitevGs hatvanyait képezve megkapjuk az Osszes t6bbi elemet, s ezek
csoportot alkotnak.

g9 €8 g¢ generatuma {e9,e4,86,80} . Példaul g9 pozitiv egész kitevds hat-
vanyait képezve megkapjuk a tébbi elemet, s ezek csoportot is alkotnak, a
8-adik komplex egységgyokok szorzéssal vett csoportjanak részcsoportjat.

g4 generatuma {e4,e0} .
o generatuma {ep} .
Ezek mind részcsoportjai a kiinduld csoportnak.

c. A csoport ciklikus, mert generalhato egyetlen elemmel, példaul £1-gyel.

Megjegyzés. A Lagrange-tétel kovetkezménye szerint elem rendje osztdja
a csoport rendjének. Figyeljiik meg, hogy az elemrendekre (1, 2, 4, 8) ez most

is teljesiil. [ ]

3.2-14. Vizsgaljuk meg, hogy a kévetkezé algebrai struktiarak cso-
portot alkotnak-e? Ha igen, adjuk meg a csoport rendjét. A csopor-
tok koziil melyek ciklikusak?

a. Az m-mel oszthatdé (m pozitiv egész) egész szamok az Gsszea-
dasra nézve.

b. Az egész szadmok halmaza az aob =a + b+ 1 miiveletre nézve.
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Megoldas.

a. Az 6sszeadds miivelet a halmazon, mert két m-mel oszthatéd egész szam
Osszege is m-mel oszthatd. A miivelet asszociativ, egységelem a 0, barmelyik a
elem inverze —a, tehat csoportot alkot. Mivel kommutativ ez a miivelet, Abel-
csoportrol van szo. A csoport végtelen rendi és ciklikus, ugyanis m generalja.

b. o miivelet a halmazon, mert ha a, b € Z, akkor aocb=a+b+ 1€ Z
is teljesiil. A miivelet asszociativ. Egyrészt ugyanis
(aob)oc=(a+b+1)oc=(a+b+1)+c+1l=a+b+c+2,
masrészt

ao(boc)=ao(b+c+1)=a+(b+c+1l)+1=a+b+c+2,

s ez a két kifejezés megegyezik egymassal. A mivelet kommutativ.

Bal oldali egységelem az aoe = a + e + 1 = a egyenlet megoldasa, az
e = —1. Mivel a miivelet kommutativ, ez jobb oldali egységelem is, tehét
egységelem.

l'=a+4a ' +1 = —1 egyenlet megoldésa, az a~! = —a—2.

Inverz az aca™
Tehat a struktara csoport, és mivel kommutativ, Abel-csoport.
Végtelen rend és ciklikus, generédtor elem a 0. Lassuk ugyanis a 0 néhany
hatvanyéat:
0'=0 0*=1 0®*=2 ... 0"=k-1

A negativ kitevéji hatvanyokat az inverz segitségével szamithatjuk ki (a=! =

—a —2).

0'=—2 02=-3 0%=—4 ... 0F=—(k-1)—2=—k—-1

0° = e = —1 definici6 szerint. Tehat a 0 hatvanyai (a pozitivak és a negativak,
valamint a nulladik hatvany egyiitt) kiadjak az egész csoportot. ]
Diédercsoport

A D, diédercsoport a siknak egy szabalyos n oldali sokszdgét 6nma-
gaba vivé egybevagosagi transzformacidokbél all, miivelet a transz-
formaéaciok egymas utani végrehajtasa. Ha ¢ a 2%-nel valo forgatast,
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T pedig egy szimmetriatengelyre vald tiikrézést jelol, akkor D, ele-
mei:

{678078027"'7()0717177—77' ()077-‘@2"'77—'80”71}
A szamolas szabalyai:
1

pr=T" =€ @’T:T'@ni

Belathato, hogy D, a fenti miivelettel csoportot alkot.

[\
>

2. dbra. Szabalyos hatszog elforgatasa a kézéppontja koriil
s

& = 60°-kal, majd tiikrozés a t tiikortengelyre

Az n = 2 esetben a Klein-féle csoportot kapjuk. Ez az egyetlen
kommutativ diédercsoport. Dy = {e,a,b,c}, az egységelem kivételé-
vel mindegyik elem méasodrendi, és barmelyik két elem szorzata a
harmadik elem.

[*]lefalb]c]

ellelal|lb]|c
allalelc|b
bilblclel|a
cllelblale

3.2-15. Adott egy sik és abban egy szabalyos haromsz6g. Tekintsiik
azon sikbeli egybevagosagi transzformaciok G halmazat, amelyek
a szabalyos haromszoget 6nmagaba viszik 4t. A G halmazon értel-
mezziik a miiveletet a transzforméacidk egymas utani végrehajtasa-
val (fliggvénykompozicioként). (Két haromszoget akkor tekintiink
azonosnak, ha a megfelel§ csiicsok ugyanott vannak.)

a. Bizonyitsuk be, hogy G csoportot alkot.

b. Hatarozzuk meg a G csoport rendjét.
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c. Jeldlje ¢ a szabalyos haromszég kézéppontja korili pozitiv
iranya %” = 120°-0s elforgatast, 7 pedig egy (a sikban rogzitett)
magassagvonalra vonatkozo tiikrézést. Irjuk fel ezek segitségével G
Osszes elemét, hatarozzuk meg az egyes elemek rendjét, inverzét,
valamint a {¢}, a {7}, illetve a {p, 7} halmazok altal generalt rész-

csoportokat.
d. Kommutativ-e ez a csoport?
e. Ciklikus-e ez a csoport?
Megoldas.

a. G csoport, mert a transzformaciok egymasutinja miivelet a halmazon,
hiszen két egymasutan végrehajtott transzforméciéonak megfelel G valame-
lyik eleme. A miivelet asszociativ (transzforméciok egymasutani végrehajtasa
asszociativ), létezik egységelem (a ,helybenhagyas”), és mindegyik transzfor-
méacionak létezik inverze (a transzformacio ,visszafelé” elvégezve).

b. G rendje (az elemeinek a szamossaga) |G| = 3! = 6, mert a haromszog
harom csticsdnak ennyi kiilénb6z8 helyzete lehet.

c. ¢ jeldlje a kozéppont koriili 2%—mad vald elforgatast, 7 a sikban rogzi-
tett magassagvonalra val6 tiikkrozést. Keressiik meg ezekkel kifejezve G t&bbi
elemét.

C B A B A C
A BC AB CA cC BB A
2 $-T= T =
=72 =T T

e ¥ ®

3. abra. A D3 diédercsoport elemei

A 3. abra els6 haromszdge az alaphelyzet, ebbe a  helybenhagyas” transz-
formécié viszi a haromszoget, ehhez tartozik tehat az egységelem, amit e jeldl.
A maésodik haromszog az elsgbdl a kézéppont koriili 2% szoggel valo elforga-
tassal adodik, ehhez tartozik tehat a ¢ transzformécié. Az utolsé haromszog
az alaphelyzetbdl a fliggéleges helyzetd tengelyre valo tiikrozéssel keletkezik,

igy ehhez tartozik a 7 transzforméci6. A harmadik haromszoéghoz juthatunk
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az alaphelyzetbdl, ha a kézéppont koriil kétszer forgatjuk el a haromszoget
szoggel (p?). A negyedik haromszoget megkapjuk, ha alkalmazzuk elészor a
, majd a 7 transzforméciot, tehéat a ¢ - 7-t, de ugyanide jutunk, ha el&szor a
7-t, majd a @?-et végezziik el. Tehat ebben a csoportban -7 = 7-¢%. A 2.7
és a 7T - p egyarant az 6t6dik haromszéghdz tartozik, amibél az is kdvetkezik,
hogy ebben a csoportban 7- ¢ # ¢ - 7, tehat a csoport nem kommutativ.

3. Példak és megolddsok

2
3

elem \ rend \ inverz
e 1 e
T 2 =e 2 | l=r1
o pl=e 3 [o =¢?
¢’ )P =) =e 3 (@) '=9
o= T (T =TT o=T-0- ¢ T=€| 2 [(T9) =79
90.7-:7—.902 (gp T)2:¢'T'SO'T:SO'T'T'¢226 2 (@'7)71:@'7
A generdatumok:
<p>={e, 0, ¢*} =< ? >, <7>={e, 1} <p,7>=G

Részcsoportok az elgbbieken kiviil még:

<71 >={e,Tp} < p1>={e, o}

d. Nem kommutativ a csoport, hiszen példaul 7-p # ¢ - 7

<, 07 >=G =< 0T, T >

e. A csoport mindegyik elemének a rendje kisebb, mint a csoport rendje,

igy egyik elem sem generélja a teljes csoportot, a D3 csoport tehat nem cik-

likus.

3.2-16. Tekintsiik a 15. példaban szerepld sikbeli, szabalyos harom-
szOget onmagaba vivg egybevagosagi transzformacidok G csoportjat.

Hatarozzuk meg a részcsoportok rendjét.
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Megoldas. Csoport rendje a csoport elemeinek szamossaga.

’ részcsoport ‘ részcsoport rendje

{e} 1
{e,7}
{e,o-7}
{e,7- v}
{e. 0, 0%}
{67903902,7-a7—'90790'7-}

Sy W N NN

Megjegyzés. Lagrange-tétele szerint részcsoport rendje osztdja a csoport
rendjének. Ebben a példaban a részcsoportok rendje mind osztdja a 6-nak,

ami a teljes csoport rendje. [ |

3.2-17. Irjuk fel a D, diédercsoport elemeit, és a szamolas szabalyait.
Megoldas. Négyzet esetén legyen ¢ a kdzéppont koriili §-vel vald elforgatés,
T az egyik atlonak megfelels tengelyre vald tiikrozés.

G: {€7<P7<P27903;777'8077"802a7'993}

A szamolés szabalyai: ¢* =72 =¢ ©-T=T- @3

3.2-18. Bizonyitsuk be, hogy (G, -) csoportban a és a~! rendje egyenls.
Megoldas. Jeloljiik G egységelemét e-vel.
Tegytik fel, hogy a € G rendje véges, |a| = n, ami azt jelenti, hogy

a’=e, (*)

és a-nak n-nél kisebb pozitiv kitev§ji hatvanya nem egyenls e-vel. Vizsgéljuk
meg a kovetkezd kifejezést, amelyben a~!
majd a szintén n-szer 1ép fel:

n-szer szerepel szorzétényezdként,

a - a et Qa a-a-...-a-Q

1

Ennek az értéke e, mert kdzépen a™ " -a = e, s ezt n-szer ismételhetjiik. Tehat

(aH™-a" =e (xx)
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(*) miatt a™ = e, s igy (a7!)" = e is teljesiil. Ez azt jelenti, hogy |a™}|
legfeljebb n. Belattuk tehat, hogy |a=1| < |al.

Az el6bbi gondolatmenetet elvégezve mégegyszer gy, hogy a~! és a sze-

repét felcseréljiik, azt kapjuk, hogy |a| < |a™!|. Ezt 6sszevetve az elgbbivel,
ha a rendje véges, (vagy a~! rendje véges), akkor

™| = |al.

Ha a és a~! koziil az egyik rendje végtelen, akkor az elgbbiek szerint a

mésik rendje is végtelen, tehat megint megegyeznek a rendek. ]

3.2-19. Bizonyitsuk be, hogy (G, ) csoportban az a és b~!-a-b elemek
rendje egyenld.

Megoldas. Jeloljiik G egységelemét e-vel.
a. Tegyiik fel, hogy a € G rendje véges, |a| = n, ami azt jelenti, hogy

a" =e, (%)

és a-nak n-nél kisebb pozitiv kitev§ji hatvanya nem egyenls e-vel. Vizsgdljuk
meg a kovetkezs kifejezést, amelyben b=! - a - b n-szer szerepel szorzoténye-
z6ként.
b ta-b)-bta-b)-...-
=ba-b-blabe. b iab=
=bt.a"-0, ()
mert az egymas mellett all6 b és b~! szorzata e. Masrészt (*) miatt a” = e, és
igy (**) értéke b1 -e-b=b"1.b = e. Ez azt jelenti, hogy |[b~!-a-b| legfeljebb
n. Belattuk tehat, hogy [b=1 - a - b| < |al.
b. Most tegyiik fel, hogy b~=! - a - b rendje véges, |b~! - a - b| = n, ami azt
jelenti, hogy
bt a-b)" =e, (5 * %)

és b~! - a-b-nek n-nél kisebb pozitiv kitevéji hatvanya nem egyenl e-vel. Az
el6bb lattuk, hogy
b t-a-b)"=b"1-a" b

(***) miatt ez e. Tehat
b la" - b=e.
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Szorozzuk be ezt az egyenletet balrol b-vel, jobbrol b~ -gyel.
a"=b-e-b!
a*=e

Ez azt jelenti, hogy |a| legfeljebb n. Belattuk tehat, hogy |a| < [b~!-a-b],
amit 6sszevetve az elsbbivel azt kapjuk, hogy ha a rendje véges, (vagy b~'-a-b

rendje véges), akkor
la| =671 a-bl.

Ha a és b~!-a- b koziil az egyik rendje végtelen, akkor az elébbiek szerint

a masik rendje is végtelen, tehat megint megegyeznek a rendek. ]

3.2-20. Legyen (G,-) véges, paros rendi csoport. Bizonyitsuk be,
hogy G-nek van olyan az egységelemtdl kiilénb6zé eleme, amelynek
az inverze Onmaga.

Megoldas. Parositsuk az elemeket sajat inverziikkel. Mivel az egységelem in-
verze 6nmaga és rajta kiviil paratlan sok elem van, ezért biztosan lesz legalabb
még egy elem, amelyiknek az inverze 6nmaga.

Megjegyzés. A példa szerint tehat véges, paros rendd csoportban van

méasodrendii elem. [}

3.2-21. Bizonyitsuk be, hogy ha (G, ) véges csoport, akkor minden

a € G-re
J — ¢,

ahol e a csoport egységeleme.

Megoldas. Lagrange-tételének kévetkezménye szerint elem rendje osztdja a
csoport rendjének. Legyen |a| = n. Mivel |al||G|, ezért |G| = n - s valamilyen
s pozitiv egész szammal. Ezek alapjan

a|G| —a" = (an)s —e=¢

3.2-22. Egy multiplikativ csoport ¢ elemére ¢! = ¢ és !9 =

Hatarozzuk meg c-t.
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Megoldas.
1. megoldds. Tudjuk, hogy
00— ¢ (%)
valamint
A1999 _ o ()

Ezeket felhasznalva
(1999 _ (100-19499 _ ((100y19 99 _ 99
(**) miatt ez egyenls e-vel, tehat

c’ =e. (k% )

(*) miatt ¢ = e, tehat ¢ maga az egységelem.

2. megoldds. Be lehet latni, hogy ha valamely a csoportbeli elemre a™ = e,
akkor |a||n. Ezt felhasznalva, (*) miatt |c[|100, (**) miatt |c[[1999, s igy

|c|[(100,1999) = 1, tehat ¢ az egységelem. |

3.2-23. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (G, ) csoportnak van az egysé-
gelemtdl kiilonb6zd véges rendd eleme, akkor van primrendi eleme
is.

Megoldas. Legyen
la] = n. (%)

Ez azt jelenti, hogy a™ = e, és nincs n-nél kisebb pozitiv egész szadm, amire
emelve a-t megkapnank az egységelemet.

Ha n prim, akkor készen vagyunk, ha nem prim, akkor van p primosztéja,
melyre n = p - k valamilyen 1 < k < n pozitiv egésszel.

a = a*P = (aF)P =e

A korabbiak miatt a* nem az egységelem, masrészt p-edik hatvanya az egy-
segelem. a’-nak p-nél kisebb pozitiv egész kitevsji hatvanya nem adhatja ki
az egységelemet, mert az ellentmondana (*)-nak. Tehéat a¥ primrendi eleme

a csoportnak. [ |
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3.2.3. Mellékosztalyok, invarians részcsoportok

3.2-24. Tekintsiik a 15. példaban szerepld sikbeli, szabalyos harom-
szOget onmagaba vivl egybevagosagi transzforméaciok G csoportjat.

a. Jelolje H a 7 altal generalt részcsoportot. Hatarozzuk meg G-
nek a H szerinti bal, illetve jobb oldali mellékosztalyait. Invarians
részcsoportja-e H a G csoportnak?

b. Jeldlje K a ¢ altal generalt részcsoportot. Hatarozzuk meg G-
nek a K szerinti bal, illetve jobb oldali mellékosztalyait. Invarians
részcsoportja-e K a G csoportnak?

Megoldas.
a.G={e, 0, 0% 7,7 p=p* 1,07 =7-¢*}, H={e, 7} G részcsoportja.

| elem | bal oldali mellékosztalyok, - H, | jobb oldali mellékosztalyok, H - x

e e-H={er} H-e={e 1}

T | 7-H={re} H-1={re}

© o-H={p, o -7} H-p={p,7 ¢}
e | ¢* - H={o"7 ¢} H-o*={o*¢-1}
o-T|p-7-H={p 7,0} H-o-17={p-1,¢°}
Top|T0-H={r ¢¢°} H-1-p={1-9,0}

Ce |]7¢)
D

4. dbra. A G csoport H részcsoportja szerinti bal oldali mellékosztalyok
(téglalapok), és jobb oldali mellékosztalyok (ovalisok).
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H nem invarians részcsoport G-ben, mert a bal és jobb oldali mellékosz-
talyok nem egyeznek meg.

b. K =< ¢ >= {e, ¢, p?} részcsoportja G-nek.

| elem | bal oldali mellékosztalyok, z - K, | jobb oldali mellékosztalyok, K - x

€ 6'K2{67(p7(p2} K-€:{6,(p,(p2}

T T-K={r,7-p,0-7} K- -t={r¢-1,7-¢}

¢ o K={p¢*e} K-p={p,¢% ¢}

¢* | ¢*-K={¢ep} K -¢” = {¢* e, ¢}

o717 - K={p-1,7,7 0} K-po-1={¢-1,7 ¢, 7}

T T o K={1-9,0 7,7} K-rpo={r-¢1¢ 7}
e ¢ ¢

5. abra. A G csoport K részcsoportja szerinti bal oldali mellékosztéalyok
(téglalapok), és jobb oldali mellékosztélyok (ovalisok).

K invarians részcsoport G-ben, mert a bal és jobb oldali mellékosztalyok
megegyeznek.
]

3.2.4. Homomorfizmus, izomorfizmus

3.2-25. A komplex szamok C halmazaban a * és o miiveleteket az
alabbi modon értelmezziik:

axb=a+b+1, aob=a+b+1.

a. Igazoljuk, hogy a (C, x) és a (C,o) struktarak csoportok.
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b. Igazoljuk, hogy az ¢ : a — ai leképezés izomorfizmust létesit a
(C,*) és a (C,0) csoportok kozott.

Megoldas.

a. (C, %) csoport, mert * miivelet a komplex szamok halmazan, (ha a és b
komplex szamok, akkor a + b+ 1 is az). A miivelet asszociativ, egységelem a
—1, a inverze —a — 2.

(C,0) csoport, mert o miivelet a komplex szamok halmazan, (ha a és b
komplex szamok, akkor a + b+ ¢ is az). A mivelet asszociativ, egységelem a
—1i, a inverze —a — 2i.

b. Belatjuk, hogy a — ai izomorfizmust létesit a két csoport kozott. A
leképezés injektiv (ai = bi-bél kovetkezik, hogy a = b), sziirjektiv (z + iw-hez
van olyan x + iy, amelyiknek éppen z + iw a képe), és igy bijektiv is.

A mivelettartas is teljesiil:

plaxb) =pla+b+1)=ai+bi+i (%)
(a) o p(b) = (ai) o (bi) = ai+bi +1 (%)

Mivel (*) és (**) jobb oldala megegyezik, mivelettartd a leképezés (igy

homomorfizmus), és mivel bijektiv is, ezért izomorfizmus. ]

3.2-26. Az alabbi struktarak koéziil melyek izomorfak?
a. a valds szamok az Osszeadasra;
b. a pozitiv valés szamok a szorzasra;

c. a nem nulla valés szaimok a szorzasra;

{(31)

f. a racionalis szamok az 6sszeadasra (Q,+).

o,

ce R} matrixok a matrixszorzasra;

o

a#0,a€ R} matrixok a matrixszorzasra;

Megoldas. A strukturak koézotti kapesolatokat a 6. 4bra mutatja.
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= N/ TG

Q
—
DO | 0| =
QL
DO | 0| —
QL D
N—

Q,+)
6. abra. A strukturak kozotti kapcsolatok

f. nem izomorf egyikkel sem, mert az alaphalmaz szdmossiga megszam-
lalhat6, mig a tobbi esetben kontinuum, s igy nem létezik kozottiik bijektiv
leképezés.

C

1 ..
a. izomorf d.-vel: nézziik a c — < 0 1 ) leképezést. Ez egyrészt bijektiv,

maésrészt mivelettarto:

1 ag+ec
@(Cl+02):(0 11 2)

w(m)-so(cz):((l) Cf)(é 612):((1) ClJlr@)

a. izomorf b.-vel: az x +— €* a.-r6l b.-re vald leképezés bijektiv (lasd a 7.
abrat), és miivelettarto:

p(x+y) =" =e" e’ = p(x) - p(y)
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7. dbra. Az e* fluggvény grafikonja

(Az x — In(z) leképezés b.-r6l a.-ra valo izomorfizinust valosit meg. Lasd

a 8. abrat.)

8. abra. Az In(x) fiiggvény grafikonja
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Mivel a. izomorf b.-vel és a. izomorf d.-vel, ezért b. izomorf d.-vel is.

a. nem izomorf c.-vel, mert valamely elem rendje, és a képelem rendje
izomorfizmusnal meg kell egyezzen. Ha valamely elem rendje véges, akkor a
képelem rendje is véges és ugyanakkora. Ha |a| = n, a™ = e, akkor p(a") =
(p(a))™ =€, ahol €’ a masik struktira egységeleme. Izomorfizmus esetén ez
a masik iranyban is elmondhato, s igy |a| = |¢(a)|. a.-ban csak a 0 rendje
véges, mig c.-ben végesrendd az 1 és a —1 is.

c. izomorf e.-vel. Ha meg akarjuk talalni a megfeleld leképezést, vizsgaljuk
meg e. tulajdonsigait. e.-n a szorzas mivelet, mert

aa.bb72ab2ab
a a b b )  \ 2ab 2ab

Egységelem az

és az
T x a a\ [a a
T T a a) \a a
egyenletek megoldasa. Azt kapjuk, hogy az egységelem.
x x\
x x )
Mivel izomorfizmusnal egységelem képe egységelem, az

=

leképezés latszik megfelelének. Ez valéban izomorfizmust biztosit. Egyrészt

N[ =D | =

N[N0 =
~_

N[0
SIS
N[0
Q
N———

bijektiv, masrészt pedig:

oo = (1010 )- (4

2

D=0 =
S o
L
S o

S~
Il
N

D=0 =

1
gab \ _
1) = el
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3.2-27. Az alabbi csoportok kéziil melyek izomorfok?
a. a modulo 15 redukalt maradékosztalyok a szorzasra;
b. a modulo 24 redukalt maradékosztalyok a szorzasra;
c. a nyolcadik komplex egységgytkik a szorzasra;

d. a négyzet szimmetriacsoportja (a D, diédercsoport) a transz-
formaciok egymas utani végrehajtasara, mint miiveletre.

Megoldas.
a. A modulo 15 redukalt maradékosztélyok szama 8, mert ¢(15) = 8.

=
ool

maradékosztalyok || 1|2 |4
rend 1142

11|13 |14
2142

W
W

b. A modulo 24 redukalt maradékosztélyok szama 8, mert ¢(24) = 8.

maradékosztalyok || 1|5 |7 |11 | 13|17 |19 |23
rend 1121222222

c. A nyolcadik komplex egységgytkok elemeinek a szama 8.

egységgyOkok || 1| €1 | €2 | €3 |€a €5 | €6 | €T
rend 1814|182 |8|4]|8

d. A négyzet szimmetriacsoportja (a Dy diédercsoport) 8 elemd.

egységeyokok e o |2 P [ r 107 -7 ¢?

rend 1141214 (2| 2 2 2

Izomorfizmusnal a csoportok rendje azonos kell legyen. Ez itt teljesiil,
mindegyik csoport 8-rendd. Izomorfizmusnél elem rendje megegyezik a képe-
lem rendjével. Ezekben a struktirdkban az elemrendek nem feleltethetGk meg

ily médon egymaésnak, tehat egyik sem izomorf a méasikkal. [ |
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3.3. Gyiiriik

3.3.1. Gyiirii, test, integritasi tartomany, nulloszté

3.3-1. Vizsgaljuk meg, hogy gyfrit alkotnak-e a az alabbi kétmi-
veletes struktuarak:

a. egész szamok az Osszeadisra és a szorzasra nézve;

b. a paros szadmok az 6sszeadasra és szorzasra nézve;

C. {a + V2 la,b e Z} az Osszeaddasra és szorzasra nézve;

d. {a+bi|a,b € Z} az 6sszeadasra és szorzasra nézve (Gauss-egészek);

e. (Zm,+,-), a modulo m tekintett maradékosztalyok a maradé-
kosztaly 6sszeadasra és szorzasra nézve.

Megoldas. A gytird definicidjaban szerepls feltételek teljesiilését kell meg-
vizsgélni.

a. Két egész szdm Gsszege, szorzata egész, igy mindkettd mivelet. Mindkét
miivelet asszociativ, kommutativ. Rogzitett n,m egész esetén azn +zx =m
egyenlet megoldhato, igy az egész szamok az Gsszeaddssal csoportot alkotnak.
A disztributivitas szintén teljesiil, igy a feltételek teljesiilnek, a struktura
gyurd.

b. Két paros szam Osszege, szorzata paros. Rogzitett n, m paros szdm
esetén az n+x = m egyenlet megoldhato, igy a paros szdmok az 6sszeadassal
csoportot alkotnak. Az el6z6ek alapjan a tobbi feltétel nyilvan teljesiil, igy ez
a struktura is gytrd.

c. Jeloljitk H-val a vizsgélt strukturat. Elég belatni, hogy H részgytrije a
valés szamok gytirtjének. Ehhez meg kell mutatni, hogy (H, +) részcsoportja
(R, +)-nak, és hogy a - mtivelet. Mivel (a+bv/2)—(c+dv2) = (a—c)+(b—c)v/2
ezért H — H C H, ami azt jelenti, hogy H C R részcsoport R-ben. Igy a
kommutativitas is nyilvan teljesiil. Masrészrél (a + byv/2)(c + dv/2) = (ac +
2bd) + (ad+cb)v/2, ami azt jelenti, hogy a halmaz zart a szorzasra, H-H C H,
tehét részgytird R-ben.

d. Hasonléan lathaté be, mint az eléz6 példa, csak a komplex szamok
gytrijében kell vizsgalodni, és figyelembe kell venni, hogy ¢ - i = —1.

e. Z, zart a maradékosztalyokon értelmezett miveletekre, és ezek asszoci-
ativ, ill. kommutativ mtiveletek. Teljesiil a disztributivitas, igy a csoporttulaj-
donsagot kell csak ellenérizni az dsszeadasra vonatkozoan. Mivel az a+z =0
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(mod m) kongruencia minden a, b egész esetén megoldhato, ezért az Gsszea-
dassal Z,, csoport, igy gytrd is egyben.
|

3.3-2. Teljesiiljenek az (R,+,-) struktiraban a kévetkezé tulajdon-
sagok:

a. (R, +) csoport,

b. (R,-) egységelemes félcsoport,

c. a szorzas az Osszeadasra nézve disztributiv.
Bizonyitsuk be, hogy (R, +,-) gytiri.

Megoldas. Be kell latni, hogy (R,+) kommutativ, azaz minden a,b € R
esetén a + b = b+ a. Neézziik a kovetkezs kifejezést: (e +e€)(a+0b), ahole € R
az (R,-) félcsoport egységeleme, a,b € R tetszileges. Legyen ¢ = (e + e), ill.
d = (a+b). A kétoldali disztributivitas miatt egyrészrol

(e+e)a+b)=cla+b)=ca+cb=(e+e)a+(e+e)b=a+a+b+b,
masrészril
(e+e)a+b)=(e+e)d=ed+ed=¢e(a+b)+e(la+b)=a+b+a+b.

Azt kaptuk, hogy
ata+b+b=a+b+a+bd

Innen az Osszeadas regularitdsa miatt a +b = b+ a. |

3.3-3. Bizonyitsuk be, hogy ha az (R, +,-) egységelemes gytird min-
den elemének van multiplikativ inverze, akkor a gytrtinek csak
egyetlen eleme van.

Megoldas. Gytriiben igaz, hogy a - 0 = 0 minden a € R elemre, ahol 0 € R
a gyUri nulleleme. Feltételiinkbsl kévetkezik, hogy 0-nak is van multiplikativ
inverze, igy 0- 07! = e, ahol e € R a gytirt egységeleme. De 0-0~! = 0 is

teljesiil, igy e = 0. Ekkor minden a € R elemre a = a - e = 0 teljesiil. |

3.3-4. Testet alkotnak-e a mod 2m maradékosztalyok koziil a paro-
sak, {0,2,4,...,2m — 2} a maradékosztalyok kozdtti 8sszeadasra és
szorzasra nézve, ha
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a. 2m = 10,
b. 2m = 20.
Megoldas.

déas asszociativ, kommutativ, hiszen a halmaz a mar latott (Z,,+, ) gytrid
részhalmaza. Az Osszeadas mivelet, hiszen (2a + 13 - 10) + (2b + I - 10) =
2(a+b)+(11+12)10, és (a+b) = c+1-5,ahol 0 < ¢ < 4, sigy 2(a+b) = 2¢+I-10,
ahol 2c a {0,2,4,6,8} halmaz egy eleme. Ezek szerint az Osszeadas mivelet,

és 2a+2b = 2(a + b). A halmaz 0 eleme nullelem. Egy T elem additiv inverze
2m — x lesz.

Nézziik meg most a szorzas miiveletet (R*,-)-ban. A szorzotablabol min-
den kiolvashato.

214|168
2 (48|26
4 | 8|6 |42
6 (2|4 |68
8 (6|2 |84

A tablazat elemei a hozzajuk tartozo sor, ill. oszlop elsé elemeinek Gssze-
szorzasaval kapott maradékosztaly reprezentansat adjak meg. Lathato, hogy
a szorzas mivelet, a 6 osztély egységelemmel (6 -2 =2;6-4 =4;6-6 =
6; 6-8 =8). Egy elem multiplikativ inverze a kdvetkezdképpen olvashato ki
a tablazatbhol:

Keressiik pl. 8 multiplikativ inverzét. Keressiik meg a 8 elemhez tartozo
sorban a 6 elemet. Jelen esetben ez a 2-hoz tartozoé oszlopban van, igy teljesiil
a kovetkezd: 8 - 2 = 6, azaz 8 multiplikativ inverze 2. A mivelet asszociativ
és kommutativ is (ld. dsszeadas miveletnél az indoklast). A két mriiveletre
teljesiil a kétoldali disztributivitas, ezért a kapott struktara test.

zotablat azt taldljuk, hogy 2 - 10 = 0, azaz van nulloszté a halmazban, igy

nem lehet test. ]
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3.3-5. Bizonyitsuk be, hogy ha (T,+,:) véges, legalabb két elemet
tartalmazo6 integritasi tartomany, akkor test.

Megoldas. Be kell latni, hogy (7, -) csoport. Mivel T nullosztémentes, ezért
ha egy a € T* elemet rogzitiink, akkor az a - x kifejezés rendre kiilonb6zg
elemet jelent T*-ban, ha = helyére T™ kiilonb6z6 elemeit helyettesitjiik. Ez
azt jelenti, hogy amennyiben x1,29 € T*, x1 # x9, akkor a -1 # a - x2
(hiszen ha megegyeznének, a - x1 = a - x3, akkor mindkét oldalhoz hozzaadva
a - xy inverzét, a - (xr1 — x2) = 0 lenne, de x; — x2 nem 0, s igy nem lenne
nullosztomentes T'). Mivel T™ véges, ezért ha x végigfut T elemein, akkor a-z
is azt teszi. Azt kaptuk, hogy T*-ban az a-x = b egyenlet megoldhaté minden
a,b € T*-ra. Innen (T™*,-) csoport, s igy a (T, +, ) integritasi tartomany test.

3.3-6. Hatarozzuk meg a modulo 12 maradékosztalyok gyfirtijében
a nullosztdkat.
Megoldas. Felirva a szorzdtablat, a tdblazat belsejében elgforduls 0 elemhez

tarozé sor ill. oszlop els§ elemeibdl alkotott parok lesznek a nullosztépérok.
Ezek alapjén a nullosztéparok a kévetkezdk:

(2,6); (3,4); (6,10); (6,8); (4,9); (6,6); (3,8); (9,8); (4,6). L]

3.3-7. Legyen (R, +,) egységelemes gytiri, jel6lje a nullelemet 0, az
egységelemet e. Bizonyitsuk be, hogy ha az a € R elemre fennall az
a™ = 0 valamilyen n € N-re (a nilpotens), akkor az e —a elemnek van
inverze.

Megoldas. Mivel a hatvanyai és e felcserélhetsk, és teljesil a disztributivités,
ezért:

(e—a)eta+ --+a" HN=eletat+--+a" ) —aletat --+ad") =

=e+a+---+ad"lt—a—a>— .. —a" =
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Tehat e — a inverze (e+a+...+an—1)_ .

3.3-8. Bizonyitsuk be, hogy ha egy (R,+,-) egységelemes gytrid a
elemének van bal oldali multiplikativ inverze, akkor az a elem nem
lehet a gytird bal oldali nullosztéja.

Megoldas. Tegyiik fel, hogy a-nak van bal oldali multiplikativ inverze. Ekkor
ab =0, b # 0 nem teljesiilhet, hiszen a=!(ab) = (a~'a)b = b = 0 is fennallna,

ami lehetetlen. "]

3.3.2. Karakterisztika

3.3-9. Mutassuk meg, hogy ha egy R gyiirti minden a elemére a®> = a

teljesiil, akkor R kommutativ és karakterisztikaja 2.

Megoldas. A feltételiink miatt: (@ + a) = (a+ a)?. A disztributivitas miatt
(a+a)®=(a+a)a+ (a+a)a=ad®+a®+a®+ad>
Ez utébbira a feltétel miatt:
a?+ad®>+ad*+ad=a+ata+a.

Mivel (@ 4+ a) = a4+ a + a + a, a regularitas miatt a + a = 0. Ez teljesiil a
gytirti minden elemére, tehat char(R) = 2. A kommutativitas teljesiil, mert

(a+b) = (a+0b)?

teljestil a feltételiink miatt minden a,b € R esetén, tovibba disztributivitas
miatt érvényes a kovetkez§ :

(a+b)=(a+b)?=
= (a+b)a+ (a+Db)b=a®+ba+ab+b*=a+ba+ab+b,

ezért a regularitds miatt ba + ab = 0. Mivel char(R) = 2 ezért ab + ab = 0,

igy ba = ab, a szorzas kommutativ. [ ]



3.8. Gyiarik 75

3.3.3. Oszthatésag, oszto, egység, felbonthatatlan, prim

3.3-10.

a. Tekintsiik a Z;p maradékosztaly-gytirtt. Irjuk fel ebben min-
den elem (minden maradékosztaly) osztoit.

b. Mik az egységek, és mik a nulloszték?

c. Legyen a a Z,, maradékosztaly-gytirii egy maradékosztalya.
Adjunk sziikséges és elégséges feltételt arra, hogy mikor oszthato
minden maradékosztaly a-val - vagyis hogy az a maradékosztaly
mikor egység.

Megjegyzés. Z19 nem nullosztomentes, nem integritasi tartomany,
de alkalmazhaté az oszthatésag definici6ja.

Megoldas.

a. Irjuk fel a szorzotablat:

0 1 (2|3 (4|5|6|7|8|9
ojoyo0jo0f0j{0l0]O0O]O0O|O0]O
110|123 |4]|5]|6|7]|8]9
210124 |6 |8 |0]|2]|4|6]8
3103|692 5|8 |1|4]|7
4 10(4|8]2|6|]0|4|8]2]|6
5105|050 |5]|]0]5|0]5
6|1 0|6 |2 |8|4(0|6]2]|8]|4
7107|418 |5|2]9]|6]|3
8|10 |8 |6 |42 |0]|8]|6|4]2
9109 |8 |7|6|5|4]3|2]|1

Latjuk, hogy a 0 maradékosztalynak minden elem osztéja. Az 1, 3, 7, 9 ma-
radékosztalyok minden maradékosztalynak osztoi, mert {1z : 1 < z < 10},
{3z :1 <2 <10}, {Tx : 1 <z <10}, {92 : 1 <z < 10} mindegyike tel-
jes maradékrendszer. Masrészt ezeknek a maradékosztalyoknak nincs is tobb
osztojuk, csak az 1, 3,7, 9. A 2, 4, 6, 8 maradékosztalyok kolcsondsen osztoi
egyméasnak: 2%2 =4, 4x8 =2, 2x8=06,6%2=2,2+4=8,8x4 =2, 44 =
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6,6+4=44%x2=88+%x8=4,6«x8=28,8%x2=06 (mod 10). Ezeknek a
maradékosztalyoknak az 5 és 0 kivételével minden maradékosztaly az oszto-

az 0sztol.

b. Egységek:1, 3,7, 9

Nullosztok: 2, 4, 6, 8, 5

c. Ha a relativ prim m-hez, akkor {az : 1 < 2 < m} teljes maradékrend-
szer modulo m. Tetsz6leges b elemhez van tehat olyan x, amelyre ax = b.
Tehét a osztdja minden elemnek. Ha viszont a nem relativ prim m-hez, de b
az, akkor nincs olyan z, amelyre axz = b, hiszen az ax = b (mod m) akkor és
csak akkor megoldhaté, ha (a,m)|b. a tehat pontosan akkor egység, ha nem
nulloszto, azaz ha (a,m) = 1.

3.3-11.
a. Felbonthatatlan-e Zo-ben 5?
b. Prim-e Zio-ben 57

Megjegyzés A 3.3.3. példahoz hasonléan itt is kiterjesztjiik a
prim és felbonthatatlan definiciojat tetszéleges egységelemes gyt-
rire.

Megoldas.

a. Nem felbonthatatlan, hiszen 5 -5 = 5, ugyanis 5 = 52 (mod 10) és 5
nem egység Ziop-ben. (lasd 3.3.3. példa)

b. 5 prim Zjg-ben, hiszen ha 5[a - b, akkor 5|a vagy 5/b.

3.3-12. Lassuk be, hogy testben minden, a nullelemtél kiilonb6zd
elem egység.

Megoldas. Legyen (7,4, ) test. Ekkor (T,-) csoport, tehat T™-ban meg-
oldhat6 az ax = b egyenlet barmely a,b € T™ esetén, ami azt mutatja, hogy

T* minden eleme egység. ]
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3.3.4. Euklideszi gydirii

3.3-13. Lassuk be, hogy ha integritisi tartomanyban létezik prim,
akkor van egységelem.

Megoldas. Legyen p egy primelem. Ekkor az oszthatosag definicidja alapjan
plp - p. Mivel p prim, ezért p|p is teljesiil. Ekkor pedig van egy € elem a gyt-
riiben, melyre ep = p is teljesiil. Szorozzuk be egy a elemmel az egyenlGséget.
Ekkor aep = ap miatt (ae — a)p = 0 kell teljesiiljon, vagyis ae — a = 0, hiszen
nincsenek nullosztok az integritasi tartomanyban. Tehat ae = a minden a
elemre teljesiil, tehat € egységelem.

|

3.3-14. Legyen L := {a + biv/5 la,be Z} a szokiasos miiveletekkel.

a. Bizonyitsuk be, hogy az L egészek kbrében 1+4iv/5, 1 —iv/5, 2, 3
felbonthatatlan elemek, de nem primelemek.

b. Bizonyitsuk be, hogy az (L,+,-) gytirti nem euklideszi gytirti.
Megoldas.

a. Mivel (1 +iv5)(1 —iv5) =1+5=6=2-3 ezért 1 +i\/5[2-3, de a
(14 v/5)(a + biv/5) kifejezés nem veheti fel a 2, 3 értékeket, ha a, b egészek.
Ez azt jelenti, hogy 1+iv/5 f2 és 1+iv/5 J3, azaz egyik sem prim. Ugyanezt
a gondolatmenetet 2-re és 3-ra alkalmazva latjuk, hogy ezek sem primek.

Ha 1+ V5 = af, akkor (1 +iv/5)(1 —iv/5) = afafB = afBap is teljesiil.
Mivel (1+iv/5)(1—iv5) = 6 és aa, 33 egeszek, ezért aaBB = 1-6 vagy 2-3.
Mivel aa@ = (a + biv/5)(a — biv/5) = a® + 5b? = 2 nem teljesiil a,b egészek
esetén, ezért az aaff = 2 -3 felbontas nem johet szoba. Mivel o és 3 szerepe
felcserélhetd, ezért mondjuk a = a + biv/5 jeloléssel 1 = aa = a® + 5b%, ami
csak ugy lehet, ha a = 41, azaz a egység. Azt kaptuk, hogy ha 1+1iv/5 = a8,
akkor o vagy (3 egység.

b. Az el6bbiek miatt L nem lehet euklideszi gytird, hiszen ott a primek

és felbonthatatlanok ugyanazok az elemek lesznek. ]

rr s

3.3.5. Részgyiirii, ideal, faktorgyiirii

3.3-15. Melyek (Z4,+, ) részgytiriii? Van-e koztiik ideal?
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Megoldas. A {0} részgytirt, hiszen [ — I C I és I -1 C I. Egyben idedl is,

hiszen 0 —0 =0 és7-0 = 0. {0,2} részgytirtd, hiszen I — I CTés -1 C 1.

I
]

Egyben ideal is, hiszen 0 — 2 és 7-2 = 0 vagy 2 attol fiiggen, hogy r
paros, vagy paratlan. Az el6z6ekhez hasonléan {0, 1,2, 3} részgytirt és egyben
idedl is. Nem részgytird, és igy idedl sem lehet pl. {0,2,3}, hiszen 2 +3 =1

és 1 nincs benne az el6bb megadott halmazban. ]

3.3-16. Legyen R véges gyfiri, I ideal R-ben, és R # I. Bizonyitsuk
be, hogy I minden nullelemtél kiilonb6z6 eleme nulloszté R-ben.

Megoldas. Legyen i € I nem nullelem. Ekkor az ri kifejezés nem vehet fel
csupa kiilonbo6zo értékeket, ha r vegigfut R elemein (ugyanis i € I, har € R
mivel I idedl), kiillonben R végessége miatt R = I is fennéllna. Ekkor viszont
van olyan 71,7y € R, 1y # ro par, hogy r1i = rqi. Ez pedig azt jelenti, hogy

(r1 —r2)i =0, s igy ¢ nulloszté R-ben. -

3.3-17. Hatarozzuk meg (T, +, -) idealjait, ha T tetszoleges test. (Las-
suk be, hogy testben nincs nem trivialis ideal.)

Megoldas. Nyilvanvalo, hogy {0} és T idedlok T-ben. Més ideal nincs, hiszen
ha {0} # I C T ideal, akkor egy 0 # t € I elemre e = t~1t € I is teljesiil.
Ekkor viszont T'=T{e} CTI C I miatt [ =T. u

3.3-18.

a. Lassuk be, hogy a paros szamok halmaza (P) az egész szamok
gyturijének részgytrijét, s6t idealjat alkotja.

b. Hatarozzuk meg a 7Z/P maradékosztaly-gytiriit.
Megoldas.

a. Péaros szamok kiilonbsége péros, igy P — P C P teljesiil. Paros szamot
egész szammal szorozva szintén paros szamot kapunk, ezért ZP C P, és PZ C
P.
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b. Meg kell keresni a Z gytirti P idedl szerinti osztalyait. Mivel 0 € Z
ezért lesz egy osztaly, amely a 0 4+ P-nek felel meg (paros szamok halmaza).
Ezt az osztalyt jelolje 0. Ebbe az osztalyba az 1 szam nem tartozik bele. Ezek
szerint van egy masik osztély is, ami az 1+ P osztély. Jeldlje ezt 1 (paratlan
szamok). Lathato, hogy a két osztaly diszjunkt, és egyesitésiik kiadja az egész

szamok halmazat. Azt kaptuk, hogy Z/P kételemd, és elemei: 0, 1. [ ]

3.3—19.LegyenR:{<i Z) \a,b,c,dez},ésfz{(‘c” Z) \a,b,c,dGQZ}

a. Mutassuk meg, hogy I ideal R-ben.
b. Hany elemii az R/I faktorgytrii?
Megoldas.

a. A matrix dsszeadas definicidja alapjan két I-beli matrix dsszegének ele-
meit agy kapjuk meg, hogy az 6sszeadandé matrixok megfelel§ elemeit adjuk
Ossze. Mivel ez utébbiak paros szamok, ezért az Osszeg elemei is parosak lesz-
nek. Ez azt jelenti, hogy I—1I C I teljesiil. Meg kell még vizsgilni RI C I felté-

tel teljesiilését is. M € R, S € I esetén legyen M = (mu mu); S = (SH 512).

ma21 ma22 21 $22

Ekkor

MS — mi11811 + mMi12821 M11S12 + M12522
M21811 + M22821  M21S12 + M228522

ezért M S elemei is parosak, hiszen S elemei parosak, azaz M S € I, vagyis
RI C I. Mivel

SM — S11ma1 + S12Mm21  S11M12 + S12M22
S21M11 + S22Mma1  Sa1Mi2 + S22ma2 )’

ezért az el6z6 gondolatmenettel kapjuk, hogy IR C I, igy I ideal R-ben.

b. Az el6z6 példa modszerét kovetve 0 € R beletartozik az egyik osz-

talyba, ahol 0 a csupa nullakat tartalmazé matrix. Van tehét egy osztalyunk,

amit 0-val jelélve a 0+ I formuléval adhatunk meg. Nyilvanvalo, hogy ebbe az



80 3. Példak és megolddsok

osztalyba a csupa péaros elemekbdl allé matrixok tartoznak. Ha ebben az osz-
talyban megvaltoztatjuk egy elem paritasat, akkor az egy mésik osztalyba fog
tartozni. Masrészrél, ha M € R beletartozik egy osztalyba, akkor azok a méat-
rixok amelyben az elemek paritdsa megegyezik az M matrix azonos indexd
elemeinek paritdsaval, ugyanebbe az osztalyba tartoznak. Ezek alapjin annyi
osztaly van, ahanyféleképpen a matrix elemeinek paritasat 1ényegesen kiilon-

b6z6 médon megvélaszthatjuk. Ha egy elem paritasat valtoztatjuk, akkor ezt
(411) féleképpen tehetjiikk meg. Ugyanigy ha két elem paritasat viltoztatjuk,
akkor (3) lehet&ségiink van. Ezekhez hozza kell adni a 3, ill. 4 elemhez tarozd
kombinaciok szaméat, azaz (411) + (3) + (g) + (i) = 24 osztaly van.

Masképp: mivel 4 elemd matrixokrol van szé, és a paritas kétféle lehet, ezért

itt egy 2 elemt 4-ed osztalya ismétléses variaciorol van szo, 2% kiilonbozo

osztély van. [ ]

3.3-20. Jeldljiik N-nel az R kommutativ gytriiben a nulloszték és a
0 altal alkotott halmazt.

a. Lehet-e, hogy N nem részgytiri?

b. Lehet-e, hogy N részgytrl, de nem ideal?

c. Bizonyitsuk be, hogy ha N ideal, akkor R/N nullosztémentes.
Megoldas.

a. Lehet, pl. Zg-ban 2,3 € N, de 2+3 ¢ N

b. Nem lehet, mert han € N\{0}, akkor ham € M\ {0} a nullosztoparja,
akkor Vr € R\ {0} esetén (rn)m = r(nm) = 0 teljesiil, és igy rn € R is
nullosztd vagy 0, azaz RN C N.

c. R/N nullelemét alkot6 osztaly N, hiszen N szerint osztalyoztunk. Ezek
szerint ha a1, as € R\ N akkor ajas ¢ N miatt (a1+N)(ae+N) = (a1a2+N)

kiilonboézik N-t6l, a nullelemtdl, s igy a1 + N és ag + N nem nulloszték. ®
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3.3.6. Homomorfizmus, izomorfizmus

a
2b
(M, +, ) struktira izomorf az E = ({a + bv2|a,b € Z} ,+,) gytirtivel.

3.3-21. Legyen M = {( 2) |a,b€Z}. Bizonyitsuk be, hogy az

Megoldas. Legyen a,b € Z, és ¢ : M — FE olyan, hogy ¢ <<2ab Z)) =

a+bv2. Ez a fiiggvény nyilvan bijektiv, hiszen minden a + bv/2 szdmhoz van
egy M-beli matrix, és csak egy ilyen van. Nézziik a mitvelettartast.

a1 b n as by . aj + a9 b1 + by .
v 2b1 a1 2by a9 B 2(b1 + bz) al + ao o

= (a1 +az) + (b1 + bg)\/i =

b b
= a1 +bi1V2+as +byV2 = %) <<2abll a11>> + <<2ab22 GZ))

Masrészrsl:

al bl ) a9 bg - ajas + 2b162 a1b2 + b1a2 o
v 2b1 a1 2by a9 - 2(a1b2 + b1a2) aiag + 2b1bs o

= (a1as 4 2b1bo) + (a1bs + braz)V2 =

i —o (2 0)) o (2 %)

3.3-22. Izomorfak-e a kovetkez6 gytirik?
G=({a+b2labeZ},+,) & K=({a+b/BlabeZ},+)

Megoldas. Nem izomorfak, ugyanis ha azok lennének, akkor (p-val jel6lve az
izomorfizmust G és K kozott a kovetkezbknek is teljesiilniiik kellene: Mivel
e(u) = p(1-u) = ¢(1)p(u) minden u € G-re, ezért (1) = 1, p(2) =
e(1+1)=p1)+ (1) =141 = 2. Indukcioval kovetkezik, hogy ¢(m) =m
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minden m € Z-re. Mivel G-ben megoldhat6 az 22 = 2 egyenlet, ezért o(z?) =
©(2) = 2 teljesiil K-ban. Tehat

p(z%) = (p(x))? =2 (3.1)
kellene teljesiiljon. Legyen ¢(z) = a + bv/3
Ebbél
(a+bV3)? =2
a? + 2abV/3 + 3b? = 2
amibél
a? +30% =2 (3.2)
és
2ab = 0 (3.3)

egyiitt kellene teljesiiljon. (3.2)-b6l b2 = 0, és a? = 2 kovetkezik. Mivel a egész
szam, ez ellentmondas. (3.1)-nek tehat nincs megoldasa K-ban, s igy G és K

kozott nem létezik izomorf leképezés. [ ]
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