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LA mii digitalis megjelenitése az Oktatasi Minisztérium edyatasaval, a Felktatasi
Tankdnyv- és Szakkonyv-tamogatasi Palyazat keretéb&mtor

2Az ELTE IK Elektronikus Kényvtar altal kdzvetitett digiféltartalmat a felhasznalé a
szerdi jogrol sz6lo 1999. évi LXXVI. tv. 33. §(4) bekezdésébenghatarozott oktatasi,
illetve tudomanyos kutatasi célra hasznalhatja fel. Ads#tmalé a digitdlis tartalmat kép-
ernydn megjelenitheti, letdltheti, arrél elektronikus adattuzéra vagy papiralapon ma-
solatot készithet, adatrogzitendszerében tarolhatja. Az ELTE IK Elektronikus Kényvta
weblapjan talalhat6 digitalis tartalmak izletszer(i dstimalasa tilos, valamint a székz
irasbeli hozzajarulasa nélkil kizart a digitalis tartalorddositasa és atdolgozasa, illetve
az ilyen médon keletkezett szarmazékos anyag tovabbidaftidasa.
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El6sz6

A tankonyv masodik része az ELTE programteivballgatéi szamara tartott par-
huzamos programozas alapjai cimU targyaeldsai alapjan készult, adHatldsok
anyagat és az érdéidd hallgatdk szamara hattéranyagot tartalmaz.

Feltételezzik, hogy az olvaso elsajatitotta a konyy edszében szerdptan-
anyagot, rendelkezik megfetelprogramozasi gyakorlattal, irt legaldbb néhany
egyszerl parhuzamos vagy elosztott programot.

A kovetkedkben egy olyan programozasi modellt fogalmazunk meg, amel
alkalmas arra, hogy parhuzamos és elosztott programokzéset tamogassa.
A fogalmak jelentését relaciok segitségével irjuk le. Paogzasi modellt ki-
16nb6 matematikai eszkdzok segitségével fogalmazhatunk nzétgsskorben
hasznalnak példaul algebrai, illetve logikai modellekeatlyamatalgebrai model-
lek alapjait targyalja példaul [Hen 88], tempordlis logikszkézoket mutat be
[Eme Sri 88, Kro 87].

A bemutatott modell két fontos@ményre épit. Az egyik a nemdeterminisz-
tikus szekvencialis programok relacié alapu modellje [Bgjt a masik Chandy és
Misra parhuzamos programozasi modszertana. Mindkeéttos gyokere Dijkstra
.programozasi diszciplinaja” [Dij 76].

A parhuzamos programok tervezéséhez készitett modetlugganazt a meg-
kozelitést alkalmazza, ugyanazt a fogalomrendszert é&dBszszletet haszndlja,
mint konyv el® felében a szekvencidlis programok leirdsakor bemutaiadiell.
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Bevezetés

Szamos programozasi feladat megoldasa lehet szekvenakdsztott vagy par-
huzamos program is. A programozési feladatok egy részebapnoalyan jel-
legli, amelynek megoldasahoz térben elosztva elhelyézhddtok, edbforrdsok
felhasznalasa szikséges [Lyn 02, Tan Ste 02]. llyen fedadatgyetlen szami-
tégépen futd, szekvencialis program nem oldhat meg.

Parhuzamos feldolgozas esetén megkilénboztethetlrikizaaiv, illetve sza-
mitasintenziv feladatosztalyokat. Adatintenziv felgo&tdaul fizikai kisérletek-
b6l szarmaz6 nagyszamu mérési adat kiértékelése, vagyadiatikai eljarasok-
kal elballitott adatok elemzése. Altalaban szamitasigényeasdgbk kozé tartoz-
nak a modellezési feladatok, pl.Giras ebrejelzés, szélcsatorna kisérletek szi-
mul&cidja, stb. Ezekben az esetekben elvileg egyetleniszg@p is elvégezhetné
az adatok feldolgozasat, de parhuzamos algoritmusoksgegiel az eredmeény
gyorsabban édllithat6. Az is gyakori eset, hogy az eredmény kiszaraitadott
idokorlaton belll kell elvégezni és ehhez egyetlen proceszzmmitasi kapacitasa
nem elegend. Tobb processzor alkalmazasaval nemcsak a szamitashicgsz
ges id rovidithed le, de az i@korlatra vonatkozd kdvetelmény is teljesithet
[Iv4 03].

Programozési feladatok specifikaciojanak és megoldasdlkaknas modsze-
reit keresstik parhuzamos és elosztott rendszerek esetén.

Elosztott és parhuzamos programok fejlesztése soran agonolgelyességé-
nek bizonyitasa azért is fontos lehet, mert tesztelésbelzmbben lehet a hibakat
felfedezni mint szekvencidlis programok esetén. Elosg®parhuzamos progra-
mok ismételt futtatasa gyakran vezet dit@redményre. Ennek az az oka, hogy
a komponensek koélcsénhatasa annak fuggvényében valtomily, az adott fut-
tatas soran az egymastol fuggetlen események kozul melyistkezik be é@bb.
Ha a program tesztelése érdekében nyomkdvetési utasitdsieziink el, akkor
ezzel megvaltoztatjuk az egyes folyamatok kozoétt fennididaitési viszonyokat,
igy kénnyen dbfordulhat, hogy a tesztelés soran a hiba nem jelentkezik.

Biztonségkritikus alkalmazésok készitése soran teht loiganyitottan he-
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12 Bevezetés

lyes komponenseket hasznalhatunk fel és az elosztott arogsszetdiit csak
az 0sszetett program tulajdonsagait garantald prograstkiciok segitségével
szerkeszthetjlk 6ssze.

Feladatok megfogalmazasa, programok kodolasa mindignidgien nyelvi
eszkoz segitségével valosul meg. A feladat specifikacygedsorozat, ahogy
egy adott programozasi nyelven irt program is betlik, salmhok, esetleg gra-
fikus elemek sorozata. Ahhoz, hogy valaszolni tudjunk alkérdésre, hogy egy
specifikacio valéjaban milyen feladatot ir le, hogy egy pang futasa soran mi
torténhet, meg kell adnunk ezen jelsorozatok jelentéséigrBmok jelentésének
pontos meghatarozasara matematikai modelleket hasxnalun

Parhuzamos és elosztott programok tervezésének egy nidtaimezodelljére
teszink javaslatot oly médon, hogy kiterjesztjik a nenmdeitgsztikus szekven-
cidlis programok relaciés alapu szemantikai modelljétt B} és a programo-
zasi feladatok megfogalmazaséara és megoldasara koraidkaesen alkalmazott
mobdszereket [Dij 76, Fot Hor 91] parhuzamos programokra is.

Célunk, hogy a modell eszkdzei segitségével a feladatfdpmsojat helyette-
siteni tudjuk olyan feladatok specifikacibival, amely ti#ok megoldasa esetén
a rendelkezésre all6 matematikai eszk6zokkel belathatbeateti feladat megol-
dasanak helyessége [Var 81, F6t Hor 91, Cha Mis 89].

Arratorekszlnk, hogy a megoldagéllitdsaval parhuzamosan a megoldas he-
lyességének bizonyitasat i$éllitsuk. Nem célunk az automatikus programszin-
tézis [Lav 78],[Eme Sri 88]/4.1.3., és nem akarjuk kész algauisok helyességét
utélag igazolni [Eme Sri 88]/4.2. Ennek éBorban az az oka, hogy parhuzamos
programokat a legtébb esetben részben vagy kizardlagiazeéki hogy a megol-
das hatékonyabb legyen a szekvencidlis architektUraneddémnegoldasnal. A ha-
tékonysag lényeges szempont lehet természeténél fogvazadnos programmal
megoldandé feladatok esetén is, pl. valés idejl alkals@izdal, folyamatszaba-
lyozo vagy on-line tanacsado rendszerek esetén [Hor 8&nTaak egyes szimu-
lacios feladatok vagy prototipus szoftver fejlesztésasanasodlagos a megoldas
hatékonysaga. Hatékony megoldagadiitdsara az automatikus programszintézis
bonyolultabb feladatok esetén altalaban nem alkalmas.Ef®e[Sri 88]-ban is-
mertetett eredmények medigpen mutatjak azt is, hogy a szintetizal6 algoritmu-
sok altalaban nagyon rossz hatékonysaguak, a megoldakitésahoz a speci-
fikacié hosszaval exponencialisan aranydsrédvan sziilkség. Hasonlé allitasok
igazak a programbizonyitasrais. A programbizonyitaaré§ sikertelensége ese-
tén nincs elegertampont a program javitasahoz sem.

A UNITY [Cha Mis 89] lineéris idejl tempordlis logikara taszkodo opera-
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torait Ujrafogalmazzuk a leggyengéblbfelltétel €és més predikatumtranszforme-
rek segitségével. Megvizsgaljuk a bevezetett specifisduiddszer kifejezerejét
és az altalanositasi lelsegeket.

Az egyes fejezetekdl

A 1-3. fejezetben megadjuk a relaciés modell alapfogaladadefinicioit. A két
legfontosabb bevezetett fogalom a feladat és az absztadtaon fogalma.

Az 4. fejezetben adjuk meg, hogy egy absztrakt program nolsbmeg egy
feladatot. Kimondunk néhany tételt is, amelyek igazolf@dgy a bevezetett meg-
oldasfogalom megfelel elvarasainknak.

A 5. fejezetben tdbb hasznos tételt bizonyitunk, amelyegitségével a ké-
sobbiek soran kdnnyebben igazolhatjuk feladatok és progkamajdonségait.

A 6. fejezetben Osszetett problémak megoldasa soran akabmd eszko-
zOket vezetiink be. A megoldast modulokbdl allitjuk 6ssze.aRsztrakt prog-
ramokat egyesitjiuk és szuperponaljuk, tamaszkodunk anyitott specifikacio
fogalmara [Cha Mis 89]. Megvizsgaljuk programok szekvalisiill. valos par-

A 7. fejezetben megvizsgaljuk a bevezetett modell tulagdomit, kifejed-
erejét.

A modell eszkozkészletének ismertetése utan programeeteteket mon-
dunk ki és 0sszetett problémak megoldasa soran alkalntaekakozoket veze-
tink be.

A 8. fejezetben altalanosan megfogalmazott programoebsidtokat oldunk
meg. A kapott megoldasokat programozasi tételeknek nékemzert széles kor-
ben alkalmazhat6ak konkrét feladatok megoldasa soran.ggik dyen alapfel-
adat asszociativ mivelet eredményének parhuzamos kissam A masik az
val definiélt figgvény értékének kiszdmitasa. Példat muotatsatornavaltozok
hasznalatara és adatcsatornas megoldasi médszerekregsizsbaljuk, hogy a
kapott megoldasok milyen architektarakon implementélkatatékonyan. Olyan
megoldasokat dolgozunk ki, amelyek osztott és aszinkratotisnemaorias rend-
szerekre is kbnnyen leképezbek.

A 9-10. fejezetben megvizsgaljuk, hogy a parhuzamos progkaleirasara
alkotott modellek milyen Iényeges tulajdonsagokban téeleegymastél. Meg-
adjuk, hogy az altalunk javasolt modell milyen jelenségskasara alkalmas.



14 Bevezetés

A 11. fejezetben ismertetjik azokat a matematikai eszkéz@knely a beve-
zetett modell mélyebb matematikai hatterét tisztazzakszefeglaljuk a leképe-
zések fixpontjaira vonatkoz6 eredményeket és bevezetjokvagot a temporalis
logikak vilagaba. A temporalis logikakrél szolé 11.1 betiégben bevezetett fo-
galmakra és tételekre a Il. részben altalaban csak egygsgyegsekben és lab-
jegyzetekben utaltunk, igy a ll. rész fejezeteinek megéhéz ez a bekezdés nem
feltétlentl sziikséges.

A 12. fejezetben dsszefoglaljuk és értékeljik a leirt médsizet.

A fluggelékben megvizsgaljuk, hogy az absztrakt prograrmb&gyan kédol-
juk C-PVM segitségével.

A kdnnyebb tajékozédast kereszthivatkozasok, targyrauaieldlések jegy-
zéke, a legfontosabb fogalmak definicioi, stb. segiti. Alekbdd olvasé gya-
korl6 feladatok megoldasasaval eligizheti tudasat.

Egyes megjegyzéseket l1dbjegyzetben helyeztiink el. Adgbgekben al-
talaban mas modellek rokon fogalmaira utalunk réviden. kEzenegjegyzések
elsdsorban azoknak az olvasdknak szélnak, akik ezekben a hakleh jarato-
sak.



Gyakran hasznalt jel6lések

.= - definialé egyeriség

A=% A - allapottér

a=(a,...,an) € A-allapot

RC 5 A - relacio

Ra(A) az, e[fn]A direktszorzat feletti relaciok halmaza
R C A x B - binaris relacio

R(a) - azRrelacié képhalmaza

DR - azRrelacié értelmezési tartomanya

a = (dy,...,0n) - véges sorozat

a=(dg,...... ) - végtelen sorozat

|a| - aza sorozat hossza

A* . Aelemeildl képzett véges sorozatok halmaza

A~ : A elemeildl képzett végtelen sorozatok halmaza
A=A UA%

2 (A) - azA hatvanyhalmaza

R: A — B - parcidlis figgvényA-rol B-re

R: A B - fliggvenyA-rol B-re

pra, : A— Aq - azAtérrdl azA; altérre vetités
r::={igaz hamig - logikai értékek halmaza

lgaz :A—— £ - az azonosan igaz,

Hamis :A—— £ - az azonosan hamis logikai fuggvény.
[ ] - logikai fuggveény (&llitas) igazsdghalmaza

P= Q:=[P] C [Q]

[PAQI:=[P]N[Q]

[PV QJ:=[P]U[Q]

[-QJ:=A\[Q]

[P— QJ:=[-PVQ]

—, <=, <— - ha, akkor”, ,akkor és csak akkor”, ill. ,akkor, ha”
R-Y - inverz relaci6
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16 Jelblések

R - relacio tranzitiv diszjunktiv lezartja

[R] azR = lgaz allitas roviditése, ah®C Ax L

Vi : A— A - valtozé

A - pozitiv egészek halmaza

Ap - nemnegativ egészek halmaza

w - a természetes szamok halmazéanak rendszama

nX: G(X) - G legnagyobb fixpontj& szerint

HY : F(Y) - F legkisebb fixpontj&' szerint

P> Q - P stabil feltéve, hogy ner®

P+— Q - P biztositjaQ-t

P — Q - P-bol elkerllhetetlerQ

FP=- R - Rteljesul fixpontban

Q € INIT - Qigaz kezdetben

invP - P invarians

Q — FP,Q € TERM - Q-bdl inditva a program biztosan fixpontba jut
VR(P) - azok a valtozok, amelyetita P (logikai) relacié (fuggveny) fugg
F - feladat

B - paramétertér

S- utasitas

| - avaltozok és az allapottérkomponensek indexeinek hamaz
J - a program utasitasainak indexhalmaza

p(s) - azs utasitas hatasrelacidja

SKIP- Ures utasitas

VL(s) - azs utasitas baloldalan &ll6 valtozok

VR(s) - azsutasitas jobboldalan &ll6 valtozok
V(s):=VR(s)UVL(s)

S- absztrakt program

E(S)(a) - Sprograma-bol elérhed allapotainak halmaza

VL(S) - azSprogramban baloldalon &ll6 valtozok

VR(S) - azSprogramban jobboldalon &ll6 valtozdk
V(S):=VR(SUVL(S

fixponts, ¢s- azSabsztrakt program fixpontjait jellerdzllitas
P.F’, S - altéren definialt logikai fgv., feladat, program kiteésse
s1||s; - feltételes értékadasok szuperpozicibja

S US - programok unidja

FLUF - feladatok egyesitése

S1; S - programok szekvenciaja

BT - elagaz6 idejl tempordlis logika



LT - linearis idejl temporalis logika
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1. fejezet

A relacios modell alapfogalmai

Programozasi modelek nevezzik azt a matematikai modellt, amely
megadja feladatok és programok szemantikai jelentéséstiukcios mi-
veleteket definial feladatok és programok felett, valammiegadja, hogy egy
program mikor old meg egy feladatot. Relaciés modellr&zddiink, ha a
szemantikai tartomanyok elemei relaciok.

Gondolkodasunk soran a programozasi feladat [FoOt 83] foghbl indulunk
ki. Programozasi feladatot mindig egy allapottéren [Dij fe@almazunk meg. A
feladat megfogalmazasahoz tehat meg kell alkotnunk adeladtematikai mo-
delljét, absztrakciora van szilkség. A feladat megfogalmazasatwevutat
most nem vizsgaljuR.

1.1. Feladat: étked filoz6fusok

Elsb példank E. W. Dijkstratél szarmazik, aki az operacioés szedek targy tani-
tasa soran a folyamatok kozotti kdlcsénos kizarason adepdforrasmegosztas
elvét szemléltette vele. Ez a példa 6t, egymassal egyutidiliparhuzamos fo-
lyamatbdl allo rendszert modellez. A torténet szerint eggtal korul 6t filozofus
ul, akik egy nagy kozos talbol vehetnek maguknak makaréhoz, hogy a ma-

karoni a tanyérba kerlljon két villara van sziikség. A tababen is hasznalhatjak

1A modell szét altalanos értelemben hasznaljuk. Ha a mateansbgikaban, a modellelméletben hasznalt modelifo-
galomra gondolunk, akkor erre kilon hivatkozunk. Egy fetatiegfogalmazasa nem kotbedl. egy rogzitett temporalis
logikai struktirdhoz, mert ez esetben a feladat mar nemirfagnaté meg fliggetlentll azéstruktarat definialé prog-
ramtél. A feladatot nem azonositjuk &z leiré formuldk halmazéaval, mint szintaktikus egységgtidem, ugyanis egy
interpretalatlan formulahalmaz minden interpretaciobats és mas szemantikai jelentést hordoz. A feladatot maglig
rogzitett allapottér felett, azon értelmezett relaciditsggével adjuk meg.

2Nem vizsgaljuk azt, hogy egy feladat formalis alakja vattlaat a feladatot irja-e le, amit valamilyen természetes
nyelven megfogalmaztak. A valasztott programozasi mddettein tdimutat ennek a kérdésnek a vizsgalata.
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egyszerre, de az étkezéshez szikséges villak midegyikéne-kulon teljesilnie
kell, hogy egyszerre csak egy filozofus hasznalatabanriekeMinden filoz6fus
szamara két villa érhétel, ezek azonban olyan villak amelyeket szomszédai is
szeretnének hasznalni. Ha egy filozéfus felemeli az asttadd- és jobboldali
villjat és eszik, akkor egyik szomszédja sem rendelkezhétkezéshez szikse-
ges két villaval. Egyidejlileg csak egymassal nem szonuszfiidzofusok étkez-
hetnek .

O ‘ ®

O
/

o\

1.1. 4bra. Az étkazfiloz6fusok

Jeloljuk az. filozéfustf (i)-vel, az egyes allapotokat pedig a kébetdjukkel:
gondolkodikg, villdkat tart a kezébewm; eszike, otthon vano. A kévetkedkben
példakat mutatunk a filoz6fusok viselkedésére vonatkoagifikacios kovetel-
mények megfogalmazéasara.

Az ,amig nem” (jeldlés>) tipusu kikotésekkel egyes allapotatmeneteket tilt-
hatunk. Megkovetelhetjik, hogy minden filoz6fus gondolkpdmig villat nem
tart a kezében vagy haza nem éiti).gr> f(i).vV f(i).0. Ez azt jelenti, hogy a
gondolkodas allapotat nem kdvetheti kbzvetlenil az étkaltépota. Kikotjuk azt
is, hogy a villdk kézben tartasat csak az evés allapota kétietf (i).vi> f(i).e,
a villak megszerzése utdn nem szabad sem hazamenni, seollgmind. Szigo-
rubb kikotést tehetiink oly médon, hogy a megengedett aNaftozasok beko-
vetkezését @l is irjuk: f(i).e— f(i).g. Az étkezést €lbb utobb fel kell valta-
nia a gondolkodasnak. Lazabb kapcsolatot is megkdvetaikeétllapotok kHzott:
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f(i).g— f(i).0, a gondolkodas allapotat@b utobb elkerllhetetlendl koveti,
hogy a filoz6fus otthon van. Invarians tiltja, hogy szomseeéelgyszerre étkezze-
nek: (f(i).e— (=f(i+1).eAn—f(i—1).e)) €inv. Fixpont kikotéseket alkalma-
zunk arra, hogy élirast tegylink arra az esetre, ha a rendszer nyugalmi &ikapo
jut: FP= f(i).h. A kikotés szerint, ha tovabbi allapotvaltozas nincs, akkmn-
den filozofus otthon van. Megkovetelhetjik, hogy egy altapoyi : f(i).g €
TERM elkertlhetetlen legyen a nyugalmi allapot eléréserminalas.

1.2. Absztrakt program: rendezés

Kdvetked példank az absztrakt program fogalmat mutatja be. Az eddgzirog-
ram utasitasait nem rendezziik szekvencialis folyamatadyetlen utasitashal-
maz formajaban adjuk meg. Utasitashalmazok tulajdongdgeilyebben igazol-
hatoak, mint szekvencialis folyamatok halmazaként metjgdohuzamos prog-
ramok helyessége. Az utasitashalmaz elemeit felvaltuapukajégre (Id. 3. feje-
zet), a program mikodése egy tdbb ciklusmaggal rendélkiddushoz hasonlit.
Ha egynél tobb processzor all rendelkezésre, akkor egeszagy idben atfedve
tobb utasitast is végrehajthatuhkAz utasitashalmazt egy inicializalé értékadas
elé6zi meg.

A buborékrendezés algoritmusa szerint két szomszédossergienk, ha rossz
sorrendben vannak. Az absztrakt program minden szomseéetoparhoz tartal-
maz egy olyan utasitast, amelyik szilkség esetén a két etnatgtseréli. Ha az
elemek sorrendje helyes, akkor tovabbi allapotvaltozasmedn kdvetkezik be, a
program terminal.

S=(SKIR
{icpmya().ali+1):=a(i+1).a(), haa(i) > a(i+1)})
1.1. absztrakt program. Buborékrendezés.
Az absztrakt program egy lehetséges implementacioja, hdemiutasitashoz

egy 6nall6 folyamat tartozik és a folyamatokhoz egy-eggtgajocesszort rende-
link hozzéa. Egyidejlleg csak egy folyamat szaméara engedéétjik a vektor

elemeihez val6 hozzaférést. Jeldljglkck a(i) and a(i+1)> -vel azt a ml-
veletet, amellyel egy folyamat az i. és az i+1. elem hastaéigényli (a kri-
tikus szakasz kezdetét), illetveunlock a(i) and a(i+1)> -vel azt a mivele-

SEbben az esetben csak olyan értékadasok egyidejii vabgridatfed végrehajtasa megengedett, amelyek nem tartal-
maznak kdzos valtozot.
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tet, amellyel lemond az elemek kizarélagos hasznalatkribikus szakasz vége)
. Ebben az esetben &z processzoron futd program pszeudokdédja a kdvétkez
lehet:

loop
< lock a(i) and a(i+1) >
X = a(i);
y = a(i+l);
if x >y then
a(i+l):=x;
a(i)=y;
end if;
< unlock a(i) and a(i+l) >
end loop;

n— 1 folyamat.
Bemutatjuk azt is, hogy ugyenezen absztrakt programotdroggldsithatjuk
meg egyetlen processzoron futé szekvencialis programéiatman:

loop
for i=1 to n-1 do
X = a(i);
y = a(i+l);
if x >y then
a(i+l):=x;
ai)=y;
end if;
end for
end loop

1.3. Arelacios modell alapfogalmai

A feladat és az absztrakt program pontos jelentését ugytjadhaeg, hogy a
feladat specifikaciojaban szeré{ikotésekhez, ill. az absztrakt programot leird
utasitashalmazhoz relaciot rendeliink hozza. A feladiita,programot leiré re-
laciokat az allapottér, az allapottér hatvanyhalmazazék direktszorzatai felett
értelmezzink. Az alapfogalmak definiciéi megegyeznek ayka@tsd részében
adottakkal.
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Az allapottér véges sok legfeljebb megszamlalhatéan \&@gtégusértékhal-
maz direktszorzata [Fot 83].

1.1. Definicio (Allapottér). | C a(. vij € | Aj; megszamlalhaté halmaz. Az
A55:i,->é|Aij halmaztallapottérnekaz A halmazokatipusértékhalmazoknaie-
vezzuk.

1.2. Definici6 (Allapot). Az allapottér elemeit, aza (aj,,...,a,) € A pontokat
allapobknak nevezzik.

A feladat matematikai megfogalmazéasahoz sziikségink ledaco és a so-
rozat fogalmara. Megismételjik a relacio, binaris rel&sa relacioé értelmezési
tartomanya definiciojat (11. fejezet).

1.3. Definici6 (Relacio).l ¢ Af. Az RC i,—>é|Aij halmaztrelaciiak nevezziik.

Az R C A x B-t binéaris relacithak nevezzik.

1.4. Definici6 (Relacio értéke).R C A x B. R(a)::={b|(a,b) € R} halmaz az
R relacioértéke aza pontban.

1.5. Definici6 (Relacié értelmezési tartomanya)R C A x B. Az Rrelaci6 ér-
telmezési tartomanya
pr:={ac A|FbeB:(ab)cR}.®

Jelblések:
véges sorozatl = (dy,...,0n)
végtelen sorozat = (ay,...... )

A* . Aelemeildl képzett véges sorozatok halmaza
A~ : A elemeildl képzett végtelen sorozatok halmaza
A7 =A"UA%

A feladat matematikai megfelge feltételek egyittese. A specifikacios fel-
tételek megfogalmazasahoz logikai fuggvényeket hasmkallLogikai fliggvé-
nyeket igazsaghalmazukkal, egy alaphalmaz adott résaizaial jellemezhetjlik.
A specifikacios relaciok leirasahoz sziikségink lesz a hghsimaz fogalmara.
Minden egyes specifikacios feltétel az allapottér hatvahyghza felett értelme-
zett relacio.

5A példaR relacidjanak képe az 1 pontbaR(1) = {2,3}.
6A példaR relacijanak értelmezési tartomanyag = {1,5}.
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1.6. Definicié (Hatvanyhalmaz).Az A halmaz részhalmazainak halmazéat az A
hatvanyhalmaz#ak nevezzik és(A)-val jel6ljuk.

A feladat matematikai megfel@k feltételek egyuttese. Minden egyes feltétel
az allapottér hatvanyhalmaza felett értelmezett reldddallapottér részhalma-
zait logikai relaciokkal jellemezzik. Megadjuk a logikel&cio, logikai figgvény
és igazsaghalmazuk definicigjat.

1.7. Definici6 (Parcidlis fuggvény).Az RC A x B relacio determinisztikus re-
l&cio, (vagyparcialis fuggvény, hava € A : |R(a)| < 1.
Parcialis flggvények esetén az R— B jeldlést alkalmazzuk.

1.8. Definici6 (Fuggvény).Az RC A x B relaciéfiiggvény ha
Vae A: |R@| =1
Flggvények esetén az R —— B jel6lést hasznaljuk.

1.9. Definici6 (Logikai fuggvény, logikai relacio). f C A x £ relaciologikai re-
laci6, ahol £::={igaz hamis a logikai értékek halmaza.ogikai fuggvényrdl
beszéllink, ha a logikai relacié fuggveny.

Jeldlés:
lgaz :A—— £ - az azonosan igaz,
Hamis :A+—— £ - az azonosan hamis logikai figgvény.

1.10. Definicié (Logikai flggvény igazsaghalmaza)Az flogikai fuggvény (al-
litas) igazsaghalmaza[ f]::={ac A/f(a) = {igaz}} .

1.1. Megjegyzés (Logikai mlveletek) A logikai relaciok felett értelmezzikg
VvV, —, =, 7 miveleteket, oly modon, hogy azok megfeleljenek a rélégaasag-
halmazaira vonatkoz6 halmazmiveleteknek.

Azaz: P= Qu=[P]| C [Q], [PAQ]:=[P]N[Q], [PVQ[:=[P]U[Q],
[-Ql:=A\[Q], és[P — Ql:=[-PV Q.

A = <= < jeleket bizonyitasok szévegének roviditésére hasznaljiia,
akkor”, ,akkor és csak akkor”, ill. ,akkor, ha” allitasok lé&rasanak roviditésére.

1.11. Definicio (Relaci6 inverz képe)R1-Y (H):={a e A|3he H : (a,h) €
R} aH C B halmaz RC A x B relaciora vonatkozinverz képe.

"Példa:A:={1,2,5}. R: A— £. R:={(1,igaz), (2,hamis, (5,iga2)}. [R] = {1,5}.
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1.12. Definici6 (Relacid®sképe). R"1(H)::={a € A|R(a) C H A R(a) # 0}
aH C B halmaz RC A x B relaciéra vonatkozéském [WRMP 95].

1.13. Definicio (Relacidk kompozicidja)AzR C Ax BésazRC B x Cre-
laciok kompoziciga:

RooRii={(a,c)|Fbe B : (a,b) € Ry A (b,c) € Ry }.

1.14. Definicié (Relacidk szigort kompozicidja)Az R € Ax B és az R C
B x C relaciokszigort kompozicig [Hor 90]:

R, ® Ri:i={(a,c)|Ri(a) € pr, A 3be B : (a,b) € Ry A (b,c) € Ry }.

1.15. Definici6 (Relacio igazsaghalmaza)R]|::=R({igaz}) az RC Ax £ re-
lacio igazsaghalmaza

Haladasi tulajdonsagok megfogalmazasahoz szikségimkd@eiok tranzi-
tiv diszjunktiv lezartjanak fogalmara.

1.16. Definicié (Relacié tranzitiv diszjunktiv lezartja). R C 2 (A) x 2 (A) re-
lacio az RC 2 (A) x 2 (A) relacié tranzitiv diszjunktiv lezartja, hd®a legkisebb
olyan relacio, amelyre: R R9', ha (a,b) € RY és(b,c) € RY, akkor (a,c) €
R és barmely W megszamlalhat6 halmazfadm: me W :: (a(m),b) ¢ R

— ((;ay@(m)),b) e R9"

1.1. Példa (Relacio tranzitiv diszjunktiv lezartja).
A={1234} RC?(A) xP(A),
R={({3},{1}),({2},{1}), ({1},{4})},

R ={({3}.{1}), ({2}, {1}), ({1}, {4}),
({2,3},{1}),({2},{4}), ({3},{4}),
({2,3},{4}),({1,3},{4}), ({1,2},{4}),({1,2,3}, {4})}

1.17. Definici6 (R]). Legyen RC Ax 2. [R] annak az éllitdsnak a rovid megfo-
galmazasa, hogy az R relacié igazsaghalmaza megegyezak[BivSch 89].

1.2. Megjegyzés.[P| C [Q] <= P=Q<«+—=[P—Q)].

1.18. Definici6 (Valtoz6).A v, : A—— Aj; projekciokatvaltozdnak nevezzifk.
A valtoz6k megadasakor a projekcio értelmezési tartomammyaallapotteret al-
talaban elhagyjuk: y : Aj;.

8A fenti definicié szerint a valtozé tehat nem szintaktikugaiom. A tovabbiakban amig a vélasztott programozasi
modell keretein bellil maradunk nem vizsgaljuk formalisingk és szemantikai tartomanyok lehetséges kapcsolatrend
szereit. Ha sziikséges, a &bBbiek soran konnyen definialhaté formalis nyelv és szeianieképezés. A szemantikai
tartomany elemei az altalunk megfogalmazott modellbemidéffiegyes matematikai objektumok lehetnek.
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1.19. Definicio (Vetites altérre).Legyen A az A direktszorzat altere. pr: Ar—
A; fuggvény az A-beli pontokhoz az-Beli vetiletiket rendeli.

A prp, figgvenyt altalanositjuk A részhalmazaira, A-beli elesetozataira, A
felett értelmezett binaris relaciokra oly modon, hogy azhedmazok és soroza-
tok elemeit ill. a relaciok elemeinek komponenseit pordéahketitjik az altérre
[WRMP 95].

Ertékadasok vizsgalatanal gyakran van arra szilkség, hegpatérozzuk mi-
lyen valtozék kaphatnak 0] értéket, illetve milyen valtkzitékédl fiigg az ered-
mény. Ertékadast hatasrelacioja jellemez, igy a értékkddgsgalata a hatasre-
laciojuk vizsgalatara vezetlievissza.

1.20. Definicié (Rel&cié fuggetlen egy valtozétdl)egyen A:ieﬁ,n]Ai és RC
A x B. Azt mondjuk, hogy az R relacitiggetlenaz A komponenstél és g v
Ar— A valtozotol, ha

Va,be or: (Vke ([1,i—1Uli+1,n]):a=bx) = R(@) = R(b)

JeloljukV R(R)-rel azon véaltozok halmazat, amelyékaz R relécio fugg.

1.21. Definicio (Relacié nem valtoztatja meg)Legyen A:ieﬁ n}Ai es RC Ax
A. Azt mondjuk, hogy az R relaciem véltoztatja meg@z A komponens €s a

Vi : A— A valtozo értékét, hgie R=v;.

JeloljukVL(R)-rel azon valtozok halmazat, amelyeketRzelacié megval-
toztat.V(R)::=VL(R)UVR(R).



2. fejezet

A feladat fogalmanak altalanositasa

A feladat definici6janak megfogalmazasakor altalandsiget a specifi-
kaciés modszert, amely relaciok segitségével megfogattmeld- és uto-
feltételeket hasznal. A most bevezetett feladatfogalogélnaa foglalja
azt az esetet is, amikor egy vagy tébb nem feltétlenil téttnifolyamat,
egyzart rendszeegyttes viselkedésére tesziink elbirdsokat. Megjeikyezz
hogy a feladat fliggetlenil megfogalmazhat6é barmely Iégets megoldasa-
tél, 6sszehasonlithatd mas feladatokkal, illetve 6sstaetietetszdleges vele
k6z0s allapottéren futé programmal abbél a szempontb@y laa megoldja-

e. A feladat megoldasa nem feltétlenll csak parhuzamosarolghet.

A konyv elg) részében bevezetett feladat fogalmat altalanositjuly btyan
feladatokat is specifikalhassunk, amelyeé-ads utofeltételek segitségével nem
irhatéak le. llyen feladat példaul egy operacios rendstadata, amelynek folya-
matos helyes mikddésében vagyunk érdekeltek egy ut@lakgestlése helyett.
Folyamatszabalyozé szoftverek, beagyazott rendszeuddé&Se is biztonsagos-
sagi, haladasi feltételekkel jellemezbetofeltételek megadasa helyett.

A feladat matematikai megfel@ke specifikacios relacié egylittese. A spe-
cifikacios relaciokat az allapottér hatvanyhalmaza fedetitlmezzik, a relaciok
elemeitspecifikacios feltéteknek nevezzik.

2.1. Specifikacios feltételek

A specifikacios feltételek a programra, mint az allapotébetti mozgasra fogal-
maznak meg kikotéseket. Ezeket a kikotéseket csoporadigikitipusuk szerint.
Egy feladat leirasdhoz hét féle feltételt hasznalunk. Aanag feltételtipushoz

27
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tartozo feltételeket egy relacidban gydjtjuk 6ssze, i@y specifikacids relaciot
vezetlnk be.

LegyenP,Q,R,U : A—— . logikai fliggvény.
>,—,—C P (A) x 2 (A) relaciok, és FANIT ,inv, TERM C 2 (A) halmazok.

A relaciok megadasakor infix jel6lést alkalmazunk, ezévelzetjik az alabbi
jeloléseketZarojelben megadjuk azt is, hogy hogyan olvassuk azt, Waagnaz
vagy egy halmazpar eleme az adott relacionak. Az allap@tszhalmazait logikai
relaciokkal jellemezzik.

Jelolések:
P> Q:=([P],[Q]) € > (P stabil feltéve, hogy ner@),
P— Q:=([P],[Q]) e— (P biztositjaQ-t),
P— Q:=([P],[Q]) e— (P-bdl elkeriilhetetlerQ),
Q — FP:=[Q] € TERM (Q-bdl a program biztosan fixpontba jut),

FP= R:=[R] € FP Rteljesul fixpontban),
invP::=[P] € inv (P invarians).
Qe INIT::=[Q] € INIT (Q igaz kezdetben),

2.1. Példa (Specifikacios relacio)Legyen az allapottér A=a. egyelem direkt
szorzat. Az egyetlen komponenshez tartozo valtozotikiéyel. Legyen>::=
{(li=k],[i=k+1])|ke A }. Ekkor pl. az i=50>1 = 6 feltétel azt a kikotést
fogalmazza meg, hogy a program az45) allapotbdl csak az & (6) allapotba
juthat. A teljes relacié azt a feltételegyuttest adja megely megkdveteli, hogy a
program futasa soran az i valtozé értéke csak egyesévekadhet. Megkdnnyiti
a relaciok kezelését, ha egy-egy relacionak csak néhamyeel@an. Ezért cél-
szer( a relacié k paraméter szerinti felbontasa egyelegtdciokra, erre a célra
vezetjuk majd be a paramétertér fogalniat.

A programra, mint az allapottér feletti mozgasra vonatkszgcifikacios felté-
teleket négy csoportra osztjuk aszerint, hogy milyen tigikotéseket fogalma-
zunk meg segitségiikiel A relacidcsoportok és az egyes specifikacios relaciok
elnevezései azt tikrozik, hogy az adott relacio segiteégélyen jellegi feltéte-
leket kivanunk megfogalmazifi. specifikacios relaciok pontos szemantikajat az
adja meg, hogy egy program mikor felel meg egy adott relazdhartozo felté-
telnek. Ennek megfogalmazasahoz sziikséges az absztogkapr (3.15. def.)

lunéris relaciok
2A kikotések teljesiilését - az invariansok kivételével alaban nem a teljes allapottér felett vizsgaljuk majd meg,
hanem csak az allapottér egy olyan részhalmaza felettyaaréhimazza az 9sszes eléhétlapotot.
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2.1. dbras:={([i=k],[i =k+1])|k € A’}

és a megoldas (4.1. def.) definicidjanak ismeretkz alabbiakban réviden és
informalisan mar most megadjuk az egyes feltételek jetatté

e A P> Q és az inW alaku feltételekebiztonsagossagi feltéttnek nevez-
zUk. Ha a program allapotara teljesiiPa —Q feltétel, akkorP > Q tiltja,
hogy a progran® érintése nélkll kdzvetlenil egyP A —Q-beli allapotba
jusson. inWP pedig kikoti, hogy &P feltétel igazsaghalmazabdl a program
minden elemi [épéseRigazsaghalmazaba vigyen, valamint, hdyykez-
detben* is teljesiiljon.

e A P~ Q, illetve P — Q haladasi feltétalk ebirjak, hogy ha a program
egy P-beli allapotba jut, akkor abbdl @b - utdbbQ-ba jusson.P — Q
tovabbi megszoritast tesz a haladasi iran@Qra- FP kikdtésnek megfelél
program ebbb-utébhbiztosan fixpontba jut @eli allapotabdl.

e A FP = R fixpont feltétedkkel sziikséges feltételeket fogalmazunk meg
arra, hogy mi teljesiljon, ha a program fixpontba jut.

e Elégségesnek tekintjik, @< INIT kezdeti feltételkkel meghatarozott al-
lapotokbdl inditva helyesen miikédik a program.

2.1. Megjegyzés.Stabilitasi feltétedtek nevezzik P-t , hatPHamis. Pkonstans
feltétel ha—P is és P is stabilitasi feltétel.

3A feladat szemantikajat a specifikacios relaciok segitsdgaeg tudjuk adni oly médon, hogy barmely feladat fiig-
getlenil leirhaté barmely azt megoldé vagy meg nem oldérpratpl, azaz a feladatok a programoktél fliggetlen szeman-
tikaval rendelkeznek a modellben.

4A kezdeti értékadas végrehajtasa utan.
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A tovabbiakban a>,—,—,FP,INIT,inv, TERM relacidkatspecifikacios re-
lacioknak, elemeikespecifikacios feltéteknek, ezen belll az, —, —, inv,
TERM relaciok elemeiitmenetfeltéteknek, az INITFP relaciok elemeit pedig
peremfeltételknek nevezzik. Az INIT relaciélkbrnyezeti eldirask csoportjaba
tartozik.

2.2. A programozasi feladat definici¢ja

2.1. Definicio (Programozasi feladat).Legyen A egy allapottér, B pedig egy tet-
szbleges, megszamlalhato halmaz. Rendeljink hozzakontokhoz rendezett
relacio heteseket. Minden egyes rendezett hetes ketEmfatételeket megado,
illetve 6t, atmenetfeltételeket leird relaciot tartalmaz

AZFCBx (icyg®(P(A) x P (A)r 47 ((A))) relaciét az A allapottér felett
definialtfeladahak, B-t pedig a feladgtaramétert&mek nevezzik.
Aichg?(P(A) x 2(A) és, f »7(2(A)) direktszorzat ke B-hez rendelt ke
F(b) elemének komponenseit rendsg, —n,—n, TERMp,FPy, inv, INITh-val
jeloljuk. Ha F(b) egyelem, akkor h helyett b-t irunk vagy a h indexet tetjese
elhagyjuk, ha ez nem okoz félreértést.

2.2. &brahl = (>p1,—h1, —n1, INIT h1, FPh1, inVh, TERMpg)

2.2. Példa (Programozasi feladat) Példaként megadjuk az elemenkénti feldol-
gozas feladatanak specifikaciojat:
A specifikacios relaciok kozul négy ures, harom pedig egyieleKikotjuk, hogy
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barmely fixpontban az y rendezett halmaz-m-es értéke éqpBnegyen ((2.3.)
feltétel), ahol Xaz x valtoz6 kezdeti értéke ((2.1.) feltétel). Megkonkehogy
a program biztosan elérje valamelyik fixpontjat ((2.2.xdadl). A feladat megfo-
galmazasaban az f fliggvény argumentuma, mint a specifikfadiételek para-
métere jelenik meg.

A=XxY,x:X,y:Y,B=Xx:X.

(x=X) € INITy (2.1)
lgaz— FPy (2.2)
FPy = y= f(X), (2.3)

ahol f elemenként feldolgozhato.
Az XY tipus specifikacidja, az elemenként feldolgozhato filggfegalma és
a megoldo program megtalalhato a 8. fejezethen.

A paramétertér helyes megvalasztasaval elérhetjik, hogy e, FR,, stb.
relaciok végesek legyenek, vagy éppen csak egyetlen egyahkailll. halmaz-
par legyen az elemik. HaB paramétertér végtelen, akkor igy 6sszességében
végtelen sok relaciét adunk meg. Ezek a relaciék azonbalahtin csak & pa-
raméter értékében kilonbdznek egymastal, igy a megoldadaiéjat elegend
lesz egyetletb € B paraméteres esetre megvizsgalni.

A paramétertér bevezetésével konnyen megfogalmazhalymk feladatokat,
amelynek megoldéasa tobb alternativ viselkedésmintargzeriehetséges

2.2. Megjegyzés.A paramétertér altaldban maga is az allapottérhez hasonri6 d
rektszorzat. Sok esetben van az allapottérnek és a paragréek nem ures, ko-
z0s altere. A paramétertér projekcidit is valtozoknak zelk, ezeket a valtozokat
megkilénboztetéstijellel egészitjik ki, pl.: AP

2.3. Megjegyzés A feladat fenti definiciéja a [Fot 83, Fot Hor 91]-ben ismédtte
specifikacios modszer altalanositasa. Legyler B: |F(b)| =1és Q € TERMy,
{Qp} =INITp és{Ry} =FPy .

2.4. Megjegyzés.A specifikacios feltételek szintaktikus alakjatdl a fetadaint

relacio fuggetlen. Lényegében ugyanazt a feladatot (2.&f.) dazonban tobb
ekvivalens specifikacios feltételhalmazzal is megfogathatguk.

5Ha a feladat determinisztikus, akkor megfogalmazhatnafidaalatot a paramétertér bevezetése nélkil is, mint a
ie[;i.S] ?(?(A) x 2(A)) i€[>1<“4] 2 (2 (A)) direktszorzat elemét. Ebben az esetben azonban a feladzt kgmponenseinek
szamossaga kezelhetetlentl nagy lehet, pl. egy-egy atfekkéieinek altalaban végtelen sok halmazpar eleme lenne

8EIsSrend(i temporalis logikai nyelvekben szokés az allapedéozoit lokalis valtozéknak, a paramétertér valtozoit
globalis vagy rigid valtozéknak nevezni.
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Az 4.1. definicioban megadjuk, hogy Bzfeladatnak mikomegoldaa egy
program, azaz mikor elégiti ki a feladatbadie feltételeket.

2.3. Feladat kiterjesztése

LegyenA; azA altere.F azA; allapottér é8 paramétertér felett definialt feladat.
Az F Atérre vett kiterjesztése az &Z feladat, amely a kiegéspinltér valtozoira
nem tesz kikdtéseket és Az altérre vett vetllete megegyezk-gyel.

HaP szerepel aF feladat egy specifikacios feltételében, akkor a kitergtszt
feladat megfeld specifikacids feltételében egy olyRhlogikai fliggvény szere-
pel, amelyneld;-re vett vetiletd® és nem flgg a kiegésaitltér valtozo6itol.

2.2. Definicio (Logikai fliggvény kiterjesztése)Jeloljik P-vel a P altéren de-
finidlt logikai fuggvényteljes térre valdkiterjesztésé P’ igazsaghalmaza az a
legb6vebb halmaz, amelynek vetilete P igazsaghalmaza.

2.3. Definicio (Feladat kiterjesztése)Legyen A az A altere. F az Aallapottér

és B paramétertér, Fpedig az A tér és a B paramétertér felett definialt feladat.
F’-t az F kiterjesztésének nevezzikyba B : pra, (F'(b)) = F(b) és F specifi-
kacios feltételeiben el6fordul6 logikai fliggvények azpEcifikacios feltételeiben
adott logikai fliggvények kiterjesztései

2.4. A feladat finomitasa

Célunk, hogy a modell eszkodzei segitségével a feladat fimdjat helyettesi-
teni tudjuk olyan feladatok specifikacioival, amely felemlamegoldasa esetén a
rendelkezésre all6 matematikai eszk6zokkel belathatdedet feladat megol-
dasanak helyessége [Var 81, F6t Hor 91, Cha Mis 89, Bac SeM&087]. Arra
torekszink, hogy a megoldagaéllitasaval parhuzamosan a megoldas helyessé-
gének bizonyitaséat is @llitsuk.

2.5. Megjegyzés A Iépésenkeénti finomitas szokasos megfogalmazasatd@esziter
nem a megoldé programot finomitjuk [Bac Ser904 feladat finomitasanak elve

Azt mondjuk, hogy aB program megoldja ag feladatot, havb € B : 3h € F (b), hogy azS programmegfelelah-ban
adott iny,P, P>hU, P—p U, P—h U, FR, = R, Q € TERM; alaku specifikacios feltételek mindegyikénel)& INIT
kezdeti feltételek mellett.

8A 2.3. def. a szekvencialis modell [Fot 83, F6t 88] kiterjész definicidjanak altalanositasa.

9Egy program finomitasa egy méasiknak, ha minden olyan spéciikak megfelel, amelyiknek az eredeti program is
megfelelt [Bac Ser 90].
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kiloénbozik Morris [Mor 87], ill. Lamport [Lam 91] felfogégaél is, mert ezekben
a modellekben magat a programot is specifikacios eszkoekakik és ennek
megfelelben finomitjak a specifikaciot.

A specifikacio finomitasanak leggyakoribb modja az alladibvitése, a régi
és Uj komponensekre tovabbi, altaldban a korabbiaknabszid feltételek meg-
fogalmazéasa.

Azt, hogy egy feladat mikor finomitasa egy masiknak egy riégizallapottér
felett, a program (3.15. def.) és a megoldas (4.1. def.) édjanak felhaszna-
lasaval indirekt Uton adjuk meg. Ez a definiciés médszermléa arra, hogy a
feladatok |épésenkénti finomitasa soran az egyes lépdselydgsségét formalisan
is igazoljuk®. A feladatok felett értelmezett finomitas relaciot tehaeladatok
és programok kozott értelmezett megoldas relacio indakalj

2.4. Definicio (Feladat finomitasa).Azt mondjuk, hogy az;Feladatfinomitas
az k, feladatnak, ha minden olyan S program, ami megoldasa del&datnak az
megoldasa azHeladatnak is.

2.3. Példa (Feladat finomitasa) Az alabbi specifikicié finomitasa a (2.1.)-(2.3.)
feltételekkel megadottnak.

(x=X) € INITy (2.4)

lgaz—s FPy (2.5)

FPy = Vie[l.n]: (% =0) (2.6)

inve (Vj € [1,m]: (yjU fj(Xe,....%n) = fj (X}, ..., X)) (2.7)
inve (Vj e [L,m: (y;nfj(Xe,....%n) = 0)) (2.8)

inv (Vi, j € [L,n] : (X \ %) NXxj =0), (2.9)

ahol f elemenként feldolgozhato.
Annak bizonyitasa, hogy a fenti specifikacio valéban firdsaia (2.1.)-(2.3.)
feltételekkel megadottnak megtalalhato a 8. fejezethen.

2.5. Definicio (Ekvivalens feladat).Azt mondjuk, hogy az Feladatekvivalens
az b feladattal, ha az Ffinomitasa az fnek és az fFfinomitasa az fFnek.

10A programok felett értelmezett finomités relécio is a megslibgalmahoz kotétt [Bac Ser 90, Mor 87], és a finomitast
tdmogat6 kalkulus alapja.
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2.6. Megjegyzés (Absztrakt feladat).Nevezzilk a most bevezetett ekvivalencia-
relacio altal létrejott ekvivalenciaosztalyokabsztrakt feladaiak. A most beve-
zetett ekvivalenciarelacio indukal egy homomorfizmudealédokrol az absztrakt
feladatokra?.

Négyféle madon finomitjuk a feladat matematikai modelljét:

e az allapottér komponenseit finomitjuk és mint alterekeintfiikk oket,
e az allapottér alterein fogalmazunk meg feladatokat,

e az allapotteret tovabbi komponensekkéVhjuk, a hozzajuk tartozo valto-
z6kra kikotéseket teszink,

e Aallapottér transzformacio[Fot 86], vagy mas néven koordinatatranszfor-
macioét [Dij Sch 89] alkalmazunk.

2.7. Megjegyzés.Ha el akarjuk donteni, hogy egy feladat finomitdsa-e egy ma-
siknak abban az esetben, amikor a két feladat allapottdimbkidzik, akkor a két
feladat allapotterét feleltessiik meg egy kivalasztottpttér egy-egy alterének
és adjunk meg egy-egy olyan figgvényt, amelyik a kivakhsetér hatvanyhal-
mazara a feladat allapotterének hatvanyhalmazat leképezek a leképezések
definidljak a feladatok megfeleldit az Uj allapottér atar. A feladatokat ezek
utén kiterjeszthetjik a kozos allapottérre. Legtdbbszéakasztott allapottér a
két feladat egyikének &llapottere, a masik feladat allegreta kozos tér egy al-
tere, a leképezés pedig az identitas.

2.8. Megjegyzés.Feladatok specifikacidjanak finomitasakor tamaszkodumyk-a
tott specifikacidechnikajara. Az allapottér egy alterén definialt részéielbkor-
nyezetifeltételeiként olyan biztonsagossagi-, haladédixpontfeltételeket adunk
meg, amelyek az altér felett specifikalt komponens és kigteyéltal egyitte-
sen alkotottzart rendszedl [Jar 92] elvart viselkedésre vonatkoznak (6. feje-
zet) [Col 94, Cha Mis 89]. Az alterekre vonatkoz6 feltétetekegkilonboztetésl
fels6 indexszel jeldljik, pl.>E,—E,—E, TERME, FPE, invE. A részfolyamat
egyes tulajdonsagainak vizsgalatakor felhasznaljukjageendszer (a kulso kor-
nyezet) ismert vagy feltételezett tulajdonsagait [Cha88isCol 94].

11Két absztrakt feladat pontosan akkor kiilonbozik egymastalaz egyikhez talalhaté olyan megoldas, amelyik a
masiknak nem megoldasa.
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A lépésenkénti finomitas soran Ujabb és Ujabb részletekjésdzitjik ki a spe-
cifikaciot, majd az utolsé |épésberbéllitiuk a megold6 programot. A program
eléallitasa altalaban egyszer(, a specifikacio finomitasezebb feladat. Minden
egyes lépés utan igazolnunk kell, hogy az Uj és részletesmatifikaciot megoldo
program megoldja az eredeti feladatot is. A specifikacionfifidsa soran épitjik
be a megoldasba mindazt a tudast, amelyet a feladat elernaés®, vagy ko-
rabban szereztink. A finomitas iranya kisebb vagy nagyobtékizen befolya-
solja, hogy milyen architektaran implementalhaté hatéieona kapott megoldas
és melyiken nem. Ezért akarcsak a szekvencialis prograevazétése soran, a
parhuzamos programok fejlesztésekor &f@idulhat, hogy visszatériink egy ko-
rabban megfogalmazott specifikacibhoz és mas iranybatatpli a specifikacié
finomitasat.
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3. fejezet

Parhuzamos absztrakt program

Az absztrakt parhuzamos program a UNITY-b&l ismert progomalom
relaciés alapl megfogalmazasa. Ahhoz, hogy elddnthebsily, egy prog-
ram megold-e egy feladatot (4. fejezet), 6ssze kell vetaifaladatot defi-
nialé relaciot a program viselkedését leird relacidval. lgramhoz annak
viselkedési relaciojat hozzarendel6 leképezést teddiith Ggy is, mint egy
olyan szemantikai leképezést, amelynek absztrakcidgesaingegyezik az
absztrakt feladat szemantikdjanak absztrakcios szitjév

3.1. Az absztrakt program szerkezete

Az absztrakt program struktiraja nem eredményezheti, lobggn szinkroniza-

cios kényszerek éplljenek be a megoldasba, amelyek fgésdk, valodi par-

huzamos architektiran szikségtelenul lassitjak a profutasat. Ha a progra-
mot szekvencidlis folyamatok halmazanak tekintenénkggtext pl. CSP-ben

[Hoa 78] vagy Adaban [ALRM 83] megszoktuk, akkor ezzel eleggrehajtasi

sorrendet definidlnank utasitasok nagy részhalmazat.féieért a parhuzamos
programot feltételes értékadasok halmaza segitséggudl metg. Az egyes uta-
sitdsok barmikor végrehajthatoak, allapotvaltozas aaomsak akkor kovetkez-
het be, ha az értékadas feltétele teljesil. A feltételegdsemegvalasztasaval
elérhetjik, hogy az allapotatmenetek a kivant sorrendiiertkezzenek be. A
program tulajdonsagok meghatarozasat is megkonnyitiphagramot utasitasok
halmazaként definialjuk. Altalaban megkoveteljiik, hogyegyes értékadasok
végrehajtasa pillanatszert, atomi legyen.

3.1. Példa (Absztrakt program megadasa).
S:=(SKIR{

37
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(s1: x:=x+1, hax<y|y:=y+Xx),
S z:=x+y}.0

Ha az 3.1. program utasitasainak pillanatszer( végédaaltiztositott, akkor
az egyik lehetséges végrehajtasi ut mentén a kovétébapotokat és allapotat-
meneteket figyelhetjik meg2,3,0) — (s1)— > (3,5,0) — (s2)— > (3,5,8). Haaz
értékadasok atomicitadsa nem biztositott, akkor a kbvétapotatmenetsorozat
is megfigyelhed: (2,3,0) —— > (3,3,0) — (52)— > (3,3,6) — — > (3,5,6), pedig
nincs olyan érvényes allapot, amelybeny = 6.

A nemdeterminisztikus végrehajtasi sorrend korlatozaszinkronizacios fel-
tételeket hasznalunk (pl. terndefogyasztd esetén lres pufféttmem lehet fo-
gyasztani). Az absztrakt program tehat szimultan fekétéltékadasok (3.9. def.)
[F6t 83, Hor 93] véges halmazaval adhaté meg [Cha Mis 89],ahegyes érték-
adasok jobboldalan fliggvénykompozicidk is szerepelleple kapcsos zardjel-
lel megadott figgvény).

3.1.1. Afeltételes értékadas fogalma

3.1. Definicio (Utasitas).Az sC A x A** relaciot utasitaeak nevezzik, ha
e Dg=A,
e YVacA:Vaes(a : a;=a,
o (e RN EA”)= (VieN(ai=adit1— (Vk(k>0):ai=0aik))),
o (eERNOEA) = (Vi(1<i<|a]):aj#dji1).

3.2. Definicio (Hatasrelacio).A p(s) C Ax Arelacié az SC A x A** utasitasha-
tasrelacifa, ha

* Dy =1acAls(a) CA'},
e p(s)(a)={beAdaecs(a) : 1(a)=Db},

aholt: A* — A fuggvény an = (0y,...,0,) € A" véges sorozathoz annak
végpontjat rendelit(a)::=ap.

3.3. Definicié. .
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e Azt mondjuk, hogy az vA; valtozokonstandiiggvény az s utasitasban, ha
Vac A:Va e s(a): (Vak € o : oy = Vvi(a)).

e Azt mondjuk, hogy az s utasitas végrehajtdigéosan nem valtoztatja meg
az \ : A valtozot, hava € Dy @ p(s)(a); = vi(a).

Elemi utasitasz értékadas és az Ures utasitas.

3.4. Definicio (Ures utasitas, SKIP) Uresnek nevezziik, és SKIP-pel jeloljiik azt
az utasitast, amirdac A: SKIP(a) = {(a)}.

3.5. Definici6 (Altalanos értékadas).Legyen A=Ay x...x An, F = (Fy,...,Fy),
ahol F C Ax A. Az s utasitasltalanos értékadgbot 83] , ha
s={(ared@ab))labe Arac [ D AbeF(@)}U

{(a,(aaa...))lac ANa¢ ie[qn]ﬂpl}, ahol
aza € A*™ redukaltjoak nevezzik, és réd)-val jeldljuk azt a sorozatot, amit
agy kapunk, hogy ax sorozat minden azonos elemekbél allo véges részsorozatat

a részsorozat egyetlen elemével helyettesitjuk.

3.6. Definicio (Valtozo az értékadas baloldalan)Azt mondjuk, hogy g vA+—

A valtoz6 azZrtékadas baloldalan aliz értékadasrtéket ad a; valtozénak ha

az ik C Ax A relacié nem egyenld g yrojekcioval [Fot 86], azaz az értékadas
hatasrelacioja megvaltoztatja a valtozot (1.21. def.). Az s értékadas baloldalan
allo valtozok halmazat V(s)-sel jeldljuk. Az értékadas azoknak a véltozéknak ad
értéket, amelyek a baloldalan allnak

3.1. Megjegyzés (Szimultan értékadas)Az értékadas egyszerre tbbb valtozo ér-
tékét is megvaltoztathatja, ezért @zimultanértékadasrol van szo.

3.7. Definicio (Egyszer( értékadas)Ha legfeljebb egy valtozo all az értékadas
baloldalan, akkoregyszer(értékadasrol beszélink.

3.8. Definicio (Valtozé az értékadas jobboldalan) Azt mondjuk, hogy a

Vi : A— A valtozo az értékadgsbboldalan all ha az értékadas hatasrelacidja
nem fuggetlen (1.20. def.) az &lapottérkomponenstdl. Az s értékadas jobbol-
dalan all6 valtozok halmazat (B -sel jeldljuk.

1A 3.6. definici6 azokat a valtozokat nevezi az értékadaddmém allénak, amelyek az értékadas végrehajtasa soran
megvaltozhatnak, azaz van olyare A allapot, amelyres; = vi(a) # vioF(a) = F(a). A definicié tehat fuggetlen az
értékadas szintaktikus alakjatol.
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3.9. Definicio (Feltételes értékadas)Legyen A=A; x ... x Ay, F = (F1,....F),
ahol F C Ax A, Legyen|Tg|::=2k. Fl\lgaz az F kiterjesztése a lgaz felté-
telre nézveé: Fi\lgaz(a) = F(a), haac [T5] és 'ﬂlgaz(a) = g, kilonben. Az
Flligaz= (Filigaz - - -»Fnligaz) relacioval megadott altalanos s értekadéeité-
teles értékadé@mmk nevezzik, hgac A: |p(s)(a)| < w.

3.2. Megjegyzés A v; valtozora vonatkozé egyszer(, determinisztikus, &gt
értékadast av; := F(vi,..,vn), hatg(vy,...,Vv,)) alakban adjuk meg. Rdviden:
(vi :=F, hatg)-vel jeldljuk. Szimultan, nemdeterminisztikus, feletertékadas
megadhato dv; :€ F(v1,..,Vn), hat) || (v :€ F(vi,..,vn), haTy) alakban. Ha

lehetseges, akkor sok valtozo esetég[’%n] (...) roviditést alkalmazzuk.

Ha a feltételes értékadasban szebeglamelyik egyszerll értékadashoz ren-
delt egyetlen feltétel egg € A allapothozhamisértéket rendel, akkor ez a 3.9.
definicié szerint annak a révid megfogalmazasa, hogy akasés aza pontbadl
inditva nem valtoztatja meg a baloldalon all6 valtozo étélezaltal a feltételes
értékadasok mindentitt értelmezve vannak az allapottét fel

3.2. Allapotatmenetfak

Az absztrakt programot egy olyan binéris relacioként défjmk, amelyik egy
kezdeti feltételes értékadas hatasrelacioja, illetveeségpk feltételes értékadas
hatasrelacidjanak diszjunkt unioja altal generalt fakiedenciaosztalyait rendeli
az allapottér egyes pontjaihoz (3.15. def.).

3.10. Definicio (Cimkézett allapotatmenetfa) A cimkézett allapotatmenetfa egy
(r,N,V,L,S) rendezett 6t6s, ahol r a fa gydkere, N a csucsok halmazaN/& N

az élek halmaza, LN — A a graf csucsaihoz allapotokat rendeld cimkefiligg-
vény, SV —— J az élekhez természetes szamokat rendeld cimkefliggxény,
N: (x,r) €V és pontosan egy Ut vezet r-bél mindenX csucsba.

3.11. Definicio (Izomorf allapotatmenetfak). lzomorfnak mondjuk a
G1=(r1,N1,V1,L1,S1) ésa G = (r2,No, Vo, Lo, ) fat, ha van olyan f Nj —
N> bijekcio, amelyrérx € Ny : f(Vi(X)) = Va(f (X)) AL1(X) = La(f(X)) ésVx,y €
Nl . (X7y) GV]_ < (f(X), f(y>) EVZ éS\V/(X,y) EV]_ : S]_(X,y) = SZ(f(X>7 f(y>)
2Altalanosabban egR relaciéTtfeltételre vonatkozé kiterjesztését alabbi médon definialhatjuk:

LegyenB altere A-nak. prg : A—— B. A prg fliggvény azA-beli pontokhozB-beli vetiiletiiket rendeli hozza [Fét 83].
RCAxB. R:=(RN([m] xB)) U {(a,pre(a))lac [1] \ Dr}.
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3.1. Tétel. (Az izomorfia relacié ekvivalenciarelacidz 3.11. definicibban meg-
fogalmazott izomorfia relacioé ekvivalenciarelacio az Aefegeneralt fak halma-
zan.

Biz.: A relacio reflexiv, mert minden fahoz létezik adotijdlonsagu leképezés,
az identitas. A relacié szimmetrikus, mert a bijekcié irneerendelkezik az adott
tulajdonsagokkal, ha a bijekcié rendelkezett vele. Végidlacio tranzitiv, mert
két adott tulajdonsagu bijekcié kompozicidja is rendellkezmegkovetelt tulaj-
donséagokkall]

3.12. Definici6é (Allapotatmenetfak ekvivalenciaosztalyip A jeldlje az A fe-
lett generalt fak ekvivalenciaosztalyainak halmazat.

3.13. Definicio (Generalt allapotatmenetfa) Legyenek az RR C A x A rela-
ciok mindeniitt értelmezve az A allapottér felett, azgz= Pr, = A. J C Ab.
Tetszbleges a A pontra az(Ry, R) relaciopar altal az a ponthoz generalt fanak
nevezzik a GR) = (r,Na,Va, La, &) iranyitott fat, ha

o Ly(r)=a,
e VX € Na\{r}:La(Va(x)) = R(La(x)),
 La(Va(r)) = Ro(La(r)) = Ro(a).

Reprezentéljuk aR relacio altal aza ponthoz generalt grafok ekvivalencia-
osztalyait annak egy elemével.

LegyenS= (sp,{s1,...Sm}) egy o feltételes értékadas és véges sok feltételes
értékadas nem ures halmazanak rendezett parja. J={1,UR(S) a p(s;) rela-
cidk diszjunkt unioja.

3.14. Definici6é (Helyesen cimkézett llapotatmenetfapz(p(so),UP(S)) rela-
ciopar altal generalt fa cimkézése helyes, ha minden ritdllo €l cimkéjed
és minden j-vel cimkézett élre amely a-val cimkézett célibsbkel cimkézett
csucsba mutat teljesil, hogg, b) € p(s;).

3.2. Lemma. (Helyes cimkézés és ekvivalenctdd egy allapotatmenetfa cimke-
zése helyes, akkor a vele ekvivalens allapotatmenetf&ézane is helyes.
Biz.: a 3.11. def. kbvetkezménye.
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3.1. dbra. Cimkézett allapotatmenetfa

3.15. Definicio (Absztrakt program). Absztrakt programnak nevezziik az
UPG(S) C Ax A™* relaciot, ha az allapottér pontjaihoz(@(so),UP(S)) relacio-
par altal generalt azon allapotatmenetfak ekvivalencaalyait rendeli, amelyek
cimkézése helyes. AzS sy, {s1,...Sm}) altal definidlt UPGS) programot rovi-
den S-sel jeldljik, és azt mondjuk, hog¥sS, ha je J.

3.3. Megjegyzés (Mliveleti szemantika)A 3.15. definici6 megadja a parhuza-
mos absztrakt program szemantikai jelentését. Ez a szém@manfiveleti jellegd,
a programnak megfelel6 graf val6jaban a miveleti szetkamimkézett allapot-
atmenet grafjaval azonosithato (9. fejezet). Megjegye4rigy ez a szemantika
olyan programok kozott is kulonbséget tesz, amelyek egyamagoldasai (4.1.
def.) ugyanannak a feladatnak, de mas-mas végrehajtasattkefinialnak.

3.16. Definici6 (Végrehajtasi ut).A b € UPG(S)(a) ekvivalenciaosztaly repre-
zentansdnak barmelyik Utjgégrehajtasi utak nevezzik.

3.17. Definicio (Elérheb allapotok halmaza). AzUPGS)(a) halmaz elemeinek
végrehajtasi utjain elhelyezked® csucsok cimkéinekdmdtjeldljuk ES)(a)-val.
E(S)(a) az adllapotbol elérhét allapobk halmaza.

3.18. Definici6 (Absztrakt program valtozoi). Jeldljuk V L(S)-sel az S program
utasitasainak baloldalan allé valtozok (3.6. def.) halétaazaz VS)::= SLGJSV L(s).
Jeltljuk a jobboldalon all6 valtozok (3.8. def.) halmaz&(9)-sel. (S)::=VL(S)U

VR(S).

3Ezen 4llapotok az absztrakt program &llapotatmenetfajébaebek el, de valamely titemezési kikétés mellett a konk-
rét program altal mar nem feltétlentl elérbek.
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Feltételezzik, ha tobb processzor hajtja végre a konkagramot, akkor
ez hatékonysagi szempontoktdl eltekintve hatasaban rgegiégazzal, mintha
egyetlen processzor valogatott volna valamilyen nemdetesztikus sorrendben
az utasitashalmaz elemei k6zil. Megengedjuk ugyan, hogydgy tdbb pro-
cesszor iBben atfedve hajtsa végre ugyanazon utasitas kil@n&lémi Iépéseit
vagy kulonbod utasitasokat, de az igy kapott eredménynek meg kell egyezn
valamelyik eredménnyel azok kdzil, amelyet valamelyikreégjtasi Ut mentén
egyetlen processzor allitott volndeFeltételezziikehat, hogy az absztrakt prog-
ramot oly médon implementaljuk, hogy elemi épbveire, a szimultan feltéte-
les értékadasokra parhuzamos végrehajtas esetén teljesitbarendezhetdség
[Lam Lyn 90] kovetelménye. Egy-egy sorrendet egy-egy viégjtasi Ut ir le.

3.4. Megjegyzés.Az 3.15. definicié alapjan megallapithatjuk, hogy a modsilb
szimultan feltételes értékadasekios aszinkron parhuzameggrehajtasat nem
tudjuk kifejezrfi. A modell programfogalmésszefésiilésezemantikan (9. feje-
zet) alapszik. A szinkron parhuzamos végrehajtas leigda&zimultan értékadas
alkalmas.

Az utasitasok halmazat sok esetben halmazmiiveletekéggitel allitjuk majd
el6 a megoldas logikai struktarajanak megféledodulokbdl. Egy-egy modul le-
irhatja példaul egy-egy objektum viselkedését [Cha Mis38,91]. A modulok
unidjaként vagy szuperpoziciojaként kapott program [Clie89] utasitasait ha-
tékonysagi szempontok figyelembevételével képezhetjldikai vagy fizikai
processzorokra. A modul teh&t programtervezési, a folygmedig implementa-
ciés fogalom.

3.2.1. Utasitasok kiterjesztése, szuperpozicioja

Definialjuk azA allapottér egy altere felett definidtutasitass' kiterjesztettjét
oly mddon, hogy abban a kiegégrltér valtozoi ne élljanak egyetlen utasitas
baloldalan és jobboldalan sem és a kiterjesztett utasitdis vett vetllete éppen
slegyen [Fot 83, Fot 88].

3.19. Definicio (Utasitas kiterjesztése)Legyen B altere az A allapottérnek, 8
B altér kiegészito altere az A-ra.

Az sC B x B** utasitas kiterjesztégera:

s ={(a,a) € AxA™|(pra(a), pra(a)) € SAVi € Dq : pre/(ai) = pre(a)}.

4Valds parhuzamossag esetén dsszetett feladatok megaddtakiban nem lehet modulokboBéllitani (7. fejezet)
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3.3. Lemma. Legyen az Atér az A allapottér altere. Legyen az Altér felett
definialt s utasitas kiterjesztése aztasitas. Ekkor: 5) = pra,(p(s)).

Biz.: Az utasitas kiterjesztésének definicidja szepimy (s') =s, igy p(pra,(s)) =
p(s). Felhasznalva, hogy egy utasitas hatasrelacijanakdafl. kiszamitasa és
a vetités kommutativ, a lemma allitdsdhoz jutunk.

Gyakran alkalmazzuk egyes utasitasok definiciéjanal azidspert, hogy egy
megléw és ismert hatasrelacioju feltételes értékadast méddsitu

3.20. Definicio (Ertékadas kiegészitése feltétellelfs;), hat::= ie[q ol
(Vi :€ Fj;(va,..,Vn), hamm, ATT).

3.4. Lemma. p((sj), ham) = (p(s) N (1] x A)) U (idan ([~1T] x A)).
Biz.: A 3.20. def. kozvetlen kdvetkezménye.

3.21. Definicio (Feltételes értékadasok szuperpozicidjalegyen s és $ azo-
nos allapottéren adott két feltételes eértékadas és legyesyYNV(sy) = 0. Ekkor
s1||spii=

vi¢\/||L(sg) (Vi :€ F1i(V1,..,Vn), hamy;) vie\/|!_(sz) (Vi :€ Fai(Va, .., Vn), haThy).

3.5. Megjegyzés.Tegylk fel, hogy uA — Ay nem szerepel az grtékadas bal-
oldalan (3.6. def.).

Ekkor az el6z06 definicio ertelmeében specialis esetkdimidlbatjuk az s feltéte-
les értékadas eés@ := F, hat;,) egyszer értékadas szuperpoziciojali(a .=
ie([lyﬂ}\{i,}) (Vi :€ Fj;(va,..,Vn), ham, ATD)[|(u:= Fy, haTt;,).

3.5. Lemma. (Szuperpozicio hatasrelaciéjlagégyen s és $ azonos allapottéren
adott két feltételes értékadas és legyen$ LNV (s;) = 0. Ekkor gsi||s2) =
p(s1) o P(s2)-

Biz.: Jeldljukid C A x A-val azt a relaciot, amelyik minden ponthoz 6nmagat
rendeli (di C A x Aj). Legyenva e A: p(s)i(a)::=(p(s)(a))i.

Wi €V L(sz) : p(s2)i =ldi, igy' Wi €V L(sz) : (P(s1) o p(s2)(@))i = (p(s1) 0id)i =
p(s1)i- Wi € VL(sz) 1 vi € V(s1), tehatp(sy)i = id;, igy Vi € VL(sz) = (P(s1) ©
p(sz)(@))i = (id o p(s2))i = p(s2)i- U
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3.2.2. Program kiterjesztése

Definialjuk azS; programA-ra valo kiterjesztettjét utasitasonként.

3.22. Definicio (Program kiterjesztése)Legyen az Aés A tér az A allapottér

két egymast kiegészitd altere. Legyen S programiaaltdr, S az A tér felett
definidlva. Az Sprogramot az S program A-ra val6 kiterjesztésének nevezzik
ha minden utasitasa kdlcsontdsen egyértelmiien megfetttieaz S program egy
utasitasa kiterjesztésének.

3.6. Megjegyzés.A 3.3. lemma és az absztrakt program definicioja alapjan ¥énn
belathat6, hogy
Vae A: pra,(E(S)(a)) = {pra,(a)} és pn, (UPG(S)) =UPG(S).

3.3. Partatlan itemezés fogalma

A megoldas definicioja kimondja majd, hogy a feladatban wgajinazott fel-
tételeknek csak azokra a végrehajtasi utakra kell telpgséiinelyekre teljestl a
feltétlendl partatlan itemezés axibmaja.

3.23. Definicio (Feltétlendl partatlan Gtemezés)Egy végrehajtasi atrél azt mond-
juk, hogy teljesul ra deltétlenlil partatlan Gtemezésiémaja, ha az Ut mentén a
feltételes értékadasok halmazabdl minden utasitas efgtakszor kerll kiva-
lasztasra, azaz a cimkeflggvény az Ut mentén a J indexhahinaien elemét
végtelen sokszor rendeli az élekhez

Ha a konkrét, adott architekturara leképezett progranjestd, hogy feltétle-
nil partatlan ttemezés mellett kertll végrehajtasra, akkobbi utat valbban nem
kell figyelembe venni a megoldas helyessége szempontjgbbken az esetben a
program mikddése nemdeterminisztikus médon kivalaszéstszformaciok ite-
értelemben, ahogy relaciok nem korlatos lezartjarol degaé [Fot 83, Hor 90].
Tobb utasitas kozil ugyanaz az utasitas véges, de nemdsst@iszor nem kerdil
kivalasztasra kozvetlenul egymas utén.

SMegkovetelhetiink azonban kevesebbet is, pl.: hogy a fidadamegfogalmazott feltételeknek csak azokra a végre-
hajtasi utakra kell teljesiilni, amelyekre teljesil az eliéftelekre vonatkozéan partatlan Gtemezés axidmaja.
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Utasitasok partatlan kivalasztasara sokféle feltétedttlenegfogalmazni [Fra 86,
And 91], ezek koziil az egyik leggyengébb a partatlan litem@ziémaja. igy fel-
tétlendl partatlan Gitemezés mellett j6l mUKGarogramok az altalaban szigoribb
Utemezési feltételek esetén is megoldjak a feladatot.

Az un. orfeltétekk [Dij 75, Hoa 78, And 91] hasonlitanak a feltételes érték-
adasokban szerdpty feltételekhez. A feltételes értékadasok hatasrelacidnaz
ban akkor is definialtak, ha az adott allapotra a feltétel teljasil. Ezért a ge-
neralt faban mindig megjelenik az értékadas hatasrebatadj megfeld él. A
hamisorfeltétel miveletek azonban nem generalnak éleket.

e Feltétlenil partatlamak neveziink egy lUtemezést, ha mindefeltételhez
nem kotott és végrehajtasra varé elemi mivelébbtutébb végrehajtasra
kerdl (3.23. def.).

e Gyengén partatlargy Utemezés, ha feltétlentl partatlan és minden olyan
mvelet, amelyneldrfeltétele igazza valik és igaz is maraddlab-utobb
végrehajtasra kerul.

e Szigoruan partatlaregy Utemezés, ha feltétlendl partatlan €s minden olyan
elemi mivelet, amely végrehajtasra vabéeltétele végtelen sokszor igaz,
elébb-utobb végrehajtasra kerul.

3.24. Definicio (Ut6feltételekre partatlan Gtemezés)Nem teljestil egy végrehaj-
tasi Utra azutofeltételekre vonatkozoan partattaitemezésixiomaja, ha

- egy adott pontjatél kezdédéen minden pontjaban kivzleso6 olyan utasitas,
amely az adott pontnak megfelel6 allapotbdl egy adotkiadiliggveény igazsag-
halmazaba visz és

- sohasem kerdl ilyen utasitas kivalasztasra.

A feltételes értékadasok halmazaként definialt absztradgram nem tartal-
mazobrfeltételeket. A tovabbiakban feltételezzik, hogy azlempentélt program
végrehajtasa feltétlendl partatlan.

3.7. Megjegyzés Belathato, hogy feltétlenil partatlan titemezéssel nerragan
Utemezés is modellezhetd [Cha Mis 89].

6gyengén partatlan
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3.4. Az absztrakt program tulajdonsagai

Az absztrakt programok tulajdonségait az allapottér hgthdlmaza felett értel-
mezett relaciokkal irjuk le. A konyv elsrészében mar ismertetett leggyengébb
eléfeltétel fogalmat altalanositjuk és ennek segitségéaigrbzzuk meg a prog-
ramtulajdonsagokat. Leggyengébbfeltételt a program szdévege alapjan tudunk
szamolni, a tulajdonsagok tehat statikusan, a programodégenek vizsgalata
nélkul meghatarozhatéak.

3.4.1. Aleggyengébb éfeltétel és altalanositasa

Az absztrakt programok jellemzésekor tamaszkodunk a kEggbb difeltétel
[Dij 76, Fot 83], a legszigorubb utéfeltétel [Lam 90], ill.rmonoton leképezések
fixpontjanak (11. fejezet) fogalmara.

3.25. Definici6 (Leggyengébb éfeltétel, legszigorubb utofeltétel).Legyen s egy
utasitas, QR pedig logikai figgvények az A allapottér felett. AAR): A— £
logikai fiiggvény az R utéfeltétel s utasitasra vonathkeggyengébb éifeltétele
ahol

[1f(s,R)]::={aec Dy |p(s)(a) € [R]}.
Az sfis,Q) : A— £ logikai fuggveny a Q el6feltétdgszigorabb utofeltételaz

s-re nézve, ahdisp(s,Q)|::=p(s)([Q]).

3.6. Lemma. (Leggyengébb éffeltétel alaptulajdonsagai)
(1) If(s,Hamis = Hamis (csoda kizarasanak elve),
(2) Haoye) = [lgaz], akkor I f(s,1gaz) = Igaz,
(3) [1f(s,R)] = [Rop(s)] (utofeltételbe helyettesités modszere),
(4) Ha P= Q, akkor | f(s,P) = I (s,Q) (monotonitas),
(5) 1f(s,Q) VIf(s,R) = If(s,QVR) (gyenge additivitas),
6) 1f(s,Q) Alf(s,R) =1f(s,QAR) (multiplikativitas).

Biz.: Az allitAsok kozvetlenill a 3.25. definiciobdl kovetkek. ((1), (3), (4),
(5), (6) bizonyitasa megtalalhat6 [F6t 83, Fot Hor 91]-bén.

3.8. Megjegyzés.A lemma (2)-es allitasa az absztrakt programban el6fardul
utasitasokra, a feltételes eértékadasokra (3.9. def.) ipitedjesil.
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3.7. Lemma. (Kiterjesztés és leggyengéblbtditétel)Legyen R az Aaltéren de-
finialt logikai fliggvény, Rpedig az R logikai fiiggvény kiterjesztése A-fgelélje
az s utasitas A-ra vonatkozo kiterjesztését. Legyeqytetszéleges olyan pont,
amelyre a= pra, (&), EKkor: acIf (s;R) <= d € (I (§,R)) ésac sp(s,R) <=

a € (sp(s,R))

Biz.: & €lf(s,R) += d € Dy ésp(s)(d) CR <= (a 3.3. lemma al-
kalmazasavaly= a € Dy esp(s)(a) C R <= aclf(sR). A legszigorubb
utéfeltételre vonatkozé allitds ugyanigy bizonyithato.

3.1. Kdvetkezmény.If (s,R) = (If (,R)) és sgs,Q)' = (sp(s,Q')).

3.8. Lemma. (Kiegészités és leggyengéblpfeltétel) Ha P = 1f (s,Q), akkor
Pv-mn=If((s, ham),QV —m) és PATt= If((s, ham),Q). Ha P=-1f(sP),
akkor P=-If((s, ham),P).

Biz.: Haac PATT, akkorp(s, ham)(a) = p(s)(a) C [Q] (3.4. lemma). Ha < —T,
akkorp(s, ham)(a) =ida(a) C -1 O

3.9. Lemma (Szuperpozicio és leggyengéblbéditétel). Legyen QR egy-egy lo-
gikai fuggvény ésV®)NVL(s1) =0, VRR)NVL(s1) = 0. Ekkor 1 f(s1,Q) = Q,
ill. haR=1f (s Q), akkor R=-If(5)|s1,Q).

Biz.: A 3.6. lemmat tébbszor alkalmazva bizonyitunk. A ésd#l szerintQ o
p(s1) = Q, azadf(s1,Q) = Qo p(s1) = Q. Afeltétel szerintp(s1)(|R]) = [R] és
[R] € [Qop(9)], fgy p(su)([R]) € [Qo p(s)], azazp(s) o p(sp)([R) < [Q]. A
3.5. lemma szerinp(s||s1,Q) = p(s) o p(s1), igy éppen a lemma allitasat kaptuk.
O

A tovabbiakban jel6ljors egy absztrakt programot (3.15. def.), az allapottér
IegyenA:::iE[T“n]Ai. S= (%0, {s1,...Sm}), @aholsp ésVs; € Segy (szimultan, nem-
determinisztikus) feltételes értékadas.

SEE. (Vi :€ Fj;(va,..,vn), hat;).

Altalanositjuk a leggyengébbdkltétel fogalmat:

3.26. Definicio (Leggyengébb éfeltétel altalanositasa).
If (SR)::=Vse S:If(sR).
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Ifa(S R)::=dse S:If(s,R) (Ifa(S R) az un. "angyali” leggyengébb el6feltétel
[Mor 90]).

3.10. Lemma. (Altalanositott leggyengébbdfeltétel alaptulajdonsagai)
(1) 1f(S Hamig = Hamis,
(2) 1f(Slgaz = lgaz,
(3) Ha P= Q, akkor If(SP)=1f(SQ),
4 1f(SQVIf(SR) =1f(SQVR),
(5) If(SQAIF(SR =1f(SQAR).

Biz.: Az allitdsok az a 3.26. definiciébdl, a 3.6. lemmabobdsgikai és
mUvelet asszociativitasabol és kommutativitasabol kamnek.[]

3.4.2. Invariansok és elérhdi allapotok

Jeloljuk invs([Q])-val azonP logikai fuggvények igazsaghalmazainak halmazat,
amelyek azS programra nézve invariansgkha a prograniQ]-beli allapotbdl
indul. A [P] € invs([Q])-t révidenP € invg(Q)-val jeldljuk. Jeldlje INVs(Q)
azonP logikai fliggvények konjunkciojat, amelyekre € invs(Q)°.

3.27. Definicio (Invarians tulajdonsag).
invs: 2 (A) — 2 (2 (A)). invs([Q]) C 2 (A).
invs([Q1)::={[P]|sp(so, Q) = PésP= I (S,P)}.

3.9. Megjegyzés (ing(Q) nem ures). A definicié szerint'S Q : Igaze invg(Q).
3.11. Lemma. (Invaridnsok konjunkciojahvs(Q) zart aA miveletre nézve [Pra 94].
Biz.: LegyenPK € invs(Q). 3.27. def. felhasznalasavasp(so,Q) = P és
Sp(s0, Q) = K= sp(s,Q) = PAK. P=1f(SP)ésK = If(SK)—= PAK=

If (S P)AIT(SK). A3.10. lemma szerint:f (SP)AIf(SK)=If(SPAK), igy
PAK = If(SPAK). O

A Ifa leképezés definiciéja hasonlit a J.R. Rao altal egyes ésakita definialivpp operator definiciéjahoz, de attdl
eltéiben absztrakt programra vonatkozik.wjppoperatort a UNITY valészinliségi alapon nemdetermirksztikiegészi-
tése soran hasznéljak [Rao 95].

8Szigord invarians [Pra 94].
°INV 5(Q) a legszigorubb invarians [Pra 94].
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3.2. abra. Invariand) és mindig igazP2) tulajdonsag.

3.2. Kovetkezmény (Legszigorubb invarians).Az inw(Q) halmaznak egyértel-
mUen létezik legkisebb (11.13. def.) eleme és az éppafONV

3.28. Definicio (Legszigorubb invarians).Az inw(Q) halmaz legkisebb elemét,
INVs(Q)-t a legszigorubb invariansk nevezzuk.

3.12. Tétel. (Invarians konjunkcidja kezdetben igaz allitasstd)sp(so, Q) = J,
I €invg(Q) ésINI = 1f(S,J), akkor INJ € invg(Q) (I AJ invarians).

Biz.: Hal € invs(Q), akkorsp(sp, Q) = 1. Igy sp(so, Q) = | A J az el$ feltétel
szerint. Hal € invg(Q), akkorl = If(S1), a harmadik feltétel és 3.10. lemma
felhasznélasaval:AnJ = I1f (ST)AIf(SJ)=1f(SIAJ). O

3.10. Megjegyzés (Invarians tulajdonsag felbontasa)A 3.11. lemma nem meg-
fordithatd. Ha IAJ invarians, akkor nem feltétlendl igaz, hogy akar I, akar J
invarians lenne. Annak bizonyitasa, hogy egy Pe[f“n} P allitas invarians tulaj-
donség, a 3.12. tétel segitségével azonban sok esetbeknebonthatd pl. agy,
hogy

¢ belétjuk, hogy Pinvarians,
e megmutatjuk, hogyi : P kezdetben igaz,

e igazoljuk, hogyi : P' = I f (S R), ahol F’ii:je[ﬁi,u Pj.
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3.29. Definicio (Mindig igaz).trues: 2 (A) — 2 (2 (A)). trues([Q]) C 2 (A).
trues([Ql)::=={[P|INVs(Q) = P}.

3.11. Megjegyzést(ues(Q) nem Ures). A definicid szerintS, Q: Igaze trues(Q).

Azokat a logikai fuggvényeket, amelyek igazsaghalmazmelatrues(Q)
halmaznak, @Q-bdl elérhed allapotok felett a program futasa sommdig igaz
allitasoknak nevezziR

A 3.3. abra segitségével szemléltetjik, hogy van olyan mgiighz allitas,
amelyik nem invaridns. Tegyuk fel, hogy a kérrel jeldlt rabél indul egy huszér,
amely l6lépésben haladhat. Az allapottér az 6ssze eehianyos "sakktab-
larél" lelépni nem szabad. Konnyen elf@izhetjik, hogy a huszar mindig "x"-
szel jeldlt medkdn marad. Mégsem invarians tulajdonsdga a huszarnalogy, h
"x"-szel jeldlt medn all, mert van olyan "x"-szel jelolt mé&zamelydl jeldlet-
len medre is 1éphet. llyen a bal febssarokban 16& med. Ez a med a huszar
szamara nem elérligtezért sohasem tapasztaljuk az invarians sérulését.llslega
pithatjuk, hogy a mindig igaz és az invarians allitasok kiad®ényegi kilonbség
a nem elérehétallapotok esetén jelentkezik. Egy invarians allitas mém elér-
he® allapotokbdl is megmarad, egy mindig igaz allitas csalkérhed allapotok
felett teljesul. Az invarians allitAsok azért fontosak rnk&t komponens egyutt-
mikddése kdnnyen eredményezheti azt, hogy korabban eénesb allapotok
elérhebvé valnak. Tébb komponenskall6 elosztott programok esetén tehat csak
az invarians tulajdonsagokra tamaszkodhatunk (Id. 6 é¢jez

O,

3.3. abra. Egy mindig igaz allitds nem mindig invarians.

10A mindig igaz 4llitisokat gyenge invariansoknak is nev§Sin 91, Pra 94]
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3.13. Lemma. (Az invarians mindig igazinvs(Q) C trues(Q).
Biz.: A 3.2. kbvetkezmény szerint, ha fvs(Q) = INVs(Q) = P. O

3.14. Lemma. (Mindig igaz allitasok konjunkcidja mindig iga#a J € trues(Q)
és | e trues(Q), akkor INJ € trues(Q).

Biz.: HaJ,l € trues(Q), akkorsp(so, Q) = J éssp(sp, Q) = 1. igy sp(so,Q) =
I AJ. Hal,J € trues(Q), akkor INVs(Q) = J és INVs(Q) = I. igy INVs(Q) =
AN

3.3. Kévetkezmény. Mindig igaz és invarians konjunkciéja mindig igaz.

3.4. Kovetkezmeény (A legszigorabb mindig igaz) A trues(Q) halmaznak egy-
értelmUen létezik legkisebb eleme és az éppeg(Va legszigorubb invarians

INVs(Q) tehét az a legszlikebb igazsaghalmazu logikai fuiggvénsglyaknek
igazsaghalmazat a program soha nem hagyja/&Jab¢l indulva. igy kimond-
hatjuk az alabbi tételt:

3.15. Tetel. (INVs(Q) és aQ-bdl elérheb allapotok)INVs(Q) igazsdghalmaza
éppen d QJ-bdl elérhed allapobk (3.17. def.) halmaza [Pra 94].

Nem minden esetben lesz egy mindig igaz allitas és egy @mvakonjunkcidja
invarians, hiszen pl. az lgaz is invarians és konjunkcigjamindig igaz, de nem
invarians allitassal nem eredményezhet invarians 4llitas

3.16. Lemma. (Mindig igaz és invarians konjunkcidjdja J € trueg(Q), | €
invs(Q) és INJ = 11(S,J), akkor INJ € invs(Q).

Biz.: Ha J¢ trues(Q), akkor sfiso, Q) = J. Igy az dllitas kovetkezik a 3.12.
tételbél.C]

3.4.3. Biztonsagossagi tulajdonsagok

Jeloljukr>gs-sel azorP, Q logikai fliggvények igazsaghalmazai rendezett parjainak
halmazat, amelyekre &program végrehajtasa soran igaz, héystabil feltéve,
hogynemQ. JeldlesPr>sQ = (|P],[Q]) € >s.
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3.30. Definici6 (Stabil feltéve, hogy — tulajdonsag)>s C 2 (A) x 2 (A).
>s:={([P],[QDI(PA-Q) = If(S (PVQ))}*

3.12. Megjegyzés (Stabil tulajdonsag).
Azt mondjuk, hogy S rendelkezik a P stabil tulajdonsaggeR trsHamis.

3.17. Lemma. (i>s és a stabil tulajdonsagokja P>sQ és K>gHamis, akkor
PAK>sQAK.

Biz.: A 3.30. def. alapjan R—-Q = If (SPVv Q) és KAalgaz=|f(SK). Eb-
b6l a 3.10. lemma alkalmazasaval: YK A —=Q = If (SPV Q) AlIf(SK) =
If(S(PVQ)AK) =I1f(S(PAK)V(QAK)). A 3.30. def. alkalmazasaval a
kivant allitashoz jutunkd

3.18. Lemma. (Az invariansok stabil tulajdonsadgoka 3Q : K € invg(Q), akkor
K >gHamis.
Biz.: A 3.27. és 3.30. definiciok kozvetlen kdvetkezméhye.

3.19. Tétel. (>>s és az invariansok szigorithatosagts) (P A J) >s(QAJ) és Je
invs(Q) és Ke invs(Q), akkor JAK € invs(Q) és(PAJAK) >s(QAJAK)L2,
Biz.: Az allitas elso része kovetkezik a 3.11. lemmabaodllAas masodik részet
pedig a 3.18. és 3.17. lemma alkalmazéasaval kapjuk.

3.20. Tétel. (>sés alegszigorubb invariandp (PAJ) >s(RAJ) és Je invs(Q),
akkor

PAINVs(Q) >sRAINVs(Q).

Biz.: INVs(Q) € invg(Q) miatt alkalmazhat6 a 3.19. tétel. INWQ) def. alapjan
viszont IN¥(Q) AJ = INVs(Q). O

3.4.4. Haladasi tulajdonsagok

Jeldljuk —g-sel azonP,Q logikai fliggvények igazsaghalmazai rendezett parjai-
nak halmazat, amelyekre &program végrehajtasa soran igaz, hégstabil fel-
téve, hogy nenQ és van egy olyass;j c Sfeltételes értekadas, amely garantalja,
hogy a[P]-bdl [Q]-ba jutunk. JeldlésP —sQ ::= ([P],[Q]) €—s.

1IA 1> definicidja megfelel a [Cha Mis 89]-ben adatilessfogalméanak.
127 tétel Prasetya tételének reléacios atfogalmazasa [Pra 94]
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e
N

not K

3.4. dbraPr>sQ tulajdonsag éX invarians kapcsolata.

3.31. Definicio (Biztositja tulajdonsag).—sC 2 (A) x 2 (A).
—s:={([P],[QD|(P.Q) € >sA3j € J: (PA-Q= If(s},Q)}**

3.21. Lemma. (—s és a stabil tulajdonsadja P —gs Q és Kr>gHamis, akkor
PAK —sQAK.

Biz.: A 3.31. def. és a 3.17. lemma alapjan elegenadt bizonyitani, hogy
dse S: (PAKA=(QAK)) = If(s,QAK). A feltételektd! tudjuk, hogyds €
S:PA-Q=1f(s,Q). Valasszunk egy ilyes utasitast.K stabil, ezért erre az
se Sreis: K = If(s,K). Az ste vonatkozo két allitasbdl logikai és mivelet és
egyszerisités utanRA K A —=Q = 1 (s,QAK) Al f (s,K) eredményre jutunk. A
leggyengébb élfeltétel ismert tulajdonsaga alapjan (3.6. lemirfgl, Q AK) A
If(s,K)=If(SQAKAK)=If(s,QAK).O

3.22. Tétel. (—s és az invariansok szigorithatosadtyg (PAJ) —s (QAJ) és
Jcinvs(Q) és Ke invs(Q), akkor JAK € invg(Q) és(PAJAK) s (QAJAK)A,
Biz.: Az allitas els6 része kovetkezik a 3.11. lemmabdéllAgas masodik részét
pedig a 3.18. és 3.21. lemma alkalmazéasaval kapjuk.

3.23. Tétel. (—sés alegszigorabb invariandp (PAJ) —s(RAJ) és Je invs(Q),
akkor

137 g definiciéja megfelel a [Cha Mis 89]-ben adetisuredogalméanak, ha az iitemezés megfelel a feltétleniil par-

147 tétel Prasetya tételének relécios atfogalmazéasa [Pra 94]
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P AINVs(Q) —sRAINVS(Q).
Biz.: 3.20. tételhez hasonléan.

3.32. Definici6 (Elkerulhetetlen tulajdonséag).Legyen—sC 2 (A) x 2 (A) ar—g
relacio tranzitiv diszjunktiv lezartja (1.16. def.), vigygz a legkisebb relacis,
amelyre teljesul, hogy

(1) —sC—s.

(2) Tranzitivitas: ha([P], [Q]) e—sés([Q], [R]) e—s,
akkor ([P], [R]) e=s.

(3) Diszjunkcié: ha barmely W megszamlalhatd halmazra:
vm: (meW : ([P(m)],[Q]) €—s), akkor
(([Am:meW ::P(m)]),[Q]) €—s.

JelolésP —sQ::= ([P],[Q]) €—s.
A 3.32. def. alapjarP —g Q pontosan akkor, ha a 3.32. def. (1),(2),(3)
szabalyainak alkalmazasawi—s Q levezethet'®.

3.13. Megjegyzés (Egyértelmien létezik legkisebb adotilajdonsagu relacio).
AP (A) x 2(A) rendelkezik a megadott tulajdonsagokkal. Ha X és 'Y rengiélke
a megadott tulajdonsagokkal, akkor ¥ is rendelkezik veliik. igy-s egyértel-
mUen definialt.

3.14. Megjegyzés.

A UNITY kilénb6z6 relacios kiterjesztéseiben [Pac 92 Kha Rao 89] nem a
feladat specifikacios feltételeinek, hanem a program éldinialt inws, —s, —g
relacioknakmegfeleb relacidkat definialnak. Pachl [Pac 92] az s relécid értel-
mezési tartomanyét az elérhet6 allapotok halmazara (31&7) korlatozza.

3.24. Lemma. (= és—g) Ha [P] C [Q], akkor(P,Q) e—gtetszbleges S prog-
ramra.
Biz.: (P,P) e—s, igy (P,Q) e—sa 3.31. definici6 szerink]

3.25. Lemma. (—g és a stabil tulajdonsadla P —s Q és K>gHamis, akkor
PAK —sQAK.

15 — 5 definicidja megfelel a [Cha Mis 89]-ben aditds-tofogalmanak, ha az itemezés megfelel a feltétlenil par-

16A (3)-as szabaly egyetlen Iépésben is végtelen sok elekaraizhato.
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Biz.: Strukturdalis indukcioval az induktiv 3.32. def. gjap.

AlapesetP —gsQ-t kbzvetlentlP — s Q-bol kaptuk. Ekkor a 3.21. lemma szerint
PAK —sQAK. 3.32. def. (1) pontja szerint ekkBrA K —sQAK.

Indukcios feltevés: a) eset: az utolso lépésben a 3.32. (@¢fpontjat, a tran-
zitivitast alkalmaztukP —g Q elballitasakor, azazP —sQ; ésQ; —sQ. Az
indukcios feltétel szerintPAK —g Q1 AK ésQ1 AK —sQAK. A 3.32. def.
(tranzitivitas) alapjanP AK —sQAK.

b) eset: az utolso lépésben a 3.32. def. (3) pontjat, a diktyitast alkalmaztuk
P —gQ elballitasakor, aza®? = Im: me W :: P(m) ésYm: me W :: (P(m) —s
Q). Az indukcios feltétel szerintym: (me W :: (P(m) AK —sQAK)), amildl
a 3.32. def. (diszjunktivitas alapjaR\ K —sQAK. [

3.15. MegjegyzésaA tétel altalanosithaté a kbvetkezd alakbarHa P —sQ és
Rr>sB, akkor PAR—gs (QAR) VB.
Bizonyités strukturalis indukcioval.

3.26. Tétel. (—s és az invariansok szigorithatésagtg (PAJ) —s (QAJ) és
Jcinvg(Q) és Ke invs(Q), akkor JAK € invg(Q) és(PAJAK) «—s(QAJIAK)LE,

Biz.: Az allitas el® része kovetkezik a 3.11. lemmabdl. Az allitas masodikatész
pedig a 3.18. és 3.25. lemma alkalmazasaval kapjuk.

3.27. Tétel. (—s és a legszigorubb invariangja (PAJ) —s (RAJ) és Je
invs(Q), akkor

PAINVs(Q) —sRA INVg(Q).

Biz.: 3.20. tételhez hasonloan.

3.28. Tétel. (—segyelemi részhalmazokr@,Y) e—s< ¥xe X: ({x},Y) €—s.

Biz.: HaVx e X : ({x},Y) €—sg, akkor (X,Y) €—g 3.32. def. alapjan (disz-
junktiv lezaras). H&X,Y) e—sg, akkorvx € X : {x} C X. A 3.24. lemma alapjan
({x},X) e—s. Ha(X,Y) e—g, akkor a tranzitiv lezaras miaf{x},Y) e—gs.[

3.29. Lemma. (—s— jobboldal gyengitésdja P —sQ és Q= R, akkor P—g
R.
Biz.: 3.24. lemma és a 3.32. def. (tranzitivitds) kovetikenm.(]

17A PSP tétel [Cha Mis 89] reléci6s alakja.
18 tétel Prasetya bizonyitas nélkiil publikalt tételénelécids atfogalmazasa [Pra 94].
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3.33. Definicio (Elkerulhetetlen feltétlenul partatlan Uemezés mellett).(P, Q) €
~g, akkor és csak akkor, héa € P az S altal az a-hoz rendelt fakban barmelyik,
a feltétlenill partatlan itemezésnek megfeleld végrasiajttort® véges (esetleg
nem korlatos) tavolsagban van olyan pont, amelynek cin#éme Q halmaz-
nak.

3.30. Tétel. (~~segyelemi részhalmazokr@,Y) e~»s<= ¥xe€ X: ({X},Y) €~s.

Biz.: A 3.33. def. kozvetlen kovetkezménye.

3.31élTéteI. (—shelyessége és teljessége) = ~-52°.

Biz.:

a) —gC~g. Biz.: —gC~gés~gtranzitiv és diszjunktiv.

b) ~~sC—s. A 3.28., 3.30. tételek alapjan elegend6 bizonyitaniyhog

({x},P) ex»s—= ({x},P) e—s.

AP):={yl({y},P) e—s}. E(P):={y|({y},P) ¢—s}.

Legyen we E(P). Jeldljuk Ew, P)-vel azon pontok halmazéat, amelyekre igaz,
hogy w-bél olyan Uton érhet6ek el, amelynek minden pogigane EP)-nek.
Ywe E(P):Vse S:3ze E(w,P) : p(s)(z) £ A(P), ellenkez esetbeiw € E(P) :
Jdse S:vze E(w,P) : p(s)(z) C A(P), azaz(E(w,P),A(P)) e—sés we E(w,P)
miatt we A(P) kdvetkezne, ami ellentmondas. Tetdtc E(P)-re megkonstrual-
haté egy olyan ut, amelyers € S cimkéje szerepel a feltétlenil partatlan Gteme-
zés axibméja szerint és az UtA belsejében halad. Tegyuk fel indirekt, hogy x
E(P). Ekkor a fentiek alapjari{x},P) ¢~+s. Azaz({x},P) e~~s— x ¢ E(P),
azaz xc A(P). O

3.5. Kévetkezmény.Ha egy program rendelkezik a+ s Q tulajdonsaggal, ak-
kor és csak akkor rendelkezik aPsQ tulajdonsaggal is, amely a tranzitivitas és

a diszjunkcié szabalyanak alkalmazasaval levezethetogram U —gV alakud
tulajdonsagaib&?.

3.4.5. Fixpont tulajdonsagok

A konkrét programaz absztrakt program végrehajtasanak prefixe. Az absztrakt
program nem terminal abban az értelemben, hogy tébb elemelet'nem kerl

19.6. 11.10. def.

20A tétel Pachl tételének altalanositasa [Pac 92]

21[pac 92]-ben adott bizonyitas altalanosithaté a teljepéttérre (lasd 3.14 labjegyzet) és nemdeterminisztiglig-f
teles értékadasok esetére.

22 tranzitiv diszjunktiv lezarési tulajdonsagok felhadaséval Cook-féle relativ telie§Rao 95] levezetési szabaly-
rendszert alkothatunk a program haladasi tulajdonsagéirae.
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végrehajtasra. Termindltnak tekinthetiink azonban edslizwrogramot akkor, ha
elérte egy fixpontjat, azaz a tovabbi mlveletek hataséapaivaltozas mar nem
kovetkezhet be.

Az Sprogramrol azt mondjuk, hodixpontba jutott az A altér feletha azA al-
térhez tartozé valtozdkra vonatkozé egyszeri értékaddmsadegyikére teljesul,
hogy az értékadas hatasrelacidja fiiggetlen az altérhezartomd allapottérkom-
ponensekil és

e az értékadas determinisztikus és a jobboldalan all6 figgk@mpoziciok
(kifejezések) érteke azonos a baloldalon all6 valtozodikéntel vagy

e az értékadas jobboldalan szekeghpcsoszarojel fliggvény feltétele hamis,
vagy

e az értékadds nemdeterminisztikus és az altér azon résazraatak, amely
felett az értékadas determinisztikus, és a kapcsoszdiigjgVény feltétele
igazsaghalmazanak metszete felett az értékadas jobéoldidd fliggvény-
kompoziciok (kifejezések) értéke azonos a baloldalon\éltozok érteké-
vel.

LegyenS= (So,{s1,...,Sm}), aholVs;j € Segy (szimultan, nemdeterminisztikus)

feltételes értékadas; : ieﬂ 3 (V€ Fj (Vi V), ha;).

Jeloljuk m;-vel azt a logikai fuggvényt, amelynek igazsaghalmazasalle
kitve azFj; relacio determinisztikus, azamj;,(a) < (|Fj;(a)| = 1).

3.34. Definici6 (Fixpontok halmaza). fixpontg::=( el i/e\[l..n] (=T, V(g AV =
Fi;(V1,...,Vn)))). Afixpontok halmazanak jellésée-t is hasznaljuk a tovabbi-
akban.

Ha az értékadasok mindegyike determinisztikus, akkor grara fixpontjait
jellemz0 logikai fliggvényt a szimultan értékadasok egpsgbgé valo atalakita-
saval, feltételeik implikacios étagga vald kiemelésével és konjunkciojaval kap-
juk meg: fixpontg = <jeJ7i/e\[1..n} (m; — vi = Fj;(a))).

3.2. Példa (Program fixpontjainak halmaza). S= (SKIR {k:=k+1, ha k< N}).

fixpontg= (k<N — k=k+1) =k> N [Cha Mis 89].00
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3.35. Definicio (Fixpont tulajdonséag). Jeldljiuk FRs-sel azon R logikai fliggvé-
nyek igazsaghalmazainak halmazat, amelyekre fixgpenR.

3.16. Megjegyzés A megoldas definicidja szerint (4.1.) egy program teljesiti
FP = R specifikacios feltételt, ha az R fixpontfeltétel tartatragz fixpong alli-
tas igazsaghalmazanak és (legalabb) az elérhett all&gudtmazanak metszetét.

3.32. Lemma. (Fixpont tulajdonsag gyengitéskela R= Q és Re FPs, akkor
Q€ FPs.
Biz.: Az 3.35. def. kbzvetlen kévetkezménye.

3.4.6. Terminalasi tulajdonsagok

3.36. Definicio (Biztosan fixpontba jut — tulajdonsag).
Jeloljuk TERMs-sel azon Q logikai figgvények igazsaghalmazainak halmaza
amelyekre Q—s fixponts,

A program biztosan fixpontba jut, ha egy alkalmasan megrtitivarians
fuggvény? értéke barmely allapot elérése utan agben elkeriilhetetlendl csok-
ken (5.4. tétel).

3.5. Az absztrakt program viselkedési relacioja

Egy programszemantikai jelentés@zonosithatjuk az altala az allapottér hat-
vanyhalmaza felett definialt - invariansok, biztonsaggsd#aladasi, fixpont és
terminalasi tulajdonsagoknak megfélelnaris és binaris - relaciok egyuttesével.
Egy ilyen szemantika leiro jelledti (9. fejezet) [Jut Kna Rao 89] és absztrak-
cios szintje lényegében megegyezik a bevezetett megolgkisin absztrakcids
szintjével.

3.37. Definicio (Viselkedési relacid)Legyen S program az A allapottér felett. Az
A allapottér felett adottié s, —s, —s, FPs, invs, TERMs) rendezett relacidhatost
az Sabsztrakt parhuzamos program viselkedési relacakéivjuk és (5)-sel
jeloljuk.

23p|. az allapottér valtoz6ibél fiiggvénykompozicidval dtkb nemnegativ egészértéki fuggvény

241 eir6 szemantikardl csak akkor beszélhetiink, ha a szeknartképezés kompozicionalis.kampozcionalitasizon-
ban csak részben teljestl a modellben (6. fejezet), ameyabn elegerid ahhoz, hogy a megoldast részfeladatok
megoldasabdl programkonstrukcidk segitségévidliisuk, de nem felel meg a kompozicionalitas szigor(emeatikai
kovetelményének.
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3.6. Feladatok

3.1. Feladat. A=x:Nxy:N. Szadmoljuk ki az S absztrakt program R utéfeltételre
vonatkozo leggyengébb elbfeltételé( I, R) -t!
R=(0<x+y<7),

B . |5 hay<2
S= <SK|P,{x ._{ % ha y> 2 })
3.2. Feladat. A=x:Z. S= (SKIR{ x:=—x, hax< 0}), R= (x> 0). Szamoljuk
kilf(SR) -t!

3.3. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges S absztrakt prograréreaet-g
relacio rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal!

lgaz>gP P>slgaz Pr>g—P

Hamis>sP - P>gP

3.4. Feladat. Igaz-e tetszbleges S programra(Hogikai fliggvényekre, ha Bs
Q, akkor és csak akkor P—Q >sQ és PvQ g Q?

3.5. Feladat. Bizonyitsuk be, ha BsHamis, akkor B>gQ!

3.6. Feladat. (Gyengitési tétel)
lgaz-e? Ha R>sQ, Q= R, akkor P>sR.

3.7. Feladat. Igaz-e? Ha P= Q, QrsR, akkor P>gR.
3.8. Feladat. Igaz-e? Ha P= Q, akkor P>sQ.
3.9. Feladat. Igaz-e? Ha—-P = Q, akkor P>gQ.

3.10. Feladat. ( >>s tranzitivitdsa)
Igaz-e? Ha R>sQ, QrsR, akkor R>gR.

3.11. Feladat. ( s diszjunktivitdsa)
Igaz-e? Ha R>sR és Q>sR , akkor Pv Qr>gR.

3.12. Feladat.lgaz-e? Ha RB>sQ és Kstabi, akkor PAK >sQAK.

3.13. Feladat.Igaz-e? Ha R>sP’ és Q>sQ/, akkor PAQ>sP' vV Q és PvQi>g
PvQ.
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3.14. Feladat.
lgaz-e? Ha R>sQ és R= Q, akkor P>gR.

3.15. Feladat.
lgaz-e? Ha R>sQ és P= R, akkor R>sQ.

3.16. Feladat.
Igaz-e? Ha R>sQAR , akkor Rstaby.

3.17. Feladat.
lgaz-e? Ha (P Vv Q) stabils, akkor P>sQ.

3.18. Feladat.
lgaz-e? Ha(PV Q) stabils, Q= R, akkor R>gR.

3.19. Feladat.
Igaz-e? Ha R>sQ és Q>sR, akkor Py Q>sR.

3.20. Feladat.
lgaz-e? Ha R>sQ, Q>sP és(PAQ) >s(PVQ), akkor (P V Q)stabils.

3.21. Feladat. lgaz-e? Ha B>sQ, Qr>sP és PAQ = Hamis, akkor P/ Qstabik.
3.22. Feladat.lgaz-e? Ha R>sQ, Qr>sP és PAQstabik, akkor Pv Qstabik.
3.23. Feladat. Igaz-e? Ha-P>s(QVR), =R>s(PVQ), akkor—-Q >s (PVR).
3.24. Feladat. Ilgaz-e? Ha R>sQ, QrsP, akkor(PVv Q) >s(PAQ).

3.25. Feladat.Igaz-e? Ha R>sQ, Q>sP, akkor P>s(QVR).

3.26. Feladat. Igaz-e? Ha(PV Q) >sQ, QrsR, akkor RB>s(QVR).

3.27. Feladat.Igaz-e? Ha(PVv Q) >sR, Qr>sR, akkor R>s(QVR).

3.28. Feladat. Ilgaz-e? Ha R>s(QVR), akkor(PA—-Q)>s(QVR).
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3.29. Feladat.lgaz-e? Ha P= Q, (QA—-Z)>sR, R= Z, akkor(QA —-P)>s
(ZNAP).

3.30. Feladat. Igaz-e? Ha—R>s(PAR), Q>s—R, R=Z, akkor Z>5(QV-R).

3.31. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszbleges S absztrakt prograd@resaet-s
relacio rendelkezik a kévetkez6 tulajdonsagokkal:
Hamis—gsP, P—slgaz, P—gP!

3.32. Feladat. ( Gyengitési tétel ) Igaz-e? Ha PsQ, Q = R, akkor P—gR.
3.33. Feladat.lgaz-e? Ha P= Q, Q+—sR, akkor P—gR.

3.34. Feladat.
lgaz-e? Ha P—gQ, és A—gsB , akkor PAA—gsQAB.

3.35. Feladat.lgaz-e? Ha P= Q, akkor P—sQ.

3.36. Feladat.lgaz-e? Ha P—sQ, Kstabils, akkor PAK —sQAK.

3.37. Feladat.lgaz-e? Ha P= Q, akkor =P +—gQ.

3.38. Feladat.lgaz-e? Ha RP—gHamis , akkor P=Hamis.

3.39. Feladat. ( —gtranzitivitdsa) Igaz-e? Ha P-sQ, Q—sR, akkor P—gR.

3.40. Feladat. ( —s diszjunktivitasa) Igaz-e? Ha P>sR és Q—sR , akkor
PvQ—sR.

3.41. Feladat.lgaz-e? Ha P—sQ, Q+—sR, akkor Py Q—gR.

3.42. Feladat. lgaz-e? Ha P—sQ , akkor(PVR) —s(QVR).

3.43. Feladat. lgaz-e? Ha(PVv Q) —sR , akkor P—s(QVR).

3.44. Feladat.lgaz-e? Ha(PVv Q) —sQ, Q—sR, akkor P—»s(QVR).
3.45. Feladat. lgaz-e? Ha(PVv Q) —sR , akkor(PVR) —s (QVR).

3.46. Feladat.Igaz-e? Ha P—s(QVR), akkor(PA—=Q) —s(QVR).
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3.47. Feladat.lgaz-e? Ha P—s—P, Q—s—Q, R—gs—R, akkor(PAQ)V (QA
R)V(PAR) —s =((PAQ)V(QAR)V(PAR)).

3.48. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges S absztrakt prograreset-g
relacio rendelkezik a kévetkez6 tulajdonsagokkal:
Hamis—gP, P<glgaz, P<—gP!

3.49. Feladat. lgaz-e? Ha P= Q, akkor P—gQ.

3.50. Feladat.lgaz-e? Ha P—sQ, Q= R, akkor P—gR.

3.51. Feladat.lgaz-e? Ha P= Q, Q—gR, akkor P—gR.

3.52. Feladat.lgaz-e? Ha R—gHamis, akkor P= Hamis.

3.33. Tétel. PSP tétel Igaz-e? Ha p-sq, r>sb, akkor pAr —s(gAr) vb.

3.53. Feladat.lgaz-e? Ha P—gsQ, és Kstabi, akkor(PAK) —s(QAK).

3.54. Feladat.lgaz-e? HaVme 1 : (Py —sQm), akkor( \/ Pm) —s(V Qm).

mer mer

3.55. Feladat.lgaz-e? Ha A>sB, A<—gB, akkor A—gB.
3.56. Feladat.lgaz-e? Ha P—gQ, P stabik, akkor P—gQ.
3.57. Feladat. lgaz-e? Ha P—gsQ, akkor és csak akkor R—Q —gQ

3.58. Feladat.lgaz-e? Ha A—sB, B<—sA, —(AVB) stabils, akkor (AV
B) stabils.

3.59. Feladat. Igaz-e? Ha P—sQ, Q—sP, (PVQ) —sP, akkor(PVv Q) —s
(PAQ).

3.60. Feladat. Igaz-e? Ha P—gs—P, PV Q stabik, ((PA-Q)V (QA—-P))+—s
(PVQ), akkor(PA—Q) —sQ.

3.61. Feladat.lgaz-e? Ha P—~sQ, Q—s—P, Pr>gB, akkor P—gB.

3.62. Feladat.lgaz-e? Ha A—s(BVC), B—~s(BACA—-A), C—s(BAC),
(BAC) = D, akkor A—gD.



64 3. FEJEZET. PARHUZAMOS ABSZTRAKT PROGRAM

3.63. Feladat.lgaz-e? Ha (PAB) —sQ, (PA-B) —s((PAB)VQ), akkor
P‘HsQ.

3.64. Feladat.lgaz-e? Ha P—s(QVB), B—gsR, akkor P—s(QVR).

3.65. Feladat.lgaz-e? Ha A>sB, B>sC, A—sC, akkor A—gB.

3.66. Feladat. Igaz-e? Ha P—sQ, (RA—Q) stabils, akkor(PAR) = Q.
3.67. Feladat.lgaz-e? Ha(PA Q) —sR, akkor P—s(—-QVR).

3.68. Feladat.lgaz-e? Ha P—sQ, (PAR)>s(QAR), akkor (PAR) —sg
(QAR).

3.69. Feladat.lgaz-e? Ha A+—sC,Vn € I : Apr1+—s Ay, akkor(\/Ay) —sC.
, ahol 1 C N indexhalmaz.

3.70. Feladat. Igaz-e? Havi € | : (B —s(QiVR), Qi>sR), akkor(Ajc P) —s
((Nie1 Q) VR).



4. fejezet

A megoldas fogalma

Megadjuk, hogy egy absztrakt program mikor old meg egy &btdad A
megoldas fogalmat keggyengébb éffeltételfogalmara épitjik fel. A meg-
oldas definiciéja igy egy olyan verifikacios kalkulus alamanely helyes
program esetén a specifikaciés feltételek és az absztralgrgm utasita-
sainak szamaval linearisan aranyos szamu Iépésben végé&tirondunk
néhany tételt, amelyek a verifikaciét egyszerisitikivlégazoljak, hogy a
bevezetett megoldasfogalom megfelel elvarasainknak.

4.1. A megoldas definicidja

4.1. Definicié (Megoldas).Azt mondjuk, hogy az S program megoldja az F fel-
adatot (2.1. def.), h&b € B: 3h € F(b), hogy az S program megfelel a h-ban
adott iny,P, P>hU, P—rU, P—LU, FP, = R, Qe TERM,; alaku specifika-
cios feltételek mindegyikének acQNIT}, kezdeti feltételek mellett.

Az alabbiakban sorra megadjuk, hogy &program mikoffelel megaz egyes
specifikacios feltételeknek@ € INIT, kezdeti feltételek mellett.

4.1. Megjegyzés (Specifikacios feltételek és elérbeillapotok).

RoOgzitett program esetén indokolt a specifikacios fettktakzsgalatat az elérhetd
allapotok halmazara korlatozni [Lam Lyn 90, San 91, Pra 94a a program
megfelel egy specifikacids feltételnek az elérhetd altdpimlett, akkor a specifi-
kacios feltétel nem séril a program futasa soran.

A gyakorlatban azonban altaldban az elérhet6 allapotokrfzzanal tagabb hal-
mazt valasztunk (v.0.: 4.3. megjegyzés), szélst esathenndsszes allapotot, a
teljes allapotteret is figyelembe vehetjik.

65
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4.2. Megjegyzés.A megoldas definicidjdnak megadasakor az absztrakt program
viselkedési relaciojanak 3.5 bekezdésben adott defiafeidB.37. def.) tamasz-
kodunk az absztrakt program (3.15. def.) definicidja helyetiselkedési relacio

és a feladat hasonl6 szerkezet, igy konnyen 6sszehhatdik.

4.2. Atmenetfeltételek

4.2.1. Biztonsagossagi feltételek

4.2. Definicio (Megfelel(invyP)-nek). Az S program pontosan akkor felel meg
az (invyP) specifikacios feltételnek, ha van olyansknvg( QEI/’\\”Th Q) invarians
tulajdonsag, amely mellett megfelel a feltételnek.

4.3. Definicio. Az S program pontosan akkor felel meg(aeyP) specifikacios
feltételnek a Ke invg( Qel/l\\llTh Q) mellett, ha

PAK € invS(Qdf\\”ThQ).

4.3. Megjegyzés A program barmely invaridns tulajdonsdganak igazsadghaima
tartalmazza az elérhet6 allapotok halmazat (3.17. def5 3tétel), igy a tovabbi-
akban a 4.1. megjegyzésnek megfeleléen megengedjika lpoggram az egyes
specifikacios feltételeknek csak egy-egy kivalasmtattians tulajdonséigazsag-
halmaza felett feleljen mégAz alabbiakban megmutatjuk, hogy programok egyes
specifikacios feltételekre vonatkozé helyességénekytiiasa sordn az invarians
tulajdonsagokat segédtételként felhasznalhatjuk.

4.4. Megjegyzés (Specifikacids feltételek és mindig igaditdsok). A specifika-
ciés feltételek vizsgalatat megszorithatnank egyeslig igazallitAsok igazsag-
halmazara is, amelyek igazsaghalmaza az invarians tutegdgokhoz hasonléan
tartalmazza az elérhetd allapotok halmazat. A mindig @éasok azonban nem
hasznalhatéak fel segédtételként az utasitéesglyengébb éffeltételének kisza-
mitdséara épidl bizonyitdsoksoran. (Ha J mindig igaz, de nem invarians, akkor
J#411(SJ).) A mindig igaz allithsokra az sem igaz, hogy szigorithlat@a at-
menetfeltételekre nézve (3.19. 3.22. 3.26. tétel) [Pra 94]

4.4. Definicio (MegfelelP >, Q-nak).
S megfelel a B, Q specifikacids feltételnek, ha van olyaneKnvs( Qel/l\\llThQ)
invarians tulajdonsag ami mellett megfelel a feltételnek.

1Ez a déntés megfelel a helyettesitési axiomanak [Cha MitJB988-93, Pra 94]
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4.5. Definicio. Az S program pontosan akkor felel meg az{RQ specifikacids
feltételnek a Ke invs( Q€|N|-|- Q) mellett, ha PAK >sQAK.

4.2.2. Haladasi feltételek

4.6. Definicio (MegfeleP —p Q-nak). S megfelel a P-y Q specifikacios felté-
telnek, ha van olyan ke invs( Qel/l\\llT Q) invarians tulajdonsag ami mellett meg-
felel a feltételnek.

4.7. Definici6. Az S program pontosan akkor felel meg az-R Q specifikacios
feltételnek a Ke invs( QeINIT Q) mellett, ha PAK —sQAK.

4.5. Megjegyzés (Haladasi feltételek és az itemezés).definicio a 3.31. defi-
niciéra épll, amelyben erdsen kihasznaljuk a feltétlgrdiitatlan ttemezés meg-
|étét [Cha Mis 89].

4.8. Definicio (MegfeleP —p Q-nak). S pontosan akkor felel meg a<Pn Q
specifikacios feltételnek, ha van olyareknvs( QeINIT Q) invarians tulajdonsag
ami mellett megfelel a feltételnek.

4.9. Def|n|C|o S pontosan akkor felel meg a<Py Q specifikacios feltételnek a
Ke InVS(Qe|N|T Q) mellett, ha PAK —sQAK.

4.10. Definicié (MegfeleP — FPu-nak). S pontosan akkor felel meg aP FP,
specifikacios feltételnek, ha van olyarelnvg( Q€|N|-|- Q) invarians tulajdonsag
ami mellett megfelel a feltételnek.

4.11. Def|n|C|o S pontosan akkor felel meg a-P FP;, specifikacids feltételnek
aKe InVS(QleT Q) mellett, ha(sp(so, P) AK) € TERMs.

4.3. Peremfeltételek

4.3.1. Fixpont feltételek

4.12. Definicio (Megfelel FR = R-nek). S pontosan akkor felel meg aFP- R
specifikaciods feltételnek, ha van olyareknvs( Q€|N|-|- Q) invarians tulajdonsag
ami mellett megfelel a feltételnek.

4.13. Def|n|C|o S pontosan akkor felel meg a B> R specifikacios feltételnek
Ke InVS(QelNlT Q) mellett, ha fixporgAK = R.
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4.4. MegoldasK invarians tulajdonsag mellett

4.14. Definicié (MegoldaK invarians mellett). Azt mondjuk, hogy az S prog-
ram megoldja az F feladatot (2.1. def.) a K invarians tulajddg mellett, ha
Vb e B:3he F(b), hogy Ke invs( Qel/l\\HTh Q) és az S program K mellett megfelel
a h-ban adott inyP, P>hU, P—phU, P—yU, FP, = R, Qe TERM, alaku
specifikacios feltételek mindegyikének a& @NITy, kezdeti feltételek mellett.

4.5. A megoldas definiciojanak vizsgalata

4.1. Lemma. (Megfelel(invyP)-nek) S megfele{inv,P) specifikacids feltételnek,
ha van olyan Ke invg( Qel/l\\llThQ)’ hogy

SP(S0. (elNIT, Q) = PAK 65 PAK = If (SPAK) .
Biz.: 3.27. és 4.2. definiciok kozvetlen kdvetkezmérye.

4.1. Kovetkezmény. S megfelelinv,P) specifikacios feltételnek, ha
(3Q € INITh, 3IK) : sp(s0,Q) = PAK és K=-If(SK) ésPAK = If(SPAK).

4.2. Tétel. (Megfelel iny,-nak INVs mellett) Az S program pontosan akkor fe-
lel meg a Pe inv;,, specifikacios feltételnek, ha megfelel a legszigorublriana
mellett, azaz, ha P mindig igaz @Ptrueg( Qel/l\\llTh Q)).

Biz.: Ha megfelel a legszigorubb invarians mellett, akkan\lyan invarians,
amely mellett megfelel, igy a 4.2. definicié szerint medfalteltételnek. Ekkor
PA 'NVS(QeIﬁlThQ) € invs(Qdﬁ”ThQ). 'NVS(QeIﬁlThQ) a legszigorubb in-
varians, igy:P A |NVS(QG|Q|T Q) = INVS(Qdﬁn-hQ), azazP mindig igaz.

Ha megfelel a feltételnek, akkor van olyadimvarians amely mellett megfelel, igy
a 3.11. lemma szerint a legszigorubb invarians szerint gfate a feltételnekd

4.3. Lemma. (Megfelel P > Q-nak)

S megfelel a By Q specifikacios feltételnek a Kinvs( Qel/l\\llThQ) invarians tu-
lajdonsag mellettha (PA -QAK =1 (S (PV Q) AK)).

Biz: A 3.30.,4.4. definiciok kdzvetlen kévetkezménye.

4.4, Tetel. (Megfelel P >, Q-nak INVs mellett) Az S program pontosan akkor
felel meg a B>, Q specifikacios feltételnek, ha megfelel a legszigorubdrians
mellett, azaz:

PA |NVS(Q€|Q|ThQ) >sQA INVS(Qe|/|\\l|ThQ)'
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Biz.: Ha megfelel a legszigorubb invarians mellett, akkan\olyan invarians,
amely mellett megfelel, igy a 4.4. definicié szerint medfaldeltételnek. Ha
megfelel a feltételnek, akkor van olydnnvarians amely mellett megfelel, igy a
3.20. tétel szerint a legszigorubb invarians szerint isfeieba feltételnekd

4.6. Megjegyzés.
Azt mondjuk, hogy S megfelel a P staliéltételnek, ha megfelel ak}, Hamis
feltételnek.

4.5. Lemma. (Megfelel (P —n Q)-nak) Az S program megfeléP —p Q) spe-
cifikacios feltételnek a ke invs( QeIIQIThQ> invarians tulajdonsag melletha S
megfelel a B>p Q feltételnek K mellett, €3j € J: (PA-QAK = 1f(sj,QAK)).

Biz.: 3.31.4.6. definiciok és a 4.3. lemma kozvetlen kovatikenye [

4.6. Tétel. (Megfelel P —p Q-nak INVs mellett) Az S program pontosan akkor
felel meg a P— Q specifikacids feltételnek, ha megfelel a legszigorukdrians
mellett, azaz:

A A
PA INVS(Q€|N|ThQ) g QA INVS(Q€|N|ThQ>
Biz.: 4.4. tétel bizonyitasdhoz hasonloan a 3.23. tétebfinalasavall

4.7. Tétel. (Megfelel P —, Q-nak INVs mellett) Az S program pontosan akkor
felel meg a P—, Q specifikacios feltételnek, ha megfelel a legszigorukdrians
mellett, azaz:

A A
PA lNVS(Q€|N|ThQ) —gQA lNVS(QE'NlThQ)'
Biz.: 4.4. tétel bizonyitasdhoz hasonloan a 3.27. tétebfsinalasavall

4.8. Lemma. (MegfelelP —p Q-nakINVs mellett)Az S program pontosan akkor
felel meg a P—p Q specifikacids feltételnek, harRNVg( Qel/l\\llTh Q) —sQ.

Biz.: HaP/\INVS(QdQ,ThQ) —gQ, akkor a 3.25. lemma miatt (a legszigorubb

invarians stabil)P A INVS(QdQ,T Q) —sQA INVS(QdQ”-hQ). Az allitast az
el6z6 tétel alkalmazaséaval kapjurk HamegfelelP —, Q-nak, akkor az €z6
tetel szerintP A INVS(Qdﬁ”ThQ) —gQA INVS(Qdﬁ”-hQ). A 3.29. lemma

szerint a—gjobboldala gyengithét igy P A INV g( QeIIQIThQ> —gQ. 0
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4.2. Kbvetkezmény.Az S program pontosan akkor felel meg ah, Q specifi-
Kéci6s feltételnek, ha RINVs( o \iT, Q) ~s Q.
Biz.: A 3.31. tétel szerintog=~+g. [J

4.9. Lemma. (MegfelelP — FR,-nakINVs mellett) Az S program pontosan ak-
kor felel meg a P— FPy, specifikacios feltételnek, ha(sp, P) AINVs( Qel/l\\llTh Q) —s
fixponts.

Biz.: A 3.36.,4.2.,4.10. def. és 4.8. lemma kdzvetlen kikertnényel]

4.10. Lemma. (Megfelel FR, = R-nek) S megfelel a (FP= R) specifikacios
feltételnek az A allapottér feletg K € invs(Qdﬁ,ThQ) invarians mellett ha
fixpontg AK = R, ahol a fixpont logikai fuggveny az S program A feletti fix-
pontjainak halmazéat adja meg (3.34. def.).

Biz.: A 3.35. és a4.12. def. kdzvetlen kbvetkezmériye.

4.11. Lemma. (Megfelel FR, = R-nekINVs mellett) S pontosan akkor felel meg
a (FP, = R) kikotésnek, ha fixpogh INVs( Qel/l\\llThQ) =R.

Biz.: Az el6z6 lemma kdvetkezményél

4.7. Megjegyzés (Megoldak mellett). Ha S megoldja a feladatot egy K invari-
ans tulajdonsag mellett, akkor S megoldja a feladatot. Ha§aldja a feladatot,
akkor megoldja a legszigorubb invarians mellett is.

4.12. Tétel. (Program és feladat kiterjesztédagyen az F feladat és az S prog-
ram az A allapottér Aaltere felett definialva. Ha S megoldja F-et, akkor S kiter-
jesztése A-ra megoldja az F feladat A-ra val6 kiterjeszésé

Biz.: A 4.1. def. szerint a8 program viselkedési relacidja a megoldas defini-
cibja szerint tartalmaz minden olyan programtulajdonsaguaely ahhoz sziksé-
ges, hogyS megfeleljen az specifikacids feltételeinek. A programtulajdonsa-
gok mindegyikének definiciéja a leggyengébbfeltételre épul, ezért 3.22. def.
és a 3.7. lemma szerint a programtulajdonsagok kiterjgsiztélajdonsagai a
kiterjesztett programnak is. Igy a kiterjesztett feladaB( def.) specifikacios
feltételeinek kielégitéséhez sziikséges valamennyi anoiglajdonsag szerepel a
Kiterjesztett program viselkedési relaciéjaban.

2/ tétel a [Fot 88] cikk egyik kiterjesztési tételének altadaitasa. A tobbi kiterjesztési tétel megfélelis megfogal-
mazhatd.



5. fejezet

Levezetési szabalyok

Ebben a fejezetben olyan tételeket bizonyitunk be, anetlggtakran
alkalmazunk feladatok finomitasa soran, vagy amelyek megkik annak
bizonyitasat, hogy egy program megfelel egy adott specifigdeltételnek.
Ezeket a tételekdtvezetési szababknak nevezzik. A leggyakrabban inva-
ridnsok, elkerllhetetlenséget kifejez6, ill. fixponéfielek finomitasara van
szilkség.

5.1. Biztonsagossagi feltételek finomitasa

5.1. Lemma. (Invarians feltétel felbontas#ja egy S absztrakt program megfelel
az (inw,P1), (invyP2) specifikacios feltételeknek, akkor megfeldira,Py A Py)
specifikacios feltételnek is.

Biz.: a 3.11. lemma kdvetkezménye.

5.2. Haladasi feltételek finomitasa

5.2. Lemma. (—, finomitasa)S megfelel a R~y Q specifikacios feltételnek, ha
az alabbi szabalyok alkalmazasaval levezethetb:

(1) Ha S megfelelP —p Q)-nak, akkor S megfel¢P —, Q)-nak is.

(2) Tranzitivitas: ha S megfel¢P —, Q)-nak és S megfeléQ —, R)-nak,
akkor S megfeldlP — R)-nakis.
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(3) Diszjunkcié: barmely W megszamlalhat6 halmazra: ha
vm: meW :: S megfele(P(m) —p Q)-nak, akkor
S megfele((Im: me W :: P(m)) —, Q)-nak is.

Biz.: 3.32. def. és a 4.6.,4.7. tételek felhasznalasadvgl:A(feltétel szerint
P AINVS( o1 NIT, Q) s QA INVS( o 11T, Q)- Ekkor 3.32. def. szerin A

INVs( QeIIQIThQ> —g QA INVg( QE,Q”-hQ). (2)-es és (3)-as esetben hasonléan.
]

5.3. Lemma. (P — FR, feltétel bizonyitasaf\z S program pontosan akkor felel
meg a P— FPy, specifikacionak, ha
megfelel a sfs, P) —n fixpontg feltételnek, tehat Biztosan fixpontba jut

Biz.: A 4.9. lemma szeringp(sp, P) A INVs( QdQ”-hQ) —g fixpontg, igy a 4.8.
lemma felhasznalasavaédmegfelel asp(so, Igaz) — fixponts feltételnek.[]

5.1. Definicio (Varians fuggvény).Varians fuggvénynek nevezzik:adt— z,

az allapotokhoz egészeket rendel6 figgvényeket. Legyen tetszbleges egész
szam. AEm,t > m: A— £ logikai flggvényeket definidljuk az igazsadghalma-
zukkal:

[t=m|:={ac At(a)=m}, [t >m]:={aec Alt(a) > m}.

A kovetked tételben a UNITY indukciés elvét [Cha Mis 89] fogalmazzuk
meg a ciklus levezetési szabalydhoz hasonlo6 alakban [F&VBB/AP 95].

5.4. Tétel. (Variansfiggvény alkalmazasaggyen PQ : A— £ logikai figg-
vény ést A— z egy olyan varians fiiggvény, amelyre teljesul, hg@y —Q) =
t>0. Havme A 1 (PA-QAt=m) —g((PAt <m)VQ), akkor P—sQ.

Biz.: Teljes indukcibval belatjuk, hogyme A( : (PA-QAt = m—gQ). EblDI
a 3.32. def. alapjan, a diszjunktivitas felhasznalasaval

PA-QA (m;/mz (t=m)) —sQ, azazPA-QAt > 0—gQ adbdik.

A feltétel szerinPA—-Q =t > 0, igy (PA-QAt > 0) =PA-Q.

TehatP A —-Q —s Q. A 3.24. lemma szerilP A Q —s Q. A 3.32. def., a disz-
junktivitas alkalmazasavaP —gs Q.

Teljes indukcio:

Alapesetm= 1. A tétel feltétele szerinftP A —-QAt =1) —s ((PAt <1)VQ).
Tudjuk, hogyPA—-Q =1t >0, igy(PAt <1)VQ=(PA-QAt <1)V(PAQAt <
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1)vQ=Hamisv (PAQAt<1)vVQ=Q.

Indukcids feltevésvk : k > 0AKk<m: (PA-QAt=k—s5Q). A 3.32. def.
alapjan, a diszjunktivitas felhasznalasav@® A -Q At > 0At <m) —sQ. A
3.24. lemma alapjanQ —s Q. A diszjunkci6 ismételt alkalmazéasavalP A
-QAt>0At <m)VvQ—sQ. A tétel feltétele szerint(PA -QAt =m) —g
(PA-QAt<m)V(PAQAt<mM)VQ). PA-Q=1t>0,igy((PA-QAt <
mV(PAQAt<mMVQ) = (PA-QAt>0At <m)VQ. Tehat(PA-QAt =
m) —s(PA—=QAt >0At <m)VQ. A3.32. def. szerint, a tranzitivitas alkalma-
zasaval(PA—-QAt=m) —gQ. O

5.5. Tétel. (— finomitdsa variansfuggvény alkalmazasavapyen PQ: A—

£ logikai fuggvény és tA+—— z egy olyan varians figgveny, amelyre teljesul,
hogy PA-Q=-t > 0. HaVme a :: S megfelel 4P A -QAt =m) —p ((PA

t < m)Vv Q) specifikacids feltételnek, akkor S megfelel a-R Q specifikacios
feltételnek is.

Biz.: Az el6z6 tétel (5.4.) bizonyitasa alapjan a bizonyitds megkoébtaid. A
bizonyitds soran a 3.32. def. helyett a 5.2. lemmara keltkozni. A 3.24.
lemma helyett pedig a lemma azon kdvetkezményére van sgliseely szerint
tetsdlegesS program megfelel ® AP —, Q feltételnek.[]

5.6. Lemma. Legyen Ke invg( Qel/l\\llThQ)’ valasszunk egy olyan t varians fiigg-
vényt, amelyre: K\ —fixponts =t > 0. Ha mindente a(-re (K A =fixpontgA
t=t") —s (KAt <t’)V fixponts, akkor S megfelel tetszdleges Q logikai fliggvény
esetén a & TERM;, specifikacios feltételnek (pl. a IgazTERM;, specifikacios
feltételnek is).

Biz.: A feltétel és a 5.4. tétel szerink —g fixpontg. A 3.28. tétel alapjan bar-
mely P logikai fuggvénnyel szlkithetjik-s baloldalat:P A K —g fixponts. A
4.10. def. alapjaR::=sp(sp,1gaz), ill. P::=sp(sp, Q) valasztas melle®megfelel
a lgaze TERM;, Q € TERM; specifikacios feltételeknekl

LegyenK € invg( QelﬁlThQ)' Ha valasztunk egy olyanvarians fuggvényt,
amelyreK A—fixpontg=-t > 0, akkor NVs( QelﬁlThQ) = K miatt: INVs( QE”Q”-hQ)
A=fixpontg=t > 0. Ha mindent’ € a( -re (INVS(QdQ,ThQ) A—=fixponigAt =

t') —s (INVS(QdQ,ThQ) At < t') v fixponts, akkor S megfelel a tetszlegesQ
logikai fliggvény esetén & € TERM, specifikacids feltételnek a tétel szerint.
A 3.15. tétel,szerintNVS( QE”Q”-hQ) éppe,n a program altal eléridedllapotok
halmaza. Ezért megfogalmazhatjuk az alabbi tételt:
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5.7. Teétel. (Biztosan fixpontba juthegyen Ke invg( Qel/l\\llThQ)' Valasszunk egy
olyan t varians fliggvényt, amelyre/&-fixponts =t > 0.

Ha S megfelel a-fixpontgAt =t —, (t <t’) v fixpontg specifikacios feltételnek
minden t € a( -re, akkor S megfelel a Igaz TERM}, specifikacios feltételnek is,
azaz biztosan fixpontba jut.

5.1. Megjegyzés.A 5.7. tétel nem hasznalhaté feladatok finomitaséra, mak cs
akkor alkalmazhato, ha a fixpogtllitas ismert, azaz a program adott. A 5.7.
tétel helyességbizonyitasi eszkoz.

5.8. Tétel. (A fixpontfeltétel finomitasaHa S megfelel a ijP, FR, = R spe-
cifikaciés feltételeknek és/PR = Q, akkor megfelel a FP=- Q specifikacids
feltételnek is.

Biz.: A 3.32. és a 4.10. lemma alapjan elegémdegmutatni, hogys megfe-
lel a FR, = P AR feltételnek. A feltétel és a 4.10. lemma szerint van olyan
invarians, hogyl € inVS(QeIﬁIThQ) és fixponigAl = R 3.11. lemma szerint
ekkor| AP € invs(Qd,erhQ). igy talalhat6 olyan’::=I A P invarians, hogy

S inVS(QeIIQIThQ) és fixponigA I’ = PAR A 4.10. lemma alapjan ezzel
belattuk, hogys megfelel a FR = P A R feltételnek.[]
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5.3. Feladatok

5.1. Feladat. Legyen N egy természetes szam!
V =vector([1..N] : z)
H =set([1..N])

A=V Xy Xz B=V
a h m

a/

a=a €INITy (1)
lgaze TERMy (2)
Re FPy (3)

R=Vje[L.N]:((@jl<m) A (@j]=me jeh)A
AJje[L.N]:(a[jj]=m) A a=4d

Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi program megfelel-e a fetizacionak?
S:Mmh:=—0, 0

{

o N [h\{i},m , hadij<m
Si= Elh’m'_{hu{i},a[i] ,hadi]>m
}

5.2. Feladat. Legyens = {0,1}, és n> 1 tetszbleges természetes szam.
Legyen f: 3" — 3" monoton névekedd figgvény.
f=(f1,..fy), ahol f: 38" — 3.

Ilgaze TERM
(f(a)=a) €FP
Vizsgaljuk meg, hogy az alabbi program megfelel-e a fetizacionak?
so:a:=0
{

n
Oa=fi(a)
i=1
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5.3. Feladat. A= z" &a,...,an: 2,
B=2z"a},....a,: 2,
Q:=Vie[l.n:(a=4aAa >0)

Spec. 1.
QeINITy o (5.1)
Q—FPy (5.2)
FPy . .o = a1= Inko(aj,. ... an) (5.3)

Spec. 2.
iNVy o (INko(&), ..., a,) = Inko(ay, ..., an)) (5.4)
FPy o= a1=a2=...=an (5.5)

V=308

lgaz-e, hogy a 5.4-5.5 specifikacio finomitasa a 5.2 fetiét&l lgaz-e, hogy az
alabbi program megoldja a 5.4-5.5 feltételekkel és a v vasfdggvény bevezeté-
sével finomitott feladatot?
S . SKIP
s =8 —aj, haa > a

{I,j € [1..n]a' 8 —a), haai > a;}
5.4. Feladat.V = vektor([1..n],A()
A=V xV xy:V,

B=V X:V,

Q:=(n>1)

Spec. 1.
Qe INITy
Q;) FPX/

FPy =y e permX)Ar(y),

ahol perniy) azon vektorok halmaza, amelyeket y-b6l az y elemeinek p&énu
saval kapunk, (y)::=Vi, j € [1.n] ;i < j — y(i) <y(j).
Spec. 2. Bévitjuk az allapotteret ik -nel.

inve (Y(1..k) € perm X (1..k)) Ar(y(1..k))) (5.6)
FPy = k=n (5.7)
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Vi:=n—k
Igaz-e, hogy a 5.6-5.7 specifikacio finomitasa a 5.4 fefiék&l lgaz-e, hogy az
alabbi program megoldja a 5.6-5.7 feltételekkel és a v vasfaggveény bevezeté-
sével finomitott feladatot?
S: k:=0
S:{k:=k+1||y(1..k+ 1) := beszufy(1..k),x(k+ 1)), hak < n},

ahol beszufy(1..k),x(k+ 1)):::i€[u.n] y(1.k+2)(i):= f(y,k,x(k+1),i) és

y(i), ha xk+1) > y(i) Ai € [1..K]
o y(i—1), haxk+1) <y(i—1)Aie[2.k+1]
P kXD 05=9 Skt 1), ha(i=1vx(k+1) > y(i— 1)A
(x(k+1) <y(i))Aie€[2.K
lgaz-e, hogy (x) = | f (y := beszu(x,a),y € permx,a) Ar(y))?

5.5. Feladat. Adottak az fg,h: Ng — N fluggvények, melyekre:

vt f(F(t) = F(t)

f(t) >tAf(t+1) > f(t)
(Hasonl6an g-re illetve h-rais.)
Legyen tovabba comNg — £ a kdvetkez6:

comt) < t=f(t) =g(t) =h(t)

Tekintsuk a kévetkezd specifikaciot:
inv:R>0AVi € [0,R) : ~com(i)

FP — comR)
-FPAR=k— R>k

lgaz-e, hogy a kdvetkez6 program megfelel a fenti speditiéak:
INITR=0

(R:= f(R)LU R:=g(R)LU R:= h(R)}
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5.6. Feladat. Adott az AO..N] vektor, amelynek elemei természetes szamok. N
0. Rendezzik az A vektort ndvekvoen!

e a) irjuk fel a feladat specifikaciojat!
e b) Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkez6 program megfelel aftydetonak:

U

o< i<y VALAT+1)1= Ali+ 1], Afl. haAfi] > Ali+1))

5.7. Feladat. Feladat: szamoljuk ki a Pascal haromszo6g els6 N soréat (al @z

N-ig)!
Specifikacio:

FP= (¥ne€[0..N];k€ [0..n] : c[n,K] = (E)>

Az invarians finomitsdhoz hasznaljuk fel:

n n n n—1 n—1
(o) =2 (3) =2 ()= (") + (53)
Fejezzik be a specifikaciét, majd lassuk be, hogy az aldbgr@m megoldja a
feladatot, ill. megfelel a specifikacionak! A fenti speéidibhoz adott a program:

So: (Vie[0.N];je[0.i]: cfi,j:]=0)

LNJ{H 0<i<n:c[n0,cnn:=11}
n=0

UCJ{H 1<k<N-1:cnkl:=cn—1k—1+cn—1k}
n=2



6. fejezet

Programkonstrukciok

Ebben a fejezetben programok és feladatok konstrukcioszedat is-
mertetjik, azaz megadjuk, hogy meglévé feladatokat mdggathatunk rész-
feladatokra, illetve programokbdl milyen szabalyok aaphozhatunk létre
Osszetett programot. Bevezetjik a kompoziciondlis mtmgllméat, majd
megvizsgaljuk, hogy a programkonstrukcids szabalyokkgékzitett modell
mennyiben felel meg a kompozicionalitas kévetelményének.

Feladatok és programok konstrukciéit, mint egy vagy tébéciéhoz egy re-
laciot hozzarendélleképezéseket definiéljuk.

Megengedett konstrukciés mivelkek neveziink a tovabbiakban minden olyan
relaciés miveletet, amely
- relacidk unioja, metszete, kilénbsége,

- relaciok adott pontban felvett értékének unidja, metsaailonbsége,

- relaciok vetitése, kiterjesztései, rendezett relaegdek komponenseire bontasa
és komponensekibrendezett relacia-esek eballitasa,

- relaciok direkt szorzata,

- relaciék kompoziciéja, szigor kompozicidja és leza(tgzart, korlatos lezart,
tranzitiv, diszjunktiv lezart),

véges sokszori egymas utani alkalmazasakéregfogalmazhato.

A modellberfeladatkonstrukcidak nevezziik azokat a megengedett konstruk-
cios miveleteket, amelyek egy vagy tobb feladatbdl egydfstot allitanak él.
Programkonstrukcidak nevezziik azokat a megengedett konstrukciés mivelete-
ket, amelyek egy vagy tébb programbol egy Uj, 6sszetettrprogt allitanak €.

1A definicié nem formaélis. A modell keretein tdimutat annaksgalata, hogy a fent felsorolt elemi miiveletek valami-
lyen értelemben teljes rendszert alkotnak-e.
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6.1. Definicio. Kompoziciondlisnak neveziink egy programozasi modekt pha-
dell minden# feladatkonstrukciéjahoz létezik olyarprogramkonstrukcio, hogy
S megoldasa Fés $ megoldasa fresetén & S, megoldja kF Fo-t.

6.2. Definicio. Részlegesen kompozicionadigy programozasi modell, ha egyes
kivalasztotty feladatkonstrukcidk esetén megadhat6 olyaprogramkonstruk-
cio, amelyre $megoldasa Fés S megoldasa fesetén & S megoldja k7 Fo-t.

A tovabbiakban megmutatjuk, hogy a bevezetett modell eggden kompo-
zicionalis.
Jel6ljuk azS; program viselkedési relaciéjat
p(S1)::=(>sg, s, —s,FPs, TERMg ,invs )-vel, az$, program viselkedési re-
lacidjatp(S)::=(>s,, —s,, s, FPs,, TERMs,, invs, )-vel.

6.1. Unio

6.3. Definicio (Unid). Legyen az A Ay tér az A allapottér altere. Jeldlje B az
A1, Az terek legnagyobb kozos alterét. Legyena® A, S az A altér felett
definialt program kiterjesztése (3.22. def.) A-rag =S(S,0,{S11,---,S1k}),
S = (20 {21,---,%2m}).

Az S= (S0, {S1, -+ S Sk+1,S+2,-- -, Sk+m)) Programot, amely az A &llapottéren
adott, az $ és S programunigjanak nevezzik ég S S-vel jeldljiuk, ha

minden B altérhez tartozq valtozora teljesul, hogy az § és 3o értékadasok
azonos érteket rendelnek hozza, azaz; E F, o, €s

S0 = S1.0/S2,0

Vie[l.K:s=sy,

Vie k+1Lk+m:s=sj«

6.1. Tétel. (Unio viselkedési relacidjd)egyen S=(S;US). Ekkor:
(1) ps=>g Nis,
(2) —s=PsN>gN(—s Urs,)

(3) (Dsl Ne>s, N (Hsl U H&))tdl =g

2A tétel (1)-es,(2)-es és (5)-6s pontja a UNITY uni6 tételérmacios alakja [Cha Mis 89].
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(4) VQ-ra, amelyre sfs1 o/|S2,0,Q) = SP(S1,0,Q) ASP(2,0,Q):
invs, (Q) Ninvs,(Q) C invs(Q)3

(5) ¢s= b5, A5,

(6) FPslﬂ FPSE C FPg
(7) (> NN (=g Urs))' ) (0s A ds) = TERMs,

Biz.:
(1) A3.26. és a 6.3. def. alapjalt.(STUS,PVQ) = ses/l\uszlf(s,Pv Q) =

= S5 IT(SPVQA S I (s PVQ) =I1f(S,PVQ) AlT(S,PVQ).

Tegyuk fel, hogyP>sQ. Ekkor a 3.30. def. és &f (SUS,PVQ) =
If(S1,PVQ)AIf(S,PVQ) egyenbség felhasznalasaval:
PA-Q=If(S,PVQ)AIf(S,PVQ). A jobboldal gyengitéséveP A —-Q =
1f(S,PVQ)ill. PA-Q=1f(&,PVQ), azazPr>g Q ésP>g, Q.

HaP>g QésPrs, Q, akkorPA-Q =11 (5,PVQ) ésPA-Q=1f(S,PVQ),
igyPA-Q=1f(S,PVQ)AIf(S,PVQ). Abizonyitott egyerdség és a 3.30.
def. alapjanP>sQ.

(2) Tegyuk fel, hogyP —s Q.

A 3.31. def. szerinPr>gus, QAIS€e SUS :PA-Q=11(s,Q)
< { (1) és a 6.3. def. felhasznalasaval }

PDsl Q, PDSZ Qés

(FIs€eS:PA-Q=1f(sQ)VIse :PA-Q=1f(sQ)), azaz
<= {3.31. def. }

P>g QésPrg, Qés P —g QvagyP —s, Q).

(3) A 3.32. def. és (2) kbvetkezménye.

(4) Tegyuk fel, hogyP € invg (Q) ésP € invs,(Q). A 3.27. def. szerint ekkor
Sp(s1,0,Q) = P éssp(s0,Q) = P. Ekkorsp(si0,Q) Asp(sz0,Q) = P is telje-
sul, igy a feltétel miatsp(sy o||S2,0, Q) = P.

A 3.27. def. alapja®® = |1 f (S,P) ésP = I (S, P). A 3.26. és 6.3. def. szerint

Az allitas altalanosithaté: 1

VQ,P: hasp(siol/s2,0,Q) = PandP ¢ (Dgl)(Hamis) Nbg, )(Hamis)), akkorP € invg(Q).
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P=I1f(SUS,P).

(5) 3.34. def. és 6.3. def. kbzvetlen kdvetkezménye.

(6) (5) kovetkezménye. Hps, = Rés¢s, = R, akkords A ds, = R.
(7) A 3.36. def. és a (3),(5) allitasok kovetkezmériye.

6.1. Megjegyzés §S;,$,Q: invsus, (Q) # invs (Q) Ninvs,(Q)). A6.1. tetel (4)-
es pontjanak bizonyitasahoz felhasznaltuk, hoggpQ) = P €s spsy0,Q) =

P esetén s{®.0,Q) Asp(s,0,Q) = P is teljesil. Ez a segédallitas nem megfor-
dithatd. A 6.1. példa segitségével megmutatjuk, hogy aetéssprogram invari-
ansa nem invariansa az 6sszetevoknek.

6.1. Példa. S::=(x:=1,{SKIP}). S::=(y:=1,{SKIP}). Q::=lgaz.
P::=(x=1Ay=1). Kénnyen ellendrizhet6, hogy &po, Q) = (X=1), Sp(S2,0,Q) =
(y=1). sp(s1,0,Q) Asp(s2,0,Q) = P, de sggs1,0,Q) # P ill. sp(sz0,Q) # P. I

6.2. Megjegyzés S, S : FPs, NFPs, # FPs,us,). Az el6z6 megjegyzésben le-
irt gondolatmenethez hasonloan belathato, hpgyA ¢s, = R#= ¢s, = R és
¢s, = R.

6.3. Megjegyzeés<{-s,us, STERMg s,). Adgus, logikai fliggvény, ill. a—s s,
relacié meghatarozhat6 az 6sszetevo programok visedkesléciojabol, igy 3.32.
és a 3.36. def. alapjana-s s, ill. a TERMgus, relacio is kifejezhetd kozvetett
maodon az 6sszetevd komponensek viselkedési relacidgjastal (3) és (7) pontja
szerint. Az uni6 viselkedési relacijanak egyes kompaiepk —s s, ill.
TERMg s, altalaban azonban nem hatarozhatéak meg az dsszeteviaprog
viselkedési relaciojanakegfeleb komponenseibél. Az alabbi példa (6.2.) szerint
altalaban nemigaz, hogy P+, Q és P—g, Q esetén R—g s, Q is teljesil.

6.2. Példa (~gus,). Si:i=(SKIR{s1 : x:=x+1}). S:=(SKIR{sp: x:=x—

1}).

P:=(0<x<5). Q:=(x<0vx>5). A3.32. def. alapjan kénnyen igazol-
hato, hogy P—g Q és P—sg, Q. A 3.31. tétel alapjan, ha van olyan feltétlendl
partatlan ttemezésnek megfeleld végrehajtasi Gtja $-nek, amely mentén P-
bol elkerulhetd Q, akkor P~g s, Q nem teljesul. Valasszuk kezdballapotnak az
x = 3 allapotot. Az ,5,51,S.... Utemezés feltétlenil partatlan és sohasem jut a
program Q-beli allapotball
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JeloljukT (F)-fel azF feladatot megold6 programok halmazat.

6.4. Definicio (Feladatok egyesitése).egyen Ik és k k6zds allapot és paramé-
tertérerf adott feladat.

VbeB: (FiUR)(b)::={( (>n N>hy), (Bhy N>h, N (—h U—h,)),

(Bhy Nhy N (= U th))td|7

(= 181, 0 (=0 U =) ™ (e e ) 99)):
(FPn, NFPh,), (invlhy, Ninv, ), (INITR, UINITh)) [hy € Fi(b), hy € Fx(b) }.

6.2. Tétel. (Unié levezetési szabalyapgyen k és k az A allapottér és a B para-
métertér felett megadott feladat, & $ az A allapottérre kiterjesztett programok,
amelyek unioja értelmezett (6.3. def.). Han®egoldja k-et K mellett €s smeg-
oldja F-t K mellett és7b € B: Vhy € Fy(b) : Vho € Fa(b) - sp(s1.0/|S2,0, (Qe||<l\|Thl QA

(QelNiIT,, Q) = 8P(510: (QeINIT,, @) ASP(S20, (QeIIT,, Q) akkor SUS, meg-
oldja F LI F-t.

Biz.: 4.14., 6.4. def. és 6.1. tétel kbvetkezménye.

Az unio levezetési szabalya (6.2. tétel) azt mondja ki, haodet szemanti-
kaja Osszefésliléses és az 6ssiesndelkeznek egy kdzgobdalis invariansal
[And 91], akkor az ezen invarians tulajdonsag mellett meégtfeladatok megfe-

T re

re

nak meghatarozhatésagaban [Cha 90].

Bizonyos esetekben programok unidjanak viselkedésiiéa&onnyen ki-
fejezheb az Osszetdik viselkedési relacidja alapjan. Ez akkor lehetséges, ha
az Osszetdik kdlcsdnhatasar(terferenciajg az unio levezetési szabalyaban tett
megszoritasokon tul tovabbi tulajdonsagokkal is jellene¢z

A kdlcsobnhatés jellemzésének alkalmas modja lehayitott specifikacip
amely az ered program egyszeriibb (altaldban biztonsagossagi) anajiba-
ira tett kikotések segitségeével tesz indirekt kikotéselzeegyik vagy mindkét
dsszeted tulajdonsagaira. A nyitott specifikacid6 modszerét résslen bemutatja
Chandy és Misra [Cha Mis 89].

A szekvencia programkonstrukcio esetében (6.7. def.) & algan speci-
alis esetét fogalmazzuk majd meg, ahol az unidhoz tartazkaatasokat olyan

4Ha az &llapottér nem kozos, akkor valasszunk egy olyan, taneelynek mindkét allapottér altere. A feladatokat
terjessziik ki a kdzos térre (2.3. def.).
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diszjunkt csoportokba sorolhatjuk, hogy az allapottér @pplmasan megvalasz-
tott részhalmaza felett legfeljebb egyetlen csoporthdpzéa értékadasok hatas-
relacioi kalonbodznek az identitastdl. Az alabbi két tétekea specialis esetre
vonatkozik.

6.3. Tétel. (Unio és az allapottér részhalmazéigyen S= S U S, 1 logikai
flggvény az A allapottéren oly madon, hoage S : p(s) N (1] x A) = idanN
([m] x A) ésti>g, Hamis.

Ekkor

(1) haPr>g Q, akkor PATI>sQATT,
(2) haP—g Q, akkor PATI—sQATT,

(3) haP—g Q, akkor PATT—sQATL

Biz.:
Afeltétel alapjanyse€ S :VZ:A— £ p(S)([ZAT]) = [ZAT], igy: ZATI=
If(s,(ZAT)).
(1) Afeltételek és 3.17. lemma szerittse€ Sy : (PATIA=(QAT)) = I f (s, (PA
MV (QAT)) ésVse S PATIA=(QAT) = If (S PATIA-(QAT)) = If (s, (PA
™V (QAT).
(2) Az eldzb allitas szerintP ATi>sQATL A feltétel és 3.21. lemma szerint:
Ise S PATTA-(QAT) = If(sQAT). Hase S, akkorse S igy az allitast
igazoltuk.
(3) Strukturdlis indukcioval az induktiv 3.32. def. alapja
Alapeset:P —g Q-t 1 Iépésben vezettik —g Q-bol. Az elbz0 allitas szerint
ekkorPATI—g QAT az 3.32. def. szerinP ATTI—gQATL
Indukcios lépés: a) eset: az utolso Iépésben a 3.32. defpof@jat, a tranzi-
tivitast alkalmaztuk, azazP —g, Q1 €sQq1 —g Q. Az indukcios feltétel sze-
rint: PATT—s Q1 ATIésQi ATI—sQATL A 3.32. def. (tranzitivitas) alapjan:
PATI—gsQATL
b) eset: az utolso Iépésben a 3.32. def. (3) pontjat, a diktijitast alkalmaztuk,
azazz.P=3dm:meW : P(m) ésYm: me W :: (P(m) —g Q) . Az indukcios
feltétel szerintym: (me W :: (P(m) ATt—sQAT)), amildl a 3.32. def. (disz-
junktivitas alapjanPATT—gsQATL O

A tétel egy kicsit médositott feltételekkel is kimondha#d(3)-as allitas meg-
fogalmazésanal alkalmazzuk a nyitott specifikacio médszer
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6.4. Tétel. (Uni6 és az allapottér részhalmazai (2Dggyen S= S U S, 1tlo-
gikai fuggvény az A éllapottéren oly modon, hatye S @ p(s) N ([1] x A) =
idan ([m] x A), >, Q. Ekkor

(1) ha Pr>g Q, akkor PATI>SQ,
(2) haP—g Q, akkor PATI—sQ,
(3) ha—mtA -Qr>g Hamis és P—g Q, akkor PATT—sQ.

Biz.:
Afeltétel alapjanyse S :VZ:A— £ p(s)([ZAT]) = [ZAT], igy: ZATT=
If(s,(ZAT)).
(1) Afeltételek szerintyse S : PA-Q = If (s,PV Q) éstA—-Q = I f (S, TV Q).
A 3.6. lemma alapjarP ATTA-Q = 1f (s, (PVQ) A (TVQ)) = If (s, (PAT) V Q)
ésvVse S PATIA-Q=If(sSPATIA-Q) = If (s, (PAT) V Q).
(2) Az elbz0 allitas szerintP ATi>sQ. A feltétel szerint:3se S : PA-Q =
If(s,Q). PATTA-Q = PA—-Q. Hase S, akkors e S, igy az allitast igazoltuk.
(3) Strukturalis indukcioval az induktiv 3.32. def. alapja
Alapeset:P —g Q-t 1 |épésben vezettik i—s Q-bol. Az ez allitas szerint
ekkorP ATt—gQ, a 3.32. def. szerinP ATt—gQ.
Indukcids lépés: a) eset: az utolsé Iépésben a 3.32. defpof@jat, a tranzi-
tivitast alkalmaztuk, azazP —sg Q1 €sQ; —g Q A PSP tételt (6.8. lemma)
a —TtA ~Qr>g Hamis feltételre és 81 —s, Q indukcios feltételre alkalmazva:
Q1 A —TA -Q —g QA —-TIA -Q. A jobboldal hamis, igy a 6.9. lemma alkal-
mazasaval azt kapjuk, hogy a baloldal is hamis, afaz:= (T1vV Q). Az in-
dukcids feltétel szerintP A t—g Q1. Belattuk, hogyQi = Q1 A (TTV Q), igy a
3.24. lemma szerim®; —s (Q1AT) V (Q1AQ), a 3.29. lemma felhasznalasaval
Q1 —s(Q1AT) VQ. Az indukcibs feltétel szerintQ, A Tt—s Q. 3.24. lemma
alapjan:Q —sQ A 3.32. def. (diszjunktivitas) alapjaiQi AT VQ —sQ. A
3.32. def. (tranzitivitas) kétszeri alkalmazasawhk m—gQ.
b) eset: az utolsé Iépésben a 3.32. def. (3) pontjat, a diktijitast alkalmaztuk,
azaz.P=3dm:meW :: P(m) ésvm: meW :: (P(m) —g Q) . Az indukcios felté-
tel szerint:vym: (me W :: (P(m) ATt—sQ)), amildl a 3.32. def. (diszjunktivitas
alapjan)PAmt—gQ. O

Az @sszetett program olyan programtulajdonsagait is ngadfvazhatjuk, ame-
lyek érvényessége csak olyan valtozoktél fugg, amelyek ezaegyik dssze-
tevdben allnak a baloldalon. Az ilyen tulajdonsagokaitalisaknaknevezzik
[Cha Mis 89].
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Kimondjuk az &ltalanos lokalitas tételt ((UN 88-93]/17)98 bizonyitas Singh,
Misra és Knapp bizonyitasai alapjan a relaciés modell ezzikél is megkonstru-
alhaté. A tétel 4. allitasa a nyitott specifikacio techréitd@lkalmazza.

6.5. Tétel. (Lokalitas tétel - &ltalanos alak)egyen $ és $ kdzos allapottéren
értelmezett program. X=V (S;) NV (S). HaVRP) CV(S;)°, akkor

(1) Prg Q= PA(X=M)>gusQV (X #M)
(2) PD—)SlQ:> P/\(X:M)D—)Slusz Q\/(X%M)
(8) P—5 Q=PA(X=M) —gus, QV (X #M)

(4) Adjunk meg egy egészértéki t varians fliggvenyt az ¥zédlalmaz érték-
n-esei felett. P= t(X) > 0 és P<—g Q és PA (t(X) = m)>gus, (PA
t(X)<m)vVQ= P —gus Q.

Biz.: HaVR(P) CV(S), akkorVR(P) "V (&) C X.

Lemma® PA (X = M) >sg, (X #M).

Lemma bizonyitasa Legyens € S. Hap(s)([PAX =M]) C [X = M], akkor
Vae [PAX=M]:YWeVR(P):vop(s)(a) =Vv(a), igy:

p(s)([P(VR(P)) AX =M]) C [P(VR(P))].

Hap(s)([PAX =M]) € [X = M], akkor

P(S)([P(VRP)) AX=M])N[X=M] C [P(VRP))] és

P(S)([P(VRP)) AX=M])N[X#M] C [X #M], azaz

p(s)([P(VR(P))AX =M])C [X #MVP]. A3.10. lemmaszeri®AX =M =
If(S,PV X #M), amelyldl ekvivalens atalakitassaPAX =M AX =M =
1f (S, (PAX=M)VX#M), azaz a 3.30. def. szeriAX =Mp>g, X #M. O
(1), (2), (3), (4) biz. megtalalhaté [UN 88-93]-ban. A bizdtas a most bizonyi-
tott lemmara és & s, —s, <—srelaciok korabban bizonyitott tulajdonsagaira épil.
U

SVR(P)NV(S) C X

6Misra lokalitasi axiomaja

"P(VR(P))-vel azt a fiiggvénykompoziciét jeléljik, amelyaR(P) halmazhoz tartoz6 valtozokbol, mint az allapottér
projekcios fliggvényeitd, aV R(P)-ben nem szereflvaltozok helyett az identitasfuggvérdibill. a P logikai figgvényidl
allithaté e6. Ha aVR(P)-hez tartoz6 flggvények értéke valtozatlan, akRov R(P)) fuggvénykompozici6 értéke sem
véltozik meg.
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6.2. Szuperpozicio

6.5. Definicio (Szuperpozicid)Legyen az S (o, {S1,...,Sn}) program az A &l-
lapottér A altere és az s feltételes értékadas az A allapottér feldiidéva oly
maodon, hogy V(s) az A altér egyetlen valtozojat sem tartalmazza. Jeld|jess
az § és az s utasitas szuperpoziciojat (3.21. def.). Legyeh-azsg, {s;,...,Snm})
az S kiterjesztése A-ra (3.22. def.). Az

a) (s, {S},---,Sm,S}) ill. az

0) S= (Sh, {8 (S]S), .. .S}, ahol j e [1,m]

alaku programokat az S program és az s utasitas szuperpjziak nevezzik.

6.6. Tétel. (Szuperpozicio viselkedési relacidjag@gyen az A allapottéren adott
S’ program az A alterén adott S program és az.s- ie[’l . (vi:€F(vi,...,vn), hats)
utasitas egy szuperpozicioja. Jeldljik azattéren adott PQ logikai fliggvények

A-ra valo kiterjesztését'RY-vel. EkkoP:

(1) P>sQ=P'rgQ,

(2) P—sQ=P g Q,

) P=sQ=P =g Q,

(4) ¥Q:Peinvg(Q) = P € invg/ (Q'),
(5) ¢ =d5A s,

(6) Re FPs— R € FPg,

ahol ¢ a ¢slogikai figgvény kiterjesztése és
q)s:::(ie[/l\_.n] (=TtV (Tig AVi = F(V1,...,Vn)))).

Biz.:

(1), (2), (4) a 3.1. kbvetkezmény és 3.9. lemma kovetkezmény

(3) a (2)-es pontbdl 3.32. def. alapjan {~s Q eléallitasa szerinti strukturalis
indukcioval).

(5) 2.2. és 3.34. definiciékbdl kbzvetlenil adodik.

(6) az (5) allitas és 3.35. def. kdvetkezmeéniyke.

8A tétel (1)-es, (2)-es, (3)-as, (4)-es pontja a UNITY szppefcié tételének relacios alakja [Cha Mis 89].
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6.4. Megjegyzés.Ha a szuperpozicio a) tipusu, akkor a tétel (1),(2),(3ada a
lokalitas tétel kbvetkezménye.

6.6. Definicio (Feladat gyenge kiterjesztéseF” az F feladat kiterjesztésének
gyengitése, ha az F kiterjesztésébdkbbl, a Q< TERM; tipusl specifikaciés
feltételek elhagyasaval kapjuk.

6.7. Tétel. (Szuperpozicio levezetési szabaljayyen F az A allapottérsaltere

és a B paramétertér felett megadott feladat. Ha az S progragoidja az F

feladatot, akkor az S program és az s utasitas barmely spapigioja megoldja
az F feladat gyenge kiterjesztését.

Biz.: A 4.1. definiciébél és a 6.6. tétdlbkovetkezik.[o

6.3. Szekvencia

6.7. Definicio (Szekvencia)Legyen $ = (S10,{S1,1,...,S1k}) az A allapottér

AL = J) A altere felett, $= (s20,{S2.1,...,S2m}) pedig az A= 7] Ay altér

felett definialt program. Legyen u egy logikai valtozo, arakhez tartozo allapot-
térkomponensek nem tartoznak sem ageékn az Aaltérhez.
Jeloljiik S-gyel aziexllAli x £ altéren definiélt(so, {s1,...,}) programot, ahol

So = (Sy ol/u:= hamig (— 3.21. def.),

Vi € [1.Ks = ((s;) ha—u) (— 3.20. def.).

Jeléljik $-vel az iézAZi allapottéren definial{so, {S.2,- - -, Sm+1}) progra-
mot, aholvi € [k+2.k+m+1]:s = ((Slz,i—(k+2)+1) , ha u).

Legyen g1 = ((S,llu:=igaz), ha-unds ),

Az S= (¥ U U(s0, {S+1})’) programot az § S, programokszekvenciajaak
nevezzzuk, és $-vel jeloljuk.

A szekvenciat tehat feltételekkel kiegészitett értékaklés unid segitségével
definialtuk.
Kimondunk néhany segédtételt:

6.8. Lemma (PSP).° Ha P—sQ és R>sB, akkor PAR—s(QAR) VB.
Biz.: strukturalis indukciéval.

9Chandy-Misra
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6.9. Lemma (Csoda kizarasa és-g). 19 Ha P —gHamis, akkor P= Hamis.
Biz.: strukturalis indukciéval.

6.10. Lemma. 1 Ha [P] C [Q], akkor inw(Q) C invs(P). Hasonloan: trug(Q) C
trues(P).

A feltételek gyengithétek. Elegend, hasp(so, P) = sp(so, Q), igy barmelyl,
amelyet aQ kezdeti feltétel kezdetben igazza teBzhol indulva is teljesil. Ha
| € invs, akkor| >gHamis. A masodik allitas az @<llitasbol édNVs(R) =
N{1|l € invs(R) }-bol kdvetkezik.

6.11. Lemma. 12 Tetszéleges S programra, KB A ¢s) —s Q, akkor(P A ¢s) C
Q.

Az el6z6 lemma és a PSP tétel (6.8. lemma) felhasznalasépal —Q), azaz
(PAdsA—Q) —sHamis, igy(PA ¢sA —Q) = Hamis a csoda kizardsanak elve
(6.9. lemma) miatt.

6.12. Tétel. (Szekvencia viselkedési relaciojaraRgyen S= S;; S. Ekkors:
(1) ha P>g ¢s, akkor PA-u>sbg AU,
(2) ha P—g ¢g), akkor P A —u—sdg AU,
(3) ha P—sg, ¢, akkor PA-U—sbg AU,
(4) ha P>s, Q, akkor PAursQ Au,
(5) haP—sg, Q, akkor PAu—sQ Au,
(6) haP—sg, Q, akkor PAu—sQ Au,
(7) undg, = bs,
(8) Ha Re FPs,, akkor R € FPs.

(9) Ha Pe invg (Q), akkor és csak akkor'” u € invs(Q'); valamint, ha Pe
invs, (Q), akkor és csak akkor'R —u € invs(Q').

10Chandy-Misra
Kozsik T.
12Kkozsik T.
13(9)-(12): Kozsik T.
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(10) Ha Pe invg (Q) és Pc invs,(P A dsg ), akkor és csak akkor' R invs(Q').
(11) HaP—sg, Q, akkor(P' A—u) —s (Q A-u).

(12) HaP—g Q és P—sg, Q, akkor P —s Q.

Biz.:
1), (2), (3): A 2.2, 3.19., 3.30., 3.31. def. alapjan kéemypelathato, hogy
Prg, Q=P A-U>g Q A-UESP—g Q=P A-Uurg Q A-u. Az utéb-
bibdl —g elballitasa szerinti strukturalis indukciovét:—s Q = P' AU —g
Q A —u. A szekvencia definicioja (6.7. def.) és 3.30. def. alapjene
6rizhe®, hogy: (uV g ) A —(dg A ﬂ,u) >g Hamis, “UA —05, >gt b5, AU és
p(s1i, ha—u)=p(syi, ha—uA —dg ), igy alkalmazhaté a 6.4. tételm:=—uA
ﬂcp’sl, Q: ::q)’Sl A —u megfeleltetéssel.
(4),(5),(6): A szekvencia (6.7. def.) és 3.30. def. alapjano Hamis. Alkal-
mazhato a 6.3. tételm:=u megfeleltetéssel.
(7) Ha—uA ¢s;, akkors; 1 miatt nem lehet fixpont. HauA —¢g, akkorSt, ha
UA—ds,, akkorS? véltoztat allapotot. Ezédis = uA ¢s,. A masik irany a 3.34.
definicié kbvetkezménye.
(8) A (7)-es allitas kovetkezményel
(9),(10) A szekvencia programjara vonatkozé leggyengébiekstelek kiszami-
tasaval bizonyithato.
(11)

P —g, Q strukturaja szerinti indukcioval. Alapesetben a 6.11. fethalkal-
mazzuk.
(12) Az el feltételdl és (11)-6l: (P’ A—-u) —s(Q A-u), igy (P’ A-u) —sQ'.
Hasonl6an (6) felhasznalasaveP’ Au) —sQ', igy P —sQ.0

6.13. Tétel. (Szekvencia levezetési szabaly&gyen k és F, az A allapottér A
ill. A, altere és a B paramétertér felett értelmezett determikiszfeladat, $; 2
az A altéren definialt $és az A altéren adott $szekvenciaja. Tetszbleges B-
re jeloljuk R (b) komponenselt, h € F»(b) komponensele indexszel.

Ha S megfelel a Rz TERM;! és a Re FP{! feltételnek a Re INIT]! kezdeti felté-

tel mellett, $ megfelel Q¢ TERM;? és Ze FP;? feltételeknek a @ INIT;? feltétel
mellett, és R= @, akkor §; S megfelel Pe TERM, és Z < FPy, feltételeknek a
P’ € INIT, kezdeti feltétel mellétt.

144 tétel allitasa Misra programszekvenciara vonatkon@m bizonyitott &llitasaval rokon. Misra eredeti &llitasa a
kovetkedképpen fogalmazhaté meg a relaciés modellben:



6.3. SZEKVENCIA 91

Biz.: Afeltételekidl a 4.9. tétel szerirgp(s 0,P) A\INV g (P) —g ¢s. Sp(S10,P) =
INVg (P) (3.27. def.). a 6.12. tétel (3)-as pontja és a 3.27. téthbhAnalasa-
val: sp(s,0,P)’ A "UA =g —sbg U INVs (P)' € invg (P'), igy: sp(si0,P)’ A
“UA—hg —sdg AINVg (P) A-u.

sp(s1, P") = sp(s10,P)' A—ufelhasznalasavalp(sy, P') A —bg —sdg ANV (P)'A
U

4.11. lemma és 2.2. def. szerip AINVs (P) = R, azazsp(si,P’) A
05, —sbs AUAR (3.29. lemma).

Mivel sp(s1,P’) A g, = INVg (P)'-UA g = R A-UAbg, ezért a (3.24.
lemma) és a 3.32. def. (diszjunktivitas) alkalmazasasls:, P') —s g A—UA
R.

—\U/\(I)/Sl AR HsS[XSk_H_, W) A U.

3.32. def. (tranzitivitas) alkalmazasavap(s;,P’) —ssp(s+1,R) Au.

A fentihez hasonlé gondolatmenet alapgi(s;0,Q) —s, §s, A INVs,(Q),
amelyl®l a 6.12. tétel (6)-os pontja felhasznalasasXs, 0, Q) Au —g ¢’& A
INVs,(Q)'AU. sp(skt1,R) = sp(s2,0,Q) AU, 19y SP(Ski-1, R) AU— 55, AINVS, (Q) A
u. A 3.32. def. (tranzitivitas) alkalmazasavalp(s;,P’) —s ¢£52/\u. 6.12. tétel
(7)-es és (8)-as allitasaival a tétel allitasat kapjuk.

hasyo = SKIP, P —g QVR, R=¢g, ésS, megfelel &' VR — Q specifikaciés feltételnekqagd € INIT}, kezdeti fel-
tétel mellett, akkoiS;; S megfelel aP’ —, Q' specifikacios feltételnek ([UN 88-93]/16-90). Misra a szakcia fogalmat
nem definialja formalisan, igy a tételt sem bizonyitja. M@t szemantikai megfontolasokra és a helyettesitésinaéia
hivatkozva indokolja az éllitds helyességét és példakoesk&il mutatia meg, hogy hasznalata helyes kovetkeetetés
levonaséhoz vezet.
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6.4. Feladatok
A kovetked feladatok mindegyikében jeldlfg::= S U Sp-t.
6.1. Feladat. Igaz-e?

A—4B. B—gC, (AVB)>9C
(AVB)—<L

6.2. Feladat. Igaz-e?
A—<C. B>gA, B—<C, A>oB
(AAB)—<C

6.3. Feladat. Igaz-e?

P—g—P
P—g-P

6.4. Feladat. Igaz-e?
P—40Q, P—20Q
P—sQ

6.5. Feladat. Igaz-e?
P—<0Q, P—<0Q , Pstabik
P—sQ

6.6. Feladat. Igaz-e?

P—<0, O=R, >0
(PVQ)—sR

6.7. Feladat. Igaz-e?

P—<0Q, Q—gR, Reinvg
P —s R

6.8. Feladat. Igaz-e?
Ci=(V A)
lea’
Cstabik ,Vi € A : (Ai—oB
C—dB
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6.9. Feladat. Igaz-e?
Ci=(V A)
ieal
C—gB.Viea : (A—oB
C—gB

6.10. Feladat.lgaz-e?
(PA-B)—5Q, (PA-B)—gR,
(PAB) = Q, Qstabik, Q—9R
P—gR

6.11. Feladat.lgaz-e?
P—gQVR, Pstabip, Q—sR
(PVQ)—sR

6.12. Feladat.lgaz-e?
P—«1Q, P—oR, Pstabiy, Q>«R
P"—>SR

6.13. Feladat.lgaz-e?

(P/\—|B>D—>51Q, (P/\—|B)'—>52R, Q—gR,
Q—9R, (PAB)—s(PA=-B)

P%SR

6.14. Feladat.lgaz-e?
(PAR>9B, P>gQ
(PAR)>s(QV—RVB)

6.15. Feladat.lgaz-e?
P—<0Q, (PAQAR) = fixponkp
P—s(QV-R)

6.16. Feladat. Igaz-e?
P><(OAR), (PA-R)—<0, R=—P
P—sQ
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6.17. Feladat.lgaz-e?
C:=Vhnex An
C stabikp, Yne N : (An—<s1B)

C— SB

6.18. Feladat.lgaz-e?

P:= \/neﬂ\[ Qn

Yne N : (Op—oR), PogR
P"—>SR

6.19. Feladat.lgaz-e?
P stabik, P><0Q
PDSl(P/\ Q)

6. FEJEZET. PROGRAMKONSTRUKCIOK



7. fejezet

A modell tulajdonsagai

7.1. Szemantika

A 3.15. def. kbvetkezményeként az absztrakt program nefivjellegli szemanti-
kajaelagazo idejiiosszefésilésésstatikus Az absztrakt program viselkedési
relaciéval megfogalmazott leiro jellegl szemantikajszataktabb [Hen 88] a mi-
veletinél.

Valés parhuzamosség esetén a komponensekre érvényeassbigtssagi tu-
lajdonsagok sérllnek a programkompozicio (6. fejezefirsoEnnek az az oka,
hogy az allapottér felett az dsszetett program olyan Uyw&han is elmozdulhat,
amelyek a komponensek egyidejli mozgasainakéf€xha 90].

7.1. Példa (Valos parhuzamossag és uniop; ::=(SKIR {x:=x+1}). S::=(SKIR{y:=
y+1}).

P:=(0<x<5A0<y<b5). Q:=((x>5Ay<5)V(y>5Ax<bH)).

P>g QésP>gs, Q, igy a6.1. tétel szerintPg s, Q.

X =4 Ay = 4-b6l (PA—-Q), valés parhuzamossag esetén az) S, programmal
kdzvetlendl el lehet jutni ax=5Ay =5) € ([-P A —-Q]) &llapotba.[

7.2. Kifejezberd

7.2. Példa.

A=z x::z B={b}. F(b) ={hg, h2}.
P=(x>5),0=(x<5),R=(x=5).

Re INITh, R€ INITp,, R—p, (X#£5), Reop, (X#£5), =Q <=p, Q, P € invy,.
O
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A 7.2. példaban megadott feladat specifikacios feltét&lérigazé idejiiem-
poralis logikai megfeldje: A;GPV AgF Q, aminem azonos a lineéris logikan
is megfogalmazhatdy(GPV FQ)-val (11. fejezet). A specifikacios eszkozok
kifejezbereje tehat meghaladja a UNITY kifeferejét.

7.2.1. Programhelyesség

A szekvencialis programoktol el@en a most definialt absztrakt program helyes-
ségének igazolasahoz megfogalmazott programtulajdoksegm kilon-kilon az
egyes utasitasokra, hanem a teljes utasitashalmazr&emnak. Ez Ugy is meg-
fogalmazhat6, hogy a bizonyitas és a programszoveg sietydt is mondhat-
juk, hogy a modszer a globalis invariAnsok médszeréneldaliaitasa [And 91].
(Megj.: A bizonyitas és a programszoveg szétvalasztasasdépes szekvencialis
programok esetén is, lasd: [Lam 90]).



8. fejezet

Programozasi tételek

Ebben a fejezetben altalanosan megfogalmazott prograsfetadatokat oldunk
meg. A kapott megoldasokat programozasi tételeknek nékemzert széles kor-
ben alkalmazhatoak konkrét feladatok megoldasa sorén diapfeladat példaul:

e asszociativ mlvelet eredményének parhuzamos kiszanf@dspont),
¢ elemenként feldolgozhato (8.6 pont), ill.

e sorozatokon tbbbszoros figgvénykompozicioval definigdgiény értéké-
nek kiszamitasa (8.4 pont).

Példat mutatunk csatornavaltozok hasznéalatara és atattdamegoldasi mod-
szerekre is. Megvizsgaljuk, hogy a kapott megoldasok milgechitektirakon
implementalhatok hatékonyan. Olyan megoldasokat dolgoky amelyek osz-
tott és aszinkron osztott memdérias rendszerekre is konleképezhdiek.

8.1. Asszociativ mivelet eredményének
kiszamitasa

LegyenH tetsdleges halmaz : H x H — H tetsdleges kétoperandusl asszo-
ciativ alapmuveleH-n.

f : H* — H faggveény.f ao mlvelet egyszeri vagy ismételt alkalmazasanak
felel meg.o asszociativitdsa miatt te@Sleges legalabb 3 hosszé& H* sorozatra:
f(<Xg,.. -3 Xx] >) =f(« f(«xy,.. S Xx—1 >>),X‘X‘ >) = (<X, fF(<KX,.. S Xy >
) >). A tovabbiakban ghj o hy) helyett mindigf (< hy,hy >) —t irunk. f-et
kiterjeszthetjik az egyetlen eleditéllo sorozatokra is, legyeh(< h>>) = h.
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Adott a € H*, H-beli elemek véges, nem Ures sorozata. Tegyulk fel, hogy a
sorozat egyes elemei kozvetlenil elétieit a =< ay,...,ap >, (n > 1). Sza-
mitsuk ki aga : [1..n] — H flggvény értékét mindenc [1..n|-re, aholn > 1 és
Ga(i) = f(<ay,....q >).

8.1.1. A feladat specifikacidja

Reprezentéljuk aa sorozatot és &, fuggvényt egy-egy vektorral, amelyeket
a-val, illetve g-vel jeldliink. A vektorok elemeH-beli értékek. Kikotjuk, hogy
fixpontban &g vektori. eleme éppeig,(i) legyen (8.3.), illetve a program bizto-
san elérje eqgy fixpontjat (8.2.).

A= Gx G, ahol G=vektor([1l..n|,H), n>1

g a
B= G
a/
(a=4a) € INITy (8.1)
lgaz— FPy (8.2)
FPy = (a=a Avie[l.n:g(i) = f(«ay,....a>)) (8.3)

Megallapithatjuk, hogy g, fliiggvényi helyen felvett értékének meghataroza-
sat megkonnyiti, ha ismerjuk értékét barmelyu..v|] C [1..i] intervallum eleme-
ivel indexelt f (< ay, ...,a, >>) részsorozatra. Megfigyelhetjik azt is, hogy egy
részsorozatra kapott eredményt barmely, a részsoroastatinazé részsorozatra
vonatkozé eredmény meghatarozasanal hasznosithatjuk.

Ezen gondolatmenet alapjaid\btsik a feladat allapotterét és finomitsuk a
specifikaciot. Vezessiuk betafliggvényt oly modon, hogy(a,i, k) jelentsef
értékéta azon részsorozatara, amelynek utolsé elenés hossza vagy éppeh 2
vagya; az el eleme, ha< 2X. A gskétdimenzids vektort azért vezetjiik be, hogy
segitségével h fliggvényt valtozoval helyettesitsik [Fot 83]. gs k,t valtozok
ésh kapcsolatat invarians allitassal irjuk le (8.6.)-(8.8lyyanezt jelenitjik meg
szemléletes alakban a 8.1. abran. Az abran szeraplalak ags matrix elemei
kdzott fenndalld kapcsolatot irjak le a 8.2. lemma alapjaazas(i, k) = h(a,i, k),
hak < k(i). egygs(i,k) f értéke legfeljebb'2hosszi keziisorozatra.

1A 1épésenkénti finomitas soran alkalmazzuk a [Qui 87] 3-Atjpban és [Cha Mis 89] 5. fejezetében ill. 6.9. pontja-
ban bemutatott megoldasi médszerek egyes elemeit.
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12 3 4 5 6 i-3 -2 -1 |
KI\ ‘\. ....... 0
m ! 1
o—b \c ® 5
\r\\r\
N\ N\ 3
k

8.1. &brao : k= [log(i)], asszociativ mlvelet kiszamitasanak részeredményei, a
gsmatrix elemei kdz6tt fennallé kapcsolatok

A= Gx Gx GSx Kx T
g a gs k

G =vektor([1..n],H),

GS =vektor([1..n,0..([log(n)])],H)
K = vektor([1..n],A\p),

T =vektor[1l..n],Ap), n>1

Megadjuk ah: G x [1..n] x Alp — H parcidlis fuggvény pontos definicidjat:

ok d f(€an...a>), hai—2K+1<1
(3. k) = f(<a gy, 4>), hai—2¢+1>1

Vélasszuk & : A—— A varidnsfiggveényt a kbvetkéképpen:

geeey

v:4*n*n—i(k(i)+x(k(i) — [log(i)] Ag(i) = os(i. k(1))

aholy: £ — {0,1}. x(igaz) = 1, x(hamig = 0. A variansfuiggvény lényegében
azt adja meg, hogy gs matrix egyes oszlopaiban 6sszesen hany olyan elem van,
amely nem azonos la fliggvény megfeld helyen felvett értékével, illetve @
vektor értéke hany helyen kilonboéziksa fuggvény értekédl.
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8.1. Lemma. (Asszociativ mlvelet - a feladat finomitage) alabbi specifikacio
finomitasa az eredetinek:

(a=4a) € INITy (8.4)

lgaz— FPy (8.5)

FPy = Vi € [L.n]: (k(i) = [log(i)]) A (g(i) = gs(i, [log())]))  (8.6)
invy (Vi € [1..n] 1 k(i) < [log(i)] A

vk k < k(i) : gg(i, k) = h(a,i,k)) (8.7)
invy (Vi € [1..n] :t(i) = 2K0) (8.8)
invy(a=a) (8.9)

Bizonyitas:
Fixpontban (8.6.) szerirk(i) = [log(i)] ésg(i) = g4, [log(i)]), tehat a 5.8.
lemma és (8.7.) alapjéy(i) = gs(i, [log(i)]) = h(a,i, [log(i)]). 20901 > i, igy
h definici¢jat felhasznalvia(a, i, [log(i)]) = f(< ag, ..., & >), igy a (8.9.) invari-
ans tulajdonsag és 5.8. lemma alkalmazéasaval igazoltgly, &¢8.6.),(8.7.),(8.9.)
feltételek egylttesen finomitjak a (8.3.) feltéteélt.

8.1. Megjegyzés A varians fuggvényre vonatkoz6 5.7. tétel segitségévet biz
nyithatjuk majd azt, hogy a program megfelel a (8.2.)=(8feltételnek. Ebben
az értelemben a varians fliggvény megvalasztasa is egy fasamépésként fog-
hato fel.

8.2. Megjegyzés.A (8.8.) feltétel csak az U] allapottérkomponensekre tadge k
tést, igy ezt a feltételt nem kellett felhasznalnunk a bitéas soran.

8.2. Lemma.

Ha (i — 2% > 1), akkor f(< h(a,i — 2% k),h(a,i,k) >) = h(a,i,k+1).
Bizonyitas:

Tudjuk, hogyi — 2% > 1, tehath(a,i,k) = f (< a;_pk,1),.--,a >). Ha (i —2¢) —

2+ 1>, akkorh(a,i —2%,k) = f (< &;_p_pk 1), ---,8i_pk >). EKkor f asszo-

ciativitasa miattf (< h(a,i — 2%,k), h(a,i,k) >) =

F(< a5 ok 21y 8o, A _2kp1y,- -8 >) = h(a,i,k+1). Ha(i—2%)—

2%+ 1 < 1, akkorh(a,i — 2, k) = f(< ay,. -, &j_o >). f asszociativitasa mi-

att f(< h(a,i — 24 k),h(a,i,k) >) = f(< a1, - & gk)s (ks 1)s,er 8 ) =

h(a,i,k+1). O
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8.1.2. A megoldas

8.3. Tétel. (Asszociativ mlvelet kiszamitasanak tételedl§.1. program megfe-
lel a (8.4.)-(8.9.) specifikacionak, azaz megoldja az asario mivelet eredmeé-
nye kiszamitasanak feladatat.

0! 7 q080.0).t().k() = f(<a )10

Si{ [Ty 0sli.K(i)+1).t(0), k(i) :=

(< gs(i.k(i), osli—t(i).k(i) > ),2t(i), k(i) +1,
ha(i—2x*t(i)+1> 1)A

Ak(i —t(i)) > k(i)

f<gs(i,k(i)), gs(i —t(i), k(i —t(i)))>),
2t(i),k(i) + 1,
ha(i —t(i) > 1) A (i —2xt(i) +1< 1)

|
\ AK(i — (1)) = log(i —t(i))]
0 0(0) 1= s(i.k(0)) hak(i) = [log(i)])

8.1. absztrakt program. Asszociativ mivelet I. valtozat

8.3. Megjegyzés.i:E.n] n utasitas roviditése. Az egyes értékadasokat példanyo-

sitassal kapjuk oly modon, hogy az altalanos alakban azozét konkrét értekkel
helyettesitjuk.

Bizonyitas:

(8.9.): A programbam elemeire vonatkozo értékadas nincs. igy a (8.4.) kez-
deti feltétel egyben invarians tulajdonsag is.

(8.8.):sp(s0,lgaz)-ben:t(i) = 1 ésk(i) = 0, tehét a feltétel kezdetben teljesul.
Az értékadasok mindegyike egyltt valtoztakja) ést(i) értékét, ezért a (8.8.)
feltétel invarians tulajdonsag.

(8.7.):sp(so,lgaz) = gs(i, k(i) = h(a,i,k(i)), merth(a,i,0) = f(< a(i) >).
Sp(so,lgaz) = (k(i) < [log(i)]), mertk(i) kezdetben 0.

Ertékadas leggyengébboétltételének meghatarozasa utan elég azt megmu-
tatni, hogy
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o (Ii—=2xt(i)+1>2) A (K(i—t(i)) > k(i))-bOl ésVk: k < k(i) : gs(i,k) =
h(a,i,k)-bol kdvetkezik az egyetibédk(i) + 1-reis, azazf (< gs(i, k(i)),9s(i —
t(i),k(i)) >) =h(a,i,k(i) +1) esk(i) + 1 < [log(i) |

)
(i—t@i) > AG—2*t(i)+1 < 1)A (ki —t(i)) = [log(i)])-bbl ésVk :
k < k(i) : gg(i,k) = h(a,i,k)-bol kbvetkezik az egyefibegk(i) + 1-re is,
azaz: f(< gs(i, k(i)), gs(i —t(i), ([log(i —t(i))1)) >) = h(a,i,k(i) +- 1) és
k(i) +1 < [log(i)].

(i—2xt(H)+1>DA(t(1I)>1)=(i—t(i)>1)=k(i) <log(i—1) < log(i) <
[log(i)].

Az el®) esetbenk(i) < k(i) miatt gs(i,k(i)) = h(a,i,k(i)), (k(i —t(i)) > k(i))
miattgs(i —t(i),k(i)) = h(a,i —t(i),k(i)). A masodik esetberk(i) < k(i) miatt
os(i, k(i) = h(a, i, k(i)), k(i —t(i)) = [log(i —t(i))] miattgs(i —t(i), (log(i)])) =
h(a,i —t(i), (log(i)])). M

bizonyitand¢ allitast.

A 3.10. megj. szerint (8.7.),(8.8.) és (8.9.) feltétel&ikenjunkcioja invari-
ans tulajdonség.

(8.5.): (8.7.),(8.8.),(8.9.) feltételek konjunkciojddd@vetkezik, hogyvi
[1..n] : k(i) < n,igy:v>0. A5.7. tétel szerint elegeddelatni, hogy a program
minden utasitasara igaz, hogy vagy pontosan 1-gyel cstikaerarians flgg-
vényt, vagy nem okoz allapotvaltozast. Ha a program ning®fitban, akkor van
olyani € [1..n] és megfeld értékadas, amely(i) értékét noveli, vagy van olyan
i, hogyk(i) = [log(i)] ésg(i) még nem vette fel gs(i, ([log(i)])) értéket.

(8.6.): a fixpont definicidja (3.34.,4.12. def.) alapjan

Viell.n]:
(k(i) = flog(i)]) — g(i) = gs(i, k(i) A (8.10)
(i—2*t(i)+1< 1)V (k(i—t(i)) <k(i))A (8.11)
(i—tli)y<v(i—2xt(i)+1>1)Vv
V(k(i —t(i)) # [log(i —t(i))1)) (8.12)

Ebldl i szerinti indukcidvalVi € [1..n] : (k(i) = [log(i)]). i = 1-re: (8.7.)-16I
kovetkezik(k(1) = [log(1)]). Tegyuk fel, hogyj <i: (k(j) = [log(j)]). t(i) >

1 ezért(k(i —t(i)) # [log(i —t(i))]) ellentmond az indukcids feltételnek. Igy
(8.12) az(i—t(i) < 1) v (i —2xt(i) +1 > 1) feltétellel helyettesithét

Ha(i —2xt(i)+1> 1), akkork(i —t(i)) < k(i), kilénben (8.11.) nem teljesul. Az
indukcios feltétel szerirtt(i) > 1 miattk(i —t(i)) = [log(i —t(i))], tehat:[log(i —

indkét esetben a 8.2. lemma alkalmazasaval kapjuk a
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t(i))] < k(l Ez azonban ellentmonda—2xt(i)+1>1) = (i—t(i)—t(i)+1>
i—t(i))] > k(i) kezdeti feltételnek. Tehati —2xt(i)+1< 1).

( +1<1)= (i—t(i) < 1), kilénben (8.12.) nem teljesufi —t(i) <
) > [log(i)]. A (8.7.) feltétel (invarianstulajdonsag része) midil =
Ekkor (8.10.) alapjang(i) = gs(i, k(i)) = gg(i, [log(i)]) is. O

8.1.3. Programtranszformacio

Tegyuk fel, hogy®(n) processzor parhuzamosan hajtja végre a kapott programot.
A vektoroki. komponenseire vonatkozé értékadasokat dagikai processzorra
képezhetjik le. A varians figgvény definiciojabdl és a feizibnyitasbél kozvet-
lentl adodik, hogy a program legk@sb O|log(n)| allapotvaltozas utén fixpontba
jut. Az egyes logikai processzorok egymashoz képest asuinds szinkron mo-
don is mikodhetnek.

A program jelenlegi alakjaban azonban még nem felel meg derara atomi-
citds szabdlyanak [And 91](2.4), sem az osztott valtozosisék [Cha Mis 89],
ezeért tovabbi komponensekkebvitjiik az allapotteret. Célszerli a logaritmus
fuggvényt is kitranszformalni.

Jeloljuk gst(i)-velgs(i —t(i),k(i)), kt(i)-vel k(i —t(i)),
gstki)-velgs(i—t(i),kt(i)) értékét, ha az szikséges és ismeit arocesszor sza-
mara éxt(i) értéke elegeriten nagy ahhoz, hogygsmatrixi. oszlopanak kovet-
kezd (k(i)+1.) elemét meghatarozhassuk (8.13.). Vezessulkbg 8, gst f(i), gstk f(i)
logikai valtozokat a segédvektorok kezelésének megkdesgie. A segédvekto-
rok i. komponense lokalis aiz processzorra nézve. A transzformalt program
esetén teljesll majd, hogy minden egyes értékadasbangaontegfeljebb egy
olyan valtozéra (vektorkomponensre) hivatkozunk, amesnrokalis az. pro-
cesszorra nézve.

8.1.4. A specifikacié finomitasa
A (8.4.)-(8.9.) specifikaciotdwvitjiik az alabbi invariansokkal:

invy Vie[l.n]:
ktf(i) — (kt(i) > k(|)vkt(i) =1(i—t(i)))) (8.13)

invy Vie[l.n]:(gstf(i) = ktf(i)A(i—2x*t(i)+1>1)
Agsti) = gs(i — t(i), k(i))) (8.14)
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invy Vie[L.n:(gstkf(i) — Ktf(i)AG—t(i)>1)AG—2xt(i)+1< 1)

AgstK(i) = gs(i —t(i), kt(i)) = gs(i —t(i),k(i —t(i)))) ~ (8.15)
invy Vi e [1..n]: [log(i)] =1(i) (8.16)

8.1.5. A transzformalt program

8.4. Tétel. (Asszociativ mlvelet kiszamitasanak tétele N.8.2. program meg-
felel a (8.4.)-(8.9.),(8.13.)-(8.16.) specifikacidnak.

Bizonyitas: az (8.13.)-(8.16.) invariansok teljesulésktggyengébb éfelté-
telek éssp(sy,lgaz) kiszamolasaval konnyen igazolhatjuk. A (8.5.),(8.7.B(B
kikdtések a transzformalt programra is teljesiiinek, médkatésekben szerepl
valtozokra vonatkozo értékadasok a (8.13.)-(8.16.) iavarallitasok miatt ekvi-
valensek az eredetiekkel. A (8.6.) fixpontfeltétel teljés@éhez azt kell megmu-
tatni, hogy ha a transzformalt program fixpontba jut, akkogredeti is fixpontban
van és a (8.10.)-(8.12.) feltételek teljesiuinek.

8.1.6. Hatékonysag és altalanossag

A fenti megoldas egyszerlien implementalhato szinkraringon architektiran

is, és osztott rendszerben is [Cha Mis 89]. Szinkron arkthita esetén egysze-
risitheb a megoldas, kevesebb Uj valtozé bevezetésével is megoldialadat.
Osztott rendszer esetén csak akkor hatékony ez a megoklatedenden sok,
legalabbQ([log(n)]) csatorna é&ll rendelkezésre processzoronként és a kommuni-
kacios koltség alacsony. llyen architektura phiperkockgQui 87]. Adatcsator-

nas megoldasra mutat hatékony megoldast [Loy Vor 90].

A tétel segitségével nagyon sok klasszikusnak szamitddta oldhatunk
meg egyszeritisszavezetésf [Fot 86]. Pl.: parhuzamos 6sszeadas, emdiked
szamsorozatok dsszehasonlitdsa [Cha Mis 89], sth.

2Az asszociativ fliggvény kiszamitasanak tételét eddig rhbar200 egyetemi hallgaté alkalmazta a gyakorlatban is
sikeresen konkrét feladatok megoldasa soran. PowerXglprest, 16 processzoros, parhuzamos szamitégépen, RviM-b
implementalt aszinkron, parhuzamos, konkrét progransfudtije a felhasznalt processzorok szamanak emelésetimelle
egyre révidebb, ha a miivelet elvégzéséhez szilkséges processretejenden nagy a kommunikacios koltségekhez
képest.
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S0 i:E.n}gs(i,O),t(i),k(i),l(i),ktf(i),gstkf(i),gstf(i),kt(i):
f(<a >),1,0,log(i)|,hamishamishamis0

S:{ k(i) := k(i — t(i)), ha—ktf(i) A (i —t(i)) > 1

T Kt (Q) :=igaz ha—ktf(i) A (i — t(i)) > 1

AL > k(i) V k(i) =1 —t(i))
i 0st(i), gt (i) = os(i — t(i), k(i)), igaz
haktf(i) A (i — 2t (i) +1> 1) A (kt(i) > K(i)) A —gst (i)

T oStk gstk (i) := gs(i — t(i). kt(i)), igaz
hakt f(i) A (i —t(i) > 1) A (i —2#t(i)+1< 1)
A(KE(G) = 1(i —t(i))) A —gstk (i)

T 0s(i k() + 1), (1), k(i) kt (i), gst f(i), gstk (i), kt(i) :=

f(<gqi,k(i)), gsti)>),2xt(i),k(i) + 1, hamishamishamisO

hagst f(i)

105

f(<g9i,k(i)), gstki)>>),2x*t(i),k(i)+ 1, hamishamishamis0

hagstkf(i)

7 i) == gs(i. k(i)), ha(k(i) =1(i))
}

8.2. absztrakt program. Asszociativ mivelet II. valtozat
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8.2. Csatornavaltozék hasznalata

Parhuzamos és elosztott rendszereket gyakran irunk lenf@thalézatok forma-
jaban [Hoa 78, Hoa 85]. A folyamatokat dobozokkal jeldljakfolyamatok ko-
z6tti kommunikacio formaja tzenetkildés. Az Uzenetekgiragyu kommuni-
kaciora alkalmas csatorndkon keresztil juttatja el a eldimzettnek, cimzet-
teknek. Feltételezzik, hogy az Gizenettovabbitds megbizineenetek nem vesz-
nek el, nem sérilnek meg, csak a valdban elkildétt Uzenekekrek meg. Az
Uzenetkilldés aszinkron, a felado altalaban rogton fgéytavékenységét miutan
a csatornara elhelyezte az Gizenetet, nem kell megvarniaexetiatvételét. A
csatornak sor tipusu valtozokeént viselkednek, atmegetiépesek tarolni a mar
elkildott, de még nem fogadott Gizeneteket. A csatorna ki@sachatarozza meg
a tarolhatd Gzenetek szaméat. Ha a csatorna kapacitasdaokorékkor ebfor-
dulhat, hogy a kuld fél nem tudja rogton elhelyezni Gizenetét és varakoznj kell
amig a csatorna képes nem lesz Ujabb Gizenet fogadasareerMisdtornahoz két
sor tipusu valtozo tartozik, az egyik a csatornan varakaeméteket tartalmazza
(a csatorna aktualis allapota), a masik a csatorna togémetsatorna torténete
minden olyan Uzenetet tartalmaz helyes sorrendben, akmedyaha rakertlt a
csatornara, a torténetvaltozorol a fogado fél nem taectitpz Gizeneteket. A tor-
ténetvaltozot egy felllvonassal jeldljuk. A torténetealh tarolasa a valésagban
nehezen vagy egyaltalan nem megoldhaté, mert egy hossgdutie programban
az Uzenetek szdmaddel minden korlatot meghaladhat. Torténetvaltozokattezé
csak ugy hasznalunk értékadasokban, hogy értékiket cgakigarték megha-
tarozasahoz hasznaljuk fel. Ezek az egyszerl értékaddisaggyhatoak anélkiil,
hogy a program tobbi részének mikddése megvaltozna.

P1 P2

A 8.2 abran két folyamatot és ket 0sszekdtx : Ch(Int) csatornat lathatjuk.
A csatornara @1 folyamat helyezhet el (izenetet, egész szamok formajéban.
P2 folyamat olvas a csatornarol. Az alabbi miveletek taréza csatorna tipusu
valtozokhoz:

e Uzenetklldés (P1): x := hiext(x, e), vagy rovidenx:= x; e,
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e Uzenet eltavolitas (P2)x := lorem(x), hax #<>,
e csatorna inicializalasa: x :=<>,
e Uzenet olvasasa (P2)x.lov,hax £<>,

e lekérdezés, hogy a csatorna Uresxe=<>, illetve hany lizenet varakozik
a csatornantength(x) or |x|.

Az alabbiakban megadjuk az egyes miveletek pontos jelénig Elemi mi-
veletek jelentését megadhatjuk hatéasreléciojukkal, el ekvivalens médon
a leggyengébb éfeltételiik kiszamitdsanak meghatarozasaval is.

e Uzenetkuldéstf (x:=x; e, R) = R %&X—Xe

e Uzenet eltavolitasaf (x :=lorem(x), hax #<>, R) =
(X £<>— RIEMX)) A (x =<>— R),

e csatornainicializalasaf (x:=<>,R) = R« <> A X—<>,

Figyeljuk meg, hogy Uzenetkildés leggyengéliifadtételének kiszamitasa-
kor a csatorna torténetét is helyettesiteni kell az utétieliben, mig az Gzenet el-
tavolitdsa nem érinti a torténetvaltozot.

Ha a folyamatok kdz6tti kommunikaciora nem hasznalunkaisgfltozokat,
hanem kizérolag csatornavéltozok segitségével oldjukan@gformacio cseréjét,
akkor az egyes folyamatok kozoétti kapcsolat jol elarhetvé valik. A lokalitas
tétel allithsat fogalmazhatjuk Ujra specialis formaban:

8.5. Lemma (Lokalitas folyamathalézatokban).

e Ha egy P allitas valtozoi kozott csakl Folyamat lokalis valtozéi, ill. B
kimend csatornavaltozoi szerepelnek, akkor a P allitakisa tébbi folya-
matban.

e Ha P= P*%€ésV(P) = {x}, akkor P stabil a teljes folyamathal6zatban.
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Pl ----- ’4132’1

8.2. dbra. Természetes szamok generatora.

8.3. Természetes szamok generatora

Elsd példank csatornavaltozok hasznalatara a 8.2 abrandairamészetes sza-
mokat generald folyamat specifikacioja és az azt megval@sagram. AP1-
gyel jelolt folyamat a folyamathal6zat egy eleme, az alggdaeralt szamokat mas
folyamat(ok) hasznaljak fel.

A folyamat allapot- és paraméterterében egy egész tipuaroavaltozo és
ugyanezen csatorna torténetvaltozéja jelenik meg. Minakiéoz6 értéke kezdet-
ben az Ures sorozat a 8.17 kikotés szerint.

A= Ch(Int)x Ch(Int)

X X
B= Ch(Int)x Ch(Int)
X X
(X=X =<>AX=%X =<>) € INITy y (8.17)
X< [1,2,.]€invyy (8.18)
VkeNp: [X| =k —yx [X| =k+1 (8.19)

Az x csatornatorténetvaltozoja segitségével konnyen melghagaatjuk, hogy
a csatornan egymas utan, névélsorrendben a természetes szamok jelennek meg
(8.18): invarians, hogy a csatorna torténetének értékevaetzetes szamok soro-
zatanak kezd részsorzata. A csatornavaltoz6 segitségével nagyorz heée
eléirni hasonld kdvetelményt. A csatornavaltozé értéke liikomehet az Ures
sorozat, igy semmilyen tAmpontot sem ad arra nézve, hogyiknallt az ebz6
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érték, amelyik megjelent rajta. Az invarianst a legkdonryeblgy teljesithetnénk,
ha soha egyetlen elemet sem helyeznénk egatornara, az Ures sorozat mindig
prefixe a természetes szamok sorozatanak. A 8.19 kikotédamanegkoveteli,
hogy azx csatorna torténetének hossza elkertlhetetlentl névekedjigyeljuk
meg, hogy a feladat nem fogalmaz meg sem terminalasi, serntiXpltételt.
Termindlas helyett végtelen mikodést kovetel meg.

A megoldas megtalalasa érdekébdiviljik az allapotteret és finomitjuk a
specifikaciot:

A= Ch(Int)x Ch(Int)x No

X X |
B= Ch(Int)x Ch(Int)
X X
(X=X =<>AX=X =<>) €INITy» (8.20)
i€ Np€invy x (8.21)
(i=0AX=<>)V(i>0AX=[1,.i])) €invyyx (8.22)
VKENp: X = K=y g [X| =k+1 (8.23)

Kdnnyen belathatjuk a levezetési szabalyok segitségbvdejezet), hogy a
Uj specifikacio szigortubb az@tonél (8.21.) és (8.22.)db kdvetkezik (8.18.), ill.
(8.23.)-bol kovetkezik (8.19.).

A megoldo program a kdvetkéz

( s:1:=0,

{s1:xi:=x(+1),i+1}
)
Bizonyitas: Megmutatjuk, hogy a program megfelel a finoth&pecifikacio-
nak.
(8.21): Megmutatjuk, hogye Ny € invg(x =X =<> AX=X =<>)

spi:=0,x=X =<> AX=X =<>) =i =0AXx=X =<> AX=X =<>=
i € Np

ieNo= (If(xi:=x(i+1),i+1),ieNp)=i+1€ No.

(8.22): spi ;== 0,x=X =<> AX=X =<>) =i =0Ax=X =<> AX =

X =<>=i=0AX =<>
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((I1=0AX=<>)V(i>0AX=11,..,i])) =
(Hf(Xi:=x(4+1),i+1),((i=0AX=<>)V (i >0AX=[1,..i]))) =
((I+1=0AX(i+1)=<>)V(i+1>0AX%i=[1,..,i+1])) =
(Xi=[1,..i+1])

(8.23):VkeNp: [X| =k>yy X =k+1&

IX| =k=1f(S|X =kV x| =k+1)=
X (i+1)|=kV[X(i+1)|=k+1
és
X|=k=1f(s,|X =k+1)=|x(i+1)|=k+1.0

8.4. Adatcsatorna tétele

Adott egyF = f0...0 fp figgvénykompozicio, amelynek értékéda=< d1, ..,dn >
sorozatban adott argumentumokra kell elemenként meglzaiar Tegyuk fel,
hogy m >> n, az adatok szama nagysagrendekkel nagyobb a fliggvénykompo
zicidban szerepl figgvénykomponensek szamanal. Feltételezzik azt isy hog
az egyes figgvénykomponensek kiszamitasahoz sziksép&Enigkgében azo-
nos. Ha elegertprocesszor all rendelkezésre, akkor megszervezhetjakeatz
meény kiszamitasat oly modon, hogy az egyes komponensfaggkdiszamitasat
egy-egy processzorra bizzuk.68k06r kiszamitjukfy értékét az el adatrad;-re.
Ennek eredményéd(d; )-et tovabbadjuk a kovetkézprocesszornak, amelyik ki-
szamitjafy(fo(d1))-et. Kozben az efs processzor megkapja a masodik adatot,
do-t és meghatarozz(dy)-t. n I1épés utan feltdlidik az adatcsatorna, az @ls
adat eljut an. figgvénykomponenst szamol6 processzorig, majd mindebtn
|épésben egy-egy Ujabb adatra kapunk végeredményt. Ha mlnikacios kolt-
ségeket figyelmen kivil hagyjuk, akkor arra a kévetkeztetgpghatunk, hogy
processzorral am adatbdl allé sorozatma+ mlépésben @ tudjuk allitani a vég-
eredményt, mig ugyanezt egyetlen processzondapésben tudnank megtenni.
Tekintettel arra, hogy << m, ezért a két Iépésszam hanyadosaazazn pro-
cesszorral kbn-szer gyorsabban végzink.

X X

X x1 % Xi+1
R e TR e e I A

8.3. dbra. Adatcsatorna

A formalis specifikacid soran @zor csak annyit fogalmazunk meg, hogy egy
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OsszetetF flggvény értékét kell elemenként meghatarozi aorozatra. AD
sorozat elemei axy csatornan vannak kezdetben, Ujabb adat nem érkezik a ké-
sobbiekben és fixpontban az eredményFdP) sorozat azy 1 sorozat torténe-
tében taldlhatdé meg. Ez azt jelenti, hogy az eredményekeeaderiltek axn 1
csatornara, de esetleg mar nincsenek ott.

A = Ch(a) x Ch(a) x Ch(a) x Ch(a)

X0 X0 Xn+1 Xnt-1
B = Ch(a) x Ch(a x Ch(a) x Ch(a
X X Xor1 Xl

Qi=(X=X=X=%X=DA
AXn+1 = Xn+1 :X%+1:Xn+1/ =<>)

QEINIT s 3oy (8.24)
—
h
FP, = %1 =F(x0) =F(D) (8.25)
Qe TERM;, (8.26)
(%= X5 = D) € inv, a teljes rendszerre (8.27)

A 8.24. kikotés szerint agy és torténete kezdetben tartalmazZa sorozatot,
és a 827. kikotés szerint axg sorozat torténete nem is valtozhat, tehat Gjabb
elem nem kerllhet ax csatornara. refpipel. szerint gz 1 csatorna kezdetben
ures. Fixpontban.25. szerint megkdveteljik, hogy &z, 1 torténete éppeh (D)
legyen. A 8.26. kikotés szerint a programnak terminalnia ke

A megoldas dallitdsahoz 6vitjiik az allapotteret ax;...x, csatornavalto-
z6kkal és torténetvaltozoéikkal a 8.3. abranak megbelelés finomitjuk a spe-
cifikaciot a fixpontfinomités tétele alapjan (8.28, 8.29gtvle variansfliiggvényt
vezetink be (8.29).

FPy=Vie[0.n]:x =<> (8.28)
Vie [0..n]: (fi(X —X) =X31) € invy (8.29)
varians fuggveény:(|Xol, ..., |Xn|) (8.30)

A 8.30. pontban bevezetett varians fliggvény értékét uggrbatuk meg,
hogy a rendezett n-es elemeit helyiértékkel sulyozzukgge®csatornakon Iév
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elemek szama rendre egy+ 1 alapu szadmrendszerben felirt szam szdmjegyeinek

felel meg.
A fixpontfinomitas tétele alapjan belatjuk, hogy az Uj spké&dio finomitasa
az eredetinek. Megmutatjuk, hog§B.28) A (8.29) A (8.27) = (8.25).

Jeldlie f' az el§ i + 1 fiiggvény kompoziciojatf' ::= fio...o fo. Teljes in-
dukcidval belathatd, hogy8.28) A (8.29) A (8.27) = (Xi11) = f'(D). Alemmabdl
I = n-re kovetkezik az allitas.

Az alabbi program megfelel a finomitott specifikaciénak.

S: (L X i=<>,
{ ONgx,x1:=lorem(x), hiext(x 1, fi(x.lov)),
hax #A<>1})

8.3. absztrakt program. Adatcsatorna

8.5. Elagazas

Az elagazas egy olyan folyamat, melynek egy betnés két kimet csatorndja
van.

——— FORK

A fenti 4bran lathat6 eldgazastol a kovetke® gy feltétel teljesitését koveteljik
meg:

e adat ne vesszen el, azaz minden, ami rakertl a bemenetekkeridjon
feldolgozasra,

e a kimerb csatornakon csak olyan adat jelenjen meg, amelyik a b@é s
tornan érkezett, azaz legyen a Kiilmjoktél mentes,

e ha érkezik adat, akkor azédb-utébb feldolgozésra keruljon.
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Vezessiink be egy fuggvényt, melynek segitségével koneyehlijuk majd a
specifikalni az eladgazast:

split:ChxChxCh— L
A split fuggvényt induktivan definialjuk:

split(<>,<>,<>) =igaz
split(a,b,c) — split(a; x, b; x,c) Asplit(a; x, b, ¢; X).

Legyensplit a fenti két tulajdonsaggal rendelkefiiggvények koziil a legkisebb
igazsaghalmaz@.

A=ChxChxChxChxChxCh
XyXyz
A=ChxChxChxChxChxCh
XyZXy7Z

x
x\
I
<
[
N
[
{
I
<
I
NL
[
A
Y

1) Q=(x=y=2z=
Q € inity,

2.) P=(split(x—x,y,2)) € invy

3) VkeN:|X| >k—s|y|+|7 >k

Az invarians megkoveteli, hogy ne vesszenek el adatok éserdes legyen a
mikodés. A haladasi feltétel nem kdvetel meg "partatigoaabban a tekintet-
ben, hogy mindkét kimeéhcsatornara kertljon @hként adat.

A feladatot megold& program a kdvetkez

S: (SKIR{x,z:= lorem(x), hiext(z,x.lov), hax #<> [J
X,y := lorem(x), hiext(y, x.Iov), hax £<>})

Bizonyitas:

2.) Q=1f(%0,P) =P = P, mertsplit(<> — <>, <>,<>) = split(<>, <>
,<>) =ligaz

3Az megadott két tulajdonsagnak megfelel az azonosan igawéiny is. Barmely két, a tulajdonséagoknak megtelel
figgvény konjukcidja is megfelel a tulajdonsagoknak, igyételmiien létezik legkisebb kozottiik.
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Belatjuk, hogyP = I (S P) =1f (s1,P) Al f (s, P)

Csakl f (s1, P)-t bizonyitjuk. | f (sp, P) kiszamitasa hasonl6an megy, ennek
meggondolasat az olvasora bizzék= I f (s1,P) =

(X%<>H Py<—hiext(y7x.lov)7y<—y;x.lov7X<—Iorem(x)) A (X:<>—> p) —

= (X #£<>— split(x—lorem(x),y; x.1ov,2)) A (x=<>— P)

Be kell latni, hogy

X —lorem(x) = X— x; x.lov

Az 6sszefliggés teljeslilését jol mutatja a koveidkéara:

! X J
! X | )I/_\ x.lov
R
lorem(x) _
X=X
le—]
x—lorem(x)

A split definiciojat alkalmazva azt kapjuk, hogy Ragaz volt, akkor igaz
marad.

3.) A haladasi feltétel bizonyitasat az olvasora bizzuk.
O

8.6. Elemenként feldolgozhato fliggvények

LegyenH egy tetsbleges halmaz. Az elemenkénti feldolgozas targyalasa$ora
az alabbi jeldléseket hasznaljuk:
Xi= Xgx ... xXp, X C2(H)(i € [1..n)),
Yi= Y1x..xYnY]C2(H)(j€[l.m),
X, X, X € X.

4Az asszociativ miivelet eredményének kiszamitasakor enirgyes finomitasi lépést, ill. az absztrakt program he-
lyességét is részletes szamitasokkal bizonyitottuk. Amehkénti feldolgozas targyalasa soran a feladat rédzfelera
bontasanak bemutatasara és a kulédhgrogramkonstrukciok alkalmazasara helyezzik a hangsaly egyes |épések
bizonyitdsa és az absztrakt program helyességének igazméghz6 tételben bemutatott médszerekkel kdnnyen elvégez-
het.
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8.1. Definicio (Teljesen diszjunkt felbontas) x, X az xc X teljesen diszjunkt fel-
bontas, havi € [1,n] : x =% UX ésVi,j € [1,n]: X NX; =0.

8.2. Definicio (Elemenként feldolgozhato fliggvény)Legyen f: X — Y fligg-
vény. Ha minden g X barmelyx, X teljesen diszjunkt felbontasara

fX)Uf(X) = f(x), (8.31)

f(xX)nf(x)=0, (8.32)

akkor felemenként feldolgozhato fliggvéfyot 83].

8.6.1. A feladat specifikacidja

Kikétjuk, hogy barmely fixpontban agrendezett halmam-es értéke éppeh(x')
legyen (8.35.), ahol’ azx valtozé kezdeti értéke (8.33.). Megkdveteljik, hogy a
program biztosan elérje valamelyik fixpontjat (8.34.).

A=XxY x:X,y:Y,B=XX:X.

(x=x) € INITy (8.33)
lgaz— FPy (8.34)
FPy =y = f(X), (8.35)

ahol f elemenként feldolgozhaté.
8.4. MegjegyzésVj € [1.m]:yj = fj(X],...,Xy).

Feltessziik, hogyésx \ xinvarians médon az teljesen diszjunkt felbontasa
ésx \ x-re mar ismerjuk aZ fuggvény értékét. Felhasznalva az elemenként fel-
dolgozhato fiiggvények azon tulajdonsagat, hogy értékiskgrmentum teljesen
diszjunkt felbontasa esetén komponensenkénti diszjumkival meghatarozhaté
a (8.33.)-(8.35.) specifikacio fixpont feltételétaz 0 feltétellel helyettesithet-
juk.

8.6. Lemma. (Elemenkénti feldolgozés - a feladat finomitdsa)alabbi specifi-
kacio finomitasa a (8.33.)-(8.35.) feltételekkel meganddtt

(x=x) € INIT, (8.36)

5A halmazkivonas komponensenként ériand
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Igaz— FPy (8.37)

FPy = Vie[l.n]:(x =0) (8.38)

invie (Vj € [1,m]: (Yj U fj(Xe,....%) = fj(X], ..., %)) (8.39)
inve (Vj e [L,m]: (yjN fj(Xg,....%n) = 0)) (8.40)

inve (Vi, j € [L,n]: (X \ %) NXxj =0), (8.41)

ahol f elemenként feldolgozhato.

Biz.: A 5.8. lemma alapjan. A bizonyitashoz sziikséges maiti&ai meggondo-
lasok indoklasa megtalalhat6 [Fot 83]-ban.

8.6.2. A megoldas
Definialjuk azsl fuggvényt a kovetkekeéppensl: 2 ({1,...,n}) xH —Y,

sl({il,...,ik},e)i:::{ (‘l{f}’ E:: ; gi:ﬁ

aholiy,...,inaz 1...,nszamok egy permutécidja.

Jeloljuk ap és{e} halmazok uni6japU{e}-vel, hae ¢ p. Hasonldan, jeldlje
p—{e} ap\ {e} halmazt, hae € p. A e: mempmd(ivelet egy nemdeterminiszti-
kus feltételes értékadas, amelnek értekil adja egy tetsblegesen kivalasztott
elemét, hgp nem Ures.

8.7. Tétel. (Elemenkénti feldolgozas) 8.4. absztrakt program megoldja az ele-
menként feldolgozhato fliggvény értéke kiszamitasaredatdlt, azaz megfelel a
(8.36.)-(8.41.) specifikacionak.

Biz.: A bizonyitashoz sziikséges matematikai meggondbkliasimklasa meg-
talalhat6 [Fot 83]-ban]

8.3. Definicio. Megfigyelhetjiuk, hogy az elemenkénti feldolgozas 8.4.ranojg

azU:= ie[Lljn] {x } halmaz szamossagaval aranyos szamu allapotvaltozas utan

jut fixpontba. A tovabbiakban, amikomxéretédl beszéliink, akkor U szamossa-
géra gondolunk. Jeldljik x méretpd-szel.
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S j:[!.m}yj =0 || ch:= hamis

s:{ (. ermenix) || ch:=igaz), hax # 0A~ch

Ch7Xi17"'7xik7y::

hamis x,—{e},...,x,—{e}, yOf(sl({i1...ik},€))
haeex, A...nec X, Neg X, A...Ne¢ X, }
Ach

Az elagazasok szam& 2 1.

8.4. absztrakt program. Elemenkénti feldolgozas

8.6.3. Teljesen diszjunkt felbontas parhuzamos
elballitasa

Reprezentéljuk a tovabbiakbanxztalmazokat olyan szigordan névékmono-
ton sorozatok formajaban, amelyeknek elemei és részdarddzvetlenil hoz-
zaférhebek az indexek megadas&ak; elsd, legkisebb elemét jeloljg (1). X
hosszéatx,.dommal jeloljuk. x;[i, j]-vel jel6ljik x; azon részsorozatat, amely a
k:ke (i, j] indext elemeket tartalmazza.

Feltételezve, hog®(n) processzor all rendelkezésiinkre, felbontjtdt n pa-
ronként teljesen diszjunkt részre. A felbontas kiegyeyeott, ha a legnagyobb
és a legkisebb rész méretének kilonbsége legfeljebb 1y&msglyozott felbon-
tas esetén processzor segitségével kbszeresére gyorsithatjukkiszamitasat.
Az egyes részekre kiszamitott réeszeredményeket végll oemsenkeénti disz-
junkt unioval egyesithetjik (8.2. def.).

Megadjuk a paronként diszjunkt felbontas feladatdnak &bisrspecifikacio-
jat:

A=XxM x:X,m:M,B=XX:X,

M = vektor([1..n,0..n], Ap)

SFuggvény tipusu reprezentaciot valasztunk [Fot 86].
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(x=X) € INITy (8.42)
lgaz— FPy (8.43)
FPy = cdd(m,x) A (x=X), (8.44)

aholcdd(m, x) igaz, ha am métrixx paronként teljesen diszjunkt felbontasat defi-
nidlja, azazcdd(m,x) =Vi, j € [1,n]: Vk,| € [O,n—1] : K# | — x[m(i, k), m(i, k+
1]nxjm(j,1),m(j,1+1)] = 0.

Ahhoz, hogy egy paronként teljesen diszjunkt felbontasidibnthessiik, hogy
kiegyensulyozott-e, meg kell hataroznunk nem feltétlein#junkt halmazok uni-
0janak szamossagat. Nem diszjunkt halmazok unidja azoglbarenként feldol-
gozhato figgvény. Ha az unié elemeinek szamat az unio elegnérfeldolgozas-
sal tortéid kiszamitasa Utjan hatarozzuk meg, akkor Snmagaban afdiakése,
hogy a felbontas kiegyensulyozott-e ugyanannyi szamiégsist igényel, mint
a teljes elemenkeénti feldolgozas. Ez a modszer nyilvaawvaliem vezet ered-
ményre. Nyitott kérdés, hogy mas Uton lehetségagesetlegn?) processzorral
paronként teljesen diszjunkt és egyben kiegyensulyortitbhtast hatékonyan
eléallitani.

A tovabbiakban megmutatjuk hogyan lehet hatékonyan pé&matrikljesen disz-
junkt felbontast d@allitani anélkiil, hogy a kiegyensulyozottsagot garaatak’.

A felbontéast a legnagyobb komponens eg@erdszekre osztasaval definialjuk,
azaz ezen egyetlen komponens felosztasat terjesztjikdz&osan a tdbbire oly
maodon, hogy a teljesen diszjunkt felbontéas létrejojjon.

Tegyuk fel, hogyx; az x legnagyobb elemszamu komponéhsBevezetjiik
at vektort, amely t4jékoztat arrdl, hogy a paronként teljedisajunkt felbontas
mely 0sszetedit ismerjik. Ezen 6sszeték egyltteséx részlegesen meghataro-
zott paronkeént teljesen diszjunkt felbontasanakezzuik.

t : vektor([1..n],{0,..,n—1}). Jel6ljuk pccd'm,t, x)-vel, ha azm méatrix ele-
meivel és & vektor értékeivel meghatarozott, &x(i, j)|j <t(i)} osztaspontok-
kal megadott, részleges felbontas megfelel a paronkénteeljgiszjunkt felbon-
tas kovetelményeinek, azapcddm,t,x) = Vi € [1..n] : (m(i,0) = 0AM(i,n) =
Xi.dom AVi, je[1,n]:Vk | e[0,n=1] :k#IAk<t(i)Al <t(j)—x[m(i,k),m(i,k+
1] nxg[m(j, 1), m(j,1 +1)] =0.

A [Fét Hor Kozs 95] cikkben egy médszert mutattunk arra, hagilyen médon oldhaté meg mas aton az a feladat,
hogy az egyes processzorok kozott a feladatmegosztastekisdlyozzuk.

8A legnagyobb elemszamu komponens megtalalasa visszheézegy maximumkeresésre, amely asszociativ miive-
let. A 8.3. tétel szerint ezt a feladato{log(n)) Iépésben megoldhatjuk. A kéisbiekben latjuk majd, hog@(log(n))
Iépés elhanyagolhaté a megoldashoz szilkséges Osszes\dllazashoz képest.
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A részlegesen meghatarozott, paronként teljesen diszeltiontas fogalma-
nak bevezetésével finomithatjuk a (8.42.)-(8.44.) spexiiik.

8.8. Lemma. (Paronként diszjunkt felbontés - a feladat finomit#saalabbi spe-
cifikacio finomitdsa a (8.42.)-(8.44.) specifikacionak:

(x=x) € INITy (8.45)

Igaz— FPy (8.46)

FPy =Vie[ln:t(i)=n—1A(x=X), (8.47)
invy (pccdm;t, x)) (8.48)

Biz.: A korabbiakhoz hasonl6an a 5.8. lemma alapjan.

Valasszuk & : A—— ap varians fliiggvényt a kovetkéképpen:
vi=nsn—[{m(i, j)|j <t()}].

8.5. Megjegyzés.A (8.43.) feltételt nem finomitottuk. A varians fuggvényre v
natkozo 5.7. tétel segitségével bizonyithatjuk majd agt b program megfelel a
(8.43.)=(8.46.) feltételnek. Ebben az értelemben a varféiggvény megvéalasz-
tasa is egy finomitasi lépésként foghatd fel.

A varians fuggveény értéke akkor csokken, hiia vektor elemeinek értéke
nd. Ez azt jelenti, hogy a részlegesen meghatarozott fedlsoht kell terjeszteni,
azmmatrix tovabbi elemei értékének meghatarozasaval.

Az (8.48.) invarianspccdm,t,x) igaz marad, han(i,t(i) + 1)-t azonx;-beli
elem indexének valasztjuk, amely elem kisebb vagy ed@yeriim(1,t(i) +1))-
nél, és amely elemre rakovetkeelemx;-ben nagyobb, mink;(m(1,t(i)+1)).
Jeldljuka(j=mv (j e (mnAX(j) <h)A((j+1le[mn]Ax(j+1)>h)V(j=
n)) logikai figgvényt (x;, j,h)-vel. A (8.48.) feltételt a

inVX’(Vi7j < [17 n] : r(th(I? j),Xﬂm(l, J)))) (849)

feltétellel finomitjuk.

Mivel x; monoton, a (8.49.) feltétellel definiélt feladat visszaterd szek-
vencialis logaritmikus keresésre [Fot 83].

Altalanositsuk a (8.49.) feltétellel definialt feladatbegyenH egy rendezett
halmaz(m,n] az egész szamok nem Ures intervallumé& &sn,n| — H monoton
novo fliggveny. Adott egy € H érték. Keressuk meg agt [m, n| egész szamot,
amelyre ay(]j) tulajdonsag teljesul, ahol(j)::=(j =mvVv (j € (mn] A f(j) <
M A((J+1e[mnAf(j+1)>h)v(j=n)).
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A=zxzxzxH, mn,j:z, h:H.
B=zxzxH, m,n:z, H:H.
Qi=(m<NMAM=mMAn=n"Ah=hA
AVK I e (mn]:k<I= f(k) <f(l))

Q — FPm’,nﬁh’ (8.50)
Q € INIT m, (851)
FPn‘Y,n’,h’ = (h =hA j € [r‘r’(,n’] /\y(j)) (852)

Mivel az [m, n| intervallum nem Ures, ezért biztosan létezik olyjam [m,n| :
y(j). Finomitsuk a specifikaciot egy invarians és egy variang\Jégy bevezeté-
sével. Az allapotteret két j komponens bevezetéséwdltjiik. u,v: Ap.

Valasszuk av; : A—— A varians fliggvényt a kdvetkéképpen:vy ::= v —
u+1.

iVpy ww(h=H Afuv] C M, AU VA | € [u,V]) (8.53)
INViy vy (YK € [, 0]\ [u, V] : —y(K)). (8.54)

8.9. Tétel. (Logaritmikus keresés tételd) 8.5. absztrakt program megfelel a
(8.50.)-(8.54.) specifikacionak.

S: wv,j:=mn,[(m+n)/2]

S:{ uj=1][(+v)/2],ha=y(j) A f(j) <h
\ Vv, i=J,[(u+]j)/2,ha=y(j) A f(j) > h

8.5. absztrakt program. Szekvencialis logaritmikus k&ses

Bizonyitas: A bizonyitas a [Fo6t 83]-ban adott bizonyitépgdn elvégezhét
O

Alkalmazzuk a logaritmikus keresés programjat (8.5. prgsprozatra (szu-
perpozicio), egyenként— 1-szer (explicit szekvencializalésod n) [Lam Sin 79]).
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Ezzel a mddszerrel meghatarozhatjuknamatrix értékét ugy, hogy azegy pa-
ronként teljesen diszjunkt felbontasat definialja, azaghapjuk azt a programot,
amely megfelel a (8.45.)-(8.48.) specifikacionak. A megsltelyességét a szu-
perpozicio és a szekvencia levezetési szabalyara hiwatkgazolhatjuk.n— 1
folyamat szekvencigjat egyszerii transzformaciovalsikh alakitjuk.

S0 _(7.nMi.0),mfi,n].t(i) :=0,x.dom0
|:E.n} m[1,i] :=ix*[(X;.donDIVn)]
I:Erﬂu(l),v(l ,m(i,t(i)+1) :=0,x.dom [x.domnmy2]
Si{ i mu(),m(i,t(i) +1) ;== m(i,t(i) + 1), [(m(i,t(i) + 1) +v(i))/2],
ha x(m(i,t(i) +1)) <xi(m(L,t(i)+1))A
(%, m(i,t(i) +1),x1(m(1,t(i) +1)))

ha xi(m(i,t(i; +1)) >xa(m(L,t(i)+1))A
i)+

i:Eﬂ]t(i),u(i),v(i),m(i,t(i) +1):=t(i)+1,0,x.dom [x.domy2],
hal (x,m(i,t(i) +1),xa(m(L,t(i) +1))) At(i) <n—1

8.6. absztrakt program. Parhuzamos paronként teljesejunid felbontas

8.6.4. Diszjunkt halmazok unidja

Az f elemenként feldolgozhaté fliggvény értékét a paronkéjesih diszjunkt
felbontassal kapott szeletekre fuggetlendl, parhuzamaseghatarozhatjuk. A
telies eredményt a szeletekre kapott eredmény diszjunibjakeént allitjuk eb
(8.2. def.).

Tegyuk fel, hogyf értékét ismerjik mind azn paronként teljesen diszjunkt
szeletére. Jeldljuk a fuggvényértékeket rendfe),..., p(n)-nel, aholp(i) =
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(P(i)1,---,p(i)m) € Y. Tudjuk, hogyVi € [1..n] : Vk,I € [1.p(i).donj :k# | —
p(i)kN p(i); = 0. TetsBlegesj € [1..m|-re:y; = fj(X},...,X,) = [LiJ }p(i)j. Ah-
le|ll.n

hoz, hogy megkapjuk az= f(X') értéket, ki kell szamitanunkdiszjunkt halmaz
unidjat mindenj € [1..m]-re. Tegyik fel, hogy a halmazok sorozatok forméajaban
adottak, és a sorozatok elemei indexeik alapjan elédketA halmazok uniéjat,
mint a sorozatok konkatenaciojat allitjuldeb(i); elemeity; azon részsorozataba
kell bemasolnunk, amelyik keﬁmdexez:(;ll p(k)j, azaz meg kell hataroznunk a
p(k); sorozatok hosszabol kapgtszerint rendezett sorozat minden kégeele-
tének dsszegét. Az 6sszeadas asszociativ mlvelet, itgdafenegoldhatd a 8.2.
absztrakt program felhasznalasaval.

8.6.5. A parhuzamos elemenkénti feldolgozas tétele

8.10. Tétel. (A parhuzamos elemenkeénti feldolgozas tétélgB.33)-(8.35) spe-
cifikacios feltételek altal definialt feladat megoldasa fesen diszjunkt felbon-
tas programjanak (8.6. prg.), az elemenkénti feldolgozagnamja (8.4 prg.)
n-szeres szuperpozicidjanak és a diszjunkt halmazokéuaiaflott megoldas m-
szeres szuperpoziciéjanak szekvenciaja.

8.6.6. Hatékonysag és altalanossag

A fenti megoldas egyszerlien implementélhatd szinkroringson architektiran

is, és osztott rendszerben is [Cha Mis 89]. Osztott rendszerén csak akkor
hatékony ez a megoldas, ha eleg&e sok,Q([log(n)]) (logikai) csatorna all
rendelkezésre processzoronként és a kommunikacioés gdataésony. Tegyuk
fel, hogy ©(n) processzoron implementaljuk az absztrakt programct ©(n)
és|x| sokkal nagyobb, minb. A parhuzamos teljesen diszjunkt felbontas ered-
ményetO(n) processzor cseréli ki egymas kozott, hogy az egyes szedatadg-
kezdbdhessen az elemenkénti feldolgozéds. Az elemenkéntilfgidas eredmé-
nyét isméto(n) processzor cseréli ki egymas ké2oh kommunikacios lépések
szama teh&®(n) processzoronként. A teljesen diszjunkt felbontdshoz szijés
lépések szam@(nxlog(|x|)), a szelet elemenkénti feldolgozasahoz sziikséges lé-
pésszamQ(|x|/n) (kiegyensulyozott felbontés esetén), a részeredmeénymiako

V4

9Egyes parhuzamos gépek processzorai szamara a filerepdstaezamosan is elérlietEbben az esetben a kommu-
nikacioés igény kisebb.
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miatt. Kevés valtozén) és sok adatX) és kiegyensulyozott felbontas esetén a
fuggvényérték meghatarozasanak jellériidltsége|x|/n.

Elemenként feldolgozhato fliggvény értékének kiszamigasgzethdi vissza
rendezett sorozatok 6sszefésiilése, halmazok uniéjahszadisités [Fot Nyé 90],
Conway problémaja [Cha Mis 89] és még szamos feladat.



124 8. FEJEZET. PROGRAMOZASI TETELEK

8.7. Feladatok

8.1. Feladat. Loké&lis minimumok szama

Adottak az n hosszUsagu egészeket tartalmazo vektor. Adjgkhogy hany
lokélis minimum van a vektorban. (Lokalis minimum egy elearkisebb a balol-
dali és nem nagyobb a jobboldali szomszédjanal.) Oldjuk aedadatot legfel-
jebb n+ 100processzorral szinkron arhitekturan a lehet6 legkevbdépésben.

e a) Specifikaljuk a feladatot!

¢ b) Adjunk megoldé programot és mutassuk meg, hogy megfepedafika-
cidnak !

8.2. Feladat. Feltételes 6sszegzés
Adott az A [1..N] — Z vektor, és az f[1..N] — L fliggvény.
Szamitsuk ki a

N
3 X(H0) <Al

értéket!
Készitsuk el a feladat specifikacidjat, irjunk fel megoldigpamot és lassuk
be a helyességét

8.3. Feladat. Logikai matrix sorainak egyezése egy mintaval

Adottak az nx m logikai matrix és az m-elem{ logikai vektor. Adjuk meg,
hogy a matrix hany sora egyezik meg a vektorral. Oldjuk megjadatot mx n
processzorral szinkron arhitekturan a lehetd legkevbdépéshben.

e a) Specifikaljuk a feladatot!
¢ b) Adjunk megoldé programot és mutassuk meg, hogy megfepedafika-
cionak

8.4. Feladat. Logikai matrix szorzasa

Adottak az n< m logikai matrix és az m-elemu logikai vektor. Szamitsuk ki
matrix és a vektor szorzatat. Oldjuk meg a feladatot mprocesszorral szinkron
arhitekturan a lehet6 legkevesebb Iépésben.

e a) Specifikaljuk a feladatot!
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¢ b) Adjunk megoldd programot és mutassuk meg, hogy megfepelafika-
cionak

8.5. Feladat. Els6 egyezés

Adottak az fg,h: [1..N] — Z fuggvények. Szamitsuk ki az L és ic [1..n|
ertékeket, ahol i az els6 olyan index, melyre a harom fuggeétéke megegyezik,
| az a tulajdonséag, hogy létezik ilyen index.

e a) Specifikaljuk a feladatot!

¢ b) Adjunk megoldd programot és mutassuk meg, hogy megfepelafika-
cionak

8.6. Feladat. Szamoljuk ki két N bites binaris szam szorzatat. Specifikadd-
junk ra programot, majd lassuk be, hogy a program megoldgladatot, megfelel
a specifikacionak. A megengedett miveletek: |épteték, dityenldéségvizsgalata
és bitre vonatkoz6 értékadas.

8.7. Feladat. Adott egy iranyitott, véges, kdrmentes graf. Dontsik elyh@n-

e a grafnak olyan iranyitott Utja, amely minden csucsot psah egyszer érint!
(A grafot egy nx k-s matrixban reprezentaljuk.) A graf csucsainak szamaa n,
csuicsok fokszama legfeljebb k. Rendelkezésre(ak &) processzor.

8.8. Feladat. Adott egy iranyitott, véges, kérmentes graf. A csucsokal OH-
letve 1-gyel cimkézzik. Dontsik el, hogy van-e a grafnandhanyitott Gtja,
amely mentén a csucsok cimkéinek sorozata pontosan egynagadott termé-
szetes szam kettes szamrendszerben felirt alakjat adja Amegaf cslcsainak
szama: n, a csucsok fokszama legfeljebb k. (A grafot edi# 1)-es matrixban
reprezentaljuk.) Rendelkezésre allf3 k) processzor.

8.9. Feladat. Visszavezetés

Adott egy fekete-fehér digitalizalt kép egy sora az N hasgxilv vektorban.
A vektor egy eleme 0 vagy 1, a 0 a fekete, az 1 fehér képpdidtojesor minden
képpontjara allapitsuk meg (azaz irjuk a d vektor megbedédinébe), hogy milyen
messze van tdle jobbra az els6 fekete képpont ! ( Feketekrarez az érték 0)
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8.10. Feladat. Visszavezetés

Adott egy fekete-fehér, N sorbdl és M oszlopbdl allé, digiit kép. A kép
minden képpontjara az m matrix tartalmazza, hogy milyersaeegan tdle jobbra
az elso fekete képpont ( Fekete pontokra ez az érték 0). Agyepekezdésekre
tagolt szoveget tartalmaz, minden bekezdés els6 sorebibeiezdddik. Meg sze-
retnénk keresni a bekezdések kezdetét a k’epen. Feladadljikdemeg a kép
els6 oszlopanak azon pontjait (azaz az | logikai vektorfelelp elemeit allitsuk
igazra) , melyek felett van legalabb h olyan sor, melynek ei&éppontja feh’er.



9. fejezet

Modellek és tulajdonsagaik

9.1. Szemantikai modellek

Azt, hogy egy program futdsa soran nemkivanatos mellékbrtdem lIépnek fel,
csak akkor tudjuk igazolni, ha a modell a folyamatok koldsitasa soran fellép
jelenségek minél szélesebb kdrének jellemzésére alkald@snk, hogy model-
link minél valésaghlibben tikrbzze a sokprocesszoroskomiputereken futd
programok viselkedését, ahol az események a killd@nptesszorokon egyide-
jileg mennek végbe, valamint tAmogassa a lépésenkémiffiast. Ezért kivana-
tos lenne, hogy a modell alapfogalmai magukban foglaljéklésparhuzamossag
és a valds nemdeterminisztikussag fogalmat [Bak War 91, Wal©1]. Masrészt
toérekedntink kell arra is, hogy modelliink ne valjon kezadtiehil bonyolultta.

Val6s parhuzamossagt ir le egy szemantikai modell, ha a parhuzamos prog-
ramot nem tekinti azonosnak azzal a programmal, amelydyarf@tok eleminek
tekintett sszetadinek Gsszefésiilésével kapurki{+ b a # a || b)*, ellenked
esetberbsszefésilésémterleaving) szemantikardl beszéliink. Az 6sszefésilés
szemantika legnagyobb hatranya, hogy az dsszefésuléefelti az elemi mive-
letek (atomi akciok) egy rogzitett szintjét. Ha az elemivalét fogalma relativ,
akkor a modell mar ellentmondasra vezei) (cd) + (cd)(ab) ?=?(ab) || (cd)).

Ha nem alkalmazzuk azt az egyszerUsitést sem, amely sagrilogramok nem-

determinisztikus viselkedése a kéAllapotra korlatozhato, akkadben elagazé
szemantikardl, ellenkézesetbendbben linearisszemantikarél beszéliink (linear
time, branching time). Az idben linearis szemantika szerint a &@ébi nemde-
terminisztikus viselkedés @le figyelembe vehéta kezdeti llapotra vonatkoz-

la|| b - az a esemény ésteesemény idben atfedi egymast.
a b- azaesemény megéti ab eseményt.
atb - aza esemény és hesemény kozul pontosan egy kdvetkezik be nemdetermikuisan.

127
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tatva (idBben ebrehozott dontések). Ebben az esetben minden lehetsésdbké
nemdeterminisztikus viselkedédbre figyelembe kell venniink, ha a program he-
lyességét vizsgaljuk. A partner folyamatok allapotanaiedigmbevétele nélkul
(tul korédn) meghozott dontés holtpont kialakulasat eredragheti &(b+ c) #
ab+ ac). Ha a szelektiv varakozast tartalmazo programot egyspezkvivalens-
nek tekintjik azzal, amely éte vagy az egyik vagy a méasik partner mellett dont,
akkor a lehetséges j6 megoldasok egy részét eleve kizarjuk.

Ha folyamatok k6z6tti kapcsolatok topoldgiaja a programasa soran valtoz-
hat, Uj folyamatok johetnek létre korlatlan szamban, viéefolyamatok szlinhet-
nek meg, akkodinamikusmodellidl, ellenked esetberstatikusvagy korlatosan
dinamikusmodell®l beszélink aszerint, hogy a folyamatok szama rogzitett va
felllrdl korlatos. A véltozasok matematikai leirasara az all@pdtiterjesztése,
projekcidja [Fot 88] biztosithat eszktzt. Szemantikai eltek tehat abban k-

l6nb6znek, hogy mely absztrakt programokat tekintik azoiads.

e Az Un. leiré szemantika minden programhoz a szemantikai tartomany (pl.
az allapottéren értelmezett binaris relaciok halmaza vatpmely algebrai
struktura) egy elemét rendeli hozza. A programkonstrukwai a szeman-
tikai tartomanyon értelmezett miveletek (pl. relacidlgeni kompozici-
0ja) felelnek meg. Teljesllnie kell annak, hogy dsszetettjram megfele-
|6je a komponensekiba programkonstrukcionak megfedeinlivelettel all
elé (kompoziciondlis megfeleltetés).

e Muiveletiszemantika definialasakor pl. cimkézett atmenetgrafodjlbiasz-
nalhatunk. A graf csucsaiban helyezkednek el az absztragramok, az
éleket altalaban elemi miveletekkel cimkézzik. A graidefinialja, hogy
egy (6sszetett) program egy elemi miivelet (vagy kompopsgram) vég-
rehajtasa utan mely programmal ekvivalens médon mikanikkb. Azt
vizsgéljuk, hogy mely absztrakt programok viselkedésaagpazaz mely
absztrakt programoknak megfdletstcsokbdl elindulva kapunk ekviva-
lensnek tekintett cimkesorozatokat. Az ekvivalencia deitija esetleg 6n-
magaban is bonyolult. (Arocesszalgebrabatien 88] definialt tesztelési
ekvivalencia vizsgéalatakor példaul grafok direkt szcaiadl indulunk ki.)

e AxioOmatikus szemantikarél beszeélink, ha absztrakt programok ekvivale
cigjat axiomak és levezetési szabalyok segitségével akgk

Amikor utasitasok, szekvencidlis programok hatasrejagiéint az allapot-
tér feletti binaris relaciét definialjuk, akkor leiré szemi&ai eszkdzoket alkalma-
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zunk programok ekvivalencidjanak definialdsara. Ebben defitien programok
helyességét statikus médon vizsgaljuk (pl.: halmazokdisszonlitasara vezetjik
vissza), mig mlveleti szemantikat alkalmazva a progragesenikddését annak
dinamikus viselkedése elemzésével igazolhatjuk. Ez utdlduiszer altalaban
tobb hibalehdiséget hordoz magaban, démje, hogy a program viselkedését
szemléletes formaban irja le. Az axiomatikus szemantikanaatikus helyesség-
bizonyitasra alkalmas d@sorban.

Gyakran felvetik a kérdést, hogy harom kulonbdarmaban definialt szeman-
tika ekvivalens-e (az axiomatikusljesésellentmondasmentes illetve a mive-
leti teljesen absztrake a leiréra nézve [Hen 88]), azaz pontosan ugyanazon absz-
trakt programokat tekintik-e ekvivalensnek. A kérdés atd8e gyakran dsszetett
matematikai apparatus hasznalatat igényli, kilonosen,lbad szemantikai tar-
tomany egy bonyolult algebrai struktira vagy metrikus Bal{ War 91]. llyenkor
kérdésesseé valik az elmélet gyakorlati alkalmazhatéssagaert szikségképpen
hasonldéan bonyolult eszk6zokre van sziikség annak eldfivdéss, hogy az absz-
trakt program megfelel-e a specifikacidénak.

A gyakorlati alkalmazas szempontjabdl tehatdlsges, hogy a jelenségek
minél tagabb korének leirasara alkalmas, de minél egybbanatematikai struk-
tiraju szemantikai tartomany segitségével modellezzidtlaygamos programok
vildgat.
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10. fejezet

Irodalmi attekintés

Parhuzamos folyamatok leirasara, szemantikajuk defisél [€pé-
senkénti finomitasukra szamos modellt alkottak. Ezek altakbd@lonboz-
nek céljukban, kifejezberejiikben, matematikai eszkildtékben. Ebben
a fejezetben roviden ismertetiink néhany, a dolgozatbamiedellhez ro-
kon elméletet. Azokra a fogalmakra, médszerekre helyezdidngsuiyt,
amelyek megfelel6it megfogalmaztuk a relaciés modelthellegemlitiink
néhany olyan eredményt is, amely az altalunk valasztottsitiranytol
tavolabb esik. Sem a felsorolasban, sem a kivalasztott lireldenzésében
nem torekedtlink teljességre.

10.1. A Hoare logika kiterjesztései

A szekvencialis programok helyességbizonyitasara Fldpdre, Dijkstra és ma-
sok altal kidolgozott elméletet mar a 70-es évek elejémnjkisatették olyan ele-
mekkel, amelyeket konkurens viselkedés ill. szinkronizdeirdsara, holtpont-
mentesség és mas biztonsagossagi tulajdonsagok bizargifhdgalmaztak meg.
A parhuzamos programot, mint szekvencialis folyamatokigggét vizsgaltak, és
olyan kovetkeztetési szabalyok megfogalmazéasara torekeamelyek az egyes
folyamatok helyességének bizonyitdsa és az ds<aet@lcsonhatdsainak korla-
tozdsa mellett a parhuzamos program helyességét igazoltak

Interferenciamentesség bizonyitasa

Owiczki és Gries fogalmazta meg 1976-banrderferenciamentességvetelmé-
nyét [Owi Gri 76]. Két szekvencidlis folyamat interfereacientes, ha az egyik
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helyességbizonyitdsaban alkalmazott kritikus felt&tedgesulését a masik folya-
mat atomi miveletei nem érvénytelenitik. Lamporhanoton predikaturfogal-
manak bevezetésekor hasonlo kdvetelményt tamasztottyatiegikod folya-
matok kdlcsdnhatasara [Lam 77]. Ezek a feltételek egyrelllymatomi [épésbl
allo folyamatpar esetén az dsszétie\szekvencialis helyességének igazolasahoz
szlikséges bizonyitasi Iépéseken tuldemma parhuzamos program parcialis he-
lyességének belatdsahoz tovahkim bizonyitasi Iépést tettek szilkségesse. A
modszer alkalmazasakor tovabbi nehézséget okozhat amgyg, daparhuzamos
program komponenseinek allapota nem egyértelmien néeglzatt az 6sszetett
program valtozoéinak értéke altal, ezért a bizonyitadsokrsdmn. segédvaltozokat
vagy mas névekontrollvaltozdat is be kell vezetni. A segédvéltozok a program
futasa soran értéket kapnak, de értékiket csak a helyesspgitas sordn hasz-
naljuk fel. Az alkalmasan megvalasztott segédvaltozéékéralapjan meghata-
rozhatéva valik, hogy melyik 6sszefivfeleldsek a korabbi allapotatmenetekért,
az egyes folyamatok mely atomi miivelet végrehajtdsamérak. Ugyanezen
célt szolgaljdk a Lamport altal bevezetett kontrollvafteZl.am 90], melyek az
egyes atomi miveletekhez rendelt logikai valtozék. Egywetét kontrollvaltozéi
pontosan akkor vesznek fel logikigiaz értéket, amikor az adott mivelet végre-
hajtasa megketlik, éppen folyamatban van, illetve véget ért.

van Lamsweerde és Sintzoff [Lam Sin 79] a parhuzamos progenkezetét
a folyamatok halmaza helyestomi akciok halmazeent,iterativ programstruk-
tura alakjaban rogziti. Megmutatjak, hogy uexplicit szekvencializalagechni-
kaval szekvencialis 6sszetavis felbonthatoak atomi miiveletek halmazéara. Mo-
delljukben a megoldas levezetésén és nem a kész prograrassegbizonyi-
tasan van a hangsuly. Az iterativ program ciklusinvarianga a parhuzamos
program globalisnvariansa jelenik meg és nagyban megkdnnydtttonsagos-
sagi feltétebk megfogalmazaséat és bizonyitdsat. Modelljikben ebptedasi
tulajdonsa@k kifejezésére és bizonyitasara is eszkozt adnak, pl. atégizzak
az adott végfeltétel elérésénkbdggyengébb eldfeltétetl amelyet a Dijkstra altal
definialt leggyengébb éfeltételtdl [Dij 76] felépitett funkcionalok fixpontjmak
kiszamitasaval hataroznak meg. Médszert adnak arra iy, iagyan hatarozzuk
meg egy adott invarians biztositasat garansaiakronizacios feltéteket, hogyan
transzformaljuk a programot olyan alakba, hogy az invatiés igy a szinkroni-
zacios feltételeket is a lelteteggyengébbre valaszthassuk meg. Megalgk
pontmentegs kiéheztetésmentgsogramszintéziének modszerét. A UNITY
ben [Cha Mis 89] és az altalunk megfogalmazott modellbemiddfiabsztrakt

1Unbounded Nondeterministic Iterative Transformations
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programstruktiraja megegyezik van Lamsweerde és Sintzoff parhagarog-
ramjainak stuktarajaval.

Parhuzamos programok haladasi feltételeinek leiraskednahs predikatum-
transzformereket rajtuk kivil sokan megfogalmaztak. Ajlemgébb difeltétel-
bol felépitett monoton funkcionélok legkisebb és legnadyfixpontjainak egyt-
tes alkalmazasaval definialja Park iterativ programszetied haladasi tulajdon-
sagaitpartatlan Utemezékeltételezése mellett. Hasonl6 predikatumtranszformert
alkot Morris rekurziv programok haladasi tulajdonsaghiterasara. Szamos,
egyes specialis haladasi tulajdonsagokat kiloahifrtatlansagi feltételek mel-
lett kifejezd predikatumtranszformert ad meg fixpontos alakban Flonuzsik$
[Flo Suz 81], Francez [Fra 86], Lukkien [Luk Sne 92].

Globalis invariansok bevezetése

van Lamsweerde és Sintzoff eredményeit alkalmazza Andkenlsurens progra-
mok szintéziére [And 91] azzal a killbnbséggel, hogy a programszerkiezete
iterativ formaban definialja, hanem visszatér az Owiczke§modell program-
fogalmahoz. Mddszere a megoldépésenkénti finomitaa alapszik. Eszor

a megoldas szerkezetét definialja a feladat meghatarcdésgyidejlileg, azaz
megadja a megoldasban szetefillyamatokat, azok kdzos allapotterét és a kol-
csOnhatasukat korlatozo invarianst. Masodik |épéskéimidia az egyes folya-
matok szekvencidlis vazat a bizonyitas vazlataval egyAitharmadik Iépésben
van Lamsweerde és Sintzoff mdédszerével meghatarozza krezipaciosor-
feltétekket a leggyengébb d@kltétel kalkulus alapjan. Végil implementélja az
absztrakt programt egy konkrét nyelven és architektiran. Andrews részabetes
elemzi azokat a heurisztikus médszereket, amelyekkeadsiittrtato folyamatok in-
terferenciamentessége. Kénnyi garantalni, hogy kéafobt nem interferal egy-
massal, ha azok diszjunkéltozdon dolgoznak, azaz amelyik valtozot az egyik
folyamat ir, azt a masik folyamat egyaltalan nem hasznala.a valtozok at-
fedik egymast, akkor a masik folyamat utasitasainak hatad@yelembe véve
gyengithetjik a bizonyitasi vazlat kritikus feltételeltl alkalmazhat6 globalis
invariansok moédszerenikor arra toreksziink, hogy az egyes atomi utasitasok el
és utdfeltételeit a globalis invarians és egy olyan allkdsjunkcidjaként irjuk
fel, amely allitas csak a folyamat lokalis valtozéitol vaggfeljebb csak olyan
valtozoktol figg, amelyet csak az adott folyamat ir. Szomkzéaciot is alkalmaz-
hatunk az interferencia elkerllésére, oly modon, hoggltétellel korlatozzuk
az adott kritikus allitast érvénytele@jtinterferenciat okozé utasitas végrehajtasa-
nak lehebségét olyan allapotokra, amikor interferencia nem joreléAndrews
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definidlja afinom atomicitases adurva atomicitdfogalméat. Az atomi akcidk
szintjének megvalasztasa kihat arra, hogy a helyességhitas szempontjabdl
mi szamit kritikus allitdsnak és egyben meghatarozza azraks program imp-
lementacidjanak lehetséges hatékonységigramozasi tétek szintézise soran
torekedni fogunk arra, hogy a tételek végaakjat az Andrews altal megfogal-
mazott legfinomabb atomicitas feltételezése mellett adjalg és minél gyengébb
szinkronizéacios feltételeket hatarozzunk meg.

10.2. Egy relacio alapi modell

E. Best 1983-ban megfogalmazta parhuzamos programoke&pio alapu sze-
mantikai modejet [Best 83]. A szemantikai tartomany elemei olyan rellcio
amelyek azallapottér pontjaihozérvényes végrehajtasi soropéiat rendelnek
hozza. A végrehajtasi sorozatok elemei felvaltva allap¢i@dltozok értekei) il-
letve az allapotdtmenetért febsl folyamatok azonositéi. Két szomszédos élla-
potot mindig az allapotatmenetért félsl atomi mivelehatasrelaciga kapcsol
0ssze. A végrehajtasi sorozat tehat alkalmas arra, hogpredixe egyértelmiien
azonositsa a parhuzamos program minden egyes komponkréapotat. A
végrehajtasi sorozatok tulajdonsagainak elemzésével dgdimialja aholtpont

a pértatlan Utemezés parcialis helyességatermindls fogalméat. Modelljében
megjelenik afeladat (cél) fogalma, amely az allapottér felett értelmezsita-

ris relacié ([Fot 83]). Igazolja, hogy az Owiczki-Gries féle kovetket#si sza-
balyrendszehelyes és teljea definialt parcialis helyesség bizonyitasara nézve.
Absztrakt programok relaciés miveleti szemantikgjanafinécidjdban az érvé-
nyes végrehajtasi sorozat fogalmat altalanositjuk.

10.3. Folyamatok viselkedésének algebrai leirasa

Trace-ek

Parhuzamos programok algebrai modelljei gyakran induknak egyes folyama-
tok végrehajtasanal megfigyelbaetsemények (atomi miveletek) sorozataibdl.
Mazurkiewicz definialja &onkurens abtogalmat [Maz 89]. A konkurens abc
az esemeények azonositéinak halmaza és az események lamitd szimmet-
rikus és reflexiv binarisliggdségi relaciaendezett parja. Két eseménysorozat
ekvivalens ha egymas permutaltja és két esemény csak akkor szerepel ki
b6z0 sorrendben a két sorozatban, ha nem k&t 6ssze a fludgiségi relacio.
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Eseménysorozatok ekvivalenciaosztélyai a trace-ek.efekchalmazahyehnek
nevezzik. Trace-ek felghrcialis rendezéselacié adhaté meg a prefix fogalma-
nak altalanositasavaPrefix zart nyelek folyamatok viselkedését irjak le. Trace
halmazok miuveletgbrogramkonstrukci® miveleteknek feleltethi¢k meg. A
mveletek algebrai tulajdonsagainak elemzésével, hammimmusok megadaséa-
val programok és dsszetefolyamatok tulajdonséagait vizsgalhatjuk.

Cimkézett atmenetrendszerek

Pratt a trace-ek fogalmat altalanosiplamsetekkel [Pra 86] adja meg parhuza-
mos programoKleir6 szemantiki@t. A modell érdekessége, hogy az eddig is-
mertetett modellekt eltéiben nenbsszefésiiléses szemarjtik®ratt nagyszamdu
konstrukciés operatort definial, kombinatorikai, logikaiiveleteket, illetve al-
gebrai lezartakat. Pratt valos parhuzamos szemantikatneéfinialt konstruk-
ciés miveleteinek megfek@relaciés miveletek definiciéja nagyban ndvelheti az
altalunk megfogalmazott modell kifejéerejét. A relacios modell ilyen iranyu
Kiterjesztése tovabbi kutatasi feladatot jelent (6 fetleze

Mazurkiewicz és Pratt modelljében a feladatot a megengedse¢ményso-
rozatok” megadasaval specifikalhatjuk. A modellek folytoRaviselkedésének
analizisére alkalmasabbak, mint parhuzamos programntégisére.

Milner CCS modelljében [Mil 89] a megfigyelhétesemények azok, amikor
egy folyamat a kulvilaggal kommunikal. Folyamatokat ogsitketiink csator-
nakkal majd ezeket az 6sszetett egységeket egyetlen égyadgzelhetjik oly
maodon, hogy a betskommunikaciot elrejtjik. Feladatot is CCS folyamat alak-
jaban definialunk, megadjuk a kivant megoldas csatorn&tééguk, hogy ezen
csatornakon milyen kommunikacios viselkedés legyen meeifigt. Parhuza-
mos rendszerek szemantikajat Milner miveleti szemavaikaimkézett atmenet-
graffal® adja meg. Egy dsszetett rendszer megold egy feladatotyliadimeg-
figyelhet viselkedése ekvivalens (szigordan ekvivalens, megfigpfatn ekvi-
valens, megfigyelhéen kongruens) a specifikalt viselkedéssel. Milner leir egy
egyszerl parhuzamos programozasi nyelvet, amelynekessai@jat CCS-sel de-
finialja. Megad egymodalis logikaalapu specifikacios nyelvet is, amellyel CCS
folyamatok viselkedésére tudd@tasokat tenni.

Az altalunk bemutatott relacidos modellben folyamatok Niedésére vonat-
kozo6 ebirasokat a modalis logikakhoz tartoz6 temporalis logikéiveleteknek

2Calculus of Communicating Systems
LTS - Labelled Transition System
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megfeleb relaciok megfogalmazasaval teszink.
Hennessy altalanosan fogalmazza meggaresszalgebralméletét [Hen 88],
eredményei alkalmazhatoak pl. a CCS-re is.

CSP

A CCS-hez hasonl6 Hoare CSBImélete is [Hoa 85], amely folyamatok szeman-
tikajat miveleti szemantikal adja meg. A feladatokat a folyamat viselkedésére
vonatkoz6 logikai allithsokkal specifikalja. #egoldasdefinicidjat a program
struktaraja szerint alkalmazdtbvetkeztetési szabalyrendseeépiti. A kovet-
keztetési rendszer szabalyai adottak, illetve Hoare meggleiré szemantikis,
amely alapjan ¢éevezetési szabak bizonyithatéak. A specifikacios nyelv a csa-
torndkhoz rendelt torténetvaltozokra vonatkozo alag@éitikbol felépitett logika.
Csatornavaltozdhoz rendelt torténetvaltozokbal felépitett flggvénykazipiod-

kat a dolgozatban bemutatott modellben is hasznalunk [He36).

10.4. Temporalis logikai modellek

Konkurens programok tulajdonsagainak leirasara alkakesaktz a temporalis
logika. Temporalis logikdban az egyes formulakat egy olyendell felett értel-
mezzik amelyben a formulak igazsagértéke altalabd@pontrdl idépontraval-
tozd. Szamos olyan modellt fogalmaztak meg, amely az detszemporalis lo-
gikai eszkdzkészlet egy alkalmasan megvéalasztott réaiétimazza folyamatok
specifikacidjara [Cha Mis 89, Jar 92] esetleg folyamatokremstikdjanak defini-
alasara is [Lam 91].

Ezek kozll a legismertebbek kdzé tartozik a Lamport altayfiogalmazott
TLAS. Lamport a programot is és a feladatot is TLA formulaval adggy [Lam 91],
igy a megoldas fogalma kdénnyen bevezdihet

A dolgozatban egy masik temporalis logika alapt modellneaszkodunk, a
UNITY-ra [Cha Mis 89]. A UNITY biztonsagossagi és haladagajdonsagokat
kifejezd opratorai megadhatdak linearis temporalis logikai adakfsSin 91]. Ez
a modell alkalmas specifikaciok Iépésenkénti finomitds@idlTY-ban az absz-

4Communicating Sequential Processes, az elmélet nem azbrdsare altal kordbban bevezetett CSP nyelvvel
[Hoa 78].

5A modell operéatorainak jelentése megadhatd a lineéaris dedlip logika valamely miiveletsorozata segitségével
[Sin 91].

6Temporal Logic of Actions
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trakt program strukturgja iterativ. Leggyengébbfeltétel kalkulusra vezeth@t
vissza annak igazolasa, hogy egy program rendelkezik egy ithjdonsaggal.
A 11. fejezetben a temporalis logikakat részletesen bejulta

10.5. Tovabbi modellek

Parhuzamos folyamatok leirasara elterjedt automataetimedzkéz pl. a Petri
hal6 és az 1/0 automata. Szamos tovabbi megkdzelités égetsmodellezhe-
tiink parhuzamos szamitasokat neuralis halokkal, sejtaattikkal, stb. Léteznek
tisztan funkcionalis szamitasi modellek is, mint pl. a lalatkalkulus és a funk-
ciondlis programozasi nyelvek mas modelljei. Ebben adesetgyes redukcids
szabalyok parhuzamos alkalmazhatosaga alakjaban jefaglka parhuzamosséag.
Parhuzamos folyamatok modelljeit tekinti at pl. [Var 81niayn 90, Koz 94].
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11. fejezet

Matematikai eszk6zok

11.1. Temporalis logika

A tempordlis logikak a klasszikus logika [Pasz 93] lehetsékjiterjesztései. A
tempordlis logikai nyelvek szemantikdjanak definialasakaikségunk lesz az
idépontok halmazafa Az egyes formulakat egy olyan modell felett értelmez-
gUk amelyben a formuléak igazsagértéke altalatokiipontrol idépontravaltozo

A nyelv szemantikajanak definialasakor megadjuk, hogytad@bontban mely
atomi formulak teljesliinek. Az ipontok halmaza felett egy, adott tulajdonsa-
gokkal rendelked relaci@ definialt [Ben 88]. Idstruktirardl beszéliink, ha az
id6pillanatok halmaza felett definialt relacio tulajdonsagegfelelnek az id-
rél alkotott alapvet elképzeléseinknek, azaz a reldcigeflexiv és tranzitiv. A
relacio tovabbi tulajdonsagai hatarozzak meg dsidiktira temporalis logikai
tipusat. Megkulonbodztethetlink pl. linearis(y : x <yV x> yVx=y), majd-
nem osszefugy(vx,y,z: x <y — (X< zvVz<y)), ill. elagazo ideji modellt, ahol

1Az idépont fogalmat absztrakt értelemben hasznaljuk. Nem ffamtank az idpontok halmaza felett metrika defini-
alasaval. Az ismertett modell egget nem terjed ki a programok valés ideji végrehejtaséeméidara [Mel 87].

2A tempordlis logikak a modalis logikak korébe tartoznak gr82]. A klasszikus logikai formula igazsagértéke a
modalis logikék formalizmusa szerint, a logika tipusa glapmemcsak az individumvaltozéktél, hanem valamilyen mas
paramétedil, pl.: hely®l, id6tol, stb. is fligg. Defnidlhatnank pl. olyan modalis logikgtamelyben a paramétetigillanat
helyett idSintervallum [Mel 87]. Egy ilyen logika alkalmas lehet valégyidejliség leirasara. A modalis paramétertér felett
egy elérési relacio definialt. A kiilonbdparaméterértékekhez tartozé univerzumokban egyszeetemézzik ugyanazon
formulak igazsagértékét. A formula igazsagértéke egytgmmaméterérték altal meghatarozott univerzumban Bhala
flgg ugyanazon vagy mas formulak az elérési relacio fetiddazaval meghatarozott univerzumokban felvett értédkeit
Az ilyen jellegli 6sszefiiggések leirasara vezetik be a tisodgeratorokat, amelyek segitségével a modalis pararifiéte
az elérési relacié explicit hasznalata elkeriheA modalis operatorokat tekinthetjilk az egzisztenciétisaz univerzalis
kvantor altalanositasanak. Az altalanositott kvant@mjgise az elérési relacio tulajdonsagaitdl fiigg.

SRelaciénak nevezziik halmazok direktszorzatanak egy aémzizat. Binaris relaciordl beszéliink, ha a relacié ponto-
san két halmaz direktszorzatanak része.

4azaz a modalis logika elérési relacioja

139
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a jovobe vezeh utak diszjunktak. Vannak véges ill. végtelerx( dy : x <),
diszkrét x,y: x <y — 3z: (X< zA Au: (X< UuAu< 2),ill. strl struktarak.
Megkovetelheh az idd homogenitasa, azaz barmedy idépontparhoz talalhato
olyan relaciétarté automorfizmus, amehet y-ba viszi. 1zotrop egy struktura, ha
izomorf azzal, amelyben a rendezési relacio forditottz amaelybera < b-nek

b < afelel meg.

A nyelv szintaxisa szempontjabdl ugyanugy, ahogyan a kilass logikaban,
a tempordlis logika esetén is megkulonboztetjik a 0-ad ¢meadbrendl logikai
nyelveket. 0-ad rend( esetben a klasszikus logika O-adiréormulaibol és a
temporalis operatorokbdl épitjik fel a nyelvet. A tempisraperatorok hasznala-
tara vonatkozo szintaktikus szabalyok hatarozzak meg la tgmmporalis logikai
tipusét. Ennek megfel@n valaszthatd ki a nyelvet interpretal@struktira. Az
idopillanatok halmaza megadhatd, mint egy program progiapathinak hal-
maza® Endogenousiz a logika, amelynek @istruktarajat egyetlen program al-
lapotai alapjan definialjak, ill.exogenous logika, ha programkonstrukciok is
megengedettek.

Azt mondjuk, hogy egy temporalis logikai formulanak mogedgy idstruk-
tdra, ha a struktdraban van olyarBjmbnt, amelyben a formula telje$iil Egy
adott probléma megoldasa a temporalis logika terminojagizerint a feladatot
leiré formulahalmaz egy modelljének megtaldlasa lehet.adtomatikus prog-
ramszintézishez modellke@algoritmusokra van sziikség. A szakirodalomban
ismertetett eredmények [Eme Sri 88] azt mutatjak, hogy ezekigoritmusok al-
taldban nagyon rossz hatékonysaguak, a megold@dliddlsahoz a specifikacio
hosszéval exponencidlisan aranyo8ralvan szikség. Az @hllitott megoldas
mindsége szempontjdbdl az sem k6zo6mbdos, hogy a formulahaknesit mo-
dellek melyikét talélja meg az algoritmus.

A tovabbiakban egy rdgzitett interpretaciéban értelmkzz®-ad rendi el-
agaz6 idejli temporalis logika operatorait.

Az egyes tempordlis logikak kdzott a leglényegesebb kidégha kifejed-
erdben van. Altalaban minél nagyobb a logika kiféjereje, annal bonyolultabb

5Az elagaz6 idejli tempordlis logika formulainak interpabjahoz hasznalt szokasos modellek [Eme Sri 88] és az
altalunk definialt program (3.15 def.) kénnyen megfelbk#i egymasnak.

8Ha megadjuk, hogy a feladat (2.1. def.) atemenet- és pelgtefeinek megfelé temporalis logikai formulékat
hogyan irjuk fel, akkor a megoldas definici6jat visszavezigiik arra, hogy formuldk egy halmazanak matematikakligi
értelemben modellje-e a programnak megteteimporalis logikai struktira. Haladasi feltételek linedemporalis logikai
megfogalmazasara mutat példat [Lam 91] a 4.2.3. bekezdésbe

"Egy rogzitett program programallapotai altal definiaftstiuktira esetén edyformula az allapottér felett értelmezett
logikai fuggvényt definial (2. fejezet). Az alabbi tempdasdlogikai miiveletek segitségével tehat rogzigtbsztrakt
program esetéR, Q logikai fuggvényekDl (j logikai fuiggvényeket konstrualhatunk.
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a logika elddntési problémafa.

11.1.1. Elagazo idejl temporalis logika

Az elagazo ideji temporalis logikaban abjllanatok halmaza felett olyan par-
cialis rendezés (11.12. def.) definialt, amely agpitlanatokat 6sszefuggfaba
rendezi. Az idstruktara tobb lehetséges fihr le.

Az elagazé idejl temporalis logikak egyike a CTL (Compiotaflree Logic).
Az aldbbiakban kovetjuk [Eme Sri 88] leirasmadjat és a CTilkeresztil mutat-
juk be az elagazé ideju temporalis logikadkat. Megadjuk & @gy valtozata, a
CTL* szintaxis €s szemantika formalis definiciojat (11.1., 1des.).

Programok elagaz6 ideji temporalis logikai jellemzésérsa programot ira-
nyitott fAnak feleltetik meg, azaz a leiré szemantikaiotadny elemei fak. A fa
csucsai allapotok, az éleket pedig az allapotatmenetetaitegjté programkom-
ponens azonositojaval cimkézik. Az iranyitott fa csuesalir Gtjaira allitdsokat
fogalmaznak meg [Eme Sri 88].

Tekintsuk példaként a kovetk@ZLTL formulat: AG(—-CS V -CS). Az AP
alaku formula egy allapotra vonatkozik, Udllapotformula A P = G(—-CS Vv
—-CS) formula egy Gtra vonatkozo kikotés. titformula

Roviden ismertetjuk aAP,EP,GP,FP,XP formulak jelentéseét:

e AP(e), ha mindere-bdl indulot utraP(t)
o e), ha van olyare-bol indulot at, hogyP(t)
t)
t)

, ha at at mindene pontjaraP(e)
. 1

EP(
o GP(
FP(t), ha at aton van olyare pont, amelyreP(e)
e XP(t,e), ha at ut e utan kdvetkea el pontjaraP(el)

Az AE,F,G, stb. operatorok a szintaktikus szabalyok (11.1. defané@saval
egymasbaagyazhatoak.

o AFP - P elkertlhetetlen,

o FGP - majdnem mindeni®, jelélésben:;P

8A bizonyitaselmélet elddntési problémajanak nevezik detaaiatot, amely Ugy szél, hogy egy adott, tétsges for-
mula bizonyithaté-e. Az eldontésprobléma megoldasattiede automatikus tételbizonyitas algoritmusanak megmdé
modellelmélet eldontésproblémaéja az a feladat, amely adly Bogy egy adott, tetékeges formula érvényes-e [Pasz 93].
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o GFP - végtelenil gyakraR, jeldlésben:2P
e EFP-Plehetséges

e XP-legkdzelebl?

e PuQ- P elvezetQ-hoz

Az alabbi definicio hasznalja a 0-ad rendi klasszikus Bfpkmalizalt nyel-
vének atomi formula fogalmétJeléljea az atomi formulak halmazat.

11.1. Definicié. A CTL* szintaxisanak szabalyai:

S1. Minden atomi formula allapotformula.

S2. Ha P és Q allapotformula, akkor/RQ és—P is allapotformula.
S3. Ha P utformula, akkor EP &llapotformula.

P1. Barmely &llapotformula egyben utformula is.

P2. Ha P és Q utformula, akkor RQ és—P is Gtformula.

P3. Ha P és Q utformula, akkor XP égi®) is utformula.

11.1. Megjegyzés Az aldbbi formulak roviditések:

AP::=—-E-P
P— Q:=—PVvQ
FP::=lgazuP

11.2. Definicio. Az S1,S2,S3,P1,P2,P3 szabalyok véges sokszori alkabmakas
generalt formulak alkotjdk a CTLnyelvet.

A CTL* szemantikajat aM = (A,R,L) rendezett harmas altal definialtid
struktura felett adjuk meg, ahélaz allapotok halmaz#® binaris relacié az éalla-
potok felett: RC Ax A, Dr = A, L pedig egy cimkézés, amely az allapotokhoz
atomi formulakat rendel, CAx 4.

11.3. Definici6.R C A x B. Az Rrelacié értelmezési tartomanya
pri={a€ A|dbeB:(ab) e R}.

11.4. Definicid. Lr(ag, . ... .. ) az RC A x A relacio végtelen pontlare, haVi €
N:a € R(a_1).

9HaP egy n-valtozos predikatumszimbolumtgs .ty termek, akkoP(ty, ...,tn) atomi formula. Az valtozészimbolum
term. Haf n-valtozés fliggvényszimbolum és ..t, termek, akkorf(ty,...,t,) term. Minden term e két szabdly véges
szamu alkalmazéasaval aléglPasz 93].
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11.5. Definicié. Legyen ne Np. Lr(ap,...,an) az RC A x A relacié véges pont-
lana, ha a ¢ DrAVYI € [1..n] 1 & € R(ai_1).

Teljes Uhak nevezzik és-szel jeldljik azR egy végtelen pontlancat. Azad
pillanatok halmazat aR altal generalt teljes utakon elhelyezkeabntok, progra-
mallapotok alkotjak. A cimkézés megadija, hogy melBjpilanatban mely atomi
formulak igazak. Az i@pontok felett értelmezett relaciot Raefinialja.

Jeldlés:M,a = P, M, x = P, ha azM strukturaa éllapotéra ill.x teljes Gtjara
teljesulP. Ha a struktira régzitett, akkor elhagyhato a jelédésblaa-t ill. x-et
elhagyjuk, akkor barmely allapotra ill. Gtra teljed®il X' az x teljes Ut suffix-ét
jeloli, X' ::=x, Xiq 1, . ..

11.6. Definicié. A CTL* szemantikajanak szabalyai:
Sl1. a=P,haPelL(a).
S2. a=PAQ,haa=Pésa=Q.
aE —P, ha nem teljesul & P.
S3. a= EP, ha van olyan x teljes ut, hogy x a és ax = P.
P1. x= P, hax = P és P allapotformula.
P2. XxE=PAQ, hax=P ésx=Q.
X = =P, ha nem teljesul k= P.
P3. x=XP,haX = P.
Xk (PuQ),hadi>0:X =Qésyj:0< j<i:x |=P.

11.7. Definicio. A P allapotformularol azt mondjuk, hogy érvényes,wM, a :
M,a = P. P kielégithetd, haM,a: M,a = P. Ha M,a = P, akkor M modellje
P-nek. A P utformulardl azt mondjuk, hogy érvényesyliax: M, x = P.

Ha a 0-ad rendl klasszikus logika tautologiaiba allapotidakat helyettesi-
tiink, akkor érvényes formulakhoz jutunk. Ervényesek abtilésszefiiggések
Is:

EFP=PVEXEFP

EGP=PAEXEGP

E(PVQ)=EPVEQ
AFP =PV AXAFP

AGP=PAAXAGP
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o A(PAQ) =APAAQ

Tovabbi érvényes formulakra mutat példakat [Eme Sri 88].

Bevezetjik az egyszeri utkifejezések fogalmat. Egédsekisa 11.1. definicio
szabélyhalmazéat az alabbi szaballyal:

,P0. barmely atomi formula utformula.”
Ekkor a P0O,P2 szabalyok véges sokszori alkalmazasavalkapjegyszert 0-ad
rendd formulakat.

11.8. Definici6. A P0O,P2,P3 szabalyok véges sokszori alkalmazasaval kagjuk
egyszerl utkifejezéseket.

11.9. Definicio. Megszoritott Utkifejezés egy egyszeri Utkifejezés, demitem-
poralis operator argumentuma egyszeri 0-ad rend( foadslminden 0-ad rendi
formula egy temporalis operator hataskérében van.

11.1. Példa.megszoritott utkifejezésre:
~(PAQ)u(P— QA (XPVE(P—Q))

Kilonbdz partatlan Gtemezési feltételeket (3. fejezet) defintaiiaa be-
vezetett operatorok, agxe¢j) és azenabledj) atomi formuldk segitségével.
exec ) akkor igaz, ha az adott allapotot kozvetlentil mégéén aj. program-
komponens kerult végrehajtasra. Amabled ) pedig akkor, ha a megetd al-
lapotban gj. programkomponengrfeltétele igaz volt, vagy masképp:japrog-
ramkomponens végrehajtasra kész volt.

11.10. Definicio. Azt mondjuk, hogy az Utemezés
o feltétlendl partatlan, h?(E\J cexeq))
e gyengeén partatlan, hé(éenablec{j) — pexeqj))

e szigorUan partatlan, hé\

JEJ("F°enablec(j) — pexeqj))
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11.2. MegjegyzésAz exe) feltétel un. atomi élfeltétel. Az élfeltételek sze-
mantikajanak megadasahoz bevezetjik az an. multiprostissairakat M=
(AR L,Ly). A az allapotok halmaza, RAx A, LC Ax 4, 4 az atomi formulak
halmaza, L: 3 — 2 (R), ahol? (R) az R hatvanyhalmaza, = {B;, ...,Bm} pe-

dig az atomi élfeltételek véges nem Ures halmaza. Kikdtpgyjegm] La(Bj) =

R. Jeldljik R-vel Ly(Bj)-t. Ha Bj azt jelenti, hogy az adott allapotatmenetért a
j. folyamat felelGs, akkor Rezen folyamatot jellemzi (v.6. 3.2. def.). Kiegeszitjuk
a 11.6. szemantikus szabalyokat a

PO : x = Bj, ha(xo,x1) € La(Bj)

szaballyal, ahol B egy atomi élfeltétel.

Ha csak deltétlenil partatlan itemezésk megfeled végrehajtasi utakra aka-
runk kikotéseket tenni, akkor a Fair Computation Tree Lagioveleteit kell al-
kalmazni. Agformula akkor teljestl egy végrehajtasi ttra, ha mindepdoiatra
igaz, hogy a végrehajtasat azonositéc j ) atomi élfeltétel az ut mentén végtelen
sokszor szerepel.

11.11. Definici6. e @=Vj € [1..m: GFexeq]j),

° A¢P:A((p:> P),
o E,P=E(QAP)

11.3. MegjegyzésHa a struktiracsaka feltétlen partatlan Gtemezésnek meg-
feleld utakat tartalmazza, akkor nincs sziikség gEpmiiveletek bevezetésere.
Ebben az esetben azonban a 11.6. alaki szemantikamegaddshetséges, un.
altalanositott szemantikadefiniciora van szilkség [Em8&riAltalanositott sze-
mantikat egy M=(A,X,L) struktara felett adhatunk meg, akalz utak halmaza. A
11.6. alaku szemantikamegadas akkor lehetséges, ha azaltaiza el6allithato
mint egy R relacié véges és végtelen pontlancainak halnezag, az utak hal-
maza R-generalhatd.*2Agal jeloljik az A elemeibdl képzett véges vagy végtelen
sorozatok halmazat. Az X A** utak halmaza pontosan akkor R-generalhato, ha
suffix zart (¢ X = x! € XZ) és fuzi6 zart (& A, x1ay1, Xoay, € X, = xjay» € X19)

és limit zart (Yo, XoX1Y1, XoX1X2Y2... € X = XoX1X2... € X). Kdnnyen belathato,
hogy a feltétlenul partatlan Gtemezésnek megfelel6 utalagnem generélhato
egy relacidval, azaz nemgeneralhatpomert nem zart utak egyesitésére.

10y allapotok végesy; allapotok végtelen sorozatat jeldli.
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Az elagazd idejl temporalis logika operéatorait az alabbdon szoktak még
jeldlni:

e oP::=AXP.

o [IP::=AGP.

° <>P =
Megj.: & megfelelEF-nek, tehat lehéiséget fejez ki.

o « Pi=AFP.
A ~- tehat nem lehéséget fejez kiEF), hanem bizonyosséagot!
Nem ekvivalens-[]—-tal [Eme Sri 88].

11.1.2. Linearis temporalis logika alapmiveletei

Linearis tempordalis logika esetén adsirukturat egy program altal generalt so-
rozatok halmazanak tekinthetjik. A sorozatok a lehetse§geehajtasi utak. A
program éppen aktualis végrehajtasanak megfaletozatrat-re tehetlink kiko-
téseket.

o (PatnexQ)(ti) ::=
(V] >1:=Q(t)) v (Q(t) AP(t) AV € (i,k) 1 =Q(t;))) [Kro 87].

e [P ::=PA(] atnext-P) = GP[Krd 87].

e OP::=—-0-=PV (| atnexP) [Krd 87]. (not never)

e ~ P::=FP. (sometimes, eventuallyyleg;.: & =~ [Eme Sri 88].
e PuyQ ::= QatnextP — Q) (weak unti) [Kro 87].

Ha egy program mikoédését akarjuk specifikalni, akkor udggntgik, hogy
minden egyes linearis tempordlis logikai feltétel elé iiwipin6don odairtuk azt
is, hogy a feltéteminden a kezdallapotbdl kiindulé (lehetséges) végrehajtasi so-
rozatra teljesuljon. A lineéris temporalis logikai formulaval felirt specifikati
tehatAP alakra fogalmazhatjuk at elagazo temporalis logikabamzdeoperator
nem disztributifEme Sri 88]: A(FPV G-P) # (AFPV AG-P))!1,

Hasonlé a helyzet a processzalgebrabdl ismrtt c) £ ab+ ac (idében el-
agazo6 szemantikat kifejgy 6sszefliggés temporalis logikai megféjelesetén:
F(an(FbVFc)) #F(anb)VvF(aAc) [Ben 88].

11 Sometime” is Sometimes ,Not Never” (Lamport)
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11.2. Leképezések fixpontja

11.2.1. Parcialis rendezés, iranyitott halmaz

11.12. Definicié (Parciélis rendezés)Legyen D egy halmaz pedig a halmaz
felett értelmezett binaris relacio. Ha<arelacio reflexiv, tranzitiv és antiszimmet-
rikus, akkorparcialis rendezégk nevezzik.

A d € D elemetlegkisebb elemek nevezziik, h&d’ € D : d < d'. Ha létezik
legkisebb elem, akkor az egyértelmi. Legyeq D. d € D azY felst korlatja, ha
vd e Y :d <d. HaazY C D halmaznak létezik legkisebb fél&orlatja, akkor az
egyértelmlid € D azY also korlatja, ha’d’ €Y : d < d’. Ha azY C D halmaznak
létezik legnagyobb also korlétja, akkor az egyértelmd.

11.2.2. Teljes halok

A (D, <) rendezett pateljes haliak nevezzik, ha & relacio parcidlis rendezés
aD felett ésD barmelyY részhalmazanak van legkisebb feés legnagyobb als6
korlatjaD-ben.

Egy A alaphalmazr (A) hatvanyhalmaza teljes haléCareléaciora nézve. Az
alaphalmaz felett definialt logikai fliggvényekre is kiemgtheb a parcialis ren-
dezés:

11.13. Definicié (Parciélis rendezés logikai figgvényeklédt). Legyen PRC Ax
£. P <R pontosan akkor, heP| C [R], ahol [P] a P logikai fuggvény igazsag-
halmaza (1.10. def.).

11.4. Megjegyzés (Parcialis rendezés logikai relaciok fdt). A 11.13. def. ki-
terjeszthetd logikai relacidkra is, ebben az esetben aniddti< relacio preorder
amely egy parcialis rendezést general [Hen 88] .

11.2.3. Monoton leképezések tulajdonsagai, fixpontok

Az F : Ry(A) — Ry(B) fiiggvénymonotonhaX CY = F(X) C F(Y). A tovab-
biakbanF ésG jeldljenek monoton fliggvényekdt, G : Ry (A) — Ry (A).
X-et azF leképezésixpontjinak nevezzuk, h&(X) = X.

11.1. Tétel. Teljes halo felett minden monoton fliggvényneklgghisebb és leg-
nagyobb fixpontjdPar 79].
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a) F legkisebb fixpontja puYF (Y) = N{Y|F(Y) C Y}, (réviden: uF),

b) fixpont indukcio legkisebb fixpontra: hg ) C Z, akkor pFC Z,

c) F(UF) =uF,

d) F legnagyobb fixpontjanX : G(X) = [J{X|X C G(X)}, (réviden:nG),
e) fixpont indukci6 legnagyobb fixpontra: haeZG(Z), akkor ZC nG,

f) G(nG) =nG.



12. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat parhuzamos programok tervezésének egy olyamnratikai
modelljét adja meg, amely kiterjesztése a nemdeternikiszézekvencidlis
programok relacios alapt modelljének [Fét 83] és egybedAaids szeman-
tikai modellje a UNITY logikanak [Cha Mis 89]. A modell tanadg par-
huzamos programok szintézisét, eszktzkészlete béviebl, seekvencilis
modellé vagy a UNITY-é.

A programozasi feladatok megfogalmazaséara és megoldés@taban sikere-
sen alkalmazott médszereket [Dij 76, Fét Hor 91] a dolgoaatismertetett ered-
mények felhasznaldsaval parhuzamos programokra is adkzalatjuk. A megko-
zelités funkciondlis, mas hasonlé parhuzamos programomitellekdl eltében
a feladatnak 6néllé szemantikai jelentése van, igy a léései finomitas a fel-
adatok és nem a programok felett értelmezett relacié. Azteddd program és
tulajdonsagai a temporalis logikaval rokon UNITY logik&f@ha Mis 89] ismert
programfogalom relaciés alapi megfogalmazasai.

A modell definidlja a specifikacios relacid, a programozétadat, feladat
finomitasa, kiterjesztése, feltételes értékadas, abspashuzamos program, fel-
adat kiterjesztése, nyitott specifikacio, utasitas ésrprogiterjesztése, program-
tulajdonsagok, viselkedési relacio, megoldas fogalonsearét. A modell speci-
fikacios eszkozeinek kifej@éereje meghaladja a linearis temporalis logika alapu
UNITY kifejezberejét, folyamatok alternativ viselkedésének speciidia is al-
kalmas.

Formalisan definialtuk programok szekvenciajat, bevakettUNITY-bd! is-
mert programkonstrukciokat, az uniét és a szuperpozikiétondtunk levezetési
szabalyokat, amelyek segitségével a Iépésenkénti finpsdtan kapott feladatok
megoldésa utan az eredeti feladat megoldasat konnyen imegjad
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A modell alapfogalmainak alkalmazésat két programozési $zintézise so-
ran mutattuk be. Az asszociativ mivelet eredményeindikzamos kiszamitasa-
ra levezetett tétel az egyik leggyakrabbabfetdul6 feladatosztaly esetére nyuijt
aszinkron architektaran is hatékonyan implementalhadfikalt megoldast. Ele-
menként feldolgozhato figgvények eredményének parhuzdimspamitadséara al-
kalmas programozasi tételt ismereteink szerint a sza&iomaban eléként a dol-
gozatban ismertetett modellben fogalmaztunk meg.

A modell fogalomrendszere alkalmazhaté parhuzamos pnoggas oktata-
sara. A fogalomrendszerbe kénnyen illeszkedik az tizenetkijldészinkron és
aszinkron kommunikacio, a csatornavaltoz6 fogalma [HeB6B Az adatcsator-
nas megoldasi médszerekre [Cha Mis 89] a modell eszkdZeietetett progra-
mozasi tételt [Hor 93-96] is sikeresen alkalmazték a gylakioan.

Az eredmények alkalmazéasa soran megfogalmazasra keyulbegalis mo-
dell, amely absztrakt és implementalt programok kapcsaidszerének leira-
sara alkalmas [Hor 93-96]. Tobb szakdolgozat foglalkozattal a kérdéssel,
hogy a modellben hogyan adhaté6 meg a tipus fogalma, illetUNBET'Y mo-
dellhez hasonl6an [Sin 91] hogyan specifikalhatd osztgektbmok viselkedése
[Fab 94, Gyr 94].

Tovabbi kutatast igényel a haladasi tulajdonsagok és argmugpnstrukciok
viszonya. Kidolgozandé osztott objektumok viselkedésgégaad absztrakt prog-
ramok szintézisének gyakorlatban is alkalmazhaté métszer A modell nem
rendelkezik elegans eszkdzokkel valos idejll problémékifgaciojara [Car 94].
Nehézséget okoz a kompozicionalitas biztositasa valdsipamossag esetén [Cha 90].

1Az asszociativ filggvény kiszamitasanak tételét eddig mar200 hallgaté alkalmazta a gyakorlatban is sikeresen
konrét feladatok megoldasa soran.
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Absztrakt programok megvalositasa C/PVM-ben

Absztrakt programok megvaldsitasahoz a PVM szolgaltathaaznalhatjuk. A
PVM a Parallel Virtual Machine réviditése, egy koztes rétagely az operacios
rendszer és a felhasznald program kozott helyezkedik elvVN Reladata, hogy
programozasi nyeldl és operaciés rendszékfliggetlen egységes feliiletet biz-
tositson elosztott programok komponenseinek egyuttmiégéhez. A PVM szol-
galtatasait egy fuggvénykonyvtaron keresztil vehetjiéydpe. A konyvtar leg-
lényegesebb elemeipgm_mytid , apvm_send, apvm_recv , apvm_spawn fligg-
vények, amelyek segitségével egy folyamat bejelentkea®¥M rendszerbe,
Uzenetet kildhet és fogadhat, illetve folymatot indithatPVM hasznélatdhoz
ismernink kell azt a fellletet is, amelyet az operaciésseadnyljt a programok
forditasahoz, 6sszeszerkesztéséhez, futtatdsahozatafuebtt 6ssze kell allita-
nunk azon szamitégépek halmazat, amelyen elosztott prnagra mikodni fog.
Az alabbiakban a Linux operaciés rendszerre jellémparancsokat mutatjuk be.
El6szor létre kell hoznunkgvm3/bin/LINUX  kbnyvtarat, ahol a PVM rendszer a
futtathatd allomanyokat keresi. A futtathatd programoaiaik program segitsé-
gével allithatjuk e egy megfeld) Makefile alapjan. Helyezzik el a forraszove-
get és a make file-t egy alkbnyvtarban majd adjuk kaiak parancsot. A futtat-
hat6 allomanyra mutaté hivatkozasokat helyezzik gined/bin/LINUX  kdnyv-
tarba. Inditsuk el a PVM konzolt pvm paranccsdl majd tbvitsiik az igénybe
vett szamitégépek halmazatadd szamitogépnév paranccsal. Végul futtassuk
a programot apawn -> programnév  utasitassal. A konzolt balt utasitassal
allithatjuk le.

pvm3/src/hello:  hello.c, hello\ other.c, Makefile.aimk
aimk

aimk links

pvm

pvm> spawn -> hello

2A pvm -nlocalhost  paranccsal indithatjuk el a konzolt, ha nincs haldzati éesitetés mas szamitdgépekkel.
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pvm> add nyl35
pvm> conf
pvm> halt

Példaként bemutatunk egy egyszerl C nyelv(l programoglyaRPVM egy
printf  figgveényhivasban bejelentkezik a PVM rendszerbe és kiisggat folya-
matazonositojat a képerdne, majd elindit egy masik folyamatdteflo_other )
és Uzenetet fogadle pvm_recv . A kapott Uizenetet egész szamként értelmezve
kicsomagolja és elhelyezirmmvaltozéban, majd kiirja a képerase.

hello.c

#include <stdio.h>

#include "pvm3.h"

int main() {
int tid;
int num;
printf("i'm t%x\n", pvm_mytid());
pvm_spawn( "hello_other",(char**)0, 0, ™, 1, &tid);
pvm_recv(-1, -1);
pvm_upkint(&num,1,1);
printf("from t%x: %d\n", tid, num);
pvm_exit();
return 0;

Az elinditott gyernekfolyamat is bejelentkezik a PVM rereide gpvm_mytid
hivassal, majd azonositva a#tindité folyamatot fvm_parent ) Gzenetként el-
kildi ennek a folyamatnak a@zszonositojat. Az lizenetkildés harom |é@bsi,
az Uzenetkdld puffer inicializalasabdlpvm_initsend ), az Gizenet becsaomago-
lasabdl pvm_pkint ) és magabol az Gizenetkuldéskpvm_send).

hello_other.c
#include "pvm3.h"

int main() {
int tid = pvm_mytid():;
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int ptid = pvm_parent();
pvm_initsend(PvmDataDefault);
pvm_pkint(&tid,1,1);
pvm_send(ptid, 1);
pvm_exit();

return 0;

Masodik példank az asszociativ mivelet eredményét kikbahsztarkt prog-
ram egy lehetséges C/PVM megvaldsitasa. A példaprogramebadatok egész
szamok, a mlvelet az 6sszeadas. Az absztrakt programtléiryehivatkozhat a
gsmatrix elemeire, osztott valtozokat hasznal. PVM-ben eu lehetséges, a fo-
lyamatok csak Gizenetek utjan cserélhetnek informéaciétalaAabi megvaldsitas a
8.1. abra minden oszlopahoz egy-egy folyamatot rendeldy@melyik rendre ki-
szamitja az oszlop elemeit feldldefelé. A kdvetked elem kiszamitasahoz min-
dig sziikség van az &0 elemre és egy masik oszlopbdl (egy mésik folyamattol)
egy tovabbi elemre, ha azt mar meghataroztak. Adatvezeegjoldast készitlink,
azaz nem a szukséges adatok elkérésére keril sor, hanekészidl részered-
mények kérés nélkul jutnak el azokhoz a folyamatokhoz, gpekelek sziikségik
van ra. Az szamitast végZolyamatok elején egész szamok kiildését és fogada-
sat megkdnnyd segédfiiggvények talalhatoak. AZolyamat el Iépésben sajat
és a tobbi folyamat azonositojat kapja megdamditd szub folyamattol, majd
ciklusban kild részeredményket és fogad adatokat. Végijekaz el® i szam
dsszegét.

assoc.c:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "pvm3.h"

void sendint( int to, int mit ){
pvm_initsend(PvmDataDefault);
pvm_pkint(&mit,1,1);
pvm_send(to,0);

}

int recvint( int from ){
int data;
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pvm_recv(from,0);
pvm_upkint(&data,1,1);
return data;

}

void main(){
int tasknum;
int *tids;
int id;
int data;
intt=1;

pvm_mytid();

pvm_recv(pvm_parent(),0);
pvm_upkint(&tasknum,1,1);

tids = (int *)malloc(1+tasknum*sizeof(int));
pvm_upkint(&tids[1],tasknum,1);
pvm_upkint(&id,1,1);
pvm_upkint(&data,1,1);

while ( ( id+t <= tasknum ) || ( id-t >= 1) ) {
if (idt>=1)
sendInt(tids[id-t],data);
if (id+t <= tasknum )
data += recvint(tids[id+t]);
t<<=1;

}

printf("partial sum[%d..%d] =\t%d\n",id,tasknum,data) ;
pvm_exit();

A féprogram a parancssorbol olvassa beaaektor elemeit, majd a vektor
méretének megfelélszamu folyamatot indit. Egigr ciklusban minden gyer-
mekfolyamatot inicializal, elkiildve annak sajat és a tdobiamat azonositéjat,



ill. a vektor megfeled elemét.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "pvm3.h"

void main( int argc, char *argv[] ){
int tasknum = argc-1;
if (tasknum>0) {
int i

int *tids = (int *)malloc(1+tasknum*sizeof(int));

pvm_mytid();
pvm_spawn("assoc”,(char **)NULL,
"™ tasknum,&tids[1]);
for (i=1;i<=tasknum;i++){
int data = atoi(argv[i));
pvm_initsend(PvmDataDefault);
pvm_pkint(&tasknum,1,1);
pvm_pkint(&tids[1],tasknum,1);
pvm_pkint(&i,1,1);
pvm_pkint(&data,1,1);
pvm_send(tids]i],0);
}
pvm_exit();
} else fprintf(stderr,
"The numbers are given in the command line/\n");

}
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