Pozitiv operatorok rendezett struktirai

Tarcsay Zsigmond

PROGRAM
NATIONAL RESEARCH, DEVELOPMENT F I NAN CE D F RO M
N THE NRDI FUND

E6tvos Lorand University, Department of Applied Analysis and Computational Mathematics

TKP, 2022. méjus 26-27.

Tarcsay Zsigmond (ELTE) Pozitiv operatorok rendezett struktiirai TKP, Budapest 1/11



Szimmetrikus és pozitiv (szemidefinit) matrixok struktirai

A € C™" szimmetrikus matrix pozitiv szemidefinit (A > 0), ha minden
sajatértéke > 0
<~ (Ax,x) >0, Vx € C".
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Természetes rendezés
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Tarcsay Zsigmond (ELTE) Pozitiv operatorok rendezett struktirai TKP, Budapest 2/11



Szimmetrikus és pozitiv (szemidefinit) matrixok struktirai

A € C™" szimmetrikus matrix pozitiv szemidefinit (A > 0), ha minden
sajatértéke > 0

— (Ax,x) >0, Vx € C".

Természetes rendezés
A, B € C"™" szimmetrikus matrixok,

A<B &L p_a>o.
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o pozitiv (A>0), €L (Ax,x) >0 (x € H),

o A, B e B(H) nadjungaltak, A< B <L B A >0,

o B(H)r ={Ae B(H): A>0}.
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A (B(H)4, <) rendezett struktdra

1. Probléma: A és V létezése

Adott A, B € B(H) esetén mikor létezik az AA B és AV B?
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A (B(H)4, <) rendezett struktdra

1. Probléma: A és V létezése

Adott A, B € B(H) esetén mikor létezik az AA B és AV B?

Ha A < B vagy B < A, akkor nyilvdn. Mas eset?
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A (B(H)4, <) rendezett struktdra

1. Probléma: A és V létezése

Adott A, B € B(H) esetén mikor létezik az AA B és AV B?

Ha A < B vagy B < A, akkor nyilvdn. Mas eset?

2. Probléma: (B(H)4, <) rendezés automorfizmusai?

Hogyan irhaték le a @ : B(H)+ — B(H)4+ rendezésmegérzd bijekciok?

A<B <+ ®A)<dB) (VA B>0)

Ha T € B(#) izomorfizmus, akkor
®(A) = TAT

ilyen. Van-e méas?
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Valaszok: Ando, Kadison és Molnar tételei

Kadison és Ando tételei
Adott A, B € B(H)+ esetén
e JAV B < A< Bvagy B< A (R. Kadison)
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Valaszok: Ando, Kadison és Molnar tételei

Kadison és Ando tételei

Adott A, B € B(H)+ esetén
e JAV B < A< Bvagy B< A (R. Kadison)

@ JAANB <= Aups < Baps vagy Baps < Aaps, ahol Aps, Baps az A, B
egymasra nézve vett abszolit folytonos részei (T. Ando)
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Kadison és Ando tételei
Adott A, B € B(H)+ esetén
e JAV B < A< Bvagy B< A (R. Kadison)

@ JAANB <= Aups < Baps vagy Baps < Aaps, ahol Aps, Baps az A, B
egymasra nézve vett abszolit folytonos részei (T. Ando)

Molnar tétele

Ha dim H > 2, akkor barmely ¢ : B(H)+ — B(H)+ rendezés tartd
bijekcio, el6all

o(A) = TAT™, A€ B(H)+

alakban valamely T : 1 — H linearis/ konjugéltan linearis izomorfizmus
mellett )
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Valaszok: Ando, Kadison és Molnar tételei

Kadison és Ando tételei

Adott A, B € B(H)+ esetén
e JAV B < A< Bvagy B< A (R. Kadison)

@ JAANB <= Aups < Baps vagy Baps < Aaps, ahol Aps, Baps az A, B
egymasra nézve vett abszolit folytonos részei (T. Ando)

Molnar tétele
Ha dim H > 2, akkor barmely ¢ : B(H)+ — B(H)+ rendezés tartd
bijekcid, eléall

o(A) = TAT™, A€ B(H)+
alakban valamely T : 1 — H linearis/ konjugéltan linearis izomorfizmus
mellett

Megjegyzés: A feltételek kdzott nem szerepel sem ¢ folytonossaga, sem
linearitasa: ez automatikusan kovetkezik.
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Altalanositas: dudlis parok

Eszrevétel: pozitivitas csak a dualitastél figg

x < (x,-)
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Altalanositas: dudlis parok

Eszrevétel: pozitivitas csak a dualitastél figg

X (X))~ "ATH—=>H" < "AH = H"

A>0 — (Ax)(x) >0 (x€eH)

v
Pozitiv operator altalanositasa

X, Y vektorterek, (-,-) : Y x X — C anti-dualitas fuggvény (i.e. szeparal6
és szeszkvi-linedris). Az A: X — Y linedris transzformacié pozitiv, ha
(Ax,x) >0 (x € X).

Tarcsay Zsigmond (ELTE) Pozitiv operatorok rendezett struktirai TKP, Budapest 5/11



Altalanositas: dudlis parok

Eszrevétel: pozitivitas csak a dualitastél figg
X (X))~ "ATH—=>H" < "AH = H"

A>0 — (Ax)(x) >0 (x€eH)

| \

Pozitiv operator altalanositasa

X, Y vektorterek, (-,-) : Y x X — C anti-dualitas figgvény (i.e. szeparal6
és szeszkvi-linedris). Az A: X — Y linedris transzformacié pozitiv, ha
(Ax,x) >0 (x € X).

Példak
Hilbert-terek, Banach-terek, vektorterek, C*-algebrak, ...
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Az (Z(X,Y)+, <) rendezett halmaz

o L(X,Y); ={A: X > Y:A>0},
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Az (Z(X,Y)+, <) rendezett halmaz

o Z(X,Y)y ={A: X =Y :A>0},
o A<XB < B-A>0.

Korabban vizsgalt problémak

o AX = B egyenletek megoldhatésaga
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v

Az utébbi par hénapban vizsgalt kérdések

@ halémiiveletek létezése £ (X, Y)4-ban,
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v

Az utébbi par hénapban vizsgalt kérdések

@ halémiiveletek létezése £ (X, Y)4-ban,

e Z(X,Y)+ rendezés izomorfizmusai
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AV B

Kadison tétel altalanositasa
(X, Y) dudlis par, Y gyengén sorozat-teljes,
A BeZL(X,Y)s.
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AV B

Kadison tétel altalanositasa
(X, Y) dudlis par, Y gyengén sorozat-teljes,
A B e Z(X,Y)s. Ekvivalensek:
(i) létezik AV B,
(i) A< Bvagy B<A.
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AV B

Kadison tétel altalanositasa
(X, Y) dudlis par, Y gyengén sorozat-teljes,
A B e Z(X,Y)s. Ekvivalensek:
(i) létezik AV B,
(i) A< Bvagy B<A.

Megjegyzések
o Kadison eredeti bizonyitasa erdsen hasznalja a Hilbert-tér struktirat

(spektraltétel...)
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AV B

Kadison tétel altalanositasa
(X, Y) dudlis par, Y gyengén sorozat-teljes,
A B e Z(X,Y)s. Ekvivalensek:
(i) létezik AV B,
(i) A< Bvagy B<A.

Megjegyzések
o Kadison eredeti bizonyitasa erdsen hasznalja a Hilbert-tér struktirat

(spektraltétel...)
@ az altalunk adott bizonyitas révidebb és egyszeriibb
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ANB

Lebesgue-felbontés pozitiv operatorokra (T.Zs.)
A, B e Z(X,Y)y, akkor egyértelmiien létezik B,ps, Bsing € L(X, Y)+,
hogy

@ B = Baps + Bsing,

-} Bsing ANA=0,

@ B.ips < A, azaz B,ps = lim By, ahol 0 < B, < Bpi1 < aptiA,
@ ha C < Bés C <K A, akkor C < B,ps

v

(X, Y) duélis par, Y gyengén sorozat-teljes, A, B € Z(X,Y)+.
Ekvivalensek:

(i) létezik A A B,

(i) Aaps < Babs vagy Baps < Aaps.
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Z(X, YY), rendezés izomorfizmusai

Molnar tétel altalanositasa
(X, Y) duélis par, Y gyengén sorozat-teljes, ¢ : Z(X,Y)+ — Z(X,Y)+
rendezéstartd bijekcid, azaz

A<SB <  GA)<éB), (VABEZ(XY)).

Ekkor létezik egy T : Y — Y gyengén folytonos linearis vagy konjugaltan
linearis homeomorfizmus, hogy

#(A) = TAT*,  Ae Z(X,Y),.
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Koszonom a figyelmet!
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