o 0/6:
<
p(V) =inf{u(V) : V nyilt, A C V}
>
u(V) = sup{u(K) : K kompakt, K C V'}

o 0/9:
<
[ div (@) @) = [ (@), 0@ A) a0
A B
>
[ div @ ax @) = [ (@) nie ) de a)
A B
. 16/7 :
<

halmazok, akkor indukciéval

J

(TN (U 4) = Z w(T N A;).

=1
>
halmazok, akkor indukciéval
] J
(2) p(T A (U A) =D (TN A).
i=1
. 16/-9 :
<

J
,LL( filAz) Z M(Bj), ahol Bj = U Az

=1

Ha indukciéval megmutatjuk, hogy

akkor hataradtmenettel a sziikséges egyenl6tlenségek koziil a nem trividlisat kapjuk. De
Bj+1 n Aj+1 = Aj+1, Bj+1 \Aj+1 = Bj, innen

w(Bj+1) = p(Aj1) + p(Bj).



(U2 Ag) > (Ul Ay).
Mivel (2) miatt
J
M(Ug=1Ai) = ZM(AZ)a
i=1

hataratmenettel a sziikséges egyenlGtlenségek koziil a nem trividlisat kapjuk.

. 24/—4 :
<
mértékli mérheté halmaz, akkor A tartalmaz nem mérhetd részhalmaszt.

* 1.3.16. Feladat [19]. Legyen p olyan véges Radon-mérték az X teljes metrikus
>
de pozitiv mértékii mérhetd halmaz, akkor A tartalmaz nem mérhetd részhalmazt.

* 1.3.16. Feladat [19]. Legyen u olyan nem nulla véges Radon-mérték az X teljes
metrikus

o 30/—1:
<

de nem Borel-halmaz.
>

de nem Borel-halmaz.

* 2.1.24. Feladat [15]. Adjunk meg olyan részhalmazét [0, 1]-nek, amelynek Lebes-
gue kiils6 mértéke 1, de a racionalis szamok feletti linearis burka nem tartalmaz pozitiv
mértékii Lebesgue-mérhetd halmazt.

° 33/4 :
<
2.2.8. Feladat [9]. Legyen {z,} a raciondlis szdmok egy sorozatba rendezése, és
>
2.2.8. Feladat [9]. Legyen x,, a racionélis szdmok egy sorozatba rendezése, és

o 41/-9:
<

pu(Cr N Cs) = pu (Cr) + pu (Cs).

pu(C1 U Cs) = pu(Cr) + pu(Cs).



° 42/4 :
<

A szorzattér azon ¢ fiiggvényei, amelyekre o(Cy UC) = o(C1) 4+ p(C2), egy zéart halmazt
>

A szorzattér azon ¢ elemei, amelyekre ¢(C1 U C2) = ¢(C1) + ¢(C), egy zart halmazt

o  42/15:
<

és a jobb oldalon szuprémumot véve, u(U) < p(Uy + p(Uz) adédik. Innen teljes induk
>

és a bal oldalon szuprémumot véve, u(U) < u(Uy) + u(Usz) adédik. Innen teljes induk-

.  47/18:
<

(f | B)7Y(V) is Borel-halmaz.
>

(f | B)~Y(V) is Borel-halmaz.

— 3.1.13. Feladat [10]. Adjunk meg olyan f : [0,1] — R Lebesgue-mérheté fiigg-
vényt, amelynek semmilyen 1 mértékti A C [0, 1] halmazra vett megszoritdsa sem folyto-
nos.

o 52/—-0:

<

>

* 3.2.21. Definicié. Az X topologikus teret az Y topologikus térbe képezd fiiggvény

Baire-fiiggvény, ha benne van az dsszes olyan fiiggvényosztalyban, amely tartalmazza a
folytonos fiiggvényeket és nem vezet ki bel6le a pontonkénti hatarérték képzése. Nyil-
van a Baire-fiiggvények mind Borel-fiiggvények. Legyen By(X;Y) az X-et Y-ba képezd
folytonos fliggvények osztédlya, és minden o > 0 rendszamra B,(X;Y) az sszes olyan
fiiggvények osztélya, amelyek eléallnak valamely f, € Bg, (X;Y), 8, < « fiiggvénysoro-
zat pontonkénti hatarértékeként.

* 3.2.22. Feladat [6]. Mutassuk meg, hogy a B, (X;Y) osztalyok egyesitése az tsszes
«a megszamlilhat rendszamra a Baire-fiiggvények osztédlya, igy ha o nem megszamlalhato
rendszdm, akkor B, (X;Y) a Baire-fiiggvények osztilya.

* 3.2.23. Feladat [9]. Legyenek fi, fa,..., f, valds értékil Baire-fiiggvények az X
topologikus téren, és g : R™ — R Baire-fiiggvény. Mutassuk meg, hogy

T = g(fl(z)af2(x)7"' 7fn(x))

is Baire-fiiggvény.

* 3.2.24. Feladat [13]. Mutassuk meg, hogy ha X metrikus tér, akkor az X-et R-be
képez6 Baire-fiiggvények osztalya megegyezik a Borel-fiiggvények osztalyaval.



* 3.2.25. Feladat [16]. Mutassuk meg, hogy R helyett egy Y szeparabilis metrikus
térbe képezd fiiggvények osztilydra az el6z6 feladat allitdsa pontosan akkor marad ér-
vényben, ha Y minden véges részhalmaza minden € > 0-ra benne van R egy folytonos
képének az e-kornyezetében.

* 3.2.26. Feladat [20]. Mutassuk meg, hogy minden o megszamlalhat6 rendszamra

Ba(R;R) \ Us<aBs(R; R) # 0.

° 54/—6 :
<

alkalmazzuk (3)-at, és felhasznaljuk a mérték folyonossagat. (6) trividlis, ha o = 0. Ha
>

alkalmazzuk (3)-at, és felhasznédljuk a mérték folytonossagat. (6) trividlis, ha o = 0. Ha

. 57/-3:
<

(5) ha f<gés [fdu>—o0 vagy [gdu < oo, akkor [ f < [g;
>

(5) ha f<gés [ fdu>—oovagy [gdu < oo, akkor [ fdu < [gdu;

. 60/9 :
<

Igaz-e a megforditas?
>

Igaz-e a megforditas?

— 4.2.11.1. Feladat [7]. Mutassuk meg, hogy egy integralhaté fiiggvény egy o-véges
halmazon kiviil nulla.

o 61/2:

<
beli értékii integralhaté fliggvényre annak bizonyitdsa, hogy | [ f| < [|f|. Legyen
y = (y1,Y2,.-. ,Yn) az f integralja. Ekkor a Cauchy-egyenl6tlenségbél 2721 yjfj(z) <
|y|‘f(:z:)] majdnem mindeniitt, amibdl

2_n 7
1] —;yj/fjg|y|/|f|.



5

beli értékil integrilhaté fiiggvényre annak bizonyitdsa, hogy | [ f| < [|f|. Feltehet-
jik, hogy K = R. Legyen y = (y1,¥2,..-,Yn) az [ integrdlja. Ekkor a Cauchy-
egyenlStlenséghdl Y7, y; fi(z) < |yl|f(x)| majdnem mindeniitt, amibsl

||2:” i fi <yl | ISl
Yy j;yj/j y/

e 61/-12:

S(s) =D ynX(s =1y;).

Jj=1

Nyilvan S(sn) < S(|sn|) = [|sn]. Az X-en majdnem mindeniitt értelmezett Y-beli
értékii mérhetd fiiggvényt
>

S(s) = ZMX(S =)y,

Nyilvan |S(s)| < S(|s|) = [ |s|. Az X-en majdnem mindeniitt értelmezett Y-beli értékii
mérheto fiiggvényt

° 62/—14 :
<
4.3.5. Majorans kritérium. Ha f majdnem mindeniitt értelmezett, mérhetd
>

4.3.5. Majorans kritérium. Ha f majdnem mindeniitt értelmezett, Banach-
térbeli értékii mérhetd

. 62/—4:
<
Bizonyitas. Nulla mértékii halmazon alkalmasan megvéltoztatva a fiiggvényeket, a
>
Bizonyitas. Nulla mértékii halmazon alkalmasan megvaltoztatva a fiiggvényeket,
az fn-ek és az f értékkészlete egy szepardbilis altérben marad, és a

. 66/—11 :
<

és mi a hatarértékiik:
>

és mi a hatarértékiik (z,-ben n nem nulla elem van):



. 66/—1 :
<

hogy ha a mérték a Lebesgue-mérték [0, 1]-en, akkor a tartalmazds valédi.
>

hogy ha a mérték a Lebesgue-mérték [0, 1]-en, akkor a tartalmazds valddi, és L2 (u) #
M1 <p<ooLi (1)

— 4.4.12.1. Feladat [9]. Vizsgiljuk meg mérhetd fiiggvények pontonkénti, egyen-
letesen, L.2-normaban, majdnem mindeniitt és mértékben valé konvergencidja kozott a
kapcsolatot.

o 67/11:
<
* 4.4.18. Feladat [9]. Igazoljuk, hogy 1 < p < oo, p # 2 esetén esetén LE (1)
>
* 4.4.18. Feladat [9]. Igazoljuk, hogy 1 < p < oo, p # 2 esetén LE (u)

o 69/—-13:
<
Ap(z) =my, ha =z <ax <z (1<i<ng),
Fk(l') =M;, ha x4 <x<ux (1§’L§7’Lk)
>

Ap(z) =m; =inf{f(x) 12,1 <z <ax;}, ha =z <zx<z (1<i<ng),
Fr(x) = M; =sup{f(x) : ;-1 <z <z;}, ha z,1<z<z (1<i<nyg)

. 69/-2 :
<

1/k < 6 és x € (x;,x;41) valamely 1 < i < ny — l-re, akkor (z;,z,11] C (x — 0,2 +9), igy
>

1/k < 6 és x € (x;-1,2;) valamely 1 < i < ng-ra, akkor [z;_1,x;] C (x — §,z + 9), igy

° 70/—11:
<
Megjegyezziik, hogy a tobbdimenzids esetben is hasonld allitasok igazak.

— 4.5.6. Feladat [2]. Hatdrozzuk meg [0, 1]-en a raciondlis szdmok karakterisztikus
fliggvényének Riemann- és Lebesgue-integraljat.
>
Megjegyezziik, hogy a tobbdimenzids esetben is hasonld allitasok igazak.



. 71/-1:
<

nem mindeniitt folytonos fiiggvénnyel?
>

nem mindeniitt folytonos fiiggvénnyel?

* 4.5.16. Feladat [10]. Legyen f az A C R Lebesgue-mérhet$ halmazon integralhaté
valds értékii fiiggvény, 0 < ¢ < A(A). Mutassuk meg, hogy ha f integrélja az A tetsz6leges
¢ mértéki részhalmazdn 0, akkor f majdnem mindeniitt nulla.

* 4.5.17. Feladat [11]. Legyen f az A C R Lebesgue-mérhetd halmazon integrélhaté
valds értékii fiiggvény, amelynek integralja 0. Mutassuk meg, hogy 0 < ¢ < A(A) esetén
van olyan B C A mérhet$ halmaz, amelyre A\(B) = ¢ és a B-n az integral szintén nulla.

o« 75/14:
<

egy o-véges mértéktér, A a Lebesgue-mérték R-en, f: X — [0, oc] mérhetd fiiggvény, és
>

egy mértéktér, \ a Lebesgue-mérték R-en, f : X — [0, co] mérhet6 fiiggvény, és

o 79/10 :
<

hogy A" (7(B)) = ¢,;A"(B) minden Borel-halmazra. (1) szerint ez minden S € R™-re is
>

hogy A" (7(B)) = ¢;A"(B) minden Borel-halmazra. (1) szerint ez minden S C R™-re is

o 80/—1:
<

AB)A(C) >0
>

* 5.2.12. Feladat [18]. Konstrudljunk olyan valds fiiggvényt, amely grafikonjanak
barmely egységnégyzetbe esO része 1 kiilsé mérték halmaz.

. 81/—4:
<

Létezik tovabba egy olyan ¢ nemnegativ valds értékii mérheté fiiggvény, hogy
>

Létezik tovabba egy olyan X -en értelmezett p nemnegativ valos értékii mérheté fiiggvény,
hogy



. 81/-2:
<

A ¢ fiiggvény p-majdnem mindeniitt egyértelmiien meghatdrozott, azaz ha ¢ egy masik
>

A ¢ fiiggvény p-majdnem mindeniitt egyértelmiien meghatarozott, azaz ha ¢ egy masik
X-en értelmezett

o 91/6 :
<

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a normdak kozott — megfeleleld feltételek mellett —
>

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a norméak kozott — megfeleld feltételek mellett —

. 116/2 :
<
8.3.1. Definicié. Egy f : R — C fiiggvényt az I C R intervallumon abszoliit
>
8.3.1. Definicié. Az I C R intervallumon egy f : I — C fiiggvényt abszoliit

° 116/6 :

<

8.3.2. Tétel. Ha f : R — C abszolut folytonos egy I C R intervallumon, akkor f
teleinek?

>

8.3.2. Tétel. Ha egy I C R intervallumon f : I — C abszolit folytonos, akkor f

o 118/-9:
<
8.3.8. Feladat [9]. Vizsgéljuk meg, hogy az f(r) = 2®sinz?, ha z # 0, f(0) =0
>
8.3.8. Feladat [9]. Vizsgaljuk meg, hogy az f(z) = |z|* sin |z|?, hax # 0, f(0) =0

o 160/5:
<

dist(f(z), f(y)) < M dist(z, )

dist (f(z), f(y)) < M dist(z, y)



° 161/-12:
<
homeomorf
>
homeomorf

11.1.15.1. Feladat [5]. Van-e olyan, nyilt intervallummal homeomorf térgorbe,
amely értékkészletének lezartja az egész tér?

o 161/-1:
<

s sy

s sy

s sy

. 162/9 :
<

fiiggvény, amely pontosan a raciondlis pontokban folytonos.
>

fiiggvény, amely pontosan a raciondlis pontokban folytonos.

* 11.1.24. Feladat [13]. Mutassuk meg, hogy egy (a,b) intervallumon differencisl-
haté fiiggvény derivaltjanak folytonossagi helyei mindeniitt siirliek (a, b)-ben.

o 162/-3:
<

R:{Qﬁn:n=0,1,2,...;k=0,1,2,...,2”}.

. 166/20 :
<
A kovetkezd tétel az egység felbontdsdnak Hausdorff-terekre vonatkozd valtozata.
>
A kovetkezd tétel az egység felbontdsanak lokdlisan kompakt Hausdorff-terekre vo-
natkozé valtozata.
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167/14 :
<
Az egységelem barmely W kornyezete tartalmazza az egységelem olyan V' kornyeze-

>
Az egységelem barmely U kornyezete tartalmazza az egységelem olyan V' kornyeze-



<

Osszefiiggések a topologikus terek fontosabb fajtdi kozott.

Kompakt

metrizalhato6
terek

Kompakt

Lokalisan kompakt
megszamlalhat6 bazisa
Hausdorff-terek

Hausdorff-terek

Lokalisan kompakt
o-kompakt
Hausdorff-terek

Metrizalhato6
lokalisan
kompakt terek

Metrizalhaté
terek

Lokalisan
kompakt

Hausdorff-terek

Normalis
terek

Teljesen
regularis
terek

Regularis
terek

Hausdorft-
terek
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>

Osszefiiggések a topologikus terek fontosabb fajtdi kozott.

Kompakt

metrizalhato6
terek

Kompakt

Lokalisan kompakt
megszamlalhat6 bazisa
Hausdorff-terek

Hausdorff-terek

Lokalisan kompakt
o-kompakt
Hausdorff-terek

Metrizalhato6
lokalisan
kompakt terek

Metrizalhaté
terek

Lokalisan
kompakt

Hausdorff-terek

Normalis
terek

Teljesen
regularis
terek

Regularis
terek

Hausdorft-
terek
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o 175/14:
<

6) |f(z)—g(x)| <(2/3),hazeF (i=1,2,...,n).
>

6) |f(2) —gi(x)| < (2/3), haze F(i=1,2,...,n).

. 177/6 :
<

pedig X*-ot {runk; X*-ot az X konjugalt terének nevezziik.
>

pedig X*-ot ifrunk; X*-ot az X konjugalt terének vagy dualis terének nevezziik.

. 183/—16:

<
[29] Mikolds M.: Valés fiiggvénytan és ortogonalis sorok. Tankonyvkiadd, Budapest,
1965.

>
[29] Mikolds M.: Valés fiiggvénytan és ortogondlis sorok. Tankonyvkiadd, Budapest,
1978.

° 184/—-1:
<

[50] Zeidler, E.: Nonlinear functional analysis I-IV. Springer-Verlag, New York, 1990.
>

[50] Zeidler, E.: Nonlinear functional analysis and its applications I-IV. Springer-Verlag,
New York, 1990.

o 104/15:
<

Peano, Giuseppe (1887-1956)
>

Peano, Giuseppe (1858-1932)



