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Lefogé ponthalmazok

Egy (véges) geometriai struktaraban (pl. projektiv sik, tér) vagy
hipergrafban lefogé ponthalmaz egy olyan B ponthalmaz, amely
minden egyenest ill. hiperélt metsz.

Projektiv sikokra:|B| > g + 1, és egyenl6ség esetén egyenes
BRUEN-PELIKAN: Ha B nem-trivialis, akkor |B| > g + /g + 1
Abban az esetben, ha itt egyenlGség teljesiil, a ponthalmaz egy \/q
rend( részsik (Baer részsik).

BRUEN-THAS: Minimalis lefogé ponthalmazra |B| < q,/q + 1.
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Nagy lefogok stabilitasa

Tétel (SzT-Weiner Zs.)

Legyen B egy q/q + 1 — € pontii ponthalmaz PG(2, q)-ban, ahol
q=p?", p>78 hah=1,p>5 hah>1ahole<(p—5)/2.
Tegyiik fel, hogy B minden pontjaban van érinté egyenes. Ekkor B
unital, specidlisan e = 0.

Unital: olyan g,/q + 1 pontl ponthalmaz, amelyet minden egyenes
1 vagy \/q + 1 pontban metsz.

Ez a korabbi workshop-on elmondott eredmény kiterjesztése (akkor
q = p?-re volt meg, rosszabb korlattal) négyzetrendii sikokra. A
dolgozatot a Finite Fields and their Appl.-hoz nyajtottuk be.
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Kédelméleti kapcsolatok

A lefogé ponthalmazok attételesen kapcsolédnak a linearis kédokra
vonatkozé Griesmer-korlathoz. Ez a kdvetkezét mondja:

Egy [n, k,d]q kédra n > Zf'(:_ol [d/q'.

Ezek (geometriai) vizsgalataban a “minihyper’-ek jatszanak
szerepet, amelyek specialis lefogé ponthalmazok. Ezeket HAMADA
és TAMARI vezette be, leirhaték vele a BELOV, LOGACHEYV,
SANDIMIROV gyatotta kédok. Igy azt reméljiik, hogy a lefogd
ponthalmazokra vonatkozé stabilitasi eredményekbdl a
Griesmer-korlathoz kozeli kédokra adédnak eredmények. Ehhez
hosszi az (t: magasabb dimenziéra és esetleg minihyperekre kell
kiterjeszteni az eredményeket.
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Reed-Solomon kédok

A véges geometriak legrégebbi kédelméleti alkalmazasa linearis
MDS kédokkal kapcsolatos. Ezekre a kédokra d = n— k+ 1 és egy
ilyen kod paritasellen6rz6 matrixanak oszlopvektorai ivet alkotnak.
Ezekre vonatkozik az MDS sejtés (ami szerint n < g + 1, ill.
néhany specialis esetben g + 2). Ennek bizonyitott esetei SEGRE
ill. BALL véges geometriai eredményein alapulnak. A nevezetes
példak a Reed-Solomon (RS) kédok (amiket a CD-k is hasznalnak).
A GRS kédok liosta dekédolasahoz hasznos az an. “coset leader
weight enumerator” ismerete. Ezt RUUD PELLIKAAN-nal és
AART BLOKHUIS-szal meghataroztuk abban az esetben, ha a kéd
4 kodimenziés. A dolgozatrdl 6sszel kaptunk lektori véleményt és az
0j valtozatot oktéber végén kiildtiik be. A folydirat a Designs,
Codes, and Cryptography, reméljilk nemsokara elfogadjak a cikket.
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Tovabbi véges geometriai tervek

Ezen a téman KLAUS METSCH-csel és LEO STORME-val
dolgozunk. Az egyik eredmény:

Legyen S maximalis részleges 1-befedés PG(4, q)-ban, amelynek
mérete kisebb, mint 3(q? — q + 1). Ekkor |S| = ¢*> + 1+ kg,
alkalmas k € N, és S g°> + 1 — k egyenest tartalmaz egy alkalmas
hipersikbdl.

Erdemes megemliteni, hogy a konstrukcié IURLO és RAJOLA
eredménye (legalabbis kis g-ra).

Az eredményeket altalanositottuk (n — 1)-befedésekre, és 3n — 2
dimenziés térre. Ezen Leo Storme budapesti latogatasan szerettiink
volna dolgozna, ami meghitsult, igy ez a kdvetlezé idészakra
cstszik.
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Projektiv sikok szinezése

A nyolcvanas években ERDOS PAL vetette fel a kovetkezd kérdést:
szinezziik két szinnel a sik pontjai. Mennyi lehet azon egyenesek
szama maximum, amelyeken ugyanannyi pont van mindkét szinbél?
Viszonylag egyszerlien megmutathato, hogy legalabb g + 1 olyan
egyenes kell legyen, amelyek nem egyenletesek. Ha ugyanis ennél
kevesebb nem-egyenletes egyenes van, akkor kell legyen olyan pont,
amin csupa egyenletes egyenes megy at. Az ilyen pontok
egyszinliek, és ezen szin dsszesen (q? + 1)/2-szor szerepel.
Hasonloan kell legyen olyan pont is, amelyen pontosan egy
nem-egyenletes egyenes van. Ennek a pontnak a szine nem lehet az
elébbi szin, és a masik szin sem.

A legkevesebb egyenletes egyenest tartalmazé szinezést is meg
tudjuk adni: egy rogzitett ponton atmend egyenesek fele teljesen
piros, a masik fele kék (magat a pontot kivéve).

A kérdésen Marké Adammal és Weiner Zsuzsaval dolgozunk, a fenti
legalabb g + 1-et kb. 3q/2-re (egész pontosan 3(q + 1)/2-re)
tudtuk kombinatorikusan javitani, kombinatorikus médszerekkel.
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Projektiv sikok szinezése II.

Abban az esetben, ha a sik a testre épitett sik (PG(2, q)), jobb
eredményt is tudunk: meg tudjuk hatarozni a masodik legkevesebb
nem-egyenletes egyenest tartalmazé szinezést. Ezt agy kapjuk,
hogy a fenti trivialis szinezésben egy pont szinét megvaltoztatjuk.
Meglep& médon ennek belatasara ugyanazt az algebrai technikat
lehet hasznalni, mint a lefogé ponthalmazok stabilitasara.

A fenti kérdés csak paratlan g-ra értelmes, de az alabbi
altalanositas mindig: adjunk meg egy p és k szamot, amelyekre
p+ k =g+ 1. Egy a pontok két szinnel valé szinezésében mennyi
azon egyenesek maximalis szama, amelyeken p db piros és k db kék
pont van? Eredményeinket erre az esetre is kiterjesztettiik.

Abban az esetben, ha a p, k paraméterek valamelyike kicsi (kb.
cq'/? nagysagrendi, akkor le is tudjuk irni azokat a szinezéseket,
amelyekben a nem p, k eloszlast egyenesek szama kevesebb, mint
cq./q (ahol c kicsike konstans).

Ezeken a kérdéseken jelenleg is dolgozunk.

Tovabbi altalanositas: sik helyett magasabb dimenzids térre (és
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Motivacio

Eredeti kérdés motivaciéja: diszkrepancia

Egy 2 szinnel szinezésre megnézziik minden élre a két szin
kiilonbségét. Vessziik ezk maximumat, majd az dsszes 2-szinezésre
az el6bbi maximumok minimumat. Ez a hipergraf diszkrepanciaja.
Projektiv sikokra ez legalabb ,/q. SPENCER: < C,/q.

Ezt egésziti ki az ERDOS kérdés, ahol m.m egyenesen a szinek
eltérése 0.
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Majdnem k mod p halmazok

Proposition (Weiner-SzT)

Legyen M multihalmaz PG(2, q)-ban, 16 < q, g = p", ahol p
prim. Tegyiik fel, hogy az M-et nem k mod p pontban metszé
egyenesek szama 0, ahol 0 < (|\/q] +1)(¢+1—[,/q]). Egy
tovabbi feltétellel ekkor létezik olyan M’ multihalmaz, amely
minden egyenest k mod p pontban metsz és M mdédositott

)

pontjainak szama [ 1.

Az extra feltétel csak a g prim esetben kell. Ezt az eszkozt
projektiv sikok egyenesei altal generalt kédok kis salyi
kédszavainak leirasahoz hasznaltuk el6szor.
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