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Elliptikus gorbék

E: y? = x3+ ax + b egy Q folétti elliptikus gorbe, Q < K(< C) egy
testbdvités. Ekkor a K-racionalis pontok E(K) halmaza egy Abel-csoport:

y
y2:X3+7

R=P1+ P>
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Elliptikus gorbék

Tétel (Mordell-Weil)

Ha K/Q egy véges bdvités, akkor E(K) egy végesen generalt
Abel-csoport.

Végesen generalt Abel-csoportok alaptétele:
E(K) 27 E(K)tors .

Konkrét E és K esetén E(K)ors viszonylag konnyen kiszamolhato:
E(K)tors S E(C)tors = (Q/Z)2, 56t

Tétel (Mazur, 1978)

Cpn, ahol 1 < n <10
E(Q)tors = C12
Gpn@® G, ahol 1 <n<4.
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A Mordell-Weil rang

F& kérdés: mennyi re k?

e Bhargava—Shankar (2015): Az rg g rang ,atlaga” az Gsszes E
gorbére legfeljebb 7/6
e Legnagyobb ismert rangl gorbe (Elkies, 2006):

3+ xy+y=x> — x? — 20067762415575526585033208209338542750930230312178956502x+
34481611795030556467032985690390720374855944359319180361266008296291939448732243429

rangja > 28
e megoldatlan, hogy rg g korlatos-e

o rg g kiszdmitasa ~» Birch-Swinnerton-Dyer sejtés
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Elliptikus gorbék L-fliggvénye

Tétel (Hasse, 1933)

Ha E sima modulo p, akkor

(p+1) — #E(F,)| < 21/p

Birch és Swinnerton-Dyer (Cambridge, 196x) szamitasai konkrét gorbékre
~~ sejtés:

H #E'[()Fp) ~ Clog(x)™2 (x = 00) .

p<x

Legyen a, .= p+1— #E(F,) és p ,rossz’, ha E nem sima modulo p,
tovabba

1 1
1— —s 1— -5 1-2s
app i6p app~°+p

LE/Qs) =[]

rossz p
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A Birch—Swinnerton-Dyer sejtés

Ugyan a fenti szorzat csak Re(s) > 3/2 esetén konvergal, de
heurisztikusan:

LE/Q)~][A-ap+p ) =]] #}1 =11 #E/ZFP)

jop jop jop

Tétel (Wiles, Taylor—Wiles, Breuil-Conrad—Diamond-Taylor, 2001)

Q folstt minden elliptikus gérbe modularis, azaz L(E/Q, s) folytathato
holomorf médon az egész komplex sikra.

Sejtés (Birch és Swinnerton-Dyer)

Az L(E/Q, s) fiiggvénynek pontosan rg g-szoros gydke van s = 1-ben.
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Mit tudunk a BSD-sejtésrsl?

Tegyiik fel, hogy E-n van komplex szorzas (azaz E endomorfizmusgyiirije
szigortian nagyobb, mint Z). Ekkor ha L(E/Q, 1) # 0, akkor E(Q) véges,
azaz re g = 0.

Tétel (Gross—Zagier, 1986)

Tegyiik fel, hogy E modularis (2001 6ta ezt tudjunk minden E-re). Ekkor
ha L(E/Q, s)-nek elsérendii nullhelye van s = 1-ben, akkor E(Q)
végtelen, azaz rg g > 0.

Tétel (Kolyvagin, 1989)

Ha E modularis és L(E/Q, s)-nek legfeljebb elsérendii nullhelye van
s = 1-ben, akkor igaz a BSD sejtés.

A\
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Mit tudunk a BSD-sejtésrsl?

Tétel (Nekovar 2009, Dokchitser—Dokchitser 2010)

Amennyiben a III(E/Q) p-hatvanyrendii torzidrésze véges valamely p
primre, akkor az analitikus és algebrai rang azonos paritasu.

Tétel (Bharghava—Shankar 2015)

Az elliptikus gdrbék nagy részének (legalabb 83,75%-anak) a rangja
legfeljebb 1, tehat igaz ra a BSD-sejtés. Az atlagos rang legfeljebb 7/6.

A fenti tételek koziil Coates—Wiles, Kolyvagin, Dokchitser—Dokchitser
moddszere: lwasawa-elmélet!
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lwasawa-elmélet — analitikus oldal

Rogzitsiink egy p primet és legyen x: (Z/p"Z)* — C* egy mod p"
multiplikativ karakter (n > 1). A (x-vel) csavart L-fiiggvénye E-nek:

L(E,xs) = []

rossz q

1
H 1— X(q)aqq_s + X(q)2q1—2s

1
1— —S
x(9)aqq—= °

Kicsit altalanosabban, ha p: Gal(Q/Q) — GL,(Q) egy
Galois-reprezentacio, akkor van egy L(E, p, s) csavart L-fliggvény.

Deligne periédus-sejtése (1979)

* — L(E,p,1)
L (E’p) T Q+(E)dimp+Q_(E)

periédusa: az E(C) téruszon értelmezett we kanonikus differencial
integralja egy zart gorbén.

s— € Q, ahol QL (E) az E gdrbének egy
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lwasawa-elmélet — algebrai oldal

Selmer és Tate-Safarevics csoportok:

0= Qp/Zp @ E(K) — Sel, (E/K) — IL(E/K)[p™] = 0

Tate-Safarevics sejtés
II(E/K) véges.

Masrészt Q,/Z, ® E(K) = (Qp/Z,)5¥, tehat ha igaz a T-S-sejtés,
akkor Selpe (E/K) = (Qp/Zp)"= < véges.
Legyen K /Q egy végtelen Galois bévités, pl. Koo = Q(pp=)
(korosztasi), Q(upee, *3/m) (,hamis Tate-gorbe bdvités") vagy
Kso = Q(E[p™]) (,GLy-bévités") és

Selpw(E/Ks) = lim  Sely~(E/K) .

=
QévégesKS Koo
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lwasawa-elmélet — algebrai oldal

Legyen G := Gal(Kx/K) és X(E/Kx) := Hom(Selp (E/Kso), Qp/Zp).
Ekkor X(E/Kx) egy végesen generalt Z,[[G]]-modulus
(Iwasawa-algebra).

Sejtés (Coates—Sujatha, 200x)

Ha pp~ C Ks és E-nek j6 kozonséges redukciéja van modulo p, akkor
X(E/Kx)/X(E/Ks)(p) végesen generalt a Z,[[H]] Iwasawa algebra
folott is, ahol H = Gal(Keo /Q(pp=)).

Létezik egy S C Z,[[G]] multiplikativ részhalmaz, hogy
Zp[[Glls ®z,56) M = 0 < M végesen generélt /Z,[[H]]. Algebrai
K-elmélet lokalizalas hossz( egzakt sorozata:

Ki(Zo[[G])) = Ki(Z,[[Glls) % Ko(Mu(G)) = 0.

Ha p: G — GL,(Q) egy reprezentacio, f € Ki(Z,[[G]]s), akkor
f(p) € Qp U {o0}.
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Az Iwasawa-elmélet fésejtése

Nemkommutativ Iwasawa-elmélet fésejtése

(Coates—Fukaya—Kato—Sujatha—Venjakob, 2006)

Létezik egy Le p € Ki(Zp[[G]]s) .p-adikus L-fiiggvény”, melyre

(1) O(LEp) = [X(E/K)], azaz Lg , egy karakterisztikus eleme a
duélis Selmernek

(2) minden p: G — GL,(Q) reprezentaciéra Lg »(p) = L*(E, p,1), azaz
L p interpolalja a (médositott) komplex L-értékeket.

Korabban: kommutativ fésejtések (Mazur, Coates, Greenberg, 1970-),
hasonlé fésejtések elliptikus gorbék helyett mas motivumokra, mint pl. az
osztalycsoport. Kommutativ példa: Koo = Q(ppe), Zp[[G]] = Zp[[T]]
hatvanysorgyiirt, f(T) = T(T + p),

A(F(T)) = [Z[[T]I/(T) ® Zp[[T]I/(T + p)],

FO) =f(x(t+p) =1) = (x(1 +p) = DXL + p) = 1 + p)-
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Hida-csaladok

Legyen Z, C R (tipikusan R = Z,[[X]]) egy lokalis noether-gyiird, ami
»paraméterezi” modularis formaknak egy F csaladjat, azaz minden m < R
maximalis idealhoz tartozik egy 2 sulya f, € F (p-adikus) modularis
forma, f, ~ Ey, elliptikus gérbe.

Projekt (Somnath Jha-Z)

a) Tegyiik fel, hogy adott my,...,mg, -+ < R idealokra ismerjiik
X(Em,/Ks)-t minden k > 1-re. Meghatérozza ez X(F/Ks)-t?

b) Ha igaz az lwasawa-elmélet fGsejtése az F csalad végtelen sok
specialis elemére, kdvetkezik-e ebbél a fésejtés a tobbire?
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