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Adott S, T lineéris transzformacidk esetén vizsgaljuk az

SX=T, (1)

egyenlet megoldhatésagat.




Operator- és matrix egyenletek

A vizsgalt operator/matrix egyenletek

Adott S, T lineéris transzformacidk esetén vizsgaljuk az

SX=T, (1)
egyenlet megoldhatdsagat.
Specialis megoldasok keresése

A megoldasok kozott specidlis megoldasok keresése:

@ minimalis normajd megoldas
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Operator- és matrix egyenletek

A vizsgalt operator/matrix egyenletek
Adott S, T lineéris transzformacidk esetén vizsgaljuk az
SX=T, (1)

egyenlet megoldhatdsagat.

Specialis megoldasok keresése
A megoldasok kozott specidlis megoldasok keresése:
@ minimalis normajd megoldas

@ pozitiv szemi-definit megoldas
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Operator- és matrix egyenletek

A vizsgalt operator/matrix egyenletek

Adott S, T lineéris transzformacidk esetén vizsgaljuk az
SX=T, (1)

egyenlet megoldhatdsagat.

Specialis megoldasok keresése

A megoldasok kozott specidlis megoldasok keresése:
@ minimalis normajd megoldas
@ pozitiv szemi-definit megoldas

@ szimmetrikus (6nadjungélt) megoldas
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Operator- és matrix egyenletek

A vizsgalt operator/matrix egyenletek |

Adott S, T lineéris transzformacidk esetén vizsgaljuk az
SX=T, (1)

egyenlet megoldhatdsagat.

Specialis megoldasok keresése

A megoldasok kozott specidlis megoldasok keresése:
@ minimalis normajd megoldas
@ pozitiv szemi-definit megoldas
@ szimmetrikus (6nadjungélt) megoldas

@ egyértelmii pozitiv/szimmetrikus megoldas
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Operator- és matrix egyenletek

A vizsgalt operator/matrix egyenletek |
Adott S, T lineéris transzformacidk esetén vizsgaljuk az

SX=T, (1)

egyenlet megoldhatdsagat.

Specialis megoldasok keresése

A megoldasok kozott specidlis megoldasok keresése:

minimalis normaji megoldas

pozitiv szemi-definit megoldas
szimmetrikus (6nadjungalt) megoldas
egyértelmii pozitiv/szimmetrikus megoldas
a fentiek kozott extremalis megoldasok
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TX = S pozitiv szemi-definit megoldhatésaga, azaz:

PX=X">0, TX=S




TX = S pozitiv szemi-definit megoldhatésaga, azaz:

PX=X">0, TX=S

A megoldasok az
Xo: T'x— S*x

leképezés kiterjesztései kozott keresendok.




Adott Ap : X D D — X lineéris transzformacié kiterjesztheté-e
A : H — H pozitiv lineéris transzformaciova?




Adott Ap : X D D — X lineéris transzformacié kiterjesztheté-e
A : H — H pozitiv lineéris transzformaciova?

Megjegyzés: A kérdés alacsony dimenziéban sem trivialis: X = R? (vagy
X =C?), D=R® {0} (vagy D = C & {0}), Ao(x,0) = (0, x).

(Ao(v,0),(v,0)) =0 = Ay >0.



Pozitiv kiterjeszthetdség kérdése

Altalanosabb probléma

Adott Ag : X D D — X lineéris transzformacié kiterjeszthet6-e
A :H — H pozitiv lineéris transzformaciéva?

Megjegyzés: A kérdés alacsony dimenzidban sem trividlis: X = R? (vagy

X =C?), D=Ra {0} (vagy D = C@ {0}), Ao(x,0) = (0, x).
(Ao(v,0),(v,0)) =0 = Ag > 0.

AAQgAO*AaA*Ol
0 1 1 *

= det A= —1 < 0, vagyis nem létezik A= A* > 0,A D Ao.
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Egy Ap : X O D — X linearis operator kiterjeszthetd folytonos pozitiv
szemi-definit transzformaciéva akkor, és csak akkor, ha létezik o > 0, hogy

||A0X||2 < a<A0Xa X>7 Vx € D.




Pozitiv kiterjeszthetdség

Pozitiv kiterjeszthetoség karakterizacidja

Egy Ao : X O D — X linearis operator kiterjeszthetd folytonos pozitiv
szemi-definit transzformaciéva akkor, és csak akkor, ha létezik o > 0, hogy

| Aox||? < a(Apx, x), Vx € D.

Extremalis megoldasok

1. A pozitiv kiterjesztés csak D+ = {0} esetben egyértelmii.
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Pozitiv kiterjeszthetdség

Pozitiv kiterjeszthetoség karakterizacidja

Egy Ao : X O D — X linearis operator kiterjeszthetd folytonos pozitiv
szemi-definit transzformaciéva akkor, és csak akkor, ha létezik o > 0, hogy

| Aox||? < a(Apx, x), Vx € D.

Extremalis megoldasok

1. A pozitiv kiterjesztés csak D+ = {0} esetben egyértelmii.
2. Van legkisebb megoldas.
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Pozitiv kiterjeszthetdség

Pozitiv kiterjeszthetoség karakterizacidja
Egy Ap : X D D — X linearis operator kiterjeszthetd folytonos pozitiv
szemi-definit transzformaciéva akkor, és csak akkor, ha létezik o > 0, hogy

| Aox||? < a(Apx, x), Vx € D.

Extremalis megoldasok

1. A pozitiv kiterjesztés csak D+ = {0} esetben egyértelmii.
2. Van legkisebb megoldas.

3. Adott Ag < B mellett van legnagyobb olyan Ap,.x megoldas, hogy
Amax S B
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Pozitiv kiterjeszthetdség

Pozitiv kiterjeszthetoség karakterizacidja |
Egy Ap : X D D — X linearis operator kiterjeszthetd folytonos pozitiv
szemi-definit transzformaciéva akkor, és csak akkor, ha létezik o > 0, hogy

| Aox||? < a(Apx, x), Vx € D.

Extremalis megoldasok

1. A pozitiv kiterjesztés csak D+ = {0} esetben egyértelmii.
2. Van legkisebb megoldas.

3. Adott Ag < B mellett van legnagyobb olyan Ap,.x megoldas, hogy
Amax S B

4. Adott v > o mellett van legnagyobb A, megoldas, hogy ||A,| = v

Zsigmond Tarcsay Operator- és matrixegyenletek TKP Workshop, 2022.01.13-14. 5/18



Adott S, T mellett a

TX=S

egyenletnek akkor, és csak akkor létezik pozitiv szemi-definit X megoldasa,
ha létezik @ > 0, hogy SS* < aTS*.




Alkalmazas: operatoregyenletek pozitiv megoldhatdsaga

Pozitiv szemi-definit megoldas létezése

Adott S, T mellett a
TX=S5

egyenletnek akkor, és csak akkor létezik pozitiv szemi-definit X megoldasa,
ha létezik o > 0, hogy SS* < o TS*.

Extremalis megoldasok és egyértelmiiség
1. A megoldas akkor, és csak akkor egyértelmii, ha ker T = {0}.
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Alkalmazas: operatoregyenletek pozitiv megoldhatdsaga

Pozitiv szemi-definit megoldas létezése
Adott S, T mellett a
™X=S5

egyenletnek akkor, és csak akkor létezik pozitiv szemi-definit X megoldasa,
ha létezik o > 0, hogy SS* < o TS*.

Extremalis megoldasok és egyértelmiiség |
1. A megoldas akkor, és csak akkor egyértelmii, ha ker T = {0}.
2. Ha van pozitiv szemi-definit megoldas, akkor van legkisebb megoldas.
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Alkalmazas: operatoregyenletek pozitiv megoldhatdsaga

Pozitiv szemi-definit megoldas létezése
Adott S, T mellett a
™X=S5

egyenletnek akkor, és csak akkor létezik pozitiv szemi-definit X megoldasa,
ha létezik o > 0, hogy SS* < o TS*.

Extremalis megoldasok és egyértelmiiség |
1. A megoldas akkor, és csak akkor egyértelmii, ha ker T = {0}.
2. Ha van pozitiv szemi-definit megoldas, akkor van legkisebb megoldas.

3. Adott v > a mellett az || X|| = v megoldasok kozott létezik
legnagyobb.
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Az TX = S egyenletnek mikor létezik szimmetrikus megoldasa?

PX=X"TX=S




Az TX = S egyenletnek mikor |étezik szimmetrikus megoldasa?

PX=X"TX=S

Hasonldéan a pozitiv esethez: a probléma ekvivalens az
Xo: T'x— S*x

leképezés folytonos szimmetrikus kiterjeszthetoségével




Adott S, T lineéris transzformacidk mellett a

TX=S

egyenletnek akkor, és csak akkor van folytonos szimmetrikus X megoldasa,
ha TS* szimmetrikus és létezik o > 0, hogy SS5* < aTT*.




Szimmetrikus megoldas létezése

Szimmetrikus megoldas létezése
Adott S, T linearis transzformaciék mellett a

T™X=S5

egyenletnek akkor, és csak akkor van folytonos szimmetrikus X megoldasa,
ha TS* szimmetrikus és létezik o > 0, hogy SS* < aTT™.

Extremalis megoldasok és egyértelmiiség

1. Egyértelmaség pontosan akkor van, ha ker T = {0}.
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Szimmetrikus megoldas létezése

Szimmetrikus megoldas létezése

Adott S, T linearis transzformaciék mellett a
T™X=S5

egyenletnek akkor, és csak akkor van folytonos szimmetrikus X megoldasa,
ha TS* szimmetrikus és létezik o > 0, hogy SS* < aTT™.

Extremalis megoldasok és egyértelmiiség
1. Egyértelmaség pontosan akkor van, ha ker T = {0}.

2. Adott 7 > « mellett az || X|| = v megoldasok kézott van legkisebb
(Xmin) és legnagyobb (Xmax)
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Szimmetrikus megoldas létezése

Szimmetrikus megoldas létezése

Adott S, T linearis transzformaciék mellett a
T™X=S5

egyenletnek akkor, és csak akkor van folytonos szimmetrikus X megoldasa,
ha TS* szimmetrikus és létezik o > 0, hogy SS* < aTT™.

Extremalis megoldasok és egyértelmiiség
1. Egyértelmaség pontosan akkor van, ha ker T = {0}.

2. Adott 7 > « mellett az || X|| = v megoldasok kézott van legkisebb
(Xmin) és legnagyobb (Xmax)

3. Ennél tobb is igaz:

{X =X TX=5,|X|| =~} ={X = X", Xinin < X < Ximax}
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A kozonséges, és parcialis differencidlegyenletekben szereplo
differencialoperatorok tobbsége nem-korlatos.




A kozonséges, és parcialis differencidlegyenletekben szereplo
differencialoperatorok tobbsége nem-korlatos.

Adott S, T : H — H lineéris transzformacidk esetén keressiik

TX=S

(nem feltétlenil folytonos) X megoldasait.




Nemkorlatos operatoregyenletek

Motivacié
A kozonséges, és parcidlis differencidlegyenletekben szerepl6
differencialoperatorok tdbbsége nem-korlatos.

Probléma
Adott S, T : H — H lineéris transzformacidk esetén keressiik

TX=S5
(nem feltétleniil folytonos) X megoldasait.

Kérdések
e (folytonos) megoldas létezése
@ onadjungélt/pozitiv énadjungélt megoldas
@ extremalis megoldasok

o egyértelmiiség
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e Adott S, T (nemkorlatos) operatorok esetén TX = S akkor és csak
akkor megoldhaté, ha Im(S) C Im(T).




Legrovidebb hosszii megoldas |étezése

Folytonos és nem folytonos megoldas létezése |

@ Adott S, T (nemkorlatos) operatorok esetén TX = S akkor és csak
akkor megoldhaté, ha Im(S) C Im(T).

o Létezik minimalis hosszd (Xmin) megoldas: ha X megoldas, akkor
minden x-re || Xminx|| < || Xx]|.
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Legrovidebb hosszii megoldas |étezése

Folytonos és nem folytonos megoldas létezése |

@ Adott S, T (nemkorlatos) operatorok esetén TX = S akkor és csak
akkor megoldhaté, ha Im(S) C Im(T).

o Létezik minimalis hosszd (Xmin) megoldas: ha X megoldas, akkor
minden x-re || Xminx|| < || Xx]|.

@ Folytonos megoldas akkor és csak akkor létezik, ha valamely oo > 0
mellett ||S*x|| < | T*x||.
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Legrovidebb hosszii megoldas |étezése

Folytonos és nem folytonos megoldas létezése |

@ Adott S, T (nemkorlatos) operatorok esetén TX = S akkor és csak
akkor megoldhaté, ha Im(S) C Im(T).

o Létezik minimalis hosszd (Xmin) megoldas: ha X megoldas, akkor
minden x-re || Xminx|| < || Xx]|.

@ Folytonos megoldas akkor és csak akkor létezik, ha valamely oo > 0
mellett ||S*x|| < | T*x||.

o Egyértelmiiség ker T = {0} esetén.
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A (pozitiv) 6nadjungalt megoldhatésag probléméja a folytonos esethez
hasonléan atfogalmazhaté egy kiterjeszthetéségi kérdéssé.




A (pozitiv) 6nadjungalt megoldhatésag probléméja a folytonos esethez
hasonléan atfogalmazhaté egy kiterjeszthetéségi kérdéssé.

Egy adott Ag : H D D — H linedris operator mikor terjeszthetd ki (nem
feltétlentl korlatos) pozitiv 6nadjungalt operatorra?




@ A pozitiv 6nadjungalt kiterjeszthetoség problémaja klasszikus kérdés
(Krein, Neumann, Friedrichs).




Nem siirin értelmezett operator kiterjesztése

El6zmények |
@ A pozitiv 6nadjungalt kiterjeszthetéség problémaja klasszikus kérdés
(Krein, Neumann, Friedrichs).

o Ezek mind csak a D+ = {0} esetben alkalmazhaték. (Ok: a
differencialoperatorok altalaban valamilyen Szoboljev-tér sima
fliggvényeibdl 4ll6 alterén értelmezettek)
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Nem siirin értelmezett operator kiterjesztése

El6zmények |
@ A pozitiv 6nadjungalt kiterjeszthetéség problémaja klasszikus kérdés
(Krein, Neumann, Friedrichs).

o Ezek mind csak a D+ = {0} esetben alkalmazhaték. (Ok: a
differencialoperatorok altalaban valamilyen Szoboljev-tér sima
fliggvényeibdl 4ll6 alterén értelmezettek)

@ Probléma: az operatoregyenlet megoldhatdsagaban el6keriilé operator
csak nagyon ritkan lesz siiriin értelmezett
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Egy Ao : H O D — H operator esetén ekvivalensek

(i) Ao-nak van pozitiv 6nadjungélt kiterjesztése,




Pozitiv onadjungalt kiterjesztések

Pozitiv 6nadjungalt kiterjesztés létezése

Egy Ao : H O D — H operator esetén ekvivalensek
(i) Ao-nak van pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése,
(i) D+ = {0}, ahol

D, ={k € H : sup{[(Aog, k)| : g € D,{Aog,g) <1} < +oo}
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Pozitiv onadjungalt kiterjesztések

Pozitiv 6nadjungalt kiterjesztés létezése

Egy Ao : H O D — H operator esetén ekvivalensek
(i) Ao-nak van pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése,
(i) D+ = {0}, ahol

D, ={k € H : sup{[(Aog, k)| : g € D,{Aog,g) <1} < +oo}

(iii) Ha (Aoxn, xn) — 0 és Aox, — y, akkor y = 0.
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Ha A, B pozitiv és 6nadjungalt operatorok, akkor

A<B &L (4B T<(I+A)!




Extremalis kiterjesztések

Nemkorlatos onadjungalt operatorok rendezése
Ha A, B pozitiv és 6nadjungdlt operatorok, akkor

A<B &L (1+B) < (I+A)!

Extremalis kiterjesztés létezése
Legyen Ao : D — H linearis operator.

1. Ha Ap-nak van pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése, akkor van legkisebb
kiterjesztése.
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Extremalis kiterjesztések

Nemkorlatos onadjungalt operatorok rendezése
Ha A, B pozitiv és 6nadjungdlt operatorok, akkor

A<B &L (1+B) < (I+A)!

Extremalis kiterjesztés létezése
Legyen Ao : D — H linearis operator.

1. Ha Ap-nak van pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése, akkor van legkisebb
kiterjesztése.

2. Legnagyobb kiterjesztés akkor és csak akkor van, ha D+ = {0}.
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Extremalis kiterjesztések

Nemkorlatos onadjungalt operatorok rendezése
Ha A, B pozitiv és 6nadjungdlt operatorok, akkor

A<B &L (1+B) < (I+A)!

Extremalis kiterjesztés létezése
Legyen Ao : D — H linearis operator.

1. Ha Ap-nak van pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése, akkor van legkisebb
kiterjesztése.

2. Legnagyobb kiterjesztés akkor és csak akkor van, ha D+ = {0}.
3. {A>0, A=A AD A} ={A>0,A= A" Anin < A< Anax}-
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Ha Ap-nak egyetlen pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése létezik, akkor
biztosan D+ = {0}.




Egyértelmiség

Egy elemi sziikséges feltétel

Ha Ap-nak egyetlen pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése létezik, akkor
biztosan D+ = {0}. Ez viszont nem elégséges feltétel.
Egyértelmiiség karakterizacidja

Feltéve, hogy D+ = {0}, a kovetkezdk ekvivalensek:

(i) Ao-nak egyetlen pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése van,
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Egyértelmiség

Egy elemi sziikséges feltétel

Ha Ap-nak egyetlen pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése létezik, akkor
biztosan D+ = {0}. Ez viszont nem elégséges feltétel.
Egyértelmiiség karakterizacidja

Feltéve, hogy D+ = {0}, a kovetkezdk ekvivalensek:

(i) Ao-nak egyetlen pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése van,
(ii) Dix = Dy, ahol

Dy = {x : xn = x, (Ao(Xn — Xm), Xn — Xm) — 0},
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Egyértelmiség

Egy elemi sziikséges feltétel

Ha Ap-nak egyetlen pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése létezik, akkor
biztosan D+ = {0}. Ez viszont nem elégséges feltétel.
Egyértelmiiség karakterizacidja

Feltéve, hogy D+ = {0}, a kovetkezdk ekvivalensek:

(i) Ao-nak egyetlen pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése van,
(ii) Dix = Dy, ahol

Dy = {x : xn = x, (Ao(Xn — Xm), Xn — Xm) — 0},

(iii) ker(/ 4+ A§) N D, = {0},
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Egyértelmiség

Egy elemi sziikséges feltétel

Ha Ap-nak egyetlen pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése létezik, akkor
biztosan D+ = {0}. Ez viszont nem elégséges feltétel.

Egyértelmiiség karakterizacidja
Feltéve, hogy D+ = {0}, a kovetkezdk ekvivalensek:

(i) Ao-nak egyetlen pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése van,
(ii) Dix = Dy, ahol

Dy = {x : xn = x, (Ao(Xn — Xm), Xn — Xm) — 0},

(iii) ker(/ 4+ A§) N D, = {0},
(iv) barmely 0 # y € ker(/ + A§) mellett

sup |{x,y)| = +o0.
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Adott S, T : H — H, domS C dom T esetén ekvivalensek:
(i) XT = S egyenletnek van pozitiv énadjungélt X = X* > 0 megoldasa,




Nemkorlatos pozitiv 6nadjungalt megoldasok

Pozitiv 6nadjungalt megoldas |étezése
Adott S, T : H — H, domS C dom T esetén ekvivalensek:

(i) XT = S egyenletnek van pozitiv énadjungélt X = X* > 0 megoldasa,
(i) minden x-re (Sx, Tx) > 0 és (D1.s)* = {0}, ahol

Drs={yeH: \(5x,y>\2 <7y - (Sx, Tx) (Vx)}.
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Nemkorlatos pozitiv 6nadjungalt megoldasok

Pozitiv 6nadjungalt megoldas létezése
Adott S, T : H — H, domS C dom T esetén ekvivalensek:

(i) XT = S egyenletnek van pozitiv énadjungélt X = X* > 0 megoldasa,
(i) minden x-re (Sx, Tx) > 0 és (D1.s)* = {0}, ahol

Drs={yeH: \<5x,y>\2 <7y - (Sx, Tx) (Vx)}.

Extremalis megoldasok, egyértelmiiség

1. Minimalis megoldas mindig létezik.
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Nemkorlatos pozitiv 6nadjungalt megoldasok

Pozitiv 6nadjungalt megoldas létezése
Adott S, T : H — H, domS C dom T esetén ekvivalensek:

(i) XT = S egyenletnek van pozitiv énadjungélt X = X* > 0 megoldasa,
(i) minden x-re (Sx, Tx) > 0 és (D1.s)* = {0}, ahol

Drs={yeH: \<5x,y>\2 <7y - (Sx, Tx) (Vx)}.

Extremalis megoldasok, egyértelmiiség
1. Minimalis megoldas mindig létezik.

2. Maximalis megoldas akkor és csak akkor van, ha (ImT)*+ = {0}.
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Nemkorlatos pozitiv 6nadjungalt megoldasok

Pozitiv 6nadjungalt megoldas létezése
Adott S, T : H — H, domS C dom T esetén ekvivalensek:

(i) XT = S egyenletnek van pozitiv énadjungélt X = X* > 0 megoldasa,
(i) minden x-re (Sx, Tx) > 0 és (D1.s)* = {0}, ahol

Drs={yeH: \<5x,y>\2 <7y - (Sx, Tx) (Vx)}.

Extremalis megoldasok, egyértelmiiség
1. Minimalis megoldas mindig létezik.
2. Maximalis megoldas akkor és csak akkor van, ha (ImT)*+ = {0}.
3. Egyértelmiiség pontosan akkor, ha (ImT)* = {0} és D1 s = Frs,

ahol

Frs={v:3Txy = v,(S(Xp — Xm), T(Xn — Xm) — 0)}.
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Koszonom a figyelmet!
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