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TKP workshop
Halmazok kicsi Fourier tartoval
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[ranyok halmaza

» Vessziik a p elemii test feletti 2 dimenziés affin sikot

AG(2,p).
> Vesziink egy p elemt halmazt. Szényi altalanositotta kisebb
halmazokra.

> Megnézziik, hany irdnyt hataroz meg a sikon egy p elemt
ponthalmaz, ami azt jelenti, hogy vesziink két kiillonb6z6
pontot, és megnézziik, a kiillonbség vektornak mekkora a
meredeksége, azaz melyik pontot hatarozza meg a projektiv
egyenesen.

> Esetleg kisebb halmazokra is megnézhetjiik az iranyok
halmazat. Nagyobbra nincs sok értelme, mert az dsszes
irany elGall.
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Eredmények

> Rédei és Megyesi belatta, hogy egy p elemd halmaz vagy
egy egyenest alkot vagy legalabb # iranyt meghatéaroz.

» Ezt be lehet latni lacunary , azaz hidnyos polinomokkal. Az
eredmény fontossagat mutatja, hogy ezt belatta Dress, Klin
és Muzychuk is, akik ezt Burnside tételének (p foku
tranzitiv permutéciocsoportok leirasa) egy alternativ
bizonyitasara hasznéltak.

» Lovasz és Schrijver leirta azokat a halmazokat, amik
pontosan # iranyt hataroznak meg. Ilyenbdl affin trafo

eredjéig 1 darab van.

» Ezaz f(z) = 2 fiiggvény grafikonja.
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Eredmények

>

>

Rédei és Megyesi belatta, hogy egy p elemi halmaz vagy
egy egyenest alkot vagy legalabb # iranyt meghatéaroz.

Ezt be lehet latni lacunary , azaz hianyos polinomokkal. Az
eredmény fontossagat mutatja, hogy ezt belatta Dress, Klin
és Muzychuk is, akik ezt Burnside tételének (p foku
tranzitiv permutéciocsoportok leirasa) egy alternativ
bizonyitasara hasznéltak.

Lovéasz és Schrijver leirta azokat a halmazokat, amik
pontosan # iranyt hataroznak meg. Ilyenbdl affin trafo

eredjéig 1 darab van.

Ez az f(x) = 2 fiiggvény grafikonja.

Gacs belatta, hogy % és 2% kozott se lehet a
meghatarozott irdnyok szama.
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Altalanositas
> Az eddigiekben p elemii ponthalmazokat néztiink, illetve

Szényi eredménye is csak ennél kisebb halmazokra
vonatkozik.

» Abban az esetben, ha egy p elemii halmaz nem hataroz meg
egy iranyt, akkor egy parhuzamos egyenes csalad minden
elemével 1 elemd a metszete.
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Altalanositas

> Az eddigiekben p elemii ponthalmazokat néztiink, illetve
Szényi eredménye is csak ennél kisebb halmazokra
vonatkozik.

» Abban az esetben, ha egy p elemii halmaz nem hataroz meg
egy iranyt, akkor egy parhuzamos egyenes csalad minden
elemével 1 elemii a metszete.

P Ilyenkor az egyenesekre merdSleges nem nulla vektorokhoz
tartozo6 reprezentaciok a halmaz karakterisztikus
fliggvényének Fourier transzformaltjanak a gyokei.

> A gyokoket ismét a projektiv egyenesen érdemes elképzelni,
hisz racionalis értéki fiiggvények Fourier gydkei nem nulla
konstans szorzora nézve invaridns halmazt alkotnak.

@ PROGRAM
FINANCED FROM
THE NRDI FUND



Altalanositas
> Az eddigiekben p elemii ponthalmazokat néztiink, illetve

Szényi eredménye is csak ennél kisebb halmazokra
vonatkozik.

» Abban az esetben, ha egy p elemii halmaz nem hataroz meg
egy irdnyt, akkor egy parhuzamos egyenes csalad minden
elemével 1 elemii a metszete.

P Ilyenkor az egyenesekre merdSleges nem nulla vektorokhoz
tartozo6 reprezentaciok a halmaz karakterisztikus
fliggvényének Fourier transzformaltjanak a gyokei.

> A gyokoket ismét a projektiv egyenesen érdemes elképzelni,
hisz racionalis értéki fiiggvények Fourier gydkei nem nulla
konstans szorzora nézve invaridns halmazt alkotnak.

> A projektiv egyenes azon pontjainak halmazat, amikhez
tartozo reprezentaciok nem ttinnek el hivjuk a halmaz
Fourier tratéjanak, a tobbi a gyokeinek.

> A teljes halmaznak minden pont gyoke, mig egy agyen@sn@k
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Ghidelli eredménye és sejtése

Theorem (Ghidelli)

|S|=kp (1 <k <p, ke€Z)részhalmaza AG(2,p)-nek. Ekkor S
. oy . +K42

vagy pdrhuzamos egyenesek unidja vagy legaldbb (pkﬂ 1

specidlis iranyt meghatdroz.

» Ghidelli azt sejtette, hogy a nevezibe lehet egy konstanst
irni.
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Ghidelli eredménye és sejtése
Theorem (Ghidelli)

|S|=kp (1 <k <p, ke€Z)részhalmaza AG(2,p)-nek. Ekkor S
. oy . +K42

vagy pdrhuzamos egyenesek unidja vagy legaldbb (pkﬂ 1

specidlis iranyt meghatdroz.

» Ghidelli azt sejtette, hogy a nevezibe lehet egy konstanst
irni.
Tétel (Kiss, Somlai)

Legyen k = p%l. Ekkor van pontosan 3 specidlis irdnnyal
rendelkezd halmaz AG(2,p)-ben, aminek kp eleme van.
S6t, azt is belattuk, hogy affint trafo erejéig pontosan 2
ilyen halmaz van, amik egymés komplementerei, és a
kisebbik Ghidelli tételének élességét mutatja d = 3 esetben.
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Ghidelli eredménye és sejtése
Theorem (Ghidelli)

|S|=kp (1 <k <p, ke€Z)részhalmaza AG(2,p)-nek. Ekkor S
. oy . +K42

vagy pdrhuzamos egyenesek unidja vagy legaldbb (pkﬂ 1

specidlis iranyt meghatdroz.

» Ghidelli azt sejtette, hogy a nevezibe lehet egy konstanst

irni.
Tétel (Kiss, Somlai)
Legyen k = P==. Ekkor van pontosan 3 specidlis irdnnyal

rendelkezd halmaz AG(2,p)-ben, aminek kp eleme van.
S6t, azt is belattuk, hogy affint trafo erejéig pontosan 2
ilyen halmaz van, amik egymés komplementerei, és a
kisebbik Ghidelli tételének élességét mutatja d = 3 esetben.

Tétel (Kiss, Somlai)

Ha S C AG(2,p)-nek pontosan d specidlis iranya van, akkor
minden irdnyba a vetilet mint multihalmaz, azaz egy Z — Noorav
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Egyenesek 0sszege

Tétel

Egy d specidlis irannyal rendelkezd halmaz karakterisztikus
figgvénye elddllithato a megfeleld d irdnyba mutats egyenesek
sulyozott dsszegeként (ahol minden irdnyba nem konstansak a
sulyok).
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Egyenesek 0sszege

Tétel

Egy d specidlis irannyal rendelkezd halmaz karakterisztikus
figgvénye elddllithato a megfeleld d irdnyba mutats egyenesek
sulyozott dsszegeként (ahol minden irdnyba nem konstansak a
sulyok).

Kovetkezmény
Nincs 2 specidlis irannyal rendelkezd halmaz
Ez nem a mi eredményiink, mert megjelenik egy Fallon, Mayeli,

Villano cikkben is, ahol a bizonyitas Fourier analizis (pedig
amugy trivialis).
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Sporadikus esetek

> p=23,5,7,11 esetében megadhatd olyan kis méreti halmaz,
ami egyenl@séggel teljesiti Ghidelli eredményét 4 specialis
iranyra.

» p=13 esetében ilyet mar nem sikeriilt talalni, azaz (itt még)

nem (volt) ismert, hogy van-e 52 elemii halmaz 4 specialis
irannyal, csak 65 elemf.
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Uj eredmények

Kovetkezmény
Legyen d egy rogzitett pozitiv egész. Ekkor elég nagy primre a
halmaz mérete elég kizel van B--hoz.

Ez lényegében a jol ismert Weyl 6sszegek becsléseinek elemi
modszereinek hasznalata, azaz annak, hogy egy k-adfoki
m € Z[z] polinomra exp(%m) értékek az egységkoron kb.

egyenletesen oszlanak el.
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Uj eredmények

Kovetkezmény
Legyen d egy rogzitett pozitiv egész. Ekkor elég nagy primre a
halmaz mérete elég kizel van B--hoz.

Ez lényegében a jol ismert Weyl 6sszegek becsléseinek elemi
modszereinek hasznalata, azaz annak, hogy egy k-adfoki

m € Z[z] polinomra exp(%m) értékek az egységkoron kb.
egyenletesen oszlanak el.

Mar ez mutatja, hogy Ghidelli eredménye se éles (eltekintve a
d = 3 esettdl). Tovabba a szamitogépes szamolasok azt
mutatjak, hogy a sporadikus eredmények az Gsszes primet, de
nem az 0sszes olyan halmazt megadjak, ahol Ghidelli becslése
éles.
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Uj eredmények

Kovetkezmény

Legyen d egy rogzitett pozitiv egész. Ekkor elég nagy primre a
halmaz mérete elég kizel van B--hoz.

Ez lényegében a jol ismert Weyl 6sszegek becsléseinek elemi
modszereinek hasznalata, azaz annak, hogy egy k-adfoki

m € Z[z] polinomra exp(%m) értékek az egységkoron kb.
egyenletesen oszlanak el.

Mar ez mutatja, hogy Ghidelli eredménye se éles (eltekintve a
d = 3 esettdl). Tovabba a szamitogépes szamolasok azt
mutatjak, hogy a sporadikus eredmények az Gsszes primet, de
nem az 0sszes olyan halmazt megadjak, ahol Ghidelli becslése

éles.

Tétel

Régzitett d > 4 esetén elég nagy p primre nincs pontosan d
specidlis irannyal rendelkezd halmaz. g PROGRAM
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Egyenesek Osszegeként probaljuk elgallitani a halmazunkat.

A modszer azon az észrevételen miilik, hogy tigyes
diszkrepancia becslések alkalmazéasaval feltehets, hogy
néhény fliggetlen irdnyban megadott sulyfiiggvény lineéris
fliggvényeivel megadhatd a halmaz, ami igy egy linearis
problémahoz vezet.

Végiil meg kell oldani a linearis problémat, ahol a bazisként
adott fiiggvények nem linearisak.

Végiil az unicitas eredményt hasznalni 3 iranyra.
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Egyéb eredmény

Tétel

Zg X Zg lletve ZZQ) X 2Ly, CI csoport, ahol p,q prim, n
négyzetmentes.

JCT(A)-be kiildtiik be. Ko6z6s munka Grigory Ryabovval,
Kovacs Istvannal, Mikhail Muzychukkal és Pélfy Péter Pallal.
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Kdszonom a figyelmet!
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