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I. Optimumszamitasi feladatok - koz6s munka Hajder Leventével

a1 a2 1 nTw; n'ws

arg min _——
° a1 (22 nT ws nTws ntwy

ahol n e R® egységvektor
2 5 )
fn) = (ay — (n,wr) v ay, — (n, wa) v (- (n,ws)
(n, ws) (n, ws) (n, ws)

Numerikusan a feladat viszonylag konnyen kezelhet6 (gradiens-modszer,
Newton-iteracio)

Adhato-e szimbolikus képlet az optimalis n vektorra?

Standard technikakkal:
parcidlis derivaltak=0 = nemlinearis polinomialis egyenletrendszer

Ez utébbi visszavezethetd egy egyvaltozos, magasabb fokl polinom
gyokeinek megkeresésére: numerikus megoldas

Eszrevétel: f(un) = f(n),¥ u*0

igy az ||n|| = 1 nemlineéris mellékfeltétel helyett vehetjiik példaul
az n3 = 1, illetve az n; = 0 mellékfeltételeket.

Ezekben az esetekben a feladat konnyebben kezelheto szimbolikusan.

Ismét a standard technikakkal (parcialis derivaltak = 0), n; kifejezheto:

Ny = ML, ahol
denom;
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e 2 2 2
numer; := nQ( — 11 W51 Wr5aW19 + A11 W11 W5y + A19Wo1 W5y + AW

a22w41w52,2 — (12W20W51 W52 — (21 W32W51 W52 — A22W42W51 W52

W51 WTy — Wi Wsatia + Whylsy + WisWs1 + WiyWs; —

W21 W2Ws52 — W31W32W52 — w41w42w52)+
n2( — 11 W13 W52W51 — A12W3W52W51 — A1 W33W52W51 — A22W43W,
111 W12 W53 W51 — A12WeW53Ws51 — (21 W3aWs3Ws51 — (U22W4W53Ws1 + 2011
2a19W91 W5oW353 + 291 W31 W52Ws53 + 2A90W41 W5oWs3 + 2W10W13Ws51 + 21
2W30W33Ws1 + 2W4Wy3Ws51 — W1 W13Wse — Wo  WazWsy — W31W33W52 — |
W11 W12W53 — W21 WWs53 — W31W32W53 — w41w42w53)+

a11w11w52)3 + a12w21w§3 + a21w31w52)3 + 02210411052)3 — A11W13W51 W53 — A7
21 W33 W51 W53 — A22W43W51 W53 + w%3w51 + w§3w51 + w§3w51 + w

W11W13W53 — W2 Wo3Ws3 — W31 W33Ws53 — W41 W43W53

’

es

._ 2 2 2
denom; := n2( — 11 W51 W5aW11 + A11W12W51 + A12W W51 + Q21 W32W51 + AU

2
12W21 W51 W52 — A21 W31 W51 W52 — A22W41 W51 W52 + WraWi] — WiaWs1W11 — W21l
2 2 2
W31 W3a W51 — Wy WaaWs1 + Woy Wro + W33 Wso + w41w52) —

2 2 2 2
11 W51 W53W11 + A11W13W51 + A12W3W5  + A21W33W5 | + A22W43WE1 — A12W1 W

2
21 W31 W51 W53 — A92W4 W51 W53 + Wr3W] | — W13Ws51 W11 — WaoWo3Ws1 —

2 2 2
W31 W33W51 — W4 Wa3Ws1 + W W53 + W31 W53 + Wy W53.

Ezt visszahelyettesitve a masik parcialis derivaltas egyenletbe, az n,-re
megoldhaté:
egy 5-6dfoku egyenlet aran.

Kulcsészrevétel: a kapott 19 paraméteres kifejezés faktorizalhato.

(Ha az egyiitthatdk lebeg6pontos szamok volnanak: ez nem lenne igaz
altalaban.)

(A Factor[] parancs kddja Wolfram-nyelven tobb mint félezer oldal.)
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igy n,-re a fokozatos egyszer(isitések utan egy linearis egyenlet adddik.

N, = numer; ahol
denom,’

o 2 2 2 92 2 2 f
numers (= a12Wo2Wx3Wiy + 21 W32 WE3 W7 —+ A22W42 W53 W7 —+ w:

wi3w52w%1 - w22’w23w53’w%1 - w32w33w53wf1 - w42w43w53w%1
a21w33w52w53w%1 - a22w43w52w53w%1 - a12w12w21w§3w11 -
a21w12w31w52,3w11 - a11w31w32w§3w11 - a22w12w41w52,3w11 —a11W4 U
w12w§3w5lw11 - w12w23w51w11 + W13WooWo3Ws1 W11 + W13W32W33W
2W13We We3W5aW 11 — 2W13WIIWIZWERW1 — 2W13W41 W3W52W1-
a11w§3w51w52w11 - allwzgwi’)lelel + A12W13W3W51 W52W11 +
(A22W13W43W51 W52W11 + W13W W W53W11 + W12W21 Wo3W53W11
W12W31W33W53 W11 + W13W41 WA WE3W11 + W12W41 WAZWE3W1] —
A12W12 W23 W51 W53 W11 + (11 WW3Ws1 Ws3W11 — 2091 W13W32 W51 W53U
(11 W3W33 W51 W53W11 — 2A22W13 W42 W51 W53W11 + A22W12 W43 W51 W53U
(19W13 W21 W5 W53 W11 + (11 W21 Wo3zWsaWs3W11 + Q21 W13W31 W52 W53W
122W13W41 W52 W53W11 + Q11 W4 W43W52W53W11 + a11w12w§3w.
algwggwggwgl + a11w12w23w§1 + &1211)2221]3320%1 + &Ql’wgng?)l
a12w12w13w23w§1 — a11w13w22w23w§1 + a21w23w32w§1 + a21w§3w3
a21w22w23w33w§1 - a11w13w32w33w§1 - a12w23w32w33w§1
a22w33w42w§1 + a22w§3w4gw§1 - a22w12w13w43w§1 — @

2 2 2
22 W32 W33 W43 WE — A11W13W42W43 W51 — A12W3 W42 W43 W51 — G21W331

an / \2 2 N \2 2 1 2 7 72 2 7
111 W1W31 W3 + A19WoW31 Wiz 1 Q11 W19Wy Wiz + A1aWeaWi

Yox eadlor 212 2. 012 Yot Wat Waoll)
21 W21 W W31 Wiy + A21 Wy W32Wxg — A12W2 W31 W32Wxg — G
2 29 2 9 ST
(22W31 W32W41 Wyg + A22Wa1 W42 Wxg + A22W31 WoWg3 — A12W21 W41 WY

2 2 2 2

W91 WW33 W51 — W1 WeoWjzWs1 — W31 W32Wy3Ws1 — Wi3W21 W,

*2-v n 2‘1 ) Mlaallleall) n an an
W13 W31 W3Wx1 — WagWs3y W39Wsy + W1aW13W31 W33Wxy + Wogloz W3y W
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w%3w41w42w51 — U’§3w41w42w51 — w§3w41w42w51 + W12W13W41 W43
W3oW33 W4 W3 Ws1 + W W3WaW43Ws1 + W31 W33W4oWa3 W51 + W
Whswi Wsp + Wy WiyWss + Wigwy; Wsa + Wyywywsy + Wiy

W31 WisWsa — 2Wa) Wo3 W31 WazWsy — 2Wa WaaMWa) We3Wsy — W31 W33W41 T
A12Wo1 W5 W1 Wrs — (21 W31 Wi5Ws1 Wsy — A19Wi5Wa1 W51 W52 + G
aglwf3w31w51w52 — a21w§3w31w51w52 + a21W21 W3 W33 W51 W52 +
A12We3 W31 W33Ws1 Wha — (92W5Wa1 W51 Wsy — A9aWasa W1 W2

(122 W21 W23 W43 W51 W52 + A22W31 W33W43 W51 W52 + A11W13W 41 W43 W5 W
(21 W33 W41 WYz W51 WE2 — uz12w13w§1w53 — w12w13w§1w53 — WW?23"
’w22w23w21ws3 - w32w33w21w53 + Wo1 W3 W31 W32Ws3 + W21 WW31
W91 W3 W41 WA W53 + W31 W33W 41 W42 W53 + W2 WW41 W43 W53 + W31 W32 U
w§1w42w43w53 + A12W12W13 W2 W51 W53 + (11 W13 W2 Wo2W51 W53 —
191 W19W13 W31 W5 W53 + (g Wogloz W31 Wi Wiz — 2dg1 Wa1 WozWagW U
12W93W31 W3 W51 W53 + (91 W1 W W33Ws1 W3 — 2a11W12W31 WIZW51W:
(12 W21 W32 W33 W51 Ws3 + A22W12W13W41 W51 W53 + AW W23 W41 W1 W:
2a99W91 We3 W42 W51 Wi3 — 2a22W31 W33W W5 W53 + (11W13 W4 WA2WS1 T
(191 W33 Wy W W51 Wr3 + (9gWay Wooll 3 Wx1 Wiz + (ooW31 W3 W3 Wi W
2012w W4 WA3W51Ws3 — 2021 W3 W41 W3 W51 W53 + A12Wa1

21 W31 W42 W43 W51 WE3 — a11w13u1§1w52w53 — a11w13w§1w52w53
a11w13w21w52w53 — a12w23wilw52’w53 — (1212033102

121 W21 W23 W31 W52W53 — 02110%1103310521053 + a12wo1 W31 W33W52Ws3
A2 W31 W33 W4 W5 W53 — a22w§1w43w52w53 — a22w§1w43w52w53 +

(21 W31 W41 W43Wr52W53

2 .2 2 .2 2 .2
denoms = A12W3WryW11 + (21 W33 Wi W1 + A22W43WEm W — WU

9 2 9 9 9 9 9
WaaW43WEIWT ) + WhWE3W]) + WaaWs3W] ] + WeoWs3Wiy —



6 | TKP_workshop_20220114.nb

2 2 2
(91 W32 Wr5oW53W11 — AWy W52W53W 1 — A12W13Wo1 WKW — A11We
2 2 2
A21W13W31W5oW11 — A11W31W33WroW11 — A22W13W41WEy W11 — A11W9
2 2 2
W13WoWs51W1] — W13W3aWs51W11 — W13WioWs1W11 + Wi2W22W23Ws51W11 +
W1aWyoW43W51 W11 + W13Wa WeaWs2W11 + W1oWa WozWsoW1y + Wi3W
W12 W31 W33Ws2W11 + W13We WeaWsoW11 + W1aWy Waz3WsaW11 + A12W13
2015W12Wa3W51 WsoW11 + Q11 WoaWo3Ws1 WioW11 + Qo1 Wi3W3aWs1 WiaW1 — 24
(11 W32W33 W51 Ws2W11 + A22W13We2W51 Ws2W11 — 2020W12Wa3 W51 Ws2W11 + -
2W12Wo1 WooWs3W11 — 2W12W31 W32Ws3W11 — 2W12W41 WaaWs3W11 — Q11
2 2
11 W3 W51 W53W11 — Q11 WioWs1W53W11 + A12W12Wer W51 Ws3W11 + A21W1
A22W12Wyo W51 W53W11 + A12W12We1 W5oW53W11 + Q11 W WorWsoWs3W11 + A2
11 W31 W32 W52W53W11 + AoW1oWy1 Wi W53W11 + Q11 W4 WeaWs2W53W11
2 2 2 .2 2 .2 2 .2
A11W13 W35 W5, + A12W23 W3 W5 + A11W13WH W5, + A12W23W4H W5, + A
2 2 2 2
A12W12W13W2Ws5; + A12W o W23W5; — A11W12W02 W3 W5 — A21W120
2 2 2 2 2
(21 WooWa3W3oW5q + Qo1 WIaW33 W5y + A2 WooW33Ws; — A11W12W3
2 2 2
A12W2W32W33 W51 — A2oW12W13W42W5; — A22WooWo3zWyaWs; — A22W3
a w2w 'w2 +a wzw w2 +a w2w w2 — A W oWoW w2 —a
20W1oWy3Ws, 22Woo W43 Ws, 22 W3 Wy3Wsy 11 W12 W42 W43 W5,
2 2 .2 2 .2 2.2
21 W32W42W43 W5, + A11W13W5 W5e + A11W13W3 W5y + A12W23 W3 Wiy +
2 2 2 2 2 2 2
A12W23 W4 Wso 1 A21W33W 4 W5y — A21 W21 W23 W31 W5y 1+ A21 W W33 W59 — A
2 2 2 2 2 2
A29Wo1 W3 W41 W5y — QW31 W33W 41 W5y + AoWo W3 W5 + AooW31 Wy3Ws59 —
2 2 2 2
A1 W31 We Wy3Wsy — W WezW3pWs1 — W WogWyoWs — W3 W33 WyoWsy 1 1
2 2
WipWo1 WazWs1 + W1aW13 W31 W3aWs1 + WoalWazW31W3aWs1 — WixW31W33Ws1
Wo1 W22W32W33 W51 + W12W13W41 Wa2W51 + W2 Wo3W41 We2Ws1 + W32W33W4e1 W 421
2 2
WooW41 W3 W51 — W3oWa1 W43 W51 + W21 W22W42W43 W51 + W31 W32W42W43W51
2 2 2 2 ,
W12W13W3; W5 — WaWozW3 Wro — W12W13W, 1 Wsz — WoalWo3z Wy W5y —
2
Wa1 Wz W31 W3aWsa 1 Way W31 W33 Wso — Wo W3 W33 W32 + Wa1 WagW e WaaWso-
2 2
Wa1 W W41 W3 W39 + W31 W3aWy1 W43Wsn — W W W43Wso — W3 WaoWe3Ws2
2a11W13W2 W22Ws51Ws2 + G11W12W21 Wa3Ws1Ws2 + Q21 W12W13W31 Ws1Ws2 + A

(91 W1 WazW3oWs1 Wz — 2011 W13W31 W3 W51 Wiz — 2012 Wa3W31 W3aWs1 W2 — 24

~ YR ) YR A EYTY I~ EYEY A ) Y EYEY I~ EYEY YR A EYTY EYEY I~
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U] W12W3] W3zws] W52 T W]2W W3] W3zws] W52 T U]2W W3aW33ws] ws2 T ug
22 W W93 W41 W51 Wso + A2aW32W33Wy1 W51 W52 + AoaWa1 WozWyeaWs1Wsa + Ao
2011 W13 W41 W42 W51 Wi — 2012 Wo3 W41 Wa2 W51 Wi — 2021 W33 W41 W Wi Wsa— 20

2a22W31 W32W43W51 W52 + A11W12Wa1 We3W51 W52 + A12W22W 41 W3 Ws1 Ws2 + A

A19Wa1 WioWa3Ws1 Wsg + Qo1 W31 WeaWy3Ws Waa + WipWhy Wz + WiHw.

Wi WiHWs3 + WHW]) Ws3 + Wy Ws3 + WipWii Wss + Wiy Wipw

29 W W31 W3aWs3 — 2Wo WaaWy WaaWs3 — 2W3 W3aWy1 W Ws3 —
a12w21w32w51w53 - a21w31w22w51w53 - alz'wfzwmwsl’wss T+ ant
a21w32w31w51w53 - a21w§2w31w51w53 T Q91 W9 WorW3r W51 Ws3 + A
A12W22W31 W32W51 W53 — a22wf2w41w51w53 - a22w§2w41w51w53 —
A22W21 W22W 12 W51 W53 + A22W31 W32W42Ws51 W53 + Q11 W12W41 W2 W51 W53
21 W32W 41 W2 W51 W53 — allw12w§1w52w53 - a11w12'w§1w52w53 —(
G11’w12’w2121w52w53 - a12w22w21w52w53 - 0211032102110521053 T ant
02110%1103210521053 + Q12W21 W31 W32W52W53 + A22W21 W22W41 Ws52W53 1 (

2 2
A0 W5 WW5a W53 — AoW31 W W5 W53 + A1oWo1 W41 Wy WsaWs3 + A

Mivel csak alapmuveleteket hasznalunk = gyors, robusztus algoritmus
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Il. Extrapolacios modszerek - k6z6s munka Fekete Imrével és Havasi
Agnessel

Cél: uj, elényos tulajdonsagokkal rendelkezé numerikus modszerek
konstrualasa kozonséges differenciadlegyenlet-rendszerek megoldasara

{Y' (t) = f(t, y(1))
¥(0) =yo

Numerikus mddszerek (diszkretizaciok) két klasszikus osztalya:

- Runge-Kutta-mddszerek (RK)
- linearis tobblépéses modszerek (LMM)
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RK-moddszerek
- egylépéses mddszerek:
KDE-rendszer - RK - elsérendt rekurzid yp.1 =y, +h®(y,)
- de tobblépcs6s mddszerek: a [t,, ty.1] intervallumban tobb
kdzbenso fuggvénykiértékelést végziink (V)

Yi=yn+27=1ai,jh,:j (l SiSS)
{ Yn+1 :yn"'Z;:lbthj

ahol Fj = f(Yj)

Megadhatok Butcher-tablakkal:

Példa: RK44
0 0O 0 O
{12 0 00 _
A= 0" 1p 0 0 |0 b =0/61/31/3,1/6)
0 0O 1 0
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LMM

- tobblépéses mdodszerek
KDE-rendszer - RK -» magasabb rend rekurzié
- de egylépcsés mddszerek

Yn= Zj‘(:l Q;Yn-j +Zj'<:o :th f(yn—j)

Példak: Adams-Bashforth-csalad

Yn+1 = Yn + hf(tn, Yn), (This is the Euler method)
3 1
Yn+2 = Yn+1 +h <§f(tn+1,yn+l) - Ef(tn,yn)) )

23 16 5
n — In h n+2y In Y tn y In Ta tna n )
Yn+3 = Ynt2 + (12f( +2,Yn+2) 1zf( +1 y+1)+12f( y))
55 59 37 9
Yn+d4 = Yn+3 + h (24 f(tn+37yn+3) - ﬂf(tn+2’yn+2) + ﬁf(tn+17yn+l) - ﬁf(tnayn)

1901 2774 2616 1274

n+5 — Yn h tn7n _—tnan Tman J\n42y Yn
Yn+5 = Yn+d + ( f(tniasYnia) 720 F(tni3,Ynis) + 20 f(tnro, Yns2) —

720 720
Példak: Adams-Moulton-csalad
Yn+1 = Yn + Af(tni1,Yni1), This is the backward Euler method
1

Ynil = Yn + Eh (f(tn+1,Yn+1) + f(tn,yn)) , This is the trapezoidal rule

5 8 1
Yni2 = Yni1 T+ h f(tn+2’yn+2) + ﬁf(tn-klayn-i-l) - Ef(tmyn) )

5 1

Yni3 = Yni2 +h f n+3,yn+3) ﬂf( n+2ayn+2) 24f( n+17yn+l)+ 24f(tna9

251 646 264 106
Yntda = Yni3 +h (mf n+4ayn+4) + mf( n+3ayn-+-3) - %f( n+2 yn+2) + %f
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Példak: a BDF-csalad

e BDF1:

Ynt+1l — Yn = hf(tn+1 ) yn+1)
(this is the backward Euler method)

e BDF2:

Yn+2 —

e BDF3:

Yn+3 —

e BDF4:

Ynt+da —

e BDF5:

Yn+5 —

e BDF6:

Yn+6 —

%yn—kl + %yn = %h’f(tn+27yn+2)
18 9 2 6
11 Yn+2 + TTYn+1 = 77Yn = th(tn+37yn+3)

48 36 16 3 12
3 Ynt3 T 5 Yni2 — e Ynt1l T 5z Yn = 2—5hf(tn+4,yn+4)

300 300 200 75 12 60
T Yntd T T37Yn+3 — TrUnt2 T T37Yn+tl — 37 Yn = ﬁhf(tms

360 450 400 225 72 10 _
147 yn+5 + 147 yn+4 147 yn+3 + 147 yn+2 147 yn+1 + 147 yn -
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Richardson-extrapolacié (RE) - konvergenciagyorsito eljaras

Tegylik fel, hogy adott egy (kis) paramétertdl fliggd A algoritmus.

HA(h) és példaul ?((g) értékébél szeretnénk kovetkeztetni (extrapolalni)
FA(0) értékére.
Ez akkor lehetséges, ha 3 aszimptotikus sorfejtés h-ban (h - 0).

Példaul: legyen h > 0 a diszkretizacios |épéskoz és tekintslink egy RK-mddszer
altal adott yo, y1(h), ..., yn(h) sorozatot.
Itt h helyett a g paraméterértékkel is lefuttatjuk az RK-modszert:

Yo, Y1(2), - ¥2n(2) - feleakkora épéskozzel kétszer annyi darab lépésre van
szlikség.

A kapott y,(h) és yz,,(g) értékek a pontos, de ismeretlen y megoldast

(ugyanabban az idépontban) kozelitik.
Eszrevétel: y,(h) és y2n(§) alkalmas linearis kombinacidja jobb kdzelitést ad.

Oka: az RK-modszer globalis hibajanak (pontos érték - kozelité érték, sok
|épés utan)

3 h szerinti aszimptotikus sorfejtése,

amelyben ezzel az alkalmas linedris kombinacioval az els6 néhany tagot ki
tudjuk nullazni.

Azaz: az yn(h) és yZn(g) értékekbdl extrapolalunk a h - 0 hatarértékre (a
pontos megoldas értékére).

Lasd: Havasi Agnes el6adésa, RK+RE

Kétfajta RE is lehetséges:

- globalis/passziv RE (GRE): csak a legutolsé elemeket (y,(h) és y2n(§))
kombinaljuk linearisan
- lokalis/aktiv RE (LRE): menet kozben [épésenként kombinalunk linearisan
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Technikailag az LRE-t nehezebb kezelni.
Példaul kideriil: az RK+LRE felfoghatd RK-modszerként, ami konvergens.
A konvergenciarend megallapitasa RK-mddszerek esetén nemtrivialis.
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Mi a helyzet, ha RK-mddszer helyett egy LMM-mel nyerjlik az y, sorozatot, és
erre alkalmazunk GRE-t?

Gautschi: Numerical Analysis

Theorem 6.3.5. Assume that

(1) f(x,y)e C*onla,b] xR,
(2) the multistep method (6.2) is stable (i.e., satisfies the root condition) and has

order p > 1;
(3) the exact solution y(x) of (6.1) is of class CP*2[a, b];
(4) the starting approximations (6.4) satisfy

us — y(xg) = O(hp+l) as h—-0, s=0,1,....k—1;
(5) e(x) is the solution of the linear initial value problem

g—i = fy(x.y(x)e =y V(x), e(a)=0. (6.106)

Then, forn =0,1,2,..., N,
u, — y(x,) = Crphfe(x,) + O(h?*) as h — 0, (6.107)

where Cy j is the error constant of (6.2), that is,

Cop=—"" Upp1=L——. (6.108)
DS Y (p+1)!

igy egy p-edrend(i LMM + GRE 6tvézésével a konvergenciarend eggyel
megjavithato.

Példa: BDF2+GRE
Yns2 — §Yn+l+ %Yn =

f(tn+2, J/n+2)
4 1
Zn+2_§Zn+1+§Zn= f

(tn+2: Zn+2)
majd tekintsuk a
§22n - %}/n
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mennyiséget, ami a megoldas egy 3-adrendU kozelitése lesz.

Kétkomponensii festekkeveredési problem

—_
o
@
TTRTIITE T

T
/

10710 -

T T,

101 ——

10712

AR B Rl
/
|
|
|
|
J
J
J

1018 — T~ - -

T
|
[

1014 - _ :

Globalis hiba maximum normé&ban mérve
r"

LELRRLLL
|
|

1018 —

T
|
/

10-16

T

100 150 200 250 300
Récspontok szama
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Globélis hiba maximum norméaban mérve

104

10

10

10710

(28

*

T T

Lotka-Volterra

102
Récspontok szama
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A konvergencia azonban nem minden.

Célszer( vizsgalni az abszoldt stabilitasi tartomanyt is (=linearis stabilitas):

a komplex sik azon z = h A pontjai, melyekre igaz, hogy a h [épéskozii modszert
az f(t, y) = Ay jobboldald tesztegyenletre alkalmazva a kapott rekurzio
korlatos.

Miért fontos az abszolut stabilitasi tartomany? Mert irdanymutatast ad a h
|épéskoz praktikus megvalasztasatilletéen - az absztrakt
konvergenciaeredmények ugyanis csak a h - 0 esetben érvényesek, és a
szimulacidkban a lépéskoz mindig egy konkrét érték.

A BDF2+GRE abszolut stabilitasi tartomanya egyszerlien meghatarozhato.
Ez a modszer A-stabil & a bal komplex félsikot tartalmazza =

merev KDE-rendszerek esetén j6l alkalmazhat6 és 3-adrendben konvergens!
Megjegyzés. Dahlquist: A 3-adrendben konvergens A-stabil LMM

-4 -2 0 2 4
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Mi a helyzet az LMM+LRE kombinaciéval?

Példa: BDF2+LRE
inpUt: (J/n, )/n+1, Wn+%)) OUtPUt: (Yn+1, Yn+2, Wn+]_+%)
az alabbi képletek alapjan (csatolt nemlinearis rekurziok)

4 1 2
Zn42 — gyn+1 + gyn — ghf(tn-l-% Zn+2)
4 1 2 h
4 1 2 h
Wpyo — gu’n_'_% -+ g’yn+1 — §§f(tn+2, u,?n+2)’

— itt tehat a z-sorozat egy h-racs mentén fut, mig a w-sorozat egy g—récs
pontjaiban -
majd

w s

1
Wne2 = 5 Zn+2

VYne2 = 3

A BDF2+LRE-modszer abszolut stabilitasi tartomanya (kék) vs. BDF3 (sarga):
a kék tartomany “nagyobb”
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2.0

0.5

00—
-0.10

T T B R S S S|
-0.05 0.00 0.05 0.10

Mi donti el, hogy egy pontot beszineziink-e vagy sem?

Az, hogy egy paraméteres harmadfokd polinom mindharom gyoke a komplex
egységkorben van-e

& Schur-Cohn-redukcid

Mi a helyzet a konvergenciaval?
A BDF2+LRE-mddszer nem tlnik se RK-mddszernek, se LMM-nek.
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Linearis tesztfeladaton 3-adrend( a konvergencijja.

Friss megkozelités: a BDF2+LRE felfoghat6 egy GLM-ként (general linear
method).
A GLM az RK és az LMM-csalad kozos altalanositasa.

S T
Y;- — Z (lmhFj + Z llij'y_gn—l]. Z = 1 2 ...... S,
7j=1 j=1

yz[n] = Z bithj + Z 'l'z'jy][-n_l]. 1= 1. 2,..., T.
j=1 j=1

Mi hataroz meg egy GLM-et? Az (A, U, B, V) matrixnégyes

A példankban:

2 0 0
3
A=|0o L o
3
0 4 1
9 3
_1 4 0
3 3
U= 4 _1
- 3 3
o i3 _4
9 9
(¢} 0O ©0
_2 16 4
B = 9 27 9
e L o
3
0 1 0
1 o2 _16
V=19 27 27
0 E3 _1
3 3

Ebboél belathato, hogy a BDF2+LRE-modszer
prekonzisztens, konzisztens, [épcsé-konzisztens és szigortian 0-stabil =
konvergens

Hanyadrendben konvergens? J. C. Butcher altal kifejlesztett kombinatorikus-
algebrai jellemzés



