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Gráfok hatványai

A G gráf G 2 négyzete úgy áll ela̋ G gráfból, hogy minden olyan uv élet

hozzáveszünk, amelyre u és v nem szomszédos, de van közös szomszédja

G -ben.

A G gráf és a G 2 négyzetgráfja.

A G k-adik hatványa, G k , úgy áll ela̋ G gráfból, hogy minden olyan uv

élet hozzáveszünk, amelyre u és v nem szomszédos, de távolságuk G -ben

legfeljebb k.
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Gráfhatványok alkalmazásai

Fix élhosszak és fix szögek modellezhetők a

gráf négyzetgráfjával, melyben minden élhossz fix. (Molekuláris gráfok.)



Gráfhatványok alkalmazásai

Elég sok ismert páronkénti távolság esetén a szenzor hálózat minden

elemének helyzete kiszámolható. Ha az ismert távolságok gráfja G , akkor

a hatósugár k-szorozásával az ismert távolságok gráfja tartalmazni fogja

a G k hatványgráfot.



A matematikai modell

Egy d-dimenziós szerkezet egy (G , p) pár, ahol G = (V ,E ) egy gráf, p

egy leképezés V -ből Rd -be. A szerkezet a G realizációja Rd -ben.

A G gráf (G , p) és (G , q) realizációi ekvivalensek, ha

||p(u)− p(v)|| = ||q(u)− q(v)|| teljesül minden u, v -re, amelyre uv ∈ E .

A (G , p) és (G , q) relizációk kongruensek, ha

||p(u)− p(v)|| = ||q(u)− q(v)|| minden u, v ∈ V pontpárra teljesül.
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Globálisan merev szerkezetek

A (G , p) szerkezet globálisan merev Rd -ben, ha minden vele ekvivalens

d-dimenziós realizációja kongruens (G , p)-vel.

(1-2) nem globálisan merev, (3) globálisan merev.
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Globálisan merev gráfok

Kellően általános helyzetű (ú.n. generikus) (G , p) szerkezetek esetén a

d-dimenziós globális merevség csak a G gráftól függ. (Connelly (2005),

Gortler, Healy and Thurston (2010).)

A G gráf globálisan merev Rd -ben, ha minden – avagy ezzel ekvivalens

módon, ha valamely – d-dimenziós generikus realizációja globálisan

merev.

Globális merevség jellemzése: d = 1 könnyű, d = 2 Jackson és Jordán

(2005), d ≥ 3 nyitott kérdés.
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Globálisan merev gráfok - szükséges feltételek

A G gráf redundánsan merev Rd -ben, ha G − e merev minden e élére.

Tétel (B. Hendrickson, 1992)
Legyen G globálisan merev Rd -ben. Ekkor vagy G egy legfeljebb d + 1

pontú teljes gráf, vagy G

(i) (d + 1)-összefüggő, és

(ii) redundánsan merev Rd -ben.



Egy elégséges feltétel

A G pont-redundánsan merev Rd -ben, ha G − v merev Rd -ben minden

v ∈ V (G ) pontra.

Tétel (S. Tanigawa, 2013)
Ha G pont-redundánsan merev Rd -ben, akkor globálisan merev Rd -ben.



Két egyszerű álĺıtás

Lemma (M. Cheung, W. Whiteley, 2005)
Ha G összefüggő, akkor G d merev Rd -ben.

Lemma (M. Cheung, W. Whiteley, 2005)
Ha G összefüggő, akkor G d+1 globálisan merev Rd -ben.
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Mikor lesz G d globálisan merev Rd-ben?

Lemma
G 1 globálisan merev R1-ben akkor és csak akkor, ha G 2-összefüggő.

Tétel (M. Cheung, W. Whiteley, 2005)
G 2 globálisan merev R2-ben akkor és csak akkor, ha a G minden e elvágó

élére a G − e egyik komponense egypontú.

Tétel (M. Cheung, W. Whiteley, 2005)
G 3 globálisan merev R3-ban akkor és csak akkor, ha G minden

másodfokú v elvágó pontjára a G − v egyik komponense egypontú.
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Tétel (M. Cheung, W. Whiteley, 2005)
G 3 globálisan merev R3-ban akkor és csak akkor, ha G minden
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Szeparáló utak

A P út G -ben szeparáló út, ha (i) minden belső pontja másodfokú, és (ii)

G előáll P-ből úgy, hogy a két végpontjához egy-egy nem-triviális gráfot

ragasztunk.

Egy négypontú

szeparáló út.



A jellemzés

Tétel (T.J., S. Tanigawa, 2021+)
Legyen G egy összefüggő gráf. Ekkor G d pontosan akkor globálisan

merev Rd -ben, ha G nem tartalmaz d pontú szeparáló utat.

Polinomidőben tesztelhető.

Megválaszolja a hatványozós sejtés egy speciális esetét.
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Fa összefüggőség

Legyen M = (V ,E ) egy multigráf. Az M k-fa összefüggő, ha tartalmaz k

él-diszjunkt fesźıtőfát. Ha M − e tartalmaz k él-diszjunkt fesźıtőfát

minden e ∈ E élre, akkor az M-et erősen k-fa összefüggőnek nevezzük. A

H multigráf és a k egész esetén a kH azt a multigráfot jelöli, amelyet a

H-ból kapunk úgy, hogy minden élét k párhuzamos éllel helyetteśıtjük.

Erre a G gráfra az 5G 6-fa összefüggő.



Test-zsanér szerkezetek

Egy d-dimenziós test-zsanér szerkezet d-dimenziós merev testekből áll,

melyek közül néhányat egy zsanér kapcsol össze. Egy zsanér egy

(d − 2)-dimenziós affin altérnek felel meg és az általa összekötött testek

egymáshoz képest ezen altér körül foroghatnak. A szerkezet

multigráfjában a pontok a testeknek, az élek a zsanéroknak felelnek meg.

u ve

Két test, melyeket egy zsanér kapcsol össze a 3-dimenziós térben.

Mellette a nekik megfelelő pontok és él.



Merev test-zsanér szerkezetek

Tétel (T-S. Tay, 1989, W. Whiteley, 1988)
Egy generikus test-zsanér szerkezet, melynek multigráfja H = (V ,E ),

pontosan akkor merev Rd -ben, ha a (
(
d+1

2

)
− 1)H gráf

(
d+1

2

)
-fa

összefüggő.



Négyzetgráfok realizációja test-zsanér szerkezetként

Minden pont G -ben a szomszédaival együtt egy testet alkot G 2-ben.



A Molekuláris Tétel

Tétel (N. Katoh and S. Tanigawa, 2011)
Legyen G olyan gráf, amelyben minden pont foka legalább 2. Ekkor G 2

pontosan akkor merev a 3-dimenziós térben, ha az 5G gráf 6-fa

összefüggő.



Globálisan merev test-zsanér gráfok Rd-ben

Tétel (T.J., Cs. Király, S. Tanigawa, 2014)
Egy d-dimenziós generikus test-zsanér szerkezet, melynek multigráfja

H = (V ,E ), pontosan akkor globálisan merev Rd -ben (d ≥ 3), ha a

(
(
d+1

2

)
− 1)H gráf erősen

(
d+1

2

)
-fa összefüggő.



Globálisan merev négyzetgráfok

Sejtés (T.J., S. Tanigawa (2021+)
Legyen G olyan gráf, melyben minden pont foka legalább 2. Ekkor G 2

pontosan akkor globálisan merev R3-ban, ha G 2 4-összefüggő és az 5G

gráf erősen 6-fa összefüggő.



Példák

Az 5G multigráf erősen 6-fa összefüggő, de G 2 nem globálisan merev

R3-ban.



Példák

G 2 redundánsan merev (és 4-összefüggő), de 5G nem erősen 6-fa

összefüggő.



Az egyik irány

Tétel (T.J, S. Tanigawa (2021+)
Legyen a G = (V ,E ) gráfban minden pont foka legalább 2 és legyen

|V | ≥ 5. Ha G 2 globálisan merev R3-ban, akkor G 2 4-összefüggő és 5G

erősen 6-fa összefüggő.



Egy elégséges feltétel

Tétel (T.J, S. Tanigawa 2021+)
Legyen G = (V ,E ) 3-él-összefüggő. Ekkor G 2 globálisan merev R3-ban.

Tétel (T.J, S. Tanigawa 2021+)
Legyen G = (V ,E ) 3-él-összefüggő és d ≥ 4. Ekkor G d−1 globálisan

merev Rd -ben.



Egy elégséges feltétel

Tétel (T.J, S. Tanigawa 2021+)
Legyen G = (V ,E ) 3-él-összefüggő. Ekkor G 2 globálisan merev R3-ban.

Tétel (T.J, S. Tanigawa 2021+)
Legyen G = (V ,E ) 3-él-összefüggő és d ≥ 4. Ekkor G d−1 globálisan

merev Rd -ben.



Egy következmény

Tétel (T.J., S. Tanigawa, 2021+)
Ha G = (V ,E ) merev R2-ben, akkor G 2 globálisan merev R3-ban.
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� D. Garamvölgyi, S. Gortler, T. Jordán, Globally rigid graphs are fully

reconstructible, Forum of Mathematics, Sigma, submitted.

� T. Jordán, Rigid block and hole graphs with a single block, Discrete

Mathematics, submitted.

� Q. Chen, S. Jajodia, T. Jordán, K. Perkins, Redundantly globally rigid

braced triangulations, Ars Math. Contemp., submitted.



Publikációk 2.
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