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Európai plain vanilla opciók

Európai t́ıpusú opció az opció tulajdonosa kizárólag egy előre meghatározott
időpontban élhet opciós jogával miszerint, hogy leh́ıvja az opciót vagy sem

Vételi (call) opció jogot (de nem kötelezettséget) biztośıt az opció tulajdonosának,
hogy egy adott időben vagy adott időig megvásárolja az opció tárgyát egy
meghatározott árfolyamon

Eladási (put) opció jogot biztośıt arra, hogy egy meghatározott áron adjon el egy
eszközt
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Európai opciós poźıciók fajtái

Long Call
max(ST − K , 0)

Short Call
−max(ST − K , 0) = min(K − ST , 0)

Long Put
max(K − ST , 0)

Short Put
−max(K − ST , 0) = min(ST − K , 0)
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Black–Scholes modell

Az s részvényárfolyam mozgására a modell

ds = µsdt + σsdg

ahol µ és σ konstansok, g a Wiener-folyamat

Feltevések

- a részvény ára Ito-folyamatot követ

- kockázatmentes kamatláb

- nincs osztalék és arbitrázs

- a kereskedés folyamatos

- nincs tranzakciós költség és adó
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Determinisztikus alak Konvekció-diffúzió-reakció

∂tu(s, t) =
1

2
σ2s2∂ssu(s, t) + rs∂su(s, t)− ru(s, t)

ahol

- u(s, t) az opció értéke, ahol s a részvény árfolyama

- σ a volatilitás

a részvényárfolyam változékonysága egy adott időintervallum alatt

- r a kockázatmentes kamatláb

≈ kockázatmentes hozamú befektetéseket
biztośıtanak
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Feltételek

Kezdeti érték

u(s, 0) = Φ(s) =

{
max(s − K , 0) (call)

max(K − s, 0) (put)

Peremérték

u(0, t) =

{
0 (call)

e−rtK (put)
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Térbeli diszkretizáció Nem-egyenletes rács

ϕ : [ξmin, ξmax]→ [Smin, Smax], hogy ϕ(ξmin) = Smin és ϕ(ξmax) = Smax

- szigorúan monoton növő

- számunkra érdekes helyen (pl. K -nál) kellően sima

si = ϕ(ξi ), hogy ξi = ξmin + i∆ξ, ∆ξ =
ξmax − ξmin

m
, i = 0, . . . ,m

hi = si − si−1 1 ≤ i ≤ m
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Térbeli diszkretizáció Sima nem-egyenletes rács

C0∆ξ ≤ hi ≤ C1∆ξ és |hi+1 − hi | ≤ C2(∆ξ)2

Példa
ϕ(ξ) = K + L sinh(ξ) (L > 0, ξmin ≤ ξ ≤ ξmax)

és
ξmin = sinh−1((Smin − K )/L) és ξmax = sinh−1((Smax − K )/L)
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Példa: K = 100, L = K/3, Smin = 0, Smax = 3K
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Véges differenciahányados formulák

Retrográd

f ′(si ) ≈
f (si )− f (si−1)

hi
0 < i ≤ m

Haladó

f ′(si ) ≈
f (si+1)− f (si )

hi+1
0 ≤ i < m

Centrális A

f ′(si ) ≈
f (si+1)− f (si−1)

hi + hi+1
0 < i < m
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Véges differenciahányados formulák
Centrális B

f ′(si ) ≈ ωi ,−1f (si−1) + ωi ,0f (si ) + ωi ,1f (si+1) 0 < i ≤ m

ahol

ωi ,−1 =
−hi+1

hi (hi + hi+1)
, ωi ,0 =

hi+1 − hi
hihi+1

, ωi ,1 =
hi

hi+1(hi + hi+1)

Centrális

f ′′(si ) ≈ ωi ,−1f (si−1) + ωi ,0f (si ) + ωi ,1f (si+1) 0 < i ≤ m

ahol

ωi ,−1 =
2

hi (hi + hi+1)
, ωi ,0 =

−2

hihi+1
, ωi ,1 =

2

hi+1(hi + hi+1)
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Nem sima kezdeti érték

1

hi+ 1
2

∫ s
i+ 1

2

s
i− 1

2

Φ(s)ds

ahol

si− 1
2

=
1

2
(si−1 + si ), si+ 1

2
=

1

2
(si + si+1), hi+ 1

2
= si+ 1

2
− si− 1

2

Cella átlagolás avagy Siḿıtó technika
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Set-up

K = 100, T = 1, r = 0.05, σ = 0.25

(Smin,Smax) = (0, 3K ) 0 ≤ t ≤ T

u(0, t) = 0 és u(Smax, t) = Smax − e−rtK

u(s, 0) = Φ(s) = max(s − K , 0) 0 < s < Smax

Térbeli diszkretizációs hiba

ε(m) = (εi (m))mi=0 hogy εi (m) = u(si ,T )− Ui (T ) 0 ≤ i ≤ m

Norma
e(m) = max{|εi (m)| : 0 ≤ i ≤ m}
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Ḱısérletek - 1. Egyenletes rács, Centrális formulák, Nincs cella átlagolás
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Ḱısérletek - 2. Egyenletes rács, Centrális formulák, Nincs cella átlagolás
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Ḱısérletek - 3. Egyenletes rács, Centrális formulák, Cella átlagolás

10
-2

10
-1

1/m

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

Fekete I. (Matematikai Intézet) TKP workshop



Ḱısérletek - 4. Kombinációk
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Időbeli diszkretizáció

Szemidiszkrét alak
U ′(t) = F (t,U(t)), U(0) = U0

Un = Un−1 + (1− θ)∆tF (tn−1,Un−1) + θ∆tF (tn,Un) n = 1, . . . ,N

Black–Scholes esetén peremmel

(I − θ∆tA)Un = (I − (1− θ)∆tA)Un−1 + (1− θ)∆tg(tn−1) + θ∆tg(tn)

ahol

- θ = 0: explicit Euler

- θ = 0.5: Crank–Nicolson

- θ = 1: implicit Euler

Fekete I. (Matematikai Intézet) TKP workshop



Ḱısérlet Explicit Euler
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Implicit módszerek - Problémák és javaslat

1/2 ≤ θ ≤ 1 A-stabil módszerek, csak θ = 1 (implicit Euler) esetén L-stabil

Elvárt rend A Crank–Nicolson csak elsőrendű. Ok: nem L-stabil, ı́gy a magas
frekvenciájú tagokat nem csillaṕıtja

Feloldás: Rannacher csillaṕıtás
Lépjünk először 2µ lépésnyit egy alacsonyabb rendű (µ− 1, µ) Padé sémával a
magasabbrendű Padé (µ, µ) séma esetén. Rannacher igazolta, hogy ekkor a diffúziós
egyenlet esetén az optimális konvergencia rend visszaálĺıtható

Ezért ez a technika itt 2 lépést jelent implicit Eulerrel Crank–Nicolson esetén
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A mi javaslatunk

Crank–Nicolson Gustaf-féle adapt́ıv technikával Szabályozó lehet H211PI vagy
PI3333

Irodalmi motivációk

Forsyth (2002)

Hairer–Wanner adapt́ıv technika

Ikonen (2009)

∆t(k+1) =

[(
k + 1

l

)2

−
(
k

l

)2
]
T

Reisinger (2014)
Időbeli változó csere: t̃ =

√
t. Ekkor

tn =
( n

N

)2
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2021/2022. őszi félév További projekt állapotok

SSP projekt

Beküldve: 2021. április (17 oldal) → 2021. december: ,,Minor revision” (24 oldal)

RKM projekt

Beküldve: 2021. október (17 oldal)

Richardson LTM projekt

Folyamatban

Lóczi Lajos előadás
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Köszönöm a figyelmet!

Az ED 18-1-2019-0030 szerződésszámú projekt (Alkalmazásiterület-specifikus nagy
megb́ızhatóságú informatikai megoldások tématerület) a Nemzeti Kutatási Fejlesztési
és Innovációs Alapból biztośıtott támogatással, a Tématerületi kiválósági program
finansźırozásában valósult meg.


