
 

 

 

 

 

 

Fekete Guszt§v 

BEVEZET£S A T¥BBTESTDINAMIKAI 

MODELLEZ£SBE 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

SzerzŜ: 

Dr. habil. Fekete Guszt§v 

egyetemi docens 

Eºtvºs Lor§nd Tudom§nyegyetem 

 

 

Tudom§nyos lektor:  

Prof. Dr. Keppler Istv§n  

egyetemi tan§r 

Magyar Agr§r- £s £lettudom§nyi Egyetem 

 

 

Illusztr§ci·k:  

Jakab Fl·ra Panna 

g®p®szm®rnºk-hallgat· 

Eºtvºs Lor§nd Tudom§nyegyetem 

 

 

Kiad·:  

Eºtvºs Lor§nd Tudom§nyegyetem 

Budapest, Egyetem t®r 1-3, H-1053 

 

 

ISBN: 978-615-01-5898-31 

 

 

2023 

Szombathely



 

 

TARTALOM  

ELśSZĎ............................................................................................................................. 1 

1. ELM£LETI ALAPOK .................................................................................................. 5 

1.1. Holonom rendszerek ........................................................................................ 6 

1.2. Anholonom rendszerek .................................................................................... 9 

1.3. Alkalmazott koordin§tat²pusok .................................................................... 14 

1.3.1. F¿ggetlen koordin§t§kkal val· le²r§s ............................................................ 15 

1.3.2. F¿ggŜ koordin§t§kkal val· le²r§s ð Abszol¼t koordin§t§k ............................ 16 

1.3.3. F¿ggŜ koordin§t§kkal val· le²r§s ð Relat²v koordin§t§k ............................... 18 

1.3.4. F¿ggŜ koordin§t§kkal val· le²r§s ð Term®szetes koordin§t§k ....................... 19 

2. T¥BBTESTDINAMIKAI RENDSZEREK LEĊRćSA ......................................... 21 

2.1. A Newton-Euler egyenlet elve ®s alkalmaz§sa ........................................... 22 

2.2. A virtu§lis teljes²tm®ny elve ®s alkalmaz§sa ............................................... 32 

2.3. Passz²v elemek modellez®se .......................................................................... 45 

2.3.1. Rug·s tag modellez®se .................................................................................. 45 

2.3.2. Csillap²t· tag modellez®se ............................................................................. 52 

2.4. Gyakorl· feladatok .......................................................................................... 58 

2.4.1. A fizikai inga mechanikai modellje ............................................................... 58 

2.4.2. A fut·macska-daru mechanikai modellje ...................................................... 61 

3. DIFFERENCIćL-ALGEBRAI EGYENLETEK  ...................................................... 65 

3.1. Differenci§l-algebrai egyenletek oszt§lyoz§sa ............................................ 65 

3.2. Differenci§l-algebrai egyenletek megold§si m·dszerei ............................. 67 

3.2.1. Kºzvetlen numerikus integr§l§s ................................................................... 67 

3.2.2. DAE-KDE redukci· ...................................................................................... 70 

3.3. Numerikus stabiliz§ci·s m·dszerek............................................................. 72 

3.3.1. A Baumgarte-f®le stabiliz§ci·s m·dszer ....................................................... 72 

3.3.2. A Jal·n-Bayo-f®le stabiliz§ci·s m·dszer ....................................................... 74 

3.4. Redukci· a MATLAB rendszerben ............................................................... 76 

3.5. Gyakorl· feladatok .......................................................................................... 78 

3.5.1. Fut·macska-daru DAE redukci·ja ............................................................... 78 

3.5.2. A fizikai kettŜs inga DAE redukci·ja ........................................................... 80 



 

 

4. K¥Z¥NS£GES DIFFERENCIćLEGYENLETEK NUMERIKUS 

MEGOLDćSA ................................................................................................................ 83 

4.1. Kºzel²tŜ m·dszerek ........................................................................................ 84 

4.1.1. Az Euler-f®le explicit kºzel²t®s ...................................................................... 86 

4.1.2. Az Euler-f®le implicit kºzel²t®s ..................................................................... 92 

4.1.3. A Runge-Kutta-f®le explicit kºzel²t®s ........................................................... 93 

4.1.4. Az Euler-Cromer f®le explicit kºzel²t®s ........................................................ 99 

4.2. ElsŜrendŪ differenci§legyenletek megold§sa ........................................... 101 

4.2.1. Line§ris differenci§legyenletek numerikus megold§sa ................................ 101 

4.2.2. Nemline§ris differenci§legyenletek numerikus megold§sa ......................... 108 

4.3. M§sodrendŪ differenci§legyenletek megold§sa ....................................... 112 

4.3.1. Line§ris differenci§legyenletek numerikus megold§sa ................................ 112 

4.3.2. Nemline§ris differenci§legyenletek numerikus megold§sa ......................... 123 

4.4. Gyakorl· feladatok ........................................................................................ 133 

4.4.1. Fut·macska-daru differenci§legyenlet-rendszere ®s megold§sa .................. 133 

4.4.2. A fizikai kettŜs inga differenci§legyenlet-rendszere ®s megold§sa .............. 137 

5. HćROMDIMENZIĎS MOZGćSOK LEĊRćSA ............................................... 145 

5.1. Euler szºgek ................................................................................................... 147 

5.1.1. Az elforgat§s le²r§sa .................................................................................... 147 

5.1.2. Az elforgat§s ®s a szºgsebess®g kapcsolata ................................................. 150 

5.1.3. Az Euler-f®le forgat§s ................................................................................. 158 

5.2. Kvaterni·k ...................................................................................................... 160 

5.2.1. Tulajdons§gok ®s mŪveletek ....................................................................... 160 

5.2.2. Az elforgat§s le²r§sa .................................................................................... 163 

5.2.3. Az elforgat§s ®s a szºgsebess®g kapcsolata ................................................. 166 

6. T¥BBTESTDINAMIKAI ESETTANULMćNYOK .......................................... 169 

6.1. Kop§s modellez®se fogasker®k kapcsolat kºzºtt ...................................... 169 

6.1.1. Bevezet®s ..................................................................................................... 169 

6.1.2. A tºbbtestdinamikai modellez®s l®p®sei ...................................................... 172 

6.1.3. Az alkalmazott kop§smodell le²r§sa ............................................................ 174 

6.1.4. Eredm®nyek ºsszegz®se ®s ®rtelmez®se........................................................ 176 



 

 

6.2. Kop§s modellez®se t®rdprot®zisekben ....................................................... 181 

6.2.1. Bevezet®s ..................................................................................................... 181 

6.2.2. A tºbbtestdinamikai modellez®s l®p®sei ...................................................... 183 

6.2.3. Az alkalmazott kop§smodell le²r§sa ............................................................ 186 

6.2.4. Ēj kop§si param®terek bevezet®se ............................................................... 188 

6.2.5. Eredm®nyek ºsszegz®se ®s ®rtelmez®se........................................................ 190 

IRODALOM  ................................................................................................................. 195 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  



1 

 

ELśSZĎ 

A Tºbbtestdinamikai modellez®sek c²mŪ t§rgyam  amelyhez ez a jegyzet 

kapcsol·dik  elsŜdleges c®lja, hogy hallgat·im k®pesek legyenek rutinszerŪen 

egy tºbbtestdinamikai program  seg²ts®g®vel, dinamikai rendszereket l®trehozni 

®s elemezni.  

Az ®vek sor§n azonban, sok k®rd®s mer¿lt fel bennem a t§rgyhoz kapcsol·d· 

szakirodalmat tanulm§nyozva. Ezek a k®rd®sek ºsztºnºztek arra, hogy bŜv²tsem 

az §tadott elm®leti ismeretanyagot, ®s a sz§m²t·g®pes megval·s²t§s mellett 

nagyobb hangs¼ly ker¿ljºn a mechanikai modellez®sre illetve a modellbŜl 

levezetett differenci§legyenlet-rendszer numerikus megold§s§ra. 

FelvetŜdhet a k®rd®s, hogy a tºbbtestdinamika vajon nem csup§n a dinamika 

bŜv²tett kiad§sa? Igaz, hogy a k®t t§rgyban sok kºzºs r®sz van, §m legal§bb annyi 

¼j, eddig ismeretlen elem is.  

A dinamika adja az alapegyenleteket (lend¿let- ®s perd¿lett®tel), amelyek a 

Tºbbtestdinamik§ban kieg®sz¿lnek az ¼gynevezett k®nyszeregyenletekkel.  

A dinamik§ban megtanul juk, hogy mik®nt hozhatjuk l®tre k¿lºnbºzŜ 

mechanikai rendszerek ð §ltal§ban lineariz§lt ð differenci§legyenleteit, majd 

megismerj¿k azok analitikus  megold§sait. A tºbbtestdinamik§ban ¼j le²r§si 

m·dokat ismer¿nk meg, ®s megtanuljuk, hogy mik®nt lehet a line§ris ®s 

nemline§ris differenci§legyenleteket megoldani numerikus m·dszerekkel.  

T§rgyam oktat§sa sor§n, a ter¿let sz§mos elismert oktat·j§val, kutat·j§val 

ker¿ltem kapcsolatba. A vel¿k val· besz®lget®sek ®s konzult§ci·k ºsztºnºztek 

abba az ir§nyba, hogy ez a jegyzet megsz¿lethessen. 

ElsŜk®nt h§l§s sz²vvel eml®kezek Dr. M¿ller Zolt§n c. docens ¼rra (À)  egykori 

tansz®ki koll®g§mra  aki m§sf®l ®vtizedes bar§ts§gunk alatt foly amatosan 

buzd²tott tal§lkoz§sainkkor, de fŜleg leveleiben, hogy k®pezzem magam, 

tanuljam a matematik§t, ®s hogy vegyem fel a kapcsolatot egy kedves stuttgarti 

bar§tj§val, akihez tºbb ®vtizedes szakmai bar§ts§g fŪzte. 

ćltala ismerhettem meg Dr. Peter Eberhard professzor urat, aki az elsŜ 

kapcsolatfelv®tel ut§n megh²vott a Stuttgarti Egyetem Alkalmazott  ®s 

Numerikus  Mechanika Int®zetbe (Institut f¿r Technische und Numerische 

Mechanik), ahol m®ly szakmai besz®lget®sek mellett, egyik kºnyv®t  

(Technische Dynamik) is nekem adom§nyozta, hogy tºbbtestdinamikai tud§somat 

gyarap²thassam. TŜle kaptam azt a motiv§ci·t, hogy munk§imban tºbbet 

alkalmazzam ezt a m·dszert ®s hogy m®lyen ®rtsem meg annak l®nyeg®t. 

A kutat§shoz kapcsol·d·an Eberhard professzor seg²ts®ge adta meg a kezdŜ 

lend¿letet, m²g a tan²t§shoz kapcsol·d·an a koronav²rus j§rv§ny sodort egy ¼j 

ember fel®, akinek online elŜad§sait egy Youtube-csatorn§n fedeztem fel.  
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Dr. Arend  Schwab professzor ¼r tºbb ®vtizede tan²t m§r tºbbtestdinamik§t a 

delfti egyetemen.  ElŜad§sainak fel®p²t®se, elŜad§sm·dja, roppant megfogott, ®s 

arra vezetett, hogy jegyzetem egyes fejezeteit Schwab professzor ¼r elŜad§sai 

alapj§n ®p²tsem fel. Ċgy ker¿ltek be olyan r®szek, mint a tºbbtestdinamikai 

rendszer le²r§sa a Newton-Euler egyenletekkel vagy a virtu§lis teljes²tm®ny 

elv®vel, illetve az Euler-szºgek ®s szºgsebess®gek kapcsolata. Ezekkel az 

elŜad§sokkal ®s p®ld§kkal nagyon szeml®letesen lehet bemutatni a m·dszert, ®s 

a kapott dinamikai strukt¼r§t. K¿lºn kºszºnºm Neki, hogy megaj§nd®kozott 

kºnyv®vel is. 

Ha numerikus   vagy magyarosan  kºzel²tŜ sz§m²t§sokr·l olvasunk, akkor 

bŜs®gesen jelennek meg nehezen ®rthetŜ k®pletek, amelyek javar®szt a 

kºzel²t®sek numerikus pontoss§g§t, hib§j§t ®s stabilit§s§t t§rgyalj§k. Ezzel 

szemben a t®m§hoz kapcsol·d· j·l kidolgozott ®s ®rthetŜ p®lda ritka. 

Ezeket a bonyolultnak tŪnŜ m·dszereket ®s alkalmaz§sukat magyar§zta el 

sz§momra  roppant egyszerŪen  egy K²n§ba tart· rep¿lŜ¼t alatt Dr. B²r· Istv§n 

professzor ¼r, akinek ez¼ttal kºszºnºm, jegyzetem meg²r§s§hoz val· 

hozz§j§rul§s§t. Ez az ®lm®ny adta az ºtletet, hogy foglaljam ºssze m®rnºkºk 

sz§m§ra, ®rthetŜ m·don, szeml®letes mechanikai p®ld§kkal ºvezve, ezeket a 

m·dszereket ®s alkalmaz§sukat. 

Kºszºnºm £desany§mnak, Feket®n® Polka M§rt§nak, hogy ²r§somat rendbe 

szedte, Dr. Keppler Istv§n professzor ¼rnak, aki jegyzetemet tudom§nyos 

szemmel b²r§lta, ®s Jakab Fl·ra Panna g®p®szm®rnºk hallgat·nak, aki a 

jegyzetemben tal§lhat· rajzokat elk®sz²tette. 

2023. M§jus 1. Dr. Fekete Guszt§v 
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1. ELM£LETI ALAPOK  

Az elsŜ fejezetben bevezet¿nk n®h§ny olyan ¼j fogalmat, amelyek az §ltal§nos 

dinamikai kurzusokon nem , vagy csak mell®kesen ker¿lnek megeml²t®sre.  

A fejezet h§rom legfontosabb c®lja, hogy egyr®szt k®pesek legy¿nk oszt§lyozni a 

holonom ®s anholonom dinamikai rendszereket (ezek magyar§zat§ra hamarosan 

kit®r¿nk), m§sr®szt meg®rts¿k a dinamikai rendszerekhez kapcsol·d· 

k®nyszeregyenletek szerep®t, harmadr®szt pedig k®pesek legy¿nk ezeket a 

k®nyszeregyenleteket ð a lehets®ges le²r§si m·dok valamelyik®vel ð l®trehozni. 

Mindenek elŜtt vezess¿nk be egy ¼j defin²ci·t! 

Defin²ci·: Tºbbtestdinamikai rendszernek nevez¿nk, egy mechanikai 

k®nyszerekkel egym§shoz kºtºtt, nagy elfordul§sokat ®s elmozdul§sokat v®gzŜ, 

merev vagy rugalmas testekbŜl §ll· dinamikai rendszert. 

Hozzunk l®tre egy tºbb testbŜl §ll· alapmodellt, amely r®szeinek vizsg§lat§val 

®s magyar§zat§val oszt§lyoz§st tudunk v®grehajtani [1]. A dinamikai rendszer 

(1.1 §bra) §lljon tºbb merev testbŜl, Ji (i = 3), amelyeket egy glob§lis, Descartes 

f®le koordin§tarendszerben ®rtelmez¿nk.  

 

1.1 §bra. Tºbb testbŜl §ll· dinamikai rendszer 
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Annak ®rdek®ben, hogy modell¿nk egy val·s mechanikai szerkezethez 

hasonuljon, alkalmazzuk  a kºvetkezŜ k®nyszerkapcsolatokat: 

¶ Kºss¿k ºssze egy rug·val (s) ®s csillap²t·val (k) ell§tott elemmel a Jaut· test 

B pontj§t a Jker®k test A pontj§val. 

¶ A  Jker®k ®s a talaj kºzºtt defini§ljunk egy egyszerŪ Coulomb-f®le 

k®nyszerkapcsolatot. 

¶ Az A ®s C pontot ºsszekºtŜ lengŜkar legyen merev test. A lengŜkar ezen 

pontokban, kis m®rt®kben, relat²van elfordulhat.  

Ezzel a p§r l®p®ssel l®trehoztunk egy mechanikai modellt, amely egy aut· 

kerek®nek a felf¿ggeszt®s®t ®s a talaj kºzºtti kapcsolatot ²rja le. Az erŜhat§sokat 

tekintve, a rendszerre k¿lsŜ erŜk®nt csak a gravit§ci·s gyorsul§s hat, m²g belsŜ 

erŜk®nt a r¼g·b·l ®s a csillap²t§sb·l sz§rmaz· erŜk. 

A rendszer egyes elemei egym§shoz k®pest relat²van el tudnak  mozdul ni, vagyis 

valamilyen kºtºtt p§ly§n, ¼n. k®nyszerp§ly§n mozoghatnak. P®ld§ul az aut· ®s a 

ker®k egym§shoz viszony²tott mozg§s§t a lengŜkar korl§tozza, m²g a ker®k ®s a 

kºrnyezet kapcsolat§t a talaj. 

Mivel a merev testekbŜl §ll· rendszer¿nknek tºbb olyan r®sze is van, amelynek 

a mozg§sa korl§tozott, ²gy ezeket a rendszereket kºtºtt mechanikai 

rendszereknek nevezz¿k.  

Defin²ci·: Kºtºtt mechanikai rendszereknek nevezz¿k azokat a rendszereket, 

amelyeknek tagjai egym§ssal ®s a kºrnyezettel k®nyszerek ®s t§maszok r®v®n 

kapcsol·dnak, ®s ezen kapcsolat sor§n egym§s mozg§s§t geometriai, vagy 

kinematikai ¼ton korl§tozz§k [2]. 

Term®szetesen l®teznek szabad mechanikai rendszerek is, ahol a hely-

koordin§t§k tetszŜleges ®rt®keket vehetnek fel, vagyis csak a gravit§ci· 

befoly§solja a mozg§st. Ilyen rendszer p®ld§ul egy rep¿lŜ, vagy egy eldobott kŜ. 

Ezen rendszerek nem k®pezik vizsg§lataink t§rgy§t. 

 

1.1. Holonom rendszerek  

A rendszer egyes pontjainak kºtºtts®g®t ¼gynevezett k®nyszeregyenletekkel 

²rhatjuk le. Egy §ltal§nos k®nyszeregyenletet a kºvetkezŜk®ppen jelºlhet¿nk [3]: 

ἺȟἺȟὸ  (1.1) 

Az egyenletben szerepel az elmozdul§svektor, annak deriv§ltja, valamint az idŜ. 

Az ilyen t²pus¼ k®nyszeregyenletet instacion§rius (vagy reon·m) kinematik ai 

k®nyszeregyenletnek is h²vja a szakirodalom. 
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Amennyiben sebess®g nem szerepel a k®nyszeregyenletben, ¼gy azt geometriai 

k®nyszeregyenletnek nevezz¿k: 

Ἲȟὸ  (1.2) 

Ha pedig idŜben sem v§ltozik, akkor stacion§rius (vagy szkleron·m) geometriai 

egyenletnek nevezz¿k. 

Ἲ  (1.3) 

M²g a geometriai k®nyszeregyenlettel rendelkezŜ anyagi pont (vagy merev test) 

nem vehet fel tetszŜleges helyzetet a t®rben b§rmely t idŜpillanatban, ¼gy a 

kinematikai k®nyszeregyenlettel rendelkezŜ igen.  

Ez a ăszabads§gó azt eredm®nyezi, hogy kinematikai k®nyszeregyenlet a 

sebess®gekre jelent megkºt®st, amely alapj§n az elmozdul§svektor teljes 

differenci§lja null§val kell, hogy egyenlŜ legyen: 

Ћ

ЋἺ
ϽἺ

ὨἺ

Ὠὸ
 (1.4) 

A m®lyebb meg®rt®s ®rdek®ben tekints¿nk meg n®h§ny szeml®letes p®ld§t a 

k®nyszerek alkalmaz§s§val kapcsolatban. ElsŜ p®ldak®nt vizsg§ljuk meg a 

matematikai ing§t (1.2 §bra), ahol egy m tºmegŪ anyagi pont l hossz¼s§g¼ 

damilon f¿gg ®s ȇ szºggel t®r ki az alaphelyzet®bŜl.  

 

1.2 §bra. Matematikai inga  

Az anyagi pont mozg§sa le²rhat· x, y koordin§t§kkal. Mivel az l hossz¼s§g 

§lland·, ²gy a k®nyszeregyenlet a kºvetkezŜk®ppen fejezhetŜ ki: 

 ὼȟώ ὼ ώ ὰ π (1.5) 
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L§that·an ennek a rendszernek a k®nyszeregyenlete csak az anyagi pont 

helyzet®tŜl f¿gg (geometriai k®nyszer). Nem jelenik meg benne sem annak 

sebess®ge, sem az idŜ (stacion§rius vagy szkleron·m). Ezek alapj§n ezt a 

rendszert ¼gynevezett holonom-szkleron·m rendszernek nevezz¿k. 

Defin²ci·: Holonomnak nevezz¿k azt az anyagi pontokb·l, vagy merev testekbŜl 

§ll· rendszert, amelynek geometriai vagy kinematikai k®nyszeregyenletei 

integr§lhat·ak. 

Bonyol²tsuk meg egy kicsit az elŜzŜ p®ld§t! Tegy¿k fel, hogy kicsiny idŜ alatt a 

damil nagym®rt®lben megny¼lik, teh§t l a t f¿ggv®nye.  

Ċgy a k®nyszer-egyenlet¿nk kis m®rt®kben §talakul: 

 ὼȟώȟὸ ὼ ώ ὰὸ π (1.6) 

Ekkor a rendszert m§r holonom-reon·mnak nevezz¿k.  

Id§ig olyan rendszereket tekintett¿nk meg, ahol egyszerŪ egyenletekkel le²rhat· 

a rendszer k®nyszeregyenlete, ®s az csak az egyes elem(ek) helyzet®tŜl f¿gg.  

Ezek voltak a tiszt§n geometriai k®nyszerek. 
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1.2. Anholonom rendszerek  

Defin²ci·: Anholonomnak nevezz¿k azt az anyagi pontokb·l, vagy merev 

testekbŜl §ll· rendszert, amelynek geometriai vagy kinematikai 

k®nyszeregyenletei nem integr§lhat·ak. 

KºvetkezŜ p®ldak®nt megvizsg§lunk egy ¼gynevezett anholonom rendszert. 

Tekints¿nk egy egyszerŪ fel®p²t®sŪ aut·t (1.3 §bra). 

 

1.3 §bra. Anholonom aut· modell 

Az aut· mozg§sa h§rom §ltal§nos koordin§t§t·l f¿gg, amit egy vektorba (r) 

foglalhatunk:  

Ἲ

ὼ
ώ
•

 (1.7) 

A vektorban  ὼ ®s ώ a j§rmŪ s¼lypontj§t jelºlik, m²g a • az aut· kanyarod§si 

szºg®t.  

Az aut· halad§si sebess®ge legyen v. A sebess®g seg²ts®g®vel fel²rhatjuk a 

kanyarod§si szºg ®s a s¼lypont koordin§tasebess®geinek kapcsolat§t: 

ὼ
ώ

ὺϽὧέί•
ὺϽίὭὲ• (1.8) 

Fejezz¿k ki a halad§si sebess®get az y ir§ny¼ koordin§tasebess®gbŜl: 

ώ ὺϽίὭὲ•Oὺ
ώ

ίὭὲ•
 (1.9) 

Majd helyettes²ts¿k ezt az egyenletet vissza az x ir§ny¼ koordin§ta-sebess®gbe: 

ὼ
ώ

ίὭὲ•
Ͻὧέί• (1.10) 
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Ha ezt az egyenletet null§ra rendezz¿k, megkapjuk a sebess®gre vonatkoztatott 

k®nyszeregyenletet: 

ὼϽίὭὲ•ώϽὧέί•π (1.11) 

A sebess®gre vonatkoztatott k®nyszeregyenletbŜl meg lehet hat§rozni, hogy egy 

rendszer holonom vagy anholonom. Ezt az ¼gynevezett Pfaff-i sebess®g-

k®nyszeregyenlet felt®telbŜl [4] tudjuk levezetni, ami a kºvetkezŜt §ll²tja: 

ἋϽἺ ᴼὍὲὸὩὫὶÜὰὬὥὸĕO Ὄέὰέὲέά 

ἋϽἺ ᴼὔὩά ὭὲὸὩὫὶÜὰὬὥὸĕO ὃὲὬέὰέὲέά 

(1.12) 

Tegy¿k fel, hogy fenn§ll az egyenlŜs®g: 

ἋϽἺ  (1.13) 

Alak²tsuk §t az (1.11)-et az (1.13)-ban bemutatott forma szerint:  

ίὭὲ•ὧέί•πϽ
ὼ
ώ
•

π
π
π

 (1.14) 

Mivel nem tudjuk ¼gy rendezni az egyenleteinket, hogy azok integr§lhat·ak 

legyenek, ²gy l§that· ebbŜl a p®ld§b·l, hogy az egyszerŪs²tett aut·  mint 

rendszer  anholonom. B§r ebben a p®ld§ban a ker®k-talaj kapcsolat sor§n 

felt®telezett tiszta gºrd¿l®s egy anholonom rendszert hozott l®tre, van olyan eset, 

amikor kinematikai k®nyszeregyenlettel van dolgunk ®s ennek ellen®re a 

rendszer holonom.  

Tekints¿k meg utols· p®ldak®nt a k®tdimenzi·s t§rcsa tiszta gºrd¿l®s®t [1] 

(1.4 §bra). 

 

1.4 §bra. Gºrd¿lŜ t§rcsa 
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Tiszta, azaz cs¼sz§smentes gºrd¿l®s eset®n a t§rcsa P pontj§ban a 

sebess®gvektor: 

ἾἜ Ἶἡ Ἲ  (1.15) 

Ami kifejtve,  

ἾἜ

ὼ ὙϽ•
ώ
π

π
π
π

 (1.16) 

Itt teh§t kaptunk k®t egyenletet a sebess®gre. Ezeket az egyenleteket kºnnyed®n 

tudjuk integr§lni. ElŜszºr alak²tsuk §t az x ir§ny¼ egyenletet: 

Ὠὼ

Ὠὸ
ὙϽ
Ὠ•

Ὠὸ
 (1.17) 

AmibŜl kºvetkezik: 

Ὠὼ ὙϽ Ὠ•O  ὼ ὙϽ• (1.18) 

M²g az y ir§ny¼ egyenlet: 

Ὠώ

Ὠὸ
π (1.19) 

AmibŜl kºvetkezik: 

Ὠώ πO ώ Ὑ (1.20) 

EbbŜl a p®ld§b·l l§thattuk, hogy alapos vizsg§lat ut§n egy elsŜre anholonomnak 

tŪnŜ rendszer is lehet  egyes esetekben  holonom.  
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A bemutatott p®ld§k alapj§n foglaljuk t§bl§zatba a k®nyszeregyenleteket  

(1.1 t§bl§zat) ®s oszt§lyozzuk a k¿lºnbºzŜ rendszereket: 

K®nyszeregyenlet K®nyszer t²pusa Integr§lhat· Rendszer t²pusa 

Ἲ  stacion§rius 
geometriai 

igen holonom -szkleron·m 

Ἲȟὸ  instacion§rius 
geometriai 

igen holonom -reon·m 

ἺȟἺ  stacion§rius 
kinematikai  

igen holonom -szkleron·m 

ἺȟἺȟὸ  instacion§rius 
kinematikai  

igen holonom -reon·m 

ἺȟἺ  stacion§rius 
kinematikai  

nem anholonom-
szkleron·m 

ἺȟἺȟὸ  instacion§rius 
kinematikai  

nem anholonom-reon·m 

1.1 t§bl§zat. Rendszerek oszt§lyoz§sa a k®nyszeregyenletek alapj§n 

Megjegyz®s: hogy a kor§bban eml²tett k®nyszerek mind ăk®toldal¼akó voltak [2]. 

Ez a kifejez®s azt jelenti, hogy a rendszer nem tudja elhagyni a k®nyszer §ltal 

meghat§rozott fel¿letet vagy vonalat.  

A k®nyszeregyenletek azonban lehetnek ăegyoldal¼akó is, ami azt jelenti, hogy a 

rendszer egy ir§nyban elt§volodhat vagy ălev§lható a k®nyszer §ltal meg-

hat§rozott fel¿letrŜl (vagy vonalr·l), illetve csak egy bizonyos tartom§nyon bel¿l 

mozoghat. 

Az ilyen t²pus¼ k®nyszeregyenletek alakja egyenlŜtlens®g: 

►░ȟ►░ȟὸ  (1.21) 

Egyoldal¼, anholonom rendszerre kiv§l· p®lda a ăfogs§gba ejtett anyagi pontó  

(1.5 §bra): 
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1.5 §bra. A fogs§gba ejtett anyagi pont 

Ahol a k®nyszeregyenlet alakja a kºvetkezŜ: 

  ὼ ώ ᾀ ὶ (1.22) 

Ezen alfejezet v®g®re ®rve megismerkedhett¿nk a holonom ®s anholonom 

rendszerekkel, illetve a k®nyszeregyenlet fogalm§val. A kºvetkezŜ alfejezetben 

§ttekintj¿k a k®nyszeregyenletek le²r§s§hoz haszn§lhat· koordin§t§kat, valamint 

megfogalmazzuk elŜnyeiket ®s h§tr§nyaikat. 
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1.3. Alkalmazott koordin§tat²pusok 

A tºbb elembŜl §ll· rendszerek dinamikus viselked®s®t le²r· mozg§segyenletek 

l®trehoz§sa elŜtt ki kell v§lasztani a le²r§suk m·dj§t. A le²r· v§ltoz·knak  m§s 

n®ven §ltal§nos koordin§t§knak  egy®rtelmŪen meg kell hat§rozniuk a 

rendszerelemek helyzet®t az elemz®s b§rmely pillanat§ban.  

A tºbbtestdinamikai rendszerek le²r§s§hoz haszn§lhat· koordin§t§k 

kiv§laszt§sa nem mag§t·l ®rtetŜdŜ ®s nem is egyszerŪ feladat, mivel m inden 

konfigur§ci·nak van elŜnye ®s h§tr§nya.  

Az alkalmazhat· konfigur§ci·k m®lyebb megismer®se elŜtt tekints¿k §t azok 

fajt§it (1.6 §bra), amiket Flores ®s Lankarani  [5] osztott fel n®h§ny alt²pusra:  

 

1.6 §bra. Koordin§tat²pusok oszt§lyoz§sa 

Ezeket a fŜ t²pusokat a kºvetkezŜk®ppen jellemezhetj¿k: 

1. F¿ggetlen koordin§t§k azok, amelyek tetszŜlegesen v§laszthat·ak.  

ElŜny: Az ilyen koordin§t§kkal le²rt rendszer szabads§gfoka ®s az 

§ltal§nos koordin§t§k sz§ma megegyezik.  

H§tr§ny: A tºbbtestdinamikai rendszeregyenletek f¿ggetlen 

koordin§t§kkal tºrt®nŜ le²r§sa magasfok¼ nem-linearit§st eredm®nyez, 

amely a sz§m²t·g®pes adapt§l§st ®s megold§st nehez²ti. Emellett, n®h§ny 

esetben nem egy®rtelmŪen ²rj§k le a helyzetet. 

 

 

Koordin§ta t²pusok

F¿ggŜ koordin§t§k

Abszol¼t Relat²v Term®szetes

F¿ggetlen koordin§t§k
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2. F¿ggŜ koordin§t§k azok, amelyeknek ki kell el®g²tenie a 

k®nyszeregyenleteket.  

ElŜny: KºnnyŪ ®s egyszerŪ a haszn§latuk, m®g ¼gynevezett z§rtkºrŪ 

rendszerekn®l is, mint a n®gycsukl·s mechanizmus. Tov§bb§, a 

tºbbtestdinamikai rendszeregyenletek f¿ggŜ (fŜleg abszol¼t) 

koordin§t§kkal tºrt®nŜ le²r§sa alacsony fok¼ nemlinearit§st eredm®nyez, 

amelynek a sz§m²t·g®pes adapt§l§sa is egyszerŪbb.  

H§tr§ny: A rendszer szabads§gfok§n§l nagyobb sz§m¼ §ltal§nos 

koordin§ta van, ami miatt sok (de egyszerŪ) k®nyszeregyenletet kell 

defini§lni. 

A f¿ggŜ koordin§t§kat m®g tov§bbi h§rom csoportra lehet felosztani: 

1. Abszol¼t koordin§t§k, 

2. Relat²v koordin§t§k, 

3. Term®szetes koordin§t§k. 

Ahhoz, hogy meg®rts¿k ezeket a le²r§sokat, tekints¿nk meg n®h§ny p®ld§t.  

 

1.3.1. F¿ggetlen koordin§t§kkal val· le²r§s 

ElŜszºr is n®zz¿nk meg egy h§rom testbŜl §ll· ing§t (1.7 §bra): 

 

1.7 §bra. H§romszabads§gfok¼ inga f¿ggetlen koordin§t§kkal 

A rendszert le²r· §ltal§nos koordin§t§kat a kºvetkezŜk®ppen adhatjuk meg: 

Ἱ • • •  (1.23) 

Ahol l§that·, hogy a rendszer szabads§gfoka ®s az §ltal§nos koordin§t§k sz§ma 

megegyezik.  
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Tekints¿k meg a rendszer k®nyszeregyenleteit is: 

ὼ ώ ὥ

ὼ ὼ ώ ώ ὦ

ὼ ὼ ώ ώ ὧ

 (1.24) 

A k®nyszeregyenletek erŜsen nemline§risak, ®s ezzel m§r l§that· is a f¿ggetlen, 

§ltal§nos koordin§t§kkal val· le²r§s egyik h§tr§nya. A m§sik h§tr§ny, hogy 

n®h§ny esetben a rendszer mozg§s§t nem k®pes egy®rtelmŪen le²rni pl. azonos 

•  §ll§s mellett a szerkezet k®t k¿lºnbºzŜ helyzetet is felvehet. 

 

1.3.2. F¿ggŜ koordin§t§kkal val· le²r§s ð Abszol¼t koordin§t§k 

A f¿ggŜ koordin§t§k eset®n n®zz¿k meg elŜszºr az abszol¼t koordin§t§kkal val· 

le²r§st egy n®gycsukl·s mechanizmuson kereszt¿l (1.8 §bra): 

 

1.8 §bra. N®gycsukl·s mechanizmus abszol¼t koordin§t§kkal 

A rendszert le²r· §ltal§nos koordin§t§kat a kºvetkezŜk®ppen adhatjuk meg: 

Ἱ ὼ ώ • ὼ ώ • ὼ ώ •  (1.25) 

Itt a testek s¼lypontj§nak mozg§s§t ²rjuk le kilenc darab f¿ggŜ koordin§t§val, egy 

§ltalunk defini§lt abszol¼t koordin§ta rendszerben. A k®rd®s az, hogy vajon h§ny 

k®nyszeregyenletre van sz¿ks®g¿nk? 

Ha f¿ggŜ koordin§t§kkal dolgozunk, akkor a k®nyszeregyenletek sz§m§t 

kºnnyen meghat§rozhatjuk a kºvetkezŜ egyenlet seg²ts®g®vel: 

  Ü ή Ὓ (1.26) 
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Itt q koordin§t§k sz§m§t jelenti, m²g S a rendszer szabads§gfok§t. 

Pl. a n®gycsukl·s mechanizmusn§l q = 9, S = 1 ²gy a k®nyszeregyenletek sz§ma 

  Ü  = 8.  

Miut§n tudjuk, hogy h§ny egyenletre van sz¿ks®g¿nk, l®tre is hozhatjuk a 

k®nyszeregyenlet vektort. A k®nyszeregyenletek sz§ma l§that·an magasabb 

mint a f¿ggetlen koordin§t§k eset®n  §m az egyenletek egyszerŪbbek. 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ὼ

ὥ

ς
Ͻὧέί•

ώ
ὥ

ς
ϽίὭὲ•

ὼ
ὥ

ς
Ͻὧέί• ὼ

ὥ

ς
Ͻὧέί•

ώ
ὥ

ς
ϽίὭὲ• ώ

ὥ

ς
ϽίὭὲ•

ὼ
ὦ

ς
Ͻὧέί• ὼ

ὧ

ς
Ͻὧέί•

ώ
ὦ

ς
ϽίὭὲ• ώ

ὧ

ς
ϽίὭὲ•

ὼ
ὧ

ς
Ͻὧέί• Ὠ

ώ
ὧ

ς
ϽίὭὲ• Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (1.27) 
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1.3.3. F¿ggŜ koordin§t§kkal val· le²r§s ð Relat²v koordin§t§k 

Az abszol¼t koordin§t§kkal val· le²r§s ut§n t®rj¿nk r§ a relat²v koordin§t§kra is.  

Ami a relat²v koordin§t§kat illeti, elmondhat·, hogy elsŜsorban ezt a t²pust 

alkalmazt§k mechanizmusok elemz®s®re az elsŜ sz§m²t·g®pes programok 

kifejleszt®s®n®l. Manaps§g, a relat²v koordin§t§kat a mozg§segyenletek 

¼gynevezett ăminim§l alak¼ó megfogalmaz§s§hoz haszn§lj§k. 

A relat²v koordin§t§kkal val· le²r§shoz vegy¿k ism®t a n®gycsukl·s 

mechanizmus p®ld§j§t (1.9 §bra).  

 

1.9 §bra. N®gycsukl·s mechanizmus f¿ggŜ, relat²v koordin§t§kkal 

A rendszert le²r· §ltal§nos koordin§t§kat a kºvetkezŜk®ppen adhatjuk meg: 

Ἱ • • •  (1.28) 

Mivel itt is f¿ggŜ koordin§t§kkal dolgozunk, (1.26) alapj§n l§thatjuk, hogy kettŜ 

k®nyszeregyenletre lesz sz¿ks®g¿nk: 

ὥϽὧέί• ὦϽὧέί• ὧϽὧέί• Ὠ
ὥϽίὭὲ• ὦϽίὭὲ• ὧϽίὭὲ•

 (1.29) 

Elmondhat· a relat²v koordin§t§kra, hogy z§rtkºrŪ rendszerekre neh®zkesen 

alkalmazhat·ak. Ezekkel a koordin§t§kkal tov§bbi h§tr§ny, hogy magas a 

nemlinearit§s fokuk, ez®rt sz§m²t§si megval·s²t§suk neh®zkes. 
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1.3.4. F¿ggŜ koordin§t§kkal val· le²r§s ð Term®szetes koordin§t§k 

A term®szetes koordin§t§k  amelyeket pontkoordin§t§nak vagy Kart®ziuszi 

koordin§t§nak is neveznek  alternat²v§t jelentenek az abszol¼t, vagy relat²v 

koordin§t§k mellett. Bayon, J§lon ®s Serna [6] dolgozta ki a nyolcvanas ®vek 

elej®n a term®szetes koordin§t§k fogalm§t szerkezetek m§trixokkal val· 

elemz®se sor§n.  

K®tdimenzi·ban a term®szetes koordin§t§kat az abszol¼t koordin§t§k 

kiterjeszt®s®nek lehet elk®pzelni, ahol a s¼lypontb·l tºrt®nŜ le²r§s §tker¿l a 

tºbbtestdinamikai rendszer valamelyik fŜbb pontj§ba, pl. egy csukl·ba.  

Maguk a koordin§t§k k®t r®szbŜl tevŜdnek ºssze: a szerkezeten l®vŜ fŜbb 

pontokb·l ®s a hozz§juk tartoz· egys®gvektorokb·l. ElŜny¿k, hogy az abszol¼t 

vagy relat²v le²r§shoz k®pest nincs sz¿ks®g elfordul§si v§ltoz·kra.  

P®ldak®nt tekints¿k ism®t a n®gycsukl·s mechanizmust (1.10 §bra).  

 

1.10 §bra. N®gycsukl·s mechanizmus f¿ggŜ, term®szetes koordin§t§kkal 

A rendszert le²r· §ltal§nos koordin§t§kat a kºvetkezŜk®ppen adhatjuk meg: 

Ἱ ὼ ώ ὼ ώ  (1.30) 

Megjegyz®s: Enn®l a fajta le²r§sn§l ¿gyeln¿nk kell arra, hogy a kiv§lasztott 

pontok, jelen esetben a 2-es ®s 3-as pont, a h§rom test §ltal megengedett 

k®nyszerp§ly§n mozogjon. 

A k®nyszeregyenletek sz§m§t itt is kºnnyen kisz§m²thatjuk. Mivel q = 4, valamint  

S = 1, ²gy 3 k®nyszeregyenlettel defini§lhatjuk a rendszer¿nket: 

ὼ ὼ ώ ώ ὥ

ὼ ὼ ώ ώ ὦ

ὼ ὼ ώ ώ ὧ

 (1.31) 
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A k®nyszeregyenletek le²rhat·k skal§ris szorzatvektorokkal is, ami a Jacobi-

m§trixban m§sodfok¼ k®nyszeregyenletekhez ®s line§ris tagokhoz vezet [6].  

¥sszefoglal§sk®nt kijelenthetj¿k, hogy a term®szetes koordin§t§k k¿lºnºsen 

alkalmasak az ®rz®keny elemz®si ®s optimaliz§l§si elj§r§sokhoz, mivel a 

szerkezetek befoglal· hosszm®retei direkt m·don megjelennek a 

k®nyszeregyenletekben.  

Fontos megjegyezni, hogy a jegyzetben bemutatott le²r§sok kºz¿l egyre sem 

lehet kijelenteni, hogy minden feladat  t²pusra jobban alkalmazhat·, mint a tºbbi.  

A feladatt·l ®s a megoldand· c®lt·l f¿ggŜen ®rdemes a le²r§sok kºz¿l v§lasztani.
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2. T¥BBTESTDINAMIKAI RENDSZEREK LEĊRćSA 

A most kºvetkezŜ fejezetben bemutat§sra ker¿l k®t le²r§si m·dszer, amelyekkel 

matematikai form§ba  ¼gynevezett differenci§l-algebrai (DAE) vagy  

kºzºns®ges differenci§legyenlet-rendszerbe (KDE)  lehet dinamikai 

rendszereket foglalni  (2.1 §bra). 

 

2.1 §bra. Tºbbtestdinamikai le²r§sm·dok ®s megold§si strat®gi§k 

Az elsŜ, mondhatni klasszikus m·dszer, a Newton-Euler egyenleten alapszik, 

amelybŜl egy teljes alak¼ (deszkriptor) differenci§l-algebrai egyenletrendszert 

tudunk levezetni.  Az ²gy l®trehozott DAE direkt m·don megoldhat·, vagy 

redukci· seg²ts®g®vel §talak²that· egy KDE-re. A Newton -Euler egyenlet 

gyakorlatilag a  lend¿let- ®s perd¿let-t®tel m§trixegyenletbe tºrt®nŜ §t²r§sa, 

amelyhez csatolni kell az elŜzŜ fejezetben eml²tett k®nyszeregyenleteket is. 

Alkalmaz§s§hoz sz¿ks®gesek a szabadtest§br§k, mivel ezen §br§k alapj§n tudjuk 

egyenleteinket levezetni. Ez a le²r§s elsŜre §tl§that·bb k®pet biztos²t azoknak, 

akik elŜszºr tal§lkoznak differenci§l-algebrai egyenletrendszerrel. 

A m§sodik le²r§si m·d, a virtu§lis teljes²tm®ny elve, tºbb absztrakci·t ®s 

matematikai tud§st ig®nyel, viszont nem kell alkalmazni a lend¿let- vagy 

perd¿lett®telt, illetve szabadtest§br§kat sem kell rajzolnunk. Ezzel a m·dszerrel 

dinamikai rendszer¿nk minden elem®t a k®nyszeregyenletek egyszerŪ 

deriv§l§s§val lehet l®trehozni, amely a sz§m²t·g®pes adapt§ci·t megkºnny²ti. 

Tºbbtestdinamikai

le²r§sm·dok

Newton -Euler 
egyenlet

Teljes alak 

(¼n. deszkriptor 
alak)

DAE

DAE numerikus 
megold§sa

Virtu§lis 
teljes²tm®ny elve

Minim§l alak

KDE

KDE numerikus 
megold§sa

Teljes alak

DAE

DAE numerikus 
megold§sa

Redukci· Redukci· 
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2.1. A Newton -Euler egyenlet elve ®s alkalmaz§sa 

A fejezet elej®n §tism®telj¿k azokat a legfontosabb kinetikai t®teleket, amelyeket 

a tºbbtestdinamikai modellez®sben fogunk alkalmazni.  

Egy merev testekbŜl §ll· dinamikai rendszer viselked®se, amely egym§shoz ®s 

kºrnyezet®hez ide§lis k®nyszerekkel kapcsol·dik, le²rhat· a lend¿lett®tel 

valamint, a perd¿lett®tel differenci§lis alakj§val [7]: 

ἓ ἐ 

άϽἩ ἐ 

(2.1) 

˜ Ἑ  

ἔϽ ἔϽ Ἑ  

(2.2) 

Ezek az egyenletek, s²kbeli mozg§s eset®n 3, t®rbeli mozg§s eset®n 6 egyenletre 

bonthat·k fel. ¥sszegezz¿k (2.1) ®s (2.2) egyenleteket egyetlen m§trix-

egyenletbe: 

άϽἓ
ἔ
Ͻ
Ἡ ἐ

Ἑ ἔϽ
 (2.3) 

amit a szakirodalom Newton -Euler egyenletnek nevez [8, 9]. Ezt az egyenletet 

alak²tsuk §t, ¼gynevezett kompakt form§ra [10]: 

ἙϽὀ Ἦ (2.4) 

ahol Ἑ a tºmegm§trix, ὀ a keresett gyorsul§sok vektora, m²g Ἦ a k¿lsŜ erŜk, 

nyomat®kok ®s tehetetlens®gi (vagy inerci§lis) mennyis®gek vektora. 

Ἑ
άϽἓ

ἔ
  ὀ

Ἡ
  Ἦ

ἐ
Ἑ ἔϽ

 (2.5) 

A bevezet®s ut§n t®rj¿nk r§ egy konkr®t tºbbtestdinamikai rendszer le²r§s§ra, 

amelyet Vallery ®s Schwab [11] p®ld§ja alapj§n v®gz¿nk el.  

Hozzunk l®tre egy fizikai kettŜs ing§t, amely A pontban van rºgz²tve a 

kºrnyezet®hez, ®s B pontban pedig egym§shoz. Az inga l1 ®s l2 hossz¼s§g¼ 

rudakb·l ®p¿l fel, amelyeknek m1 ®s m2 tºmege, valamint Js1 ®s Js2 tehetetlens®gi 

nyomat®ka van.  

T®r²ts¿k ki az ing§t alaphelyzet®bŜl (2.2 §bra) ®s defini§ljunk k®t szºgelfordul§st 

ȕ1-el valamint  ȕ2-el. 
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2.2 §bra. KettŜs inga 

A vizsg§latainkban feltessz¿k, hogy a kettŜs ing§ra csak a gravit§ci·s gyorsul§s 

hat. A mozg§segyenletek l®trehoz§s§hoz bontsuk sz®t a szerkezetet (2.3 §bra), ®s 

az elhagyott r®szek hat§s§t helyettes²ts¿k erŜkkel: 

 

2.3 §bra. A sz®tbontott szerkezet az erŜkkel 

Ezut§n vizsg§ljuk meg az 1-es testet ®s ²rjuk fel a s¼lypontj§ra a lend¿lett®tel 

differenci§lis alakj§t: 

ἓ ἐ 

ά ϽἩ ἐ 

(2.6) 
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Amelyet megszorozva az ex ®s ey egys®gvektorokkal megkapjuk a vektoregyenlet 

x ®s y tengelyre esŜ skal§rvet¿leteit: 

ά Ͻὼ Ὂ Ὂ  

ά Ͻώ Ὂ Ὂ ά ϽὫ 

(2.7) 

Majd ezek ut§n ²rjuk fel a perd¿lett®telt is az 1-es test s¼lypontj§ra: 

˜ Ἑ  

ἔϽ ἔϽ Ἑ  

(2.8) 

Ahol azt megszorozva az ez egys®gvektorral megkapjuk a vektoregyenlet z 

tengelyre esŜ skal§rvet¿let®t: 

ὐ Ͻ• Ὂ Ὂ Ͻ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ὂ Ὂ Ͻ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•  (2.9) 

Megjegyz®s: ἔϽ  tag k®tdimenzi·s mozg§s eset®n nulla lesz. Bizony²t§s: 

ἔϽ

ὐ π π

π ὐ π

π π ὐ
Ͻ
π
π
‫

π
π

ὐ Ͻ‫
 (2.10) 

Amit , ha vektori§lisan szorzunk egy vele p§rhuzamos szºgsebess®gvektorral, 

akkor  null§t kapunk: 

 ἔϽ  
π
π
‫

π
π

ὐ Ͻ‫

π
π
π

 (2.11) 

Ċrjuk fel a lend¿lett®telt a kettes testre is: 

ά Ͻὼ Ὂ  

ά Ͻώ Ὂ ά ϽὫ 

(2.12) 

Illetve a perd¿lett®telt is: 

ὐ Ͻ• Ὂ Ͻ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ὂ Ͻ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•  (2.13) 

Miut§n fel²rtuk a dinamikai rendszer¿nk ºsszes egyenlet®t, tekints¿k §t, hogy 

h§ny ismeretlen¿nk ®s h§ny egyenlet¿nk van. 
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ά Ͻὼ Ὂ Ὂ  

ά Ͻώ Ὂ Ὂ ά ϽὫ 

ὐ Ͻ• Ὂ Ὂ Ͻ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ὂ Ὂ Ͻ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•  

ά Ͻὼ Ὂ  

ά Ͻώ Ὂ ά ϽὫ 

ὐ Ͻ• Ὂ Ͻ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ὂ Ͻ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•  

(2.14) 

L§that·an nem ismerj¿k az egyenletek bal oldal§n tal§lhat· 6 db gyorsul§s 

mennyis®get (ὼȟὼȟώȟώȟ•ȟ• ), valamint az egyenletek jobb oldal§n tal§lhat·  

4 db k®nyszererŜt (FAx, FAy, FBx, FBy).  

Ez 10 db ismeretlent jelent, m²g ºsszesen 6 db egyenlet §ll rendelkez®s¿nkre. 

Rendszer¿nk, ebben a form§ban, matematikailag hat§rozatlan. Ahhoz, hogy 

hat§rozott§ tegy¿k, sz¿ks®g¿nk van tov§bbi 4 db k®nyszeregyenletre!  

Tov§bbi vizsg§l·d§saink elŜtt el kell dºnten¿nk, hogy milyen le²r§si 

konfigur§ci·t fogunk alkalmazni. Didaktikai lag, az abszol¼t koordin§t§kkal 

tºrt®nŜ le²r§s az egyik legegyszerŪbb, ez®rt v§lasszuk most ezt a m·dszert.  

A  testek s¼lypontj§ban 3-3 v§ltoz·t defini§lunk . A rendszert le²r· §ltal§nos 

koordin§t§kat a kºvetkezŜk®ppen adhatjuk meg: 

Ἱ ὼ ώ • ὼ ώ •  (2.15) 

A k®nyszeregyenletek le²r§s§hoz tekints¿k meg a 2.4 §br§t.  

 

2.4 §bra. Az egyes test kapcsolata az A pontban ®s a helyvektorok §br§zol§sa 

Az A pontban van a rendszer¿nk felf¿ggesztve. Itt elŜ²rjuk, hogy az  

1-es r¼d v®gpontja ettŜl a pontt·l nem mozdulhat el x, y ir§nyban  

(xA = 0, yA = 0), de z tengely kºr¿l elfordulhat (• π).  
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Ċgy a k®nyszerfelt®telt a kºvetkezŜk®ppen ²rhatjuk le:  

Ἲ Ἲ Ἲ  (2.16) 

AmibŜl a kºvetkezŜ egyenlet ad·dik: 

Ἲ
ὼ
ώ

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

π
π

 (2.17) 

Ez lesz az elsŜ test ®s a kºrnyezet kºzºtt ®rtelmezett k®nyszeregyenlet: 

ὼ
ὰ

ς
Ͻὧέί•

ώ
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

 (2.18) 

Figyelj¿nk arra, hogy az x1 ®s y1 koordin§t§k elŜjel®t a koordin§tarendszer szerint 

adjuk meg.  

Megjegyz®s: A tºbbtestdinamikai modellez®sn®l, a modelleket lehetŜleg az elsŜ, 

pozit²v t®rnegyedbe ²rjuk fel, pozit²v elfordul§ssal. Ċgy az a speci§lis eset §ll fenn, 

hogy a Lagrange-f®le multiplik§torok ð amelyek a 2.2 alfejezetben r®szletesen 

bemutat§sra ker¿lnek ð megegyeznek a reakci·erŜk nagys§g§val ®s ir§ny§val! 

KºvetkezŜ l®p®sk®nt ²rjuk fel a B pontra is a k®nyszeregyenleteket. Itt is vegy¿k 

a k®t rudat  abban az §llapot§ban, amikor egym§st·l virtu§lisan el vannak 

t§vol²tva (2.5 §bra). 

 

2.5 §bra. A testek kapcsolata a B pontban 
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Itt az a felt®tel, hogy az elmozdul§s a B pontban, mindk®t r¼d s¼lypontj§b·l 

n®zve, egyenlŜ legyen. Ez olyan megkºt®st jelent, hogy a B pontban a k®t r¼d 

egym§shoz k®pest nem tud elmozdulni, csup§n elfordulni. 

Ezt a k®nyszerfelt®telt a kºvetkezŜk®ppen ²rhatjuk le: 

Ἲ Ἲ Ἲ  
 

Ἲ Ἲ Ἲ  

(2.19) 

ćbr§zoljuk itt is a vektor kapcsolatokat (2.6 §bra): 

 

2.6 §bra. A k®nyszeregyenlet vektoros §br§zol§sa a kettes testn®l 

Az §br§b·l kºvetkezik, hogy: 

Ἲ Ἲ Ἲ Ἲ  (2.20) 

A koordin§t§kat behelyettes²tve a kºvetkezŜ kifejez®st kapjuk:  

ὼ
ώ

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὼ
ώ

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

 (2.21) 

Rendezz¿k a (2.21) egyenletet null§ra, a csukl·kra ®rtelmezett koncepci· alapj§n 

a kettes testbŜl kivonva az egyes test koordin§t§it [10].  

Ċgy a m§sodik k®nyszeregyenletet: 

Ἲ Ἲ
ὼ ὼ

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ώ ώ
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

 (2.22) 
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Hozzuk l®tre a teljes k®nyszeregyenlet-vektort:  

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ὼ

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ώ
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὼ ὼ
ὰ

ς
Ͻὧέί•

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ώ ώ
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

(2.23) 

Most m§r 10 egyenlet¿nk van ®s 10 ismeretlen¿nk, teh§t rendszer¿nk 

matematikailag hat§rozott. Mivel a  (2.23) vektor egyenlet elmozdul§st fejez ki, 

m²g nek¿nk gyorsul§sra van sz¿ks®g¿nk, ²gy k®tszer kell idŜ szerint deriv§lnunk 

(2.23)-at. V®gezz¿k el ezeket a deriv§l§sokat: 

ὼ
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ• π 

ώ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ• π 

ὼ ὼ
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ• π 

ώ ώ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ• π 

(2.24) 

Miut§n meghat§roztuk a sebess®get, deriv§ljuk m®g egyszer az egyenleteket, 

hogy ºsszef®rhetŜv® v§ljanak a (2.14) egyenlet dinamikai mennyis®geivel:  

ὼ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ• π 

ώ
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ• π 

ὼ ὼ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•  

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ• π 

ώ ώ
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•  

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ• π 

(2.25) 

Rendezz¿k v®g¿l a n®gy egyenletet oly m·don, hogy az ¼gynevezett inerci§lis 

tagok (a forg§sb·l sz§rmaz· norm§l ir§ny¼ gyorsul§sok, pl. ὰȾςϽ• ) az 

egyenletek jobb oldal§ra ker¿ljenek: 
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ὼ
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•  

ώ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•  

ὼ ὼ
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•  

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•  

ώ ώ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•  

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•  

(2.26) 

Ezek ut§n ºsszegezz¿k a 10 egyenletet: 

ά Ͻὼ Ὂ ά ϽὫ Ὂ  (2.27) 

ά Ͻώ Ὂ Ὂ  

ὐ Ͻ• Ὂ Ὂ Ͻ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ὂ Ὂ Ͻ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•  

ά Ͻὼ Ὂ ά ϽὫ 

ά Ͻώ Ὂ  

ὐ Ͻ• Ὂ Ͻ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ὂ Ͻ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•  

ὼ
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•  

ώ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•  

ὼ ὼ
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•  

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•  

ώ ώ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•  

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•  
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Miut§n az egyenletrendszer teljes, hozzuk azt kompakt alakra: 

ἙϽὀ Ἦ (2.28) 

Ahol az ºsszes²tett Ἑ tºmegm§trix: 

Ἑ Ἑ Ἆ
Ἆ

 (2.29) 

EbbŜl M  egyenlŜ: 

Ἑ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά π π π π π
π ά π π π π
π π ὐ π π π

π π π ά π π
π π π π ά π
π π π π π ὐỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (2.30) 

D  egyenlŜ: 

Ἆ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợρ π

ὰ

ς
ϽίὭὲ• π π π

π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί• π π π

ρ π
ὰ

ς
ϽίὭὲ• ρ π

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί• π ρ

ὰ

ς
Ͻὧέί•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (2.31) 

DT egyenlŜ: 

Ἆ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ρ π ρ π
π ρ π ρ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻὧέί•

π π ρ π
π π π ρ

π π
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻὧέί•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (2.32) 
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A keresett ®rt®keket tartalmaz· ὀ vektor t, illetve a k¿lsŜ erŜket, nyomat®kokat ®s 

inerci§lis tagokat tartalmaz· Ἦ vektort a kºvetkezŜk®ppen fejezhetj¿k ki: 

ὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὼ
ώ
•
ὼ
ώ
•
Ὂ
Ὂ

Ὂ
Ὂ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

               Ἦ = 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

π
ά ϽὫ
π
π
ά ϽὫ
π

Ͻὧέί• Ͻ•

ϽίὭὲ• Ͻ•

Ͻὧέί• Ͻ• Ͻὧέί• Ͻ•

ϽίὭὲ• Ͻ• ϽίὭὲ• Ͻ•Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (2.33) 
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2.2. A virtu§lis teljes²tm®ny elve ®s alkalmaz§sa 

Ebben a r®szben megn®zz¿k, hogyan alkalmazhat· a virtu§lis teljes²tm®ny elve 

a tºbbtestdinamikai modellez®sn®l. Ahogy kor§bban eml²t®sre ker¿lt, a virtu§lis 

teljes²tm®ny elv®nek az a nagy elŜnye, hogy nincs sz¿ks®g sem dinamikai 

t®telekre sem szabadtest§br§kra.  

A virtu§lis teljes²tm®ny elv®nek megismer®s®hez induljunk ki elŜszºr a 

DõAlembert elvbŜl [7]. A DõAlembert elv kimondja, hogy egy kinetikai probl®ma 

form§lisan visszavezethetŜ statikai probl®m§ra, ha a k¿lsŜ (akt²v vagy 

val·s§gos) erŜkhºz ®s nyomat®kokhoz hozz§adjuk a tehetetlens®gi erŜket 

( άϽἩ) ®s nyomat®kokat ( ἔϽ ἔϽ ). 

T®telezz¿nk fel egy szabad dinamikai rendszert, amelyre csak k¿lsŜ erŜk ®s 

nyomat®kok hatnak, majd alak²tsuk §t a dinamikai egyenleteinket ¼gy, hogy 

§tvissz¿k az ¼n. tehetetlens®gi erŜket ®s nyomat®kokat a k¿lsŜ erŜk ®s 

nyomat®kok mell®: 

ἓ ἐ 

άϽἩ ἐ 

άϽἩ ἐ 

(2.34) 

˜ Ἑ  

ἔϽ ἔϽ Ἑ  

ἔϽ ἔϽ Ἑ  

(2.35) 

EzekbŜl az egyenletekbŜl ism®t k®pezhetj¿k a Newton-Euler egyenlet speci§lis 

alakj§t: 

άϽἓ
ἔ
Ͻ
Ἡ

ἔϽ
ἐ
Ἑ

 (2.36) 

Alak²tsuk §t (2.36) -ot kompakt alak ra, felt®telezve, hogy i darab testet vesz¿nk 

figyelembe: 

Ἑ Ͻὀ Ἦ (2.37) 

ahol Ἑ  a tºmegm§trix, ὀ a keresett gyorsul§sok vektora, m²g Ἦ a k¿lsŜ erŜk, 

nyomat®kok ®s inerci§lis mennyis®gek vektora.  

Ezek ut§n az §talak²tott Newton-Euler egyenletet szorozzuk meg a virtu§lis 

sebess®ggel, amellyel megkapjuk a rendszer virtu§lis teljes²tm®ny®t! 

ὖ‏ Ἑ Ͻὀ Ἦ Ͻ♯ὀ π 

♯ᶅὀ  

(2.38) 
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Defin²ci·: A virtu§lis teljes²tm®ny elve kimondja [12], hogy egy dinamikai 

rendszer k¿lsŜ-, belsŜ- ®s tehetetlens®gi erŜi  §ltal v®gzett virtu§lis teljes²tm®nye 

nulla  b§rmilyen megengedhetŜ virtu§lis sebess®g-§llapotra ®s b§rmely t 

idŜpontban. 

Ennek az elvnek az a fizikai magyar§zata, hogy am²g megfelelŜ virtu§lis 

sebess®geket alkalmazunk ð amelynek magyar§zat§t hamarosan bevezetj¿k ð 

¼gy a rendszer nem tud elmozdulni az adott, k®nyszerekkel lekºtºtt pontokban, 

²gy teljes²tm®nyt sem tud leadni. Ha fenn§llna olyan eset, amikor ȃP Í 0, az azt 

jelenten®, hogy vannak olyan pontok, ahol a k®nyszeregyenleteket nem 

megfelelŜen defini§ltuk, ²gy nem-megengedett sebess®gek keletkeznek. Emiatt 

az anyagi pontok, vagy a merev testek egym§shoz k®pest elmozduln§nak. 

A virtu§lis teljes²tm®ny elv®nek alkalmaz§s§val, tov§bbi elemeket adhatunk a 

(2.38) egyenlethez, kieg®sz²tve azt pl. k®nyszererŜkkel, passz²v tagokkal (rug·k, 

csillap²t·, stb.) eg®szen addig a pontig, am²g a dinamikai rendszer¿nk megfelel 

modellez®si elv§r§sainknak. 

ElŜszºr azonban vezess¿nk be n®h§ny ¼j fogalmat, kºzt¿k a lehets®ges-, ®s 

virtu§lis sebess®get! 

Defin²ci·: Lehets®ges sebess®gnek nevezz¿k egy tºmegpontnak (vagy egy merev 

test valamely pontj§nak) sebess®g®t, amely kompatibilis az azon pontban 

defini§lt k®nyszeregyenlettel. Az adott dinamikai rendszer minden helyzet®nek 

minden t idŜpillanata eset®n v®gtelen sz§m¼ lehets®ges sebess®gmezŜ l®tezik [3].  

A lehets®ges sebess®get a tov§bbiakban jelºlj¿k Ò-vel.  

Egy egyszerŪ p®ld§n kereszt¿l ®rtelmezz¿k ezt az ¼j mennyis®get. Egy anyagi 

pont Ἶ sebess®ggel halad egy Ἶ sebess®ggel mozg· k®nyszerp§ly§n [1]. Az 

anyagi pont helyzet®t egy Ἲ helyvektorral  tudjuk le²rni (2.7 §bra). 

 

2.7 §bra. Anyagi pont mozg§sa v0 sebess®ggel mozg· k®nyszerp§ly§n 
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Az anyagi pont abszol¼t sebess®ge egy adott pillanatban a mozg· p§lya 

sebess®g®vel ®s az anyagi pont p§lyamenti, tangenci§lis sebess®g®vel ²rhat· le 

(Ἶ Ἶ  Ἶ ). Ha az anyagi pont a k®nyszerp§ly§n v®gtelen¿l kicsiny, 

tetszŜleges ir§ny¼ elmozdul§st hajt v®gre, akkor minden ilyen kicsiny 

p§lyamenti elmozdul§s-vektorhoz tartozik egy tangenci§lis sebess®gvektor.  

Ezek a sebess®gvektorok az ¼n. lehets®ges sebess®gvektorok (2.8 §bra). 

 

2.8 §bra. Az anyagi pont lehets®ges sebess®gvektorai 

Jelen esetben, a lehets®ges sebess®gvektort a tangenci§lis sebess®gvektorok 

(В Ἶ ) ®s a mozg· rendszer (Ἶ) sebess®gvektor§nak ºsszeg®vel adhatjuk meg: 

Ἲ Ἶ Ἶ  (2.39) 

L§that·, hogy v®gtelen sok lehets®ges vektor lehet, ²gy ezt a matematik§ban 

halmazk®nt is kezelik. EzekbŜl a lehets®ges sebess®gvektorokb·l k®pezhetŜ a 

kºvetkezŜ fontos mennyis®g, a virtu§lis sebess®g! 

Defin²ci·: Virtu§lis sebess®gnek (♯Ἲ) nevezz¿k egy tºmegpontnak (vagy egy 

merev test valamely pontj§nak) azt a sebess®g®t, amelyet az anyagi pont (vagy 

merev test) egyens¼lyi §llapot§b·l val· kicsiny kimozd²t§s eset®n felvesz [12]. 

A virtu§lis sebess®get k®t ð de ugyanabban az adott pontban ®rtelmezett ð 

lehets®ges sebess®g k¿lºnbs®g®bŜl k®pezz¿k.  

♯Ἲ Ἲ Ἲ  (2.40) 
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Mivel v®gtelen¿l sok lehets®ges sebess®gvektor l®tezik, a virtu§lis sebess®gnek is 

v®gtelen¿l sok vari§ci·ja kell, hogy legyen. A virtu§lis sebess®get az §br§n 

l§that· m·don (2.9 §bra) ®rtelmezz¿k. Ez a sebess®g a k®nyszerp§lya adott 

pontj§ban vett ®rintŜj®vel p§rhuzamos. 

 

2.9 §bra. Az anyagi pont  egyik  virtu§lis sebess®gvektora 

Miut§n bevezett¿k a virtu§lis sebess®g fogalm§t, t®rj¿nk vissza az §ltal§nos 

dinamikai rendszer¿nkre: 

ὖ‏ ἙϽὀ ἮϽ♯ὀ π 

♯ᶅὀ  

(2.41) 

Rendszer¿nk ebben a form§j§ban nem alkalmas egy kºtºtt mechanikai rendszer 

le²r§s§ra, mivel a k®nyszererŜk nem jelennek meg benne. KºvetkezŜ l®p®sk®nt 

teh§t ¼gy kell kieg®sz²ten¿nk a dinamikai rendszer¿nket a k®nyszererŜkkel, 

hogy a rendszer virtu§lis teljes²tm®nye tov§bbra is z®rus maradjon. 

Mivel s¼rl·d§smentes, ide§lis k®nyszereket alkalmazunk, ²gy a k®nyszererŜ a 

fel¿letre (vagy ²vre) merŜleges. EbbŜl az kºvetkezik, hogy a k®nyszererŜbŜl ®s a 

virtu§lis sebess®gbŜl sz§rmaztatott virtu§lis teljes²tm®ny is z®rus lesz, hiszen a 

virtu§lis sebess®g a fel¿let (vagy ²v) adott pontj§n ®rintŜ ir§ny¼ (2.9 §bra): 

ὖ‏ ἐϽ♯ὀ π (2.42) 

Ahol, ἐ az adott pontban ®rtelmezett k®nyszererŜvektor.  

A k®rd®s itt az, hogy mik®nt lehet meghat§rozni a k®nyszererŜt a dinamikai 

egyenletek n®lk¿l? 
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A megold§shoz vegy¿nk ism®t egy m anyagi pontot, amely egy Ἶ sebess®ggel 

mozg· k®nyszerfel¿leten halad ®s mozg§sa Ἲ vektorral le²rhat· (2.10 §bra).  

A k®nyszerfel¿let matematikai alakja megadhat· Ἲ  geometriai 

k®nyszeregyenlettel, amirŜl kikºtj¿k, hogy folytonos ®s legal§bb egyszer 

deriv§lhat·. Tov§bb§, az anyagi pontra ®rtelmezhetŜ egy ♯Ἲ virtu§lis sebess®g. 

 

2.10 §bra. Anyagi pont mozg· k®nyszerfel¿leten 

A Ἲ k®nyszeregyenletbŜl k®pezhetŜ a gradiensvektor : 

ÇÒÁÄᶯ
Ћ

ЋἺ
 (2.43) 

Tudjuk, hogy egy vektor -vektor (vagy val·s-val·s) f¿ggv®ny adott pontban 

®rtelmezett gradiense, a f¿ggv®ny pontbeli norm§lvektor§t hat§rozza meg  

(2.11 §bra).  

 

2.11 §bra. A gradiens §br§zol§sa 

Mivel ide§lis k®nyszerekn®l a k®nyszererŜ a fel¿letre merŜleges, ²gy a gradiens 

k®nyszeregyenletbŜl val· lek®pz®s®vel meg tudjuk hat§rozni a k®nyszererŜ adott 

pontbeli ir§ny§t (2.12 §bra).  
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2.12 §bra. A gradiens ®s a k®nyszererŜ kapcsolata 

A  gradiens ®s a k®nyszererŜ nem egyenlŜ, de ha a gradienst megszorozzuk egy 

megfelelŜ mennyis®ggel, az ¼n. Lagrange-f®le multiplik§torral (Ȋ), akkor a 

k®nyszererŜ m§r lek®pezhetŜ az al§bbi m·don: 

ἐ ᶯ Ͻ (2.44) 

Megjegyz®s: Tºbbtestdinamikai rendszerek eset®n a Lagrange-f®le multiplik§tor 

gyakran vektormennyis®get takar.  

Amennyiben a  vektormennyis®g, ¼gy ᶯ  m§trix lesz, amit a szakirodalom 

Jacobi-m§trixnak nevez. Jelºlj¿k a k®nyszeregyenlet vektor§b·l k®pzett Jacobi-

m§trix transzpon§ltj§t a kºvetkezŜk®ppen: 

ᶯ Ἆ  (2.45) 

Mivel siker¿lt kapcsolatot tal§lni a k®nyszererŜ ®s a k®nyszeregyenlet kºzºtt, 

²rjuk vissza ezt az eredm®nyt a k®nyszererŜkbŜl k®pzett virtu§lis teljes²tm®nybe: 

ὖ‏ ἐϽ♯ὀ Ἆ ϽϽ♯ὀ π (2.46) 

Mivel a k®nyszererŜk virtu§lis teljes²tm®nye is nulla, ²gy a (2.46) egyenlet 

hozz§adhat· a (2.41) egyenlethez:  

ὖ‏ ἙϽὀ ἮϽ♯ὀ Ἆ Ͻ Ͻ♯ὀ π (2.47) 

Ċgy megkapjuk a kºtºtt mechanikai rendszer virtu§lis teljes²tm®ny®t: 

ὖ‏ ἙϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ Ͻ♯ὀ π (2.48) 
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A Lagrange-f®le multiplik§tor bevezet®s®vel () a ♯ὀ virtu§lis sebess®get 

tetszŜlegesen v§laszthatjuk meg. EbbŜl kifoly·lag a (2.48) egyenlet, kis 

§talak²t§ssal, a kºvetkezŜ form§ra egyszerŪsºdik: 

ἙϽὀ Ἆ Ͻ Ἦ (2.49) 

Ez egy differenci§l-algebrai egyenletrendszer, amely ismeretlenk®nt tartalmaz 

gyorsul§s t²pus¼ differenci§l-mennyis®geket (ὀ), ®s algebrai tagokat is ().  

ćltal§nos alakja a kºvetkezŜk®ppen ²rhat· le:  

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
Ἑ π π π π
π Ἑ π π π
π π Ệ π π
π π π Ệ π
π π π π Ἑ Ứ

ủ
ủ
ủ
Ủ

Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὀ

ể
ὀ
Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
Ἆ π π π π
π Ἆ π π π
π π Ệ π π
π π π Ệ π
π π π π ἎỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ἐ
Ἑ
ể
ἐ
Ἑ Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ἐ
Ἑ ἔϽ

ể
ἐ

Ἑ ἔϽ Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

(2.50) 

Mivel a rendszerben megjelentek a k®nyszererŜk, ²gy tºbb ismeretlen van, mint 

egyenlet. Ahhoz, hogy megfelelŜ sz§m¼ egyenlet¿nk legyen, a k®nyszeregyenlet 

k®tszeri deriv§l§s§val kapunk egy ¼j vektoregyenletet, amivel kieg®sz²tve a (2.49) 

egyenletet a rendszer hat§rozott§ v§lik. 

Vegy¿k p®ldak®nt egy holonom-reon·m rendszer k®nyszeregyenlet®t: 

ὀȟὸ  (2.51) 

Deriv§ljuk elŜszºr ὀ vektort a l§ncszab§ly szerint, amellyel megkapjuk a 

sebess®get: 

ὀȟὸ Ἶὀȟὀȟὸ
Ћ ὀ

Ћὀ
Ͻ
Ὠὀ

Ὠὸ
Ἆ Ͻὀ  (2.52) 

Ahol a Jacobi-m§trix (D) alakja ®s kisz§m²t§sa a kºvetkezŜk®ppen tºrt®nik: 
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Ћ

Ћὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
Ћὀ

Ћὼ

Ћὀ

Ћὼ

Ћὀ

Ћὼ
ȣ
Ћὀ

Ћὼ
Ћὀ

Ћὼ

Ћὀ

Ћὼ

Ћὀ

Ћὼ
ȣ ể

Ћὀ

Ћὼ

Ћὀ

Ћὼ

Ћὀ

Ћὼ
ȣ ể

ể ȣ ȣ Ệ ể
Ћὀ

Ћὼ
ȣ ȣ ȣ

Ћὀ

ЋὼỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ἆὀ 

 

 

(2.53) 

Ezut§n deriv§ljuk a k®nyszeregyenletet m®g egyszer, szint®n a l§ncszab§ly 

szerint, ®s ²gy megkapjuk a k®nyszeregyenlet gyorsul§s szintŪ elemeit: 

Ἡ ἎὀϽὀ
ὨἎὀ

Ὠὸ
Ͻὀ ἎὀϽὀ

ЋἎὀ

Ћὀ
Ͻὀ Ͻὀ  (2.54) 

Az egyenlet deriv§l§si szab§lya nem bonyolult, ha a l§ncszab§lyt kºvetj¿k, de 

figyelni kell a kºvetkezŜre:  

o A 
Ἆὀ

ὀ
Ͻὀ tagn§l elŜszºr szorozzuk ºssze a ἎϽὀ r®szt, amibŜl egy vektort 

kapunk (mivel egy m§trix szorozva egy vektorral, vektort eredm®nyez), 

o Ezut§n v®gezz¿k el a deriv§l§st a ἎϽὀ  szorzaton, ami ism®t egy m§trixot 

fog eredm®nyezni. Ez ism®t szorozhat· az ὀ vektorral, ami v®g¿l egy 

vektor lesz. 

Megjegyz®s: ha a 
Ἆὀ

ὀ
Ͻὀ tagn§l a D -nek pr·b§ljuk k®pezni a Jacobi m§trix§t, 

akkor  egy hiperm§trixot kapunk, amelynek az elemei szint®n m§trixok.  

P®ld§ul: 

Ἃ
ρ σ
ς τ

 m²g Ἄ
Ἃ Ἃ
Ἃ Ἃ

 (2.55) 

B teh§t egy hiperm§trix. Erre azonban nincs sz¿ks®g¿nk, mivel inkompatibilit§st 

okozna az ὀ-el val· szorz§sn§l. 

A (2.54) egyenlettel a rendszer hat§rozott, az ismeretlen mennyis®gek ®s az 

egyenletek egyens¼lyban vannak: 

ἙϽὀ Ἆ Ͻ Ἦ 

ἎὀϽὀ
ЋἎὀ

Ћὀ
Ͻὀ Ͻὀ 

(2.56) 
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A k®t egyenletet egy m§trixegyenletbe lehet fel²rni: 

Ἑ Ἆ
Ἆ

 Ͻ
ὀ

Ἦ
ЋἎὀ

Ћὀ
Ͻὀ Ͻὀ

 (2.57) 

Flores alapj§n [10] vezess¿nk be egy ¼j jelºl®st az inerci§lis tagok sz§m§ra: 

ЋἎὀ

Ћὀ
Ͻὀ Ͻὀ (2.58) 

Ċgy a v®gsŜ differenci§l-algebrai egyenlet¿nk (DAE) form§ja: 

Ἑ Ἆ
Ἆ

 Ͻ
ὀ Ἦ

 (2.59) 

EbbŜl az egyenletbŜl kºnnyen l§that·, hogy amennyiben ismerj¿k a dinamikai 

rendszer¿k ὀ k®nyszerf¿ggv®ny®t, ¼gy n®h§ny differenci§l§si mŪvelettel 

k®pesek vagyunk meghat§rozni, szabadtest §br§k n®lk¿l is, a rendszert le²r· 

differenci§l-algebrai egyenletrendszert. 

Egy fontos dolgot ki kell emelni . Amikor Lagrange -f®le multiplik§torokat 

alkalmazunk , akkor a szakirodalom (§ltal§ban) ¼gy fogalmaz, hogy ezekkel a 

multiplik§torokkal lehet a rendszer k®nyszererŜit kifejezni. Azonban, a 

k®nyszererŜk ®s a glob§lis koordin§tarendszerben ®rtelmezett reakci·erŜk kºz® 

nem lehet automatikusan egyenlŜs®get tenni! 

Vegy¿k p®ld§ul az egyszerŪ inga eset®t. Ha az ing§t egy x, y koordin§tarendszer 

elsŜ (pozit²v) t®rnegyed®ben ²rjuk le, pozit²v ®rtelmŪ elfordul§ssal, ¼gy a 

Lagrange-f®le multiplik§torok meg fognak egyezni a reakci·erŜkkel.  

Ez egy speci§lis eset.  

Ha azonban egy att·l elt®rŜ m·don adjuk meg a dinamikai rendszer¿nket, pl. 

Shabana [13] p®ld§ja egy szint®n egyszerŪ inga eset®n, ¼gy a kapott 

multiplik§torok ®s a reakci·erŜk kºz® nem tehet¿nk egyenlŜs®get. A kettŜ 

mennyis®g egym§ssal f¿ggv®nykapcsolatban §ll, amely egyes esetekben le²rhat· 

egy egyszerŪ -1-es szorz·val, m²g m§s esetekben csak bonyolult, nemline§ris 

f¿ggv®nnyel. 

A multiplik§torok fizikai ®rtelmez®s®t ®s a reakci·erŜkkel val· egyeztet®s®t 

tºbben is tanulm§nyozt§k. Samin ®s Fisette [14], valamint Hidasi ®s M§ty§s [15] 

kimutatta, hogy az eredeti DAE egyenlet statikai r®sz®bŜl kiindulva: 

Ἆ Ͻ Ἦ (2.60) 
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A  (2.60) egyenlet §talak²that· ®s egy Q §ltal§nos erŜvektor bevezet®s®vel a 

reakci·erŜk (Fr) ®s a Lagrange-f®le multiplik§torok () kºzºtt kapcsolat 

teremthetŜ: 

ἐ Ἕ ϽἝ ϽἝ ϽἎ Ͻ (2.61) 

A r®szletes levezet®s megtal§lhat· Hidasi ®s M§ty§s [15] dolgozat§ban. 

A jobb meg®rt®s c®lj§b·l alkalmazzuk a virtu§lis teljes²tm®ny elv®t a kor§bban 

vizsg§lt kettŜs ing§ra (2.2 §bra). Haszn§ljuk fel a (2.23)-ban defini§lt 

k®nyszeregyenleteket: 

ὀ

ụ
Ụ
Ụ
ợ
Ὢὼȟ•

Ὢώȟ•

Ὢὼȟὼȟ•ȟ•

Ὢώȟώȟ•ȟ• Ứ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ὼ

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ώ
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὼ ὼ
ὰ

ς
Ͻὧέί•

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ώ ώ
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

(2.62) 

A rendszer tºmegm§trix§t kºnnyed®n fel²rhatjuk, ami k®t test eset®ben a 

kºvetkezŜk®ppen n®z ki: 

Ἑ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά π π π π π
π ά π π π π
π π ὐ π π π

π π π ά π π
π π π π ά π
π π π π π ὐỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

(2.63) 

A k¿lsŜ erŜk vektor§t megadhatjuk a kºvetkezŜk®ppen: 

Ἦ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
π
ά ϽὫ
π
π
ά ϽὫ
π Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

(2.64) 

L§that·, hogy a testekre csak y ir§nyban hat a gravit§ci·s erŜ, k¿lsŜ koncentr§lt 

erŜk vagy nyomat®kok nincsenek.  
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A (2.59) differenci§l-algebrai egyenlet k®t vektora ὀ ®s ) tartalmazza az 

ismeretleneket:  

ὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὼ
ώ
•
ὼ
ώ
•Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 illetve 

ụ
Ụ
Ụ
ợ
Ὂ
Ὂ

Ὂ
Ὂ Ứ
ủ
ủ
Ủ
 

 

(2.65) 

Ċgy m§r csak k®t elem maradt, amit meg kell hat§roznunk: a D  ®s a .  

Eml®kezz¿nk, hogy a keresett mennyis®gek f¿ggenek a ǵ(x) 

k®nyszeregyenlettŜl. A D  m§trixot, vagy az ¼gynevezett Jacobi-m§trixot, az 

elŜzŜ fejezetben defini§lt m·don tudjuk l®trehozni: 

Ἆὀ
Ћ

Ћὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợρ π

ὰ

ς
ϽίὭὲ• π π π

π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί• π π π

ρ π
ὰ

ς
ϽίὭὲ• ρ π

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί• π ρ

ὰ

ς
Ͻὧέί•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

(2.66) 

Sz¿ks®g¿nk van m®g a DT m§trixra, ami a D  transzpon§ltja. Ezzel a mŪvelettel a 

sz·ban forg· m§trix oszlopait ®s sorait cser®lj¿k fel. 

Ἆ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ρ π ρ π
π ρ π ρ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻὧέί•

π π ρ π
π π π ρ

π π
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻὧέί•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

(2.67) 

Legv®g¿l k®pezni kell az inerci§lis tagokat tartalmaz·  vektort:  

ЋἎ

Ћὀ
ϽὀϽὀ (2.68) 
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A  vektor kisz§m²t§sa a kºvetkezŜ l®p®sekben tºrt®nik. ElŜszºr is k®pezz¿k a D 

m§trix ®s az ὀ vektor  szorzat§t, amely egy vektort eredm®nyez: 

ἎϽὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợρ π

ὰ

ς
ϽίὭὲ• π π π

π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί• π π π

ρ π
ὰ

ς
ϽίὭὲ• ρ π

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί• π ρ

ὰ

ς
Ͻὧέί•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὼ
ώ
•
ὼ
ώ
•Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 (2.69) 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ὼ

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ώ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὼ
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ• ὼ

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ώ
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ• ώ

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

Ezt kºvetŜen kell elv®gezni a parci§lis deriv§l§st: 

ЋἎ

Ћὀ
Ͻὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợπ π

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ• π π π

π π
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ• π π π

π π
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ• π π

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

π π
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ• π π

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

(2.70) 
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V®g¿l szorozzuk meg a Jacobi m§trixot -ὀ sebess®gvektorral: 

ЋἎ

Ћὀ
ϽὀϽὀ  

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợπ π

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ• π π π

π π
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ• π π π

π π
ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ• π π

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

π π
ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ• π π

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὼ
ώ
•
ὼ
ώ
•Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
Ͻὧέί• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ• Ͻ•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

(2.71) 

A meghat§rozott tagok seg²t®s®g®vel most m§r l®tre tudjuk hozni a (2.59) 

egyenletben le²rt DAE-t. 
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2.3. Passz²v elemek modellez®se 

Az elŜzŜ alfejezetekben §ttekintett¿k, hogy mik®nt lehet k¿lºnbºzŜ 

m·dszerekkel egy egyszerŪ dinamikai rendszert differenci§l-algebrai 

egyenletrendszerk®nt fel²rni. Ezek a rendszerek id§ig nem tartalmaztak akt²v, 

vagy passz²v elemeket.  

Akt²v elemeknek nevezz¿k azokat az elemeket, amelyek energi§t szolg§ltatnak a 

rendszer¿nknek, p®ld§ul egy k¿lsŜ gerjeszt®s, m²g passz²v elemeknek nevezz¿k 

azokat az elemeket, amelyek energi§t t§rolnak vagy em®sztenek fel (diszip§lnak).  

A k®t legegyszerŪbb passz²v elem a rug· (energi§t t§rol) illetve a csillap²t· 

(energi§t em®szt fel).  

A kºvetkezŜ k®t alfejezetben megn®zz¿k, hogy mik®nt lehet ezt a k®t 

legegyszerŪbb elemet egy dinamikai rendszerbe integr§lni a virtu§lis 

teljes²tm®ny elv®vel. 

 

2.3.1. Rug·s tag modellez®se 

Vallery ®s Schwab [11] p®ld§ja alapj§n, hozzunk l®tre egy l hossz¼s§g¼, m 

tºmegŪ ®s Jz tehetetlens®gi nyomat®kkal rendelkezŜ r¼delemet, amely az A 

pontban egy csukl·s t§masszal rºgz²t¿nk kºrnyezet®hez (2.13 §bra). 

 

2.13 §bra. Dinamikai rendszer rug·val 

Tov§bb§, kapcsoljunk a r¼dhoz egy s rug·merevs®gŪ, l terheletlen hossz¼ rug·t 

is, amely a r¼d B pontja ®s a C pontban l®vŜ csukl·s t§masz kºzºtt van kifesz²tve. 

Az A ®s B pont kºzºtti t§vols§g 2/3  l, m²g A ®s C pont kºzºtt 1/2 l.  
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ElsŜ l®p®sk®nt §llap²tsuk meg, hogy a rug· alap§llapotban nyomott-e, vagy 

h¼zott? 

ὰ
ὰ

ς

ςϽὰ

σ

υὰ

φ
πȢψσϽὰ 

 

(2.72) 

A rug· az eredeti hossz§nak 83%-§ra van ºsszenyomva, ²gy alap§llapotban a 

tart·t annak B pontj§ban pozit²v x ir§nyban, ®s a negat²v y ir§nyban terheli! 

M§sodik l®p®sk®nt alkalmazzuk ism®t az eg®sz rendszerre a virtu§lis 

teljes²tm®ny elv®t, amely szerint egy dinamikai rendszer  k¿lsŜ-, belsŜ- ®s 

tehetetlens®gi erŜi §ltal v®gzett virtu§lis teljes²tm®nye nulla b§rmilyen 

megengedhetŜ virtu§lis sebess®g§llapotra: 

ὖ‏ ἙϽὀ ἮϽ♯ὀ π 

♯ᶅὀ  

(2.73) 

Ahhoz, hogy a 2.13 §br§n szereplŜ rendszert modellezz¿k, a (2.73) egyenletet ki 

kell  eg®sz²teni egy passz²v elemmel, a rug·val. A rug· virtu§lis teljes²tm®ny®t a 

rug·ban ®bredŜ erŜ (Fr) ®s a rug·megny¼l§s virtu§lis sebess®g®nek (ἴ) szorzata 

adja: 

ὖ‏ ἐϽ♯ ἴπ (2.74) 

A rug·ban ®bredŜ erŜ (Fr) nagys§ga: 

Ὂ ίϽῳὰ (2.75) 

Ahol  s a rug·merevs®g (N/m), ῳὰ pedig a megny¼l§s hossza (m). 

Passz²v tagoknak pozit²v elŜjelet adunk. Ez azzal magyar§zhat·, hogy pl. a rug· 

(vagy a csillap²t·) energiat§rol§sra k®pes. T®telezz¿k fel, hogy ismerj¿k ezeknek 

a mennyis®gnek a vektori§lis alakj§t ®s adjuk Ŝket hozz§ a virtu§lis 

teljes²tm®nyhez, ahol a k®nyszererŜt is figyelembe vett¿k: 

ὖ‏ ἙϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ Ͻ♯ὀ ἐϽ♯ ἴπ 

♯ᶅὀ  

(2.76) 

Egyenlet¿nkben minden tagot megszoroztunk a virtu§lis sebess®ggel, kiv®ve a 

rug·s elemet. Ezt a tagot is ¼gy kell §talak²tanunk, hogy megjelenjen benne a 

virtu§lis sebess®g, ²gy el®g²tve ki  az egyenletet.  
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Megjegyz®s: Passz²v tagok (rug·, csillap²t·, etc.) eset®n mindig a tagok 

megny¼l§s§b·l vezethetj¿k le a k®nyszeregyenletet: 

ῳὰɮ ὼȟώȟ•)= ɮ ὀ (2.77) 

Ahol ὀ vektor:  

ὀ

ὼ
ώ
•

 (2.78) 

Tekints¿k a megny¼l§s deriv§ltj§t, amely a megny¼l§s sebess®g®t adja. 

Alkalmazzuk ism®t a l§ncszab§lyt ®s hozzuk l®tre a kºvetkezŜ ºsszef¿gg®st:  

ῳὰὀḳ  ὀ
‬  ὀ

Ћὀ
Ͻὀ ᶯ ὀϽὀ (2.79) 

Most cser®lhetj¿k fel a val·s sebess®geket a virtu§lis sebess®gekkel, hogy az 

egyenlet¿nk kiel®g¿ljºn: 

  ὀ ᶯ ὀϽὀO  ‏ ὀ ᶯ ὀϽ♯ὀ (2.80) 

Helyettes²ts¿k be (2.80)-at (2.76)-ba: 

ὖ‏ ἙϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ Ͻ♯ὀ ἐϽɳ Ͻ♯ὀ π 

♯ᶅὀ  

(2.81) 

Rendezz¿k az egyenletet, hogy megkapjuk a rug·val ell§tott mechanikai 

rendszer¿nk virtu§lis teljes²tm®ny®t: 

ὖ‏ ἙϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ ἐϽɳ Ͻ♯ὀ π (2.82) 

Mivel itt is bevezett¿k a  Lagrange-f®le multiplik§tort, ²gy valamennyi ♯ὀ 

virtu§lis sebess®get tetszŜlegesen v§laszthatjuk meg. Kºvetkez®sk®ppen 

egyenlet¿nk ism®t a kºvetkezŜ form§ra egyszerŪsºdik: 

ἙϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ ἐϽɳ  (2.83) 

Ezt az egyenletet rendezz¿k ®s kieg®sz²tj¿k a k®nyszeregyenlet gyorsul§s szintŪ 

elemeivel: 

ἙϽὀ Ἆ Ͻ Ἦ ἐϽɳ  

ἎὀϽὀ
ЋἎὀ

Ћὀ
Ͻὀ Ͻὀ 

(2.84) 
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A k®t egyenletet rendezz¿k egy m§trixegyenletbe: 

Ἑ Ἆ
Ἆ

 Ͻ
ὀ

Ἦ ἐϽɳ

ЋἎὀ

Ћὀ
Ͻὀ Ͻὀ

 

 

(2.85) 

Ezzel l§that·v§ v§lik a rug·s elem le²r§sa a differenci§l-algebrai egyenletben. 

Harmadik  l®p®sk®nt, a 2.13 §bra alapj§n, alkossuk meg ezt a tagot.  

A rug· megny¼l§s§t a kºvetkezŜk®ppen ²rhatjuk le: 

ῳὰḳɮ = ὰὼȟώȟ•ɀὰ ὼ ὼ ώ ώ ὰ (2.86) 

Ahol ὼ = 0, ώ = l/2.  

Az ὼ ®s az ώ meghat§roz§s§hoz t®r²ts¿k ki alaphelyzet®bŜl a rendszer¿nket az 

2.14-es §br§n l§that· m·don: 

 

2.14 §bra. A kit®r²tett rendszer koordin§t§i 

Majd ²rjuk fel a B pont elmozdul§s§t a s¼lyponti (x, y) koordin§t§kkal kifejezve: 

ὼ ὼ
ὰ

φ
Ͻὧέί• 

ώ ώ
ὰ

φ
ϽίὭὲ• 

(2.87) 

Ezut§n ²rjuk vissza ezeket a koordin§t§kat a (2.86)-ba, figyelembe v®ve, hogy 

ὼ = 0, ώ = l/2: 

ɮ ὼȟώȟ•) ὼ Ͻὧέί• ώ ϽίὭὲ• ὰ (2.88) 
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K®pezz¿k ezut§n a k®nyszeregyenlet gradiens®t: 

Ћɮ

Ћὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬  ὼȟώȟ•

‬ὼ
‬  ὼȟώȟ•

‬ώ
‬  ὼȟώȟ•

‬• Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

(2.89) 

A parci§lis deriv§l§skor vegy¿k ®szre, hogy a k®nyszeregyenlet alakj§nak 

kºszºnhetŜen elv®gezhet¿nk egy egyszerŪs²t®st. Ha egy f(x) f¿ggv®ny alakja a 

kºvetkezŜ: 

Ὢὼ) Ѝὼ ρ (2.90) 

Akkor ezt §t²rhatjuk az al§bbi m·don: 

Ὢὼ) ὼ ρ  (2.91) 

Ċgy a deriv§l§st, a kºvetkezŜk®ppen v®gezhetj¿k el: 

Ὢᴂὼ) Ͻὼ ρ Ͻςὼ
Ѝ

 (2.92) 

A fentiek alapj§n a gradiens egyenlŜ lesz: 

Ћɮ

Ћὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬  ὼȟώȟ•

‬ὼ
‬  ὼȟώȟ•

‬ώ

‬  ὼȟώȟ•

‬• Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

ρ

ὰ
Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ὼ

ὰ

φ
Ͻὧέί•

ώ
ὰ

φ
ϽίὭὲ•

ὰ

ς

ὼ
ὰ

φ
Ͻὧέί•Ͻ

ὰ

φ
ϽίὭὲ•ώ

ὰ

φ
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻ
ὰ

φ
Ͻὧέί•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

(2.93) 

 

Ahol,  

ὰ ὼ Ͻὧέί• ώ ϽίὭὲ•  (2.94) 
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Ezut§n helyettes²ts¿nk be (2.93)-ba a s¼lypont kezdeti ®rt®keit  

(ὼ= l/2, ώ = 0, • = 0) ®s hat§rozzuk meg szimbolikusan a gradiensvektort:  

Ћɮ

Ћὀ

ὰ

ς
ȟπȟπ  

 

ρ

ὰ
Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ὰ

ς

ὰ

φ
Ͻὧέίπ

π
ὰ

φ
ϽÓÉÎπ

ὰ

ς
ὰ

ς

ὰ

φ
ϽὧέίπϽ

ὰ

φ
ϽίὭὲπ π

ὰ

φ
ϽίὭὲπ

ὰ

ς
Ͻ
ὰ

φ
ϽὧέίπỨ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

(2.95) 

Amely kifejez®se a kºvetkezŜre egyszerŪsºdik: 

‬ 

‬ὀ

ὰ

ς
ȟπȟπ

ρ

ὰ
Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὰ

ς

ὰ

φ
ὰ

ς
ὰ

ρςỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ρ

ὰ
Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ςὰ

σ
ὰ

ς
ὰ

ρςỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

(2.96) 

Ezut§n sz§m²tsuk ki ῳὰ ®s lr ®rt®keit, hogy a v®gsŜ erŜvektort meghat§rozhassuk. 

A s¼lypont kezdeti ®rt®kei (ὼ= l/2, ώ = 0, • = 0) alapj§n ῳὰ egyenlŜ lesz: 

ῳὰ
ὰ

ς
ȟπȟπ

ὰ

ς

ὰ

φ
ϽÃÏÓπ π

ὰ

φ
ϽÓÉÎπ

ὰ

ς
ὰ  

 

ὰ

ς

ὰ

φ

ὰ

ς
ὰ

ςὰ

σ

ὰ

ς
ὰ

τὰ

ω

ὰ

τ
ὰ 

 

ρφὰ ωὰ

σφ
ὰ

ςυὰ

σφ
ὰ
υὰ

φ
ὰ

ὰ

φ
 

(2.97) 

L§that·an lr egyenlŜ 5l/6. Mivel a ῳὰ-t meghat§roztuk, ²gy a rug·erŜ nagys§ga is 

kisz§m²that·: 

& ίϽῳὰ
ίϽὰ

φ
 (2.98) 
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Utols· l®p®sk®nt meghat§rozhatjuk a rug·erŜ-vektort:  

ὊϽ
Ћɮ

Ћὀ

ίϽὰ

φ
Ͻ
ρ

ὰ
Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ςὰ

σ
ὰ

ς
ὰ

ρςỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ίϽὰ

φ
Ͻ
φ

υϽὰ
Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ςὰ

σ
ὰ

ς
ὰ

ρςỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ψίὰ

φπ
φίὰ

φπ
ίὰ

φπỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

(2.99) 

L§that·an, a 
ὀ

 vektorral a B pontban hat· rug·erŜt reduk§lni tudjuk az S 

s¼lypontba, a 2.15-ºs §br§n l§that· m·don. Emelett, ezek a tagok most m§r 

megjelennek a differenci§lalgebrai egyenlet-rendszerben is. 

 

2.15 §bra. A rug·erŜ reduk§l§sa a B pontb·l az S s¼lypontba 
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2.3.2. Csillap²t· tag modellez®se 

Az elŜzŜ alfejezetben megismert¿k, hogy mik®nt lehet rug·s tagot modellezni ®s 

annak matematikai le²r§s§t a DAE egyenletbe beilleszteni. A kºvetkezŜ p®ld§ban 

tekints¿k §t a sebess®gar§nyos csillap²t· tag modellez®s®t. Hozzunk ism®t l®tre 

egy l hossz¼s§g¼, m tºmegŪ ®s Jz tehetetlens®gi nyomat®kkal rendelkezŜ 

r¼delemet, amelyet az A pontban egy csukl·s t§masszal rºgz²t¿nk 

kºrnyezet®hez (2.16 §bra).  

 

2.16 §bra. Dinamikai rendszer csillap²t·val ®s rug·val 

Tov§bb§, kapcsoljunk a r¼dhoz egy s rug·merevs®gŪ rug·t is az E ®s D pont 

kºzºtt, valamint egy csillap²t· tagot, amely a r¼d B pontja ®s egy C pontban l®vŜ 

csukl·s t§masz kºzºtt van elhelyezve. A terheletlen rug· hossza lr = l, a 

terheletlen csillap²t· hossza lk = l. Az A ®s B pont kºzºtti t§vols§g 1/4 l, m²g A ®s 

C pont kºzºtt l. 

Hasonl·an a rug·hoz, itt is tekints¿k meg, hogy a rendszer alaphelyzet®ben a 

csillap²t· nyomott-e, vagy h¼zott? 

ὰ
ὰ

τ
ὰ

ρχ

ρφ
Ͻὰ ρȢπσϽὰ 

 

(2.100) 

A csillap²t· tag az eredeti hossz§nak 3%-val ny¼lt meg. Ez azt jelenti, hogy ha a 

rendszert tetszŜleges m·don kit®r²ten®nk, majd elengedn®nk, akkor a B pontban 

l®vŜ csillap²t· ð az alaphelyzeten val· §thalad§s sor§n ð a tart·t negat²v  

x ir§nyban ®s a pozit²v y ir§nyban terheln®!  

 

 



53 

 

A kor§bbi fejezetben megismert m·don, ism®t alkalmazzuk az eg®sz rendszerre 

a virtu§lis teljes²tm®ny elv®t, amely szerint egy dinamikai rendszer  k¿lsŜ-, belsŜ- 

®s tehetetlens®gi erŜi §ltal v®gzett virtu§lis teljes²tm®nye nulla, b§rmilyen 

megengedhetŜ virtu§lis sebess®g§llapotra: 

ὖ‏ ἙϽὀ ἮϽ♯ὀ π 

♯ᶅὀ  

(2.101) 

Ezt az egyenletet ism®t ki kell eg®sz²teni egy passz²v elemmel, jelen esetben a 

csillap²t·val. A csillap²t· virtu§lis teljes²tm®ny®t a csillap²t·ban ®bredŜ erŜ (Fk) ®s 

a csillap²t·megny¼l§s virtu§lis sebess®g®nek (ἴ) szorzata adja: 

ὖ‏ ἐϽ♯ ἴπ (2.102) 

A csillap²t·ban ®bredŜ erŜ (Fk) nagys§ga: 

Ὂ ὯϽῳὰ (2.103) 

Ahol  k a csillap²t§si t®nyezŜ (NϽs/m), ῳὰ pedig a megny¼l§s sebess®ge (m/s). 

Ism®t induljunk ki abb·l a pontb·l, hogy ismerj¿k ezeknek a mennyis®geknek a 

vektori§lis alakj§t ®s adjuk Ŝket hozz§ a virtu§lis teljes²tm®nyhez, ahol a 

k®nyszererŜt is figyelembe vett¿k: 

ὖ‏ ἙϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ Ͻ♯ὀ ἐϽ♯ ἴπ 

♯ᶅὀ  

(2.104) 

Az egyenlet¿nkben minden tagot megszoroztunk a virtu§lis sebess®ggel, kiv®ve 

a csillap²t·t. Ezt is §t kell alak²tanunk ¼gy, hogy megjelenjen benne a virtu§lis 

sebess®g, ²gy kiel®g²tve az egyenletet. Hasonl·an a rug·hoz, itt is a csillap²t· 

megny¼l§sa lesz a k®nyszeregyenlet: 

ῳὰɮ ὼȟώȟ•)= ɮ ὀ (2.105) 

Ahol ὀ vektor:  

ὀ

ὼ
ώ
•

 (2.106) 

Tekints¿k a megny¼l§s deriv§ltj§t, amely a megny¼l§s sebess®g®t adja. 

Alkalmazzuk ism®t a l§ncszab§lyt ®s hozzuk l®tre a kºvetkezŜ ºsszef¿gg®st: 

ῳὰὀḳ  ὀ
‬  ὀ

Ћὀ
Ͻὀ ᶯ ὀϽὀ (2.107) 
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Ekkor felcser®lhetj¿k a val·s sebess®geket a virtu§lis sebess®gekkel, hogy az 

egyenlet¿nk kiel®g¿ljºn: 

  ὀ ᶯ ὀϽὀO  ‏ ὀ ᶯ ὀϽὀ (2.108) 

Helyettes²ts¿k vissza (2.108)-at (2.104)-be: 

ὖ‏ ἙϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ Ͻ♯ὀ ἐϽɳ Ͻ♯ὀ π 

♯ᶅὀ  

(2.109) 

Rendezz¿k az egyenletet, hogy megkapjuk a csillap²t·val ell§tott mechanikai 

rendszer¿nk virtu§lis teljes²tm®ny®t: 

ὖ‏ ἙϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ ἐϽɳ Ͻ♯ὀ π (2.110) 

Mivel itt is bevezett¿k a  Lagrange-f®le multiplik§tort, ²gy valamennyi ♯ὀ 

virtu§lis sebess®get tetszŜlegesen v§laszthatjuk meg. Kºvetkez®sk®ppen 

egyenlet¿nk ism®t a kºvetkezŜ form§ra egyszerŪsºdik: 

ἙϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ ἐϽɳ  (2.111) 

Ezt az egyenletet rendezz¿k ®s kieg®sz²tj¿k a k®nyszeregyenlet gyorsul§s szintŪ 

elemeivel: 

ἙϽὀ Ἆ Ͻ Ἦ ἐϽɳ  

ἎὀϽὀ
ЋἎὀ

Ћὀ
Ͻὀ Ͻὀ 

(2.112) 

A k®t egyenletet ism®t egy m§trixegyenletbe lehet fel²rni: 

Ἑ Ἆ
Ἆ

 Ͻ
ὀ

Ἦ ἐϽɳ

ЋἎὀ

Ћὀ
Ͻὀ Ͻὀ

 (2.113) 

Ezzel l§that·v§ v§lik a csillap²t· elem le²r§sa a differenci§l-algebrai egyenletben. 

KºvetkezŜ l®p®sk®nt, alkossuk meg ezt a tagot is. A csillap²t· megny¼l§sa: 

ῳὰḳɮ = ὰὼȟώȟ•ɀὰ ὼ ὼ ώ ώ ὰ (2.114) 

Ahol ὼ = 0, ώ = l.  
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Az xB ®s az yB meghat§roz§s§hoz t®r²ts¿k ki alaphelyzet®bŜl a rendszer¿nket a 

2.17-es §br§n l§that· m·don: 

 

2.17 §bra. A kit®r²tett rendszer koordin§t§i 

Majd ²rjuk fel a B pont elmozdul§s§t a s¼lyponti (x, y) koordin§t§kkal kifejezve: 

ὼ ὼ
ὰ

τ
Ͻὧέί• 

ώ ώ
ὰ

τ
ϽίὭὲ• 

(2.115) 

Ezut§n ²rjuk vissza ezeket a koordin§t§kat a (2.114)-es k®nyszeregyenletbe, 

figyelembe v®ve, hogy ὼ = 0, ώ = l: 

ɮ ὼȟώȟ•) ὼ Ͻὧέί• ώ ϽίὭὲ•ὰ ὰ (2.116) 

Ezut§n vegy¿k a k®nyszeregyenlet gradiens®t: 

Ћ 

Ћὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
‬  ὼȟώȟ•

‬ὼ
‬  ὼȟώȟ•

‬ώ
‬  ὼȟώȟ•

‬• Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

(2.117) 

Amely egyenlŜ lesz: 

Ћ 

Ћὀ
 

 

ρ

ὰ
Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ὼ

ὰ

τ
Ͻὧέί•

ώ
ὰ

τ
ϽίὭὲ•ὰ

ὼ
ὰ

τ
Ͻὧέί•Ͻ

ὰ

τ
ϽίὭὲ•ώ

ὰ

τ
ϽίὭὲ•ὰϽ

ὰ

τ
Ͻὧέί•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

(2.118) 
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Ahol,  

ὰ ὼ Ͻὧέί• ώ ϽίὭὲ•ὰ  (2.119) 

Ezek ut§n helyettes²ts¿nk be a (2.118)-ba a s¼lypont kezdeti ®rt®keit 

(ὼ = l/2 , ώ = 0, • = 0) ®s hat§rozzuk meg a gradiens-vektor elemeit:  

Ћ 

Ћὀ

ὰ

ς
ȟπȟπ  

 

ρ

ὰ
Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ὰ

ς

ὰ

τ
Ͻὧέίπ

π
ὰ

τ
ϽίὭὲπ ὰ

ὰ

ς

ὧέίπ

τ
Ͻ
ὰϽίὭὲπ

τ

ὰϽίὭὲπ

τ
ὰϽ

ὰϽὧέίπ

τ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὰ

τὰ
ὰ

ὰ

ὰ

τὰỨ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

(2.120) 

Majd ezt kºvetŜen az lk-t: 

ὰ
ὰ

ς
ȟπȟπ

ὰ

ς

ὰ

τ
Ͻὧέίπ π

ὰ

τ
ϽίὭὲπ ὰ  

ὰ

ς

ὰ

τ
ὰ

ὰ

ρφ
ὰ

ρχὰ

ρφ

ρχ

ρφ
Ͻὰ 

(2.121) 

Ezut§n meg kell hat§rozni a ῳὰ tagot is, amihez ²rjuk fel a ῳὰ megny¼l§s vektor§t: 

ἴ
ὼ
ὰ

τ
Ͻὧέί•

ώ
ὰ

τ
ϽίὭὲ•ὰ

 

 

(2.122) 

Majd k®pezz¿k a vektor idŜ szerinti deriv§ltj§t: 

ἴ
Ὠ ἴ

Ὠὸ

ὼ
ὰ

τ
ϽίὭὲ•Ͻ•

ώ
ὰ

τ
Ͻὧέί•Ͻ•

 

 

(2.123) 

V®g¿l ²rjuk fel a megny¼l§s-sebess®g vektor nagys§g§t: 

ῳὰ ὼ ϽίὭὲ•Ͻ• ώ Ͻὧέί•Ͻ•  (2.124) 
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Mivel a ῳὰ-t meghat§roztuk, ²gy az csillap²t·erŜ nagys§ga is kifejezhetŜ: 

& ὯϽῳὰὯϽ ὼ
ὰ

τ
ϽίὭὲ•Ͻ• ώ

ὰ

τ
Ͻὧέί•Ͻ•  (2.125) 

Ċgy a csillap²t·erŜ-vektor meghat§rozhat·v§ v§lik: 

ὊϽɳ ὯϽῳὰϽ
Ћ 

Ћὀ
 

ὯϽ ὼ
ὰ

τ
ϽίὭὲ•Ͻ• ώ

ὰ

τ
Ͻὧέί•Ͻ• Ͻ

ρ

ρχ
ρφ

Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ

τ
ρ
ὰ

τỨ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

(2.126) 

L§that·an, a 
ὀ

 vektorral a B pontban hat· csillap²t·erŜt reduk§lni tudjuk az S 

s¼lypontba, a 2.18-as §br§n l§that· m·don. Emelett, ez a tag is a differenci§l-

algebrai egyenletrendszerbe foglalhat·. 

 

2.18 §bra. A csillap²t·erŜ reduk§l§sa a B pontb·l az S s¼lypontba 
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2.4. Gyakorl· feladatok 

2.4.1. A fizikai inga mechanikai modellje 

Hozzunk l®tre egy egyszerŪ fizikai ing§t, amely l hossz¼s§g¼, m tºmegŪ ®s Jz 

tehetetlens®gi nyomat®kkal rendelkezik. Ezut§n egy csukl·s t§masszal rºgz²ts¿k 

a testet az A pontban a kºrnyezethez (2.19 §bra). 

 

2.19 §bra. EgyszerŪ fizikai inga 

Tekints¿k ism®t a szok§sos form§ban megadott DAE-t, a fizikai  ing§ra 

vonatkoztatva:  

Ἑ Ἆ
Ἆ

 Ͻ
ὀ Ἦ

 (2.127) 

Sz¿ks®g¿nk lesz megold§shoz a kºzvetlen¿l fel²rhat· tºmegm§trixra (M) ®s a 

k¿lsŜ terhel®sek vektor§ra (f). Tov§bb§, le kell vezet¿nk a k®nyszeregyenlet 

vektorb·l a Jacobi-m§trixot (D -t ®s DT-t), valamint  az inerci§lis tagokat (Ȃ). 

Keresett mennyis®gek: a gyorsul§svektor (ὀ) ®s a k®nyszererŜvektor ( ).  

ὀ
ὼ
ώ
•
 

Ὂ
Ὂ  (2.128) 

Legyen a fizikai inga k®nyszeregyenlet-vektora a kºvetkezŜ: 

ὼȟώȟ•
ὼ
ὰ

ς
ὧέί•

ώ
ὰ

ς
ίὭὲ•

 

 

(2.129) 

Az ismeretlen elmozdul§s- ®s sebess®gvektort az al§bbiak szerint jelºlj¿k: 

ὀ

ὼ
ώ
•

  ὀ

ὼ
ώ
•

 (2.130) 
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A fizikai inga tºmegm§trixa igen egyszerŪen k®pezhetŜ: 

Ἑ

ά π π
π ά π

π π
ρ

ρς
ϽάϽὰ

 
(2.131) 

M²g a k¿lsŜ terhel®sek vektora: 

Ἦ
π
άϽὫ
π

  (2.132) 

K®pezz¿k a Jacobi-m§trixot a  vektorb·l: 

Ἆ
Ћ

Ћὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
Ћ

Ћὼ

Ћ

Ћώ

Ћ

Ћ•
Ћ

Ћὼ

Ћ

Ћώ

Ћ

Ћ•Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ ρ π

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί•

 

 

(2.133) 

Majd a Jacobi-m§trix transzpon§ltj§t: 

Ἆ

ρ π
π ρ

Ì

ς
ϽίὭὲ•

Ì

ς
Ͻὧέί•

 (2.134) 

Utols· l®p®sk®nt, hozzuk l®tre az inerci§lis tagokat (Ȃ) tartalmaz· vektort: 

ЋἎ

Ћὀ
ϽὀϽὀ (2.135) 

Szorozzuk ºssze a Jacobi-m§trixot a sebess®gvektorral: 

ἎϽὀ
ρ π

Ì

ς
ίὭὲ•

π ρ
Ì

ς
ὧέί•

Ͻ

ὼ
ώ
•

ὼ
Ì

ς
ίὭὲ•Ͻ•

ώ
Ì

ς
ὧέί•Ͻ•

 

 

(2.136) 

Ezut§n hat§rozzuk meg a kapott vektor  Jacobi-m§trix§t: 

ЋἎ

Ћὀ
Ͻὀ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
Ћ

Ћὼ

Ћ

Ћώ

Ћ

Ћ•
Ћ

Ћὼ

Ћ

Ћώ

Ћ

Ћ•Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ π π

Ì

ς
ὧέί•Ͻ•

π π
Ì

ς
ίὭὲ•Ͻ•

 (2.137) 
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V®g¿l, szorozzuk meg a (2.137)-ben kapott m§trixot a sebess®gvektorral, majd 

m²nusz eggyel, hogy megkapjuk a Ȃ vektort:  

ЋἎ

Ћὀ
ϽὀϽὀ

π π
Ì

ς
ὧέί•Ͻ•

π π
Ì

ς
ίὭὲ•Ͻ•

Ͻ

ὼ
ώ
•

Ì

ς
ὧέί•Ͻ•

Ì

ς
ίὭὲ•Ͻ•

 

 

(2.138) 

Az eredm®ny: 

Ἑ Ἆ
Ἆ

 Ͻ
ὀ Ἦ

 

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά π π ρ π
π ά π π ρ

π π
ρ

ρς
ϽάϽὰ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ρ π
ὰ

ς
ϽίὭὲ• π π

π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί• π π Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὼ
ώ
•
Ὂ
Ὂ Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

π
άϽὫ
π

ὰ

ς
ὧέί•Ͻ•

ὰ

ς
ίὭὲ•Ͻ•Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

(2.139) 
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2.4.2. A fut·macska-daru mechanikai modellje 

Egy fut·macsk§ra szerelt daru egyszerŪs²tett mechanikai modellj®t l§thatjuk a 

2.20-as §br§n. Ha a fut·macsk§t mozg§s kºzben hirtelen lef®kezz¿k, akkor rºvid 

ideig lengeni kezd, ²gy a daru mozg§s§t is befoly§solja.  

Hozzuk l®tre gyakorl§sk®ppen ennek a mechanikai rendszernek a differenci§l-

algebrai egyenletrendszer®t a virtu§lis teljes²tm®ny elv®nek seg²ts®g®vel! 

 

2.20 §bra. Fut·macska ®s daru mechanikai modellje 

Ha a rendszert abszol¼t koordin§t§kkal k²v§njuk le²rni, akkor n®gy §ltal§nos 

koordin§t§t kell bevezetn¿nk: 

Ἱ ὼ ὼ ώ • (2.140) 

Hat§rozzuk meg, hogy h§ny szabads§gfok¼ a rendszer! Ehhez t®telezz¿k fel, 

hogy a rendszer statikailag hat§rozott: 

ί ὲ ὲ 

ί ς σ υ 

ὲ ρ 

ὲ ς 

ί ὲ ὲ 

Ὓ ί ὲ ὲ υ σ ς 

(2.141) 

A rendszer teh§t statikailag  k®tszeresen labilis, vagyis k®tszabads§gfok¼. Ezek 

ut§n hat§rozzuk meg, hogy h§ny k®nyszeregyenletre lesz sz¿ks®g¿nk: 

  Ü ή Ὓ τ ς ς (2.142) 
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Teh§t k®t k®nyszeregyenletre lesz sz¿ks®g¿nk a mechanikai rendszer le²r§s§hoz. 

Hozzuk l®tre ezt a k®t egyenletet, amelyet rendezz¿nk egy vektorba: 

ὼ ὼ
ὰ

ς
Ͻὧέί•

ώ
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

 

 

(2.143) 

A kor§bban tanultak szerint, a  vektor felhaszn§l§s§val l®tre tudjuk hozni a 

dinamikai rendszer  differenci§l-algebrai egyenletrendszer®t: 

Ἑ Ἆ
Ἆ

 Ͻ
ὀ Ἦ

 (2.144) 

Ahol a kºvetkezŜ vektorokat ismerj¿k, vagy tudjuk kºzvetlen¿l fel²rni: 

Ἑ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά π π π
π ά π π
π π ά π

π π π
ρ

ρς
Ͻά ϽὰỨ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 Ἦ

ίϽὼ ὯϽὼ
π
ά ϽὫ
π

  

ὀ

ὼ
ὼ
ώ
•

 ὀ

ὼ
ὼ
ώ
•

 ὀ

ὼ
ὼ
ώ
•

 valamint 
Ὂ
Ὂ   

 

(2.145) 

Hat§rozzuk meg a tov§bbi tagokat (D , DT, ), kezdve a D  m§trixszal: 

Ἆ
‬

‬ὀ

ρ ρ π
ὰ

ς
ϽίὭὲ•

π π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί•

 Ἆ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ρ π
ρ π
π ρ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻὧέί•Ứ

ủ
ủ
ủ
Ủ

 (2.146) 

V®g¿l hat§rozzuk meg a  vektort:  

ЋἎ

Ћὀ
ϽὀϽὀ (2.147) 

A kor§bbiakhoz hasonl·an, itt is haladjunk l®p®srŜl l®p®sre a megold§sban: 

ἎϽὀ
ρ ρ π

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

π π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί•

Ͻ

ὼ
ὼ
ώ
•

ὼ ὼ
ὰ

ς
ϽίὭὲ•Ͻ•

ώ
ὰ

ς
Ͻὧέί•Ͻ•

 

 

(2.148) 
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Ezt kºvetŜen hozzuk l®tre a Jacobi-m§trixot: 

ЋἎ

Ћὀ
Ͻὀ

π π π
ὰ

ς
Ͻὧέί•Ͻ•

π π π
ὰ

ς
ϽίὭὲ•Ͻ•

 

 

(2.149) 

V®g¿l szorozzuk meg a Jacobi-m§trixot -ὀ sebess®gvektorral, megkapva a 

v®geredm®nyt: 

ЋἎ

Ћὀ
ϽὀϽὀ  

 

π π π
ὰ

ς
Ͻὧέί•Ͻ•

π π π
ὰ

ς
ϽίὭὲ•Ͻ•

Ͻ

ὼ
ὼ
ώ
•

ὰ

ς
Ͻὧέί•Ͻ•

ὰ

ς
ϽίὭὲ•Ͻ•

 

(2.150) 

Ċgy a v®geredm®ny a kºvetkezŜ differenci§l-algebrai egyenletrendszer lesz: 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ά π π π ρ π
π ά π π ρ π
π π ά π π ρ

π π π
ρ
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Ͻά Ͻὰ

ὰ

ς
ϽίὭὲ•

ὰ

ς
Ͻὧέί•

ρ ρ π
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ς
ϽίὭὲ• π π

π π ρ
ὰ

ς
Ͻὧέί• π π Ứ

ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

Ͻ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὼ
ὼ
ώ
•
Ὂ
Ὂ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ίϽὼ ὯϽὼ

π
ά ϽὫ
π

ὰ

ς
Ͻὧέί•Ͻ•

ὰ
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ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

(2.151) 
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3. DIFFERENCIćL-ALGEBRAI EGYENLETEK  

Az elŜzŜ fejezetben megismert¿k azokat az alapvetŜ m·dszereket, amikkel egy 

dinamikai rendszert differenci§l-algebrai egyenletrendszerbe tudunk  foglalni .  

Ebben a fejezetben k®t alapvetŜ k®rd®sre helyezz¿k a hangs¼lyt. 

Egyr®szt megtanuljuk, hogy mik®nt lehet egy adott differenci§l-algebrai 

egyenletet ð annak matematikai strukt¼r§ja ®s megoldhat·s§ga alapj§n ð

oszt§lyokba sorolni (indexelni).  

M§sr®szt, azt tekintj¿k §t, hogy ha a rendszer¿nk oszt§ly§t, vagy m§s n®ven 

index®t ismerj¿k, akkor mik®nt oldhatjuk meg azt numerikusan, vagy 

alak²thatjuk §t egy kºnnyebben kezelhetŜ differenci§legyenlett®. 

 

3.1. Differenci§l-algebrai  egyenletek  oszt§lyoz§sa 

Differenci§l-algebrai egyenletek oszt§lyoz§s§hoz k¿lºnbºzŜ indexeket haszn§l a 

szakirodalom. Az index egy olyan fogalom, amely a DAE ®s a belŜle levezethetŜ 

KDE kºzºtti t§vols§got fejezi ki, meglehetŜsen ºsszetett m·don.  

Sz§mos index l®tezik, amelyekkel jellemezhetŜek a k¿lºnbºzŜ t²pus¼ 

differenci§l-algebrai egyenletek, mint pl. a perturb§ci·s index [16], a 

megfigyelhetŜs®gi- [17], vagy a geometriai index [18].  

Az index  mindig egy pozit²v eg®sz sz§m, amely a DAE matematikai 

strukt¼r§j§r·l ®s numerikus megoldhat·s§g§r·l ad k®pet. ćltal§noss§gban 

elmondhat·, hogy min®l magasabb egy DAE indexe, ann§l nehezebb megtal§lni 

annak numerikus megold§s§t. 

Az egyik legismertebb index az ¼gynevezett differenci§l§si index [19]. Ez az index 

praktikusan azt ²rja le, hogy egy DAE h§ny deriv§l§si mŪvelettel vezethetŜ vissza 

egy KDE-re.  

Tekints¿nk meg n®h§ny egyszerŪ p®ld§t, amivel meg®rthetŜ ennek az indexnek 

a koncepci·ja. Legyen,  

ὼὸ Ὢὸ (3.1) 

Ami egy trivi§lis, 1-es indexŪ DAE. Ha ezt a f¿ggv®nyt egyszer deriv§ljuk, akkor 

egy kºzºns®ges differenci§legyeneletet kapunk: 

ὼὸ Ὢὸ (3.2) 

EbbŜl kºvetkezŜen, ®s egyezm®nyesen, egy KDE indexe nulla.  
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Legyen a kºvetkezŜ rendszer:  

ὼ ὸ Ὢὸ 

ὼ ὸ ὼ ὸ 

(3.3) 

Deriv§ljuk elŜszºr az elsŜ egyenletet, majd helyettes²ts¿k vissza a m§sodik 

egyenletbe: 

ὼ ὸ Ὢὸ ὼ ὸ (3.4) 

V®g¿l deriv§ljuk a m§sodik egyenletet is m®g egyszer: 

ὼ ὸ Ὢὸ (3.5) 

K®t deriv§l§ssal jutottunk el egy KDE-hez, ²gy ez egy kettes indexŪ DAE. 

Vizsg§ljunk most meg egy §ltal§nos mechanikai DAE rendszer index®t.  

Legyen: 

ἙϽὀ Ἆ Ͻ Ἦ  

 

(3.6) 

A  geometriai f¿ggv®ny, ²gy azt k®tszer kell deriv§lnunk, hogy beilleszthetŜ 

legyen az elsŜ egyenletbe: 

ἎϽὀ  

ἎϽὀ ἎϽὀ  

amibŜl kºvetkezik, 

ἎϽὀ ἎϽὀ 

ὀ Ἆ ϽἎϽὀ 

(3.7) 

Ċrjuk vissza az elsŜ egyenletbe a m§sodik deriv§lthoz tartoz· kifejez®st: 

ἙϽἎ ϽἎϽὀ Ἆ Ͻ Ἦ  (3.8) 

Ahhoz, hogy  (3.8)-at egy KDE-re vezess¿k vissza, a m§r elv®gzett k®t deriv§l§s 

mellett  m®g egy deriv§l§sra lenne sz¿ks®g. Ċgy ὀ-b·l lenne ὀ, ®s -b·l pedig . 

Emiatt  a mechanikai rendszerek h§rmas indexŪ differenci§l-algebrai 

egyenletekkel ²rhat·k le.  
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3.2. Differenci§l-algebrai egyenletek megold§si m·dszerei 

Ha DAE-k numerikus megold§s§r·l besz®l¿nk, akkor k®t fajta megkºzel²t®s 

l®tezik: 

1. A kºzvetlen (direkt ) numerikus integr§l§s, 

2. illetve a redukci·t (DAEƂ KDE) kºvetŜ numerikus integr§l§s. 

Az elsŜ megkºzel²t®s eset®n kºzvetlen¿l integr§ljuk a DAE-t ®s hat§rozzuk meg 

a keresett mennyis®get. 

A m§sodik megkºzel²t®s eset®n a DAE-t: 

¶ vagy reduk§ljuk egy alacsonyabb indexre (pl. h§romr·l egyre), ahol m®g 

az egyenlet tov§bbra is DAE, de kºzvetlen¿l integr§lhat·, 

¶ vagy kºzºns®ges differenci§legyenletre vezetj¿k vissza a probl®m§t. 

 

3.2.1. Kºzvetlen numerikus integr§l§s 

Ennek a m·dszernek az a koncepci·ja, hogy a maga nyers, egyszerŪ form§j§ban 

pr·b§ljuk megoldani az adott DAE-t. Az a kih²v§s az ilyen egyenletekkel, hogy a 

megold§shoz egyszerre kell integr§lni az ὀ f¿ggv®nyt, ®s deriv§lni a  

f¿ggv®nyt. 

ἙϽὀ Ἆ Ͻ Ἦ ᴼὀ Ἑ ϽἎ Ͻ Ἦ 

ᴼ ᴼ  

(3.9) 

Sz§mos numerikus m·dszer l®tezik, mint p®ld§ul a klasszikus- [20], vagy 

kiterjeszett Lagrange m·dszer (augmented Lagrangian formulation) [21], 

amelyek alkalmasak DAE-k kºzvetlen numerikus integr§l§sra. Fontos 

megjegyezni, hogy ezek a m·dszerek csak alacsony indexŪ (1-2) egyenletek 

eset®n alkalmazhat·ak sikeresen. Magasabb rendŪ, pl. h§rmas indexŪ DAE-ra is 

l®teznek megold§si strat®gi§k [22], de a szerzŜk kiemelik, hogy eddig csak 

egyszerŪbb, lineariz§lt rendszerekre alkalmazt§k.  

A fent eml²tett m·dszerek kºz¿l n®zz¿k meg, hogy mik®nt mŪkºdik a klasszikus 

Lagrange m·dszer [20]. Legyen egy h§rmas indexŪ DAE a kºvetkezŜk®ppen 

megadva: 

ἙϽὀ Ἆ Ͻ Ἦ Ἧ  (3.10) 
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Ahol a Lagrange-f®le multiplik§tor meghat§roz§s§hoz a kºvetkezŜ iter§ci·s 

l®p®s alkalmazhat· [23]: 

ςϽ  (3.11) 

A (3.10) rendszer numerikus megold§s§hoz alkalmazzuk az implicit trap®z-

m·dszer (m§sik nev®n Implicit Runge-Kutta) ny¼jtotta formul§kat: 

ὀ
ς

Ὤ
Ͻὀ ὀ 

ὀ
ς

Ὤ
Ͻὀ ὀ  

(3.12) 

ὀ
τ

Ὤ
Ͻὀ ὀ 

ὀ
τ

Ὤ
Ͻὀ

τ

Ὤ
Ͻὀ ὀ  

(3.13) 

Megjegyz®s: A l®p®skºz (h) egy differenci§legyenlet ®rtelmez®si tartom§ny§n vett 

(§ltal§ban azonos m®rt®kŪ) t§vols§g, k®t (pl. yi ®s yi+1) numerikus megold§s 

kºzºtt. 

Helyettes²ts¿k be (3.10)-be (3.12) ®s (3.13) formul§it: 

ἙϽ
τ

Ὤ
Ͻὀ ● Ἆ Ͻ Ἦ  

ἙϽ
τ

Ὤ
Ͻὀ ἙϽ● Ἆ Ͻ Ἦ  

ἙϽ
τ

Ὤ
Ͻὀ ἙϽ

τ

Ὤ
Ͻὀ

τ

Ὤ
Ͻὀ ὀ Ἆ Ͻ Ἦ  

(3.14) 

Majd szorozzuk be az §talak²tott (3.14)-ben l®vŜ egyenleteket -el. 

ἙϽὀ ἙϽὀ ὬϽὀ
Ὤ

τ
ϽἎ Ͻ Ἦ ἙϽὀ  

Ὤ

τ
Ͻ  

(3.15) 

Nemline§ris rendszer¿nk megold§s§hoz egy iterat²v sz§m²t§st kell elv®gezni, 

amelyet pl. a Newton -Raphson m·dszerrel v®gezhet¿nk el: 

‬Ἧ

‬ὁ
ϽЎὁ Ἧ 

ahol, 

(3.16) 
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Ўὁ
ὀ ὀ

 

 

Ἧ
Ὤ

τ
ϽἙϽὀ ἎἢϽ Ἦ  

 

‬Ἧ

‬ὁ
Ἡ Ἢ
Ἣ

 

ụ
Ụ
Ụ
ợἙϽὀ ἙϽὀ ὬϽὀ

Ὤ

τ
ϽἮ ἙϽὀ

Ὤ

τ
ϽἎἢϽ

Ὤ

τ
ϽἎ Ứ

ủ
ủ
Ủ

 

A (3.16) egyenlet megold§s§hoz a Ўὁ  vektornak  ®rt®keket kell adni, amelyet 

toleranci§nak nevez¿nk: 

Ўὁ ρπ
ρπ

 (3.17) 

Ha ezt az ®rt®ket el®rj¿k az iter§ci· sor§n, akkor a sz§m²t§s befejezettnek 

tekinthetŜ. Fontos hozz§tenni, hogy a h§rmas indexŪ DAE-k kºzvetlen 

numerikus integr§ci·ja k®t komoly neh®zs®get vet fel: 

1. Rossz kond²cion§lts§g a kis l®p®st§vols§gok miatt. Ez azt jelenti, ha kicsit 

v§ltoztatunk  a param®terekben, az nagym®rt®kŪ v§ltoz§st okoz a 

rendszer eredm®nyeiben. 

2. Instabilit§si probl®m§k, amelyek miatt a rendszer nem konverg§l a 

numerikus megold§shoz. 

Az instabilit§si probl®m§k onnan erednek, hogy a DAE megold§sa kºzben a 

k®nyszeregyenletet csak poz²ci·szinten vessz¿k figyelembe, ²gy a 

mozg§segyenletek csak a poz²ci·szintŪ k®nyszereket el®g²tik ki. EbbŜl kifoly·lag 

a sebess®gek ®s a gyorsul§sok nem maradnak meg a k®nyszeregyenlet-deriv§ltak 

§ltal elŜ²rt kºrnyezetben, ²gy a szerkezet bizonyos pontjai ð a numerikus hib§k 

nºveked®s®vel ð elmozdulnak.  

 

 

 

 

 

 



70 

 

3.2.2. DAE-KDE redukci· 

A gyakorlatban jobban elterjedt megold§si s®ma, hogy a DAE-t vezetj¿k vissza 

egy KDE-re. Ennek a megkºzel²t®snek az az elŜnye, hogy kºnnyen alkalmazhat·, 

hiszen a kºzºns®ges differenci§legyenletek numerikus megold§sa egy m®lyen 

kutatott ter¿let. H§tr§nya, hogy ºsszetett rendszerek eset®n a megold§s 

stabilit§sa nem mindig megfelelŜ a k®nyszeregyenletek numerikus integr§l§sa 

miatt. Emiatt itt olyan m·dszerekrŜl is sz·t ejt¿nk, amelyekkel nºvelhetŜ a 

differenci§legyenletek megold§s§nak stabilit§sa. 

Megjegyz®s: Rºvid (5-10 s hossz¼s§g¼) szimul§ci·k eset®n ez a probl®ma nem l®p 

fel, ²gy olyankor numerikus stabiliz§ci·t nem sz¿ks®ges alkalmazni. Minimum 

k®t elem ®s hosszabb szimul§ci·s idŜ eset®n (t Ó 10 s) mindig ®p²ts¿nk be 

stabiliz§ci·s algoritmust. 

Vegy¿k elŜszºr a szok§sos form§ban megadott DAE-t. 

Ἑ Ἆ
Ἆ

 Ͻ
ὀ Ἦ

 (3.18) 

C®lunk, hogy ¼gy alak²tsuk §t az egyenlet¿nket, hogy ὀ ®s  kifejezhetŜ legyen a 

tºbbi ismert mennyis®ggel! ElŜszºr is bontsuk sz®t a m§trixegyenletet a 

kºvetkezŜ m·don: 

ἙϽὀ Ἆ Ͻ Ἦ 

ἎϽὀ  

(3.19) 

Majd szorozzuk meg az elsŜ egyenletet balr·l M -1-el, vagyis a tºmegm§trix 

inverz®vel: 

Ἑ ϽἙϽὀ Ἑ ϽἎ Ͻ Ἑ ϽἮ (3.20) 

Mivel Ἑ ϽἙ Ἇ, ²gy rendezz¿k az egyenletet ὀ-re: 

ὀ Ἑ ϽἮ Ἑ ϽἎ Ͻ (3.21) 

Miut§n l®trehoztunk egy kifejez®st ὀ-re amely tartalmazza a Lagrange-f®le 

multiplik§tort ( ), vagyis a k®nyszererŜket, ²gy most ²rjuk ezt vissza a (3.19)-es 

egyenlet m§sodik r®sz®be: 

 ἎϽἙ ϽἮ Ἑ ϽἎ Ͻ  (3.22) 

Bontsuk fel az egyenletet: 

ἎϽἙ ϽἮ ἎϽἙ ϽἎ Ͻ  (3.23) 
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Majd  rendezz¿k §t a kºvetkezŜk®ppen: 

ἎϽἙ ϽἎ Ͻ ἎϽἙ ϽἮ  (3.24) 

Ezut§n szorozzuk be ἎϽἙ ϽἎ  m§trixszorzat inverz®vel mindk®t oldalt: 

ἎϽἙ ϽἎ ϽἎϽἙ ϽἎ Ͻ  

ἎϽἙ ϽἎ ϽἎϽἙ ϽἮ ἎϽἙ ϽἎ Ͻ 

(3.25) 

Ċgy a bal oldalon kifejez®sre ker¿l a : 

ἎϽἙ ϽἎ ϽἎϽἙ ϽἮ ἎϽἙ ϽἎ Ͻ (3.26) 

Itt l§that·an m§r csak ismert mennyis®gek vannak, mint a tºmegm§trix, a Jacobi-

m§trix, az inerci§lis tagok ®s a k¿lsŜ erŜk, nyomat®kok. Term®szetesen az  

f  vektorba rejtve az egyenletbe foglalhat·k passz²v tagok (rug·, csillap²t§s) is. 

V®g¿l, a  ismeret®vel helyettes²ts¿k vissza (3.26)-ot a (3.21)-be:  

ὀ Ἑ ϽἮ Ἑ ϽἎ Ͻ Ἑ ϽἮ Ἑ ϽἎ Ͻ 

ἎϽἙ ϽἎ ϽἎϽἙ ϽἮ ἎϽἙ ϽἎ Ͻ  

(3.27) 

Amit r®szben tudunk tov§bb egyszerŪs²teni: 

ὀ Ἑ Ἑ ϽἎ ϽἎϽἙ ϽἎ ϽἎϽἙ ϽἮ  

Ἑ ϽἎ ϽἎϽἙ ϽἎ Ͻ 

(3.28) 

Amennyiben l®trehoztuk a tºmeg-, Jacobi-, inerci§lis, valamint k¿lsŜ terhel®sek 

m§trixait ®s vektorait, ¼gy a (3.28) ®s (3.26) egyenletek seg²ts®g®vel, kºzvetlen¿l 

levezethetŜk a gyorsul§s- ®s k®nyszererŜ vektorok.  

Ezek a kifejez®sek elsŜsorban akkor hasznosak, ha saj§t programot k²v§nunk 

fejleszteni, ²gy a bevitt adatok ezekben a m§trixokban ®s vektorokban ker¿lnek 

elt§rol§sra. 
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3.3. Numerikus stabiliz§ci·s m·dszerek  

Egy tºbbtestdinamikai rendszer gyorsul§sainak numerikus integr§l§sa 

elker¿lhetetlen¿l nºvekvŜ hib§kat okoz az ²gy kapott ¼j sebess®gekben ®s 

helyzetekben.  

EbbŜl kifoly·lag a k®nyszeregyenletek numerikus  hib§it fontos ellenŜrz®s alatt 

tartani, mivel ez ahhoz vezet, hogy a mechanikai rendszer egy idŜ ut§n 

ăsz®tkapcsoló. P®ld§ul a fizikai kettŜs inga egyik r®sze elszakad a m§sikt·l.  

Ezt az eltol·d§st ®s v®g¿l elszakad§st drift -nek nevezik  az angolsz§sz 

irodalomban. 

Ahhoz, hogy ilyen  jelens®g ne forduljon elŜ a megold§s sor§n, l®tre kell hozni 

egy visszacsatol§st, amely a k®nyszerpontokban csak bizonyos nagys§g¼ elt®r®st 

enged meg.  

A kºvetkezŜ alfejezetekben k®t egyszerŪ, de hat§sos m·dszert fogunk 

megismerni, amelyek be®p²t®s®vel teljes m®rt®kben kontroll alatt lehet tartani a 

megold§s stabilit§s§t ®s elker¿lni az elemek lev§l§s§t.  

 

3.3.1. A Baumgarte-f®le stabiliz§ci·s m·dszer 

A most bemutatott  m·dszer a legegyszerŪbb stabiliz§ci·s elj§r§s [24], ahol a 

(2.54) egyenletet a kºvetkezŜ tagokkal eg®sz²tj¿k ki:  

ςɻ ‍  

ahol, 

ἎϽὀ  

(3.29) 

Az ¼j tagokkal fel²rva a rendszer differenci§l-algebrai egyenletrendszer®t, a 

kºvetkezŜ strukt¼r§t kapjuk:  

Ἑ Ἆ
Ἆ

 Ͻ
ὀ Ἦ

ςɻ ‍
 (3.30) 

A bevezetett Ŭ ®s ȁ §lland·kat nevezz¿k el Baumgarte param®tereknek.  

A szerzŜ javaslata, hogy elsŜ l®p®sk®nt azonos ®rt®keket alkalmazzunk  

pl. Ŭ = ȁ = 5, illetve  ®rt®k¿ket 1 ®s 20 kºzºtt v§lasszuk [24].  

Megjegyz®s: Ezekn®l az ®rt®kekn®l nagyobb ®rt®keket is szoktak v§lasztani, az  

1-20 tartom§ny csak egy aj§nl§s.  
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A  Baumgarte-f®le stabiliz§ci·s m·dszer elŜnye, hogy roppant egyszerŪen 

alkalmazhat·, mivel mindºssze egy idŜbeli deriv§ltat kell elŜ§ll²tani. H§tr§nya, 

hogy nincs egzakt m·dszer azzal kapcsolatban, hogy ºsszetett rendszerek eset®n 

milyen be§ll²t§s (Ŭ ®s ȁ) sz¿ks®ges.  

Tekints¿nk §t egy m·dszert [25], amely seg²ts®g®vel kºzel²tŜleg meg-

hat§rozhat·ak a Baumgarte param®terek! Felt®tel, hogy a rendszer kev®s elembŜl 

§lljon (mint pl. a kettŜs inga, vagy a fut·macska-daru modell ), ®s §lland· h 

l®p®skºzt haszn§ljunk .  

Ċrjuk fel a k®nyszeregyenlet Taylor-sor§t, annak n®gyzetes tagj§ig: 

ὸ Ὤ Ô ÔϽὬ Ͻ
Ὤ

ς
 (3.31) 

A k®nyszeregyenletnek nemcsak t = 0 pontban, de t + h pontban is null§val kell, 

hogy egyenlŜ legyen! 

ὸ   ÁËËÏÒ  ὸ Ὤ  

EbbŜl ad·d·an, 

Ô ÔϽὬ Ͻ
Ὤ

ς
 

(3.32) 

Hozzuk a differenci§legyenletet standard alakra: 

ς

Ὤ
Ô

ς

Ὤ
Ô  (3.33) 

Ċgy a Baumgarte param®terekre megjelennek az analitikus kºzel²tŜ kifejez®sek  

a l®p®skºz f¿ggv®ny®ben: 

ςɻ
ς

Ὤ
ᴼɻ

ρ

Ὤ
 

valamint,  

‍
ς

Ὤ
ᴼ‍

Ѝς

Ὤ
 

(3.34) 
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3.3.2. A Jal·n-Bayo-f®le stabiliz§ci·s m·dszer 

A Baumgarte m·dszer eset®n mind a gyorsul§sokra, mind a k®nyszererŜkre meg 

kellett oldani a feladatot, m²g a Jal·n-Bayo elj§r§s seg²ts®g®vel [20] a 

k®nyszererŜket elimin§lni tudjuk, ²gy egy egyszerŪ differenci§legyenlet-

rendszert kell csup§n megoldanunk.  

Megjegyz®s: A kºzºlt m·dszer alkalmazhat· holonom ®s anholonom rendszerek 

eset®n is.  

Az alapºtlet a kºvetkezŜ: a k®nyszeregyenletet defini§ljuk ¼gy, mint egy 

csillap²tott lengŜrendszert, amely az alaprendszer¿nk numerikus megold§sa 

sor§n keletkezŜ sz®tes®st g§tolja meg azzal, hogy csillap²tja a k®nyszerpontokban 

l®trejºvŜ elmozdul§sokat.  

Ċrjuk fel a (2.54) egyenletet a kºvetkezŜ m·don: 

‌ ‍ ‮  

ahol, 

ἎϽὀ ἎϽὀ 

(3.35) 

Ċrjuk be a k®nyszeregyenlet m§sodik deriv§ltj§nak kifejez®s®t az egyenletbe: 

‌ ἎϽὀ ἎϽὀ ‍ ‮  (3.36) 

Ezut§n rendezz¿k az egyenletet ®s szorozzuk be DT-vel: 

‌Ἆ ϽἎϽὀ ‌Ἆ ϽἎϽὀ ‍Ἆ Ͻ Ἆ‮ Ͻ  

‌Ἆ ϽἎϽὀ Ἆ Ͻ‌ἎϽὀ ‍ ‮  

(3.37) 

Ezek ut§n vegy¿k a szabad mechanikai rendszerekre ®rtelmezett Newton-Euler 

egyenletet: 

ἙϽὀ Ἦ (3.38) 

Adjuk hozz§ (3.38)-at (3.37)-hez: 

ἙϽὀ ‌Ἆ ϽἎϽὀ Ἦ Ἆ Ͻ‌ἎϽὀ ‍ ‮  

Ἑ ‌Ἆ ϽἎ Ͻὀ Ἦ Ἆ Ͻ ‌ ‍ ‮  

Ἑ ‌Ἆ ϽἎ Ͻὀ Ἦ ‌Ἆ Ͻ ς‘‫ ‫  

(3.39) 

Bevezetve k®t ¼j param®tert: (‘ȟ‫ ): 

‍

‌
ς‘‫          

‮

‌
‫  (3.40) 
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Az ‌  az ¼n. b¿ntetŜ t®nyezŜ (penalty factor), m²g ‫  ®s ‘ a k®nyszeregyenlet 

saj§tfrekvenci§ja ®s csillap²t§si t®nyezŜje. A szerzŜk numerikus k²s®rletei alapj§n 

a kºvetkezŜ ®rt®keket c®lszerŪ be§ll²tani: ‌ ρϽρπ, ‫ ρπ m²g ‘ ρ. 

A bemutatott elj§r§sok nyilv§n felvetik a k®rd®st, hogy milyen m®rt®kben 

hat§sosak ®s sz¿ks®gesek ezen m·dszerek alkalmaz§sa? 

A sz§mos tudom§nyos cikk kºz¿l, amelyek a k¿lºnbºzŜ stabiliz§ci·s 

m·dszereket t§rgyalj§k, tekints¿k meg Yu ®s Chen [26] numerikus 

tanulm§ny§nak egyik  szeml®letes eredm®ny®t. A szerzŜk egy s²kbeli 

n®gycsukl·s mechanizmus eset®n mutatt§k be, hogy egy kiv§lasztott csukl·ban, 

mekkora m®rt®kben nºvekszik az elmozdul§s (3.1 §bra): 

¶ ha nem haszn§lunk stabiliz§ci·t, 

¶ ha Baumgarte-f®le stabiliz§ci·t,  

¶ vagy ha a szerzŜk §ltal javasol koordin§ta-stabiliz§ci·t alkalmazzuk. 

 
3.1 §bra. Stabiliz§ci· hat§sa egy tºbbtestdinamikai rendszeren 

A 3.1-es §br§n l§that·, hogy stabiliz§ci· n®lk¿l, a numerikus hib§kb·l ad·d·an, 

a csukl·ban azonnal kicsiny (10-7 nagys§grendŪ), de folyamatosan nºvekvŜ 

elmozdul§s jelenik meg, vagyis a k®t elem elkezd egym§st·l t§volodni.  

Ehhez k®pest, ha egy egyszerŪ Baumgarte-f®le stabiliz§ci·t alkalmazzuk, ®s a h 

l®p®skºz f¿ggv®ny®ben v§lasztjuk meg a param®tereket, akkor egy igen alacsony 

tartom§nyban fog a hiba mozogni.  

A legjobb eredm®nyt a szerzŜk [26] saj§t elj§r§sa adja, ami nemcsak az 

elmozdul§s, de a sebess®g szintj®n is tºk®letesen megŜrzi a k®nyszerfelt®telt. 
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3.4. Redukci· a MATLAB  rendszerben 

Ebben az alfejezetben megtanuljuk, hogy mik®nt lehet alapvetŜ MATLAB 

parancsok seg²ts®g®vel egy DAE rendszert invert§lni, majd a kapott 

eredm®nyeket egy kºzºns®ges differenci§legyenletre reduk§lni! 

Induljunk ki abb·l a l®p®sbŜl, hogy rendelkez®s¿nkre §ll egy mechanikai modell 

DAE rendszere! Tekints¿k a rendszer¿nket kompakt alak ban, ahol az Ἑ foglalja 

mag§ba az M , D , DT ®s 0 m§trixot, m²g ὀ a gyorsul§sokat ®s a k®nyszererŜket.  

f  tartalmazza a k¿lsŜ terhel®seket, valamint az inerci§lis ®s passz²v tagokat. 

ἙϽὀ Ἦ (3.41) 

Az Ἑ invert§l§s§val ®s balr·l val· szorz§s§val, kºzvetlen m·don megkapjuk a 

gyorsul§sokat ®s k®nyszererŜket tartalmaz· ὀ vektort : 

Ἑ ϽἙϽὀ Ἑ ϽἮ 

ὀ Ἑ ϽἮ 

(3.42) 

Az invert§l§st v®gezz¿k el a MATLAB programrendszer seg²ts®g®vel. Tekints¿k 

elŜszºr a 2.4-es fejezetben l®vŜ elsŜ (fizikai inga)  feladatot! 

ElŜszºr is defini§ljuk a v§ltoz·kat: x = x, y = y, • = fi , •  dfi, FAx= FAx  

FAy  = FAy ®s a param®tereket (m, l, g) a syms paranccsal: 

>> syms x y fi dfi FAx FAy m l g  (3.43) 

Ezut§n hozzuk l®tre sorban a f  vektor t (f), valamint az Ἑ m§trixot, amit az 

egyszerŪs®g kedv®®rt csak nevezz¿nk el M-nek: 

>> f = [0, - m*g, 0, -l/2*cos(fi)* dfi^2, -l/2*sin(fi)* dfi ^2]  

 

>> M = [m, 0, 0, 1, 0; 0, m, 0, 0, 1; 0, 0, 1/12*m*l^2, l/2*sin(fi), -l/2*cos(fi); 
1, 0, l/2*sin(fi), 0, 0; 0, 1, -l/2*cos(fi), 0, 0]  

(3.44) 

Az f  vektor t transzpon§lni kell, mivel a vektorokat  alapb·l sorvektornak kezeli a 

MATLAB.  A transzpon§l§st a transpose nevŪ paranccsal lehet elv®gezni a 

kºvetkezŜ m·don: 

>> ft  = tranpose(f) (3.45) 

Itt a transzpon§lt vektornak ¼j nevet adtunk (ft ). Az Ἑ m§trixunk invert§l§s§t az 

inv paranccsal lehet elv®gezni: 

>> M1 = inv (M) (3.46) 
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Ezzel megkapunk egy igen bonyolult kin®zetŪ invert§lt m§trixot (M1), amit meg 

kell szoroznunk  jobbr·l a transzpon§lt ft  vektorral , hogy megkapjuk az ὀ 

eredm®nyvektort. Az ὀ vektort jelºlj¿k a MATLAB -ban egyszerŪen xõõ-nek: 

>> xõõ = M1*ft  (3.47) 

Amit kapunk, az tov§bbra is egy igen ºsszetett ®s hossz¼ vektor. Azonban a 

simplify paranccsal §tl§that· form§ba hozhat·. 

>> xsõõ = simplify( xõõ) (3.48) 

A MATLAB viszonylag nyers form§ban kºzli az eredm®nyt, amelyn®l minden 

egyes sor megfelel az ὀ vektor  elemeinek: 

ὼ  O (3*g)/4 - (3*g*cos(fi)^2)/4 - (dfi^2*l*cos(fi))/2  

(3.49) 

ώ  O - (3*g*sin(2*fi))/8 - (dfi^2*l*sin(fi))/2  

•  O -(3*g*sin(fi))/(2*l)  

Ὂ   O -(m*(g + 3*g*cos(fi)^2 + 2*dfi^2*l*cos(fi)))/4  

Ὂ   O -(m*(4*l*sin(fi)*dfi^2 + 3*g*sin(2*fi)))/8  

Foglaljuk ºssze ezeket az eredm®nyeket: 

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὼ
ώ
•
Ὂ
Ὂ Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

σϽὫϽρ ὧέί•

τ

ὰϽὧέί•Ͻ•

ς
σϽὫϽίὭὲς•

ψ

ὰϽίὭὲ•Ͻ•

ς
σϽὫϽίὭὲ•

ςϽὰ
άϽὫ σϽάϽὫϽὧέί• ςϽάϽὰϽὧέί•Ͻ•

τ
σϽάϽὫϽίὭὲς• τϽάϽὰϽίὭὲ•Ͻ•

τ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

 

(3.50) 

Itt ®szrevehetŜ, hogy minden keresett mennyis®g • elfordul§s f¿ggv®nye.  

A teljes DAE megold§sa ®rdek®ben, elŜszºr •-hoz tartoz· differenci§legyenletet 

kell  megoldani  (•ᴼ•ᴼ•), ami a fizikai inga nemline§ris differenci§legyenlete. 

Ezut§n, a szint®n meghat§rozott szºgsebess®g (•) f¿ggv®ny seg²ts®g®vel le²rhat· 

az inga s¼lypontj§nak gyorsul§sa, illetve az A pontban ®bredŜ k®nyszererŜk 

nagys§ga ®s v§ltoz§sa. 
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3.5. Gyakorl· feladatok 

3.5.1. Fut·macska-daru DAE redukci·ja 

Tekints¿k most a 2.4-es fejezetben l®vŜ m§sodik feladatot! ElŜszºr is defini§ljuk 

a v§ltoz·kat a syms paranccsal: 

>> syms x1 dx1 x2 y2 fi dfi  FAx FAy m l g  (3.51) 

Ezut§n hozzuk l®tre sorban a f  vektort, valamint az Ἑ m§trixot: 

>> f = [-s*x1-k*dx1, 0, -m2*g, 0, -l/2*cos(fi)* dfi ^2, -l/2*sin(fi)* dfi ^2]  

 

>> M = [m1, 0, 0, 0, 1, 0; 0, m2, 0, 0, 1, 0; 0, 0, m2, 0, 0, 1; 0, 0, 0, 
1/12*m 2*l^2, l/2*sin(fi), -l/2*cos(fi); 1,  1, 0, l/2*sin(fi), 0, 0; 0, 0, 1,  

-l/2*cos(fi), 0, 0]  

(3.52) 

Ezut§n transzpon§ljuk az f  vektort. A transzpon§l§st a m§r ismert transpose nevŪ 

paranccsal lehet elv®gezni: 

>> ft = tranpose(f)  (3.53) 

Itt a transzpon§lt vektornak ism®t ¼j nevet adtunk (ft ). Az Ἑ m§trix invert§l§s§t 

az inv paranccsal lehet elv®gezni: 

>> M1 = inv(M)  (3.54) 

Ezzel ism®t kapunk egy igen bonyolult kin®zetŪ invert§lt m§trixot, amit meg kell 

szoroznunk jobbr·l a transzpon§lt ft  vektorral, hogy megkapjuk az ὀ 

eredm®nyvektort: 

>> xõõ = M1*ft  (3.55) 

A kapott eredm®nyvektort egyszerŪs²ts¿k a simplify paranccsal!  

>> xsõõ = simplify(x)  (3.56) 

Az egyszerŪs²t®s ut§n a kºvetkezŜ eredm®nyvektort kapjuk: 
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ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ
ὼ
ὼ
ώ
•
Ὂ
Ὂ Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ ςϽά ϽὰϽὧέί• Ͻ• τϽὯϽὼ τϽίϽὼ

σ
ςϽά ϽὫϽίὭὲς•

τϽά ά σϽά Ͻὧέί•

ρ σϽὧέί• ϽίϽὼ ὯϽὼ
σ
ςϽά ϽὫϽίὭὲς• ςϽά ϽὰϽὧέί• Ͻ•

τϽά ά σϽά Ͻὧέί•

φϽὫϽὧέί• Ͻά ά σϽίὭὲς• ϽίϽὼ ὯϽὼ ὰϽίὭὲ• Ͻ• ϽτϽά ά

ψϽά ςϽά φϽά Ͻὧέί•

σϽά ϽὰϽὧέί• ϽίὭὲ• Ͻ• φϽίὭὲ• ϽίϽὼ ὯϽὼ φϽὫϽὧέί• Ͻά ά

τϽά Ͻὰ ά Ͻὰ σϽά ϽὰϽὧέί•

ά Ͻ
ρ σϽὧέί• ϽίϽὼ ὯϽὼ

σ
ςϽά ϽὫϽίὭὲς• ςϽά ϽὰϽὧέί• Ͻ•

τϽά ά σϽά Ͻὧέί•

ά Ͻ
ὫϽυϽά ςϽά σϽά Ͻὧέίς• σϽίὭὲς• ϽίϽὼ ὯϽὼ ὰϽίὭὲ• Ͻ• ϽτϽά ά

ψϽά υϽά σϽά Ͻὧέίς• Ứ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

 

 

 

 

 

(3.57) 
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3.5.2. A fizikai kettŜs inga DAE redukci·ja 

Tekints¿k most a 2.1-es fejezetben l®vŜ kettŜs ing§t! ElŜszºr is defini§ljuk a 

v§ltoz·kat a syms paranccsal: 

>> syms x1 y1 fi1 x2 y2 fi2 dx1 dy1 dfi1 dx2 dy2 dfi2   
FAx FAy  FBx FBy m1 m2 l1 l2 g 

(3.58) 

Hozzuk l®tre sorban a f  vektort, valamint az Ἑ m§trixot: 

>> f = [0, ðm1*g, 0, 0, ðm2*g, 0, ðl1/2*cos(fi1)*dfi1^2 ,  
ðl1/2*sin(fi1)*dfi1^2 , ðl1/2*cos(fi1)*dfi1^2 ðl2/2*cos(fi2)*dfi2^2 , 

ðl1/2*sin(fi1)*dfi1^2 ðl2/2*sin(fi2)*dfi2^2 ] 

 

>> M = [m1, 0, 0, 0, 0, 0, -1, 0, 1 0; 0, m1, 0, 0, 0, 0, 0, -1, 0, 1; 0, 0, 
1/12* m1*l1^2, 0, 0, 0, -l1/2*sin(fi1), l1/2*cos(fi1), -l1/2*sin(fi1), 

l1/2*cos(fi1); 0, 0, 0, m2, 0, 0, 0, 0, -1, 0; 0, 0, 0, 0, m2, 0, 0, 0, 0, -1; 0, 0, 0, 0, 
0, 1/12*m2*l2^2, 0, 0, -l2/2*sin(fi2), l2/2*cos(fi2); -1, 0, ðl1/2*sin(fi1), 0, 0, 

0, 0, 0, 0, 0; 0, -1, l1/2*cos(fi1), 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0; 1, 0, -l1/2*sin(fi1), -1, 0,  
-l2/2*sin(fi2) , 0, 0, 0, 0; 0, 1, l1/2*cos(fi1), 0, -1, l2/2*cos(fi2), 0, 0, 0, 0] 

(3.59) 

Ezut§n transzpon§ljuk az f  vektort. A transzpon§l§st a m§r ismert transpose nevŪ 

paranccsal lehet elv®gezni: 

>> ft = tranpose(f)  (3.60) 

Itt a transzpon§lt vektornak ism®t ¼j nevet adtunk ( ft ). Az Ἑ m§trix invert§l§s§t 

az inv paranccsal lehet elv®gezni: 

>> M1 = inv(M)  (3.61) 

A szok§sosan bonyolult kin®zetŪ invert§lt m§trixot, ism®t szorozzuk be jobbr·l 

a transzpon§lt ft vektorral, hogy megkapjuk az ὀ eredm®nyvektort: 

>> xõõ = M1*ft  (3.62) 

A kapott eredm®nyvektort egyszerŪs²ts¿k a simplify paranccsal!  

>> xsõõ = simplify(x)  (3.63) 

Az egyszerŪs²t®s ut§n a kºvetkezŜ eredm®nyvektort kapjuk: 
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Megjegyz®s: A  fizikai  kettŜs inga eset®n csak a k®t legfontosabb kinematikai mennyis®g (• , • ) megold§s§t adjuk meg. A tºbbi 

keresett kinematikai - ®s kinetikai mennyis®g (ὼ, ώ, ὼ, ώ, Ὂ , Ὂ , Ὂ , Ὂ ) egyenlete ð hossz¼s§guk miatt ð a jegyzethez 

mell®kelt MATLAB f§jlban tal§lhat· meg. 

 

•
•

ụ
Ụ
Ụ
Ụ
ợ

ωάὰϽίὭὲς• ς• Ͻ• ρςάὰϽίὭὲ• • Ͻ• ωάὫϽὧέί• ς• ὫϽὧέί• Ͻρςά ρυά

ὰϽψά ρυά ωά Ͻὧέίς• ς•

ὫϽὧέί• Ͻσά ρψά ὫϽὧέίς• • Ͻωά ρψά ωάὰϽίὭὲς• ς• Ͻ• • ϽὰϽίὭὲ• • Ͻρςά σφά

ὰϽψά ρυά ωά Ͻὧέίς• ς• Ứ
ủ
ủ
ủ
Ủ

 

 

(3.64) 
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4. K¥Z¥NS£GES DIFFERENCIćLEGYENLETEK NUMERIKUS 

MEGOLDćSA 

Ebben a fejezetben a kºzºns®ges differenci§legyenletek kºzel²tŜ megold§s§nak 

m·dszereit t§rgyaljuk, amelyekkel a kor§bban le²rt DAE-k megoldhat·kk§ 

v§lnak. 

Ahogy matematikai tanulm§nyainkban megismerhett¿k, sz§mos 

differenci§legyenlet rendelkezik analitikus  megold§ssal. Azonban az esetek 

tºbbs®g®ben csak hosszadalmas ®s bonyolult sz§m²t§sokkal juthatunk el az 

analitikus ºsszef¿gg®shez. Ezenfel¿l, az analitikus megold§sok lehetŜs®ge 

tov§bb szŪk¿l, ha az egyenlet nemline§ris. 

Az analitikus megold§sokkal szemben, a numerikus m·dszereknek nem szab 

hat§rt az, ha egy egyenlet nemline§ris. EbbŜl az okb·l kifoly·lag egy ¼j horizont 

ny²lik meg azoknak, akik ezeket a m·dszereket megtanulj§k alkalmazni. 

Fontos leszºgezni, hogy a differenci§legyenletekhez tartoz· numerikus 

m·dszerek (megold·k) zºm®t, elsŜrendŪ differenci§legyenletek megold§s§ra 

fejlesztett®k ki, emiatt egy  adott differenci§legyenletet akkor tudunk 

numerikusan megoldani : 

1.) ha a differenci§legyenlet¿nk elsŜrendŪ,  

2.) ha visszavezetj¿k a magasabb rendŪ egyenlet¿nket elsŜrendŪ 

differenci§legyenlet-rendszerre, 

3.) ha alternat²v m·dszert alkalmazunk. 

A m·dszerek eset®n fontos megjegyezni, hogy a megold§sunkat szint®n h§rom 

m·don tudjuk pontosabb§ tenni: 

1.) vagy a numerikus l®p®skºzt csºkkentj¿k, 

2.) vagy a kºzel²tŜ formul§t bŜv²tj¿k,  

3.) vagy a kettŜ kombin§ci·j§t alkalmazzuk.  

A l®p®skºz csºkkent®s®nek elŜnye, hogy egy egyszerŪ kºzel²tŜ formula eset®n is 

kºnnyen fokozhat· a megold§s pontoss§ga. H§tr§nya, hogy mind a sz§m²t§si 

ig®ny, mind  a kerek²t®si hiba erŜteljesen nŜ a l®p®sek sz§m§nak fokoz§s§val. 

Ezzel szemben, a kºzel²tŜ formula bŜv²t®s®nek elŜnye, hogy a l®p®skºz nºvel®se 

n®lk¿l is pontosabb lesz a megold§sunk, m²g a h§tr§nya, hogy a programoz§sa 

neh®zkesebb.  
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4.1. Kºzel²tŜ m·dszerek 

A kºzel²tŜ m·dszereket oszt§lyozni lehet att·l f¿ggŜen, hogy explicitek, vagy 

implicitek.  

Az explicit megold·k a legegyszerŪbbek, mivel egy kor§bbi ismert §llapotb·l  

(a kezdeti ®rt®kek ismeret®vel) kell meghat§roznunk egy k®sŜbbi §llapotot.  

Teh§t, minden egyes l®p®s eset®n egy algebrai egyenletet kell megoldani, ahol az 

ismeretlen csak az egyenlet egyik oldal§n van jelen.  

ElŜny¿k, hogy semmilyen probl®m§t nem jelent, ha a le²r· differenci§legyenlet 

nemline§ris, ²gy is l®p®srŜl l®p®sre tudunk haladni  a megold§sban. 

H§tr§nyuk, hogy az explicit m·dszerek mindig ăfelt®telesen stabilakó, vagyis a  

h l®p®skºznek vannak tartom§nyai, ahol a megold· diverg§lni kezd. 

Implicit megold·kat kºr¿lm®nyesebb alkalmazni, mivel egy explicit megold·val 

ellent®tben, ahol az egyenlet bal oldal§n csak az ismeretlen, a jobb oldal§n pedig 

csak az ismert mennyis®g van jelen, ¼gy egy implicit megold· eset®n mindk®t 

oldalon tal§lhat·ak ismeretlen mennyis®gek. 

Abban az esetben, ha a differenci§legyenlet¿nk line§ris, akkor az implicit 

megold·val is l®tre lehet hozni olyan ºsszef¿gg®st, amivel kºzvetlen¿l 

megoldhat· algebrai egyenletet nyer¿nk. ćm ha az ismeretlen f¿ggv®ny pl. egy 

sinus vagy cosinus f¿ggv®ny belsŜ f¿ggv®nyek®nt van jelen (pl. yõ = sin(y2)), ¼gy 

az implicit megold§s l®p®sei kºz® egy gyºkkeres®st is be kell iktatni, ami a 

megold§si algoritmust bonyolultabb§ teszi. 

ElŜny¿k az implicit m·dszereknek, hogy mindig ăfelt®tel n®lk¿l stabilakó, 

vagyis mind en h l®p®skºz eset®n van numerikus megold§s. 

H§tr§nyuk, hogyha a le²r· differenci§legyenlet nemline§ris, akkor nem tudunk 

azonnal l®p®srŜl-l®p®sre haladni. Ilyen esetben pl. Newton -Raphson-f®le 

m·dszerrel numerikusan kell megkeresni az egyenlet¿nk gyºkeit, majd folytatni 

az algebrai egyenletek megold§s§t. 

A kºzel²tŜ m·dszerek kºz¿l a legegyszerŪbb az ¼n. Euler-f®le kºzel²t®s. Fontos 

megjegyezni, hogy az Euler-f®le kºzel²t®st komplex rendszerek eset®n, pl. egy 

aut· felf¿ggeszt®se, nem szokt§k alkalmazni pontatlans§ga miatt . Azonban az 

elj§r§sok megismer®s®hez, didaktikai szempontb·l, megfelelŜ.  

Bonyolultabb, ugyanakkor a korszerŪ ®s robusztus m·dszerek kºz® tartoznak a 

Runge-Kutta -f®le kºzel²t®sek, ®s azok k¿lºnbºzŜ fajt§i. Ezek kºz¿l 

megismerked¿nk az elsŜrendŪ differenci§legyenletek eset®n, a m§sodrendŪ 

Runge-Kutta megold· explicit v§ltozat§val (tov§bbiakban RK2, de nevezik m®g 

Heun m·dszernek is az irodalomban), illetve m§sodrendŪ differenci§legyenletek 

eset®n a legmagasabb, negyedrendŪ, Runge-Kutta megold· (RK4) explicit 

v§ltozat§val. 
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A j·l ismert kºzel²tŜ m·dszerek mellett bemutat§sra ker¿l a kev®ss® ismert, §m 

ann§l hat®konyabb Euler-Cromer-f®le megold·, amellyel magasabb-rendŪ 

differenci§legyenletet lehet megoldani differenci§legyenlet-rendszerre val· 

visszavezet®s n®lk¿l. A m·dszer tov§bbi nagy elŜnye, hogy explicit, roppant 

egyszerŪen haszn§lhat·, ®s az RK2-4 m·dszerrel azonos stabilit§st lehet vele 

el®rni. 

Kºzel²tŜ m·dszerek haszn§latakor, fontos megeml²teni a kºzºns®ges 

differenci§legyenletek sor§n fell®pŜ diszkretiz§ci·s hib§kat. Ezeket meg lehet 

becs¿lni az adott m·dszerhez vonatkoz·an, azonban ezek a becsl®sek 

meglehetŜsen bonyolult  sz§m²t§sokat vonnak maguk ut§n.  

Ehelyett a gyakorlatban egy egyszerŪ m·dszert alkalmazunk.  

H§rom l®p®skºz mellett , megvizsg§ljuk a megold§sf¿ggv®ny egy adott 

pontj§ban az ®rt®keket, lehetŜleg ott, ahol nagy v§ltoz§sok l®pnek fel. Ha k®t 

l®p®skºz kºzºtt a f¿ggv®ny azonos pontban vett ®rt®k®nek a v§ltoz§sa csek®ly 

(kisebb mint 5%), akkor m§r megfelelŜ megold§st kaptunk a m·dszer¿nkkel.  

A kºvetkezŜ alfejezetekben §ttekint¿nk n®h§ny olyan m·dszert, megoldott 

p®ld§kkal egy¿tt, amelyek alkalmasak kºzºns®ges elsŜrendŪ differenci§l-

egyenletek (illetve differenci§legyenlet-rendszerek) kºzel²tŜ megold§s§ra. 
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4.1.1. Az Euler-f®le explicit kºzel²t®s 

Legyen az elsŜrendŪ differenci§legyenlet¿nk egyenlŜ:  

ώὼ Ὢὼ (4.1) 

Vagy m§sk®pp ²rva: 

Ὠώ

Ὠὼ
Ὢὼ (4.2) 

Ahol ismerj¿k az y(x) f¿ggv®ny kezdeti ®rt®k®t: 

ώὼ ώ (4.3) 

A fizikai ®rtelmezhetŜs®g kedv®®rt, legyen y ®s x hosszmennyis®g. C®l, hogy 

numerikusan megoldjuk a differenci§legyenletet egy adott intervallumon.  

Az intervallum  nagys§g§t mindig a m®rnºknek kell megbecs¿lni annak alapj§n, 

hogy a differenci§legyenlet megold§s§t mennyire sz®les s§vban keress¿k.  

A numerikus megold§s megtal§l§s§hoz defini§ljunk egy h nagys§g¼ l®p®skºzt 

(4.1 §bra). 

 

4.1 §bra. Az Euler-f®le kºzel²t®s 

Tegy¿k fel, hogy a deriv§lt kºzel²thetŜ az al§bbi m·don: 

Ὠώ

Ὠὼ
ώ Ὢὼ

ώ ώ

Ὤ
 (4.4) 

Tegy¿k egyenlŜv® a deriv§ltat a kºzel²t®ssel: 

Ὢὼ
ώ ώ

Ὤ
 (4.5) 
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Rendezz¿k az egyenlet¿nket ώ -re, ²gy megkapjuk az ¼n. explicit Euler-f®le 

kºzel²t®st: 

ώ ώ ὬϽὪὼ  (4.6) 

A (4.6) egyenletben le²rt m·don tudjuk elŜ§ll²tani a kºvetkezŜ pontokban is a 

megold§sokat, ahol x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h ®s ²gy tov§bb: 

ώ ώ ὬϽὪὼ  

ώ ώ ὬϽὪὼ  

éé. 

ώ ώ ὬϽὪὼ  

(4.7) 

N®zz¿nk meg egy nagyon egyszerŪ p®ld§t a m·dszer alkalmaz§s§ra. Vegy¿k a 

kºvetkezŜ differenci§legyenletet: 

Ùὼ ςὼ (4.8) 

y(0) = 1 kezdeti felt®tellel, ahol h = 1. 

Egy ilyen egyszerŪ p®ld§val az®rt ®rdemes elkezdeni a numerikus  m·dszerek 

megismer®s®t, mert tudjuk, hogy mi lesz a v®geredm®ny (x2), ²gy kºnnyen tudjuk 

magunkat ellenŜrizni.  

Alkalmazzuk az Euler -f®le kºzel²t®st a (4.6) alapj§n az elsŜ f¿ggv®nypontra: 

ώ ώ ὬϽὪὼ ρ ρϽςϽπ ρ (4.9) 

Ezzel meg is hat§roztuk az elsŜ pontot, amit felhaszn§lunk a m§sodik pont 

kisz§m²t§s§hoz (x1 = x0 + h = 1): 

ώ ώ ὬϽὪὼ ρ ρϽςϽρ σ (4.10) 

Alkalmazzuk az elsŜ t²z pontra, ®s ²gy megkapjuk a kºvetkezŜ kºzel²tŜ 

f¿ggv®ny®rt®keket: 

ώ ώ ὬϽὪὼ σ ρϽςϽς χ 

ώ ώ ὬϽὪὼ χ ρϽςϽσ ρσ 

ώ ώ ὬϽὪὼ ρσ ρϽςϽτ ςρ 

ώ ώ ὬϽὪὼ ςρ ρϽςϽυ σρ 

ώ ώ ὬϽὪὼ σρ ρϽςϽφ τσ 

ώ ώ ὬϽὪὼ τσ ρϽςϽχ υχ 

ώ ώ ὬϽὪὼ υχ ρϽςϽψ χσ 

ώ ώ ὬϽὪὼ χσ ρϽςϽρπ ωρ 

(4.11) 
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Ahhoz, hogy l§ssuk mennyire is pontos a kºzel²tŜ megold§sunk, keress¿k meg a 

differenci§legyenlet §ltal§nos megold§s§t ®s hasonl²tsuk ºssze az eredm®nyeket 

x = 10-n®l! 

A differenci§legyenlet §ltal§nos megold§sa: 

Ὠώ

Ὠὼ
ςὼ 

 

Ὠώ ςὼϽὨὼ 

 

Ὠώ ςὼϽὨὼ 

 

ώ ὼ ὅ 

(4.12) 

y(0) = 1 miatt C = 1.  

Ha x hely®re 10-et helyettes²t¿nk be, akkor a kºvetkezŜ eredm®nyre jutunk: 

ώρπ ρπ ρ ρπρ (4.13) 

Az Euler -f®le kºzel²t®s eredm®nye, x = 10 eset®n h = 1 l®p®st§vols§ggal, 91-re 

ad·dott, m²g a megold§s pontos ®rt®ke ugyanebben a pontban 101 volt (4.2 §bra).  

 

4.2 §bra. Euler-f®le kºzel²t®s megold§sai k¿lºnbºzŜ h l®p®skºzºk eset®n 
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Ez kºzel 10%-os hiba, ami a gyakorlatban m§r t¼l magasnak tekinthetŜ.  

Azonban, ha csºkkentj¿k a l®p®skºz nagys§g§t, pl. h = 0.5-re, ¼gy a hiba m§r csak 

4% kºr¿li ®rt®kre m®rs®klŜdik, m²g h = 0.1-es l®p®skºzn®l mindºssze 1% lesz  

(4.1-es t§bl§zat). 

Differenci§legyenlet 
megold§sa 

£rt®k (x = 10) Hiba [%] 

Analitikus  101 - 

Euler kºzel²t®s: h = 1 91 9.9 

Euler kºzel²t®s: h = 0.5 96 4.1 

Euler kºzel²t®s: h = 0.1 100 0.9 

4.1 t§bl§zat. A kºzel²t®s hib§ja 

A bevezetŜben eml²tett stabilit§s k®rd®s®t is vizsg§ljuk meg az explicit Euler-f®le 

kºzel²t®s eset®n. Tekints¿k meg a kºvetkezŜ differenci§legyenletet: 

Ὠώ

Ὠὸ
ώ (4.14) 

Ahol a kezdeti felt®tel: y(0) = 1. 

Mivel ez egy egyszerŪ, sz®tv§laszthat· v§ltoz·j¼, line§ris differenci§legyenlet, 

²gy meg tudjuk keresni az analitikus  megold§sf¿ggv®nyt! 

Ὠώ

ώ
Ὠὸ 

 

ρ

ώ
Ὠώ Ὠὸ 

 

 

ÌÎ ώ ÌÎ ρ ὸ 

mivel ln(1) = 0, ²gy: 

 

ÌÎ ώ ὸ 

 

Ùὸ Ὡ  

(4.15) 
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A kezdeti felt®teleket megadva, a megold§sf¿ggv®ny a t = [0, 10] (s) 

intervallumon a kºvetkezŜ f¿ggv®nyt ²rja le (4.3 §bra): 

 

4.3 §bra. ώᴂὸ ώ differenci§legyenlet megold§sa 

Alkalmazzuk az Euler -f®le explicit kºzel²t®st erre a differenci§legyenletre oly 

m·don, hogy a deriv§ltf¿ggv®nyt behelyettes²tj¿k a kºzel²tŜ ºsszef¿gg®sbe: 

ώ ώ ὬϽὪὼ ώ ὬϽώ ώϽρ Ὤ (4.16) 

Alak²tsuk §t a (4.16)-ot a kºvetkezŜk®ppen: 

ώ

ώ
ρ Ὤ (4.17) 

Mivel tudjuk, hogy yi+1 megold§s kisebb kell legyen yi-n®l, ²gy ebbŜl kºvetkezik, 

hogy ennek az ar§nynak nem szabad egyn®l nagyobbnak lennie! 

ώ

ώ
ρO ȿρ Ὤȿ ς 

 

Ὤ ρO ίὸὥὦὭὰ 

 

Ὤ ρO ίᾀὭὲὫόὰὥὶὭὸÜί 

 

ρ Ὤ ςO ίὸὥὦὭὰ 

(4.18) 
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4.4 §bra. ώᴂὸ ώ differenci§legyenlet megold§s§nak stabilit§sa  

(®s instabilit§sa) k¿lºnbºzŜ h l®p®s eset®n 

A 4.4 §br§n l§that·, hogy ezen differenci§legyenlet eset®n h-t nem lehet egynek 

v§lasztani, mivel akkor szingularit§s l®p fel, illetve semmik®ppen sem mehet¿nk 

2 fºl®, mert akkor egyre nagyobb amplit¼d·kkal diverg§l a numerikus megold§s 

a v®gtelen fel®. 

Az explicit elj§r§s emiatt felt®telesen stabil. 
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4.1.2. Az Euler-f®le implicit kºzel²t®s 

Tekints¿k §t az Euler-f®le kºzel²t®s implicit v§ltozat§t, ahol az i+1-edik pontban 

vett deriv§lttal kºzel²tj¿k a megold§st: 

Ὠώ

Ὠὼ
Ὢὼ

ώ ώ

Ὤ
 

 

Ὢὼ
ώ ώ

Ὤ
 

 

ώ ώ ὬϽὪὼ  

(4.19) 

Helyettes²ts¿k be a deriv§ltf¿ggv®nyt a kºzel²tŜ ºsszef¿gg®sbe: 

ώ ώ ὬϽὪὼ ώ ὬϽώ  (4.20) 

Rendezz¿k az egyenletet yi+1-re, ®s hozzuk a kºvetkezŜ alakra: 

ώ ὬϽώ ώ 

 

ώ Ͻρ Ὤ ώ 

 

ώ

ώ

ρ

ρ Ὤ
 

(4.21) 

Mivel tudjuk, hogy yi+1 megold§s kisebb kell legyen yi-n®l, ²gy ebbŜl kºvetkezik, 

hogy ennek az ar§nynak nem szabad egyn®l nagyobbnak lennie! 

ώ

ώ
ρO

ρ

ρ Ὤ
ρ (4.22) 

EbbŜl a kifejez®sbŜl l§that·, hogy implicit megold· alkalmaz§s§val b§rmely h 

eset®n stabilan konverg§lunk a numerikus megold§s fel®.  

Az implicit elj§r§s emiatt felt®tel n®lk¿l stabil. 
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4.1.3. A Runge-Kutta-f®le explicit kºzel²t®s 

A Runge-Kutta m·dszerek (tov§bb§ RK) a leggyakrabban ®s legsz®lesebb kºrben 

ismert m·dszerek, amelyeket Carl Runge ®s Martin Kutta n®met matematikusok 

fejlesztettek ki. 

Az RK m·dszerek kºz¿l vannak m§sod-, negyed-, sŜt ºtºd rendŪ megold·k is.  

A m§sodrendŪ m·dszerek eset®n a megold·k egy eg®sz ăcsal§dotó alkotnak, 

vagyis nemcsak egyfajta m§sodrendŪ Runge-Kutta m·dszer van, hanem sz§mos.  

Ezek kºz¿l a megold·k kºz¿l, a teljess®g ig®nye n®lk¿l, egy m§sodrendŪ Runge-

Kutta  m·dszert (m§s n®ven Heun m·dszert) fogunk megismerni. Enn®l a 

kºzel²t®sn®l nemcsak a kezdŜpontn§l vessz¿k a deriv§lt ®rt®k®t (mint az Euler -

f®le kºzel²t®sn®l), hanem a l®p®skºz v®g®n®l is, majd a kettŜ differenci§l®rt®k 

§tlagol§s§val kºzel²tj¿k a kºvetkezŜ pontot (4.5 §bra). 

 

4.5 §bra. A m§sodrendŪ Runge-Kutta m·dszer 

kºzel²t®s®nek elve 

A m§sodrendŪ kºzel²t®s a kºvetkezŜk®pen ²rhat· le: 

ώ ώ
ρ

ς
Ὧ Ὧ  

ahol 

Ὧ ὬϽὪώȟὸ  

 

Ὧ ὬϽὪώ Ὧȟὸ Ὤ 

(4.23) 
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A  negyedrendŪ kºzel²t®s eset®n n®gy pontban sz§m²tjuk ki a deriv§ltak ®rt®k®t: 

egyszer a kezdŜpontban (mint egy Euler-f®le kºzel²t®sn®l), k®tszer a 

l®p®st§vols§g kºz®ppontj§ban, majd egyszer a l®p®st§vols§g v®gpontj§ban  

(4.6 §bra): 

 

4.6 §bra. A negyedrendŪ Runge-Kutta m·dszer kºzel²t®s®nek elve 

A negyedrendŪ kºzel²t®s a kºvetkezŜk®pen ²rhat· le: 

ώ ώ
ρ

φ
Ὧ ςϽὯ ςϽὯ Ὧ  

ahol 

Ὧ ὬϽὪώȟὸ  

Ὧ ὬϽὪώ
ρ

ς
ϽὯȟὸ

ρ

ς
ϽὬ 

Ὧ ὬϽὪώ
ρ

ς
ϽὯȟὸ

ρ

ς
ϽὬ 

Ὧ ὬϽὪώ Ὧȟὸ Ὤ 

(4.24) 

N®zz¿k meg a m§sodrendŪ kºzel²t®s alkalmaz§s§t egy p®ld§n kereszt¿l.  
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Tekints¿k a kºvetkezŜ differenci§legyenletet: 

Ὠὼ

Ὠὸ
ὸϽὼ ςὼ (4.25) 

Az x(0) = -5 (m) kezdeti felt®tellel.  

Sz§m²tsuk ki az elsŜ k®t kºzel²tŜ ®rt®ket h = 0.1 l®p®skºzzel! 

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

 

Ὧ ὬϽὪὼȟὸ ὬϽπϽ υ ςϽ υ ρ 

 

Ὧ ὬϽὪὼ Ὧ ȟὸ Ὤ  

ὬϽ π πȢρϽ υ ρ ςϽ υ ρ πȢψτ 

 

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ υ

ρ

ς
Ͻ ρ πȢψτ υȢως Í  

 

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

 

Ὧ ὬϽὪὼȟὸ ὬϽπȢρϽ υȢως ςϽ υȢως πȢψσσυ 

 

Ὧ ὬϽὪὼ Ὧ ȟὸ Ὤ  

ὬϽ πȢρ πȢρϽ υȢωςπȢψσσυςϽ υȢωςπȢψσσυ 

πȢτσψυ 

 

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ υȢως

ρ

ς
Ͻ πȢψσσυπȢτσψυ 

 

φȢυυ Í  

(4.26) 

A kºzel²tŜ sz§m²t§sokat az Excel seg²ts®g®vel v®gezz¿k el t = [0-5] (s)-ig!  

Az RK2 mellett, hat§rozzuk meg ugyanennek a differenci§legyenletnek a 

megold§s§t az Euler f®le kºzel²t®ssel is (4.7 §bra). 
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4.7 §bra. Az RK2 ®s az Euler m·dszer ºsszehasonl²t§sa  

azonos h mellett  

L§that· k¿lºnbs®g ®rz®kelhetŜ a k®t megold§st kºzºtt. A f¿ggv®ny lok§lis 

minimuma kºr¿lbel¿l t = 0.3-n§l van, ami az RK2 eset®n -6.74 m, m²g az Euler 

eset®n -7.27 m. Ezek kºzºtt cca. 8% k¿lºnbs®g ®szlelhetŜ h = 0.1 l®p®st§vols§g 

eset®n.  

Ahogy kor§bban eml²t®sre ker¿lt, akkor tudjuk , hogy egy alkalmazott 

m·dszerrel el®rt¿k a helyes numerikus eredm®nyt, ha egy adott pontban, k®t 

k¿lºnbºzŜ h l®p®skºzzel kapott megold§sf¿ggv®ny kºzºtt a k¿lºnbs®g 5% alatt 

van.  

Vizsg§ljuk meg az x(0.3) helyen sz§m²tott f¿ggv®ny®rt®keket k¿lºnbºzŜ 

l®p®skºzºkkel! Legyen Ǥ (Ў ρϽρππ) k®t k¿lºnbºzŜ h l®p®st§vols§ggal 

sz§m²tott, de azonos pontban ®rtelmezett f¿ggv®ny®rt®kek sz§zal®kos elt®r®se 

(4.2 t§bl§zat). 

Euler  RK2 

h x(0.3) Ǥ% h x(0.3) Ǥ% 

0.1 -7,27 
3,41 

0.1 -6,74 
0,73 

0.05 -7,03 0.05 -6,79 

0.05 -7,03 
1,58 

0.05 -6,79 
0,14 

0.025 -6,92 0.025 -6,8 

4.2 t§bl§zat. A kºzel²t®s hib§ja 

-8

-6

-4

-2

0

0 1 2 3 4 5

E
l
m
o
z
d
u
l
§
s

 [
m

]

IdŜ [s]

x(t) - Euler (h = 0.1) x(t) - RK2 (h = 0.1)
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A  f¿ggv®ny®rt®kek l§that·an 5% alatti m®rt®kben v§ltoznak, mindk®t esetben, 

ha legal§bb h = 0.1 l®p®st§vols§got alkalmazunk . A k®t megold§s kºzºtt tov§bbra 

is megfigyelhetŜ n®mi k¿lºnbs®g, annak ellen®re, hogy mindkettŜ m§r el®rte a 

megfelelŜ numerikus megold§st. Ez a m·dszerek k¿lºnbºzŜ megkºzel²t®s®bŜl 

ad·dik. Azonban, ha tov§bb finom²tjuk a l®p®skºzt pl. h = 0.05, akkor a 

k¿lºnbs®g mindºssze 3.5%-ra zsugorodik az Euler ®s az RK2 kºzºtt. 

EzekbŜl a p®ld§kb·l l§that·, hogy elsŜrendŪ nemline§ris differenci§legyenletek 

eset®n, megfelelŜ l®p®skºzzel mindk®t m·dszerrel megfelelŜ eredm®nyekre 

juthatunk.  

Vizsg§ljuk meg a stabilit§s k®rd®s®t a RK2 f®le kºzel²t®s eset®n is. Legyen a 

vizsg§lt differenci§legyenlet ism®t: 

Ὠώ

Ὠὸ
ώ (4.27) 

Ahol a kezdeti felt®tel y(0) = 1. 

Az RK2 megold·ba helyettes²ts¿k be a vizsg§lt f¿ggv®ny¿nket: 

ώ ώ
ρ

ς
Ὧ Ὧ  

ahol 

Ὧ ὬϽὪώȟὸ ὬϽώ 

 

Ὧ ὬϽὪώ Ὧȟὸ Ὤ ὬϽ ώ Ὧ ὬϽ ώ ὬϽώ  

 

majd 

ώ ώ
ρ

ς
ὬϽώ ὬϽ ώ ὬϽώ  

ώ ώ ὬϽώ
ρ

ς
Ͻ ὬϽώ 

ώ

ώ
ρ Ὤ

ρ

ς
Ͻ Ὤ 

(4.28) 

Gyºkkeres®ssel meghat§rozhat· az egyenlet egyetlen pozit²v gyºke, amely 

kºzel²tŜleg: h å 0.73205. Ezen l®p®st§vols§g ut§n a f¿ggv®ny m§r folyamatosan 

nºvekszik. 
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ώ

ώ
ρO ρ Ὤ

ρ

ς
Ͻ Ὤ πȢχσςπυ 

 

Ὤ πȢχσςπυᴼίὸὥὦὭὰ 

 

ὬḙπȢχσςπυᴼίᾀὭὲὫόὰὥὶὭὸÜί 

 

Ὤ πȢχσςπυᴼὭὲίὸὥὦὭὰ 

(4.29) 
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4.1.4. Az Euler-Cromer f®le explicit kºzel²t®s 

Az elŜzŜ kºzel²t®sek bemutat§sakor nagy hangs¼lyt fektett¿nk a stabilit§s 

k®rd®s®re, mivel a l®p®st§v csºkkent®s®vel a pontoss§got igen, de a megold§s 

stabilit§s§t nem tudjuk fokozni egy adott megold· eset®n. 

L§thattuk, hogy stabilit§s szempontj§b·l az implicit megold· a legide§lisabb, 

mivel felt®tel n®lk¿l stabil, azonban nemline§ris rendszerek eset®n neh®zkes a 

haszn§lata (ezzel a probl®m§val a k®sŜbbiekben megismerked¿nk).  

Az egyszerŪ alkalmazhat·s§g ®s a stabilit§s kombin§ci·jak®nt tekints¿k meg az 

¼n. Euler-Cromer m·dszert [27], amelyet elsŜsorban m§sodrendŪ differen-

ci§legyenletekre fejlesztett®k ki . A m·dszer egy m·dos²tott explicit Euler 

elj§r§son alapul, amelynek h§rom nagy elŜnye van: 

1. A magasabb rendŪ differenci§legyenleteket nem kell visszavezetni 

differenci§legyenlet-rendszerre.  

2. A m·dszer ºtvºzi az Euler-f®le kºzel²t®s egyszerŪs®g®t, ²gy nem kell tºbb 

pontban meredeks®get sz§m²tani. 

3. A m·dszer stabilit§sa kiv§l· ®s nem mutat ®rz®kenys®get a nem-

linearit§sra. 

Az Euler-Cromer m·dszer a kºvetkezŜk®ppen ®rtelmezhetŜ m§sodrendŪ 

differenci§legyenletekre. Legyen, 

ώ Ὢώȟώȟὸ 

ώ Ὣώȟώȟὸ 

(4.30) 

AmibŜl az Euler-Cromer kºzel²t®st az al§bbi m·don ²rhatjuk le: 

ώ Ὢώȟώȟὸ  

ώ ώ ὬϽὪώȟώȟὸ  

ώ ώ ὬϽὫώ ȟώȟὸ  

(4.31) 

Alkalmaz§sa a kºvetkezŜk®ppen tºrt®nik.  

Az i-edik ismert  idŜpillanatban kisz§m²tjuk a m§sodik deriv§lt (ώ  ®rt®k®t, majd 

azt megszorozva a h l®p®st§vols§ggal, ®s hozz§adva az elsŜ deriv§lt i-edik ismert  

®rt®k®t (ώ), meg tudjuk hat§rozni az elsŜ deriv§lt ®rt®k®t az i+1 idŜpillanatban 

(ώ .  

A kºzel²t®s id§ig teljes azonoss§got mutat az explicit Euler m·dszerrel, azonban 

az elmozdul§s eset®n azonban v§ltozik a s®ma, ®s emiatt lesz az Euler-Cromer 

olyan stabil, mintha implicit lenne.   

Vessz¿k az elmozdul§s i-edik ismert  ®rt®k®t (ώ), majd hozz§adjuk az i+1 

pontban sz§m²tott deriv§lt ®rt®k®t (ώ  szorozva a l®p®skºzzel! 
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Az al§bbi s®m§t kell kºvetni a tov§bbi l®p®sek kisz§m²t§s§hoz: 

ώ Ὢώȟὸȟώ  

ώ ώ ὬϽώ 

ώ ώ ὬϽώ 

 

ώ Ὢώȟὸȟώ  

ώ ώ ὬϽώ 

ώ ώ ὬϽώ 

é 

(4.32) 

A m·dszer stabilit§s§nak vizsg§lata nem olyan egyszerŪ, mint a kor§bbi kºzel²tŜ 

m·dszerek eset®n. A kev®s ®s szŪk levezet®sek [28, 29] azt igazolj§k, hogy a 

m·dszer megŜrzi a teljes kinetikai -, ®s potenci§lis energi§t. Emiatt egy fizikai 

inga a kimozd²tott helyzet®bŜl nem kezd el egyre gyorsabban lengeni, diverg§lni.  
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4.2. ElsŜrendŪ differenci§legyenletek megold§sa 

A fejezet elej®n vil§goss§ tett¿k, hogy a differenci§legyenletek megold§sait 

alapvetŜen elsŜrendŪ differenci§legyenletek megold§s§ra fejlesztett®k ki. 

Emiatt elsŜ l®p®sk®nt n®h§ny, a mechanik§ban gyakran haszn§lt, elsŜrendŪ 

differenci§legyenlet megold§sa ker¿l bemutat§sra, hogy a m·dszer alkalmaz§sa 

egy®rtelmŪv® ®s rutinszerŪv® v§ljon. 

A megold§sok menet®t sz®tv§lasztottam, ²gy a line§ris ®s a nemline§ris 

differenci§legyenletek k¿lºn alfejezetekben ker¿lnek t§rgyal§sra. L§that· lesz, 

hogy az elsŜrendŪ differenci§legyenletek eset®n, semmilyen ®rz®kelhetŜ 

probl®m§t nem rejtenek magukban az egyenletek, b§rmely m·dszerrel 

eredm®nyre jutunk.  

Ez azonban nem lesz igaz, a m§sodrendŪ differenci§legyenletekre. 

 

4.2.1. Line§ris differenci§legyenletek numerikus megold§sa 

Ebben az alfejezetben megn®zz¿k, hogy mik®nt lehet a mŪszaki gyakorlatban 

elŜfordul· line§ris differenci§legyenleteket numerikusan megoldani. ElsŜ 

l®p®sk®nt a szil§rds§gtanb·l ismert rugalmas sz§l differenci§legyenlet®t fogjuk 

megvizsg§lni.  

A Szil§rds§gtan c. t§rgyb·l eml®kezhet¿nk arra, hogy egy egyenes hajl²t§snak 

kitett  tart· eset®n, a fajlagos megny¼l§s, az R nagys§g¼ gºrb¿leti sug§r ®s a tart· 

keresztmetszet®nek s¼lyvonal§t·l m®rt y t§vols§g kºzºtt az al§bbi ºsszef¿gg®s 

§ll fenn [30]: 

‐ ώ
ώ

Ὑ
 (4.33) 

Amelyet az egyszerŪ Hooke-tºrv®ny felhaszn§l§s§val alak²thatunk §t a 

kºvetkezŜ kifejez®sre: 

„ ώ

Ὁ

ώ

Ὑ
 (4.34) 

Hajl²t§s eset®n a „ hely®re behelyettes²tve a Navier-formul§t, majd leosztva y-al 

a kºvetkezŜ ºsszef¿gg®st nyerj¿k: 

ὓ Ͻώ

ὍϽὉ

ώ

Ὑ
 

 

ὓ

ὍϽὉ

ρ

Ὑ
 

(4.35) 
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Ha a tart·t nem tiszta ®s homog®n hajl²t§s veszi ig®nybe, ¼gy a gºrb¿leti sug§r 

®s a nyomat®ki f¿ggv®ny ®rt®ke is v§ltozik a tart· hossza (x) ment®n: 

ὓ ὼ

ὍϽὉ

ρ

Ὑὼ
 (4.36) 

A mŪszaki matematik§b·l eml®kezhet¿nk arra, hogy a gºrb¿leti sug§r reciproka 

nem m§s, mint a tart· gºrb¿lete: 

Ὣὼ
ρ

Ὑὼ

ώὼ

ρ ώὼ Ⱦ
 (4.37) 

Ez egyenlŜv® tehetŜ a (4.36) bal oldal§val: 

ὓ ὼ

ὍϽὉ
Ὣὼ

ώὼ

ρ ώὼ Ⱦ
 (4.38) 

Fontos megjegyezni, hogy matematikailag akkor pozit²v a gºrb¿let, ha a tart· 

kºz®pvonal§nak elmozdul§si alakja a pozit²v y tengely ir§ny§b·l konk§v [30]. 

Mivel ez akkor tºrt®nik ²gy, ha a hajl²t·nyomat®ki ig®nybev®tel negat²v, ¼gy az 

ºsszef¿gg®st a kºvetkezŜ alakban alkalmazhatjuk: 

ώὼ

ρ ώὼ Ⱦ

ὓ ὼ

ὍϽὉ
 (4.39) 

Az itt l§that· differenci§legyenletrŜl elmondhat·, hogy: 

¶ kºzºns®ges, mivel csak egy v§ltoz·ja van, 

¶ m§sodrendŪ, mivel k®tszeresen deriv§lt tagja is van, 

¶ homog®n, mivel nincs gerjesztŜ tag, 

¶ §lland· egy¿tthat·s, mivel a tagok csak konstans mennyis®gekkel vannak 

megszorozva 

¶ nemline§ris, mivel az elsŜ deriv§lt n®gyzetesen szerepel. 

Ennek a differenci§legyenletnek nincs z§rt alak¼ megold§sa, ez®rt a 

gyakorlatban sokszor egy egyszerŪs²tett form§j§t alkalmazz§k, ami kis 

elfordul§sok eset®n (• å 5Á) megfelelŜ eredm®nyt ad: 

ώὼ
ὓ ὼ

ὍϽὉ
 (4.40) 

N®zz¿k meg, hogyan lehetne meghat§rozni a tart· elfordul§s-f¿ggv®ny®nek 

§ltal§nos ®s kºzel²tŜ megold§s§t az egyszerŪs²tett, line§ris differenci§legyenlet 

eset®n! 
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Hozzunk l®tre gondolatban egy, a bal oldal§n befogott tart·t, amelyre egy 

koncentr§lt F = 5000 N erŜ hat. A tart· hossza l = 1000 mm, hajl²t·merevs®ge 

(ὍϽὉ) = 4.2 Ͻ 1010 Nmm 2.  

Az §ltal§nos megold§shoz hozzuk l®tre a tart· ig®nybev®teli f¿ggv®ny®t: 

ὓ ὼ ὊϽὰ ὊϽὼ (4.41) 

Majd ezt helyettes²ts¿k vissza a (4.40)-es egyenletbe: 

ώὼ
ρ

ὍϽὉ
ϽὊϽὰ ὊϽὼ (4.42) 

A differenci§legyenlet megold§s§hoz sz¿ks®g¿nk van ¼n. perem®rt®kekre. Ezek 

hasonl· ®rt®kek, mint amit a kezdeti felt®teln®l szabunk, csak itt meg kell 

tekinteni, hogy a tart· milyen fizikai elmozdul§st vagy elfordul§st v®gezhet, ®s 

az alapj§n kell becs¿lni az ®rt®k¿ket.  

Mivel a tart· bal oldala befogott, ²gy tudjuk, hogy az elfordul§s a befog§sn§l nulla 

kell, hogy legyen (ȕ(0) = 0Á)! Ezek alapj§n fel²rhat·: 

ώὼ π π (4.43) 

Ezt a perem®rt®ket fogjuk felhaszn§lni a differenci§legyenlet megold§s§n§l. 

Integr§ljuk a (4.42) egyenletet: 

ώὼ
ρ

ὍϽὉ
Ͻ ὊϽὰ ὊϽὼϽὨὼ 

ρ

ὍϽὉ
Ͻ ὊϽὰϽὼ

ὊϽὼ

ς
ὅ 

(4.44) 

A C ®rt®k®t a peremfelt®telbŜl hat§rozhatjuk meg: 

ώὼ π π
ρ

ὍϽὉ
Ͻ ὊϽὰϽπ

ὊϽπ

ς
ὅ 

 

ὅ π 

(4.45) 

EbbŜl ad·d·an az §ltal§nos megold§s az elfordul§sra: 

ώὼ •ὼ
ρ

ὍϽὉ
Ͻ
ὊϽὼ

ς
ὊϽὰϽὼ  (4.46) 



104 

 

Az elj§r§s alaposabb megismer®se c®lj§b·l sz§m²tsuk ki  ώ • numerikus 

megold§sf¿ggv®ny elsŜ h§rom kºzel²tŜ ®rt®k®t h = 100 l®p®skºzzel, mindk®t 

(Euler, RK2) m·dszerrel. Kezdj¿k sz§m²t§sainkat az Euler m·dszerrel: 

• • ὬϽὪὼ  

π ρππϽ
ρ

τȢςϽρπ
ϽυπππϽρπππυπππϽπ πȢπρρωπτ ÒÁÄ 

 

• • ὬϽὪὼ  

πȢπρρωπτρππϽ
ρ

τȢςϽρπ
ϽυπππϽρπππυπππϽρππ 

 

πȢπςςφρω ÒÁÄ 

 

• • ὬϽὪὼ  

πȢπςςφρωρππϽ
ρ

τȢςϽρπ
ϽυπππϽρπππυπππϽςππ  

 

πȢπσςρτς ÒÁÄ 

(4.47) 

Majd v®gezz¿k el a sz§m²t§sokat az RK2 m·dszerrel is: 

• •
ρ

ς
Ὧ Ὧ  

Ὧ ὬϽὪὼȟὸ ρππϽ
ρ

τȢςϽρπ
ϽυπππϽρπππυπππϽπ  

 

πȢπρρωπτ 

 

Ὧ ὬϽὪὼ Ὧ ȟὸ Ὤ  

ρππϽ
ρ

τȢςϽρπ
ϽυπππϽρπππυπππϽπ ρππ  

 

πȢπρπχρτ 

• •
ρ

ς
Ὧ Ὧ π

ρ

ς
Ͻ πȢπρρωπτπȢπρπχρτ 

 

πȢπρρσπω ÒÁÄ 

(4.48) 
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• •
ρ

ς
Ὧ Ὧ  

 

Ὧ ὬϽὪὼȟὸ ρππϽ
ρ

τȢςϽρπ
ϽυππϽρπππυππϽρππ  

 

πȢπρπχρτ 

 

Ὧ ὬϽὪὼ Ὧ ȟὸ Ὤ  

ρππϽ
ρ

τȢςϽρπ
ϽυπππϽρπππυπππϽρππρππ  

 

πȢππωυςσ 

 

• •
ρ

ς
Ὧ Ὧ πȢπρρσπω

πȢπρπχρτπȢππωυςσ

ς
 

 

πȢπςρτςψ ÒÁÄ 

 

• •
ρ

ς
Ὧ Ὧ  

 

Ὧ ὬϽὪὼȟὸ ρππϽ
ρ

τȢςϽρπ
ϽυππϽρπππυππϽςππ  

 

πȢππωυςσ 

 

Ὧ ὬϽὪὼ Ὧ ȟὸ Ὤ  

ρππϽ
ρ

τȢςϽρπ
ϽυπππϽρπππυπππϽςππρππ πȢππψσσσ 

 

• •
ρ

ς
Ὧ Ὧ πȢπςρτςψ

πȢππωυςσπȢππψσσσ

ς
 

 

πȢπσπσυχ ÒÁÄ 
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A sz§m²t§sokat c®lszerŪ egy Excel f§jlban, k®pletek ®s egyszerŪ f¿ggv®nyek 

seg²ts®g®vel, leprogramozni. A v®geredm®nyeket radi§nban a 4.3 t§bl§zat kºzli: 

L®p®sek ώ  ώ  ώ  

0. 0 0 0 

1. -0.011904762 -0.011309524 -0.01131 

2. -0.022619048 -0.021428571 -0.021429 

3. -0.032142857 -0.030357143 -0.030357 

4. -0.04047619 -0.038095238 -0.038095 

5. -0.047619048 -0.044642857 -0.044643 

6. -0.053571429 -0.05 -0.05 

7. -0.058333333 -0.054166667 -0.054167 

8. -0.061904762 -0.057142857 -0.057143 

9. -0.064285714 -0.058928571 -0.058929 

10. -0.06547619 -0.05952381 -0.059524 

4.3 t§bl§zat. Euler- ®s RK2 m·dszer numerikus eredm®nyei 

Miut§n meghat§roztuk a tart· v®g®ig (l = 1000 mm) az elfordul§st, §tv§ltjuk a 

kapott radi§nokat fokokk§ ®s §br§zoljuk a f¿ggv®nyeket (4.8 §bra): 

 

4.8 §bra. A szºgelfordul§s v§ltoz§sa a hossz f¿ggv®ny®ben §ltal§nos, Euler ®s 

RK2 m·dszerrel 
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L§that·an az RK2 tºk®letesen kºzel²ti az analitikus  eredm®nyt, egy viszonylag 

durva l®p®skºzzel is, m²g az Euler m·dszer ugyanolyan l®p®skºz eset®n m®g 

10%-os hib§val kºzel²t (4.4 t§bl§zat). A k¿lºnbs®get term®szetesen gyorsan lehet 

csºkkenteni. Ha p®ld§ul az Euler-megold· eset®n h = 50-re csºkkentj¿k a 

l®p®skºzt, ¼gy a hiba m§r csak 5%-os, m²g h = 10 eset®n 1%-ra zsugorodik . 

Differenci§legyenlet 
megold§sa 

£rt®k (x = 100 mm) Hiba [%] 

Analitikus  -3.41 - 

RK2: h = 100 -3.41 0 

Euler: h = 100 -3.75 10 

Euler: h = 50 -3.58 5 

Euler: h = 10 -3.44 1 

4.4 t§bl§zat. A kºzel²t®s hib§ja 
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4.2.2. Nemline§ris differenci§legyenletek numerikus megold§sa 

Id§ig olyan differenci§legyenleteket n®zt¿nk meg, ahol az egyenlet line§ris volt, 

®s ismert¿k az §ltal§nos megold§st is. A kºvetkezŜ p®ld§ban a rugalmas sz§l 

differenci§legyenlet®nek nemline§ris v§ltozat§t fogjuk megoldani, ahol m§r csak 

a kºzel²tŜ m·dszerek eredm®nyeinek ºsszehasonl²t§s§b·l tudunk kºvetkeztetni 

arra, hogy megold§sunk kiel®g²tŜen helyes-e. 

Tekints¿k ism®t a (4.39)-es egyenletet: 

ώὼ

ρ ώὼ Ⱦ

ὓ ὼ

ὍϽὉ
 (4.39) 

A numerikus megold§shoz rendezz¿k az egyenletet ¼gy, hogy a legmagasabb 

rendŪ deriv§lt mindig az egyenlet bal oldal§n szerepeljen, m²g minden m§s a 

jobb oldalon foglaljon helyet!  Ez az ¼n. Kelvin-Thompson f®le visszavezet®si elv: 

ώὼ
ὓ ὼ

ὍϽὉ
Ͻρ ώὼ Ⱦ (4.49) 

Illessz¿k be az egyenletbe a kor§bban meghat§rozott nyomat®ki f¿ggv®nyt: 

ώὼ
ρ

ὍϽὉ
ϽὊϽὰ ὊϽὼϽρ ώὼ Ⱦ (4.50) 

Enn®l a megold§sn§l is ugyanazt a peremfelt®telt fogjuk alkalmazni, vagyis 

ώὼ π π. Legyen itt is a kezdeti l®p®skºz h = 100.  

Kezdj¿k el a megold§s keres®s®t az elsŜ h§rom pontban az Euler m·dszerrel: 

• • ὬϽὪὼ π ρππϽ
υπππ

τȢςϽρπ
ϽρππππϽρ π  

 

πȢπρρωπ ÒÁÄ 

 

• • ὬϽὪὼ  

 

πȢπρρωρππϽ
υπππ

τȢςϽρπ
ϽρπππρππϽρ πȢπρρω  

 

πȢπςςφς ÒÁÄ 

 

 

(4.51) 
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• • ὬϽὪὼ  

πȢπςςφςρππϽ
υπππ

τȢςϽρπ
ϽρπππςππϽρ πȢπςςφς  

 

πȢπσςρυ ÒÁÄ 

Majd folytassuk a m·dszert eg®szen 10 l®p®sen kereszt¿l, m²g meghat§rozzuk az 

eg®sz hossz ment®n az elfordul§sokat! Ezut§n tegy¿k meg ugyanezt az RK2 

m·dszer seg²ts®g®vel: 

• •
ρ

ς
Ὧ Ὧ  

 

Ὧ ὬϽὪὼȟὸ ρππϽ
υπππ

τȢςϽρπ
ϽρππππϽρ π  

 

πȢπρρωπ 

 

Ὧ ὬϽὪὼ Ὧ ȟὸ Ὤ  

ρππϽ
υπππ

τȢςϽρπ
Ͻρππππ ρππϽρ πȢπρρωπ  

 

πȢπρπχρ 

 

• π
πȢπρρωππȢπρπχρ

ς
πȢπρρσρ ÒÁÄ 

 

• •
ρ

ς
Ὧ Ὧ  

 

Ὧ ὬϽὪὼȟὸ  

ρππϽ
υπππ

τȢςϽρπ
ϽρπππρππϽρ πȢπρρσρ πȢπρπχρ 

 

Ὧ ὬϽὪὼ Ὧ ȟὸ Ὤ  

ρππϽ
υπππ

τȢςϽρπ
ϽρπππςππϽρ πȢπςςφρ πȢππωυσ 

(4.52) 
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• πȢπρρσρ
πȢπρπχρπȢππωυσ

ς
πȢπςρτσ ÒÁÄ 

 

• •
ρ

ς
Ὧ Ὧ  

 

Ὧ ὬϽὪὼȟὸ  

ρππϽ
υπππ

τȢςϽρπ
ϽρπππςππϽρ πȢπςρτσ πȢππωυσ 

 

Ὧ ὬϽὪὼ Ὧ ȟὸ Ὤ  

ρππϽ
υπππ

τȢςϽρπ
ϽρπππσππϽρ πȢπσπωφ πȢππψστ 

 

• πȢπςρτσ
πȢππωυσπȢππψστ

ς
πȢπσπσχ ÒÁÄ 

A v®geredm®nyeket h = 100 l®p®skºzzel a 4.5 t§bl§zat tartalmazza: 

L®p®sek ώ  ώ  

0. 0 0 

1. -0.011904762 -0.01131066 

2. -0.022621325 -0.02143420 

3. -0.032152446 -0.03037205 

4. -0.040498705 -0.03812395 

5. -0.047659142 -0.04468851 

6. -0.053631815 -0.05006375 

7. -0.05841428 -0.05424743 

8. -0.062004004 -0.05723749 

9. -0.0643987 -0.05903224 

10. -0.06559659 -0.05963059 

4.5 t§bl§zat. Euler- ®s RK2 m·dszer numerikus eredm®nyei 

A radi§nok fokokk§ val· §tv§lt§sa ut§n §br§zoljuk a numerikus megold§sokat 

(4.9 §bra).  
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4.9 §bra. A szºgelfordul§s v§ltoz§sa a hossz f¿ggv®ny®ben Euler ®s RK2 

m·dszerrel 

A  k®t m·dszer kºzºtt h = 100 eset®n m®g igen jelentŜs, 10%-os k¿lºnbs®g l§that·. 

Fontos azt is ®szrevenni, hogy a line§ris egyenlet elfordul§sf¿ggv®nye a 

v®gpontban (l = 1000) teljesen elhanyagolhat· m®rt®kben (0.6%) t®r el a 

nemline§ris egyenlet RK2-vel val· megold§s§t·l. Ezen kis elt®r®s miatt szok§s 

elhanyagolni a nemline§ris tagot a rugalmas sz§l differenci§legyenlet®bŜl. 

Az RK2 eset®ben, ha a l®p®st§vols§got csºkkentj¿k, akkor m§r csak kicsiny 

m®rt®kben v§ltozik, ²gy kijelenthetŜ, hogy hogy ez m·dszer h = 100 eset®n is j· 

eredm®nyt ad. Az Euler m·dszer eset®n le kell csºkkents¿k a l®p®skºzt  

h = 10-re, hogy az eredm®ny csak 1%-al t®rjen el az RK2 megold§s§hoz k®pest.  

A kapott eredm®nyek alapj§n azt a kºvetkeztet®st vonhatjuk le, hogy elsŜrendŪ, 

line§ris vagy nemline§ris differenci§legyenletek eset®n az Euler m·dszer is j·l 

alkalmazhat·, de legal§bb tized akkora  l®p®skºzt kell haszn§lni egy magasabb 

fok¼ (pl. RK2) kºzel²t®shez k®pest.  
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4.3. M§sodrendŪ differenci§legyenletek megold§sa 

Eddig  vagy olyan differenci§legyenleteket oldottunk meg, amelyek elsŜrendŪek 

voltak, vagy olyanokat, amelyekn®l csak az elsŜ deriv§ltat kellett meghat§rozni. 

Mindazon§ltal a mŪszaki ®letben igen gyakori a m§sod- vagy magasabb rendŪ 

differenci§legyenlet.  

A legtºbb matematikai m·dszer a magasabb-rendŪ differenci§legyenleteket 

visszavezeti elsŜrendŪ differenci§legyenlet-rendszerr®, ®s ²gy oldja meg a 

probl®m§t. P®ld§ul a MATLAB programrendszer fel®p²t®se is olyan, hogyha 

differenci§legyenletet k²v§nunk benne megoldani, vagy egy DAE-t, akkor §t kell 

alak²tanunk az alapegyenlet¿nket.  

A kºvetkezŜ alfejezetekben megismerj¿k a visszavezet®s m·dszer®t line§ris ®s 

nemline§ris esetekre, valamint bemutat§sra ker¿l az Euler-Cromer kºzel²t®s is, 

ahol a megold§shoz a vizsg§lt differenci§legyenlet¿nket nem kell differenci§l-

egyenlet-rendszerr® alak²tani. 

 

4.3.1. Line§ris differenci§legyenletek numerikus megold§sa 

A visszavezet®s elv®nek megismer®s®hez tekints¿nk meg egy p®ld§t! Vegy¿k a 

kºvetkezŜ differenci§legyenletet: 

ρπϽώὸ υϽώὸ ρππϽώὸ π (4.53) 

ami standard alakra hozva, 

ώὸ πȢυϽώὸ ρπϽώὸ π (4.54) 

Ez a m§sodrendŪ, line§ris, §lland· egy¿tthat·s, homog®n differenci§legyenlet 

olyan, mint egy rug·val ®s csillap²t·val rendelkezŜ egyszabads§gfok¼ lengŜ 

rendszer, ahol az m = 10 kg, k = 5 Ns/mm ®s s = 100 N/mm.  Legyen a kezdeti 

felt®tel: y (0) = 5, ώ (0) = 1. A kezdeti l®p®skºz legyen h = 0.1. 

Megjegyz®s: Az ilyen klasszikus, line§ris, m§sodrendŪ differenci§legyenletnek 

l®tezik analitikus megold§sa, ²gy c®lszerŪ a numerikus megold§st, a k¿lºnbºzŜ 

m·dszerek eset®n, azzal ºsszehasonl²tani. 

ElsŜ l®p®sk®nt (4.54)-et §t kell alak²tani egyenletrendszerr®, ²gy vezess¿nk be k®t 

¼j v§ltoz·t, y1-et ®s y2-Ŝt: 

ώ ώ 

ώ ώ 

²gy ad·dik, hogy 

ώ ώ 

(4.55) 
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Ahol y1 v§ltoz· jelen²ti meg a megold§s-f¿ggv®nyt, m²g y2 annak deriv§ltj§t.  

Ezek alapj§n fel lehet ²rni a kºvetkezŜ m·don az eredeti differenci§legyenletet, 

differenci§legyenlet-rendszerk®nt: 

ώ ώ 

ώ ώ υϽώ πȢπρϽώ 

(4.56) 

A k®t egyenletet foglaljuk egy vektor  egyenletbe: 

ώ
ώ

ώ
ρπϽώ πȢυϽώ  (4.57) 

majd alak²tsuk §t a jobb oldalt egy m§trix ®s egy vektor szorzat§ra: 

ώ
ώ

π ρ
ρπ πȢυ

Ͻ
ώ
ώ  

 

ὁ ἋϽὁ 

(4.58) 

Oldjuk meg a differenci§legyenlet-rendszert elŜszºr az explicit -, majd az implicit 

Euler m·dszerrel! Az explicit  vagy implicit  Euler m·dszer alkalmaz§sa 

differenci§legyenlet-rendszerekre gyakorlatilag ugyan¼gy tºrt®nik, csak most 

egy vektor egyenleten kell elv®gezni a mŪveleteket: 

ὁ ὁ ὬϽἋϽὁ (4.59) 

Sz§m²tsuk ki az elsŜ h§rom pontban a numerikus megold§s ®rt®keit! 

ὁ ὁ ὬϽἋϽὁ
ώ
ώ

ώ
ώ

υ
ρ

πȢρϽ
π ρ
ρπ πȢυ

Ͻ
υ
ρ

 

 

υȢρ
τȢπυ

 

 

ὁ ὁ ὬϽἋϽὁ
υȢρ
τȢπυ

πȢρϽ
π ρ
ρπ πȢυ

Ͻ
υȢρ
τȢπυ

 

 

τȢφωυ
ψȢωτχυ

 

 

 

(4.60) 
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ὁ ὁ ὬϽἋϽὁ
τȢφωυ
ψȢωτχυ

πȢρϽ
π ρ
ρπ πȢυ

Ͻ
τȢφωυ
ψȢωτχυ

 

 

σȢψππςυ
ρσȢρωυρ

 

Ezut§n Excel-ben k®sz²ts¿nk sz§m²t§si mŪveletet, hogy a megold§sf¿ggv®ny 

(y(t)) mellett az ¼n. f§zisdiagramot (ώώ) vagy f§zisteret (phase space, phase plot 

vagy phase portrait ) is megvizsg§lhassuk a t = [0-20] (s) tartom§nyon!  

Defin²ci·: A f§zist®rben egy dinamikai rendszer ºsszes lehets®ges §llapot§t 

§br§zolhatjuk, ahol minden lehets®ges §llapot a f§zist®r egy specifikus 

pontj§nak felel meg. Mechanikai rendszerek eset®n a f§zist®r §ltal§ban a 

helyzet- ®s a sebess®g (lend¿let) ºsszes lehets®ges ®rt®k®bŜl §ll. 

 ὸ ὫὪὸ  

ahol, 

ώὸ Ὢὸ 

ώὸ Ὣὸ 

(4.61) 

A f§zist®r ®rtelmez®s®re ®s alkalmaz§s§ra a nemline§ris rendszerek vizsg§lata 

sor§n t®r¿nk ki. 

Ha elv®gezz¿k a sz§m²t§sokat a megadott h = 0.1 l®p®skºzzel, a kºvetkezŜ 

eredm®nyt kapjuk (4.10 §bra): 

 

4.10 §bra. Differenci§legyenlet megold§sa: 1. kºzel²t®s 

-600

-450

-300

-150

0

150

300

450

600

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20y 
[m

m
]

IdŜ [s]Explicit Euler (h = 0.1)



115 

 

 

4.11 §bra. F§zisdiagram: 1. kºzel²t®s 

A numerikus megold§s ilyen l®p®skºz mellett a v®gtelenbe diverg§l, vagyis nem 

vezet megfelelŜ eredm®nyre. Kezdj¿k el finom²tani a kºzel²t®st (4.12 ®s 4.13 

§br§k) pl. azzal, hogy megfelezz¿k a l®p®st§vols§got (h = 0.05). 

 

4.12 §bra. Differenci§legyenlet megold§sa: 2. kºzel²t®s 
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4.13 §bra. F§zisdiagram: 2. kºzel²t®s 

A  leng®sk®p ®s a f§zisdiagramm alakja l§that·an fejlŜdºtt, sokkal stabilabb 

megold§st mutat, azonban a k®p csal·ka! A f§zisdiagram alapj§n ak§r ¼gy 

v®lhetn®nk, hogy nincs csillap²t§s ®s a rendszer a perpetuum mobile -k 

ºrºkmozg· vil§g§t ®li. A  numerikus megold§sunk m®g mindig nem el®g j·, 

tov§bbi finom²t§s sz¿ks®ges! Csºkkents¿k a l®p®skºzt h = 0.01-re ®s tekints¿k 

meg a 4.14 ®s 4.15 §br§n l®vŜ eredm®nyeket! 

 

4.14 §bra. Differenci§legyenlet megold§sa: 3. kºzel²t®s 
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4.15 §bra. F§zisdiagram: 3. kºzel²t®s 

Ezzel a l®p®st§vols§ggal mind a megold§sf¿ggv®ny, mind a f§zisdiagramm 

fokozatosan konverg§l a null§hoz. N®zz¿k meg, hogy mekkora l®p®skºzre van 

sz¿ks®g¿nk ahhoz, hogy fenn§lljon a Ǥ Ò 5%! A konvergenci§t vizsg§ljuk az y 

(10) helyen (4.6 t§bl§zat)! 

h [s] y (10) [mm]  Ǥ [%] 

0.01 0.6803 
12 

0.0075 0.6001 

0.0075 0.6001 
12 

0.005 0.5309 

0.005 0.5309 
10 

0.0025 0.4690 

0.0025 0.4690 
10 

0.0005 0.4247 

0.0005 0.4247 
0.5 

0.0004 0.4226 

4.6 t§bl§zat. Explicit Euler megold§s v§ltoz§sa a l®p®skºzºk f¿ggv®ny®ben 
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A  4.6-os t§bl§zatot megtekintve  l§that·an igen sok iter§ci·t kellett elv®gezni, 

hogy a megold§sok k¿lºnbs®geit 5% al§ siker¿ljºn szor²tani. V®g¿l, h = 0.0004-es 

l®p®skºzzel lehetett ®rni a k²v§nt pontoss§got, de itt m§r kºzel 25.000 l®p®st 

ig®nyel a sz§m²t§s. Itt m§r ®rz®kelhetŜ, hogy az elsŜrendŪ differenci§l-

egyenlethez k®pest tetemesebb sz§m²t§si kapacit§st ig®nyelnek a m§sodrendŪ 

differenci§legyenletek, fŜleg, ha egyszerŪ (Euler) megold·kat alkalmazunk. 

KºvetkezŜ l®p®sk®nt vizsg§ljuk meg ism®t a (4.58) egyenletrendszert azonos 

kezdeti ®rt®kekkel ®s l®p®skºzzel, de az implicit Euler m·dszerrel! Az implicit 

Euler m·dszer a kºvetkezŜ ºsszef¿gg®sbŜl indul ki: 

ὁ ὁ ὬϽἋϽὁ  (4.62) 

L§that·an, itt az i+1-edik deriv§ltat kell figyelembe venni. Ahhoz, hogy ezt 

megoldjuk , §t kell rendezz¿k az egyenlet¿nket: 

ὁ ὬϽἋϽὁ ὁ 

 

ἏϽὁ ὬϽἋϽὁ ὁ 

 

Ἇ ὬϽἋ Ͻὁ ὁ 

 

ὁ Ἇ ὬϽἋ Ͻὁ ἔ Ͻὁ 

(4.63) 

A v®gsŜ ºsszef¿gg®s igen egyszerŪ, viszont tartalmaz egy m§trix inverzi·t is.  

A J m§trix inverz®t a kºvetkezŜk®ppen k®pezhetj¿k: 

ἔ
ὥὨὮἔ

ὨὩὸἔ
 (4.64) 

h = 0.1-es l®p®skºz eset®n J egyenlŜ: 

ἔ Ἇ ὬϽἋ
ρ π
π ρ

πȢρϽ
π ρ
ρπ πȢυ

 

 

ρ π
π ρ

π πȢρ
ρ πȢπυ

ρ πȢρ
ρ ρȢπυ

 

(4.65) 

2x2-es m§trixok eset®n az inverzi·t igen egyszerŪen megtehetj¿k, hiszen: 

ἔ
ὥ ὦ
ὧ Ὠ

ρ

ὥϽὨ ὦϽὧ
Ͻ
Ὠ ὦ
ὧ ὥ

 (4.66) 
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Behelyettes²tve az egy¿tthat·kat a kºvetkezŜ eredm®nyt kapjuk: 

ἔ
ρ πȢρ
ρ ρȢπυ

ρ

ρϽρȢπυ πȢρϽρ
Ͻ
ρȢπυπȢρ
ρ ρ

 

 

ρ

πȢψφωυφυ
Ͻ
ρȢπυπȢρ
ρ ρ

πȢωρσπτπȢπψφωφ
πȢψφωυχπȢψφωυχ

 

(4.67) 

Miut§n meghat§roztuk az invert§lt J m§trixot, sz§m²tsuk ki az elsŜ h§rom 

pontban a numerikus megold§s ®rt®keit az implicit Euler m·dszerrel! 

ὁ
ώ
ώ ἔ Ͻὁ

πȢωρσπτπȢπψφωφ
πȢψφωυχπȢψφωυχ

Ͻ
υ
ρ

τȢφυςρ
σȢτχψς

 

 

ὁ ἔ Ͻὁ
πȢωρσπτπȢπψφωφ
πȢψφωυχπȢψφωυχ

Ͻ
τȢφυςρ
σȢτχψς

σȢωτυρ
χȢπφωω

 

 

ὁ ἔ Ͻὁ
πȢωρσπτπȢπψφωφ
πȢψφωυχπȢψφωυχ

Ͻ
σȢωτυρ
χȢπφωω

ςȢωψχσ
ωȢυχψσ

 

(4.68) 

Az elŜzŜ sz§m²t§sokhoz hasonl·an k®sz²ts¿nk sz§m²t§si mŪveletet, hogy a 

rendszer mozg§s§t elemezhess¿k az elsŜ 20 m§sodpercben! Ha elv®gezz¿k a 

sz§m²t§sokat a megadott h = 0.1 l®p®skºzzel, a kºvetkezŜ eredm®nyt kapjuk  

(4.16 ®s 4.17 §bra). 

 

4.16 §bra. Differenci§legyenlet megold§sa: 1. kºzel²t®s 
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4.17 §bra. F§zisdiagram: 1. kºzel²t®s 

Az implicit m·dszern®l egy viszonylag  durva l®p®skºz (h = 0.1) mellett is l§that· 

egy trend a megold§sf¿ggv®nyben ®s a f§zisdiagrammban. Vegy¿k ®szre, hogy 

enn®l a megold§sn§l y(2) å 1, m²g a v®gsŜ explicit numerikus  megold§s y(2) å 3! 

EbbŜl kºvetkezŜen ez a numerikus megold§s m®g nem el®g j·! Csºkkents¿k a 

l®p®skºzt a tized®re (h = 0.01), ®s tekints¿k meg ism®t a megold§st  

(4.18 ®s 4.19 §br§k). 

 

4.18 §bra. Differenci§legyenlet megold§sa: 2. kºzel²t®s 
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4.19 §bra. F§zisdiagram: 2. kºzel²t®s 

A kºzel²t®s sokkal jobb ®s stabilabb, de a k®t l®p®s kºzºtt m®g nagy v§ltoz§sok 

l®pnek fel a f¿ggv®nyben. Hat§rozzuk meg, hogy mekkora l®p®skºzre van 

sz¿ks®g¿nk ahhoz (4.7 t§bl§zat), hogy fenn§lljon a Ǥ Ò 5%, az y (10) helyen! 

h [s] y (10) [mm]  Ǥ [%] 

0.01 0.2518 
12 

0.0075 0.2853 

0.0075 0.2853 
12 

0.005 0.3231 

0.005 0.3231 
10 

0.0025 0.3659 

0.0025 0.3659 
10 

0.0005 0.4041 

0.0005 0.4041 
0.5 

0.0004 0.4062 

4.7 t§bl§zat. Implicit  Euler megold§s v§ltoz§sa a l®p®skºzºk f¿ggv®ny®ben 
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Az implicit Euler eset®n, gyakorlatilag ugyan ann§l a l®p®st§vn§l esett a v§ltoz§s 

10%-r·l 0.5%-ra, mint az explicit megold·n§l.  

Ha a k®t m·dszert ºsszehasonl²tjuk azonos l®p®skºz mellett  (4.10 ®s 4.16 §bra), 

az implicit m®g durva megold§s eset®n is k®pes a f¿ggv®ny trendj®t megadni, 

m²g az explicit teljesen irre§lis eredm®nyt produk§l. Elmondhat· teh§t az, hogy 

az implicit m·dszer nagy elŜnye, hogy stabilabb numerikus megold§st biztos²t, 

vagyis a sz§m²t§sok sor§n a f¿ggv®nyek ritk§bban ărobbannak feló. 

Ez a tulajdons§ga ºsszetettebb rendszerekn®l j·l jºn, mivel a sŪrŪ l®p®skºz miatt 

nagyon sok lenne a sz§m²t§si ig®ny. Fontos megjegyezni, hogy ennek a 

m·dszernek a legegyszerŪbb form§j§t alkalmaztuk, amit , ha tov§bb finom²tunk, 

akkor a megold§sok pontoss§ga is nºvekedni fog a l®p®skºz csºkkent®s®vel. 
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4.3.2. Nemline§ris differenci§legyenletek numerikus megold§sa 

Az elŜzŜ alfejezetben megtekintett¿k, hogyan lehet m§sodrendŪ, §lland· 

egy¿tthat·s, homog®n differenci§legyenleteket megoldani explicit vagy implicit 

m·don. 

Ebben a fejezetben azt vizsg§ljuk meg, mit lehet tenni abban az esetben, ha a 

differenci§legyenlet nemline§ris. 

Az eddig t§rgyalt m·dszerekkel, az Euler m·dszer explicit ®s implicit form§ival, 

id§ig sikeresen lehetett megoldani az ºsszes probl®m§t. Tegy¿nk k²s®rletet arra 

vonatkoz·an, hogy a k®t m·dszert nemline§ris rendszerekre is kiterjessz¿k! 

Vegy¿k pl. a fizikai inga differenci§legyenlet®t: 

•
σϽὫϽίὭὲ•

ςϽὰ
 (4.69) 

Ez egy m§sodrendŪ, homog®n, nemline§ris, §lland· egy¿tthat·s, hi§nyos 

differenci§legyenlet, ahol l = 1 m, g = 9.81 m/s2. Legyen a kezdeti felt®tel: 

•π  -0.5235 rad (-30Á), •π π rad/s. A le²r§s miatt az inga egyens¼lyi 

helyzete -90Á-n§l van. A kezdeti l®p®st§vols§g legyen h = 0.005.  

Ezt az egyenletet is §t lehet alak²tani egyenletrendszerr®, vezess¿nk is be k®t ¼j 

v§ltoz·t, y1-et ®s y2-Ŝt: 

• ώ 

• ώ 

²gy, 

• ώ 

(4.70) 

Ċrjuk fel ism®t az eredeti egyenletet, egyenlet-rendszerk®nt: 

ώ ώ 

ώ •
σϽὫ

ςϽὰ
ϽίὭὲώ 

(4.71) 

Mivel az egyenlet¿nk nemline§ris ²gy nem tudjuk ὁ ἋϽὁ alakra hozni . Ez k®t 

okb·l rossz h²r, ha implicit m·dszert alkalmazn§nk.  

1. Mivel nem lehet lev§lasztani az A  m§trixot, ²gy nem lehet elv®gezni az 

invert§l§st! 

2. Tov§bb§, ha meghagyjuk ilyen form§j§ban, akkor az implicit m·dszer 

miatt az egyenlet mindk®t oldal§n ott lesz az ismeretlen. Ilyenkor  csak egy 

kºzbeiktatott numerikus gyºkkeres®ssel tudjuk az eredm®nyt meg-

hat§rozni. 
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Ha az explicit Euler m·dszerrel oldjuk meg a  (4.69) egyenletet, akkor azt 

tapasztaljuk, hogy az eredm®ny diverg§lni kezd, b§rmennyire is csºkkentj¿k a 

l®p®skºzt (4.20 §bra). 

 

4.20 §bra. Explicit Euler m·dszer diverg§l· megold§sa 

Ezen a p®ld§n kereszt¿l megtapasztalhat·, hogy m§sodrendŪ, nemline§ris 

differenci§legyenletek eset®n a klasszikus Euler-f®le explicit kºzel²t®s nem 

alkalmazhat·. 

Mivel a l®p®st§vols§g nºvel®se eredm®nytelen volt enn®l a megold·n§l, 

magasabb rendŪ kºzel²t®st kell alkalmazni, pl. RK2.  

Tekints¿k ism®t a (4.69) egyenlet-rendszert, majd vezess¿nk be az egyenletekhez 

kapcsol·d·an k®t ¼j param®tert: 

ώ ώ Ὢ 

ώ ώ
σϽὫ

ςϽὰ
ϽίὭὲώ Ὢ 

(4.72) 

Ezut§n n®zz¿k meg, hogy egyenletrendszer eset®n, hogyan kell alkalmazni az 

RK2-es megold·t: 

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

(4.73) 
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Ahol a k param®tereket a kºvetkezŜk®ppen lehet meghat§rozni: 

Ὧ ὬϽὪώȟώȟὸ 

Ὧ ὬϽὪώȟώȟὸ 

Ὧ ὬϽὪώ Ὧ ȟώ Ὧ ȟὸ Ὤ 

Ὧ ὬϽὪώ Ὧ ȟώ Ὧ ȟὸ Ὤ 

(4.74) 

Sz§m²tsunk ki h§rom l®p®st a m·dszer megismer®se c®lj§b·l.  

A f¿ggv®nybe val· behelyettes²t®sn®l a szºgeket radi§nba adjuk meg  

(30Á = 0.523599 radi§n). A kezdeti l®p®st§vols§g itt is legyen h = 0.005,  

m²g  
Ͻ

Ͻ
 = 14.715. 

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

 

Ὧ πȢππυϽπ π 

Ὧ πȢππυϽ ρτȢχρυϽÓÉÎπȢυςσυωωπȢπσφχω 

Ὧ πȢππυϽπ πȢπσφχωπȢπππρψ 

Ὧ πȢππυϽ ρτȢχρυϽÓÉÎπȢυςσυωωπ πȢπσφχω 

 

ώ πȢυςσυωω
π πȢπππρψ

ς
πȢυςσυπχ ÒÁÄ 

ώ π
πȢπσφχωπȢπσφχω

ς
πȢπσφχω ÒÁÄȾÓ 

 

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

 

Ὧ πȢππυϽ πȢπσφχωπȢπππρψσω 

Ὧ πȢππυϽ ρτȢχρυϽÓÉÎπȢυςσυπχπȢπσφχψ 

Ὧ πȢππυϽ πȢπσφχωπȢπσφχψπȢπππσχ 

Ὧ πȢππυϽ ρτȢχρυϽÓÉÎπȢυςσυπχπȢπππρψσωπȢπσφχχ 

 

(4.75) 
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ώ πȢυςσυπχ
πȢπππρψσωπȢπππσχ

ς
πȢυςσςσρ ÒÁÄ 

ώ πȢπσφχω
πȢπσφχψπȢπσφχχ

ς
πȢπχσυφ ÒÁÄȾÓ 

 

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

ώ ώ
ρ

ς
ϽὯ Ὧ  

 

Ὧ πȢππυϽ πȢπχσυφπȢπππσφχψ 

Ὧ πȢππυϽ ρτȢχρυϽÓÉÎπȢυςσςσρπȢπσφχφ 

Ὧ πȢππυϽ πȢπχσυφπȢπσφχφπȢπππυυ 

Ὧ πȢππυϽ ρτȢχρυϽÓÉÎπȢυςσςσρπȢπππσφχψπȢπσφχτ 

 

ώ πȢυςσςσρ
πȢπππσφχψπȢπππυυ

ς
πȢυςςχχρ ÒÁÄ 

ώ πȢπχσυφ
πȢπσφχφπȢπσφχτ

ς
πȢρρπσς ÒÁÄȾÓ 

V®gezz¿k el a l®p®seket t = [0 ð 5] (s) tartom§nyon, ®s §br§zoljuk a megold§st  

(4.21 §bra). 

 

4.21 §bra. RK2 m·dszer megold§sa 

A magasabb rendŪ kºzel²t®s l§that·an j·l kezeli a probl®m§t, a megold§s stabil.  
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Levonhatjuk azt a kºvetkeztet®st, hogy az RK2 m·dszer j·l alkalmazhat·, ha 

m§sodrendŪ nemline§ris differenci§legyenletet kell megoldanunk. Azt is 

l§thatjuk, hogy b§r nem okoz lek¿zdhetetlen probl®m§t az RK2 adapt§l§sa pl. 

egy Excel fel¿leten, de ®rezhetŜen tºbb figyelmet ®s munk§t ig®nyel a 

programoz§sa. 

Oldjuk meg  a (4.69)-es nemline§ris differenci§legyenletet az Euler-Cromer 

m·dszerrel is! 

•
σϽὫϽίὭὲ•

ςϽὰ
 (4.69) 

A kezdeti felt®tel itt is ugyanaz, mint az RK2 eset®n, vagyis 

 •π  30Á, •π π. A kezdeti l®p®st§vols§g: h = 0.005.  

Sz§m²tsunk ki h§rom l®p®st, a m·dszer megismer®se c®lj§b·l. 

• Ὢ•Ƞ• ρτȢχρυϽÓÉÎπȢυςσυ χȢσυχυ ÒÁÄȾÓ  

 

• • ὬϽ• π πȢππυϽ χȢσυχυ πȢπσφχω ÒÁÄȾÓ 

 

• • ὬϽ• πȢυςσυπȢππυϽ πȢπσφχωπȢυςστ ÒÁÄ 

 

 

• Ὢ•Ƞ• ρτȢχρυϽÓÉÎπȢυςστ χȢσυπτ ÒÁÄȾÓ  

 

• • ὬϽ• πȢπσφχωπȢππυϽ χȢσυπτ πȢπχσυ ÒÁÄȾÓ 

 

• • ὬϽ• πȢυςστπȢππυϽ πȢπχσυπȢυςσπ ÒÁÄ 

 

 

• Ὢ•Ƞ• ρτȢχρυϽÓÉÎπȢυςσπ χȢστστ ÒÁÄȾÓ  

 

• • ὬϽ• πȢπχσυπȢππυϽ χȢστστ πȢρρπσ ÒÁÄȾÓ 

 

• • ὬϽ• πȢυςσππȢππυϽ πȢρρπσπȢυςςτ ÒÁÄ 

(4.76) 

V®gezz¿k el a l®p®seket t = [0 ð 5] (s) tartom§nyon, ®s hasonl²tsuk ºssze a 

megold§st az RK2-vel kapott eredm®nyekkel (4.22 §bra). 
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4.22 §bra. Az RK2 ®s az Euler-Cromer m·dszer ºsszehasonl²t§sa 

L§that·an, a kettŜ kºzel²t®s kºzºtt a k¿lºnbs®g eleny®szŜ. Hasonl²tsuk ºssze az 

RK2 ð Euler-Cromer, az RK4 ð Euler-Cromer, valamint a k®t Runge-Kutta f®le 

kºzel²t®s eset®n, hogy mekkora a differencia  (Ǥ = • ĕ • ĕ ) a 

sz§m²tott szºgek kºzºtt (4.23 §bra). 

 

4.23 §bra. A Euler-Cromer ®s az RK2-4 m·dszer kºzºtti sz§m²tott k¿lºnbs®g 

EbbŜl az §br§b·l l§thatjuk, ha a Runge-Kutta m·dszereket tekintj¿k etalonnak, 

akkor az Euler-Cromer m·dszer a maxim§lis elmozdul§s sz§zad§n§l is kisebb 

m®rt®kben t®r el ezen m·dszerek §ltal kapott eredm®nyektŜl.  
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Miut§n megismert¿k k¿lºnbºzŜ numerikus m·dszerek nemline§ris 

egyenletekre val· alkalmaz§s§t, n®zz¿k meg, hogy nagy elmozdul§sok eset®n 

mennyire t®r el egy line§ris modell a nemline§rist·l. Tanulm§nyainkb·l  

eml®kezhet¿nk, hogy a line§ris modell kicsi (• å 5Á) kit®r®sekig j·l le²rja a 

mozg§st.  

A  fizikai inga line§ris modell je:  

•
σϽὫϽ•

ςϽὰ
 (4.77) 

Oldjuk meg az inga line§ris modellj®t az Euler-Cromer m·dszerrel 5Á-15Á-30Á ®s 

90Á kezdeti kit®r²t®ssel, h = 0.005 l®p®st§vols§ggal, majd tekints¿k meg az 

eredm®nyeket a 4.24-27 §br§kon. 

 
 4.24 §bra. Fizikai inga numerikus megold§sai  

(5Á kezdeti kit®r²t®ssel) 

Az adott ( t = 5 m§sodperc) intervallumon megoldott egyenlet eredm®nyeibŜl azt 

l§thatjuk, hogy a line§ris modell 5Á-ig teljesen fedi, m²g kb. 15Á kit®r®sig, j·l kºveti 

a nemline§ris modellt is (4.24 ®s 4.25 §br§k). 
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4.25 §bra. Fizikai inga numerikus megold§sai   

(15Á kezdeti kit®r²t®ssel) 

 

4.26 §bra. Fizikai inga numerikus megold§sai  

(30Á kezdeti kit®r²t®ssel) 

30Á kezdeti kit®r®sn®l a k®t megold§s kºzºtt m§r szignifik§nsan nŜ a k¿lºnbs®g 

(4.26 §bra), fŜleg, ha 90 fokig t®r²tj¿k ki az ing§t az ind²t§s pillanat§ban  

(4.27 §bra).  

Azt a kºvetkeztet®st vonhatjuk le, hogy a line§ris modell 15Á kezdeti kit®r®sig 

viszonylag pontosan haszn§lhat·, amennyiben a kezdeti szºgsebess®g z®rus. 
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4.27 §bra. Fizikai inga numerikus megold§sai   

(90Á kezdeti kit®r²t®ssel) 

Ha l®tezik kezdeti szºgsebess®g, akkor annak nºveked®s®vel a k®t modell kºzºtti 

elt®r®s rohamosan nºvekedni kezd.  

N®zz¿k meg ezt a v§ltoz§st a line§ris ®s nemline§ris megold§sok kºzºtt, ha 

•π ρ rad/s , •π σ rad/s , vagy •π υ rad/s  (4.28 §bra). 

 

4.28 §bra. Fizikai inga numerikus megold§sai  

(k¿lºnbºzŜ kezdeti szºgsebess®ggel) 
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A fŜ kinematikai eredm®nyek k¿lºnbºzŜ megold§sa ut§n t®rj¿nk r§ a kinetik§ra.  

Mivel  rendelkez®s¿nkre §ll mind a • f¿ggv®ny, mind annak deriv§ltja, ²gy meg 

tudjuk hat§rozni a (3.50) ºsszef¿gg®seibŜl az inga s¼lypontj§nak gyorsul§sait, 

vagy a felf¿ggeszt®sben ®bredŜ erŜk v§ltoz§s§t az idŜ, vagy az elfordul§s 

f¿ggv®ny®ben. Tekints¿k meg az erŜk alakul§s§t (4.29 ®s 4.30-as §br§k) akkor, ha 

30Á-ig t®r²tett¿k ki az ing§t. 

 

4.29 §bra. A k®nyszererŜ komponensek v§ltoz§sa az idŜ f¿ggv®ny®ben  

(30Á kezdeti kit®r²t®ssel) 

 

4.30 §bra. A k®nyszererŜ komponensek v§ltoz§sa az elfordul§s f¿ggv®ny®ben 

(30Á kezdeti kit®r²t®ssel) 
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4.4. Gyakorl· feladatok 

4.4.1. Fut·macska-daru differenci§legyenlet-rendszere ®s megold§sa 

Oldjunk meg gyakorl§sk®ppen egy m§sodrendŪ differenci§legyenlet-rendszert! 

Tekints¿k ehhez a (3.57) egyenlet ὼ ®s • egyenleteit. 

ὼ
ςάὰϽὧέί•Ͻ• τὯὼ τίὼ

σ
ςάὫϽίὭὲς•

τά ά σά Ͻὧέί•
 

 

•
σάὰϽὧέί•ϽίὭὲ•Ͻ• φίὭὲ•Ͻίὼ Ὧὼ φὫϽὧέί•ά ά

τάὰ άὰ σάὰϽὧέί•
 

(4.78) 

Az itt l§that· m§sodrendŪ differenci§legyenlet-rendszert vissza lehet vezetni 

n®gy darab elsŜrendŪ egyenletre, hogy pl. egy RK2-4 m·dszerrel megoldjuk. 

Hagyjuk a rendszert ebben a form§ban, ®s oldjuk meg az Euler-Cromer 

m·dszerrel! 

Legyenek a rendszer param®terei a kºvetkezŜk: m1 = 10 kg, m2 = 1 kg, l = 1 m,  

g = 9.81 m/s 2, k = 50 Ns/m , s = 3000 N/m.  

Legyenek a rendszer kezdeti felt®telei a kºvetkezŜk: ὼ(0) = 0.5 m, ὼ(0) = 0 m/s , 

valamint •(0) =-0.5235 rad (-30Á), •(0) = 0 rad/s.   

A le²r§s miatt az inga egyens¼lyi helyzete -90Á-n§l van. A l®p®skºz legyen  

h = 0.0005. Sz§m²tsunk ki egy l®p®st, a m·dszer megismer®se c®lj§b·l. 

ὼ Ὢ•ȠὼȠ•ȠØ  

 

ρ

τϽρπ ρ σϽρϽÃÏÓπ
Ͻ 

 

ςϽρϽρϽÃÏÓ• Ͻ• τϽυπϽὼ τϽσπππϽὼ  

 

σ

ς
ϽρϽωȢψρϽÓÉÎς• ρσωȢπςσ ÍȾÓ  

 

ὼ ὼ ὬϽὼ π πȢπππυϽ ρσωȢπςσ πȢπφωυ ÍȾÓ) 

 

ὼ ὼ ὬϽὼ πȢυ πȢππυϽ πȢπφωυπȢτωωω Í  

 

(4.79) 
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• Ὢ•ȠὼȠ•ȠØ  

 

ρ

τϽρπϽρ ρϽρ σϽρϽρϽÃÏÓ•
Ͻ 

 

(σϽρϽρϽÃÏÓ• ϽÓÉÎ• Ͻ• φϽÓÉÎ• ϽσπππϽπȢυ υπϽπ  

 

φϽωȢψρϽÃÏÓ• Ͻρπρ ρρχȢπρρ ÒÁÄȾÓ  

 

• • ὬϽ• π πȢππυϽ ρρχȢπρρ πȢπυψυ ÒÁÄȾÓ 

 

• • ὬϽ• πȢυςσυπȢππυϽ πȢπυψυ πȢυςσφ ÒÁÄ 

V®gezz¿k el a l®p®seket t = [0 ð 5] (s) tartom§nyon. A kºnnyebb ®rthetŜs®g miatt 

az elfordul§sokat §tv§ltjuk fokba, m²g a szºgsebess®geket rad/s-bŜl frekvenci§ba 

(1/s).  Ezek ut§n tekints¿k meg a kapott eredm®nyeket (4.31-34 §bra). 

 

4.31 §bra. Az anyagi pont mozg§sa az x tengely ment®n 
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4.32 §bra. Az anyagi pont f§zisdiagramja 

 

4.33 §bra. Az inga elfordul§sa az z tengely kºr¿l 

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

-0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6

d
x/

d
t [

m
/s

]

Elmozdul§s [m]

-210

-180

-150

-120

-90

-60

-30

0

30

0 1 2 3 4 5

E
l
f
o
r
d
u
l
§
s

 [
Á]

IdŜ [s]ה-Inga elfordul§s



136 

 

 

4.34 §bra. Az inga f§zisdiagramja 
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