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ELSSZD

A Tobbtestdinami kamU mo & e [melyme® £ la jegyzet
kapcsoleldsikdl eges c¢c®Il j a, hogy hallgat: -im k®
egy t°bbt e proglammsamizkt si®ig @ @il k ai rendszereket
®s el emezni

Az ®vek sor8n azmel &hetl sboekn nke®r da®st 8r gy hoz |
szakirodalmatt anul m8 rEyzoezkv ea K ®rzd @ednaflg hogy bSv2tse
az 8t abd m®Ismaretanyagot, ®sa sz 8§ m2 t - gwWaple-smélldtes s

nagyobb hangswy ker¢lj°n a mechani kai mo
| evezetett di frfeerdesnzcdar8 | rewymernilkeus megol d8s §r

Fel veetdd k ®r d®st® bboggt di nami ka v aipamka nem c s
bSv2tetaPlgak,hagyd 8 k®t t §rgyban sok k°z©°s r ®sz
Yaj , eddig i1 ssmeretlen el em

A dinamika adja az alapegyenleteket (e nd ¢ I®esper d ¢l et t ®t el ) ame
Tbbtestdinami k8ban ki eg®sz¢l nek az Yagy ne
A di nami k 8nbgganuljuk, hogy mi k®nt |I®tkgaPjnbRzS

mechanikai rendszerek d 81 t al §ban oldiifdamrien&lit8§l egyenl et
megi smer | gnalitkasznoekg ol d 8stabhbt esAt di nami k8ban Yj
m- dokatr inkmeme g, ®s me gt an lethef a kne 8 rhiog y ®ani k-
nemline8ris differenci8legyenleteket megol d

T8rgyam oktat®8em¢lseotr 8nz8miks ated ji Swmal kut at
ker ¢l tem k.apAk swealbd kb d e s z@sl gkea MRzsiel&tz§ € inClket e k
abba az ir€mybajeppggt megsz¢l et hessen

El sSk®nt h§8l &8s ®r2vwel |l eml @bk era(@hk)eggkori docens
t ansz ®ki rak oakil MBgs& n® | ®vti zedes folyamatdstars 8 g u n k
buzd2talt§l koz8deai rflkGKearg,| ei ben, hogy Kk ®pezze
tanul jam a ,mat é&wwmgysm fé § kapcsolatot egy kedves stuttgarti

b ar gat, pkbhezt ©° bb ®vsz azkerndeeis bar 8t s8g f Uzt e

¢ | t asmerhettem meg Dr. Peter Eberhard professzor urat, aki az el s
kapcsol atfel v®t el a Swttggrin Egysteqn h Alkalmazott ®s

Numerikus Mechani k a [l mts®@z e tulte f(¢r Technische
Mechani, ahol m®I y szakmai besz®egygt ®sek® nme BL €
(TechnischeDynamjk i s nekemzadom&mgy t°bbtestdi nami
gyar apz2t halsSslaem dtagpmatmi v §ci -nmun k8o gtpeanb et

al kal mazzam ezt a m-dszert ®s hogy m®l yen @

A kutat §shoznk &Empesdlard- pr ofadissrsegar keergst s ®g
| enletet, m2 g tan?2t8shozakaposajlVmdussimyort egy Yj
ember fel ®, aki negyYontnbe-c sat et 68dg§sadeztem fe

1



Dr. Arend Schwab professzor¥sar t °bb ®vtizede tan?2t m8r t
delftiegyetemen. H Sad§8sai nak f el ®propgp@smeegfogatt, Sa®®s&§ s m- d
arra vezetett, hogy jegyzetem egyes fejezeteitSc hwab prokeé Sard@s a var
al ap@manfel. Cgy ker ¢l tek bmintal w&rhbt ®sztdknami
rendszer | e 2 rESler eegyemletekkelwagg mvi rt u8l i s teljes?
el v®Uleve az Euler-s z° gek ®s S z°gseb.eEakih azk kapcs
el Sad8sokkal ®s p®l d8&kkal nagyon sz@sml ®l et e
a kapott di namKkla? n sk s fNetn Jie.bap§§ntdt®kozo
k°nyv®vel i s .

Ha numerikus vagy magyarosan k°zel 2t S sz&8m2t §sokr - | ol
bSs®gesen jehehar&n m@&gt hearmel ¥@fI| ejt@kar ®s z t
kozel 2t ®sek numer i ki d®8 p 8stttaobsi sl & gt 88tEz8et t 8rgy
szembenat ®m& hoz Kk a-plcskildal-ggzot aritkks ®rt hetS p®

Ezeket a bonyolultnak tUnS m-dszereket ®s
sz&§momraappant egggsyekUrd Hba tarbdr. rRPpr,l Sivdt a§

professzor Yar akinek etzéant arle g krr$Sz®me m, \
hozz8) §8Eul &8Z8t®lI mMm®Any adta az °tletet, hogy

sz8ms8§r a, ®rt het S mechanikai, p ® zdeSrkIk@ll e t°evse z v e, e .
m-dszereket ®s.al kal maz8sukat

Kesz°®Edmsany §mnak, Fek&nh ®o@® 2P Glsloana M8 mrte nd b e
szedt e, Dr . Kperpopfleesrs zlbos tawk@nn agle gy zet e met t uc
szemmel @aa8kaba, FIl ar g®pP@enm®r n° k akihal | gat -
jegyzetembent a |l 8§ Frajzakdatelk ®s z2t et t e.

2023. 1M§j us Dr. Fekete Gu:



Dr. M¢ller Zol t 8n
(19312022






1.EL M£ L EATAPOK

Az el sS fhejvezett®mgkny ol yan Y] fogal mat , a me
dinamikai kurzusokonnem ,v agy c¢sak mel |l ®kesen ker ¢l nek

Afejezeth 8r b mgf ont osabdgy®®s$ at, k®poyszetks layeazrin k
hol onom ®s anhol onom dinami kaat §radsamrarksed
kKit®r¢nk), meng8&rrt@seézkd i nami k ai rendszerekhez
k®nyszeregyenllkeaemadsrz@Rsretp®pedkg |l egyeé¢nk eze
k®nyszer egdaee nlleehtectkseR@ges | e2r §sdl ®r-rdeohko zvnail .a m

MindenekeebkS8Sstnk be egy W% defin2ci - -t!

DefimnZTéibbtestdi nami kai rendszernek nevez,
k®nyszerekkel egym8shoz k°t°tt, nagy el ford
merev vagy rugalmas testekbSlI §l1 .- dinamika

Hozzunk |I®bketteghal Blpimodel |t amely r®szein:t
®s magyar 8zat 8val oszt8lyoz8st tudunk v®gr
(1.1 8&bra) 8l1ljodit°dh, meamelvy dlatt b&dy gl ob:
f®l e koordin8tarendszerben ®rtel mez¢gnk.

= 7000,

1.1 .5dpbh t&Islt-bSdi nami kali rendszer



Annak ®r dek ®b en, kgygvyal me d entelcehnakn i k a i szer
hasonuljon, alkalmazzuk a k © v ekt@&neyzsSz er kapcsol at okat :

T Koss¢k ©°9sszesed®s rcsgMarlpi(8t oakutdstt e mme |
Bpont jk§testApontj 8val

T A ker®sa talaj k° z©°tt d e fedy nei g8yl sj zu@otkdmb-f ® 1 e
k ® n y kapcsotatot.

1 AZA®<Lpontot ©°sslzekg yarmerevtest A | engSkar ez
pontokb an, ki s m@&t ¢ @ferduhat.,

Ezzel a p8§8r | ®p ®s s e | | ®t rehoztunk egy mec
kerek®nek a f edtfadgge kPtz®st®@ti &sapcsol atot 2r
tekintve, a rendszerre k¢lsS erSk®Pelts8sak
er Sk®nt a r¥%g-b-1 ®s-ear Sks.i | | ap2t&§sb-1 sz8&rn

Arendszer egyeselemeie gy m8 s ho z k ® pettidhak mazdulnt, viagyia n

val ami | yen Kk°©° tk°®nty s &Smopdghaigag®Pn®| d g u la @& - a

ker ®k egym8§sbogrztgpsdt®ingdSkar kor ke§@ko z&sa,a m2 g
k°or nylkapds ataajt 8§t

Mivela mer ev t eédtlek br2Ind s 2w ynskm isrika samelynek
a mozg8sa kor | 8t oaorendszerekétgky® t ®zte k emechani k
rendszereknek nevezzg¢k.

Def i:nk2cti°ntetc hani k ai rendszereknek nevezz¢k
amel yeknek tagjai egy m8ssal ®s a k°rnyezet
kapcsol -dnak, ®s ezen kapcsol at ,vagy 8n egy

kinemati kai %%t on korl 8tozz8k [ 2].

Ter m®s z et enske szaball ®teahanikai rendszerek is ahol a hely-

koordin8t 8k tetszSlegesvaRryti®&k ek stk vah egtrnaev
befoly8solja a mozg8st. I|l,yegyregdysekdobpo®t d
Ezen rendszerek nem k®pezik vizsgs8lataink t

1.1. Holonom rendszerek

A rendszer egyes pontjainak k°t°tts®g®t Ya
2 ratjuk le. Egy8 | t alk®mys zer egylhy ett ez Ek®plBene nk

"R (1.1)
Az egyenletben szerepel az el mozdul 8svektor
Az ilyen t2pus¥ k®nyszer egyem)lkenenatkaii nst aci
k®nyszeregyenletnek is h2vja a szakirodal on



Amennyi ben sebess®g nem szerepel a k®nyszer
k®nyszeregyenletnek nevezzg¢k:

"I (1.2)

Ha pedig idSben sem v8ltozik, adebtnmetriai st aci on
egyenl etnek nevezzg¢k.

| (1.3)

M2 gge@aometri ai k®nyszeregyenlettel rendel kez
nem vehet fel tetszSlegedgi h8piyzleamat mant,®rik
ki nemati kai k®nyszeregyenlettel rendel kez$§

Ez a aszabads8§go6 azt eredm®nyezi, hogy k|
sebess®gekre j el ent megk°t ®st , amel vy al ap
di fferenci 8lja null val kell, hogy egyenl S

h [9)
—a = 14

A Qo (1.4)

A m®l yebb meg®rt®s ®rdek®ben tekintas¢gnk me
k®nyszer ek alHKamdolathan. Fd &SVvSa |l p ®1 dak ®n't Vi zsgsgl
mat emati kai 8§8hrnag)8,t aphto®lMeegdly an ylahgois sEéust8 g Y
damil on ésg§gg®s tm@relkyz atz®mS la.

o+ s
L4 -
N W
~_ 7/

1. 2 . #atematikai inga

Az anyagi pont m,0yzkgo8osrad i Ine82 r§hk&thH o s sMiAseSlg a z
§l land-, 2gy a k®nyszeregyenlet a k°vetkezs§

dn o o & w (1.5)



L8t hat - an ennek B ®myeanzderzeg yneerkl ed e csak az

helyzet ®t S| fé¢gg (geometri ai k®nyszer) . N €
sebess®ge, sem az idS (stacion8rius vagy
rendszert Ygynesvzekzleetrto nh-om orneonmdszernek nevez
Defi:mbdionomnak nevezz¢gk azt az anyagi pont c
8l | - rendszert, amel ynek geometri ai vagy

integr 8l hat - ak.

Bonyol 2tsuk meg egy kicsit az el SzS p®l d§t!
da mi | nagy m&ny &l b &latft edEgt ®ny e .

Cgy a k®qnyesmrzleet ¢nk kis me®rt®kben 8§tal akul

advhdo w0 w a o T (12.6)
Ekkor a rends zereto nm8mn ahko I noenvoenz z ¢ k .

|l d8i g olyan rendszereket tekintette¢gnk meg,
a rendszer k®nyszeregyenlete, ®s az csak az

Ezek volt agke oamettirszati8rk ®nyszer ek



1.2 Anholonom rendszerek

De f i :nAnlwionomnak nevezzg¢Kk azt az anyagi pont okl
testekbSlI gl I - rendszert, amel ynek geo
k®nyszeregyenl etei nem integr 8l hat - ak.

KevetkezS p®l dak®nt megvi zs g8l uenddsze.gy Ygyn
Tekintegyeglysfded ®p2t @d4U3agbrna)

Yy A
—
X
1.3 .Abhal onom aut- model |
Az aut - am®@Bzpds 8§l tal 8nos koordin8t §r - | f égoc
foglalhatunk:
W
oW (1.7)

A vektorban @ ®s0a j 8§r mU s %l ypontjagt ajudl- ° lkiakn,y am2ogl
sz°%g®t .
Az aut - hal aelBgyénv.sehese®egs®Rg®g OV el fel2zrt
kanyarod8si sz°%g ®s a séinleykp oknatp cksooolradti 8nt8:t a s e
@ L3ObEd .
o Ud Qe (1.8)

Fejezz¢k ki a haliad@&@sy Lskbesd®yé&tasaebess®gb

w
® 0J QP 0t . (1.9)

Majd helyettes?2tsg¢k exitr 8anzy Yo gkyeeaarbdei$ eSttgay € s s z

w:mel 1.10
TR (1.10)



Ha ezt az egyenletetnul | 8ra rendezzg¢k, megkapjuk a se
k®nyszeregyenletet:

wd Nt «AET T (1.11)

A sebess®gre vonatkoztatott k®nyszeregyenl e
rendszer hol onom vagy anholRaffo m.sebBests @y
k®nyszeregyenlet felt®telbSl [ 4] twudjuk | ev

ADl O Of o BENSO Of G & ¢ A (1.12)
‘Al O ) QdQs o GHEINGO 0@ € £ € a
Tegyc¢k fel, hogy fenn8ll az egyenl Ss®g:
AD (1.13)

Al ak?2t suk -e8dz (ld3Hbarf kemutatotf forma szerint:

~ (b T[
[ Q¢ e wéi TOW T (1.14)
. T
Mi v el nem tudjuk Ygy rendezni az egyenl et e
|l egyenek, 2gy | 8that - egySlzeaUpB®timat§&th - b ut h

rendszer anholonom. BS§r ebben a pg@&ll &d§baknapaskkea®k
felt®ttalsezat tg°r d¢gl ®s egy anhol onom rendszer
ami kor ki nemati kali k®nyszeregyenlettel var
rendszer holonom.

Tekints¢gk meg ubneaPRsdi p®®hdiak®nt 8rcsld tiszte
(1.4 8bra).

y A

_ X
R ¢ A

P
1.4 .8§bG°ard¢l S t8rcsa

10



Tiszt a, azaz g%Sd zE®entead®nt ¢ § rPc g @anlhap 8
sebess®gvektor:

el "l (1.15)
Ami kifejtve,
N w YO T
Te W T (1.16)
L1 T

Ittt teh8t kaptunk k®t egyenletet a sebess®g
tudjuk integr8lni. xEt$sy%uregyakPeseak: 8§t az

Qd Q-

Qo Qo (1.17)
Ami bklvet kezi k:
Q6 YO Q<0 & YD (1.18)
M2 gyar8ny% egyenl et:
Qw
- 1.19
g0 (1.19)
Ami bklvet kezi k:
Qw mo w Y (1.20)
EbbSI a p®l d&8b-1 | 8thattuk, hogy alapos Vi z

t UnS r ends zegyes esetekbkne Holenbm.

11



A bemutatott p ® d&lkapf €9l al j uk t 8bl §zatba a k ®n )
(1.1t §bl §8zat) ®s oszt8&lyozzuk a k¢l °onb°zS ren

K®nyszere K®nyszer I ntegr Rendszer t
"l stacion igen holonom-s z k | er
geometriai
"I i nstacic igen holonom-r e o n - 1|
geometriai
"I stacion igen holonom-s z k | er
kinematikai
"R IR instacic igen holonom-r e o n - |
kinematikai
"I stacion nem anholonom-
kinematikai szkl eron:
"R instacic nem anholonom-r e o n -
kinematikai

11t 8bl.Readszerek oszt8lyoz8sa a k®nyszer.

Megj eehywg®s a kor 8bban eml2tett kwlak[Rlzer ek mi
Ez a kifejez®s azt jelenti, hogy a rendsze
meghat 8r oz ovagy vohatat. ¢ | et et

A k®nyszer azgnpanh b et hek aeig gnuazdetehtivhady a
rendszer egy 1ir8nyban elt8volodhat - vagy a
hat §rozot{vhgyheclenimlBltett ye csak egy bizonyos
mozoghat.

Az ilyen t2pus¥% k®nyszeregyenletek alakja e

»he D (1.21)

Egyol dal Y%, anholonom refogzsémgba ki wWett @Al
(1.58br a) :

12



X

158 braA fogs8§ghba ejtett anyagi pon

Ahol a k®nyszeregyenlet alakja a k°vetkez§S:
o ® & i (122)

Ezenal f e] e z e®r vie®gnmeerkedhett ¢ nkhod onom ®s anhol on
rendszerekkel, iletve a k®nyszeregyenl AtkTwogtakenE8S ahl f e |
Sttekik®@rjykzear eggengeddbzkmns!| kkoor di n8t 8kat, v
megfogal mazzuk el Snyei ket ®s hgtr&nyaikat.

13



13.Alkal mazott koordin8tat?2pusok

A t°bb el embSlI gl 1 - rendszerek dinami kus vi
| ®t rehoz8&8sa el Stt ki kell v8lasztam8is a | e?
n®ven 8l tal 8nos kgy®dit e§ m&lmakme g kel ha
rendszerel emek helyzet®t az el emz®s b8rmely
A t°bbtestdinamikai hogendagené&khate2rBefrdi
ki vl amgm8magsg§t -1 ®rtetSdS ®s miveermindéns egys z

konfigur8ci-nak van el Snye ®s h8tr&nya

Az al kal mazhat - konfigur8ci- -k m®lyebb megi
fajts8g8it (1.RBoreS®uamkarani[Blons keott f el nNn®h8ny alt

Koording§t a 2 pusok

[ F¢é¢ggS koor%in{Féggetlen k}lordin§t

Abszol]%t [ Rel at]v [Ter m®s%etes

168brkKooor din8tat2pusok oszt8lyoz§8sa
Ezeketa f S t2pusokat a k°vetkezSk®ppen jell eme
1. Fbgget | en kazakramélyekdte§ ks z Sv&@dasemhat - ak

El SmMy il yen koordin8t 8kkal l e2rt rends
8l tal 8nos koordin8t.8k sz8ma megegyezik

H8tr:8nyA t°bbtestdi nami kali rendszereg
koordingt 8kkal t°ort®nSl ilne?arr8 sta8 sma gear sef dormké
amely a szghapt@®Ppmesgol ds8&mehébkér2tn®h8n
esetben nem egy ®hdyeetetmUen 2rj 8k | e a

14



2. F¢gg$S k o8ckr azokn 8t amel yeknek ki kel l el
k®nyszeregyenl eteket.

El SnhyK°nnyU ®s egyszerU a haszn8l atuk,

rendszer ekn®l I s, mi nt a n®gycsukl - s

t°bbtestdi namikai renl3iszéf 8gggnl eatbeskz o |
koordi N8t §kkal tara®aémem?timBsaa it &8st er edma
amelyneka sz8m2hadg@®Pp&b8&sa is egyszer Ubb

H8t r:8ayendszer szabads8gfok§gn§gl nagyob
koor divang t a mi mi att sok (de egyszerU) k
defini 8ln

A f¢ggS koordingt&8kat m®g felmsztBitbi h&rom cso

1. Abszol %t Kkoordin8t 8k,
2. Rel at2v koordin8t 8k,
3. Ter mPszetes koordin8t §8k.

Ahhoz, hogy meg®rts¢k ezeket a | e2r8sokat,

131.F¢,ggetl en koordin8tsg8kkal wval- - 1|1e2r8s
ElI Ssz°r nk smean®zegy h8rom 1.&sbtrbaSl: 8§11 - ing§gt

178 brHhi8r omszabads8gfok¥%w inga f¢iggetl en
A rendsze8tt hke8&8nos koordin8t 8kat a k°vet kez

T e e (1.23)

Ahol | 8that-, hogy a rendszer szabads8gf oke
megegyezik.

15



Tekints¢k meg a rendszer k®nyszeregyenl etei

O ® 0 O ) (1.24)
Ak®nyszeregyenletek erSsen nemline8risak, @

8l tal 8nos koordin8t 8kkal Avarl§si ke2hr§8s §agyi K
n®h S8esgbena rendszer mozg8s8t nem k®pes egy®r
« 811 &8s mel zett k®t s heywderisiclvenhst.

132.F¢9gS koordi n®ABkkal Wwakoold? n§s 8§k

A fé¢ggS koording8t&8k eset®n n®zz¢k meg el Ssz
| e2 eg§s®gycsukl -s mechani.&musagn kereszt ¢l (

b

(%, )

188brNe®gycsukl - s mechani zmus abszol %t k
A rendszert | e2r- 8ltal 8nos khatokrmeég: n8t 8kat a
| (¢ I ¢ TR T ¢ N S ¢V N ¢S (1.25)

ltt a testek s¥%u ympjokhk |[IEemakdmpabss §eagyS koor d
8l tal unkaldeZ o In¥%t8 | kkodezerdenn A8k @r d ®s az, hogy Vvaj
k®nyszeregysendles®eg¢ wkahn

Ha f ¢ gk®ordi n§t §kkal dol gozunk, akkor a k @
ke nnyen meghat8rozhatjakgatk®y®vkkzS egyenl

o Ny (1.2)
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It g koordi n8t 8k sz8§m8&ta jeeprdszer m8pgabadss§

Pl . a n®gycdswkiduspr8sec larr gy a k®nyszeregyen
g =8.
Mi ut 8n tudjuk, hogy h8ny =egyenletre van s

k®nyszer oveftgrie Ak ®ny szer egy enl8dtheakiagasah ma
mint a f¢gggetlen B moeggenleickeé ks eesetU®bek

o W —J0éei U]
W] & ¥
W] w -3 "@¢ 1
W] v G v, 1
L W ., . W ., ,
W —WEi wWw —AEein
W] %o & 1
') Ed ®E W Ed ®eEN
11l > ) 1l
| W -, , . W+, . p (1.27)
b —ODé&i @ —Qoéei"
11 Q Q I
1, W_ .. ., W ..
N4 “deE » -3 @&
q . q '
I ‘ w Y, , Il
0 w —-J& ¢ Q 7
C -
1 , W, .. 1l
U W ECI (OF3 ¥,
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133.F¢9ggS koordi n®R8kkaPvvabordenB8E 8§k
Az abszol Yt koordin8t 8kkal val - | e2r 8s wut §n

Ami a relat2v koordin8tsgkat il leti t el monc
al kal mazt 8k me cehmmzmBiszBmees 88 ©r 8§m2t - g®pes prc
kifejlesMa®s@®Pad®®d ,.r el at 2 v koordin8t §kat a r
Yagy nevanz et ari8adésg f o g asl nhdoza®s z8k.8 | |

A rel at?2v koordin8t 8kkal val - | e2r 8shoz
mechani zmuslog®rdij 8§t (

198br aN®gycsukl -s mechanizmus f¢ggS, rel

A rendszert | e2r- 8ltal8nos koording8t8kat a
| N (1.28)

Mivel itt is f¢ggS kooBal agjtEkklagt ot jgwk unlkk

k®nyszeregyenletre |l esz sz¢igks®geénk:

G0 éei QA Ei  WAET Q
Od @t Hd @ O3 @b (1.29)

El mondhat - a relat2v koordin8ts8kr a, hogy z
al kal mazBzakkel akoor di n§tovkSkhaBli r 8 ny, hogy ma g a

neml i neaukjetz8Ry tf cskz 8§ m2 t §si negval -s2t 8suk nel
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134F¢g9ggS koordi n®T8kske@dt evsalk odre®irngst §k

A term®szetes aknedryckikregt §gkont koor di n8t §nak
koordin8§t 8nak alst ememwad2rnve8k | el,emagenele !l at 2 al
koordi n8t S8Bayomeé §l@s t Sy ndol gozt a ki a nyol c
el ej ®n a ter mPRszet es koordin8t 8k fogal m§t
el emz®se sor 8n.

K®t di menzi - ban a ter mPszetes koordi n8t 8k
kiterjeszt ®s®nek | ehet el k®pzel ni, ahol a
t°bbtestdi rsamirk avialraemed yi k f Sbb pontj&ba, pl

Maguk a koordin8tg8k k®t r®szbSl tevSdnek
pont okb- | ®s a hozz8juk Et 8nyvyegk; bgyygy®grehbe
vagy relat?2v | e2r8shoz k®plesdtznkmas sz¢ks®g

P®l dak®nt tekints¢gk I sm®t a n®gycsukl - s mec

3/ (x,))

(%, )

(X,. %) (X, )

d

1.108 brNe®gycsukl -s mechanizmus f¢ggS, ter m@®s

A rendszert | e2r- 8ltalg8nos koordin8t8kat a
1 O O O (1.30)

Megj egy E®a ®I a fajta | e2r 8sn§gl cgyel ngnk

pontok, jelen esetben a 2e s @ss 3pont , a h8rom test 81 t

k®nyszerp8ly8n mozogjon.

A k®nyszer egyenlketnenky esnz &m & tMBiattg 4 hasimijntu k
S=1,29gy k®nyszeregyenlettel defini 8l hatjuk a

A R R (1.31)
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A k®nyszeregyenletek |l e2rhat- -k &sJebi8ris sz

m8trimdPpbamdf ok k®nyszeregyenletekhez ®s | in
¥sszefogl al 8sk®nt kijelenthetj¢k, hogy a t
al kal masak az ®r z®keny el emz ®s imive® a opt i me
szerkezetek bef ogl @l r+ ek hos smegi@nek ea

k®nyszeregyenl etekben.

Fontos megjegyezni, hogy a |jegyzetben bemutatott | e? r ¢
lehet kijelenteni, hogy minden feladat t 2 p yablbaan al kal, mamd mdat .a t ° bbi

A feladatt-1 ®s a megol ddred-r §s®lkt -kl° zf¢d g v re

20



2. T¥BBTESTDI NAMI KAl RENDSZEREK LECR¢

A most k°vetkezS fejezetbengbie,mamdydkkeger a ker
mat emati kai fogy m8@bazett -algebrdif (BAER nvagy § |
k°z°ns®ges egyenfetrrendseerbe i BDE) lehet dinamikai

rendszereket foglalni (2. 1 8 br a)

Tobbtestdilnami kai

l e2r 8sm-|dok
[ : |
[ Newton -Euler ] [ Virtus I]ni s
egyenlet teljes2t m®ny el ve
[ : |
TeIJesaIak
(van. des|zkr| Minim8Il [ alak Teljes alak
alak)

> < DAE
DAE numerikus KDE numerikus DAE numerikus
megol d a megol d a megol d a
2.1 8T°rbabt est di nami kai |l e2r 8sm-dok ®s me:
Az el sS, mondhatni k | as €ular &gyesletem alapszik,e r , a N

amelyb S| egy teljes dIl &k &ragabhraiegytnietrepdszertr )
tudunk levezetni. Az 2Ig®t r eDAE dt t ekt me gdoolnd haayt -

redukci - seg?ts®g ®VKDE-re. 8At Nelwtank-Bulerh egyenlet e g y
gyakorlatilag a le n d ¢ I®este mpd étl @ette | m8trixegyenl etbe t°
amel yhez csatol ni kel l az el SzS fejezethbe

Al kal mazgskBhemesabadt ensitvBeblr 8ekzen 8br 8k al ap]j
egyenleteinket levezetni. Ez a ¢leé 86§ thtbatk ®p e tazoknakz t 0 s 2 t
aki k el Ssz°r t al Slgdbraiegyenletrendszérfele r e nci § |

A m8soddeizkr §siavim-tdut8 |l | 8s2t m®ny el ve, t°bb a
mat emati kai t, widz8ns hem kgl Rkameaini a | e n d-¢viagy t

per dt,®ltei¢l | et ve szabadtest8br8kam- demekeél r
di nami kali rends zelrgma@tk ®mymsdenr «ge eynd 2d reU

der i v 8l 8sl8®&tarl e bhmebhastz 8 m2t - g®petsneghkdpn§géit i
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21.ANewton-Eul er egyeml &tal enaz& s@s

A f ej ezégits m®teqgdRa glegfoatosabb kinetikai t ®t e lamdlyeket
a t°bbtestdinami kai aketmdail | ez®sben fogunk

Egy merev testekbSlI g1l 1 - di nami k ai rendszel
k°rnyezet ®hlk®nyiszee§leiksk e | kapcsleond gli®ekte!l | e?r
valamint,aper d¢l et t ®t el di f[flerenci 8l i s al akj 8val
€ € (2.1)
aH ¢
~ E (2.2)
€0 €0 E
Ezek az egyenletek, s2kbeli mo zeg\®rdetree s et ®n
bont hat - k fel. ¥sszegezz¢i ik egyelenlm8t ®x (2. 2
egyenletbe:
a & H €
g O E £ D (2:3)

amit a szakirodalom Newton -Euler egyenletnek nevez [8, 9]. Ezt az egyenletet
al ak?2 t¥%gykneuwezett kompakt form8ra [10]:

E>®» 'H (2.4)
aholEa t°megmit kiex,esett gy o,rm?wHag skockl s\Se ketroSka,
nyomat ®keket®st | ens®gimdnwmygiys ® neek cv 8K ti 1) a .
a & . H - €

E . 0 H

3 E €0 (2.5)

A bevezet®s ut8n t @r°jbipnkesrt@i@agyni kankr@®mndsz
amelyetVal | ery ®s p®d¢hBagla [al1B]pj 8n v®gzink el

Hozzunk | ®t re eqgy fizikpontkbean Sean ng8tz 2 te
k°rnyezetBheeret,b aBs p e chozgAzéngaylmB8s hos sz Ys §8g ¥
rudakb- | ®p ¢l mM®lenpt Camesd ¢/,e kKIa®Pl&atne hnett et | ens ®g |

nyomat ®ka van.

T®r2tazki&lp@Bphel (2286b®Bspldefini 8l junk k®t sz¢
U1-el valamint Uz-el.
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228 brKeett Ss inga

A vizsg8latainkban feltessz¢k, hogy a kett €
hat. A mozg8segyenletek | ® reho38bkB8doz ®ont
az el hagyott r®szek hat8§s8t helyettes?2tsg¢k

h’lz-gl

S, (.3, %)

238 br aA sz ®t bkoenzteott ta zs zeerrSk k e |

Ezut 8n vi zsg&dsjtestdk ®eg 2azullt f ellena gd@dlteylpont |
di fferenci 8lis al akj8t:

€ € (2.6)
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Amelyet megszorozvaazex®gye gy s®gvektorokkal

x®yt engel yr evetS stkail t§r
a o O O
G W 0 0O a 2Q
Majd ezek utpgndit etk @elttadts

~ E
€0 €D E
Ahol azt megszorozva az e, e gy s®gvektorr al
tengel yrevetsS stk@tl §r

2.7)

%! ipont j 8r a:

(2.8)

megkapj uk

A . a
Ve 0 0 3-dbéi O O 3-d @ (2.9)

Megjegye®:s €0 tag k®tdi menzi -s mo.zgBisz @rsye2t®hs n

(VRS | I |

T
g0 T 0 T O’ Tt
m nm 0 ] 0 J

Amit, ha vektori 8l i san szor zunk

akkornul | 8t :kapunk

1! n Tt
€0 T Tt ]
1 v J T

(2.10)

egy vele

(2.12)

Gukfelalend gl®dtel t a kettes testre is:

a w O (212
a w O a 0Q
lletveaper d¢l eis:t ®t el t
v O O 3(—308’[ @] Sc—d ®¢ (2.13
Mi ut 8n faeldd mtaumk k ai ©°rsesnzdessz €&, d;ymdkn Iné ts ¢ k
h8ny ismeretlen¢gnk v@ns h8ny egyenl et ¢nk
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a v O O (2.19)
a J» O O a 0Q
: N « (U
v O O O C)C—Ch)a-l O O C)c—d ®¢
a w O
a 3 O & JQ
: B o N « (S
v O O:)c—ilos-l O:)C—d OF5
L8t hat-an nem ismerj¢k az egyenletek bal |

mennyi sx@gheolr(P ),val amint az egyenletek jobb
4 db k ®n yFmZe.Fe Fadt

Ez 10 db i smer etslseznédslepmglyent et mBgslg nkemrdel ke
Rendszer ¢enbkben a mhorem@&barmkai | agAhboa haggy oz at | an
hat 8rozott8 tegy¢k, szigks®genk 'lvan tov§8bbi

TovE8bbi vizsg8l -dg&sd? nkeneglnkt,t helgy kerill yen
konfigur8ci -t f odaktikai lag, | kead mab ez ol Yt koor di
t°rt®n&zl eyyg&k | egr@yt ze hddtedrstz uak m- dszer t .

Atestek s%l3F3powndl dedfaionki Brendszetl t Aakb8nos
koording8t&8kat a k°vetkezSk®ppen adhatjuk me

l W oW W W - (2.15)

Ak®nyszeregyeiloktek & k meggaR4 88bsr§g t .

y4

81 (x'“y1 ’LP;)

Zal!

..
N
pia ]

> —>
/777/>7/ X X
248 b r Az egyes testkapcsolataazApont bamel®gvekt orok 8br 8zo

Az A pont ban van a rendszer ¢nk felf¢i¢ggeszt
l-e s r Yad v®gpont | a ett Sl a xponitrt8rdybaam n
Xxa=0,ya=0),dezt engel y k?O°r g egl f or dul hat
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Cgyk®nyszera ekotvekt®pagzh 2r hatjuk | e

T (2.16)
Ami baSlk°vet kezaSd -edgiyke nl et
o Labed
Ty ¢ f[ (217)
Ed ®e

Ez |lesz &@®s eal kK9 rtheysetzet k°z°tt ®rtel mezett |

a .
0 — D éei
3 (2.18)
w —3 e
C

Figyeljé¢nk -a®@yikpohdgn8asko erl Sijre§t®ar endszer
adjuk meg.

Megj egAvi2@sbt est di nami kai moddlelhezadd re®l sS,a m
pozit2v t ®r neqgypeodzhiet 22vr jeyyidz afr glleud eS&kstad §1 | f enn
hogy a Lagrangef ® e mul t idaimek §e&@r @ak 2. 2 al fejezethb
bemut at §sr amegegyeznékmre & a k ¢ in-aegrySk§®@ € v Eivya |

KevetkezS | ®p@®8Bp@®ntrarjskaf @«a®Pngsvengeggkenl! et
a kredat abban az §lalma x @ tr § beagnyi m8tsut 8 | Mammakn e |
t8vol S8beanaf 2.

y;\
Sz(xzsyz)
o ©le
D)% -

V7777,
258 b r Aatestek kapcsolata aB pontban
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I tt az a felt®tel Bploomgywaaz e mdr®ul §34da s Yl
n®zve, egyenbByaregmegk? E®saBppet bah, ahk®y r
egym8k®pzst nem tud el mozdulni, csup8n el f«

Eztak ®nyszerfelt®telt a k°vetkezSk®ppen 2rha

T (2.19)

¢br 8zol j uk ikdptsolatokat (3.6 Svber kat) o r

y 1
S, (Xz,yz\
_ F
rsz S2B
©
d ®
r F;’J B
?
R S .
X

268braA k®nyszeregyenlet vektoros 8br8zo
Az 8br 8b- 1 hegyivet kezi k,

T T (2.20)

Ak oor di nb8ethsekl ayve ak evsettk e z S kapjukf e j e z ®s t

D e D dptei
“ooq @ S (2.21)
a . W a
—3 '®¢ —3J "®¢
S S
RendeargXegyenletetnul | 8ra, a csukl  -kra ®rtel mez
a kettes testbSl ki vonva az egyes test koor

Cgy a nk8&noydsizker egyenl et et :
. N S « B
W W —JEl —Ei
" N G q (2.22)
, , a ., a .
W w —3 @ —3J @t
C C

27



Hozzuk | ®tre a t
La .,
o W —aEel
L g
L 0w -3 @t
] .G i
L} CaO ., a s,
<[o W —Jéi —eei
' G G
ll ) ,
uu) 0w -3 @t Ed @su,
Mo st hOr egyenl et ¢nk van

etvgkiers k®nyszeregyenl et

W]

(2.23)

®s 10 i smer et |

mat emati kai | aMjvel h §2t23) vektaregyenlete | moz dul §st f e
m2geke¢nk gyorsul §srakwaszezoke®dgenkS sgerin
(2.23Yat.tV®gezz¢ k edereizveSkl eSts oak at :

[

w

a
W Ed ®ED

W W E:IDS'I:)

Mi ut 8n meghat 8r

a
Ed ®ED Tt

a ., .,
E:L)S'l:) T

oztuk a sebess®get,

a
—3 @D
C

a ., .
—éi O
C

(2.24)

Tt

Tt

hogy°® sszef ®r het &218) egyéletida makni kai mannyi s®ge

La .,
W —wWEéEi D
C
g
w —J3 @D
C
L a ., .
W w EQ}OE‘I:}

a
-3
C

a
—3J @0
C

a ., .
—weei O
C

Tt

Tt

(2.25)

a_ .. a_., .,
—3d @D —Jéei O
C C

®ED T

L a a ., . a ..
W W ?d ®eD Eax)ﬁ‘l:) ?3 ®e D

a ., .
EC&)S‘IO 1L

Rendezz¢ ¢k v®gyel
tagok (a forg8shb- |
egyenletek jobbol d a lag8 k e

® |l vy ®gnyhdeggyy eanzl etgeptnevezett

sz8r maz-

réljenek:
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a a .

\

a ., a_ ..
) EQOE'I:) Ed @D

a a
0w o —3d @D —3d @D
q q
a ., ., a ., ,
—WEéei O —Jéi O
C C
., a ., . a ., ,
w — el O — el O
q q
a a
—3d @0 —3d @D
C C
Ezek ut8n °sszegezz¢k a 10 egyenletet:

& b O & JQ O (2.27)

a w @)
, o SR « S
v O O C)C—Closol @) OC_:I (OF3
Lo a ., .
w —3 @D — el O
q C
R a . ..
W Eilus-l e Ed @D

a a
0w —3 @0 —3d @D
C C
a .., ., a ., .
—Weel O —WEél O
C C
N a .,
W E(Los-l:) ?QA)SHO

a a
—3 @D —3d @D
C C
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Mi ut 8n az

Aholaz® sszeEBeEtmeégm8tri x:

EbbMegyenl S:

egyenl etrendszer
EX® 'H
- ~E A
A
LS L L L
a LS L S L S L
m 0 mom T,
m T A& T Ty
mT T T a 118y
m m T T 0y
—3d "®e mom L1 Ul
1l
—QJDéei T M nm "
11
—dJd e pn —J @,
Yoo e rl,l
—3Jweel TP EQ”E"L'J’
11 p T 0]
. P Ll P N
a_~, . a _-~, ..
—Weéi —3 @ — Qo éei !
1
Tt P n I
Tt L1 p N
a ) -« , N
L1 —3 ®¢ — i 1y
S C

a
“n
¥
g Ul
LTt
LITT
utt
Degyenl S:
¥
¥
Tt
YL P
¥ -
P
L)
u™ P
DTegyenl S:
P
o
11 n
'?—d ®E
A C
11 Tt
11 Tt
L
u T
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teljes,

hozzuk

(2.28)

(2.20)

(2.30)

(2.31)

(232
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A keresett ®rt dOklddktet i t hetabmazke¢el sS er Sket,
i nerci 8l i s t atvoekkatto rttarat akl°nvaezt-k ez Sk ®ppen f e]j

n §]

@ . o a JQ i
o, L ] 1
1 Iw K| (] n X
i’ (] n X
110 7 ] a JQ 1
| Kb 1l - 11 T Y

0o Iy 1 W 11 T o, I (233)

ld~ 11 ] — el D X
IlO 1 11 -3 ®&D ¥
I'!o 1l 11 i
10 1 I —Joéei D —Jpéei D N
uo 1] 1l
' 4 -3 @D -3 @D
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22Avirt utgll ijes2t m®ny el ve ®s al kal maz§sa

Ebben a me®snz@zezng Kk , hogyan al kal mazhat - a vi
a t°bbtestdi nasmPkai Amodgl kere®bban eml 2t ®sr e
teljesét m®ngknaamzy &I Snye, h o gsgm dinammkais s z ¢ k s
t ®t ebembzabadt est 8br §kr a.

A virtus8lis teljes2tm®ny el v®nek megi smer G
Dd Al ember[d. eA vibdSA eheknibneorntdj a, hogy egy kinet.i
for m8lisan visszavezethetS stati kai probl
val - s8§gos)®sernSykohmazt ok aBhdztuékhea et |l ens ®gi el
(& H)®s nyomat ®R ok ateé O ).

T®t el ezz¢gnk f el egy szabad dinamikai rends
nyomat ®k ok hatnak, maj d al ak2tsuk 8t a din

§tvissze¢k aeztl ins®gi@shen@hbebta®kkoklazsS er Sk @
nyomat ®kok mel | ®:

€ & (2.34)
aH ¢
aH ¢
- E (2.3)
€0 €0 E
€0 €0 E

EzekbSl az egyenletekbSI| -BEueme®ty en®ped z hseptejcy k8
al akj 8t :
a & H €

0

£ = (2.3)

Al ak 2t 3&-ot&gampakt alakra, f el t ®t eild@eazad, tlecsgyet ves:
figyelembe:

~

E X "H (2.37)

aholE a t °megm&t rkiex,esett gyor s UliHag skaKk s\Se ketr oSrka
nyomat ®k ok ®s inerci 8lis mennyis®gek vektor

Ezek ut8n az S8t-Rula&k”rtegyemMleawt ®n szorozzuk

sebess®ggel, amell yel megkapjuk a rendszer
10 E® H3o0 m (2.3)
I #0
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Defim@cvirtus8lis teljesa?i2nkogyyegyedinangkai ki mond ]
rendszerk ¢ |-s SbeR®lss § ehet eit§lletnasl ®gi®gezreS t virtuslis
nulla b8r mi | yen megengedhet§8S | ap®suSBrimesl ysebes
i d S pbam t

Ennek az el vnek az a fizikai magyar 8zat a,
sebess®geket damkhymakumikgyar 8zat 8t dhamaros
“%wgy a rendszer nem tud el mozdulni az adott,
2 gy teljes2t m®nMaf esnenng | tlinda lod aycarRi . @saett |, ami k
jel ent ehm® y vannak ol yan pont ok, ahol a I
megfelel Sen defimeig®@ihtgekl et & kedetkéweek E®igtte k

az anyagi pontok,vagyamerev t est ek egym8shoz k®pest el m

A virtusg8lis teljes2tm®ny el v®nek al kal mazs§
238) egyenlethez, kieg®sz2tve azt pl. k®nys:
csil lshpédgd®szen addig a poatigena@amZgr anlkdi mag
model |l ez®si el v8r8sainknak.

El Ssafombanvezess¢nk befogam@hBhyt &4 a -] e®st s®ge
vVirtusg8lis!l sebess®get

Def i:lL2ediet s®ges sebess®gnek nevezz¢igk egy t°
test val amely pg®tj 8mane)l ys &klwenpsa® i bi l i s az
defini8lt k®nyszeregyenlettel. Az adott dir
minden t idSpv®obhebhen s838mBnl ehkb®s®gek [Fabe

A |l ehets®ges sebesjse®geivgl.ak t ovEbbi akban

Egy egyszerU p®&ird&n meagrzgkz teizlt .&gyarggi menny i
pont | sebess®gogegyl’l| heall edsmiogzgge:! k ®ny s[i]leAzp §1 y §n
anyagi pont "hhlelwkoedl @tdj elgy(22é&brma) .

Y

278 br aAnyagi p ovast e hmeoszsg&@gscae | mozg- k®nysze
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Az anyagi pont abs z ol Yt sebess®ge egy apmd®ltya pill

sebewvadd®g®az anyagi ptoanrt g epnScld Y8 mes®tgi®at - | e
(171 "1). Ha az anyagi pont a k ®ny s z evr@gst!eyl §enn ¢, | kKicsi
tetszSl eged moz Gulyamj t v®gr e, akkor mi nden

p8l yament i -wktonmozzadtarik &@ygt angenci 8lvekr. sebess ®g
Ezeka sebess®qgVialkd batok®pas 28BbsaP®Pgvektor ok

Y
7 1

288 braAz anyagi pont | ehet s®ges sebes

Jelen esetben, al ehet s®ges steab etsa®g e redkit DIri s sebess:
B T1)®s mozg:- (l©esdbess ®YnRk 5 ®e gdhatjuk meg:

7 i (2.39)
L8t hat -, hogy v®gtelen sok | ehets®ges vekt
hal mazk®nt is kezelik. EzekbSlI a |l ehets®ge
kovetkezS fontos mennyis®g, a virtusg8lis seb

Definmicitu8lis s#lhbene®¢eraek k( egy t°megpont nce
merev test valamely pontj8nak) azt a sebess
merev test) egyens¥lyi 8l |l apot 8b- I[12lval - ki
A virtus8lis 8dbeag@®aeatabk®n az adettd pont bz
| ehet s®ges sebess®g k¢l °nbs®g®b S| k ®pezzg¢k.

gl (240
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Mi vel v®gtelen¢gl sok | ehets®ges sebess®gvek
ve®gtel eng¢l sok wvari 8ciwvijrat ukBdlils, shedey siPggy
l 8t hat - M8bon) (BrtEl nkzzeglkess®g a k®nyszer
pontj 8ban vett ®rintSj®vel p&rhuzamos.

298 b rAz anyagipontegyikvi rt u8l i s sebess®gvektor
Mi ut 8n bevezett ¢k &ogalrm8B| i t@®sjehrlss@®gssza

di nami kai rendszer ¢énkr e:
10 ED "H3O ™ (2.41)
b #0
Rendszer¢nk ebben a form8j 8ban nem al kal mas
|l e2r 8s8r a, mi v el a k®nyszererSk nem jelenn
teh8§ t vagy kel l kieg®sz2ten¢gnk a dinami kai r
hogy a rendszer virtu8lis teljes2tm®nye tov

Mi v el sYr |l - d8sment eet alkalinazwenlg,| i.sgyk ®anyls @rey € ker ¢
fel¢letremév&8byg gReberSh)° wet kezi k, hogy a k®ny:
virtuglis sebess®ghbsSl sz8rmazt athszeha vi rt usgl
virtu8lis sebess®g a felg¢let (Ogbdgwn)2v) adot

~

10 ¢ 3o ™ (242

Ahol, ¢ az adottpontban ®r t e | W@®negtszer er Svektor .

AKk®r diRez, hogy milk®nt méghat 8r oz niadimamka®ny s zer €
egyenletek n®l k¢l ?

35



Amegol d¥elgyz nk i mangaygi patgtyamelyegy’l sebess®ggel
mozgk®nyszerfel ¢l etd@8mdhakadr sl (2Ao%&Bgr apt -
A k®nyszerfelg¢ gl et mat emat i'lk ai geometdak | a me g
k®nyszeregyenlettel, amir Sl ki k°tj ¢k, hog
deri v8lohva8bhg8, az anyagi egypivti ra u®l ti sl mebest

2108 br aAnyagi pont mozg:- k®nyszerfelg
A TTk®nyszeregyen!| agradedsvekoRpezhet S

DA An — 2.43
COAAN  — (249
Tudjuk, hogy egy vektor-v e k't or ( vaagly- svialf sggv®ny adott
®rtel mezett gradi ense, a f¢éggv®ny pont bel
2118br a) .
$(F) = 6
graddp= EP
OF

———
Vo

2118 b rAagradiens8 br 8z ol 8s a

Mi v el i de8§8lis k®nyszerekn®| eas,k &ngyys zae rgerrasd i
k®nyszeregyenletbSl val- | ek®pz®s®vel meg t
pontbeli 2§kBma)s8t (2.1
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A

228braA gradiens ®s a k®nyszererS ka

Agradiens ®s a k®nyszererS nem egyenl S, de
megfelelS mennyila@umgefe®], e amu taltal )p bkkok &t or
k®nyszererS m8r | ek®pezhetS az al §bbi m-don

g€ 1D (2.44)
Megj ediyk®sest drendazerekleasiet ®n a-flR®egmahge pl i k8t

gyakranvektorme nnyi s®get takar.

Amennyiben a vektor mennyli sn@d ., i %gy esz, amit a sz
Jacobm8t rinmeveale |l °1 j ¢k a k®nyszeregyenl et vekt
m8trix transzpon8ltj8t a k°vetkezSk®ppen:

n A (2.45)

A

Mi vel ski akpecrs¢dItat ot tal 81 ni a k®nyszererS ®:
2rjuk vissza ezt az eredm®nyt a k®nyszerer S

10 & 6 A D6 T (2.46)

Mi v el a k®nyszererSk virtus8li 5 egyerilef es2t m®r
hozz §ad h4ltegyentethdz?2 .

10 EX® "H3¥0 A D 30 m (2.47)
Cgy megkapjuk a k°t°tt mechanikai rendszer
10 E® "HAD 30 ™ (2.48)
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A Lagrangef ®I e mu | thiepvleizke& tRp@®H¥OeM i rt usgl i s sebess

tetszSlegesen v8laszthatj uk 8) megygnlet, Ksbb S| K i

§talak2t8ssal, a k°vetkezS form8ra egyszer L
E®» AD 'H (2.49)

Ezegydi f f e rad mgeib§lai egyenl etrendszer, amel vy |

gyorsul 8s t2pmetungi sgerk@<ci Nl gebrnai tagokat

¢l tal 8nos alakja a k°vetkezSk®ppen 2rhat - |

E T T T m. 0. A T OTMTT . 3 |’|
(a4 . ry 7, n
IIT[ E ]:[ n "'II,\-—"' 11 A -’:[ n T[I',I IEA’ N}
IIT[ Tt E Tt T[|’|:]|e|’| IIT[ TT E TT T[.".:)le 1 (250)
i m o m E maion o m o m om E o malE o on
urt m n nm EUu Uun m nmn AUUWE U
€ Il
n »
IE . €0 1
11 e ]
11 £ 1
ug €0 U
Mi v el a rendszerben megjelentek a k®nyszer e

egyenlet. Ahhoz, hogy megfelelS sz8&8§m¥% egyen
k®t szeri derivsgl yekitreghehdptrek ,egymi Bl ki eg®@
egyenletetarendz er hat 8rozott§8 v&8Ilik,

Vegypr®I| dadgghwlonom-r eon- m rendszer k®nyszeregye

oM (251)
Derivg8ljukbvekSerzfr a | 8ncszabsgly szerint,
sebess®get:

. . h o ™
o 71 ool A O 252
ofd "l ofvdfo =035, A D (252

Ahol a Jacobim§ t rO) x a(l akksjza8 nB s 8ksavet kezSk®ppen tO°rt
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o TFo TFo To .
O— : : 8 =1
T T T T,
1'Fo To To 1
o T T ° ©n
h s
— o ® P .Y (2.53)
To (- . . 8 en
IT"':) Tw Tw R r
1é 8 8 E é
IE 8 8 8 E“
uFw Too U
Ezut 8n der i W@y ukerm@yerelggseter , szint®n a
szerint, ®s 2gy megkapjuk a k®nyszeregyenl e
” QA 0o . A O
H Ad D Hib Ao D DD (2.54)
Az egyenlet deriv§gl 8si szab8lya nem bonyol
figyelni kell a k°vetkezSre:

oALfmtagn§l el Ssz°r A®»o®szrzpukamisb3ke agy
kapunk (mivel egy m8tri x senedm®@ayengly, Ve

0 Ezut 8n v®gezzg¢k Adls zao rdzeartiovng | Sasni a s m®t e
fog eredm®nyezni . Ezo vekbma®ta ms z vz hat - a
vektor lesz.

Megje:gmaé—oé’)—aitagn@mea pr-b8ljuk k®pezni a J

akkoregy hi per m8tri xot kapunk, amelynek az el
P®l d8ul

PP me INEA (2.55)
Bt eh8t egy hiperm8trix. Erre azonban nincs
okoznaazo-el val - szorz8sn§l
A (2.54) egyenlettel a rendszer hat 8rozott, a

egyenl etek egyens¥ yban vannak:

~

E®» A D H (2.56)
NO D ﬁAéa’) e))
To
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A k®t egyenletet egy m8trixegyenletbe | ehet

i A 50 o (2.57)
o

Fl ores [Wllverzjesms ¢nk be egy Y jel%l:®st az 1 nc¢

FAO

s (258
—2 B

Cgy a du®d %ad meib§lai egyenl et ¢ ¢nk (DAE) for m§

E A 50 H (259

A
EbbSI az egyenletbSI k°nnyen | 8that- -, hogy
rendszed kl®nyszerfsiggv®ny®t , Yagy n®h8ny dif
k®pesek vagyunk meghat8rozni, szabadtest 8§

di f f e ralgabmaiiedyénletrendszert.

Egy fontos dolgot ki kell emelni . Amikor Lagrange-f ®Imas | t i pl i k8t or ok
alkalmazunk, akkor a szakirodalom ( 81 t als§par o gal maz, hogy ez
mul tiplik8torokkal | ehet a r édzombanz ar k®ny ¢
k®nysz®sghm®b 8§l is koording§tarendszerben ®rt ¢
nem lehet automatikusane gy enl Ss®get tenni !

Vegyeé¢k p®l d8ul az egyszer Mykogrdies &t ®tendaz
el sS (pozitz2v) t ®r negyed®ben 2rjuk | e, po
Lagrange-f ® e mul ti pli k8t orok meg fognak egyezn

Ez egy speci 8lis eset.

Ha azonban egy att | elt®S m-don @dj uk me
Shabana [ 13] p®I d§j a egy szint®n egyszer
multiplik8torok ®s a reakci-erSk k°z® nem
mennyi s®galkglymgge®nykapcsol atban 811, amely
egy egylsezserslizor z-val, m2g m8s esetekben cs.

féeéggv®nnyel .

A multiplik8torok fizikai ®rtel mez®s ®t ®s
t°bben is tanulnm®Bresy d2 to8ll.taedidntii4 [Hi dasi ®s M8
ki mutatta, hogy az eredeti DAE egyenl et sta

A D H (2.60)
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A (2.60) egyenl et §t aQ&kat Babs @sSwagktar beve:
reakci (F@ ®Sk a LagRrleengmul ti p)l i k8z®dt bk kapcso
teremthet S:

¢ 'EJE JE JA D (2.61)

A r®szletes | evezet ®s megtal 8l hat - Hi dasi G

A jobb meg®nkaszzuk ®Vijr8tbhu- 8l i s t ela eksrt §B®mayn e |
vizsg§8lt kae 2 Sor.dag@&@n gl j uk223)fbanl ded i ni §1 t
k®nyszeregyenleteket

Lo .
o w —Jaeei t
"0 o Fr ] C 1
v S oh I:l L) o g e [
o ! iU . S ‘ i (2.62)

Mok b Lk . a -~ , , a -, .,
l_J"Qd)FIbFP oo l&o w Zih)sl E:L.)S [
u, . a_ . a_. N
FARS Ed (OF3 Ed Q¢ %

A rendszer t°megm8tri x 8§t ke nnyed®n fel 2rh
k°vetkezSk®ppen n®z ki

n(? LS LS L L LS
LI LS L S L S 4
g ut LTI T, (2.63)
WL Tt m a Tt T
(L1 L S 1 SR 1 SR o ey
ym 1T 1o om0

A k¢l sbekt 8k8t megadhatjuk a k°vetkezSk®ppe

Tt °|
n ., N
11 a Ogiil

7 (L Iyl
H oM A (2.64)

g DG
Uu U

L8t hat -atestbtkeegspkyi r §ny baqr ehwaite &1 sS koncentr §
er Sk vagy nyomat ®kok nincsenek
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A (2.59) di ff-argaebr &li egyenloedts ) la®tmazaaeak t or a
ismeretleneket:

@ .
o, L)
1 ¥ v~ Il
O
X |1 1 11 " 2%
6 1 tilletve Lo (2.65)
TARY! uo
v U
Cgy m8r c s mdadtkaditmed eknel | h:@aD®so.anunk
Eml ®kezz¢nk, hogy a keresett gnfexnny i s ®qg

kBnyszer egy eOnm&ttitxlt., AMagy az WwEymeéewxeozet tazl
el SzS fejezetben definig8lt m-don tudjuk | ®t

a .
op T —3A @ mwTom T §
] C‘ 1
Ll A 1
H m p — el mom T .
Ao = U S ‘ " (2.65)
o 1) 1

a a
— 3@ pm —3 @
L G G

' & e & e
T —éei M — QD éei
u P Pz U

Sz¢,¢ks®genk Dimdt me®gr At ramszpons8l tja. Ezzel a

sz-ban forg- m8trix oszlopait ®s sorait <cse
& LS p T »
In; n P \ n P |l’|]
a . a a . s
Lg e Tohei 2g @ Saheein
”A | q ¥ (267)
11 Tt Tt P Tt il
11 Tt Tt Tt p ]
1] . 1
u T L1 —3J '®¢ — i 1y
Legv®g¢ !l k®pezni kell az vektwtr ci 8l i s tagokat
FA
— D X 2.68
= D (2.63)
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Ezt

ko EédtSlsa? $

A vektor kisz8&8m2tg8sa a i ®p RPplklzaenry
m8tr i xovékwr sazzor zat 8t, amely egy vektort ered
a o ,
op T —3 ®WE T L1 t &
L) C 0 e, ()
(1 a - IR 'y
m P —wel ™ T . "
' Ne L C 5 udlbr. (2.69)
(] s VIR DN
P T —3dJ ' p Ed OF3 qG
L a ., a ., . .npe U
yTt p E:Ios-u T EC‘*’E”U’
ov ©w —3 @D Ul
1 rl
. ® —Jéi O i
Ll . . 1
a >
Vo —a e o —d e |
L) C 1
L a ., . ., rl
u () E:L)S'l 3 —g *» O %
k°vet Sen kell elv®gezni a parci8lis der
a ., ,
ot T —3JweEei O T T Ul
Ll g 1
A ' 1 -3 @D T T i
- U S ‘ L (2.70)
To L) a _-~, a -, . Il
T —Weéi D m —wei 3
| q C M
] a a 1l
nm —3 @D nm —3 WD
Jr T C U
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V®g ¢l szor ozzunk8tnmeigs b ddasc®pvektorr al

PA

— ) 271
1:‘,):13 D (2.71)
a ., . .

o1 T — el O T TT T U &

W g N, 1)

thm =3 @D n m T s

L] C . l’ld1‘ ¥

1] a:ﬂ'),., 3 a:ﬂ)'.' 5 01N

U < o m T < Eof ﬁ ubr,.

U] d:]"‘ dd"‘ nwe U
J[T[ E (OFR6) T TT Z QSC)U,

a .., .

o — el O l
] (Sx 1
W] —3 @D 1
L C . ]
L) a T o, a T o, I,I
— el O — el O |,
1l ¢ C 1
] & C ]

s a v~

A meghat8rozott tagok seg?t ®s ®g ®Y e mo st
egyenletboen | e?2 it DAE
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2. 3. Passz2v el emek modell ez®se

Az el Sz 8§ al fejezetekben gttekintett ¢k, t
m- dszerekkel egy egyszer U di n-algebrd a i ren
egyenl etrendszerk®nt fel2rni. Ezek a rends
vagy passz2v el emeket.

Akt 2v ehesemzezkoke k at az el emeket, amel yek ene
rendszer ¢nknek, p®| d§ul peagsys zR y| seS egnekjnekz tr
azokat az el emeket, ameém@&kzterelhi B¢l t@dios$ n
A k®t |l egegyszerUbb passz2v elem a rug- (

(enermestz)t f el

A k°vetkezS kot alfejezetben eeggn®@zzk®t
|l egegyszer Ukrlypy elde matmi k ai rendsas wierrtbie81 i st e
tel jes?2t meny el v®

231Rugtagmodel | ez ®s e

Vall ery ®s Schwab [ 11] p®l dBh as sazl Vaspsj g8/m, , h
t°meglht®@hetetl ens®gi nyomat ®k k a | rendel kez
pontban egy csukl . -s t8massza&fbrre)g.z2t ¢nk ko

21/3

2138 br aDi nami kai rendszer rug-val

Tov8§bbs8, kapcsol prundk- rae rr addheieged eogsys 2u%g - t
i s, ameBpyo nat @@pd®rst ban | ®vS csukl -s t8&masz k?°
AzA®8Bpont Kk©°z°t3il, tREIpoHd KRzttt
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ElsS | epl®Rs&®héguk hogy a rug- al ®pvBgy|l apot ba
h¥zott ?

a ¢ va )
a — — = o)} (2.72)
q Y ¢ e
A rug- az eredet8irahoafnz Pmsaskz ey % mv a, 2gy al

tart - - tBpaonnntajk8 ba ri m®rzyh & wv, Wsr &nyneagmttzerr hel i !
M8 s odli ®p ®s kl@natl maz z uk i sm®t az eg®sz rend

teljes2tm®ny el vegyt dinamikan edndszerskzeeles Sihe®s S
tehetet!| dnSl®@gal ew®&gzet:t virtuglis teljes?

megengedhetS virtu8lis sebess®g§l |l apotr a:
10 ED "H3O ™ (2.73)
40

Ahhoz, hogy a 2.13 8br&n szereplS rendszert
keleg®s z2teni egy passz2v el emmel, a rug-val
rug-ban @®HF)e®S ar Bu@: - megnywul §s Vszorzata §1 i s s e
adja:
10 £ T om (2.74)
Arug-ban ®F)edfggsSgh:
O i pa (2.75)

Aholsa rug- mgNmwspregdi g a megn@yl 8s hossza

Passz2v papgielitdlel et adunk. Ez azzal magyar !
(vagy a csillap?2t - )T ®tneelregzi zactk8 rfoel |8, s rhao gky® pi essm
a mennyis®gnek laaky&kt o®s §laidg uka Sket hoz:
teljes2tm®nyhez, ahol a k®nyszererSt is fig

10 E®» HAD 6 ¢ ¢ 1 (2.76)
I #o

Egyenl et ¢nkben minden tagot megszoroztunk a
rug-s el amgotis“ogEkelt 8al ak?2t anunk, hogy megj el e
virtu8lis sebekiaz@gyenletetgy el ®g2t ve

46



Megj egy?P@&ssz2f{rutgagokcsi |lesaeptz®@n , mientdci.g a t
megny %l 8s8b- 1 k®ngtshetr@glkeiné ea

wat B ofudr)=B 0 (2.77)
Ahol 0 vektor:
W
6 W (2.78)

Tekintsg¢k a megny %l §s derivsgltjsgt, amel vy
Al kal maz z ulk§ n csse@d & glz@turke a k°vetkezS ©°ssze

wmo k 0 ) BL B NS ) (2.7M)

Most cser ®l felatviad k s sebess®geket a virtusglis
egyenl et ¢nk kiel ®ge¢l j°n:

O N b DO O "N 0 3o (2.80)

Hel yet the&80-a (2.%6)-ba:

10 E® 'HAD 30 ¢ 0 0 m (2.81)
I #0
Rendezz ghyenletet, hogy megkapj uk a rug-val el l 8to
rendszer¢gnk virtus8lis teljes2tm®ny®t:
10 E® HAD ¢ O m (282
Mi v el ittt i s Lhgeamge-Zz @t € ¢ kmu bt i pl i k&t afbot , 2 gy
virtus8lis sebess®get t et s.zKIveeg kseezm® s @ mesIz
egyenlet¢nk i sm®t a k°vetkezS form8ra egysz
E®D» HAD ¢ (2.83)

Ezt az egyenletet rek®aysgler@gykineg@g®s gytoj sk
elemeivel:

E®» AD Hé (2.84)
Ao D T%éa’a:b
To

47



A k®t egyenletet rendezz¢k egy m8trixegyenl

~ , H e D
E A 0 7 ¢
Iy 2 PAO _, (2.85)
A ) DD
Ezzel | 8t hat - wve8l evng | |i ek? ra8 sratalgebradegyerfletbene nci § |

Harmadik | ®p ®s& ®h.t 1 3 8§ balkassul ey pzt Stagot.
A rug- megny¥%l §8§s8t a k°vetkezSk®ppen 2rhat]j

wk B = dufr 26 © o ® ®  a (2.86)
Ahol & =0, = /2.

Az ®s cameghat §r otz@&rs2&thsoczkl aphel yzet ®b S a ren
214-es 8br 8n | 8that- m-don:

2148 b rAekit ®r ¥teeatdts zer koor di n8t §i
Majd 2rBpa&nt e¢l mosddlypxytk omar di n8t 8k kal ki fe

a .
O @ —DE e (2.87)
@
&
w @ —-d Qe
@

Ezut 8n 2rjuk vissza ez@®bhet fagkebembestwv®kat
w =00 =1/2:

B Gl ) W -WéEi s @ -3 Q¢ a (2.83)
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K®pezz¢ik ezut8n a k®nyszeregyenlet gradiens

~

| 2 Il
11 vav ]

-H3> |T| (‘Ahk'hl’l (2&)

s 1T & . n .

-FD 11 T‘VO,)\, Y]
ITI ml’l
u T U

A parci8lis derivs8l 8skor vegyeék ®szr e, ho

k°©sz°nheeltvSRegne zhet ¢ nk egHaewiyfszeg WEAY ®alt akj a
kevetkez§S:

Ny Vo p (2.90)

Akkor ezt 8t2rhatjuk az al 8bbi m-don:

0 O po (291
Cgy a dear ikv¥le§ktex By ®phpenj ¢k el
QL) -0m p T XL® — (292
A fentiek alapj8&n a gradiens egyenlS | esz:
L‘—dﬂ[fﬁl’l
] vav "
ohur
LA R, 09
To 11 ‘V(*,)V Iyl
Il ahudr 1
u T U
W O L .
i W —3JwEl ° Ul
1l Y . r
Py G —d 0t - i
a 1l (0] C 1
L, a v, a o~ 3 , a o~ 3 a a v,
W -WEiIi® -3 Qe 0 =3 Q€ — O—we iy
Y ¢ ¢ o S
Ahol,
a W -WET « @ -T 0¢ - (2.94)
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Ezut 8n helyette83Hasagnk s“bgpo(R. kezdet i
(=12, =0,» =0) ®s hat § szimbdikusan argeadiensvektort:

B a. .
= 2.5
= chnm (2.9%)
a o .., ., .
o — —wEémn t
0 11l Cd(p & 1
‘—dl n -VET =w ':I
a 11 (0] C 1l
a a .., a .. a. . a a0
— —-Wém O -3 @ mn -3 @ - O—Cmsmu,
Ug o ¢ o ¢ o
Amely kifejez®se a k°vetkezSre egyszer Us©di
Y o290
' & 1% @ 1o n
i ‘Bd' ay ‘Bdl an (2.9)
T0o g a 1t ¢n o 11 ¢gn
1 an 11 an
Upd upd¥

er Svekt c

Ezut §n sz @nierét®s u ®kleii t, hogy a v®gsS
A s¥%Wl ypont kezd2d 0,0 ®hewepjgyren! S | esz:

N . a a .. . a . .. « .
W O— hrdmt - =Al Om nm =-306Bd1 - a (2.97)

S ¢ ¢ @ C
a a a ca a a4 a
- - — o — — a — — a
¢ ¢ C o S W

) St (1 La a

PE @ o oca ova o Q
oQ oo ¢

L §t h alte gayne5/6. divela wdd meghat 8§roztuk, 2gy a rug:-

ki sz8m2that - :

i O
& [wa - (2.98)
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Utols- | ®p®sk®nt meg-hekd:r ozhatjuk a
o 2% 0 LY mm_ol(’l
L 1o n , 119 1 ll(p,T[l’l
OQ-FB_ Eg‘gdl ap Exgi‘dl an 1 @ 4 (2.9)
To @ a1 ¢n @ VA ¢ Ll QT
11 an b an t1ian
upd Up¥ U oW
L§that—oamektorraaBpontban hat - rug-er S6

8br&8nll| §tEmel etm- ,do@zek a
di f f e rrendseerb8nlisal gebr ai

sYl ypont 5%,
megj el ennek a

J
3 Ry
F\-rx N
C o —> C —%i/) —
S X sTM, X
2158braA rug-er SaBpoedud 83 Bilsyapont ba
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232Csi Il |l ap?2t:- tag model |l ez®se

Az el SzS alfejezetben megismerte¢k, hogy mik
annak matemati kai | e2r8s8t a DAE egyenl etbe
t eki ntaseegek eSts ®@gcasisinltgamadellez®s ®lto.z zunk i sm®t | ®
egy | hosszvamgPmeg U, t@shet etl ens®gi nyomat ®k k a
r adel e metet azaAneploynt ban egy csukl - s t §8mass.
k°rnyezet6®bea) (2.1

¥
7(_"“©

: klzk ®
l : s s,

: . S %
F &) ‘ [s) 0)——>
®F | ©

L

b
[

2168 br aDi nami k ai rendszer csillap2t--va

Tovsgbbsg, kapcsol jsunulg- smer #d b ®g UG gontt i s az
kez°ott, valamint egy cBpdrntajpgd C@s nt mgson ,| @ |
csukl -s t 8masz kozott van el helliy=elzar e . A it
terhel etl enszalissil. A4 Aa@Bpto-n th oks® z ° t W4il, tn¥&se | s 8¢
Cpont HWK°z©ott

Hasonl -an a rug- hoz, ittendszerki at aglke Imezae t
csill ap?2te, myaagmotht“azott ?

o}

s 2 a P csram (2100

T PO
Acsill apzter edgt i3%ivars\s %I§tn Bakeetgelenti, hogy ha a
rendszertt et sz Sl dgas kit ®r2ten®nk, maBjpantbanl engedn
| ®v S ¢ sd &zlamghélyzeten v a |l - §thal aa8sarseggnzy

Xi rgnwspaziyi ¥t @nybam®ter hel
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A kor8bbi fejezetben megi smert m-don, I s m®t
a virtusg8lis teljes? egn@maykaedndset k ¢, lagndbleyl ssSz er i
®s tehetetil8éna®givegrz&tt vVirtusgli dentel jes?

megengedhetS virtu8lis sebess®g8l |l apotr a:
10 E3® "H3O ™ (2.109)
40
Ezt az egyenl etet i sm®t K i kel l eg®sz2teni
csillap2t-val. A csillap2t:- virtu®)i ®stel e
a csillap2t- - megny¥%l 8s Jszorzathadfal i s sebess®g®ne
10 € T om (2.102)
Acsillap2t-ba&h ®bhggdSgar$S (
0O wa (2.103)
Aholka csi | | ap?2NEny,wpte@rnygenS megny Ym/gs sebess®
l sm®t indul junk ki abb- | a pont bekheka hogy i s
vektori8lis alakj 8t ®s adjuk Sket hozz§
k®nyszererSt is figyelembe vett¢k:
10 E® 'HAD 3o ¢ & i m (2.104)
40

Az egyenlet¢gnkben minden tagot megszoroztun
a csitl] &2t i s 8t %@y |hoagyakmdamjnauln&knj en benn
sebess®g, 2gy ki elHagotnhe aamz aeigsuga lhezel lidpg?
megny %l 8sa | esz a k®nyszeregyenl et:

wd B aur)=B o (2.105)

Ahol 0 vektor:

W
6 W (2.106)
Tekintsg¢k a megny %l 8§8s derivs8ltjsgt, amel vy
Al kal mazzuk i sm®t a | 8ncszab8lyt ®s hozzuk
wd k 0 T ,63') noood (2.107)
‘ TO



Ekkor felc ser ®1 hetj ¢k a valirsuSkbess@hpekst®gakke
egyenl et¢gnk kiel ®gel j©°n:

0 n 0 DO 0O n 0060 (2.18)

Hel yett es?2(2HEB-& (21M)bes z a

10 E® "HAOD 30 ¢ 2 pd m (2.1)
L #0
Rendezz¢k az e gneearklaeptjeutk, ahocgsyi | | ap2t - val el
rendszer¢gnk virtus8lis teljes?2tm®ny®t :
10 E® HAD £ 36 m (2.110)
Mi vel i tt i s Lhgeamge-Z ®t € ¢ kmu bt i pl i k&t atdt 2 gy
virtu8lis tseetbsezsSsl®ggeets e n v8IKavet hat Pask®pmpe g
egyenlet¢nk ism®t a k°vetkezS form8ra egysz
E®» HAOD ¢ (2.111)

Ezt az egyenletet rek®aysgzler@gylkine @g®s gy oj sk
elemeivel:

E®» AD H& D (2.112)
AO D -FTAéi)f):b
© o
A k®t egyenletet ism®t egy m8trixegyenl etbe
B ' He D
‘E A 0 Tn 2
- o) Mo (2.113)
A _ﬁ,)CoCo
Ezzel | 8t hat -v8 v8lik a c s-alyebra egyenletbree| em | e 2
KevetkezS | ®p®sk®nt, alkossuk meg ezt a tag
wk B =a o za W W W W a (2.114)

Ahol ® =0,w =1.
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Azxg®s yameghat §r otz@rs28&hsoizkl aphel yzet ®b Sl a rer
217-es 8br 8n | 8t hat- m-don:

Ay U
. 4/)‘:\

2178 brMaki t ®renhdsizer koordin8t §i
Majd 2rBp&ntf e¢l mozsdulypx§tt kaoor di n8t §kkal ki

a
© ¢ —dbei - (2.115)
&
G & -3 0t -

Ezut 8n 2rjuk vVvissza e2élhes a&a®kpozdi agy gklac
figyel embe wav=@wesl: hogy

B ofufr) O -WEi e ® -JNEA & (2.116)

Ezut 8n vegy¢k a k®nyszeregyenlet gradiens®t

(2.117)

(2.118)

a_. ,
o W —WET » U
0 11 ‘T 1
O ’

—J! w —-J Q¢ "
a 11 T 1l
L)

\ a o, a o~ , a v~y a a ~ , , 1
W —WET9-TJ Qe w0 =3 Qc 0D —:luelo,
u T T T T
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Ahol,

a W -WEéET + & -3 Q¢ & (2.119)
Ezek ut 8n hel yet 2148 5at & g tuk y pboent a kdz det i ®
(w=12,w0=0, =00 ®s hat 8r o0z z u-kektonelgmeia gr adi ens
T a. .
S 2.120
= Chr[hT (2.120)
. a.
o @ gfﬂ)éﬂ Ul nﬁl,l
0 C "[ I :Idl,l
Pa e e S e
a1 T P L
1o wen _ad @ ad @E | Qe n &
— 2 ad p
Uug 1 T T 1 U gqau

Majd ezt KklRtvet Sen az

a. . a ., O e s
a —hmm — —Jwém m -3 @ « (2.121)
C ¢ T T
a o a s
o & a4 PR PXy
¢ T PO ¢ PO

Ezut 8n meg keowdadat S8iro,znanpathegn ¥lj Ik vekt ar

A,
W —E o
i t (2122

a
w =3 Q¢ «
T
Majd k®pektriy 8S szerinti deriv§gltjE§gt:

a
Q | W - a e

2.123
a5 (2.123)

i .
A S
w ?QUSIQ'

V®g%1t | ukmefgenly Bled® ss®g vektor nagys8gs8t:

W o -J Qe w -J0E (D (2.124)
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Mivela wd meghat 8roztuk, 2gy az csillap2t-erS

. . & & .
& Twa ™ o -J 0o o -de i (2.125)

Cgycsa | | apékt er Smeghat §rozhat-v§ v§8Ilik:

. T
joje! QQOCDﬁ (2.1%)
~ Pr
. a a_. p 1 Ta
DV w -3 QO W -WEI> 3=Qipn~
t t P X1 on
POy U

L8t hat——bavaklorrazhaBpont bamshatapttreduk8ISni tudj

sl ypont®&a, 8r 8nll 8t hat rezm-alohag Eme-l at dj f f
algebrai egyenletrendszerbe foga | ha't -

J
[
FKx
C ) ry D) ( ) (——4.(\/\ )
S S MKZ
2188 brAacsi | | apeédulkgBEsmtdazsSd ul ypont ba
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24Gyakor|l - feladat ok
2.4.1.A fizikai inga mechanikai modellje

Hozzunk | ® re egy egyslkheorsls zfVimBigkreig Ui ®E8t |
tehetetl ens®gi nyomat @gykaslukdersddalShpaBisk.qg KEz u
atestetazZApont ban a k° i98ywemngt hez (2.

yt

! \lg mJZIJZ

I

i

!

I

f S(x.y,P)

S P -

@ X

2198 br aEgyszer U fizikali i nga
Tekintsg¢k i sm®t a szok&8so4 affinknim8mh@&r amega

vonatkoztatva:
E A 50 H (2.127)

Sz¢i¢ks®geée¢nk | esa ketegobktdBes hgkmefgar82hh a®sa a(
kel sS terhel ®ek ToeBbog8§rde( kel l vezet ink
vektorb-im§a r IDxtodlFd),valamintaz i nerci 8.i s tagoka

Ker esett mean ngyyi osr@guel(RE&sv ek tko®ny s z(&8.r er Svektor

0 @ ,‘8 (2.18)
Legyen a fizikai i-vnegkat okr@®an yas zke°rveegt ykeenzl Se: t
0L
o W —WEIQ »
ofufr S (2.12)
@ Ei Q¢

Az ismeretlene | moz d®@d 8sebess®gvektortehzl ptBbbi ak

w W
6 Wo W (2.130
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Afizi kai inga t°megm8trixa igen egyszer Uen

a T

Tt
a T (2.131)
Tt

M2 g k¢l sS terhel ®sek vektor a:

Tt
H & 0Q (2.132)
Tt

K®pezzg¢k-ne8tdra cxookeik aor b - |

n,-h h h I ad o
. h o Fo Fo R P T c Qe
R o (2.133)
uFo TFw T U TP C et
Majd a Jacobim8&t ri x transzpon8ltj §t:
p Tt
'\ i" ip~ (2.13)
-3 Q& e —WE o
S S
Utols- | Rop®skkazt ®er ei §1 iAs ttaargtoklathaz- vektor
-F]TACI')C)'J 2.1
= (2.1%)

Szorozzuk °gnBze iaolac@olsiebess®gvektorr al

| . |
N p M o—i Qe O W —i QO
A D C] o] & f (2.1%)

Ez uth&n 8r oz zakdpottraekipr Jacobim8t r:i x 8t

N-F] h h ] iv ,
FA . Fo To R~ U Eoos 1O
ufo T TR U C

~
5
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V®gy¢l , SzoOr 0z Zjbkn nkeagp oad t( 2n81t ¥ i x orél, majd sebes s G

m2nusz eggyel, hAvektprtt megkapj uk a
1., : [
y T -wéidx W -wEé (O
= D CI QW CI (2.1®)
nnzi"Qéi)- * Ei"Q‘{)-

Azer ed m®ny:

l/i A 50 H (2.19)

a 7 T p T ,
o . () T ,
|F a n . n \ P now. o a 00 L

P | a o~ a -, .. o U oai 1
It m —3 3 -0 Q¢ « —eE iy W, |, T N
H PG S S |’|q L o, X

a > " _ N & | [N
: Tt -3 Q¢ . Tt Tt I,I l]o n i C(JOE 1o 1l
. LU g
gt P Eiﬁ)éi e T T u g Yy
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242 Afut - madars ikwexhanikai modellje

Egyf ut - macsk8ra szerelt daru egyszerUs2tett
220-as 8bHa&na fut: - macsk8t mozg8§s k°zben hirtel

ideig |l engeni kezd, 2gy a daru mozg8s8t 1is

Hozzuk | ®tre gyakorl|l 8sh®ppemdszrereked medld
al gebrai egyeanlveitrrteun8d sizeelrtB@®ihgegs t § @POY e |

777777777777 777777777777 =
-~ X

=0

2208 br aFut - macska ®s daru mechani kai r

Ha a rendszert abszol Vit koordi n8t 8kkal k 2 v
koordi n8t §ét nk elkl bevez

l w0 W - (2.140)
Hat 8rozzuk meg, hogy h8ny szabads8gfok¥ a
hogy a rendszer statikailag hat8rozott:
i & & (2.141)
i ¢ o v
€ P
€ q
i & &
Yo € € UV O C

A r ends z e tikailagekn®&tt s zselatdbssvagyi s k®t szabads8gf ok ¥
ut 8n hat8rozzuk meg, hogy h8ny k®nyszeregye

0 n Y 1T ¢ ¢ (2.142
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Teh8t k®t k®nyszeregyenletre |l esz sz¢igks®gen
Hozzuk | &t®rte eggzytend et et, amelyet rendezzg¢gnk

N« SR
W w E:Iosl-

‘ (2.143)
. a_ ...
w -3 Q¢
C
A kor8bban tanulvtekk oszdreilhtasza8g8l 8s8val | ®t
dinamikai rendszer d i f f e ralgabraiiedyénletrendszer®:t
E A 50 H (2.144)
A
Ahol a k°vetkezS vektorokat ismerj ¢k, vagy
n(;fx m T T ) PR e
LT L1 L1 - ! - QL
' mT T a ™ a7 R 2.14%6
- :: P 1l " a JQ ( )
m m 1 — T
u pC v
. @, w , W ami O

Hat 8r o0z zas kt onegb b iD,07a glezdetaD M8t r i x sz al

a . ~ P n Il
oo p p m -3 Q¢ i P LS
f . c A 11 Tt p 1 (21[6)
ro T I P gabéi . I(‘]d o . X
S0 QE e —ADE Qe

V®g¢l hat 8r owektartk meg a

A
=D D 2.147
= (2.147)
A kor §8bbi ak h otzis haladgiokn || -Gapn®s riS | | ®p®sr e a meg
a W a
N p pn—d"Q‘s-(b W 0w -3 QO
ADD < o) .G (2.148)
a ., , L
m TP E:losu-, () E:ID&I:)'
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Ezt k°vet Sen hoznz8Sutkr il x®ottr:e

-FTACI') 2.140
I b (19)
nnnzﬁ (018
V®eg ¢l SzZzOorozzukm8meg-& @ ¢ bleascso®bgive kt orr al ,

v®ger edm®nyt :
A
— D 2.150
= (2.150)
a ., W a -, .
T T T —30E (O . —WE 1D
S 0% S
a . w a_ ...
T T T ECI QD Ed QD

Cgw@ger edm®ny

a k° v algebrai egyenldtierid$zer teszn c i § |

a_. ., .,
nnnzilosu)-

a Jacobi

a m T T P Tt s
oy ,
ptoa n n p T e
yvoomod T Tt N Sy
\ N 11 I()) ,
) P \ a s (o G ) L, N
m n mw —% & -3 QSO—:L)gljjporl
t PgS C C e o
a , 1
::p p T Ed Qe e 1 T :: 10 1
O v
L q:ﬂ)' ) i uol v
UT[ n p E El o T T 0

i 2 Qb .
o

1 C

L
u

L)

n -
]

& oQ
.t ]
a_ -, . ¥l
—WE (D N
a s ]
Efj QD ¥,
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3.D1 F FERE NBUGEBRAI EGYENLETEK

Az el SzS fejezetben megismert¢k azokat az
dinamikai rendszert d i f f e ralgabraiiedyénletrendszerbetudunk foglalni .

Ebben a fejezetberk ®t al ap vred Sh &kl®redz®s¢ k a hangs %l yt .

Egyr ®megtanul j uk, leleeg ggy adottk ®int f e ralgebmii § |
egyenletet 8 annak mat emat i kaija ®st rmkgddrlaatpd 8ga
oszt 8l yokba sorol ni (indexelni).

M8sr szt tekintj sk 8t hogy ha a rendszer ¢
i ndex ®t i s memi k ®qldhatmk knegr azt numerikusan, vagy
al ak2t heagyj ukk®° lnnyebbédnf kezrzehbe€begyenlett ®.

3.1. Di f-digebracegyenlefek o szt 81 yoz 8sa

Di f f eraelngceib8rlai egyenl et ek o siméxé&etyaoszz8ns&lh oaz k
szakirodalom. Azi ndex egy olyan fogalom, amely a DA
KDE k°t8vobdifejeziki, megl ehes Sereatt m- don

Sz8mos i ndex | ®t ez i k, amel yekkel j ell eme
di f f erad geeibglai egyenl et ek, mint 16pla a pe
megf i gy ek [h7g vadys @mretriai index [18].

Az index mi ndi g egyeg®szi t$ w8 na, DAER matématikai

strukt %r 8j 8r - Ime®so!|l dbmer s Rg8&r ¢l taad Sk ®peBgb
el mondhat -, hogy min®hdmemaeg ashazbbbrge gtya IDAIEN i
annak numerikus me g o I8d 8 s

Az egyik legismertebb index az ¥4ag y n e veeizfeft & r iadexj19])8Hz &zsndex
praktkusanazt 2rja |l e, hogy egy DAE h8ny deriv§l
egy KDE-re.

Tekints¢nk meg n®h8ny egyszemdkazinddxmeBt , ami v
akoncepci - -ja. Legyen,

wo Qo (3.1)

Ami egy tes viilBddxl DOAE. Ha e zdtera vfgkkgrguk®ny t
egy k°zdms®ge®enci 8l egyenel etet kapunk:

wo Q0 (32

EbbSI k°vetkezSen, ®&DEiedpxeelan®nyesen, egy
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Legyen a k°vetkezS rendszer:
w o0 Qo (3.3)
wo wo

Derivg8ljuk el Ssz°rmagzd ehlesiS eegesiltstodkt viss
egyenletbe:

®o QO @ o (34)
V®gy¢l derivs8ljuk a mB®gs ediylszegyenl etet is
w o Qo (39)

K®t deri v8l 8ssalKDEk-het ot Bgyk eegl egyy kettes i
Vizsgs8ljunk Bbsal BlegseDAEc badskar i ndex®t.

Legyen:

E®» A D H (3.6)

A geometri ai fé¢ggv®ny 2 gy azt k®t szer k el
|l egyen az el sS egyenletbe:

AD (3.7)
A

ami bSI k°vetkezik,

Crjuk vissza az elsS eggerniatbeza kmStejde k®d
EJA DA A D 'H (3.8)

Ahhoz, hogy (38)-ategy KDE-revezess ¢k @wai snm8§rael v®gzett k®t
mellett m®g egy deri vegl &sr@pylmoe @ Jk sp@gdi ¢
Emiatt a mechani kai rendszer ek h &lgetorai s i nde
egyenl et ekkel 2rhat -k 1 e.
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32Di f fer-ahgelBt ai egyenletek megol d8si m:-dsz

Ha DAE-k numer i kus megol d8s8r - | besz®l ¢nk, a k k
| ®t ez i k:

1. Ak©° z v e direkeymumerikusi nt egr 81 §s

2.1 1 1 et ve td DIAEEDEKk v endim®rikusi nt egr §1 §s
Az emesgk®°®zel 2 k®gvesée®g!l i nt e®xt88rjomBg uak DAE

a keresett mennyi s®get.
A m8smeéigk®°zel 2 aBAEtiteset ®n

T vagy reduk8l juk egy alacsony,athm|i m®gxr e
azegyenlett ov8b A& ,i sle k°zvetl engl i ntegr 81 h:
T vagy k°z°ns®ges differenci8legyenletre v

321K°zvetlen numerikus integr 8l §s
Ennek a m-dszernek az a koncepci - -ja, hogy a
pr - b8l juk amadgttdAE-HaAriaki h2v8s az ilyen egyenle

megol d8shoz egyszerref kged V,Gsyntdegma &I18dini az
fé¢éggve®nyt |

E» AD H ©0o E OA DO H (3.9)
o o

Sz8monemeri kus m- dszer | @at kdagskikus- [20h ivagy p®I d§it
kiterjeszett Lagrange m- ds z er (augment ed Lagrr,ngi an f
amelyek alkalmasak DAE-k k°® zvetl en numer i.kBositos i nt egr
megjegyezni, hogy eze k a m- ccsak@lr @&ks ony -2) egyentetek ( 1
eset ®n al kkasikeresen.KagasabAr end U, pl . hDRE-rasss i ndex
| ®t emeglo!l d8si 8 r atd@giaS8 ks z[er z S lkeddig csakme | i k ,
egyszerUbb, Ilineariz8lt rendszerekre al kaln

A fent eml2tett m-dszehedky kmizk ® kimsikik kd ime ga
Lagrange [B0.dslzeegcyen egy h8r mas indexU DAE
megadva:

EX AD H - (3.10)
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Ahol a Lagrange-f ®l e mul ti pl i k8t or meghat 8roz8s8ho
| ®p ®s al k&3 mazhat - |

C 0) (3]_1.)

A (3.10) rendszer numeri kus megol d8s8hoz &
m- dszer ( m8nsplickRungeKuttah ny %j t otta formul 8kat:

, C ,
= 3.12
o) ,,QCD o) (3.12)
, C .
0 ?221) 0
6 —> 0 (3.13)
9 .
o} ! D ! D O
Q K9)

Me g ey DR ¢hke®gzy di f ferlet®@rcti €l mgy®@®®ni t art om8n
(8l tal 8ban azonos k®®ryw®)nutmBvr olkuuSg megol dE
k°z0%tt

Hel yettes?2tbeg k( elQ)3. AD)(3.13) formul §8it:

T - .
EO5d e AD H (3.14)
T - .
E Qaf)) E Do A D H
Eoe® EO—~® - 6 AD H
Q o) o2 ©°

Majd szorozzuk be)baemn §tRwlSa ke2gtgketntl e(t 2.kle t

~

o
E® EDJ6 » —DAD H  ED (3.15)
0
=9
T

Nemline8ris rendszer¢nk megol d8s8hoz egy i

amelyet pl. aNewton-Raphson m-dszerrel v®gezhet ¢ {nk el
H . -
L (3.16)
10

ahol,
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: . Q ., T O N .
0E 3 EDJ6 QOB ?OH ED TSAWQ 1l

>
1

11 Q . i
A (3.16) egyenl &6 wektgmak @rts@heketa kel |l adni,

toleranci 8nak nevez¢gnk:

Yo pm (3.17)
p T
Ha ezt az ®r t ®k e t el ®rj ¢k az aszém8tigs bef8neza
t ek i ntFhoenttSo.s hozz8tenni, hogy-k a kh&Bv entalse ni n
numeri kus integr8ci-ja k®t komoly neh®zs®ge

1. Rossz kond?akislo®E®dtsEwol s § g gelentirhalacsitt . Ez a
v 8§ | tatunk a par am®t azr rekdyem®r v BIktUoak&sd
rendszere r e d neeny

2. Instabilit8siamelrydbk ®mglkit t a rendszer ne
numeri kus megol d8shoz.

Az i nstabi |l i toganieregnekohody@m8KA E meakd lzdo&Esn

k®nyszeregyd&nl| eptoet? einc saviers tdigyelekbe, 2 gy a

mozg8§segyendpotzélc i ckRmmkyster ek®g2ti k ki. EbbSI

asebess®gek ®snemmagagnaknegd Sks®negywenlet-d er i v 81 t ak
81 t al el Shent %§yngeseerkezéad bumeniykss pbinb §
n°vek e d&tmdaddnak.
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3.2.2.DAE-KDEredu k c i

Agyakorl atban jobban elterjedtvenrgoj] gBsvi s
egyKDE-reeEnnek a megk®°zel 2t ®snek alzkakzmegt Batye,
hiszenak ® z°ns®ges di ff emmruenmecrii8kliuesgymend eltce&ksa eqgy
kut atott Hterrgnoegty. hsszetett rendszer ek €S ¢
stabilit8sa nem mindig megfelelS a k®nysze
miatt. Emiatt it ol yan m-dszetejktr Shkhmel ysek-kebh n°ovell
di fferenci 8l egyenletek megol d8s8nak stabil.i

Megj edRY zi@®dlOshos sz s 8g8) -Kkziemelt ®n ez a probl

f el ,olyghipynumer i kus stabiliz8ci -t nem sz¢ ks®g
k ®t elem ®s hosszabb ts&i ®BulMicndisg | @®B2 tesscentk
stabiliz8ci-s algoritmust.

Vegyc¢k el Ssz°r a szok8sots form8&ban megadott

E A 50 H (3.18)
A

C®l unk, hogy %gy alak?2tsoRskitf ajze gtmeited | lee g n
t°bbi i smert HmHednybro®fgek! sz®  a m8tri xerd
kevetkezS m-don:

E®» A D H (3.19)

Majd szorozzuk meg az Mé&kebS wegggnbetaett °malg
i nver z®vel

E OE®» E JAD E JH (3.20)
Mivel E OE A Zgwdezz¢ ¢k apreegyenl et et
6 E JHE OJAD (3.21)

Mi ut 8n | ®t r e hozt udark amely tartalikazza eaj LagraBge-t ® 1 e
multipl(i)k8va@agyis a k®nyszerer Ske@19e3gy most
egyenl etrm§g®0 ek

ADE JOHE OJA D (3.22)
Bontsuk fel az egyenletet

AE JH AE JA D (323
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Majdr endegiz ¢ k°vetikezSk®ppen

AJE OA D AE JH (3.24)
Ez uts®rozzukbe ADE JA m8tri xszor zat i nver z®vel mi n
AE OA OAE JA O (3.25)

AE JA JAE JH AZE DA 0]

Cg a bal ol dal on ki fejez®sre kerg¢ gl a

AE OA JAE JH AE A O (3.26)
Ittt | 8t hat-an m8r csak i smert mennyi-s®gek v
m8tri x, az inercié8lissnyomgolek®er nl®sdz et eSemr

f vektorbarejtveaz egyenl etbe fogl@idhat, kcipialslsapat §.
V®g¢li,smer et ®v el hel (82t0tag>3)-bes ¢ K vissza

6 E JHE JAOD E JHE JAD (3.27)

AE OA JAE JH AZE OA O
Amit r ®s zben t udeugnyks zteorviBsk?bt e n i

6o E E JA DA JA JAE JH (3.28)
E JA ODAJE OJA 0]
Amennyi ben | ®tr ebacobit uknagv al gnlmigat k¢l sS terh

m8trixait ®s (32kegdA6)xjgyenletekaeyy 2d s®g®vel, k°zv
| evezet het Sk®sa kg®noyrsszuelr§esr S vektor ok.

Ezek a kifejez®sek elsSsorban akkor haszno
fejleszteni,2 gggbevi tt adat ok ezekben a m8tri xokban
el t8rol 8sr a.
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33 Numeri kus stabiliz8ci-s m-dszer ek

Egy t°bbtestdinami ggior srué rBcusmerdus ki nt egr 81 8s a
el ker ¢l hlef e kwith 8§t okozkamtr Yaj5gpess®@Pseskben
helyzetekben.

EbbSI ki fkoRlinyy-slzeeg eapumerikus dti dl€i t fontos el |l ensS
tartani, mi v el ez ahhoz vezet, hogy a me
asz®t kapredsdogludf i i k ai kettSs inga egyi k r®s
Ezt az el tol -d8st ®Risft-nek GhgvezZk ael|l szmdkamld8zs8s z
irodalomban.

Ahhoz, hogyilyen j el eme ®fjor dul jon el S a megol d§s soc

egy visszacsatol 8st, amely a k®nyszerpontok
enged meg.

A k°vetkezS alfejezedekbleat §®s @mgyszerd
megismerni , amel yek be®p?2t®s®vel teljes mo®rt ®Kk
megol d8s stabilit8s8t ®s el kerg¢glni az el eme
33.1.ABaumgartef ®| e stabiliz8ci-s m-dszer

A most bemutatott m- dszérgagysztealiblbe lz§ §M8sakol a
(2.54) egyenletetak ° vet ke k& |t empedis z 2 t

¢l T (329
ahol,

AdD

Az Yij tagokkal fel 2rv-al gae brrean d sezgeyre nd ieft frernal
k°vet terz $kKapjuk:§ t

E A O H

- 3.30

A 0 ¢l T (330
Abevezetett UR® 81 | aad - ke vebBazwmkgart e param®tereknek

A szerzS javasl at a, hogy elsS | ®p®sk®nt
pl. U=a sillefve ®r t ®kl; kBBt ° z ¥ €t a s[84F u k

Megj egky e ®a ®I az ®rt®kekno®l nagyobb ®rt®kek
1-20 tartom8ny csak egy aj 8nl 8s.
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A Baumgarte-f ®1 e stabil i z28cSinyse, m-hdosgzyerr oppant e
al kal mazhat -, mivel mind°ssze edg§ti8dpal i
hogy nincs egzakt m-dszer azzal kapcsol atba
milyen bWRSs) | 3z8ks@®ges.

Tekintse¢gnk 8§t ey mmesyerdk@peb®qgedlveyp

hat 8rozhat: -ak a Baumgarte rpairdsm®tre rkeelw!®sF ell te
8l I momt ( pl . a kettSs i-daguamodelV)a®sy 8al hfawntd-- ma c
| ®p ®s k° zjunkhaszn§gl

Crjuk fel a k®nysare§te,gyaemndaek Magy metes tag]j

0 Q ) OIQ :)C— (3.31)

Ak ®nys z e r relgnemceakte=tO pontban, det + hpontbanisnul | §v all kel l
hogy egyenl S |l egyen

o AEET @ 0 (3.32)
EbbSlI ad-d-an,

A A Q
O 03Q Dc—

Hozzuk a differenci 8l egyenletet standard al

¢ A C A
o O o O (3.33
Cgy a Bamangam®teme gkeleennek az analitikus k?©°

a | ®p®sk°®°z f¢sgggv®ny ®ben
q P
20 - 3.34
CL o4 (3:39)
valamint,

Vic
o1 Z

S
Q
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332.A J &Bhyefn®l e stabili z8ci-s m-dszer
A Baumgartem- dszer eset ®n mi,md nad @qyk®aylsgeolkr &kr

kel l ett ol dani alJdlBaym e @r 8s mx g20|2a s ®g®v e |
k®nyszerer Sket el i m n8l ni tudjuk, -2gvy e g\
rendszert kell csup8n megol danunk.

Megj] edAk2@< It m-dszer alnk@&snhobzom aehdszerbko!| o n o
eset ®n i s.

Az alap°tl et a k°ovetkezS: a k®nyszeregyen
csill ap2tott |l engSrendszert, amely az al aryg
sorg&n keletkezS sz®tes®st g8§tolja meg azzal
| ®t rej°vS el mozdul §sokat .

Crjuk(®elegyenl etet a k°vetkezS m-don:

| f T (339
ahol,

AD AD
Crjuk be a k®nyszeregyenlet m8sodi k deriv§gl
| A AD T T (3.36)

Ezutr&emdeazs ;kgyenl etet D®gl szorozzuk be

I AJA® | AJAD® T AD 7 AD (3.37)

| A DADD A D AD 1 i

Ezek ut8nsvabggwdkmachani kai rends z-Eueekr e ®rt
egyenletet:

EX® H (3.38)

Adj uk h 88rat (837\hdz:

ED® | AJAD HA D AD | i (3.39)
E | AJAD "HAOD | I T
E | AJAD® H| AD ¢ 1

Bevezetve k®t(%j) param®tert:

|T_ ¢ = (3.40)

—u
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Az| az Want et S(pendiynfgcown,S m2 s a k®nyszeregyenl
saj8§tfrekvenci §j a @®&s saeirlzlSkp ntu§neir i tkRirsy &2 $j®g
a k°vetkezS ®rt®keketpPp® szpemUgbe8Il |l 2tani:

A bemutatott e | j 8 rn8ysiolkielgetik a k ®r g ®shogy milyen m®rt
hat 8sosak ®s sz¢igks®gesek ?ezen m-dszerek alk

A sz8§motsudom8nyok?© zegdkelyek a k¢l °nb°zS stabili
m- dszer eke#®k,tteSkignytad ¢j k me g Y26] nunerikusC h e n [
tanul gn8alkgyik szeml @eetds®nly szergpk sekbel.

n®gycsukl -s mechani zmus eset®n mkti atbta®k be,
mekkora mePwv@®kisemk az el mozdul &8s (3.1 8br a)

f ha nem haszn8lunk stabiliz8ci -t
! haBaumgartef ®l e stabiliz8ci -1t,
T vagy ha a szerzSk &étabiliarv@sciolt ke@lok ali m&

El mo z H@' m&]s
o N AN (0)} (0] B

0 1 2 3 4 1 d$g 5
_____ T
| ——Stabilizgci - n®Blaygmgarte-f ®f
-—=-KoordinSta-stabiliz§ci -
3.1 .8§bStaabi |l i z8tcdbbtheadt8cdian a&mgiyk a i rends
A3les 8br8n | 8that-, hogy stabiliz8ci - n®l k
a csukl - bakicsing Z10'nmaagy s § g,rdeen dfUg|l yamat osan n?°v

el mo z delehiktneeg, vagyi s a k®t el em el kezd egym§

Ehhe z k ®pegyé gy & Baumghrtef ®l e st abi |l izaBci®s al kal
| ®p ®s k°z f s;wylvaenzyt@apuakn ame®t er eket , akkor egy
tartom8nyban fog a hiba mozogni.

A legjobb eredm®S6ystaj 8t seej86Bsa adj a, am
el mozdul 8s, de a sebess®g szintj®n is t°kol
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34.Re d u k cMATLAR rendszerben

Ebben az al fejezethben megtanul j uk, hogy m
parancsok seg?2t s@®g®RVkedzeeygy | DAErt 8l ni, ma

er edm@neygeyk k°zUdnd®geenci 8l egyenl etre reduks 8§

Il ndul junk ki abbréndel RpROENKkr oglyl egy me
DAErendszere!l Te ki nt s ¢ k a kompalltalakdan.cahokaz E foglalja
mag8bM BDT®OmMS8t r imeata, gyor sul §sokat ®s a k®i
ftartalmazzaa k ¢ | s S t ,walamietla®s & knee® sc i pSaltapsdat? v

E» 'H (341
AzZEi nvert 8l §s8val ®s pka®lzrv-elm-ldkah- megap§ a8V e
gyor s wltSks@sky szet et &k twektaria z -
E OED® E JH (342
6 E JH
Az invert8l 8§st v®gezz¢gk el a MATERBnpsglr an
el Sszoes af @j. etz et Hizaka ingapfel&atat!l s S
El Ssz°or i's def i nix&Ixjyuky, sa= fy 8| tdfo, Fax=K FAK
Fay=FAy ®s a par a(m® g)asymspasanccsat
>>syms x y fi dfi FAX FAy m | g (343

Ezuth8onz zuk | ®t rf eektero(f),bvalamintaaz 'E m8 t r ,i amio &z
egyszer Us®g kedv®®Mtnekcsak nevezz¢gnk el

>> f = [0, - m*g, 0,-I/2*cos(fi)* dfi*2, -I/2*sin(fi)* dfi"2] (3.49)
>>M=[m,0,0,1,0;0,m,0,0, 1; 0, 0, 1/12*m*|"2, I/2*sin(fi),-I/2*cos(fi);
1, 0, I/2*sin(fi), O, O; 0O, 1,-1/2*cos(fi), 0, 0]

Azfvektortt r ans z po nnfvelmvekitrakdt b | apb- 1 sorvektornak
MATLAB. A tr anszpdran§pbs8rsdv Ua par anccsal | ehet (
kevetkezS m-don:

>> ft = tranpose(f) (3.45
Ittt a transmpjn 8nletv evt@)kazddEmudtkr i(x unk i nvert 81 &
invpar anccsal |l ehet el v®gezni

>>M1=inv(M) (3.46)
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Ezzel megkapunkegyigenbony ol ul t ki n®z et(Ml),iamivmeg t 81 t m§

kell szoroznunk |

obbr - | a tftrvaktosat, phogy 3nkgkapjuk az o

er edm®ny.\Aedkvekont f el ° IMATLAB-Ban e gy sxb-@ek:Ue n

simplifypar an

>> x0 B M 1*t (3.47)
Amit kapunk, azt ov 8 b begya giem °sszetett . ARenbam@ssz¥% Vv
ccsal 8tl 88that- form8&8ba hozhat - .
>> xs0 B simplify( x@ (3.49

A MATLAB

viszonylag nyers form8®hnmkhdén a

egyes sor megfelel @& 6 vektor elemeinek:

@ O  (3*g)/4 - (3*g*cos(fi)*2)/4 - (dfir2*I*cos(fi))/2
W O - (3*g*sin(2*fi))/8 - (dfir2*I*sin(fi))/2
. O -(3*g*sin(fi))/(2*1) (3.49)
O O -(m*(g + 3*g*cos(fi)"2 + 2*dfi*2*I*cos(fi)))/4
O O -(m*(4*I*sin(fi)*dfi*2 + 3*g*sin(2*fi)))/8
Foglal jekekRkeszaz eredm®nyeket:
N o00p wéei  alwé (D 0l
11 T C I
® 11 cJ0Qd Qe ad Qe 1
o U C 1
Il. ool o003 Q¢ . 1 (3.50)
(R S — 1
I'io 1 I, Y ; Y 7 'C,:IX ; ATy r
WO [ @0Q o OQaweési ¢ DweE i>
11l T Y
L o JQ0 Q¢ 13 2J QO N
u T U

I tt ®szr
A teljes

evehet S, hogy mrreddmr Balt 8§s etftg g e ®
DA®r the g ®b d Beshacezl Stsazr°troz - di fferenci

kellmegoldani(¢ © « ©¢) ami a fizi kadi fifngraemeimdli eg\gen

EzutasSmein
az 1inga
nagysS8ga

t ®n meghé8&gSeb2esSd®PY ®ny seg?t s®g®vel
s¥l ypontj 8§naki poydrhsawml &sbar,e diSI | ke nvyes :
®s v8ltoz§8sa.
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35,Gyakor|l - feladat ok
351LFut - maauDREAr edukci - j a

Tekintsg¢k -enso sftejae z2e.tdben | ®vEBE Smgsodil el ada
a Vv 8| tasymspamriccsal:

>> syms x1 dx1 x2 y2fi dfi FAX FAymlg (3.51)
Ezut 8n hozzuk fvyelatrv@ametcaz EenB8t ai xot :
>> f = [-s*x1-k*dx1, 0,-m2*g, O, -I/2*cos(fi)* dfi~2, -l/2*sin(fi)* dfi~2] (352
>>M =[m1,0,0,0,1,0;0,n20,0,10;,0,0, m2, 0,0, 19, 0,0,
1/12*m 2*1"2, I/12*sin(fi), -I/2*cos(fi); 1, 1,0, I/2*sin(fi), O, 0; 0, O, 1,
-l/2*cos(fi), 0, 0]

Ezutt§mnszpo h@Kojt.uAk taza n s z pno8nr§ |i Sysmspose e v U

paranccsal | ehet el v®gezni
>> ft = tranpose(f) (353
Ittat ranszpon8lt vektornafk)AzZEm®tr sk nevett 80E
azinvpar anccsal | ehet el v®gezni
>> M1 = inv(M) (359
Ezzel i sm®t kapunk egy igen bonyolult kin®z

szoroznunk j obbr - Ift vehtorral, rhagy smegkapjulg bz ©
eredm®nyvektort:

>> X0 HML*t (355)
A kapott eredm®nyv e kdmplifyparamagsals zer Us2t s ¢k a
>> xs6 B simplify(x) (3.56)

Az egyszertskt®estkegB eredm®nyvektort kapju
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35.2.Afizikaik et t SBAEF edakci - | a

Tekintse¢k len®sf ejae 2ekteltdind g§I8@FISSsz°or s defin
v 8 | t o zsyrksparancesal:

>> syms x1yl fil x2 y2 fi2 dx1 dyl dfil dx2 dy2 dfi2 (3.58)
FAX FAy FBx FBym1 m21112g

Hozzuk | ®t ffwktstovaldmmtaz @ m8t r i xot :

>>f = [0, dml*g, 0, 0, dm2*g, O, dl1/2*cos(fil)*dfi1"2 , (359
dl1/2*sin(fil)*dfil~2 , dl1/2*cos(fil)*dfil”2 6l2/2*cos(fi2)*dfi2~2 ,
dl1/2*sin(fil)*dfilr2 ol2/2*sin(fi2)*dfi2"2 ]

>>M =[m1,0,0,0,0,0,-1,0,10;0,m1,0,0,0,0,4,0, 10,0,
1/12*m1*1172, 0, 0, 0,-11/2*sin(fil), 11/2*cos(fil), -11/2*sin(fil),
|11/2*cos(fil); O, 0, 0, m2, 0, O, O, 051, 0; 0, 0, 0,0, m2, 0, 0, 0, 4; 0, 0, 0, O,
0, 1/12*m2*12°2, 0, 0, -12/2*sin(fi2), 12/2*cos(fi2); -1, 0,011/2*sin(fi1), O, O,
0,0,0,0,0; 0:1, 11/2*cos(fi1), 0, 0, 0, 0, O, 0, 0; 1, Gl1/2*sin(fil), -1, O,
-12/2*sin(fi2) , 0, 0, O, 0; 0, 1, I11/2*cos(fil), 0s1, I2/2*cos(fi2), 0, 0, 0, @

Ezut &8n transfrpé&nh®rjfukAatransz pransp§sm&stU a m§r

paranccsal | ehet el v®gezni

>> ft = tranpose(f) (3.60)
'ttt a transzpon 8Ilnevetadiukk(f)rAz B 8t s m®t i tuy er t 81 &
azinvpar anccsal |l ehet el v®gezni

>> M1 = inv(M) (3.62)

A szok ®ongyaod ult ki n®zet Us mdddrogzukbg&jl o bim8tIr i x o
a transzpon8lt ft vekbtoeream®nyhwglt onretgk apj uk

>> X0 B M1*ft (3.62
A kapott eredm®nyv e kdmplifyparamagsals zer Us2t s ¢k a
>> xs0 B simplify(x) (363

Az egyszerbtskt®etkegS eredm®nyvektort kapju
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Megj expYiZzk@ik et t Sesieh ®a

clseagkf ocan tko®sta b b
keresett kinematikai- ® s

Ki ne(mat)meagiol d&siByi a®g uk

me g .
ki net iid@a(w, ome nhun, YO ,0, 0, 0 ) egyenleted h o s s z Yas § gdikjegyneéthez t
mel | ®kel tf SIATBAB| hgat - me
N W ad YW o D> pdad O o D o WHEL ¢ OODEs Dpd p 6 " (364
X A0UB  p 6 & JoE&s  co
VU hOOhEe D06 pd@i OhEEe o Owh pd w ad W ¢ O3 o WA . Opd o@
U dOUl p6G o JoEde  co

Y
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AK¥Z¥NSE£@HEHSFERENCI ¢ LEGYNMMERKUE K
MEGOLDGAS

Ebben a fejezetben &k © z° ns ®ges di f f ekrPeznearié§yl&d gySesr8ineatke k
m-dszereit t 8rgyal juk, amel-ky e mkgbl dah ak o rk &8
v8l nak.

Ahogy matematikai tanul m8nyainkban megi smer het't
di fferenci 8l egy eandlitkis me @ d e.l8Ae@kmih laz esetek

t °bbs®gsRabke nhosszaddlomygod!l ®I t sz8§m2t & okkal
analitikus ° sEszzeenff ;ed gamastikue zne go | d s bkt Ss®ge

t ov &tz khg bzegyenletneml i ne8r i s

Az analitikus megol d8sokkal szemben, a num
hat §rt az, hnae nelgiyn eeSgtyies®ll edaz okb - | ki foly-1a
ny2l ik meg azoknak, akik ezeket a m-dszerek
Font os | esz®®geidffarenci 8loggl ea | edtaenkinerikus

m-dszerek (megelldSk)endUma@t fferenci §l egyenl
fejl eszt eaniatt®kegy Bdot t di f f eree rakkar Sthdangy enl et
numerikusan megoldani :

l)ha a differenci8legyenlet¢nk el sSrendU,
2)ha visszavez et jg k magasabbegyemd@t inket el sS
di f ferencdieBdszerey enl et

3)ha alternat?2v m-dszert alkal mazunk.

A m-dszerek eset®n fontos meg$ 2ignhte8@mim hog)
m- don tudjuk pontosabb8 tenni

l)vagy a numer i kKuSktljek®s k° zt

2)vagy a k°zel2tS formul 8t bSv2tj ¢k,

3)vagya kettS kombin8ci-j8&8t alkal mazzuk.

A | ®p®sk®°z c=q1KCkngret, eh®mygegk egy egysesetU®kize |

k°nnyen fokozhat- - a W&go§bgannpaonz DmSEYRI
i g®@minda ker ek?2etr@stie hhBiebdasBrk ®s z §m&nak fokoz§s§:

Ezzelszembenak ® zel 2t S formula bSv2t®s®nek el Snye
ne®l k¢l is pontosabb | esz a megol d8sunk, ma2
neh®zkesebb.
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41.K°zel 2t Srekm- ds z e

A k°zmldsBereket oszt 8l yozimogy explcitelevtagyat t - | f
implicitek

Az expl i ci talneeggeoglyds-zke r ibwelk egy kor 8bbi i s me
(@ kezdet. ®r t ®k ekke | il s nmeergehta®v8erloz nunk egy ko

TehBtnden egyes edgy@&gel@segygeslaectk@lmegoldani, ahol az
ismeretlen csak azegyenlet egyik oldal § rvan jelen.

El Snyhegksemmi | yen probl ®m8&t nem jel eatt, ha &
neml i ne 8 y)iPP ®s r S tudunkRt@l@dmirae megol d§sban.

H8t rdknhpggyaz explicit m-dszerek mivaghicg afel td
hil ®p®s k°®znek vannak tartom8nyai, ahol a meg

| mpl i ci tatkrfegdIm®nky esebb aklgl maphi cvalmi welg o |
el |l ent ®t begyenletldalod ld ad 8n csak,aazobdmet daal &n p
csakazi s mer t meannelen, s &gy egy | mpelsiedm®n drke®g o | d -
oldalon t al 81 hat -ak i smeretlen mennyi s®gek.

Abban az esetben, ha a differanmplicBl egyenl
megol d- vla®t lehetshozni olyan °© sszef,;any@ski® zvetl eng¢l
me g o | dafgebtai egyenletetny er £mk .laa i smer et lphegyf ¢ ggv®n
sinus vagy cosinus f¢gggv®ny hyedlsis(B) f ¢ hgy ®ny e
az 1implicit megol d8s | ®p ®s e k°z® egy gy?°l
megolid&d gorit must bonyolultabb8 teszi

El Snyagk i mpl i ci nek,rhegd mr edelgy afelt ®t el ne®l k¢
vagyismindenhl ®p ®s k®z eset ®n van numeri kus megol

H8t r §nhpgytka a | e2r - di fnfeeml @ makiEd heeagugdunin | e t

azonnal | ® g @preSir e . lyenl esetben pl. Newton -Raphsonf ®| e
m- d s z ewumerékdisan kell megkeresniaz e gy enl et padkolytgtgi®© k e i t
az algebrai egyenletek megol d8s 8t .

Ak©°zel 2t Sekm-kislzeetre @y sz r Wb bf &lud ek Fanws 2t ®s .

megjegyezni, hogy az Euler-f ®1 e k °kzoemip?lte®&str endszer ek eset
aut - felf¢gggeszt ®s e, nem s ami&tt Az&nbaa bzk al maz n
el j 8r8§sok megi smer ®s ®hemegtiedakBi kai szempo

Bonyolultabb, ugyanakkor akor s z&s Wsausm:- dsz&Prel® taatoznak
Runge-Kutta-f ®1 ke® z e ék2 t ®® s azok k ¢ | °Erzbe®kz S k °fzagjlt § i
megi smerkedeghkSmendU differemmisSloadgyenrdllUet e
Runge-Kut t a megolvds:| teoxzgaloigcgibth iIRKX b alre nevezi k mEG
Heun m:nékiszaeiodalomban), il |l etve m8§sodrendU differ
e s et Regmagasabh neg y e d r g Rudge-Kutta me g o | (BK4) explicit

v8l tozat §val

84



A ji-slmert k°zel2tS emdsaegekaknke®gd® ibsmert
ann&lat ®k o nEplar{Ctomer-f ®1 e m,e gnellyed -magasabbr e n d U

di fferenci 8l egyenletet | e hetrendszerrg® | draar i- di
Vi sszawmerd &kt¢c@A\s m-tdesz &b bi nagy el Snye, hogy €
egyszerUen haszn8&l hatds,ae®mesz sRKbil it st I
el ®r ni .

Kezel 2t S m- ds zer e kf orhtacssz n 8neagteakl®c’2t®° e15i® g eas
di fferenci 8l egy e ndiestzekkr est d rz8rEzekesmeth®@hbtE k a t .
becsc¢azni adott m- dszer hez vaemre&kt kaz -baenc,s| @g e
megl eheongotule sz §m2t §sokat vonnak maguk ut §n.

Ehelyett a gyakorlatban egye gy s 2znerdd zer t ak. kal mazu

H8 r om®p ®srkellet, me gvi z s ga8ng quaklf ¢ g v @gy yadott

pontj §ban az ®rt®akaktnageghec€blegsosok | ®pn
| ®p®kRZ2tt a atopog gonttean vett ®r t ®k ®nek a Vv8ltoz§8s.
(kisebb mint 5%), akkor m8r megfelelS megol

A  k°ve talfejezetékben 8§t t eki nt ¢nk n®h §n ynegoldoty a n m- d
p®l d§8kkal aneegyycetkt , al kal masealks Skedndile®geasi §I
egyenletek( i | | et ve di f trendseerekk €z egyef|l mégol d§8s§r a
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4.1.1 Az Euler-f ®expdicitk © z el 2t ®s

Legyen az el sSrendU differenci 8legyenletg¢nk
W Qo (4.1)

Vagy m8sk®pp 2rva:

Qw

— Q¢ 4.2

oo Q0 (4.2)
Ahol i smeEff gkgw@ny kezdeti ®rt ®k®t

W W W (4.3

A fizikai ®rt el mdegyereyt@ss®gs skzemlevrRBBR@Its ®Hh o gy

numerikusan megoldjuk a di f f erenci 81l egyenl et edn. egy ac
Az intervalum nagys8gs8t m@rntikgekh kell megbecs¢l ni
hogy a differenci 8l egyenlet megol d&8s 8t menn

Anumeri kus megol d&8s megt al §Ih&sagghycsz8 gd/e fl iRPI®SIKjO
(4. 1.8br a)

Y1

)(1-

ya-
4. 1 .@dbbBuler-f ®1 e k°zel 2t ®s

Tegy ¢k fel, hogy a derivsglt k°zel2thet$S az

Qw W W
— 0w Qa RO 4.4
o, © Qo 5 (4.4)

Tegye¢k egyenliaBag®ktcazel 2t ®ssel :

— W0 (4.5)
Qw —q
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Rendezzegg¥fenledezn k &t -re,2 gipme g k a pj u kexpécik Eulenf. ® e

k°zel2t ®st

W w "OQw

A@46)egyenl etben | ezrt
megol d8sokiaxot+hrhxat2h®s
W w Aw
®w o QA
e é.
W W "OAw
N®z z ¢ nk nagyon

meg e€egy
kovetkezS diffe

(4.6)
m-don tudjuk el S811 2t
2gy tov8bb:

(4.7)

eqykaémdzg®8d &t ¥em:

renci 8l egyenl etet:

Uk Cw (4.8

y(0) = 1 kezadawthiel.felt®tell el
Egy ilyen egyszerU p®I d§vadmeriauz &r O sée d e me s
megi smer ®s®t, mert tudjuk,x)hgygykMmnnhesaztady
magunkat ellenSrizni.
Alkalmazzuk az Euler -f @k ° z e | 46@sdtapg §n az el sS f¢sggv®n:

W 0 "VAw p pOC¢aT p (4.9
Ezzel meg i sazhatl &rSo zptounkt ot , ami t fel haszng§

ki sz 8m?2 tx8=sx@&thok): (
®w o QOAw p

Al kal mazzuk az
féeéggv®ny ®rt ®keket :
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(4.10)

pEAveake®BS Rozyelr

w 0 QOQw o pOC¢X X (4.11)
W w0 PO X pOc¢x po

W 0 "OAAw po pO¢Ix «¢p

W o 0w ¢Cp PO op

W o 0w op pO¢dp 1O

W o Oow To pOCX ULX

W o Vow VX POCY Xxo

(@) w OAw X0 pOCcPp T wp



Ahhoz, hogy | 8ssuk mennyire is pontos a k°z
di fferenci 8l egyenlet 8ltal 8nos megol d§s8t G
X=10n ®| !

A differenci8legyenlet 8ltal8nos megol d8s a:
QW
— ) 4,12
a0 @ (4.12)

Qw N w

Qw wDw

y(0) =1 miattC=1.
Haxhel y®ete HOl| yehea,esakkork a k°vetkezS eredm®
WPT PTT p PTP (4.13)

Az Euler-f ®l e ketreldmP®y el ddsdt ®p®st §v,0llres8ggal
ad-dott, m2g a megol d8s pontldbot@426®ka)ugyan

120 ,
90
60
30
/

BA A — ‘f(ﬁ’('/ »
0 2 4 6 8 10
Anal i tikus me golEutkgis=1)
Euler (h = 0.5) Euler (h = 0.1) i

_________________________________________________________________________________________

428 b rEaler-f ®1 e k°zel 2t ®s mehyg®p@®D®SEaAEZ°k ESBDb®nN
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Ez k°ze®ls ho®a, ami a gyakorl atban m8r t Yl r
Azonban,.ha cs°kkentj ¢k a | Bp0Bs ket zugagpsBgba, mpl
4% KkO°or ¢l i ®rt ®kr &= MBer ss Ak ® B@EiKS, & MBéddes

4les t8bl 8§zat).

Di fferenci § £r t (®k10) Hiba [%]
megol d8&sa
Analitikus 101 -
Eulerk® z el R21®s 91 9.9
Eul er kit=z0e5l 96 4.1
Eul er kbh=zCll 100 0.9

4 1 t 8Kl §2a2€l 2t ®s hib§ja

A bevezetSben eml2tett stabilitg8s -k®F d®s ®t
kozel 2t @se kd snehes@rka k°vetkezS differenci 8l egy

Qw

— 4.14

a5 (4.14)
Ahol a kezg@Btil. felt ®t el
Mi vel ez egsyz ®tgvy8slzaesrzt,hat - v§8ltoz- | Y%, | i ne§
2 gy meg t udganditikbsemeagonfidg g v ®nyt !

Qw

— Qo (4.15)

W

Pan Qo

W

I T 1 1p o)

mivel In(1)=0, 2 gy :

I To o)

Uuo Q
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A kezdeti f el t ®t el e k,ed megaldd &s & 4 g=g[0, ®1D]y (s)

intervallumon a k°vetkezS f¢gggv®nyt 2rja | e
1 4

(7]

“ 0,5

=h

&

N~ O >

o

S

— -0,5

L

| d$§

-1
0 1 2 3 4 5
i y(t) - Analitiikus megol d§s

4.3 .gdracwdi fferenci 8l egyenl et megol d:

Alkalmazzuk az Euler-f ®1 e expl i cit dkfTterzh®s8| egy enlae
m- don, hogy a deriv8ltfg¢gggv®nyt behelyettes

O @ O @ W ©dp 0 (4.16)
Al ak2tsuk-08t aakl4et&ezSk®ppen:

— p Q (4.17)

Mivel tudjuk, hogy vyiime g o | kibébis kell legyenyi-n ® 1 ,e ?bgSf vet kezi k,
hogyennek az mem$ESngmak egyn®l nagyobbnak | enni

—— POP B ¢ (4.18)
W
" pOi 6 ODQA

Q pO i aQ¢ QM QO

P Q cOi 0 HwQa
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=
D

(%)]
w)
— 05
=n
£
N
o O T rewwee A oo s S e e e e e ey -+
E
w -0,5
| d[§
3 $
0 1 2 3 4 5
] y(t) - Anali t4+kud-EoetheD)§s |
] y(t) - Euler (h = 1) y(t) - Euler (h = 2) i
4. 4 .gldrawdi fferenci 8l egyenl et megol d8s8r
(®s instabil ihil ®p®F kst ®n°zS
A 4.4 I8ntrh&ant -, hogy ezen dihftheendekehegyn&l egy enl

v8l asmitaal ,akkor sziilietyease aami k®ppke®pstal mehet
2 f°1 ®, mert akkor egyre nagyobb amplit¥d:k
a ve®gtelen fel®.

Az explicitfelij®tesesmnatst abi l
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4.1.2. AzEuler-f ®@mpdicitk © zel 2t ®s

Tekints¢k 8® @z kEulé’t ®s i mazi+l-edikpontba® | t o0z at §
vett derivjigdktalm«kdaled gt

Qw w W
> 0q hadihad 4.19
S0 Q® 0 (4.19)
o W &)
o) )

() ®w "QOQw
Hel yett esddrsi¢gk§ Ibtef aggv®nyt a k°zel2t$S ©°ssze
W ®w "OOw ®w QW (4.20)
Rendezz¢k azmegye®beherzzuk a k°vetkezS al ak

W Qw ) (4.21)
w OJ0p Q w

P

)
W p Q

Mivel tudjuk, hogy ysame gol d8s ki sewmh®lkeldgy eglye®l kO ve

hogy ennek aemsaradbraydnalgy n®l nagyobbnak | enni
w P
- 0 4.22
W P p Q P ( )
EbbSI a kifejez®sbSIl | 8that-, hogy hi mplici
eset ®n st abi | anunkeornivkeursg 8nheugnokl da8 sn f el ®.

Az implicit felljt8rt& d . el &ktgtl st abil
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4.13. ARungeKutta-f ® e explicit k°zel 2t ®s

ARunge-Kutta m-dsaegkek8| BfEpyakrabban ®s | egsz®@
i smert m-dszerek, amelyeket Carl Runge ®s N
fejlesztettek ki.

Az RK m-dszerek ke°-zeggdyedy asBakom8&8dodendU mego
A m8sodrendUemed ®neraekmegaelzd dksagggdetg® al k

vagyisnemcsake gy f ajt a m8soKutetnal UnRdsger van, hane
Ezek k©°z¢l a megold-k k©zg¢Ims§sao dreRungiels s ®g i ¢
Kutta m- dstzEems8s n®ven H &) ufogunkmmedjisnemir. Enn®l a

k°zel 2nemesak &le z d Sp8drets sa ¢ er i v §(mint aPEuler® k ®t
f ® e k?©° z bddnéma® Rp@&Is)kRgz® N, ®l maijsd a kettS differ
§tl agokg&g glkataj k°vet kdbgBr ppnt ot (

¥y A
Y(X)

v

X, X, (Xo+#) X

458 brAam8sodr Bumgtlutt a m-dszer
k°ze®A ¢lkes

Am8sodrlkhd&l 2t ®s a koorvhattked Sk®pen

® ) gb ko) (4.23)

ahol
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Anegyedr end (@ sk’n®Ragly? tp@szt§ome nt jduekr i kvi@dd RK®t
egyszer a kezdSpont bdm®l ¢ mikrRtz e leqgty®s E®I1 P

| ®p ®st §vol s8§8g k°ez®ppontj &ban, maj d egyszert
(4.6 8bra):

y A

Y,
VAR ¥
Y+ bk, /2
Y,+ bk, /21—
Y% T
' —
X, Xo+h/2 Xo+h X

4.6 .8bA anegyedr-EndtUaRmndsezer k°zel2t ®s®n

A negyedrendW°kerté&lezS®®Ppan 2rhat - | e:
) 8 (—F; N ¢dJo c¢cdo (4.24)
ahol
T OQwh
9 wan Pdor 2o
C C
N Q0w g o Poo

N WA T Q

N®zz¢ckamEsgodrilehddel 2t ®s al kal mazg§s8t egy p®I
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Tekints¢k a k°vetkezS differenci 8§legyenlete

Qw

— 0 ) 4.25

o 0 Co (4.25)
Az x(0)=-5(mkezdeti felt®tellel
Sz&§m2tsuk kiehit® agl 21 8=SBI PPRstk ®° zzel !

AT go*Q ko) (4.26)
T o ONO v ¢d v P

N O Wam Qb Q

N T M O v P ¢O v p T T

w © =00 1 v =0 p TET vdo ¢

T Oonmd OO vdC O L @)oo

~

N Wm Qb Q
O ™ ™ O V¢ TMPoouv (O LVRC TMPOOUL

M o v
. . P A ~ P
w EOQ Q V& ¢ EO Toou@ oYPu
od vl

A k°zel 2t SatazExgehs d §2stowBRgRev zezt & [0-5]€s)-ig!

Az RK?2 mel |l ett, hat 8r ozaiuftkf emeeghcuglhagegentkek
megol d8s8t az Eul e478b®lae k°zel 2t ®ssel s
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0 1 2 ——-3 ---------- e 5
7 L e
w) ”,—
72 e
4
; -4 A /
£ Y,
—_— \ ,l
L “ J
-6 - \‘ ,/
\ V4
\_v
8y | d$
i x(t) - Euler (h = 0.1) ———=x(t) - RK2 (h = 0.1) 5

478 b rAaRK2®s az Eul er m-dszer °sszehasol
azonos h mellett

L8t hkhtlon®s@®kel het S a k®t megol d§st k©°zot
mi ni muma KkKexQqQ3nt8d | glan, ami -@7dm, RKn®2? ge saezt ®Hu | e |
eset/®nm. Ezek k°z°tt c®sazl eSithe SO nlRP®@st §v ol
eset ®n.

Ahogy kor 8bban e mlkért t®@pk ,ehogk egy ¢alkalmazotta k

m- dszerrel el ®rt ¢keane dhmGyegetsy nadnetrti kpent ban.
kel °onhlP@B®s ke zzel kapott megol d8sf ¢ggv®ny K
van.

Vi zsg8ljakx(0Beghel yen fsgggm ®reyka@rtt ®k ¢l °nb°zS
| ®p ®s k % lzefyknlGEY —— p DMk Gkt¢ |l ° nblc@B®st S§vol s§gge
sz8m2t altet azonos p o nftpgagv GRnryt®erltniRekzeekt tes z 8z al ®|
(4.2 t.8bl 8zat)

Euler RK2
h x(0.3) G% h x(0.3) G%
0.1 -7,27 0.1 -6,74
3,41 0,73
0.05 -7,03 0.05 -6,79
0.05 -7,03 0.05 -6,79
1,58 0,14
0.025 -6,92 0.025 -6,8

4.2 t8bhIAgSk8rel 2t ®s hib8j a
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Af ¢ggv@®nylet h@albedaml at t i m®r t ®k ben v§ltoznak
ha | edal @bb | ®pakdinBauokl. 5 Skg®et g o |kd°8zst bvv §b br a
ismegfigyre®rietlSel °nbs®g, annak el l en®r e, hog
megfelelS numerEkRus megskzeégek. k¢l °nb°zS me
ad:- dAzonban, ha tov8bb fi ®p &3 k $hu=k0.0% bkkor a

k¢l ©°nbs®g mi wndh® gsag o3 osl%k az Euler ®s az R

EzekbSl a p®I d§ked - -sISrre&tdhila ndei & rf hesegggmleték§ |

eset ®n, h®p s k@iz@kK ®t m-dszerr el megfel el S
juthatunk.
Vizsg8ljuk meg a stabilit8s k®rLdggen@t a RKZ
vizsgs8lt differenci 8l egyenlet i sm®t:

26 A 4.27

9, @ (4.27)

Ahol a kezd@t1l felt ®tel
AzRK2megol d- ba helyettes2ts¢k be a vizsgs8lt

4 ) ETQ ko) (4.28)
ahol

Q  QOonh 0.8 4)
M WA Qh Q M w Q M O QW
majd

o mggmczomgm

W W QLw -00Qw
W
— P Q E:)"Q
W C
Gy°kkeres®ssel ae glegty®@md 2hate gy ket dmein pozit?:

k°zel 2htdS |1020Exenl ®p ®st § v od sf§gg guvt @iggmatosiin
n°vekszik
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()
= PO p MQ g:)”Q T 0C U (4.29)

M M oC RO ODNQA
e M o ¢ RO & Qe Qbla di Qo

N T OoCRWET OOOQA
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414.AzEulefCr omer f ®l e explicit k°zel 2t ®s

Az el SzS k°zel2t®sek bemutat8sakor nagy h
k ®r d®s ®r e, mi cvse®l k kae nlt @E®&svte§v a pont oss8got i

stabilit8&8s8t nem tudjuk fokozni egy adott n
L8t hattuk, hogy stabilit8s szempont ) 8b. | a
mi v el felt®t el n @leknd li nedSrmdssz e r alc@mbamm®A n el
hasznglata (ezzel a probl ®m8val a k®sSbbi ek
Az egyszerU alkal mazhat -s8g ®s amegaabi | it §s
Yan . Fowomerrm- d s z[@7], tamelyet e | s Ss an8tsardr end U- di ffer
ci 81 eqgy efejlesztett@kkki.eA m- dszer egy m- dos2tott €
el j8r&8son alapul, amelynek h8&8rom nagy el Sny

1. A magasabb rendU differenci8legyenlete
di f ferencdieBdszerey enl et

22.A m-dszer °ti®rie &2zZEULB®®®t pgygyent&m kel
pontban meredeks®get sz8m2tani

33.A m-dszer st ab®dnietm§ smutlkitv 8®r-z®kenys®get
l' inearit8sr a.

Az Euler-Cromer m- dszer a k©° v e®trkt eezl Stke@phgeetdS e n d U
di fferenci S.lLeggem,enl|l et ekr e

®  "Quuin (4.30)
d) “Q !IVIIV\

Ami b SEulemCtomerk © zel 2t ®s't az al 8bhbi m-don 2r hat
®w  "Qoho (4.31)

W ®w 00w hoh
Al kal maz8sa a k°vetkezSk®ppen t°ort®nik.
Azi-edikismerti dSpi |l |l anatbam8§&«odig BmdERritkdka®t , maj d
azt megszorozvaahl ®p ®st §v®3$ slBgmgaga eV s Si-edikismery § | t

®rt ®k@®teg( tudjuk hat &r o®nt ki®lti allSxpS | d @miav Hlan
@ .

Ak°zel d8®g teljes azonoss8got muazomblan az expl
az el mozdul 8s eset®n azonban avERleriComerk a s ®n
olyan stabil, mintha implicit lenne.

Vessz¢k az eddinosmettu® rSts®OPmaj d aduk aBi+l
pont ban 92§ m2t8d t{b ®szdraRMa @It ®p ®s k° zz el !
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Az al 8bbi s®m8t kell k°vetni a tov8bbi | ®p®@

®w Qoo (4.32)
® Qo o
é

A m-dszer stabilnesmsdhgknvegyggkeatla mint a
m-dszerek eset ®n. A ke 28R a®b g & z dHbgySk ve zet G
m-dszer wmeelipSkinetikai- ®s pot enci §Hmiak ege fivikai gi §t

i nga a kihmdzyd2ett®btS| n egyorsabbanlde eyergyreéi ver g§
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42E|l sSrendU differenci 8l egyenletek megol d§s

A fejezetel ey ®h 8goss 8 htogtyt ¢ak di fferenci 8l egyenl
al apvet Sen el sSrendU differendit®kedkyenl et ek

Emi att el sS | ®p®sk ®n't nN®h8ny, a mechani k8§l
di fferenci 8l egyenl et megol d8sa ker ¢l bemut a
egy®rtel mUv® ®s rutinszerUv® v§8Iljon.

A megol d8sok menet ®t sz®t v 8l asezntloitntea8m,i s2 g
di fferenci 8l egyenletek k¢l o°n alfejezetekberl
hogy az el sSrendU di ffesemmi BY egy e®rlzeRkeekl |
probl ®m§t nem —rejtenek magukban az egyen
eredm®nyre jutunk.

Ez azonban nemleszigaza m8sodrendU di fferenci 8l egyenl

4.2.1. Line8risndméfiekescmé@fgebgeabet ek

Ebben az alfejezetben megn®zzy¢k, hogy mi k®
el Sfordul -diffeeé8ntb8legyenleteket numer i k-t
| ®p ®s k®nt a -slziil EmgrmtBmaanb z § di fferenci 81 «
megvi zsgs8l ni

A Szil 8rds8gtan c¢c. tS8rgyb-I e ml ® k8esznhaekt ¢ n k
kitettt ar t - ,odajlagds@aegny YakRnsagy s 8g Y% g ° r@bs¢ lae ttiarstu-g 8§
keresztmetszet ®nek s¥W yvonal 8§t - | m®rt y t §\
8§11 [B0gnn
)
S Y (4.33)

Amel yet az egnLzegr®lf eHHdalkealBa B3B8 hal uak
kovetkezS kifejez®sre:
r 22 (4.34)
O Y
Haj | 2t 8s, heesleyt ®&ne ab edadaviereft ot rensudidjg leosztva y-al
a k°vetkezS °sszefigg®st nyerj¢k:

b o (4.35)
00 Y
0 P
00 Y
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Ha a tart-t nem hajslz?tta8 s®sv ehsozmo gi®n®ny b e, Yag y
®s a nyomat ®ki fv8ddo@&t kr ®r %) ®lone s1iz $n (

b9 P (4.36)
0D Yow
A mUszaki matemati k8b- | egrfilr@kdzehdat sruky 8ar rrae,
nem m8s, mghtbagl etet -
P W 0
4.37
O NYe T ew 7 (437
Ez egyenl| S@®btaelh eot!Sdaal §v al
0 W w
4.38
o5 Q0 S on 7 (4.38)
Fontos megjegyezni, hogy matemati kail ag ak

k°oz®pvonal 8nak el mozdytle8nsgielayl aikrj8n B8 bp d z ikto2n
Mi v el ez akkor h&jrtyRnmakt &kgiy ,i ghRan yab e v ®t e | ne
°sszef¢gg®gtS allhkbamkeal kal mazhatj uk:

— E—— (4.39)
p ww * 030
Az itt | 8that- differenci8legyenletrSIl el mo
T k®©z°ns®ges, mivel csak egy v8ltoz-ja van
T m8&§sodrendU, mivel k®t szeresen derivsglt t
f homog®n, mpgee] ¢ag,zh &s
T 8l land:- egye¢tthat-s, mivel a tagok csak
megszorozva
T nemlinegiivel az el sS derivglt n®gyzetese

Ennek a di fferenci 8l egyenl etnek ni ncs z 8
gyakorlatban sokszor egy egyszelUs 2t et t formgj) 8§t al kal maz
ef orduk§so@n 5t)gfelel S eredm®nyt ad:

0

4.40
o0 (4.40)

W W

N®zz¢k meg, hogyan | ehetne médglyggtv®mgB®Rmie k a
§ltal 8nos ®s k°zebhysBemblgdt d€s8t | ame8§ris d
eselt ®n
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Hozzunk | ® reegy,ndal ©@tabhanol dal 8n befogott

koncerFt=r50@ N er S hat .l=200tnmamhaj |Rots snzear evs ®g

(‘00 = 4.220L0°° Nmm 2,

Az 8l tmdgmnlod8§shoz hozzuk | ®tre a tart- 1ig®n
0 o "OCx "Ow (4.4))

Maj d ezt hel y eat(4t4®-ssedysniethe vi ssz a

P

J G —— 00 O 442

AYA) o2 0 " (442
A differenci8legyenlet megol d&8s8hoz sz¢ ks®g
hasonl - ®rt ®k e k, mi nt amit a kezdet. felt
tekinteni, hogy a tart - milyen fizikai el ma

az al apj 8niak®@dtl belkests!| n
Mi vel a t aabtef oblgaolt to | kagly t udjau kb,e fhooudBys na8zl el f
kell, hogy legyen 0 Q) =0A) Ezek al apj &8n fel?2rhat-:

Ww T T (443)

Ezt a perem®reth®@lksegtn 8f agj wk di fferenci 8l egye
Int e gr 84.42edyenketet:

. P e s ‘
L 4.44
W 0 .,O:Do oo "0 N (4.44)
P oy 2 i
‘020 q

AC®rt ®k®t a peremfelt®t el bSI hat8rozhatjuk
66 P 5 romor 2 s 44
T e c (4.45)
0 ™

EbbSI ads8dtah S8mos megol d8s az el fordul 8sr a:

. . p O .
. — ) — 4.46
W W O - 9) c 08)18 (4.46)
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Az el j8r8s alaposabb megildmer Gemerkus®| j §b - |
megol d8§sfeb$p8®mkyr zel 2 @ =®rit0@Dk | ®p®sk°zzel,

(Euler, RK2m- dszerrel . Kezdj ¢k sz8&8m2t8sainkat az
. . "WAw (4.47)
p
m pma WQUT[TQD[T[T[TUT[TO‘[ TMIippw@AA

S 0'e JoTe

TBIppWIPIMA OQu MMM T T T TT TOW T TT

_P
T8 PpT
TBIC C P PAHA
R 0 o o

T8I ¢ ¢ @ pput I Ouv mmOm Tt T T TO T 7T

__P

T8 PpT
™ioc p OAA

Majd v®gezz¢igk elzRK2ms 28 metr §edk ats: a

O 0 (4.48)

Yol o)

p

WOU T TOM 1T T TO 1T TA

TBIpPpWTT

~

QN WO QM Q

P
pma m:)unr@xnnmnnﬁ)m p T
TBIPTIXPT
P~ ~ P
. . EQ Q nEO TBIpPpPWIBIPTIYXPT

Tippo LA
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e P
Q QOQw o p A T&:pn:)unﬁfpnnmni’pnn
TBIpTIXPT
N QWA T Q
P
pmad Ta::pni)unrq:[nnmnro;pnnpnn
TBITTWL C O
. - T8t p 1 TBITT WU ¢ O
. E'Q Q T8I p p O TH& PTtXP ¢
S S
TBIcpT QAA
. . ETQ o)
C
~ A T P
Q QOQw ho p T T&Cpni)unifpnnmnfcnn
TBITTWL C O
N WA T Q
P
pmTA T&q)ni)unrmnnmnro;tnnpnn mMinyo
- . MIMwLuBIMTYOooOo
-+ 20 0 mrcproy Y

Miono ORAA
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A

sz8m2t 8§sokat
seg?ts®g®vel,

c®l szer U
| eprogramozni .43A 8V ®Ggermed M®IY ¢

egy

Excel

L®p ® W @ W
0. 0 0 0
1. -0.011904762 -0.011309524 -0.01131
2. -0.022619048 -0.021428571 -0.021429
3. -0.032142857 -0.030357143 -0.030357
4. -0.04047619 -0.038095238 -0.038095
5. -0.047619048 -0.044642857 -0.044643
6. -0.053571429 -0.05 -0.05
7. -0.058333333 -0.054166667 -0.054167
8. -0.061904762 -0.057142857 -0.057143
9. -0.064285714 -0.058928571 -0.058929
10. -0.06547619 -0.05952381 -0.059524
43t 8§b |l . Edea-®RK2m:- dszer numeri kus

Mi ut 8n

kapot

P—

1
|

1
N

El for[ul §s

|
w

-4 Y

488 brAa sz°gel fordul §s
RK2Zm- dszerr el

meghat 8roztlek 18 00 amim)
t radi 8§ngbhattzhokaeghkhsS RB§eKkeal] :

| [mm]

»

)\ 200

400

600

800

»

1000
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L8t hatzRK2t &k ®l et esemnakifuzet éd mEerayt , egy Vi sz
durva | ®p ®s ki®°sz,zerh2 g az Eul er m- dszer ugyanol y:
10%0s hib8veah. koer.@dbkf28a8mps®get ter mPszet esel
cs°kkenteni . Ha -npeRg odl8ds-k th@&mb0rEul eg® kkent j ¢k
| ®p ®s k°zt, Yagy aoshi b dnB re s s@yordaliBdo

Differenci 8 £r t(®k100mm) Hiba [%]
megol d8se
Analitikus -341 -
RK2: h=100 -3.41 0
Euler: h=100 -3.75 10
Euler: h=50 -3.58 5
Euler: h=10 -344

44t 8bl.dz &P zel 2t ®s hi bgja
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4. 2. 2. Nemline8ris differenci8legyenletek n

| d8ilgyan differenci 8l egyenleteket n®zt¢gnk m
®s ismertg¢gk az 8l tal8nos megol d8st is. A Kk
di fferenci 8l egyenl et®nek nemline8ris v8ltoz
a ko°zel2t$S endni®nzyeerienke ker® sszehasonl 2t 8s8§b- |
arra, hogy megol d§swenk kiel ®g2tSen helyes

Teki nt s ¢ k4.39)-as ag@anletet:
W w 0 o

4.39
b O 7 ‘000 (439

A numeri kus megol d8shoz rende Zegmagasablzr egyen
rendU deriv§gl:t mindig az egyenl et bal ol da
jobb oldalon foglaljon helyet! Ez az %nT.h oKneplsvoolmn f ®l e vi sszave

0

ww 030

op ww 7~ (4.49)

1l essz¢k be az egwédnrltdBtribme od tk airy®bnlad ®kme f ¢

A p »n \ n \ roon 7‘ 450
QYN 552 0& 0X Op Db (4.50)
Enn®l a megol d8sn§gl i's ugyanazt,vagyisper emf e

ww T TLegyenittisakezdetil ® p ® &k P0G
Kezdj ¢k el a megol d8speertba®s®r EBEul et s®- 8¢

"QOQa a Unnn:) 0] B 451
w m pT R pTtmmt Op T (4.51)
T p p WA A
. . "WVQw

UTTT

TBIppuw M W:)pnnrpnmp T8Ippw

T8t ¢ ¢ gOA A
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R o'eJoTe

UTITTTL

TG ORI Wopnnn: mTop T8IGC G @G

T8t 0 ¢ pOUA A

Majd folytassuk a m-dszert eg®szen 10
eg®sz hossz ment ®n! akz uetl8nortdaud \8slo kme g
m-dszer seg2ts®g®vel

. . P o1 (4.52)
q
T 00Qm a UHH% ) -
() p Tt & T pTmmmm Op T
TBIp P W

N O Wam O Q

a Unnno 0] T8t T
p Tt R PTMTMMIIT P TMTIP PP WT
T8Ip X P
T8t WTBT P TT
. - ppc p xpnatpp A A
. . 9’9 0
C
N QOQmwhd
a UT[T”[:) ™ TSt 0 T8t
p T R PMTTP MTOP ppop p X
M O Won Qm Q
a UT[T”[:) ™ TSt 0 T8t
p T R pPMTTIC MTOP CCop Twu

109

| ®p ®s

ugy a



TMIpmYPBIMTwWU O

. TBIppOop ” T8t ¢ p TOAA A
. . P
C
N OQw
a UT[T[T[:) 113 T3t O T3t
p T TRY PTTTG MTDP CPTO T WU
N Wam M Q
a UT[T[T[O 113 T3t [0 T3t
p T TRX PTMTMTOMIDP OCTTWQ myo
TMITMwLumBInNYaort
. TBICPT & 181 0 T AO¥A A

C

A v®geredm®ngye@elt ®p&bs KDZ Benlmdzaa:

L®p ®: () W
0. 0 0
1. -0.011904762 -0.01131066
2. -0.022621325 -0.02143420
3. -0.032152446 -0.03037205
4, -0.040498705 -0.03812395
5. -0.047659142 -0.04468851
6. -0.053631815 -0.05006375
7. -0.05841428 -0.05424743
8. -0.062004004 -0.05723749
9. -0.0643987 -0.05903224
10. -0.06559659 -0.05963059
45t 8 b | . Edea-®RK2m- dszer numeri kus

A radiforkok & B -
(498 br a) .
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[ [mm]

0 >
N\
N N 200 400 600 800 1000
\\
w \\
N\
51 N\
N
\Q \'\,
= N
° ‘\\\
Y— ‘\\
5
'3 ~\s‘s -
-4 v
i y' - Euler (h=100)  ceeeeee y -RK2 (h=100) |
! y' - Euler (h = 10) —=--y'- RK2 (h = 10)

4.9 .8bA asz°gel fordul 8s v8ltoz8sa a hossz f
m-dszerr el

Ak ®t m- dszher 1k0°0z etstet ®n m®go0s gl ol  ebe®y Sls§t H

Fontos azt s ®szr eveimmigy a l i ne8ris egyeanl et el
v®gpontitkFani100O0) teljesen el hanyagol hat - ma®
nemline8ris -eelgglenl magoRk28esBtkils ezt ®k ®S mi a
el hanyagolni a nemline8ris tagot a rugal mas

Az RK2 esat@beé®p®ht 8vol s 8gkhoon§ rcsakkicding nt j ¢ k
m®rt ®kben v&§ltozik, 2gy kijkbfehdheeSet ®mgiys
er edm®nyAtz adul er eamwdts@&rer | e kel Il ep®SKkRaent s ¢
h=10re,hogy az er eldmal® BnelasRKEme go |l d Sks@pheoxzt .

A kapott eredm®nyek al apj8&n aztelas&rerdUdezt
' i ne8r in® mV agdgi8frfiesr enci 81 e qayze nElud teerk fe-stlestz®&mr |
al kal mazhat - tizeddakkord le®@a® gDzt kel l haszn8l ni
fok¥% (pl . RK2) k°zel?t®shez k®pest.
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43.M8sodrendU differenci 8l egyenletek megol d§

Eddigvagyol yan di fferenci 8l egyenleteket ol dott
voltak, vagy olyanokat, amelyekn®l csak az el s
Mindazon8l t al a mUszaki ®-lveatghye fMaiggesra by a ko
di fferenci 8l egyenlet.

A legtaketmamakali m- ds zreendd) magdsakkenci 81 egy

Vi sszavezet.] el sSr enddn desizfefrer®e nc®E | é gye nd le
probl ®m§t . P®!l d8ul a MATel ARBp 2 g s gaogghesr emlidys are

di fferenci 8l egyenl etet vagyeggDAEN Kk Bdkome Be g &le
al ak?2tanunk az al apegyenlet¢gnket .

A kovetkezS alfejezetekben megismerj ¢k a v
neml i nesefekré wlamint b e mut at 8§ saz BulekCeomerlk © z elisz2 t ®s
anholamegol dg§8vhazsg8lt differenci8legyenletg¢nk
egyenlet-r endszerr ® al ak?2tani.

431Li ne8ris differenci8legyenletek numeri kus

A Vvisszavezet ®s eHext®k e hk rmega g v MR led ®a k
kevetkezS differenci 8§legyenletet:

PTOVO LVINO pPTTIWO T (4.53)

ami standard alakra hozva,

WO TWIWO pT1WO T (4.59)
Ez a m8sodrendU, l'ine8ris, 81 1 and - egy¢tth
olyan, mi n't egy rug-val ®s <c¢csillapzt- -val rende

rendszer, ahol azm =10 kg, k= 5 Ns / sw=mO0O@smm. Legyen a kezdeti
f el ty@d =5 w(0) =1. Akezdeti| ®p ® sefgyénzh =0.1.

Megjegya®sil yen kIl asS8szadkruesn d U idnief§frersencm §1 e
| ®t ezi k anal i,2ighus ®hesgelrdd8§saa numeri kus mego!
m- dszerek eset®n, azzal ©°9sszehasonl 2tani.

El sS | p3@)=tks@ntkel | al ak2tani egyenletrendsz
Yaj v 8§ lyted zy/B, :

» O (4.55)

W W
2gy ad-di k, hogy

W

112



Aholyiv 8l t oz - | emeqalHfdi8gger®naannmkgderi v8Iltj 8§t

Ezek al apj8n f el | ehet 2r rdii fd ekeanetet/l@e zS m-
di f f eegyamletr 8Indszer k®nt :

W W (4.56)
W W VW T8 MW
A k ®t e dfogleljnk egytvektor egyenletbe:
® W
& o T 3D (4.57)
madal ak2tsuk 8t a jobb oldalt egy m8trix ®s

s p AW
N (4.58)

W
@
0 AD
Oldukmeg a di f f er e n-end$zérted \Ses rzéxplicit 4 majd az implicit
Eul er m- dAzzexpligit eMady implicit Eul er m -aldatmaz8rs a
di f f er en cieBdszergkyeegyakodatilag ugy an ¥%gy tsédkrmos®ni k,
egy vektoregyenletenk el | el v®gezni a mUveleteket:
o o QOAD (4.59)

Szg&§m2tsuk ki az elsS h@megoml@réts@keint a numer i

VR ¢ B BT T P AU
, ) 4.60
O o OOADD o o 0 nzpopn nEB):)p (4.60)
v
I8tV

. C oA A uP T P v
°© 0 (OAD T8t v mﬁ)gpn T[EB)OTSTU

TH wu

UBoT X L
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. C A A T®H wu ) p T®H wu
°© 0 OAD LL&)T)(UT@Opn T[EB)QLp&)Txu

oggmmgu
P wup

Ezut §n-bErRc&I®sz2ts¢nk stzh®gpzatm@giol h8sgé b gye ®ny

yt)) mel l ett az ¥Yow)viaS8gzyi sfdS phiage spaceogtitase (lot
vagy phase portrait)ismegv i z s g 8§ lalt a[8-20URNt art om8 nyon

Defimn® cfig§zist®rben egy dinami ka8l lraepnodts8zte r
8br8zol hatj uk, ahol mi nden |l ehet s®ges g1l |
pontj 8nak felel me g . Mechani kai rendszer el
helyzet-®s a sékeasdx®pst§zes | ehet s®ges ®rt ®k®b S|

0 "QQo (4.61)
ahol,

wo Qo

wo Qo

A f8zist®r ®rtel mez®s®re ®s al kal maz8s8r a
sor8n t®r ¢nk ki

Ha el v®gezz¢ gk a sz8nPt0Bld ®ipa®Ris k8 zmelgadat tk° v
er edm®ny t(41@&kpr ak:

600 ,
450
300

e —— e ]

2150 D 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

] Explicit Euler (h = 0.1)1 | d[$

______________________________

4108 brDai f ferenci 8l egyebhl ek®°mepbdt @®8§s a
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BE+11 ,

4E+

dy/dt [mm/s]

-2E+11 E+11 2E+11

y [mm]

4118 braF8zi sidilagrkanzel 2t ®s

A numer i kusiyemé ®p Panglletza v ®gt el enbe divergsgl,
vezet megfelel 8zdjf edm®@®nyrfd.nokdl2adnsi 134a. k° z e |
8br k) azzal, hogy megfeh==00%).k a | ®p®st gvol

AAAAAAANAN
SV

-10

y [mm]

—Explicit Euler (h =0.05) ! | d$

4128 br aDi fferenci 8l egyenl et megol d8sa:
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)
£ 15
S
> 10
5
0 — >
-6 -4 -2 0 2 4 6
-5
-10
-15
-20

et ! y [mm]

4138 brFa8zi sdi agram: 2. k°zel 2t ®s

Aleng®sk®p ®s aaakikzg§shdawngammmej | Sdott, S0
megol d8stazmwmtbaatn a K®p f E8zmanbsdkagnbadr abugpj 8n
v®l het n®nk, <chsogyl aptnhégs @ sperpatuunt mobieskz e r
°r°kmozg- VAh gm&rti kkus . megol d8sunk&l @m®g mi nd
t ov Bfbibn 8m2 ts z (IICsS®ke&ke nt s ¢ k ha 0.01®ep®ss kt°ezkii nt s ¢ k
mega4l4®4158br §n | ®vS eredm®nyeket!

y [mm]

; Explicit Euler (1=0.01) | | di$

4148 br aDi fferenci 8l egyenl et megol d8s a:
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[EEN
o

[HEN
o1
_——

dy/dt [mm/s]

y [mm]

4158 brFa8zi sdi agram: 3. k°zel 2t ®s

Ezzel a | ®p®st gwmelgogdgal,angninw@naya f 8zi sdi agr .
fokozatosan konvNe®zmzs8dk amengu,l | lBhpyz mekkora | @
sz¢ks®genk ahehnonzg, | GPsP@A kao nv e r gwinzcs g8 lyj uk az
(10) helyen (4.6 t§&gbl gzat)'!

hs] y (10) [mm] G[%]
0.01 0.6803
0.0075 0.6001 12
0.0075 0.6001
0.005 0.5309 12
0.005 0.5309
0.0025 0.4690 10
0.0025 0.4690
0.0005 0.4247 10
0.0005 0.4247
0.0004 0.4226 03

4. 6 t8bEg§paicit Euler megol d8s v8ltoz8sa :
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A460s t 8bngekintvet 8t hat - an igen sok iter8ci
hogya megol gB%Sonks®geit 5% al 8 @sgi pE€.0004es °n sz ol

| ®p ®s kléhetette®lr mi k2 v8nt pontosssg8§got, de ittt m
i g®ngelsz8nm2ttt§ s m§r ®r z®kel het S, hog-y az el
egyenl ethez k®pest tetemesebb sz8&8m2t §si k a

di fferenci 8l eppenbygsekr Uf EEaber) megol d- kat

KevetkezS | ®p®sk®nt Vi z s g erlejramdszermazanosi s m®t a
kezdet] ®r t ®k e k kde azimplgit E ®ip ®rs k m z' A=z im@icitr e |
Euler m-dszer a k°vetkezS °sszef¢gg®sbSI in

6 6 QOAD (4.62)

L8t hat - aml-editkt daezri v8I1 t at k eAhHoz, Hogygeyte | e mb e
megoldjuk,8t kehtdezz¢k az egyenlet¢gnket:

6 oA 6 (4.63)

A QOA D 0

~

0 A QOA D £ D

A veYsSzeficgagmse gyisgontdartddmaz e gy m8§tri x i nver zi
AJm8trix inverz®t a k°vetkezSk®ppen k®pezhe

O 'EQ

g — 4.64
¢ qQde (464)

h=01les | ®p®sklegyesks&®n
E A oom P oo P (4.65)

m p pTt T

p T T T P T
m p p TV p pPJtu

2x2-es m8t r i x oikn werez i®nt aizgen egyszer Uen megt e

P_~,Q (4.66)
w
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Be hel yetatze egtywd t hat - kat a k°vetkezS eredm®n

p T P A PBTL T (4.67)
p p8LUL pPpgTL TP PP

P op&hun&ﬁ) TBOP OCTMTBTY Q@ WO

™ewueuw p T @ WUTE @ WU X
Mi ut 8n meghat 8rozJdmskt razxot pnverzt§glt suk ki a
pontban a numeri kus megomgBsc®tt®kker m-dsz
, w o, TP O T T8 P @ WP T®dUCp
6 . £ D o) 4.68
w T QWU @ WL P o8 X Yg¢ (4.9)

o £ D n&)ponvﬁtw(pu:\)(ptiq)ucp o80T LU P
TR Q@ WU @ wu X 08 X PG X8 ww

Ttaoponmtp(p(bcpoz&orup CdqYyxo

° PP mewumeeiXxBewe WX Yo
Az el SzS8S sz8§m2t8§sokhoz hasonl-an k®sz2tsgr
rendszer enoem@&sidzss sglksS 20 mas odipe®gdznd k a
sz8m2t 8§sokath=a Omelgald®g®sk°zzel, a k°vetkez

4.16®s 748bt a) .

! Implicit Euler (h = 0.1) i | d[$

4168 brDai f f erenci 81l egyenl et megol d8sa:
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o o
—

dy/dt [mm/s]
N

¢

: Implicit Euler (h = 0.1) ! y [mm]

4178 brFa8zi sdi agram: 1. k°zel 2t ®s

Az implicit misabrylagedurva® |® peRgslyk 0.%) mellettisl 8§t hat -
egyt rend a megol d8sf ¢ggv®ny b\Werg y®;sk a® sfz8rze ,s dh ce
enn®l a meg@o Lahs g n § Reypdicd numerikus me g o | y(RE S8

EbbSI kS8eez kaznumeri kus med ®lgd § sCsA@&gk emd ma ¢ k
| ®p®s k° zt ah =t i 2e@®r e ®s tekintsg¢k me g IS
(4.18 ®s 4.19 8§br§k) .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

v

| Implicit Euler (h=0.01) ! | d[$

4188 brDai f f erenci 81l egyenl et megol d8sa:
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k°zel 2t ®s

m® g

15
@
S
E 10
)
>
©
° |
|
:
e i--__
-6 -4 -2 ? 4
-5
-10
; Implicit Euler (h = 0.01) ! y Imm]
4198 brFa8zi sdi agram: 2.
Ak©° zte®® sokkal | odoeb a®sk &tt alb®d G&sb bk©° z°t t
| ®pnek f el a.  fHagt g8vr ®nzyzbuekmim enkekgo,r ah ol g&p ®s k° zr e
sz¢ks®g ¢ n(kd . arh htodmgy fSezrant § | GOB%, azy E.0) helyen!
h{s] y (10) [mm] G[%]
0.01 0.2518
12
0.0075 0.2853
0.0075 0.2853 15
0.005 0.3231
0.005 0.3231
10
0.0025 0.3659
0.0025 0.3659 10
0.0005 0.4041
0.0005 0.4041 05
0.0004 0.4062 '

47t 8b | .gmpleit Eul er

megol d§s
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Az i mplicit yeEaloerrl asetsieltaRp,ug@yan annsg8l a | ®p®

10%r -1 -Daphb%mi nt az explicit megold-n8l.
Ha a k®t m-dszert ©°dsRpeRisakbietzO 21 pDul®sadohé6s §
az implicit m®g durva megol d8s eset®n is Kk

m2g az explicit teljeserl moneB&hsghagpedm®nyt
az implicnagm- ebdgyestabil abb numeri kus me
vagyis a sz8m2t 8msyek sroirt§kng§ bab arg ggrvlB®b bannak f

Ez a tul apdooth8ygeendszer,ekm®&lelj -a sjlPrnU | ®p ®s
nagyon s ok l enne aFontesz rBegjégyesns ihogyi egpren ¢ .

m- ds z ea nlekg e g yf sozr ent8l§ad§mztuk, amit,hat ov §bmom2t unk,
akkor a meopootdsSsglga ifoga nP @pReXIfhikent ®s ®v el
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4. 3. 2. Nemline8ris differenci8legyenletek n

Az el SzS amkgpekenbent ¢k, hogya&l | lamhe t m ¢
egy¢é¢dtthat - s, h o0 mo g ® eketdnegbldari explicitcvag§ imgigty e n | e t
m- don.

Ebben a fejezetben azt vizsgs8ljuk meg, mi t
di fferenci 8l egyenl et nemlineS8ris
Azeddigt 8rgyalt m-dszerekkel, az Euler m-dszer

i d8siigkeresen | ehetett megolledgaynd”? lsa&ratrfaestsezte s p
vonat koz: -ank ®th omgnya mlz ie men@seerekre is kiterjessz ¢ k !

Vegye¢k pl . difierkaci g8hgeggyenl et ®t :
. o:)Qd‘Qs- (4.60)
¢
Ez egy m8&sodrendU, homog®n, nemlineS8ris, 8§
di fferenc,abd egdy m,ngl=edt81l m/s2. Legyen a kezdeti
e m -05235rad (30, m Tmrad/ls. Al e2r §s miat't az 1inga

helyzete-90An § | A alhezdet i ¢léyyeR®b=+0805 | s §

Ezt az egyenladtaet? tiamni 8teglyeemdtet sbrd &®er Yp,
VEIt gietty®s :

- @ (4.70)
- @

29y,
- @

Cr j uiks rfe® #dredeti egyenletet, egyenletr ends zer k ®nt :

) (4.70)

Mivelaz egyenl et ¢¢nk neml i ebadlakra RozniyE ;n ekn®tt udj U
okb- I rossz h2r, ha implicit m-dszert al kal

1. Mi vel nem | ehetAnnhSetvr8§itxgogtz hami | ahet el v®g
inverl!t 81 8§st

2. Tovsgpbhhfeghagyjuk ilyen form8j 8ban, akko
mi att az egyenl et nazisneket®h.llyenkod esak®gy ot t | e
k°zbei ktat ot gy °rukeesr@isksded u k az t meged m®ny
hat 8rozni
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Ha az explicit Euler m- d s eleotdjuk meg a (4.69) egyenletet, akkor azt
tapasztalijuk, hogy az er ed m®ny dibv8rrnge8n myii rkee zids c¢s®° k k
| ®p ®s(.kDghr a) .

Pow A
a o o

l

El for[ul §s

N
(6)]

w
S

N
al

_______________________________________________________

§ U - Explicit Euler (h = 0.005) | | di$

4208 b rExplictEuler m- ds dé v erngeSglo-l d &8s a

Ezen ap ®| d 8n kmegtapabzt alolyygt -m8sodrendU, ner
di fferenci 8| &gy klasdzikus €ller-fe®slest pl i ci t k°ozel 2t ®
al kal mazhat - .

Mi v el a | ®p®st 8vol s8¢ nN°vel ®sneeget dd m®hyt e
magasabb rendU k°zel 2t®st kell alkalmazni,

Te ki nt s pdg4.®) egyenlet-rendszert, majdvezess¢nk be az egyen
kapcsolk-®@t- am g:ar am®t er

0w w 0 (4.72)
o JQ
0w W _C Clxd ()3

Ezut 8n n®zzg¢k nleat,r ehnodgsyz eerg yeesnet ®n hogyan k
RK2-es megol d-t:

20 1 (4.73)
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Aholakpar am®t ereket a k°vetkezSk®ppen | ehet

N WQeho (4.74)
N QOQdho
N Wow VM QB Q
N e Qh QD Q
Sz8m2tsunk ki h8r om | ®p ®s't a m-dszer
A fé¢éggv®nybe val - abebBePgekees?2rta®bing®n b a ac
(30A =990 a%l2P%Kezdet i | ®p ®st §voh 8005 i tt is
m2 g>=14.715.
AT gi)h o) (4.75)
W W gob o)

QN mindn
N mnd p&EPDOEN oL WW TEIO @ X W
N ™Windn Mtoex w TBINTNP P
N mWind p& pDOEN ¢ 0L ww TBIo QX W

, m minmnpyY
w T™ ¢ OV W& c ™ oL@ORA
T81 O w8t O w
W 1 (PCX P X T8t 0 @ OB
W W EO’Q Ko)
C
W W go’g Ko)

N MWD Mo W MNP Yo w
N mind pEPDOEM covTy T8O @Y Y

Q mWnd Moo P TMBIMTTO X
N ™D pEPDEMcouv @ NNP Po wBlo QX X
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TINTnP YoFDTTTTO X

W ™ ¢ O U TEX c

TBLO @ X BLO QX X

W IO Q) c

™ CoCOAA

T8t X 0 VOPATA

N mWind Mixove MINTo @YX P

Q ™Wind pEPEMcocop Loy @

N ™ind MixouvmwWoQy @ TBITIIMU U

TBITITTO @ XY@ mu

) ™ ¢ 0 ¢ 0P c

TBLOQXMWOoPXT

W TBIX OUL ¢ c

Q mWnd pHRPOEMcocopdnmno@y PYrdro @ x -

0)
™ G CXRAA

T p T aOATD

Vegezzik el taa[0d5ppPaek em8nyon, ®s

4.228br a) .

w
o

o

El for[ul §s
o

-15

_____________________________________

4218 brRK2m:- dszer

I di$

megol d8sa

A magasabb ren@tUh&t zah2jt ®s kezel.
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Levonhatjuk azt a &°RKZn-kdeszjteerlt ®at k almogzhat -
m8&sodr enredid i ne8r i s di fferenci 8l egyenletet

| 8t hat j uk, hogy b8r nem okoz | ek¢zdhetetl e
egy Excel felg¢gleten, de ®rezhet Sen t°bb

programoz§8sa

Oldjuk meg a (4.8)-es nemli ne 8diifsf er e n cét & EuteyCGamere t
m- dszerrel i s!

cIJQd Q¢ -

. p— 469
3 (4.69)
A kezdeti felt ®t el ittt i s u g vagyisa z , mi
emm 30AT TA kezdeti |:®poDE5t §vol s§g

Sz8m2tsunk ki nh8dsozme rl @GpeRgsits, mear ®s e c®l j §b - |

« Qe N} P& PDOEM ¢couv X& v x OAA (4.76)
e ¢ OO T TND XPuL XL T8O @ XOMND

e ¢ O MCoUuBITD TWIoEX WD ¢ cODAA

« Qe 1} P POEM o1 x& v MO AR
« + O Mo WIND xdunt T8y cOAD

e+ OO McoTBIND MWIXoULT® ¢ oc@AA

Qe N} PEPIEMcon x&1 c0AA
« +« O I oUBIND Xx&T o1 TP p MOARA
e« o+ OO MWCoMBTD TMPPpNTOoT®CCDAA

Ve®gezz¢i¢k el ta0loGp®sakebm8nyon, ®s hasonl 2t
megol d8stvedz kRRHWDtt er 28m®AayYekkel (4.2
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A
0
@ 30
E
= 15
° 0 >
— 0 1 2 3 4 5
w15
-30
| d$§
L S .
i ——1U - RK2 (h = 0.005) ——U - Euler-Cromer (h =0.005) !
e e e e e e e o o o B B B B B B B e o B e o B o B b
428brAaRK2 G@GREIer&Cmmerm- dszer ©°sszehasonl 21t 8§
L8t hat - ark, z&e kRP&zt@k3 | nébks®gy®agz&nl 2t suk ©°ssze
RK2 & Euler-Cromer, az RK4 8 Euler-Cr o me r val ami-Kut ma kK®P®I| &ul
k ° z e le?ste® $®gy,mekkora a differencia (G = * ¢ °* & ) a
sz 8mastztkeek ¢4t 23 8bra) .
0,3 = =
” 1 /N ﬁ‘.“‘ ,'\\
w) /4 \ r ¢ A
0,2 / 1 { ‘l [ 4 4
— ! \ $ 1 '3 ‘)‘
> / \ ! A ! 3
1 [}
= 01 |/ \ f \ ( \
= I \ / ! ! \
@) i “ ' \ . , \ om— .
0 — e § . e — v | 1S $
- 1‘ ! ] S~ - “\ e ]
— 0 |1 ]2 Vo8 4\ 1ds 5
w 0,1 \ ! \‘ ! “ J
|}
\ / v Y
0,2 N v [
Vg o V.
-0,3 w’ S N
----- G-RK2-E-C ===-G-RK4-E-C — - G-RK2-RK4

4.238 b r AaEuler-Cromer ® s

............................................................................................

azdnmR KX keérz°tti

sz8m2tott

k ¢ |

EbbSI az

8br 8b-

[-K8ut thtaat j m-kd s zhear eak eRu ntgeek i nt |

akkor az Euler-Cromer m- ds z er a maxi m8Il i s

m®r t ®kben t ®r el
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Mi ut 8n megi smert ¢k k¢l o°nbeozS numer i kus
egyenl etekre val - al kal maz8s§t, n®zz¢k meg
mennyire t ®r el egy l'i ne8Mias ulmo&reydi nk b nle
eml ®kezhet ¢nk, rhodalkicsia(e & i BAS§r iks t ®r ®seki g |
mozg§8st .

Afi zi kai imogdljel i ne8ri s
. OO (4.77)
(@8
Oldukmegaz i nga | i ne §RulersCromer the U b g ®ALBABIA® $
0Akezdet i Kk heE®r02. t0O®sss ell ®p @wjd § wkli N g &l ,meg a
er edmenag478br 8kon.
10 ,
0
o)
55
ad
(@)
« 0 >
— 0 1 2 3 4 5
L
-5
Line8ris -meNemline8ris nodiSel |
424 8 b rFazikai inga numerikus me go | id 8 s a
(5A kezdeti kit®r2t®ssel)

Azadott(t= 5 m8sodperc) intervallumon megol dot't
| 8t hatj uk, hogy -iag Itienlej8ersiesn nfoeddeil,| m2Ag kb. 1°F

a nemline8r{(4. mddes 1. 4. 25 8br §k)
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c"‘n'scno
<
N
<
w
<
O'I‘

20 e , -
i -——-Line8ris -moNemlineS§ris niodibel! |
4258 brFai zi kai inga numeri kus megol d§:¢
(16Azdeti kit®r2t®ssel)
(%)]
? 30
>
& 15
(@)
— 0
— 0 1
L
-15
-30
D
e Line8ris —-meNemline8§8ris mddsel
4268braFizi kali inga numeri kus megol d

(30A kezdeti kit®r2t®ssel)

30A kezdeti kit®r®sn®l a k®t megol d§s k©°z©°t
(4.26, §8bBheg, ha 90 fokig t®mitj akaksgbanz
(4.27. 8br a)

Azt a k°vetkeztet®st vonhatjuk | e, hogy a
viszonyl ag pontosan haszn8l hat:-, amennyi ben
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El for[ul §s

4278 brFai zi kai inga numeri kus megol d§:¢
(VDA kezdeti kit®r2t®ssel)
Ha | ®t ezi k kezdeti sz°gsebess®g, akkor anna
el t ®o®amosan n°vekedni kezd.

N®zz¢k emdg a vl ktoe&88tis ®s neokk?n®8ri s mec
e m oprad/ls,» m orad/s,vagye m vrad/ls (4288 br. a)

9 |,

60

30

El for[ul §s

. ine8ri $ mo
—==-Line§ri sS no dde)+=—Nem-l i ne§ri $ mpo
i~=<LineS§risS nodsef==Nem-l i ne§ri $ mipo

4288 br aFi zi kai inga numeri kus megol d
(k¢elonb°ozS kezdeti sz°gsebess®gge
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A fS kinematikai eredm®nye®r kg BR alkR8z&e tmegol

Mivelr endel ke B@®iingakf gggvdmyannak degyimeg| t | a
tudj uk ha(B5Droszsrziefa gag®sienigiaSls %l ypontj §nak g
vagy a felf¢ggesztvBdlhiomg®btdésSdS veargyk az el f
feggve®nTe&bent s¢k meg azZ420®s3R4 .5 | Sitakkdr, § § t

30t ®r2tett ¢k ki az ings§t.

N
o

nafblys§ga
o

aN/alVay
7 U7\

-20
W
w
- \/\/\/\/\/\/
-60 | . ~
i ——FAX ——FAY | I dis}
L =

4298 brMa k®nyszererS komponensek v8ltoz§8sa
(30A kezdeti Kkit®r2t®ssel)

nafdly s8ga

-30 -20 -10 0 20 30
-20
%)
"
\ “ /
________________________________ -60 ,
i —FAX ——FAY | EIl f or[A u

4308 brMa k®nyszererS komponensek v8ltoz§8§sa az
(30A kezdeti kit®r2t®ssel)
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44Gyakor!|l - feladat ok
4. 4. 1. Fduar-unacisfkfae rremdszeeé®S| ermeygeon IdeSts a

Ol djunk meg gyakor!|l §8§s k®ipfpfear emg-refdsethydea relnealtU

Tekint s ¢ k 5@ bgyenletw ® 3 (e@yenleteit.

N ~T sy o N O, « -~
a 0 E D T Tiw —=a "Qd ]
o — — S ° (4.78)
Ta a oo Jweel

o6 adDEéid QD @ QDI W  @gOwéié  a
16 & & & od adbéei

Az itt m8Stomatdn il ©er en c-ieBdszerywssza lelet vezetni
n®gy dar ab el s®rhegy gl.UegyeRK34e ntheds zerr el
Hagyjuk a rendszert ebben af or m8I®&n ,o |l dj uz Eulen€gpmera
m-dszerrel!

Legyenekar endszer parlam®e erk ®0&km =1kg, [ =1m,
g=9.81m/s 2, k=50 Ns/m, s= 3000 N/m.

Legyenekarendszerk ez d et iei f al k ®t @ O)kOFnS & (0)=0m/s,
valamint « (0) =-0.5235rad (-3 0),A (0) = Orad/s.

megol

A | e2r8s miatt az i n90An §d g yveanrs.@up @egyeshze | y z e t
h=0.0006Sz § m2 t segyl kBpkBist , a m-dszer megi smer ®s e

® Qe i 1P (4.79)

p

TP onC)S\'I'TOO

CPDPATOD T T TTOR
(0} PPN . .
EipMpﬁOEﬂ p o8p¢ d TO

© ® o T T8InTO p o8¢ o T8 wbT)

® w W ™ T¥nd ™Y wum www
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S O Y

P 9
TP pPp ocPPAI-O

OCDPDPATODETD PDETdonO® v 10T
ey AT O0p  p p P& p MO A
e ¢ OO T TAND ppHpp MWL YPOARD
e« +« O ™ ¢ ouBind ™uvPuv TWCo@QAA

Ve®gezz¢k elt=800b]®pa®Rstekm88nyon. A k°nnyebb ®rt
az el for8uv8lsojkak fokba, m2g -baSls zforgeskevbeenscsi®ggt

(1/s). Ez ek tualk8innt s¢k meg a kt@dBle3488brea)e.d m®ny e

0,6 1
0,4

0,2

EIl mozmlh!l §s

| d$

4318braAz anyagi aqrtndngmlzyy 8mant ®n
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dx/dt [m/s]

El for[ul §s

-8
El mo z i |
4.28braAz anyagi pont f 8zisdiagr amj
N\ - .
1 2 \_/ |
—n-Inga el flordul §s I ds§

4338br aAz

i nga
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d /dt[1/s]

15

-200

-160

-120

4348 br aAz

136

i nga

v

40

-1,5

EIl f or[du

f8zisdiagramj a




















































































































































































