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Eloszo

Az alabbiakban egyfajta valogatdst adunk a trigonometrikus Fourier-transzforméci-
oval kapcsolatos fogalmakrdl és eredményekrdl. A klasszikus Fourier-transzformacié
mellett kitekintést nyujtunk a disztribicié-elmélet keretében torténd targyalas, ill. az
absztrakt harmonikus analizis fogalomkore felé is. Az alkalmazasok illusztracidjaként
bemutatjuk a primszamtétel egy lehetséges bizonyitasat, tovabba az ahhoz vezetd 1t
részeként a klasszikus Wiener-, illetve Ingham-tételt. A Heisenberg-féle egyenl6tlenség
kapcsan réviden szolunk a hatdrozatlansagi relacidkrol. Erintjiik a modern transzfor-
maciés moédszerek alkalmazédsai szempontjabol fontos in. #-szummacié, valamint az
ablakos Fourier-transzformacié (vagy Gabor-transzformécié), a mintavételezés alap-
jait. Néhany fontos egyenlet kapcsan kitériink a Fourier-transzformacio szerepére a
parcidlis differencidlegyenletek megolddsi mdédszereit illetéen. A belsé hivatkozdsokat
altalaban mell6zziik, de az Irodalomjegyzékben mindazokat a forrasokat felsoroljuk,
amelyekre a konyv megirasakor tamaszkodtunk.

Ez a konyv az utolsd, zar6 kotete egy nyolc tankonyvbol alld, altalam irt sorozat-
nak. Ezek:

e Bevezetés az analizisbe I e DBevezetés az analizisbe 11

o Meérték és integrdl o A funkciondlanalizis alapjai

o [ejezetek a valds fligguénytanbol e Vilogatott fejezetek a matematikdbol
e Bazisok, framek, waveletek o Fourier-transzformdcio.

Itt mondok koszonetet feleségemnek, Dr. S. Gyarmati Erzsébetnek a konyvek
megirasa kozbeni szamtalan szakmai konzultaciéért, a kéziratok esetenkénti gondos
atolvasasaért, javitasaért és azért a tiirelmes biztatasért, tamogatdsért, ami nélkiil
ezek a konyvek nem johettek volna létre.

Budapest, 2019. februar.
A szerz6






1. fejezet

Fourier-transzformacio

Mivel a kés6bbiekben t6bbszor torténik hivatkozas (az egyébként is kdzponti szerepet
jatszd) konvolicidra, ezért elézetesen Osszefoglaljuk az ezzel kapcsolatos (szamunkra)
legfontosabb tudnivaldkat.

1.1. Konvolicio

Legyen az (X, 7T ) egy lokélisan kompakt topologikus Abel'-csoport, az M(X) szim-
bélum pedig jelentse az X Borel>-halmazainak a B(X) szigma-algebrajan értelmezett
korldtos Borel-mértékek halmazat. Tekintsiik a kovetkezo

P: XxX—-X
leképezést:
Px,y) =zey  (z,y € X),

ahol a e az X-beli csoportmiiveletet jeloli.? Kovetkezésképpen, ha az X x X Descar-
tesi-szorzaton a 7 Altal generalt szorzat-topolégiat tekintjiik, akkor a P leképezés
folytonos.? Tetsz6leges p,v € M(X) mértékek esetén az X x X-beli Borel-halmazok
B(X x X) szigma-algebrdjan legyen

Ki=puQU

'Niels Henrik Abel (Frinde, 1802. VIIIL. 5. — Froland, 1829. TV. 6.)

2pP¢lix Edouard Justin Emile Borel (Aveyron, 1871. 1. 7. — Périzs, 1956. L. 3.)

3A P fiiggvény maga a széban forgé csoportmiivelet.

“René Descartes (La Haye, Touraine, 1596. III. 31. — Stockholm, 1650. II. 11.)

SEgy = € X elemnek a csoportmiivelet szerinti inverzét az = ' (vagy a —z) szimbslummal
jeloljiik. A topologikus csoportok definiciéjdra gondolva az X 3 x — z~ ' leképezés is folytonos.

9
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a p,v mértékek altal meghatdrozott szorzatmérték.® Vegyiik a x mérték P altal 1é-
tesitett P[k| képét, azaz legyen

Plk|(B) :=x(P7Y[B]) (B € B(X)).
A
p* v = P[K]
mértéket a u,v mértékek konvolucidjanak nevezziik.

A definiciébdl vildgos, hogy p v € M(X). Tovdbbd a * miivelet kommutativ
és asszociativ, ill. a mértékek Oszeadasara nézve disztributiv, valamint tetszoleges
a € [0,4+00) és p,v e M(X) mellett

pox () = (o p) kv = (pxv).
A fentiek nyilvan elmondhatdk az M(X) helyett a

uw:B(X)—R

korlatos variaciéju eldjeles Borel-mértékek V(X) halmazaban is.”

Legyen p,v € M(X) és A € B(X), ekkor®

uwxv(A) = /XA d(p*v) = /,u(x_l e A)dv(z) = /y(y_l o A)du(y).

Gyakran ez utébbit tekintik a p * v konvolicié definicidéjanak.

Ha valamilyen 0 < n € N esetén X := R" (a ,szokdsos” Osszeaddssal, mint cso-
portmiivelettel) és a 7 topoldgia az R™-beli euklideszi norma® altal meghatarozott
topolégia, akkor tekintsiik az R™-en a u Lebesgue!’-mértéket. Legyen (ebben az

6Tehdt specidlisan k(A x B) = u(A)-v(B) (A, B € B(X)).

"Emlékeztetiink a most emlitett fogalmakra, miszerint a p € V(X) egy olyan el6jeles mérték
a B(X)-en, amelyre sup {3, 4 [u(A)|: A€ Fx} < +oo, ahol az Fx-szel az Osszes olyan véges,
paronként diszjunkt, B(X)-beli halmazokbdl 4116 A halmazrendszerek halmazét jeloltiik, amelyekre
X =Usea A

8A tovabbiakban a X4 szimbSlum az A C X halmaz karakterisztikus fiigguényét jeloli: legyen
tehdt Xa(z):=1 (z € A) és Xa(zx):=0 (z € X\ A).

9Tehdt: az ||z|| := />, [xi[®> (z = (21,...,7x) € R™) normérdl van szé.

9Henri Léon Lebesgue (Beauvais, 1875. VI. 28. — Périzs, 1941. VII. 26.)
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értelemben) f € L', ekkor az f silyfiiggvény 4ltal generdlt p; mérték!! V(R™)-beli
és barmely v € V(R"™) mellett

prsvd)= [up(d-a)dva)  (AcBERY),

Hal2

o(y) = / fly—)dv(e) = fxu(y)  (y €RY)

(az f figgvény és a v mérték konvolicidja), akkor
pr v = [gXadn=py(4) (A€ BRY).

Legyen most a fenti f mellett adott egy h € L' fiiggvény is és frjuk a v mérték
helyébe a up eldjeles mértéket. Ekkor az elébbiekhez hasonlé médon kapjuk, hogy

pre () = [N fehdu= [ fendn (A€ BRY),

ahol
fxh(z) = /f(rc —y)-h(y)duly)  (z €R").

A most értelmezett f * h fiiggvényt az f,h € L' fiiggvények konvolicidjinak
nevezziik. Ekkor az L' (a szokdsos fiiggvénymiiveletekkel és a ||.||; normdval) a x*
konvolticiéra (mint ,,szorzésra”) nézve egy kommutativ Banach'®-algebra. Tovabba,
ha az

1<p,q,7r <400

" Amikor is pus(A) = [, fdp:= [ fXadp (A€ B(R™)). (A ,szokdsos” médon egy A halmazon
vett integralt az [ 4 -+ szimbdélummal jel6liink a késébbiekben is. Ha a , teljes” R"™ halmazon torténik
az integrélds, akkor [g., ... helyett egyszertien [ ..-t frunk.)

2Mivel Xa—z(y) = Xa(z +vy) (z,y € R™), ezért a u eltolds-invariancidjit is figyelembe vé-
ve ur(A—1z) = [ fly — 2)Xa(y) du(y). Igy a Fubini'®-tételt'* is alkalmazva azt irhatjuk, hogy
pgxv(A) = [ ([ fly = 2)Xa(y) du(y)) dv(z) = [ ([ fly — =) dv(z)) Xa(y) dp(y).

13Guido Fubini (Velence, 1879. 1. 19. — New York, 1943. VI. 6.)

MTekintsiik a szigma-véges (X, Qi, ;) (i = 1,2) mértéktereket, valamint az altaluk meg-
hatdrozott (X1 x Xa2,Q1 ® Q2, u1 @ u2) szorzatteret. Tegyiik fel, hogy az F : X1 X Xo — R fliggvény
a 1 ® po szorzatmérték szerint integrdlhaté. Ekkor pi—mam. z € X és po—m.m. y € Xo he-
lyen létezik az [ F(z,v)du2(v) és az [ F(u,y)dpi(u) integrél, tovabba [ F(u,v)d(u ® p2)(u,v) =
T ([ Fuyv) dps () dpa(v) = f ([ F(it,0) dpa (0)) dyos (u).

15Stefan Banach (Krakké, 1892. III. 30. — Lvov, 1945. VIII. 31.)
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., kitevokre”
1 1
-+-2>1
p q
és
1 1 1 1
—=—-t+-—-1=1-—
r o p q r

teljesiil, tovdbba f € LP, h € LY, akkor'® fxh e L™ és
[f * Bl < (ApAgAr)" || fllp- [[Rllq

(Young'"-egyenlétlenség.) Itt az

4y =1
U v

feltételnek eleget tevé 1 < u,v < 400 paraméterekkel A, := Ay =1 és

AL
Au::< ) (1<u<+00)

v1/v

az tin. Babenko'® -Beckner'”-konstans. Specidlisan, ha ¢ = 1, akkor nyilvin r = p,
azaz f € LP, h € L' mellett f*h € LP és

LF o Pllp < 1L fllp- 1]l

Ez utébbi egyenlétlenség egyébként nyilvanvald, ha p = +oo :
|f (@) < / |flz =yl 1hy)ldy < Ifllo ([l (mm.z € R").

Ha pedig 1 < p < 400, akkor a Minkowski?’-egyenl6tlenség?! alapjan

1f  hllp = ( / ' [ 1w f -y dy pda:) e

1Ekkor az f * h konvolicié ugyanigy értelmezhetd, mint az el8bb.

"William Henry Young (London, 1863. X. 20. — Lausanne, 1942. VII. 7.)

8Konstantin Ivanovics Babenko (Brianskij Rudnik, 1919. VIL. 21. — 1987.)

YWilliam E. Beckner (Kirksville (Missouri), 1941. IX. 15. —)

20Hermann Minkowski (Alexotas (Kaunas), 1864. VI. 22. — Géttingen, 1909. 1. 12.)

21 Tegyiik fel, hogy az (X,Q,u), (Y,0,v) mértékterek szigma-végesek. Ekkor minden, a u ® v
szorzatmérték szerint integralhaté f : X x Y — R fiiggvény, valamint 1 < p < 400 kitevs esetén

(SIS F@y) dv()]” du@)" < [ ([ 1f(@,9)” du(@))"? dv(y).
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é/</\f(x—y)!pdw>l/p-!h(y)\dy=Hpr-HhHl-

Jegyezziik meg tehat, hogy ha h € L', akkor

If = hlle < Iflla- DBl (F € LY

1S * Plloo < 1 flloo- IRl (f € L%).

Végiil gondoljuk meg, hogy ha a fenti p, ¢, r ,,hdrmasban” a p,q konjugdlt kitevok,
azaz

_l’_

| =
Q|

akkor r = 400 és az fxh fliggvény egyenletesen folytonos. Ugyanis barmely z € R"
és z € R" vélasztassal (Id. 1.3. viii) megjegyzés) a Holder?2-egyenlStlenség®® szerint
(nyilvén feltehetd, hogy ¢ < +0o0)

|f*h<x+z>—f*h<:c>|='/(hmz—y)—h<:c—y>>f<y>dy <

1/q
Hpr'(/Ih(t+Z)—h(t)lth> =0 ([[z]| = 0).

2L udwig Otto Holder (Stuttgart, 1859. XII. 22. — Leipzig, 1937. VIIL. 29.)

BEgy (X,Q, 1) mértéktér esetén tekintsiik az f,h : X — R mérhetd fiiggvényeket és a ,, konjugalt”
1 <p,q < +oo kitevéket: 1/p+1/g =1. Ekkor ||fhlx < ||f|lp-||h|lq- Specidlisan, ha itt p = g = 2,
akkor ||fh|l1 < |Ifllz- |Rll2 (Cauchy®* ~Bunyakovszki® -egyenlétlenség) .

24 Augustin Louis Cauchy (Périzs, 1789. VIIL. 21. — Sceaux, 1857. V. 23.)

#Viktor Jakovlevics Bunyakovszkij (Bar, 1804. XII. 16. — Szentpétervar, 1889. XII. 12.)
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1.2. Trigonometrikus Fourier-transzformacié

Eldljaréban a cimben jelzettnél kissé tagabb keretben, a Borel-mértékek korében ele-
venitjiik fel a Fourier?-transzformécié fogalmat.

1.2.1. Borel-mértékek Fourier-transzformaltja

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket: jelentse a (,) szimbdélum valamilyen 0 < n € N
kitevére az R-ben ,,jél ismert” skaldris szorzést, azaz az R"-beli x = (z1,...,z,) és
az y = (y1,...,yn) vektor esetén legyen

n
(2,y) =D iy
k=1

A szoban forgd x euklideszi norméjara az
]| == v/ (2, )
jelolést hasznaljuk. Legyen tovabba egy a € R elemre az e, a kovetkezo6 fliggvény :
eq(t) == et (te R™).2T

Nyilvédnvald, hogy tetszileges a € R™ esetén az e, folytonos, |e,| = 1, ezért barmely
we M(R™) mellett az e, a p mértékre nézve integralhatéd és |leql|1 = u(R™).

Legyen tehédt a p € M(R™) tetszéleges korlatos Borel-mérték. Ekkor a

w(z) = /ex du (x € R")

hozzarendeléssel definidlt
u:R"— C

fliggvényt a u mérték Fourier-transzformaltjanak nevezziik. Ha pl. a p a valamilyen
a € R" pontban koncentralt Dirac?®-mérték??, akkor barmely z € R™ esetén

Alz) = / e dpt = e(a) = eq(z),

26 Jean Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 1768. TII. 21. — P4rizs, 1830. V. 16.)

27y .= /=1 az ,imagindrius egység”.

28Paul Adrien Maurice Dirac (Bristol, 1902. VIII. 8. — Tallahassee, Florida, 1984. X. 20.)
2Tehat p(A) = Xala) (A€ B(X)).
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mas széval I = e,.
Vildgos, hogy tetszoleges p € M(R™) mértékre és € R™ pontra
()] < u(RM),

valamint

H(R™) = fi(0).
Egyszerlien adédik tovabbé az is, hogy a 1 leképezés egyenletesen folytonos. Valéban,
ha az € > 0 tetsz6leges szam, akkor3”

p(R"\ Kn(0)) =0 (N —o00)
miatt alkalmas N € N mellett
p(R™\ Kn(0)) <e.

Ekkor bérmely z,y € R™ helyen (a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenl6tlenséget is fel-
hasznélva)

i(z) — ily)] < /

|em_ey|d/‘+/ e — ey| dp <
Kn(0) R™\Kn(0)

| leay(t) = dule) + 2u(R"\ Ky (0) <

Kn(0)

2 / (sin((t, @ — y)/2)] du(t) + 2z < / (o — )l dult) + 2 <
Kn(0) Kn(0)

o=yl [l dute) + 22 < N-p(Kn () o~ ol + 22 < 3,
Kn(0)
hacsak ||z —y|| < 0 olyan ¢ > 0 vélasztédssal, amellyel
N-u(Kn(0))-0 < e.

Belathat6, hogy a i transzformélt , pozitiv definit” is, azaz tetszOlegesen meg-
adott 1 <m € N index és ay,...,a,, € R"™ vektorok mellett a

m

(7ita; - m)MZl e g

%Ha a € R és r > 0, akkor K,(a):={z € R": ||z —a|| <7} az a vektor r sugari kérnyezete.
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métrix pozitiv szemidefinit. S6t, igaz az aldbbi Bochner3!-tétel, nevezetesen, ha a

korlatos
h:R" —=C

fuggvény folytonos, akkor a kovetkezo két kijelentés egymassal ekvivalens:
1° van olyan p € M(R™) korldtos pozitiv Borel-mérték, hogy h = ii;

2° a h fiiggvény pozitiv definit, azaz barmely f € L' fiiggvény esetén
[ [ 1= i@ Tdeay =0

A Fourier-transzformalt definicidjabdl rogton addédik, hogy a
M@R") 5 p— e CR

megfeleltetés additiv és pozitiv homogén, tehdt barmely u, v € M(R") és 0 < a € R
mellett

)
)

put+v=p+v és ap=a .
Belathaté tovabba, hogy
pxv =i,

valamint
pFEV=UFV.
Legyen (az eddigi n mellett) az s is egy pozitiv természetes szam és tekintsiik a

pwe MR, ve MR

korlatos Borel-mértékeket. Ekkor

—

pev(ey) =)oy  ((z,y) € R" xR

31Salomon Bochner (Podgorze, 1899. VIII. 20. — Houston, 1982. V. 2.)

32 Az el8bbi egyenlbség bal oldaldn az R™, ill. az R® feletti Borel-mértékekbél képzett szorzatmér-
ték Fourier-transzformaltja all, ami tehdt az R™ x R’ téren van értelmezve. Roviden azt mondjuk,
hogy a szorzatmérték Fourier-transzforméltja a (tényezd-) mértékek Fourier-transzforméltjainak a
»szorzata’ .
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1.2.2. L!-beli fiiggvények Fourier-transzformaltja

Ebben a pontban integralhaté fliggvények Fourier-transzformaltjaval foglalkozunk.
Kiindulva a mértékek esetébol természetes modon adédik a definicié nemnegativ fliigg-
vényre, nevezetesen ez utébbi altal, mint sulyfiiggvény altal meghatarozott mérték
transzformaltja révén. Ugyanakkor az igy kapott értelmezés természetes médon ,,mii-
kodik” a nemnegativitds nélkiil is. Kiilon alpontban vizsgdljuk az un. radidlis fligg-
vények Fourier-transzformaltjat, valamint az ezzel kapcsolatban megjelené Bessel-
fliggvényeket.

1.2.2.1. A Fourier-transzformalt fogalma

Ha most (és a tovdbbiakban is) a p szimbdlum az R™-beli (0 < n € N) Lebesgue-

mértéket jeloli®3 és egy (a p mértékre nézve integralhaté) 0 < f € L! fiiggvénnyel
v(4) :=pg(4)  (AeBR")),

akkor v € M(R") és (I1d. 1.2.1.)

v(r) = /em dps = /few du (x € R™).
Ebbdl a szempontbdl nyilvan lényegtelen, hogy az f egy nemnegativ fiiggvény, hiszen
birmely f € L' és x € R™ mellett fe, € L.

Az elébb mondottakat figyelembe véve vezessiik be a kovetkezd definicidt: egy
tetszbleges f € L' Lebesgue-integralhat6 fiiggvény esetén az

foyi= [ fesdu= [ 10 de (e R
hozzarendelési utasitassal értelmezett
f:R">C
leképezést az f fuggvény Fourier-transzformdltjinak nevezziik. Ha tehdt f > 0 is

igaz, akkor a fentiek szerint fy = f.

Részben a mértékekkel kapcsolatos analdg allitasokra hivatkozva konnyen adédnak
az alabbiak:
33 A p mértékre vonatkozé integralt illetSen esetenként az J f dp szimbélum helyett (pl.) a ,ha-
gyomdnyos” [ f(t)dt jelolést hasznéljuk.
31Vildgos (1d. 1.1.), hogy f(z) = f * e—.(0).
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i)az L'> f s fe L™ operator linearis és korlatos:
2 1
Ifllo < IIfll (FEL);
ii) barmely f € L' esetén az f fliggvény egyenletesen folytonos;

iii) fxh=fh (.ﬂhGLl);
iv) ha fe L'

akkor F = ?,
V) fgelf#9=[#7
Vi) szorzdsi szabdly:

f,geLli/fgduz/ﬁfdu;

vii) Riemann®-Lebesgue-lemma: barmely f € L' fiiggényre

lim f(:n) =0.

llz]|—=+o0

Ti. az i) allitas trividlis, a ii)-t ldttuk mértékekre. A iii) igazoldsdhoz alkalmazzuk

a Fubini-tételt:
= /f * h(t)e’<t’x>dt = / (/ fy)h(t—y) dy> o) gt =

[ s ([ e =wetrae) g~ [ s ( [recrar) ay -
( / Fy)ettve dy> < / h(t)e“mdt) ~ fla)h@)  (zeRM.

A iv) igazoldsa csupén egyszeril szamolést jelent, az v) ,egyértelmiiségi” allitdst
késébb latjuk be (1d. 2.5. vi) megjegyzés). A vi) bizonyitdsa is meglehetdsen egyszeri:
ismét csak a Fubini-tétel miatt

/ f(x)g(x)da = / < / f(t)e“t’w)dt) g(z)dx =

35Georg Friedrich Bernhard Riemann (Breselenz, 1826. IX. 17. — Selasca, 1866. VII. 20.)
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_ / £(®) < / g(m)el<t’x>da:> dt = / F(H)g(t) dt.

A Riemann—-Lebesgue-lemma eléggé nyilvanvalé intervallum karakterisztikus fiigg-
vényére. Az egyszeriliség kedvéért csak egydimenzids esetben (n = 1) részletezve
mindezt legyen g = X[ 3 az [a,b] C R kompakt intervallum karakterisztikus fiiggvé-
nye és 0 # z € R. Ekkor

b
/ emdt‘: — " <250 (Jz] = +oo).
a u ||

Vilagos, hogy ezért ugyanez igaz a fenti karakterisztikus fliggvények véges linedaris
kombindcidira is (Iépcsdsfiigguényekre). Ugyanakkor tetszOleges f € L' fiiggvényhez
megadhaté 1épesésfiiggvényeknek egy olyan (g,,n € N) sorozata, amelyre

9(x)] =

[f=gnlh —0  (n—o0).
Mivel

[f(@) =@ <|If —gnlls  (z€R),
ezért barmely € > 0 szamhoz van olyan n € N, amellyel

~

|f(z) —gn(z)| <e  (z€R).
Tehat

~ -~

[f(@)] < 1f(2) = gn(@)| + [gn(2)] <e+[gn(z)|  (z €R),
ahol alkalmas r > 0 megvalasztisaval
gn(z)] <& (zeR,[z]>r)

~

Mas széval |f(x)| < 2e, hacsak x € R és |z| > r. Ez éppen a Riemann-Lebesgue-
lemma &llitdsa.?0

A fenti bizonyitasbdl (n = 1 esetén) a kovetkez6 atfogalmazast nyerjiik: legyen
—co<a<b< 400, az
f:(a,b) >R

fliggvény pedig Lebesgue-integralhaté. Ekkor

B B
lim / f(t)cos(tx)dt = lim / f@)sin(tz) dt = 0,

r—-+00 T—-+00 @

36Megjegyezziik, hogy a Riemann-Lebesgue-lemma megfeleléje nem igaz az M(R™)-beli mértékek-
re. Legyen ui. a v € M(R") a (R") 3 0-ban koncentralt Dirac-mérték, ekkor v = 1.
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mégpedig az (a, ) C (a,b) intervallumokra nézve egyenletesen. M4ds széval: bérmely
€ > 0 szdmhoz van olyan zg > 0, hogy = > zy esetén

B
/ f(t) cos(tx) dt

<e€

és 5
/ f(t)sin(tx) dt‘ <e

igaz tetszbleges («,3) C (a,b) intervallumra. Mindehhez elég annyit megjegyezni,
hogy az

faﬂ = f X(a,ﬁ) S Ll

figgvényre
f/a\g(x) = /ﬁ f(t)e™tdt = /ﬁ f(t) cos(tx) dt + v /ﬁ f(t)sin(tx) dt (x € R).

Jeloljiik az L' szimblummal az dsszes L'-beli fliggvény Fourier-transzforméltja
altal alkotott halmazt. Ekkor a Stone3”~Weierstrass>®-tétel® alkalmazasédval azt kap-
juk, hogy az L' vektortér a ||l./lcc norma értelmében mindeniitt stirti az R™-en értel-
mezett, a végtelenben eltiing folytonos fiiggvények Cj terében.0

Tekintstik ehhez (csak n = 1 esetén részletezve) példaként az alabbi hdromszig-
fliggvényeket:
z+r (—r<z<0)

h (z)=<r—z (0<z<r) (r>0).

0 (z € R\ [-r,7])
Egyszerti szamolassal kapjuk, hogy

‘ sin?(rz/2) -
ﬁr(x) _ 4 — (0#£x€R)
72 (x =0).

3"Marshall Harvey Stone (New York, 1903, IV. 8. — Madras, 1989. 1. 9.)

38Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, 1815. X. 31. — Berlin, 1897. II. 19.)

3Legyen az (X, p) kompakt metrikus tér esetén adott az A C C := {f : X — C: az f folytonos}
zart részalgebra. Ekkor a kovetkezd ekvivalencia igaz: az A = C egyenl6ség akkor és csak akkor
teljesiil, ha 1 € A (ahol 1(z) :=1 (x € X)) és barmely z,y € X, z # y elempdarhoz van olyan
f € A figgvény, hogy f(z) # f(y) (az A egy din. elvdlasztd részalgebra), tovabba tetszbleges f € A
fiiggvényre az f(z) := f(z) (x € X) jeloléssel (az f komplex konjugdltja) f € A.

0Co :={f € Crsupjys, [f(H)] =0 (r — +oo)}.



1.2. TRIGONOMETRIKUS FOURIER-TRANSZFORMACIO 21

Ez ui. az = = 0 pontban nyilvdnval6.*! Ha 0 # 2z € R, akkor
R 0 r
h,(z) = /_T(t + r)et tdt + /0 (r —t)e™dt.
Parcidlisan integrilva a Newton??-Leibniz*3-formula alkalmazasaval
0 1t 1 wrt 0 1 wrt 0
/_T(t—l-r)e dt = [E-(iH—r)e }_T - [We }_T =

T 1 —e™®

1w x2
és ., ) )
_ 1wt N _ wt]” wt|” —
/0 (r—t)e™dt [w (r—te }0 + {(w)2e ]0
_L N 1 — et
1 x2
e ( ) )
-~ 2— (" +e 1 — cos(rx sin“(rx/2
h'r(x) = ;L'z = 2- :1;2 =4 T
Vegyiik most a
z+r (—r<z<-r/2)
% (—r/2<xz<71/2)
tr(x) = hr(‘r) - hr/2(‘7:) = (T > 0)
r—z (r/2<z<r)
L 0 (z e R\ [-7,7])
un. trapézfiggvényeket, amikor
.2 .2
R R R 4. Sin (ra/2) —2$1n (ra/4) (042 €R)
tr(‘r) = hr(‘r) - hr/Z(x) = 9 v
3—2— (x =0).

4L Geometriailag a flr(O) = ffr h.(t) dt Fourier-transzformdlt (a h, integrilja) egy 2r alapu, r
magassigu egyenlészari hdaromszog teriilete.

42Gir Isaac Newton (Woolsthorpe, 1643. 1. 4. — London, 1727. IIL. 31.)

“3Gottfried Wilhelm von Leibniz (Lipcse, 1646. VII. 1. — Hannover, 1716. XI. 14.)
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Nyilvén t, € L! (r > 0), igy (1d. 2.2.) van olyan g, € L' fiiggvény, amelyre

N 1
gr:—'tgr (7">0).
r
Tehat
(£4+2 (-2r<a<-—r)
1 (—r<z<r)
gr(x) = (x e R, r>0),
2—-L (r<z<2r)
0 (r € R\ [-2r,2r])
kovetkezésképpen
g : R —[0,1].

Innen rogton adédik, hogy barmely r > 0 esetén az
e(r) =1 (—r<z<r)
hozzarendeléssel definidlt e fiiggvényre e € E}n, ahol
Ll .= {o_,, :p€ L'}.

Arrdl sem nehéz meggy6z6dni, hogy tetszbleges x,y € R, z < y elemekre alkalmas
h € L' fiiggvénnyel

h(z) # h(y)
Ugyanis barmely
0<r< y— 2
valasztassal
9-(0)=1 és g (y—a)=
Itt

ahol

Vilagos ugyanakkor, hogy
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A Fourier-transzformalt fenti tulajdonsdgai miatt az is nyilvanvald, hogy
— - 71 71
pel,  (pcly)
és az L! halmaz (a szokésos fiiggvénymiiveletekkel) részalgebraja a [—r,r] interval-

lumon folytonos fiiggvények C[—r,7| terének. Ezért a Stone-Weierstrass-tétel miatt
az L! a ||.|oc norma értelmében mindeniitt stirti a C[—r,r]-ben.

Legyen most mar adott az f € Cy fiiggvény és az € > 0 szam. Ekkor van olyan
r > 0, hogy
[f@)<e  (zeR\[-rr]).

Mivel
f‘[izr’zr] € C[-2r,2r],

ezért az el6bbiekre tekintettel egy alkalmas g € L! fiiggvénnyel
[f(x) —g(@)| <e  (x€[-2r,2r]).
Konnyen ellenérizheto, hogy
[f(2) = gr(2)-g(2)| <3¢ (z€R).
Az x € [—r,r] helyeken ui.

[f (@) = gr(x)-g(x)] = | f(x) —g(z)| <e.

Ha
x € [=2r,2r] \ [-7,7],
akkor
|f(x) = gr(z)-g(z)| < [f(z) —g(2)| + [gr(x) — 1] [9(z)| <
e+g(@)] <e+|f(z) —g(x)| + |f(z)] < 3-e.

Tehat a

G:=g. xgec L
fliggvénnyel ~ R

G = /g\r' § € L
és

If— @Hoo < 3e.

4 Emlékeztetiink arra, hogy f,g € L' esetén f/*\h = )?R ezért -1 € L' (o, Y € El)
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1.2.2.2. Radialis fiiggvények

Azt mondjuk, hogy az
R:R"—R"

linedris operdtor (matrix)*® ortogondlis, ha
(Re,Ry) = (z,y)  (z,y €R").
Tovabba, az
/:R" >R
fliggvény radidlis, ha tetszéleges R ortogondlis transzforméciora
f(x) = fr(z) == f(Rz)  (zeR"),

vagy (ami ugyanaz)

f@)=f)  (zyeR", |z| = [yl).*

Ekkor egy alkalmas
fo:]0,40) = R
fliggvénnyel
f@) = folllzll)  (z€R").
Vildgos, hogy ha n = 1, akkor mindez azt jelenti, hogy az f : R — R fliggvény
péros.*”

Tegyiik fel, hogy az f € L' fiiggvény radialis. Ekkor®® az f Fourier-transzformalt
is radidlis és R R R R
f(@) = fr(z) = (f)r(x) = f(Rz)  (z€R").
Ugyanis az ortogonalitds miatt az R* adjungaltra R* = R~!, ezért integraltransz-
formacidval

~

f@) = fr(z) = / frt)e’®h dt = / F(RE)e ™t dt =

151dézziik fel azt, hogy az R : R® — R" leképezés pontosan akkor linedris operdtor, ha egy
(egyértelmiien 1étezd) R € R™*™ maétrixszal Rz := R(z) = Rz (z € R").

46Qpecidlisan, az R ortogonalis matrix forgatds, ha még det R = 1 is teljesiil. Az n > 1 esetben
az f akkor és csak akkor radidlis, ha barmely R : R™ — R" forgatdsra f(z)= f(Rz) (z € R").

"Ekkor ui. Rz = cx (x € R), ahol a ¢ € R konstansra (Rz,Ry) = ¢* 2y = zy (z,y € R)
miatt ¢ = £1. A széban forgd f fliggvény radidlis volta tehdt azt jelenti, hogy minden = € R helyen
f(z) = f(&z), specidlisan f(x) = f(—z) (z € R).

8 O+°° | fo ()| r"ldr < +o0.
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= / F)e =R g = / F)erRel) gp = f(Rz)  (x € R™).
Kovetkezésképpen egy alkalmas
fl : [07 +OO) —C

fliggvénnyel

~

f@)=hAlzl)  (zeR").
Ha n =1, akkor
~ 0 +0o0o
f(@) = fi(p) z/_ f(t)er dt + i f)e™t dt =

“+oo

+oo +oo
/ f(—=t)e ™t dt + / ft)e=tdt = fo®)(e™™ + &™) dt =
0 0

0
+00 too
2-/0 fo(t) cos(zt) dt = 2-/0 fo(r) cos(|z|-r) dr (r eR, p:=|x|)

(1d. 1.3. iii) megjegyzés).

A fenti f; fluggvényrél n = 2 esetén az aldbbiakat mondhatjuk. Ti. sikbeli
polarkoordinata-transzformaciéval az

z = (pcosw, psinw) € R? (p>0,we|0,27])

helyen®?

R +o0  p2m . )
f(l‘) _ / / rf(r cos 6, rsin 9)62((pcosw,psmw),(r cos 0,rsin6)) do dr =
0 0

+o0 21
/ 7 fo(r)- / e os(0=w) g0 dr,
0 0

ahol (az 7 := 6 —w + /2 helyettesitéssel)

o 2w
/ et cos(f—w) do = / ewrr sinn d’r] =: g(](,()'r')-
0 0

P Tehat ||z|| = p.
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Itt (a szinuszfiiggvény pératlan, a koszinuszfiiggvény pedig paros lévén)

2 ™
go(T) — /0 ezrsinn dT] — / ezrsinn dT] —

—T

/ cos(rsinn) d77+z-/ sin(r sinn) dn:/ cos(rsinn)dn =

—Tr —Tr —Tr

T w/2
2'/ cos(rsinn) dn = 4'/ cos(rsinn) dn (r>0).
0 0
Ezért

~ +00
fla)=1i0) = [ rhtrian(or) dr =
0
+00 w/2
4‘/0 Tfo(?’)-/o cos(||z]-rsinn)dy  (z € R?, p:=||z])).

Hasonléan, ha n = 3, akkor térbeli poldrkoordinata-transzforméaciot alkalmazha-
tunk. A szdmoldsok egyszertisitése érdekében hasznaljuk ki azt, hogy a fentiek szerint
az f is radidlis, {gy barmely 0 # x € R3 helyen (a t = (t1,t2,t3) € R? , sz0késos”
jeloléssel)

Fla) = 10,0, |l2]) = /f(t)ezuxwtg gt

+o0 2 s
/ / / f(rsinwcos b, rsinwsin 6, r cos w)r?- sinw- el qo, df dr =
0 o Jo

+o0o T
277-/ rfo(r)-/ rsin w- eIzl eosw g, g,
0

0

Mivel (a Newton-Leibniz-formula alkalmazasaval)

4 2
inw-ellelreosw gy = (e=tllallr _ illelr) = 2 gn (|2 )
rsmuw-e W € (& S| T||-T),
/o [l < ) [l
igy
~ S . 3
f(x) = filp) = 7— rfo(r)sin(|[z]|-r)dr  (0# 2 € R’ p:=|z]).

=]l Jo
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1.2.2.3. Bessel-fiiggvények

27

Az el6bbiekben radidlis fiiggvények Fourier-transzforméltjat szdmoltuk ki a két- és ha-
romdimenzids esetben. Tetszéleges (n > 2) dimenzidban a kovetkezket mondhatjuk.

Legyen ui. —1/2 < a € R és

J (t) o ¢ ‘/1 eztS(l o 82)(2(1—1)/2 ds =
0= e E Tt /) )

2 . 1 cos(ts) + ¢sin(ts — ¢ 2a=1)/2 5o
T (cos(t) + ()1 — )V s

« 1
AT T T Jy, - s >0

az a-paraméterti Bessel’-fiigguény®!, ahol

“+oo
[(x) = / t" et at (x >0)
0

a jél ismert gamma-fiigguény.>?

Vildgos, hogy a fentiekben (az s «— siny helyettesitéssel)

1 /2 .
/ ezts(l o 82)(2a—1)/2 ds = / eztsmy' (COS y)2ady (t c R)7
1 —7/2

mas széval

t T2
— . siny 2c —
Talt) : 20 /7T ((2a + 1)/2) /_W/ze (cosy)™“dy
t 2 : 201d
2o 1. 7 T((20 + 1)/2)-/0 cos(tsiny)- (cosy)““dy (t >0).
fgy pl.
9 w/2
Jo(t) = ;/ cos(tsiny) dy (t >0)
0

0Friedrich Wilhelm Bessel (Minden, 1784. VII. 22. — Konigsberg, 1846. TI1. 17.)

51Ld. még D. Bernoulli.??

*2Daniel Bernoulli (Groningen, 1700. I1. 8. — Bézel, 1782. IIL. 17.)

*3Emlékeztetiink arra, hogy I'(1) = 1 és I'(1/2) = /@, tovébbs I'(z + 1) = z-I'(z)
Specidlisan, I'(k+ 1) = k! (k € N).

(z > 0).
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és
Vi /1t 2sint
J1jo(t) == —- edy = t>0).
1/2( ) \/% . Yy \/2_71't ( )
Ha az L'-beli
f:R"—=R (n>2)
fiiggvény radidlis és (1d. 1.2.2.2.)
f@) = folll=ll)  (zeR"),
akkor (a részletek mellézésével) az 0 # x € R™ helyeken
Y 2 1nj2, [ 2
(%) fz) = @m)"2 ||~ /0 fo(s)s" 2 T a1 (||| ) ds.

Innen az n = 2 esetben azt kapjuk, hogy

-~

+o0o
fla) = 2r /O sfo(s) oz 5) ds =

+o0 w/2
4-/ sfo(s)-/ cos(||z||- s+ siny) dy.
0 0

Ha pedig n = 3, akkor
Ny 3/2 1/2 oo 3/2
Fla) = (2m)/2 | V2. /O fol8)s*20, o[zl 5) ds =

(271')3/2 2) 400
Vil v2m |zl Jo
47 oo
Izl Jo

Osszhangban a korabban kiszdmoltakkal.

sfo(s)sin(||z]|- s) ds =

sfo(s)sin(||z||- s) ds,

A fentiekben bevezetett Bessel-fiiggvényekre az aldbbi rekurziv Osszefliggés igaz:
ha p > —1/2, akkor barmely v > —1 esetén

tl/-i-l

1
Ttvsr () - /0 T(ts)s" T (1= ¥ ds (£ >0).

T T(r+1
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Legyen ui. a > —1/2 és t > 0, ekkor (a koszinuszfiiggvényt (a 0 koriil) hatvanysorba
fejtve)>

1
2-/ cos(ts)(1 — s2)2e=D/2 gg =
0

00
]t2j 1
2. . /
>
7=0
2] 0

7=0

2j(1 - S2)(2a—1)/2 ds =
(

= 1/2 1— Z)a—l/Z dz =

o~ (—17t¥ T(j+1/2)-T(a +1/2)
Z 2] ’

I'G+a+1)
7=0

Tehat
2-t%

20 /m- T +1/2

PRI +1/2) NS gy (2P
2afz 2; I'G+a+1) _Z(_l)J'jl-F(jJraJrl)’

Jo(t) = )'/01 cos(ts)(1 — s2)2e=D/2 gs =

ui. (pl. teljes indukciéval kénnyen beldthatd, hogy)

22.T(5 4+ 1/2)- 4!
CHING

Mindezeket figyelembe véve az

=1 (j eN).

/1 Ju(ts)sP (1 — s?)” ds (t>0)
0

integral kiszamitésakor a J,-ra belatott elébbi egyenloséget alkalmazva egyszerli sza-
molassal kapjuk a jelzett rekurziv osszefliggést:

1
/ Ju(ts)stTH1 — s%)" ds =
0

% Az ismert I'(z +7y)- fl T 1 —2)V " de =T(2)- T'(y) (z,y > 0) egyenléséget (megfelels szerep-
osztéssal) felhaszndlva.
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°° 2 1
Z .' (t/2) I+ / 82]'_;,_2”.1_1(1 _ 82)V ds =
JATG+p+1) Jo

) 25+ -
;(_DJ' 2-j!-(;1§')+ e A

i (t/2)%+n Pj+p+1)Tw+1)

p 2. TG+p+1) TG+p+rv+2)
(v+1) i (et 2Tt ®
t”+1 ]' I‘ ] +u+v+ 2) tr+1 ptr+1 )

J=0
ami nyilvan ekvivalens az allitasunkkal.

Igy pl., ha a fentickben v = 0, akkor

1
Ton(t) =t / T(ts)s" ds (£ > 0),
0

specidlisan a pu = 0 vélasztassal

1 or 1 /2
Ji(t) = t-/ sdo(ts)ds = —- [ s (/ cos(stsiny) dy) ds (t>0).
0 0 0

™

Hasonléan, ha p:=0 és v := —1/2, akkor

2sint \/_ S
J1/2( ) \/ﬁ \/— J(](tS) \/1——82 ds (t > 0)7
amibdl
/ Tolts): === ds S”t“t (t > 0).

Az a > —1/2 feltétel mellett az imént eléallt

- (t/2)%
(%) :Zo j'Féjra+1) (t >0)
‘7:
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sorfejtést illetéen a kovetkezOket mondhatjuk. Vegyiik ui. észre, hogy pl. a hénya-
doskritérium segitségével egyszeriien meggy6zodhetiink arrdl, miszerint a széban forgd
végtelen sor abszolut konvergens:

(t/2)F24 TG +at+l)
G+DITG+a+2)  (t/2)%e
t2
—0 (j — 0).

4G+ +a+1)
Sét, az illetd sor ugyanigy az o > —1 paraméterekre is abszolit konvergens minden
t > 0 helyen. Ezzel egyuttal értelmezhetjiik a (valds értékii) J, Bessel-fiiggvényeket
az « > —1 esetben is:

) 2j+a
a0) =Yg 0> 0)
=0
Yalz) = ;(—1)" PTG tary SR

analitikus fiiggvénnyel.>® Specidlisan

- _ 12i—1/2

Tl = Z(_l)j' 2212 jLT(j +1/2)
=0

2 - . t2.(2)))- /7

\/%. > -y T Ty (>0,
j=0
ahol (Id. fent) i

-/

PGz L VEN:

J_1p2(t) = \/% Z(—l)j- (;;)l = \/g cost (t>0).
j=0

S5Komplex értékii fiiggvényként akar a ¢ < 0 helyeken is ezzel a végtelen sorral definidlhatnéank
a Jo(t)-t. Ha pedig a > 0, akkor a J,(t)-t megad6 elébbi sor minden ¢ > 0 helyen (abszoliit)
konvergens és Ja(t) € R (a ,szokdsos” 0° := 1 megéllapodéssal): Jo(0) =1 és Ja(0) =0 (a > 0).

Tehat
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Tovabbé a radiglis Ll-beli
f:R" >R

fliggvények f Fourier-transzforméltjara megfogalmazott (x) képlet n = 1 esetén is
alkalmazhaté (1d. 1.2.2.2.):

N +00
Fl@) = var-/Tal /O Fo($)v/5 Ty ool 5) ds =

“+oo
2-/0 fo(s) cos(|z|- s) ds (r € R).

Léssuk be, hogy a J, (a > —1/2) Bessel-fiiggvények eleget tesznek az alabbi
differencidlegyenletnek:

2T )+t T () + (12— a?)- Ju(t) =0 (t>0).

Valoban, az értelemszerii jelolésekkel legyen

Ja(t) = 2 ./1 (1 — 2)a=1/2 gg —.
W= e (e + 1/2) )y |

1

cata-/ €S pa(s)ds (t >0).
-1

Ekkor barmely ¢ > 0 esetén (a paraméteres integralokra vonatkozé derivalasi ,sza-

balyt” is felhasznélva)

1 1

e pa(s) ds + 1cat™- / 5€5. 0o (5) ds,
-1

JL(t) = caozta_l-/

-1

valamint .

J'(t) = caala — 102, / 5. 0o () ds+
—1

1

1
Racat® 1 / 5€"™. 0,(8) ds — cat™ / s2e5. o, (s) ds.
-1 -1

Kovetkezésképpen
N 1 2 qn ! 2 2 o
F,(t) := (3 T (t) + - JL () + (7 — &) Ja(t) =

Cot®
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1

1
se"S- 0o (s) ds — t*- / 525 o, (s) ds.
-1

1
:tz-/ e”s-pa(s)ds—l—zt(2a+1)-/

-1 -1

Vegyiik észre, hogy (parcidlis integrdldssal)®®

1 1
it
se's. s)ds = . etts. s)ds,
/_1 pa( ) 20 + 1 /_1 poe-i-l( )

igy ) )
120+ 1)/ s€"5 0o (s) ds = —t2'/ e par1(s)ds.
1 -1
Ezért
1 1
Falt) = ([ (o)~ gl ds = [ e pu(s)ds)
~1 ~1
Ugyanakkor

9a(8) = Pai(s) = (1= s7) 20D/ — (1 — g2) (20402

S (1=s)EDE =2 p(s) (sl < 1),

amib6l az F,(t) =0, azaz a
2T+t )+ (12— o) Ju(t) =0 (t>0)

egyenloség mar nyilvanvalé.

Legyen
1 2 .
Ti(t) == %/ etsinl o=k g9 (ke Z,teR).
0
Ekkor
1 o (¢ sin 6—k6) do
Ti(t) = %‘/0 e =
1 2w
o (cos(tsin® — kO) +1sin(tsinf — k0)) df =
T Jo

l/ cos(tsinf — k6) df =
0

™

P pari(s) = =20+ )spals) (Is| <1).
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9 w/2
—- / cos(tsinf) cos(kf)df (ha ak paros)
T Jo
= (keZ,teR)
92 w/2
- / sin(tsin @) sin(kf) df (ha a k paratlan)
0
(Bessel-féle integrdlformula).
Ugyanis a v := 7 — 6 helyettesitéssel
1 T ) (_1)k T )
Ji(t) = —- [ cos(tsinv + kv —kr)dv = - [ cos(tsinv + kv)dv.
T Jo n 0

Ha itt a k péros, akkor (az utébbi egyenl6séget hozzdadva a Ji(t)-hez)

2Tk(t) = l/ (cos(tsin® — kB) + cos(tsin 0 + k0)) df =
0

s

™ /2
g/ cos(tsin @) cos(k6) df = é/ cos(tsin @) cos(k) db,
0 0

T T
amibol
) w/2
Ji(t) = —-/ cos(tsin f) cos(k6) db.
T Jo
A pératlan k indexekre hasonléan kapjuk a
9 w/2
TJi(t) = —-/ sin(t sin 6) sin(k6) df
T Jo

egyenlOséget.

Specidlisan (1d. fent)

Jo(t) = % /07r cos(tsinf) df = % /()7r/2 cos(tsinf) df = Jy(t) (t>0).
Vildgos, hogy (egyszerti helyettesitéssel)

Te= (DT (keZ).
Mutassuk meg tovabba, hogy

Ti(t) = Ji(t) (ke N, t>0).
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Ezt ui. k = 0-ra az el6bb lattuk mar. Ezért elég azt megmutatnunk, hogy a
Tk (1)
Gi(t) == { vagy (keN,t>0)
Ji(t)

valasztassal fenndll a
gi(t) = —t7" Gy (t) (k€N t>0)

rekurzio, ahol
ge(t) =t Gr(t) (keN,t>0).

Valéban, ha itt k € N és Gy = Ji, akkor

dhlt) =~ ($- 0 - 74(0)) =

—k k o iwtsin® _—ik6 1 o 2t sin 0 —1k0
—t " Cy—l e e d0—2—- (ate >e df ) =
Tt Jo ™ Jo

t—k 27 ) )
5 2 (89 (t_le” sinf, e‘lke) + (cos 0 — 1sin @) sin0. e‘lke) do =
T Jo

t—k 2T )
o el o= (o5 0 — 15in ) d =
T Jo
t—k 27 )
_g' eztsme‘ e—z(k+1)9 do = _+ k. jk-i—l(t) (t > 0)‘57
0
A Gj:=J; (k€ N) esetben a
2k

1,

2

((2k+1)/2) =T((2k + 3)/2) (ke N)
Osszefiiggés alapjan parcidlis integraldssal®®

_ 1
/ 27" its 2\ (2k—1)/2
) = N@k + 0/2) v /_186 (1= o

57Vegy1'ik ﬁgyelembe, hOgy f027r 89 (6zt sin 6 efzkr& do = elt sin(27) | 672k27r _ 6zt sin 0 efzkrO =0.

5883(1 _ 82)(2k+1)/2 =—(2k+1)s(1— 82)(21971)/2'
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-9k 2275 ezts 82)(2k+1)/2 p
T((2k +1)/2)- \/— L2+ 1 2 o
—t" 'Jk+1( ) (t>0).
Az el6z6eket folytatva tehat (1d. (sx))
(-1 (YT
Ti(t) = k(1) :Zﬁ <§> (keN,t>0).

R

Legyen ugyanakkor
. 00 1) ¢ 25+s
VOB ((jls)!'<§> (seZ,teR)
ahol az )
G+ol (=0, =s—1)

megallapodéssal éltiink.%? Mas széval

o0

* (_1)] 3 2t
Js(t>=;j!-(j+s)!'<5> B

o -1 l—s " 2l—s
gil!(-(l)—s)!'@) (s€eZ\N,teR),

vagy a k := —s jelOléssel

¢ 20+k
Tklt) = sz z+1<: <§> ‘

Mutassuk meg, hogy tetszoleges t € R mellett

Jff J: (t)2° = exp <% <z - %)) (0# 2 €C).50

S=—00

¥Tehdt JJ(t) = Js(t) (s €N, t>0).

60 Altaldban egy (ar,k € N), vagy (ar,k € Z) szdmsorozat generdtorfiggvényén a > 72 o arpz”
hatvanysor, vagy a Z:;XLOO arz® Laurent-sor®' Gsszegfiiggvényét értik. Tehst ebben a terminoldgi-
dban a (J;(t),s € Z) (t € R) sorozat generdtorfiiggvénye a 0 # z — exp(t(z — 1/2)/2) fiiggvény.

5!'Pierre Alphonse Laurent (Pdrizs, 1813. VII. 18. — Périzs, 1854. IX. 2.)
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Ugyanis a .
S2 () nls) o
& a N B
> (k_,lz): (%)k — exp <_%> (0#2€C)

J=0
sor abszolut konvergens, ezért az

exp (% <Z _ %)) . i % <%>j+k (0+2€C)

s

szorzat(kettés)sorban szabadon csoportosithatjuk a tagokat. Legyen ehhez adott az
s € Z kitev6 és ,szedjiik Gssze” a j — k = s egyenléségnek eleget tevd indexeket.5?

Ez azt jelenti, hogy j =k + s és

exp (z. (Z_ 1)) ) i iL <t> _
2 2 i Kl (k+s)! \ 2

+00
YT (0#z€C),

S§=—00

amint azt allitottuk.

Ha itt
z:=e¥ (y e R),
akkor
1 1 W W
§'<z—;>:%:zsiny (y € R)
és

+oo
eztsiny — Z js*(t)ezsy (y c R)

S=—00

52Réviden: vegyiik a fenti két sornak a Cauchy-szorzatat.
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fgy egy Fourier-sorfejtést kaptunk,%? més széval

1

2w
Ji(t) = —/ SNy o =1SY gy (s€eZ,teR).

27
Kovetkezésképpen
Te =T (k€ Z).
Nyilvan J € D™ és
1

2T
jk(l)(t) = 2—/ (1siny)letsny. e~k gy (keZ,leN,teR),
T Jo

amibdl )
1 T

(g—-/ ldy=1 (keZ leN,tcR).
0

s

70

A T (k € Z) fuggvények (egész indexti Bessel-fiigguények) tetszéleges t € R he-
lyen kielégitik a J,-kra fentebb kapott masodrendii homogén differencidlegyenletet:

2TV 4+t T + (82 — k) Ti(t) =

Valoban, a J,-t megadd hatvanysor tagonkénti derivalasaval

/ (1) (25 + k) o
t- Ty (t) = £ G+ k)L 22 't
és
i 2] + k)25 +k—1)
2 — 2j+k
£ Ty () = Z (f + k) 225tk K ’
Jj=

Osszeadva az el6bbi két egyenlSséget

o0
2 (=17 (25 +k)? oj0n
£ ¢ () + t- Ti (1) Z]‘j+k'22J+kt -
J=

53 Emlékeztetsiil (de la Vallée Poussin®*-tétel): ha az S trigonometrikus sor mindeniitt konvergél
egy f € L*[0,27] fiiggvényhez, akkor az S az f Fourier-sora, azaz az S egyiitthatéi az f fiiggvény
Fourier-egyiitthatéi.

85Charles Jean Gustave Nicolas Baron de la Vallée Poussin (Louvain, 1866. VIII. 14. — Louvain,
1962. III. 2.)
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:Z (=1)7-45(5 + k) ‘t2j+k+z (—1)7- k2 pith
gl (5 + k)l 220+k gl (j + k)l 220k ’

j=1 J=0
ahol
Z (—1)7-45(j + k) 2tk Z (-1 20tk
— j!' (j + k‘)!- 922j+k = (j _ 1)!. (j + k- 1)!. 922j+k—2
2 - (-1 2%+k _ 42
2 G = Ik
§=0
és -
(=1 & %tk _ 12
2 TG Rt =R,
§=0
Tehat

2T+ T = (8 — ) (),

amint azt allitottuk.%6

1.2.3. L%-beli fiiggvények Fourier-transzformaltja

Az el6z6 pont jeldléseit megtartva el6szor is jegyezziik meg, hogy a p > 1 kitevok
esetén az LP-beli f fliggvények nem feltétleniil integralhatdk, kovetkezésképpen az
r € R™ vektorokra fe, ¢ L' béven eléfordulhat. Ezért az ilyen LP fiiggvényoszta-
lyok elemeire a Fourier-transzformélt a fenti definicié alapjan nem értelmezhets. A
kovetkez6 egy-két megjegyzésben ezt a kérdéskort vizsgaljuk.

Legyen elészor p = 2. Mivel az L' N L? metszettér egy (a .|z normaS”

értelmében) sfirti altér az L%ben, ezért minden f € L? fiiggvényhez megadhaté
olyan, alkalmas
fr€e'nl?  (keN)

56Megjegyezziik, hogy barmely o > —1 paraméter mellet analég médon kapjuk a J, Bessel-fiigg-
vényekre a t2- JU (t) +t- TL(t) = (@ —?)- Ta(t) (t > 0) egyenléséget, azaz, hogy a Jo-k az a > —1
paraméterrel is kielégitik (a kordbban (1d. 1.2.2.3) csak az « > —1/2 esetre beldtottakhoz képest) a
széban forgd masodrendii differencidlegyenletet.

7 Emlékeztetiink arra, hogy a g € LP fiiggvényekre ||g|l, := ([|g(t)|Pdt)'/? (1 < p < 4o0) és
lglloo := inf{ax > 0: |g(t)] < @ (m.m.t € R"™)}.
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fliggvényekbdl 4llé sorozat, amelyre

If = filla =0 (k—o0).

Ilyen pl. az
fo=fXa,  (keN)
figgvények sorozata, ahol

Gr={teR":|t| <r} (r>0).%8

Az L'NL? altér g elemeire természetesen minden tovabbi nélkiil értelmezhetd a g
Fourier-transzformacié. Az elébbi fi := f-Xg, (k € N) példanal maradva

frl@)= [ f)e®Pdt  (z e R" ke N),
Gy

igy n =1 esetén

k
Fu(z) = / Fe™dt (z € R,k € N).

—k
Nem trividlis viszont az (Id. 2.5. xv), ill. 3.3. ii) megjegyzés), hogy minden ilyen
g€ L' N L? fiiggvényre g € L? és

IGll2 = (27)"/%- [lg]]2-
Ez azt is jelenti egytttal, hogy a (nyilvén linedris)

L'NI?>sg—gel?

operator korldtos, azaz folytonos. Ezt a tényt (és az (L?,].|]2) normélt tér teljes-
ségét) felhasznélva ezért az eldbbiekben szerepld fi € L' N L? fiiggvények Fourier-
transzforméltjainak az (fi,k € N) sorozata a |.|a normaban konvergil egy L2-beli
fiiggvényhez.%? Legyen ebben az értelemben az f Fourier-transzformdltja

f:= lim f,

k—o00

%8 Nyilvan igaz, hogy limy_(fr(z) — f(z)) =0 (z € R™) és |fx — fI> < 4-|f* (k € N). Mivel
4-|f|* € L', ezért a Lebesgue-féle konvergenciatétel alapjén limy—.oo [ |fi(z) — f(z)|> dz = 0.

59Ui. (technikai okokbdl (,hosszi” kifejezésekre gondolva) a (...)" szimbdlum a ...-ban 1év6 fiige-
vény Fourier-transzformaltjat jeloli) || fr—fillz = [|(fi—F)" 2 = @)™ ? | fu—filla = 0 (k,j — 00).
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tehat L
If = fill2—0  (k— o0).

Ez az értelmezés korrekt (azaz az f nem fligg az f-et (az el6z6 értelemben)
,el6allitd” (fr, k € N) sorozat konkrét megvalasztdsatol). Tovabba az

(*) L29fr—>f6L2

leképezés egy korldtos linedris operdtor, ami injektiv és a normdja (27?)"/ 2. Vilagos,
hogy f € L' N L? esetén az f Fourier-transzformalt a mostani értelmezés és a kiin-
dulési definicié szerint ugyanaz.

Megmutathat6, hogy a (*) operdtor sziirjektiv is, azaz tetszéleges g € L? fiigg-
vényhez létezik egy (és csak egy) olyan f € L2, amelyre g = f. A () operétor tehat
az L? térnek egy 6nmagéra valé bijekcidja és

Gl = @m)**|lgl> (9 € L?)
(Plancherel©-tétel). Mi lesz az inverze? Ehhez elészor is azt jegyezziik meg, hogy az

(f. ) :=/f-w (f. h e L?)

jeloléssel ™t A
(fih) = @m)"(f,h)  (f,hel?.
Jeloljiik a (%) operdtor adjungaltjat A-val, ekkor
@m)" (f,hy = (F.h) = (f,A(R))  (f,heL?),

amibdl tetszbleges h € L? esetén

kovetkezik. Legyen h € L? mellett

Hy(z):=h(—2)  (z €R"),

"Michel Plancherel (Bussy, 1885. 1. 16. — Ziirich, 1967. III. 4.)
"M Az L%-beli skaldris szorzds. A tovébbiakban nem fog félreértést okozni, hogy a R"-beli és az
L2-beli skaldris szorzdst ugyanazzal a (,) szimbélummal jeldljiik.
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ekkor konnyli meggy6zodni arrdl, hogy

(FLAR)) = (f,h) = (f. Hy)  (f € L.

fgy

leképezés. Tehat

1.2.4. Differencialhatosag

A tovabbiakban az M(R™)-beli mértékek Fourier-transzformaltjat fogjuk vizsgalni
differencidlhatdsagi szempontbdl. Ezzel kapcsolatban allapodjunk meg bizonyos (pl.
a tobbvéltozds differencidlszémitdsban mar megszokott) jelolésekben. Nevezetesen,

gy
j= 01, Jn) EN"

multiindex mellett legyen
n
| = ij
k=1
a j hossza,
n .
x) = H i (x = (z1,...,2,) € R")
k=1
az x vektor j-kitevOs hatvdnya,
& = o
a j szerinti parcidlis derivdlds, ahol a O f (k=1,...,n) szimbSlum egy

feR"—=C
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(differencidlhatd) fiiggvény k-adik véltozéja szerinti parcidlis derivaltjat jelenti. Le-
gyen tovabba egy v € M(R™) mértékre

M;(v) := /xj dv(x)

(feltéve, hogy az R™ > x + 2/ fiiggvény a v mérték szerint integralhatd). Jelentse
végiil valamilyen s = (s, ...,8,) € N” multiindexre j < s azt, hogy

Jk < Sk (k =1, an)

A fenti jelolésekkel most mar egyszertien megfogalmazhatjuk a bevezetoben emli-
tett differencidlhatésagra vonatkozé allitdst. Legyen ehhez v € M(R™) és j € N,
tovabba tegyiik fel, hogy minden s € N, s < j multiindex mellett létezik a v mérték
M;(v) un. s-edik momentuma. Ekkor

1° tetszlleges s € N™, s < j esetén létezik a 0°U parcidlis derivalt;

2% barmely 1°-beli s multiindexre
09(a) = [ ey dvly) (e RY)

3° az eddigi jelolések mellett a 9°7 fuggvény egyenletesen folytonos és korldtos.

Specidlisan
°0(0) = o*l. My (v).

Az n =1 esetben egy v € M(R) mérték k-adik M (r) momentuménak a létezésébél
(valamilyen k& € N mellett) mar minden s = 0, ...,k indexre kovetkezik az M(v)
létezése is, hiszen

z|* <1+ |z (x € R).

Legyen 0 < f € L' és v := uy. Ekkor az M,(v) (s € N) momentum létezése

azt jelenti, hogy az
R" 5z — 2° f(z)

fiiggvény L'-beli. Innen tetszéleges f € L' esetén a kovetkezét kapjuk: tegyiik fel,
hogy egy 7 € N™ mellett minden s € N, s < j multiindexre az

fs(x) == 2° f(x) (x € R")
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fiiggvény L'-beli. Ekkor az ilyen s-ekre

o f =5l f,.
Valéban, hapl. n=7=1 és x,h € R, valamint h # 0, akkor
f($+h /f z(x-l—h _ zxt) dt —

/tf(t) €1 /Gh

ahol egy ¢ > 0 konstanssal

ezht

Galo)] = A0 || = Aol <cli)  GeR)

sin(ht/2)
(ht)/2
Tehat az f; € L' feltételezésbdl kovetkezéen a Gy, (0 # h € R) fiiggvényeknek

van a h-tol fliggetlen integralhaté majoransa. Ezért a Lebesgue-féle konvergenciatétel
alapjan 1étezik az

~

(f)/(x) = lim ot h]z — f@) /hm Gp(t) /f et dt = f1( )

hatérérték. 2

Innen tetszoleges j-re teljes indukcoval kapjuk az allitast. Ha ui. valamilyen
1 <j €N mellett fe D és

~

(P =f (1<s<y),

akkor (f;j)1 = fj+1 (és az indukcids feltétel) miatt f] €D és

—~ —

(f) = v (fih = i
Ezért (f)9) € D és
(AU = (F) =da (?j\)l =T

?Mésképp fogalmazva: az f(:c)—et definidlé integralt (az x szerint) ,,szabad az integrédljel mogott”
derivélni.
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Konnyt kiszamolni derivaltfiiggvények Fourier-transzformaltjat. Legyen ehhez pl.
az

f:R—R

fiiggvény differencidlhaté és tegyiik fel, hogy f, f’ € L'. Ekkor — 1évén az f abszolit
folytonos —

fa) = /O CPdetf0) (2207

Kovetkezésképpen létezik a

i fe) - [ " pwydt+ 1)

r——+00

hatdrérték. Ugyanakkor f € L' miatt sziikségszeriien

li =
e 1) =0
és ugyanezzel a gondolatmenettel

lim f(z)=0.

Ezért tetsz6leges = € R helyen parciélis integraldssal”

a

Pla) = / Fetdt = tm [ et =

a—+0oo J_

lim <f(a)e“w — f(—a)e ™ —ax- ’ f(t)emdt> = —u- A($)

a——+400 —a
Mindennek a ,,tobbvaltozdés” megfelel6jét az alabbi formaban kapjuk: ha az
f:R"—=R
fiiggvényre f € L' és valamilyen j € N” esetén 07 f € L' teljesiil, akkor

0if(z) = (—)ll.ad- f(z)  (x €R).

"SEbbél a szempontbél a mindeniitt valé differencidlhatésig helyett elegendd azt feltenni az f-rél,
hogy abszolut (més néven: teljesen) folytonos. Ekkor ui. az f m.m. differencidlhaté és ,, miiko-
dik” az elébbi Newton—Leibniz-formula. Sét, ehhez elég azt tudni, hogy az f folytonos, legfeljebb
megszamlalhaté sok ponttdl eltekintve derivélhaté és f' € L.

"Vildgos, hogy a t — f(t)e'™" fiiggvény is abszolit folytonos.



46

1. FEJEZET. FOURIER-TRANSZFORMACIO

Specidlisan, ha a K(R™) szimbdlum jeloli az

f:R" >R

kompakt tartéju folytonos fliggvények halmazét és az f € IC(R™) fliggvény végtelen
sokszor differencidlhaté, akkor

1.3.
i)

0if(z) = (—)Vlad- f(z)  (z €R", jeN").

Megjegyzések

Valamilyen § € R" esetén jeloljik 7Z¢-vel, ill. Mg-vel a ¢ 4ltal meghatdrozott
transzldcios, ill. moduldcids operatorokat:

Tf(t):= f(t+€)  (feL',teR")
és
Meg(t) .= 8. g(t) (g€ L', t € RM).
Ekkor egyszertlien ellenérizheto, hogy

TeM, =& M, e (€, 1 €RM).

Specialisan, itt a
T My = MyTe

egyenléség akkor és csak akkor igaz (tehdt a &-transzlacié és az n-moduldcid
pontosan akkor cserélheté fel), ha valamilyen k € Z egész szammal

(&,m) = 2km.

Azt sem nehéz tovabbd beldtni, hogy a most értelmezett operatorok és a Fourier-
transzformaécié kapcsolata a kovetkezd:

Tf=M_f (¢eR'fell

és
M,f=T,f (meR" felL).

Nevezetesen, az = € R™ helyeken (a Lebesgue-integrél eltolds-invaridncidjat is
kihaszndlva)

Tef@) = [ Teseta = [ g+ tpe=tar -
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= / F()e =0 qt = 0. / F()e S dt = M_¢ f(z),

valamint
My f(e) = / My f(E)e @0 gt — / (1)t @t gy —
/ feerniar = flae +n) = T, f(x).
Hasonléan, R
(TeMpf)) = M_¢T,f (&, neR", feLl)
és

(MyTef)" =T,M_cf (&, neR" felLl)

A Fourier-transzformécié L?-re vald kiterjesztésére gondolva a fenti formuldk
igazak maradnak az f € L? fiiggvényekre is. Igy pl. legyen ekkor az L' N L?
térbeli (fx,k € N) sorozattal

Jim | = fills =0,
amikor nyilvan 7¢f € L? és
Tefre L'NL?*  (keN).

Mivel
0= kli_{ﬂ;on — frll2 = Jim. | Te f — Te fill2s

ezért (a Fourier-transzformalt L2-beli értelmezésére tekintettel)

0= lim |[Zf — Tefill: = lim |Tef — M-cfelo.

Igy - R
ITef = M_¢fll2 <
ITef — Mg fillz + [IM—efio — M2 =
1Tef — M_efilla+ 1 Fe = fllz — 0 (k — o).
Kovetkezésképpen

ITef — M_¢fll2 =0,
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més széval (L2-értelemben)
Tf =M_¢f (E€R" fel?)
Ugyanigy, a fenti jelolésekkel
M,fr e L'NL*  (keN)
és M, f € L* miatt egyrészt
0= lim |~ fills = lim [ Myf — Myfill,

amibdl - - - R
T (M ] — Myfills = lim A, — T, fils = 0

addodik. Masrészt az

|Myf = Tofl2 <
My — T Fillz + T Fx — Ty fll2 =
Mo f = Tofills+ 1fr— Flla— 0 (k— o0)
hataratmenet utdn
1My f = Tyflls = 0= M, f = T,].
Vilagos, hogy
Te, M, L* - L2 (¢, n€RM).

Ezek az operatorok folytonosak is a kovetkezo értelemben: barmely
feL? &, meR"

esetén
1Tef = Teo fll2 =0 (€ — &)
és
[Mpf =M, flla =0 (1= no)-

A Lebesgue-integral most emlitett eltolds-invaridncidja miatt

”,Z-Ef - ,TfofH2 = ”7-5—§0f - f”2
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Ezért a transzlacié folytonossaga azzal ekvivalens, hogy

lim | 7ef = flz =0 (f € L?),

ami jél ismert az integralelméletbol. Innen fe L? (f € L?) alapjan a modu-
laciorol a kovetkezoket mondhatjuk:

lim || M, f — flla =

}]{% HMnf — fllz = W'ﬁ—@

1 ~
W%{% |7, f — fll2 = 0.
Mivel

My f — My fll2 = [My—yo f — fll2s

ezért a modulécid fent emlitett folytonossaga mar addédik.

ii) Szamitsuk ki a
h(z) := e~ l=ll*/2 (x € R")

(nyilvan folytonos és L'-beli) fiiggvény Fourier-transzformaltjit, és mutassuk
meg, hogy R
h = (2m)"/%. h.

Legyen ehhez z € R", ekkor

ﬁ(m) = /e_ ZZ:I y%/2. 62'22:1 TEYk dyl . dyn —
n n
/ H e YR/2. g1TkYK dyr- - - dyy, = H /e—yﬁ/l kY gy =
k=1 k=1

H /6_(yk_7fmk)2/2_w%/2 dyy, = H e_””%/2./e_(yk_”k)2/2 dy..™
k=1 k=1

Az utébbi integralok kiszéamitasdhoz legyen valamilyen a >0 és 0 # b € R (pl.
b>0) esetén a T az a téglalap a komplex sikon, amelynek a csicspontjai:

+a, +a — b,

75 Altaldban is: ha alkalmas »egyvaltozds” g1, ..., gn figgvényekkel az = = (z1,...,zn) € R™ helye-
ken g(z):=][}_, gj(z;), akkor (a Fubini-tétel miatt) g(x) = [[}_, [ gi(t)e it dt; = [1=, 9i(zs).
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tovabba legyen a ¢, a T keriilete (mint egy C?-beli gérbe az ramutaté jardsa-
val megegyezé iranyban). Ekkor a komplex fiiggvénytan Cauchy-féle alaptétele

szerint
/ e 20y = 0.

A T téglalap (j = 1,2) fiiggbleges oldalainak a
z=xa-+1t (=b<t<0)
pontjaiban

‘6—22/2‘ _ €_a2/2'6t2/2 < €b2/2'€_a2/2 =0 (CL N —|—OO),

igy a 7 = 1,2 indexekre

/_ e 212,
%

A T vizszintes oldalain az integrélok:

_ / (=22 4 / 21

< [b|- /2702 g (@ — 400).

Kovetkezésképpen
2 a 2 a 2
0= lim e /2dy = lim e V24t — lim e (=02
a——+00 a—+oo [ a—+oo |
Pa a a
amibdl

/ P gy = i [ e gy =

a——+00 —a

lim e_t2/2 dt = /e_t2/2 dt = V2- / e_t2 dt = V27

a——+00 —a

kovetkezik. (Ha b < 0, akkor analdég szdmoldssal jutunk ugyanerre az ered-
ményre.) Tehdt barmely k& = 1,...,n mellett

/e_(yk_lmk)2/2 dyk — \/271-7
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ezért

h(z) = (2m)™/2. f[ e~ Tk/2 = (27)"2. b(x),
k=1

amit bizonyitani kellett.”®
Legyen n = 1 és tegyiik fel, hogy az f € L' fiiggvény paros, azaz
f(=t) = f(¥) (m.m.t € R).

Ekkor

R 0 +o0

Flz) = / F(t)emdt = / F()edt + / F(t)e=dt =

—00 0
+o00 +00

/ o f(=t)e " dt + ft)e™ dt = f@) (e +e7™) dt =
0 0 0

+00
2-/0 f(t)cos(tx) dt = /f(t) cos(tx) dt (x € R).

Ugyanigy kapjuk az

N +oo
o) = 20 / (1) sin(tz) dt = - / F()sin(tz)dt (z € R)
0
formuldt paratlan f esetén, azaz, amikor
f(=t)=—=f(t) (mm. t € R).

Gondoljuk meg, hogy az integralhaté f: R — R fuggvény akkor és csak akkor
paros (paratlan), ha az f Fourier-transzformalt paros (paratlan). Valéban,
ha az f paros (pér&}:clan), akkor az el6bbi megjegyzés formuldi alapjan rogton
adédik ugyanez az f-ra is. Forditva, ha pl. az f péros, akkor az

F(t):=f(~t) (teR)

fuggvényre

~

Fo) = [ 1ot = [ e dt=Fi-o) = flo) @ eR).

"Mivel a, b € R esetén fef(yﬂ(““b))z/z dy = fe*(y%*“‘)z/z dy = fe*(yf“’)z/z dy = /2w, ezért
a fentiekben az = € R™ helyett x € C™ is frhatd.
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Innen a Fourier-transzformécié injektivitdsa (1d. 2.5. vi) megjegyzés) alapjén
F(z)= f(-2) = f(z)  (mm.z€R).
Analég médon gondolkodhatunk akkor is, ha az f paratlan.
Legyen f € L' és 0 # c € R, valamint
Ocf(z) := flex)  (ze€R")
(dilatdcid). Vildgos, hogy 6.f € L'. Ha ¢ > 0, akkor

/f (ct)e Ube) gt = /f utz/e) g :in f(x/c) (x € R").
Ha ¢ = —1, akkor

/f e!be) gt = /f wb=2) gy = f( x) (r € R™).T7
Specidlisan, ha n =1 és az f paros, vagy paratlan, akkor

o1f=f, vagy o1f =—/,

mas szbéval

— ~

f(=2) =61 f(x) = f(z), vagy f(-z) =0 1f(x) =—f(z) (z€R).
Tehét az f péros (pératlan).
Végiil, ha ¢ < 0, akkor §.f = d_1(d_.f). Ezért

@) = 60 = o Fla/(-0) = =

Megjegyezziik, hogy a kés6bbiekben fontos szerepet jatszd

foi= byl (e>0)

(nyilvan L'-beli) fiiggvényre

File) = oo [ jeeta = [ recta = fle) @R,

flx/e)  (zeR").

igy R R
fc — 5cf

™ A Fourier-transzformélt L2-beli fiiggvényekre valé értelmezése alapjan (1d. 1.2.3.) kénnyen adé-
dik az f € L*? fiiggvények dilatdcidjira vonatkozé analég formula is. (Ld. a transzlacié, ill. a
moduldcié L2-véltozatat (1.3. i) megjegyzés).
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vi) Tegyiik fel, hogy n =1 és f € L', tovabb4 az f fliggvény paratlan. Legyen
1 < b < +oo. Ekkor a iii) megjegyzés és a Fubini-tétel szerint

/lb @ =20 /1b % (/;OO f (@) sin(tz) dt> da =
400

- 21-/0 £(t) </lb%da:> dt = 21-/0+wf(t) </tbt Si];‘r da:) dt.

Jél ismert, hogy

16' .
C := sup / S dx‘ < 400,
0<a<B|Ja X
kovetkezésképpen
p =
flx

sup | [ L8 | < ¢ )

b>11J1 T
Mivel

su /b;da: =400
b>11) 1 zIn(1 + x) a ’

ezért nincs olyan f € L' fiiggvény, amelyre

~ 1

fo) = g =9 @21

teljesiilne.”™
vii) Az n =1 esetben adott f € L! fiiggvényre és h € R szdmra legyen
Anf(t) = F(E+R/2)— f(E—h/2)  (tER),
valamint

W(f,6) = sup [Anflly (5> 0).7
|n| <6

Mutassuk meg, hogy

w(f,m/lzl)  (0#z €R).

N —

f(@)] <

"®Dacéra annak, hogy a g rendelkezik a Fourier-transzformécié jellemzé tulajdonsigaival: folytonos
és limg 100 g(z) = 0.
™Az f fiiggvény L'-folytonossdgi modulusa. Altalaban is igaz, hogy ha 1 <p < +o00 és f € L?,
1
akkor sup<s ([1f(@+h) = f(x)]? dx) "0 (6 — 0).
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Vegyiik észre ehhez ui., hogy
fla) = / F)etdt = —1. / Ft)e /@) gy — . / ft= o) et
2z
és hasonléan
i = - wt—mn/(2z)) g — ,. 1 wtx
flz) =1 /f(t)e dt =1 /f<t+2x)e dt.

Innen azt kapjuk, hogy
o= [ (56 ) e )

F@l <5 [ 18muf]dt <

mas szbéval

w(f,m/|x]).

N =

Nem nehéz beldtni, hogy az elébbi vii) megjegyzésben
lim w(f,3) = 0.

Ezért
lim w(f,7/|z|) =0,
2| —+o00
tehdt a Fourier-transzforméaciéra vonatkozé vii)-beli becslés alapjan 1jbdl meg-
kaptuk a Riemann-Lebesgue-lemma (1d. 1.2.2.) &llitasat:

~

lim f(xz)=0.

|z|—+o0

A Fourier-transzformalt definiciéja alapjan nem meglepd, hogy egy f € L' fiigg-

~

vény esetén a f(x) (z € R™) kiszdmitdsa sordn komplex fiiggvénytani eszk6zok
is szerepet kaphatnak. Legyen pl. n:=1 és (Id. ii))

fit)y==e*  (teR).

Ha x >0 és r > 0, akkor tekintsiik a komplex sikon (pozitiv koriiljarassal) azt
a I'y; zart komplex gorbét, amit a

(=r,0), (r,0), (r,—1xz/2), (—r,—1x/2)
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csucspontu téglalap kertilete hataroz meg. Ekkor a Cauchy-féle alaptétel szerint

/ e dz = 0.
Fr',x

Konnyl meggy6z6dni arrél, hogy

lim e Fdy = [ 2 ARy [ oy
r——+00 Ty ’
tehat
ex2/4-/e_t2- T dt = /4. f(x) = /e_tzdt = /7.

Tehat R ,
fl@)=yme ™/

(ami az jitranszformélt nyilvdnvalé parossidga miatt x < 0 esetén is igaz).
Mivel az f folytonos fiiggvény, ezért

F(0) = /7.

A reziduum-tétel alkalmazdsara tekintsiik az

1

t) = —— teR
)= (ER)
fliggvényt. Legyen x > 0 és
e’lZZ'
F(z) = —— +
(=1  (fze0),

valamint r > 1 esetén a I',, jeldlje most azt a zart komplex gérbét (szintén
pozitiv kortljérdssal), amit a [—r,r] szakasz (legyen ez Fg%) és az origd kozép-
pontud, r sugari, az Imz >0 (z € C) félsikban 16v6 félkor (ez pedig legyen

F%) egyesitésével kapunk. Ekkor a reziduum-tétel alapjan
/ F(z)dz = 2m-res, F,
Fr,z

ahol az F' fiiggvény i-beli reziduuma:

—x

e
res, ' = —.
21
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Egyszertien belathato, hogy

lim F(z)dz =0,
oo Jrll)
ezért
ezt:c .
o L _ _
me ¥ = TETOO - F(z)dz = TETOO ) F(z)dz = / e dt = f(x).

Az [ pérossidga miatt mindez z < 0 esetén is igaz, ill. az f folytonossagdbdl
f(0) =7 is kovetkezik.

Musztracicképpen mutassuk meg, hogy idénként pl. a differencidlegyenletek
révén is eljuthatunk a Fourier-transzformalt kiszamitasdhoz. Vegyiik ehhez pél-
daként a ix)-beli

ft):=e"  (teR)

fliggvényt. Ekkor
Flt)=—2te™ = —2tf(t) (teR),

igy a derivalds és a Fourier-transzformaécié kapcsolatara az el6bb kapott formulak
(Id. 1.2.4.) alapjan

~

—z- f(x) = 20 (F ) (z) (x e R).
Tehat

~

(/)@ =-3fla) (@eR),

ami az f—ra nézve egy homogén elsérendu differencidlegyenlet. Ennek minden
megoldasa ,
e/ (r € R)

alaku alkalmas o € R egyiitthatéval. Mivel
foy = [ it =y

ezért o = ./, azaz
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xii)

xiii)

Példa: tekintsik az
fre N g =0

differencidlegyenletet, ahol feltessziik, hogy
£ gell, f"eC x>0

Ekkor (1d. 1.2.4.)

~

g(z) = (W +2%)- f(z)  (z€R),

valamint

L ezl R

(x) = X (r € R)
esetén
~ 1

(z) T (x € R).

Innen
fz h- g=h=x*g,
igy
1
flz) =hxg(z) = 5'/6‘””6‘“-9@) dt  (zeR).

Viladgos, hogy barmely ¢ >0 és 1 < g < 400 mellett az

X
R\ {0} Sy {ly|>¢}
Y

fiiggvény Li-beli. Legyen n =1 és f € LP (1 < p < +00), ekkor a most
mondottak, valamint a Holder-egyenl6tlenség szerint jol definidlt és véges a

o flx—y) .
mmwrﬂwﬁ—z—wy (€ R)

fliggvény. Belathatd, hogy a H. operator

e gyengén (1,1) tipusi;

e minden 1 < p < 400 esetén (p,p) tipusy,
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mégpedig mindkét allitasban az ¢ szerint egyenletesen: megadhatd olyan C' > 0
és (csak a p-tél fiiggd) C, > 0 konstans, hogy tetszéleges € > 0 szdm és f € L,
ill. g € LP fiiggvényekre

(1m.f 5wy < o W o gy

Y
és
[Hefllp < Cp- I fllp (f € LP).
Megjegyezziik, hogy (I1d. 1.1.)

Hz’;‘f - K& * f7
ahol
1/t (|t >e)
K (t) :=
0 (It] > e).
Mivel

K.eL? (1<q<+00),
ezért a fenti konvolici6 minden f € LP (1 < p < +o0) fiiggvény esetén
értelmezhetd, a K. x f folytonos, korldtos fiiggvény. Ha p = 2, akkor
Haf = K. f
Kovetkezésképpen (1d. 1.2.3.)

1

Ners [Kelloor 1fll2 = [[Kelloo- [[£1l2-

1 _
[Hefll2 = —="|H:fll2 <
2

ﬁ

Ugyanakkor

. wt +00 o3 t
K.(z) = lim Cdt= 21-/ SH; dt (x >0),

T=F0 Jrs |t >e e

ezért azt kell csupan ellenOrizni, hogy az utobbi integral egyenletesen korlatos:
van olyan abszolit Cs konstans, hogy

100 gin ¢
/ %dt‘g@ (z>0,¢>0).

€

80Emlékeztetsiil: az |A| jelenti a Lebesgue-mérheté A C R halmaz Lebesgue-mértékét.
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Ezzel a

[Hefllp < Cpe I £l (feLP)

becslést p = 2-re ,elintéztiik”. Ebbol és a gyenge (1,1) becslésbél interpolaci-
oval kapjuk az 1 < p < 2 esetet. Ugyanakkor beladthato, hogy ha
1

1
Sy =1,
p q

akkor
”Haqu < Cp' ”f”m

tehdt az 1 < p < 2 eset maga utdn vonja a 2 < p < 400 esetet. Az is igaz,
hogy
Cp?

C, <
P—p_l

(alkalmas C' abszolit konstanssal).

Megmutathaté tovabbé, hogy a most mondott gyenge (1,1) és (p,p) tulajdon-
sag a
H*f :=sup|H.f] (f € LP)
e>0

maximaloperatorra is teljesiil. Innen az is kovetkezik, hogy 1étezik a

Hf(x):= g%HEf(x) (mm.z € R)

hatdrérték, az f fiiggvény un. Hilbert®'-transzformdltja, és a H operétor is
gyengén (1,1) és (p,p) tipusi (1 < p < +0). Igaz tovabba, hogy amennyiben
p=2, azaz f, g€ L%, akkor

[Hfllz=|fll2 és H*f=—F,

valamint

[ Hi@gta) ds =~ [ f@)Hg(a) do

és
T fl?(:z:) =1 f(:z:) sign z (x € R).

81David Hilbert (Kénigsberg, 1862. 1. 23. — Gottingen, 1943. 1. 14.)
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A most mondottakhoz kapcsoléddan (a részletek melldzésével) idézziik az alabbi,
a szingularis integralok témakdrébe vagé allitast (Calderon® —Zygmund®®). Ne-
vezetesen, tegyiik fel, hogy a K € L? fiiggvényre az aldbbiak teljesiilnek: alkal-
mas A, B > 0 konstansokkal

K(z)| <A (xR

és az
R, :={z e R": x| > 2-||2|I} (z€eR™)
jeloléssel
(%) / K(x—2)— K(2)|de <B (- € RY).
R?

Ekkor az f +— K x f (konvolicids) operator gyengén (1,1) tipusi és minden
1 <p < +oo esetén (p,p) tipust, azaz alkalmas ¢, ¢, > 0 egylitthatokkal

{IK « f| >y} < 5 Iflh - (feLb

és
K = fllp <ecplfll,  (f€LP).

Megjegyezziik, hogy p = 2-re a Plancherel-tétel (1d. 1.2.3), a 2.5. xv) megjegyzés
és a Young-egyenl6tlenség (1d. 1.1.) miatt

1K * fll2 = (20)™2||K  fll2 = (20)™2||K- fll2 <

AR | fllo < A fll: (Fel’nLh

igaz. Innen és a gyenge (1,1) tulajdonsdgbdl interpolacié (1d. 4.3. iii) meg-
jegyzés) révén az 1 < p < 2 eset mar kovetkezik. Az utébbibdl a dualitdsi elv
alapjan mar a p > 2 eset is addédik:

I« fll, = sup ‘ [ @) iz d

Ihllq<

/ </ K(z —t)f(t) dt) h(z dz

sup
lIAllg<1

82 Alberto Pedro Calderén (Mendoza, 1920. IX. 14. — Chicago, 1998. TV. 16.)
83 Antoni Szczepan Zygmund (Varsé, 1900. XII. 25. — Chicago, 1992. V. 30.)
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/ (/ K(x —t)h(x) dx) F(t) dt' _
/</k“_@M@¢Qf&w4:

= sup
Irllg<1

sup
llhllq<1
sup /(IN(* h)(t)f(t) dt',
[Ih]lq<1

ahol

1 1

S+ =1

p q
és

K(z):=K(-z) (z€R").

Nyilvén a K (dudlis) magfiiggvényre is teljesiilnek a K-ra vonatkozé feltéte-
lek.®* Mivel itt ¢ < 2, ezért (a Holder-egyenlétlenséget is alkalmazva)

' / (K h)(t)- f(t)dt| < | K *hllg-[1f]lp < g [Bllg £ llp < g 1 1l
és igy
| K * f||p < c¢q Hf“p-

Az itt szerepld (%) kikotés az un. Hormander® -feltétel, ami nyilvan teljesiil
akkor, ha a széban forgd K fiiggvény differencidlhaté és valamilyen D > 0
szammal

1K' (2) (0 #z € R™).

| < e
[+
xiv) A fenti (1d. 1.2.4.)
9if(z) = (—)ll.ad. fl@) (xR, jeN)
formula alapjan gondoljuk meg, hogy a

Ffel* (jeN"|j|<N)

84Az f— K x f operator adjungéltja az f — K * f leképezés.
85Lars Valter Hormander (Mjallby, 1931. 1. 24. — Lund, 2012. XI. 25.)
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tartalmazas valamilyen N € N mellett akkor és csak akkor igaz, ha
T2 2\ vV
/|f(m)| (14 )Y de < +oo.
Valéban, a Plancherel-tétel (1d. 1.2.3.) szerint

107 £13 = z)|? do =

27 FI2
01 = 55

1
(2m)"

h (@) da.

Egyszertien ellenorizhetd, hogy alkalmas ¢ > 1 konstanssal

(SN

A+l < S P <o+ )Y (zeRY),
l7I<N

amibol a mondott ekvivalencia mar nyilvan kovetkezik.

Tegytk fel, hogy az f : R®™ — R fiiggvény eleget tesz az alabbi feltételeknek:
alkalmas ¢ > 0 és C' > 0 paraméterrel

C

f(@)], |f(@)] < EGd

(x € R™).
Ekkor igaz a kovetkezd, tin. Poisson®®-féle szummdcids formula:

fo—l-ijb e~ ) (reR", b>0),

JEZ" JEZ”

ahol mindkét sor abszolut konvergens. Specidlisan (ha z = 0)

@ab)™ Y f(2mib) = > F(5/b),
jezn jeZn
valamint (ha b =1/(2n))

ST rG) =Y fem)).

]GZ" ]GZ"

86Simon Denis Poisson (Pithiviers, 1781. VI. 21. — Sceaux, 1840. IV. 25.)
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Kiilonosen ,egyszeriivé” valik az utébbi formula, ha (1d. 2.5. xix) megjegyzés)
a Fourier-transzformélt

= / fye ™ dt (xR

alakjat hasznéljuk:

() I IOED IR

jezZn jEZ

A Poisson-formula indoklasat illetéen vilagos, hogy az f-re tett feltételekre te-
kintettel f € L', valamint a

= flz+2mbj)  (w€[0,270]")

JEZ™

fiiggvényre o € L1[0,27b]" igaz. Szamitsuk ki a ¢ Fourier-egyiitthatoit:

oy 1 b= (et) gy
o) = (2mb)" /[0,27rb]” elt)e it =

1 L/ A\ b (k)
. ft+2mbj) e Hdt =
(27b)™ Ji0,27t) ( 2 1 ))

jezZn

1 - _—ib™ T
(27Tb)"'/[02 . ( Z F(t+2mbj)e™ " (hi+2 bj))dt =

JEZ™

- / Fly)e™ Tv) gy = (27rlb)n-f(—k;/b) (k€Zm).

Az f—ra megkovetelt nagysagrendi becslés miatt

> 1FG/B)] < oo,

jezn

(27b)™

ezért a ¢ fliggvény (n-valtozds) Fourier-sora abszolut konvergens, kovetkezés-
képpen az x € R™ helyeken

le' —le
bj>:27rb Zf]/b b=1(j,

]EZ” JEZ"

p(z
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xvi) Legyen pl. a >0 és

ekkor (1d. ix))

Tehét (1d. xv))

1. —li:.o e—4a7r \/7 Z —k2/4a

k=—00 k=—00

vagy a [ := 4dam? helyettesitéssel

io ok _ \/7 Z o—Tk2/8.

A z:=[/m jeloléssel

+o0o
Z —nk?z Z —7rk2/z
e
k=—00 \/_ k=—00
Ha
00 )
= ) ™ (t>0)
k=—o00
(9-fiiggvény), akkor
It
I(t) = t>0
(t) i (t>0)

(Jacobi® -formula) (1d. szdmelmélet, ill. elliptikus integrélok).
xvii) Vezessiik be az alabbi W (R™) Wiener®8-algebrdt:

W(R") := {feC’ Z max x+27rk‘)|<+oo}.

hezn z€[0,27]™

Ekkor f, f € W(R™) esetén igaz a xv)-beli (x) Poisson-formula (az ott mondott
bizonyitassal egyiitt). Megmutathatd, hogy ebbél a szempontbdl az f, f € C
feltétel nem elegendd.

87Carl Gustav Jacob Jacobi (Potsdam, 1804. XII. 10. — Berlin, 1851. II. 18.)
88Norbert Wiener (Columbia, 1894. XI. 26. — Stockholm, 1964. III. 18.)
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xviii)

Xix)

Az elébbiekben az f-re és az f-ra tett feltételek (pl.) a (%) (1d. xv)) egyenlsé-
gekben szerepl6 végtelen sorok abszolit konvergencidjat biztositottdk. Ha csak
mondjuk a széban forgd sorok konvergencidjat (és a sordsszegek egyenlGségét)
akarjuk, akkor enyhithetiink a feltételeken. Legyen ehhez n=1 és f € L'NC,
tovabba

1 <p,q<+oo,
és az
1 1 1 1
— _- = — ::1’
p p q q

valamint az

i< (-3) ()
— < |b=—=)-la—=
pq q p
feltételnek eleget tevé paraméterekkel
-, 1
a>1/p és b>=.
q
Tegyiik fel még, hogy az

R>zw~ 2% f(x)

fliggvény LP-beli, az
R >z — 2’ f(z)

pedig Li-beli. Ekkor a
+0o0o +oo N
D k) ssa Y fk)
k=—00 k=—0c0

sor egyarant konvergens és igaz a xv)-beli (x) egyenldség.

Han=0b=1és fec L' akkor a xv)-beli ¢ fiiggvény L'[0,27]-beli és
om-G(k) = f(—k) (ke Z).
Tegytik fel még, hogy

+00
> IF k)P < +o0,

k=—o0
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ekkor ¢ € L2[0,2x]. igy a Carleson®-tétel (Id. 3.2.2.) miatt a

“+oo

pla) =D @i’

j=—o00

egyenlOség, azaz a

2 Z flz+27mj) = Z f e T

j=—00 j=—o0

Poisson-formula m.m. z € R esetén igaz. Ugyanez elmondhaté akkor is, ha
n>1ésad jezn - Osszegzés ,,négyzetesen ” értendo:

DT DI S

N—oo
JEZ™ J1=—N  jn=—-N

Alkalmazzuk a xv)-beli eredményt (b = 1 mellett) az f helyett a (1d. 1.3. i)
megjegyzés) Ty M, f fliggvényre (t,y € R™) az x = 0 helyen, akkor az alabbi
egyenlOséget kapjuk:

th+27rj Uy t+2my) — Zf]—l-y Hat),
JEZ" JEZ"
Ha
F(x) := f(2mx) (x € R"),
akkor

:/f(Zwt)e’<x’t>dt:

1 ~

o [ T eI L Fla 2,

frjunk a Poisson-formula el6bbi alakjaban a t helyébe 2xt-t, akkor

Z F(t +j)62ﬂl(y7t+j> —
jezn

89Lennart Axel Edvard Carleson (Stockholm, 1928. III. 18. — )
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— Z F(27T(j+y —2m1(j,t) Z Fo 27rz<j,t)7

JjEZ™ JEZ"

tehat
D F(t—)e W= = % T FO(j 4 y)e M0,
jezn jezn

Innen

ZF(t_]) 2m{y,J) ZFOy+]) 2me{y—j,t)

JjEZ" JeEZ™

kovetkezik (1d. 2.5. xix) megjegyzés).
Valamilyen o > 0 paraméter és g € L' (vagy g € L?) esetén a

Zoglt.y) = 3 gt — )™ @) (mm. 1,y € R")

JEZ™
hozzarendeléssel definialt
Zy :R"xR" — C

leképezés a ¢ fiiggvény tn. Zak?-transzformdltja. A Poisson-formulabdl tehit
a most értelmezett Zak-transzformaltra vonatkozd aldbbi azonossagot kaptuk:

ZiF(ty) = 3 Foy+ /)09 (mm.t,y € RY).
JEZ"

xxi) Legyen a > —1 esetén (1d. 1.2.2.3.)

és
Lo(t) =t g () (t>0).
Ekkor tetszoleges t > 0 helyen

(1 Ca(t) = o Jaa (1)
2 £4(0) = - (1)

9 Joshua Zak (Vilniusz, 1929. IX. 26. — )
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(3) t-Jo(t) — o Ja(t) = =t Jaga (2);

(4) t Tos1(t) + (@ 4+ 1) Jaq1(t) = t- Ja(t);
(5) b Ja(t) + b Jara(t) = 2(a + 1) Jaga (8);
(6) Ja(t) = Jata(t) = 2 Jo 1 (1)

Valéban, mivel

o0

—1)J.¢2
Ka(t) =) 22j+a.(j!‘r)(j o 70

=0
ezért (tagonkénti derivaldssal)
o0

—1)J.2j¢2-1
" (4) = i ( =
Ko (t) E :22g+a.j!.1“(j—|-a—|—1)

=1

i (_1)s+1, (23 + 2)t23+1
222t (s + ) T(s+a+2)

s=0

1 = (—1)°-(t/2)2s+o+1 1
_t_a'z s(!-Fzs—l(-éz—)l-l—l-l) = den® (E>0)

s=
ami az (1) allités.
Hasonléan kapjuk a (2) egyenléséget.

Tovébba (a szorzatfiiggvény differenciéldsi ,,szabdlya” és az (1) szerint)
KL(t) = —at™ L Iy (8) + 7 T (t) = =t Jaga(t) (> 0),
és ugyanigy a (2) alapjan
Lo(t) = (a4 1)t Jop1 () + T TL L (8) = T Tu (1) (¢ > 0).

Ha az igy kapott egyenl8ségeket rendre t*t1l-gyel, ill. ¢~ %val megszorozzuk,
akkor

LKL (1) = —a Jo(t) + 4 (1) = —t- Jaga () (t>0),
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azaz a (3) egyenl8ség, ill.
L) = (a+ 1) Jaga () + 6 Joa () =t Ja(t)  (t>0),

tehdt a (4) Osszefiiggés kovetkezik.

Végiil, a (3) egyenldséget az a helyett az (o + 1)-re felirva és ezt kivonva a
(4)-b6l kapjuk az (5)-6t. Ha itt nem , kivonunk”, hanem ,, &sszeadunk”, akkor a
(6) egyenl6séghez jutunk.

Legyen pl. az (5) formuldban o = —1/2, ekkor (Id. 1.2.2.3.)

1 2sint 2
Ja2(t) = =J1p2(t) + 7+ J12(t) = o —cost =
2. <Sl—nt—cost> (t >0).
Tt t

Altaldban is igaz, hogy alkalmas P,, Q. raciondlis fiiggvényekkel

_ Py-cost+ Qq sint

Vit

ahol a € {s —1/2:s € N}. Ugyanis (a teljes indukciéra hivatkozval) az

Ja(t) (t >0),

a:=s—1/2 (1<seN)
jeloléssel az (5) egyenléségol
25 —1
t
25 =1 Py_ypp(t)-cost+ Qu1ya(t)-sint  Py_gpp(t)-cost + Qu_z/5(t)-sint
t Vi Vi B

Ps+l/2(t)‘ cost + Qs+1/2(t)' sint

Vit

2s —1
t

Jor1/2(t) = “Jo_1/2(t) = Js_g)2(t) =

(t > 0)7

ahol

Pyi1)9(t) == “Py_12(t) — Ps_3)2(1) (t>0)

9 Figyelembe véve, hogy a = —1/2 (azaz s =0) és a =1/2 (azaz s =1) esetén a Ji;/» Bessel-
fiiggvény explicite kiszamolt alakjabdl ,latszik” az dllitdsunk. Ugyanez mondhaté el az o = 3/2
(azaz s = 2) vélasztassal is a Js/o-re.
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és
2s

Qst1/2(t) :== t_ 1'@5—1/2(t) —Qs_3p2(t)  (t>0).

Itt (az indukcids feltétel miatt) az utébbi fiiggvények nyilvan raciondlis fiiggvé-
nyek.

Mutassuk meg, hogy a J, (a > —1) Bessel-fliggvényekre (1d. 1.2.2.3.) tetsz6-
leges t > 0 helyen

(1) 2 J0(t) = (@ — a — 12)- Jo(t) + t- Jas1(2);
(2) /Ot s-Jo(s)ds =t Jy(t);
3) /Ot Ji(s)ds = 1— Jo(t):
() / "2 J(s) ds = 26 Iy (8) — 2 To(t):
0
(5) /Ot Jg(s)ds: 1—J2(t)—%u]1(t);
(6) (2= 1) Ju (1) = 5
=1

(7) Jo(t) +2- ) Jar(t) = 1

k=1
(8) J3(t) +2-§:J]§(t) = 1.

k=1

Valéban, idézziik fel (1d. 1.2.2.3.) a

2T )+t T () = (@2 —12)- Ju(t)  (t>0)
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és a (1d. xxi))
t-JL(t) — - Jo(t) = —t- Jag1(t)

egyenloséget. Kovetkezésképpen
2 JNt) = (@ — 1) Ja(t) — - Jo(t) + b Jata (t),
ami az (1) egyenldség.
Hasonldéan, a t — t- Ji(t) leképezés derivaltja:
Ot Ji(t)) = Ji(t) +t- Ji(t),
ahol (1d. xxi))
Ji(t) +t- Ji(t) =t Jo(t).
Tehat .
O(t- Ji(t)) = 0 </ s-Jo(s) ds> .
0

Mivel
t

lim(z-Jy (1)) = lim L Jo(s)ds =0,
ezért a (2) egyenl6ség kovetkezik.

Analég médon a (1d. xxi))
t-Jy(t) = —t- Ji(t)

egyenloség alapjan

o ") ds) = 20 = 31 = ) = =i,

amib6l méris adédik a (3) allités.
Ugyanigy kovetkezik a (4) és az (5) is.
A (6) bizonyitdsdhoz emlékeztetiink arra, hogy (1d. 1.2.2.3.)

+o00
fly) = e"omy = Z Ti(t)ery (y € R).”?

k=—o00

92Megjegyezziik, hogy f € D> miatt (és 1évén a Ji(t)-k az f fiiggvény Fourier-egyiitthatdi) a
Fourier-sorokbdl jél ismert médon klim E™-Jk(t) =0 (meN).
— 00
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Mivel
! . 1t sin Zt 7 —1 zk _
' (y) =at-cosy-e"*MY = 3 (¥ +e™) kz_: Ti(t)e™ =
Zt = 1ky
5 T+ T (e R),
k=—0c0

ezért (a de la Vallée Poussin-tétel alapjan) egyrészt az

1

- 277'

ay : f( e Mdy (k€ Z)

Fourier-egytitthatékkal

+oo
= Z oe™y (y € R).

k=—00

Mésrészt (parcidlisan integrélva és kihaszndlva az f nyilvanvalé periodicitdsat
a 2m szerint)

Wk 2

o fy)e M dy = k- Tp.(t) (k€ Z).

ap =

fgy az f-et el6allité Fourier-sort ,,szabad” tagonként derivélni:

“+oo
f'(y) = - te®s Y. cos gy = 1. Z kT (t)e™y (y € R).

k=—00

frjuk fel a most kapott egyenloséget az y = 0 helyen, amikor

t= Zk’jk ijk —I—Z
k=1 k=1

k=—00

Ezért
Jw=D"T=(D"J  (keN)

miatt

= k(L+ (-1)F): =23 (20— 1) Ju_1(t).
=1

k=1



1.3. MEGJEGYZESEK 73

Alkalmazzuk a (Id. xxi))
t- Jo—o(t) +t- Joy(t) = 2(20 — 1)- Jo—1 (1) (2<leN)

egyenldséget a (6) allitdsban:

= (21— 1) Ty (t) = Ji(t) +

=1 =2

(Jor—2(t) + Jou(t)) =

wlﬂ
NE

Ji(t) + % (22 Ju(t) — Jz(t)> =Ji(t) +t Y Tu(t) - % Ja(2).

=1

Maés szdval

Itt (1d. xxi))
b Jo(t) — 2J1(t) + t- Jo(t) =

ezzel a (7)-et is beldttuk.

Végiil, a (8) igazoldsdhoz vegyiik az el6bb mar idézett
et siny _ Z jk zky (y c R)
k=—o00
Fourier-sorfejtést, ahol a Parseval’-egyenldség®* miatt

2m
Z jk t) +2- Z']k / |eztsiny|2dy: 1
0

k=—o0
xxiii) Legyen valamilyen § > 0 paraméter mellett

(T =1l»? (el <)
O5(t) = (te R
0 (¢l > 1)

9Marc-Antoine Parseval des Chenes (Rosieres-aux-Salines, 1755. IV. 27. — Périzs, 1836. VIII. 16.)
94Tekintsiik az (X, (,)) Hilbert-térben az (ux,k € N) teljes ortonormalt rendszert. Ekkor tetszé-
leges x,z € X esetén (zr,z) = > 70 o(, ur) (2, ur).
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a Bochner-Ries?” -féle magfiiggvény (1d. még 4.3. ix) megjegyzés). Ekkor

~ D(6 + 1)- (2m)™/2+9 .
©s(2) = ( 3. H):Cﬁml& “Injars(lzl]) (0 #z €RY).

A definici6ja alapjan ti. vildgos, hogy a ®;s radidlis (1d. 1.2.2.2.):

D5(t) = follltl) (¢t €R"),
ahol
(1-r% (0<r<1)
Jo(r) ==
0 (r>1).

gy az 1.2.2.3. pontban mondottakbdl kézvetleniil adédik a EI;(;-ra vonatkozé
formula. Ti (a (x) (1d. 1.2.2.3.) egyenlGségre tekintettel)

By(x) = (2m)"/2 |z /0 Jo(8)5™2- T o1 (2]l 5) ds =

1
(2m)"/2- IIle_"/Z'/0 (1= 8%)°s"2 T o1 (l2]]- 5) ds.

Alkalmazzuk a Bessel-fliggvényekre belatott rekurziv formulét (1d. 1.2.2.3. az
ottani jelolésekkel) a v:=¢ ésa p:=n/2—1 paraméterekkel:

J/H-V—i—l(t) = Jn/2+6(t) =

t5+1 1 26 n/2
FTGy ), O dyaa(e)ds (4> 0)
e J /2 1-n/2
= 2 'F 5+1 . 27‘(” -l -n
fs(o) = S B sl

amint azt allitottuk.

Megjegyezziik, hogy a (némi szamolds utdn az o > —1/2 paraméterrel ad6do)

Jo(r) = \/g cos(r — ma/2 — m/4) + O(r~3/2) (r — +00)

9Riesz Frigyes (Gyér, 1880. 1. 22. — Budapest, 1956. II. 28.)
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nagysagrendi becslés alapjan
Ja(r) =0(1/vr)  (r— +o0).

Igy a 6 > (n—1)/2 dn. kritikus index esetén Oy € L. (A kovetkezményeket
illetGen 1d. 4.3. ix) megjegyzés.)






2. fejezet

Inverzio

Az el6bbiekben értelmeztiik integralhaté fliggvények Fourier-transzformaltjat. Ezzel
kapcsolatban emlékeztetiink arra, hogy a matematikai modellezés alapveto eszkozta-
raba tartoznak a kiilonbozé tipusu transzforméciés moédszerek. Ezek kozos jellemzo-
je, hogy a szoban forgd feladat matematikai modelljét el6zetesen ., transzformaljuk”,
elérve ezéltal azt, hogy a feladat, ill. a matematikai modell (pl. egyenlet) megoldasa-
nak a transzformaltjat bizonyos értelemben egyszeriibben tudjuk meghatdrozni, mint
magat a megolddst. Pl. alkalmas transzformaciéval a széban forgé (pl.) differencidle-
gyenlet a megoldast jelentd fliggvény transzforméltjira vonatkozo algebrai egyenletté
alakithat6, ami a legtobbszor mér (relative) egyszeriibben oldhaté meg. A klasszikus
médszerek kozott emlithetd a Laplace!-transzformacié és a Fourier-transzformacio,
amelyek kozil az utébbirdl adunk (messze nem teljes) attekintést.

Az illeté gyakorlati probléma matematikai modelljében a (megolddsként) keresett
fliggvény Fourier-transzforméltjanak a kiszdmitdsa utan természetes modon vetddik
fel az a kérdés, hogy ti. hogyan lehet egy fiiggvényt a Fourier-transzformaltjanak az
ismeretében meghatarozni? Ehhez nyilvan tisztazni kell a széban forgé transzformaécio
és a fluggvények, a fiiggvény- és algebrai miiveletek, valamint az egyéb matematikai
eljarasok (pl. derivalds, integralds stb.) széles korének a viszonydt. A most emlitett
,inverz-transzformaciénak” (az un. Fourier-inverzionak) a targyaldsdhoz eloljaréban
a Fourier-transzformélt integralhatdsaganak a kérdéskorét tekintjiik &t.

Ezt megel6zéen mintegy ,, torténeti” hattérként is a legegyszeriibb esetben (n = 1)
felvézoljuk azt a gondolatmenetet (Fourier (1822)2), ami egytittal mintegy motivaciéul

!Pierre-Simon Laplace (Beaumont-en-Auge, 1749. III. 23. — Périzs, 1827. IIL. 5.)
2 Théorie analitique de la chaleur.

7
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is szolgélt a Fourier-transzformécié (inverzié) fogalmahoz. Tekintstink ui. mindehhez
egy f € L?[—m, ] fiiggvényt és idézziik fol a klasszikus Fourier-sorok elméletének
alaptételeként jol ismert Riesz-Fischer®-tételt*: az f (komplex) Fourier-sora a |||
norméban az f-hez konvergdl, azaz

T S 9
lim / f(z) — Z cpe™| dx =0,

m,s—00 _
™ k=—m

ahol . -
o X —ikx
Ch 1= oo f(x)e "™ dx (ke Z).

—T

Igaz tovabbé a Parseval-egyenloség:

T +oo
| iraPis =2m 3 el
- k=—00

Ha a Lim. szimbélum® a ||.||2 normaban valé konvergenciét jelenti, akkor formalisan
azt irhatjuk, hogy

f(z) = lim. Z et (x € [—m, 7).
,»Cseréljiik ki” most a [—m, 7] intervallumot a [—w,w] (w > 0) intervallumra,
akkor f € L?[~w,w] esetén az
[-m, 7] 2z — flwx/7)

fiiggvény nyilvan L2[—m, mr)-beli. Igy

s

flwz/7) = T}LISLHOO Z dye*® (x € [-m,7]),

k=—m

3Ernst Sigismund Fischer (Bécs, 1875. VII. 12. — Cologne, 1954. XI. 14.)

‘Legyen az (X,(,)) Hilbert-térben adott az (ur,k € N) teljes ortonormalt rendszer. Ekkor
tetszleges z € X esetén z = > oo (z,uk) ur és Iopoy [(2z,un)|® = ||2]]> = (z,2). Igaz tovébbs,
hogy a Y ;7 |k |* < +oo feltételnek eleget tevd barmely (ou, k € N) szdmsorozathoz egyértelmiien
létezik olyan z = > 72 (z,ur) - ur € X, hogy ar = (z,ur) (k € N). Megjegyezziik, hogy ez utébbi
kijelentés (az egyértelmiiség nélkiil) akkor is igaz, ha a széban forgd ortonormaélt rendszer nem teljes.

SLatinul limes in medio.



azaz
/ flwz/m) — Z dye™® dx—
T w il 2
;/ ‘f(x)— Z dkelkm/‘”‘ dx (m,s € Z)
—w k=—m
miatt .
= lim. Z djetime/v (x € [~w,w]),
7s—>ook:_m
ahol
dy, = 1 /7r f(wz/m)e *dxr = E /w f(x)e *me/v dy (keZ)
2 J_. 2w J_,
és
s T w
S | reampie =T [ @)k e
k=—o0 i
Kovetkezésképpen

w +oo
| @R =20 3 il

k=—o00

Bevezetve a

0u(y) = %Q_w / f@)edr  (y€R)

jelolést a kovetkezoket mondhatjuk:

dy = % = gulkrfw)  (kEZ).

Tehét a fentiek szerint

s

1
: Z o w (kT Jw)etkm@/w (x € [~w,w])

¢ @)= L

és
400

[ v = 3 Do

k=—o0

79
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Tegyiik most fel, hogy ,,valéjaban” egy olyan (Lebesgue-)integralhaté
f:R—R

fliggvényrdl van szd, amelyre

/\f(m)\2da: < 400

(réviden f € L' N L?%) és az elébbiekben szereplé f helyett irjuk az fil~ww (nyilvén
L?[~w,w]-beli) (lesziikitett) fiiggvényeket tetszéleges w > 0 mellett. Legyen tovabbé

1 —yx
o) == = / f@)e v dr  (yEeR).

Ekkor — azt is megkdvetelve, hogy g € L' — a () egyenldség jobb oldaldn® minden
w-ra egy integradl kozelité Osszeg all:

“+oo
> Togulkn /)t (o e [w,w).

k=—00

Ezért (tisztdn formdlis meggondoldssal) az w — +oo hatdratmenettel azt kapjuk,
hogy

f(z) = %27 / o) ds (v €R)

és

[ 1#@Paz= [1t)Pas

Hangsulyozni kell, hogy az el6z6ekben minden bizonyit6 er6 nélkiili formalis manipu-
laciorol van sz6. Ugyanakkor , természetes modon” jelent meg az f Fourier-transz-
formaltja, a ¢ figgvény (Id. 2.5. xx) megjegyzés), és az f-et (a g segitségével
lényegében szintén Fourier-transzformaltként) el6éllité inverziés formula.

SEgy pillanatra a lim. mellett a pontonkénti lim  konvergenciét is feltételezve.
m,s— 00 m,s— 00
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2.1. A Fourier-transzformalt integralhatésaga

Az eléggé nyilvanvalé, hogy egy f € L' fiiggvény f Fourier-transzforméltja nem
feltétleniil integralhaté fiiggvény. Errdl kénnyen meggy6zddhetiink, ha mondjuk ki-
szamitjuk az f := X|_; ) fliggvény esetén (n = 1) az f transzformaltat: ekkor ui.
(1d. 1.2.2.)

1 1T

~ L 2sin
flx) = et dt = = (r €R),”
_1 1T z
ahol az ismert formula szerint
sinx sin z
=lim — =1.
x x:O z—0 z

Ugyanakkor a Fourier-transzformalt integrdlhatésiga tobb szempontbdl is lényeges.
Szémos kritérium ismert egy f € L' fiiggvényt illetéen arra, hogy f € L' is igaz
legyen. A tovabbiakban ezzel a kérdéssel foglalkozunk, abban az esetben, amikor
n=14é feL'nL%

Vegyiik észre eloszor is azt, hogy az
R, ={teR:[t| >z} (z>0)

jeloléssel a Fubini-tétel és a Cauchy—-Bunyakovszkij-egyenlotlenség alkalmazasaval

171l :/\f(t)\dt:/</0|t %> o=
[ ) -
/0+oo </Xw,i+|}(x)-|f(t)ldt> d:,;:/*“’ </ VAI(TT)'dt> dx <
+OO<\// (t)[? dt- \// dt)dx—

TA sincx =z '-sinz (z € R) (vagy ,normélt” véltozatban sincx := (wz) ' sin(rz) (z € R))
definiciéval értelmezett sinc fuggveny kozponti szerepet jatszik a jel- és képfeldolgozasban.
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_/+°O 1
B 0 V2x
1 1 N
/ . / FO2 dt do + P2 dt do <
0 V2r R.
~ 1
\/§-Hf\|2+ —/ 1/ t)2dtde =
l/cv

1

1
2V ||f||2+ pvoh t)[? dt d.
0 Rl/x

1 o~ o~
feleL2,/ % / |f(®)|2dt dx < +o0o = f € L.
0T Rl/m

Az elébbi kovetkeztetésben szerepld feltétel vizsgalatahoz legyen

|A( )2 dt dow =

\

9

Tehat

1 h/2 1
U f(x) = E-/_h/zf(az+t)dt (feLl zcR, h>0)

(els6rendii Sztyleklov®-fiigguény). Egyszerti szamolassal ellenérizhetd, hogy Uy f € L' :

1 h/2
/IUhf(:c)ld:c < E'/ (/_h/2|f(3:+t)|dt> di =
h/2 1 h/2
- /h/2</|fx+t|dx>dt m /_h/2||f||1dt:\|f“1<+oo‘

Ha most
Wif:=Un(Unf)  (f€L', h>0)

(mésodrendii Sztyleklov-figguény), akkor
1 xz+h/2

Wif(z) =+

: Unf(t)dt =
h z—h/2

z+h/2 0
w v | LU0 @eR)

8Vlagyimir Andrejevics Sztyeklov (Nyizsnyij Novgorod, 1864. 1. 9. — Gaszpra, 1926. V. 30.)
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Ezért az integralfiiggvény differencidlhatosagardl szélo ismert Lebesgue-tétel értelmében
Wpf e D és mm. x € R helyen

(W) () = 3~ (Unf(z + 1/2) ~ Unf(z — 1/2) = 2-Un(Baf) (x),

ahol (1d. 1.3. vii) megjegyzés)

Apf(z) = f(z+n/2) = f(z=h/2) (2 €R).
Vildgos, hogy?

/Ahf(z) dz =0,

igy — bevezetve a

AZF(t) := Apf(t+h/2) — Anf(t—h/2)  (feL'tcR, h>0)

szimbo6lumot — az elébbi szereplokkel

h/2 a+h/2
(Wit (@) = — / Anfe+t)dt = ~

TR —h/2 2 o—h/2 Suflt)de=
z+h/2 z—h/2
}112. (/ Anf(®) dt—/ Ahf(t)dt) _
1 z+h/2 +o0
n2 </_OO Apf(t)dt+ /m_h/2 Apf(t) dt) =

hlz' (/_; Apf(t+h/2)dt + /+OO Apf(t—h/2) dt> =

T

:%'(/_“;Ahf(t_i_h/Q)dt_/:;Ahf(t—h/Q)dt> _

%- /_ AZ f(t)dt.

A fentiekb&l mar nyilvanvald, hogy

1 x+h/2
lim Wy f(z) = . lim Un(t)dt =0,

r——+00 r——+00 x—h/2

9A Lebesgue-integral eltolds-invariancigjat figyelembe véve.
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és hasonléan

i (Waf)' (o) = 30 [ (Bnfe+1/2) = Anf(e~ h/2) di =

@400
%. </Ahf(t) dt—/Ahf(t) dt> —0.

Mutassuk meg, hogy tetszéleges f € L' és h > 0 valasztassal

Wi ( h/ Fe+0)(—lt/h)dt  (z€R),
tovabb
Wi f(z) / AZf(z)(1 —t/h)dt  (z €R).

Az els6 egyenléséghez ti. legyen az F az f integralfiiggvénye'®, ekkor

Flz +h/2) — F(z — h/2)
- :

Upf(x) =
igy
1
h2

1 h 0 1 h
L. /F(m+t)dt—/ Flo+ 1) dt / Pl + ) signt dt.

Innen parcialis integraldssal oda jutunk, hogy

h/2
Wi f(z) = -/_h/2 (F(z +t+h/2) — F(z + — h/2) dt =

Wi @) = (1P 0 =~ [ 4o -y at) =

1 h
—./ Fl@+ )1 — [t]/h) dt
h J-n

ami az els6 egyenlGség.

A maésodik igazoldsahoz vegyiik észre, hogy

1 [k 1
—- 1—t/h)dt = =
w [ a—emd =3,

Tehdt F(z):= ["_ f(t)dt (z €R).
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amibdl (és az els6 egyenléséghol)

1 h
Wif(@) = 1) = 3 [ Sle+00 = lt/m) dt = f(@) =

B h
%/0 (f(a:+t)+f(:n—t)(1—t/h)dt—%-/o 2f(@)(1 —t/h)dt =
h/ A2 f(z)(1—t/h)dt

ahogyan allitottuk.

Szamitsuk ki a Wy,f (h > 0) fiiggvény Fourier-transzforméltjat. A derivalt
és a Fourier-transzformalt kapcsolatardl szolé formuldkat alkalmazva (1d. 2.5. xii)
megjegyzés és 1.2.4.) parciélis integraldssal

Wif(z) =

1
x

(Wi f) () = é‘/(th)' (t)e""dt =

e [y et =~ [ ARf(oetdr =

[ B 0#zeR)

Az el6bbi észrevételekre, a ||.||2 normdra vonatkozé haromszog-egyenlStlenségre és
a Fourier-transzformaélttal kapcsolatos Plancherel-tételre (1d. 1.2.3.) hivatkozva azt
mondhatjuk, hogy a 0 < x € R helyeken

\// (t)|2dt < \// — Wi f(t) dt—l—\// ‘Wl/wf —. A+ B,

ahol az

wa(f,0) == sup |ALfll2 (5> 0)

|lul<é

\// A2 N dt<\//‘ 2 f St =

\/_\//‘Al/x t) dtg\/%m(f,ux) (f e L' N L.

jeloléssel
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Az A vizsgélatdhoz hasznaljuk fel az alabbi egyenldséget (Id. fent):

1/z
W1/zf(t)—f(t)=/0 (z — 2%u)- A2 f(t) du (teR,z>0).

Ekkor az el6bb mar emlitett Plancherel-tételt ismét alkalmazva a Cauchy—Bunyakovsz-
kij-egyenl6tlenséghbol

A<Vor \//|f(t)—W1/xf(t)‘2dt:

1/x 2
\/%J/</O (:E—a:2u)-A%f(t)du) dt =

1/x
v \//0 IAZ I3 (2 — 22u) du < V7 wa(f, 1/z).

Osszefoglalva a fentieket igy azt mondhatjuk, hogy alkalmas C > 0 (abszolut)
konstanssal'!

/ [F(®))2dt < Cown(f,1/x)  (f€ L' NL%a>0).
Ezért egy kordbbi becslésiinket folytatva az addédik, hogy

1 1 1 -~ C IWQ(f,x)
75y | SO < e [

Végiil tehat az alabbiakat lattuk be:

~ 1
Il <27 Il + e [ 2 (pering,

mas széval a széban forgd f fliggvényt illetOen az

/1 u)Z(f’x)dzr < 400
0

2372

UPL C:=(V2+1) /7.
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feltétel elegendd ahhoz, hogy az fe L' tartalmazés teljesiiljon.

Legyen a > 0 és
Lip (o, 2) == {f € L? : wo(f,8) = O (6%) (6§ — 0)}.

Ekkor

1
felL'n Lip (o, 2), a > 3

esetén alkalmas C, > 0 konstanssal

1 1
WQ(f,JZ‘) a—=3/2 3. _ Ca
/0 e dxéca./o x da:_a_l/2<—|—oo,

tehat az elébbiek szerint fe L.

Az fe L' kérdés szempontjabdl (is) kiilénosen fontosak a kompakt tartéju foly-
tonos fiiggvények!?. Legyen ¢ € C[0,1], ¢(1) = 0 és terjessziik ki a ¢ fiiggvényt az
R-re a kovetkezdképpen:

pe)  (O<z<1)
flz):=<0 (x >1)
f(=z) (z<0).

Nyilvanvalé, hogy az f : R — R kompakt tartéju'?, péaros, folytonos fiiggvény,
specidlisan f € L' N L?. Legyen

w(f,0) :=sup{|f(x) — f(t)] : x,t € R, |x — t| < I} (6 >0).1

Megmutatjuk, hogy

Valéban, a ||.||2 normdra mar idézett haromszog-egyenlStlenség alapjén

1A2f, = \/ / A2 f (@) da = \/ / A+ 1/2) — Afla—t/2) de <

12 Amikor is (a folytonossdg mellett) az illeté f fiiggvény supp f := {x € R: f(z) # 0} tartdja
kompakt. (Itt a ﬁ feliilhuzds az R topoldgidja szerinti lezardst jelenti.)

Bsupp f C [—1,1].

YAz f fiiggvény folytonossdgi modulusa.
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< \//!Atf(w+t/2)\2dﬂf+\//!Atf(fﬂ—t/2)\2dﬂ?=2'|!AtfH2 (t>0),

ahol az
t/2
zpzﬁ ot t/2) — f(t/2 — )P da,
1—t/2
fyz/’ F(e+1/2) — fla — t/2) da,
t/2
1+4t/2
fyz/' () — f(x - t/2) da
1-t/2
jelolésekkel

+o00
\MJﬁzz/ Af@)Pde = 2(1y + I + Is) <
0

/ ~t/ /
2- </0t2w2(f,2x)dac+/tl t2w2(f,t)dx+/1+t2w2(f,1—a:+t/2)dx> <

/2 1-t/2

1+t/2
2'/ w2 (f, 1) dz < 3-w?(f,¢).
0
Kovetkezésképpen
1Al < VB w(f,t)  (t>0),
amibdl az allitasunk mar kovetkezik.

Ha tehat (1d. fent)
w(f,0) = 0(%) (00

és o >1/2, akkor f e L.
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2.2. Inverzios formula

Belatjuk, hogy ha az f € L' fiiggvényre egytttal f € L', akkor igaz az aldbbi
inverzios formula:

Fi Ye 1) gt (m.m.z € R™).15

Tekintsiik ui. (Id. 1.3. ii) megjegyzés)'® az

()—f()_”” h(t/N) (teR", 0<NEeN)

fliggvénysorozatot, ahol az x € R™ rogzitett. Ekkor minden ¢ € R™ helyen

~

Jim F(t) = f(t)e e,
tovabba R
|Fy| <|fle L' (0<NeN)

miatt alkalmazhaté a Lebesgue-féle konvergencia tétel, miszerint

/ F)e " dt = lim / F)e @0 bt /N) dt

N—oo

Léssuk be, hogy
/ Flt)e= @D h(t/N) di = N™ / Fe+ORNDdE (0 < N eN).

Valéban (Id. 1.3. i) megjegyzés),

—

F)e ™™ =T f(t)  (t e R,

valamint a
Hp(t) :== h(t/N) (teR")

jeloléssel

= / h(t/N)e'Wh qt = N™ / h(z)e" N2 dz =

15Mivel f € L' miatt az R" 3 = — (2m)" ff Ye * 2 dt leképezés folytonos, ezért — az f
fiiggvényt esetleg egy nulla (Lebesgue-) merteku halmazon megvéltoztatva — az el6bbi egyenléség
tetszbleges © € R™ esetén fenndll. Mindennek a kiterjesztését f € LP (1 < p < 2) esetén 1d. 4.2.2.

5 Emlékeztetsiil: h(y) = e~ lvii*/2 (y e R™).
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= N"™ / h(z)e"N¥2) dz = N™ h(Ny) = N™ (2x)"2-h(Ny)  (y € R").

Kovetkezésképpen

/ Ftye 0. (/N dt = / ToF () H(t) dt =

/%f(t)ﬁ;(t) dt = (27r)"/2-N"-/f(a:+t)h(Nt) dt.

Mivel
N / h(N#)dt — / B(t) dt = h(0) = (272,
ezért
o) e [ Fyeren. ~ f(z) =
() = g [ FO bt/ N) e = f(a)
NTL
W-/(f(ert) ~ f(x)) h(NE) dt.

A Fubini-tételt alkalmazva tehdt azt mondhatjuk, hogy

ot < G | ([176+0 - s nveya ) o =

N N
W'/h(Nt)’Hﬂf_fuldt:W' </GT + /Rn\GT...>7

Gr={teR":|jt| <r} (r>0).

ahol

Vilagos, hogy

N /
—_— h(Nt)-||T; f — dt < ———-||h||1- sup ||Zif — =
sup || Tef — flh—0  (r—0).
lItl2<r
Tovabba

N 2-[[fll.-N" /
—_— h(Nt)- |7 f — dt < ————. h(Nt)dt =
(2m)n/2 /R”\Gr (e I7ef = Flhdb < @2mm/2 Jrma, (&)
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2- ||l
= @y /12- /R e, ht)dt -0 (N — oo).

A fentiekbdl mar nyilvan koévetkezik, hogy

li =
Jdimay ] =0,

igy egyuttal egy alkalmas (INVg,k € N) indexsorozattal m.m. x € R" esetén

lim On, (£)=0

k—o0

is igaz. Lattuk ugyanakkor, hogy az = € R™ helyeken

o / F(t)e™ =0 h(t/N) dt = / Ft)e @t qt,

N—oo

mas széval

. 1
]\;Enoo on () = (2m)n

- / Ftye e dt — f(a).

[gy m.m. z € R pontban

im oy (x)

0= kh_}llgo on, (z) = A}_)OO

miatt valéban

) = | F(B)e = gt
@) = e [ e

2.3. Schwartz-osztaly

Adott 0 < n € N mellett vezessiik be a kdvetkezd (L. Schwartz!”-rél elnevezett)
figgvényosztélyt (1d. 1.2.4.):

S = {f € D*(R") : sup |a*-& f(«)] < +o0 (kj € N")}.
zeR?

Nyilvanvalé, hogy
KR ND®R") cSc L®.18

"Laurent Moise Schwartz (Périzs, 1915. III. 5. — Parizs, 2002. VII. 4.)
18Emlékeztetéiil: a IC(R™) szimbélum jeldli az f : R™ — R kompakt tartéji folytonos fiiggvények
halmazat.
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Azt sem nehéz beldtni, hogy S C L'. Vildgos, hogy az S linedris altér a D>°(R™)
vektortérben, tovabba

feS < feD®MR") é sup [0"fi(x)| < +oo (k,j € N"),
xER”

ahol _
fi(x) =2’ f(z) (r € R").

Innen régton kovetkezik az is, hogy f € S esetén
dfeS (jeN

és barmely n-valtozds valés P polinomra P-f € §. Végil emlitsiink meg még egy
meglehetGsen nyilvanvald tényt, miszerint az S fliggvényosztaly zart a szokasos fiigg-
vényszorzasra nézve, azaz tetszbleges f,g € S fliggvényekre f-g € S.

Tetsz6leges f € S, k,j € N" és x € R" esetén (Id. 1.2.4.)
ok f(x) = zm-xk']"}(az) = z'j‘Hk‘-@j(m).

Ebbdl tobbek kozott az is adddik, hogy minden f € S figgvényre fe D>(R™), ui.
a

orf;  (kjeN")
figgvények valamennyien folytonosak.

Az S fliggvényosztalyban vezessiik be a kdvetkez6 jelolést: egy f € S fliggvény
és a k,j € N™ indexek esetén legyen

1 £llkj == sup [«*-& f()|.
zeR™

A fentiek szerint minden itt szerepl§ paraméterre ||f||x; < 400, tovdbbd a |.|x,;
félnorma az S-en. Mivel az el6bbi f-re, k-ra és j-re egy alkalmas C}, ; > 0 konstans-
sal minden =z € R™ pontban

2% 09 Flw)| = ' e o g0 dt\ <

ezért R
[Nk < +oo.
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Ez azt jelenti, hogy fe S. Mas szdval: ha
S:={feCR": feS}
akkor S C 8.
Ha pl. (1d. 1.3. ii) megjegyzés)
h(z) = e~lll*/2 (x € R"),
akkor h € 8 és h = (2m)"/2-h.
Legyen valamilyen ¢g: R"™ — C fiiggvényre
i) = g(—x) (v eR").

Ekkor barmely f € S esetén az inverziés formuldval (1d. 2.2.) kapcsolatban latottak-
kal anal6g médon kovetkezik, hogy

7=

Az nyilvénvalé, hogy f €S, fgy az F:= f jeloléssel

F=@mn"f = 2" f.

A g := (2n) ™ F vélasztassal egy olyan S-beli fiiggvényt kaptunk, amelyre g = f.
Mindez azt jelenti, hogy & = S. Mivel a Fourier-transzformacié injektiv, ezért az

So>ffes

leképezés bijekcid. A fentiek szerint konnyen megadhaté ennek a bijekcionak az inverze
is, ui. barmely f €S és x € R™ vélasztédssal

1
(2m)"

= 1 T —xt
(%) 1@) = Gy § (-0 = Gy / Ft) et

Belathat6 tovédbba, hogy tetszéleges f, h € S fliggvényekre (1d. 1.1.)

— 1

fh= (2m)™

[ xh.

Ugyanezt mondhatjuk akkor is, ha f, f, h, he L', vagy f,h € L?
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Vildgos (1d. 2.3.), hogy (Id. 2.5. ii) megjegyzés) S C Cp. Ha 1 < p < 400, akkor
S CLP. Legyen ui. p €8 és a = ||¢||o0, valamint

8= sup [lz[*"- |p(z)|.
zeR?

Ekkor
lollz = / ()P da + / p(a)Pdz <
G1 Rn\Gl

ol |Gyl + ﬁp-/ ||| 2" de < 400.1
Rn\Gl

A fentebb definidlt ||.||x; (k,j € N™) félnormdk a
Pr,j(u,v) = |lu —vl[g ; (u,v € 8)

félmetrikakat generdljak. Rendezziik ezeket egy po, p1,... sorozatba és legyen

Pl
= — [ €N),
=TS ( )
tovabba
1
P:E g'ﬂl-
1=0

Ekkor a p metrika az S-en és konnyen beldthatéan az (S,p) egy teljes szepardbilis
metrikus tér, ami mindeniitt siirti az LP-ben (1 < p < +o0). Vildgos az is, hogy
up,u €S (I €N) esetén a
pluu) =0 (I — )
konvergencia azzal ekvivalens, hogy minden k,j € N multiindexre
lur = ulle; =0 (I = 00).
Tovabba a
S?3 (0, 9) — o+ (ce C)

leképezés folytonos (az S%-en a p-bél a ,szokdsos” médon szarmaztatott szorzat-
metrika értelmében). Ezért az S topologikus vektortér. Azt sem nehéz belatni, hogy
az

Scu—ues

leképezés homeomorfizmus az S-rél az S-re.

YIG1] a Gi:={z € R": ||z|| < 1} gdmb (Lebesgue-)mértéke.
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2.4. (")sszegzések

A tovdbbiakban a szumma&cidk (Osszegzések) egy olyan specidlis osztélyét vizsgaljuk,
amelyeket egy-egy alkalmasan vélasztott integralhaté fliggvény hataroz meg. Latni
fogjuk, hogy a széban forgd szummécidk , hatékonysaga” (pl. az |[|.|[1 normdban val6
konvergencidja) szempontjabdl kiemelt szerep jut a generdlé fliggvény Fourier-transz-
formaltjanak.

2.4.1. A 6-szummaci6 fogalma
Legyen n =1 és g € L', valamint

+o00o
Pg(t) := Z g(t + 2km) (t € [-m,7])

k=—00

(a g fiiggvény un. periodizdltja). Mivel

L e +00 -
/ S lg(t +2km)dt = > /_ \g(t + 2kr)| dt =

T k=—00 k=—00

+oo (2k+1)m
> / l9(y)| dy Z/Ig(y)ldy < 400,
b —oo Y (2k—1)m

ezért a
—+oco

> g(t+ 2km)

k=—00

végtelen sor m.m. ¢ € [—m, 7| helyen abszolit konvergens és
™
| \Paldt < gl < +oc.
—T

gy Pg e L'[—m,7] és (a Lebesgue-tétel miatt)

+oo (2k+1D)7
> / i g(y)dyz/g(y)dy-

T —+oo T
Pg(t)dt = ) / g(t + 2kn) dt =
e oo’ T k= — oo (2k—1)7

—T
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A Pg figgvény nyilvan kiterjesztheté az R-re a 27 szerint periodikusan. Altala-
ban, ha f € L'[—m, 7], akkor terjessziik ki az f-et az R-re a 27 szerint periodikusan
(a kiterjesztett fliggvényt is f-fel jeloljiik). A * konvoliciéval (1d. 1.1.) vezessiik be
az

fxg:=f=*(Pg)
,miveletet”, ekkor
+0o0o
fxglx / Z flx—t)g(t + 2km) dt (r € R).
T k=—o00
Tovabba

/ |fxg(a)]de < Z /_W</ x—t)\dx>~\g(t+2k7r)\dt:

k=—o00

/ 2)| da- io/ ot + 20| dt = /_7;|f(:n)|d:1:-/|g(t)|dt.

Tehat
fxg¢€ LY—n,7]
és
1f % glly < 1712 Nlglh-
Ha pl. _
J(t) = es(t) = ' (e Tt e [-ma]),
akkor
frglx) =ej*g(x) =e"" Z et g(t + 2kn) dt =
T k=—00

7 1o ]
= eljx-/ Z e~k (¢ 4 2kmr) dt =

e [ Plge )yt e [ge it (e R)

Legyen most a # € L' N C (integralhatd, folytonos) fiiggvény olyan, hogy hell
ésa 0 <m € N indexszel

5 0(mt)  (tER).
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Az el8bbiek és az inverzids formula (1d. 2.2.) szerint

ej % O () = € —/Hmt —tdt =
i [ imar = 5o oGifm) (@ R)
s

A tovabbiakban feltessziik, hogy

+o0o
> l0(k/m)| <400 (0<meN).

k=—o00

Definidljuk ekkor a
0, 6%  (0<meN)

operatorokat a kovetkezoképpen:

Tof =Th(f) = fxbm  (f€L[-mmn]

és .
ob fi=0b(f) = > 0k/mer(flex  (f € L'[—m 7)),
k=—o00
ahol . -
(f) =g | fWe™Mdt  (keZ)

az f fiiggvény k-adik Fourier-egyiitthatéja. A fent mondottakbdl kovetkezéen bér-
melyik f € L'[—m, ] fiiggvényre

m- || f N
L R T N e oy AT
f - g
W [ gy ae = 208,

TC : LY—n, 7] = LY[—m, 7] (0 <meN)

(nyilvan linedris) operatorok (egyenletesen) korldtos linedris operatorok.2’ Hasonléan,

igy a

+oo
lom Il < Z 0Ck/m)|- lex(H- lexll < NLfl- Y [0(k/m)),

k=—00 k=—00

20Teh4t van olyan ¢ > 0 konstans, hogy ||T%fl1 < ¢ |Ifli (f € L*[-m,7],0 < m € N). Pl a
¢ = @11/ (2r) ilyen.
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+oo
> l0(k/m) <400 (0<mEeN)
k=—00
of : LM—n, 7] — LY[-7, 7] (0 <m e N)

operatorok is korlatos linearis operatorok. Mivel

igy

Ck(ej) - 6kj (kaj € Z)721

olej =0(j/m)ej = The; (J€Z,0<meN),

amibél minden 7 trigonometrikus polinomra?? is
0'517' = Tgﬂ'
kovetkezik. Tudjuk, hogy a trigonometrikus polinomok halmaza az ||.||; norméaban

mindeniitt stirti az L'[—7, 7] Banach-térben, igy?® egyttal

ol f=T0f (f € L'[~m, 7], 0 <m € N).

S6t, ha 6(0) = 1, akkor

lomes —ejllv =1 = 8(i/m)|-llejlly = [L = 8(i/m)] — 0 (m — o0).

Osszefoglalva a fentieket (a Banach-Steinhaus?*-tételre®® hivatkozva) az alibbi

allitast 1lattuk be:

216kk =1, (Skj =0 (k #j€ N)

27z x> cos(kz), sin(kz) (k € N) fiiggvények véges linedris kombinacidi.

28 A széban forgd operatorok folytonossiga miatt.

2*Hugo Dyonizy Steinhaus (Jasto, 1887. 1. 14. — Wroctaw, 1972. II. 25.)

#Tekintsiik az (X, ||.|x), (Y;|.|ly) Banach-tereket és az Az, A : X — Y (k € N) korldtos
linedris operdtorokat. Ekkor a klingo Ar(z) = A(z) (x € X) erds konvergencidnak a sziikséges

és elégséges feltétele a kovetkezd: valamilyen Xo C X zdrt rendszeren (amikor az L[Xo] linedris
burok mindeniitt siirti (altér) az X-ben) klim Ap(z) = A(2) (z € Xo) és sup||Ag]| < +oo (ahol

|Ak]| = min{g > 0: |Ax(2)|ly < ¢ |lz]|x (z € X)} (k€ N)).
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tegyiik fel, hogy a 0 € L' N C fiigguényre a kivetkezd feltételek teljesiilnek:
o fc L'
e 0(0) =1,
o S 10(k/m)| < 400 (0 <m € N).

k=—o0

Ekkor barmely f € L'|—m, 7] fiigguény esetén
logf = flli =0 (m — o0).

Megjegyezziik, hogy az itt szereplé (L'[—m,7],|.||1) tér minden tovabbi nélkiil

kicserélheté a (C[—m,7],|.]|c0) térre, vagy tetszbleges 1 < p < +4oo mellett az

(LP[—m, 7], |||lp) térre, st, barmilyen (X, ||.|l«) homogén Banach-térre®.

A o% (0 < m € N) operitorok egy specidlis szummécids eljardst hatdroznak
meg. Legyen ui. valamilyen Y 72z szdmsor esetén

+oo
tim = Z O(k/m)xy, (0 <meN).»

k=—00

Ha a 0 paros fiiggvényre igaz, hogy

i|9(k‘/m)| < +00 (0 <m e N),
k=0

akkor nyilvdn minden korldtos (zg,k € N) sorozatra létezik a (t,,,m € N) szadm-
sorozat. Azt mondjuk, hogy a széban forgd Z;?ioo xp sor 0-szummadbilis, ha a
(tm, m € N) sorozatnak van (véges) hatarértéke. Ez utébbi esetben a

lim ¢t,,
m—oQ

az illet6 sor @-szummdja. Legyen S_1:=0 és

S 1= Z Tk (m € N).

k=—m

26Ekkor (a trigonometrikus polinomok halmazat T-vel jellve) igaz a T C X C L'[—m, 7] tartal-
mazds, ||.[1 < |||+, tovdbba barmelyik f € X és z € R esetén (Id. 1.3. i) megjegyzés) Tof € X és
|7z fll« = || f]l*, valamint minden f € X fiiggvényhez megadhaté trigonometrikus polinomoknak egy
olyan (7, m € N) sorozata, hogy ||f — 7|+ = 0 (m — o0).

2TFeltételezve, hogy a tm,-eket definidlé végtelen sorok konvergensek.
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Ekkor
ZQ k‘/m Sk—Sk 1 :Z j/m ]+1)/m))5 =
7=0 Jj=0

Zaijj (0 <m c N)

Az ismert Toeplitz?®-tétel szerint ez a szummadcié akkor és csak akkor permanens
(azaz, ha az (Sp,, m € N) sorozat konvergens, akkor

lim ¢, = lim S,,),

m—0o0 m—00
ha
sup Z |am;| < 400,
0<m6N] i
o0
i o =1
j=0
és
lim a,,; =0 ( € N).
m—0o0
A

+00
> l6(k/m) <400 (0<meN)

k=—o00

feltétel miatt
lim O(k/m) =0 (0 <m e N),

k—o00

ezért -
D amj=000)  (0<meN).
Tehat 0(0) =1 esetén

o
lim E Ay = 1.
m—oQ

Jj=0

280tto Toeplitz (Breslau, 1881. VIII. 1. — Jeruzsdlem, 1940. II. 15.)
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Amennyiben a 8 még folytonos is a 0-ban, akkor nyilvan
lim a,,; =0 (j eN)
m—0o0

is igaz. A

o
sup Z\amj\ < +00
0<meN =0

korldtossagi feltétel is teljesiil, ha mondjuk a 6 fliggvény korlatos valtozédsu.

Hapl a 0 e Li fuggvényrdl azt tudjuk, hogy h>0¢és 0¢ C{0}, akkor (Id. 2.5.
viii) megjegyzés) 0 € L.

Vilagos, hogy ha
0= X[_11;

akkor a #-szummécié a széban forgd sorok kozonséges értelemben vett (szimmetrikus)
Osszegzését jelenti:

tm:Zxk (0 <m e N).
Hasonléan, ha v > 0 és
0(t) .= (L= [t]")-X_y(t) (¢ €R),

akkor a klasszikus Riesz-szummdcichoz jutunk:

. LAY
- — () ). .
m Z <1 (m T (0 <m e N)
k=—m
Specidlisan a v = 1 vélasztassal kapjuk a (C,1)— (vagy Fejér??-féle) 6sszegzést:
tm = i L - (0 <meN)
m S m k .

(Szdmos egyéb klasszikus szummadcids eljaras irhat6 le még ilyen mdédon.)

A fentiekben bevezetett 0% (0 < m € N) operatorokrdl a kivetkezéket mond-

hatjuk:
+0o0o

apf(x) = Z 0(k/m) <%'/_:f(t)e_lktdt> otk

k=—

P TFejér Lipét (Pécs, 1880. I1. 9. — Budapest, 1959. X. 15.)
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“+00 - 1
- k_z / g L0 m)e D,

ahol
+oo
Cm= Y |0(k/m)| <400  (0<meN)
k=—o00
miatt
+00 too
ST | ®0tkmet eI = 3£ ok/m)]| <
k=—00 k=—o00

Cr-[f@®)] (2t € [-m, 7).

Ezért a Lebesgue-tétel szerint

™ 00
ol f(x) = / 1) (% > 9<k/m>elk<w—f>> dt =

k=—o0

/ U FOKL (- tydt= fx Ko@)  (f € DMomal, 2 € [ a))

—T

400
1
K% = o > 0(k/m)er (0 <meN)
k=—o00

magfiiggvénnyel. A C),, < +oo feltételbél kovetkezéen a (27 szerint periodikus)
K? -t definidl6 végtelen sor egyenletesen konvergens, igy K € C[—m, n]. Innen az is
kovetkezik, hogy az

Cl-m,7]> f—ol feCl-m,n] (0<meN)

operator norméja®® a ||K? ||; integralnorméval egyenld. Mivel

1 ~
o flloo = T flloo < [ flloo 6mlly = o= 11 [ flleo  (f € Cl=m, 7)),

30Tekintsiik adott kompakt [a,b], [c,d] intervallumok esetén a folytonos K : [a,b] x [¢,d] — R
magfiggvényt, a T : Cla,b] — C|c,d] operédtort pedig definidljuk a kovetkez8képpen: T'f(z) :=
f: FOK(t,z)dt (f € Cla,b], z € [¢,d]). Ekkor a (nyilvén linedris) T' operdtor norméja a ||T]| =
max{f: |K(t,2)|dt : z € [¢,d]} maximum, azaz a |[|Tf||cc < ¢ ||fllc (f € C[a,b]) becslésnek eleget
tevd g szamok kozil az el6bbi ||T']| egytttal a legkisebb.
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igy .
KO ||, < —- |9
Kl < o 1011,

mas szdval

1 -
6
sup ||KZ|w < —-|0]1.
s K] < o]

Kés6bb beldtjuk (1d. 2.4.2.), hogy az el6bbi egyenlStlenségben egyenléség is irhato.

Vildgos, hogy C), < +o0o0 (0 < m € N) alapjan (Id. Lebesgue-féle konvergencia-
tétel) a K9 Fourier-egyiitthatéira

Z Hk/m/ it _Z“dt:%-ﬁ(l/m) (leZ).

k=—o00

Ugyanakkor 6 € L' miatt (az inverziés formuldt (1d. 2.2.) is alkalmazva)

T 400
. i —alt . —alt o
a(Po,,) = o /_7r POy, (t)e " dt = o / ]_Z_:OOH m(t + 2jm)e” " dt =
m T 400
. —alt —
e _ﬂj;}oe( mt +2m))e " dt
m 2r +oo
7Y 1(t+257)
2n)? /0 Z O(m(t + 2jm))e dt
j=—o00
m_ / Blmt)ettdt = / Betmar = X ou/m)y (1 ez)
(2m)? 21 2m
Tehat
K% (t) = PO,(t)  (mm.t¢€ [—m, 7)),
igy
Z 0(k/m)e*t = m. Z §(m(t + 2j7)) (mm.t € R,0<meN).
k=—o00 j=—00

(Ld. még: Poisson-formula (1.3. xv) megjegyzés).)
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2.4.2. A Fourier-transzformacié szerepe

Mutassuk meg ( Tyeljakovszkii' (1961), Zsuk?-Natanszon® (1983)), hogy (a 2.4.1.
pontbeli feltételek mellett)

1~
0
sup ||K, |1 ==—"10]-

Bontsuk fel ehhez a 6, (0 <m € N) fiiggvényt a kovetkezOképpen:
Om = O X[ ] + O XRA ] =2 O + 0.
Ekkor tetszéleges (a 27 szerint periodikus) f € C[—m, 7] fliggvényre
1f # (POm)loo = [Lf * (PO oo = 1f * (PO loo >

I1f % (PO oo — | Flloo 1POD 11 = |1 * (POSN) oo — [|.f lloot 185211
ahol

m ~

1621 = [ ()] de = 2 )| dt =
{zeR:|z|>n} 2m {zeR:|z|>n}

1 ~
— |0(t)| dt — 0 (m — o).
2m {zeR:|z|>mm}
A folytonos magui integral-operatorok norméjival kapcsolatos klasszikus ismeretek
alapjan
1650111 = 1P 1 = sup 1 % (POG)) oo
{feCl—mz]: || fllc=1}

ezért alkalmas
gk € Cl=m, 7], [|gkllec =1 (0 <k €N)

sorozattal
16Dy — 1/m < lgm * (POD)loo (0 <m e N).

Kovetkezésképpen az elébbiekre tekintettel azt mondhatjuk, hogy
L w5 0 0
o 10l = 110mllr 2 [[POmlls = 1 Kmllt 2 llgm * Kmlleo =

lgm * (Pb)lloc > 1011 = 1/m = (165 ] (0 <m €N).

31Szergej Alekszandrovics Tyeljakovszkij (Szaratov, 1932. XII. 22. —)
32V]agyimir Vasziljevics Zsuk (1940. V. 8. —)
33Garald Izidorovics Natanszon (Leningrad, 1930. V. 9. — Szentpérvar, 2003. VIL. 24.)
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Innen ) .
i inf [ K% || > liminf [0, = 2—-liminf/ me [0(mt)| dt =
m—0o0 m—0o0 T m—00 —

orclimint [ @) de = o i [ 0l = 58],

—mm —mT

amibdl az allitasunk mar nyilvanvalo.

A tovébbiakban azt vizsgaljuk (Simon3* (2013)), hogy a

“+oo
beL'nC, > |0(k/m)| <400  (0<meN)

k=—00

feltételek mellett mikor igaz az alabbi kovetkeztetés:

(%) sup ||K% |1 < +o0o=0¢ L.
0<meN

Becsiiljiik meg ehhez a ||K? ||1-et az aldbbi médon: ha

0<m, M, NeN és M < mr,

2 | KOy = /

—Tr

akkor
“+00
Z H(k‘/m)e’kt‘dt =

k=—00

+oo M

%- 3 H(k‘/m)e’kt/m‘dtz/

+o0o
‘i- 3 H(ks/m)e’kt/m‘dtz
k=—o00 -M

m

/m7r
—mm

N otk frmyeeimla— [ |2 0(k/m)e™™|dt >
[olm X owmetinfae— [ |2 5 opmiem >

|k|>mN

k=—o00

/A;‘% mZN o(k/m)elkt/m(dt‘%' 2, [B(k/m)
- k=—mN

|k|>mN
Mivel

mN
C > O(k/m)etm (M <t < M)
k=—mN

1
m

34Simon Péter (Nagymaros, 1949. IX. 17. )
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nem mas, mint a
[-N,N] 3 z — 0(x)e™”

fiiggvény (Riemann-)integral kozelité Osszege, igy
mN

1
SLSTDS

Ugyanakkor tetszoleges 0 <m € N és —M <t < M esetén

O(k/m)e*t/m = / O(x)e™de (=M <t < M).
mN

mN
> 0(k/m)e ™| < (2N +1)- max [6(z)],

P |z|<N
ezért a Lebesgue-féle konvergenciatétel értelmében
M N
Jim [ (— Z 6(k/m) Z’“/m‘dt N ‘/_N 0(x)e"@ dz | dt

Tovabbd
1 1
pt Z |0(k/m)| SE ZZW]“‘Z/m
|k|>mN >N 1=0

Tegyiik fel, hogy alkalmas ~; >0 (j € Z) szamokkal

m—1
1
— 0 +1/m)| < (J€Z,0<meN)
m 1=0
és
+o00
(%) Z v < +o0.
j=—00
Ekkor
1 m—
T IPSUTTES 3
jI>N 1=0 l71>N
Tehat
M
o | K2 ||y > / ( Z 0(k/m) ““/m‘dt 2M- >,

l71>N
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ennek alapjan pedig

M
om sup ||KZ |1 > hm/ ‘ Z 0(k/m) Z]‘“t/m‘alt 2M- Z’yj
0<meN —o0 ke —mN >N
‘ / Je'™dz| dt —2M- > ;.
lil=N

Vegyiik figyelembe, hogy egyrészt

' /_ ]]VV 0(2)e™™ da

amiért is a Lebesgue-tétel szerint
lim ' / ()™ dz| dt = / lim / 0(x)e" dx
N—o0 N—oo
+oo
‘/ Vet | dt = / B0t dt.
-M

+oo
Z v < 400

j=—00

<ol (] < M),

dt =

Miésrészt a

feltételezés miatt
Y =0 (N—o0),

l7I=N
kovetkezésképpen
sup | K[l >
0<meN
M | fN M
lim ‘/ O(x)e"dx| dt —2M- lim Z o :/ |6(t)] dt.
N—oo M -N N—oo . -M
ljI>N
Innen
] = lim / ) dt <2m sup K|y < +oo
0<me

mar kovetkezik.
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A fentiekhez a kovetkezd észrevételeket flizziik (Simon (2013)).
e Tegyiik fel, hogy f € C és legyen

+o0 m—1

1
flls == sup —- flg+1/m)|,
7l = 3 s 231G+t
valamint
S(C. ) ={feC:|fls < +oo}.
Mivel

[y

UG HYm] (FES(C0),0<meN)
=

az f] g+l |f(t)] dt integrélnak egy kozelit Gsszege, ezért
) 1 m—1 ‘ J+1
fim S A+l = [ At
m—oo M =0 ]
Ebbadl kifolydlag

m—1 i1
sup S |G+ m)| = [ 1)
=0

0<meN j
Innen
oo i+l
[iswla= Y [7 Il <
j=—o0 1
+oo 1 m—1
sup —- fG+Um)| =|flls < +o0
j:z_:ookmeNm ;\ (J+1U/m)| = £l

miatt S(C,¢1) C L' N C kovetkezik.

INVERZIO

Kénnyen beldthaté, hogy az S(C,¢;) halmaz (a ,szokédsos” fliggvénymiiveletek-
kel) vektortér az R felett, a ||.||s pedig norma ezen a vektortéren, hiszen |0||s = 0
trividlis. Ha viszont ||f|ls = 0, akkor tetszéleges j € Z és 0 < m € N esetén

fG+1/m)=0 (1=0,..,m—1).
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Viszont barmely x € R szamhoz és ¢ > 0 , kiiszobhoz” az f folytonossidga miatt
megadhaték a j € Z és a

0<meN,[=0,...m—1
szamok gy, hogy az y := j + 1/m jeloléssel az
[f(@) = f)l = [f(@)] <e
egyenlétlenség teljesiiljon. Ezért f(x) =0, azaz f = 0. Tovdbbi a
IMflls = [A-Iflls— (f € S(C4), AeR)
egyenloség, ill. az

If+glls <flls+llglls  (f, g €S(C, b))

egyenlotlenség szintén meglehetésen nyilvanvalé.

o Kovetkezésképpen az (S(C,¢1),].]ls) valéban normélt tér. Legyen adott egy
(fkak € N) ‘N — S(Cvgl)
sorozat és tegyiik fel, hogy valamilyen f € S(C, /1) fliggvénnyel

Ik = Flls =0 (k— o).

Tehat
+00 m—1
1 . .
S sup — ST IRGHYm) — fG Y m) =0 (k= ).
j=—o0 0<mEN L—

Ha a 0 #r € R raciondlis szam, akkor alkalmas
Jo€Z,0<mygeN,lg=0,....mg—1

szamokkal r = jo + lg/mg. Vildgos, hogy

mo—1

fr(r) = £ < | fwlo +1/mo) — f(o + 1/mo)| <

=0

mo- |fx — flls (K €N),
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tehat
f(r)= lim fi(r).

k—o0

e Mutassuk meg, hogy az (S(C,¥¢1),||-|ls) tér nem teljes. Legyen ui. ehhez adott

0 <n &N esetén
sin(m/x) (1/k<x<1)

fe(t) =
0 (x e R\ (1/k,1)).

Nyilvanvald, hogy fr € C és

m—1
[ fills = | % ; |fe(l/m)] <1

<meN

miatt fr € S(C,¢1). Tovabbda, ha 0 < j, k, m € N és k > j, akkor

—_

3

|[f5(l/m) = fe(l/m)| =

I™

> |[f5(l/m) = fe(l/m)| =

1=0,1/k<l/m<1/j

3

m—1

S Rlym)| <

1=0,m/k<l<m/j

ezért

m—1
1= fells = sup_ o 7 110/m) = futjm)]| <
=0

<meN
1 1

Ez azt jelenti, hogy az (fj,j € N) sorozat Cauchy-sorozat a ||.||s normara nézve. Ha
lenne olyan f € S(C,¢;) fuggvény, amellyel

15 =Fflls =0 (j—o0)

teljesiilne, akkor az elézéek szerint minden r € (0,1) racionalis szdmra

§(r) = lim f;(r) = sin(x/1).
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Ilyen f: R — R folytonos fliggvény viszont nyilvan nincs.
e Egy f € C[0,1] fliggvény esetén jeloljiik s,,-mel a kovetkezd atlagot:

—1
[f(t/m)] (0 <meN).

3

1
m

sm(f) =

l

Il
o

Legyen tovabba
S = max{|f(t)| : I/m <t < (I+1)/m} (l=0,..,m—1),

valamint

,_.

m—

fml (0 <me N)
=0

1
m
és

s(f):= sup sm(f), S(f) = sup Sw(f).
0<meN 0<meN

Vildgos, hogy s(f) < S(f). Tekintsiik ugyanakkor a 0 < k € N index mellett azt
az fr € CJ[0,1] fliggvényt, aminek a grafikonja a [0,1/k] intervallum felett egy 1
magassagui egyenld szari haromszog és

) =0  (1/k<t<1).

Ekkor S1(fx) =1 miatt S(fi) > 1. Ugyanakkor m =1,...,n esetén s,,(fx) = 0, mig
ha m=k+1,k+2,..., akkor

[m/k]

Sm kal/mg

Tehat ]
sy (0<ken),

igy nincs olyan g > 0 konstans, amellyel az S(f) < ¢-s(f) becslés teljesiilne tetszo-
leges f € C[0,1] vélasztassal.
Vezessiik be egy f € S(C,¢;) fliggvényre az aldbbi jelolést:

+o0 m—1

Ifllsw = >_ sup Z X 1aym,j ) mi lloo-

j=—o0 OmNm
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Nyilvénvald, hogy az ||.||sw normaés ||.||s < |.|[sw, de a fentiek szerint a két széban
forgdé norma nem ekvivalens.

e Az eddigieket figyelembe véve tehat igaz az aldbbi kovetkeztetés: tegyiik fel,
hogy 6 € S(C,¢1). Ekkor

sup ||K?||ly < +oo =6 e L.
0<meN

e Nyilvanvald, hogy

1= . .
— 0 +1/m)| < sup [0(j +2)]  (j€Z).
m =0 0<z<1
Ezért
+o00
Z sup |0(j + )| < 400
j:_w0§m<1
esetén a

vj == sup |0(j + )] (j€Z)
0<z<1

szamok eleget tesznek a (xx)-nak:

+00
Z v < 4-00.

j=—o0

Legyen azonban a 6 € C' olyan, amelyre

1 ‘
10X (54175 loo = ; (j=1,2,..)

és
6(t)=0 (te R\ A),
ahol -
U 4,3+ 1/4).
Ekkor § € L' és barmely 0 < m € N, j € Z megadéasakor
— |9 Jj+1i/m)|
m

= m LI 5 <y =2 (0 < ),
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tehdt az elébb emlitett (xx) feltétel teljesiil. Viszont

“+oo oo1

Z sup [0(j + x)| :Z_‘ = +o0.

j=—o00 0<z<1 j=

e (Feichtinger’®-Weisz3¢ (2006).) Legyen az f: R — R fiiggvényre

oo

fllw == D> sup |f(k+a)

k= —oo TE[0,1)

és jeloljik a W (C,¢1) szimbélummal az 6sszes olyan folytonos f: R — R fliggvény
altal alkotott halmazt, amelyre || f|lw < 4o00. Tegyiik fel, hogy 6 € W (C,¢;). Ekkor

sup ||K2|ly < +oo =6 € L.
0<meN
A fentiek szerint a W (C, (1) valédi altere az S(C,¢1)-nek, igy a most idézett &llitéds
az elébb mondottakbdl mar kovetkezik.

o (Zsuk-Natanszon (1983).) Vildgos, hogy ha a széban forgé 6 kompakt tarté-
ju folytonos fiiggvény, akkor 6 € W(C,¥¢1). Ezért minden ilyen 6 esetén igaz a (x)
kovetkeztetés:

sup ||K%||1 < +o0o =0 ¢ L.
0<meN

Megjegyezziik, hogy ekkor ennek a bizonyitasa lényegesen leegyszertisodik. Ha ui.
0 < N € N olyan, hogy supp § C [N, N], akkor

> 0k/m)e*™ =0 (0<meN, |t| < M),

|k|>mN
tehat
M 1 mN
27T-HK,9nH12/ ‘—. 3 H(k:/m)e’kt/m‘dt (0 <meN).
M TN
Kovetkezésképpen
om- sup ||KZ | > hm / Z O(k/m)e*t/™ |dt =
0<meN —

%5Hans Georg Feichtinger (Wiener Neustadt, 1951. VI. 16. — )
36Weisz Ferenc (Mohdcs, 1964. 1. 25. —)
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M| N

:/ ‘/ O(x)e™dx
-m |J-N

a:[0,400) — [0,400)

M/\
dh:/‘|ﬂﬂwt
—-M

e Ha pl. az

monoton fogyd, a
ﬁ : (_0070] - [07 +OO)

pedig monoton nové fliggvény és

akkor minden 0 < m € N esetén

{ a(j) (120
0(j +1/m)| < (je€Z,1=0,...,m—1).
s (<0

Ezért a
D (@) + B(=j — 1)) < +o0
j=0
feltétel elegendd a (x)-hoz.

e Amennyiben 6 € S(C,¢;), akkor

1 XK
sup —- > [8(k/m)| <
0<meN M ==
~+o00 1 m—1
> sup — > 0G +1/m)| = [flls < +oo,
j:_ooo<meNm =0

igy
1

“+o0
* ok % sup —- 0(k/m)| < 4o0.
(%) Sw k;ool (k/m)|
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Viszont
m—1
1=0
esetén>’

+oco0 m—1

Z ok/m) = 3 318G +1/m)| ~ Z W%m

k=—00 j=—o00 =0 j=—00

mas széval a (x x *) teljestl, de 0 ¢ S(C,¢y) :

1
sup 0(j+1/m _ 1 < |j| e N),
o<m€NmZ’ ol gy E<bleN)

igy

1
0llg ~ =
101 ]§:2:j.1nj oo

Egyelére nyitva marad a kérdés: elegendé-e a (x) kovetkeztetéshez a (x * x) fel-
tétel? Mds széval igaz-e, hogy ha § € C' N L' és fennall a (* * x)-beli korlatossag,
akkor

sup ||K? |l < +00o =0 € L'?
0<meN

o (Trigub®® (1974-1975).) Tegyiik fel, hogy f € L' és supp f C [—m, 7]. Legyen

fo(z) :==1 /(f(t) signt)e " dt (x € R).

A) Tekintsiik az alabbi kijelentéseket:
1° fe L'
20 320 maxgcpci | f(@)] < +oo;
3° van olyan ¢ € (0,1), hogy Y42 (If(k)| + |f(k +&)]) < +oc;
10 Sk (F )]+ () (R)]) < +o0;
50 S (F R + | Folk +1) = Folk)]) < +o0.

3TNem nehéz ilyen 6 fiiggvényt konstrudlni.
38Roald Mihajlovics Trigub
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Ekkor
1° = 2° «— 3° <= 4° < 5°.

Megjegyezziik, hogy jéval kordbbrdl mar ismert volt a kovetkez6 allitds ( Wiener
(1933)): van olyan C' > 0 abszolit konstans, amellyel

+o0 . N

< (C- .
> nax [f@)] < Ol
k=—o00

Jeloljik f.-gal a kovetkez6 fiiggvényt:

fo(t) =t f(t) (t € R).

Vildgos, hogy az f-re tett feltétel miatt f, € L'. Ezért a Fourier-transzformécié
és a derivélds kapcsolatabdl (1d. 1.2.4.)

f@)==v([)(z) (zeR).

Tehéat R R
[fel = 1CH)'];
kovetkezésképpen a 4° feltétel azt jelenti, hogy az
f‘[*“’aﬂ']’ f*‘[fw,ﬂ]

(lesztlikitett) fiiggvények (trigonometrikus) Fourier-sorai abszolit konvergensek.

’

Igy az 1° <= 4° ekvivalencidt szem elStt tartva a kovetkez6t mondhatjuk:
f €L supp f C [~m, 7] esetén f € L' akkor és csak akkor igaz, ha az

pj[u—r f*\[,m

]
fiiggvények (trigonometrikus) Fourier-sorai abszolut konvergensek.
Legyen most 6 € C[—m, 7] és

B 2k
C2n+1

Tk :

Ekkor a

sup / W( Zn: 0(xy)e™e

neNJ _r ', "
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korlatossag azzal ekvivalens, hogy a

I[*ﬂ'vﬂ']’ *\[7,"7#]

fliggvények (trigonometrikus) Fourier-sorai abszolit konvergensek, tehat az
elébbiek szerint azzal, hogy 6 € L!.

e Ha most

(Cl=m, 7], [-ll)
(X, [[-ll) = q vagy

(Ll[_ﬂ-vﬂ-]v ||||1) ;
akkor a o, : X — X operator (Id. 2.4.1.) norméja:
lopll = 1Kl (0 <meN).

Ezért 6(0) = 1 esetén az elézményeket (1d. fentebb) és a Banach-Steinhaus-tételt
figyelembe véve a kovetkezét mondhatjuk:

lim [[o? f—fl.=0 (feX) < feL.
Végil, ha fent 6 € W(C,¢1) és 0(0) =1, akkor
Jim flof.f = fla=0  (f € L*[-m, ).

Valéban, tetszéleges 0 < m € N esetén a Parseval-egyenléség szerint (1d. 1.3. xxii)
megjegyés)

“+oo
2
b P13 = 1+ a3 =2m > |ew(r = Ko)| =

k=—o00
Z lek(F)P |er (K ) |* = 2 Z ek (F) P 10(k/m)]? <
k=—o00 k=—o00
27 sup |0(k/m)|? Z ek ()7 = sup [0(k/m)|* || f1I5-
keZ keZ

k=—00

Ha k=jm+1e€Z (je€Z) és 1=0,..,m—1, akkor

0(k/m)| =100 +1/m)| < P 100G+ 2)| < [18llw(c,er)
xe|0,
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igy ,
llomfllz < 01w ey 1 f]2-

Ez azt (is) jelenti, hogy a
ol . L¥—n, 7] — L*—=, 7 (0 <m e N)

operator-sorozat egyenletesen korldtos. Innen az édllitasunk mér a Banach—Steinhaus-
tétel alapjan kovetkezik (tekintettel arra, hogy a trigonometrikus polinomok halmaza
a ||.|2 norméban mindeniitt stirti az L?[—m, 7| térben).

Jegyezziik meg, hogy mindez nem igaz akkor, ha csak 0 € S(C,¢;). Tekintsiik ui.
azt a 0 fiiggvényt, amelyre

10-X¢j 41/ llse =3 (0<|j] €N)

és
0(t)=0 (teR\ A),
ahol .
A= Gi+1/5),
l7]=1
valamint

0G+1/27%) =]  (0<ljleN).
Ekkor a 6 € S(C,¢;) tartalmazds lényegében ugyanigy adédik, mint az el6bb a

W(C, ty) # S(C, 1)

reldciét igazol6 analég példdnkban (az ottani jelolésekkel a

1
Y= =75 (0<|jl€N)
J j3/2
véalasztassal). Viszont a
k im + 1 o1 . 1 .
AR =jt+t—=J+55 (0<jeN)
m m m 2j

esetben, amikor tehat m := 252 és [ := 1, azt mondhatjuk, hogy

0(k/m)| = /3,
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amibdl
sup sup |0(k/m)| = +o0
0<meN keZ
kovetkezik. Mivel (a konkrét 0-tél fiiggetleniil)
lomerllz = 10(k/m)-exll2 = [6(k/m)| (k€ 2Z,0<méeN),

ezért vilagos, hogy
0
[omll = sup |0 (k/m)].
keZ

Mas szoval a most vizsgalt esetben a
0 .12 2
oy, L*[-m, 7] = L*[—m, 7] (0 <meN)

operatorok nem egyenletesen korlatosak. A Banach—Steinhaus-tétel miatt van tehat
olyan f € L? fiiggvény, amelyre a (0% f,m € N) sorozat a |.]2 norma szerint nem
konvergens.

2.5. Megjegyzések

i) (Hobson® (1926), Bochner (1932), Titchmarsh® (1937).) Az el6bbi bizonyitds
(Id. 2.2.) mogott az aldbbi altaldnos érvényti meggondolds hizédik meg. Tegyiik
fel, hogy g € L' és [ g(t)dt =1, tovdbba legyen (Id. 1.1.)

Tf=fxg  (feLl)

ahol A > 0 és
gA(t) == A" g(At)  (teR")

(Fejér-tipusii mag.) Ekkor barmely f € L' fiiggvényre
lim [[T\f — fl]1 =0.
A——400
Ti. tetszbleges f € L', x € R™ és A > 0 mellett

Tf(2) = f(0) = X" [ o~ t)g0)dt — f(a) =

39Ernest William Hobson (Derby, 1856. X. 26. — Cambridge, 1933. TV. 19.)
“OEdward Charles Titchmarsh (Newbury, Berkshire, 1899. VI. 1. — Oxford, 1963. 1. 18.)
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. / (Fla— 1) — f(2)) g(M) dt,

/\"-/g(/\t) it = /g(t) dt=1.

ITxf — fllx SA"-/</\f (x —t) — fz)| \g(At)]dt)
/\gAt (/\fx—t \d:c)dt<

3 [ OO ITS — flad x| gl <

R™M\K:(0)

hiszen

Ezért

sup 1Tf — flh-lglh +2- 1]l / lg(0))dt,
R7L\K)\r(0)

ltll2<r

ahol

sup [|7ef — fli—0  (r—0)

ltll2<r
és

/ GOt —0 (A — +o0).
R\ K(0)

Innen

lim [Thf— fllh=0
A——+00

mar nyilvan kovetkezik.

Specidlisan (1d. 2.2.) legyen

g(t) = W-h(t) -1 /2.e-llt||2/2 (t e R").

Ekkor f € L' esetén

Tnf(z) = f+gn(z /f Yow(z — 1) d
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:ﬁ'/ﬂxﬂ)h(m)dt (xeR",0< N €eN)

és (a 2.2. pontbeli jel6léssel)

on=Tnf—f (O<N€N).

ii) Az i) megjegyzésben szereplé gn (A > 0) fiiggvénysereg egy specidlis in.
egységapproximdacio. Nevezetesen, legyen
® ©vrE L ()‘ > 0)7
o [pa(t)dt=1 (A>0),
* ¢:=supysglleall <+oo,

e Dbarmely r > 0 esetén
/ loa(t)]dt — 0 (A — +00).
R"\G,

Ekkor tetszbleges f € L' fiiggvényre
[f*ex—=flli—0 (A= +o0).

Sét, itt az L' teret és az |.|1 normét kicserélhetjiik az LP térre és a ||.||,
norméara (1 <p < +00), vagy a

Co:={feC:sup [f(t)| =0 (r—+o0)}

l[¢[>r

1

térre*! és a ||.]lc normdra.

Valéban, legyen 1 < p < +o00 és f € LP, ekkor
froa(z) — f(x) = /(f(a: —t) — f(z))pa(t) dt (x e R", A>0).
Innen a Minkowski-egyenl6tlenség (1d. 1.1.) alapjén

7+ 0= 1= ( [ ‘ [ =1~ s@neatey i pdx) "

41 A végtelenben eltiing folytonos figgvények tere.
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< [l ([ -0 -1 >\pdx)l/pdt=flru>+IQT<A> (7> 0)

ahol
() = / ea(t) ( IR >\de)l/pdt
I () 1= / o 0 (/ Fa—t) - >\pdx)1/pdt.

Ha >0, akkor az r > 0 megvalaszthato agy, hogy

(/!f (z—1) )!pda:>1/p<a (t € G,).

és

Ezért
L (M) < 5-/ B dt < gqe  (A>0).

T

Ugyanakkor (az elébbi r-rel)

Ly <2 | £l / ex®ldt (A>0),
R"\G,

ahol az
/ loa(t)|dt — 0 (A — +00)
R™\G,

feltétel alapjan alkalmas Ag > 0 mellett
/ loa(t)|dt <e (Ao <X €ER).
R"\G,

Mindezeket figyelembe véve azt mondhatjuk, hogy

[fxox=Flp < @ [lfllp+9)-e  (o<AeR).

Ha f € Cy és © € R™, akkor tetszOleges r > 0 sugarral és A > 0 paraméterrel

Frona \</!fw—t (2)]- [oa ()] d =

[ 10— s@h i@l [ 15— = )l el



2.5. MEGJEGYZESEK

iii)
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Ha e > 0, akkor az f egyenletes folytonossagéira tekintettel az r megadhatd

ugy, hogy

F@) — f@) <e  (woeR™, [lu—uv] <r).
Tgy
/ @ —t) — F@)] @) dt < & [oalls < g-c.

T

Tovabba (1d. fent)

/ |fl@=1t) = f(@)] lea(t)| dt <
R™\Gr

21 £ oo / oA dt <2 ||fllee (o <AER)
R"\G,

Tehat
Hf*‘p)\_fnoo §(2||f||oo+Q)€ ()\0<)\ER).

Nyilvan (1d. 1)) a
©x = gx ()\ > O)

valasztassal egységapproximaciot kapunk.

Legyen ® € Cj, ®(0) =1 és tételezziik fel, hogy a (Lebesgue-)mérhetd

f:R" >R

figgvényre minden ¢ > 0 szadm mellett 1étezik az

Moy (f,¢) ::/f(a:)CI)(Ea:)dx

integrdl (az f-nek az in. ®-integrdlkézepe). Vildgos, hogy tetszéleges f € L!

fliggvény ilyen. Ha az
€ Mq)(f) 6)

leképezésnek van (véges) hatarértéke e — 0 esetén, akkor azt mondjuk, hogy

az f figgvény ®-integrdlhato, a

lim M@ (f, 6)
e—0



124

2. FEJEZET. INVERZIO

hatarérték pedig az f ®-integrdlja. A Lebesgue-tétel miatt barmely f € L!
esetén

lig Ma (£,2) = [ 1(0)

(tehdt a P-integral permanens). Pl (1d. 1.3. ii) megjegyzés) a
®(x) :=h(z) = e lll?/2 (x € R")

vélasztassal minden f € L' fiiggvényre
o(fee) = [f@e 1 a s [ f@)de -0,

Ebben a specislis esetben Gauss*?- (vagy Gauss—Weierstrass)-integrdlrol beszé-
liink. Hasonléan, a

d(x):=e Pl (zeRM)

valasztdssal Abel-integraldsnak nevezzik a széban forgd eljardast. Nem nehéz
meggondolni, hogy az

0#zeR,n=1)

esetben az [ f(z)dx integral nem létezik, de az f fiiggvény Abel-integralhato.
Ha (1d. fent) ® := h, akkor tetszéleges f € L! fiiggvénnyel (Id. 1.3. i) meg-
jegyzés)

My(M_,f,e) = / Ftye Wb e P 2qe (€ R™).
Ha még fe L' is igaz, akkor

(%) lim My (M_of,€) = / Fit)e B2t (z e RM).

e—0

Ugyanakkor (I1d. 1.3. ii) megjegyzés) h= (2m)"/2. b, igy

My(M —acfa = n/2 /f eHt:2) 71\ (et)dt =

42Johann Carl Friedrich Gauss (Brunswick, 1777. TV. 30. — Gottingen, 1855. II. 23.)
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2n) n/z / (/ fl ytdy> TNt (e RY).

A Fubini-tételt alkalmazva innen azt kapjuk, hogy

( —mfa = n/2 /f </E(€t)el<y_$,t>dt> dy

Tovabba
/ﬁ(st)e vt gp = L /h W(y-o)/et) gy —
£
n/2
(2m)™/ ./h(t)ez«y—x)/e,t)dt _
6”
om)/2 2m)" n
e by -fe = T b -2/ (@ yeR=>0)

Maés szdval

(271')"/2

My(M_ofe) = 2 l/mw—mwvwmyz

[ . (z € R"),

ahol
he(t) := (2m)™2- e "h(t)e)  (t € R").

Kés6bb megmutatjuk (1d. v)), hogy

;igg)/f(y)ﬁa(y —x)dy =

flx)- / hi(t)dt = (27)" f(z)  (mm.z € R"),
amibél a (x) alapjan az inverziés formula (1d. 2.2.) mar kovetkezik.
Tegyiik most fel, hogy (1d. ii)) ® € L' N Cy és legyen

O (z) :=c " B(x/c) (zeR™ e>0).

Ekkor a szorzdsi szabaly (1d. 1.2.2.1.) és az 1.3. i) megjegyzés szerint barmely
f € L' fiiggvényre

Mo ( /f e ") B(et) dt = /f (t—x)d (x € R").



126 2. FEJEZET. INVERZIO

v) A iv)-ben mondottakhoz kapcsolédva lassuk be az aldbbi allitast. Legyen ehhez
@ € L' N Cy és vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

¥(x) = |l Xpmk ), ) llo (z €RY),
valamint
pe(r) =" p(x/e) (r € R™, ¢ >0).%

Feltessziik, hogy ¢ € L' és 1 < p < 4o00. Ekkor tetszbleges f € LP fiiggvényre
az f béarmely x Lebesgue-pontjaban** igaz, hogy

li 127 (0) = (o) [ (0) .

ahol
T.f(z) = / fpet —2)di (2 € RY).

Valéban, ha a 0 < § € R tetszileges, akkor valasszuk az n > 0 szamot gy,

hogy
1
- [flx—t)— flz)ldt <6  (0<r<n).
™ JK.(0)

Vilagos, hogy barmely € > 0 szamra

o= [ eyt =a

T (@) — af(2)] = \ [+ ) et dt\ <

ezért

_|_

/ (Fla+1) — (@) pu(t) di
Ky(0)

/ (x4 1) — f(x) pu(t) di
R™\K;(0)

I + I.

Az egyszerliség kedvéért csak az m = p = 1 esetben részletezziik a bizonyitds
tovébbi részét (az egyéb esetek analég mddon ,,intézhetk” el).

43 Ahol tehat K,.(0) ={te R™:||t|| <7} (r>0) és Ko(0) := 0.
MU Tehdt limp_or ™ fKT(O) |f(x —t) — f(z)| dt = 0. Emlékeztetiink arra, hogy m.m = € R™ pont
ilyen.
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Az I becsléséhez vegyiik észre, hogy a
Yo(r) :=t(x)  (0#zeR,r=]z|

fiiggvénnyel (ami nyilvdn monoton fogy6 és a 1) integralhatésidga miatt integ-
ralhatd, azaz lim, 4 1o(r) = 0)

T‘T;DO(T) < / ¢(l‘) der — 0 (7" — 0’ vagy r — +OO)
{teR:r/2<||t||<r}

Kovetkezésképpen rio(r) — 0, ha r — 0, vagy r — +oo. Ezért van olyan
C > 0 konstans, amellyel

ro(r) < C (0 <7< +00).

Mindezt elérebocsdtva azt mondhatjuk, hogy

hggjmvm+w—fu»wwaa=

-1
2 U@ =) = 1@+ 15+ ) = S@)- (/) dr
0
Legyen
G(s) := /08(|f(x —s) = f@+|f(x+s) = fl@))ds  (s=0).
Ekkor a § és az n megvalasztasabol
i@ r@lat= [ (1@ =0 - f@I+ 17+ = f@hdt =

G(ry<rs  (0<r<n).

Tehat parcialis integralassal

nel /O"G'mwo(r/e)dr— Clnolnfe) / () do(r/2)) <

/e /e
hbolafe) _ =7 et dw) < 055 /O" rd(o(r)) <

™
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<o (e [Tramar)=s (o4 [T wmear) -

0

5. <0+ %-/¢(x) d:p> . B.s.

A most definidlt B konstans nyilvdn csak a 1-t6l fligg.

Az I5 becsléséhez legyen

9n = XR\(~n.n) (z € R)
és
Y(z/e)

Ye(z) = E (x € R).

Ekkor
L < || flli [lgn¥elloo + [£ ()] [[gntellr-

Az el6bbi becslés mésodik tagjardl ¢ € L' miatt a kdvetkezét mondhatjuk:

o= [ lwydo= | Ya)de —0 (e 0)
R\(=n,m) R\(-n/en/e)

Ugyanakkor

n
n ||gn¢€||oo = z Yo(n/e) — 0 (e —0).

Figyelembe véve az elobb az [1-r6l mondottakat az allitasunkat bebizonyitottuk.

vi) Az elébbi megjegyzésbeli szereplékkel a
g =win (A>0)

fliggvénysereg [ ¢(t)dt = 1 esetén nyilvdn egységapproximdcié (1d. i), ii)),
ezért a ii)-ben megfogalmazott &llitas szerint tetszéleges f € X fliggvényre

ITf — fll« — 0 (e —0),

ahol
(L2 ]1lp) (1 <p < +o0)
(X 1) =
(Co, [-llsc)  (p = 400).
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vii)

Specialisan (1d. iv)), ha ®, ® € L'NCy és [ ®(t)dt = 1, akkor barmely f € L*
fliggvénnyel az f Fourier-transzformalt

/ F)e 0. d(etydt (z € RY)

P-integralkozepei € — 0 esetén az |.[[1-normdban konvergdlnak az f-hez. Ha
itt még f € L! is igaz, akkor (az inverziés formula (Id. 2.2.) fentebbi bi-
zonyitdsdban mér alkalmazott ,technikdval”) azt kapjuk, hogy a ¢ := ®(0)
jeloléssel

—c/f e~Ub) (m.m.z € R").
Igy pl. (1d. 1.3. ii) megjegyzés)

oIt/
O(t) := @) (teR")

—-n

véalasztassal ¢ = (2m)™", {gy ujfent adédik az inverziés formula. Vildgos, hogy

ha R
f(x)=0 (m.m. z € R"),

akkor ugyanez igaz az f fliggvényre is. Innen rogton kovetkezik a Fourier-
transzformdcié injektivitdsa: ha f, g € L' és

~

flz)=g(x)  (mm.zecR"),
akkor f(z) =g¢g(x) (m.m.zeR").

Vélasszuk pl. vi)-ban (n =1 esetén) a

o) ="7~ (teR)

fiiggvényt. Ekkor a ¢-t illetéen nyilvan teljesiilnek a vi)-ban (és az v)-ben)
megfogalmazott feltételek, ezért akarmelyik f € Cy fiiggvényre

lim |72 f — fllo =0,
e—0

ahol .
(@) = — = / F)e 2P E g (zeR).
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Mutassuk meg a fentiek alapjdn, hogy igaz a Weierstrass-féle approximécids
tétel, nevezetesen: ha —oo < a < b < 400 és a

g:la,b] = R

fiigguény folytonos, akkor minden 6 > 0 szdmhoz van olyan P (algebrai) poli-
nom, amellyel
lg = Plloc = max |g(z) — P(z)| <.

a<z<b
Terjessziik ki ehhez a ¢ fliggvényt az egész szdmegyenesre gy, hogy a kiterjesz-
tett fiiggvényre (jeloljik ezt f-fel) f e Cy és
supp f Cla—1,b+1]
teljesiiljon.*® Ekkor
lim [T — fllac = 0

miatt tetszoleges o > 0 szamhoz van olyan ¢ > 0, hogy

IT-f — flloo < 0.
Kovetkezésképpen
1 b+1 2.2
. —(t—=x)?/e
max, g(x) v G dt| < o.

Ha z € [a,b] és t € [a—1,b+ 1], akkor

ahol

A [e,d] intervallumon a z — e=# /e fuggvény 0-koriili

15Ezt nyilvdn megtehetjiik.
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Taylor*6-sora egyenletesen konvergens, igy alkalmas N € N természetes szam-
mal

N

N2k
e DRI (k. (t—=2)™

2k 1.1
g2k k!
k=0

<o (x € [a,b], t € [a—1,b+1]).

Kovetkezésképpen a
Ci=(b-a+2)[fllw

konstanssal tetszéleges x € [a,b] helyen

b+1 b+1

f(t)e—(t—w)z/ez dt — £t iv:(_l)k (t $)2k dt| =
a—1 a—1 k=0 2kk'
b+1 N +— )2k
F(t)- <e—<t—w>2/€2 -S>k %) dt| < C-o
a—1 k=0 :
Azt kaptuk tehat, hogy
0= =3 G ™ e o] <
algg?%{b * e/ — g2kkl | a: -
b+1
< max |g(z) — 1 (t)e_(t_“"”)z/g2 dt| +
a<z<b ENVT Ja—1
1 b+1 a0 X (t — z)2*
B —(t—x)2/e2 Y <
v AT f(®) (e kZ:O( D% g | 4 =

Mivel (a binomiélis tételt alkalmazva)

b1
FO)(t —2)* dt =
1

a—

2k

]Z:; <<2jk>(—1)j- /:Zl f(t)t2k—a dt> 2l = :Ej:ocijj (k=0,...,N),

46Brook Taylor (Edmonton, 1685. VIII. 18. — Somerset House, 1731. XII. 29.)
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ezért a

P(z) := E\/7_TZ I -chjzj (zeR)
k=0 7=0
fliggvény olyan polinom, amellyel
C
_ < — .
ma o) — P < (142 ) o <

hacsak a o ,elég kicsi”.

viii) Legyen f € L!, ekkor az f Fourier-transzformaltnak a vi) megjegyzésben (az
ottani szerepl6kkel) emlitett

/ Ft)e 0. o(zt)dt (v € RY)

$-integralkozepei € — 0 esetén az v) megjegyzés szerint az f(x)-hez tartanak
az [ figgvény minden x Lebesgue-pontjaban. Nyilvdn minden olyan z pont
ilyen, amelyben az f folytonos, igy f € C{z} esetén

lim/f(t)eﬂ(t’@'@(at) dt = f(z).

e—0

Ha tehdt f e C{0}, akkor

~

lim [ f(t)®(et) dt = f(0).

Tegytik fel, hogy fz 0 és legyen

o ll2/2 )
t) := G (t e R™).

Ekkor
e—0

1m/ﬂm4w%ﬁ:@m¢@,

48

kovetkezésképpen a Fatou?’-lemma?® miatt

/ 1F(6)|dt = / flt)ydt = / lilan_)i(l)lff(t)e_ez”t”z/2 dt <

“"Pierre Joseph Louis Fatou (Lorient, 1878. II. 28. — Pornichet, 1929. VIII. 10.)
“®Ha adott (X,Q, ) mértéktér esetén az fr : X — [0,+0c] (k € N) fiiggvények valamennyien

mérhetdk, akkor likm inf fi, du < likm inf/ fx du. Ha itt még van olyan F : X — [0, +oc] mérhetd
¢ — 00 — 00

fiiggvény, amelyre [Fdu < 400 és fr < F (k€ N), akkor limsup/f;c dp < /lim sup fr dp is
k—oo k— o0
igaz.
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< liminf / Fltye== 1P /2 gy — lim Flt)ye== 1P /2 gy —
E— E—

(2m)"- £(0) < +oo0.

Ez azt jelenti, hogy fe L'. Mas széval, ha az f € L' fiiggvényre fz 0 és
f € C{0} teljesiil, akkor igaz az inverziés formula (1d. 2.2.):

o) = [ Fpeie) m.m. z € R"
f@) = e [ FO 0t (e RY),

tovabba ) R L =
10) = G [ Ftydt = o F 0
Legyen pl. (n =1 esetén)
.2
K(z) := % S“(“xg)/f) 0#zeR)
o (x=0)
az un. Fejér-mag (Id. még 3.3. iv) megjegyzés). Ekkor (Id. 1.2.2.1.) a hy

haromszogfiiggvénnyel
1 ~
K =—"h;.
or !
Vildgos, hogy 0 < K € L' és hy € C{0}, ezért

/K(x) dx = % hy(z) dz = %}211(0) =h;(0) =1.

Ez azt jelenti (1d. ii)), hogy a
Ky(z) := X K(\x) (x eR, A>0)

egyenléséggel értelmezett K, (A > 0) fliggvénysereg egységapproximaciot
alkot, kovetkezésképpen

Jm =Ky flli =0 (fe LY.

Megjegyezziik, hogy egyszeri szamolassal ellenérizhetd, miszerint

_ sin®(z/2

~ )_ ! . M2 ] T
hie) = o = [ (- l)eas (0£aeR).
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fgy az elébbi f € L! fiiggvénnyel és \ > 0 paraméterrel (a Fubini-tételt és az
1.3. i) megjegyzést felhasznalva)*®

K)\*f /fﬂj‘—tK)\ :—/fl‘—l-thl()\t)d

i./f(a:ﬂ). (/ (1- !z\)-e“’%&) gt —
2 /f“f (/ (1 /Ay ) i =
- </ = <t>€”ydt> (1= yl/N) dy =

/ Tt () (1 - lyl/N) dy

1 Y —1T
o [ A Faemay @en)
T J-x
Tovabba az is nyilvanvald, hogy
(Kx* )N =Ky f
és (1d. 1.3. v) megjegyzés)
~ ~ 1 =2
Ea(z) = K(z/A) = o hi(2/3) = hi(z/A) =

max{1— [e|/A} =0 (o] > 1)
miatt a (K * f)" Fourier-transzformdlt kompakt tartéju.

Ha tehdt az £ szimbélum jeloli azoknak az L'-beli fiiggvényeknek a halmazt,
amelyeknek a Fourier-transzformaltja kompakt tartéju, akkor az £ (az ||.|1
norma szerint) egy stirti altér az L'-ben (1d. még 4.3. i) megjegyzés).

ix) (Székefalvi-Nagy® (1948), (Young-)Hardy®' (1922).) Béarmely (a 27 szerint pe-
riodikus) f € C[—m, 7] fiiggvény és x € [—m, 7] esetén (I1d. 2.4.1. az ottani

jelolésekkel)
1 N
_ %~/f(x —tm)d(t) dt

OVegyiik figyelembe, hogy a h; Fourier-transzformalt péros fliggvény.
08z8kefalvi-Nagy Béla (Kolozsvar, 1913. VIL 29. — Szeged, 1998. XII. 21.)
5'Godfrey Harold Hardy (Cranleigh, 1877. II. 7. — Cambridge, 1947. XII. 1.)
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A
egyenlGséghdl ui.

o f(x) = f % Om( / Zfa:—t (t + 2km) dt =

/ S S (6 + 20)) 0+ 2h) e =

T k=—00

Z ! f z—( t+2k7r))9m(t+2k7r)dt:/f(x—t)@m(t)dt:

k=—00

o [ fla = 0Bmtyde = o [ 1o~ t/mfce) a

x) Az inverziés formula (1d. 2.2.) és a Plancherel-tétel, valamint a Parseval-egyen-
16ség (1d. 1.2.3., valamint xiv)) kapcsolatét illetéen induljunk ki elészor az utébbi
kett6 fennallasabol. Ekkor

_ /f(t)K(x,t) it (f, feL'nI? zcRY),

ahol
K(u,v) := X (u, v e R")

alapjan az R
L'NI?>s f fel?

operator adjungaltja (azaz az unitér volta miatt az inverze) a fentiek alapjan az

1 . _Z<U7U>

R" > (u,v) — (27?)”'K

magfliggvény altal meghatarozott T integraloperator. Tehat

flz)=Tf(x ye @hat  (f, fe L'NL% z € R,

ami nem m4és, mint az inverziés formula.
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Forditva, ha f € L' N L2, akkor (Id. 1.1.)
I£13= [ 1 F@de = £+ FO),
ahol L
F(t) := f(-t) (teR").

(
Tovabbd F e L'NL2 és f+ F = f-F, valamint

ﬁ(:g):/ )e! @t gt = /f e~z dt =

/f eedt = f(z) (¢ € R,

fgy L
fxF=|f>0.

INVERZIO

Mivel f, F € L?, ezért tetszbleges x € R™ esetén a Cauchy-Bunyakovszkij-

egyenlétlenség szerint (1d. 1.3. i) megjegyzés)

|f* F(z) — f=F(0 I—‘/f F(z —t)— F(—t))dt| <

1/ 1l2- \//\f t—x) = fOPdt = Ifl2 |T-of = flz2—=0  (z—0).

Tehat f« F € C{0}, amibdl a viii) megjegyzés alapjan az inverzids
az f x F-re vald alkalmazhatdsiga kovetkezik:

f*F(x /f*F e Motlg

(271r)"’ / FOR-e@tar (zeRY).

Specialisan az z := 0 valasztassal

1 ~ 1
113 = £ PO = e [ 1FOP dt = o 1FIB,

ami a Plancherel-tétel.

formulanak
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xi) Mutassuk meg, hogy ha n =1 és f € C?, tovdbba
£ s e LY
akkor fe L'. Ezzel kapcsolatban emlékeztetiink arra, hogy ha a
g:R—R

fiiggvény folytonosan differencidlhaté és g, ¢’ € L', akkor

lim g(z) =0
és .
g(x) = / g (t)dt (x € R).
Nyilvan

/ g (@) di = Tim ; J(t)dt = lim g(a)
is 1étezik és ¢/ € L' miatt

Jm g(z) = 0.
Kovetkezésképpen az elobbi f-re vonatkozé feltételek alapjéan

lim fa) = lim f(x) =

r—*+00 r—+o0

Ezért tetszéleges 0 # z € R helyen (parcidlisan integrélva)

/ f(t)e'™™dt = lim f (t)e'™dt =

a——+00

f(a)ezax _ (_a)e—za:c

lim — —- lim / (e dt =

a—+o0 1T 1T a—+0oo

lim f/(a)eza:v - f/(_a)e—mm o i lim f/l( ) zt:cdt —

a——+o0 x2 x2 a——+o0
1 —
_ ) " zt:c - . " 1% e
$2 aEI}-loo/ f dt = 1'2 /f (t)e dt $2 f (‘T)

Mivel a feltétel szerint f” € L', igy

1o < 1”111,
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tehat alkalmas C > 0 konstanssal

~

|f(@)] <

(Al (2] < 1)
} (x € R).

1 S1 2
Sl (x>0 ) e

Innen mar vilagos, hogy fe L' (és igy ,,miikodik” az inverziés formula).

Specidlisan azt kapjuk a xi) megjegyzésben kovetett szamolasbdl, hogy
n=1,feC f, f el

esetén (Id. 1.2.4.)

~

f’(az) = —w- f(x) (x € R).

Ebbél a szempontbél elegendd azt feltenni, hogy az f € L' fiiggvény abszolit
folytonos. Ekkor ui.

feD{z} (mm.xeR) é f el
tovabba

flx) = /_w f(t)dt (m.m. z € R).

Lassuk be, hogy ha f, f € L', akkor f € L? (és egytttal f € L2). A feltétel
miatt ui. az f-re alkalmazhaté az inverziés formula (1d. 2.2.):

x) = L [7 e ) gt = L F(~x m.m. x "
F@) = g [ Tt = o (=) (mamw € RY),

ahol F' := f Mivel az F folytonos és a Riemann—Lebesgue-lemma (1d. 1.2.)
alkalmazaséaval
lim F(z) =0,
llz[|—o0
ezért van olyan r > 0, hogy

IF(z)] <1 (z€R"\G,).

Kovetkezésképpen

[ @i = e [ V@R e i [ R




2.5. MEGJEGYZESEK 139

’GT" i 2 1 / i
< -max |F(x)|" + ——=— F(z)|dxr <
(2m)2n xeGT-‘ (@) (2m)2n Rn\GT.‘ @)l
G| max |F(z)[? + z)|dxr < +o0
(2m)?" zeq, ’
ahol a |G| a

Gr={z e R":|lz|| <r}
,g6mb” (Lebesgue-)mértéke.5?

A most mondottak alapjan mar kénnyt igazolni az alabbiakat: ha

frg. f.ge L

akkor

(1°) / F07(@) di = (2m)" / F(0)g(E) dt

3

€S

(2) £l = (2m)"/2 ]| £ ]2

Nyilvanvald, hogy a (2°) kévetkezik az (1°)-bol (g := f). Az (1°) bizonyitasa-
hoz vegylik észre, hogy a Fubini-tételt és az inverzids formulat alkalmazva

-1 [
J ([t 0= f e

52 A kévetkezOképpen is eljarhatunk: ti. L' N L% C L2, Valéban, ha g € L' N L*>°, akkor egyrészt
az A := {z € R" : |g(z)| > 1} nivéhalmazzal +oo > [|g(z)|dz > [, |g(z)|dz > |A]. Mésrésat
J1g(@)? do = [ru 4 19(@) dz + [, 19(2)? dz < [y 4 l9(@)] do + gl |Al, ahol [g]l%-|A] < +o0
és fR"\A lg(z)|dz < ||g|li < +o0. Tehdt |lg|l2 < +oo. Persze, egyszerlien azt is megtehetjiik, hogy

9@)1* < llglle-lg(@)]  (mm. 2 € R"). Tay gl = [lg(@)]* dz < [lglloo [ lg()|dz, mds széval
||g||2 VI9lleo lgll1 < +00. Ha f, f e L', akkor az f € L™ korlatossagbél f € L'NL> és emiatt
f € L?. Ugyanakkor az inverziés formula szerint flz) = 2m) " g(—z) (m.m.z € R"™), ahol g := =7
Ezért g € L* alapjén megmt csak azt mondhatjuk hogy f € L' N L™, kivetkezésképpen f €L’

*Megjegyezziik, hogy az |f( )g(t) ) ezt = |f( ) lg(t)] (z,t € R™) egyenléség és az fogelL
tartalmazds miatt a R*" 3 (z,t) — f( Yg(t)e Y leképezés integralhaté (,kétvaltozés”) fiiggvény,
ezért valéban alkalmazhaté volt a Fubini-tétel.
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xiv) Az elébbi megjegyzést felhasznalva nem nehéz bebizonyitani az L2-beli fiigg-

vények Fourier-transzformaltjaval kapcsolatban az 1.2.3. pontban megfogalma-
zott allitasokat. Ehhez eldszor is jegyezziik meg, hogy tetszdlegesen valasztott
f € L? fiiggvényhez és ¢ > 0 szdmhoz van olyan kompakt tartéji g € C?
fliggvény, hogy

If —gll2 <e.

Aaz egyszeriliség kedvéért csak az m = 1 esetre szoritkozva létezik olyan
h=23_cx Xapp]
k
lépcsdsfiiggvény®, amellyel

3
I1F = hlla < 5.

Vildgos, hogy barmely itt szereplé (véges sok) k-hoz és minden § > 0 szdmhoz
megadhaté olyan g, € C? kompakt tartéji fiiggvény, hogy

gk — X[apbll2 < 0.

Ha ezek utdn (a h-t definidlé Gsszegben a X, 5, -kat a gx-kra cserélve)
9= Gk,
k
akkor g € C?, kompakt tartéji és

g
1B = gll2 <> lerl llge = Xappgllz < 6> ler] < 3
k k

hacsak a d > 0 ,elég kicsi”. Kovetkezésképpen

If =gl <IIf = hllz+ 1k =gl <e.

Az elébbi g fliggvényre nyilvdn alkalmazhaté a xi) megjegyzés, miszerint
g, g € L'. Mindez azt jelenti (1d. xiii)), hogy akarmelyik f € L? fiiggvényhez
megadhaté olyan L' N L%beli (fi, k € N) sorozat, hogy egyittal a transz-
forméltak (fy,k € N) sorozata is L' N L2-beli és

If = frl2—0  (k— o0).

54 Ahol tehét a > - Osszegzés véges sok tagra vonatkozik.
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Ekkor minden j,k € N esetén
1fe = Fillz = @m)"2-\lfi = filla =0 (. b — o0),

amibdl®® az (fk,k: € N) sorozatnak a ||.|l2 normaban valé konvergencidja is
kivetkezik. Van tehét olyan F € L2, amellyel

Ifi = Flla =0 (k= oo).

Konnyli meggondolni, hogy az elébbi F fiiggvény csak az f-t6l fiigg. Mas
széval, ha a
g eL'NL? (keN)

fuggvényekbdl allé sorozat is olyan, hogy
greL'nL? (keN)

és
If —gkllz—0  (k— oc0),

akkor a
|G —=3kll2—0  (k— o0)

médon definidlt G € L? fiiggvényre

F(z) = G(x) (m.m. z € R").

IF = Glla < |F — fill2 + Gk — frll2 + G = Gill2 =
IF = Filla + @)% gk — fullz + |G = Gill2 <
IF = frlla+ o) (I fx = flla+ I1f — gkll2) + |G = Gella — 0 (k — o).

Innen ||F — Gll2 = 0, {gy az el6bb jelzett, m.m. értelemben vett egyenlGség
valéban kovetkezik.

Ha az eddigiekben f € L' N L?, akkor

o~

F(x) = f(z) (m.m. z € R").

Lévén az (L?,|.||2) Banach-tér.
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Ekkor ui. (egyszertien beldthatéan) a fenti (fi, k € IN) sorozatrol az is feltehetd,

hogy
If = frli—0  (k— o0).

[gy minden z € R" helyen
Fle) = Ful)] =
' [~ sinetta] <15 -l ~ 0

tehat R R
fo@) = f(x)  (k—o0),
mégpedig az x-ben egyenletesen. Tudjuk, hogy

Ifs=Fla—=0 (k- o0).

Legyen r > 0, ekkor (I1d. xiii))

¢/ )2 dz <

(k — 00),

[ o= PM/T

I1F— ﬁM+WG|wPU fi(@)] =0

Ez azt jelenti, hogy
|F(z) — f(x)]* dz =0,

T

ezért

F(z)=f(z) (mm.zeGq,).

Mivel itt az r > 0 tetszOleges, ezért az

~

F(z) = f(x) (m.m. x € R")

egyenloség mar kovetkezik.

()2 dx <

(k — o0).

Osszefoglalva a jelen megjegyzésbeli elézetes fejtegetéseinket kézenfekvd tehdt a

kovetkezd definicié: ha f € L2, akkor legyen
f:: F.
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xv) Léssuk be, hogy

1° barmely f, g € L? esetén:

a) <f, g9) = (2m)"(f,g) (Parseval-egyenldség);
b) ||f||2 = (27T)"/2- IIfll2  (Plancherel-formula);

¢) [ f@)g(x)de = [ f(x)g(x)de (szorzdsi szabdly).
2°Han=1¢é feL?>ND, valamint f’ € L?, akkor
f’(:n) = —wux- A($) (mm. z € R).
3° Tegyiik fel, hogy f € L', g € L?. Ekkor
fro(e) = F@)x)  (mmxeR"

fla
és (1d. 2.3.) alkalmas gp € S (k € N) sorozattal

(fxg)(x) =

- lim F©)- ge®e B dt (mm. z € R™).

1
(2m)"
4° TetszOleges f,g € L? fiiggvényekre

—

1 N ~ —itz n
f*%ﬂZEB;/fwﬂwe it (zeR")

és
2m)" fg=f*3g.

Az 1° igazoldsdhoz legyen elészor is az L'-beli (fy,k € N) és a (g, k € N)
sorozat olyan, hogy
Joake L' (keN),

valamint

If = fell2—=0  (k— o)
és

lg —gkllz =0  (k— o0),

5Ld. még 4.3. i) megjegyzés. Emlékeztetiink arra (1d. 1.1.), hogy f,g € L? esetén csak annyit
mondhatunk, hogy f g € L™, {gy az f * g-nek nincs értelme.
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akkor a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenl6tlenséghél
(F.9) = (Fogid| <|(F - Fod| + | (Frog - a0)] <

1f = Fellz- llgll2 + [ fxll2- 19 = Grll2 <

I1f = Frll2- llgll2 + “ub I £ill2- g = Gulla =0 (k — 00).>
JE

Ezért igaz az R R
k—o0

egyenléség. A xiii) megjegyzésben viszont mér lattuk, hogy

(Fr 1) = 20)™ (frs 1) (k € N),

ahol (az elébbiek analdgidjara)

(forg1) = (fr9) (b —o00).

fgy ~
(f?g> = (27T)n <f7 g>7

ami az a) allités.
A b)-beli Plancherel-formula nyilvan specidlis esete az a) Parseval-egyenléségnek
(a g:= f vélasztassal).
A c¢) szorzési szabély igazoldsa az a) egyenléséghez hasonlé médon torténhet.
Ha ui. az

frs Gk (k€ N)

az a) bizonyitasaban szereplé fliggvények, akkor a Cauchy—Bunyakovszkij-egyen-
16tlenség alkalmazédsaval

<

' [T ds— [ Rt as

<

' [Fw) - Gitaate) i

i \ [ Ao - o) do

I1f = frlle lgllz + 1 fxll2 lg = grlla = 0 (k — o).

UL (Id. xiii)) supjen [ fill2 = 2"/2-sup;en [Ifill2 < +o0.
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Kovetkezésképpen

[ Faal M—M/ﬂ ok (z) da,

ahol minden k € N esetén (az L!'-beli szorzési szabdly (1d. 1.2.2.1.) miatt)

/ Fo@)gi(a) do = / Go(@) () da

Mivel (az elébbiekkel analég médon)

[ t@)ds =t [ G0 fula) da
ezért a c) mar kovetkezik az eddigiekbol.

A 2° igazolasdhoz elSszor is vegyiik észre, hogy az f, f' € L? feltételezésbdl
kovetkezéen (Id. Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlétlenség) f'- f € L', Igy

() =2f f e L,

més széval az f? fiiggvény abszolit folytonos®® és

- rydt = hm/f

0 r——+00
2 _
lim —f (2)
T—~+00 2
Innen vilagos, hogy létezik a
lim f*(z)
T——+00

hatarérték, ami az f2 € L' integrdlhatésagra tekintettel csak nulla lehet. Tehét
(ugyanilyen meggondolds utén)

lim f(z)=

|| =00

Legyen most mar
gk = "X  (kKEN),

Az f € D differencidlhatéség helyett kiindulhatnink abbdl, hogy az f abszolit folytonos. Ekkor
ui. az f? is ,automatikusan” abszolit folytonos.
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amikor
If =gkl —0  (k— o0).

Ezért (Id. b)) )
If"=gkll2—0  (k— o0),

ahol g, € L' NL? (k € N) miatt parcidlisan integralva (figyelembe véve azt,
hogy az f|[7k " fiiggvény abszolut folytonos)

k k
%@O=/;f%k”%#=ﬂmém—fb%kﬂ“—ww/;fwéﬂﬁz

FR)e™™ — f(—k)e ™" — 1z by (x) (keN, zeR),

ahol

Jegyezziik meg, hogy itt

If = hilz2 =0 (k— o),
tehdt egyittal (1d. b))

If =hilla =0 (k— o).

Igy van olyan (vj,7 € N) indexsorozat,”® amellyel

lim ﬁ,,j (z) = f(x) (m.m. z € R)

J]—00

teljesiil. Ekkor persze
1f" = Gulla =0  (j — o0)
is igaz, amibél ismét csak egy alkalmas (y;,l € N) indexsorozattal

llim Gu,, (x) = f'(2) (m.m. z € R)

addédik. Ugyanakkor az el6zetes megjegyzésiink alapjan

lim (f(k)e*™ — f(—k)e™"*") = 0,

k—oo

®Ha 1 <p< 4o ésaz fir, f € LP (k € N) fiiggvényekkel ||fx — fllp — 0 (k — o0), akkor
valamilyen (v;,j € N) indexsorozattal lim f,,(z) = f(z) (m.m.z € R).
j—o0
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mas szoval

fl(x) = zliglog’/“l (x) = —Z:L"lliglo hy,, (x) = —wz- f(z) (m.m. z € R).

A 3¢ igazolasdhoz legyen (1d. 2.3.) a
g €S (k S N)

sorozat olyan, hogy
lim ||g — gkl = 0.
k—o0

Ekkor a Young-egyenlétlenség (1d. 1.1.) alapjan
1f g = f*grlla= 15 (g =gl < Ifll-llg —grlla =0 (k— o0),
amibél (1d. 1.2.2.1.)
1fxg—frglla=If*g—Fala—0  (k— o0).
Ugyanakkor (Id. b))
1f % ge = F-Gll2 = I1f-Gi = F-3ll2 = I1F- @ = Dll2 < I1f lloe" 13 — G ll2 <

L
(271')"/2

Kovetkezésképpen

[F I llge = glla =0 (k= o0).

fxg=Fale<Ifxg—Ffrgelo+lf*ge—F-Gla—0 (k- o0),

més szoval

~

1f%g—FGla=0= fxg(x)=fx)Gx) (mm zecR").
Mivel (1d. fent) N
1f-9—fGklla—0  (k— o0),
ezért (1d. b)) -
7o Fal,~0 oo

Itt
Frgm [*oe=Fgrel'nL?> (keN)
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is igaz, igy az inverziés formula (1d. 2.2.) szerint

—_

I
Fi(z) = W‘f * gi(—x) =

1 —

(27T)n.f.§k(_x) = f* gx(2) (k€ N, mm. z € R").

Tovébbé (1d. 1.1.)

1f*gr— frglla=f*(gk—g)ll2 <Ifll1-llgr —gllz =0  (k— o00),

amibdl
If*g—Fill2—0  (k— o0)

adédik. Ezért egy alkalmas (v, k € N) indexsorozattal

fxg(a) = lim Fy,(x) =

1 1 Y I~ —u(t,x n
G / (0G0 (e dt (mom. z € RY)

Végiil, a 4° allitas f, g € S esetén kozvetleniil ellenérizhets. Pl.

(271')"-?2] = f*:q\ — (2m)™ fﬁg = (f* 9)",

ahol (1d. 2.2.)

(2n)" Fa(z) = @n)*" (fg)(—)  (z € R")

és (Id. 1.2.2.)

~
~ ~

(f+9)"(2) = f (2)-gx) = 2m)" f(—x)- (2m)" g(—2) =
@2m)*"-(fg)(~z)  (z €R").
Innen az altaldnos f,g € L? esetet az elézéekkel analég technikédval kapjuk.

xvi) Gondoljuk meg, hogy ha f € L? és az (fr,k € N) tetszéleges olyan L2-beli
sorozat, amelyre

If = filla =0 (k—o0),
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akkor R
If = fellz—0  (k— o0).

Ti. a Plancherel-formula miatt
If = Filla = @02\ f = falla = 0 (k— o0).

Az R
L*> fs feL?

leképezés nyilvan linearis, ezért az

o~

L2:={fel?: felL?

képtér altere az L2-nek. Ez az altér a fenti (Id. xv)) 2° miatt zart is (az

-~

(L?,||.]|2) Banach-térben). Ha ui. f € L? (k € N) és az (fi,k € N) sorozat
a ||.]]2 norméban konvergens: legyen

F := lim ﬁ,
k—o0
azaz, ~
[fe =Fl2—0  (k— o0),
akkor 1
”fk—fjH2:W'”fk—fj\bﬁo (k, j — o00).
Tehét van olyan f € L2, amellyel
lim [[f — fgll2 = 0.
k—o0
Kovetkezésképpen L
k—o0
amibdl F = fe Z}E, azaz az L2 zartsdga adodik.
Mutassuk meg, hogy 12 = L?, més széval: az

L?> f felL?

Fourier-transzformacié sziirjekcié. Valéban, L2 # L? esetén a funkcionélanalizis
alaptételei miatt lenne olyan g € L2, amelyre |g|l2 # 0 és

/ Fw)g@)dr =0 (feL?)
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teljesiilne.% A fentiek szerint (1d. xv) 3° szorzdsi szabdly) ezért minden f € L?
fliggvényre fennallna, hogy

amibél g = 0 (€ L?), igy
0 = [lgll2 = (2m)"*- |lg]2

kovetkezne. Tehat |g|l2 =0 lenne, ami (az indirekt feltételezésink miatt) nem
igaz.

xvil) A xv) megjegyzésbeli 3° szorzési szabalyt (is) felhasznalva , pontonkénti” eld-
allitast is adhatunk egy f € L? fiiggvény f Fourier-transzformaéltjara. Csak az
n =1 esetre részletezve mindezt legyen ui. pl. = > 0 mellett g := X[ ,). Ekkor

a 3° alapjan
/Oxﬂt)dt [ Foatyae = [ swace

—z'/f(t)- - " ! dt =: F(z).

Mivel fe L?, ezért az f lokdlisan integralhaté®, az F' pedig az integralfiigg-
vénye a (0,+00) félegyenesen. FEzért az integrélfiiggvények differencidléséra
vonatkozé Lebesgue-tétel alapjan

flz) = F'(x) (m.m. z > 0)

(6s mindezt az = < 0 esetén is hasonlé médon kapjuk). Ha itt f € L' N L2,

akkor a .
et —1
0#t
e
fliggvény korldtossaga miatt
. ezht -1
f@)e” ——| < CIf[O] (& heR\{0})

0(Riesz-tétel.) Legyen az (X,(,)) Hilbert-térben az Y C X valédi, zért altér. Ekkor tetsz6leges
x € X\Y elemhez egyértelmiien létezik olyan z € Y, hogy ||z — z|| = min{||z — y|| : y € Y'}. Mindez
azzal ekvivalens, hogy © — 2z L Y, azaz (x —2,y) =0 (y €Y). Nyilvdn = — z # 0.

5'Ha ui. a § # K C R halmaz kompakt, akkor a Cauchy-Bunyakovszkij-egyenlétlenséget alkal-
mazva [ |f(z)ldz = [|f(z)| Xk (z) dz < || fll2- [Xxcll2 = [| fll2- /TKT < +o0.
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xviii)

Xix)

alkalmas C > 0 abszolut konstanssal. Tehat az

(o) = lim TEFN ZF@) m [ el et
Fi(x) = lim, - =~ lim [ f(1) ——Cdt =

zht_l 1
— i fewt. S~ gt
Zhli%/f()e h t

derivélt kiszamitdsakor (az integrélds és a hatardtmenet felcserélhet&ségérol
sz616 Lebesgue-tétel alapjan) a ,limj,_0” operdcié ,bevihetd” az integraljel
mogé:

A 2° Plancherel-formula (1d. xv) megjegyzés) alkalmazédsdval mutassuk meg,

hogy
.2
/Sm2$da::7r.
T

Szamitsuk ki ehhez az f := X[_; ;) fuggvény Fourier-transzformdltjdt: ha x # 0,

akkor
f(m) _ /1 ety e —e ™ _ 2sin x
1 1w r

Ezért a 2° szerint

sin? z

dx.

2 ||£]12 = 4 = || FI3 = 4 /

22
Egy L'-beli f fiiggvény Fourier-transzformaltjit gyakran az

@) = / FeENg (3 e RY)

eloirassal értelmezik. Ekkor

~

fola) = f(=2m2)  (z €R")

52Fzzel mellesleg tjra megmutattuk az L2-beli Fourier-transzformécié egyfajta permanencidjét,
miszerint f € L' N L? esetén az f Fourier-transzformalt L'-, ill. L2-értelemben ugyanaz.
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és az inverzids formula (1d. 2.2.) a kovetkez& alakot olti:
/f 27rz:ct (LEER”)
Egy masik gyakori valtozat a Fourier-transzformacio értelmezésére az alabbi:
o) = — / Fe@hat  (z e RM).
(271')"/2

Nyilvan
1 ~ n

tovabba az inverzids formula alakja:

foz) =

1 O wx,t n
f(a:):W-/f ®)e’®Pdt  (z e R™).

Ha
1

I = G

akkor az inverzids formula igy néz ki:

- / POt (zeRM).

Vilagos, hogy

e 1Bl gy

f(x) =

/f(27rz)e_2m<x’z>dz = F°(x) (x € R"),

ahol
F(z) := f(2mz) (z € R").



3. fejezet

Absztrakcio

Az eddigiekben (adott 1 <mn € N mellett) az
f:R"—>C

tipusu fiiggvények trigonometrikus Fourier-transzformaltjat vizsgaltuk. A tovabbi-
akban roviden bemutatjuk, hogy az elobb emlitett specidlis vondsok valéjaban csak
latszolagosak, és az egész témakor egy sokkal altalanosabb keretbe illesztheté. Ennek
soran vazlatosan érintjiik a Fourier-sorok esetét és a gyakorlat szempontjabdl kiemel-
ten fontos gyors Fourier-transzformaciét, illetve mindennek a Walsh—Fourier-analizis-
beli analogonjait.

3.1. Fourier-transzformalt

Az eddigi vizsgalédasaink mogott az aldbbi dltalanos érvényli hattér huzodik meg.
Legyen ti. az (X,7) tetszOleges lokdlisan kompakt Abel-csoport (Id. 1.1.), a T’ a
csoport karaktereinek! a halmaza, a v pedig Haar?-mérték® az (X,7) csoporton, és
vezessiik be az aldbbi definiciét: az

f: X—>C

'A v: X — C folytonos fiiggvény a széban forgd csoport karaktere, ha |y(z)| =1 és y(z ey) =
y(x)-v(y) (x,y € X), ahol a e szimbdlum jelenti az X-beli csoportmiiveletet. Rviden szélva: a vy
karakter folytonos homomorfizmus az X csoport és a {z € C : |z| = 1} komplex egységkor kozott.
Ha e € X a csoport egységeleme, akkor v(z) = y(zee) = v(z)-v(e) (z € X) alapjén ~(e) = 1.
Vildgos, hogy a I' a fiiggvények kozotti ,,szokdsos” szorzasra nézve csoport.

?Haar Alfréd (Budapest, 1885. X. 11. — Szeged, 1933. TII. 16.)

3A v tehét eltoldsinvaridns mérték, azaz minden A C X v-mérhetd halmazra és © € X elemre
az x e A halmaz is v-mérheté és v(z e A) = v(A). Az X 0Osszes Borel-halmaza ilyen.
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(a v mértékre nézve) integralhato fiiggvény (f € L') esetén a
rsy e f0)= [ Frav

leképezést az f fliiggvény Fourier-transzformdltjdnak nevezziik.*
Legyen
L''={fecCr:.fell)

és vezessiink be a I'-ban egy 7r topoldgidt a kovetkezéképpen: a Tr a leggyengébb
olyan topolégia, amelyre vonatkozéan az L' elemei folytonosak.? Ekkor a (T',7r)
lokélisan kompakt Abel-csoport (az (X, 7) dudlis csoportja). Jeloljiikk N -nel azoknak
az

f: X—->C

fiiggvényeknek az osztalyat, amelyek valamilyen A, a (I', 7r) csoport Borel-halmazain
értelmezett korlatos (Borel-)mérték segitségével a kovetkezoképpen éllithatdk eld:

ﬂ@=/%@MW) (x € X)

Az N halmaz elemeire bebizonyithaté az aldbbi allitds: megadhaté olyan m Haar-
mérték a (T, 7r) karaktercsoporton, hogy tetszéleges f € L' NN fiiggvény’ f
Fourier-transzforméltja az L'-ben van és igaz a kovetkezd inverzids formula:

ﬂmz/ﬂmwmmw> (x € X).

Ha pl. X :=R (az euklideszi topoldgidval és a valds szdmok kozotti sszeaddssal,
mint csoportmiivelettel), akkor (1d. 3.2.1.) az

ey(z) = e (x € R)

fliggvényekkel
I'={e,:v€R} =R,

“Idénként az f°(v) := [ fydv (v € T) egyenldség révén értelmezik az f fiiggvény Fourier-transz-

forméltjat. Vildgos, hogy pusztdn formai kiilonbségrél van sz, ui. az el6bbi jelolésekkel f°(vy) = f(ﬁ)
SHa tehét a 7. topolégia a I'-ban és ennek értelmében az L' elemei folytonosak, akkor 7r C 7.
SMinden rogzitett © € X esetén a I' 3 v — () leképezés (a A szerinti) integraljarél van szé.
"Az f: X — C a v mértékre nézve integralhaté N -beli fiiggvény.
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tovabba alkalmas «, 8 > 0 szamokkal
v=au és m=[pu
(ahol a p az R-beli Lebesgue-mérték). Az
f)=e (teR)
fiiggvény L' N N-beli és

~ 2
f(y) = /e_lt-e”t dv(t) = a-/e_”-e”t dt = 1 a

+ 2

fgy az elébb idézett inverzids formula szerint

2 e T
—|z| e~ 1T g ) /
€ = m = 2a0-
/ 1+ 7 ™ L+~ 2 &

Az z := (0 véilasztéssal innen

1-2@[3/ 5 dy = 2m-af

adodik.

155

Rogzitsiik a v Haar-mértéket (azaz az a-t), ekkor az inverzids formuldban szerepld

m Haar-mérték a kovetkezo: u

2ra

Példaul a:=1 és ([:=1/2m, amikor (pl. (Id. 2.2.) f, felrLl esetén)

- / fB)ertdt  (yER)
és )
- / ft)edt  (z€R),

vagy
1

a::ﬁ::\/—2_7r,

amikor meg

t)e ' dt (v€eR)

_ C@E?d/
/ Je " dt  (z€R)

(Id. 2.5. xix)—xxi) megjegyzések)

és
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3.2. Specialis csoportok

Emlitsiink meg néhany fontos, az elmélet és a gyakorlat szempontjabdl is egyarant
kiemelt jelentOséggel bird csoportot.

3.2.1. A valés szamok csoportja

Legyen X := R, a 7 az euklideszi tavolsag altal meghatarozott ,,szokasos” topold-
gia, tovabba a v legyen a Lebesgue-mérték a szamegyenesen, a e pedig az R-beli
osszeadéas. Ekkor az (X,7) lokélisan kompakt topologikus Abel-csoport. Ha ¢ € T,
akkor a ¢ folytonos, ¢(0) =1, ezért egy alkalmas ¢ > 0 szammal

o= /(,D(t)- X[O,(S} (t) dt 75 0.
Ugyanakkor (a ¢ karakter 1évén)

oz +1t) =) plt) (z,teX),

kovetkezésképpen
T+

o o(z) = / o+ 1) X (1) dt = / o(t)dt  (x€X).

xT

Miés széval a ¢ differencidlhaté® és (a karaktertulajdonségot kifejezé fenti egyenléségre
tekintettel)

la+t)=p()dt) (z,teX)
miatt
¢ =¢(0)-¢.
Ez nem mas, mint egy, a @-re nézve homogén linearis differencidlegyenlet. Mivel

p(0) = lp(x)l =1 (z €R),

igy van olyan y € R, hogy ¢ = e,, azaz

p(a) =ey(z) = (rcR).

8Ti. egy folytonos fiiggvény integralfiiggvénye differencidlhaté.
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Nyilvan barmely y € R esetén e, € I'. Tehat:
I'={e,:y R}
és a
I'se,—yeR
leképezés izomorfia. fgy ez utobbi értelemben az R dudlis csoportja énmaga, amikor

egy f € L' fiiggvény Fourier-transzforméltja az elézéekben vizsgalt , klasszikus” tri-
gonometrikus Fourier-transzformalt:

Fly) = / fhevdt  (y € R).

3.2.2. Trigonometrikus rendszer

Tekintstik az X := [0,27) intervallumot, az A C [0,27) halmaz pedig akkor legyen
,nyilt”, ha barmely a € A esetén van olyan r > 0 szam, amellyel

(a—ra+r) (a #0)
AD K,(a):=
0,7)U (27 —r,27) (a=0).

(Ha a [0,27) intervallumot egy egységsugari korrel reprezentéljuk, akkor a kornye-
zetek korivek.) A e csoportmiivelet legyen az X-beli modulé 27 vett Osszeadds, a
v mérték a Lebesgue-mérték a [0,27)-ben. Ekkor az (X,7) kompakt topologikus
Abel-csoport. Minden ¢ € T' esetén valamilyen y € R mellett (1d. 3.2.1.)

p(2) = e(2) = 7y(x)  (x € X).

Ugyanakkor

0(0)=1= lim @(z)= lim ¥ = >,
z—27—0 =27

amibdl y € Z kovetkezik. Tovédbbd vildgos, hogy barmely y € Z szamra e, € T.
Masképp fogalmazva
={e,:yeZ}

(komplex trigonometrikus rendszer). A

I'se,—ycZ
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megfeleltetés nyilvan izomorfia, a [0,27) dudlis csoportja megegyezik a Z-vel. Ekkor
tehat egy
f e L= LY0,2n]

fuggvény R
f:Z—C

Fourier-transzforméltja a kovetkezo:

R 2
ft) = / fadv= [ fwetat (<),

0

vagy (Id. 2.5. xxi) megjegyzés)

1 2m
PO =— [ fweta ez
2T 0
(az f figgvény l-edik Fourier-egyitthatdja).
Legyen a tovabbiakban X := Z, a Z-beli e csoportmiivelet a szokdsos Osszeadds,
a 7 := P(Z) topolégia a Z hatvanyhalmaza® és egy A C Z halmaz p(A) mértéke
az A szdmossiaga. Vilagos, hogy barmely x € [0,27) esetén a
0z (k) = eF® (keZ)
fuggvény karakter. Konnyt meggondolni, hogy tetszoleges
p:2Z—C
karakter ilyen alaki. Ugyanis
p(k) = (p(1)* (1 <keZ),
ahol |o(1)] =1 miatt egy egyértelmiien létezé x € [0,27) szdmmal
(1) =e™.

fgy
p(k) = e =g (k) (1<keZ)

9 Altaldban egy U halmaz esetén a P(U) jelenti az U hatvdnyhalmazdt, azaz az U Osszes rész-
halmaza altal alkotott halmazt.
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Ha mar most j € Z és j <0, akkor ¢(0) =1 miatt a k:= —j jeloléssel

L=k +7) = @k) 0(j) = pz(k)-0(j),

amibol 1
J) = = pz(k) = 0a(—Fk) = @z (J
©(j) o) Pz (k) = @z(—k) = @z (4)
kovetkezik.
Tehat

I'={p,:x€[0,2m)} = [0, 27)
(Id. 3.3. i) megjegyzés). Ha az
3:(3k71€€Z)2Z—>C

fiiggvény (sorozat) a p mérték szerint integralhatd, azaz

“+oo
Z |sk| < 400,

k=—o0
akkor az § Fourier-transzformaltja:

“+oo —+00

s(z) = /sgpx dp = Z sppz(k) = Z spetk® (x €[0,2m)).
k=—o00 k=—o00
Legyen itt f € L'[0,27] és a fenti
1 2
P = [ fweta (kez)
2T 0

Fourier-egytitthatékkal
s:= (f*(k),k € Z).

Ekkor az s (el6bbi értelemben vett) integralhatdsaga azt jelenti, hogy
(f*(k),k € Z) € 1.
Ebbdl kifolydlag az

“+oo
@)=Y frke™  (wel0,2m)

l=—00
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Fourier-transzformélt (az f fiiggvény (trigonometrikus) Fourier-sora) egyenletesen
konvergens és

+oo
(%) Z (ke = f(x) (m.m. z € [0,27))

k=—00
(més széval , miikodik” az inverzid).

A most mondottakkal kapcsolatban a kovetkezoket jegyezziikk meg. Maig nyitott

kérdés annak az
L c LYo, 2n]

fiiggvényosztalynak a , felderitése”, aminek az f € L elemeire a (%) egyenldség igaz,
mig az f € L'[0,2n] \ £ fiiggvényekre nem. A torténeti hétteret illetSen jol is-
mert a Kolmogorov!®-tétel (1923), miszerint egy alkalmas f € L'[0,2x] fiigguénnyel
az [ Fourier-sora m.m. divergens, s6t (1926) mindenditt divergens. Ugyanakkor a
XX. szdzadi matematika egyik &tiit6 eredménye a Carleson-tétel (1966), nevezetesen:
tetszéleges f € L2[0,2n] esetén az f Fourier-sora m.m. konvergdl az f-hez (azaz
fenndll a (x) egyenléség). Ugyanez igaz az f € LP[0,2n] (1 < p < +o0) fiiggvé-
nyekre is (Hunt'! (1968)). Igy azt mondhatjuk, hogy

U Z#[0,27] € £ € L*[0, 2],
p>1

A m.m. valé konvergencia szempontjabdl ,negativ”, ill. ,pozitiv’ halmazok az
azota eltelt évtizedek soran jelentOsen kozeledtek egymashoz. Itt csak két eredményt
idéziink:

a) (Konjagin'? (2000).) Ha a
®: [0,400) — [0,400)

figguényre

. ®(t)-/In(Int)
lim ——————~
t—+o0 Vint
teljesiil, akkor van olyan f € L®(L)[0,2n] figguény'®, amelynek a trigonomet-
rikus Fourier-sora mindenttt divergens.

10 Andrej Nyikolajevics Kolmogorov (Tambov, 1903. IV. 25. — Moszkva, 1987. X. 20.)
"Richard Allen Hunt (1937. VI. 16. — 2009.I11. 22.)

12Szergej Vlagyimirovics Konjagin (Szaratov, 1957. IV. 25. )

S Tehdt [T [f(t)]- B(|f(t)]) dt < +o0.
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b) (Antonov't (1996).) Ha'® f € Llog™ Llog™log™ log™ L[0,27], akkor az f tri-
gonometrikus Fourier-sora m.m. konvergdl az f-hez.

3.2.3. Diszkrét trigonometrikus rendszer

Legyen 2 <n €N és
X :=%Z,:={0,1,....n — 1},

valamint

7 :=P(X).

Tovabba a Z,-beli e csoportmiiveleten értsiik a modulo n vett Osszeadast, a v
(nyilvanvaléan Haar-mértéket) pedig definidljuk a kovetkezOképpen:

V(A) 1= vp(A) = % (A € P(X)).16

Ekkor a (Z,,7) kompakt topologikus Abel-csoport és (Id. 3.2.1) barmely ¢ € T’
karakterhez van olyan y € R, amellyel

o(x) = e (x € X).
Viszont a ¢ karakter, ezért (az argumentumban n-szeres miivelettel)
1=¢p0)=p(lele..el)=p(1)" =",
igy egy alkalmas k € Z szammal

_ 2kn
o

Y

Legyen
pr(e) = g () = AT (€ X).T

Figyelembe véve a nyilvanvalo

k=j(modn) <= ¢ = ¢;

MNyikolaj Jurevics Antonov

A @ :=log™- (logT ologt olog™) fiiggvénnyel, ahol log™ (t) := max{0,Int} (¢ > 0).
Az A halmaz szdmossigat [A]-val jelolve.

1"Specidlisan po(z) =1 (z € X).



162 3. FEJEZET. ABSZTRAKCIO

relaciot azt mondhatjuk tehat (az eddigi példék szellemében (1d. 3.2.1., 3.2.2.)), hogy
F={pr:k=0,1,....n — 1},

ésigy a (Z,,7T) dudlis csoportja énmaga. A (Z,,7) csoport kompakt, a v normélt-
sdgal® alapjan pedig a
Ok (k=0,1,...,n —1)

diszkrét trigonometrikus rendszer ortonormaltsagat kapjuk:

n—1
o 1
[owdr =23 onlo) 55t -
=0

1 n—1 ' 1 (k = j)
D Dl (k,j = 0,.ccon — 1).19
=0 0 (k+#J)
Ha tehat
f:4Z,— C

(azaz az [ egy n-dimenzids vektor), akkor az f Fourier-transzforméltja a kovetkezo:

1 n—1

(+) F(k) = /fgo,(j’ dv= =3 O (k= 0, 1)

=0

(az f vektor diszkrét Fourier-transzformdltja), tovéabbd igaz az inverzid:

i
L

FG) =Y flkye2miln (5 =0,..,n—1).
0

e
Il

Ugyanis itt a jobb oldalon az all, hogy

n—1n—1 n—1 n—1
l' Z Z f(l)€_2kmj/n' e2k‘7rzl/n — l Z f(l) Z e2km(l—j)/n.
n k=0 =0 n =0 k=0

By(Zn) = 1.
19 Altaldban is igaz, hogy a T' ortogonalis: Jv(@)0(z)dv(z) =0 (v,0 €T,y # 6). Ha ui. az

y € X olyan, hogy v(v)0(y) # 1, akkor (eimérték eltolds-invariancidja miatt) [~(z)0(z)dv(z) =
[(@ey)0(z ey)dv(z) =v()0(y) [ 7(x)6(x)dv(z).











































































































































































































































































































































































































































































































































