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Eloszo

Ebben a konyvben bazisokkal, framekkel és waveletekkel foglalkozunk. Rovid attekin-
tést adunk a legfontosabb fogalmakrol, definiciékrol és tételekrdl ezek vonatkozasdban,
agymint: szepardbilis terek, zdrt rendszerek, bdzisok, dualitdsi elv, a bdzis-probléma,
az egyutthatok tere, bdzisok ekvivalencidja, feltétlen bdzisok, framek, LP-beli bdzisok,
waveletek. Szamos esetben kozoljiik a széban forgo allitas (egy lehetséges) bizonyitasat
is. Olyan frekventalt specidlis eseteket is érintiink, mint példdul a trigonometrikus-
vagy a diadikus Fourier-analizis, a biortogondlis, valamint az ortogondlis (Fourier-)
sorok, a Haar-, Schauder-, Franklin-, Walsh-, Ciesielski-rendszer, waveletrendszerek,
Gdbor-framek, fiiggvényterek. Az Appendiz-ben Gsszefoglaljuk a funkciondlanalizis, a
mérték- és integralelmélet, a valds fliggvénytan, a fliggvényterek interpolacidja, az
approximacio-elmélet azon klasszikus eredményeit, amelyekre a targyalds soran utalas
torténik. Az Irodalomjegyzékben azokat a forrdsokat soroljuk fel, amelyekre a konyv
megirasakor tamaszkodtunk. A belsé hivatkozdsokat dltaldban mell6zziik, de minden
eredmény, ami emlitésre keriil, megtalalhat6 a felsorolt miivekben.






1. fejezet

Szeparabilis terek

1.1. Szeparabilis metrikus terek

Bevezetésképpen emlékeztetiink a szeparabilitas fogalmara, és felidézliink néhany, a
tovdbbiakban is fontos szerepet jatszd példat.

Legyen ehhez adott az (X, p) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy ez a tér szepa-
rabilis, ha van olyan Y C X részhalmaz, amely legfeljebb megszamldlhaté és az Y
lezarésara

Y=X

teljesiil. (Roviden: az Y siird az X-ben.)
Az Y = X feltétel nyilvan ekvivalens azzal, hogy a
K.(a):={x € X : p(x,a) <r} (ae X,r>0)

kornyezetekkel barmely r > 0 mellett teljestil az, hogy

X =] K®).

yey

Mas szoval tehét tetszoleges x € X elem és € > 0 szam esetén van olyan y € Y,
amellyel

p(z,y) <e.

Ha itt az Y halmaz véges, akkor Y =Y miatt az X is véges halmaz.

11



12 FEJEZET 1. SZEPARABILIS TEREK

1.2. Példak szeparabilis terekre
19 Legyen X :=K és
play) =z -yl  (z,y €K).!
29 Tekintsiik az n pozitiv egész szam mellett az X := K™ halmazt, valamint az
1<p<+0

L Kkitevot”, és az
T = (.Z'l, "'7xn)7 Yy = (y17 7yn) S Kn
vektorok tavolsdgat értelmezziik az alabbiak szerint:
iy |z — wilP)V/P (p < +o0)

pp(xay) =
max{|z; —y;|:i=1,..,n} (p=+00).

3% X :=C0,1] és
p(f,9) == max{|f(z) —g(x)| : z € [0,1]}  (f,9 € C[0,1]).
4° Az elébbi 1 < p < +oo kitevivel legyen?
a) X :=/{,, ésha
z = (zp,n €N),y=(yp,n € N) € {,
akkor Y
(X0 lzi —wil?) " (p < +00)
pp(@,y) =

sup{|z; —yi| :i € N} (p = +00),
ill.

LA tovdbbiakban C a komplex, R a valés-, Q a raciondlis, Z az egész, N a természetes szdmok
halmazat jeloli. A C, R szimbdélumok helyett esetenként (ezek egyiittes jellésére) azt irjuk, hogy
K. J4l ismert, hogy a most tekintett ,, szokdsos” metrika értelmében Q = R.

’Bgy (X,Q, u) mértéktérrel adédé absztrakt LP(X) terek specialis eseteként kapjuk (a mérték
alkalmas megvélasztasaval) az € := {(zn) : N — K : > > |za|’ < +o0} (p < +00), valamint az
loo = {(zn) : N — K : sup,, |zn| < +00} sorozattereket, tovdbba az LP(I) (I C R intervallum)
Lebesgue-féle fliggvénytereket.
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b) az X := LP[0,1] valasztéssal az f,g € LP[0,1] fliggvényekre

1 1/p
|f —gl? (p < +o0)
pp(f.9) = (o ) g
vraisup {|f(z) — g(z)| : € [0,1]} (p = +00).

(A kés6bbiekben réviden £, ill. LP térként fogjuk ezeket a példdkat em-
liteni.) Ha p < 400, akkor az ¢, és az LP szeparabilis.

1.3. Normalt terek szeparabilitasa

Mit jelent a szeparabilitas akkor, ha az X linedris tér a K test felett és a p metrikat
egy, az X -en értelmezett ||.|| norma indukélja? Legyen adott tehat az (X, ||.||) nor-
malt tér, ami a

plx,y) =llz—yll  (z,y€X)
metrikdra nézve szeparabilis. Ha az U C X részhalmaz siirti az X-ben, akkor nyilvan
az

LU] = { Z ayy € X Uy CU, az Uy véges, oy e K (y € Z/{o)}
yEUo
halmaz — az Y linedris burka — is stiri az X-ben.? Vezessiik be a kovetkezd definiciét:
azt fogjuk mondani, hogy az Y C X részhalmaz (X-beli) zdrt rendszer, ha
LY]=X.

Tehat minden szeparabilis normalt térben van egy legfeljebb megszamlalhato zart
rendszer. Konnyil belatni, hogy ez forditva is igaz. Hiszen, ha az Y egy legfeljebb
megszamlalhato zart rendszer az X-ben, akkor az

LraclY] = Z ayy € X : Yy C X, az Y véges, Reay, Ima, € Q (y € Yp)
yeYD

halmaz megszamlalhaté és

LraeY] = L[Y] = X.
Valoban, a ,,megszamlalhatd” kitétel nyilvanvald, az

LraelY] =X

3Ui. az U C L[U] tartalmazds miatt ekkor X =U C LIU] C X és gy LIU] = X.
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egyenloséghez pedig legyen
re X, e>0

esetén valamilyen véges Yy C Y halmazzal
z = Z ayy € L]Y]
yeYo

olyan, hogy
|z —z|| <e.
Ha a 6 > 0 szdm tetszdleges, akkor valasszuk a ,raciondlis” 3, € K egyiitthatékat?

ugy, hogy
lay — By < 0 (y € Yp),

Vg 1= Z Byy.

yeYD

és legyen

Vildgos, hogy vs € L,q.[Y], tovabba

lz = sl < [l — 2] + ||z = vsll <+ D> lay = Byl- Iyl <e 43> |yl
yeYD yeYD

Alkalmas d-ra

I

yeYo

amikor is ||z — vs]| < 2e.

1.4. Euklideszi terek szeparabilitasa

Legyen most az (X, (,)) (nem véges dimenzids) euklideszi tér, ami az
2]l == vz, z)  (z€X)

normaéra nézve szeparabilis. Ha a

z = (zn,n € N)

“Tehdt Re By, ImfBy, € Q (y € Yo).
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rendszer zart és linedrisan fiiggetlen az X-ben, akkor a Schmidt-féle ortogonalizacid
alapjan feltehet6, hogy minden k,j € N indexre

0 (k#7)
(2, 2j) = Opj ==
1 (k=)

(Roviden: a z egy ortonormdlt rendszer (ONR).) Ekkor az ismert Bessel-azonossag
(Id. 10.3.) alapjan minden z € X és n € N esetén a kovetkezét frhatjuk:

dn(x) := min {Hx - ;Z%akzku DO,y ey Oy € K} —

o= St | = e - S

k=0
A z rendszer zartsiga miatt tetszéleges € > 0 szdmhoz van olyan M € N és

M
> apz € LI{z € X 1k € N}
k=0

linearis kombinécié, hogy
M
Hx — ZakaH <eE.
k=0

Mivel akarmelyik = € X elemre a (d,(x)) sorozat nyilvan monoton fogyé:
on+1(x) < On(2) (n € N),

ezért barmely
M<neN

esetén

& = Sa(@)l| = dn(w) < ds(a) < |2~ fjakzku <e.
k=0

Tehat
|z — Sp(z)]| <e (M <neN),

ami éppen azt jelenti, hogy

Sp(x) — @ (n — 00),
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azaz
00

x = Z(:E,zk}zk.

k=0
fgy tobbek kozott minden € > 0 mellett az z-et az e-néal jobban approximald, az
Llz] := L[{z € X : k € N}]

altérbeli elem valaszthaté egy — csak az z-t6l fliggd — végtelen sor alkalmas részlet-
Osszegeként. A tovabbiakban azokat a — nem feltétleniil euklideszi-tereket — fogjuk
vizsgalni, amelyek rendelkeznek ezzel a tulajdonsiggal.

1.5. Megjegyzések

i) Kiilon is felhivjuk a figyelmet arra a nyilvanval6 tényre, hogy ha ugyanazon az
X halmazon maéas és més metrikdt adunk meg, akkor az igy kapott metrikus
terek kozott lehet szeparabilis is meg nem szeparébilis is (azaz a szeparabilitéds
,metrikatdl fliggd” tulajdonsdg). Legyen pl. az X egy nem iires halmaz és

plz,y) =1  (z,ye X,z #y).
Az gy kapott (X, p) (diszkrét) metrikus tér pontosan akkor szeparébilis, ha az

X véges vagy megszamlalhato.

ii) Koénnyl megmutatni, hogy az £, nem szepardbilis. Tekintsiik ui. azt az ¢ C o,
halmazt, amelyre
C:={z €l 2, €{0,1},k € N}.

Ekkor barmely y € ¢, esetén az
(N Ky(y)

metszethalmaz legfeljebb 1-elemii. fgy minden olyan Y C f, halmazra, ame-
lyik slirli az foo-ben (és ezért

loo = U Ki2(y))
yey

igaz a kovetkezé: az Y szdmossiga legaldbb annyi, mint az £ szamossiga. Ez
utébbi viszont kontinuum szamossagi®.

SVildgos, hogy az x,y € £, x # y sorozatokra peo(z,y) = 1.
bAz ((\{y €l :limy=1} )2z 32 2,27 " ' €0, 1]\ {k27" :meNk=1,.,2"} = A4
megfeleltetés ui. bijekcié és az A halmaz kontinuum szamossagu.
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iii)

iv)

Altaldban egy (X,7T) topologikus teret szepardbilisnak neveziink, ha van olyan
legfeljebb megszamlalhaté Y C X halmaz, amely mindentitt sirti az X-ben:
Y = X. A B C T halmazrendszer topologikus bdzis, ha barmely A € T (,,nyilt”)
halmaz eléallithaté B-beli halmazok egyesitéseként.” Vélasszunk ki ekkor min-
den () # A € B halmazbdl egy elemet: x4 € A. Ekkor az

Yi={zaecX:AecB}

halmaz mindeniitt stir(i, azaz Y = X. Tehat ha van a térnek legfeljebb megszdm-
l4lhato6 topologikus bazisa, akkor a tér szepardbilis. Ugyanakkor megmutathato,
hogy ez a kijelentés nem megfordithaté. Legyen ui. X := R, a 7 topoldgiat
pedig definidljuk a kovetkezdképpen: az A C R halmaz Ugymond nyilt, ha
A =0, vagy minden a € A esetén van olyan r > 0, hogy

[a,a+ 1) C A.
Vildgos, hogy a 7 halmazrendszer topoldgia és
Q =R,

azaz az (R, T) tér szepardbilis. Ha viszont a B C 7 részhalmazrendszer to-
pologikus bdzis, akkor tetszéleges a € R esetén [a,a + 1) € 7, azaz alkalmas
By C B halmazzal

la,a+1)= | B.

BeBg
Igy van olyan B, € By, amellyel a € B,. Mivel B, C [a,a + 1), ezért egytttal
a = min B,,.

Vilagos, hogy
a,c€ R, a+# c= B, # B..

Tehat a B-ben ,legalabb” annyi halmaznak kell lenni, mint ahdany valds szam
van, azaz a B szamossdga legaldbb kontinuum.

Az (X, p) metrikus tér viszont akkor és csak akkor szeparabilis, ha van a térben
legfeljebb megszamlalhaté topologikus bézis. Ha ui. az ¥ C X legfeljebb
megszamlalhatd, ¥ = X és

B:={K,(y):yeY,0<reQ}u{d},

"Nyilvdnvalé, hogy pl. a 7 topolégia egytttal topologikus bézis is.
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vi)

vii)

viii)

FEJEZET 1. SZEPARABILIS TEREK

akkor a B nyilvan legfeljebb megszdmlalhaté és (konnyen meggondolhatéan)
topologikus bazis.

Erdemes kiemelni, hogy mit is jelent egy (X, p) metrikus tér szeparabilitdsa: van
olyan N C N (kovetkezésképpen legfeljebb megszamlalhatd) , indexhalmaz” és

az X-nek olyan
Y ={y,e X:neN}

részhalmaza, hogy barmely z € X és € > 0 esetén egy alkalmas n € N in-
dexszel

p(@, yn) <e.

Ha az (X, |.]]) normélt térben van véges Y zart rendszer, akkor

LY] = L[Y] = X

miatt az X véges dimenzids. Ezért a késébbiekben altalaban feltessziik, hogy
az X nem véges dimenzios.

Legyen
Y :={y, € X:neN}

zart rendszer az X-ben. Ekkor barmely x € X elem és € > 0 szdm mellett van
olyan o = (a,n € N) szadmsorozat, hogy az

{neN:a,#0}

halmaz véges és

<e.

00
Hx_ § AnYn
n=0

Erdemes kihangsilyozni, hogy adott = € X mellett az el6bbi « sorozat minden
tagja fligg a e-tol.

Tehat (folytatva az el6bbi megjegyzést) x € X és € > 0 esetén alkalmas

> awyr € L[Y]
K

linearis kombindciéval

Hx - ;akyku <e.
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Ha 0<é<e és
> a7 € LIY]
J

olyan, hogy

Haz — Z&]ng < g,

J

akkor a

> aryr, Y 651

k J
kombinacioknak &altalaban ,,semmi koziik egymashoz”.
ix) Ugyanakkor tegyiik fel, hogy = € X és

en € X (n € N)
olyan sorozat, hogy alkalmas

ar € K (k € N)
egylitthatokkal

o0
T = Z Qe
k=0

Ekkor barmely € > 0 esetén van olyan n € N, amellyel az

S, = Zakek € L[{er € X : k€ N}
k=0

linedris kombindciéra (részletsszegre)
|z — Syl <e.
Mivel a feltételezés szerint
Sp — T (n — 00),
ezért tetszoleges 0 < € < € szamot megadva létezik olyan k£ € N, amellyel

[ = Skl <&

19
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A kozelités kivant ,, pontossagat” javitva, azaz az e-t az é-ra cserélve az

n+k

Sn—l—k = Sn + Z ;€4
j=n+1

kozelités meghatdrozésakor a ,, régi” adatokat (tehat az ay, ..., ay, egylitthatdkat)
fel tudtuk hasznalni.



2. fejezet

Bazisok

2.1. A bazis fogalma

Szamos gyakorlati probléma matematikai modellezésekor (pl. fizikai jelenségek leirdsa-
kor) hasznélunk vonatkoztatdsi rendszereket. A koordindtarendszer hasznalata nagy-
ban leegyszertisiti a modell numerikus kiértékelését, és magat a problémét is jobban
attekinthet6vé teszi. A legegyszeriibbek a véges sok paraméterrel leirhaté folyamatok,
amikor tehat a matematikai modell alapja egy véges dimenzids tér. Ilyenkor altalaban
eléggé kézenfekvd a vonatkoztatdsi rendszer megvélasztdsa. Mas a helyzet a végtelen
sok paraméterrel jellemezheto folyamatok leirasat illetéen. Ekkor a megfelelé vonat-
koztatési rendszer (bdzis) megvdalasztdsa tobb problémat vethet fel, sot, eléfordulhat,
hogy a ,,szokasos” értelemben vett koordinatarendszer nem is adhaté meg.

Legyen (a tovabbiakban is) az (X, ||.||) Banach-tér,
z = (z,k € N)

pedig az X-beli elemeknek egy sorozata (,rendszere”). Ekkor a z rendszert X-beli
(Schauder-) bdzisnak nevezziik, ha minden x € X esetén egyértelmiien megadhatd
olyan o = (ay,n € N) szamsorozat, hogy

oo
T = g Oy 2, -
n=0

Vildgos, hogy minden bazis egyuttal egy linedrisan fiiggetlen elemrendszer. Ha a
térben van bazis, akkor a tér nyilvan szeparabilis is. Sokaig nyitott volt a Banach altal
felvetett kérdés (,,bazis-probléma”): van-e minden szepardbilis Banach-térben bézis?

21
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A negativ valaszt P. Enflo adta meg 1972-73-ban: van olyan szeparabilis Banach-tér,
amelyben nincs bazis. (A kérdésre kés6bb még roviden visszatériink.)

Tekintstik az alabbi példakat.

19 Az el6z6ek szerint barmely szepardbilis Hilbert-térben van bézis.

2° Az
Evap (1 < p< +OO)

terekben (amikor tehdt a norma a nullelemtél valé tavolsdgot jelenti) van bazis.
Pl. az {)-ben a
(6uk,m € N) (ke N)!

sorozatok nyilvan béazist alkotnak.

3° Az
X :=C[0,1], [ flloo :=max {[f(z)| : x € [0,1]}  (f € C[0,1])

térben (a késébbiekben réviden C10, 1]-et fogunk irni) van bézis. Tegyiik fel ui.,
hogy az
A:={t, €[0,1] : n € N}

halmazra a kovetkezok teljesiilnek:

e az A sliriia [0,1] intervallumban,
o =01t =1,
. tk#tj (k #j € N).

Minden ilyen A halmaz esetén legyen a
on € C[0,1] (n € N)
,torottvonal” (az xo, ..., x, pontokra vonatkozéan) a kovetkezd fiiggvény:
wo(z) =1, p1(x) :i=x (x €[0,1]),
tovabba n > 2 esetén

(Pn(x) =0 (0 S <tp1, vagy tha <o < 1))

Ttt és kés6bb is a dpk a ,,sz0kdsos” Kronecker-szimbdlum: Opnp :=1 és dnix : =0 (k # n).
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és
on(ty) == 1.

(Itt tp1 (tn2) jelolia to,...,t,—1 pontok kozil a legnagyobb (legkisebb), a t,,-nél
kisebb (nagyobb) pontot.)

Belathatd, hogy az A halmaz altal igy generdlt (p,,n € N) Schauder-szeri
rendszer bazis a C[0, 1]-ben, azaz barmely f € C[0,1] fliggvényhez egyértelmii-
en van olyan, az

an €R (n € N)

szamokbdl 4ll6 sorozat, hogy (az egyenletes konvergencia értelmében)

oo
f=2_ anen.
n=0

Az is igaz, hogy az el6bbi sor

> aper  (nEN)
k=0

un. n-edik részletosszege az f fluggvényt a tg,...,t, pontokban interpolald
(linedris) spline.

Mindehhez azt vegyiik észre, hogy ha f € Cla,b] és az
ar € R (ke N)
egylitthatokkal
=" arer,
k=0
azaz az

Sp = Zakgok (neN)
k=0

részletOsszegek egyenletesen konvergalnak az f-hez, akkor

n—1
(*) Qo = f(0)7 a1 = f(1)7 Qp = f(tn) - Zakﬁpk(tn) (2 <ne€ N)
k=0
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A most mar tetszéleges f € C[0,1] fiiggvényre az el6bbi (x) egyiitthatokkal
definidlt fenti S,, (n € N) részletosszegek a

t0, o tn

pontokra nézve linedris spline-ok. A (x) rekurzi6bdl rogton kovetkezik, hogy az
Sy ,,interpoldl”:

Sn(z) = f(x) (x € {to,...,tn}, n € N).

Legyen az € > 0 tetszOleges, a § > 0 pedig az f fliggvény egyenletes folyto-
nossaga szerint 1étezd olyan szam, hogy

[f@) = fly)l <e/2 (x,y € la,b], [z —y| <9).
Az alappontok siirlin vannak a [0, 1]-ben, ezért megadhat6 olyan N € N | kii-
szobindex”, amellyel minden N < n € N esetén a [0,1] intervallumnak a

t0, o tn

pontok altal meghatarozott

Tn = {to, -y tn}

felosztasa mar a d-nal finomabb: ha w,v € 7,, szomszédosak ebben a felosztas-
ban, akkor
lu —v| < 4.

Legyen z € [0,1], az
u,v € Ty (N <neN)

pedig olyan szomszédos alappontok a 7,-ben, hogy
u<zx<o.

Ekkor

[f (@) = Sn(@)| < |f(2) = Fu)| + [f(w) = Sn(z)] =
|f(2) = f(w)] 4 |Sn(u) = Sn(z)] <
[f (@) = f(w)[ +[Sn(u) = Sn(v)| = |f(z) = Fu)| + | f(u) = f(v)] <e,

igy
If = Sulle<e (N <neN).
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Tehat
If = Snlloc — O (n — 00),

vagy mas széval (az egyenletes konvergencia értelmében)
[ee)
f=2_onpn.
n=0

2.2. A bazisok jellemzése, dualitasi elv

Legyen a
z = (zp,n € N)

rendszer bazis az (X, ||.||) normalt térben. Ekkor barmely x € X esetén egyértelmiien
megadhaté az z-et el6allito
o
x = Z QnZn
n=0

végtelen sor. Jeloljik itt z(z)-szel az el6allitasban szereplé «, egyiitthatdt, valamint
Sp(z)-szel a széban forgd sor n-edik részletosszegét:

zr(x) == an (n € N),

Sp(z) = 21 () zg (n e N).
Az igy definialt
2z X = K
koordindta-funkciondlok mindegyike nyilvan linearis. Ugyanez all az

Spn: X —X

részletosszeg-operdtorokra is. Késébb (1d. 2.4.) megmutatjuk, hogy igaz az aldbbi két
(ekvivalens) &llitds: barmely n € N esetén z € X* és S, € L(X).

Emlékeztetiink arra, hogy X*, ill. L(X) jeloli az X — K korlatos linedris funk-
cionalok, ill. az X — X korldtos linedris operdtorok (Banach-) terét a , szokasos”
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funkciondl-, ill. operatornorméval ellitva. Hacsak nem okoz félreértést, ez utébbiakat
is ||.||-val fogjuk jeldlni: ¢ € X*, ill. T € L(X) esetén?

el == sup{[p(2)] : © € X, [Je]| <1},

ill.
1T} = sup{|[T'(x)]| : = € X, ||=[| < 1}.

Mivel barmely x € X elemre

x = lim S,(z)

(azaz az (Sy,n € N) operdtorsorozat erdsen konvergens az X-en), ezért (a Banach—
Steinhaus-tétel (1d. 10.1.) miatt)

C :=sup{||Sp|| : » € N} < +00
és o0
Izall < Tonl (n € N)*.

Legyen
z* = (z,,n € N).

A z rendszer béazis, ezért

zp(2k) =0k (n,k €N),

mas szoval a z és a z* rendszer , egyltt” egyfajta ortogonalitasi relaciénak tesz eleget.
Ennek fényében vezessiik be a kovetkezd definicidt: azt mondjuk, hogy az

zn € X, pn € X* (n e N)
rendszerek biortogondlisak, ha

on(Tk) = Onk (n,k € N).

Ekkor a
D (pn(@)zn)  (z€X)

2A linedris operdtorok helyettesitési értékeire (ahol ez nem lenne félrevezetd, vagy tipografiailag
egyszerisiti a jelolést) a ,,szabvényos” T'(z) szimbdlum helyett egyszerien T'z-et frunk.

UL |z (@)znll = |25 (@) [|20]] = 1Sn(z) = Sn-1(@)]| < [Sn(@)]| + [|Sn-1(2)[| £2C (n=1,2,..),
il |25 (z)20]| = |25 (@) [[20]] = [[So ()| < C (z € X, ||lz|| < 1).
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végtelen sort* az x elem biortogondlis sordnak nevezziik.
Amennyiben tehat a z bézis az X-ben, Ugy a z,z* rendszerek biortogonalisak.

Ha az = = (x,,n € N) rendszer zart az X-ben, akkor legfeljebb egy, vele biorto-
gondlis X*-beli rendszer létezik. Legyen ui. a

on € X* (n € N)
és a

Py € X* (n € N)
rendszer egyarant ilyen, amikor is barmely n,k € N indexre

(bn = tn)(21) = 0.

Ekkor persze az x;-k éltal kifeszitett L[z] altér tetszéleges t € L]x] elemére is

(on —1n)(t) = 0.

Mivel L[z] =X és
Pn — wn €X *7
igy a o, — 1, kiillonbség folytonos, ezért egyittal
(‘Pn_wn)(t)zo (tEX)
is igaz. Kovetkezésképpen ¢, = 1,.
Tegyiik fel, hogy az (X, ||.||) normélt tér esetén az
Tn € X, pp € X* (n € N)

rendszerek biortogonalisak és legyen

Xp=L[{zr € X: n#keN}] (n € N).
Mivel tetszoleges n € N mellett
on(x) =0 (r € X,)

és on(xy) =1, ezért x, ¢ X,,. Ezzel kapcsolatos az alabbi értelmezés: azt mondjuk,
hogy az
yn € X (n e N)

“Tehdt a > p_, pr(z)zr (n € N) dsszegekbdl 116 sorozatot.
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elemekbdl all6 rendszer minimadlis, ha barmely n € N természetes szamra

yn € L[{yr € X :n#k € N}

Az elébbiek szerint tehét, ha egy X-beli rendszernek van biortogonadlis térsa, akkor
a széban forgd rendszer minimdlis. Konnyl megmutatni, hogy ez forditva is igaz.
Legyen ui. az

xn € X (neN)

elemek alkotta rendszer minimélis, akkor a Hahn—Banach-tétel (1d. 10.2.) egyik kovet-
kezményeként tetszoleges n € N vélasztassal van olyan ¢, € X* funkciondl, amelyre
on(zn) =1 és a @, azart

L{zp e X : N>k#£n}]

altéren nulla.

Mutassuk meg, hogy minden minimalis rendszer egyuttal fiiggetlen is. Legyen ui.
adott az (zn,n € N) minimélis rendszer az X-ben és

0= Zﬁkiﬂk S E[m]
k=0

Ha itt valamilyen n € N mellett 3, # 0, akkor nyilvan
xn € L[{xp € X : N3k #n},

ami viszont ellentmond az x minimalitdsdnak. Konnyt ugyanakkor meggondolni,
hogy nem minden linedrisan fliiggetlen rendszer minimalis. Hiszen, ha az Y egy olyan
linedrisan fliggetlen, zart rendszer az X-ben, hogy X # L[Y], akkor barmely

x € X\ L[Y]

elemre az {x} UY rendszer linedrisan fiiggetlen, de nyilvdn nem minimadlis. Ui.

z e L[Y] (= X).

A minimalitds tehdt a linedris fiiggetlenség, mint ,algebrai” tulajdonsdag egyfajta
,, topologikus” megszoritasa.
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Foglaljuk most Gssze azokat az ismérveket, amelyeknek egy X-beli elemekbdl &llé
z = (zn,n € N) bézis eleget tesz:

i) a z zéart rendszer;
(2.2.1) ii) a z minimélis rendszer;

iii) sup{|[Sn|| : n € N} < +o0,
ahol .
Sp(z) == Z 21 (%) 2g (xe X,neN)
k=0

és a z" = (z),n € N) a z-vel biortogonalis rendszer.

Megmutathatd, hogy a most felsorolt (sziikséges) feltételek elégségesek is ahhoz,
hogy a z rendszer bazis legyen. Mas széval igaz az alabbi alaptétel:

2.2.1. Tétel. Az X-beli z = (zn,n € N) rendszer akkor és csak akkor bdzis az
X-ben, ha teljesilnek a (2.2.1) feltételek.

Valéban, ha a (2.2.1) feltételrendszer igaz, akkor barmely k£ € N esetén
Sn(zk) = 2k (k <neN),

igy

lim S, (zk) = 2.

n—oo
Tehét az (S,,n € N) sorozat a zart z rendszer tagjain konvergens. Kovetkezéskép-
pen a (2.2.1) iii) feltétel miatt alkalmazhaté6 a Banach—Steinhaus-tétel (1d. 10.1.),

miszerint az (S,,n € N) sorozat erésen konvergél az
Xor—ux

(identikus) leképezéshez.

Alkalmazzuk az elébbi 2.2.1. Tételt az X helyett az X*-ra, a z helyett a z*-ra.
Jeloljiik ehhez U-val a z* rendszer X*-beli lezarasat. Ekkor az U egy zart altér az
X*-ban, a z* pedig nyilvan zart rendszer az U-ban. Adott n € N esetén legyen
tovabba z* € X** az a funkciondl, amelyre

k%

Zo () = p(zn)  (p € X7).
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A Hahn-Banach-tétel (1d. 10.2.) kévetkezményeit figyelembe véve
22l = llzall  (n € N).
Ez azt jelenti, hogy (az X tér X**-ba val6
D, (¢) := o(z) (xe X, peX¥)
kanonikus bedgyazasara nézve) a z azonosithaté a
(zx*,n € N)

rendszerrel. Ilyen értelemben is tehat az X*-beli z* rendszernek a z a biortogonalis
tarsa. A gondolatmenetet folytatva beldthatd, hogy a most vizsgalt esetben teljesiilnek
a (2.2.1) feltételek. S6t, Si-gal (n € N) jelolve (az U-beli) z* rendszer szerint vett
n-edik részletosszeg-operatort, a kovetkez6 tételt kapjuk (dualitdsi elv):

2.2.2. Tétel. A z* rendszer bdzis az U-ban és

[Sall = [ISull (n € N).

A 2.2.1. Tételben szerepld (2.2.1) iii) feltétel felhaszndl egy, a rendszeren , kiviili”
eszkOzt is, ti. a z* (a z-vel) biortogondlis rendszert. Hogyan lehet kizardlag a z
rendszer segitségével eldonteni azt, hogy az bézis-e vagy sem? Ezzel kapcsolatos a

2.2.3. Tétel. Legyen adott eqy z = (zn,n € N) rendszer az (X,|.||) Banach-
térben. Tegyiik fel, hogy z, #0 (n € N). Ekkor a z pontosan abban az esetben
bazis az L[z] altérban, ha van olyan B > 0 konstans, hogy

(2.2.2) H kf:zoﬁkzku < B ||zl <x = éﬁkzk € L[z],n € N).

Ugyanis egyrészt vildgos, hogy minden bazis rendelkezik a (2.2.2) tulajdonsiggal.
Mésrészt, ha a (2.2.2) feltétel teljesiil, akkor barmely m,n € N és a (2.2.2)-ben
szereplé x elem esetén

| 5 B < 2Bl
k=m
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ezért a z linedrisan fiiggetlen rendszer®. A
o
zp(2) 1= By <IE = Zﬁkzk € L[z],n € N)
k=0

egyenloséggel definialt
zr i Llz] = K
lineéris funkciondlok korlatosak:

Buzall _ 2B- |
77 (@)] = 18] = <
S P R P

[e.e]
(n eN,z = Zﬂkzk € L'[z]).
k=0
A Hahn-Banach-tétel (1d. 10.2.) alapjan a 2} (n € N) funkciondl (a norméja meg-
tartdasdval) kiterjesztheté az ﬂ—ra (a kiterjesztést is z)-gal fogjuk jelolni). Az igy
értelmezett
2" = (%,,n € N)

rendszer és a z nyilvan biortogondlisak. A (2.2.2) feltétel miatt az

Snp(z) = Zz};(:n)zk (x € L]z],n € N)
k=0

operédtorok az L[z]-n — és igy az L[z]-n is — egyenletesen korlatosak. Mivel bérmely
x € L[z] elemre

lim Sp,(z) =z,

ezért a Banach—Steinhaus-tétel (1d. 10.1.) alapjan ugyanez igaz = € L[z] mellett is.

A (2.2.2) tulajdonsigbdl kiindulva vezessiik be a kovetkezé fogalmat. Valamilyen
X-beli z = (z,,n € N) linedrisan fiiggetlen rendszer és

T = Zﬂkzk € E[Z]

k=0

esetén legyen
n
o(z) = sup{” ZﬁkzkH ‘n € N}.
k=0

"Ti. m =mn esetén |Bu| ||zn| < 2B-|z||, ha tehat z = 0, akkor 3, = 0.
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A

B :=sup{e(z) : = € L[], [[«f| < 1}

szamot (vagy a +oo-t) a z rendszer Banach-konstansdnak nevezzik. A 2.2.3. Tétel
alapjan azt mondhatjuk, hogy amennyiben a z zart rendszer az X-ben, akkor az
alabbi ekvivalencia teljestl:

a z béazis az X-ben <— B, < +o0.
Mivel béarmely = € L[z] helyen nyilvén
o(x) = [|l=[],
ezért B, > 1. Ha pl. az (X, (,)) Hilbert-térrél van sz6 és a z ONR az X-ben, akkor
ol@) =zl (z€L[])°

mas szoval B, = 1.

2.3. Bazis-probléma (CAP)

A 2.2.1. Tétel egy adott rendszerrél donti el, hogy az bézis-e a térben vagy sem.
Hogyan lehet magardl az (X, |.||) Banach-térrél eldonteni, hogy van-e benne bézis?
Ennek egy sziikséges feltételét fogalmazzuk meg az aldbbiakban.

Vezessiik be ehhez a kovetkezo jelolést:
K(X):={A e L(X): Akompakt}
(az L(X)-beli kompakt operatorok’ halmaza). Tetsz6legesen valasztott
04Y CX,Y #{0}
korlatos részhalmaz egy félnormét indukal az L(X)-ben az aldbbiak szerint:
JAly = sup{JA@)] : 2 € Y} (A€ L(X))3

®Ekkor ui. (a fenti jelolésekkel) o(z) = sup{\/> r_o B> :n € N} = /S50, [Be]? = ||z

"Emlékeztetiink rd, hogy egy A € L(X) operdtort akkor neveziink kompaktnak, ha barmelyik
X-beli korldtos Y részhalmaznak az A 4ltal létesitett A[Y] képe (az X-ben) relativ kompakt, azaz
az A[Y] lezards kompakt. Ismeretes, hogy a K(X) halmaz (a kompozicié képzésre nézve) kétoldali

idedl az L(X) algebrdban. Ha pl. az A képe (A[X]) véges dimenzids, akkor A € K(X).
*Mivel [|A(@)|| < |A[l-lz[l < | All-sup{llyll : y € Y} < 400 (z €Y), ezért [[Ay|| < +oo.
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Ha a z béazis az X-ben és az () # Y C X halmaz kompakt, akkor konnyen beldthatd,
hogy az Y halmazon az (S,,n € N) sorozat (Id. 2.2.1. Tétel) egyenletesen konver-
gens. S&t, barmely erésen (azaz pontonként) konvergens

A, € L(X) (neN)

operdtorsorozat esetén igaz, hogy tetszéleges kompakt () #Y C X halmazon az (4,)
sorozat (pontonként) egyenletesen konvergens. Ti. legyen

A(x) := lim A,(z) (x € X),

ekkor a Banach—Steinhaus-tétel (1d. 10.1.) miatt
A=A, —-Ac LX) (n € N),

tovabba

o = sup ||A,| < +o0.
n

Az
X3z [|[Ay ()]

operator folytonossiga és az Y halmaz kompaktsaga alapjén van olyan x, € Y, hogy
[Anlly = |An(zn)l  (n€N).
A széban forgé allitasunk azt jelenti, hogy
[Anlly =0 (n— o).
Ha ez nem lenne igaz, akkor egy alkalmas
ng € N (keN)
indexsorozattal és egy C' > 0 konstanssal
[Anlly = 1An, (zn)l = C (k€N)

teljesiilne. Az Y halmaz kompakt 1évén feltehetd, hogy az (x,,) sorozat konvergens
és

z:= lim z,, €Y.
k—o0
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Az (A,) sorozatrél mondottak szerint

lim A,, (z) =0.

k—o0

Ugyanakkor
[An, ()] = [[Any (20 )| = [[An, (2 = 2zn,) ]| 2

C—Anlllz —2n | 2 C =0 flo =2 [l = C (k= o0).

Kovetkezésképpen
lilgninf Ay, (z)|| > C >0,

ami ellentmond a feltételezésiinknek.

BAZISOK

Mivel barmely n € N indexre? S,, € K(X), ezért minden A € L(X) operatorra

teljesiil az, hogy
Ao S, € K(X).

Az el6bb mondottakra (is) hivatkozva barmely e > 0 szdm és
0£Y Cc X, Y # {0}
kompakt halmaz mellett van olyan n € N, amellyel'”
150 = Iy = sup{|[Sn(z) — 2] : z € Y} <e.
Innen azt kapjuk, hogy
[Ao Sy — Ally = sup{||[A(S.(2)) — A(z)|| : 2 € Y} =

sup{[|A(Sn(z) — )| -z € Y} <[JA[|-[Sn — Illy <[|A]|-e.

Ezzel azt lattuk be, hogy tetszélegesen adott {0} # Y C X (nem tiires) kompakt
részhalmaz, valamint akarmelyik A € L(X) operator és € > 0 szdm esetén van olyan

B e K(X), hogy
||B — AHY <e.

Tehdt a ||.]ly félnorméra nézve a K(X) halmaz stiri az L(X)-ben. Ezt roviden tgy
mondjuk, hogy teljesiil a kompakt approzimdcids tulajdonsdg (compact approximation
property — CAP). Kovetkezésképpen, ha egy Banach-tér nem rendelkezik a CAP-pal,

akkor nincs benne béazis.

9Az S,[X] képhalmaz nyilvin véges dimenziés altér.
WAz I(x) =z (z € X) jelélést hasznélva.
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Az utébbi tulajdonsigi terek konstrukciéjdhoz (azaz a bazisprobléma ,, megolda-
séhoz”) tekintsiink egy
o:L(X)—K

linearis funkciondlt. Ha az
D#£Y CX,Y #{0}

korlatos halmaz, akkor a & funkciondlt Y -korldtosnak mondjuk, ha egy alkalmas,
legfeljebb az Y-tdl fliggd Cy > 0 konstanssal

[2(A)] < Cy- |l Ally (A € L(X)).
Legyen ezek utdn A € L(X) és ¢ >0, a B € K(X) pedig olyan, hogy
|A— By <e.

Ekkor
|®(A) —@(B)| =[®(A—-B)|<Cy-|[A=Blly <Cy-e

Innen vildgos, hogy ha létezik az X térnek olyan Y # {0} nem iires kompakt rész-
halmagza és olyan Y -korlatos
o:L(X)—K

linedris funkciondl, amelyre

O(B)=0  (BeK(X)),
tovabba valamilyen A € L(X) esetén ®(A) # 0, akkor a széban forgd Banach-tér
nem rendelkezik a kompakt approximaéciés tulajdonsiggal.

Tekintsiik a
W = {w, :n € N}

Walsh (—Paley)-fliggvényrendszert (1d. 5.4.). A keresett (X,|.||) térrél feltessziik,

hogy
W c X c Lo, 1,1

I <A (feX)
és
sup{||w| : w € W} < +o0.

"Tehdt az X barmely f eleme f:[0,1] — R tipust Lebesgue-integralhaté fiiggvény.
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A W halmaz a fiiggvényszorzasra, mint multiplikativ miiveletre nézve csoportot alkot.
Jelentse a G a W csoport véges részcsoportjainak a halmazat. Egy G € G részcso-
portnak a szdmossigat a |G| szimbélummal fogjuk jelolni. Ha pl. 0 <n € N és

G:=W,:={rp:k=0,...,n—1}
(ahol r a k-adik Rademacher-fiiggvény (Id. 2.6.)), akkor nyilvan
Wy = {wo}, W, €qg.

Valamely A € L(X) operédtor és G € G részcsoport esetén legyen

1 1 !
Pa(A) = @g;w,A(w» = @1%/0 wA(w).
Ekkor a
&, := Py, (neN)

(nyilvan linedris funkcional-)sorozatra

lim ®,(I)=1.

n—oo

Megmutathaté tovabba, hogy

lim ®,(B)=0 (B e K(X)).

n—oo

Val6ban, ha B € K(X), akkor a B[W] halmaz kompaktsiga (azaz teljesen korldtos-
sdga) miatt tetszéleges € > 0 szdmhoz megadhaté véges sok

gO? "'7gm E X
elem (valamilyen m € N mellett) ugy, hogy ha n € N, akkor egy
Vp=0,....,m

indexre
| B(wn) = gu, || < e

fgy — alkalmazva a

[(w, )] < llglli-wlleo = llglls < gl (w e W,g € X)
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becslést — azt mondhatjuk, hogy

on_1
1
0(B)| = 5| 3 fuwn, Blu))| <
k=0
12”1 12”1 m12”—1
Z ‘ U)k, gl/k 2n Z ‘ wkugl/k S +Z2_7l Z ‘(wk:yng
1=0 k=0
Mivel
lim (w;,g9) =0 (g € X),
j—0o0
ezért
on_q
1111_)110102— Z |(wk, g )] = 0

is igaz. Mindez azt jelenti, hogy

limsup |®,(B)| <e,
amibol
lim ®,(B) =0

n—~o0

mar trividlisan kovetkezik.

S6t, ha megadhatd véges
Y, CX (No <n eN)

halmazoknak olyan sorozata (valamilyen Ny € N indexszel), hogy egy alkalmas C' > 0
egylitthatoval

o [®,(A)~ B (A) <C-JAlly,  (No<neNAeLX)) és

o > g max{|[f]l: feYn} < +oo,

akkor 1étezik a
®(A) := lim P,(A) (A€ L(X))

limeszfunkciondl is, ami egy alkalmas Y C X nem tires kompakt halmazra Y -korlatos.
Ezt igazolandé valasszunk ui. egy olyan pozitiv szdmokbdl allé (5,,,n € N) sorozatot,
amelyre Ay, =1,

lim G, = +o0

n—oo
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o
Z By < 400,
n=Np+1
ahol

ap = max{||f]| : f € Yo} (No <n eN).
Legyen ayp, := 1. Ekkor az
vi={0J (U {F/(nBa): F e Ya})
n=Np
halmaz kompakt és'?

|[@r(A) = Pr1(A)] < C-[[Ally;, = CarBe- [ Ally, pans) <

Coupfi- || Ally < Cyofi- || Al (Ng < k € N).

Tehat barmely Ng < n < m indexparra

|0 (A) = @ (A) = | D (Pr_1(A) — B(A))| <
k=n+1
Cy AL Y. awf =0 (n—o0),
k=n+1

igy a (®,(A)) sorozat valéban konvergens. Ugyanakkor az

YN, = {kaW:k‘<2NO}

halmazzal
1 2No —1
[P, (A)] < N > AR < [ Allyy, < IAlly,
k=0

amibdl barmely Ng < n € N esetén

n

[@n(A)] < [Pn(A)] + D [8(A) — B (A)] <
k=No+1

A vy i=sup{||f|l: f € Y} jelléssel.

BAZISOK
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<(1+0 X a4y = a 4]y,

k=No+1

ezért egyuttal
[2(A)] < ¢ [|Ally

kovetkezik. Mas szdéval a & funkciondl Y-korldtos. Az elébbiek szerint tehdt a most
vizsgalt Banach-térben nem igaz a CAP.

A (nem trividlis) részletek mell6zésével a kovetkezéket jegyezziik meg csupan. Le-
gyen az (X,Q,u) egy valdsziniliségi mértéktér (Kolmogorov-mezd), a B pedig az
rész-szigma-algebrainak egy megszamlalhaté halmaza. Ha B € B, akkor Ep jelentse
a B-re vonatkozo feltételes varhat6 érték operatort. Feltessziik, hogy

{0, X} € B,
valamint a B teljes a kovetkez6 értelemben: ha
f:X—=>R
(a p-re nézve) integrélhaté fiiggvény és
Egf=0 (BeB),
akkor f = 0. Az el6bbi integrdlhaté f esetén legyen tovabba

[f1l5 := sup [[EB(|f — EBS|)lloo
BeB

(az f dn. BMO-norméja).

Valasszuk specidlisan az X := [0,1) halmazt, az Q legyen a [0,1) intervallum
Lebesgue-mérhetd részhalmazainak a szigma-algebréja, ill. legyen a p mérték a meg-
felel6 Lebesgue-mérték. A

k27", (k+1)27")  (neN,k=0,.,2"—1)

diadikus intervallumokra nézve 1épcsés fliggvények halmaza pedig legyen L. Végiil,
egy fenti tulajdonsagi B esetén jeloljik VMO(B)-vel az £ halmaz ||.||zg-normaban
val6 lezartjat. Ekkor a (VMO(B),||.||s) szepardbilis Banach-tér.

Belathatd, hogy alkalmas B-re a (VMO(B), ||.||s) tér rendelkezik azokkal a tulaj-
donsiagokkal, amelyek a fentiekben a CAP tagaddsit eredményezték. Ma4as széval:
ekkor a (VMO(B),||.||s) térben nincs Schauder-bézis.
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2.4. Az egyiitthatdk tere

Az (X, |.]) normélt térbeli z = (z,,n € N) bazis esetén definidljuk az X, teret az
alabbiak szerint:

o0
)/fz = {(an,ne N): a, € K (n € N), Zanzn GX}.

n=0

A (szédmsorozatok korében) szokédsos miiveletekre nézve az elébbi X. halmaz nyilvan
vektortér a K felett, az

n
al. = sup{ S
k=0

médon definidlt |.|, leképezés pedig norma az X »-n. Egyszeriien megmutathato, hogy
ez az X, tér a |.|, norméra nézve Banach-tér.

:neN} (a = (an,n € N) € X,)

Jeloljik ®-vel azt a R
P:X, - X

leképezést, amire
o0
d(a) := Zanzn (a = (an,mn € N) € X,).
n=0

Vilagos, hogy ez a ® egy invertalhatd, linearis operator. Mivel

oo = i | S|

ezért R
[@(a)]| <lal: (e € Xz),
més széval a ® korlatos is. Igy a Banach-féle inverz-tétel (Id. 10.8.) miatt a

Pl x 5 X,

inverz leképezés is korlatos (linedris) operdtor. Tehdt van olyan M > 0 konstans,
amellyel

& 1(z)|, = sup{H En:zZ(a:)zkH in € N} < M-zl (x € X)
k=0
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teljesiil.

Ezzel belattuk azt a korabban mar emlitett tényt, miszerint

Sp € L(X) (n € N)

2.5. Ekvivalens bazisok

Legyen a z = (z,,n € N) rendszer az (X,|.|x) Banach-térben, az u = (u,,n € N)
pedig az (Y, ||.|ly) Banach-térben egy-egy bazis. Azt mondjuk, hogy a z,u rendszerek
ekvivalens bdzisok, ha

X, =Y,

A kordbban mondottak alapjan pl. egy szepardbilis Hilbert-térben barmely két orto-
normalt bazis ekvivalens. A Banach—Steinhaus-tétel (1d. 10.1.) miatt ekvivalens z,u
bézisok esetén vannak olyan A, B > 0 konstansok, hogy minden

V= Zﬂkzk € E[Z]

k=0
elemre
o
A. <H H < B
(*) [vllx < ;ﬁkw -~ vl x

teljestil. Vegyiik észre, hogy a (x) reldcié nem csupan bézisokra, hanem tetszoleges
rendszerekre is megfogalmazhato.

Ezzel kapcsolatos az aldbbi értelmezés: tegyiik fel, hogy a z = (2, k € N) és az
u = (ug, k € N) egy-egy linedrisan fiiggetlen rendszer (rendre) az X-ben és az Y-ban.
Azt mondjuk, hogy a z,u ekvivalens rendszerek, ha alkalmas A, B > 0 konstansokkal
a fenti (%) becslés teljesiil minden L[z]-beli

o0
v = Z B2k
k=0

elemre.

Vezessiik be a kovetkezd jelolést: a (z,u) € [X,Y] szimbdlum jelentse azt, hogy
az. X-beli z rendszer ekvivalens az Y-beli u rendszerrel. Nyilvanvalé, hogy ha a z
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és az u egy-egy bdzis a megfelel$ terekben, akkor az elébbi két értelmezés egymassal
ekvivalens. Ebben az esetben a z*,u* (a z-vel, ill. az wu-val) biortogondlis rendsze-
rekre

(z",u") € [X*, Y™
A (%) feltétel teljestilése nyilvan azt jelenti, hogy a
T(zn) = up (n € N)
utasitassal értelmezett
T: Llz] — L[yl

linedris operator (kanonikus izomorfizmus) folytonos. Specidlisan, ha a z,u rend-
szerek ekvivalens bazisok, akkor a T kiterjesztheté egy X-rol az Y-ra haté linearis
homeomorfizmussa. Ha még az is teljesiil, hogy a z* = (2, n € N) az X*-ban, az
u* = (uf,n € N) pedig az Y*-ban bézis, akkor a

T (uy,) := 2, (n e N)

n

hozzarendeléssel definialt
T :YV* - X*

kanonikus izomorfizmusrdl kénnyen megmutathaté, hogy az a T adjungaltja. Ezért
T[] =117
Ha csak annyit tudunk, hogy a 2z bézis az X-ben, valamint
(z,u) € [X,Y]

és az u zéart rendszer az Y-ban, akkor a (x) miatt az wu-ra fenndllnak a (2.2.1)
feltételek, azaz a 2.2.1. Tétel alapjan az u bézis az Y-ban.

Tegyiik fel most azt, hogy az X térben'® adott egy z = (z,,n € N) bézis, legyen a
(z,n € N) a z-vel biortogonalis rendszer. A kovetkez6 tétel a z-nek megfelel$ ekvi-
valens bézisok konstrukcidjara ad lehetGséget, egyuttal a bazisok egyfajta ,,stabilitdsi”
tulajdonsagat is kifejezi.

13A tovébbiakban ||.|x helyett is ||.||-t frunk.
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2.5.1. Tétel. Ha az y = (yn,n € N) olyan X-beli rendszer, amelyre

oo
0= llzn —yull- Izl < 1,
n=0

akkor az y bdzis az X-ben és ekvivalens a z-vel.

Legyen ui.
o0
x = Zz;(x)zn €eX
n=0
esetén -
T(z) =Y z(®)yn
n=0

Ez utébbi sor konvergens, mivel barmely

m,neN, m<n

mellett
n n n
|3 st <] 32 st s | 3 st <
k=m k=m k=m
n n
ol D7 e =il Izl + | 3 s @) =0 (min — o).
k=m k=m
A

T:X—-X

operator nyilvan linearis és

oo
IT (@) < |1T(2) = ]| + [l <Y lzn@)] ll2n — yall + 2] <
n=0

o0
(D lzll Iz = gall + 1)l = G+ 1) Jlz] - (€ X)
n=0
miatt korldtos is. Tovdbba (ugyanigy)

IT(@)| = flzll = T (2) = 2| = (L= &) [l«]|  (z € X),
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tehdt a T injektiv és a T[X] képhalmaz zart altér az X-ben.

Megmutatjuk, hogy az y zart rendszer. Kiilonben a Hahn—Banach-tétel (1d. 10.2.)
miatt lenne olyan
0#£peX”

funkcional, hogy
(k) =0  (k€N).

Ekkor viszont

<

lp(z)] =

ZZ:L(‘T)QD(Zn) ZZ:L(‘T)QD(Zn - yn)
n=0 n=0

oo
Szl 2 = yall- el ll2ll = 8- lloll- el (z € X),
n=0

ami § < 1 alapjén nem lehetséges. Végiil,

X = Lly] c L[T[X]] = T[X],

igy T[X] = X. A T € L(X) operdtor tehat bijekcié, amib6l (a Banach-féle inverz
tételt (1d. 10.8.) is figyelembe véve) a 2.5.1. Tétel minden allitdsa mar kovetkezik.

2.6. Feltétlen bazisok

Emlékeztetiink a zart rendszer és a bézis viszonyat illetéen egy momentumra: mig a
(megszdmlalhaté) rendszer zértsdganak a fogalma nem tételez fel semmiféle sorbaren-
dezést sem a rendszer elemei kozott, addig a bazis (mint tébbek kozott zart rendszer)
fogalma kot6dik (az indexezéssel megvaldsitott) sorbarendezéshez.

Legyen adott az (X, |.]|) Banach-térben egy ¥ C X megszamlalhatd, linedrisan
fliggetlen, zart rendszer és vezessiik be a kovetkezd jelolést: valamilyen

t:N—Y

bijekcié esetén legyen
y' = (t(n),n € N)

(az Y elemei ,, t-sorrendben”). Az Y zart rendszert illetéen a kérdés az, hogy van-e
olyan el6bbi t bijekcid, hogy az y' rendszer bazis az X-ben?

A kovetkezd két példa a kérdést illetéen a szélsOségekre vilagit ra.
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1° Tekintsiik a (C[0,1],]|.]|sc) térben az
Y :={[0,1] 52— 2" :n € N}

halmazt. Az ismert Weierstrass-tétel szerint az Y egy (megszamlalhatd) zart
rendszer a C[0,1]-ben, de a Miintz-tétel (1d. 10.6.) értelmében nincs olyan

t:N—-=Y

bijekcié, amelyre az y' rendszer bazis lenne a C|0, 1]-ben. (Ui. barmelyik ilyen
t esetén az y' nem minimadlis rendszer.)

2° Ha az (X, (,)) Hilbert-tér'4, az Y C X pedig egy olyan megszamlalhaté, zart
rendszer, amelyre
<x7y> = 6:(:3/ (‘Tay € Y)

fenndll (az Y egy ONR), akkor a Riesz—Fischer-tétel (1d. 10.3.) miatt barmely

t:N-Y
bijekciéra az y' bazis az X-ben.
Vegyiik észre, hogy ha valamilyen
to:N—-Y

bijekcié esetén az y-nak van biortogondlis tarsa, legyen ez

®:N — X*,
akkor barmely
t:N—Y
bijekcié mellett az y' és a
Dotylot

biortogondlis. Mivel az Y zart rendszer, ezért az el6bbi y'-nek ez az egyetlen bior-
togondlis tarsa, amit a ®-bdl ugyanazzal az atrendezéssel kapunk, mint az y'-t az
y-bél. Ha tehédt az y' és az y' is bazis az X-ben,

yto = (y7hn € N)

“Tehat [|z|| = v/ (z,2) (= € X).
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és
:talot,

akkor barmely z € X esetén

Zyn yn—Zyon 2)Yo, (= ).

A fentiek motivaljak a kovetkezo definiciét: azt mondjuk, hogy az X-beli
z = (zn,n € N)
bézis feltétlen bdzis az X-ben, ha minden
c:N—N

permutaciora a
zo0 = (z4,,n € N)

rendszer bazis az X-ben.

Ekkor tehdat a -
Z Z () zn, (x e X)
n=0

végtelen sor minden atrendezése konvergens (és konvergédl az x-hez). Megmutathato,
hogy ez utébbi a kovetkezovel ekvivalens: barmely x € X és

e=(ep,neN):N—-{-11}
(,,eléjel”-) sorozat esetén a

[e.e]
Z Enzo(X)2n
n=0

sor konvergens.

Jeloljiik a fenti eléjelsorozatok halmazéat ¢ -szal és legyen
- () ZZEkZZ(HJ)Zk (xeX,neN,e= (e, keN)ely).

A 2.5.1. Tételhez hasonléan mutathaté meg, hogy igaz a
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2.6.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy a z = (z,,n € N) rendszer zart és minimdlis az
X-ben. Ekkor a

sup{||S;|| : neN,e€li} < +o0

feltétel sziikséges €s elégséges ahhoz, hogy a z feltétlen bdzis legyen az X -ben.

Haa z = (z,,n € N) feltétlen bazis, akkor barmely ¢ € ¢4 mellett az (S5, n € N)
operatorsorozat

T;: X - X
erés limesze, azaz a
T (x) := lim S;(x) (x € X)

n—o0o

hozzarendeléssel definidlt operator korlatos linearis operator az X-en. Mivel

v=T(T;(x))  (v€X),

ezért

x
ITE@I > s (e X)

S6t, igaz a kovetkezd tétel.

2.6.2. Tétel. Az X-beli zart és minimdlis z = (zp,n € N) rendszer pontosan
akkor feltétlen bdzis az X -ben, ha

i) minden € € £+ mellett TS € L(X) és
i) vannak olyan A,B > 0 konstansok, hogy

(%) A-lzf| < T2 ()| < B-flzfl (v € X, e € £x).

Az itteni (x) feltételt a kovetkezd ekvivalens alakban is megfogalmazhatjuk. Le-
gyen az

rp: R— R
fliggvény 1 szerint periodikus,
+1 (0<z<1/2)

ro(z) ==
-1 (1/2<x<1)
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ro(z) == 19(2"x) (x €[0,1], n € N).

Az
R := (rp,n € N)

Rademacher-rendszerrél megmutathatd, hogy minden olyan ¢ € /4 esetén, amelyre
lim e, # —1,
n—00
egyértelmiien létezik egy t € [0,1] szdm ugy, hogy
e = (rp(t),n € N).
Mivel nyilvén tetszéleges ¢ € [0, 1] mellett
(rn(t),n € N) € {4,

ezért a
o

T!(x) == Zrk(t)z};(:n)zk (t€[0,1], z € X)
k=0

jeloléssel a (x) ekvivalens a kovetkezével:

(%) Al < ITZ @) < Befl=ll - (z € X, t €10,1]).

2.7. Riesz-bazisok

Legyen adott az (X, (,)) szepardbilis Hilbert-térben egy
z = (zn,n € N)

(nem feltétlentil ortonormaélt) teljes rendszer. (A széban forgé rendszer indexezésére
késébb az N helyett az egész szamok Z halmazat is fogjuk idénként hasznalni.)
Feltessziik, hogy az X-ben van a z-vel biortogonalis rendszer, legyen ez

2" = (z,,n € N).
Azt mondjuk, hogy a z rendszer Bessel-szert, ha barmely y € X esetén'®

((y,zﬁ},n € N) € €27

15 A jelolést illetSen 1d. 2.8. i) megjegyzés.
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azaz

oo
> w2 < +oo.
n=0

Megmutatjuk, hogy az ilyen rendszerek bizonyos értelemben , kozel” allnak az or-
tonormalt rendszerekhez. Legyen ehhez az (x,,n € N) ortonormalt bazis az X-ben,
ekkor a Riesz—Fischer-tétel (Id. 10.3.) miatt minden y € X elemhez egyértelmiien
megadhaté olyan ¢ € X elem, hogy

<y7 Z:L> = <§,xn> (Tl S N)

Az
Aly) =9 (yeX)

megfeleltetéssel értelmezett
A X - X

operator nyilvan linearis és
A(zy) = (n € N),

tovabba az ismert Gelfand-tétel (1d. 10.1.) miatt korlatos is. Konnyti beldtni, hogy az
el6bb mondottak ,, megforditasa” is igaz, nevezetesen, ha az (z,,n € N) ortonormalt
bazis az X-ben, A € L(X) és

Tn = A(zp) (n € N),

akkor a (z,,n € N) rendszer Bessel-szerti.

A fentiek alapjdn tehét egy z Bessel-szerii rendszer esetén van olyan M > 0
konstans, amellyel

oo
S Ny z)l? < M-Jlyl> (v e X)
n=0

igaz.

Specidlisan, ha az («,) olyan egyiitthaté-sorozat, amelynek legfeljebb véges sok
tagja kilonbozik a nullatdél, akkor az

oo
Y= E QpZn,
n=0
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vélasztassal nyilvan
(y,25) =an (R €N).
Ezért

o0

1 2
(*) \/—M‘;’an\ <

=0

oo
E QnZn
n=0

A Bessel-szertli rendszerek egyfajta ,,bels¢” jellemzését adja a kovetkezé allitas:

2.7.1. Tétel. A fenti z rendszer pontosan akkor Bessel-szert, ha létezik olyan
A € L(X) pozitiv hermitikus operdtor, amellyel

A(zp) = 2, (n e N)

1gaz.

Nevezzik a z-t Hilbert-szeriinek, ha tetszoleges
a= (ap,n € N) €y
sorozathoz egyértelmfien létezik olyan y(® € X elem, amelyre
=y, 2)  (neN).

Megmutathatd, hogy a z pontosan akkor Hilbert-szerii, ha van olyan B € L(X)
operator és (x,,n € N) ortonormalt bézis az X-ben, hogy

Tovébba minden fy-beli (o, n € N) sorozat mellett egy alkalmas y € X elemmel

és

ezért
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fgy, ha az ay,-ek az el6bbi (x)-ban szerepld egytitthatok, akkor

i n2n i anB(xy,) B <i anazn)
n=0 n=0 n=0

<

(%) 1B = [|1BII

oo
E AnTp
n=0

Mivel ||B|| > 0 nyilvén igaz, ezért a kovetkezd &llitdst kaptuk: ha a (z,,n € N)
rendszer Hilbert-szerli, akkor van olyan m > 0 konstans, amivel barmely a € /o
esetén

laley = m- |y |-

A Hilbert-szerii rendszerekre is megadhaté egy ,,belsd” kritérium, nevezetesen igaz

2.7.2. Tétel. A z rendszer akkor és csak akkor Hilbert-szerii, ha valamilyen
A € L(X) hermitikus operdtorral

zn = A(zn)* (neN)

teljestil.

Azokat az X-beli z = (z,,n € N) rendszereket, amelyek egyszerre Bessel-szertiek
és Hilbert-szertiek, Riesz—Fischer-rendszereknek nevezziik. A fentiek alapjan nyilvan-
valé, hogy a z pontosan akkor Riesz—Fischer-rendszer, ha van olyan

A X - X
linedris homeomorfizmus, amellyel az (A(z,),n € N) ortonormélt bézis az X-ben.

Ekkor alkalmas m, M > 0 konstansokkal

m- ||yl <

oo
Sy )P < M-yl (ye X),
n=0

ami nem mdas, mint az ismert Parseval-egyenloség altaldnositdsa Riesz—Fischer-
rendszerekre. Megmutathatd, hogy az ilyen rendszerek feltétlen bazisok az X-ben,
amelyeket Riesz-bdzisoknak neveziink.
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Ha tehét a (z,,n € N) Riesz-bézis, akkor a (x), (xx) becslések alapjdn valamilyen
¢, C > 0 allandokkal

[e.9]

Z‘an‘z <

n=0

(5 % %) c

00 00
S <0 St
n=0 n=0

igaz minden olyan («,) egylitthat6-sorozatra, amelynek legfeljebb véges sok tagja
nullétdl kiillonbozs. Més széval a (x x x) teljestil tetszOleges

i anzn € L]z]
n=0

linedris kombindciéra. Legyen (c,) € ¢3, ekkor barmely

m,neN,n<m

esetén a (x * x) alapjin

m
> ok
k=n

amib6l a "7 crzp sor konvergencidja kovetkezik.

m
<e | [Slal =0 m ),
k=n

2.7.1. Lemma. A (z,,n € N) rendszer akkor és csak akkor Riesz-bdzis, ha
van olyan T € L(l2, X) korldtos linedris operdtor, hogy Rt = X, tovdbbd'®

T(e™) = 2, (n e N)
és alkalmas C,c > 0 konstansokkal
cllalle, < IT(a)l] < C-llalle, — (a € £2).
Valéban, ha ¢ jelenti az olyan szamsorozatok halmazat, amelyeknek legfeljebb

véges sok tagja kiilonbozik a nullatél, akkor konnyen belathatéan az ¢ egy mindeniitt
stiri altere az fo-nek. Vildgos, hogy minden gond nélkiil értelmezhetd a

T(a):= Zanzn (a = (an,n € N) € /)
n=0

16Az fo-beli ™ := (6,4, k € N) (n € N) bézissal.
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(nyilvan linedris)
T:0— X

operator és
T(e™) = z, (n e N).

Ha a (z,,n € N) Riesz-bazis, akkor a (x * *) becslések miatt
cllalle, <[ T(a)l < C-llalle,  (a €8).
A T operétor (egyenletesen) folytonos is, hiszen az el6bbiekbél
[T(a) =T®) =[T(a=b) <C-lla=0l]  (a,b€?)

kovetkezik. Ezért a T egyértelmiien kiterjeszthet6 az fo-re (a kiterjesztett operdtort
is T-vel jelolve), nevezetesen: ha o € ¢y és az

(@™ neN): N/

sorozatra
lim |a— CL(")Hg2 =0,
n—oo

akkor
IT(a™) — T(a™)|| = |T(a™ — a™)|| <

< C-Ha(") —a(m)Hg2 —0 (n,m — o)
miatt 1étezik a

T(a) := lim T(a™)

n—oo

hatarérték, ami nem filigg az a-t ,,el6allité” el6bbi (a(")) sorozattol, csak magatol az
a-t6l. Vildgos tovabbd, hogy a (* * %) miatt

e lofle, = ¢ lim [[a®]lp, < lim [[7(a)] =
IT(@)] = lim [T(™)] < C- i [a® e, = C- ol
fgy tobbek kozott a kiterjesztett
T:0y— X

operator korlatos linedris operdtor, kovetkezésképpen folytonos is.



54 FEJEZET 2. BAZISOK

Nyilvanvald, hogy a T operator az f-et az
L:=L{z, € X :neN}

halmazra képezi le. Mivel a feltételek szerint a (z,,n € N) rendszer Riesz-bazis, ezért
az L mindentitt stirt altér az X-ben. Igy tetszoleges y € X elemhez van olyan, az

yn € L (n € N)
elemekbdl all6 sorozat, amelyre
y = lim y,.
Ha n € N, akkor y, € £ miatt alkalmas a(™ € ¢ elemmel
és )
la™ — a®™|¢, < ~llyn =ymll =0 (n,m — o0)
alapjan létezik az

a:= lim o™ ¢ 12

n—oo

hatarérték. A T folytonossdgabdl kdvetkezden

T(a) = lim T(a™) = lim y, = v.

n—oo n—oo
Ez azt jelenti, hogy a T operator az fs-t az X-re képezi le, azaz Ry = X.

Ezzel beldttuk, hogy a (z,,n € N) rendszer Riesz-bézis volta elegendé a 2.7.1.
Lemma &llitasaihoz. Forditva, ha a T eleget tesz a most mondott lemma feltételeinek,
akkor minden x € X elemhez egy alkalmas a € {5 sorozattal z =T(a). Haa b € {3
is ilyen lenne: x = T'(b), akkor

0=[T(a) =TO) = |T(a—=b)[ = clla— bl

miatt
la —blle, =0=a=0b.

Ezért minden =z € X elemhez egyértelmiien létezik az el6bbi

a = (an,n € N) € ly
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sorozat. Tovabbd -

a= Z anel™

n=0
miatt
[e.e] o0
x=T(a) = ZanT(e(")) = Z An 2.

n=0 n=0

Mas széval a (zp,n € N) bézis. Innen
(x,2)) = an (n e N)

adodik, igy a (z,,n € N) Bessel-szert.

Ha
b= (bp,n € N) €ty

és y=T(b), akkor az elébbiek alapjin
(y, 2,) = by, (n € N).
Tehat a (z,,n € N) Hilbert-szeri is, kévetkezésképpen Riesz-bazis.

Haa (2,1 € N) rendszer zért és a (x+x) igaz, akkor nyilvn értelmezhetd a 2.7.1.
Lemmabeli T operator. Kovetkezésképpen a (z,,n € N) Riesz-bdzis. Osszefoglalva
a fentieket ezért az alabbiakat mondhatjuk:

2.7.2. Lemma. A (z,,n € N) zdrt rendszer akkor és csak akkor Riesz-bazis,
ha a (xxx*) feltétel igaz.

Ekkor tetszoleges x € X elem egyértelmiien allithaté el

oo
T = g 2,
n=0

alakban alkalmas
a = (ap,n € N) € 4y

sorozattal. Tovdbba a (x * *) minden « € o sorozatra is teljesiil, ill. tetszéleges

r € X esetén
1 > 12 1
g el < <Z|<:c,zn>|2> < = la]
n=0
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(azaz a (zp,n € N) rendszer egy frame (1d. 3.1.)).
Tekintsiik pl. az X := L?(R) (valés) vektorteret a ,,szokdsos”

+oo
(f. ) = / f@g(x)de  (f.g € LA(R)

skalaris szorzdssal, amikor is
+o0 9
Il=y/ [ P germ).
Jol ismert, hogy az (X, (,)) Hilbert-tér. Legyen a h az aldbbi , kalap”-fliggvény:

l1+2 (-1<z2<0)
h(z):=q1—2z (0<z<1)

0 (x e R\ [-1,1]),

valamint

hj(x) := h(x — j) (xreR,jeZ).

Nem nehéz megmutatni, hogy a (hj,j € Z) rendszer Riesz-bézis a

Vo :=L{h; € X :je€Z)}]

zart altérben.

Ti. beldthatd, hogy az elébbi (x % x) feltétel fenndll a

konstansokkal. Tekintstiik ui. ehhez el6szor is az
fr9€ Ll{h; € X :j€Z}]

(valés) fiiggvényeket:
“+oo

f=> ajh,

j=—00
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és

“+oo
9= > Bl

j=—00

(ahol tehat legfeljebb véges sok «;, 3, egyiitthaté kiilonbozik a nullatdl). Ekkor

+00
(f,9) = / f(x)g(x)de =

—00

+oo k +oo 1
> [ t@a@de= Y [ i+ bgla k) de -

k=—o00 1 k=—o00
+00 1 +oo
3 / S ajh(s+k— )b+ k1) ds =
k=—o00 0 Jl=—00

+oo 1
3 /0 (@) + g h(@ — 1) (Beh(@) + Bosah(z — 1)) do =

k=—o0

+o0 1
> /0 (ak + (g1 — a)w) (B + (Be41 — Br)x) dx =

k=—0c0
1 &
5 > (Ao + anBrrs + arr1Be)-
k=—o00

Vezessiik be a kovetkez6 leképezéseket: tetszéleges, a

+00
Z |lan|? < 400

n=—oo
feltételnek eleget tevé a = (an,n € Z) szamsorozat esetén legyen
U(a) := (ap—1,n € N)

és

Mivel az el6bbiek szerint az

o7
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ak;:ﬂk;:ak (n,meZ,n<m és k:n,...,m),

ill.
a =0, =0 (k>m, vagy k <n)

jeloléssel a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlOtlenséget felhasznalva

m 2 1 +oo
Z akhk = 6 Z (404% + 2akak+1) <
k=n k=—o00

+oo m
2 _ 2
E ap = E ap — 0 (n,m — 00, vagy n,m — —o0),
k=—o00 k=n

BAZISOK

ezért a H(a)-t definidlé végtelen sor ||.|-ban konvergens és H(a) € Vj. Vildgos, hogy
az U operdtor adjungaltja (U*) a kovetkez6: a fenti a = (an,n € Z) sorozatokra

U*(a) = (apt1,n € Z),

valamint
1U(a)le, = 1U*(a)le, = llalle,
és
(U(a), a)e| = [(U*(a), a)es| < lall7,.
Ha tehat
f=H(a) € LI{h; € X : j € Z}],
akkor!”

I£1I* = (H(a), H(a)) = = (4] + U + U*)(a), a)e, <

| =

é' (4llall, + {U(a), a)e,| + (U (a), ae,]) < llalle,.

Hasonléan kapjuk, hogy

I£1I* = (H(a), H(a)) = = (4] + U + U*)(a), a)e, >

| =

%- (llallz, = (U(a), a)e, | = U (a), a)e, |) =

Az I(a) := a jeloléssel.

[lalle,-

W =
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Mutassuk meg, hogy van olyan (c;j,j € Z) egyiitthatésorozat, hogy a
“+oo
2
> el
j=—00

Osszeg véges és a

fuggvényre a
pi(@) =@ —j) (r€R,jeZ)

eltoltak ortonormdlt bézist alkotnak a fenti Vp-ban. Ehhez eldszor is emlékeztetiink

arra, hogy az'®
ep(x) == e® (xeR,keZ)

fiiggvények rendszere (a trigonometrikus rendszer) ortogondlis bézist alkot az
(L?[—m, 7], ].||l2) térben. A Riesz Fischer-tétel (1d. 10.3.) szerint az

+o0o
f=> e (f€LP-mn])

k=—o00
Fourier-sorfejtés révén az L?[—m, 7| azonosithaté a

+oo

Z la|? < +o0

k=—o0

feltételnek eleget tevé (ay,k € Z) szamsorozatok terével.'® Mivel ekkor

—+00 —+o00
Z ap—16k = Z ageg+1 = e1f,

k=—o00 k=—00

ezért a fenti U operator azonosithaté az

feealf
leképezéssel.

18, .= \/—_1

Ennek megfeleléen a H operator is tekinthetd gy, mint az L*[—7, w]-n értelmezett leképezés.
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Valamely ¢: R — R fliggvény esetén tekintsiik az

My(f):=gf  (f € L’[-m,7))
el6irdssal definidlt M, operdtort. Ekkor U = M,,. Kovetkezésképpen

1
WU +UY) =

6 ’ (4I + M, + M;) = M(2+cos)/3'

=2

Legyen ezek utan

V3
V2 4 cos

és
c:= Mg(e(o)).
A részletszamitasokat mell6zve azt kapjuk, hogy a ¢ := H(c) fiiggvényre a fenti

(¢;,j € Z) rendszer ortonormélt. Mivel az e(®) a konstans 1 fiiggvénnyel (1) azo-
nosithaté az el6bb mondott értelemben, ezért

ahol a g paros volta miatt
Con =Cp (neZ)

és
V3 [T cos(nz)
Cp = —- —— _dx 0<neN).
" 2r ) 2+ cos ( )
Innen
+oo
n=-—oo

kovetkezik. Mivel

és
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valamint
1 =
) =+/(2+cos x)/3 ~ Z bje;,
j=—o00
lfgy20

+o0o +o0o
h=H Z bjsjg = Z bj(,Dj.

j=—o00 j=—00

A h fiiggvény tehat kifejezheté a ¢; (j € Z) fiiggvények szerinti (||.|-ban konver-
gens) sor Osszegeként. Ezért

he L{p; € L2(R) : j € Z}],

amibdl

hi. € LI{p; € L*(R) : j € Z}]

is rogton kovetkezik. Az elézményeket is figyelembe véve innen

L[{p; € L*(R):j € Z}] =V,

azaz a (¢j,j € Z) rendszer ortonormdlt bazis a Vp-ban.

Az elébbiekben bevezetett M, ,szorzds-operdtorokkal” kapcsolatos az aldbbi
lemma.

2.7.3. Lemma. Tegyiik fel, hogy g € L>®[—m, 7] és

qo = sup{y > 0: [g(x)| =~ (mm.z € [-m ])}.

Ekkor az
My : L*[~7, 7] — L*[—m, 7]
leképezés korldtos linedris operdtor és
19 g(@)] 2 o (mm.z € [-m 7]);

22 Nglloo If1 = IMg(H)Il = qo I (f € L2[=m,7));
3° ha q=0 é |My(/)l = If] (f € L?[=m ), akkor ¢ < qo.

2OMi4s széval a bj-k az 1/g fiiggvény Fourier-egyiitthatéi.
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Valéban, az

1My (D < llglloo- £ (f € L2[=m,7])

becslés, tovabba az M, linedritdsa meglehetdsen nyilvdnvald. Tegyiik fel indirekt
moédon, hogy a
{lgl < qo} :==A{z € [=m 7] : [g9(z)| < qo}

halmaz (a p Lebesgue-mértékre nézve) pozitiv mértékii:

n({lgl < qo}) > 0.

Mivel .
{l9] < g0} = (JAlgl < a0 — 1/n},

n=1

ezért van olyan 0 < n € N, amellyel

1({lg| < qo—1/n}) > 0.

A qp definicidja miatt viszont ekkor létezik olyan
g0 — 1/n <7 < qo,

hogy
‘g(‘r)’ 2 v (mm T e [_7777(])7
igy
pllgl <~3) =0.

Vilagos azonban, hogy
{lgl <o —1/n} C{lgl <~}

tehat
p({lg] < qo—1/n}) =0,

szemben az elobb mondottakkal.

Kovetkezésképpen fenndll az 1° becslés, amibél

IMg(F)l = o IFIl - (f € L?[=m, 7))

mar nyilvan kovetkezik.
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Tegylik fel ismét csak indirekt médon, hogy valamilyen ¢ > gy konstanssal

IMg(Hl = a IFIl - (F € L[, 7).

Ekkor (I1d. a gp definicidja)
1({lgl < q}) > 0.

A fentiekkel analég gondolatmenettel kapjuk, hogy valamilyen 0 < n € N esetén az
A:={lgl <q—1/n}
halmazra p(A) > 0. Legyen f := x4, amikor is

g IfII < 1My (H)Il = \//_ﬂ l9(z)xa(2)? dz = \//A l9(z)]? dz < (¢ —1/n)-/ u(A).

Mivel

IfII = v/n(4) >0,

ezért innen ¢ < g—1/n kovetkezik, ami persze nem igaz. Mas széval valéban fennall,
hogy ¢ < qo.

A most targyalt példat altaldnositva legyen a h € L?(R) tetsz6leges valos fiiggvény
és az el6bbiek mintajara tekintsiik a h fiiggvény h; (j € Z) eltoltjait. Ez utébbiakra
az alabbi tétel igaz.

2.7.3. Tétel. Legyen

+o0o +oo
t ;:/ h(:n)hj(:n)dx:/ he)h(z —j)de  (j € Z)

—00 —00
és tegyiik fel, hogy van olyan g € L™°[—7, x| figgvény, amelynek a (trigonomet-
rikus) Fourier-sora

o
to + Z 2t; cos (jx) (x € R)
j=1
alaki. Ekkor a (hj,j € Z) rendszer a zdrt

Vo :=L[{h;j € X :jeZ)}
altérben akkor és csak akkor Riesz-bdzis, ha alkalmas o > 0 konstanssal

g(z) > « (m.m. z € [—m,7)).
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Az utdbbi esetben van olyan ¢ € L*(R) fiiggvény, amellyel a (p;,j € Z) rend-
szer ortonormdlt bdzis a Vy-ban, ahol

pj(z) =l —j) (zcR,jcZ).

Tegyiik fel ui. el6szor azt, hogy a (hj,j € Z) rendszer Riesz-bazis a Vj-ban.
Ekkor a 2.7.1. Lemma szerint a

+00
T(a) := Z anhy, <a = (an,n € Z), Z lan)? < —|—oo>
n=-—00 n=-—o00

eléirassal definidlt T' operator?! korlatos linedris leképezés és
cllalle, < [IT(a)ll < C-lalle,-
Ha T* jeloli a T adjungéltjat, akkor a széban forgd a = (a,,n € Z) sorozatokra
IT(a)|* = (T(a), T(a)) = (T*T(a),a)e,-
Konnyl megadni a T*T operator
M = (t);72 o

,,matrix” -reprezentaciéjat:

T*T(CL) = Z t,-jaj,z' €eZ]|,

j=—00
ahol ' ‘
tij = (T*T(eV)), e, =
(T(eD), T(eD)) = (hj, hi) = (h,hij) =ti;  (i,j € Z).
Tehat

T*T(a) = Ma.

Vilagos, hogy
trk=t (keZ),

2Specidlis esetként (amennyiben a h az elébbi kalap-fiiggvény) T = H.
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ezért a ¢ fluggvény trigonometrikus Fourier-soranak a komplex alakja a kévetkezd:

Mutassuk meg, hogy az M, operdtort meghatdrozé matrix szintén M az alabbi
értelemben: ha

+00
f= Z ey € L[, 7,

k=—o00
akkor
Z o My(eg) Z Biet,
k=—o00 l=—c0
ahol

“+oo
fr= ) o (€Z).

j=—o0

Ui. az | € Z indexekre

G = i/7r g(x)f(z)e "®dr = lim —/ Z tee™ f(x)e " dr =

27 J_ . n—-oo 27

n
. 123 " —1(l—k)z _ .
nll)l}_lm]cg o flx)e daj—nll)l}_loo E tkal L= g ti—jo
=—n

- i
(ahol a masodik egyenléség a Cauchnyunyakovszkij—egyenléﬁtlenseget is felhasznalva

2

%./_ﬂ— ( )f( ) —zlwd - _Wk_z:ntkezkxf(x)e—zlmdx <
1" - ’
(%' [ Jotwr= 3 et -|f<w>|dx) <
4—;- - k;n tpeth® 2da:- /_: |f(2)|?dz — 0 (n — +00)

miatt kovetkezik).
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Ha tehat f € L?[-m, 7] ésa v az f fiiggvény (trigonometrikus) Fourier-egyiitt-
hatéinak a sorozata, akkor a Parseval-egyenloség alapjan

s s

M,(f)@)f@)de = 2 | g(o)|f () de =

2 J_,

tk
2T

—Tr

(MY, %), = (T T(V),M)e, = TP > 0.
Innen egyszeriien kovetkezik, hogy
g(z) >0 (m.m. x € [—m,7]).

Ha ui. a {g < 0} halmaz pozitiv (Lebesgue-)mértékii:

p(fg <0}) >0,

akkor a 2.7.3. Lemma bizonyitasdban latottakkal megegyezd mdédon egy alkalmasan
vett 0 <mn € N esetén az

A:={g<—-1/n}

halmazra p(A) > 0 éllna fenn. Ha viszont f := x4, akkor

[ sl = [ g)ie < 12

—Tr

<0,

ami ellentmond az el6bbieknek.
Beszélhetlink tehat az M. 5 operatorrdl, ahol a 2.7.1. Lemma és az el6bbiek szerint

P =, < ITQIE = 5 [ (1)@ (o) do =

1

5 | My(F)@)

A 2.7.3. Lemma 3° &llitdsa miatt ezért
V() > V2re (m.m. x € [—m, 7))

teljesiil, azaz
g(x) > a:=2mc>0 (m.m. z € [—m, 7).
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Ezzel a 2.7.3. Tételbeli a-ra vonatkozo allitds sziikségességét belattuk. Az elégsé-
gességhez legyen az

+o0o
F="Y" we

k=—00

trigonometrikus polinom??. Ha
g(x) >a>0 (m.m. z € [—7, 7)),

akkor

™ ™ s

+00
Mxﬂfu»P¢c200/"|f@oﬁwn=2ww 3wl

—Tr

Mﬂﬁ@ﬁ@ﬂwz/

i i k=—00

A Parseval-egyenl6ség szerint a v := (v, k € Z) jeloléssel

27 |lglloo- 1117, = lglloo- IF1* > [ My(£)(2)f(2) do =

—Tr

“+00

+oo
2 > | Dt | =

k=—oc0 \j=—o00

+o00 +oo +00
27 Z Tk Z 7]--/ h(z)h(z —k + j)dx =
k=—o00 j=-—o0 >

+o00 +o0o +00
27 Z Vi Z ’yj'/ h(x —j)h(z — k)dx =

k=—00 j=—00
+oo
27 /
—00

22Tehdt a {k € Z : v, # 0} halmaz véges.

2
dzx,

“+oo
> bl =)

j=—00
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ezért

+oo
Vigloo 7llez = || D vihs|| = Ve lles-

j=—00
Igy a (* % x) jellemzést figyelembe véve a (h;,j € Z) rendszer Riesz-bazis a Vp-ban.

Most lassuk be, hogy van olyan ¢ € L*(R) fiiggvény, amellyel a (p;,j € Z)
rendszer ortonormalt bazis a Vp-ban, ahol

pj(x) =z —j) (reR,jEZ).

A 2.7.1. Lemma szerint értelmezheté a Vy-ra képezd

+oo
T(a):= Z anhy, (a = (ap,n € Z), Z lan|? < +oo)
n=—00 n=—o00

korlatos linedris T' operator. Az el6bbiek szerinti g € L®°[—m, 7| fliggvényre valami-
lyen o > 0 szammal
g(x) > « (mm. x € [—m, 7))

és My = T*T. Innen az is kovetkezik, hogy
1
g V2 (2) < NG (m.m. z € [-m, 7).

Legyen a ¢~ /2 fiiggvény (trigonometrikus) Fourier-sora

—+00

co + Z 2¢y, cos(kx),
k=1

ahol tehat
1 [7 cos(kz)

2 Jx \/g(x)

Ck = C_f 1= dx (ke N)

és a c:= (cp,n € Z) jeloléssel tekintsiik a
Y= T(g_1/2) = T(C) = Z Cnhn,

fliggvényt. Ekkor

(@jrion) = (T(e_jg /), Te_rg™ /) = (T*T(e_jg7 /), cpg™/?) =
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(MgMgy—1/2(e—5), My-1/2(e—1)) =
(My12MgM1/2(e—5),e—k) = (€j,€k) = Ok
Ez azt jelenti, hogy a (yj,j € Z) rendszer ortonormalt.
Nyilvanvald, hogy
p;eVo  (1€2),
igy

Vo :=L{p; € L>(R) : j € R} C V.

Tovabba
ok =TM,-1/2(ck) (keZ).

Az is vilagos, hogy az
My L*[—n, 7] — L?[—m, 7]

operator invertalhatd és
-1
Mgi1 o =M 5.

Legyen ezek utan az F' € Vj tetszoleges. Mivel a T operator rdképez a Vp-ra, ezért
egy alkalmas f €V} figgvénnyel F' = T(f), ahol a

G =M s;5(f)

jeloléssel
f = Mgfl/z (G)

Fejtsiik (trigonometrikus) Fourier-sorba a G-t:

+o0o
G = Z bnen,

ekkor
“+oo
F = T(Mg—1/2(G)) =T < Z bnMgfl/Z (€n)> =

+00 too
Z bnT(Mg71/2(En)): Z brnn-

n=—oo n=—oo

Ezzel azt kaptuk, hogy Vp = Vp, mds széval a (pj,J € Z) ortonormélt bazis a Vj-ban.
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Tekintsiik pl. a fenti h kalap-fiiggvényt:
1+z (-1<z2<0)
h(z) =9 1—2z (0<z<1)
0 (x e R\ [-1,1]),
akkor (a 2.7.3. Tétel jeloléseivel)

toz/_1 hz(sc)da:2/0($+1)2d90+/01(35—1)2d37=;

1 -1

1 ) X
t1 = /_ h(z)h(z —1)dx = /0 h(x)h(x —1)dz = /0 (1—2)zdx = é7

1

1
tj = /_1 h(z)h(x —j)dz =0 (1=2,3,...).

g(x) = g + %cos x (x € [-m, 7))

fiiggvény nyilvan eleget tesz a 2.7.3. Tételbeli feltételeknek az « :=1/3 konstanssal.

Legyen valamilyen f € L'(R) fiiggvény esetén most az f az f fiiggvény Fourier-
transzformdltja, azaz

—~ t+oo
Fla) = / e 2™ dt  (zcR).

—00

Jél ismert, hogy az f folytonos fliggvény, ill. a Fourier-transzformélt értelmezése
az L'(R) N L?(R)-16l kiterjesztheté az L?(R)-re és (f € L2LR) esetén ugyancsak
az eddigi f szimbélummal jelolve a kiterjesztés eredményét) f € L?(R), valamint?3
Ifl = |If]l. Ekkor a 2.7.3. Tételbeli tetszdleges h € L%(R) fiiggvény hj (j € Z)
eltoltjaibol allé (h;,j € Z) rendszerre igaz a

B Emlékeztetiink arra, hogy ||¢|| = fj;o lp®)|2dt (p € L*(R).
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2.7.4. Tétel. A (hj,j € Z) figgvényrendszer a

Vo :=L[{hj € X :j € Z)}]

zart altérben akkor és csak akkor alkot Riesz-bdzist, ha alkalmas 0 < m < M
konstansokkal

+o00
m< Y |hz+k)P <M  (nmzeR).

k=—o00

Ekkor tetszoleges m € Z mellett a

hnj(z) = 2"20(2"z — §)  (z€R,jeZ)

rendszer Riesz-bdzis a

Vo = L[{hnj € X : j € Z}]

altérben.

Legyenek ui. az «; (j € Z) egyiitthatok olyanok, amelyekre

+oo
> eyl < +oo.

j=—00

Ekkor az elébb emlitett || f] = ||f|| izometria alapjan

+00 I
D aghyl = X aghy),
j:—OO ]:_OO
ahol
+o0 +o00 .
/ t o ] 27r2twdt / h(t)e—27rl(t+J)rdt —
+oo ~
o—2mja, / Je 2 dt = e:(2)h(z) (j€Z, z€R).
Tehat
+00 2
J——OO J=moo
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2

00 k+1| —+oo N )
-3 / ajes )| bt Pz =
k=—oco K j=—00
2
Z/ aje;(x) iz + k)[Pda =
k=—o00 j=—00
1| o0 2
/ Zozje] Z (h(z + k)|*dz.
0 j=—00 k=—00
(Mivel
1 +oo
/ Z\hx+kydx_ /\hx—l—k!da:_
k=—00 k=—o00
too k+1 +oo
> [ h@Pde= [ fh)Pds = 0P < +ox,
k=—oco K oo
ezért

+oo
Z Ih(z + k))? < 400 (m.m.z € R).)

k=—o00

Tegytik fel, hogy

+oo
Z Ih(z+k)? < M (m.m. z € R)

k=—00

igaz. A fentieket és a Parseval-egyenl6séget figyelembe véve

00 1| +oo 2 400

E a;h <\/M-J/ E aje;j(z)| de =V M- E laj|?,
. o |. )
j=—o00 j=—o00 j=—o00

azaz teljesiil a (% x *)-beli jobb oldali egyenlétlenség. Ugyanigy kapjuk a bal oldalit
is, tehat (1d. 2.7.2. Lemma) a (h;,j € Z) Riesz-bazis a Vj-ban.

Ha most ez utobbibdl indulunk ki, akkor legyen « > 0 és

Ay = {xéOl Z|hw+k‘ }

k=—o00
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Feltehetd, hogy valamilyen a-ra az A, halmaz (Lebesgue-)mértéke pozitiv:

1(Aa) > 0,
kiilonben?4
+0o0o =R
Y lhz+k)=0  (mm. .z e[0,1]).
k=—00
fgy

0= [[a]l = [l

ami nyilvan kizdrhaté. A x4, karakterisztikus fiiggvényt (trigonometrikus) Fourier-
sorba fejtve kapjuk a

—+00
XAy, = Z Gn€n
n=—o00

eloallitast, ahol a Parseval-egyenlGséget alkalmazva

—+00

1
E |an|2 = / A, (7)de = u(Ay) < +00.2
0

n=—oo

Az elébbiek szerint

+oo 2
Z anhy|| =
+oo N 2 1 +o0o 2 4+ N
n=—00 0 | p=—c0 k=—00
+oo N +oo
/ Z \h(x + k) Pde > o® u(As) = o* Z lan|?.
& k=—o00 n=—00

A (% xx) tulajdonsidg miatt

+oo

Z anhn,

n=—oo

*Figyelembe véve, hogy {z € [0,1]: S35 _|h(z +k)|> > 0} = UsZ, Aiyn.

k=—o00

*Megjegyezziik, hogy a Carleson-tétel miatt xa, (z) = 31> _anen(r) (mm.z € [0,1]) is igaz.
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ezért minden ilyen a-ra C > a. Kovetkezésképpen sziikségszertien igaz, hogy
pAa) =0 (az=0),
specidlisan u(Ac) = 0. Tehat?®
too
Y |zt kP <M:=C (mmzcR).
k=—0c0
Analég médon kapjuk a
too
Z h(z+ k) >m:=c>0 (mm. z € R)
k=—o00
alsé becslést is, ha az A, (o > 0) helyett a
too
B, = {az €[0,1] : Z \h(z+k))? < a}
k=—o00

halmazbél indulunk ki.2?

Nyilvanvalé, hogy
hoj =h;  (j € Z).

Tovabbd koénnyen ellenérizhetd, hogy a (x * *)-ban szereplé barmely oy (k € Z)

egyutthatokkal
> apha > aghy,
kEZ keZ

Y

azaz a (x*x) egyszerre igaz a (hy, k € Z) és tetsz6leges n € Z esetén a (hpi, k € Z)
rendszerekre. Més széval a 2.7.4. Tétel masodik része mar trividlis.

Tekintsiik példaként ismét a fenti h kalap-fliggvényt. Ekkor

)

0 1
(z) = / (t+1)e ™" dt + / (1—t)e ™ dt  (z€R),
-1 0

Az Roa e Y0 |ﬁ(x—|—k)|2 fiiggvény 1 szerinti nyilvanvald periodicitdsét is figyelembe véve.

2"Ti. most a xp, fiiggvényt fejtve Fourier-sorba azt mondhatjuk, hogy p(Ba) > 0= c < a. fgy
w(Ba) =0 (0<a<c), téhbek kozdtt u(Be) =0= 37> __|h(z+k)]* >c (mm.z€R).

k=—oc0
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tehat

)

(O):/0(t+1)dt+/01(1—t)dt:1,

-1

valamint = # 0 esetén (parcidlisan integrélva)

~ e—27r2t:v 0 1 0
h(z) = [(H— 1) ] - : / e~ 2T gt 4
—2mx | _

2max J_4
—2mit 1 1
1
[(1 ~ )" ] - / e 2T gt —
—2mx |, 2mx Jj
1 1 ome | —omay L —cos(2mx)  (sin(7x) 2
2m2x2  4r222 (7 e )= 27222 B T '
Innen vilagos, hogy R
0#xz€Z—=— h(z) =0,
ill., ha x ¢ Z, akkor
sin (w(z + k) \*
S+ =Y (
k€Z kEZ (@ + k)
Z < sin ( ) Z < sin ( )4
k€Z (z+k keZ
Legyen az [ € Z olyan, hogy
|z — | = min{|x — k| : k € Z}.
Ekkor nyilvéan |z —1| <1/2 és
Z <sin(7m:) )4 B Z < sin (7x) )4 B
= (x — k) = m(z—1+n)
sin (7mx) 4+ Z sin (rz) \* <14 Z sin (rz) \*
T m(x—1+n)) — m(z—1+4+n)) "’

I#n€Z

tovabba barmely Z > n ¢ {0,1} egész szdmra

|l —1l+n|>|n| —
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Ezért | =0 esetén

= () <R

0#n€eZ 0#n€eZ
mas szoval a 16 1
Q=1+ > —
0#n€eZ
jeloléssel
Z sin (mz) 4 <0
m(x—k)) —

Ha azonban [ # 0, akkor
(55) - (=55 =

sin (7z) \*

) (—) <210,
m(x — k)

keZ

vagyis a 2.7.4. Tételben az M helyébe 2 + ) irhaté.

Kovetkezésképpen

Az emlitett tételbeli alsé becsléshez legyen x ¢ Z. Ha valamilyen [ € Z mellett

x€l+1/4,1+3/4],

akkor Y
|sin(7x)| = |sin(7(z —1)| > 72
Ezért
sin (7z) \* sin (7)) \ * _ (sin(m(z —1)) : 1 1
g(ﬂx—k‘)) = <7T(:E—l)> B < m(z —1) > = 4tz — 14 Sl

Ha viszont egy [ € Z esetén

|z — 1| < 1/4,
akkor vegyiik figyelembe, hogy
sin (rt) _ V2
> t| < 1/4).
M Y2 <</
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() = () - () =5

keZ

Tehat

Ez azt jelenti, hogy az m := 1/(4r%) vélasztds megfelels a 2.7.4. Tételben.
Negativ példaként mutassuk meg, hogy a

h = X][0,2]

fiiggvényre nem teljesiil a 2.7.4. Tételbeli feltétel. Ui. az x € R\ Z vdlasztassal

2 —2muxt2 —4mx
~ 1—
h(z) = / e=2mat gy — | = ¢ .
0 —2mx | 2mz

Ezért
1—e —4( :c—i—k)

Z|h$+k‘ 422

P Tz +k

1 1 — e 4ma) sin?(2mx) Z 1
Ar2 - 2 EAVE
47 poeca I k T = (r —k)

Legyen 0 < < 1/4 és |z —1/2| < d. Ekkor

-1

1 1 1 >
Zm22m+p 2+Z @—k

k=—00 k=2

Z k2+32+z —32+2Zk2=;

Vilagos, hogy barmely m > 0 szammal a fenti § megvalaszthaté ugy, hogy

12
N 2
q81n(7m:)<m

lr—1/2| <6 = —

Mivel az (1/2 —0,1/2 + 0) intervallum pozitiv mértéki, ezért nem létezik a 2.7.4.
Tételben emlitett m > 0 szam.
A
hj(@) = xp2)(® = J) = Xj42(2)  (z€R,jeZ)
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fliggvények tehat nem alkotnak Riesz-bazist a Vp-ban, ami valgjaban a 2.7.4. Tétel
nélkiil is , 1atszik”: nem teljesiil ebben az esetben a (k x *) feltétel. Legyen ui.

ap = (—1)F  (keN)

és N € N. Ekkor

N 1o N
Z arhi|| = / Z agajhg(z)hj(z) de =
k=0 © k,j=0
N N 1o
Yo Y e h@h@ds -
=0 k=0,|k—j|<1 e
N j+2
Za?-/ h?(:p) dx+
=0 J

2 N+1
(e [0 / ho(x)hl (a;) dx + ONON 1" / hN(a;)hN_l(x) dr =
1 N

N N
2- Z Oé? + 2- Z Q1 = 2.
=0 =1

Ha tehdt a (x x *) bal oldala teljesiilne, akkor
N
2> 62'2 log|> = A(N +1)
k=0

allna fenn minden N € N mellett. Ilyen ¢ > 0 szdm nyilvan nem létezik.

A Riesz-bazisok is rendelkeznek a 2.5.1. Tétellel analdg stabilitasi tulajdonsaggal,
miszerint, ha a (z,,n € N) Riesz-bézis valamilyen X Hilbert-térben és az (y,,n € N)
olyan X-beli minimalis rendszer, amelyre

o0
Z Hzn - yn||2 < +00,

n=0
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akkor az (yn,n € N) rendszer is Riesz-bazis.

Az X-beli z = (z,,n € N) rendszert kvdzi-normdltnak nevezziik, ha

inf{||zp|| : m € N} >0 és sup{||zn|| : n € N} < +00.

Nyilvén minden z Riesz-bazis (1d. (x %)) kvazi normalt. S6t, ha a z kvazi-normélt
feltétlen bazis, akkor Riesz-bazis. Igaz tehat az alabbi ekvivalencia:

2.7.5. Tétel. Egy X-beli rendszer pontosan akkor Riesz-bdzis, ha kvdzi-normdlt
feltétlen bdzis.

Ezzel kapcsolatos egy érdekes eredmény, miszerint van olyan kvazi-normalt bézis,
amelyik nem Riesz-bazis.

2.8.
i)

ii)

Megjegyzések

Tekintsiik az (X, (,)) Hilbert-teret, ekkor az ismert Riesz-reprezentacids tétel
(Id. 10.7.) szerint barmely ¢ € X* funkciondlhoz egyértelmiien megadhatd
olyan a € X elem, hogy

plr) = (z,a)  (r€X)

és |lell = llal|. Ezért a ¢-t ,azonositva’ az itt szerepldé a-val, a o(z) helyett
azt irjuk, hogy
(r,0)  (z€X).

Ilyen értelemben tehdt a z és a z* rendszerek biortogonalitdsa (1d. 2.2.) azt
jelenti, hogy
(zky20) = Onk (n,k € N).?8

Ha a z ONR, akkor nyilvan énmagédval biortogonélis.

Legyen a z = (z,,n € N) bézis az (X, ||.||) normélt térben, a z* = (z},n € N)
pedig a z-vel biortogondlis koordinata-funkcionalok rendszere. Ekkor barmely
x € L[z] esetén

120(2) 2nll = |25 (2)]- 120 ]| < 20(2),

#Qyakran hasznaljdk tetszOleges normalt tér esetén is a z;(zx) szimbélum helyett a (zx, z5)
jelolést.
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iv)
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fgy (1d. 2.2.)
lznll <

2B
R (n € N).
EAl

Ha tehdt a z normalt rendszer, mas szdval
[zl =1 (n€N),
akkor tetszoleges n € N indexre

lznll < 2B-.

A (2.2.1) feltételek koziil a ,, legkritikusabb” a harmadik el6irds. A késébbiekben
(specidlis bazisok kapcsan) kiilon is foglalkozunk ezzel a kérdéssel, médszert adva
az S, (n € N) operatorok egyenletes korlatossaganak a kezeléséhez.

Ha a (z:,n € N) a z-vel biortogonélis rendszer, akkor (1d. 2.4.)

X.={(:(z),neN):ze X}

Legyen (Id. 2.4.)
[zl == [(z(2),n eN)[. (2 € X),
akkor .||, |||« ekvivalens normdk az X-en.

Ha az (X,()) szeparabilis Hilbert-tér, a z pedig ortonormalt bazis az X-ben,
akkor a Riesz—Fischer-tétel (1d. 10.3.) miatt

Xz = £2
és N
lal- = llalle, (e € X),
a (1d. 2.4.) R
P:X, - X
leképezés pedig izomorfia és izometria.
A 2.5.1. Tételre tekintettel vildgos, hogy ha az (X,|.||) Banach-térben van

bézis, akkor barmely, az X-ben stri halmaz elemeibdl is kivalaszthatéo X-beli
bazis.
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viii)

ix)

Legyen sz6 pl. a (C]0,1], ||.||cc) térrél. Léattuk (Id. 2.1.), hogy ebben minden
Schauder-szerii rendszer bazis. Mivel a polinomok halmaza stirii a C|0, 1]-ben,
ezért a C[0, 1]-ben van (az egyenletes konvergencidra nézve) polinomokbdl all6
bézis.

Az eléz6 megjegyzéssel kapcsolatos a kovetkez6 érdekes probléma. Legyen

P = (P,,n € N)

egy polinomokbdl all6 bazis a (C[0,1],||.|le) térben és jeloljik ¥,-nel a P,
polinom fokszamat:
Oy, := grad P, (n e N).

Ha
qn = max{V, ..., Un} (n € N),

akkor —1évén a Py, ..., P, polinomok legfeljebb ¢,-edfokuak és linearisan fligget-
lenek —
n >n (n € N)

és a P bézis szerinti n-edik részletdsszeg-operdtor (S,) a C|0,1] teret a leg-
feljebb g,-edfokd polinomok 7P, alterébe képezi. Amennyiben valamilyen
0 < n e N esetén ¢, = n, akkor barmely R € P,, polinomra S,(R) = R
teljesiil, mas szdval ekkor az

Sy 2 C[0,1] — Py,

egy projekcié. Ismeretes (1d. Lozinszkij—Harsiladze-tétel (10.5.)), hogy ebben az
esetben (egy alkalmas C > 0 abszolit konstanssal)

|Snl] > C-Ing, = C-lnn.

Mivel
sup{||Sn|| : n € N} < 400,

ezért az

{neN:q,=n}

halmaz legfeljebb véges. A kérdés most mar az, hogy mit lehet mondani a (g, /n)
sorozatrol.??

29 A meglehetésen b6, idevags irodalombdl csak a P. Wojtaszczyk — K. Wozniakowski: Orthonormal
polynomial bases in function spaces dolgozatra (1d. Irodalomjegyzék) hivjuk fel a figyelmet.
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x) A Banach-konstans (Id. 2.2.) mintdjara vezessiik be a , feltétlen” Banach-kons-

tans fogalmat. Legyen adott ehhez a z = (z,,n € N) linedrisan fiiggetlen
rendszer az (X, |.||) Banach-térben,

x = Zﬁkzk € L]z]

k=0

esetén pedig legyen (I1d. 2.6.)

o(x —sup{

B} :==sup{o(z): x € L[z], ||z] <1}

:nEN,E:(Ek,kEN)GKi}.
A

szamot (vagy a +oo-t) a z rendszer feltétlen Banach-konstansdnak nevezzik.
Ha a 2z zart rendszer, akkor pontosan abban az esetben lesz feltétlen bazis az
X-ben, ha B} < +oc.

xi) Egy Hilbert-térben barmely z zart ONR (a Riesz—Fischer-tétel (1d. 10.3.) mi-

att) feltétlen bazis és B} =

xii) A 2.7.4. Tétel mésodik része, miszerint a (hy;,j € Z) rendszer Riesz-bézis a

Va-ben (n € Z) egyszertien kovetkezik a tétel elsé felébol. Ti. (adott n,j € Z
mellett) a
g(z) == 2"2h(2 "z + (2" —1)j)  (z €R)

jeloléssel h,; = g; és (megfelel6 helyettesitéssel)

“+oo
g(x) = 2"/2-/ h(2™t + (2" — 1)j)e 22 dt =

+o0
2—n/2_/ h(y)e—2mx(y—(2”—1)j)2’"dy n/2 2mix (2™ —1)j52 (x/2n)
Tehat
Z 9(x + k)| Z (h((z + k)27 =
k=—o00 k=—0c0
+oo 271

27 Y D (e + (@2 + D) =

qg=—0o0 [=0
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2"—1 +4o0

=273 > [A((@+ 127" + g

=0 g=—00

Legyen (az idézett tétel jeloléseivel)

+o0o
A={zeR:m< Y [|h(z+k)* < M},

k=—o00
ekkor az R\ A halmaz nulla (Lebesgue-) mértékii. Ha
Ap={zeR:(x+1)27" € A} (l=0,..,2"—-1),

akkor a

n

2n—1
B:=R\ [ 4
=0

. 7 7 ’” 7 n_ 7’
is nulla mértékii és x € ﬂfzo LA} esetén

“+00
m< Y [h((@+D27" +q) < M.

gq=—00

Ezért m.m. z € R vélasztéassal

2" —1 400 on_1
m=2"3%"m< Y [ga+hP <2y M=M
=0 k=—00 =0

Kovetkezésképpen a (hy;,j € Z) rendszer Riesz-bazis a V,,-ben.

xiii) A (Id. 2.7.) (x*x) jellemzésbél (az el6bbi megjegyzéstol fiiggetleniil) trividlisan
kovetkezik az, hogy ha a (hj,j € Z) Riesz-bazis a Vp-ban, akkor egytttal a
(hnj,j € Z) is Riesz-bazis a V,-ben (n € Z) (Id. 2.7.4. Tétel). Ui. tetszbleges
a; (j € Z) (legfeljebb véges sok j-re nem nulla) egyiitthatok esetén (véve az
y := 2"z helyettesitést)

2
+o0o 400 | 00

Z ajhy;|| = / Z a;2"2h(2r — §)| do =

j:—oo —0o0 j:—oo
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400 | o0 2 +o00
= / by =) dy=| > ajhy
X lj=—c0 j=—00

Ha tehdat a (x x *) igaz a (h;,j € Z) rendszerre, akkor (ugyanazokkal a c¢,C
konstansokkal) a (x x x) teljesiil a (hy;,j € Z) rendszerre is.

xiv) Beldthaté (1d. 2.7.3. Tétel), hogy van olyan ¢ € V; fiiggvény, amelyre a3’

(Tj@,j € Z)

ortonormélt rendszer és minden ilyen ¢-re egyittal a (7j¢,7 € Z) rendszer
bazis a Vy-ban.

xv) A 2.7.4. Tételbeli ekvivalencia sziikségességének a bizonyitasdban az alabbiak
szerint is eljarhatunk. Legyen

re0,1,0<keN
és
fi: R—=>R

az az 1 szerint periodikus fliggvény, amelyre
@) =vVEk (z<t<z+1/k).

Ha most )
an ::/ fre(t)e—n(t)dt (neZ)
0
jeloli az fr (trigonometrikus) Fourier-egyiitthatéit, akkor egyrészt (ld.

Carleson-tétel, ill. Parseval-egyenl6ség)

+oo

fe®)= > anen(z)  (mm.tel0,1])

n=—odo
és

+oo , 1 ,
Y laal =/0 |fu(t)2dt = 1.

n=—oo

Orip(z) = pl@—j) (z€R,jEZ)
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Miésrészt (1d. 2.7.4. Tétel bizonyitdsa) lattuk, hogy

+00 +oo -
Cc=0C- Z lan|? > H( Z anen> h

2

1| +o0 Ix
L1 aneat Z Bt + )2t = / P Y [t + )Pt =
0 |n=—o0 j=—00 j=—o00
e+l/k £ z+1/k) — F(x
k:/ S (Rt + ) Pde = F 1//12 ().
x j=—o0

ahol
z o0
/ S Rt +Pd (ze[0,1)).

]_—OO

Az F integralfiiggvény m.m. z € [0, 1] esetén differencidlhaté és

N F(z+1/k) —
P, HEYEO S e

j=—00

Tehdt m.m. z € [0,1] (és igy egyittal m.m. x € R) helyen a fentiek alapjin

> e+ )P = pm TEF 11/;2 —F@) ¢

j=—00
is teljesiil. (A

“+oo
Z hz+7)>c¢ (mm zeR)

j=—o00

alsé becslést ugyanigy kapjuk.)
xvi) Legyen valamilyen a, (n € IN) szamsorozat esetén
Aay := ap — Api1 (n € N),

ill.
A2, == Aay — Aapiq (neN)
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az illeté sorozat elsé-, ill. maéasodrendli differencia-sorozata. Tegylk fel, hogy
valamilyen 1 < p < 400 mellett az

(n*~Y?a,,n € N), (n*"YPAqa,,n € N)

sorozatok korlatosak és

+oo
Z n>~YP|A%a,| < 4o0.

n=0

Ekkor jol ismert a trigonometrikus sorok elméletébdl, hogy a

+o00
Z ap, cos(nx)
n=0

koszinusz-sor egy alkalmas f € LP[—m, 7] fiiggvény (trigonometrikus) Fourier-
sora. Specidlisan, ha a 2.7.3. Tételbeli t; =t_; (j € N) egyiitthatokra a

e sup;j-|t;| < +oo,

o Supjj2- |At;| < 400,

o Y5077 A < too
feltételek teljestilnek, akkor a

“+oo

to + Z 2t; cos(jx)
j=1

sor egy L°[—m,m]-beli fliggvény (trigonometrikus) Fourier-sora.

Ha pl. valamilyen C' > 0 és « > 3 paraméterrel (a 2.7.3. Tételben)

_c
(1 + fa])

akkor belathaté (1d. késébb), hogy alkalmas C, > 0 egyiitthatéval

|h(z)] < (z € R),
t] < Caj™  (0<jeN).
Vildgos, hogy ekkor (Id. xvi))
Jo[ti| < Cag™oFh s 2 |A%;] < Coj™@"? (0<j€N)

miatt a fenti e feltételek teljesiilnek.
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xviii) Nem nehéz beldtni, hogy nincs olyan h € L?(R) fiiggvény, amellyel a
(Tj h,j € Z)

rendszer Riesz-bézis az L?(R)-ben. Ha ui. valamilyen h mégis ilyen lenne,
akkor barmely f € L?(R) esetén alkalmas a; (j € Z) egyiitthatékkal

“+oo
f: Z ajTjh
j=—00

és

“+oo
Z la;|? < +oo

j=—o00
teljesiilne. Innen
“+oo
f= Z aje; | -h
j=—00
kovetkezne, ahol a
+0o0o
> e
j=—o0

fliggvény 1 szerint periodikus. Mivel tetszéleges F € L?(R) fiiggvényhez van
olyan f € L?(R), amellyel f = F, ezért a kovetkez6t mondhatjuk: minden
F € L?(R) eléallithaté R

F=Gph

alakban alkalmas 1 szerint periodikus Gp fiiggvénnyel (ahol tehat
I — Grhl| =0,

azaz

F(z) = Gp(z)h(z)  (mm.zcR)).

Ha itt ,
F(z):=¢e" (x € R),

akkor a fentickbdl a h-ra a kdvetkezot kapjuk:

h(z) #0 (m.m. z € R).
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Ha viszont F':= o), akkor az el6bb mondottakat figyelembe véve
F(z) = Gp(z)h(z) (m.m. z € R)

alapjan
Gr(x) =0 (mm.z € R\ [0,1])

adédik. A Gp periodikus 1 szerint, ezért egyuttal
Gp(x) =0 (m.m. z € R\ [0,1]).
Ugyanakkor az
F(z) =1=Gp(x)h(z) (m.m. z € [0, 1])

egyenlOségnek is teljesiilnie kellene, ami az el6zoek szerint lehetetlen.



3. fejezet

El6allitasi rendszerek (framek)

Ebben a fejezetben a bazisfogalom egyfajta altalanositasaval foglalkozunk, réoviden
megadva a legalapvetébb fogalmakat és tételeket.

3.1. A frame fogalma

Tekintsiik a tovdbbiakban az (X, ||.||x) normdlt teret, az N pedig legyen egy meg-
szamlalhaté (,index”) halmaz, amelyen adott az

l.] : N — [0, +00)
leképezés'. Errél feltételezziik, hogy barmely k € N esetén az
N :={neN:|n| <k}
halmaz véges. Ez egyuttal azt is jelenti, hogy
N CNip1 (keN)
és

N =)
k=0
Vildgos, hogy az N halmaz barmely

v n

k=0

Legyen most |n| :=|.|(n) (n € N).

89
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particiéjahoz? megadhaté olyan
l.] : N — [0, +00)
fliggvény, hogy
I = N, k (k S N)

Ilyen pl. az
0 (Tl S I())
In| := (k=1,2,...)
ko (n €I\ Ik-)

leképezés.

Ha pl. N € N és a |.|| valamilyen norma az RM-en, akkor az N := NV vagy
az N :=ZN és az

In|:=|n|l  (n€N)
valasztas nyilvan megfelel a fenti elvarasoknak.

Tegytik fel, hogy adott egy
o: N —X

X-beli ,,sorozat” és az

Ty = p(n) (neN)

jeloléssel az

Sk = Z Tn (ke N)
részletosszeg-sorozat konvergdl valamilyen X-beli x elemhez:
lim ||z — Sg||lx = 0.
k—o0
Ekkor azt mondjuk, hogy a > (z,) ,végtelen sor” konvergens, és a kovetkezd

irasmédot hasznaljuk:
r=3

Vildgos, hogy ha N =N és

In| :=n (n € N),

2 Amikor tehdt az T, C N véges és T, C Tpy1 (k€ N).



3.1. A FRAME FOGALMA 91

akkor Si a Y (z,) végtelen sor k-adik , klasszikus”

k
Se=Y 2, (kEN)
n=0

részletosszegét jelenti. Legyen ugyanakkor pl.

N =Zx7Z
és
|(r,8)] := V1?2 + s2 (r,s € 7).
Ekkor az

Sy = Z T(r,s) (k‘ S N)
(r,s)EN}

azon (., elemek Osszege, amelyekre az
(r,s) e ZxZ

rdacspontok a koordinatasikon az origé kozéppontu k sugaru korlemezben vannak.
Hasonldan, ha
|(r, )| :== max{|r|,|s|} (r,s € Z),

akkor az S a
[_kak] X [_k7 k]

négyzetbe esé (r,s) rdcspontokra nézve jelenti az x(, ) elemek Gsszegét.

A most definialt konvergencia, ill. a ) _\ -z, sordsszeg nyilvan fiigg a |.| fiigg-
vény megadasatél. Elképzelheté ugyanakkor, hogy bizonyos esetekben tetszoleges fenti
tulajdonsdgu |.| esetén létezik a ) .\ 2, Osszeg, ami fiiggetlen a |.|-t6l. Ebben az
esetben azt fogjuk mondani, hogy a > (x,) sor feltétlen konvergens.

A fenti konvergencia-fogalom megvilagitdsdhoz legyen valamilyen véges ) A7 Cc N

esetén
St = E Ty
ne’l

3.1.1. Lemma. A ) (z,) sor akkor és csak akkor feltétlen konvergens, ha al-
kalmas x € X elemmel bdarmely € > 0 szdmhoz megadhato olyan véges ./\Nf8 cN
halmaz, hogy az N. C N feltételnek eleget tevd tetszbleges véges ) # N C N
halmaz esetén

o = Sl x <e



92 FEJEZET 3. ELOALLITASI RENDSZEREK (FRAMEK)

Ha ui. ez utébbi feltétel teljesiil valamilyen z € X elemmel és a
l.|: N — [0, +00)

fiiggvényre az N} halmaz véges minden k € N indexre, akkor barmely N, C N
(nem {ires) véges halmazhoz létezik olyan ko € N, amellyel

N* C Nk()'
Mivel k > ko (k € N) esetén az Ny véges és N, C Ny, ezért az
N, =N,
valasztassal
[z = Snllx <e
Tehdt a > (z,) sor feltétlen konvergens.

Forditva, legyen most a > (z,) sor feltétlen konvergens,
r= Y a,

és indirekt médon tegyiik fel, hogy valamilyen € > 0 mellett minden véges N, C N
(nem tires) halmazhoz alkalmas véges

NCcN,N.cN
halmazzal
Hx - S/\~/HX Z €.

Ha
l.| : N — [0, +00)

az el6bbi tulajdonsagu fliggvény, akkor a feltétlen konvergencia miatt 1étezik olyan
ko € N, hogy
[z = Snillxy <e/2 (keN,k > ko).

Az indirekt feltétel szerint viszont valamilyen N ©) c N véges halmazzal Ny, € N'©)
és

|z — S0 HX > E.
Ugyanakkor van olyan N 3 k; > ko + 1, hogy

./\/(0) C Nk1
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és

H:E — Sn, ‘X <e/2

és i.t. Tehat teljes indukcioval igy olyan ko < k1 < ko < ... indexsorozatot, valamint
NG (j € N)
halmazsorozatot kapunk, amelyekkel k; 1 > k; + 1, tovdbba

NijN(j)CNk (j €N)

Jj+1

és

H:E—Sj\/kj L<E2 (eN),

valamint
|z = Sywllx 2e (G EN).

Tekintsiik ezek utdn a kovetkezo
l.I" : N — [0, +00)

fuggvényt:
k() (Tl S N ko)

In|* == < kj (n € N\ N,) (J €N).

ki+1 (n GNkj+1 \N(j))
Ekkor az értelemszeru
N ={neN:|n|" <k} (ke N)

jeloléssel

X

x = HSN(J') - SNkj

X>€—€/2:€/2 (0<jeN).

HSN’:J‘ B SNgrl

lz — Syl x —

‘x — SNkj

Ez azt jelenti, hogy a |.|* fiiggvényre nézve a > (z,,) sor divergdl, szemben a
feltételezéssel.

A fentiekben bevezetett feltétlen konvergencidval kapcsolatban az aldbbiakat je-
gyezziikk még meg. Az N indexhalmaz megszdmldlhatésdga miatt van olyan

c:N—-N
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leképezés, amely bijekcié. Legyen

k
SIEU) = ZZEJ(n) (k’ c N)
n=0

A 3.1.1. Lemma bizonyitasaval anal6g médon lathaté be, hogy a > (z,) sor feltétlen
konvergencidja ekvivalens a kovetkezével: van olyan x € X, hogy tetszdleges

o:N—-N
permutdciora
lim ||z — S\7||x = 0.
k—o0
Specislisan, ha A/ = N, akkor az
S (keN)
nem méas, mint a y (x,) végtelen sor

c:N—N

permutdciéra nézve vett ) (z,(,)) dtrendezett sordnak a k-adik részletosszege. Jol is-
mert az elemi analizisb6l, hogy egy végtelen sor feltétlen konvergenciaja erésebb kove-
telmény a széban forgd sor konvergencidjanal. Nevezetesen, pl. egy valds szamokbodl
allé > (x,) végtelen sor akkor és csak akkor feltétlen konvergens, ha

[e.9]

Z |25 | < 400,

n=0

azaz, ha abszolit konvergens.3

A fejezet cimében jelzett rendszerek definicidjdhoz legyen adott egy X*-beli
P = (py,neN)
és valamilyen (Y ||.|ly) normdlt tér esetén egy Y-beli

y:(ynvneN)

3Kevésbé trivilis példa idézhetd a Fourier-sorok elméletébél is (a részleteket illetden 1d. késSbb):
az f € LP[0,27] (1 < p < 4o00) fliggvény Sf trigonometrikus Fourier-sora ||.||p-norméban konvergal
az f-hez, de ez a konvergencia csak p = 2 esetén jelent egyuttal feltétlen konvergencidt. Mas szdval,
ha p # 2, akkor az S f-nek van olyan atrendezése, amelyik |[|.|,-norméban divergal.
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,sorozat”. Tehat

N - X*
és

y:N =Y,
ill.
és

Yn = Y("’L) (’I’L S ./\/)

Ekkor a (®,y) part elddllitdsi rendszernek (kozismert angol nevén frame-nek) ne-
vezzilk az (X,Y)-ra nézve, ha minden x € X esetén létezik a

> o) yn

neN

,,0sszeg” és az

F(z):= Z On () Yn (x € X)

neN

hozzarendeléssel értelmezett
F:X—->Y

operator linedaris homeomorfizmus.

Ha X =Y, akkor a (®,y) egy un. el6éllitasi rendszer az X-re nézve. Az F
leképezést elddllitdsi operdtornak (frame operdtornak) hivjuk.

A Banach-Steinhaus-tétel (Id. 10.1.), valamint a Banach-féle inverz-tétel (1d.
10.8.) miatt alkalmasan megvélasztott 0 < m,M < +oo konstansokkal teljesiil,
hogy

In|<k

<SM-flzllx - (z € X).

() m- ||| x < sup
eN v

Az el6bbi becslésben szereplé M-ek infimumat, ill. az m-ek szuprémumat frame
konstansoknak nevezziik. Ha m = M, azaz

sup
keN

> nl(@) yn

In|<k

=M-|zllx  (xeX),
Y
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akkor azt mondjuk, hogy a (®,y) egy szigori frame.
Megmutathatd, hogy ha

® = (F71)"(¢n),n € N)
és
= (F Hya),n € N),
akkor a (®,¥) frame az (Y, X)-re vonatkozdéan, aminek a frame operatora F' 1 Azt
mondjuk, hogy a (®,y) a (®,y) inverze.

Tegyiik fel, hogy az Y* dudlis tér? valamilyen sfirti részhalmazanak minden W
elemére konvergens a
neN

ysor”. Ekkor az (y,®) frame az (Y, X*)-ra nézve, aminek a frame operatora F*.

Hasonléan, az (y,®) frame az (X*,Y*)-ra vonatkozdan, aminek a frame operatora
(F~1)*. Tehét az (y,®) a (®,y) inverze.

Az elééllitési rendszereket kétféleképpen hasznédlhatjuk egy x € X elem reprezen-
taciéjara: erre a célra szolgalhat egyrészt az
z = (¢n(z),n €N)
ysorozat”, mésrészt az F(x) € Y pont. Konnyli meggondolni, hogy mind a két
reprezentacié egyértelmii, tovabba, hogy mindegyik stabil a szokésos értelemben.

Ha az

F(z) = Z On () Yn (x € X)

neN

egyenléség mindkét oldaldn alkalmazzuk az F~! operatort, akkor a biortogonalis
kifejtéssel (1d. 2.2.) anal6g

neN

kifejtést kapjuk (ami nyilvan egy X-normdaban konvergens , sor”). Hasonléan adédik
(az inverzframet haszndlva) a

4Tehdt az Y-on értelmezett korldtos linedris funkcionélok linedris tere a ,, szokésos” funkciondlnor-
maval.
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2= ulz)yn  (z€Y)

neN

el6allitas is, amit az el6zével egyiitt frame elddllitasoknak neveziink. Az ezekben
szerepld

bn(x), ill. dp(2) (neN)
egyutthatokat az x € X, ill. a z € Y elem frame egyutthatoinak hivjuk.

3.2. Eloallitasi rendszerek Hilbert-terekben

Annak az eldontése, hogy egy adott (®,y) par vajon el6éllitasi rendszert alkot-e az
(X,Y)-ra nézve vagy sem, altaldban nem egy egyszer(i feladat. Abban az esetben
viszont, ha az X = Y egy Hilbert-tér, a helyzet lényegesen egyszeriibbé valik. Igy
példaul (1d. Riesz-féle reprezentacios tétel (1d. 10.7.)) a kovetkez6 kérdés vethetd fel:
az

UYn = Op (neN)

esetben® mikor lesz egy (¢,,n € N) rendszer az X-re nézve el6allitasi rendszer? (Az
egyszeriség kedvéért a tovabbiakban az

N:=N, |n|:=n (n € N)

esetre szoritkozva, az X-beli skaldris szorzast (,)-val jelolve, az ||.||x helyett ||.|-t
irva.%) Tehat (Id. 3.1.) mikor igaz, hogy minden x € X elemre létezik az

e}

F(a):=) (x,6n) dn € X

n=0

Osszeg és az igy definialt
F:X—-X

operator linedris homeomorfizmus? Ezzel kapcsolatos a

®Most tehdt (z,¢n) = ®n(z) = (z,9,) (z € X, n € N).
6 Amikor is ||z|| = \/{z,z) (z € X).
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3.2.1. Tétel. A ® = (¢,,,n € N) rendszer pontosan akkor frame az X Hilbert-
térre mézve, ha vannak olyan 0 < A < B < +o0o konstansok, amelyekkel

(%) Alz)® <Y K, o) < B-llz)> (x € X).
n=0

Ekkor az F frame operdtor pozitiv definit és

(Fz),z) =Y [z, ¢ (z€X).
n=0

Ha ui.
R(z) := ((z,¢n),n € N),

akkor a (*) szerint az
R:X — ¥y

korlatos linedris operator. Legyen
R*: 4y — X

az R adjungaltja és
0 :={(EM neN)ely: NeN},

ahol N € N esetén
¢ =0 (N<neN).

Vildgos, hogy az (fa,]|.|[2) Hilbert-térben az 3 mindeniitt sfirfi, tovdbbd
(R@), ), = Y (. dn)- T = (2. ) cudn) =
n=0 n=0
(x, R*(c)) (c=(cn,neN) € ).
Ezért -
R*(c) = Z Cnbn (cey),
n=0

fgy az ) sfirtisége miatt egytittal barmely & = (£,,n € N) € {5 esetén is

R (&) =) &ntn.
n=0
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Specidlisan tetszéleges = € X elemre a § := R(x) vélasztédssal 1étezik az

e}

n=0

Osszeg. Mas szoval az
F=R'R: X - X

operdtor a kivant alakd, ami nyilvén linedris is. Tovabba a (x) feltétel miatt (az
el6bbi jelolésekkel)

I @) < IR |- lell2 = IR | D (@, ¢n)? < [|R¥|- VB ||]|.
n=0

Ez azt jelenti, hogy az F korldtos linedris operétor (igy folytonos is), amire
(F(x),2) = (R*(€),2) = (& R(@))e, = [I€]5 = D [z, ) %,
n=0
tehdt a (x) alapjdn

(F(z),2) > A-[|lz]* (2 € X).

Kovetkezésképpen az F' pozitiv (definit) linedris operdtor és mint ilyen, nyilvan in-
vertdlhaté. Ha Rp = X (azaz az F ,rdképez’ az X-re), akkor a Banach-féle
inverz-tétel (1d. 10.8.) szerint az

F7l:X X
is korlatos linearis operator, igy folytonos is. Tehat az
F:X—-X

valéban homeomorfizmus.

Azt kell tehdt még megmutatnunk, hogy tetszdleges y € X esetén van olyan
x € X, amellyel F(z) =1y. Vezessiik be ehhez valamilyen 0 # ¢t € R paraméterrel az

Fi: X - X
leképezést a kovetkezdképpen:

Fi(z):=z—tF(z) + ty (z € X).
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Ha egy x € X elem fixpontja az Fi-nek, azaz
Fi(z) ==z,

akkor nyilvdn F(z) = y. Az ismert Banach—Tyihonov—Cacciopoli-fixpont-tételre (1d.
10.15.) hivatkozva igy elég azt beldtnunk, hogy alkalmas ¢ paraméter mellett az F;
kontrakcié. Ehhez elOszor is vegytk észre, hogy

1F:(2) = Fr(u)l| = [l —v = t(F(2) = F(v))|| =
I =tF)(z =)l < [T = tF- [z —v] (v e€X)".
Megmutatjuk, hogy alkalmas ¢ > 0 mellett
I —tF| < 1.
Ui. a (x) alapjén
(I =tF)(2),2) = |I2]* = t{F(2),2) < A = tA)- 2> (2 € X,0#t€R).

Legyen itt t := 1/B, ekkor (figyelembe véve azt is, hogy az I — tF' operétor szintén
onadjungélt) azt mondhatjuk, hogy
A

[I —tF|| = sup (I —tF)(2),2)] <1—-—= <1
l2]<1 B

Ezzel belattuk a (%) egyenlStlenségek teljestilésének a szlikségességét.

Forditva, ha létezik az

e}

F@) = (@60 6n  (z€X)
n=0
leképezés és az
F: X—-X
homeomorfizmus, akkor egyrészt
() (Fz),2) =Y (,6n) (n,2) = Y (@, 6n)* (¢ €X).
n=0 n=0

TAhol I(w) :=w (we€ X).
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Masrészt az F' korlatos linedris operétor, ezért az elébbiek és a Cauchy—Bunyakovsz-
kij-egyenlGtlenség szerint

Yz ga)P = (F(a),2) < |F@)|- [l < |IFI- |zl (x € X),
n=0

igy a () jobb oldala teljesiil a B := ||F| valasztdssal®. Tovabba (F*-gal az F
adjungéltjat jelolve)

<$7F*(y)> = <F($)7y> = Z<x>¢n> <¢n,y> = <l‘,z <¢nay>¢n> =
n=0 n=0
(% %) (2.3 W 0n) dn)  (2y€X).
n=0
Innen -
Fr(y) =Y (.¢n) don=Fly) (y€X)
n=0

kovetkezik. Tehat az I (és egytttal az F~! is) onadjungalt. A (%) egyenl6ségbdl
a Cauchy—Bunyakovszkij-egyenlétlenséget felhasznélva azt kapjuk, hogy (1d. (%))
tetszOleges x,y € X mellett

(F(@),y) < | Do 1@ dadl (| D 1{ys 6l = VIE(2),2)- (F(y), 9).
n=0 n=0

Ha z € X, akkor a
Y(y) = (F(z),y) (yeX)

funkcional norméja nem més, mint ||F(z)||, ezért’

[F@@)] = sup [¢(y)] = sup [(F(z),y)] <
lyll<1 lyll<1

sup (F(y),y) V(F(x),z) = VI[F|- V(F(z),2).

lyll<1

8|F|| > 0 nyilvén feltehetd.
9Emlékeztetiink arra, hogy — 1évén az F onadjungdlt — | F|| = sup|,<1(F(y),y)-
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A fentieket figyelembe véve
2] = [|IF~HE@)IP < |FHP F@)P < [F7HPIE] (Fe), ),

tehat
[Edl

3 2= X)), T — 5 = X .
>l 0 = (Fl)a) > iy @€ )

Ezért igaz a (x) bal oldala is az

1
A =
E=H2 | E

allandoval.

Ezzel a 3.2.1. Tételt belattuk.

Tegyiik fel, hogy a 3.2.1. Tételbeli (x) feltétel (az ottani jeldléseket haszndlva)
igaz a ¢, € X (n € N) rendszerre és tekintsiik az

e e}

F(z)=) (w,¢n) ¢n  (z€X)

n=0

frame operatort. Ekkor az
F~'(¢n) (neN)

rendszerre is fenndll a (¥) az A helyett a B~ '-gyel, a B helyett pedig az A~!
vélasztassal. Tovdabbd minden x € X elemre

T = Z<$>F_1(¢n)> On = Z<x>¢n>'F_1(¢n)’
n=0 n=0

és az itt szerepld végtelen sorok barmely atrendezése is konvergdl az a-hez. (Tehét
F~Y¢,) (n € N) is frame (az tn. dudlis frame).)

Ti. az F~! inverzoperitor 6nadjungsltsaga (és az F, igy egytttal az F~! pozi-
tivitdsa) miatt

S e P @) P = S UF (@), dn)? =
n=0 n=0
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A széban forgd () egyenlStlenségek a pozitiv operdtorok nyelvén nem jelentenek
mast, mint azt, hogy BI — F >0 és F — AI > 0. J6l ismert (1d. 10.14.), hogy ha az

UV:X—-X

korlatos linedris operatorokra U > 0 és V > 0, valamint UV = VU igaz, akkor
UV > 0. Ha pl.
U:=BI-F

és V := F~1, akkor a fentiek szerint F~' > 0, tovabba
UV=(BI-F)F'=BF'-1=VU

is nyilvanvalé. Ezért
és hasonléan

igy
(BF' = I)(z),z) >0 és (I —AF~ Y (z),z) >0 (zcX).
Mas széval

A(F~Hz),2) < |lof* < B-(F7'(2),2)  (x € X),

ezért
B | < (F 7M@), 2) = > (2, P~ (gn))]> < A7 |l
n=0
Tovéabba
2= F(F(2)) = S (F 7 (0).60) 60 = > (2. F 7 (00))- n.
n=0 n=0

és x = F~1(F(r)) alapjan analég médon kapjuk az z-re vonatkozé masik eléallitést.

Valamely X Hilbert-térbeli elGallitasi rendszerek és a bazisok viszonyanak a tiszta-
zasahoz el6szor is emlékeztetiink arra, hogy minden X-beli frame teljes, azaz egytuttal
zart rendszer is. Egy framet egzaktnak neveziink, ha barmely elemének az elhagyésa
utén a maradék rendszer mar nem frame. Igy egy X-beli teljes ONR egzakt és szigort
frame, amelynek a frame-konstansa 1 (1d. Parseval-formula).
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Ha pl. az (e,,n € N) ONR az X-ben, akkor az

€1,€1,€2,€2, ...

nem egzakt szigoru frame, az
61,62/2,63/3,

pedig zart ortogondlis rendszer, ami nem frame, a
261, €9, €3, ...

egzakt nem szigoru frame, aminek a frame konstansai 1 és 2.

Legyen tehdt a ® = (¢,,n € N) egy el6allitasi rendszer az X-re nézve és z € X
esetén jeloljik az X, szimbdélummal a

= Z Cn(bn
neN

elédllitasnak eleget tevd (c,,n € N) (egyiitthatd) ,sorozatok” halmazit. Pl. a z
elem frame kifejtésébdl szarmazo

Z:=(¢n(2),n € N)

,sorozat” eleme az X,-nek. Ha egy ¢ = (cp,n € N) esetén

fells o= (3 feal?) "

neN

akkor a frame egyiitthat6k az aldbbi minimél-tulajdonsdggal birnak, nevezetesen (a
fenti jelolésekkel) igaz a

3.2.2. Tétel. Legyen a ® frame az X Hilbert-térre nézve és z € X. Ekkor
barmely c € X, esetén
122 < llellz,

valamint

lell3 = [1Z13 + llc = Z113.

A kovetkezd tétel az egzakt framekre ad jellemzést:
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3.2.3. Tétel. Legyen a ® = (¢n,n € N) frame az X Hilbert-térre nézve, a
® = (¢p,n € N) pedig az inverze. A ® akkor és csak akkor egzakt, ha

(bnydn) =1 (n€N).
Tovdbbd, ha a ® egzakt frame, akkor a ® minimdlis rendszer'®, ami a b -vel

biortogonalis.

3.3. Gabor-framek

Példaként roviden felidézziik az igen intenziven vizsgdlt, Gadbor Dénesrdl elnevezett
specidlis frameket. Ehhez eloljaréban emlékeztetiink a 7¢, ill. az M, transzldcids,
ill. moduldcids operatorokra: valamilyen ¢ € R"™ vektor!! és

f:R"—>C
fliggvény esetén legyen

Tef(t) = ft=¢)  (teR"),

valamint!2

Mef(t) =8 f(t)  (teR").

Egyszertien ellendrizhet6, hogy
TeMy = e M, T (&neR).
Ha (a 3.3. pont hétralevl részében is) a
0#£g:R"—=C
egy adott Un. ablakfiigguény, akkor legyen'3

D, :={f:R"—=C: fT,gc L' (x€R")}.

Ld. 2.2.

A késébbiekben is 1 < n € N.

2A | szokédsos” (t,€) =31 ti& (t= (t1,.tn), €= (&1, ..., &) € R™) skaldris szorzéssal.

13A tovdbbiakban az L° := L*(R") (1 < s < +00) a Lebesgue-féle klasszikus fiiggvénytereket
jeldli.
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A Hoélder-egyenl6tlenség alapjan nyilvanvald, hogy pl. g € LY esetén
L? C Dy,

hacsak az 1 < p,q < 400 kitevokre

ley pl. L2 C D, minden g € L? fiiggvényre. Kiilonésen fontos a
ge L' nL®

eset, amikor konnyen lathatéan egyuttal minden 1 < p < 400 mellett g € LP is
teljesiil.’ Ezért ekkor
LP C D, (1<p<+o0).

Legyen tehat a g ablakfiiggvény, f € Dy és definidljuk a V,f(z,y)-t a kovetke-
z6képpen:

nﬂmywz/}@M@—ww*mwwt (z,y € R").
Vildgos, hogy'®
Vof(@,y) = (£, MyTag) = e 2709 (£, T, My g).

Ha ¢ =1, akkor

Vi) = [ FO I d =) @y e RY)
(az f fluggvény Fourier-transzformaltja). Az igy definialt
Vof - R — C

leképezést az f fliggvény rovid idejii (vagy ablakos) Fourier-transzformdltjinak ne-
vezziik (angolul STFT: short-time Fourier transform'®). Gébor Dénes vizsgilataira
utalva hasznélatos még a Gdbor-transzformdlt elnevezés is. Hapl. n=1,6 > 0 és

MU f|9|p = f{\g\gl} lgl” + f{\g\>1} lg|” < f|g| + |‘9H€o'f{\g\>1}1 < llglls + ||g||gof|g|7 tehat
Jlgl” < gl (1 + llgll%) < +oe.

5Nem fog félreértést okozni, ha esetenként az L>-beli (f,g = [ f(=) dm (f,g € L?), ill. az
R"-beli skaldris szorzdsra ugyanazt a (,) szimbdlumot hasznaljuk

15Gébor Dénes (1946).
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suppg C [0, d],

akkor
—x+0

Vi) = [ p@aEE D i (e RY).

Vildgos, hogy a V, operdtor linedris. Beldthaté tovabbd, hogy f,g € L? esetén a
Vyf egyenletesen korldtos.

Adott g € L? ablakfiiggvény és a, 3 > 0 paraméterek mellett tekintsiik az alabbi,
un. Gdbor-rendszert:

g(gaaaﬂ):::{gkaAAjﬁg: knje Zn}’
Tehat k,j € Z™ esetén
TraMsg(x) = Mypg(x — ka) = ™ P g(z — ka)  (x e R").T

Ha a G(g,a,3) rendszer frame az (L?,|.|) Hilbert-térre nézve,'® akkor a G(g,a, 3)
egy un. Gdbor-frame (vagy mads széval Weyl-Heisenberg-frame). Az utébbi esetben
az

— qu.pB
S =5y
frame operator'? a kovetkezd:

Sfi= Y (f, TeaMjpg) TraMjpg =

kjeZn

> Vf(ke,jB) MigTrag  (f € LP).

k,jeZm

Kénnyen ellenérizhetd, hogy ekkor egy G € L? |, dudlis” ablakfiiggvénnyel a G(g, o, 3)
frame dudlisa a G(G,a,3) Gabor-frame. Mindebbdl tetszdleges f € L? fiiggvényre
kovetkeznek az

17 Altaldban egy S C R™ x R™ megszamlalhaté halmazra legyen G(g,S) :={7eMyg : (&,n) € S}
Specidlisan, ha «, 8 >0 és S := (aZ") x (BZ"), akkor G(g,S) = G(g,a, ).

Bl =AMl = /S f @) dz (f € L?).

19Bel4thats, hogy lim(ayg)ﬂ(oyo)(aﬂ)fl(Sg’ﬁ)flg =g.
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f: Z <f>77canﬁg>'77€anﬁG: Z <f>77canﬁG>'77cochﬁg

k,jezZn k,jeZm

(]|-|-ban feltétlen konvergens) kifejtések.2’ Alkalmas A, B > 0 konstansokkal fenn-
allnak tovabbé az aldbbi frame egyenlGtlenségek:

ANFIP < >0 [Vaf(ka,jB)° < B | fII°,

kjeZn

B7HfIP < Y IVaf(ka, jB)> < A1 ||

k,jeZm

Ti. egyszerti szamoléssal kapjuk a
(ThaM;jp) ™ STeaMjs = S
felcserélhetOségi relaciét, amibdl az
S™HTraMjp9) = ToaM;s(S™9)

egyenléség mar nyilvan kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy a G := S~lg fiiggvény
megfelel a mondottaknak.

Megjegyezziik, hogy mindezekbdl az
5= (s20) "
— \My

a7ﬁ
G

inverzframe operéatorra az adédik, hogy S~ = S&7, azaz

ST = > {f. ToaM;pG) TaaMjsG  (f € L7).

k,jeZ™

20A fenti f= Zk,jezn<f7 TiaM;pg) TeaMpG = Zk,jezn Vof(ke, =jB): TeaM;sG  (f € L2)
elallitas tekintheté ugy is, mint az ablakos Fourier-transzforméciora vonatkozé egyfajta rekonst-
rukciés formula.
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Adott
P:R"xR"—=C

fliggvény és y € R™ vektor esetén legyen
By(z) = (z,y)  (z€R")
és
L(y) == [[®yll, (1 <p<+00),

valamint
[2][p.g == 1,2l (1<p,q<+00).

Mindezek utdn a g € L? ablakfiiggvény, f € D, és az elébbi p,q ,kitevok” mellett
legyen

1 l1agp,q = Vg fllp.g-

Igy pl., ha p,q < 400, akkor

T ( /(/ %f(oc,y)\pda:)Q/p dy)

Iy = VoIl = / / IV ()| e dy.

1/q

Specialisan

Jeloljik M, ,-val az
1f1Ia, < +o00

feltételnek eleget tevé elébbi f-ek halmazat.?! Beldthaté, hogy az

(Mp,g, [|-llp.q)

par Banach-tér, ami fiiggetlen a g vélasztésatol (azaz a latszélag a g-tél figgd ||.||p.q
normak (adott p,q esetén) ekvivalensek.)

2IA p =g =1 esetben szokéds az M, 1-et Feichtinger-algebrdnak is nevezni. Ekkor f € M, azt
jelenti, hogy f, f € L'.
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3.3.1. Tétel. Ha g € My és o, 8 > 0, a G(g,c, ) rendszer pedig Gdbor-
frame, akkor beldthatok az aldbbiak:
1° a G:= S"1g dudlis ablakfiggvény is M 1-beli;
2° az
F= " . TeaMipg) TraMipG = D (. TraM;pG) TraMjpg
k,jezn k,jezn
elédllitasok feltétlen konvergens sorok az ||.||ar, ,-normdban (ha a p,q > 1
kitevSk végesek, ill. gyenge*-értelemben, ha p = +o00, vagy q = +00);

3% az Sy P frame operdtor kiterjeszthetd
Sg"ﬁ:Lp—>Lp (1<p<+0)

korldtos linedris operdtorrd.

(Megjegyezziik, hogy [[Vgflla = [Ifll2 miatt |[.[ar, = [I.[2-)

Csak roviden érintjilk azt a természetes kérdést, hogy milyen, a g fliggvényre, ill.
az «, 3 paraméterekre tett feltételek esetén lesz a G(g,«, ) rendszer Gébor-frame?
Megmutathaté ti., hogy tetszéleges g € L? vélasztéssal a G(g,,3) nem feltétleniil
Gabor-frame, még , kicsi” «, 3 > 0 mellett sem. Ugyanakkor a g fliggvények egy elég
széles osztalyara nézve megadhatok elégséges feltételek az «, B-ra vonatkozdan, hogy
azok fenndlldsa esetén a G(g,a, 3) Gabor-frame. Pl. egy g € L™ fiiggvény esetén
legyen

lglw = > 1(Teg)xoynlloo = D llg Texioyn lloos
kezn kezn

tovabba definidljuk a W un. Wiener-teret a kovetkezOképpen:
W :={g e L>®:|gllw < +oo}.

Koénnyen beldathatd, hogy minden 1 < p < +oo kitevovel a W siirt altér az LP-ben,
ill. valamennyi mérheté kompakt tartoju korlatos fliggvény W-beli. Legyen

We:={feW: az f folytonos},
ekkor My C We.
Ha ge W és a,0 > 0, akkor az
S:S;’ﬁ:L2—>L2
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frame operator korlatos:

1\" 10N,
is1< (1+5) (1+3) -lalfv

és a G(g,a, 3) Bessel-szerti rendszer (1d. 2.7.).

A most bevezetett W Wiener-tér jelentdségét a Gabor-framek szempontjabol az a
tény mutatja, hogy barmely g € W fiiggvényre , elég kicsi” «, 5 > 0 paraméterekkel
a G(g,a, ) frame. Nevezetesen igaz a

3.3.2. Tétel. Ha g € W és az a > 0 paraméterre valamilyen a,b > 0 kons-
tansokkal

(%) a < Z lg(x — ka)|> <b (m.m.z € R"),
kezmn

teljesil, akkor alkalmas By > 0 wdlasztdssal minden 0 < (8 < [y mellett a
G(g,a, B) Gabor-frame.

Ha g € L? és a G(g,a,) Géabor-frame, akkor az
a, 2
Sg”f (fel?)

fliggvény Fourier-transzformaltjara egyszert szamoldssal az adddik, hogy
(%) SqPr=92F (fel?.

Ha tehdat g € W és az elébbi (x) feltétel (a g helyett a g-ra) teljesiil, akkor a 3.3.2.
Tételbeli G(g,3,«) rendszer Gébor-frame, azaz a (xx) alapjan a G(g,a, ) is az.
Igaz tovabba, hogy

n=1,g9gel? a,3>0,a3<1

esetén a fenti (%) feltétel sziikséges ahhoz, hogy a G(g,«,3) Gébor-frame legyen.
S6t, ha a g kompakt tartéjd, suppg C I valamilyen [ intervallummal és |I| < 1/8,
akkor a (x) elegendd is ahhoz, hogy a G(g, o, 3) Gabor-frame legyen. Specidlisan, ha
itt a-B=14és g:= xjo1], akkor a G(g,a,1/a) rendszer ON bézis az L?-ben.
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3.3.3. Tétel. (Dualitési elv.) Legyen g € L? és a,3 > 0. Ekkor a kévetkezd
két kijelentés eqgymdssal ekvivalens:

a) a G(g,a,3) rendszer frame az L*-re nézwe az A, B frame konstansokkal;

b) a G(g9,1/3,1/a) Riesz—Fischer-rendszer az L*-ben, amelynek (az dltala
kifeszitett zdrt altérre vonatkozéan) a frame konstansai o-(3-A és a- - B.

(Ha itt az a-t, (-t rendre az 1/(-ra, 1/a-ra cseréljiik, akkor a kovetkezd allitést
kapjuk (Id. 3.4. xxiv) megjegyzés): a G(g,«,3) Riesz—Fischer-rendszer voltdbol
a- 3 > 1 adddik.)

Az a feladat, hogy adott g € L? fiiggvényre milyen a,3 > 0 mellett lesz a
G(g, o, B) rendszer Gébor-frame, meglehet&sen nehéz és bonyolult. Legyen ehhez

F(9) :== {(a, B) € (0,+00)? : G(g,r, 3) Géabor-frame}.

A Gabor-analizis egyik alapkérdése az F(g) halmaz meghatarozdsa. Ha pl. n =1 és
g = X[o,1], akkor az F(g) bizonyos fraktal-tulajdonsdgokkal rendelkezik, ill. az

(a, 8) € F(9)

reldcié erésen fiigg az «, f szdmelméleti tulajdonsigait6l. (Magét az F(g) halmazt a
mai napig nem sikeriilt meghatérozni.) Bizonyos fiiggvényekre ismert csupédn a teljes
véalasz, azaz az F(g) halmaz szerkezete. Igy pl. 1 dimenziéban (n =1):

1° a ,
g(t) :==e ™ (teR)
fiiggvénnyel a G(g,«, 3) akkor és csak akkor Gabor-frame, ha a-f < 1.

2° Ugyanez mondhaté akkor is, ha

1
el +et

g(t) = (t e R),
vagy

gty :==e M (teR),

ill. (a Fourier-transzforméciéra gondolva), ha

g(t) : .

=iy (ER)
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3° A
g9(t) = e Xp+o0)(t)  (LER)

valasztassal a G(g,«, ) pontosan akkor lesz Gébor-frame, ha «-3 < 1. Spe-
cidlisan a G(g,a,1/a) Riesz-bazis az L?*ben. A g Fourier-transzformaltat
figyelembe véve ugyanezt mondhatjuk akkor is, ha

g(t) : !

= te R).
1+ 2mt (teR)

4° A g figgvény pozitiv definit, ha barmely 1 < N € N, valamint
<29 < ...<ZTN
és
Y1 <y2 <..<Yn

valds szamok esetén a
N
(9(xj = yk))jpey € RV

matrix determindnsa nemnegativ. Legyen a ¢g € L? ilyen és tegyiik fel, hogy
véges tipusi, azaz valamilyen 2 < M € N mellett a § Fourier-transzforméltra
igaz a kovetkezo:

M
1
SN 1 R
9(@) IH 1+ 2mdx (z € R),

ahol
0, € R (k=1,...,M).

Ekkor
Flg) ={(a, ) € (0,400)? : - < 1}.

Specidlisan (1d. pl. 2°) ilyen fiiggvények a kovetkezdk:
g(t) = (teR),

g(t) =€ """ X[0,400) (1) (teR,r=1,2,..),

gap(t) = (€7 =) X oe)(t) (L ER, a,b>0),
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9ap(t) = X0 100y (—t) + € X0 400)(t)  (t € R,a,b>0),

g=fx*h,
ahol az f,h pozitiv definit véges tipusu fiiggvények. Igaz tovabba, hogy ha
f(g) = {(avﬁ) S (07 +OO)2 : Oé'ﬁ < 1}7

akkor pl. az F(g) is ugyanez a halmaz. (Példaként 1d. 2°, 3°.) Megjegyezziik,
hogy a fenti M > 2 feltétel lényeges. Ha ui. a véges tipusi fiiggvények defini-
ciéjadban M = 1, azaz valamilyen § > 0 paraméterrel

1

11 2mdr (z €R),

g(x)

akkor
9(t) = e X0 100)(t)  (LER).

Ebben az esetben viszont (1d. 3°)
Flg) = {(@,8) € (0, +00)* s a- 3 < 1}

(Emlékeztetiink a pozitiv definit fliggvények Schoenberg-féle jellemzésére: a g
akkor és csak akkor ilyen, ha alkalmas

u,v €ER, u<v
mellett a g fliggvény Laplace-transzformaltja értelmezve van a
Cuw:={2z€C:u<Rez<uv}

savban és az oo
Lg(z) = / e g(t) dt (z € Cuy)
0

jeloléssel

o0

1 2
= Ce =T (A + ypz)e 0 (z € Cuy),
Lg(z) ,}1
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50

ahol a
C,v,0,% € R (k=1,2,...)

paraméterekre C >0 és v > 0, valamint

o0
0<7—|—Z%§ < +00.)
k=1

Egy ¢ = (ck, k € N) € ¢1(Z) sorozatra legyen

c(x) == Z ek (r € R).

k=—o00

Definidljuk ezek utdn egy pozitiv definit véges tipusi h € L? fiiggvény esetén
az L}QL fiiggvényosztalyt azon f € L? fiiggvények halmazaként, amelyekre

o0

f= Z ckd TrMih

k,l=—o00

teljesiil az

~

inf{|c(z)|- |d(z)] : z € R} >0
feltételnek eleget tevd (egyébként tetszoleges)
c,d e gl(Z)

egytutthato-sorozatokkal. Ekkor barmely ¢ € L}QL fliggvényre

Flg) ={(a, ) € (0,400)? : - < 1}.

Ha példaul ,
h(t) :=e* (t € R),

akkor a
(teR)
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3.4. Megjegyzések

i) Tegyiik fel (I1d. 3.1.), hogy a > (x,) sor feltétlen konvergens az (X,|.||x)
normalt térben és
e

neN
Nem nehéz beldtni, hogy ekkor barmely korlatos linedris

A: X —-Y

operatorra?? a Y (Ax,) sor is feltétlen konvergens és

Az = Z Az,

neN

Valéban, ha adott az € > 0 szdm, akkor egy véges N, C N halmazzal
Iz = Sgllx <e
hacsak a véges N C N halmazra N, C N. Ezért

Ax — Z Az,

nE/\N/'

< [JAfl-llz = Sgllx < [IAll-e.
Y

Mindez pontosan azt jelenti, amit allitottunk.

ii) (Parcialis 0sszegzés.) Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy most valamilyen
1 <M €N esetén (a 3.1. pontban bevezetett jelolésekkel)

N =2ZM x ZM.

Legyen tovabba a  (w(,)) sor feltétlen konvergens és

X = Z x(k,l).

(k,1)eN

Ekkor barmely k € ZM vektorra az

SN = Z T (k1) (N S N)
1€ZM, |l]l2<N

2Az (Y,].]ly) normalt térrel.
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parcidlis részletosszegeknek 1étezik a

zr = lim S
k Nooo EN

hatérértéke, a > (zx) sor feltétlen konvergens és

Hasonléan, minden [ € ZM mellett az

Sy = Z T (k1) (N S N)
keZM ||k|l2<N

Osszegeknek létezik az
= lim S
Yi-= . on
hatérértéke, a > (y;) sor feltétlen konvergens és
> u-e
lezM
Formalisan tehat azt irhatjuk, hogy

S an= (S = 3 (5 )

(k,l)eZM x ZM kezM \|eZM lezZM \ kezM

Az el6éllitasi rendszer definicigjdban (1d. 3.1. az ottani jelolésekkel) szerepld

F(x) := Z On () Yn (z € X)

neN

leképezésre nyilvanvals, hogy F € L(X,Y). Vildgos tovabbd, hogy az emlitett
definiciéban

On(x) =0 (neN)

egy x € X esetén pontosan akkor teljesiil, ha x = 0, azaz a ® teljes rendszer
az X-re nézve. Tovdbba az Lly] siiri az Y-ban, més széval a y zart rendszer
az Y-ban.
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Ha az x = (z,,n € N) rendszer bazis (Id. 2.1.) az X-ben, akkor az (z*,z) egy
frame (1d. 3.1.) az X-re vonatkozdan. Sét (1d. 2.5.), ha (x,y) € [X,Y] (azaz
az x,y ekvivalens bézisok), akkor az (z*,y) az (X,Y)-ra, az (z,y*) pedig az
(Y, X)-re nézve frame.

A 3.2.1. Tételben szerepld
(%) Alzl® <YKz, én)* < B-llzl® (2 € X)
n=0
feltétel unitér invaridns, azaz, ha az (X, (,)) Hilbert-térrel az
U: X —-X

egy unitér operator, akkor a (x) ekvivalens az
A-|U(x ||2<Z| U < B-[U@)[*  (z € X)

becsléssel. Igy az (U(¢ppn),n € N) rendszer is frame, mégpedig ugyanazokkal
a frame-konstansokkal. Mindez igaz marad akkor is, ha az U operator nem
feltétlentil unitér, de valamilyen 7 > 0 szammal igaz ré az, hogy

(U(x),U(2)) =71 (x,2) (z,z € X).

Legyen adott most unitér operatoroknak egy (U,,n € N) sorozata, valamint
egy = € X elem. Az (X-re vonatkozd) el6éllitdsi rendszereknek (1d. 3.1.) egy
fontos osztalyat alkotjak az = elem dltal generdlt (U,(x),n € N) alakid framek.
(Ekkor az z-et generdls (,anya”) elemnek is szokds nevezni.)

Ha tehat fenndll az elébbi (1d. v)) (x) tulajdonsdg, akkor (Id. az R* értelme-
zését a 3.2.1. Tétel bizonyitdsaban) tetszbleges ¢ = (¢,,n € N) € 5 sorozat

esetén konvergens a
o0
§ CnPn
n=0

végtelen sor. Nem nehéz meggondolni, hogy ha

00
Y= Z Cn®n,
n=0
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viii)

akkor az y-t definidlé sor barmely atrendezése is az y-hoz konvergal. Mindez
,benne van” az alabbi kijelentésben:

barmely € > 0 szdmhoz megadhatd olyan véges Ng C N halmaz, hogy ha az
N; C N is véges és Ng C N1, akkor

Yy — Z Cn¢n

neN,

< e.

Valéban, valasszuk az Ng halmazt Ugy, hogy

Yo el <e

’rLEN\No

teljesiiljon. Ha
NoCN;CN

és az N7 véges, akkor legyen

Cp 1= Cp, (n € Ny),

ill.
Cn =10 (ne N\ Njp).
Nyilvan
¢:= (En,n € N) € o
és
le—cl2 <e,
tovabba

Y= Y catn| = R (c) = R*@)] < IR*|- e — 2 < | R"|-.
neNy

A (x)-ban (Id. v)) szerepld A, B frame konstansokat illetéen az aldbbiakat
mondhatjuk:

sup Y |(z, ¢n)|* = sup (F(x),z) = ||F|| < B,

=<1 .,=o =<1

kovetkezésképpen az ,optimalis” B konstans a (x)-ban ||F||. Hasonléan (Id.
fent) ||F~!| < 1/A, tehdt az ,optimélis” A konstans a (x)-ban 1/||F~!|.
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ix) A (ld. 3.2.)

o0

T = Z<x7F_1(¢n)>¢n

n=0

frame kifejtésben (adott z € X esetén) szerepld
Z(n) = (2, F ' (¢n))  (n€N)

egylitthaték nem egyértelmiiek (szemben pl. a bézisok szerinti eléallitdsokkal).
Nevezetesen el6fordulhat, hogy az = elem az

z:=(Z(n),n € N)

sorozat helyett esetleg mds egyiitthatokkal felirt (a ¢,-ek szerinti) sor Ossze-
geként is megkaphat6. Ha viszont z € X és alkalmas ¢ = (¢p,n € N) € £y

sorozattal
o0
r=cn on,
n=0
akkor
o0 o0
D leal? =D (2 (n)
n=0 n=0
Itt a

o0 o
2 PNARNE
D lenl =D @)
egyenldség pontosan akkor teljesil, ha ¢ =, azaz

cn =Z(n) (n € N).

1215 =D @) = (@, F @) = Y ealdn, FH (@) =
n=0 n=0

o o
D enlFH ¢n), 1) =D cnli(n) = (¢, B)g,.
n=0 n=0
Mindezek alapjan azt kapjuk, hogy
lel3 = lle =2+ 2[5 = lle = 213 + 123 + {c = Z,Z)e, + (T c = T)e, =

lle = 13 + 17113 > 117113,

amibdl az allitasunk mar nyilvanvalé.
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x) Az el6z6 megjegyzésben érintett egyértelmiiségi kérdéssel (is) kapcsolatosak az
alabbi ekvivalencidk: (az eddigi jeloléseket megtartva) az 1° — 5° §llitasok egy-
méssal ekvivalensek, ahol

10

20

30

40

50

barmely x € X esetén egyértelmiien létezik olyan ¢ = (¢,,n € N) € {9

sorozat, amellyel
r=3 ot
n=0
az
R(z) = ((z,¢n),n € N) (x € X)

leképezés értékkészlete megegyezik az fo-vel;

vannak olyan «, 3 > 0 konstansok, amelyekkel tetszéleges n € N és

c €K (k=0,..,n)

esetén
n n n
a3 el < D ewdn|| < B D el
k=0 k=0 k=0
megadhaté olyan
T:X—-X

invertalhaté korldtos linedris operéator és olyan X-beli (®,,n € N) orto-
normalt bézis, hogy
On =T(Py) (n € N);

ha
9jk = (@;, dr) (j,k € N),
akkor a
G(c) := <Z 9jkCiyJ € N) (¢ = (cn,n € N) € {y)
k=0

el6irdssal definidlt
G:ly — U

operator pozitiv és invertalhato.
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Ui. eloljaroban jegyezziik meg, hogy az R operdtor Rp értékkészlete siirt
altere az fo-nek. Valéban, mindez nyilvanvalé kovetkezménye a mar tobbszor
idézett (%) (1d. v)) szerint igaz

IR(z) — R[5 = |R(z —y)l53 > A |z —yl* (2,9 € X)
becslésnek.?3 Viszont

19 < az R*: X — X invertilhato.

Ez utébbi azonban (a Hahn-Banach-tétel egyik ismert kovetkezményét (1d.
10.2.) és az Rp altér zartsagat felhaszndlva) konnyen lathatéan azzal ekvi-
valens, hogy Rr = fo, ami a 2° kijelentés. Az R* operétor korldtos linedris
bijekcid, ezért a Banach-féle inverz-tétel (1d. 10.8.) miatt az inverze is az. Min-
debbdl a 3°-ban szereplé «, [ konstansok létezése kovetkezik, azaz

1° = 3°.

Legyen a ®,, € X (n € N) ortonormalt bazis és a 3°-at feltételezve

T = icn@n = i(x,@@dﬁn eX
n=0 n=0

esetén definidljuk a T'(x)-et a kovetkezOképpen:

T(x) = chgbn.
n=0

(Mivel ¢ = (¢p,n € N) € o, ezért vilagos, hogy a T'(z) definicidja korrekt.)
Ekkor [|z|| = ||c|l2 és

Z Cndn

n=0

1T ()] = > a-|leflz = a-[l].

Hasonléan kapjuk, hogy

IT(@)| < B[l (2 € X),

BTy legyen az y, = R(zn) (xn € X, n € N) sorozat konvergens, y := limn—oo yn. Ekkor
Al|zn — zml|]® < |lyn — ym||* = 0 (n,m — o0o) miatt 1étezik az x := limp— oo ¥n hatdrérték. Innen
az R folytonossiga alapjin y = lim,— R(zn) = R(z) € Rr adédik, azaz az Rr valéban zart.
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igy a T invertalhaté korlatos linedris operator, amivel
T(®,) = ¢n (n € N)
trividlisan teljesiil. Més szoval igaz a
30 = 4°

kovetkeztetés is. Ha viszont most a 4°-et tételezziik fel, akkor a

icnqbn =T <§: cn<I>n> =0
n=0 n=0

egyenlOség azzal ekvivalens, hogy

(o]
Z cn®, =0,
n=0

azaz azzal, hogy ¢, =0 (n € N). Tehat
4° = 1°.
Végiil, ha n € N és ¢, € K (k=0,...,n), akkor a
c:=(cy,...,cp) € KM

jeloléssel

n 2

(Gle),c)e, = Z (Dk, Dj)- ciCj =

k,j=0

n
> cnd
k=0

Kovetkezésképpen a 3° ekvivalens az 5°-tel.

Tehat (1d. 2.7.) a fenti 1°—5° feltételek barmelyikének a teljesiilése azt jelenti,
hogy a ¢, (n € N) rendszer Riesz-bazis. Megjegyezziik, hogy ha a (¢,,n € N)
frame, de nem Riesz-bézis, akkor megadhaté olyan véges 7 C N indexhalmaz,
amellyel a (¢,,n € N\ Z) frame az L*re nézve.

Tegytik fel, hogy az (X, (,)) Hilbert-tér esetén a (x) feltétel (1d. v)) igaz és
legyen 0 < A < 2/B, valamint

d:= 0y :=max{|l — M|, |1 — AB|}.
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Ha z € X és az I frame operdtorral

x0:=0, Tpy1 =Ty + AF(x — x,) (n € N),

akkor
lim x, =«

és

|2 —an| < 0™ [lz]]  (n€N).
Valéban,

Al < F < BI

miatt2?

(1=AB)I<I—-)AF<(1-M)A)I.
Ezért

11 — AF|| < max{|1 — M|, |1 — AB|} =4 < 1.

Ha valamilyen n € N esetén igaz az
[l —2n] < 0" ]
becslés, akkor
2 = zppill = llz —2n = AF(z — 20)|| = [|(I = AF) (2 — 2| <

1T = AF ||z — @]l < 66" |la]| = 6" F1 |-

Tehét a széban forgd becslésben az n helyett (n + 1)-et is frhatunk.

0<d<1, ezért
lim 6" =0,

n—oo
amibol

lim z, =z

n—oo

mar nyilvan kovetkezik.

Megjegyezziik, hogy n =1 esetén

r1=AF(z) =AY (2, ¢n) bn,
n=0

(z) =z (r€X).

Mivel
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xiii)

xiv)

azaz a fenti (az (z,,n € N) sorozatot meghatarozé) frame algoritmus ,,bemend”
paraméterei az

(x, dn) (n € N)

frame egylitthaték. Kénnyen beldthatd, hogy a frame algoritmusban a A para-
méter optimalis értéke?®:

2
Ay 1= .
A+ D
Ekkor
min{max{|1 — M|, [1 = AB|}: 0 < A < 2/B} = 6, = 2—4
X N N = )\*—B+A

Tegyiik fel, hogy az v)-beli (x)-ban A = B =1 (azaz a (¢n,n € N) egy un.
Parseval-frame) és
[onl =1 (n€N).

Ekkor a (¢n,n € N) frame ortonormélt bazis. Ti. a (%) szerint

L=éml®> =D [dm ) =1+ > [(m.n))>  (meN).
n=0

m#n=0

Innen mér vildgos, hogy
(Dmsdn) =0 (m,n €N, m #n).

Az el6z6 megjegyzés mintegy ,,megforditdsaként” lassuk be, hogy ha a széban
forgé (¢n,n € N) frame az (X,(,)) Hilbert-térben, akkor (az F frame
operdtorral) az (F~1/2(¢,),n € N) is frame, amelynek mindkét frame kons-
tansa 1 (a (¢p) frame &ltal meghatérozott kanonikus Parseval-frame). Ui. az
F operator pozitiv, igy minden tovabbi nélkiil beszélhetiink (a szintén pozitiv
(1d. 10.14.))

P2 (F—1)1/2

25 Abban az értelemben, hogy a dx a lehetd legkisebb legyen. A geometriai interpretéciét illetéen
az (R?,||.|lc) normélt térben az (1,1) pontnak az {(z,y) € R?> : x € R,y = Bz/A} altértél
(egyenestdl) vett tavolsdgdrdl van szé. Mivel az (1,1)-t61 § > 0 tévolsdgra 1évé pontok ekkor egy
négyzetet alkotnak (aminek a koézéppontja az (1,1), a négyzet belsejében (kiilsejében) 1év6 pon-
tok pedig az (1,1)-t6l kisebb (nagyobb) tdvolsdgra vannak, mint 0), ezért ezt a négyzetet ugy kell
,megszerkeszteni”, hogy egyetlen kozds (csucs)pontja legyen az emlitett egyenessel.
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operatorrél. Ha z € X, akkor?®

= FV2F(E 2 (2)) = 2 (fjw-l/%x), o) %) -

n=0
Z<x7 F_1/2(¢n)>' F_1/2(¢n)7
n=0

amibdl

Izl = e, =2 (gn))?
n=0

kovetkezik. (Megjegyezziik, hogy altaldban az F~1/2(¢,) € X (n € N) elemek
nem normaltak, ezért az el6z6 megjegyzésben mondottak nem alkalmazhaték az
(F~12(¢,),n € N) frame esetében, més széval az (F~1/2(¢,),n € N) nem
feltétlentil ortonormalt bazis.

xv) Ha a (¢n,n € N) frame, akkor az F frame operdtor F~! inverze a fentiek
szerint (1d. 3.2.) a kovetkezo:

[e.e]

F72) =) (e, F () F (¢n)  (z€X).

n=0

Ez azt jelenti, hogy az (F~!(¢,),n € N) dudlis frame (Id. 3.2.) frame operatora
nem mas, mint az F frame operdtor F~! inverze.

xvi) Ha a (¢n,n € N) a 3.2.3. Tételben szerepld egzakt frame és az A, B jelolik a
frame konstansokat, akkor a (x)-bdl (1d. v)) konnyen belathat6, hogy

A<|gul?<B  (neN).

xvii) Az eddig mondottakbdl kivetkezéen tehat egy ® rendszer az X Hilbert-térre
nézve pontosan akkor egzakt frame (ld. 3.2.), ha a ® feltétlen bazis az X-ben
(Id. 2.6.) és teljesiilnek az el6bbi megjegyzésbeli egyenlStlenségek.

xviii) A torténeti hétteret illetéen csak utalunk az aldbbiakra. Neumann Janos fogal-
mazta meg még 1932-ben azt a sejtést, hogy az

fig(t) = ™t RS (e Rk, j € Z)

6pp=1/2 — p~Y2F alapjan.
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fiiggvények véges linearis kombinacidi [|.[|2-ban mindentitt siirti alteret alkotnak
az L? = L?(R) térben. Vildgos, hogy ha

o) =™  (teR),
akkor (1d. 3.3.) a
g(907 17 1) = {,Z;CM].QO : ka] € Z}

rendszer elemei a kovetkezok:
TiMgo(t) = Migo(t — k) = 27 emm=h" =

e—27rzjk' e27rzjt. e—wz(t—k)Q (t €R,j ke Z),

mas szoéval

Glgo,1,1) = {e—%ﬂf.fkj kje z}.

Gabor Dénes 1946-ban mér azt vélelmezte, hogy (az elébbi megjegyzésben) min-
den f € L? fiiggvény alkalmas

Ckj €C (kaj € Z)

egylitthatokkal el6allithatd

f=> ceifes

k,jEZ

alaku sor 6sszegeként. Mindkét sejtés egzakt vizsgdlatara, ill. igazolasara csak
az 1970-es években kertilt sor. Kideriilt, hogy (Id. kés6ébb) az «, 3 > 0 para-
méterek mellett a

g(907a7ﬁ) = {774306'/\/1]690 : ka] € Z}

akkor és csak akkor Gabor-frame, ha a-f < 1. Tehat pl. a G(go,1,1) nem

frame, ill. az
f=> ceifes
k,jeZ

egyenléség csak disztribicié-értelemben all fenn, még olyan ,,j6” fiiggvényekre
is, mint az ismert Schwartz-osztélybeliek.
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xx) Mintegy , negativ’ példaként tekintsiik a

g1 =X, @ :=2,5>0
esetet. Konnyl meggondolni, hogy a
G(91,2,8) = {TuxMjpg1 : k,j € Z}
nem Gabor-frame. Ui.
TopMiggi(t) = Mggi (t — 2k) = e2™IP0=2K)y o ) (¢ — 2k) =

e APk 2Bt N or ok () (teR, kjeZ).
Nyilvanvalé, hogy ha az f € L? fiiggvényre

e e}

supp f C U 2k + 1,2k + 2]

k=—o00

teljesiil, akkor az f nincs benne a G(g1,2,3) altal kifeszitett altér lezartjaban.
Tehat a G(g1,2,3) nem lehet frame az L?-re vonatkozéan.

xxi) Emlékeztetiink a W Wiener-tér fogalmara (1d. 3.3.):
W :={h e L*: ||h|lw < +o0},

ahol

rllw = > I(Tah)xpanlloo = Y b Texqo, e llso-
kezn kezn

Ha ge W, a,8 >0 és z,y € R", akkor legyen

Ay pg(z,y) = sup Vag(x + u,y +v) — Vyg(z,y)|.
lull2<a, [Jv]|2<3

Tegyiik fel, hogy valamilyen «g, 3y > 0 mellett

+0o0o +0o0o
/ Aoo.po9(x,y)dedy < 1.
—0o —0o0

Ekkor tetszéleges
(o, B) € (0, 0] x (0, Bo]

esetén a G(g,a, 3) frame az L2-re nézve.
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xxii) Valamilyen g € W, o, > 0 mellett legyen a G(g,«,3) Gébor-frame. Meg-
mutathatd, hogy ha h € W és a |lg — hljw ,elég” kicsi, akkor a G(h,a, ) is
Gabor-frame.

xxiii) A 3.3.1. Tétel utédn felvetett kérdéssel kapcsolatosak az aldbbi eredmények:
legyen

n=1,geL?:=L*R), o,3 > 0.
Ekkor

1° ha a G(g,a,) frame az L%-re nézve, akkor a-f3 < 1;

2° a G(g,a,3) akkor és csak akkor Riesz-bdzis (Id. 2.7.) az L%-ben, ha a
G(g,a,8) Gébor-frame és a- 3 = 1;

3° ha az

R >z~ zg(x)

fiiggvény L2-beli, a ¢ differencidlhaté, ¢ € L? és a G(g,a,3) Gébor-
frame, akkor «a- (3 < 1. Ugyanez igaz akkor is, ha (1d. 3.3.) g € M ;.

xxiv) Kiilén is emeljiik ki az elébbi 3° allitds alabbi atfogalmazédsat: ha a g € L2
fiiggvény differencidlhaté, a G(g,1,1) pedig Gébor-frame, akkor vagy az

R >z~ zg(x)

leképezés nem L2-beli, vagy ¢’ ¢ L?. Més széval
+oo +oo
([ ra@par) ([ i wpkas) = o

J(x) =2mg(z) (v €R),

Mivel

ezért mindez a Fourier-transzformacié nyelvén megfogalmazva a

gl = llgll

Parseval-egyenlOség szerint azt jelenti, hogy

([ testorpa) - ([ legopar) = +oc.
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A ol ismert

1 +o0o +o0o N
e lg(z)?dz < \// a2 |g(z)Pda- \//w2 9(2)2da

egyenl6tlenség alapjdn vildgos a parhuzam a fentiek és a Heisenberg-féle ha-
tarozatlansagi relacié kozott. Jegyezziik meg tovabba, hogy a-( > 1 esetén
a G(g,a, 3) nem teljes rendszer az L2-ben, ill., ha a G(g,a,3) Riesz-Fischer-
rendszer (Id. 2.7.), akkor a-f3 > 1. (Az, hogy csak az «-[( szorzat ,érdekes”
nem meglepd. Legyen ui. r > 0 esetén

gr(t) :==+/rg(rt)  (t€R).

Ekkor az a tény, hogy a G(g, a, 3) teljes rendszer (vagy frame, vagy Riesz-bézis,
vagy Riesz—Fischer-rendszer) azzal ekvivalens, hogy a G(g,.,a/r,r(3) is a jelzett
tulajdonsdgi rendszer.)

Legyen g € L? és a,3 > 0, tovabba tegyiik fel, hogy a G(g,a,3) rendszer
Gébor-frame. Ha az S frame operdtorral a G := S~ lg fiiggvény a dudlis ab-
lakfliggvény (1d. 3.3.1. Tétel), akkor a

G(g9,1/8,1/a), G(G,1/8,1/ )

rendszerek biortogondlisak. A most megfogalmazott (nem trividlis) biortogona-
litdsi reldcio felhasznalhaté a fenti 1° — 3° kijelentések részbeni bizonyitdsahoz.
Ti. a biortogonalitas miatt

aB=(9,G)= (9,5 "g) = (S2g,8712g) = || S7/2g| %

Mivel a Q(S_l/ 2g,a,) rendszer a G(g,a,3) 4ltal meghatdrozott Parseval-
frame (Id. xiii)), ezért mindkét frame konstansa A = B = 1. Ugyanakkor a
VB fels6 korlatja a frame elemek normdinak (és g # 0), igy

0< 5712l < 1.

Az el6bbiek szerint tehat «- (3 < 1. Hasonléan, ha a G(g, o, ) Riesz-bézis (1d.
2.7.) az L2-ben, akkor a G(g,a,3) egyszerre Parseval-frame és bézis. Kovet-
kezésképpen (1d. xiv) megjegyzés) a G(g,a,3) ortonormalt bézis az L2-ben,
amibol

a-B =5 gll =1

kovetkezik.
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xxVi)

xxvii)

xxviii)

Ha a pozitiv definit véges tipusi (1d. 3.3.) h € L?(R) fiiggvény esetén

Zh(x,y) := Z1h(z,y) = Z h(x — k)e?™ kv (x,y € R)

k=—o00

a h figgvény Zak-transzformdltja, akkor tetszoleges

f=>Y adTMheL;

k=—o00
fiiggvényre (a konnyen ellenérizhets dltaldnos
Z(TMig)(z,y) = ™ 29w,y — 1) (,y €R, k,l € Z)

egyenlOség és a Zak-transzformalt masodik koordinataban val6 1 szerinti perio-
dicitdsa miatt)?”

~

Zf(x,y) =c(—y)d(z)Zh(z,y)  (z,y € R).

Az L}% fliggvényosztaly definicidja alapjan innen vildgos, hogy a Z f, Zh transz-
formaltak zérushelyei megegyeznek. Kovetkezésképpen, ha (a mondott kovetel-
ményeknek eleget tev) h, H fliggvények zérushelyeinek a halmaza kiilénbozo,
akkor L7 # L%,

Ha (1d. 3.3.) g € My, akkor az
{(e, B) € (0,+0)%: a G(g,,3) Gdbor-frame}

halmaz nyilt az R2-ben (a ,,szokdsos” topoldgia értelmében).

Roviden kitérink az elébbi megjegyzésben emlitett specialis transzforméacié hat-
terére. Ehhez eloljaréban tekintsiink egy

f:R*"—=C

t28

(Lebesgue-)mérhet6 fiiggvényt=® és tegyiik fel, hogy egy 0 < p < 400 esetén

/ F ()P da < +oo.

*"Emlékeztetsiil: ¢(z) := Sor0 . cke®™ (z € R, ¢ = (ck, k € Z) € 1(Z)).
2#Valamilyen 1 < n € N kitevével.
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Ekkor tetszoleges o >0 és m.m. z € R" helyen a

¢j(z) = flx—jo)  (j€Z")

definiciéval értelmezett c(x) := (¢j(x),j € Z™) sorozat £,(Z")-beli. Valéban, a
,megszokott” periodizédlas szerint

roo> [P = Y / IILC TS

jezr
3 / :E—I—joz)|pd:1::/ S If (@ + o) da,
jezn 7 100" [0.0]" jezn
tehdt m.m. z € [0, «]” mellett

Yo f@+ia)lf =" [fle—ja)lP < +oo.

jezn jezn

Az utébbi 6sszegnek az = minden valtozdjabeli (nyilvanvalé) a szerinti perio-
dicitasat figyelembe véve egytttal m.m. x € R™ pontban is

Z |f(z — ja)|P < +oo.
jezn
Specidlisan, ha f € L', akkor
Z |f(z — ja)| < 40 (m.m. z € R"),
JEZ™
ezért minden ilyen z-re és barmely y € R™ vektorra abszolit konvergens a
e > Sl jagen
jezn

sor. Ha f € L%, akkor m.m. z € R" esetén a fenti c(x) sorozat fo(Z")-beli.
Figyelembe véve tehat az

o2 2maliy) (yeR",jeZm")

(n-véltozés) trigonometrikus rendszer L2[0,1/a)"-beli ortonorméltsigat azt
mondhatjuk, hogy az elébbi (x) sor m.m. z € R"™ mellett az y véltozéban
a

il == \/ / WiEdy (€ L0, 1/a]")
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XXiX)

XXX)

xxx1)

norma szerint konvergens. S6t, ha a ... Gsszegzés a

dm, 2

JEZ™|5ll2<N

hatarértéket jelenti, akkor a Carleson-tétel miatt a () sor m.m. y € R™ esetén
pontonként is konvergél (ugyanoda, mint ||.|[«-ban).

A fentiek motivéljak a kovetkezd definiciét: ha f € L', vagy f € L? és a >0,
akkor a

Zaof(z,y) = Z f(x — ja)e?melv) (m.m. z,y € R")
jezn

modon értelmezett
Zof R X R" —= C
leképezést az f figgvény Zak-transzformdltjanak nevezziik. Példaul legyen

n=1 éS f = X[Ql)'

Ekkor

Zaf(x,y) = Y xpy(e — k)™ = Zmelelely (2 € R, a > 0),

k=—00
ahol [x/a] az z/a szdm egészrészét jelenti.

Megjegyezziik, hogy a most értelmezett transzformaciét el6szor Gelfand
hasznélta differencidlegyenletek vizsgédlatakor, bar valdjaban mar Gaussnél is
eléfordul. Késébb Weil terjesztette ki a definiciét lokdlisan kompakt Abel-
csoportokra. Brezin szintén differencidlegyenletek vizsgdlatakor alkalmazta a
szoban forgd transzformaciét, amit ezért szoktak Weil-Brezin-leképezésnek is
nevezni.

Soroljuk fel a Zak-transzformécié néhany (t6bbé-kevésbé nyilvanvald) tulaj-
donsigat (a pontonkénti egyenldségek a széban forgd helyeket illetéen m.m.
értenddk):
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a) Zof(r,y+k/a)=Zof(z,y) (f € LPUL? ke Zn);

b) Zof(z+ka,y) = >V Z, f(v,y) (f € L' UL%k € Z");

€) Za(TuMyf)(2,y) = ™02 Z, f(z —u,y —v) (f € L'UL?);
d) [|Zafllo <@ +1/a)" [[fllw (f € W);

e) f(x)=a™ [ o Zaf (@ y)dy (f € LY);

£) f(¥) = fig.ap Zaf (@, y)e 2@ dz  (f € LY);

g) Zaf(:E, y) =a " e?ﬂl(x,w‘ Zl/ozf(yv —33‘) (f7 ]?6 Ll)a
B) Sioagn Sio1apn 1Zaf @ y)Pdudy = o= |[f|* (f € L?),

Az e) inverzids formuldhoz vegyiik figyelembe, hogy m.m. z € R™ helyen
Zaf(@,y) < D |f(z—ka)| <400 (y€[0,1/a]").
kezZn
Ezért ilyen z-ekre az alabbi Osszegzés és integralas felcserélheto:

/ Zof(x,y)dy = / S fa — ko)t gy =
[0,1/a]"

[0,1/a]™ pczn

Z / flx — ka)e®™ k) 4y — o7 f(z) (x € R").
keZn [0,1/a]

Analég médon kapjuk az f) egyenléséget is. A g) allitds az ismert

fo_|_ka y=a~ ka/a 2mik,z /)

kEZ" kEZ"

Poisson-féle szummaciés formuldbdl kévetkezik, ha azt az M, 7, f fiiggvényre
irjuk fel (ahol

ft)=f(=t) (teR").)

Végiil, a h) egyenléséghez alkalmazzuk a Parseval-egyenléséget a m.m. x € R"
esetén lo(Z")-beli (f(x — ka),k € Z™) sorozatra:

|Zaf(xy|dy_04 |f:17—k‘04
/[071/04 Z

keZn
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Innen

/ / | Zo f (2, y)dx dy =

0,0 Ji0,1/al

—"Z/ F(z — ko) 2dz = o= ||
[0,a]™

keZn
rogton adodik.

xxxii) Jeloljik egy x € R szdm tortrészét igy: (x). Kovetkezésképpen
x = (x) + ng,

ahol az
() €[0,1), n, € Z

szamok egyértelmiiek minden z € R esetén. Mutassuk meg, hogy barmely
felL'é heW figgvény esetén m.m. z € R helyen a

Y 1f (@) + k)h(z — k)|

k=—00

Osszeg véges. Valdban,

[N = 3 / S I Bl de =

X k=—00o j=—o00 k=—o00
Z/ S 1f((e ) + Bl + - B)|de =
j=—00 k=—o00
/ Z|f )+ k)| Z|hw—|—j— )| dx =
0 k=—o00 j=—00

/ Z |f(z+ k)| Z |h(z + )| dz <
k=—00 j=—00

|huw/ S (f(e + )| de = [l |l < oo

k=—o00

Ezért m.m. z € R mellett

3" 1F (@) + k(e — k)| < +oc.

k=—o0
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xxxiii) A most mondottak szerint van értelme a kovetkez6 definicidnak: az
feLl'hew

fuggvények f e h Zak-konvolicidja legyen az alabbi fiiggvény:

foh(x):= > f({@)+kh(z—k)  (mm zecR)

k=—o00

Az el6bbiek alapjan tehadt feh € L' és

1 e hlls < [IAllw- (I £11-

A Fourier-transzformacié és a ,,szokdsos” konvolicié (1d. 10.10.) kapcsolatéra
utalva az alabbi allitas indokolja a fenti konvolicid széhasznalatot:

Z(feh)=Zf Zh.

Ugyanis m.m. x,y € R" valasztéassal

Z(feh)(x,y) = Y fehlx+je ™Y =

j=—o0

ST fla+ i)+ k(x4 — k)e Y =

j=—0o0 k=—00

DD @)+ k)bl 4§ — k)e P =

Jj=—00 k=—00

> F(@) +R)eT ™ ST h(w = ke TR
k=—oc0 j=—00
D S+ RIS b e =
k=—o0 j=—00

S fla— R ST (e — 5)erY = Zf(a,y)- Zh(z, y).

k=—o00 j=—o0
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xxxiv) A Zak-transzformdcié (Id. xxix)) és a Gdbor-framek (1d. 3.3.) kapcsolatét

XXXV)

illetéen az alabbi allitasokat idézziik: legyen o > 0 és
geL?=1L*R") (1<neN).
Ekkor
19 az illet6 Gabor-frame
S;’l/o‘ (L2 L2
frame operatora akkor és csak akkor korlatos operator, ha Z,g € L

2° a G(g,a,1/a) rendszer akkor és csak akkor Gdbor-frame (azaz Riesz-bazis
(Id. 2.7.)), ha alkalmas a,b > 0 szamokkal

a<|Zag(x,y)| <b  (mm. z,y € R");

3° az elébbi G(g,a,1/a) akkor és csak akkor ortonormdlt bézis az L2-ben,
ha

o | Zag(x,y)P =1 (mm. 2,y € R™).

A most mondott allitdsok mogott az aldbbi altaldnos tétel hizddik meg: legyen
g,h € L? és (1d. 3.3.)

S;ff = Z <f> 776an59>'77€an6]1 (f S L2, Oé,ﬁ > 0)
k,jeZ™
Ekkor
Zo(SS ) = 0" Zag Zah- Zof  (f € LP).

A fentiekben érintett 1 dimenziés (n = 1) eredmények magasabb dimenziéra
valé kiterjesztését illetGen illusztraciéul idézziik az aldbbiakat. Legyen tehat az

AeK®xCn) (1 <peN)

invertalhatd matrix,

S:=AZ" xZ")
és g € L?. Ekkor (Id. xxv)):
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1° ha a G(g,S) rendszer frame az L? = L?(R")-re nézve, akkor
0<|detA| <1;

2° a G(g,S) akkor és csak akkor Riesz-bézis (Id. 2.7.) az L%-ben, ha frame,
és ugyanakkor |det A|=1;

3° ha a G(g,S) Riesz—Fischer-rendszer (I1d. 2.7.), akkor |det A| > 1.
Igaz tovabba, hogy az alabbi allitasok egymassal ekvivalensek:

4° |det A| < 1;
5° van olyan g € L%, hogy a G(g,S) teljes rendszer az L?-ben;
6° van olyan g € L?, hogy a G(g,S) frame az L?-re nézve.

Hasonléan, ekvivalensek a kovetkezd kijelentések:

7° |det A| =1,
8% van olyan g € L?, hogy a G(g,S) Riesz-bazis az L?-ben;
9° van olyan g € L2, hogy a G(g,S) ortonormalt bazis az L2-ben.

Legyen g € L? és a, 3 > 0, valamint
R(z) = (Ru(7))pjezn (€ RY)
az a végtelen matrix, amelynek a komponensei a kovetkezok:

Ru(z) =Y glz+jo—1/B)-g(x +joa—k/B)  (k,1€Z™).
JeEZ"

Az aldbbi ekvivalencidk igazak:

10° a G(g, a, 3) akkor és csak akkor frame az L2-re nézve, ha megadhatdk olyan
pozitiv a,b > 0 szamok, amelyekkel m.m. z € R™ esetén az R(z) spekt-
ruma |[a, b]-beli. Ez utébbi azzal ekvivalens, hogy tetsz8legesen valasztott
(ck,k € Z™) € lo(Z") sorozatra

2

allelf < Y| D engle+ja—k/B)| <bllef3  (mm.zeR".

jezn keZn
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Végiil, mindez azzal egyenértékii, hogy egy alkalmas G € L? (duélis-)ablak-
fliggvénnyel fennall az alabbi ortogonalitasi relacié:

(*) (G, Mo Ti9) = (- B)" Srodi0 (k1 €Z")

(ahol a 6o, 010 a ,,szokdsos” Kronecker-féle szimbélumok). Megjegyezziik, hogy
az elébb emlitett G fliggvény a kovetkezo alak:

ﬁ Z FOJ X[Oa n l‘ —]Oé) (:E € Rn)v
JjeEZ"

ahol a
I'(x) = (ij(a:))wezn (x € R")
végtelen matrix a

Ps(z) == g(z +la—s/p) (xeR"l,s€Z")

komponensi
P(z) = (PIS(x))l,seZ” (z € R")

matrix segitségével eleget tesz a
[(x)P(x)=1 (m.m.z € R")

métrix-egyenléségnek. Kovetkezésképpen maga az el6bbi (k) ortogonalitds
szinte trividlis:

(G MyaTi59) = A G(2)g(e — R B)e /gy —

/ Z Gz + ja)g(z + jo— k/B)e™ 22/ %y =

JEZ™

/ Z FO) 27rzlx/oedx _
0,0

JEZ™

ﬁn/ 5k0€_27rdx/ad$ _ (a'ﬁ)nékoélo-
0,0
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Az elébbiekhez kapcsolddik az aldbbi Gabor-frame konstrukcié. Nevezetesen,
legyen «, (5 >0, a
o:R" — (,(Z")

Lebesgue-mérhet6 vektor értéki fiiggvény az « szerint periodikus és olyan, hogy

Z oj(x)g(x + jo—k/B) = ko (mm.zeR" keZ).
JEZ"

Ekkor a

Z sup |oj(z)] < +o0
jeznxe[o,a]”

feltétel elegendé ahhoz, hogy a G(g,«a,3) rendszer Gébor-frame legyen.
Tovébbié a

G(x) =" Y oj(x)xpap( —ja)  (z€R")

jezn
fiiggvénnyel a G(G, a, ) frame a G(g,«, 3) frame dudlisa (I1d. 3.2.).
Nem targyaljuk részleteiben az dltalanos

G(g,S) (SCR"xR")
alaki Géabor-rendszereket, azaz, amikor az S nem

(aZ") x (8Z")  (a, 0 >0)

alaki (tehdt az dan. drreguldris Gdbor-rendszereket). Annyit jegyziink meg
csupan, hogy az egyik alapveté nehézség az ilyen rendszerek vizsgalatakor a
kovetkezd: egy irregularis Gabor-frame duélisa nem feltétleniil Gabor-frame.
Amint mar mondtuk, a regularis esetben a frame operator felcserélhetd az

Mka,Z}ﬁ (kaj € Zn)

transzformaciéval, az irregularis esetben ez mar nem igaz. Példaként emlitjiik
meg, hogy n =1 mellet a

gt)y=e¥  (teR)

esetben ismertek azok az S C R? , index”-halmazok, amelyekre a G(g,S) frame
az L?-re nézve.



4. fejezet

Bazisok LP terekben

4.1. Biortogonalis sorfejtések

Legyen a tovédbbiakban valamilyen 1 < p < +o00 mellett
X = LP:=LP[0,1]
a ,,szokdsos” (valés) Lebesgue-tér. A Riesz-féle reprezentacios tétel (1d. 10.7.) szerint
ekkor az X* dudlis tér azonosithaté azzal az L7 térrel, amelyre 1 < g < 400 és
1 1
(*) -+ -= 17
P q

ahol az ,azonositds” a kovetkezOt jelenti: barmely G € X™* esetén egyértelmiien
létezik olyan h € LY fiiggvény, hogy

1
= [ m em,
Igaz tovabbé, hogy itt!

1G]l = [IAllg-

Ha tehét egy LP-beli
® = (pp,n € N)

rendszernek a

U = (Y, n € N)

"Emlékeztetsiil: |G|l = sup{|G(f)|: f € L?, || fll, < 1}.

141
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rendszer a biortogondlis térsa (1d. 2.2.), akkor
Py € L1 (n e N)

és az f € LP fliggvény biortogonalis sora a

> Fn)en
n=0

fliggvénysor, ahol
1
foyi= [ gon (mem),

Tegyiik fel, hogy a ® rendszer zart és minimalis az LP-ben. Ekkor (Id. 2.2.) a
fenti U egyértelmiien létezik és a 2.2.1. Tétel szerint a ® pontosan akkor bazis az
LP-ben, ha

sup{||Sn|l : n € N} < 4o0.

Az
Su(f) = fk)er  (f€LP,neN)
k=0

egyenldséggel értelmezett S, (részletsszeg-)operdtorokrdl a kovetkezéket mondhat-
juk:

n 1 1
Sn(f)($)=;< / f<t>wk<t>dt) o) = [ 0K @0d (2 e0.1),

ahol

n

Kn(x,t) =Y op(@)e(t) (2.t €[0,1])

k=0

(a @ rendszer n-edik magfiggvénye). Ismét csak a Riesz-reprezentéicié (1d. 10.7.)
alapjan (a (x) egyenldségnek eleget tevs g¢-val)

Iul = s | [ Suna] o€ ol <1} mengem

amibdl
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1Sl = sup{|Sn(H)llp : f € LP [[fllp <1} =

sup{sup{ >g\ cge Ll < 1} Fe L fl, < 1}

adédik. A p > 1 feltétel mellett? az ismert

u v
luv| < Jul® + ol (u,v € R)
p q

egyenlétlenséget felhasznalva viszont barmely
f € Lp7 g € qu ”f”Pa ”qu S 1

és n € N esetén

1 1
. z, t)|P |g(x)| z, t)|Y9 dt da
>g\§/ 1O )12 b)) s <

/’f (/ K xt)rda:>dt+/ol’g (/ | Ko wtﬂdt)dx-

Ha
KOt / Kl t)ldy (e 0,1)),
valamint
K@ (& / | K (2, v)| dv (x €[0,1]),
tovabba
HKTLH(l,oo) = HKr(Ll)Hoo < +00
és
”Kn”(oo,l ”K ”oo < +00,
akkor

1 1
”Sn” < 5 ”KTLH(LOO) + 5 HKnH(oo,l) (n € N)-
Vilagos, hogy ha p =1, akkor
[Snll < [Knll(1,00) (. €N).

Ezzel belattuk a kovetkezd allitast:

2Ekkor 1 < ¢ < 4o0.

143
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4.1.1. Tétel. Legyen 1 < p < 400 és tegyik fel, hogy a ® rendszer zdrt és
minimdlis az LP-ben. Ha p > 1 és

SUp{[| Knll(1,00) [[Knll(oo,1y : 7 € N} < o0,

vagy p=1 é€s
sup{ || Knll(1,00) : 7 € N} < +o00,

akkor a ® bdzis az LP-ben.

A & = (pn,n € N) rendszer LP-beli zartsdga (1 < p < +o00) ekvivalens a
kovetkezovel (a @  teljessége’): az

1 1
S
p q

feltételnek eleget tevo 1 < g < 400 kitevével barmely 0 # g € LY fliggvényhez van

olyan n € N, hogy
1
/ gpn # 0.
0

Ui. tetszbleges X Banach-tér és egy X-beli z = (z,,,n € N) rendszer esetén a z
zartsdgabdl kovetkezik, hogy minden ¢ € X* funkciondlra a ¢ = 0 feltétel azzal
egyenértéki, hogy>
©(zn) =0 (n € N).

Forditva, ha a z olyan rendszer, hogy barmely 0 # ¢ € X* esetén valamilyen n € N
indexre ¢(z,) # 0, akkor L[z] = X. Kiilonben a Hahn-Banach-tétel egyik kovet-
kezménye (Id. 10.2.) alapjan lenne olyan 0 # ¢ € X*, amely az L[z] (zart) altéren
nulla.

A 4.1.1. Tételt kissé altalanosabb formaban is megfogalmazhatjuk, egyuttal a
,hidnyzo” p = +oo esetet is vizsgdlva. Legyen ui. 1 < p,q < 400 és
1 1
S+ D=1,
p q
valamint tegyiik fel, hogy az LP-beli ® = (p,,n € N) rendszernek van L%-beli

biortogondlis tarsa: ¥ = (i,,n € N), azaz

1
/ Ok = Onk (n,k e N).4
0

3Vegyiik figyelembe, hogy a ¢ folytonos.

“Ha p < 400, akkor a ®-vel biortogonslis rendszer eleve csak az L?-ban lehet, ezért ekkor elég
azt feltenni, hogy a ® minimdlis rendszer (1d. 2.2.). A p = 400 esetben viszont — 1évén az L*
dudlisa az L'-nél bévebb — nem elég a ® minimalitésa.
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Az
Sp(f)  (meN, felL™)

eléallitasara vonatkozo, a 4.1.1. Tétel kimondasa el6tt kapott

1
5.0 = [ fOK@Hd @)
integralformula nyilvan p = 400 mellett is igaz és ekkor
[Snll < [ Koo,y (n€N).
Ha tehat 1 <p < 400 és
SUp{|| K [|(1,00)+ [1Knl(00,1) : € N} < +o00,
ill. p=1 és
sup{|| Knll(1,00) : 7 € N} < 400,

vagy p = +00o és
sup{ || Kn|l(s0,1) : 7 € N} < +00,

akkor a ® bdzis az L[®] (zdrt) altérben.’

A dualitasi elv (1d. 3.3.3. Tétel) az LP-beli bazisok esetén a kovetkezd &llitdst
jelenti:

4.1.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy 1 < p < 400 és a ® rendszer bdzis az LP-ben.
Ekkor a (®-vel biortogondlis) W rendszer bdzis az LY-ban, ahol

1 1
S 4o =1
P oq

Azt ui. tudjuk, hogy a U bézis az L][¥] altérben (a lezarast a ||.||, norméban
értve). Elég tehdt azt belatni, hogy a W zart rendszer az L%-ban. Ha viszont nem
lenne az, akkor a teljesség sem allna fenn. fgy lenne olyan 0 # f € LP filiggvény,
amelyre

fln)=0  (neN).

Viszont a ® bdzis az LP-ben, ezért ekkor
o0 ~
n=0

ami nyilvan ellentmondés.

A lezérast a ||.||, norméban értve.
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4.2. Fourier-sorfejtések

Legyen most az (X, ||.||) olyan Banach-tér, amelyre X C L' és

Il <Al (f € X).

Tegyiik fel, hogy az X-beli
® = (pp,n €N)

rendszerre az alabbiak teljestilnek:

i) barmely f € X és n € N esetén fo, € LY;
(¥ 1
ii) f(] PnPr = Onk (k>n € N)

Ekkor azt mondjuk, hogy a ® egy X-beli ortonormdlt rendszer. Mivel az i) szerint
on€L*  (neN),

ezért a ii) feltétel miatt a ® a ,szokdsos” értelemben is (azaz az L? Hilbert-térben)
egy ONR. Ha X C L2, akkor az i) automatikusan teljesiil.

A feltételek alapjan rogton addédik, hogy L C X*, {gy barmely f € L fiigg-
vénnyel a

1
XBgH/fg
0

funkcional X*-beli%. Megmutatjuk, hogy ugyanez teljesiil a

1
Xag|—>/gpng (neN)
0

funkciondlokra is (amelyeket a (%) i) feltétel alapjan definidlhattunk). Legyen ui.
valamilyen n € N indexre
Onk € L™ (ke N)

a kovetkezd fliggvény:

on(x)  (len(@)] < k)
Pnk(T) 1= (z € [0,1]).
0 (lon(z)| > k)

SUL. L™ c (LY)* € X*. A széban forgd funkcional linearitdsa nyilvanvald, tovdbbé |f01 fq] <
oo llgll < [ flleo- llgll - (g € X).
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Az .
Fi.(9) == / onkg (g€ X, keN)
0

egyenl6séggel értelmezett funkciondlokra egyrészt Fj, € X* nyilvan fenndll.” Mésrészt
(pl. a Lebesgue-féle konvergencia tétel alapjan) az (Fy,k € N) sorozat az X téren
er6sen konvergal a

1
X99'—>/ ©ng
0

funkcionalhoz,® ami ezért a Banach—Steinhaus-tétel (1d. 10.1.) miatt valéban korlétos.

A fenti (x) feltételek szerint tehdt a ® O6nmagaval biortogondlis rendszert alkot,
ezért (1d. 2.2.) egyuttal minimdlis. Az f € X fiiggvény biortogonélis sora most a

© oo 1
d ko= (/ f‘Pk)‘Pk
k=0 k=0 V0
ortogonadlis sor. Két specidlis esetet fogunk vizsgdlni:
19 X = C[0,1], [l := [l]oo;
2 X = I, L) =, (1<p<+o0).

Ekkor a (x)-beli i) kikotés miatt
on € LP N LY (n € N),
ahol

S4-=1
P q

A tovabbiakban a kovetkezd terminologiat kovetjiik:

N 1
Fn) == /0 fon  (nEN)

"Az Fy linearitdsa vildgos. Ugyanakkor |Fx(g)| < k-|lglli < k- |lgll (g9 € X).
8Tehit tetszbleges g € X vélasztdssal fol wng = limg_ oo Fi(g), hiszen p,rg — ong (kK — o0)

és |onkg| < |lpngl € L' (k € N) miatt fol Pnkg — fol png (k— o0).
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az f figgvény n-edik ®-Fourier-egyiitthatdja,
s ~
Z f(k)er
k=0

az f fluggvény ®-Fourier-sora,
1 1, n
Ln(2) ;:/ ]Kn(x,t)]dt:/ S er@end| (@ e(0,1], neN)
0 0 k=0

a ® rendszer n-edik Lebesgue-fiigguénye, ahol tehat most (1d. 4.1.) a @ rendszer
n-edik magfiiggvénye

Kn(x,t) = > op(@)pe(t)  (2,t€[0,1], n € N).
k=0

Mivel
1Kl (1,00) = [ Knll(00,1) = [Lnlle  (n € N),

ezért a 4.1.1., 4.1.2. Tételekbol kovetkezik a

4.2.1. Tétel. Legyen
=1 (1<p,q<+00)
esetén

on € LP N LY (n € N),
és tegyiik fel, hogy a ® = (¢n,n € N) rendszer ortonormdlt. Ha

sup{||Lnl|lcc : m € N} < +00,

akkor a ® bdzis az L[] altérben (a lezdrdst akdr a ||.||p, akdr a ||.||; normdban
értve). Specidlisan, ha a ® zdrt rendszer az LP-ben, akkor a ® bdzis az LP-ben
és p# 1 esetén az Li-ban is.

Ortonormalt rendszerek esetén a dualitési elv (1d. 3.3.3. Tétel) a kovetkez6 alakot
oOlti:
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4.2.2. Tétel. Ha a ® = (p,,n € N) ortonormdlt rendszer bazis valamelyik LP
térben (1 <p < +o0) és az

1 1

—4+ =1

P q

feltételnek eleget tevd 1 < g < 400 kitevédvel
on € LPN LY (n € N),

akkor minden
repAgpVq

mellett? a ® bdzis az L"-ben.

Tudjuk ui., hogy a ® bézis az Li-ban, ezért (1d. 2.2.) a ® teljes az LP-re is és az
L2 térre nézve is. fgy a @ teljes az L"-re vonatkozodan, kovetkezésképpen a @ zart
rendszer az L"-ben. Mivel az S,, (n € N) részletosszeg-operatorok (1d. 2.2.) akér
mint LP — LP, akir mint L? — L9 linearis operatorok egyenletesen korlatosak, ezért
a Riesz—Thorin-féle interpolécids tétel (1d. 10.4.) értelmében egyuttal mint L™ — L"
linearis operatorok is egyenletesen korlatosak.

Ha a 4.2.1. Tételben p =1, akkor
[Snll = | Lnlloo (n € N)

miatt igaz a

4.2.3. Tétel. Az L'-beli ® zirt ONR akkor és csak akkor bdzis az L'-ben, ha
sup{||Ln|loc : n € N} < +00.
Analdg allitas igaz az

(X7 ””) = (C[Ov 1]7 ””oo)

esetben is, mivel ekkor is fenndll az
[Snll = 1 Lnlloo (n € N)

egyenlOség.

%9 A q :=min{p, ¢}, ill. pV q:=max{p,q}. gy LPY? C L" C L*"* (pAq<r<pVq).
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Legyen adott az L2-ben egy ® = (¢,,n € N) zart ONR, amire
on € L™ (n € N)

teljesiil. Tudjuk (1d. 1.4.), hogy a ® bézis az L?-ben. Ebbdl és a & rendszer valame-
lyik LP-beli (1 < p < 400, de p # 2) bézis voltabdl a 4.2.2. Tétel szerint kovetkezik,
hogy a ® egyittal bazis barmely LP és L? kozti L" térben is.'® A 2.2.1. Tétel
értelmében ahhoz, hogy az LP-ben zart ® rendszer az LP-ben bazis legyen, sziikséges
és elégséges feltétel a @ szerinti S, (n € N) részletosszeg-operatorok egyenletes
korldtossdga.!! Maér kordbban is emlitettiik, hogy az elébb idézett alaptétel kove-
telményei kozil ez a ,legkritikusabb”, altaldban a legnehezebben belathaté feltétel.
Az aldbbiakban ennek a kérdésnek a kezelésére mutatunk be egy gyakran alkalmazhatd
modszert.

Tegyiik fel, hogy az Sj-ek rendelkeznek a kovetkez6 tulajdonsaggal: van olyan
pozitiv M szam, hogy barmely

neN,y>0, felLl

esetén!?

WAl

() {ISn ()] >y} < M- y

Ekkor azt mondjuk, hogy az (S,,n € N) operatorsorozat egyenletesen gyengén (1,1)
tipusy. Innen mar — a Marcinkiewicz-féle interpolécids tétel (1d. 10.4.) alapjén —
kovetkezik az

Sy LP — LP (n e N)

operatorok egyenletes korldtossdga minden 1 < p < 2 kitevére.'® Mivel a feltételeink
szerint a ® teljes rendszer az L2-ben, igy barmely LY térre (¢ > 2) nézve is teljes.
Ezért (1d. 4.1.) tetszbleges 1 < p < 2 mellett a ® zart rendszer az LP-ben, azaz
1 < p <2 esetén az LP-ben bdazis is. A dualitési elvet (1d. 3.3.3. Tétel) alkalmazva
kapjuk tehdt azt, hogy a ® bézis minden LP (1 <p < 400) térben, és ha Syl
jeloli az

Syt LP — LP (n e N)

WP cLmCcL? (2<p<+o0), vagy L>CL"  CLP (1<p<2).
"Tehat sup,, ||Sn|| < +oo.
2USn(H) >y} = {z € [0,1]  [Su(f)(2)] > y}.

13A ® bézis az L?-ben, ezért az S, : L* — L* (n € N) operatorok eleve egyenletesen korldtosak.
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operator normajat, akkor az

1 1
42 =1
P g

feltételnek eleget tevé 1 < g < +oo kitevivel
”S"”(pm) = HS"H(q,q)‘

A fenti (%) becslés bizonyitdsahoz igen hasznos segédeszkoz az alabbi, 6nmagaban
is érdekes allitas (Calderon—Zygmund-felbontds (1d. 10.12.)):

s

4.2.1. Lemma. Legyen f € L' és
y > [Ifll > 0.

FEkkor vannak olyan
geL>® hel!

fligguények és
I, C [0,1] (ke N)

egymdasba nem nyuld intervallumok, hogy

i) f=g+h gl <Cy, llglli < [1fl1;
ii) a h fiiggvény supph tartdjdarat*

o
supph C Q := U I,
k=0
tovdbbd"®

= Y )

iii) minden k € N indexre flk h=0 és

| I |

Ysupp h := {z € [0, 1] : h(x) # 0} (ahol a feliilhiizas az illetd halmaz lezdrasat jelenti a szimegyenes
szokdsos topoldgidjara nézve).
5Egy Lebesgue-mérheté U C [0,1] halmaz Lebesgue-mértékét az |U| szimbslummal jeldlve.

1
yé—-/ |h| < Cvy,
Iy,




152 FEJEZET 4. BAZISOK L¥ TEREKBEN

ahol a C >0 egy abszolit konstans.'6

Ha feL',neN ésaz y> |f|li adott,!” akkor'®
{ISn (N >y} < [ISn(9)l > y/2} + {5 ()] > y/2}] = My + Ms.

Mivel ’ ’ ! T
1
My S S 1S.0)13 < 51018 < -l folh < 0% 141,

ezért elegendd az Mo-vel foglalkozni:

My = [{z € Q:[Su(h)(@)] > y/2} + [{z € [0,1] \ Q@ |Su(h)(2)] > y/2}| =:

Moy + Mo
Nyilvan
Mo <19 < C'@,
valamint
1
My < 3/ 1S, (h)] = 3-/ / W) Ko (1) dt| d =
Y Jo,a\Q Y Jpape lJo
2. / > [ h(t)Kn(w,t) dt| do =
Y Jo,1\Q =0 /1
2 o
2 [ bt — Koo e
Y Joa)\Q =0 /L
ahol a

K, L' (jEN)

(,egyvaltozés”) fiiggvények (egyeldre) tetszélegesek. Ezért!®

2 o
My < —- E / |h(75)|/ | K (2,t) — Kpj(z)| dz dt.
Yy =07l 0,1\

16E7 a késébbiekben esetenként sorrél-sorra valtozhat.

"Nyilvén feltehetd, hogy f # 0, azaz ||f|j1 > 0.

EMivel [Sn(f)] < [Sn(9)] + [Sn(R)], ezért {ISn ()] >y} C {ISa(9)] > y/2} U {|Sn(h)] > y/2}.
19A szukcessziv integraldst biztosité Fubini-tételt is alkalmazva.




4.2. FOURIER-SORFEJTESEK 153

Tegyiik fel, hogy az itteni
K,;:[0,1] - R (n,j € N)

fliggvények megvalaszthatok gy, hogy egy alkalmas A > 0 mellett minden j € N
indexre és m.m. ¢ € I; helyen

sup {/ K (2,t) — Kpj(2)|do i n € N} <A
[0,1]\2

Ekkor

24 2AC 2AC?
Mo <223 [ h < 2SS i) =240 19] < 2T 1
v =/ y y

J=0

A Calderon-Zygmund-felbontés (Id. 4.2.1. Lemma) elébbi alkalmazdsdban a
K, (n € N) magfiiggvények konkrét alakjatdl fiiggéen — sziikség esetén — hasz-
nalhatjuk még a kovetkezé , tritkkot” is. Valamilyen (korldtos) I intervallum esetén
legyen I az az intervallum, amelynek a kézéppontja megegyezik az I kozéppontjaval
és B

1] = 2[1].
Ha I C [0,1], akkor tekintsiik a

DI:=1nJ0,1]

intervallumot. Nyilvan |DI| < 2|I|. Irjuk az eléz6 becslésekben az Q helyébe a

DS = G DI,
§=0

halmazt. Mivel |DQ| < 2|9, ezért most
2C
My = [{z € DQ: [Sy(h)(2)] > y/2}] < e £l

Ha a K, ;-k megadhatodk gy, hogy egy alkalmas B > 0 mellett minden j € IN indexre
és m.m. t € I; esetén

sup / | Ky (z,t) — Kpj(z)|de:ne N3y < B
[0,1\DQ
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teljestil, akkor

2BC?
y

Mag = [{z € [0,1]\ DQ: |[Su(h)(2)| > y/2}| < ALfll-

Legyen pl. az (e,,n € N) egy (0,1)-beli szdmokbdl &llé6 nullasorozat, n € N és

Ao (et 0,1) ]z —t] > )
Kp(z,t) := (x,t €[0,1]).

0 (z,t € [0,1], |z — | < &)

Konnyen ellenérizhet, hogy ekkor — tg;-vel jelolve az I; (j € N) intervallum kozép-
pontjat — a
K, j(x) = Ky(z,to)) (x € [0,1], n € N)

valasztassal
| R(et) = Kog(a)| do <
[0,1\D

oo dx . 2|t — t0j|

2/t — to;- —
T @ |15

<2 (telj,jeN)

igaz. Megmutathat6, hogy barmely f € L' és m.m. z € [0,1] mellett létezik a

1
H(f)(z):= lim f) Ky (x, t)dt

n—oo 0

hatarérték (az f fiiggvény Hilbert-transzformdltja). Az el6z6ek szerint tehat a H
operator gyengén (1,1) tipusu.

4.3. Feltétlen bazisok [P terekben

Legyen az 1 < p < 400 kitev6 esetén az 1 < g < 400 a ,konjugdlt” kitevd, azaz

és tegytk fel, hogy az LP-beli
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rendszernek van biortogondlis tarsa, legyen ez (az L9-ban) a
U = (¢p,n € N).
Ha f € LP, akkor az )
Foy= [ 0. e

egytiitthatokkal tekintsiik az f fliggvény

o 1/2
Qa(f) == (Z[ﬂn)wn]z)

n=0

kvadratikus varidcidjat. (A Qg leképezést a ® rendszer Paley-fiiggvényének nevezik.)

Az LP-beli feltétlen bazisokkal kapcsolatos a

4.3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy 1 < p < 400 és a ® zdrt, minimdlis rendszer
az LP térben. Ekkor a ® pontosan abban az esetben feltétlen bdzis az LP-ben,
ha alkalmas (csak a p-tdl figgd) A,, B, >0 konstansokkal

Ap Ifllp < 1Qa(H)llp < By [l

teljesiil minden f € LP esetén.?

A 4.3.1. Tétel kozvetlen folyoménya, hogy ha p # 2, a & ONR és feltétlen bazis
az LP-ben, akkor
sup{[@nlloc : 1 € N} = +o0.

Kiilénben ui. (a
q := sup{||¢n|lec : » € N}

jeloléssel)

oo 1/2
1 q N2 q
[ £llp < 1 1Qa(f)lp < A, (;)If(n)l > < 1 Ifll2 (felP)

teljestilne, ami p > 2 mellett nyilvan nem lehet. A p < 2 eset ebbdl mar a dualitési
elv (Id. 3.3.3. Tétel) alapjén kovetkezik.

*Réviden: || fllp ~ [|Qa(f)|l»-
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A Qg operdtor és a feltétlen bazisokkal kapcsolatban bevezetett T4 (¢ € [0,1])
operatorok (1d. 2.6.)%! kozott a Hincsin-egyenlétlenség teremt kapcsolatot:2

4.3.1. Lemma. Bdrmely 0 < p < +00 mellett megadhatok olyan (csak a p-tél
fiiggd) Cp, D, >0 konstansok, hogy tetszdleges a = (ag, k € IN) € Uy esetén

Cp-[lallz < < Dp-[lall2.

Legyen mar most

€1[0,1), z € [0,1], f € L]P]

és 1 < p < +oo. Ekkor az

~

ap = f(k)er(z) (ke N)

valasztassal nyilvan a € o és

lall2 = Qa(f)(z),
tovabba

> arri(t) = To(f) ().
k=0

Ezért

(Qa() @) = alll ~ /mp D) dt.

1Qa(IE ~ / </ Th(f |pdt>
/(/ Talf ’pd”f>dt /I!Tt )|[E dt.

2L Ahol most T4(f) = 320 ri(t) f(k)ow (¢t €[0,1], f € LP).

2 Ay (rn,n € N) Rademacher-rendszert illeten 1d. 2.6. Megmutathatd, hogy amennyiben vala-
milyen b, € R (k € N) egyiitthatékkal >3 b < +o0, akkor a > 5 berk(z) sor mm. z € [0, 1]
helyen konvergens (Rademacher). Ha viszont Y pobi = +oo, akkor a széban forgé 332 birs(z)
sor m.m. x € [0, 1] esetén divergens (Kolmogorov).

mas szboval
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Ha tehat a @ feltétlen bazis az LP-ben, akkor (Id. 2.6.) az

AN fllp < ITe (O < B-NIfll,  (F € LP, tefo,1])
becslések alapjan
ITs(H)llp ~ 1fllp = Qe (H)lp ~ I1f1lp-
Forditva, ha ||Qa(f)|[p ~ || f||p, akkor barmely f € L|®] és ¢t € [0,1) esetén

1T (Nl ~ Qe (Ta(f))llp = 1Qa(Hllp ~ 1f1lp-

4.4. Megjegyzések

i) A ® rendszert illetéen a (x) feltételek (1d. 4.2.) lényegesek ahhoz, hogy a @
bézis szerinti kifejtések , Fourier-szertiek” legyenek. (Kiilonben a ® nem alkot
onmagaval biortogonédlis rendszert.) Ezzel kapcsolatos a kovetkezd allitds: van
olyan ® ONR, amely bazis az L'-ben, de a ® nem képez énmagaval biorto-
gondlis rendszert. S6t, van olyan f € L? fiiggvény, hogy az f-nek a ® szerinti
biortogonalis kifejtésében nem minden egyiitthaté Fourier-egyiitthato.

ii) Megmutatjuk viszont, hogy ha a ® = (p,,n € N) egy L!-beli ortonormalt
bézis és
on € L™ (n € N),

akkor a ® béazis az LP-ben minden 1 < p < 400 mellett is. Ekkor ui.

~

f(n)=0 (feL',neN)

esetén f =0, igy egyuttal tetszileges LP-re (1 < p < 400) nézve a & teljes.
Ezért (1d. 2.2.) a & zart az LP-ben (1 < p < 400). Mivel

sup{||Ln||cc : 7 € N} < 400,
igy a 4.2.2. Tétel miatt a ® bazis az LP-ben (1 < p < +00).

iii) Az ortogonalis sorok elméletének egyik nem trividlis eredménye szerint sem az
L'-ben, sem pedig a C]0,1]-ben nincs olyan ® = (¢,,n € N) ONR, amely
bézis a széban forgd térben és

sup{||¢nlloo : m € N} < +00.
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Az allitas azon mulik, hogy az el6bbi korlatossdgi feltétel mellett a & rendszer
L, (n € N) Lebesgue-fliggvényeire (1d. 4.2.) az aldbbiak teljesiilnek: van
olyan, csak a ®-tdl flige6 C > 0 konstans, hogy minden N = 1,2,... indexre
és valamilyen Ey C [0,1] mérhetd halmazra?

‘EN’ ZC-max{Lk(t):kzl,...,N}ZC-lnN (tGEN)

és

) Ln(t) .

| > te E:=1 E,),

mewp Ty 2 ¢ (e E=lmaupk)
ahol |E| > C. Ekkor tehét

sup{||Ln|lcc : m € N} = 400.

iv) Tegyiik fel, hogy a ® = (¢,,n € N) ONR elemei L*-beliek, amelyekre
sup{||¢nlloo : m € N} < +00.

Ekkor az el6bbi megjegyzésben szereplé E halmaz barmelyik a € E eleméhez
van olyan f € C[0,1] fiiggvény, amelynek a ®-Fourier-sora az a-ban divergal.
Ui. az

Cl0,1]3 f— > f(k)gr(a)  (n€N)

k=0

funkciondlnak a norméaja Ly(a) és
sup{Ly(a) : n € N} = +o0.

Ezért a Banach—Steinhaus-tétel (1d. 10.1.) miatt van olyan f € C0,1], amelyre

<§j Fk)pr(a),m N)
k=0

részletosszeg-sorozat divergél (s6t, a ||.||co-norméban nem is korldtos).

v) Haa ® = (¢,,n € N) ortonormalt rendszerre

on€L®  (neN)

ZTovébbra is |A| jeldli a Lebesgue-mérheté A C [0,1] halmaz Lebesgue-mértékét.
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és
sup{||Ln|loc : m € N} < 400
teljesiil, akkor egy alkalmas (csak a ®-t6l figgd) C' > 0 konstanssal
max{||¢rllec : k=0,....,n} >C-v/n (n € N).
Ez a helyzet pl. akkor, ha a ® bdzis az L'-ben vagy a C[0,1]-ben.?*

vi) Legyen a ® ONR bézis a C[0, 1]-ben. Ekkor (a ®-re vonatkoz6 Lebesgue-fiigg-
vényekkel)
sup{||Ln|/co : m € N} < 400,

ezért barmely 1 < p < 400 esetén az

Syt LP — LP (n € N)

részletosszeg-operdtorok egyenletesen korldtosak. Mivel a C[0,1] stirii az LP
térben, ezért a ® zart az LP-ben. Igy a ® egyuttal az LP-ben is bazis.

vii) Belathatd, hogy az L!-ben és a C|[0, 1]-ben nincs feltétlen béazis (1d. 4.3.).

viii) Legyen az (X,|.||) olyan Banach-tér, amelynek az elemei
0,1] = R

tipust (Lebesgue-)mérhetd fliggvények, és ilyen fiiggvényeknek egy alkalmas M
részhalmazaval

£ =sup{/01\f-m\ :meM} (f € X).

Pl ilyenek az LP (1 < p < 4o0) terek, az Orlicz-terek (1d. 10.9.), a Lorentz-
terek (Id. 6.3.). A patologikus eseteket kizdrandé feltessziik, hogy megadhatd
Lebesgue-mérheté FE,, C [0,1] (n € N) halmazoknak egy olyan monoton nove-
ked6 sorozata, amelyre

[07 1] = D E,
n=0

2 Mivel a C[0,1] mdsodik kategéridji az L térben, ezért (a Baire-féle kategéria tétel alapjan)
on € C[0,1] (n € N) esetén elég azt tudni a sup{||Ln|ls : n € N} < 400 teljesiiléséhez, hogy
barmelyik C]0, 1]-beli fliggvény ®-Fourier-sora egyenletesen konvergens.
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és barmely n € N esetén az F, halmaz karakterisztikus fliggvénye X-beli.
Tegyiik fel, hogy a ® = (p,,n € N) rendszer feltétlen bazis az X-ben, legyen a
® biortogondlis rendszere (1d. 4.1.) a ¥ = (¢,,n € N). Megmutathatd, hogy
amennyiben az X reflexiv, akkor (1d. 4.3.)

1Qa (NI ~ [LfII-
A reflexivitas miatt az X* dudlis tér elemei ,,integralok”, igy pl. az
1
Xaf.—>/f1/;n (n € N)
0

leképezés korlatos linedris funkciondl. Ha az X nem reflexiv, akkor az ~ ekvi-
valencia egyik fele teljesiil csak, nevezetesen: egy alkalmas C > 0 konstanssal

1Qa (NI < C-IIfI (f € X).



5. fejezet

Ortonormalt rendszerek

A tovabbiakban néhany, immar klasszikusnak szamité fliggvényrendszer definicidjat
idézziik fel.

5.1. Haar-rendszer

Legyen az 1 szerint periodikus H = (h,,n € N) fiiggvényrendszer! a kovetkezékép-

pen definidlva:
ho(z) =1 (z €10,1])

és n € N esetén

han (@) = { —27/? (%} <z< k‘;,;l) (zeR, k=0,.,2"—1)
0 (zeo.0)\ |4 E5L))

Ha nem koveteljiikk meg az 1 szerinti periodicitast, akkor célszerti a [0, 1]-en a fenti
definiciét gy moédositani, hogy

hn(1) = xEIfl—o b () (n € N)

legyen. Vilagos, hogy ez csak a pontonkénti vizsgalédasokban jatszik szerepet, pl. a
||.]|p-ban valé konvergencia-kérdésekben nem.

"Haar Alfréd (1909).
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A kordbban definidlt (r,,n € N) Rademacher-rendszer (1d. 2.6.) és a H Haar-
rendszer kozott nyilvan teljesiil az

2" —1
1
Tn = W Z h2n+k (Tl S N)
k=0

Osszefliggés. Belathatd, hogy (H-val jellve a Haar-rendszernek a [0, 1]-re valé meg-
szoritdsat is) a H egy teljes ONR az LP := LP[0,1]-ben (1 < p < 400).

5.2. Schauder-rendszer

Az S = (s,,n € N) Schauder-rendszer’ legyen a kivetkezé:
so(z) =1 (x €[0,1])
és (1d. 5.1.)
sp(z) = / Bp—1 (1<neN,zel01]).
0

Vilagos, hogy
sp € C0,1] (n € N).
Tovabba egyszertien adédik az is, hogy az

Sn

(neN)

l[snloo
fiiggvények Schauder-szer(i rendszert (1d. 2.1.) alkotnak, amit az az
{z, €[0,1] : n € N}
ponthalmaz generdl, amelyre xg :=0 és x; :=1, az z,, pediga
supp hp—1 N (0,1) (2<neN)

intervallum kozéppontja. Tudjuk (1d. 2.1.), hogy a Schauder-szerii rendszerek (és igy
az S Schauder-rendszer is) az egyenletes konvergencia értelmében bézist alkotnak a
C[0,1]-ben (kovetkezésképpen barmely LP (1 < p < +o0) térben is). Nyilvanvald
ugyanakkor, hogy az S nem ONR.

2J. Schauder (1927).
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5.3. Franklin-rendszer

Mivel az S Schauder-rendszer (1d. 5.2.) linedrisan fiiggetlen rendszer az L? Hilbert-
térben, ezért alkalmazhaté ra a Schmidt-féle ortogonalizacios eljaras: egyértelmiien
megadhatdék az

ank €R (neN,k=0,...n)

szamok gy, hogy an, > 0 és az
n
fn = Zanksk (n € N)
k=0

fliggvények
F = (fy,n€N)

rendszere az L?-ben teljes ONR legyen. A definiciébél rogton kovetkezik, hogy az F'

Franklin-rendszer®

e minden tagja folytonos toréttvonal;

e zirt rendszer a C[0,1]-ben (az egyenletes konvergencidra nézve) és az LP-ben,
ha 1 <p < +4o0.

A fenti definicié szerint
folx) =1, fiz) = —V3+2V3z  (0<z <),

valamint az

fuggvény ,,toréspontjai” a kovetkezok:

J

és )
i
on
Az F rendszerrel kapcsolatos a kovetkezd, alapveto fontossagu allitds: van olyan
C > 0 absgolut konstans, hogy a

(i=k+1,..,2" —1).

g:=2-3

3Ph. Franklin (1928).
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konstanssal a

2%“ (i=0,..2k+1)
tni 1= ] (Tl eN, k= 0,...,2” — 1)
2—2"?7”—1 (i=2k+2..,2" +k+1)

pontokban minden ¢ =0,...,2" + k 4+ 1 indexre

1 - . .
6'2n/2‘q\2—2k—1| < (_1)Z+1f2”+k+1(tm') <C- 2n/2'q|z—2k—1\‘

5.4. Walsh-rendszer

Legyen az n € N szam diadikus kifejtése
o0
n = Zn;ﬂk (nr € {0,1},k € N)
k=0

és az (ry, k € N) Rademacher-rendszerrel (1d. 2.6.)

o0

Wy, 1= H ek

k=0

Az igy definialt
W = (wp,n € N)

Walsh—Paley-rendszer* néhany tulajdonsiga a definicié alapjan egyszertien belathato:
e wy(z)e{0,1} (ne N,z eR);
e a W teljes ONR az L'-ben;®

e minden n € N indexre

271
1

Wk = oo > wi(i/2hanyy  (k=0,..,2" —1);
=0

4J. L. Walsh (1923) - R. E. A. C. Paley (1932).
SW-vel jelolve a W rendszernek a [0, 1] intervallumra valé leszlikitését is.
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e valamennyi

H, = (wp(j/2")7 L e RZ"™?"

k,j=0

matrix szimmetrikus és ortogonalis.

165

(n € N)

Az elébbi H,, (n € N) Hadamard-Paley-mdtrizok a kovetkezok:

+1

+1 +1 +1
HO_(+1)’H1_<+1 —1>’H2_ +1
+1

+1
+1
-1
-1

+1
-1
+1
-1

+1
-1
1|
+1

ahol a H,1-et ugy kapjuk a H,,-bol, hogy a H, minden sorat kétszer leirjuk egymas
ald, utdna mindegyik mellé rendre ugyanazt, ill a (—1)-szeresét {rjuk.

Megjegyezziik, hogy a Walsh &ltal 1923-ban bevezetett rendszer a W-tdl csak a
fiiggvények sorrendjében kiilonbozott, nevezetesen: a Walsh-féle (,,eredeti”) sorrend-
ben az n-edik Walsh-fiiggvény jelvaltdsainak a szdma éppen n (n € N).

A Walsh-rendszer egy masik nevezetes dtrendezése az S. Kaczmarz-rél elnevezett

Walsh—Kaczmarz-rendszer.S Legyen ehhez a
t:N—N

a kovetkezd bijekcid:
t(0):=0,¢t1):=1

és
n—1 n—1
t(2n + Z ,uk2k) =2 + Z ,Un—l—k2k
k=0 k=0

(I <neN, pug, .., tn—1 € {0,1}).

A W rendszer (wt(n),n € N) 4atrendezésére konnyen igazolhaté az, hogy

(n € N);

® Woyn =Ty = wt(gn)

e ha

m—1

n:2m+2nk2k

k=0

6A. A. Sneider (1948).
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az n € N index diadikus kifejtése, akkor

m—1
Wi(n) = Tn* H R (1<m eN).
k=0

Megmutathatd, hogy a W rendszer egy alkalmasan valasztott kompakt Abel-cso-
port (az un. diadikus csoport) karakterrendszere. Ezért a W szerinti Fourier-sorfej-
tések vizsgdlata az absztrakt harmonikus analizis egyik fontos modelljéiil is szolgal.

5.5. Ciesielski-rendszer

Tekintsiik a Franklin-rendszer (1d. 5.3.) alabbi transzformaltjat:

co := fo, c1:= f1

és
27 -1
1 .
Contk41 = 2 E wi(5/2") fan-vj41 (neN,k=0,..,2" —1).
j=0

Az igy kapott
C = (cp,n € N)

Ciesielski-rendszerre” a kovetkezok teljesiilnek:
e a tagjai folytonos torottvonalak;
e zirt ONR a C[0, 1]-ben és az LP-ben (1 < p < +00);
o sup{|cnlloc : m € N} < +00.

Jeloljik D-vel a [0,1] intervallumon differencidlhaté fiiggvények halmazén értel-
mezett f — f’differencidloperdtort. Legyen tovabba f € L' esetén

Guwm=47 (x € [0,1)

1
Luwmz/f (x € [0,1]).

7. Ciesielski (1968).
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Rogzitsiink egy —1 < m egész szamot, és definidljuk a [0, 1] intervallumon az aldbbi
ey (-m<neZ)

fuggvényeket:

G (hy_1)(x) (2 <neN)

Nyilvénvalé, hogy (Id. 5.1.)

<<,0£L+11),n € N) =H
és (1d. 5.2.)

(gpglo),n € N) =5,

tovabba a
(goslm), —m<ne Z)

fiiggvényrendszer linedrisan fiiggetlen az L2-ben. igy alkalmazhaté r4 (az L? Hilbert-
tér értelmében) a Schmidt-féle ortogonalizacids eljaras: egyértelmiien megadhatdk az

M eR  (—m<nkeZ)

szamok 1ugy, hogy
o™ > 0
és az
Z ank ‘Pk (-m<neZ)
k=—m
fiiggvények rendszere ONR legyen.®

Vezessiik be a kovetkezo fliggvényeket: adott 0 < j < m + 1 egész szam mellett
legyen

(mJ) D](f(m ) és g(mJ) — LJ(f( )) (j—m<ne Z).9

8Vildgos, hogy az (™) (Z >n > —m) fliggvény m-ed rendd spline.

"Nyilvan f(m 0 = g(m’o) = fm.
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Végiil, normalizdljuk (az L? értelemben) ezeket a fiiggvényeket az aldbbiak szerint:
tetszoleges, a |k| < m + 1 feltételnek eleget tevé k € Z szam és

k| —-m<necZ

esetén legyen

B <k <mt)
_Jn < _m

i) AR

hy ") =
gr(zm’_k) <k<
oo, o isEs0)

Belathaté, hogy a
(nGm9), ) = m < n e z), (A", K = m < n € Z)

fiiggvényrendszerek biortogonalisak LP-értelemben (1 < p < +00), azaz
! k k
/i#“%?*’:@- (k| —m < i,j € Z).
0

Az m = —1, valamint az m = 0 esetben ismert rendszereket kapunk, nevezetesen
(1d. 5.1.)

(" meN) =1

és (Id. 5.3.)
@9%neN)=E

A C rendszer definiciéjahoz hasonléan tekintsiik az el6z6
(R k| —m < n e Z)
rendszer alabbi transzformaltjat:
w,gm’k) = hgm”“) (n=1kl—m,..,1)
és

m—1
(mk) _ 1 , (m.k) -
zu§ZH+1._.§E7§-jzjquxj/2")h;?+j+l (neN,i=0,..2"—1).
7=0
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A fentiek szerint a
(w;mv’“, k| —m <ne€ Z> , (wﬁlm’_k), k| —m <ne€ Z>
rendszerek biortogondlisak az LP-ben (1 < p < +o0). Tovabb4d, a
w(mk) (k] —m <neZ)
fiiggvények mindegyike (m — k)-adrendii spline és
sup{|w™" || o : [k —m < n € Z} < 4o0.
Az m = —1, ill. az m =0 esetben (Id. 5.4.)

<w,(1:_11’0),n € N) =W,

<w(0’0),n S N) =C.

n

5.6. Trigonometrikus rendszer
A jol ismert trigonometrikus rendszert a
T = (tn,n € N)

szimbolummal fogjuk jelolni, amikor is

1 (n=0)
tn(x) :={ V2-cos((n+ 1)mz) (n€N7) (z €1]0,1]).1°
V2-sin(nrz) (0 <neNt)

Tudjuk, hogy a T trigonometrikus rendszer ortonormalt, zart a C10, 1]-ben és igy az
LP-ben (1 <p < +o00) is.

0Tt N~ (NT) jeldli a paratlan (péros) természetes szamok halmazat.






6. fejezet

Fliggvényterek

Az eddigiekben is szerepet jatsz6 Lebesgue-féle LP tereken és a (valamilyen kom-
pakt intervallumon) folytonos fiiggvények terén kiviil sziikségiink lesz még a kovetkezd
fliggvényterekre is.

6.1. Hardy- és BMO-terek
Egy a € L™ fiiggvényt' atomnak neveziink, ha vagy
a(x) =1 (z€[0,1]),

vagy pedig van olyan I C [0,1] intervallum, hogy supp a C I, valamint
1
/ a=20
0

lalle < 7

a —.
]
Azt mondjuk, hogy a Lebesgue-mérhet6

f:00,1] = R

'Ebben a pontban is az L? := L”[0,1] (1 < p < +o0) roviditéssel éliink és értelemszeriien az
LP-ben a ||.||, normét tekintjiik.
2Az A C R Lebesgue-mérhetd halmaz esetén tovabbra is |A]-val jelolve az A Lebesgue-mértékét.
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fliggvénynek van atomos felbontdsa, ha megadhaté olyan
A= A,neN) el

sorozat és atomoknak egy olyan (a,,n € N) sorozata, hogy az f eléallithat6 az

f= Z A
k=0

alakban.? Legyen a H az ilyen f fiiggvények halmaza. Vildgos, hogy (a szokésos
miiveletekre nézve) a H linedris tér az R felett.

Valamilyen f € H esetén jelentse {; az f Osszes lehetséges atomos felbontdsdban
szereplé A € ¢ sorozatok halmazdt és legyen

[ f [l == mf{[[All = A € €5}
Belathaté, hogy a ||.||n norma és a (H,|.||ln) Hardy-tér teljes.

Ha az atom definicidjdban szerepld intervallumrdl azt is feltessziik, hogy diadikus
intervallum®, akkor az atomot diadikus atomnak nevezziik. Hasonléan, ha a Hardy-tér
el6bbi definiciéjaban csak diadikus atomokat veszink figyelembe, akkor az igy kapott
(H,||.|[z) Banach-teret diadikus Hardy-térnek nevezzik.

Mivel nyilvan minden diadikus atom egyuttal atom is, ezért
HCH

és igaz, hogy
Ifllw <l flla (f€H)O

A H (H) tér dudlisat a BMO (BMO) szimbdélummal fogjuk jelolni. A fentiek
alapjan tehat
L> ¢ BMO c BMO

(és ezek a tartalmazasok is valédiak). Az analizis egyik nevezetes eredménye a most de-
finidlt terek konnyebb kezelhetéségét teszi lehetévé. Legyen ui. egy f € L' fiiggvény

esetén )
Ty,

*Mivel |lax|ls <1 (k € N), ezért S5 |A\x| < 400 miatt ez a sor majdnem mindeniitt és ||. |
norméban is konvergens, fgy f € L.

“Vildgos, hogy fennall az ||f||1 < ||fllx (f € H) egyenlétlenség, hiszen || f|1 < A1 (A € £5).

5Tehat [k27",(k+1)2™™) (n€N, k=0,..,2" — 1) alakd (Id. 2.3.).

5Megmutathaté, hogy a H C H C L' tartalmazésok valédiak.

1
f- m/f‘ : I C0,1] intervallum},
I
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valamint

o f

1
Iflsmo = N (f) + /0 f

1
f- m/f‘ : I C [0,1] diadikus intervallum}
I

és

tovabba

1
| fllBMO = N(f) + /0 fl-
Ekkor (izomorfia erejéig)
BMO ={f € L":|flamo < +o0}

és
BMO = {f € L' : ||f|BMmO < +00}.

Az el6bbi egyenléségek (pl. a BMO térre megfogalmazva) a kovetkez6t jelentik:
barmely ¢ € H* esetén egyértelmiien van olyan f € BMO fiiggvény, hogy

o0 1
(*) o(g) = kZ:OAk/O fa,

ahol

g = Z)\kak eH
k=0

a g fliggvény egy atomos felbontdsa. Megmutathatd, hogy a ¢(g) fenti eléallitasa
nem fiigg a g konkrét felbontdsatél. Tovabba, barmely f € BMO esetén a (k) egy

pEeH"

funkcionalt definigl.”

7 Altaldban nem frhaté a (*)-ban fol fg, ui. van olyan f € BMO és g € H, hogy fg ¢ L".
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6.2. Periodikus eset

Az a € L®[—7, 7] figgvényt periodikus atomnak nevezzik, ha vagy
a(z)=1  (Jz[ <m),

8

vagy pedig van olyan I C [—7,n] halmaz, hogy a komplex egységkoron® az

{e"eC:xel}

halmaz egy iv? és suppa C I, valamint
™
/ a=20
—T

lalloo <

és
m-

A periodikus atomokkal a fentiekhez hasonléan definidlt tereket (1d. 6.1.) H,.-gal
és BMO,-gal fogjuk jelolni. Ha

HS == {f € H.: az f péros}
és
BMO} .= {f € BMO, : az f péros},
akkor az

flz/m)  (x €0,7])
f(=x/m) (x € [-m,0])

L's f f*(z) =

megfeleltetéssel az
H> [ freH!,
tovabba az
BMO > f s f* € BMOY}
leképezés bijekcio és
1l ~ 1L [l

valamint
I fllsBmo ~ 1 f* IBMmo.-

8{z€C:|z| =1}
9Més széval az I halmaz egy periodikus intervallum, azaz vagy egy intervallum a [—m,7]-ben,
vagy pedig I = [—m,a]U[b,7] (-7 <a<b<m) alaki.
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6.3. Lorentz-terek

A cimben jelzett terek értelmezéséhez legyen adott az n = 1,2, ... pozitiv természetes
szam és vezessiik be elészor is egy, a @ C R™ kockdn (I1d. 6.4. ii) megjegyzés) vagy az
R™-en értelmezett, valds értékli és (Lebesgue-)mérheté ¢ fiiggvény ¢ tun. monoton
foqyd dtrendezését a kovetkezbképpen: !0

9(t) == if{a > 0: A({lg| > a}) <t} (t>0).
Nem nehéz meggondolni, hogy

g9(t) =sup{B = 0: A({lg| > B}) >t} (t>0).
Ugyanis 0 < u < v esetén nyilvan

{lgl > v} < {lgl > u},

kovetkezésképpen
A{lgl > v}) < A({lgl > u}).
Ezért, ha'!
Algl > B8}) >t > A({lgl > a}),

akkor 3 < «. Innen
sup{# > 0: A({lg| > B}) >t} <inf{a > 0: A({lg] > a}) <t} (¢ >0)
kovetkezik. Ha itt egy ¢ > 0 szdmmal
sup{d > 0: A({lg| > B}) > t} <inf{a > 0: A({lg| > o}) <t}
lenne irhaté, akkor barmely, a
sup{8 > 0: A({lg| > B}) >t} <u <v <inf{a >0: A({lg] > a}) <t}
egyenlotlenségeknek eleget tevé w,v szadmokkal
A{lgl > u}) <t < A({lgl > v}),

igy
A({lgl > u}) < A({lgl > v})

10Jelsljiik A-val az R"-beli Lebesgue-mértéket.
"yalamilyen «,3 > 0 szdmok esetén.
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teljestilne. Ez viszont (amint azt az el6bb megjegyeztiik) nem igaz.

A ¢ fuggvény monoton fogyd, jobbrdl folytonos és

Mgl >y =2{g>v})  (y>0)

(a g,g fiiggvények , ekvimérheték”). Ha 0 < p,q < +oo, akkor legyen

+00 4\ /4
ot = ([ st )

ha pedig 0 < p < +00 és g = +o0, akkor
191lp,00 = sup t'/75(1).
>0

Az LP9(Q) Lorentz-teret definidljuk ezek utdn azon mérhetd
g:QQ—R
fiiggvények Gsszességeként, amelyekre ||g||,, < +00. Legyen tovdbba az
Li@Q)  (0<p<+oo)
az un. gyenge LP-tér, azaz mindazon Lebesgue-mérheto
g:QQ—R
fliggvények halmaza, amelyekre

lgllze == sup aA({lgl > )P < 00 (p < +00),
a>

ill.
9l = llglloo <400 (p= +00).

Vilagos, hogy
LPQ) c LE(Q) (0 <p< +4o0),

hiszen p = +oo-re ez a szdéban forgd terek definiciéjabdl kovetkezik, p < +oo esetén
pedig az

p
@ adld>ah <o [ Bacyg @>0
{lglp>ar} &
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nyilvéanvalé becslésbol.

Gondoljuk meg, hogy a most definidlt terekre
LPP(Q) = LP(Q) és LP(Q) = LX(Q)  (0<p< +00)
igaz. Legyen ehhez (egy mérhet§ ¢ : @Q — R fiiggvénnyel) elészor 5> 0 és
Algl > B}) >t >0,
akkor < ||glloo- Ti. B> ||g|lcc esetén
t < A({lgl > B}) < A{lgl > llgllec}) =0
lenne, ami ¢ > 0 miatt nem igaz. Az el6bbiek szerint tehét
9(t) < [|glloo;

mas szoval
19lloc,00 = sup g(t) < [|gllco-
t>0

Haitt a , <7 helyett ,<” allna, akkor barmely

sup §(t) < 3 < [|glloc
>0

mellett minden ¢ > 0 szamra

A({lgl > B}) <t
(kiilonben g(t) > [ teljesiilne, ami nem lehet). Azt kaptuk ezzel, hogy

A({lgl > B}) =0,
tehdt ||g|lc < B, ami ellentmond a (3 valasztdsanak. Tehdt ||g]lco,c0 = [|9loc, 1Y
L2o(Q) = L=(Q) = L (Q)

(ahol az utébbi egyenldség a terek definiciéjabdl adéddan 4ll fenn).

Tegyiik fel most, hogy p < +oo, ekkor!?

+o0 —+o00
lglE, = /0 G(tPdt = p /0 P NG > ) dy =

2Emlékeztetiink a ||h||7 = - 0+°° v TIA{|R] >y} dy (0 < r < +00) egyenléségre, ahol az itt
szereplé h: @Q — R tetszbleges Lebesgue-mérhetd fliggvény.
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+0o0o
— p./o yp_l)\({g > y}) dy = ”gugv

amibdl az LPP(Q) = LP(Q) egyenldség mar kovetkezik. Végil mutassuk meg, hogy
minden p < 4+oo kitevore is igaz, hogy

LP(Q) = L(Q).
Ha ui. a ¢t > 0 adott és a § >0 olyan, hogy A({|g| > 8}) > t, akkor

pet/r < BA({lgl > BHVP < S‘ilg@)\({|9| > ap)!? =g

L%~
Innen régton kapjuk (a S-ban szuprémumot véve) a

t75(t) < g

Lt

egyenlotlenséget, amibdl meg

l9llp.co < llgllzr

mér nyilvanval6. Forditva, legyen 3> 0 és t > 0, valamint A({|g| > 8}) > t. Ekkor

B <g(t), igy 1 X
128 < P g(t) < [|glp,oo-

Ha itt a t¢-vel tartunk a A({|g| > (})-hoz, akkor
BA{lgl > BNYP < |lgllp,oos
és (a [-ban szuprémumot véve)
lgllze s < ll9llp,o0

kovetkezik. Mindez azt jelenti, hogy a |.|[1z, ||.|lp,cc normék ekvivalensek, azaz

LP(Q) = LE(Q).

6.4. Megjegyzések

i) A Hardy-terek definici6ja (1d. 6.1.) minden tovabbi nélkiil megfogalmazhaté a
[0,1] intervallum (ill. barmely mds kompakt intervallum) helyett az R-et véve
alapul. S6t, a definicidk megfelelo kiterjesztésével tetszdleges 0 < n € N mellett
az analég terek bevezetheték az R™ felett is.
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ii) Legyen tehdt n = 1,2, ... adott és azonos hosszisagu
Iy CR (k=1,..,n)
(korldtos) zart intervallumok esetén nevezziik az
I =I5 x---x1I,

halmazt kockdnak. Ha a QQ C R™ kocka, vagy @ :=R"™ és 1 < ¢ < 400, akkor
az

a:Q —R

Lebesgue-mérheté fiiggvényt g-atomnak nevezziik, ha valamilyen I C @ (, tar-
t6”) kockaval az alabbiak teljesiilnek:

suppa C I,
tovabba
fir-
I
ésl3

lally < |71/,

Vildgos, hogy n =1, Q =[0,1] és g = 400 esetén visszakapjuk a el6bbiekben
(Id. 6.1.) bevezetett atom fogalmat.

iii) Nem nehéz beldtni, hogy (ld. ii)) ha az a egy g-atom, akkor ||al|; < 1. Valéban,
a Holder-egyenl6tlenség szerint az

1 1
— 42 =1
p q

egyenlOségnek eleget tevo 1 < p < +oo konjugalt kitevovel

1/p
alli = al <llallg 1 < |[1|Ve+/e = g,
[[all la| < |allq 1|
I I

13Jeloljiik most |I|-vel az I kocka R™-beli Lebesgue-mértékét.
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A iii)-ban mondott tulajdonsag konnyen kiterjeszthet6 az alabbi értelemben: ha
1 < g1 < ga < 400, akkor minden ¢o-atom egyuttal gi-atom is. Ha ui. az a
egy go-atom (ld. ii)) és g2 = 400, akkor

Ya 1/q1 1 1
lallgs = ( / |a|q1) < (- Iy = e,

A g2 < 400 esetben a Holder-egyenlotlenséget is felhasznalva

q1/q2 1/p
Jollg = [ laf" < ( / \arq2) - ( / 1) ,
I I I

1
Sy
P q

ahol
Tehat
lallg < llallgy- [TV P < |1/ a2=t41/ear) — | pjt/a—1,

A iii)-beli becslés alapjan g-atomok barmely (ai,k € N) sorozata esetén a

e}
Z M
k=0

sor az ||.||;-norméban konvergens, hacsak a (ug, k € N) egytitthatésorozatra

o
D ikl < 400
k=0

(azaz (pg,k € N) € £1). Definidljuk ezek utdn a H,(Q) teret, mint az olyan
f:Q@—R

fiiggvények Osszességét (1d. ii)), amelyek g-atomok (ax,k € N) és egylitthatdk
(pg, k € N) € £1 alkalmas sorozatdval

[ee]
F= max
k=0

alakban éllithatok eld. Legyen az (¢, az f fiiggvény Osszes ilyen eldallitdsdban
szerepld (ug,k € N) € ¢1 sorozatok halmaza és

[f 117, = nf{[|plly - € lyq}
Ekkor az alabbiak igazak:
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vi)

e barmely 1< ¢q; < g2 < 400 esetén

1l < M Ny, < 1 gy

e minden 1< ¢ < +oo mellett a ||.|[3, norma és a (H,(Q), ||.|[#,) Banach-
tér;

o ha f €My (Q), akkor [, f=0.

Vilagos, hogy ha

F=Y mar € Hy(Q)  ((sk € N) € L)
k=0

a fenti definiciéban szereplé atomos elallitdsa az f-nek, akkor

n [ee]
Hf — > ax > mkar
k=0

k=n+1

o0
< > =0 (n— o).
Hy k=n+1

Hq

Legyen 1 < p < 400 és valamilyen Lebesgue-integralhaté
f:Q@—-R

fiiggvény, valamint az I C @ kocka (Id. ii)) esetén

fzzz,—},-/lf,

1/
| fllsp = sup{<ﬁ'/l\f—f1]p> ’ I C Qkocka}.

Jeloljik BMO,(Q)-val az Osszes olyan el6bbi
f:Q—-R

fliggvény alkotta halmazt, amelyre

tovabba

[1fllp < o0

Nyilvanvald, hogy barmely f,g € BMO,(Q) fliggvényekre és tetszbleges o € R
szamra
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o NIf+gllp <N fllep + llglleps
o lafllvp = lal-lIfllp:

e |Ifllxp =0 <= f konstans fliggvény.

Mas széval a ||.||+, kvazi-norma a BMO,(Q)-n, igy az
f=g < az f — g konstans
azonositassal a (BMO,(Q), ||.||«p) normalt tér. Kénnyen adédik, hogy
L*(Q) € BMO,(Q).
de BMO,(Q) # L*(Q). Pl. az n =1, Q@ =R esetben az
f(@):=Infz[  (0#zcR)
fiiggvényre f € BMO1(Q) \ L>®(Q). Ugyanakkor a
g(x) :=sgnaz-In |z (0#2€R)

fiiggvényre g ¢ BMO1(Q). Erdemes kiemelni egy lényeges kiilonbséget az
LP(Q) terek és a BMO,(Q) terek kozott: megadhaték az f,g € BMO,(Q)
fiiggvények ugy, hogy [f| <|g| és g € BMOy(Q), de f & BMO,(Q). Az

n=10Q=[0,1,p=1
esetben nyilvan (1d. 6.1.) BMO1(Q) = BMO(Q).

vii)) A BMO,(Q) terek fenti definicidjaban (1d. vi)) az fr kozépérték , helyettesit-
het6” més alkalmas szdmmal. Tegyiik fel ui., hogy az

f:Q—R

fiiggvényre (1d. ii)) igaz az aldbbi: tetszéleges I C @) kockéhoz van olyan cr
szam, amellyel

1 1/p
sup{(m'/|f—61|p> 1 C QkOCka} < +00.
I

Ekkor f € BMO,(Q). Vildgos ui., hogy

1 1/p 1 1/p
(m'/lwf—ﬁ@ < (m-/lrf—cfrp) el
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ahol (a Holder-egyenlStlenséget is felhasznalva)

1 1 e
<qi e < (g fr-ar)

viii) Legyen 1 < g < +oo és jeldljik p-vel a ,,konjugdlt” kitevot:

\fr—cil= 'ﬁ'/j(f—q)

1 1
S 4o =1
P oq

Ha g € BMO,(Q) (1d. vi)) és az f € Hy(Q) figgvény (Id. v)) véges sok
g-atom linearis kombinaciéjaként el6allithato:

N
=" max
k=0

(ahol tehdt N € N és az ao,...,ay mindegyike g-atom, o, ..., un pedig tet-
szbleges egyiitthatdk), akkor minden tovabbi nélkiil kiszdmithaté (és véges) az

/Qfgzkzj;,uk‘/ank

integral. Tovabba (Ix-val jelolve az ay g-atom definiciéjdban (I1d. ii)) szerepld

»tartd” kockat)
/ gag / (9 — g1,)ak
Ik Ik

N
‘/ fg' <3 luwl
Q k=0
N 1/p
bl ([ la=anP) " el <
k=0 Tk

<

N
= lul:
k=0

N 1/p
S il 1o ( / \g—gfkrp) -
Iy,

k=0

S <W [ s —gfkrp> <Mooy 3 bkl
k=0 kI JI k=0
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Innen rogton koévetkezik, hogy

\ / fg' < [1flh gl
Q

Mivel a most vizsgdlt (,végesen reprezentalhaté”) f fiiggvények halmaza a
H,(Q) térben nyilvan mindentitt stiri, az

frou()= [ 1o

megfeleltetés pedig linedris, ezért az el6bb kapott becslést felhaszndlva a ¥,
funkcional (egyértelmtien) kiterjesztheté a Hy(Q)-ra és

1l < llglp-

Megmutathatd, hogy a H,(Q)-n értelmezett barmely ¥ korldtos linearis funk-
ciondl ilyen alaki: valamilyen egyértelmten létez6 g € BMO,(Q) fliggvénnyel
U=y, é

I~ [lgllsp-

Megadhatdk olyan A, B > 0 konstansok, hogy tetszéleges f € BMO1(Q) fiige-
vényre, I C () kockédra (1d. ii), v)) és y > 0 szamra

{If = frl-x1 >y} < A-|I|- e B/l

Innen barmely 1 < p < +oo kitevd, f € BMO, fiiggvény és I C Q) kocka
esetén a kovetkezoket mondhatjuk:

+00
/|f _ AP =p-/ P — frloxr > y)ldy <
I 0

“+oo
Ap- |- / -l BulIls gy
0

Ha itt az u = By/| f|«1 helyettesitéssel éliink,'* akkor

p p  Ap oo p—1_—u P P
I\f—ffl < M A 55 e du=: CP- [I|- | fII% 1

M Nyilvén feltehets, hogy || f|«1 > O.
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xi)

Tehat
1 1/p
(m- /I s —mp) < Cyr 1 .

Ezzel azt lattuk be, hogy alkalmas (), > 0 konstanssal a széban forgd f
fliggvényekre

1 llp < Cp- [1£11,1-

Mivel az ||f|l«,1 < ||fll«p becslés trividlis, ezért tetszéleges 1 < p,r < 400
mellett

[[-hep ~ -l

azaz a BMO,(Q) (1 < p < +o00) terek egybeesnek. Legyen ebben az
értelemben
BMO = BMO(Q) := BMO,(Q),

valamint
[l = lep (T <p < 400).

Belathatd, hogy a (BMO(Q), ||.|l«) Banach-tér.

Az elébbi megjegyzés analégidjéra az is igaz, hogy a |||, normédk (Id. v))
ekvivalensek, ill. a H,(Q) (1 < g < +00) terek ugyanazok. Legyen

és
[ =1, (1 <g< +o00).

Ekkor a (H(Q),||-|) Banach-tér, amelynek a dudlisa (a viii) megjegyzés szelle-
mében) azonosithaté a BMO(Q)-val.

Mutassuk meg, hogy igaz a Hardy—Littlewood-egyenlotlienség: ha a Lebesgue-
mérhet6

f[9:Q@—R
fiiggvényekre (1d. ii)) létezik az [ fg integral, akkor!®

‘ /Q fg‘ < 0+°° F(t)att)d.

YEgy h fiiggvény h monoton atrendezését illetden 1d. 6.3.
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Ui. nyilvan feltehetd, hogy f,g > 0. Ha itt még az
F="sixa,
J

1épcsés fliggvény is, akkor
+0o0o

T
/Cgfg=§jj[4jgs§jjsj-/o swd= [ Foa

0

TetszOleges f esetén legyen az (f,) nemnegativ lépcsds fiiggvényeknek egy
monoton néve az f-hez tartd sorozata, ekkor

+oo ~ +oo _
/Q fug < /0 a0t dt < /0 fWatydt  (neN),

/Qfg :nEToo/fng

miatt az allitdsunk mar kovetkezik.

amibdl

A Lorentz-terek (I1d. 6.3.) egymdéshoz valé viszonyat illetéen a kovetkezdket
mondhatjuk:

e tetszbleges 0 < p < +o0 és 0 < g < s < +oo paraméterekkel
IP(Q) € IP(Q);

e ha a () alaphalmaz véges mértékil kocka, akkor barmely 0 < p < r < +o0
és 0 < q,s <400 esetén

L™(Q) € LP(Q).

Specidlisan LP'' C LP(Q) (p > 1), ami p = l-re

+oo —+00 _
1l = /O F(t)ydt = /O N{F > y)) dy =

/ NS Ay =1 (e Q)
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xiii)

miatt teljesiil. Ha pedig p > 1, akkor (a xi)-et is felhasznalva) az

1 1
— 42 =1
p q

egyenloségnek eleget tevo ¢ konjugalt kitevével

+oco
£l = préfﬂS s e Q).

llgllg<1
Nem nehéz belatni, hogy a most mondott g fiiggvényekre
gty <t~V (t>0)

igaz. Ti., ha valamilyen 8 > 0 és t > 0 valasztassal \({|g| > 5}) > t, akkor
B < t~1/4. Ellenkezé esetben ui.

1z/mw;/ 97> BA{lgl > B)) > M = 1,
Q {lg9|>p}

ami nyilvéan nem lehet. Igy 8 < ¢4, amibél (a B-ban szuprémumot véve)
G(t) <t~/ valéban adédik. Innen az

Il < 1fllpx (f € LPN(Q))

egyenlStlenség mar trividlisan kovetkezik.'6

Jeloljiik X-szel a komplex egységkor belsejében!” analitikus, komplex értékii f
fliggvények koziil azoknak a halmazat, amelyekre

|VMa:am{/”uwﬁ»a;0<r<1}<+m.

—T

Beldthatd, hogy f € X esetén majdnem minden x € [—7, 7| helyen létezik az

fx(x) = lim f(re™)

r—1-0

$Megjegyezziik, hogy (némileg bonyolultabb meggondolds utédn) az is fenndll, hogy tetszSleges
0<p<+o0 és 0<q<s<+4oo mellett (csak a p,q,s paraméterektdl fiiggé) C > 0 konstanssal

1f]lp,s < C-Nlfllpa (f € L(Q)).
"Tehat a {z € C: |z| < 1} halmazon.
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hatarérték, és az igy definidlt fy fliggvényre

/_ Fal = 1l

teljestil. Tovabbd igaz, hogy (1d. 6.2.)

Innen nyerhetd a H, tér egy fontos jellemzése, nevezetesen: ha az f € L'[—, 7]
fiiggvény trigonometrikus konjugaltjat ff-vel jeloljiik, azaz

- lim 1)

1
1 I
T e=+0J_rci<n, lo—t]>e 28 (57)

fi() =

dt (m.m. x € [—m, 7)),
akkor

Hy = {f € Ll[_ﬂ-ﬂr] : fﬁ € Ll[—ﬂ',ﬂ']},
és vannak olyan A, B > 0 szamok, hogy barmely f € H, fliggvényre

AN flre < 0FI+ 14 < B f .-




7. fejezet

Ortogonalis sorok
fuggvényterekben

7.1. Specialis rendszerek

Az 5. fejezetben definidlt fiiggvényrendszereket illetéen a kovetkezoket mondhatjuk.

Haar egyik nevezetes tétele szerint minden f € C[0,1] fiiggvény Haar—Fourier-sora
egyenletesen konvergdl az f-hez, azaz az

R 1
f(n):= /0 fhy (n € N)

Haar—Fourier-egyiitthatékkal az egyenletes konvergencia értelmében
[e.e]
f= Z f (n)hn'l
n=0

Tovébba, ahogyan ezt mar kordbban is emlitettiik, az S Schauder-rendszer (1d. 5.2.)
bazis a (0, 1]-ben, de nem ortonormadlt bézis. Ezen ,segit” a Franklin-rendszer (1d.
5.3.), miszerint az F ortonormadlt bazis a C0, 1]-ben.

Mivel a C' Ciesielski-rendszer (1d. 5.5.) és a T trigonometrikus rendszer (1d. 5.6.)
egyarant egyenletesen korldtos ortonormalt rendszer, ezért a C[0, 1]-ben? egyikiik sem
bazis (1d. 4.4. iii) megjegyzés).

"Mivel h,, € C[0,1] (1 <n € N), ezért természetesen a H Haar-rendszer (Id. 5.1.) nem bézis a
C0, 1]-ben.
*Hacsak mést nem mondunk, a C[0, 1]-ben mindig a ||.||cc normét tekintjiik.
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Ha (1d. 5.4.) ® € {W, T}, akkor a ® rendszer® L, (n € N) Lebesgue-fiiggvényei
(1d. 4.2.) konstans fliggvények és

sup{Ly, : n € N} = 4o0.

Ezért egy kordbbi megjegyzésiink szerint (l1d. 4.4. iv) megjegyzés) tetszblegesen adott
a € [0,1] ponthoz van olyan C]0, 1]-beli fiiggvény, amelynek a & szerinti Fourier-sora
az a-ban (nem korldtosan) divergdl.

Az LP (1 <p < +o0) terekben* valamennyi elébb felsorolt
H,S,F,C,W,T

rendszer, valamint a Walsh-rendszer Kaczmarz-féle W dtrendezése (1d. 5.4.) bézis.
Ezek kéziil a H, S, F az L'-ben is bézist alkotnak, a C,W,W ésa T (a mar emlitett
okok miatt) nem.

Az F Franklin-rendszer a H-ban (Id. 6.1.), a H rendszer a H-ban és a H-ban
is bazis. Ugyanakkor az F' nem béazis a H-ban.

Az [P (1 <p<+o0) terekben az F isés a H is, a H-ban az F, a H-ban a H
feltétlen bazis (1d. 2.6.).

Legyen

VMO = L[F]

és

VMO = L[H],
valamint (1d. 5.4.)

Cw ::m:mv

ahol a (...) lezdrast rendre (1d. 6.1.) a BMO-, BMO-, ill. az L*°-norméaban értjiik.
Ekkor a dualitds miatt (1d. 3.3.3. Tétel) az F' a VMO-ban, a H pediga VMO-ban
feltétlen bazis, tovabba a H bézis a Cyy-ben.?

A spline-rendszerekre vonatkozéan (Id. 5.5.) a kovetkezd allitdsok igazak:

3Tehst a ® a Walsh- vagy a trigonometrikus rendszer.

“A késbbiekben is az L" (1 < r < 4o00) rovidités az L"[0,1] Lebesgue-teret jeloli az ||.||-
norméval.

SMegmutathaté, hogy a dudlis tereket illetéen VMO* = H é VMO* = H.
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° 2 <h£Lm’k), k| —m <ne Z) rendszer (m,k € Z, m > —1 és |k|] < m+1) bazis

az LP-ben (1 < p < +00), valamint p > 1 esetén ugyanitt feltétlen bézis, az
L?-ben Riesz-bézis;
e az elébbi m és k mellett a <w£m’k), k| —m <ne€ Z) rendszer is bazis az LP

térben (1 < p < 400).

7.2. Feltétlen bazisok

A feltétlen bézisokkal (1d. 2.6.) kapcsolatban a kovetkezdket jegyezziik meg. Legyen
a (B,|.]]) olyan Banach-tér, hogy
e a B elemei f:[0,1] — R Lebesgue-mérhetd fliggvények;

e ha f € B, az m : [0,1] — [0,1] pedig mértéktartd, valamilyen 1 mértéki
halmazon bijektiv leképezés és

fela) = f(m(z)) (2 €[0,1)),
akkor f. € B és [|fill = I£1;
e a H Haar-rendszer (1d. 5.1.) zart a B-ben.

Ekkor a B-ben a H bézis, aminek a Banach-konstanséra (1d. 2.2.) By =1
teljesiil. Példdul minden LP[0,1] (1 < p < 400), s6t, minden szeparabilis (a [0, 1]
intervallum feletti) Orlicz-tér (1d. 10.9.) ilyen.

Ha a B térre a fentieken kiviil még az is igaz, hogy barmelyik ¢ € B* funk-
cionalhoz van olyan g € L'[0, 1], hogy a Haar-fiiggvényekre

1
(,D(hk) = /0 ghk (k S N),G

akkor minden B-beli ® bazis feltétlen Banach-konstansara (l1d. 2.8. x) megjegyzés)
B3 > By

igaz. Innen tehat az is kovetkezik, hogy a H rendszer vagy feltétlen bézis a B-ben,
vagy a B-ben nincs feltétlen bazis. igy pl. az L'[0,1]-ben nincs feltétlen bazis, mivel
a H nem az. Ezért a C[0,1]-ben sincs feltétlen bazis. Altaldban, egy ([0, 1]-feletti)
Orlicz-térben (I1d. 10.9.) a H pontosan akkor feltétlen bazis, ha a tér reflexiv.

6pgldaul B* C L'[0,1].
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7.3. Ekvivalens bazisok
Legyen 1 < p < +oo és (Id. 2.6., 6.1., 7.1.)7
(X, Y] e {[LP, 7], [H,H], [VMO,VMOl},

ekkor (H,F) € [X,Y], azaz (I1d. 5.) a Haar- és a Franklin-rendszerek ekvivalens
bézisok a most mondott terekben. Ugyanakkor a H és az F az L' térben nem
ekvivalens bézisok, ill. az L®-ben nem ekvivalens fiiggvényrendszerek.

Ha 1 < p < +o00, akkor a C' Ciesielski-rendszer és a W Walsh—Paley-rendszer
ekvivalens béazisok az LP-ben, de ugyanitt a W és a Walsh-Kaczmarz-rendszer csak
(a trividlis) p = 2 esetén ekvivalens. Hasonléan, (W,T) € [LP, LP] akkor és csak
akkor igaz, ha p = 2.

Jeloljiik Dy-val a [0,1]-beli diadikus intervallumok (1d. 2.3.) halmazat és legyen
D := Dy U {0}.

Indexeljiik a ([0,1] feletti) H rendszer fiiggvényeit a kovetkezéképpen: hy := hg, a
hr (I € Dy) pedig legyen a H-nak az a tagja, amelyikre

{r€]0,1): hr(z) #0} =1

teljesiil. A
p:D—D

bijekciét mértéktartonak nevezzik, ha
lp(Dl =] (I €D)
igaz. Minden ilyen p mellett a
Hp = (hp(1)7[ S D)

a Haar-rendszer egy (a p altal generdlt) dtrendezése. Ha

o :=sup{ﬁ- U ») :IeDo},

D>JCI
TLP:=LP[0,1] (1< p < +o0).
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akkor a kovetkezé allitas igaz: 1 <r < +oo, r # 2 és

[X,Y] € {{H,H],[VMO,VMO|, [L",L"]}

esetén

(H,H,) € [X,Y] <= |p| < +o0 és |p~!] < +oo.

Legyen

m,k € Z, m>—1és k| <m+1,
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tovabbd 1 < p < 4o00. Megmutathat6, hogy a H és a (hﬁ{””“), k| —m) < n e Z)

rendszerek (1d. 5.5.) ekvivalens bézisok az LP-ben.

7.4. Megjegyzések

i) Valamilyen

® = (pp,n €N) (pn € L>[0,1] (n € N))

ortonormalt rendszer esetén legyen

nz_:l(/olf@k)(ﬁk

k=0

Sa(f) = sup{

Ekkor az alédbbi allitas igaz: barmely (1d. 5. fejezet)

® e {H,W,F,C,T}

és 1 < p < 400 mellett

1Sa(Pllp ~ 1 fllp— (f € LP[0,1]).
A p =1 esetben pedig a kovetkez&t mondhatjuk (1d. 4.3.):

1
ISe(H)lL ~ 1l ~ Qe () ~/0 ITa(Hllvdt (f € L*0,1).

i) A

1Qu(Nllp ~ IFlp, — (f € LPI0,1], 1 <p < 400)

relaciot Paley-egyenlotlienségnek nevezik. Mivel

oo ) 1/2
Qul(f) = (Z (Fune) )

k=0

in € N} (f € L'[0,1)).
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0o 27—1 )\ /2
(o) + £ (e imen)’) -
n=0 k=0
1/2

oo /2"—1
(7))’ +Z<Zf2 B h2n+k) (f € L'0,1]),

ezért az

jeloléssel

00 1/2
Qu(f) = ((f(o))2 + ) (Sgha(f) —an(f))2> .
n=0

A H és a W rendszerek kapcsolatabdl (1d. 5.4.) rogton adédik, hogy a Qp(f)
fenti eléallitasaban az Si%(f) (n € N) Haar-Fourier-részletisszegek helyett az

2"—1 1
ngg(f)::z </ fwk>wk (neN)
k=0 70
Walsh—Fourier-részletosszegek is irhatdk, azaz tetszoleges 1 < p < 4oo ki-

tevovel

2\ 1/2
( +Z<2m S%Z(f)))

iii) Mivel (1d. i)) barmely f € L'[0,1] fiiggvényre®
Su(f) = sup {SY.1| i n € N}

ezért az elobbiek szerint
£l ~ ||sup{|Son (f)] : n € N}, -

iv) Tegyiik fel, hogy adott egy ® = (¢n,n € N) ortonormélt bazis a H-ban (ld.
6.1.), amire

~Ifll (f € L7[0, 1)).

p

¢n €Lip(1)  (neN)!

8Az f fiiggvény f fo fhn (n € N) Haar-Fourier-egyiitthatéival.
9Bel4thatd, hogy az SH(f) S¥(f) (m,n € N) részletosszegek minden pontban egyardnt az f
fiiggvénynek az illeté pontot tartalmazé alkalmas diadikus intervallumon (1d. 2.3.) vett integrélkoze-
pei.
Yy e Lip(1) —= alkalmas C, > 0 konstanssal |g(x) — g(y)| < Cy- |z —y| (z,y € [0,1]).
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wo(z) =1 (x €0,1]).

Legyen (Id. 6.2. és 6.4. xiii) megjegyzés)
% = (¢h, ok, 05, 1 <neN),

ekkor a ®* ortogondlis bazis a H,-ban. Mivel az F Franklin-rendszer feltétlen
béazis a H-ban, ezért az F* feltétlen bazis a H,-ban.

Ennek az észrevételnek az alapjén béazist konstrudlhatunk az X térben is (1d.
6.4. xiii) megjegyzés)'t. Jeloljiik ehhez P.-rel (0 <r < 1) az r-edik Poisson-
magot:

B 1—r?

~ 1+72—2rcost

P.(t) : (t € [-m, 7)),

és legyen a
0<r<l,z€[-mmn], z=re”
vélasztassal Fy(z) := 1, valamint
Fo(z) = / (che+0) +odi@ +0) Byt (1<neN).

Megmutathatd, hogy az
Fo = (Fn,n S N)

rendszer bazis az X-ben. A & := F Franklin-rendszerbél kiindulva az igy
kapott Fr pedig feltétlen bazis az X-ben.

A most értelmezett Fr rendszer segitségével sikeriilt megvélaszolni egy
régi, még Banach &ltal felvetett kérdést: ha az A jeloli a komplex (zért)
egységkorben'? értelmezett, annak a belsejében'® analitikus, a hatdran'* pedig
folytonos, komplex értékii fiiggvények halmazat az

[fIF:=sup{[f(2)| : 2 € C, [z <1} (feA)

YEmlékeztetsiil: f € X azt jelenti, hogy az f : {z € C : |z| < 1} — C fiiggvény analitikus és
Il fllx = sup {fjﬂ [f(re®)|dt: 0<r < 1} < 4o0.

2Tehdt a {z € C: |z| <1} halmazon.

A {2z € C:|z| < 1} halmazon.

MA {z€C:|z| =1} koron.
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norméval, akkor van-e az A-ban bazis? A valasz: igen, pl. az Fr rendszer
bazis az A-ban. Erdemes megjegyezni, hogy a bizonyitdsban lényeges szerepet
jatszik az F' bézis volta a C[0, 1]-ben. Ugyanakkor az F nem feltétlen bazis az
A-ban, s6t: az A-ban nincs feltétlen bézis.

v) Fiiggvényrendszerek LP-beli (1 < p < +o0) ekvivalencidjanak a kezeléséhez jol
hasznalhaté a kovetkezo allitas is: ha

M(f)(x) = sup|—}|- /1 Sl (feLo)xe 1),

akkor barmely ¢, € LP (n € N) fliggvényrendszerre

o 1/2 o 1/2
() )
n=0

n=0
vi) A (H,F) € [H,’H] ekvivalencia egyuttal egy explicit izomorfizmust is létesit a
H és a H tér kozott. Ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy a ||.||g norma és
a ||.||;x norma egymaéssal nem ekvivalens. Ui. van olyan A > 0 konstans, hogy
barmely n € N esetén

)

p

p

ahol a C}, > 0 konstans csak a p-tdl fiigg.

H2n/2f2n+2n—1+1HH Z A’I’L,

vii) A
(HaF)e[Lp,Lp] (1<p<+OO)

ekvivalencia bizonyitdsa (az v) megjegyzésen kiviil) a kovetkez6 allitds segitsé-

gével is torténhet:
1/2 oo 1/2
D n=0

15A sup” azokra az I C [0,1] intervallumokra vonatkozik, amelyekre x € I. Az M(f) leképezés
az f fuggvény Hardy—Littlewood-mazimdlfiggvénye (1d. 10.11.).

16Ey utébbi — nem trividlis becslés — lényeges szerepet jatszik annak a bizonyitdsdban, hogy az F
Franklin-rendszer feltétlen bazis a H-ban.

p
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(ahol az ~ ekvivalencia az a, € R (n € N) egyiitthaté-sorozatokra vonatko-
zik). Ui. barmely

i anhy, € LIH]
n=0

00 00 1/2

S ol (zf>

n=0 n=0

( Z aihi) Z anhy,
n=0 n=0

teljesiil alkalmas, csak a p-t6l fiiggé Cp, By, D, konstansokkal. (Kihasznaltuk,
hogy az F,H feltétlen béazisok az LP-ben és alkalmaztuk a 4.3.1. Tételt.) A
most kapott becslés azt jelenti, hogy a

esetén

<

S C}’
p

p

B, < D,

p

p

hp — fn (n € N)

kanonikus izomorfizmus (a H és az F kozott) kiterjesztheté egy LP — LP
folytonos, linearis operatorra.






8. fejezet

Waveletek

8.1. Multirezolucid

Legyen ¢ € L*(R) és tetszéleges k,j € Z esetén definidljuk a 1y; fiiggvényeket az
alabbiak szerint:
Yij(x) =222 — j) (2 €R).

Azt mondjuk, hogy a v wavelet, ha a y; (k,j € Z) fiiggvényrendszer ortonormélt
bazist alkot az L?(R) Hilbert-térben®.

Ha adott f: R — C fliggvény és t € R szam esetén
7ef(x) = fle—1t) (v €R),
valamint
of(x) = f(tz)  (z€R),
akkor a most értelmezett 7 transzldcid® és 6, dilatdcid segitségével

Urj = 26205 (1) = 25210k (Op) (K, j € Z).

Tekintsik pl. a
Y= x = X[0,1/2) — X[1/2,1)

'1dézziik fel az L?(R) Lebesgue-térbeli , szokdsos” skalaris szorzés definiciéjat: nevezetesen, tet-
szblegesen adott f,g € L*(R) fiiggvények esetén (f,g) := fj;o f(x)g(x) dz. Kovetkezésképpen a

tovabbiakban [|f|| := /727 |f(z)|2dz (f € L*(R)).

2A 3.3. pontban (formai okokbél) 7 helyett 7-t frtunk.
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