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1.5. Megjegyzések . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2. Bázisok 21

2.1. A bázis fogalma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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2.8. Megjegyzések . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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9.5. Kompakt tartójú waveletek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262

9.6. Periodikus waveletek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274
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Előszó

Ebben a könyvben bázisokkal, framekkel és waveletekkel foglalkozunk. Rövid áttekin-
tést adunk a legfontosabb fogalmakról, defińıciókról és tételekről ezek vonatkozásában,
úgymint: szeparábilis terek, zárt rendszerek, bázisok, dualitási elv, a bázis-probléma,
az együtthatók tere, bázisok ekvivalenciája, feltétlen bázisok, framek, Lp-beli bázisok,
waveletek. Számos esetben közöljük a szóban forgó álĺıtás (egy lehetséges) bizonýıtását
is. Olyan frekventált speciális eseteket is érintünk, mint például a trigonometrikus-
vagy a diadikus Fourier-anaĺızis, a biortogonális, valamint az ortogonális (Fourier-)
sorok, a Haar-, Schauder-, Franklin-, Walsh-, Ciesielski-rendszer, waveletrendszerek,
Gábor-framek, függvényterek. Az Appendix-ben összefoglaljuk a funkcionálanaĺızis, a
mérték- és integrálelmélet, a valós függvénytan, a függvényterek interpolációja, az
approximáció-elmélet azon klasszikus eredményeit, amelyekre a tárgyalás során utalás
történik. Az Irodalomjegyzékben azokat a forrásokat soroljuk fel, amelyekre a könyv
meǵırásakor támaszkodtunk. A belső hivatkozásokat általában mellőzzük, de minden
eredmény, ami emĺıtésre kerül, megtalálható a felsorolt művekben.
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1. fejezet

Szeparábilis terek

1.1. Szeparábilis metrikus terek

Bevezetésképpen emlékeztetünk a szeparábilitás fogalmára, és felidézünk néhány, a
továbbiakban is fontos szerepet játszó példát.

Legyen ehhez adott az (X, ρ) metrikus tér. Azt mondjuk, hogy ez a tér szepa-
rábilis, ha van olyan Y ⊂ X részhalmaz, amely legfeljebb megszámlálható és az Y
lezárására

Y = X

teljesül. (Röviden: az Y sűrű az X-ben.)

Az Y = X feltétel nyilván ekvivalens azzal, hogy a

Kr(a) := {x ∈ X : ρ(x, a) < r} (a ∈ X, r > 0)

környezetekkel bármely r > 0 mellett teljesül az, hogy

X =
⋃

y∈Y

Kr(y).

Más szóval tehát tetszőleges x ∈ X elem és ε > 0 szám esetén van olyan y ∈ Y,
amellyel

ρ(x, y) < ε.

Ha itt az Y halmaz véges, akkor Y = Y miatt az X is véges halmaz.

11



12 FEJEZET 1. SZEPARÁBILIS TEREK

1.2. Példák szeparábilis terekre

1o Legyen X := K és

ρ(x, y) := |x− y| (x, y ∈ K).1

2o Tekintsük az n pozit́ıv egész szám mellett az X := Kn halmazt, valamint az

1 ≤ p ≤ +∞

”
kitevőt”, és az

x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) ∈ Kn

vektorok távolságát értelmezzük az alábbiak szerint:

ρp(x, y) :=





(
∑n

i=1 |xi − yi|p)1/p (p < +∞)

max{|xi − yi| : i = 1, ..., n} (p = +∞).

3o X := C[0, 1] és

ρ(f, g) := max{|f(x) − g(x)| : x ∈ [0, 1]} (f, g ∈ C[0, 1]).

4o Az előbbi 1 ≤ p ≤ +∞ kitevővel legyen2

a) X := ℓp, és ha

x = (xn, n ∈ N), y = (yn, n ∈ N) ∈ ℓp,

akkor

ρp(x, y) :=





(∑∞
i=0 |xi − yi|p

)1/p
(p < +∞)

sup{|xi − yi| : i ∈ N} (p = +∞),

ill.

1A továbbiakban C a komplex, R a valós-, Q a racionális, Z az egész, N a természetes számok
halmazát jelöli. A C, R szimbólumok helyett esetenként (ezek együttes jelölésére) azt ı́rjuk, hogy
K. Jól ismert, hogy a most tekintett

”
szokásos” metrika értelmében Q = R.

2Egy (X ,Ω, µ) mértéktérrel adódó absztrakt Lp(X ) terek speciális eseteként kapjuk (a mérték
alkalmas megválasztásával) az ℓp := {(xn) : N → K :

P∞
n=0 |xn|p < +∞} (p < +∞), valamint az

ℓ∞ := {(xn) : N → K : supn |xn| < +∞} sorozattereket, továbbá az Lp(I) (I ⊂ R intervallum)
Lebesgue-féle függvénytereket.
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b) az X := Lp[0, 1] választással az f, g ∈ Lp[0, 1] függvényekre

ρp(f, g) :=





(∫ 1
0 |f − g|p

)1/p
(p < +∞)

vraisup {|f(x) − g(x)| : x ∈ [0, 1]} (p = +∞).

(A későbbiekben röviden ℓp, ill. Lp térként fogjuk ezeket a példákat em-
ĺıteni.) Ha p < +∞, akkor az ℓp és az Lp szeparábilis.

1.3. Normált terek szeparábilitása

Mit jelent a szeparábilitás akkor, ha az X lineáris tér a K test felett és a ρ metrikát
egy, az X -en értelmezett ‖.‖ norma indukálja? Legyen adott tehát az (X, ‖.‖) nor-
mált tér, ami a

ρ(x, y) := ‖x− y‖ (x, y ∈ X)

metrikára nézve szeparábilis. Ha az U ⊂ X részhalmaz sűrű az X-ben, akkor nyilván
az

L[U ] :=

{ ∑

y∈U0

αyy ∈ X : U0 ⊂ U , az U0 véges, αy ∈ K (y ∈ U0)

}

halmaz – az Y lineáris burka – is sűrű az X-ben.3 Vezessük be a következő defińıciót:
azt fogjuk mondani, hogy az Y ⊂ X részhalmaz (X-beli) zárt rendszer, ha

L[Y ] = X.

Tehát minden szeparábilis normált térben van egy legfeljebb megszámlálható zárt
rendszer. Könnyű belátni, hogy ez ford́ıtva is igaz. Hiszen, ha az Y egy legfeljebb
megszámlálható zárt rendszer az X-ben, akkor az

Lrac[Y ] :=




∑

y∈Y0

αyy ∈ X : Y0 ⊂ X, az Y0 véges, Reαy, Imαy ∈ Q (y ∈ Y0)





halmaz megszámlálható és
Lrac[Y ] = L[Y ] = X.

Valóban, a
”
megszámlálható” kitétel nyilvánvaló, az

Lrac[Y ] = X

3Ui. az U ⊂ L[U ] tartalmazás miatt ekkor X = U ⊂ L[U ] ⊂ X és ı́gy L[U ] = X.



14 FEJEZET 1. SZEPARÁBILIS TEREK

egyenlőséghez pedig legyen

x ∈ X, ε > 0

esetén valamilyen véges Y0 ⊂ Y halmazzal

z :=
∑

y∈Y0

αyy ∈ L[Y ]

olyan, hogy

‖x− z‖ < ε.

Ha a δ > 0 szám tetszőleges, akkor válasszuk a
”
racionális” βy ∈ K együtthatókat4

úgy, hogy

|αy − βy| < δ (y ∈ Y0),

és legyen

vδ :=
∑

y∈Y0

βyy.

Világos, hogy vδ ∈ Lrac[Y ], továbbá

‖x− vδ‖ ≤ ‖x− z‖ + ‖z − vδ‖ < ε+
∑

y∈Y0

|αy − βy|· ‖y‖ ≤ ε+ δ·
∑

y∈Y0

‖y‖.

Alkalmas δ-ra

δ·
∑

y∈Y0

‖y‖ < ε,

amikor is ‖x− vδ‖ < 2ε.

1.4. Euklideszi terek szeparábilitása

Legyen most az (X, 〈, 〉) (nem véges dimenziós) euklideszi tér, ami az

‖x‖ :=
√

〈x, x〉 (x ∈ X)

normára nézve szeparábilis. Ha a

z = (zn, n ∈ N)

4Tehát Reβy , Im βy ∈ Q (y ∈ Y0).
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rendszer zárt és lineárisan független az X-ben, akkor a Schmidt-féle ortogonalizáció
alapján feltehető, hogy minden k, j ∈ N indexre

〈zk, zj〉 = δkj :=





0 (k 6= j)

1 (k = j).

(Röviden: a z egy ortonormált rendszer (ONR).) Ekkor az ismert Bessel-azonosság
(ld. 10.3.) alapján minden x ∈ X és n ∈ N esetén a következőt ı́rhatjuk:

δn(x) := min
{∥∥∥x−

n∑

k=0

αkzk

∥∥∥ : α0, ..., αn ∈ K
}

=

=
∥∥∥x−

n∑

k=0

〈x, zk〉zk
∥∥∥ =: ‖x− Sn(x)‖.

A z rendszer zártsága miatt tetszőleges ε > 0 számhoz van olyan M ∈ N és

M∑

k=0

αkzk ∈ L[{zk ∈ X : k ∈ N}]

lineáris kombináció, hogy
∥∥∥x−

M∑

k=0

αkzk

∥∥∥ < ε.

Mivel akármelyik x ∈ X elemre a (δn(x)) sorozat nyilván monoton fogyó:

δn+1(x) ≤ δn(x) (n ∈ N),

ezért bármely
M ≤ n ∈ N

esetén

‖x− Sn(x)‖ = δn(x) ≤ δM (x) ≤
∥∥∥x−

M∑

k=0

αkzk

∥∥∥ < ε.

Tehát
‖x− Sn(x)‖ < ε (M ≤ n ∈ N),

ami éppen azt jelenti, hogy

Sn(x) → x (n→ ∞),
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azaz

x =
∞∑

k=0

〈x, zk〉zk.

Így többek között minden ε > 0 mellett az x-et az ε-nál jobban approximáló, az

L[z] := L[{zk ∈ X : k ∈ N}]
altérbeli elem választható egy – csak az x-től függő – végtelen sor alkalmas részlet-
összegeként. A továbbiakban azokat a – nem feltétlenül euklideszi-tereket – fogjuk
vizsgálni, amelyek rendelkeznek ezzel a tulajdonsággal.

1.5. Megjegyzések

i) Külön is felh́ıvjuk a figyelmet arra a nyilvánvaló tényre, hogy ha ugyanazon az
X halmazon más és más metrikát adunk meg, akkor az ı́gy kapott metrikus
terek között lehet szeparábilis is meg nem szeparábilis is (azaz a szeparábilitás

”
metrikától függő” tulajdonság). Legyen pl. az X egy nem üres halmaz és

ρ(x, y) := 1 (x, y ∈ X,x 6= y).

Az ı́gy kapott (X, ρ) (diszkrét) metrikus tér pontosan akkor szeparábilis, ha az
X véges vagy megszámlálható.

ii) Könnyű megmutatni, hogy az ℓ∞ nem szeparábilis. Tekintsük ui. azt az ℓ ⊂ ℓ∞
halmazt, amelyre

ℓ := {x ∈ ℓ∞ : xk ∈ {0, 1}, k ∈ N}.
Ekkor bármely y ∈ ℓ∞ esetén az

ℓ ∩K1/2(y)

metszethalmaz legfeljebb 1-elemű5. Így minden olyan Y ⊂ ℓ∞ halmazra, ame-
lyik sűrű az ℓ∞-ben (és ezért

ℓ∞ =
⋃

y∈Y

K1/2(y))

igaz a következő: az Y számossága legalább annyi, mint az ℓ számossága. Ez
utóbbi viszont kontinuum számosságú6.

5Világos, hogy az x, y ∈ ℓ, x 6= y sorozatokra ρ∞(x, y) = 1.
6Az (ℓ \ {y ∈ ℓ : lim y = 1}) ∋ x 7→ P∞

n=0 xn2−n−1 ∈ [0, 1] \ {k2−m : m ∈ N, k = 1, ..., 2m} =: A
megfeleltetés ui. bijekció és az A halmaz kontinuum számosságú.
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iii) Általában egy (X,T ) topologikus teret szeparábilisnak nevezünk, ha van olyan
legfeljebb megszámlálható Y ⊂ X halmaz, amely mindenütt sűrű az X-ben:
Y = X. A B ⊂ T halmazrendszer topologikus bázis, ha bármely A ∈ T (

”
nýılt”)

halmaz előálĺıtható B-beli halmazok egyeśıtéseként.7 Válasszunk ki ekkor min-
den ∅ 6= A ∈ B halmazból egy elemet: xA ∈ A. Ekkor az

Y := {xA ∈ X : A ∈ B}

halmaz mindenütt sűrű, azaz Y = X. Tehát ha van a térnek legfeljebb megszám-
lálható topologikus bázisa, akkor a tér szeparábilis. Ugyanakkor megmutatható,
hogy ez a kijelentés nem megford́ıtható. Legyen ui. X := R, a T topológiát
pedig definiáljuk a következőképpen: az A ⊂ R halmaz úgymond nýılt, ha
A = ∅, vagy minden a ∈ A esetén van olyan r > 0, hogy

[a, a+ r) ⊂ A.

Világos, hogy a T halmazrendszer topológia és

Q = R,

azaz az (R,T ) tér szeparábilis. Ha viszont a B ⊂ T részhalmazrendszer to-
pologikus bázis, akkor tetszőleges a ∈ R esetén [a, a + 1) ∈ T , azaz alkalmas
B0 ⊂ B halmazzal

[a, a+ 1) =
⋃

B∈B0

B.

Így van olyan Ba ∈ B0, amellyel a ∈ Ba. Mivel Ba ⊂ [a, a+ 1), ezért egyúttal

a = minBa.

Világos, hogy
a, c ∈ R, a 6= c =⇒ Ba 6= Bc.

Tehát a B-ben
”
legalább” annyi halmaznak kell lenni, mint ahány valós szám

van, azaz a B számossága legalább kontinuum.

iv) Az (X, ρ) metrikus tér viszont akkor és csak akkor szeparábilis, ha van a térben
legfeljebb megszámlálható topologikus bázis. Ha ui. az Y ⊂ X legfeljebb
megszámlálható, Y = X és

B := {Kr(y) : y ∈ Y , 0 < r ∈ Q} ∪ {∅},
7Nyilvánvaló, hogy pl. a T topológia egyúttal topologikus bázis is.



18 FEJEZET 1. SZEPARÁBILIS TEREK

akkor a B nyilván legfeljebb megszámlálható és (könnyen meggondolhatóan)
topologikus bázis.

v) Érdemes kiemelni, hogy mit is jelent egy (X, ρ) metrikus tér szeparábilitása: van
olyan N ⊂ N (következésképpen legfeljebb megszámlálható)

”
indexhalmaz” és

az X-nek olyan
Y := {yn ∈ X : n ∈ N}

részhalmaza, hogy bármely x ∈ X és ε > 0 esetén egy alkalmas n ∈ N in-
dexszel

ρ(x, yn) < ε.

vi) Ha az (X, ‖.‖) normált térben van véges Y zárt rendszer, akkor

L[Y ] = L[Y ] = X

miatt az X véges dimenziós. Ezért a későbbiekben általában feltesszük, hogy
az X nem véges dimenziós.

vii) Legyen
Y := {yn ∈ X : n ∈ N}

zárt rendszer az X-ben. Ekkor bármely x ∈ X elem és ε > 0 szám mellett van
olyan α = (αn, n ∈ N) számsorozat, hogy az

{n ∈ N : αn 6= 0}

halmaz véges és
∥∥∥x−

∞∑

n=0

αnyn

∥∥∥ < ε.

Érdemes kihangsúlyozni, hogy adott x ∈ X mellett az előbbi α sorozat minden
tagja függ a ε-tól.

viii) Tehát (folytatva az előbbi megjegyzést) x ∈ X és ε > 0 esetén alkalmas

∑

k

αkyk ∈ L[Y ]

lineáris kombinációval ∥∥∥x−
∑

k

αkyk

∥∥∥ < ε.
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Ha 0 < ε̃ < ε és ∑

j

α̃j ỹj ∈ L[Y ]

olyan, hogy ∥∥∥x−
∑

j

α̃j ỹj

∥∥∥ < ε̃,

akkor a ∑

k

αkyk,
∑

j

α̃j ỹj

kombinációknak általában
”
semmi közük egymáshoz”.

ix) Ugyanakkor tegyük fel, hogy x ∈ X és

en ∈ X (n ∈ N)

olyan sorozat, hogy alkalmas

αk ∈ K (k ∈ N)

együtthatókkal

x =

∞∑

k=0

αkek.

Ekkor bármely ε > 0 esetén van olyan n ∈ N, amellyel az

Sn :=

n∑

k=0

αkek ∈ L[{ek ∈ X : k ∈ N}]

lineáris kombinációra (részletösszegre)

‖x− Sn‖ < ε.

Mivel a feltételezés szerint

Sn → x (n→ ∞),

ezért tetszőleges 0 < ε̃ < ε számot megadva létezik olyan k ∈ N, amellyel

‖x− Sn+k‖ < ε̃.
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A közeĺıtés ḱıvánt
”
pontosságát” jav́ıtva, azaz az ε-t az ε̃-ra cserélve az

Sn+k = Sn +

n+k∑

j=n+1

αjej

közeĺıtés meghatározásakor a
”
régi” adatokat (tehát az α0, ..., αn együtthatókat)

fel tudtuk használni.



2. fejezet

Bázisok

2.1. A bázis fogalma

Számos gyakorlati probléma matematikai modellezésekor (pl. fizikai jelenségek léırása-
kor) használunk vonatkoztatási rendszereket. A koordinátarendszer használata nagy-
ban leegyszerűśıti a modell numerikus kiértékelését, és magát a problémát is jobban
áttekinthetővé teszi. A legegyszerűbbek a véges sok paraméterrel léırható folyamatok,
amikor tehát a matematikai modell alapja egy véges dimenziós tér. Ilyenkor általában
eléggé kézenfekvő a vonatkoztatási rendszer megválasztása. Más a helyzet a végtelen
sok paraméterrel jellemezhető folyamatok léırását illetően. Ekkor a megfelelő vonat-
koztatási rendszer (bázis) megválasztása több problémát vethet fel, sőt, előfordulhat,
hogy a

”
szokásos” értelemben vett koordinátarendszer nem is adható meg.

Legyen (a továbbiakban is) az (X, ‖.‖) Banach-tér,

z = (zk, k ∈ N)

pedig az X-beli elemeknek egy sorozata (
”
rendszere”). Ekkor a z rendszert X-beli

(Schauder-) bázisnak nevezzük, ha minden x ∈ X esetén egyértelműen megadható
olyan α = (αn, n ∈ N) számsorozat, hogy

x =

∞∑

n=0

αnzn.

Világos, hogy minden bázis egyúttal egy lineárisan független elemrendszer. Ha a
térben van bázis, akkor a tér nyilván szeparábilis is. Sokáig nyitott volt a Banach által
felvetett kérdés (

”
bázis-probléma”): van-e minden szeparábilis Banach-térben bázis?

21
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A negat́ıv választ P. Enflo adta meg 1972-73-ban: van olyan szeparábilis Banach-tér,
amelyben nincs bázis. (A kérdésre később még röviden visszatérünk.)

Tekintsük az alábbi példákat.

1o Az előzőek szerint bármely szeparábilis Hilbert-térben van bázis.

2o Az

ℓp, L
p (1 ≤ p < +∞)

terekben (amikor tehát a norma a nullelemtől való távolságot jelenti) van bázis.
Pl. az ℓp-ben a

(δnk, n ∈ N) (k ∈ N)1

sorozatok nyilván bázist alkotnak.

3o Az

X := C[0, 1], ‖f‖∞ := max {|f(x)| : x ∈ [0, 1]} (f ∈ C[0, 1])

térben (a későbbiekben röviden C[0, 1]-et fogunk ı́rni) van bázis. Tegyük fel ui.,
hogy az

A := {tn ∈ [0, 1] : n ∈ N}
halmazra a következők teljesülnek:

• az A sűrű a [0, 1] intervallumban,

• t0 = 0, t1 = 1,

• tk 6= tj (k 6= j ∈ N).

Minden ilyen A halmaz esetén legyen a

ϕn ∈ C[0, 1] (n ∈ N)

”
töröttvonal” (az x0, ..., xn pontokra vonatkozóan) a következő függvény:

ϕ0(x) := 1, ϕ1(x) := x (x ∈ [0, 1]),

továbbá n ≥ 2 esetén

ϕn(x) := 0 (0 ≤ x ≤ tn1, vagy tn2 ≤ x ≤ 1))

1Itt és később is a δnk a
”
szokásos” Kronecker-szimbólum: δnn := 1 és δnk := 0 (k 6= n).
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és

ϕn(tn) := 1.

(Itt tn1 (tn2) jelöli a t0, ..., tn−1 pontok közül a legnagyobb (legkisebb), a tn-nél
kisebb (nagyobb) pontot.)

Belátható, hogy az A halmaz által ı́gy generált (ϕn, n ∈ N) Schauder-szerű
rendszer bázis a C[0, 1]-ben, azaz bármely f ∈ C[0, 1] függvényhez egyértelmű-
en van olyan, az

αn ∈ R (n ∈ N)

számokból álló sorozat, hogy (az egyenletes konvergencia értelmében)

f =

∞∑

n=0

αnϕn.

Az is igaz, hogy az előbbi sor

n∑

k=0

αkϕk (n ∈ N)

ún. n-edik részletösszege az f függvényt a t0, ..., tn pontokban interpoláló
(lineáris) spline.

Mindehhez azt vegyük észre, hogy ha f ∈ C[a, b] és az

αk ∈ R (k ∈ N)

együtthatókkal

f =
∞∑

k=0

αkϕk,

azaz az

Sn :=

n∑

k=0

αkϕk (n ∈ N)

részletösszegek egyenletesen konvergálnak az f -hez, akkor

(∗) α0 = f(0), α1 = f(1), αn = f(tn) −
n−1∑

k=0

αkϕk(tn) (2 ≤ n ∈ N).
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A most már tetszőleges f ∈ C[0, 1] függvényre az előbbi (∗) együtthatókkal
definiált fenti Sn (n ∈ N) részletösszegek a

t0, ..., tn

pontokra nézve lineáris spline-ok. A (∗) rekurzióból rögtön következik, hogy az
Sn ”

interpolál”:

Sn(x) = f(x) (x ∈ {t0, ..., tn}, n ∈ N).

Legyen az ε > 0 tetszőleges, a δ > 0 pedig az f függvény egyenletes folyto-
nossága szerint létező olyan szám, hogy

|f(x) − f(y)| < ε/2 (x, y ∈ [a, b], |x − y| < δ).

Az alappontok sűrűn vannak a [0, 1]-ben, ezért megadható olyan N ∈ N
”
kü-

szöbindex”, amellyel minden N < n ∈ N esetén a [0, 1] intervallumnak a

t0, ..., tn

pontok által meghatározott

τn := {t0, ..., tn}

felosztása már a δ-nál finomabb: ha u, v ∈ τn szomszédosak ebben a felosztás-
ban, akkor

|u− v| < δ.

Legyen x ∈ [0, 1], az
u, v ∈ τn (N < n ∈ N)

pedig olyan szomszédos alappontok a τn-ben, hogy

u ≤ x ≤ v.

Ekkor
|f(x) − Sn(x)| ≤ |f(x) − f(u)| + |f(u) − Sn(x)| =

|f(x) − f(u)| + |Sn(u) − Sn(x)| ≤
|f(x) − f(u)| + |Sn(u) − Sn(v)| = |f(x) − f(u)| + |f(u) − f(v)| < ε,

ı́gy
‖f − Sn‖∞ < ε (N < n ∈ N).
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Tehát

‖f − Sn‖∞ → 0 (n→ ∞),

vagy más szóval (az egyenletes konvergencia értelmében)

f =

∞∑

n=0

αnϕn.

2.2. A bázisok jellemzése, dualitási elv

Legyen a

z = (zn, n ∈ N)

rendszer bázis az (X, ‖.‖) normált térben. Ekkor bármely x ∈ X esetén egyértelműen
megadható az x-et előálĺıtó

x =

∞∑

n=0

αnzn

végtelen sor. Jelöljük itt z∗n(x)-szel az előálĺıtásban szereplő αn együtthatót, valamint
Sn(x)-szel a szóban forgó sor n-edik részletösszegét:

z∗n(x) := αn (n ∈ N),

Sn(x) :=

n∑

k=0

z∗k(x)zk (n ∈ N).

Az ı́gy definiált

z∗n : X → K

koordináta-funkcionálok mindegyike nyilván lineáris. Ugyanez áll az

Sn : X → X

részletösszeg-operátorokra is. Később (ld. 2.4.) megmutatjuk, hogy igaz az alábbi két
(ekvivalens) álĺıtás: bármely n ∈ N esetén z∗n ∈ X∗ és Sn ∈ L(X).

Emlékeztetünk arra, hogy X∗, ill. L(X) jelöli az X → K korlátos lineáris funk-
cionálok, ill. az X → X korlátos lineáris operátorok (Banach-) terét a

”
szokásos”
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funkcionál-, ill. operátornormával ellátva. Hacsak nem okoz félreértést, ez utóbbiakat
is ‖.‖-val fogjuk jelölni: ϕ ∈ X∗, ill. T ∈ L(X) esetén2

‖ϕ‖ := sup{|ϕ(x)| : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1},

ill.
‖T‖ := sup{‖T (x)‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1}.

Mivel bármely x ∈ X elemre

x = lim
n→∞

Sn(x)

(azaz az (Sn, n ∈ N) operátorsorozat erősen konvergens az X-en), ezért (a Banach–
Steinhaus-tétel (ld. 10.1.) miatt)

C := sup{‖Sn‖ : n ∈ N} < +∞

és

‖z∗n‖ ≤ 2C

‖zn‖
(n ∈ N)3.

Legyen
z∗ := (z∗n, n ∈ N).

A z rendszer bázis, ezért

z∗n(zk) = δnk (n, k ∈ N),

más szóval a z és a z∗ rendszer
”
együtt” egyfajta ortogonalitási relációnak tesz eleget.

Ennek fényében vezessük be a következő defińıciót: azt mondjuk, hogy az

xn ∈ X, ϕn ∈ X∗ (n ∈ N)

rendszerek biortogonálisak, ha

ϕn(xk) = δnk (n, k ∈ N).

Ekkor a ∑
(ϕn(x)xn) (x ∈ X)

2A lineáris operátorok helyetteśıtési értékeire (ahol ez nem lenne félrevezető, vagy tipográfiailag
egyszerűśıti a jelölést) a

”
szabványos” T (x) szimbólum helyett egyszerűen Tx-et ı́runk.

3Ui. ‖z∗n(x)zn‖ = |z∗n(x)|· ‖zn‖ = ‖Sn(x) − Sn−1(x)‖ ≤ ‖Sn(x)‖ + ‖Sn−1(x)‖ ≤ 2C (n = 1, 2, ...),
ill. ‖z∗0 (x)z0‖ = |z∗0(x)|· ‖z0‖ = ‖S0(x)‖ ≤ C (x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1).
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végtelen sort4 az x elem biortogonális sorának nevezzük.

Amennyiben tehát a z bázis az X-ben, úgy a z, z∗ rendszerek biortogonálisak.

Ha az x = (xn, n ∈ N) rendszer zárt az X-ben, akkor legfeljebb egy, vele biorto-
gonális X∗-beli rendszer létezik. Legyen ui. a

ϕn ∈ X∗ (n ∈ N)

és a
ψn ∈ X∗ (n ∈ N)

rendszer egyaránt ilyen, amikor is bármely n, k ∈ N indexre

(ϕn − ψn)(xk) = 0.

Ekkor persze az xj-k által kifesźıtett L[x] altér tetszőleges t ∈ L[x] elemére is

(ϕn − ψn)(t) = 0.

Mivel L[x] = X és
ϕn − ψn ∈ X∗,

ı́gy a ϕn − ψn különbség folytonos, ezért egyúttal

(ϕn − ψn)(t) = 0 (t ∈ X)

is igaz. Következésképpen ϕn = ψn.

Tegyük fel, hogy az (X, ‖.‖) normált tér esetén az

xn ∈ X, ϕn ∈ X∗ (n ∈ N)

rendszerek biortogonálisak és legyen

Xn := L[{xk ∈ X : n 6= k ∈ N}] (n ∈ N).

Mivel tetszőleges n ∈ N mellett

ϕn(x) = 0 (x ∈ Xn)

és ϕn(xn) = 1, ezért xn 6∈ Xn. Ezzel kapcsolatos az alábbi értelmezés: azt mondjuk,
hogy az

yn ∈ X (n ∈ N)

4Tehát a
Pn

k=0 ϕk(x)xk (n ∈ N) összegekből álló sorozatot.
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elemekből álló rendszer minimális, ha bármely n ∈ N természetes számra

yn 6∈ L[{yk ∈ X : n 6= k ∈ N}].

Az előbbiek szerint tehát, ha egy X-beli rendszernek van biortogonális társa, akkor
a szóban forgó rendszer minimális. Könnyű megmutatni, hogy ez ford́ıtva is igaz.
Legyen ui. az

xn ∈ X (n ∈ N)

elemek alkotta rendszer minimális, akkor a Hahn–Banach-tétel (ld. 10.2.) egyik követ-
kezményeként tetszőleges n ∈ N választással van olyan ϕn ∈ X∗ funkcionál, amelyre
ϕn(xn) = 1 és a ϕn a zárt

L[{xk ∈ X : N ∋ k 6= n}]

altéren nulla.

Mutassuk meg, hogy minden minimális rendszer egyúttal független is. Legyen ui.
adott az (xn, n ∈ N) minimális rendszer az X-ben és

0 =
∞∑

k=0

βkxk ∈ L[x].

Ha itt valamilyen n ∈ N mellett βn 6= 0, akkor nyilván

xn ∈ L[{xk ∈ X : N ∋ k 6= n}],

ami viszont ellentmond az x minimalitásának. Könnyű ugyanakkor meggondolni,
hogy nem minden lineárisan független rendszer minimális. Hiszen, ha az Y egy olyan
lineárisan független, zárt rendszer az X-ben, hogy X 6= L[Y ], akkor bármely

x ∈ X \ L[Y ]

elemre az {x} ∪ Y rendszer lineárisan független, de nyilván nem minimális. Ui.

x ∈ L[Y ] (= X).

A minimalitás tehát a lineáris függetlenség, mint
”
algebrai” tulajdonság egyfajta

”
topologikus” megszoŕıtása.
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Foglaljuk most össze azokat az ismérveket, amelyeknek egy X-beli elemekből álló
z = (zn, n ∈ N) bázis eleget tesz:

(2.2.1)





i) a z zárt rendszer;

ii) a z minimális rendszer;

iii) sup{‖Sn‖ : n ∈ N} < +∞,

ahol

Sn(x) :=

n∑

k=0

z∗k(x)zk (x ∈ X, n ∈ N)

és a z∗ = (z∗n, n ∈ N) a z-vel biortogonális rendszer.

Megmutatható, hogy a most felsorolt (szükséges) feltételek elégségesek is ahhoz,
hogy a z rendszer bázis legyen. Más szóval igaz az alábbi alaptétel:

2.2.1. Tétel. Az X-beli z = (zn, n ∈ N) rendszer akkor és csak akkor bázis az
X-ben, ha teljesülnek a (2.2.1) feltételek.

Valóban, ha a (2.2.1) feltételrendszer igaz, akkor bármely k ∈ N esetén

Sn(zk) = zk (k ≤ n ∈ N),

ı́gy
lim

n→∞
Sn(zk) = zk.

Tehát az (Sn, n ∈ N) sorozat a zárt z rendszer tagjain konvergens. Következéskép-
pen a (2.2.1) iii) feltétel miatt alkalmazható a Banach–Steinhaus-tétel (ld. 10.1.),
miszerint az (Sn, n ∈ N) sorozat erősen konvergál az

X ∋ x 7→ x

(identikus) leképezéshez.

Alkalmazzuk az előbbi 2.2.1. Tételt az X helyett az X∗-ra, a z helyett a z∗-ra.
Jelöljük ehhez U -val a z∗ rendszer X∗-beli lezárását. Ekkor az U egy zárt altér az
X∗-ban, a z∗ pedig nyilván zárt rendszer az U -ban. Adott n ∈ N esetén legyen
továbbá z∗∗n ∈ X∗∗ az a funkcionál, amelyre

z∗∗n (ϕ) := ϕ(zn) (ϕ ∈ X∗).
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A Hahn–Banach-tétel (ld. 10.2.) következményeit figyelembe véve

‖z∗∗n ‖ = ‖zn‖ (n ∈ N).

Ez azt jelenti, hogy (az X tér X∗∗-ba való

Φx(ϕ) := ϕ(x) (x ∈ X, ϕ ∈ X∗)

kanonikus beágyazására nézve) a z azonośıtható a

(z∗∗n , n ∈ N)

rendszerrel. Ilyen értelemben is tehát az X∗-beli z∗ rendszernek a z a biortogonális
társa. A gondolatmenetet folytatva belátható, hogy a most vizsgált esetben teljesülnek
a (2.2.1) feltételek. Sőt, S∗

n-gal (n ∈ N) jelölve (az U -beli) z∗ rendszer szerint vett
n-edik részletösszeg-operátort, a következő tételt kapjuk (dualitási elv):

2.2.2. Tétel. A z∗ rendszer bázis az U-ban és

‖S∗
n‖ = ‖Sn‖ (n ∈ N).

A 2.2.1. Tételben szereplő (2.2.1) iii) feltétel felhasznál egy, a rendszeren
”
ḱıvüli”

eszközt is, ti. a z∗ (a z-vel) biortogonális rendszert. Hogyan lehet kizárólag a z
rendszer seǵıtségével eldönteni azt, hogy az bázis-e vagy sem? Ezzel kapcsolatos a

2.2.3. Tétel. Legyen adott egy z = (zn, n ∈ N) rendszer az (X, ‖.‖) Banach-
térben. Tegyük fel, hogy zn 6= 0 (n ∈ N). Ekkor a z pontosan abban az esetben
bázis az L[z] altérban, ha van olyan B > 0 konstans, hogy

(2.2.2)
∥∥∥

n∑

k=0

βkzk

∥∥∥ ≤ B· ‖x‖
(
x =

∞∑

k=0

βkzk ∈ L[z], n ∈ N
)
.

Ugyanis egyrészt világos, hogy minden bázis rendelkezik a (2.2.2) tulajdonsággal.
Másrészt, ha a (2.2.2) feltétel teljesül, akkor bármely m,n ∈ N és a (2.2.2)-ben
szereplő x elem esetén

∥∥∥
n∑

k=m

βkzk

∥∥∥ ≤ 2B· ‖x‖,
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ezért a z lineárisan független rendszer5. A

z∗n(x) := βn

(
x =

∞∑

k=0

βkzk ∈ L[z], n ∈ N
)

egyenlőséggel definiált
z∗n : L[z] → K

lineáris funkcionálok korlátosak:

|z∗n(x)| = |βn| =
‖βnzn‖
‖zn‖

≤ 2B· ‖x‖
‖zn‖

(
n ∈ N, x =

∞∑

k=0

βkzk ∈ L[z]
)
.

A Hahn–Banach-tétel (ld. 10.2.) alapján a z∗n (n ∈ N) funkcionál (a normája meg-
tartásával) kiterjeszthető az L[z]-ra (a kiterjesztést is z∗n-gal fogjuk jelölni). Az ı́gy
értelmezett

z∗ := (z∗n, n ∈ N)

rendszer és a z nyilván biortogonálisak. A (2.2.2) feltétel miatt az

Sn(x) :=
n∑

k=0

z∗k(x)zk (x ∈ L[z], n ∈ N)

operátorok az L[z]-n – és ı́gy az L[z]-n is – egyenletesen korlátosak. Mivel bármely
x ∈ L[z] elemre

lim
n→∞

Sn(x) = x,

ezért a Banach–Steinhaus-tétel (ld. 10.1.) alapján ugyanez igaz x ∈ L[z] mellett is.

A (2.2.2) tulajdonságból kiindulva vezessük be a következő fogalmat. Valamilyen
X-beli z = (zn, n ∈ N) lineárisan független rendszer és

x =

∞∑

k=0

βkzk ∈ L[z]

esetén legyen

̺(x) := sup
{∥∥∥

n∑

k=0

βkzk

∥∥∥ : n ∈ N
}
.

5Ti. m = n esetén |βn|· ‖zn‖ ≤ 2B· ‖x‖, ha tehát x = 0, akkor βn = 0.
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A
Bz := sup{̺(x) : x ∈ L[z], ‖x‖ ≤ 1}

számot (vagy a +∞-t) a z rendszer Banach-konstansának nevezzük. A 2.2.3. Tétel
alapján azt mondhatjuk, hogy amennyiben a z zárt rendszer az X-ben, akkor az
alábbi ekvivalencia teljesül:

a z bázis az X-ben ⇐⇒ Bz < +∞.

Mivel bármely x ∈ L[z] helyen nyilván

̺(x) ≥ ‖x‖,

ezért Bz ≥ 1. Ha pl. az (X, 〈, 〉) Hilbert-térről van szó és a z ONR az X-ben, akkor

̺(x) = ‖x‖ (x ∈ L[z])6,

más szóval Bz = 1.

2.3. Bázis-probléma (CAP)

A 2.2.1. Tétel egy adott rendszerről dönti el, hogy az bázis-e a térben vagy sem.
Hogyan lehet magáról az (X, ‖.‖) Banach-térről eldönteni, hogy van-e benne bázis?
Ennek egy szükséges feltételét fogalmazzuk meg az alábbiakban.

Vezessük be ehhez a következő jelölést:

K(X) := {A ∈ L(X) : A kompakt}

(az L(X)-beli kompakt operátorok7 halmaza). Tetszőlegesen választott

∅ 6= Y ⊂ X, Y 6= {0}

korlátos részhalmaz egy félnormát indukál az L(X)-ben az alábbiak szerint:

‖A‖Y := sup{‖A(x)‖ : x ∈ Y } (A ∈ L(X)).8

6Ekkor ui. (a fenti jelölésekkel) ̺(x) = sup{
pPn

k=0 |βk|2 : n ∈ N} =
pP∞

k=0 |βk|2 = ‖x‖.
7Emlékeztetünk rá, hogy egy A ∈ L(X) operátort akkor nevezünk kompaktnak, ha bármelyik

X-beli korlátos Y részhalmaznak az A által léteśıtett A[Y ] képe (az X-ben) relat́ıv kompakt, azaz
az A[Y ] lezárás kompakt. Ismeretes, hogy a K(X) halmaz (a kompoźıció képzésre nézve) kétoldali
ideál az L(X) algebrában. Ha pl. az A képe (A[X]) véges dimenziós, akkor A ∈ K(X).

8Mivel ‖A(x)‖ ≤ ‖A‖· ‖x‖ ≤ ‖A‖· sup{‖y‖ : y ∈ Y } < +∞ (x ∈ Y ), ezért ‖AY ‖ < +∞.
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Ha a z bázis az X-ben és az ∅ 6= Y ⊂ X halmaz kompakt, akkor könnyen belátható,
hogy az Y halmazon az (Sn, n ∈ N) sorozat (ld. 2.2.1. Tétel) egyenletesen konver-
gens. Sőt, bármely erősen (azaz pontonként) konvergens

An ∈ L(X) (n ∈ N)

operátorsorozat esetén igaz, hogy tetszőleges kompakt ∅ 6= Y ⊂ X halmazon az (An)
sorozat (pontonként) egyenletesen konvergens. Ti. legyen

A(x) := lim
n→∞

An(x) (x ∈ X),

ekkor a Banach–Steinhaus-tétel (ld. 10.1.) miatt

∆n := An −A ∈ L(X) (n ∈ N),

továbbá

σ := sup
n

‖∆n‖ < +∞.

Az

X ∋ x 7→ ‖∆n(x)‖
operátor folytonossága és az Y halmaz kompaktsága alapján van olyan xn ∈ Y, hogy

‖∆n‖Y = ‖∆n(xn)‖ (n ∈ N).

A szóban forgó álĺıtásunk azt jelenti, hogy

‖∆n‖Y → 0 (n→ ∞).

Ha ez nem lenne igaz, akkor egy alkalmas

nk ∈ N (k ∈ N)

indexsorozattal és egy C > 0 konstanssal

‖∆nk
‖Y = ‖∆nk

(xnk
)‖ ≥ C (k ∈ N)

teljesülne. Az Y halmaz kompakt lévén feltehető, hogy az (xnk
) sorozat konvergens

és

x := lim
k→∞

xnk
∈ Y.
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Az (An) sorozatról mondottak szerint

lim
k→∞

∆nk
(x) = 0.

Ugyanakkor
‖∆nk

(x)‖ ≥ ‖∆nk
(xnk

)‖ − ‖∆nk
(x− xnk

)‖ ≥
C − ‖∆nk

‖· ‖x − xnk
‖ ≥ C − σ· ‖x− xnk

‖ → C (k → ∞).

Következésképpen
lim inf
k→∞

‖∆nk
(x)‖ ≥ C > 0,

ami ellentmond a feltételezésünknek.

Mivel bármely n ∈ N indexre9 Sn ∈ K(X), ezért minden A ∈ L(X) operátorra
teljesül az, hogy

A ◦ Sn ∈ K(X).

Az előbb mondottakra (is) hivatkozva bármely ε > 0 szám és

∅ 6= Y ⊂ X, Y 6= {0}

kompakt halmaz mellett van olyan n ∈ N, amellyel10

‖Sn − I‖Y = sup{‖Sn(x) − x‖ : x ∈ Y } ≤ ε.

Innen azt kapjuk, hogy

‖A ◦ Sn −A‖Y = sup{‖A(Sn(x)) −A(x)‖ : x ∈ Y } =

sup{‖A(Sn(x) − x)‖ : x ∈ Y } ≤ ‖A‖· ‖Sn − I‖Y ≤ ‖A‖· ε.
Ezzel azt láttuk be, hogy tetszőlegesen adott {0} 6= Y ⊂ X (nem üres) kompakt
részhalmaz, valamint akármelyik A ∈ L(X) operátor és ε > 0 szám esetén van olyan
B ∈ K(X), hogy

‖B −A‖Y < ε.

Tehát a ‖.‖Y félnormára nézve a K(X) halmaz sűrű az L(X)-ben. Ezt röviden úgy
mondjuk, hogy teljesül a kompakt approximációs tulajdonság (compact approximation
property – CAP). Következésképpen, ha egy Banach-tér nem rendelkezik a CAP-pal,
akkor nincs benne bázis.

9Az Sn[X] képhalmaz nyilván véges dimenziós altér.
10Az I(x) := x (x ∈ X) jelölést használva.
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Az utóbbi tulajdonságú terek konstrukciójához (azaz a bázisprobléma
”
megoldá-

sához”) tekintsünk egy

Φ : L(X) → K

lineáris funkcionált. Ha az

∅ 6= Y ⊂ X, Y 6= {0}
korlátos halmaz, akkor a Φ funkcionált Y -korlátosnak mondjuk, ha egy alkalmas,
legfeljebb az Y -tól függő CY > 0 konstanssal

|Φ(A)| ≤ CY · ‖A‖Y (A ∈ L(X)).

Legyen ezek után A ∈ L(X) és ε > 0, a B ∈ K(X) pedig olyan, hogy

‖A−B‖Y < ε.

Ekkor

|Φ(A) − Φ(B)| = |Φ(A−B)| ≤ CY · ‖A−B‖Y ≤ CY · ε.
Innen világos, hogy ha létezik az X térnek olyan Y 6= {0} nem üres kompakt rész-
halmaza és olyan Y -korlátos

Φ : L(X) → K

lineáris funkcionál, amelyre

Φ(B) = 0 (B ∈ K(X)),

továbbá valamilyen A ∈ L(X) esetén Φ(A) 6= 0, akkor a szóban forgó Banach-tér
nem rendelkezik a kompakt approximációs tulajdonsággal.

Tekintsük a

W := {wn : n ∈ N}
Walsh (–Paley)-függvényrendszert (ld. 5.4.). A keresett (X, ‖.‖) térről feltesszük,
hogy

W ⊂ X ⊂ L1[0, 1], 11

‖f‖1 ≤ ‖f‖ (f ∈ X)

és

sup{‖w‖ : w ∈W} < +∞.

11Tehát az X bármely f eleme f : [0, 1] → R t́ıpusú Lebesgue-integrálható függvény.
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A W halmaz a függvényszorzásra, mint multiplikat́ıv műveletre nézve csoportot alkot.
Jelentse a G a W csoport véges részcsoportjainak a halmazát. Egy G ∈ G részcso-
portnak a számosságát a |G| szimbólummal fogjuk jelölni. Ha pl. 0 < n ∈ N és

G := Wn := {rk : k = 0, ..., n − 1}

(ahol rk a k-adik Rademacher-függvény (ld. 2.6.)), akkor nyilván

W0 := {w0}, Wn ∈ G.

Valamely A ∈ L(X) operátor és G ∈ G részcsoport esetén legyen

ΦG(A) :=
1

|G| ·
∑

w∈G

〈w,A(w)〉 :=
1

|G| ·
∑

w∈G

∫ 1

0
wA(w).

Ekkor a
Φn := ΦWn (n ∈ N)

(nyilván lineáris funkcionál-)sorozatra

lim
n→∞

Φn(I) = 1.

Megmutatható továbbá, hogy

lim
n→∞

Φn(B) = 0 (B ∈ K(X)).

Valóban, ha B ∈ K(X), akkor a B[W ] halmaz kompaktsága (azaz teljesen korlátos-
sága) miatt tetszőleges ε > 0 számhoz megadható véges sok

g0, ..., gm ∈ X

elem (valamilyen m ∈ N mellett) úgy, hogy ha n ∈ N, akkor egy

νn = 0, ...,m

indexre
‖B(wn) − gνn‖ < ε.

Így – alkalmazva a

|〈w, g〉| ≤ ‖g‖1· ‖w‖∞ = ‖g‖1 ≤ ‖g‖ (w ∈W,g ∈ X)
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becslést – azt mondhatjuk, hogy

|Φn(B)| =
1

2n
·
∣∣∣∣∣
2n−1∑

k=0

〈wk, B(wk)〉
∣∣∣∣∣ ≤

1

2n
·
2n−1∑

k=0

|〈wk, B(wk) − gνk
〉| + 1

2n
·
2n−1∑

k=0

|〈wk, gνk
〉| ≤ ε+

m∑

l=0

1

2n
·
2n−1∑

k=0

|〈wk, gl〉|.

Mivel
lim

j→∞
〈wj , g〉 = 0 (g ∈ X),

ezért

lim
n→∞

1

2n
·
2n−1∑

k=0

|〈wk, gνk
〉| = 0

is igaz. Mindez azt jelenti, hogy

lim sup
n→∞

|Φn(B)| ≤ ε,

amiből
lim

n→∞
Φn(B) = 0

már triviálisan következik.

Sőt, ha megadható véges

Yn ⊂ X (N0 < n ∈ N)

halmazoknak olyan sorozata (valamilyen N0 ∈ N indexszel), hogy egy alkalmas C > 0
együtthatóval

• |Φn(A) − Φn−1(A)| ≤ C· ‖A‖Yn (N0 < n ∈ N, A ∈ L(X)) és

• ∑∞
n=N0+1 max{‖f‖ : f ∈ Yn} < +∞,

akkor létezik a
Φ(A) := lim

n→∞
Φn(A) (A ∈ L(X))

limeszfunkcionál is, ami egy alkalmas Y ⊂ X nem üres kompakt halmazra Y -korlátos.
Ezt igazolandó válasszunk ui. egy olyan pozit́ıv számokból álló (βn, n ∈ N) sorozatot,
amelyre βN0 := 1,

lim
n→∞

βn = +∞
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és ∞∑

n=N0+1

αnβn < +∞,

ahol
αn := max{‖f‖ : f ∈ Yn} (N0 < n ∈ N).

Legyen αN0 := 1. Ekkor az

Y := {0}
⋃( ∞⋃

n=N0

{f/(αnβn) : f ∈ Yn}
)

halmaz kompakt és12

|Φk(A) − Φk−1(A)| ≤ C· ‖A‖Yk
= Cαkβk· ‖A‖Yk/(αkβk) ≤

Cαkβk· ‖A‖Y ≤ Cγαkβk· ‖A‖ (N0 < k ∈ N).

Tehát bármely N0 < n < m indexpárra

|Φn(A) − Φm(A)| =

∣∣∣∣∣
m∑

k=n+1

(Φk−1(A) − Φk(A))

∣∣∣∣∣ ≤

Cγ· ‖A‖·
∞∑

k=n+1

αkβk → 0 (n→ ∞),

ı́gy a (Φn(A)) sorozat valóban konvergens. Ugyanakkor az

YN0 :=
{
wk ∈W : k < 2N0

}

halmazzal

|ΦN0(A)| ≤ 1

2N0
·
2N0−1∑

k=0

‖A(wk)‖ ≤ ‖A‖YN0
≤ ‖A‖Y ,

amiből bármely N0 < n ∈ N esetén

|Φn(A)| ≤ |ΦN0(A)| +
n∑

k=N0+1

|Φk(A) − Φk−1(A)| ≤

12A γ := sup{‖f‖ : f ∈ Y } jelöléssel.
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≤
(
1 + C·

∞∑

k=N0+1

αkβk

)
· ‖A‖Y =: q· ‖A‖Y ,

ezért egyúttal
|Φ(A)| ≤ q· ‖A‖Y

következik. Más szóval a Φ funkcionál Y -korlátos. Az előbbiek szerint tehát a most
vizsgált Banach-térben nem igaz a CAP.

A (nem triviális) részletek mellőzésével a következőket jegyezzük meg csupán. Le-
gyen az (X ,Ω, µ) egy valósźınűségi mértéktér (Kolmogorov-mező), a B pedig az Ω
rész-szigma-algebráinak egy megszámlálható halmaza. Ha B ∈ B, akkor EB jelentse
a B-re vonatkozó feltételes várható érték operátort. Feltesszük, hogy

{∅,X} ∈ B,

valamint a B teljes a következő értelemben: ha

f : X → R

(a µ-re nézve) integrálható függvény és

EBf = 0 (B ∈ B),

akkor f = 0. Az előbbi integrálható f esetén legyen továbbá

‖f‖B := sup
B∈B

‖EB(|f − EBf |)‖∞

(az f ún. BMO-normája).

Válasszuk speciálisan az X := [0, 1) halmazt, az Ω legyen a [0, 1) intervallum
Lebesgue-mérhető részhalmazainak a szigma-algebrája, ill. legyen a µ mérték a meg-
felelő Lebesgue-mérték. A

[k2−n, (k + 1)2−n) (n ∈ N, k = 0, ..., 2n − 1)

diadikus intervallumokra nézve lépcsős függvények halmaza pedig legyen L. Végül,
egy fenti tulajdonságú B esetén jelöljük VMO(B)-vel az L halmaz ‖.‖B-normában
való lezártját. Ekkor a (VMO(B), ‖.‖B) szeparábilis Banach-tér.

Belátható, hogy alkalmas B-re a (VMO(B), ‖.‖B) tér rendelkezik azokkal a tulaj-
donságokkal, amelyek a fentiekben a CAP tagadását eredményezték. Más szóval:
ekkor a (VMO(B), ‖.‖B) térben nincs Schauder-bázis.
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2.4. Az együtthatók tere

Az (X, ‖.‖) normált térbeli z = (zn, n ∈ N) bázis esetén definiáljuk az X̂z teret az
alábbiak szerint:

X̂z :=

{
(an, n ∈ N) : an ∈ K (n ∈ N),

∞∑

n=0

anzn ∈ X

}
.

A (számsorozatok körében) szokásos műveletekre nézve az előbbi X̂z halmaz nyilván
vektortér a K felett, az

|a|z := sup

{∥∥∥∥∥
n∑

k=0

akzk

∥∥∥∥∥ : n ∈ N

}
(a = (an, n ∈ N) ∈ X̂z)

módon definiált |.|z leképezés pedig norma az X̂z-n. Egyszerűen megmutatható, hogy
ez az X̂z tér a |.|z normára nézve Banach-tér.

Jelöljük Φ-vel azt a
Φ : X̂z → X

leképezést, amire

Φ(a) :=

∞∑

n=0

anzn (a = (an, n ∈ N) ∈ X̂z).

Világos, hogy ez a Φ egy invertálható, lineáris operátor. Mivel

‖Φ(a)‖ = lim
n→∞

∥∥∥
n∑

k=0

akzk

∥∥∥,

ezért
‖Φ(a)‖ ≤ |a|z (a ∈ X̂z),

más szóval a Φ korlátos is. Így a Banach-féle inverz-tétel (ld. 10.8.) miatt a

Φ−1 : X → X̂z

inverz leképezés is korlátos (lineáris) operátor. Tehát van olyan M > 0 konstans,
amellyel

|Φ−1(x)|z = sup
{∥∥∥

n∑

k=0

z∗k(x)zk

∥∥∥ : n ∈ N
}
≤M · ‖x‖ (x ∈ X)
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teljesül.

Ezzel beláttuk azt a korábban már emĺıtett tényt, miszerint

Sn ∈ L(X) (n ∈ N)

2.5. Ekvivalens bázisok

Legyen a z = (zn, n ∈ N) rendszer az (X, ‖.‖X ) Banach-térben, az u = (un, n ∈ N)
pedig az (Y, ‖.‖Y ) Banach-térben egy-egy bázis. Azt mondjuk, hogy a z, u rendszerek
ekvivalens bázisok, ha

X̂z = Ŷu.

A korábban mondottak alapján pl. egy szeparábilis Hilbert-térben bármely két orto-
normált bázis ekvivalens. A Banach–Steinhaus-tétel (ld. 10.1.) miatt ekvivalens z, u
bázisok esetén vannak olyan A,B > 0 konstansok, hogy minden

v =
∞∑

k=0

βkzk ∈ L[z]

elemre

(∗) A· ‖v‖X ≤
∥∥∥

∞∑

k=0

βkuk

∥∥∥
Y
≤ B· ‖v‖X

teljesül. Vegyük észre, hogy a (∗) reláció nem csupán bázisokra, hanem tetszőleges
rendszerekre is megfogalmazható.

Ezzel kapcsolatos az alábbi értelmezés: tegyük fel, hogy a z = (zk, k ∈ N) és az
u = (uk, k ∈ N) egy-egy lineárisan független rendszer (rendre) az X-ben és az Y -ban.
Azt mondjuk, hogy a z, u ekvivalens rendszerek, ha alkalmas A,B > 0 konstansokkal
a fenti (∗) becslés teljesül minden L[z]-beli

v =

∞∑

k=0

βkzk

elemre.

Vezessük be a következő jelölést: a (z, u) ∈ [X,Y ] szimbólum jelentse azt, hogy
az X-beli z rendszer ekvivalens az Y -beli u rendszerrel. Nyilvánvaló, hogy ha a z



42 FEJEZET 2. BÁZISOK

és az u egy-egy bázis a megfelelő terekben, akkor az előbbi két értelmezés egymással
ekvivalens. Ebben az esetben a z∗, u∗ (a z-vel, ill. az u-val) biortogonális rendsze-
rekre

(z∗, u∗) ∈ [X∗, Y ∗].

A (∗) feltétel teljesülése nyilván azt jelenti, hogy a

T (zn) := un (n ∈ N)

utaśıtással értelmezett

T : L[z] → L[y]

lineáris operátor (kanonikus izomorfizmus) folytonos. Speciálisan, ha a z, u rend-
szerek ekvivalens bázisok, akkor a T kiterjeszthető egy X-ről az Y -ra ható lineáris
homeomorfizmussá. Ha még az is teljesül, hogy a z∗ = (z∗n, n ∈ N) az X∗-ban, az
u∗ = (u∗n, n ∈ N) pedig az Y ∗-ban bázis, akkor a

T ∗(u∗n) := z∗n (n ∈ N)

hozzárendeléssel definiált

T ∗ : Y ∗ → X∗

kanonikus izomorfizmusról könnyen megmutatható, hogy az a T adjungáltja. Ezért

‖T‖ = ‖T ∗‖.

Ha csak annyit tudunk, hogy a z bázis az X-ben, valamint

(z, u) ∈ [X,Y ]

és az u zárt rendszer az Y -ban, akkor a (∗) miatt az u-ra fennállnak a (2.2.1)
feltételek, azaz a 2.2.1. Tétel alapján az u bázis az Y -ban.

Tegyük fel most azt, hogy az X térben13 adott egy z = (zn, n ∈ N) bázis, legyen a
(z∗n, n ∈ N) a z-vel biortogonális rendszer. A következő tétel a z -nek megfelelő ekvi-
valens bázisok konstrukciójára ad lehetőséget, egyúttal a bázisok egyfajta

”
stabilitási”

tulajdonságát is kifejezi.

13A továbbiakban ‖.‖X helyett is ‖.‖-t ı́runk.
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2.5.1. Tétel. Ha az y = (yn, n ∈ N) olyan X-beli rendszer, amelyre

δ :=

∞∑

n=0

‖zn − yn‖· ‖z∗n‖ < 1,

akkor az y bázis az X-ben és ekvivalens a z-vel.

Legyen ui.

x =

∞∑

n=0

z∗n(x)zn ∈ X

esetén

T (x) :=

∞∑

n=0

z∗n(x)yn.

Ez utóbbi sor konvergens, mivel bármely

m,n ∈ N, m ≤ n

mellett ∥∥∥
n∑

k=m

z∗k(x)yk

∥∥∥ ≤
∥∥∥

n∑

k=m

z∗k(x)(yk − zk)
∥∥∥+

∥∥∥
n∑

k=m

z∗k(x)zk

∥∥∥ ≤

‖x‖·
n∑

k=m

‖zk − yk‖· ‖z∗k‖ +
∥∥∥

n∑

k=m

z∗k(x)zk

∥∥∥→ 0 (m,n → ∞).

A

T : X → X

operátor nyilván lineáris és

‖T (x)‖ ≤ ‖T (x) − x‖ + ‖x‖ ≤
∞∑

n=0

|z∗n(x)|· ‖zn − yn‖ + ‖x‖ ≤

( ∞∑

n=0

‖z∗n‖· ‖zn − yn‖ + 1
)
· ‖x‖ = (δ + 1)· ‖x‖ (x ∈ X)

miatt korlátos is. Továbbá (ugyańıgy)

‖T (x)‖ ≥ ‖x‖ − ‖T (x) − x‖ ≥ (1 − δ)· ‖x‖ (x ∈ X),
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tehát a T injekt́ıv és a T [X] képhalmaz zárt altér az X-ben.

Megmutatjuk, hogy az y zárt rendszer. Különben a Hahn–Banach-tétel (ld. 10.2.)
miatt lenne olyan

0 6= ϕ ∈ X∗

funkcionál, hogy
ϕ(yk) = 0 (k ∈ N).

Ekkor viszont

|ϕ(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

z∗n(x)ϕ(zn)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

∞∑

n=0

z∗n(x)ϕ(zn − yn)

∣∣∣∣∣ ≤

∞∑

n=0

‖z∗n‖· ‖zn − yn‖· ‖ϕ‖· ‖x‖ = δ· ‖ϕ‖· ‖x‖ (x ∈ X),

ami δ < 1 alapján nem lehetséges. Végül,

X = L[y] ⊂ L[T [X]] = T [X],

ı́gy T [X] = X. A T ∈ L(X) operátor tehát bijekció, amiből (a Banach-féle inverz
tételt (ld. 10.8.) is figyelembe véve) a 2.5.1. Tétel minden álĺıtása már következik.

2.6. Feltétlen bázisok

Emlékeztetünk a zárt rendszer és a bázis viszonyát illetően egy momentumra: mı́g a
(megszámlálható) rendszer zártságának a fogalma nem tételez fel semmiféle sorbaren-
dezést sem a rendszer elemei között, addig a bázis (mint többek között zárt rendszer)
fogalma kötődik (az indexezéssel megvalóśıtott) sorbarendezéshez.

Legyen adott az (X, ‖.‖) Banach-térben egy Y ⊂ X megszámlálható, lineárisan
független, zárt rendszer és vezessük be a következő jelölést: valamilyen

t : N → Y

bijekció esetén legyen
yt := (t(n), n ∈ N)

(az Y elemei
”
t-sorrendben”). Az Y zárt rendszert illetően a kérdés az, hogy van-e

olyan előbbi t bijekció, hogy az yt rendszer bázis az X-ben?

A következő két példa a kérdést illetően a szélsőségekre viláǵıt rá.
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1o Tekintsük a (C[0, 1], ‖.‖∞) térben az

Y := {[0, 1] ∋ x 7→ xn : n ∈ N}

halmazt. Az ismert Weierstrass-tétel szerint az Y egy (megszámlálható) zárt
rendszer a C[0, 1]-ben, de a Müntz-tétel (ld. 10.6.) értelmében nincs olyan

t : N → Y

bijekció, amelyre az yt rendszer bázis lenne a C[0, 1]-ben. (Ui. bármelyik ilyen
t esetén az yt nem minimális rendszer.)

2o Ha az (X, 〈, 〉) Hilbert-tér14, az Y ⊂ X pedig egy olyan megszámlálható, zárt
rendszer, amelyre

〈x, y〉 = δxy (x, y ∈ Y )

fennáll (az Y egy ONR), akkor a Riesz–Fischer-tétel (ld. 10.3.) miatt bármely

t : N → Y

bijekcióra az yt bázis az X-ben.

Vegyük észre, hogy ha valamilyen

t0 : N → Y

bijekció esetén az yt0 -nak van biortogonális társa, legyen ez

Φ : N → X∗,

akkor bármely
t : N 7→ Y

bijekció mellett az yt és a
Φ ◦ t−1

0 ◦ t
biortogonális. Mivel az Y zárt rendszer, ezért az előbbi yt-nek ez az egyetlen bior-
togonális társa, amit a Φ-ből ugyanazzal az átrendezéssel kapunk, mint az yt-t az
yt0-ból. Ha tehát az yt0 és az yt is bázis az X-ben,

yt0 =: (yn, n ∈ N)

14Tehát ‖x‖ =
p

〈x, x〉 (x ∈ X).
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és
σ := t−1

0 ◦ t,
akkor bármely x ∈ X esetén

∞∑

n=0

y∗n(x)yn =
∞∑

n=0

y∗σn
(x)yσn (= x).

A fentiek motiválják a következő defińıciót: azt mondjuk, hogy az X-beli

z = (zn, n ∈ N)

bázis feltétlen bázis az X-ben, ha minden

σ : N → N

permutációra a
z ◦ σ = (zσn , n ∈ N)

rendszer bázis az X-ben.

Ekkor tehát a ∞∑

n=0

z∗n(x)zn (x ∈ X)

végtelen sor minden átrendezése konvergens (és konvergál az x-hez). Megmutatható,
hogy ez utóbbi a következővel ekvivalens: bármely x ∈ X és

ε = (εn, n ∈ N) : N → {−1, 1}

(
”
előjel”-) sorozat esetén a

∞∑

n=0

εnz
∗
n(x)zn

sor konvergens.

Jelöljük a fenti előjelsorozatok halmazát ℓ±-szal és legyen

Sε
n(x) :=

n∑

k=0

εkz
∗
k(x)zk (x ∈ X, n ∈ N, ε = (εk, k ∈ N) ∈ ℓ±).

A 2.5.1. Tételhez hasonlóan mutatható meg, hogy igaz a



2.6. FELTÉTLEN BÁZISOK 47

2.6.1. Tétel. Tegyük fel, hogy a z = (zn, n ∈ N) rendszer zárt és minimális az
X-ben. Ekkor a

sup{‖Sε
n‖ : n ∈ N, ε ∈ ℓ±} < +∞

feltétel szükséges és elégséges ahhoz, hogy a z feltétlen bázis legyen az X-ben.

Ha a z = (zn, n ∈ N) feltétlen bázis, akkor bármely ε ∈ ℓ± mellett az (Sε
n, n ∈ N)

operátorsorozat

T ε
z : X → X

erős limesze, azaz a

T ε
z (x) := lim

n→∞
Sε

n(x) (x ∈ X)

hozzárendeléssel definiált operátor korlátos lineáris operátor az X-en. Mivel

x = T ε
z (T ε

z (x)) (x ∈ X),

ezért

‖T ε
z (x)‖ ≥ ‖x‖

‖T ε
z ‖

(x ∈ X).

Sőt, igaz a következő tétel.

2.6.2. Tétel. Az X-beli zárt és minimális z = (zn, n ∈ N) rendszer pontosan
akkor feltétlen bázis az X-ben, ha

i) minden ε ∈ ℓ± mellett T ε
z ∈ L(X) és

ii) vannak olyan A,B > 0 konstansok, hogy

(∗) A· ‖x‖ ≤ ‖T ε
z (x)‖ ≤ B· ‖x‖ (x ∈ X, ε ∈ ℓ±).

Az itteni (∗) feltételt a következő ekvivalens alakban is megfogalmazhatjuk. Le-
gyen az

r0 : R → R

függvény 1 szerint periodikus,

r0(x) :=





+1 (0 ≤ x < 1/2)

−1 (1/2 ≤ x < 1)
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és
rn(x) := r0(2

nx) (x ∈ [0, 1], n ∈ N).

Az
R := (rn, n ∈ N)

Rademacher-rendszerről megmutatható, hogy minden olyan ε ∈ ℓ± esetén, amelyre

lim
n→∞

εn 6= −1,

egyértelműen létezik egy t ∈ [0, 1] szám úgy, hogy

ε = (rn(t), n ∈ N).

Mivel nyilván tetszőleges t ∈ [0, 1] mellett

(rn(t), n ∈ N) ∈ ℓ±,

ezért a

T t
z(x) :=

∞∑

k=0

rk(t)z
∗
k(x)zk (t ∈ [0, 1], x ∈ X)

jelöléssel a (∗) ekvivalens a következővel:

(∗∗) A· ‖x‖ ≤ ‖T t
z(x)‖ ≤ B· ‖x‖ (x ∈ X, t ∈ [0, 1]).

2.7. Riesz-bázisok

Legyen adott az (X, 〈, 〉) szeparábilis Hilbert-térben egy

z = (zn, n ∈ N)

(nem feltétlenül ortonormált) teljes rendszer. (A szóban forgó rendszer indexezésére
később az N helyett az egész számok Z halmazát is fogjuk időnként használni.)
Feltesszük, hogy az X-ben van a z-vel biortogonális rendszer, legyen ez

z∗ = (z∗n, n ∈ N).

Azt mondjuk, hogy a z rendszer Bessel-szerű, ha bármely y ∈ X esetén15

(〈y, z∗n〉, n ∈ N) ∈ ℓ2,

15A jelölést illetően ld. 2.8. i) megjegyzés.
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azaz ∞∑

n=0

|〈y, z∗n〉|2 < +∞.

Megmutatjuk, hogy az ilyen rendszerek bizonyos értelemben
”
közel” állnak az or-

tonormált rendszerekhez. Legyen ehhez az (xn, n ∈ N) ortonormált bázis az X-ben,
ekkor a Riesz–Fischer-tétel (ld. 10.3.) miatt minden y ∈ X elemhez egyértelműen
megadható olyan ỹ ∈ X elem, hogy

〈y, z∗n〉 = 〈ỹ, xn〉 (n ∈ N).

Az

A(y) := ỹ (y ∈ X)

megfeleltetéssel értelmezett

A : X → X

operátor nyilván lineáris és

A(zn) = xn (n ∈ N),

továbbá az ismert Gelfand-tétel (ld. 10.1.) miatt korlátos is. Könnyű belátni, hogy az
előbb mondottak

”
megford́ıtása” is igaz, nevezetesen, ha az (xn, n ∈ N) ortonormált

bázis az X-ben, A ∈ L(X) és

xn = A(zn) (n ∈ N),

akkor a (zn, n ∈ N) rendszer Bessel-szerű.

A fentiek alapján tehát egy z Bessel-szerű rendszer esetén van olyan M > 0
konstans, amellyel

∞∑

n=0

|〈y, z∗n〉|2 ≤M · ‖y‖2 (y ∈ X)

igaz.

Speciálisan, ha az (αn) olyan együttható-sorozat, amelynek legfeljebb véges sok
tagja különbözik a nullától, akkor az

y :=

∞∑

n=0

αnzn
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választással nyilván
〈y, z∗n〉 = αn (n ∈ N).

Ezért

(∗) 1√
M

·
∞∑

n=0

|αn|2 ≤
∥∥∥∥∥

∞∑

n=0

αnzn

∥∥∥∥∥ .

A Bessel-szerű rendszerek egyfajta
”
belső” jellemzését adja a következő álĺıtás:

2.7.1. Tétel. A fenti z rendszer pontosan akkor Bessel-szerű, ha létezik olyan
A ∈ L(X) pozit́ıv hermitikus operátor, amellyel

A(zn) = z∗n (n ∈ N)

igaz.

Nevezzük a z-t Hilbert-szerűnek, ha tetszőleges

α = (αn, n ∈ N) ∈ ℓ2

sorozathoz egyértelműen létezik olyan y(α) ∈ X elem, amelyre

αn = 〈y(α), z∗n〉 (n ∈ N).

Megmutatható, hogy a z pontosan akkor Hilbert-szerű, ha van olyan B ∈ L(X)
operátor és (xn, n ∈ N) ortonormált bázis az X-ben, hogy

zn = B(xn) (n ∈ N).

Továbbá minden ℓ2-beli (αn, n ∈ N) sorozat mellett egy alkalmas y ∈ X elemmel

y(α) = B(y)

és
αn = 〈y, xn〉 (n ∈ N),

ezért

‖B(y)‖ ≤ ‖B‖· ‖y‖ = ‖B‖·

√√√√
∞∑

n=0

|αn|2.
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Így, ha az αn-ek az előbbi (∗)-ban szereplő együtthatók, akkor
∥∥∥∥∥

∞∑

n=0

αnzn

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

αnB(xn)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥B
( ∞∑

n=0

αnxn

)∥∥∥∥∥ ≤

(∗∗) ‖B‖·
∥∥∥∥∥

∞∑

n=0

αnxn

∥∥∥∥∥ = ‖B‖·

√√√√
∞∑

n=0

|αn|2.

Mivel ‖B‖ > 0 nyilván igaz, ezért a következő álĺıtást kaptuk: ha a (zn, n ∈ N)
rendszer Hilbert-szerű, akkor van olyan m > 0 konstans, amivel bármely α ∈ ℓ2
esetén

‖α‖ℓ2 ≥ m· ‖y(α)‖.
A Hilbert-szerű rendszerekre is megadható egy

”
belső” kritérium, nevezetesen igaz

a

2.7.2. Tétel. A z rendszer akkor és csak akkor Hilbert-szerű, ha valamilyen
A ∈ L(X) hermitikus operátorral

zn = A(zn)∗ (n ∈ N)

teljesül.

Azokat az X-beli z = (zn, n ∈ N) rendszereket, amelyek egyszerre Bessel-szerűek
és Hilbert-szerűek, Riesz–Fischer-rendszereknek nevezzük. A fentiek alapján nyilván-
való, hogy a z pontosan akkor Riesz–Fischer-rendszer, ha van olyan

A : X → X

lineáris homeomorfizmus, amellyel az (A(zn), n ∈ N) ortonormált bázis az X-ben.
Ekkor alkalmas m,M > 0 konstansokkal

m· ‖y‖ ≤

√√√√
∞∑

n=0

|〈y, z∗n〉|2 ≤M · ‖y‖ (y ∈ X),

ami nem más, mint az ismert Parseval-egyenlőség általánośıtása Riesz–Fischer-
rendszerekre. Megmutatható, hogy az ilyen rendszerek feltétlen bázisok az X-ben,
amelyeket Riesz-bázisoknak nevezünk.



52 FEJEZET 2. BÁZISOK

Ha tehát a (zn, n ∈ N) Riesz-bázis, akkor a (∗), (∗∗) becslések alapján valamilyen
c, C > 0 állandókkal

(∗ ∗ ∗) c·

√√√√
∞∑

n=0

|αn|2 ≤
∥∥∥∥∥

∞∑

n=0

αnzn

∥∥∥∥∥ ≤ C·

√√√√
∞∑

n=0

|αn|2

igaz minden olyan (αn) együttható-sorozatra, amelynek legfeljebb véges sok tagja
nullától különböző. Más szóval a (∗ ∗ ∗) teljesül tetszőleges

∞∑

n=0

αnzn ∈ L[z]

lineáris kombinációra. Legyen (cn) ∈ ℓ2, ekkor bármely

m,n ∈ N, n < m

esetén a (∗ ∗ ∗) alapján

∥∥∥∥∥
m∑

k=n

ckzk

∥∥∥∥∥ ≤ C·

√√√√
m∑

k=n

|ck|2 → 0 (n,m→ ∞),

amiből a
∑∞

k=0 ckzk sor konvergenciája következik.

2.7.1. Lemma. A (zn, n ∈ N) rendszer akkor és csak akkor Riesz-bázis, ha
van olyan T ∈ L(ℓ2,X) korlátos lineáris operátor, hogy RT = X, továbbá16

T (e(n)) = zn (n ∈ N)

és alkalmas C, c > 0 konstansokkal

c· ‖a‖ℓ2 ≤ ‖T (a)‖ ≤ C· ‖a‖ℓ2 (a ∈ ℓ2).

Valóban, ha ℓ jelenti az olyan számsorozatok halmazát, amelyeknek legfeljebb
véges sok tagja különbözik a nullától, akkor könnyen beláthatóan az ℓ egy mindenütt
sűrű altere az ℓ2-nek. Világos, hogy minden gond nélkül értelmezhető a

T (a) :=

∞∑

n=0

anzn (a = (an, n ∈ N) ∈ ℓ)

16Az ℓ2-beli e(n) := (δnk, k ∈ N) (n ∈ N) bázissal.
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(nyilván lineáris)
T : ℓ→ X

operátor és
T (e(n)) = zn (n ∈ N).

Ha a (zn, n ∈ N) Riesz-bázis, akkor a (∗ ∗ ∗) becslések miatt

c· ‖a‖ℓ2 ≤ ‖T (a)‖ ≤ C· ‖a‖ℓ2 (a ∈ ℓ).

A T operátor (egyenletesen) folytonos is, hiszen az előbbiekből

‖T (a) − T (b)‖ = ‖T (a− b)‖ ≤ C· ‖a− b‖ (a, b ∈ ℓ)

következik. Ezért a T egyértelműen kiterjeszthető az ℓ2-re (a kiterjesztett operátort
is T -vel jelölve), nevezetesen: ha α ∈ ℓ2 és az

(a(n), n ∈ N) : N → ℓ

sorozatra
lim

n→∞
‖α− a(n)‖ℓ2 = 0,

akkor
‖T (a(n)) − T (a(m))‖ = ‖T (a(n) − a(m))‖ ≤
≤ C· ‖a(n) − a(m)‖ℓ2 → 0 (n,m→ ∞)

miatt létezik a
T (α) := lim

n→∞
T (a(n))

határérték, ami nem függ az α-t
”
előálĺıtó” előbbi (a(n)) sorozattól, csak magától az

α-tól. Világos továbbá, hogy a (∗ ∗ ∗) miatt

c· ‖α‖ℓ2 = c· lim
n→∞

‖a(n)‖ℓ2 ≤ lim
n→∞

‖T (a(n))‖ =

‖T (α)‖ = lim
n→∞

‖T (a(n))‖ ≤ C· lim
n→∞

‖a(n)‖ℓ2 = C· ‖α‖ℓ2 .

Így többek között a kiterjesztett

T : ℓ2 → X

operátor korlátos lineáris operátor, következésképpen folytonos is.
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Nyilvánvaló, hogy a T operátor az ℓ-et az

L := L[{zn ∈ X : n ∈ N}]

halmazra képezi le. Mivel a feltételek szerint a (zn, n ∈ N) rendszer Riesz-bázis, ezért
az L mindenütt sűrű altér az X-ben. Így tetszőleges y ∈ X elemhez van olyan, az

yn ∈ L (n ∈ N)

elemekből álló sorozat, amelyre

y = lim
n→∞

yn.

Ha n ∈ N, akkor yn ∈ L miatt alkalmas a(n) ∈ ℓ elemmel

yn = T (a(n))

és

‖a(n) − a(m)‖ℓ2 ≤ 1

c
· ‖yn − ym‖ → 0 (n,m→ ∞)

alapján létezik az

a := lim
n→∞

a(n) ∈ ℓ2

határérték. A T folytonosságából következően

T (a) = lim
n→∞

T (a(n)) = lim
n→∞

yn = y.

Ez azt jelenti, hogy a T operátor az ℓ2-t az X-re képezi le, azaz RT = X.

Ezzel beláttuk, hogy a (zn, n ∈ N) rendszer Riesz-bázis volta elegendő a 2.7.1.
Lemma álĺıtásaihoz. Ford́ıtva, ha a T eleget tesz a most mondott lemma feltételeinek,
akkor minden x ∈ X elemhez egy alkalmas a ∈ ℓ2 sorozattal x = T (a). Ha a b ∈ ℓ2
is ilyen lenne: x = T (b), akkor

0 = ‖T (a) − T (b)‖ = ‖T (a− b)‖ ≥ c· ‖a − b‖ℓ2

miatt

‖a− b‖ℓ2 = 0 =⇒ a = b.

Ezért minden x ∈ X elemhez egyértelműen létezik az előbbi

a = (an, n ∈ N) ∈ ℓ2



2.7. RIESZ-BÁZISOK 55

sorozat. Továbbá

a =
∞∑

n=0

ane
(n)

miatt

x = T (a) =

∞∑

n=0

anT (e(n)) =

∞∑

n=0

anzn.

Más szóval a (zn, n ∈ N) bázis. Innen

〈x, z∗n〉 = an (n ∈ N)

adódik, ı́gy a (zn, n ∈ N) Bessel-szerű.

Ha
b = (bn, n ∈ N) ∈ ℓ2

és y = T (b), akkor az előbbiek alapján

〈y, z∗n〉 = bn (n ∈ N).

Tehát a (zn, n ∈ N) Hilbert-szerű is, következésképpen Riesz-bázis.

Ha a (zn, n ∈ N) rendszer zárt és a (∗∗∗) igaz, akkor nyilván értelmezhető a 2.7.1.
Lemmabeli T operátor. Következésképpen a (zn, n ∈ N) Riesz-bázis. Összefoglalva
a fentieket ezért az alábbiakat mondhatjuk:

2.7.2. Lemma. A (zn, n ∈ N) zárt rendszer akkor és csak akkor Riesz-bázis,
ha a (∗ ∗ ∗) feltétel igaz.

Ekkor tetszőleges x ∈ X elem egyértelműen álĺıtható elő

x =
∞∑

n=0

αnzn

alakban alkalmas
α = (αn, n ∈ N) ∈ ℓ2

sorozattal. Továbbá a (∗ ∗ ∗) minden α ∈ ℓ2 sorozatra is teljesül, ill. tetszőleges
x ∈ X esetén

1

C
· ‖x‖ ≤

( ∞∑

n=0

|〈x, zn〉|2
)1/2

≤ 1

c
· ‖x‖
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(azaz a (zn, n ∈ N) rendszer egy frame (ld. 3.1.)).

Tekintsük pl. az X := L2(R) (valós) vektorteret a
”
szokásos”

〈f, g〉 :=

∫ +∞

−∞
f(x)g(x) dx (f, g ∈ L2(R))

skaláris szorzással, amikor is

‖f‖ =

√∫ +∞

−∞
f2(x) dx (f ∈ L2(R)).

Jól ismert, hogy az (X, 〈, 〉) Hilbert-tér. Legyen a h az alábbi
”
kalap”-függvény:

h(x) :=





1 + x (−1 ≤ x ≤ 0)

1 − x (0 ≤ x ≤ 1)

0 (x ∈ R \ [−1, 1]),

valamint

hj(x) := h(x− j) (x ∈ R, j ∈ Z).

Nem nehéz megmutatni, hogy a (hj , j ∈ Z) rendszer Riesz-bázis a

V0 := L[{hj ∈ X : j ∈ Z)}]

zárt altérben.

Ti. belátható, hogy az előbbi (∗ ∗ ∗) feltétel fennáll a

c :=
1

3
, C := 1

konstansokkal. Tekintsük ui. ehhez először is az

f, g ∈ L[{hj ∈ X : j ∈ Z}]

(valós) függvényeket:

f =

+∞∑

j=−∞
αjhj
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és

g =

+∞∑

j=−∞
βjhj

(ahol tehát legfeljebb véges sok αj , βj együttható különbözik a nullától). Ekkor

〈f, g〉 =

∫ +∞

−∞
f(x)g(x) dx =

+∞∑

k=−∞

∫ k

k−1
f(x)g(x) dx =

+∞∑

k=−∞

∫ 1

0
f(x+ k)g(x + k) dx =

+∞∑

k=−∞

∫ 1

0

+∞∑

j,l=−∞
αjh(x+ k − j)βlh(x+ k − l) dx =

+∞∑

k=−∞

∫ 1

0
(αkh(x) + αk+1h(x− 1))(βkh(x) + βk+1h(x− 1)) dx =

+∞∑

k=−∞

∫ 1

0
(αk + (αk+1 − αk)x)(βk + (βk+1 − βk)x) dx =

1

6
·

+∞∑

k=−∞
(4αkβk + αkβk+1 + αk+1βk).

Vezessük be a következő leképezéseket: tetszőleges, a

+∞∑

n=−∞
|an|2 < +∞

feltételnek eleget tevő a = (an, n ∈ Z) számsorozat esetén legyen

U(a) := (an−1, n ∈ N)

és

H(a) :=

+∞∑

n=−∞
anhn.

Mivel az előbbiek szerint az
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αk := βk := ak (n,m ∈ Z, n < m és k = n, ...,m),

ill.

αk := βk := 0 (k > m, vagy k < n)

jelöléssel a Cauchy–Bunyakovszkij-egyenlőtlenséget felhasználva

∥∥∥∥∥
m∑

k=n

akhk

∥∥∥∥∥

2

=
1

6
·

+∞∑

k=−∞
(4α2

k + 2αkαk+1) ≤

+∞∑

k=−∞
α2

k =

m∑

k=n

a2
k → 0 (n,m→ ∞, vagy n,m→ −∞),

ezért a H(a)-t definiáló végtelen sor ‖.‖-ban konvergens és H(a) ∈ V0. Világos, hogy
az U operátor adjungáltja (U∗) a következő: a fenti a = (an, n ∈ Z) sorozatokra

U∗(a) = (an+1, n ∈ Z),

valamint

‖U(a)‖ℓ2 = ‖U∗(a)‖ℓ2 = ‖a‖ℓ2

és

|〈U(a), a〉ℓ2 | = |〈U∗(a), a〉ℓ2 | ≤ ‖a‖2
ℓ2 .

Ha tehát

f := H(a) ∈ L[{hj ∈ X : j ∈ Z}],
akkor17

‖f‖2 = 〈H(a),H(a)〉 =
1

6
· 〈(4I + U + U∗)(a), a〉ℓ2 ≤

1

6
· (4‖a‖2

ℓ2 + |〈U(a), a〉ℓ2 | + |〈U∗(a), a〉ℓ2 |) ≤ ‖a‖ℓ2 .

Hasonlóan kapjuk, hogy

‖f‖2 = 〈H(a),H(a)〉 =
1

6
· 〈(4I + U + U∗)(a), a〉ℓ2 ≥

1

6
· (4‖a‖2

ℓ2 − |〈U(a), a〉ℓ2 | − |〈U∗(a), a〉ℓ2 |) ≥
1

3
· ‖a‖ℓ2 .

17Az I(a) := a jelöléssel.
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Mutassuk meg, hogy van olyan (cj , j ∈ Z) együtthatósorozat, hogy a

+∞∑

j=−∞
|cj |2

összeg véges és a

ϕ :=

+∞∑

j=−∞
cjhj

függvényre a
ϕj(x) := ϕ(x− j) (x ∈ R, j ∈ Z)

eltoltak ortonormált bázist alkotnak a fenti V0-ban. Ehhez először is emlékeztetünk
arra, hogy az18

εk(x) := eıkx (x ∈ R, k ∈ Z)

függvények rendszere (a trigonometrikus rendszer) ortogonális bázist alkot az
(L2[−π, π], ‖.‖2) térben. A Riesz–Fischer-tétel (ld. 10.3.) szerint az

f =

+∞∑

k=−∞
akεk (f ∈ L2[−π, π])

Fourier-sorfejtés révén az L2[−π, π] azonośıtható a

+∞∑

k=−∞
|ak|2 < +∞

feltételnek eleget tevő (ak, k ∈ Z) számsorozatok terével.19 Mivel ekkor

+∞∑

k=−∞
ak−1εk =

+∞∑

k=−∞
akεk+1 = ε1f,

ezért a fenti U operátor azonośıtható az

f 7→ ε1f

leképezéssel.

18ı :=
√−1.

19Ennek megfelelően a H operátor is tekinthető úgy, mint az L2[−π, π]-n értelmezett leképezés.
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Valamely g : R → R függvény esetén tekintsük az

Mg(f) := gf (f ∈ L2[−π, π])

elő́ırással definiált Mg operátort. Ekkor U = Mε1 . Következésképpen

1

6
· (4I + U + U∗) =

1

6
· (4I +Mε1 +M∗

ε1
) = M(2+cos)/3.

Legyen ezek után

g :=

√
3√

2 + cos

és
c := Mg(e

(0)).

A részletszámı́tásokat mellőzve azt kapjuk, hogy a ϕ := H(c) függvényre a fenti
(ϕj , j ∈ Z) rendszer ortonormált. Mivel az e(0) a konstans 1 függvénnyel (1) azo-
nośıtható az előbb mondott értelemben, ezért

ϕ = H(Mg(1)) = H(g).

Az utóbbi kiszámı́tásához tekintsük a g függvény trigonometrikus Fourier-sorát:

+∞∑

n=−∞
cnεn,

ahol a g páros volta miatt
c−n = cn (n ∈ Z)

és

cn :=

√
3

2π
·
∫ π

−π

cos(nx)√
2 + cos x

dx (0 < n ∈ N).

Innen

ϕ = H(g) =

+∞∑

n=−∞
cnhn

következik. Mivel
H(εjg) = H(U j(g)) = ϕj (j ∈ Z)

és
h = H(e(0)) = H(Mg(1/g)),
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valamint

1

g(x)
=
√

(2 + cos x)/3 ∼
+∞∑

j=−∞
bjεj ,

ı́gy20

h = H




+∞∑

j=−∞
bjεjg


 =

+∞∑

j=−∞
bjϕj .

A h függvény tehát kifejezhető a ϕj (j ∈ Z) függvények szerinti (‖.‖-ban konver-
gens) sor összegeként. Ezért

h ∈ L[{ϕj ∈ L2(R) : j ∈ Z}],

amiből

hk ∈ L[{ϕj ∈ L2(R) : j ∈ Z}]
is rögtön következik. Az előzményeket is figyelembe véve innen

L[{ϕj ∈ L2(R) : j ∈ Z}] = V0,

azaz a (ϕj , j ∈ Z) rendszer ortonormált bázis a V0-ban.

Az előbbiekben bevezetett Mg ”
szorzás-operátorokkal” kapcsolatos az alábbi

lemma.

2.7.3. Lemma. Tegyük fel, hogy g ∈ L∞[−π, π] és

q0 := sup{γ ≥ 0 : |g(x)| ≥ γ (m.m. x ∈ [−π, π])}.

Ekkor az

Mg : L2[−π, π] → L2[−π, π]

leképezés korlátos lineáris operátor és

1o |g(x)| ≥ q0 (m.m. x ∈ [−π, π]);

2o ‖g‖∞· ‖f‖ ≥ ‖Mg(f)‖ ≥ q0· ‖f‖ (f ∈ L2[−π, π]);

3o ha q ≥ 0 és ‖Mg(f)‖ ≥ q· ‖f‖ (f ∈ L2[−π, π]), akkor q ≤ q0.

20Más szóval a bj-k az 1/g függvény Fourier-együtthatói.
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Valóban, az

‖Mg(f)‖ ≤ ‖g‖∞· ‖f‖ (f ∈ L2[−π, π])

becslés, továbbá az Mg lineáritása meglehetősen nyilvánvaló. Tegyük fel indirekt
módon, hogy a

{|g| < q0} := {x ∈ [−π, π] : |g(x)| < q0}
halmaz (a µ Lebesgue-mértékre nézve) pozit́ıv mértékű:

µ({|g| < q0}) > 0.

Mivel

{|g| < q0} =

∞⋃

n=1

{|g| < q0 − 1/n},

ezért van olyan 0 < n ∈ N, amellyel

µ({|g| < q0 − 1/n}) > 0.

A q0 defińıciója miatt viszont ekkor létezik olyan

q0 − 1/n < γ ≤ q0,

hogy

|g(x)| ≥ γ (m.m. x ∈ [−π, π]),

ı́gy

µ{|g| < γ}) = 0.

Világos azonban, hogy

{|g| < q0 − 1/n} ⊂ {|g| < γ},
tehát

µ({|g| < q0 − 1/n}) = 0,

szemben az előbb mondottakkal.

Következésképpen fennáll az 1o becslés, amiből

‖Mg(f)‖ ≥ q0· ‖f‖ (f ∈ L2[−π, π])

már nyilván következik.
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Tegyük fel ismét csak indirekt módon, hogy valamilyen q > q0 konstanssal

‖Mg(f)‖ ≥ q· ‖f‖ (f ∈ L2[−π, π]).

Ekkor (ld. a q0 defińıciója)
µ({|g| < q}) > 0.

A fentiekkel analóg gondolatmenettel kapjuk, hogy valamilyen 0 < n ∈ N esetén az

A := {|g| < q − 1/n}

halmazra µ(A) > 0. Legyen f := χA, amikor is

q· ‖f‖ ≤ ‖Mg(f)‖ =

√∫ π

−π
|g(x)χA(x)|2 dx =

√∫

A
|g(x)|2 dx ≤ (q − 1/n)·

√
µ(A).

Mivel
‖f‖ =

√
µ(A) > 0,

ezért innen q ≤ q− 1/n következik, ami persze nem igaz. Más szóval valóban fennáll,
hogy q ≤ q0.

A most tárgyalt példát általánośıtva legyen a h ∈ L2(R) tetszőleges valós függvény
és az előbbiek mintájára tekintsük a h függvény hj (j ∈ Z) eltoltjait. Ez utóbbiakra
az alábbi tétel igaz.

2.7.3. Tétel. Legyen

tj :=

∫ +∞

−∞
h(x)hj(x) dx =

∫ +∞

−∞
h(x)h(x − j) dx (j ∈ Z)

és tegyük fel, hogy van olyan g ∈ L∞[−π, π] függvény, amelynek a (trigonomet-
rikus) Fourier-sora

t0 +
∞∑

j=1

2tj cos (jx) (x ∈ R)

alakú. Ekkor a (hj , j ∈ Z) rendszer a zárt

V0 := L[{hj ∈ X : j ∈ Z)}]

altérben akkor és csak akkor Riesz-bázis, ha alkalmas α > 0 konstanssal

g(x) ≥ α (m.m. x ∈ [−π, π]).
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Az utóbbi esetben van olyan ϕ ∈ L2(R) függvény, amellyel a (ϕj , j ∈ Z) rend-
szer ortonormált bázis a V0-ban, ahol

ϕj(x) := ϕ(x− j) (x ∈ R, j ∈ Z).

Tegyük fel ui. először azt, hogy a (hj , j ∈ Z) rendszer Riesz-bázis a V0-ban.
Ekkor a 2.7.1. Lemma szerint a

T (a) :=

+∞∑

n=−∞
anhn

(
a = (an, n ∈ Z),

+∞∑

n=−∞
|an|2 < +∞

)

elő́ırással definiált T operátor21 korlátos lineáris leképezés és

c· ‖a‖ℓ2 ≤ ‖T (a)‖ ≤ C· ‖a‖ℓ2 .

Ha T ∗ jelöli a T adjungáltját, akkor a szóban forgó a = (an, n ∈ Z) sorozatokra

‖T (a)‖2 = 〈T (a), T (a)〉 = 〈T ∗T (a), a〉ℓ2 .

Könnyű megadni a T ∗T operátor

M = (tij)
+∞
i,j=−∞

”
mátrix”-reprezentációját:

T ∗T (a) =




+∞∑

j=−∞
tijaj , i ∈ Z


 ,

ahol

tij = 〈T ∗T (e(j)), e(i)〉ℓ2 =

〈T (e(j)), T (e(i))〉 = 〈hj , hi〉 = 〈h, hi−j〉 = ti−j (i, j ∈ Z).

Tehát

T ∗T (a) = Ma.

Világos, hogy

t−k = tk (k ∈ Z),

21Speciális esetként (amennyiben a h az előbbi kalap-függvény) T = H.



2.7. RIESZ-BÁZISOK 65

ezért a g függvény trigonometrikus Fourier-sorának a komplex alakja a következő:

+∞∑

n=−∞
tkεk.

Mutassuk meg, hogy az Mg operátort meghatározó mátrix szintén M az alábbi
értelemben: ha

f =
+∞∑

k=−∞
αkεk ∈ L2[−π, π],

akkor

Mg(f) =

+∞∑

k=−∞
αkMg(εk) =

+∞∑

l=−∞
βlεl,

ahol

βl :=

+∞∑

j=−∞
tl−jαj (l ∈ Z).

Ui. az l ∈ Z indexekre

βl =
1

2π
·
∫ π

−π
g(x)f(x)e−ılxdx = lim

n→+∞
1

2π
·
∫ π

−π

n∑

k=−n

tke
ıkxf(x)e−ılxdx =

lim
n→+∞

n∑

k=−n

tk
2π

·
∫ π

−π
f(x)e−ı(l−k)xdx = lim

n→+∞

n∑

k=−n

tkαl−k =
+∞∑

j=−∞
tl−jαj

(ahol a második egyenlőség a Cauchy–Bunyakovszkij-egyenlőtlenséget is felhasználva

∣∣∣∣∣
1

2π
·
∫ π

−π
g(x)f(x)e−ılxdx− 1

2π
·
∫ π

−π

n∑

k=−n

tke
ıkxf(x)e−ılxdx

∣∣∣∣∣

2

≤

(
1

2π
·
∫ π

−π

∣∣∣g(x) −
n∑

k=−n

tke
ıkx
∣∣∣· |f(x)| dx

)2

≤

1

4π2
·
∫ π

−π

∣∣∣g(x) −
n∑

k=−n

tke
ıkx
∣∣∣
2
dx·
∫ π

−π
|f(x)|2dx→ 0 (n→ +∞)

miatt következik).
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Ha tehát f ∈ L2[−π, π] és a γ az f függvény (trigonometrikus) Fourier-együtt-
hatóinak a sorozata, akkor a Parseval-egyenlőség alapján

tk
2π

·
∫ π

−π
Mg(f)(x)f(x) dx =

tk
2π

·
∫ π

−π
g(x)|f(x)|2dx =

〈Mγ, γ〉ℓ2 = 〈T ∗T (γ), γ〉ℓ2 = ‖T (γ)‖2 ≥ 0.

Innen egyszerűen következik, hogy

g(x) ≥ 0 (m.m. x ∈ [−π, π]).

Ha ui. a {g < 0} halmaz pozit́ıv (Lebesgue-)mértékű:

µ({g < 0}) > 0,

akkor a 2.7.3. Lemma bizonýıtásában látottakkal megegyező módon egy alkalmasan
vett 0 < n ∈ N esetén az

A := {g < −1/n}
halmazra µ(A) > 0 állna fenn. Ha viszont f := χA, akkor

∫ π

−π
g(x)|f(x)|2dx =

∫

A
g(x) dx ≤ −µ(A)

n
< 0,

ami ellentmond az előbbieknek.

Beszélhetünk tehát az M√
g operátorról, ahol a 2.7.1. Lemma és az előbbiek szerint

c· ‖f‖2 = c· ‖γ‖2
ℓ2 ≤ ‖T (γ)‖2 =

1

2π
·
∫ π

−π
Mg(f)(x)f(x) dx =

1

2π
·
∫ π

−π
|M√

g(f)(x)|2 dx.

A 2.7.3. Lemma 3o álĺıtása miatt ezért

√
g(x) ≥

√
2πc (m.m. x ∈ [−π, π])

teljesül, azaz

g(x) ≥ α := 2πc > 0 (m.m. x ∈ [−π, π]).
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Ezzel a 2.7.3. Tételbeli α-ra vonatkozó álĺıtás szükségességét beláttuk. Az elégsé-
gességhez legyen az

f =
+∞∑

k=−∞
γkεk

trigonometrikus polinom22. Ha

g(x) ≥ α > 0 (m.m. x ∈ [−π, π]),

akkor

∫ π

−π
Mg(f)(x)f(x) dx =

∫ π

−π
g(x)|f(x)|2dx ≥ α·

∫ π

−π
|f(x)|2dx = 2πα·

+∞∑

k=−∞
|γk|2.

A Parseval-egyenlőség szerint a γ := (γk, k ∈ Z) jelöléssel

2π· ‖g‖∞· ‖γ‖2
ℓ2 = ‖g‖∞· ‖f‖2 ≥

∫ π

−π
Mg(f)(x)f(x) dx =

2π·
+∞∑

k=−∞




+∞∑

j=−∞
tk−jγj


 · γk =

2π·
+∞∑

k=−∞
γk·

+∞∑

j=−∞
γj ·
∫ +∞

−∞
h(x)h(x − k + j) dx =

2π·
+∞∑

k=−∞
γk·

+∞∑

j=−∞
γj ·
∫ +∞

−∞
h(x− j)h(x − k) dx =

2π·
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

j=−∞
γjh(x− j)

∣∣∣∣∣

2

dx,

22Tehát a {k ∈ Z : γk 6= 0} halmaz véges.
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ezért
√

‖g‖∞· ‖γ‖ℓ2 ≥

∥∥∥∥∥∥

+∞∑

j=−∞
γjhj

∥∥∥∥∥∥
≥ √

α· ‖γ‖ℓ2 .

Így a (∗ ∗ ∗) jellemzést figyelembe véve a (hj , j ∈ Z) rendszer Riesz-bázis a V0-ban.

Most lássuk be, hogy van olyan ϕ ∈ L2(R) függvény, amellyel a (ϕj , j ∈ Z)
rendszer ortonormált bázis a V0-ban, ahol

ϕj(x) := ϕ(x− j) (x ∈ R, j ∈ Z).

A 2.7.1. Lemma szerint értelmezhető a V0-ra képező

T (a) :=
+∞∑

n=−∞
anhn

(
a = (an, n ∈ Z),

+∞∑

n=−∞
|an|2 < +∞

)

korlátos lineáris T operátor. Az előbbiek szerinti g ∈ L∞[−π, π] függvényre valami-
lyen α > 0 számmal

g(x) ≥ α (m.m. x ∈ [−π, π])

és Mg = T ∗T. Innen az is következik, hogy

g−1/2(x) ≤ 1√
α

(m.m. x ∈ [−π, π]).

Legyen a g−1/2 függvény (trigonometrikus) Fourier-sora

c0 +

+∞∑

k=1

2ck cos(kx),

ahol tehát

ck := c−k :=
1

2π
·
∫ π

−π

cos(kx)√
g(x)

dx (k ∈ N)

és a c := (cn, n ∈ Z) jelöléssel tekintsük a

ϕ := T (g−1/2) := T (c) =
+∞∑

n=−∞
cnhn

függvényt. Ekkor

〈ϕj , ϕk〉 = 〈T (ε−jg
−1/2), T (ε−kg

−1/2)〉 = 〈T ∗T (ε−jg
−1/2), ε−kg

−1/2〉 =
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〈MgMg−1/2(ε−j),Mg−1/2(ε−k)〉 =

〈Mg−1/2MgMg−1/2(ε−j), ε−k〉 = 〈εj , εk〉 = δjk.

Ez azt jelenti, hogy a (ϕj , j ∈ Z) rendszer ortonormált.

Nyilvánvaló, hogy
ϕj ∈ V0 (j ∈ Z),

ı́gy
Ṽ0 := L[{ϕj ∈ L2(R) : j ∈ R}] ⊂ V0.

Továbbá
ϕk = TMg−1/2(εk) (k ∈ Z).

Az is világos, hogy az
Mg−1/2 : L2[−π, π] → L2[−π, π]

operátor invertálható és
M−1

g−1/2 = M√
g.

Legyen ezek után az F ∈ V0 tetszőleges. Mivel a T operátor ráképez a V0-ra, ezért
egy alkalmas f ∈ V0 függvénnyel F = T (f), ahol a

G := M√
g(f)

jelöléssel
f = Mg−1/2(G).

Fejtsük (trigonometrikus) Fourier-sorba a G-t:

G =

+∞∑

n=−∞
bnεn,

ekkor

F = T (Mg−1/2(G)) = T

(
+∞∑

n=−∞
bnMg−1/2(εn)

)
=

+∞∑

n=−∞
bnT (Mg−1/2(εn)) =

+∞∑

n=−∞
bnϕn.

Ezzel azt kaptuk, hogy Ṽ0 = V0, más szóval a (ϕj , j ∈ Z) ortonormált bázis a V0-ban.



70 FEJEZET 2. BÁZISOK

Tekintsük pl. a fenti h kalap-függvényt:

h(x) :=





1 + x (−1 ≤ x ≤ 0)

1 − x (0 ≤ x ≤ 1)

0 (x ∈ R \ [−1, 1]),

akkor (a 2.7.3. Tétel jelöléseivel)

t0 =

∫ 1

−1
h2(x) dx =

∫ 0

−1
(x+ 1)2 dx+

∫ 1

0
(x− 1)2 dx =

2

3
,

t1 =

∫ 1

−1
h(x)h(x − 1) dx =

∫ 1

0
h(x)h(x − 1) dx =

∫ 1

0
(1 − x)x dx =

1

6
,

tj =

∫ 1

−1
h(x)h(x − j) dx = 0 (j = 2, 3, ...).

A

g(x) :=
2

3
+

1

3
cos x (x ∈ [−π, π])

függvény nyilván eleget tesz a 2.7.3. Tételbeli feltételeknek az α := 1/3 konstanssal.

Legyen valamilyen f ∈ L1(R) függvény esetén most az f̂ az f függvény Fourier-
transzformáltja, azaz

f̂(x) :=

∫ +∞

−∞
f(t)e−2πıtx dt (x ∈ R).

Jól ismert, hogy az f̂ folytonos függvény, ill. a Fourier-transzformált értelmezése
az L1(R) ∩ L2(R)-ről kiterjeszthető az L2(R)-re és (f ∈ L2(R) esetén ugyancsak
az eddigi f̂ szimbólummal jelölve a kiterjesztés eredményét) f̂ ∈ L2(R), valamint23

‖f̂‖ = ‖f‖. Ekkor a 2.7.3. Tételbeli tetszőleges h ∈ L2(R) függvény hj (j ∈ Z)
eltoltjaiból álló (hj , j ∈ Z) rendszerre igaz a

23Emlékeztetünk arra, hogy ‖ϕ‖ =
qR +∞

−∞
|ϕ(t)|2 dt (ϕ ∈ L2(R).
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2.7.4. Tétel. A (hj , j ∈ Z) függvényrendszer a

V0 := L[{hj ∈ X : j ∈ Z)}]

zárt altérben akkor és csak akkor alkot Riesz-bázist, ha alkalmas 0 < m ≤ M
konstansokkal

m ≤
+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2 ≤M (m.m. x ∈ R).

Ekkor tetszőleges n ∈ Z mellett a

hnj(x) := 2n/2h(2nx− j) (x ∈ R, j ∈ Z)

rendszer Riesz-bázis a

Vn := L[{hnj ∈ X : j ∈ Z}]

altérben.

Legyenek ui. az αj (j ∈ Z) együtthatók olyanok, amelyekre

+∞∑

j=−∞
|αj |2 < +∞.

Ekkor az előbb emĺıtett ‖f‖ = ‖f̂‖ izometria alapján

∥∥∥∥∥
+∞∑

j=−∞
αjhj

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
+∞∑

j=−∞
αjĥj

∥∥∥∥∥,

ahol

ĥj(x) =

∫ +∞

−∞
h(t− j)e−2πıtxdt =

∫ +∞

−∞
h(t)e−2πı(t+j)xdt =

e−2πıjx·
∫ +∞

−∞
h(t)e−2πıtxdt =: ej(x)ĥ(x) (j ∈ Z, x ∈ R).

Tehát ∥∥∥∥∥
+∞∑

j=−∞
αjhj

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

(
+∞∑

j=−∞
αjej

)
ĥ

∥∥∥∥∥

2

=
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=

+∞∑

k=−∞

∫ k+1

k

∣∣∣∣∣
+∞∑

j=−∞
αjej(x)

∣∣∣∣∣

2

· |ĥ(x)|2dx =

+∞∑

k=−∞

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

j=−∞
αjej(x)

∣∣∣∣∣

2

· |ĥ(x+ k)|2dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

j=−∞
αjej(x)

∣∣∣∣∣

2

·
+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2dx.

(Mivel
∫ 1

0

+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2dx =

+∞∑

k=−∞

∫ 1

0
|ĥ(x+ k)|2dx =

+∞∑

k=−∞

∫ k+1

k
|ĥ(x)|2dx =

∫ +∞

−∞
|ĥ(x)|2dx = ‖h‖2 < +∞,

ezért
+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2 < +∞ (m.m. x ∈ R).)

Tegyük fel, hogy

+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2 ≤M (m.m. x ∈ R)

igaz. A fentieket és a Parseval-egyenlőséget figyelembe véve

∥∥∥∥∥
+∞∑

j=−∞
αjhj

∥∥∥∥∥ ≤
√
M ·

√√√√
∫ 1

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

j=−∞
αjej(x)

∣∣∣∣∣

2

dx =
√
M ·

√√√√
+∞∑

j=−∞
|αj |2,

azaz teljesül a (∗ ∗ ∗)-beli jobb oldali egyenlőtlenség. Ugyańıgy kapjuk a bal oldalit
is, tehát (ld. 2.7.2. Lemma) a (hj , j ∈ Z) Riesz-bázis a V0-ban.

Ha most ez utóbbiból indulunk ki, akkor legyen α > 0 és

Aα :=

{
x ∈ [0, 1] :

+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2 > α

}
.
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Feltehető, hogy valamilyen α-ra az Aα halmaz (Lebesgue-)mértéke pozit́ıv:

µ(Aα) > 0,

különben24

+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)| = 0 (m.m. x ∈ [0, 1]).

Így

0 = ‖ĥ‖ = ‖h‖,
ami nyilván kizárható. A χAα karakterisztikus függvényt (trigonometrikus) Fourier-
sorba fejtve kapjuk a

χAα =

+∞∑

n=−∞
anen

előálĺıtást, ahol a Parseval-egyenlőséget alkalmazva

+∞∑

n=−∞
|an|2 =

∫ 1

0
χAα(x) dx = µ(Aα) < +∞.25

Az előbbiek szerint ∥∥∥∥∥
+∞∑

n=−∞
anhn

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥
+∞∑

n=−∞
(anen) ĥ

∥∥∥∥∥

2

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞
anen(x)

∣∣∣∣∣

2

·
+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2dx =

∫

Aα

+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2dx > α2·µ(Aα) = α2·

+∞∑

n=−∞
|an|2.

A (∗ ∗ ∗) tulajdonság miatt

∥∥∥∥∥
+∞∑

n=−∞
anhn

∥∥∥∥∥ ≤ C·

√√√√
+∞∑

n=−∞
|an|2,

24Figyelembe véve, hogy {x ∈ [0, 1] :
P+∞

k=−∞ |bh(x+ k)|2 > 0} =
S∞

n=1 A1/n.
25Megjegyezzük, hogy a Carleson-tétel miatt χAα(x) =

P+∞
n=−∞ anen(x) (m.m. x ∈ [0, 1]) is igaz.
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ezért minden ilyen α-ra C > α. Következésképpen szükségszerűen igaz, hogy

µ(Aα) = 0 (α ≥ C),

speciálisan µ(AC) = 0. Tehát26

+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2 ≤M := C (m.m. x ∈ R).

Analóg módon kapjuk a

+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2 ≥ m := c > 0 (m.m. x ∈ R)

alsó becslést is, ha az Aα (α > 0) helyett a

Bα :=

{
x ∈ [0, 1] :

+∞∑

k=−∞
|ĥ(x+ k)|2 < α

}

halmazból indulunk ki.27

Nyilvánvaló, hogy

h0j = hj (j ∈ Z).

Továbbá könnyen ellenőrizhető, hogy a (∗ ∗ ∗)-ban szereplő bármely αk (k ∈ Z)
együtthatókkal ∥∥∥∥∥

∑

k∈Z

αkhnk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∑

k∈Z

αkhk

∥∥∥∥∥ ,

azaz a (∗ ∗ ∗) egyszerre igaz a (hk, k ∈ Z) és tetszőleges n ∈ Z esetén a (hnk, k ∈ Z)
rendszerekre. Más szóval a 2.7.4. Tétel második része már triviális.

Tekintsük példaként ismét a fenti h kalap-függvényt. Ekkor

ĥ(x) =

∫ 0

−1
(t+ 1)e−2πıtx dt +

∫ 1

0
(1 − t)e−2πıtx dt (x ∈ R),

26Az R ∋ x 7→ P+∞
k=−∞ |bh(x+k)|2 függvény 1 szerinti nyilvánvaló periodicitását is figyelembe véve.

27Ti. most a χBα függvényt fejtve Fourier-sorba azt mondhatjuk, hogy µ(Bα) > 0 =⇒ c < α. Így

µ(Bα) = 0 (0 < α ≤ c), többek között µ(Bc) = 0 =⇒ P+∞
k=−∞ |bh(x+ k)|2 ≥ c (m.m. x ∈ R).
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tehát

ĥ(0) =

∫ 0

−1
(t+ 1) dt +

∫ 1

0
(1 − t) dt = 1,

valamint x 6= 0 esetén (parciálisan integrálva)

ĥ(x) =

[
(t+ 1)

e−2πıtx

−2πıx

]0

−1

+
1

2πıx
·
∫ 0

−1
e−2πıtx dt+

[
(1 − t)

e−2πıtx

−2πıx

]1

0

− 1

2πıx
·
∫ 1

0
e−2πıtx dt =

1

2π2x2
− 1

4π2x2

(
e2πıx + e−2πıx

)
=

1 − cos (2πx)

2π2x2
=

(
sin (πx)

πx

)2

.

Innen világos, hogy
0 6= x ∈ Z =⇒ ĥ(x) = 0,

ill., ha x /∈ Z, akkor

∑

k∈Z

|ĥ(x+ k)|2 =
∑

k∈Z

(
sin (π(x+ k))

π(x+ k)

)4

=

∑

k∈Z

(
sin (πx)

π(x+ k)

)4

=
∑

k∈Z

(
sin (πx)

π(x− k)

)4

.

Legyen az l ∈ Z olyan, hogy

|x− l| = min{|x− k| : k ∈ Z}.

Ekkor nyilván |x− l| ≤ 1/2 és

∑

k∈Z

(
sin (πx)

π(x− k)

)4

=
∑

n∈Z

(
sin (πx)

π(x− l + n)

)4

=

(
sin (πx)

πx

)4

+
∑

l 6=n∈Z

(
sin (πx)

π(x− l + n)

)4

≤ 1 +
∑

l 6=n∈Z

(
sin (πx)

π(x− l + n)

)4

,

továbbá bármely Z ∋ n /∈ {0, l} egész számra

|x− l + n| ≥ |n| − 1

2
≥ |n|

2
.
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Ezért l = 0 esetén

∑

06=n∈Z

(
sin (πx)

π(x− l + n)

)4

≤ 16

π4
·
∑

06=n∈Z

1

n4
,

más szóval a

Q := 1 +
16

π4
·
∑

06=n∈Z

1

n4

jelöléssel
∑

k∈Z

(
sin (πx)

π(x− k)

)4

≤ Q.

Ha azonban l 6= 0, akkor

(
sin (πx)

π(x− l)

)4

=

(
sin (π(x− l))

π(x− l)

)4

≤ 1.

Következésképpen
∑

k∈Z

(
sin (πx)

π(x− k)

)4

≤ 2 +Q,

vagyis a 2.7.4. Tételben az M helyébe 2 +Q ı́rható.

Az emĺıtett tételbeli alsó becsléshez legyen x /∈ Z. Ha valamilyen l ∈ Z mellett

x ∈ [l + 1/4, l + 3/4],

akkor

| sin(πx)| = | sin(π(x− l)| ≥
√

2

2
.

Ezért

∑

k∈Z

(
sin (πx)

π(x− k)

)4

≥
(

sin (πx)

π(x− l)

)4

=

(
sin (π(x− l))

π(x− l)

)4

≥ 1

4π4|x− l|4 ≥ 1

4π4
.

Ha viszont egy l ∈ Z esetén
|x− l| < 1/4,

akkor vegyük figyelembe, hogy

sin (πt)

πt
≥

√
2

2
(0 < |t| < 1/4).
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Tehát
∑

k∈Z

(
sin (πx)

π(x− k)

)4

≥
(

sin (πx)

π(x− l)

)4

=

(
sin (π(x− l))

π(x− l)

)4

≥ 1

4
.

Ez azt jelenti, hogy az m := 1/(4π4) választás megfelelő a 2.7.4. Tételben.

Negat́ıv példaként mutassuk meg, hogy a

h := χ[0,2]

függvényre nem teljesül a 2.7.4. Tételbeli feltétel. Ui. az x ∈ R \ Z választással

ĥ(x) =

∫ 2

0
e−2πıxt dt =

[
e−2πıxt

−2πıx

]2

0

=
1 − e−4πıx

2πıx
.

Ezért
∑

k∈Z

|ĥ(x+ k)|2 =
1

4π2
·
∑

k∈Z

∣∣∣∣∣
1 − e−4πı(x+k)

x+ k

∣∣∣∣∣

2

=

1

4π2
·
∑

k∈Z

∣∣∣∣∣
1 − e−4πıx)

x+ k

∣∣∣∣∣

2

=
sin2(2πx)

π2
·
∑

k∈Z

1

(x− k)2
.

Legyen 0 < δ < 1/4 és |x− 1/2| < δ. Ekkor

∑

k∈Z

1

(x− k)2
=

−1∑

k=−∞

1

(x− k)2
+

1

x2
+

1

(x− 1)2
+

∞∑

k=2

1

(x− k)2
<

−1∑

k=−∞

1

k2
+ 32 +

∞∑

k=2

1

(k − 1)2
= 32 + 2·

∞∑

k=1

1

k2
=: q.

Világos, hogy bármely m > 0 számmal a fenti δ megválasztható úgy, hogy

|x− 1/2| < δ =⇒ q· sin2(2πx)

π2
< m.

Mivel az (1/2 − δ, 1/2 + δ) intervallum pozit́ıv mértékű, ezért nem létezik a 2.7.4.
Tételben emĺıtett m > 0 szám.

A

hj(x) := χ[0,2](x− j) = χ[j,j+2](x) (x ∈ R, j ∈ Z)
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függvények tehát nem alkotnak Riesz-bázist a V0-ban, ami valójában a 2.7.4. Tétel
nélkül is

”
látszik”: nem teljesül ebben az esetben a (∗ ∗ ∗) feltétel. Legyen ui.

αk := (−1)k (k ∈ N)

és N ∈ N. Ekkor

∥∥∥∥∥
N∑

k=0

αkhk

∥∥∥∥∥

2

=

∫ +∞

−∞

N∑

k,j=0

αkαjhk(x)hj(x) dx =

=
N∑

j=0

αj ·
N∑

k=0,|k−j|≤1

αk·
∫ +∞

−∞
hk(x)hj(x) dx =

N∑

j=0

α2
j ·
∫ j+2

j
h2

j (x) dx+

N−1∑

j=1

αj

(
αj−1·

∫ j+1

j
hj(x)hj−1(x) dx+ αj+1·

∫ j+2

j+1
hj(x)hj+1(x) dx

)
+

α0α1·
∫ 2

1
h0(x)h1(x) dx+ αNαN−1·

∫ N+1

N
hN (x)hN−1(x) dx =

2·
N∑

j=0

α2
j + 2·

N∑

j=1

αjαj−1 = 2.

Ha tehát a (∗ ∗ ∗) bal oldala teljesülne, akkor

2 ≥ c2·
N∑

k=0

|αk|2 = c2(N + 1)

állna fenn minden N ∈ N mellett. Ilyen c > 0 szám nyilván nem létezik.

A Riesz-bázisok is rendelkeznek a 2.5.1. Tétellel analóg stabilitási tulajdonsággal,
miszerint, ha a (zn, n ∈ N) Riesz-bázis valamilyen X Hilbert-térben és az (yn, n ∈ N)
olyan X-beli minimális rendszer, amelyre

∞∑

n=0

‖zn − yn‖2 < +∞,
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akkor az (yn, n ∈ N) rendszer is Riesz-bázis.

Az X-beli z = (zn, n ∈ N) rendszert kvázi-normáltnak nevezzük, ha

inf{‖zn‖ : n ∈ N} > 0 és sup{‖zn‖ : n ∈ N} < +∞.

Nyilván minden z Riesz-bázis (ld. (∗ ∗ ∗)) kvázi normált. Sőt, ha a z kvázi-normált
feltétlen bázis, akkor Riesz-bázis. Igaz tehát az alábbi ekvivalencia:

2.7.5. Tétel. Egy X-beli rendszer pontosan akkor Riesz-bázis, ha kvázi-normált
feltétlen bázis.

Ezzel kapcsolatos egy érdekes eredmény, miszerint van olyan kvázi-normált bázis,
amelyik nem Riesz-bázis.

2.8. Megjegyzések

i) Tekintsük az (X, 〈, 〉) Hilbert-teret, ekkor az ismert Riesz-reprezentációs tétel
(ld. 10.7.) szerint bármely ϕ ∈ X∗ funkcionálhoz egyértelműen megadható
olyan a ∈ X elem, hogy

ϕ(x) = 〈x, a〉 (x ∈ X)

és ‖ϕ‖ = ‖a‖. Ezért a ϕ-t
”
azonośıtva” az itt szereplő a-val, a ϕ(x) helyett

azt ı́rjuk, hogy

〈x, ϕ〉 (x ∈ X).

Ilyen értelemben tehát a z és a z∗ rendszerek biortogonalitása (ld. 2.2.) azt
jelenti, hogy

〈zk, z∗n〉 = δnk (n, k ∈ N).28

Ha a z ONR, akkor nyilván önmagával biortogonális.

ii) Legyen a z = (zn, n ∈ N) bázis az (X, ‖.‖) normált térben, a z∗ = (z∗n, n ∈ N)
pedig a z-vel biortogonális koordináta-funkcionálok rendszere. Ekkor bármely
x ∈ L[z] esetén

‖z∗n(x)zn‖ = |z∗n(x)|· ‖zn‖ ≤ 2̺(x),

28Gyakran használják tetszőleges normált tér esetén is a z∗n(zk) szimbólum helyett a 〈zk, z
∗
n〉

jelölést.
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ı́gy (ld. 2.2.)

‖z∗n‖ ≤ 2Bz

‖zn‖
(n ∈ N).

Ha tehát a z normált rendszer, más szóval

‖zn‖ = 1 (n ∈ N),

akkor tetszőleges n ∈ N indexre

‖z∗n‖ ≤ 2Bz.

iii) A (2.2.1) feltételek közül a
”
legkritikusabb” a harmadik elő́ırás. A későbbiekben

(speciális bázisok kapcsán) külön is foglalkozunk ezzel a kérdéssel, módszert adva
az Sn (n ∈ N) operátorok egyenletes korlátosságának a kezeléséhez.

iv) Ha a (z∗n, n ∈ N) a z-vel biortogonális rendszer, akkor (ld. 2.4.)

X̂z = {(z∗n(x), n ∈ N) : x ∈ X}.

v) Legyen (ld. 2.4.)

‖x‖∗ := |(z∗n(x), n ∈ N)|z (x ∈ X),

akkor ‖.‖, ‖.‖∗ ekvivalens normák az X-en.

vi) Ha az (X, 〈〉) szeparábilis Hilbert-tér, a z pedig ortonormált bázis az X-ben,
akkor a Riesz–Fischer-tétel (ld. 10.3.) miatt

X̂z = ℓ2

és
|a|z = ‖a‖ℓ2 (a ∈ X̂z),

a (ld. 2.4.)
Φ : X̂z → X

leképezés pedig izomorfia és izometria.

vii) A 2.5.1. Tételre tekintettel világos, hogy ha az (X, ‖.‖) Banach-térben van
bázis, akkor bármely, az X-ben sűrű halmaz elemeiből is kiválasztható X-beli
bázis.
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viii) Legyen szó pl. a (C[0, 1], ‖.‖∞) térről. Láttuk (ld. 2.1.), hogy ebben minden
Schauder-szerű rendszer bázis. Mivel a polinomok halmaza sűrű a C[0, 1]-ben,
ezért a C[0, 1]-ben van (az egyenletes konvergenciára nézve) polinomokból álló
bázis.

ix) Az előző megjegyzéssel kapcsolatos a következő érdekes probléma. Legyen

P = (Pn, n ∈ N)

egy polinomokból álló bázis a (C[0, 1], ‖.‖∞) térben és jelöljük ϑn-nel a Pn

polinom fokszámát:
ϑn := gradPn (n ∈ N).

Ha
qn := max{ϑ0, ..., ϑn} (n ∈ N),

akkor – lévén a P0, ..., Pn polinomok legfeljebb qn-edfokúak és lineárisan függet-
lenek –

qn ≥ n (n ∈ N)

és a P bázis szerinti n-edik részletösszeg-operátor (Sn) a C[0, 1] teret a leg-
feljebb qn-edfokú polinomok Pqn alterébe képezi. Amennyiben valamilyen
0 < n ∈ N esetén qn = n, akkor bármely R ∈ Pqn polinomra Sn(R) = R
teljesül, más szóval ekkor az

Sn : C[0, 1] → Pqn

egy projekció. Ismeretes (ld. Lozinszkij–Harsiladze-tétel (10.5.)), hogy ebben az
esetben (egy alkalmas C > 0 abszolút konstanssal)

‖Sn‖ ≥ C· ln qn = C· lnn.

Mivel
sup{‖Sn‖ : n ∈ N} < +∞,

ezért az
{n ∈ N : qn = n}

halmaz legfeljebb véges. A kérdés most már az, hogy mit lehet mondani a (qn/n)
sorozatról.29

29A meglehetősen bő, idevágó irodalomból csak a P. Wojtaszczyk – K. Wozniakowski: Orthonormal

polynomial bases in function spaces dolgozatra (ld. Irodalomjegyzék) h́ıvjuk fel a figyelmet.
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x) A Banach-konstans (ld. 2.2.) mintájára vezessük be a
”
feltétlen” Banach-kons-

tans fogalmát. Legyen adott ehhez a z = (zn, n ∈ N) lineárisan független
rendszer az (X, ‖.‖) Banach-térben,

x =

∞∑

k=0

βkzk ∈ L[z]

esetén pedig legyen (ld. 2.6.)

σ(x) := sup

{∥∥∥∥∥
n∑

k=0

εkβkzk

∥∥∥∥∥ : n ∈ N, ε = (εk, k ∈ N) ∈ ℓ±

}
.

A
B∗

z := sup{σ(x) : x ∈ L[z], ‖x‖ ≤ 1}
számot (vagy a +∞-t) a z rendszer feltétlen Banach-konstansának nevezzük.
Ha a z zárt rendszer, akkor pontosan abban az esetben lesz feltétlen bázis az
X-ben, ha B∗

z < +∞.

xi) Egy Hilbert-térben bármely z zárt ONR (a Riesz–Fischer-tétel (ld. 10.3.) mi-
att) feltétlen bázis és B∗

z = 1.

xii) A 2.7.4. Tétel második része, miszerint a (hnj , j ∈ Z) rendszer Riesz-bázis a
Vn-ben (n ∈ Z) egyszerűen következik a tétel első feléből. Ti. (adott n, j ∈ Z
mellett) a

g(x) := 2n/2h(2nx+ (2n − 1)j) (x ∈ R)

jelöléssel hnj = gj és (megfelelő helyetteśıtéssel)

ĝ(x) = 2n/2·
∫ +∞

−∞
h(2nt+ (2n − 1)j)e−2πıxtdt =

2−n/2·
∫ +∞

−∞
h(y)e−2πıx(y−(2n−1)j)2−n

dy = 2−n/2e2πıx(2n−1)j2−n · ĥ(x/2n).

Tehát
+∞∑

k=−∞
|ĝ(x+ k)|2 = 2−n·

+∞∑

k=−∞
|ĥ((x+ k)2−n)|2 =

2−n·
+∞∑

q=−∞

2n−1∑

l=0

|ĥ((x+ (q2n + l))2−n)|2 =
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= 2−n·
2n−1∑

l=0

+∞∑

q=−∞
|ĥ((x+ l)2−n + q|2.

Legyen (az idézett tétel jelöléseivel)

A := {z ∈ R : m ≤
+∞∑

k=−∞
|ĥ(z + k)|2 ≤M},

ekkor az R \A halmaz nulla (Lebesgue-) mértékű. Ha

Al := {x ∈ R : (x+ l)2−n ∈ A} (l = 0, ..., 2n − 1),

akkor a

B := R \
2n−1⋂

l=0

Al

is nulla mértékű és x ∈ ⋂2n−1
l=0 Al esetén

m ≤
+∞∑

q=−∞
|ĥ((x+ l)2−n + q)|2 ≤M.

Ezért m.m. x ∈ R választással

m = 2−n·
2n−1∑

l=0

m ≤
+∞∑

k=−∞
|ĝ(x+ k)|2 ≤ 2−n·

2n−1∑

l=0

M = M.

Következésképpen a (hnj , j ∈ Z) rendszer Riesz-bázis a Vn-ben.

xiii) A (ld. 2.7.) (∗∗∗) jellemzésből (az előbbi megjegyzéstől függetlenül) triviálisan
következik az, hogy ha a (hj , j ∈ Z) Riesz-bázis a V0-ban, akkor egyúttal a
(hnj , j ∈ Z) is Riesz-bázis a Vn-ben (n ∈ Z) (ld. 2.7.4. Tétel). Ui. tetszőleges
αj (j ∈ Z) (legfeljebb véges sok j-re nem nulla) együtthatók esetén (véve az
y := 2nx helyetteśıtést)

∥∥∥∥∥∥

+∞∑

j=−∞
αjhnj

∥∥∥∥∥∥
=

√√√√√
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣∣

+∞∑

j=−∞
αj2n/2h(2nx− j)

∣∣∣∣∣∣

2

dx =
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=

√√√√√
∫ +∞

−∞

∣∣∣∣∣∣

+∞∑

j=−∞
αjh(y − j)

∣∣∣∣∣∣

2

dy =

∥∥∥∥∥∥

+∞∑

j=−∞
αjhj

∥∥∥∥∥∥
.

Ha tehát a (∗ ∗ ∗) igaz a (hj , j ∈ Z) rendszerre, akkor (ugyanazokkal a c, C
konstansokkal) a (∗ ∗ ∗) teljesül a (hnj , j ∈ Z) rendszerre is.

xiv) Belátható (ld. 2.7.3. Tétel), hogy van olyan ϕ ∈ V0 függvény, amelyre a30

(τjϕ, j ∈ Z)

ortonormált rendszer és minden ilyen ϕ-re egyúttal a (τjϕ, j ∈ Z) rendszer
bázis a V0-ban.

xv) A 2.7.4. Tételbeli ekvivalencia szükségességének a bizonýıtásában az alábbiak
szerint is eljárhatunk. Legyen

x ∈ [0, 1], 0 < k ∈ N

és

fk : R → R

az az 1 szerint periodikus függvény, amelyre

fk(t) :=
√
k (x ≤ t < x+ 1/k).

Ha most

an :=

∫ 1

0
fk(t)e−n(t) dt (n ∈ Z)

jelöli az fk (trigonometrikus) Fourier-együtthatóit, akkor egyrészt (ld.
Carleson-tétel, ill. Parseval-egyenlőség)

fk(t) =

+∞∑

n=−∞
anen(x) (m.m. t ∈ [0, 1])

és
+∞∑

n=−∞
|an|2 =

∫ 1

0
|fk(t)|2dt = 1.

30τjϕ(x) := ϕ(x− j) (x ∈ R, j ∈ Z).
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Másrészt (ld. 2.7.4. Tétel bizonýıtása) láttuk, hogy

C = C·
+∞∑

n=−∞
|an|2 ≥

∥∥∥∥∥
+∞∑

n=−∞
anhn

∥∥∥∥∥

2

=

∥∥∥∥∥

(
+∞∑

n=−∞
anen

)
ĥ

∥∥∥∥∥

2

=

∫ 1

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

n=−∞
anen(t)

∣∣∣∣∣

2

·
+∞∑

j=−∞
|ĥ(t+ j)|2dt =

∫ 1

0
|fk(t)|2·

+∞∑

j=−∞
|ĥ(t+ j)|2dt =

k·
∫ x+1/k

x

+∞∑

j=−∞
|ĥ(t+ j)|2dt =

F (x+ 1/k) − F (x)

1/k
,

ahol

F (z) :=

∫ z

0

+∞∑

j=−∞
|ĥ(t+ j)|2dt (z ∈ [0, 1]).

Az F integrálfüggvény m.m. z ∈ [0, 1] esetén differenciálható és

F ′(z) = lim
k→+∞

F (z + 1/k) − F (z)

1/k
=

+∞∑

j=−∞
|ĥ(z + j)|2.

Tehát m.m. x ∈ [0, 1] (és ı́gy egyúttal m.m. x ∈ R) helyen a fentiek alapján

+∞∑

j=−∞
|ĥ(x+ j)|2 = lim

k→+∞
F (x+ 1/k) − F (x)

1/k
≤ C

is teljesül. (A
+∞∑

j=−∞
|ĥ(x+ j)|2 ≥ c (m.m. x ∈ R)

alsó becslést ugyańıgy kapjuk.)

xvi) Legyen valamilyen an (n ∈ N) számsorozat esetén

∆an := an − an+1 (n ∈ N),

ill.

∆2an := ∆an − ∆an+1 (n ∈ N)
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az illető sorozat első-, ill. másodrendű differencia-sorozata. Tegyük fel, hogy
valamilyen 1 < p ≤ +∞ mellett az

(n1−1/pan, n ∈ N), (n2−1/p∆an, n ∈ N)

sorozatok korlátosak és

+∞∑

n=0

n2−1/p|∆2an| < +∞.

Ekkor jól ismert a trigonometrikus sorok elméletéből, hogy a

+∞∑

n=0

an cos(nx)

koszinusz-sor egy alkalmas f ∈ Lp[−π, π] függvény (trigonometrikus) Fourier-
sora. Speciálisan, ha a 2.7.3. Tételbeli tj = t−j (j ∈ N) együtthatókra a

• supj j· |tj | < +∞,

• supj j
2· |∆tj| < +∞,

• ∑+∞
j=0 j

2· |∆2tj| < +∞

feltételek teljesülnek, akkor a

t0 +

+∞∑

j=1

2tj cos(jx)

sor egy L∞[−π, π]-beli függvény (trigonometrikus) Fourier-sora.

xvii) Ha pl. valamilyen C > 0 és α > 3 paraméterrel (a 2.7.3. Tételben)

|h(x)| ≤ C

(1 + |x|)α (x ∈ R),

akkor belátható (ld. később), hogy alkalmas Cα > 0 együtthatóval

|tj| ≤ Cαj
−α (0 < j ∈ N).

Világos, hogy ekkor (ld. xvi))

j· |tj | ≤ Cαj
−α+1 és j2· |∆2tj| ≤ Cαj

−α+2 (0 < j ∈ N)

miatt a fenti • feltételek teljesülnek.
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xviii) Nem nehéz belátni, hogy nincs olyan h ∈ L2(R) függvény, amellyel a

(τjh, j ∈ Z)

rendszer Riesz-bázis az L2(R)-ben. Ha ui. valamilyen h mégis ilyen lenne,
akkor bármely f ∈ L2(R) esetén alkalmas aj (j ∈ Z) együtthatókkal

f =
+∞∑

j=−∞
ajτjh

és
+∞∑

j=−∞
|aj |2 < +∞

teljesülne. Innen

f̂ =




+∞∑

j=−∞
ajej


 · ĥ

következne, ahol a
+∞∑

j=−∞
ajej

függvény 1 szerint periodikus. Mivel tetszőleges F ∈ L2(R) függvényhez van
olyan f ∈ L2(R), amellyel f̂ = F, ezért a következőt mondhatjuk: minden
F ∈ L2(R) előálĺıtható

F = GF ĥ

alakban alkalmas 1 szerint periodikus GF függvénnyel (ahol tehát

‖F −GF ĥ‖ = 0,

azaz
F (x) = GF (x)ĥ(x) (m.m. x ∈ R)).

Ha itt

F (x) := e−x2
(x ∈ R),

akkor a fentiekből a ĥ-ra a következőt kapjuk:

ĥ(x) 6= 0 (m.m. x ∈ R).
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Ha viszont F := χ[0,1], akkor az előbb mondottakat figyelembe véve

F (x) = GF (x)ĥ(x) (m.m. x ∈ R)

alapján
GF (x) = 0 (m.m. x ∈ R \ [0, 1])

adódik. A GF periodikus 1 szerint, ezért egyúttal

GF (x) = 0 (m.m. x ∈ R \ [0, 1]).

Ugyanakkor az

F (x) = 1 = GF (x)ĥ(x) (m.m. x ∈ [0, 1])

egyenlőségnek is teljesülnie kellene, ami az előzőek szerint lehetetlen.



3. fejezet

Előálĺıtási rendszerek (framek)

Ebben a fejezetben a bázisfogalom egyfajta általánośıtásával foglalkozunk, röviden
megadva a legalapvetőbb fogalmakat és tételeket.

3.1. A frame fogalma

Tekintsük a továbbiakban az (X, ‖.‖X ) normált teret, az N pedig legyen egy meg-
számlálható (

”
index”) halmaz, amelyen adott az

|.| : N → [0,+∞)

leképezés1 . Erről feltételezzük, hogy bármely k ∈ N esetén az

Nk := {n ∈ N : |n| ≤ k}

halmaz véges. Ez egyúttal azt is jelenti, hogy

Nk ⊂ Nk+1 (k ∈ N)

és

N =

∞⋃

k=0

Nk.

Világos, hogy az N halmaz bármely

N =

∞⋃

k=0

Ik

1Legyen most |n| := |.|(n) (n ∈ N ).

89
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part́ıciójához2 megadható olyan

|.| : N → [0,+∞)

függvény, hogy

Ik = Nk (k ∈ N).

Ilyen pl. az

|n| :=





0 (n ∈ I0)

k (n ∈ Ik \ Ik−1)
(k = 1, 2, ...)

leképezés.

Ha pl. N ∈ N és a ‖.‖ valamilyen norma az RN -en, akkor az N := NN vagy
az N := ZN és az

|n| := ‖n‖ (n ∈ N )

választás nyilván megfelel a fenti elvárásoknak.

Tegyük fel, hogy adott egy

ϕ : N → X

X-beli
”
sorozat” és az

xn := ϕ(n) (n ∈ N )

jelöléssel az

Sk :=
∑

n∈Nk

xn (k ∈ N)

részletösszeg-sorozat konvergál valamilyen X-beli x elemhez:

lim
k→∞

‖x− Sk‖X = 0.

Ekkor azt mondjuk, hogy a
∑

(xn)
”
végtelen sor” konvergens, és a következő

ı́rásmódot használjuk:

x =
∑

n∈N
xn.

Világos, hogy ha N = N és

|n| := n (n ∈ N),

2Amikor tehát az Ik ⊂ N véges és Ik ⊂ Ik+1 (k ∈ N).
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akkor Sk a
∑

(xn) végtelen sor k-adik
”
klasszikus”

Sk =
k∑

n=0

xn (k ∈ N)

részletösszegét jelenti. Legyen ugyanakkor pl.

N := Z × Z

és
|(r, s)| :=

√
r2 + s2 (r, s ∈ Z).

Ekkor az
Sk =

∑

(r,s)∈Nk

x(r,s) (k ∈ N)

azon x(r,s) elemek összege, amelyekre az

(r, s) ∈ Z × Z

rácspontok a koordinátaśıkon az origó középpontú k sugarú körlemezben vannak.
Hasonlóan, ha

|(r, s)| := max{|r|, |s|} (r, s ∈ Z),

akkor az Sk a
[−k, k] × [−k, k]

négyzetbe eső (r, s) rácspontokra nézve jelenti az x(r,s) elemek összegét.

A most definiált konvergencia, ill. a
∑

n∈N xn sorösszeg nyilván függ a |.| függ-
vény megadásától. Elképzelhető ugyanakkor, hogy bizonyos esetekben tetszőleges fenti
tulajdonságú |.| esetén létezik a

∑
n∈N xn összeg, ami független a |.|-től. Ebben az

esetben azt fogjuk mondani, hogy a
∑

(xn) sor feltétlen konvergens.

A fenti konvergencia-fogalom megviláǵıtásához legyen valamilyen véges ∅ 6= I ⊂ N
esetén

SI :=
∑

n∈I
xn.

3.1.1. Lemma. A
∑

(xn) sor akkor és csak akkor feltétlen konvergens, ha al-
kalmas x ∈ X elemmel bármely ε > 0 számhoz megadható olyan véges Nε ⊂ N
halmaz, hogy az Nε ⊂ Ñ feltételnek eleget tevő tetszőleges véges ∅ 6= Ñ ⊂ N
halmaz esetén ∥∥x− S eN

∥∥
X
< ε.
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Ha ui. ez utóbbi feltétel teljesül valamilyen x ∈ X elemmel és a

|.| : N → [0,+∞)

függvényre az Nk halmaz véges minden k ∈ N indexre, akkor bármely N∗ ⊂ N
(nem üres) véges halmazhoz létezik olyan k0 ∈ N, amellyel

N∗ ⊂ Nk0.

Mivel k ≥ k0 (k ∈ N) esetén az Nk véges és N∗ ⊂ Nk, ezért az

N∗ := Nε

választással
‖x− SNk

‖X < ε.

Tehát a
∑

(xn) sor feltétlen konvergens.

Ford́ıtva, legyen most a
∑

(xn) sor feltétlen konvergens,

x :=
∑

n∈N
xn

és indirekt módon tegyük fel, hogy valamilyen ε > 0 mellett minden véges N∗ ⊂ N
(nem üres) halmazhoz alkalmas véges

Ñ ⊂ N , N∗ ⊂ Ñ

halmazzal ∥∥x− S eN
∥∥

X
≥ ε.

Ha
|.| : N → [0,+∞)

az előbbi tulajdonságú függvény, akkor a feltétlen konvergencia miatt létezik olyan
k0 ∈ N, hogy

‖x− SNk
‖X < ε/2 (k ∈ N, k ≥ k0).

Az indirekt feltétel szerint viszont valamilyen N (0) ⊂ N véges halmazzal Nk0 ⊂ N (0)

és
‖x− SN (0)‖X ≥ ε.

Ugyanakkor van olyan N ∋ k1 > k0 + 1, hogy

N (0) ⊂ Nk1
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és ∥∥∥x− SNk1

∥∥∥
X
< ε/2

és ı́.t. Tehát teljes indukcióval ı́gy olyan k0 < k1 < k2 < ... indexsorozatot, valamint

N (j) (j ∈ N)

halmazsorozatot kapunk, amelyekkel kj+1 > kj + 1, továbbá

Nkj
⊂ N (j) ⊂ Nkj+1

(j ∈ N)

és ∥∥∥x− SNkj

∥∥∥
X
< ε/2 (j ∈ N),

valamint
‖x− SN (j)‖X ≥ ε (j ∈ N).

Tekintsük ezek után a következő

|.|∗ : N → [0,+∞)

függvényt:

|n|∗ :=





k0 (n ∈ Nk0)

kj (n ∈ N (j) \ Nkj
)

kj + 1 (n ∈ Nkj+1
\ N (j))

(j ∈ N).

Ekkor az értelemszerű

N ∗
k := {n ∈ N : |n|∗ ≤ k} (k ∈ N)

jelöléssel ∥∥∥SN ∗
kj

− SN ∗
kj−1

∥∥∥
X

=
∥∥∥SN (j) − SNkj

∥∥∥
X

≥

‖x− SN (j)‖X −
∥∥∥x− SNkj

∥∥∥
X
> ε− ε/2 = ε/2 (0 < j ∈ N).

Ez azt jelenti, hogy a |.|∗ függvényre nézve a
∑

(xn) sor divergál, szemben a
feltételezéssel.

A fentiekben bevezetett feltétlen konvergenciával kapcsolatban az alábbiakat je-
gyezzük még meg. Az N indexhalmaz megszámlálhatósága miatt van olyan

σ : N → N
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leképezés, amely bijekció. Legyen

S
(σ)
k :=

k∑

n=0

xσ(n) (k ∈ N).

A 3.1.1. Lemma bizonýıtásával analóg módon látható be, hogy a
∑

(xn) sor feltétlen
konvergenciája ekvivalens a következővel: van olyan x ∈ X, hogy tetszőleges

σ : N → N

permutációra

lim
k→∞

‖x− S
(σ)
k ‖X = 0.

Speciálisan, ha N = N, akkor az

S
(σ)
k (k ∈ N)

nem más, mint a
∑

(xn) végtelen sor

σ : N → N

permutációra nézve vett
∑

(xσ(n)) átrendezett sorának a k-adik részletösszege. Jól is-
mert az elemi anaĺızisből, hogy egy végtelen sor feltétlen konvergenciája erősebb köve-
telmény a szóban forgó sor konvergenciájánál. Nevezetesen, pl. egy valós számokból
álló

∑
(xn) végtelen sor akkor és csak akkor feltétlen konvergens, ha

∞∑

n=0

|xn| < +∞,

azaz, ha abszolút konvergens.3

A fejezet ćımében jelzett rendszerek defińıciójához legyen adott egy X∗-beli

Φ = (φn, n ∈ N )

és valamilyen (Y, ‖.‖Y ) normált tér esetén egy Y -beli

y = (yn, n ∈ N )

3Kevésbé triviális példa idézhető a Fourier-sorok elméletéből is (a részleteket illetően ld. később):
az f ∈ Lp[0, 2π] (1 < p < +∞) függvény Sf trigonometrikus Fourier-sora ‖.‖p-normában konvergál
az f -hez, de ez a konvergencia csak p = 2 esetén jelent egyúttal feltétlen konvergenciát. Más szóval,
ha p 6= 2, akkor az Sf -nek van olyan átrendezése, amelyik ‖.‖p-normában divergál.
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”
sorozat”. Tehát

Φ : N → X∗

és

y : N → Y,

ill.

φn := Φ(n) (n ∈ N )

és

yn := y(n) (n ∈ N ).

Ekkor a (Φ,y) párt előálĺıtási rendszernek (közismert angol nevén frame-nek) ne-
vezzük az (X,Y )-ra nézve, ha minden x ∈ X esetén létezik a

∑

n∈N
φn(x)· yn

”
összeg” és az

F (x) :=
∑

n∈N
φn(x)· yn (x ∈ X)

hozzárendeléssel értelmezett

F : X → Y

operátor lineáris homeomorfizmus.

Ha X = Y, akkor a (Φ,y) egy ún. előálĺıtási rendszer az X-re nézve. Az F
leképezést előálĺıtási operátornak (frame operátornak) h́ıvjuk.

A Banach–Steinhaus-tétel (ld. 10.1.), valamint a Banach-féle inverz-tétel (ld.
10.8.) miatt alkalmasan megválasztott 0 < m,M < +∞ konstansokkal teljesül,
hogy

(∗) m· ‖x‖X ≤ sup
k∈N

∥∥∥∥∥
∑

|n|≤k

φn(x)· yn

∥∥∥∥∥
Y

≤M · ‖x‖X (x ∈ X).

Az előbbi becslésben szereplő M -ek infimumát, ill. az m-ek szuprémumát frame
konstansoknak nevezzük. Ha m = M, azaz

sup
k∈N

∥∥∥∥∥
∑

|n|≤k

φn(x)· yn

∥∥∥∥∥
Y

= M · ‖x‖X (x ∈ X),
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akkor azt mondjuk, hogy a (Φ,y) egy szigorú frame.

Megmutatható, hogy ha

Φ̃ := ((F−1)∗(φn), n ∈ N )

és
ỹ := (F−1(yn), n ∈ N ),

akkor a (Φ̃, ỹ) frame az (Y,X)-re vonatkozóan, aminek a frame operátora F−1. Azt
mondjuk, hogy a (Φ̃, ỹ) a (Φ,y) inverze.

Tegyük fel, hogy az Y ∗ duális tér4 valamilyen sűrű részhalmazának minden Ψ
elemére konvergens a ∑

n∈N
Ψ(yn)·φn

”
sor”. Ekkor az (y,Φ) frame az (Y ∗,X∗)-ra nézve, aminek a frame operátora F ∗.

Hasonlóan, az (ỹ, Φ̃) frame az (X∗, Y ∗)-ra vonatkozóan, aminek a frame operátora
(F−1)∗. Tehát az (ỹ, Φ̃) a (Φ,y) inverze.

Az előálĺıtási rendszereket kétféleképpen használhatjuk egy x ∈ X elem reprezen-
tációjára: erre a célra szolgálhat egyrészt az

x̂ := (φn(x), n ∈ N )

”
sorozat”, másrészt az F (x) ∈ Y pont. Könnyű meggondolni, hogy mind a két

reprezentáció egyértelmű, továbbá, hogy mindegyik stabil a szokásos értelemben.

Ha az
F (x) =

∑

n∈N
φn(x)· yn (x ∈ X)

egyenlőség mindkét oldalán alkalmazzuk az F−1 operátort, akkor a biortogonális
kifejtéssel (ld. 2.2.) analóg

x =
∑

n∈N
φn(x)· ỹn (x ∈ X)

kifejtést kapjuk (ami nyilván egy X-normában konvergens
”
sor”). Hasonlóan adódik

(az inverzframet használva) a

4Tehát az Y -on értelmezett korlátos lineáris funkcionálok lineáris tere a
”
szokásos” funkcionálnor-

mával.
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z =
∑

n∈N
φ̃n(z)· yn (z ∈ Y )

előálĺıtás is, amit az előzővel együtt frame előálĺıtásoknak nevezünk. Az ezekben
szereplő

φn(x), ill. φ̃n(z) (n ∈ N )

együtthatókat az x ∈ X, ill. a z ∈ Y elem frame együtthatóinak h́ıvjuk.

3.2. Előálĺıtási rendszerek Hilbert-terekben

Annak az eldöntése, hogy egy adott (Φ,y) pár vajon előálĺıtási rendszert alkot-e az
(X,Y )-ra nézve vagy sem, általában nem egy egyszerű feladat. Abban az esetben
viszont, ha az X = Y egy Hilbert-tér, a helyzet lényegesen egyszerűbbé válik. Így
például (ld. Riesz-féle reprezentációs tétel (ld. 10.7.)) a következő kérdés vethető fel:
az

yn := φn (n ∈ N)

esetben5 mikor lesz egy (φn, n ∈ N) rendszer az X-re nézve előálĺıtási rendszer? (Az
egyszerűség kedvéért a továbbiakban az

N := N, |n| := n (n ∈ N)

esetre szoŕıtkozva, az X-beli skaláris szorzást 〈, 〉-val jelölve, az ‖.‖X helyett ‖.‖-t
ı́rva.6) Tehát (ld. 3.1.) mikor igaz, hogy minden x ∈ X elemre létezik az

F (x) :=

∞∑

n=0

〈x, φn〉·φn ∈ X

összeg és az ı́gy definiált

F : X → X

operátor lineáris homeomorfizmus? Ezzel kapcsolatos a

5Most tehát 〈x, φn〉 = Φn(x) = 〈x, yn〉 (x ∈ X, n ∈ N).
6Amikor is ‖x‖ =

p
〈x, x〉 (x ∈ X).
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3.2.1. Tétel. A Φ = (φn, n ∈ N) rendszer pontosan akkor frame az X Hilbert-
térre nézve, ha vannak olyan 0 < A ≤ B < +∞ konstansok, amelyekkel

(∗) A· ‖x‖2 ≤
∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2 ≤ B· ‖x‖2 (x ∈ X).

Ekkor az F frame operátor pozit́ıv definit és

〈F (x), x〉 =
∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2 (x ∈ X).

Ha ui.
R(x) := (〈x, φn〉, n ∈ N),

akkor a (∗) szerint az
R : X → ℓ2

korlátos lineáris operátor. Legyen

R∗ : ℓ2 → X

az R adjungáltja és
ℓ02 := {(ξ(N)

n , n ∈ N) ∈ ℓ2 : N ∈ N},
ahol N ∈ N esetén

ξ(N)
n = 0 (N ≤ n ∈ N).

Világos, hogy az (ℓ2, ‖.‖2) Hilbert-térben az ℓ02 mindenütt sűrű, továbbá

〈R(x), c〉ℓ2 =
∞∑

n=0

〈x, φn〉· cn =
〈
x,

∞∑

n=0

cnφn

〉
=

〈x,R∗(c)〉
(
c = (cn, n ∈ N) ∈ ℓ02

)
.

Ezért

R∗(c) =

∞∑

n=0

cnφn (c ∈ ℓ02),

ı́gy az ℓ02 sűrűsége miatt egyúttal bármely ξ = (ξn, n ∈ N) ∈ ℓ2 esetén is

R∗(ξ) =

∞∑

n=0

ξnφn.
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Speciálisan tetszőleges x ∈ X elemre a ξ := R(x) választással létezik az

F (x) := R∗(ξ) =

∞∑

n=0

〈x, φn〉·φn

összeg. Más szóval az
F := R∗R : X → X

operátor a ḱıvánt alakú, ami nyilván lineáris is. Továbbá a (∗) feltétel miatt (az
előbbi jelölésekkel)

‖F (x)‖ ≤ ‖R∗‖· ‖ξ‖2 = ‖R∗‖·

√√√√
∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2 ≤ ‖R∗‖·
√
B· ‖x‖.

Ez azt jelenti, hogy az F korlátos lineáris operátor (́ıgy folytonos is), amire

〈F (x), x〉 = 〈R∗(ξ), x〉 = 〈ξ,R(x)〉ℓ2 = ‖ξ‖2
2 =

∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2,

tehát a (∗) alapján
〈F (x), x〉 ≥ A· ‖x‖2 (x ∈ X).

Következésképpen az F pozit́ıv (definit) lineáris operátor és mint ilyen, nyilván in-
vertálható. Ha RF = X (azaz az F

”
ráképez” az X-re), akkor a Banach-féle

inverz-tétel (ld. 10.8.) szerint az

F−1 : X → X

is korlátos lineáris operátor, ı́gy folytonos is. Tehát az

F : X → X

valóban homeomorfizmus.

Azt kell tehát még megmutatnunk, hogy tetszőleges y ∈ X esetén van olyan
x ∈ X, amellyel F (x) = y. Vezessük be ehhez valamilyen 0 6= t ∈ R paraméterrel az

Ft : X → X

leképezést a következőképpen:

Ft(z) := z − tF (z) + ty (z ∈ X).
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Ha egy x ∈ X elem fixpontja az Ft-nek, azaz

Ft(x) = x,

akkor nyilván F (x) = y. Az ismert Banach–Tyihonov–Cacciopoli-fixpont-tételre (ld.
10.15.) hivatkozva ı́gy elég azt belátnunk, hogy alkalmas t paraméter mellett az Ft

kontrakció. Ehhez először is vegyük észre, hogy

‖Ft(z) − Ft(v)‖ = ‖z − v − t(F (z) − F (v))‖ =

‖(I − tF )(z − v)‖ ≤ ‖I − tF‖· ‖z − v‖ (z, v ∈ X)7.

Megmutatjuk, hogy alkalmas t > 0 mellett

‖I − tF‖ < 1.

Ui. a (∗) alapján

〈(I − tF )(z), z〉 = ‖z‖2 − t〈F (z), z〉 ≤ (1 − tA)· ‖z‖2 (z ∈ X, 0 6= t ∈ R).

Legyen itt t := 1/B, ekkor (figyelembe véve azt is, hogy az I − tF operátor szintén
önadjungált) azt mondhatjuk, hogy

‖I − tF‖ = sup
‖z‖≤1

|〈(I − tF )(z), z〉| ≤ 1 − A

B
< 1.

Ezzel beláttuk a (∗) egyenlőtlenségek teljesülésének a szükségességét.

Ford́ıtva, ha létezik az

F (x) =

∞∑

n=0

〈x, φn〉·φn (x ∈ X)

leképezés és az
F : X → X

homeomorfizmus, akkor egyrészt

(∗∗) 〈F (x), x〉 =

∞∑

n=0

〈x, φn〉· 〈φn, x〉 =

∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2 (x ∈ X).

7Ahol I(w) := w (w ∈ X).
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Másrészt az F korlátos lineáris operátor, ezért az előbbiek és a Cauchy–Bunyakovsz-
kij-egyenlőtlenség szerint

∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2 = 〈F (x), x〉 ≤ ‖F (x)‖· ‖x‖ ≤ ‖F‖· ‖x‖2 (x ∈ X),

ı́gy a (∗) jobb oldala teljesül a B := ‖F‖ választással8. Továbbá (F ∗-gal az F
adjungáltját jelölve)

〈x, F ∗(y)〉 = 〈F (x), y〉 =
∞∑

n=0

〈x, φn〉· 〈φn, y〉 =
〈
x,

∞∑

n=0

〈φn, y〉·φn

〉
=

(∗ ∗ ∗)
〈
x,

∞∑

n=0

〈y, φn〉·φn

〉
(x, y ∈ X).

Innen

F ∗(y) =

∞∑

n=0

〈y, φn〉·φn = F (y) (y ∈ X)

következik. Tehát az F (és egyúttal az F−1 is) önadjungált. A (∗∗∗) egyenlőségből
a Cauchy–Bunyakovszkij-egyenlőtlenséget felhasználva azt kapjuk, hogy (ld. (∗∗))
tetszőleges x, y ∈ X mellett

|〈F (x), y〉| ≤

√√√√
∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2·

√√√√
∞∑

n=0

|〈y, φn〉|2 =
√

〈F (x), x〉· 〈F (y), y〉.

Ha x ∈ X, akkor a
ψ(y) := 〈F (x), y〉 (y ∈ X)

funkcionál normája nem más, mint ‖F (x)‖, ezért9

‖F (x)‖ = sup
‖y‖≤1

|ψ(y)| = sup
‖y‖≤1

|〈F (x), y〉| ≤

√
sup
‖y‖≤1

〈F (y), y〉·
√

〈F (x), x〉 =
√

‖F‖·
√

〈F (x), x〉.

8‖F‖ > 0 nyilván feltehető.
9Emlékeztetünk arra, hogy – lévén az F önadjungált – ‖F‖ = sup‖y‖≤1〈F (y), y〉.
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A fentieket figyelembe véve

‖x‖2 = ‖F−1(F (x))‖2 ≤ ‖F−1‖2· ‖F (x)‖2 ≤ ‖F−1‖2· ‖F‖· 〈F (x), x〉,

tehát
∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2 = 〈F (x), x〉 ≥ ‖x‖2

‖F−1‖2· ‖F‖ (x ∈ X).

Ezért igaz a (∗) bal oldala is az

A :=
1

‖F−1‖2· ‖F‖

állandóval.

Ezzel a 3.2.1. Tételt beláttuk.

Tegyük fel, hogy a 3.2.1. Tételbeli (∗) feltétel (az ottani jelöléseket használva)
igaz a φn ∈ X (n ∈ N) rendszerre és tekintsük az

F (x) =

∞∑

n=0

〈x, φn〉·φn (x ∈ X)

frame operátort. Ekkor az

F−1(φn) (n ∈ N)

rendszerre is fennáll a (∗) az A helyett a B−1-gyel, a B helyett pedig az A−1

választással. Továbbá minden x ∈ X elemre

x =

∞∑

n=0

〈x, F−1(φn)〉·φn =

∞∑

n=0

〈x, φn〉·F−1(φn),

és az itt szereplő végtelen sorok bármely átrendezése is konvergál az x-hez. (Tehát
F−1(φn) (n ∈ N) is frame (az ún. duális frame).)

Ti. az F−1 inverzoperátor önadjungáltsága (és az F, ı́gy egyúttal az F−1 pozi-
tivitása) miatt

∞∑

n=0

|〈x, F−1(φn)〉|2 =
∞∑

n=0

|〈F−1(x), φn〉|2 =

〈F (F−1(x)), F−1(x)〉 = 〈F−1(x), x〉.
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A szóban forgó (∗) egyenlőtlenségek a pozit́ıv operátorok nyelvén nem jelentenek
mást, mint azt, hogy BI −F ≥ 0 és F −AI ≥ 0. Jól ismert (ld. 10.14.), hogy ha az

U, V : X → X

korlátos lineáris operátorokra U ≥ 0 és V ≥ 0, valamint UV = V U igaz, akkor
UV ≥ 0. Ha pl.

U := BI − F

és V := F−1, akkor a fentiek szerint F−1 ≥ 0, továbbá

UV = (BI − F )F−1 = BF−1 − I = V U

is nyilvánvaló. Ezért
BF−1 − I ≥ 0

és hasonlóan
I −AF−1 ≥ 0,

ı́gy

〈(BF−1 − I)(x), x〉 ≥ 0 és 〈(I −AF−1)(x), x〉 ≥ 0 (x ∈ X).

Más szóval

A· 〈F−1(x), x〉 ≤ ‖x‖2 ≤ B· 〈F−1(x), x〉 (x ∈ X),

ezért

B−1· ‖x‖2 ≤ 〈F−1(x), x〉 =
∞∑

n=0

|〈x, F−1(φn)〉|2 ≤ A−1· ‖x‖2.

Továbbá

x = F (F−1(x)) =

∞∑

n=0

〈F−1(x), φn〉·φn =

∞∑

n=0

〈x, F−1(φn)〉·φn,

és x = F−1(F (x)) alapján analóg módon kapjuk az x-re vonatkozó másik előálĺıtást.

Valamely X Hilbert-térbeli előálĺıtási rendszerek és a bázisok viszonyának a tisztá-
zásához először is emlékeztetünk arra, hogy minden X-beli frame teljes, azaz egyúttal
zárt rendszer is. Egy framet egzaktnak nevezünk, ha bármely elemének az elhagyása
után a maradék rendszer már nem frame. Így egy X-beli teljes ONR egzakt és szigorú
frame, amelynek a frame-konstansa 1 (ld. Parseval-formula).
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Ha pl. az (en, n ∈ N) ONR az X-ben, akkor az

e1, e1, e2, e2, ...

nem egzakt szigorú frame, az
e1, e2/2, e3/3, ...

pedig zárt ortogonális rendszer, ami nem frame, a

2e1, e2, e3, ...

egzakt nem szigorú frame, aminek a frame konstansai 1 és 2.

Legyen tehát a Φ = (φn, n ∈ N ) egy előálĺıtási rendszer az X-re nézve és z ∈ X
esetén jelöljük az X̂z szimbólummal a

z =
∑

n∈N
cnφn

előálĺıtásnak eleget tevő (cn, n ∈ N ) (együttható)
”
sorozatok” halmazát. Pl. a z

elem frame kifejtéséből származó

ẑ := (φn(z), n ∈ N )

”
sorozat” eleme az X̂z-nek. Ha egy c = (cn, n ∈ N ) esetén

‖c‖2 :=
( ∑

n∈N
|cn|2

)1/2
,

akkor a frame együtthatók az alábbi minimál-tulajdonsággal b́ırnak, nevezetesen (a
fenti jelölésekkel) igaz a

3.2.2. Tétel. Legyen a Φ frame az X Hilbert-térre nézve és z ∈ X. Ekkor
bármely c ∈ X̂z esetén

‖ẑ‖2 ≤ ‖c‖2,

valamint
‖c‖2

2 = ‖ẑ‖2
2 + ‖c− ẑ‖2

2.

A következő tétel az egzakt framekre ad jellemzést:
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3.2.3. Tétel. Legyen a Φ = (φn, n ∈ N ) frame az X Hilbert-térre nézve, a
Φ̃ = (φ̃n, n ∈ N ) pedig az inverze. A Φ akkor és csak akkor egzakt, ha

〈φn, φ̃n〉 = 1 (n ∈ N ).

Továbbá, ha a Φ egzakt frame, akkor a Φ minimális rendszer10, ami a Φ̃-vel
biortogonális.

3.3. Gábor-framek

Példaként röviden felidézzük az igen intenźıven vizsgált, Gábor Dénesről elnevezett
speciális frameket. Ehhez elöljáróban emlékeztetünk a Tξ, ill. az Mξ transzlációs,
ill. modulációs operátorokra: valamilyen ξ ∈ Rn vektor11 és

f : Rn → C

függvény esetén legyen

Tξf(t) := f(t− ξ) (t ∈ Rn),

valamint12

Mξf(t) := e2πı〈t,ξ〉f(t) (t ∈ Rn).

Egyszerűen ellenőrizhető, hogy

TξMη = e−2πı〈ξ,η〉MηTξ (ξ, η ∈ Rn).

Ha (a 3.3. pont hátralevő részében is) a

0 6= g : Rn → C

egy adott ún. ablakfüggvény, akkor legyen13

Dg := {f : Rn → C : fTxg ∈ L1 (x ∈ Rn)}.
10Ld. 2.2.
11A későbbiekben is 1 ≤ n ∈ N.
12A

”
szokásos” 〈t, ξ〉 =

Pn
i=1 tiξi (t = (t1, ..., tn), ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn) skaláris szorzással.

13A továbbiakban az Ls := Ls(Rn) (1 ≤ s ≤ +∞) a Lebesgue-féle klasszikus függvénytereket
jelöli.
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A Hölder-egyenlőtlenség alapján nyilvánvaló, hogy pl. g ∈ Lq esetén

Lp ⊂ Dg,

hacsak az 1 ≤ p, q ≤ +∞ kitevőkre

1

p
+

1

q
= 1.

Így pl. L2 ⊂ Dg minden g ∈ L2 függvényre. Különösen fontos a

g ∈ L1 ∩ L∞

eset, amikor könnyen láthatóan egyúttal minden 1 < p < +∞ mellett g ∈ Lp is
teljesül.14 Ezért ekkor

Lp ⊂ Dg (1 ≤ p ≤ +∞).

Legyen tehát a g ablakfüggvény, f ∈ Dg és definiáljuk a Vgf(x, y)-t a követke-
zőképpen:

Vgf(x, y) :=

∫
f(t)g(t− x)e−2πı〈t,y〉dt (x, y ∈ Rn).

Világos, hogy15

Vgf(x, y) = 〈f,MyTxg〉 = e−2πı〈y,x〉· 〈f,TxMyg〉.

Ha g = 1, akkor

Vgf(x, y) =

∫
f(t)e−2πı〈t,y〉dt = f̂(y) (x, y ∈ Rn)

(az f függvény Fourier-transzformáltja). Az ı́gy definiált

Vgf : R2n → C

leképezést az f függvény rövid idejű (vagy ablakos) Fourier-transzformáltjának ne-
vezzük (angolul STFT: short-time Fourier transform16). Gábor Dénes vizsgálataira
utalva használatos még a Gábor-transzformált elnevezés is. Ha pl. n = 1, δ > 0 és

14Ui.
R
|g|p =

R
{|g|≤1}

|g|p +
R
{|g|>1}

|g|p ≤
R
|g| + ‖g‖p

∞·
R
{|g|>1}

1 ≤ ‖g‖1 + ‖g‖p
∞·

R
|g|, tehátR

|g|p ≤ ‖g‖1· (1 + ‖g‖p
∞) < +∞.

15Nem fog félreértést okozni, ha esetenként az L2-beli 〈f, g〉 =
R
f(x)g(x)dx (f, g ∈ L2), ill. az

Rn-beli skaláris szorzásra ugyanazt a 〈, 〉 szimbólumot használjuk.
16Gábor Dénes (1946).
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supp g ⊂ [−δ, δ],

akkor

Vgf(x, y) =

∫ −x+δ

−x−δ
f(t)g(t+ x)e−2πı〈t,y〉dt (x, y ∈ Rn).

Világos, hogy a Vg operátor lineáris. Belátható továbbá, hogy f, g ∈ L2 esetén a
Vgf egyenletesen korlátos.

Adott g ∈ L2 ablakfüggvény és α, β > 0 paraméterek mellett tekintsük az alábbi,
ún. Gábor-rendszert:

G(g, α, β) := {TkαMjβg : k, j ∈ Zn}.

Tehát k, j ∈ Zn esetén

TkαMjβg(x) = Mjβg(x− kα) = e2πı〈x−kα,jβ〉g(x− kα) (x ∈ Rn).17

Ha a G(g, α, β) rendszer frame az (L2, ‖.‖) Hilbert-térre nézve,18 akkor a G(g, α, β)
egy ún. Gábor-frame (vagy más szóval Weyl–Heisenberg-frame). Az utóbbi esetben
az

S = Sα,β
g

frame operátor19 a következő:

Sf :=
∑

k,j∈Zn

〈f,TkαMjβg〉· TkαMjβg =

∑

k,j∈Zn

Vgf(kα, jβ)·MjβTkαg (f ∈ L2).

Könnyen ellenőrizhető, hogy ekkor egy G ∈ L2

”
duális” ablakfüggvénnyel a G(g, α, β)

frame duálisa a G(G,α, β) Gábor-frame. Mindebből tetszőleges f ∈ L2 függvényre
következnek az

17Általában egy S ⊂ Rn × Rn megszámlálható halmazra legyen G(g,S) := {TξMηg : (ξ, η) ∈ S}.
Speciálisan, ha α, β > 0 és S := (αZn) × (βZn), akkor G(g,S) = G(g,α, β).

18‖f‖ := ‖f‖2 =
qR

|f(x)|2 dx (f ∈ L2).
19Belátható, hogy lim(α,β)→(0,0)(αβ)−1(Sα,β

g )−1g = g.
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f =
∑

k,j∈Zn

〈f,TkαMjβg〉· TkαMjβG =
∑

k,j∈Zn

〈f,TkαMjβG〉· TkαMjβg

(‖.‖-ban feltétlen konvergens) kifejtések.20 Alkalmas A,B > 0 konstansokkal fenn-
állnak továbbá az alábbi frame egyenlőtlenségek:

A· ‖f‖2 ≤
∑

k,j∈Zn

|Vgf(kα, jβ)|2 ≤ B· ‖f‖2,

B−1· ‖f‖2 ≤
∑

k,j∈Zn

|VGf(kα, jβ)|2 ≤ A−1· ‖f‖2.

Ti. egyszerű számolással kapjuk a

(TkαMjβ)−1 STkαMjβ = S

felcserélhetőségi relációt, amiből az

S−1 (TkαMjβg) = TkαMjβ(S−1g)

egyenlőség már nyilván következik. Ez azt jelenti, hogy a G := S−1g függvény
megfelel a mondottaknak.

Megjegyezzük, hogy mindezekből az

S−1 =
(
Sα,β

g

)−1

inverzframe operátorra az adódik, hogy S−1 = Sα,β
G , azaz

S−1f =
∑

k,j∈Zn

〈f,TkαMjβG〉· TkαMjβG (f ∈ L2).

20A fenti f =
P

k,j∈Zn〈f, TkαMjβg〉· TkαMjβG =
P

k,j∈Zn Vgf(kα,−jβ)· TkαMjβG (f ∈ L2)
előálĺıtás tekinthető úgy is, mint az ablakos Fourier-transzformációra vonatkozó egyfajta rekonst-
rukciós formula.



3.3. GÁBOR-FRAMEK 109

Adott

Φ : Rn × Rn → C

függvény és y ∈ Rn vektor esetén legyen

Φy(x) := Φ(x, y) (x ∈ Rn)

és

IpΦ(y) := ‖Φy‖p (1 ≤ p ≤ +∞),

valamint

‖Φ‖p,q := ‖IpΦ‖q (1 ≤ p, q ≤ +∞).

Mindezek után a g ∈ L2 ablakfüggvény, f ∈ Dg és az előbbi p, q
”
kitevők” mellett

legyen

‖f‖Mp,q := ‖Vgf‖p,q.

Így pl., ha p, q < +∞, akkor

‖f‖Mp,q =

(∫ (∫
|Vgf(x, y)|pdx

)q/p

dy

)1/q

.

Speciálisan

‖f‖M1,1 = ‖Vgf‖1 =

∫ ∫
|Vgf(x, y)| dx dy.

Jelöljük Mp,q-val az

‖f‖Mp,q < +∞

feltételnek eleget tevő előbbi f -ek halmazát.21 Belátható, hogy az

(Mp,q, ‖.‖p,q)

pár Banach-tér, ami független a g választásától (azaz a látszólag a g-től függő ‖.‖p,q

normák (adott p, q esetén) ekvivalensek.)

21A p = q = 1 esetben szokás az M1,1-et Feichtinger-algebrának is nevezni. Ekkor f ∈ M1,1 azt

jelenti, hogy f, bf ∈ L1.
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3.3.1. Tétel. Ha g ∈ M1,1 és α, β > 0, a G(g, α, β) rendszer pedig Gábor-
frame, akkor beláthatók az alábbiak:

1o a G := S−1g duális ablakfüggvény is M1,1-beli;

2o az

f =
∑

k,j∈Zn

〈f,TkαMjβg〉· TkαMjβG =
∑

k,j∈Zn

〈f,TkαMjβG〉· TkαMjβg

előálĺıtások feltétlen konvergens sorok az ‖.‖Mp,q -normában (ha a p, q ≥ 1
kitevők végesek, ill. gyenge∗-értelemben, ha p = +∞, vagy q = +∞);

3o az Sα,β
g frame operátor kiterjeszthető

Sα,β
g : Lp → Lp (1 ≤ p ≤ +∞)

korlátos lineáris operátorrá.

(Megjegyezzük, hogy ‖Vgf‖2 = ‖f‖2 miatt ‖.‖M2,2 = ‖.‖2.)

Csak röviden érintjük azt a természetes kérdést, hogy milyen, a g függvényre, ill.
az α, β paraméterekre tett feltételek esetén lesz a G(g, α, β) rendszer Gábor-frame?
Megmutatható ti., hogy tetszőleges g ∈ L2 választással a G(g, α, β) nem feltétlenül
Gábor-frame, még

”
kicsi” α, β > 0 mellett sem. Ugyanakkor a g függvények egy elég

széles osztályára nézve megadhatók elégséges feltételek az α, β-ra vonatkozóan, hogy
azok fennállása esetén a G(g, α, β) Gábor-frame. Pl. egy g ∈ L∞ függvény esetén
legyen

‖g‖W :=
∑

k∈Zn

‖(Tkg)χ[0,1]n‖∞ =
∑

k∈Zn

‖g· Tkχ[0,1]n‖∞,

továbbá definiáljuk a W ún. Wiener-teret a következőképpen:

W := {g ∈ L∞ : ‖g‖W < +∞}.

Könnyen belátható, hogy minden 1 ≤ p < +∞ kitevővel a W sűrű altér az Lp-ben,
ill. valamennyi mérhető kompakt tartójú korlátos függvény W -beli. Legyen

WC := {f ∈W : az f folytonos},

ekkor M1,1 ⊂WC .

Ha g ∈W és α, β > 0, akkor az

S = Sα,β
g : L2 → L2
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frame operátor korlátos:

‖S‖ ≤
(

1 +
1

α

)n

·
(

1 +
1

β

)n

· ‖g‖2
W ,

és a G(g, α, β) Bessel-szerű rendszer (ld. 2.7.).

A most bevezetett W Wiener-tér jelentőségét a Gábor-framek szempontjából az a
tény mutatja, hogy bármely g ∈W függvényre

”
elég kicsi” α, β > 0 paraméterekkel

a G(g, α, β) frame. Nevezetesen igaz a

3.3.2. Tétel. Ha g ∈ W és az α > 0 paraméterre valamilyen a, b > 0 kons-
tansokkal

(∗) a ≤
∑

k∈Zn

|g(x − kα)|2 ≤ b (m.m. x ∈ Rn),

teljesül, akkor alkalmas β0 > 0 választással minden 0 < β ≤ β0 mellett a
G(g, α, β) Gábor-frame.

Ha g ∈ L2 és a G(g, α, β) Gábor-frame, akkor az

Sα,β
g f (f ∈ L2)

függvény Fourier-transzformáltjára egyszerű számolással az adódik, hogy

(∗∗) ̂
Sα,β

g f = Sβ,α
bg f̂ (f ∈ L2).

Ha tehát ĝ ∈W és az előbbi (∗) feltétel (a g helyett a ĝ-ra) teljesül, akkor a 3.3.2.
Tételbeli G(ĝ, β, α) rendszer Gábor-frame, azaz a (∗∗) alapján a G(g, α, β) is az.
Igaz továbbá, hogy

n = 1, g ∈ L2, α, β > 0, α·β ≤ 1

esetén a fenti (∗) feltétel szükséges ahhoz, hogy a G(g, α, β) Gábor-frame legyen.
Sőt, ha a g kompakt tartójú, supp g ⊂ I valamilyen I intervallummal és |I| ≤ 1/β,
akkor a (∗) elegendő is ahhoz, hogy a G(g, α, β) Gábor-frame legyen. Speciálisan, ha
itt α·β = 1 és g := χ[0,1], akkor a G(g, α, 1/α) rendszer ON bázis az L2-ben.
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3.3.3. Tétel. (Dualitási elv.) Legyen g ∈ L2 és α, β > 0. Ekkor a következő
két kijelentés egymással ekvivalens:

a) a G(g, α, β) rendszer frame az L2-re nézve az A,B frame konstansokkal;

b) a G(g, 1/β, 1/α) Riesz–Fischer-rendszer az L2-ben, amelynek (az általa
kifesźıtett zárt altérre vonatkozóan) a frame konstansai α·β·A és α·β·B.

(Ha itt az α-t, β-t rendre az 1/β-ra, 1/α-ra cseréljük, akkor a következő álĺıtást
kapjuk (ld. 3.4. xxiv) megjegyzés): a G(g, α, β) Riesz–Fischer-rendszer voltából
α·β ≥ 1 adódik.)

Az a feladat, hogy adott g ∈ L2 függvényre milyen α, β > 0 mellett lesz a
G(g, α, β) rendszer Gábor-frame, meglehetősen nehéz és bonyolult. Legyen ehhez

F(g) := {(α, β) ∈ (0,+∞)2 : G(g, α, β) Gábor-frame}.

A Gábor-anaĺızis egyik alapkérdése az F(g) halmaz meghatározása. Ha pl. n = 1 és
g := χ[0,1], akkor az F(g) bizonyos fraktál-tulajdonságokkal rendelkezik, ill. az

(α, β) ∈ F(g)

reláció erősen függ az α, β számelméleti tulajdonságaitól. (Magát az F(g) halmazt a
mai napig nem sikerült meghatározni.) Bizonyos függvényekre ismert csupán a teljes
válasz, azaz az F(g) halmaz szerkezete. Így pl. 1 dimenzióban (n = 1) :

1o a
g(t) := e−πt2 (t ∈ R)

függvénnyel a G(g, α, β) akkor és csak akkor Gábor-frame, ha α·β < 1.

2o Ugyanez mondható akkor is, ha

g(t) :=
1

et + e−t
(t ∈ R),

vagy
g(t) := e−|t| (t ∈ R),

ill. (a Fourier-transzformációra gondolva), ha

g(t) :=
1

1 + 4π2t2
(t ∈ R).
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3o A
g(t) := e−tχ[0,+∞)(t) (t ∈ R)

választással a G(g, α, β) pontosan akkor lesz Gábor-frame, ha α·β ≤ 1. Spe-
ciálisan a G(g, α, 1/α) Riesz-bázis az L2-ben. A ĝ Fourier-transzformáltat
figyelembe véve ugyanezt mondhatjuk akkor is, ha

g(t) :=
1

1 + 2πıt
(t ∈ R).

4o A g függvény pozit́ıv definit, ha bármely 1 ≤ N ∈ N, valamint

x1 < x2 < ... < xN

és
y1 < y2 < ... < yN

valós számok esetén a
(g(xj − yk))

N
j,k=1 ∈ RN×N

mátrix determinánsa nemnegat́ıv. Legyen a g ∈ L2 ilyen és tegyük fel, hogy
véges t́ıpusú, azaz valamilyen 2 ≤ M ∈ N mellett a ĝ Fourier-transzformáltra
igaz a következő:

ĝ(x) =

M∏

k=1

1

1 + 2πıδkx
(x ∈ R),

ahol
δk ∈ R (k = 1, ...,M).

Ekkor
F(g) = {(α, β) ∈ (0,+∞)2 : α·β < 1}.

Speciálisan (ld. pl. 2o) ilyen függvények a következők:

g(t) := e−|t| (t ∈ R),

g(t) := e−ttrχ[0,+∞)(t) (t ∈ R, r = 1, 2, ...),

ga,b(t) :=
(
e−at − e−bt

)
χ[0,+∞)(t) (t ∈ R, a, b > 0),
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ga,b(t) := eatχ[0,+∞)(−t) + e−btχ[0,+∞)(t) (t ∈ R, a, b > 0),

g = f ∗ h,

ahol az f, h pozit́ıv definit véges t́ıpusú függvények. Igaz továbbá, hogy ha

F(g) = {(α, β) ∈ (0,+∞)2 : α·β < 1},

akkor pl. az F(ĝ) is ugyanez a halmaz. (Példaként ld. 2o, 3o.) Megjegyezzük,
hogy a fenti M ≥ 2 feltétel lényeges. Ha ui. a véges t́ıpusú függvények defińı-
ciójában M = 1, azaz valamilyen δ > 0 paraméterrel

ĝ(x) =
1

1 + 2πıδx
(x ∈ R),

akkor
g(t) = e−t/δχ[0,+∞)(t) (t ∈ R).

Ebben az esetben viszont (ld. 3o)

F(g) = {(α, β) ∈ (0,+∞)2 : α·β ≤ 1}.

(Emlékeztetünk a pozit́ıv definit függvények Schoenberg-féle jellemzésére: a g
akkor és csak akkor ilyen, ha alkalmas

u, v ∈ R, u < v

mellett a g függvény Laplace-transzformáltja értelmezve van a

Cuv := {z ∈ C : u < Rez < v}

sávban és az

Lg(z) :=

∫ +∞

0
e−tzg(t) dt (z ∈ Cuv)

jelöléssel

1

Lg(z)
= Ce−γz2+δz ·

∞∏

k=1

(1 + γkz)e
−zγk (z ∈ Cuv),
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ahol a

C, γ, δ, γk ∈ R (k = 1, 2, ...)

paraméterekre C > 0 és γ ≥ 0, valamint

0 < γ +

∞∑

k=1

γ2
k < +∞.)

5o Egy c = (ck, k ∈ N) ∈ ℓ1(Z) sorozatra legyen

ĉ(x) :=

∞∑

k=−∞
cke

2πıkx (x ∈ R).

Definiáljuk ezek után egy pozit́ıv definit véges t́ıpusú h ∈ L2 függvény esetén
az L2

h függvényosztályt azon f ∈ L2 függvények halmazaként, amelyekre

f =
∞∑

k,l=−∞
ckdlTkMlh

teljesül az

inf{|ĉ(x)|· |d̂(x)| : x ∈ R} > 0

feltételnek eleget tevő (egyébként tetszőleges)

c, d ∈ ℓ1(Z)

együttható-sorozatokkal. Ekkor bármely g ∈ L2
h függvényre

F(g) = {(α, β) ∈ (0,+∞)2 : α·β < 1}.

Ha például

h(t) := e−t2 (t ∈ R),

akkor a

G(t) :=
1

et + e−t
(t ∈ R)

függvény L2
h-beli, ı́gy

F(G) = {(α, β) ∈ (0,+∞)2 : α·β < 1}.
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3.4. Megjegyzések

i) Tegyük fel (ld. 3.1.), hogy a
∑

(xn) sor feltétlen konvergens az (X, ‖.‖X )
normált térben és

x :=
∑

n∈N
xn.

Nem nehéz belátni, hogy ekkor bármely korlátos lineáris

A : X → Y

operátorra22 a
∑

(Axn) sor is feltétlen konvergens és

Ax =
∑

n∈N
Axn.

Valóban, ha adott az ε > 0 szám, akkor egy véges N∗ ⊂ N halmazzal
∥∥x− S eN

∥∥
X
< ε,

hacsak a véges Ñ ⊂ N halmazra N∗ ⊂ Ñ . Ezért
∥∥∥∥∥Ax−

∑

n∈ eN

Axn

∥∥∥∥∥
Y

≤ ‖A‖· ‖x − S eN ‖X ≤ ‖A‖· ε.

Mindez pontosan azt jelenti, amit álĺıtottunk.

ii) (Parciális összegzés.) Az egyszerűség kedvéért tegyük fel, hogy most valamilyen
1 ≤M ∈ N esetén (a 3.1. pontban bevezetett jelölésekkel)

N = ZM × ZM .

Legyen továbbá a
∑

(x(k,l)) sor feltétlen konvergens és

x :=
∑

(k,l)∈N
x(k,l).

Ekkor bármely k ∈ ZM vektorra az

SkN :=
∑

l∈ZM , ‖l‖2≤N

x(k,l) (N ∈ N)

22Az (Y, ‖.‖Y ) normált térrel.
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parciális részletösszegeknek létezik a

zk := lim
N→∞

SkN

határértéke, a
∑

(zk) sor feltétlen konvergens és

∑

k∈ZM

zk = x.

Hasonlóan, minden l ∈ ZM mellett az

SNl :=
∑

k∈ZM , ‖k‖2≤N

x(k,l) (N ∈ N)

összegeknek létezik az

yl := lim
N→∞

SNl

határértéke, a
∑

(yl) sor feltétlen konvergens és

∑

l∈ZM

yl = x.

Formálisan tehát azt ı́rhatjuk, hogy

∑

(k,l)∈ZM×ZM

x(k,l) =
∑

k∈ZM

( ∑

l∈ZM

x(k,l)

)
=
∑

l∈ZM

( ∑

k∈ZM

x(k,l)

)
.

iii) Az előálĺıtási rendszer defińıciójában (ld. 3.1. az ottani jelölésekkel) szereplő

F (x) :=
∑

n∈N
φn(x)· yn (x ∈ X)

leképezésre nyilvánvaló, hogy F ∈ L(X,Y ). Világos továbbá, hogy az emĺıtett
defińıcióban

φn(x) = 0 (n ∈ N )

egy x ∈ X esetén pontosan akkor teljesül, ha x = 0, azaz a Φ teljes rendszer
az X-re nézve. Továbbá az L[y] sűrű az Y -ban, más szóval a y zárt rendszer
az Y -ban.
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iv) Ha az x = (xn, n ∈ N) rendszer bázis (ld. 2.1.) az X-ben, akkor az (x∗, x) egy
frame (ld. 3.1.) az X-re vonatkozóan. Sőt (ld. 2.5.), ha (x, y) ∈ [X,Y ] (azaz
az x, y ekvivalens bázisok), akkor az (x∗, y) az (X,Y )-ra, az (x, y∗) pedig az
(Y,X)-re nézve frame.

v) A 3.2.1. Tételben szereplő

(∗) A· ‖x‖2 ≤
∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2 ≤ B· ‖x‖2 (x ∈ X)

feltétel unitér invariáns, azaz, ha az (X, 〈, 〉) Hilbert-térrel az

U : X → X

egy unitér operátor, akkor a (∗) ekvivalens az

A· ‖U(x)‖2 ≤
∞∑

n=0

|〈U(x), U(φn)〉|2 ≤ B· ‖U(x)‖2 (x ∈ X)

becsléssel. Így az (U(φn), n ∈ N) rendszer is frame, mégpedig ugyanazokkal
a frame-konstansokkal. Mindez igaz marad akkor is, ha az U operátor nem
feltétlenül unitér, de valamilyen τ > 0 számmal igaz rá az, hogy

〈U(x), U(z)〉 = τ · 〈x, z〉 (x, z ∈ X).

vi) Legyen adott most unitér operátoroknak egy (Un, n ∈ N) sorozata, valamint
egy x ∈ X elem. Az (X-re vonatkozó) előálĺıtási rendszereknek (ld. 3.1.) egy
fontos osztályát alkotják az x elem által generált (Un(x), n ∈ N) alakú framek.
(Ekkor az x-et generáló (

”
anya”) elemnek is szokás nevezni.)

vii) Ha tehát fennáll az előbbi (ld. v)) (∗) tulajdonság, akkor (ld. az R∗ értelme-
zését a 3.2.1. Tétel bizonýıtásában) tetszőleges c = (cn, n ∈ N) ∈ ℓ2 sorozat
esetén konvergens a

∞∑

n=0

cnφn

végtelen sor. Nem nehéz meggondolni, hogy ha

y :=

∞∑

n=0

cnφn,



3.4. MEGJEGYZÉSEK 119

akkor az y-t definiáló sor bármely átrendezése is az y-hoz konvergál. Mindez

”
benne van” az alábbi kijelentésben:

bármely ε > 0 számhoz megadható olyan véges N0 ⊂ N halmaz, hogy ha az
N1 ⊂ N is véges és N0 ⊂ N1, akkor

∥∥∥∥∥y −
∑

n∈N1

cnφn

∥∥∥∥∥ < ε.

Valóban, válasszuk az N0 halmazt úgy, hogy
∑

n∈N\N0

|cn|2 < ε

teljesüljön. Ha
N0 ⊂ N1 ⊂ N

és az N1 véges, akkor legyen

c̃n := cn (n ∈ N1),

ill.
c̃n := 0 (n ∈ N \N1).

Nyilván
c̃ := (c̃n, n ∈ N) ∈ ℓ2

és
‖c− c̃‖2 < ε,

továbbá
∥∥∥∥∥∥
y −

∑

n∈N1

cnφn

∥∥∥∥∥∥
= ‖R∗(c) −R∗(c̃)‖ ≤ ‖R∗‖· ‖c − c̃‖2 ≤ ‖R∗‖· ε.

viii) A (∗)-ban (ld. v)) szereplő A,B frame konstansokat illetően az alábbiakat
mondhatjuk:

sup
‖x‖≤1

∞∑

n=0

|〈x, φn〉|2 = sup
‖x‖≤1

〈F (x), x〉 = ‖F‖ ≤ B,

következésképpen az
”
optimális” B konstans a (∗)-ban ‖F‖. Hasonlóan (ld.

fent) ‖F−1‖ ≤ 1/A, tehát az
”
optimális” A konstans a (∗)-ban 1/‖F−1‖.
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ix) A (ld. 3.2.)

x =

∞∑

n=0

〈x, F−1(φn)〉·φn

frame kifejtésben (adott x ∈ X esetén) szereplő

x̂(n) := 〈x, F−1(φn)〉 (n ∈ N)

együtthatók nem egyértelműek (szemben pl. a bázisok szerinti előálĺıtásokkal).
Nevezetesen előfordulhat, hogy az x elem az

x̂ := (x̂(n), n ∈ N)

sorozat helyett esetleg más együtthatókkal feĺırt (a φn-ek szerinti) sor össze-
geként is megkapható. Ha viszont x ∈ X és alkalmas c = (cn, n ∈ N) ∈ ℓ2
sorozattal

x =

∞∑

n=0

cn·φn,

akkor ∞∑

n=0

|cn|2 ≥
∞∑

n=0

|x̂(n)|2.

Itt a ∞∑

n=0

|cn|2 =

∞∑

n=0

|x̂(n)|2

egyenlőség pontosan akkor teljesül, ha c = x̂, azaz

cn = x̂(n) (n ∈ N).

Ui.

‖x̂‖2
2 =

∞∑

n=0

|x̂(n)|2 = 〈x, F−1(x)〉 =

∞∑

n=0

cn〈φn, F
−1(x)〉 =

∞∑

n=0

cn〈F−1(φn), x〉 =

∞∑

n=0

cnx̂(n) = 〈c, x̂〉ℓ2 .

Mindezek alapján azt kapjuk, hogy

‖c‖2
2 = ‖c− x̂+ x̂‖2

2 = ‖c− x̂‖2
2 + ‖x̂‖2

2 + 〈c− x̂, x̂〉ℓ2 + 〈x̂, c− x̂〉ℓ2 =

‖c− x̂‖2
2 + ‖x̂‖2

2 ≥ ‖x̂‖2
2,

amiből az álĺıtásunk már nyilvánvaló.
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x) Az előző megjegyzésben érintett egyértelműségi kérdéssel (is) kapcsolatosak az
alábbi ekvivalenciák: (az eddigi jelöléseket megtartva) az 1o − 5o álĺıtások egy-
mással ekvivalensek, ahol

1o bármely x ∈ X esetén egyértelműen létezik olyan c = (cn, n ∈ N) ∈ ℓ2
sorozat, amellyel

x =
∞∑

n=0

cnφn;

2o az

R(x) = (〈x, φn〉, n ∈ N) (x ∈ X)

leképezés értékkészlete megegyezik az ℓ2-vel;

3o vannak olyan α, β > 0 konstansok, amelyekkel tetszőleges n ∈ N és

ck ∈ K (k = 0, ..., n)

esetén

α·

√√√√
n∑

k=0

|ck|2 ≤
∥∥∥∥∥

n∑

k=0

ckφk

∥∥∥∥∥ ≤ β·

√√√√
n∑

k=0

|ck|2;

4o megadható olyan

T : X → X

invertálható korlátos lineáris operátor és olyan X-beli (Φn, n ∈ N) orto-
normált bázis, hogy

φn = T (Φn) (n ∈ N);

5o ha

gjk := 〈φj , φk) (j, k ∈ N),

akkor a

G(c) :=

( ∞∑

k=0

gjkck, j ∈ N

)
(c = (cn, n ∈ N) ∈ ℓ2)

elő́ırással definiált

G : ℓ2 → ℓ2

operátor pozit́ıv és invertálható.
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Ui. elöljáróban jegyezzük meg, hogy az R operátor RR értékkészlete sűrű
altere az ℓ2-nek. Valóban, mindez nyilvánvaló következménye a már többször
idézett (∗) (ld. v)) szerint igaz

‖R(x) −R(y)‖2
2 = ‖R(x− y)‖2

2 ≥ A· ‖x− y‖2 (x, y ∈ X)

becslésnek.23 Viszont

1o ⇐⇒ az R∗ : X → X invertálható.

Ez utóbbi azonban (a Hahn–Banach-tétel egyik ismert következményét (ld.
10.2.) és az RR altér zártságát felhasználva) könnyen láthatóan azzal ekvi-
valens, hogy RR = ℓ2, ami a 2o kijelentés. Az R∗ operátor korlátos lineáris
bijekció, ezért a Banach-féle inverz-tétel (ld. 10.8.) miatt az inverze is az. Min-
debből a 3o-ban szereplő α, β konstansok létezése következik, azaz

1o =⇒ 3o.

Legyen a Φn ∈ X (n ∈ N) ortonormált bázis és a 3o-at feltételezve

x =

∞∑

n=0

cnΦn :=

∞∑

n=0

〈x,Φn〉·Φn ∈ X

esetén definiáljuk a T (x)-et a következőképpen:

T (x) :=
∞∑

n=0

cnφn.

(Mivel c = (cn, n ∈ N) ∈ ℓ2, ezért világos, hogy a T (x) defińıciója korrekt.)
Ekkor ‖x‖ = ‖c‖2 és

‖T (x)‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

cnφn

∥∥∥∥∥ ≥ α· ‖c‖2 = α· ‖x‖.

Hasonlóan kapjuk, hogy

‖T (x)‖ ≤ β· ‖x‖ (x ∈ X),

23Ti. legyen az yn = R(xn) (xn ∈ X, n ∈ N) sorozat konvergens, y := limn→∞ yn. Ekkor
A· ‖xn − xm‖2 ≤ ‖yn − ym‖2 → 0 (n,m → ∞) miatt létezik az x := limn→∞ xn határérték. Innen
az R folytonossága alapján y = limn→∞R(xn) = R(x) ∈ RR adódik, azaz az RR valóban zárt.
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ı́gy a T invertálható korlátos lineáris operátor, amivel

T (Φn) = φn (n ∈ N)

triviálisan teljesül. Más szóval igaz a

3o =⇒ 4o

következtetés is. Ha viszont most a 4o-et tételezzük fel, akkor a

∞∑

n=0

cnφn = T

( ∞∑

n=0

cnΦn

)
= 0

egyenlőség azzal ekvivalens, hogy

∞∑

n=0

cnΦn = 0,

azaz azzal, hogy cn = 0 (n ∈ N). Tehát

4o =⇒ 1o.

Végül, ha n ∈ N és ck ∈ K (k = 0, ..., n), akkor a

c := (c0, ..., cn) ∈ Kn+1

jelöléssel

〈G(c), c〉ℓ2 =

n∑

k,j=0

〈φk, φj〉· ckcj =

∥∥∥∥∥
n∑

k=0

ckφk

∥∥∥∥∥

2

.

Következésképpen a 3o ekvivalens az 5o-tel.

xi) Tehát (ld. 2.7.) a fenti 1o − 5o feltételek bármelyikének a teljesülése azt jelenti,
hogy a φn (n ∈ N) rendszer Riesz-bázis. Megjegyezzük, hogy ha a (φn, n ∈ N)
frame, de nem Riesz-bázis, akkor megadható olyan véges I ⊂ N indexhalmaz,
amellyel a (φn, n ∈ N \ I) frame az L2-re nézve.

xii) Tegyük fel, hogy az (X, 〈, 〉) Hilbert-tér esetén a (∗) feltétel (ld. v)) igaz és
legyen 0 < λ < 2/B, valamint

δ := δλ := max{|1 − λA|, |1 − λB|}.
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Ha x ∈ X és az F frame operátorral

x0 := 0, xn+1 := xn + λF (x− xn) (n ∈ N),

akkor
lim

n→∞
xn = x

és
‖x− xn‖ ≤ δn· ‖x‖ (n ∈ N).

Valóban,
AI ≤ F ≤ BI

miatt24

(1 − λB)I ≤ I − λF ≤ (1 − λA)I.

Ezért
‖I − λF‖ ≤ max{|1 − λA|, |1 − λB|} = δ < 1.

Ha valamilyen n ∈ N esetén igaz az

‖x− xn‖ ≤ δn· ‖x‖

becslés, akkor

‖x− xn+1‖ = ‖x− xn − λF (x− xn)‖ = ‖(I − λF )(x− xn)‖ ≤

‖I − λF‖· ‖x − xn‖ ≤ δ· δn· ‖x‖ = δn+1· ‖x‖.
Tehát a szóban forgó becslésben az n helyett (n + 1)-et is ı́rhatunk. Mivel
0 < δ < 1, ezért

lim
n→∞

δn = 0,

amiből
lim

n→∞
xn = x

már nyilván következik.

Megjegyezzük, hogy n = 1 esetén

x1 = λF (x) = λ·
∞∑

n=0

〈x, φn〉·φn,

24I(x) := x (x ∈ X).
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azaz a fenti (az (xn, n ∈ N) sorozatot meghatározó) frame algoritmus
”
bemenő”

paraméterei az

〈x, φn〉 (n ∈ N)

frame együtthatók. Könnyen belátható, hogy a frame algoritmusban a λ para-
méter optimális értéke25 :

λ∗ :=
2

A+B
.

Ekkor

min{max{|1 − λA|, |1 − λB|} : 0 < λ < 2/B} = δλ∗ =
B −A

B +A
.

xiii) Tegyük fel, hogy az v)-beli (∗)-ban A = B = 1 (azaz a (φn, n ∈ N) egy ún.
Parseval-frame) és

‖φn‖ = 1 (n ∈ N).

Ekkor a (φn, n ∈ N) frame ortonormált bázis. Ti. a (∗) szerint

1 = ‖φm‖2 =

∞∑

n=0

|〈φm, φn〉|2 = 1 +

∞∑

m6=n=0

|〈φm, φn〉|2 (m ∈ N).

Innen már világos, hogy

〈φm, φn〉 = 0 (m,n ∈ N, m 6= n).

xiv) Az előző megjegyzés mintegy
”
megford́ıtásaként” lássuk be, hogy ha a szóban

forgó (φn, n ∈ N) frame az (X, 〈, 〉) Hilbert-térben, akkor (az F frame
operátorral) az (F−1/2(φn), n ∈ N) is frame, amelynek mindkét frame kons-
tansa 1 (a (φn) frame által meghatározott kanonikus Parseval-frame). Ui. az
F operátor pozit́ıv, ı́gy minden további nélkül beszélhetünk (a szintén pozit́ıv
(ld. 10.14.))

F−1/2 =
(
F−1

)1/2

25Abban az értelemben, hogy a δλ a lehető legkisebb legyen. A geometriai interpretációt illetően
az (R2, ‖.‖∞) normált térben az (1, 1) pontnak az {(x, y) ∈ R2 : x ∈ R, y = Bx/A} altértől
(egyenestől) vett távolságáról van szó. Mivel az (1, 1)-től δ > 0 távolságra lévő pontok ekkor egy
négyzetet alkotnak (aminek a középpontja az (1, 1), a négyzet belsejében (külsejében) lévő pon-
tok pedig az (1, 1)-től kisebb (nagyobb) távolságra vannak, mint δ), ezért ezt a négyzetet úgy kell

”
megszerkeszteni”, hogy egyetlen közös (csúcs)pontja legyen az emĺıtett egyenessel.
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operátorról. Ha x ∈ X, akkor26

x = F−1/2(F (F−1/2(x))) = F−1/2

( ∞∑

n=0

〈F−1/2(x), φn〉·φn

)
=

∞∑

n=0

〈x, F−1/2(φn)〉·F−1/2(φn),

amiből

‖x‖2 =

∞∑

n=0

|〈x, F−1/2(φn)〉|2

következik. (Megjegyezzük, hogy általában az F−1/2(φn) ∈ X (n ∈ N) elemek
nem normáltak, ezért az előző megjegyzésben mondottak nem alkalmazhatók az
(F−1/2(φn), n ∈ N) frame esetében, más szóval az (F−1/2(φn), n ∈ N) nem
feltétlenül ortonormált bázis.

xv) Ha a (φn, n ∈ N) frame, akkor az F frame operátor F−1 inverze a fentiek
szerint (ld. 3.2.) a következő:

F−1(x) =

∞∑

n=0

〈x, F−1(φn)〉·F−1(φn) (x ∈ X).

Ez azt jelenti, hogy az (F−1(φn), n ∈ N) duális frame (ld. 3.2.) frame operátora
nem más, mint az F frame operátor F−1 inverze.

xvi) Ha a (φn, n ∈ N ) a 3.2.3. Tételben szereplő egzakt frame és az A,B jelölik a
frame konstansokat, akkor a (∗)-ból (ld. v)) könnyen belátható, hogy

A ≤ ‖φn‖2 ≤ B (n ∈ N ).

xvii) Az eddig mondottakból következően tehát egy Φ rendszer az X Hilbert-térre
nézve pontosan akkor egzakt frame (ld. 3.2.), ha a Φ feltétlen bázis az X-ben
(ld. 2.6.) és teljesülnek az előbbi megjegyzésbeli egyenlőtlenségek.

xviii) A történeti hátteret illetően csak utalunk az alábbiakra. Neumann János fogal-
mazta meg még 1932-ben azt a sejtést, hogy az

fkj(t) := e2πıjt· e−π(t−k)2 (t ∈ R, k, j ∈ Z)

26FF−1/2 = F−1/2F alapján.
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függvények véges lineáris kombinációi ‖.‖2-ban mindenütt sűrű alteret alkotnak
az L2 = L2(R) térben. Világos, hogy ha

g0(t) := e−πt2 (t ∈ R),

akkor (ld. 3.3.) a

G(g0, 1, 1) = {TkMjg0 : k, j ∈ Z}

rendszer elemei a következők:

TkMjg0(t) = Mjg0(t− k) = e2πıj(t−k)· e−πı(t−k)2 =

e−2πıjk· e2πıjt· e−πı(t−k)2 (t ∈ R, j, k ∈ Z),

más szóval

G(g0, 1, 1) =
{
e−2πıjk· fkj : k, j ∈ Z

}
.

xix) Gábor Dénes 1946-ban már azt vélelmezte, hogy (az előbbi megjegyzésben) min-
den f ∈ L2 függvény alkalmas

ckj ∈ C (k, j ∈ Z)

együtthatókkal előálĺıtható

f =
∑

k,j∈Z

ckjfkj

alakú sor összegeként. Mindkét sejtés egzakt vizsgálatára, ill. igazolására csak
az 1970-es években került sor. Kiderült, hogy (ld. később) az α, β > 0 para-
méterek mellett a

G(g0, α, β) = {TkαMjβg0 : k, j ∈ Z}

akkor és csak akkor Gábor-frame, ha α·β < 1. Tehát pl. a G(g0, 1, 1) nem
frame, ill. az

f =
∑

k,j∈Z

ckjfkj

egyenlőség csak disztribúció-értelemben áll fenn, még olyan
”
jó” függvényekre

is, mint az ismert Schwartz-osztálybeliek.
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xx) Mintegy
”
negat́ıv” példaként tekintsük a

g1 := χ[0,1], α := 2, β > 0

esetet. Könnyű meggondolni, hogy a

G(g1, 2, β) = {T2kMjβg1 : k, j ∈ Z}

nem Gábor-frame. Ui.

T2kMjβg1(t) = Mjβg1(t− 2k) = e2πıjβ(t−2k)χ[0,1](t− 2k) =

e−4πıjβke2πıjβt·χ[2k,2k+1](t) (t ∈ R, k, j ∈ Z).

Nyilvánvaló, hogy ha az f ∈ L2 függvényre

supp f ⊂
∞⋃

k=−∞
[2k + 1, 2k + 2]

teljesül, akkor az f nincs benne a G(g1, 2, β) által kifesźıtett altér lezártjában.
Tehát a G(g1, 2, β) nem lehet frame az L2-re vonatkozóan.

xxi) Emlékeztetünk a W Wiener-tér fogalmára (ld. 3.3.):

W := {h ∈ L∞ : ‖h‖W < +∞},

ahol
‖h‖W =

∑

k∈Zn

‖(Tkh)χ[0,1]n‖∞ =
∑

k∈Zn

‖h· Tkχ[0,1]n‖∞.

Ha g ∈W, α, β > 0 és x, y ∈ Rn, akkor legyen

∆α,βg(x, y) := sup
‖u‖2≤α, ‖v‖2≤β

|Vgg(x+ u, y + v) − Vgg(x, y)|.

Tegyük fel, hogy valamilyen α0, β0 > 0 mellett

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
∆α0,β0g(x, y) dx dy < 1.

Ekkor tetszőleges
(α, β) ∈ (0, α0] × (0, β0]

esetén a G(g, α, β) frame az L2-re nézve.
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xxii) Valamilyen g ∈ W, α, β > 0 mellett legyen a G(g, α, β) Gábor-frame. Meg-
mutatható, hogy ha h ∈ W és a ‖g − h‖W ”

elég” kicsi, akkor a G(h, α, β) is
Gábor-frame.

xxiii) A 3.3.1. Tétel után felvetett kérdéssel kapcsolatosak az alábbi eredmények:
legyen

n = 1, g ∈ L2 := L2(R), α, β > 0.

Ekkor

1o ha a G(g, α, β) frame az L2-re nézve, akkor α·β ≤ 1;

2o a G(g, α, β) akkor és csak akkor Riesz-bázis (ld. 2.7.) az L2-ben, ha a
G(g, α, β) Gábor-frame és α·β = 1;

3o ha az

R ∋ x 7→ xg(x)

függvény L2-beli, a g differenciálható, g′ ∈ L2 és a G(g, α, β) Gábor-
frame, akkor α·β < 1. Ugyanez igaz akkor is, ha (ld. 3.3.) g ∈M1,1.

xxiv) Külön is emeljük ki az előbbi 3o álĺıtás alábbi átfogalmazását: ha a g ∈ L2

függvény differenciálható, a G(g, 1, 1) pedig Gábor-frame, akkor vagy az

R ∋ x 7→ xg(x)

leképezés nem L2-beli, vagy g′ /∈ L2. Más szóval

(∫ +∞

−∞
|xg(x)|2dx

)
·
(∫ +∞

−∞
|g′(x)|2dx

)
= +∞.

Mivel

ĝ′(x) = 2πıĝ(x) (x ∈ R),

ezért mindez a Fourier-transzformáció nyelvén megfogalmazva a

‖g′‖ = ‖ĝ′‖

Parseval-egyenlőség szerint azt jelenti, hogy

(∫ +∞

−∞
|xg(x)|2dx

)
·
(∫ +∞

−∞
|xĝ(x)|2dx

)
= +∞.
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A jól ismert

1

4π
·
∫ +∞

−∞
|g(x)|2dx ≤

√∫ +∞

−∞
x2· |g(x)|2dx·

√∫
x2· |ĝ(x)|2dx

egyenlőtlenség alapján világos a párhuzam a fentiek és a Heisenberg-féle ha-
tározatlansági reláció között. Jegyezzük meg továbbá, hogy α·β > 1 esetén
a G(g, α, β) nem teljes rendszer az L2-ben, ill., ha a G(g, α, β) Riesz–Fischer-
rendszer (ld. 2.7.), akkor α·β ≥ 1. (Az, hogy csak az α·β szorzat

”
érdekes”

nem meglepő. Legyen ui. r > 0 esetén

gr(t) :=
√
rg(rt) (t ∈ R).

Ekkor az a tény, hogy a G(g, α, β) teljes rendszer (vagy frame, vagy Riesz-bázis,
vagy Riesz–Fischer-rendszer) azzal ekvivalens, hogy a G(gr, α/r, rβ) is a jelzett
tulajdonságú rendszer.)

xxv) Legyen g ∈ L2 és α, β > 0, továbbá tegyük fel, hogy a G(g, α, β) rendszer
Gábor-frame. Ha az S frame operátorral a G := S−1g függvény a duális ab-
lakfüggvény (ld. 3.3.1. Tétel), akkor a

G(g, 1/β, 1/α), G(G, 1/β, 1/α)

rendszerek biortogonálisak. A most megfogalmazott (nem triviális) biortogona-
litási reláció felhasználható a fenti 1o − 3o kijelentések részbeni bizonýıtásához.
Ti. a biortogonalitás miatt

α·β = 〈g,G〉 = 〈g, S−1g〉 = 〈S−1/2g, S−1/2g〉 = ‖S−1/2g‖2.

Mivel a G(S−1/2g, α, β) rendszer a G(g, α, β) által meghatározott Parseval-
frame (ld. xiii)), ezért mindkét frame konstansa A = B = 1. Ugyanakkor a√
B felső korlátja a frame elemek normáinak (és g 6= 0), ı́gy

0 < ‖S−1/2g‖ ≤ 1.

Az előbbiek szerint tehát α·β ≤ 1. Hasonlóan, ha a G(g, α, β) Riesz-bázis (ld.
2.7.) az L2-ben, akkor a G(g, α, β) egyszerre Parseval-frame és bázis. Követ-
kezésképpen (ld. xiv) megjegyzés) a G(g, α, β) ortonormált bázis az L2-ben,
amiből

α·β = ‖S−1/2g‖ = 1

következik.
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xxvi) Ha a pozit́ıv definit véges t́ıpusú (ld. 3.3.) h ∈ L2(R) függvény esetén

Zh(x, y) := Z1h(x, y) :=
∞∑

k=−∞
h(x− k)e2πıky (x, y ∈ R)

a h függvény Zak-transzformáltja, akkor tetszőleges

f =
∞∑

k=−∞
ckdlTkMlh ∈ L2

h

függvényre (a könnyen ellenőrizhető általános

Z(TkMlg)(x, y) = e2πı(lx−ky)Zg(x, y − l) (x, y ∈ R, k, l ∈ Z)

egyenlőség és a Zak-transzformált második koordinátában való 1 szerinti perio-
dicitása miatt)27

Zf(x, y) = ĉ(−y)d̂(x)Zh(x, y) (x, y ∈ R).

Az L2
h függvényosztály defińıciója alapján innen világos, hogy a Zf, Zh transz-

formáltak zérushelyei megegyeznek. Következésképpen, ha (a mondott követel-
ményeknek eleget tevő) h,H függvények zérushelyeinek a halmaza különböző,
akkor L2

h 6= L2
H .

xxvii) Ha (ld. 3.3.) g ∈M1,1, akkor az

{(α, β) ∈ (0,+∞)2 : a G(g, α, β) Gábor-frame}

halmaz nýılt az R2-ben (a
”
szokásos” topológia értelmében).

xxviii) Röviden kitérünk az előbbi megjegyzésben emĺıtett speciális transzformáció hát-
terére. Ehhez elöljáróban tekintsünk egy

f : Rn → C

(Lebesgue-)mérhető függvényt28 és tegyük fel, hogy egy 0 < p < +∞ esetén

∫

Rn

|f(x)|p dx < +∞.

27Emlékeztetőül: bc(x) :=
P∞

k=−∞ cke
2πıkx (x ∈ R, c = (ck, k ∈ Z) ∈ ℓ1(Z)).

28Valamilyen 1 ≤ n ∈ N kitevővel.
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Ekkor tetszőleges α > 0 és m.m. x ∈ Rn helyen a

cj(x) := f(x− jα) (j ∈ Zn)

defińıcióval értelmezett c(x) := (cj(x), j ∈ Zn) sorozat ℓp(Z
n)-beli. Valóban, a

”
megszokott” periodizálás szerint

+∞ >

∫

Rn

|f(x)|pdx =
∑

j∈Zn

∫

jα+[0,α]n
|f(x)|p dx =

∑

j∈Zn

∫

[0,α]n
|f(x+ jα)|p dx =

∫

[0,α]n

∑

j∈Zn

|f(x+ jα)|p dx,

tehát m.m. x ∈ [0, α]n mellett
∑

j∈Zn

|f(x+ jα)|p =
∑

j∈Zn

|f(x− jα)|p < +∞.

Az utóbbi összegnek az x minden változójabeli (nyilvánvaló) α szerinti perio-
dicitását figyelembe véve egyúttal m.m. x ∈ Rn pontban is

∑

j∈Zn

|f(x− jα)|p < +∞.

Speciálisan, ha f ∈ L1, akkor
∑

j∈Zn

|f(x− jα)| < +∞ (m.m. x ∈ Rn),

ezért minden ilyen x-re és bármely y ∈ Rn vektorra abszolút konvergens a

(∗)
∑

j∈Zn

f(x− jα)e2πıα〈j,y〉

sor. Ha f ∈ L2, akkor m.m. x ∈ Rn esetén a fenti c(x) sorozat ℓ2(Z
n)-beli.

Figyelembe véve tehát az

α−n/2· e2πıα〈j,y〉 (y ∈ Rn, j ∈ Zn)

(n-változós) trigonometrikus rendszer L2[0, 1/α]n-beli ortonormáltságát azt
mondhatjuk, hogy az előbbi (∗) sor m.m. x ∈ Rn mellett az y változóban
a

‖ϕ‖∗ :=

√∫

[0,1/α]n
|ϕ(y)|2 dy (ϕ ∈ L2[0, 1/α]n)
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norma szerint konvergens. Sőt, ha a
∑

j∈Zn összegzés a

lim
N→∞

∑

j∈Zn,‖j‖2≤N

határértéket jelenti, akkor a Carleson-tétel miatt a (∗) sor m.m. y ∈ Rn esetén
pontonként is konvergál (ugyanoda, mint ‖.‖∗-ban).

xxix) A fentiek motiválják a következő defińıciót: ha f ∈ L1, vagy f ∈ L2 és α > 0,
akkor a

Zαf(x, y) :=
∑

j∈Zn

f(x− jα)e2πıα〈j,y〉 (m.m. x, y ∈ Rn)

módon értelmezett

Zαf : Rn × Rn → C

leképezést az f függvény Zak-transzformáltjának nevezzük. Például legyen

n = 1 és f := χ[0,1).

Ekkor

Zαf(x, y) =
∞∑

k=−∞
χ[0,1)(x− kα)e2πıαky = e2πıα[x/α]y (x, y ∈ R, α > 0),

ahol [x/α] az x/α szám egészrészét jelenti.

xxx) Megjegyezzük, hogy a most értelmezett transzformációt először Gelfand
használta differenciálegyenletek vizsgálatakor, bár valójában már Gaussnál is
előfordul. Később Weil terjesztette ki a defińıciót lokálisan kompakt Abel-
csoportokra. Brezin szintén differenciálegyenletek vizsgálatakor alkalmazta a
szóban forgó transzformációt, amit ezért szoktak Weil–Brezin-leképezésnek is
nevezni.

xxxi) Soroljuk fel a Zak-transzformáció néhány (többé-kevésbé nyilvánvaló) tulaj-
donságát (a pontonkénti egyenlőségek a szóban forgó helyeket illetően m.m.
értendők):
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a) Zαf(x, y + k/α) = Zαf(x, y) (f ∈ L1 ∪ L2, k ∈ Zn);

b) Zαf(x+ kα, y) = e2πıα〈k,y〉·Zαf(x, y) (f ∈ L1 ∪ L2, k ∈ Zn);

c) Zα(TuMvf)(x, y) = e2πı〈v,x−u〉·Zαf(x− u, y − v) (f ∈ L1 ∪ L2);

d) ‖Zαf‖∞ ≤ (1 + 1/α)n· ‖f‖W (f ∈W );

e) f(x) = αn·
∫
[0,1/α]n Zαf(x, y) dy (f ∈ L1);

f) f̂(y) =
∫
[0,α]n Zαf(x, y)e−2πı〈x,y〉dx (f ∈ L1);

g) Zαf(x, y) = α−n· e2πı〈x,y〉·Z1/αf̂(y,−x) (f, f̂ ∈ L1);

h)
∫
[0,α]n

∫
[0,1/α]n |Zαf(x, y)|2dx dy = α−n· ‖f‖2 (f ∈ L2).

Az e) inverziós formulához vegyük figyelembe, hogy m.m. x ∈ Rn helyen

|Zαf(x, y)| ≤
∑

k∈Zn

|f(x− kα)| < +∞ (y ∈ [0, 1/α]n).

Ezért ilyen x-ekre az alábbi összegzés és integrálás felcserélhető:

∫

[0,1/α]n
Zαf(x, y) dy =

∫

[0,1/α]n

∑

k∈Zn

f(x− kα)e2πıα〈k,y〉dy =

∑

k∈Zn

∫

[0,1/α]n
f(x− kα)e2πıα〈k,y〉dy = α−n· f(x) (x ∈ Rn).

Analóg módon kapjuk az f) egyenlőséget is. A g) álĺıtás az ismert

∑

k∈Zn

f(x+ kα) = α−n·
∑

k∈Zn

f̂(k/α)e2πı〈k,x/α〉

Poisson-féle szummációs formulából következik, ha azt az MyTxf̃ függvényre
ı́rjuk fel (ahol

f̃(t) := f(−t) (t ∈ Rn).)

Végül, a h) egyenlőséghez alkalmazzuk a Parseval-egyenlőséget a m.m. x ∈ Rn

esetén ℓ2(Z
n)-beli (f(x− kα), k ∈ Zn) sorozatra:

∫

[0,1/α]n
|Zαf(x, y)|2dy = α−n·

∑

k∈Zn

|f(x− kα)|2.
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Innen ∫

[0,α]n

∫

[0,1/α]n
|Zαf(x, y)|2dx dy =

α−n·
∑

k∈Zn

∫

[0,α]n
|f(x− kα)|2dx = α−n· ‖f‖2

rögtön adódik.

xxxii) Jelöljük egy x ∈ R szám törtrészét ı́gy: 〈x〉. Következésképpen

x = 〈x〉 + nx,

ahol az
〈x〉 ∈ [0, 1), nx ∈ Z

számok egyértelműek minden x ∈ R esetén. Mutassuk meg, hogy bármely
f ∈ L1 és h ∈W függvény esetén m.m. x ∈ R helyen a

∞∑

k=−∞
|f(〈x〉 + k)h(x − k)|

összeg véges. Valóban,
∫ +∞

−∞

∞∑

k=−∞
|f(〈x〉+ k)h(x− k)| dx =

∞∑

j=−∞

∫ j+1

j

∞∑

k=−∞
|f(〈x〉+ k)h(x− k)| dx =

∞∑

j=−∞

∫ 1

0

∞∑

k=−∞
|f(〈x+ j〉 + k)h(x+ j − k)| dx =

∫ 1

0

∞∑

k=−∞
|f(〈x〉 + k)|·

∞∑

j=−∞
|h(x+ j − k)| dx =

∫ 1

0

∞∑

k=−∞
|f(x+ k)|·

∞∑

j=−∞
|h(x+ j)| dx ≤

‖h‖W ·
∫ 1

0

∞∑

k=−∞
|f(x+ k)| dx = ‖h‖W · ‖f‖1 < +∞.

Ezért m.m. x ∈ R mellett
∞∑

k=−∞
|f(〈x〉 + k)h(x − k)| < +∞.
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xxxiii) A most mondottak szerint van értelme a következő defińıciónak: az

f ∈ L1, h ∈W

függvények f • h Zak-konvolúciója legyen az alábbi függvény:

f • h(x) :=

∞∑

k=−∞
f(〈x〉 + k)h(x − k) (m.m. x ∈ R).

Az előbbiek alapján tehát f • h ∈ L1 és

‖f • h‖1 ≤ ‖h‖W · ‖f‖1.

A Fourier-transzformáció és a
”
szokásos” konvolúció (ld. 10.10.) kapcsolatára

utalva az alábbi álĺıtás indokolja a fenti konvolúció szóhasználatot:

Z(f • h) = Zf ·Zh.

Ugyanis m.m. x, y ∈ Rn választással

Z(f • h)(x, y) =
∞∑

j=−∞
f • h(x+ j)e−2πıjy =

∞∑

j=−∞

∞∑

k=−∞
f(〈x+ j〉 + k)h(x + j − k)e−2πıjy =

∞∑

j=−∞

∞∑

k=−∞
f(〈x〉 + k)h(x + j − k)e−2πıjy =

∞∑

k=−∞
f(〈x〉 + k)e−2πıky·

∞∑

j=−∞
h(x+ j − k)e−2πı(j−k)y =

∞∑

k=−∞
f(〈x〉 + k)e−2πıky·

∞∑

j=−∞
h(x+ j)e−2πıjy =

∞∑

k=−∞
f(x− k)e2πıky·

∞∑

j=−∞
h(x− j)e2πıjy = Zf(x, y)·Zh(x, y).
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xxxiv) A Zak-transzformáció (ld. xxix)) és a Gábor-framek (ld. 3.3.) kapcsolatát
illetően az alábbi álĺıtásokat idézzük: legyen α > 0 és

g ∈ L2 = L2(Rn) (1 ≤ n ∈ N).

Ekkor

1o az illető Gábor-frame

Sα,1/α
g : L2 → L2

frame operátora akkor és csak akkor korlátos operátor, ha Zαg ∈ L∞;

2o a G(g, α, 1/α) rendszer akkor és csak akkor Gábor-frame (azaz Riesz-bázis
(ld. 2.7.)), ha alkalmas a, b > 0 számokkal

a ≤ |Zαg(x, y)| ≤ b (m.m. x, y ∈ Rn);

3o az előbbi G(g, α, 1/α) akkor és csak akkor ortonormált bázis az L2-ben,
ha

αn· |Zαg(x, y)|2 = 1 (m.m. x, y ∈ Rn).

A most mondott álĺıtások mögött az alábbi általános tétel húzódik meg: legyen
g, h ∈ L2 és (ld. 3.3.)

Sα,β
g,h f :=

∑

k,j∈Zn

〈f,TkαMjβg〉· TkαMjβh (f ∈ L2, α, β > 0).

Ekkor

Zα(Sα,β
g,h f) = αn·Zαg·Zαh·Zαf (f ∈ L2).

xxxv) A fentiekben érintett 1 dimenziós (n = 1) eredmények magasabb dimenzióra
való kiterjesztését illetően illusztrációul idézzük az alábbiakat. Legyen tehát az

A ∈ K(2n)×(2n) (1 ≤ n ∈ N)

invertálható mátrix,

S := A(Zn × Zn)

és g ∈ L2. Ekkor (ld. xxv)):
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1o ha a G(g,S) rendszer frame az L2 = L2(Rn)-re nézve, akkor

0 < |detA | ≤ 1;

2o a G(g,S) akkor és csak akkor Riesz-bázis (ld. 2.7.) az L2-ben, ha frame,
és ugyanakkor |detA | = 1;

3o ha a G(g,S) Riesz–Fischer-rendszer (ld. 2.7.), akkor |detA | ≥ 1.

Igaz továbbá, hogy az alábbi álĺıtások egymással ekvivalensek:

4o |detA | ≤ 1;

5o van olyan g ∈ L2, hogy a G(g,S) teljes rendszer az L2-ben;

6o van olyan g ∈ L2, hogy a G(g,S) frame az L2-re nézve.

Hasonlóan, ekvivalensek a következő kijelentések:

7o |detA | = 1;

8o van olyan g ∈ L2, hogy a G(g,S) Riesz-bázis az L2-ben;

9o van olyan g ∈ L2, hogy a G(g,S) ortonormált bázis az L2-ben.

Legyen g ∈ L2 és α, β > 0, valamint

R(x) = (Rkl(x))k,l∈Zn (x ∈ Rn)

az a végtelen mátrix, amelynek a komponensei a következők:

Rkl(x) :=
∑

j∈Zn

g(x+ jα− l/β)· g(x + jα− k/β) (k, l ∈ Zn).

Az alábbi ekvivalenciák igazak:

10o a G(g, α, β) akkor és csak akkor frame az L2-re nézve, ha megadhatók olyan
pozit́ıv a, b > 0 számok, amelyekkel m.m. x ∈ Rn esetén az R(x) spekt-
ruma [a, b]-beli. Ez utóbbi azzal ekvivalens, hogy tetszőlegesen választott
(ck, k ∈ Zn) ∈ ℓ2(Z

n) sorozatra

a· ‖c‖2
2 ≤

∑

j∈Zn

∣∣∣∣∣
∑

k∈Zn

ckg(x+ jα− k/β)

∣∣∣∣∣

2

≤ b· ‖c‖2
2 (m.m. x ∈ Rn).
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Végül, mindez azzal egyenértékű, hogy egy alkalmas G ∈ L2 (duális-)ablak-
függvénnyel fennáll az alábbi ortogonalitási reláció:

(∗) 〈G,Ml/αTk/βg〉 = (α·β)n· δk0δl0 (k, l ∈ Zn)

(ahol a δk0, δl0 a
”
szokásos” Kronecker-féle szimbólumok). Megjegyezzük, hogy

az előbb emĺıtett G függvény a következő alakú:

G(x) = βn·
∑

j∈Zn

Γ0j(x)χ[0,α)n(x− jα) (x ∈ Rn),

ahol a

Γ(x) = (Γkj(x))k,j∈Zn (x ∈ Rn)

végtelen mátrix a

Pls(x) := g(x+ lα− s/β) (x ∈ Rn, l, s ∈ Zn)

komponensű

P (x) = (Pls(x))l,s∈Zn (x ∈ Rn)

mátrix seǵıtségével eleget tesz a

Γ(x)P (x) = I (m.m. x ∈ Rn)

mátrix-egyenlőségnek. Következésképpen maga az előbbi (∗) ortogonalitás
szinte triviális:

〈G,Ml/αTk/βg〉 =

∫

Rn

G(x)g(x − k/β)e−2πılx/αdx =

∫

Rn

∑

j∈Zn

G(x+ jα)g(x + jα− k/β)e−2πılx/αdx =

βn·
∫

[0,α]n

∑

j∈Zn

Γ0j(x)Pjk(x)e
−2πılx/αdx =

βn·
∫

[0,α]n
δk0e

−2πılx/αdx = (α·β)nδk0δl0.



140 FEJEZET 3. ELŐÁLLÍTÁSI RENDSZEREK (FRAMEK)

xxxvi) Az előbbiekhez kapcsolódik az alábbi Gábor-frame konstrukció. Nevezetesen,
legyen α, β > 0, a

σ : Rn → ℓ2(Z
n)

Lebesgue-mérhető vektor értékű függvény az α szerint periodikus és olyan, hogy
∑

j∈Zn

σj(x)g(x + jα− k/β) = δk0 (m.m. x ∈ Rn, k ∈ Zn).

Ekkor a ∑

j∈Zn

sup
x∈[0,α]n

|σj(x)| < +∞

feltétel elegendő ahhoz, hogy a G(g, α, β) rendszer Gábor-frame legyen.
Továbbá a

G(x) := βn·
∑

j∈Zn

σj(x)χ[0,α]n(x− jα) (x ∈ Rn)

függvénnyel a G(G,α, β) frame a G(g, α, β) frame duálisa (ld. 3.2.).

xxxvii) Nem tárgyaljuk részleteiben az általános

G(g,S) (S ⊂ Rn × Rn)

alakú Gábor-rendszereket, azaz, amikor az S nem

(αZn) × (βZn) (α, β > 0)

alakú (tehát az ún. irreguláris Gábor-rendszereket). Annyit jegyzünk meg
csupán, hogy az egyik alapvető nehézség az ilyen rendszerek vizsgálatakor a
következő: egy irreguláris Gábor-frame duálisa nem feltétlenül Gábor-frame.
Amint már mondtuk, a reguláris esetben a frame operátor felcserélhető az

MkαTjβ (k, j ∈ Zn)

transzformációval, az irreguláris esetben ez már nem igaz. Példaként emĺıtjük
meg, hogy n = 1 mellet a

g(t) := e−t2 (t ∈ R)

esetben ismertek azok az S ⊂ R2

”
index”-halmazok, amelyekre a G(g,S) frame

az L2-re nézve.



4. fejezet

Bázisok Lp terekben

4.1. Biortogonális sorfejtések

Legyen a továbbiakban valamilyen 1 ≤ p < +∞ mellett

X := Lp := Lp[0, 1]

a
”
szokásos” (valós) Lebesgue-tér. A Riesz-féle reprezentációs tétel (ld. 10.7.) szerint

ekkor az X∗ duális tér azonośıtható azzal az Lq térrel, amelyre 1 < q ≤ +∞ és

(∗) 1

p
+

1

q
= 1,

ahol az
”
azonośıtás” a következőt jelenti: bármely G ∈ X∗ esetén egyértelműen

létezik olyan h ∈ Lq függvény, hogy

G(f) =

∫ 1

0
fh (f ∈ Lp).

Igaz továbbá, hogy itt1

‖G‖ = ‖h‖q.

Ha tehát egy Lp-beli
Φ = (ϕn, n ∈ N)

rendszernek a
Ψ = (ψn, n ∈ N)

1Emlékeztetőül: ‖G‖ = sup{|G(f)| : f ∈ Lp, ‖f‖p ≤ 1}.

141
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rendszer a biortogonális társa (ld. 2.2.), akkor

ψn ∈ Lq (n ∈ N)

és az f ∈ Lp függvény biortogonális sora a

∞∑

n=0

f̂(n)ϕn

függvénysor, ahol

f̂(n) :=

∫ 1

0
fψn (n ∈ N).

Tegyük fel, hogy a Φ rendszer zárt és minimális az Lp-ben. Ekkor (ld. 2.2.) a
fenti Ψ egyértelműen létezik és a 2.2.1. Tétel szerint a Φ pontosan akkor bázis az
Lp-ben, ha

sup{‖Sn‖ : n ∈ N} < +∞.

Az

Sn(f) :=

n∑

k=0

f̂(k)ϕk (f ∈ Lp, n ∈ N)

egyenlőséggel értelmezett Sn (részletösszeg-)operátorokról a következőket mondhat-
juk:

Sn(f)(x) =

n∑

k=0

(∫ 1

0
f(t)ψk(t)dt

)
ϕk(x) =

∫ 1

0
f(t)Kn(x, t) dt (x ∈ [0, 1]),

ahol

Kn(x, t) :=
n∑

k=0

ϕk(x)ψk(t) (x, t ∈ [0, 1])

(a Φ rendszer n-edik magfüggvénye). Ismét csak a Riesz-reprezentáció (ld. 10.7.)
alapján (a (∗) egyenlőségnek eleget tevő q-val)

‖Sn(f)‖p = sup

{∣∣∣∣
∫ 1

0
Sn(f)g

∣∣∣∣ : g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1

}
(n ∈ N, f ∈ Lp),

amiből
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‖Sn‖ = sup{‖Sn(f)‖p : f ∈ Lp, ‖f‖p ≤ 1} =

sup

{
sup

{∣∣∣∣
∫ 1

0
Sn(f)g

∣∣∣∣ : g ∈ Lq, ‖g‖q ≤ 1

}
: f ∈ Lp, ‖f‖p ≤ 1

}

adódik. A p > 1 feltétel mellett2 az ismert

|uv| ≤ |u|p
p

+
|v|q
q

(u, v ∈ R)

egyenlőtlenséget felhasználva viszont bármely

f ∈ Lp, g ∈ Lq, ‖f‖p, ‖g‖q ≤ 1

és n ∈ N esetén
∣∣∣∣
∫ 1

0
Sn(f)g

∣∣∣∣ ≤
∫ 1

0

∫ 1

0
|f(t)|· |Kn(x, t)|1/p· |g(x)|· |Kn(x, t)|1/q dt dx ≤

∫ 1

0

|f(t)|p
p

(∫ 1

0
|Kn(x, t)| dx

)
dt+

∫ 1

0

|g(x)|q
q

(∫ 1

0
|Kn(x, t)| dt

)
dx.

Ha

K(1)
n (t) :=

∫ 1

0
|Kn(y, t)| dy (t ∈ [0, 1]),

valamint

K(2)
n (x) :=

∫ 1

0
|Kn(x, v)| dv (x ∈ [0, 1]),

továbbá
‖Kn‖(1,∞) := ‖K(1)

n ‖∞ < +∞
és

‖Kn‖(∞,1) := ‖K(2)
n ‖∞ < +∞,

akkor

‖Sn‖ ≤ 1

p
· ‖Kn‖(1,∞) +

1

q
· ‖Kn‖(∞,1) (n ∈ N).

Világos, hogy ha p = 1, akkor

‖Sn‖ ≤ ‖Kn‖(1,∞) (n ∈ N).

Ezzel beláttuk a következő álĺıtást:

2Ekkor 1 < q < +∞.
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4.1.1. Tétel. Legyen 1 ≤ p < +∞ és tegyük fel, hogy a Φ rendszer zárt és
minimális az Lp-ben. Ha p > 1 és

sup{‖Kn‖(1,∞), ‖Kn‖(∞,1) : n ∈ N} < +∞,

vagy p = 1 és
sup{‖Kn‖(1,∞) : n ∈ N} < +∞,

akkor a Φ bázis az Lp-ben.

A Φ = (ϕn, n ∈ N) rendszer Lp-beli zártsága (1 ≤ p < +∞) ekvivalens a
következővel (a Φ

”
teljessége”): az

1

p
+

1

q
= 1

feltételnek eleget tevő 1 < q ≤ +∞ kitevővel bármely 0 6= g ∈ Lq függvényhez van
olyan n ∈ N, hogy ∫ 1

0
gϕn 6= 0.

Ui. tetszőleges X Banach-tér és egy X-beli z = (zn, n ∈ N) rendszer esetén a z
zártságából következik, hogy minden ϕ ∈ X∗ funkcionálra a ϕ = 0 feltétel azzal
egyenértékű, hogy3

ϕ(zn) = 0 (n ∈ N).

Ford́ıtva, ha a z olyan rendszer, hogy bármely 0 6= ϕ ∈ X∗ esetén valamilyen n ∈ N
indexre ϕ(zn) 6= 0, akkor L[z] = X. Különben a Hahn–Banach-tétel egyik követ-
kezménye (ld. 10.2.) alapján lenne olyan 0 6= ϕ ∈ X∗, amely az L[z] (zárt) altéren
nulla.

A 4.1.1. Tételt kissé általánosabb formában is megfogalmazhatjuk, egyúttal a

”
hiányzó” p = +∞ esetet is vizsgálva. Legyen ui. 1 ≤ p, q ≤ +∞ és

1

p
+

1

q
= 1,

valamint tegyük fel, hogy az Lp-beli Φ = (ϕn, n ∈ N) rendszernek van Lq-beli
biortogonális társa: Ψ = (ψn, n ∈ N), azaz

∫ 1

0
ϕnψk = δnk (n, k ∈ N).4

3Vegyük figyelembe, hogy a ϕ folytonos.
4Ha p < +∞, akkor a Φ-vel biortogonális rendszer eleve csak az Lq-ban lehet, ezért ekkor elég

azt feltenni, hogy a Φ minimális rendszer (ld. 2.2.). A p = +∞ esetben viszont – lévén az L∞

duálisa az L1-nél bővebb – nem elég a Φ minimalitása.
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Az
Sn(f) (n ∈ N, f ∈ L∞)

előálĺıtására vonatkozó, a 4.1.1. Tétel kimondása előtt kapott

Sn(f)(x) =

∫ 1

0
f(t)Kn(x, t) dt (x ∈ [0, 1])

integrálformula nyilván p = +∞ mellett is igaz és ekkor

‖Sn‖ ≤ ‖Kn‖(∞,1) (n ∈ N).

Ha tehát 1 < p < +∞ és

sup{‖Kn‖(1,∞), ‖Kn‖(∞,1) : n ∈ N} < +∞,

ill. p = 1 és
sup{‖Kn‖(1,∞) : n ∈ N} < +∞,

vagy p = +∞ és
sup{‖Kn‖(∞,1) : n ∈ N} < +∞,

akkor a Φ bázis az L[Φ] (zárt) altérben.5

A dualitási elv (ld. 3.3.3. Tétel) az Lp-beli bázisok esetén a következő álĺıtást
jelenti:

4.1.2. Tétel. Tegyük fel, hogy 1 < p < +∞ és a Φ rendszer bázis az Lp-ben.
Ekkor a (Φ-vel biortogonális) Ψ rendszer bázis az Lq-ban, ahol

1

p
+

1

q
= 1.

Azt ui. tudjuk, hogy a Ψ bázis az L[Ψ] altérben (a lezárást a ‖.‖q normában
értve). Elég tehát azt belátni, hogy a Ψ zárt rendszer az Lq-ban. Ha viszont nem
lenne az, akkor a teljesség sem állna fenn. Így lenne olyan 0 6= f ∈ Lp függvény,
amelyre

f̂(n) = 0 (n ∈ N).

Viszont a Φ bázis az Lp-ben, ezért ekkor

f =
∞∑

n=0

f̂(n)ϕn = 0,

ami nyilván ellentmondás.

5A lezárást a ‖.‖p normában értve.
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4.2. Fourier-sorfejtések

Legyen most az (X, ‖.‖) olyan Banach-tér, amelyre X ⊂ L1 és

‖f‖1 ≤ ‖f‖ (f ∈ X).

Tegyük fel, hogy az X-beli
Φ = (ϕn, n ∈ N)

rendszerre az alábbiak teljesülnek:

(∗)





i) bármely f ∈ X és n ∈ N esetén fϕn ∈ L1;

ii)
∫ 1
0 ϕnϕk = δnk (k, n ∈ N).

Ekkor azt mondjuk, hogy a Φ egy X-beli ortonormált rendszer. Mivel az i) szerint

ϕn ∈ L2 (n ∈ N),

ezért a ii) feltétel miatt a Φ a
”
szokásos” értelemben is (azaz az L2 Hilbert-térben)

egy ONR. Ha X ⊂ L2, akkor az i) automatikusan teljesül.

A feltételek alapján rögtön adódik, hogy L∞ ⊂ X∗, ı́gy bármely f ∈ L∞ függ-
vénnyel a

X ∋ g 7→
∫ 1

0
fg

funkcionál X∗-beli6. Megmutatjuk, hogy ugyanez teljesül a

X ∋ g 7→
∫ 1

0
ϕng (n ∈ N)

funkcionálokra is (amelyeket a (∗) i) feltétel alapján definiálhattunk). Legyen ui.
valamilyen n ∈ N indexre

ϕnk ∈ L∞ (k ∈ N)

a következő függvény:

ϕnk(x) :=




ϕn(x) (|ϕn(x)| ≤ k)

0 (|ϕn(x)| > k)
(x ∈ [0, 1]).

6Ui. L∞ ⊂ (L1)∗ ⊂ X∗. A szóban forgó funkcionál linearitása nyilvánvaló, továbbá |
R 1

0
fg| ≤

‖f‖∞· ‖g‖1 ≤ ‖f‖∞· ‖g‖ (g ∈ X).
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Az

Fk(g) :=

∫ 1

0
ϕnkg (g ∈ X, k ∈ N)

egyenlőséggel értelmezett funkcionálokra egyrészt Fk ∈ X∗ nyilván fennáll.7 Másrészt
(pl. a Lebesgue-féle konvergencia tétel alapján) az (Fk, k ∈ N) sorozat az X téren
erősen konvergál a

X ∋ g 7→
∫ 1

0
ϕng

funkcionálhoz,8 ami ezért a Banach–Steinhaus-tétel (ld. 10.1.) miatt valóban korlátos.

A fenti (∗) feltételek szerint tehát a Φ önmagával biortogonális rendszert alkot,
ezért (ld. 2.2.) egyúttal minimális. Az f ∈ X függvény biortogonális sora most a

∞∑

k=0

f̂(k)ϕk =

∞∑

k=0

(∫ 1

0
fϕk

)
ϕk

ortogonális sor. Két speciális esetet fogunk vizsgálni:

1o X := C[0, 1], ‖.‖ := ‖.‖∞;

2o X := Lp, ‖.‖ := ‖.‖p (1 ≤ p ≤ +∞).

Ekkor a (∗)-beli i) kikötés miatt

ϕn ∈ Lp ∩ Lq (n ∈ N),

ahol
1

p
+

1

q
= 1.

A továbbiakban a következő terminológiát követjük:

f̂(n) :=

∫ 1

0
fϕn (n ∈ N)

7Az Fk linearitása világos. Ugyanakkor |Fk(g)| ≤ k· ‖g‖1 ≤ k· ‖g‖ (g ∈ X).
8Tehát tetszőleges g ∈ X választással

R 1

0
ϕng = limk→∞ Fk(g), hiszen ϕnkg → ϕng (k → ∞)

és |ϕnkg| ≤ |ϕng| ∈ L1 (k ∈ N) miatt
R 1

0
ϕnkg →

R 1

0
ϕng (k → ∞).
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az f függvény n-edik Φ-Fourier-együtthatója,

∞∑

k=0

f̂(k)ϕk

az f függvény Φ-Fourier-sora,

Ln(x) :=

∫ 1

0
|Kn(x, t)| dt =

∫ 1

0

∣∣∣
n∑

k=0

ϕk(x)ϕk(t)dt
∣∣∣ (x ∈ [0, 1], n ∈ N)

a Φ rendszer n-edik Lebesgue-függvénye, ahol tehát most (ld. 4.1.) a Φ rendszer
n-edik magfüggvénye

Kn(x, t) :=
n∑

k=0

ϕk(x)ϕk(t) (x, t ∈ [0, 1], n ∈ N).

Mivel

‖Kn‖(1,∞) = ‖Kn‖(∞,1) = ‖Ln‖∞ (n ∈ N),

ezért a 4.1.1., 4.1.2. Tételekből következik a

4.2.1. Tétel. Legyen

1

p
+

1

q
= 1 (1 ≤ p, q ≤ +∞)

esetén

ϕn ∈ Lp ∩ Lq (n ∈ N),

és tegyük fel, hogy a Φ = (ϕn, n ∈ N) rendszer ortonormált. Ha

sup{‖Ln‖∞ : n ∈ N} < +∞,

akkor a Φ bázis az L[Φ] altérben (a lezárást akár a ‖.‖p, akár a ‖.‖q normában
értve). Speciálisan, ha a Φ zárt rendszer az Lp-ben, akkor a Φ bázis az Lp-ben
és p 6= 1 esetén az Lq-ban is.

Ortonormált rendszerek esetén a dualitási elv (ld. 3.3.3. Tétel) a következő alakot
ölti:
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4.2.2. Tétel. Ha a Φ = (ϕn, n ∈ N) ortonormált rendszer bázis valamelyik Lp

térben (1 < p < +∞) és az
1

p
+

1

q
= 1

feltételnek eleget tevő 1 < q < +∞ kitevővel

ϕn ∈ Lp ∩ Lq (n ∈ N),

akkor minden
r ∈ [p ∧ q, p ∨ q]

mellett9 a Φ bázis az Lr-ben.

Tudjuk ui., hogy a Φ bázis az Lq-ban, ezért (ld. 2.2.) a Φ teljes az Lp-re is és az
Lq térre nézve is. Így a Φ teljes az Lr-re vonatkozóan, következésképpen a Φ zárt
rendszer az Lr-ben. Mivel az Sn (n ∈ N) részletösszeg-operátorok (ld. 2.2.) akár
mint Lp → Lp, akár mint Lq → Lq lineáris operátorok egyenletesen korlátosak, ezért
a Riesz–Thorin-féle interpolációs tétel (ld. 10.4.) értelmében egyúttal mint Lr → Lr

lineáris operátorok is egyenletesen korlátosak.

Ha a 4.2.1. Tételben p = 1, akkor

‖Sn‖ = ‖Ln‖∞ (n ∈ N)

miatt igaz a

4.2.3. Tétel. Az L1-beli Φ zárt ONR akkor és csak akkor bázis az L1-ben, ha

sup{‖Ln‖∞ : n ∈ N} < +∞.

Analóg álĺıtás igaz az
(X, ‖.‖) := (C[0, 1], ‖.‖∞)

esetben is, mivel ekkor is fennáll az

‖Sn‖ = ‖Ln‖∞ (n ∈ N)

egyenlőség.

9p ∧ q := min{p, q}, ill. p ∨ q := max{p, q}. Így Lp∨q ⊂ Lr ⊂ Lp∧q (p ∧ q ≤ r ≤ p ∨ q).
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Legyen adott az L2-ben egy Φ = (ϕn, n ∈ N) zárt ONR, amire

ϕn ∈ L∞ (n ∈ N)

teljesül. Tudjuk (ld. 1.4.), hogy a Φ bázis az L2-ben. Ebből és a Φ rendszer valame-
lyik Lp-beli (1 < p < +∞, de p 6= 2) bázis voltából a 4.2.2. Tétel szerint következik,
hogy a Φ egyúttal bázis bármely Lp és L2 közti Lr térben is.10 A 2.2.1. Tétel
értelmében ahhoz, hogy az Lp-ben zárt Φ rendszer az Lp-ben bázis legyen, szükséges
és elégséges feltétel a Φ szerinti Sn (n ∈ N) részletösszeg-operátorok egyenletes
korlátossága.11 Már korábban is emĺıtettük, hogy az előbb idézett alaptétel köve-
telményei közül ez a

”
legkritikusabb”, általában a legnehezebben belátható feltétel.

Az alábbiakban ennek a kérdésnek a kezelésére mutatunk be egy gyakran alkalmazható
módszert.

Tegyük fel, hogy az Sn-ek rendelkeznek a következő tulajdonsággal: van olyan
pozit́ıv M szám, hogy bármely

n ∈ N, y > 0, f ∈ L1

esetén12

(∗∗) |{|Sn(f)| > y}| ≤M · ‖f‖1

y
.

Ekkor azt mondjuk, hogy az (Sn, n ∈ N) operátorsorozat egyenletesen gyengén (1, 1)
t́ıpusú. Innen már – a Marcinkiewicz-féle interpolációs tétel (ld. 10.4.) alapján –
következik az

Sn : Lp → Lp (n ∈ N)

operátorok egyenletes korlátossága minden 1 < p ≤ 2 kitevőre.13 Mivel a feltételeink
szerint a Φ teljes rendszer az L2-ben, ı́gy bármely Lq térre (q ≥ 2) nézve is teljes.
Ezért (ld. 4.1.) tetszőleges 1 ≤ p ≤ 2 mellett a Φ zárt rendszer az Lp-ben, azaz
1 < p ≤ 2 esetén az Lp-ben bázis is. A dualitási elvet (ld. 3.3.3. Tétel) alkalmazva
kapjuk tehát azt, hogy a Φ bázis minden Lp (1 < p < +∞) térben, és ha ‖Sn‖(p,p)

jelöli az

Sn : Lp → Lp (n ∈ N)

10Lp ⊂ Lr ⊂ L2 (2 < p < +∞), vagy L2 ⊂ Lr ⊂ Lp (1 < p < 2).
11Tehát supn ‖Sn‖ < +∞.
12{|Sn(f)| > y} := {x ∈ [0, 1] : |Sn(f)(x)| > y}.
13A Φ bázis az L2-ben, ezért az Sn : L2 → L2 (n ∈ N) operátorok eleve egyenletesen korlátosak.
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operátor normáját, akkor az
1

p
+

1

q
= 1

feltételnek eleget tevő 1 < q < +∞ kitevővel

‖Sn‖(p,p) = ‖Sn‖(q,q).

A fenti (∗∗) becslés bizonýıtásához igen hasznos segédeszköz az alábbi, önmagában
is érdekes álĺıtás (Calderon–Zygmund-felbontás (ld. 10.12.)):

4.2.1. Lemma. Legyen f ∈ L1 és

y > ‖f‖1 > 0.

Ekkor vannak olyan

g ∈ L∞, h ∈ L1

függvények és

Ik ⊂ [0, 1] (k ∈ N)

egymásba nem nyúló intervallumok, hogy

i) f = g + h, ‖g‖∞ ≤ Cy, ‖g‖1 ≤ ‖f‖1;

ii) a h függvény supph tartójára14

supph ⊂ Ω :=

∞⋃

k=0

Ik,

továbbá15

|Ω| ≤ C· ‖f‖1

y
;

iii) minden k ∈ N indexre
∫
Ik
h = 0 és

y ≤ 1

|Ik|
·
∫

Ik

|h| ≤ Cy,

14supph := {x ∈ [0, 1] : h(x) 6= 0} (ahol a felülhúzás az illető halmaz lezárását jelenti a számegyenes
szokásos topológiájára nézve).

15Egy Lebesgue-mérhető U ⊂ [0, 1] halmaz Lebesgue-mértékét az |U | szimbólummal jelölve.



152 FEJEZET 4. BÁZISOK LP TEREKBEN

ahol a C > 0 egy abszolút konstans.16

Ha f ∈ L1, n ∈ N és az y > ‖f‖1 adott,17 akkor18

|{|Sn(f)| > y}| ≤ |{|Sn(g)| > y/2}| + |{|Sn(h)| > y/2}| =: M1 +M2.

Mivel

M1 ≤ 4

y2
· ‖Sn(g)‖2

2 ≤ 4

y2
· ‖g‖2

2 ≤ 4

y2
· ‖g‖∞· ‖g‖1 ≤ 4C2· ‖f‖1

y
,

ezért elegendő az M2-vel foglalkozni:

M2 =
∣∣{x ∈ Ω : |Sn(h)(x)| > y/2}

∣∣ +
∣∣{x ∈ [0, 1] \ Ω : |Sn(h)(x)| > y/2}

∣∣ =:

M21 +M22.

Nyilván

M21 ≤ |Ω| ≤ C· ‖f‖1

y
,

valamint

M22 ≤ 2

y
·
∫

[0,1]\Ω
|Sn(h)| =

2

y
·
∫

[0,1]\Ω

∣∣∣∣
∫ 1

0
h(t)Kn(x, t) dt

∣∣∣∣ dx =

2

y
·
∫

[0,1]\Ω

∣∣∣∣∣∣

∞∑

j=0

∫

Ij

h(t)Kn(x, t) dt

∣∣∣∣∣∣
dx =

2

y
·
∫

[0,1]\Ω

∣∣∣∣∣∣

∞∑

j=0

∫

Ij

h(t)[Kn(x, t) −Knj(x)] dt

∣∣∣∣∣∣
dx,

ahol a
Knj ∈ L1 (j ∈ N)

(
”
egyváltozós”) függvények (egyelőre) tetszőlegesek. Ezért19

M22 ≤ 2

y
·

∞∑

j=0

∫

Ij

|h(t)|·
∫

[0,1]\Ω
|Kn(x, t) −Knj(x)| dx dt.

16Ez a későbbiekben esetenként sorról-sorra változhat.
17Nyilván feltehető, hogy f 6= 0, azaz ‖f‖1 > 0.
18Mivel |Sn(f)| ≤ |Sn(g)|+ |Sn(h)|, ezért {|Sn(f)| > y} ⊂ {|Sn(g)| > y/2} ∪ {|Sn(h)| > y/2}.
19A szukcessźıv integrálást biztośıtó Fubini-tételt is alkalmazva.



4.2. FOURIER-SORFEJTÉSEK 153

Tegyük fel, hogy az itteni

Knj : [0, 1] → R (n, j ∈ N)

függvények megválaszthatók úgy, hogy egy alkalmas A > 0 mellett minden j ∈ N
indexre és m.m. t ∈ Ij helyen

sup

{∫

[0,1]\Ω
|Kn(x, t) −Knj(x)| dx : n ∈ N

}
≤ A.

Ekkor

M22 ≤ 2A

y

∞∑

j=0

∫

Ij

|h| ≤ 2AC

y

∞∑

j=0

y· |Ij | = 2AC· |Ω| ≤ 2AC2

y
· ‖f‖1.

A Calderon–Zygmund-felbontás (ld. 4.2.1. Lemma) előbbi alkalmazásában a
Kn (n ∈ N) magfüggvények konkrét alakjától függően – szükség esetén – hasz-
nálhatjuk még a következő

”
trükköt” is. Valamilyen (korlátos) I intervallum esetén

legyen Ĩ az az intervallum, amelynek a középpontja megegyezik az I középpontjával
és

|Ĩ| = 2|I|.
Ha I ⊂ [0, 1], akkor tekintsük a

DI := Ĩ ∩ [0, 1]

intervallumot. Nyilván |DI| ≤ 2|I|. Írjuk az előző becslésekben az Ω helyébe a

DΩ :=

∞⋃

j=0

DIj

halmazt. Mivel |DΩ| ≤ 2|Ω|, ezért most

M21 :=
∣∣{x ∈ DΩ : |Sn(h)(x)| > y/2}

∣∣ ≤ 2C

y
· ‖f‖1.

Ha a Knj-k megadhatók úgy, hogy egy alkalmas B > 0 mellett minden j ∈ N indexre
és m.m. t ∈ Ij esetén

sup

{∫

[0,1]\DΩ
|Kn(x, t) −Knj(x)| dx : n ∈ N

}
≤ B
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teljesül, akkor

M22 := |{x ∈ [0, 1] \DΩ : |Sn(h)(x)| > y/2}| ≤ 2BC2

y
· ‖f‖1.

Legyen pl. az (εn, n ∈ N) egy (0, 1)-beli számokból álló nullasorozat, n ∈ N és

Kn(x, t) :=





1
x− t (x, t ∈ [0, 1], |x − t| ≥ εn)

0 (x, t ∈ [0, 1], |x − t| < εn)

(x, t ∈ [0, 1]).

Könnyen ellenőrizhető, hogy ekkor – t0j-vel jelölve az Ij (j ∈ N) intervallum közép-
pontját – a

Knj(x) := Kn(x, t0j) (x ∈ [0, 1], n ∈ N)

választással ∫

[0,1]\DΩ
|Kn(x, t) −Knj(x)| dx ≤

2|t− t0j|·
∫ +∞

|Ij|

dx

x2
=

2|t− t0j|
|Ij |

≤ 2 (t ∈ Ij , j ∈ N)

igaz. Megmutatható, hogy bármely f ∈ L1 és m.m. x ∈ [0, 1] mellett létezik a

H(f)(x) := lim
n→∞

∫ 1

0
f(t)Kn(x, t)dt

határérték (az f függvény Hilbert-transzformáltja). Az előzőek szerint tehát a H
operátor gyengén (1, 1) t́ıpusú.

4.3. Feltétlen bázisok Lp terekben

Legyen az 1 ≤ p < +∞ kitevő esetén az 1 < q ≤ +∞ a
”
konjugált” kitevő, azaz

1

p
+

1

q
= 1

és tegyük fel, hogy az Lp-beli

Φ = (ϕn, n ∈ N)
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rendszernek van biortogonális társa, legyen ez (az Lq-ban) a

Ψ = (ψn, n ∈ N).

Ha f ∈ Lp, akkor az

f̂(n) :=

∫ 1

0
fψn (n ∈ N)

együtthatókkal tekintsük az f függvény

QΦ(f) :=

( ∞∑

n=0

[f̂(n)ϕn]2

)1/2

kvadratikus variációját. (A QΦ leképezést a Φ rendszer Paley-függvényének nevezik.)

Az Lp-beli feltétlen bázisokkal kapcsolatos a

4.3.1. Tétel. Tegyük fel, hogy 1 ≤ p < +∞ és a Φ zárt, minimális rendszer
az Lp térben. Ekkor a Φ pontosan abban az esetben feltétlen bázis az Lp-ben,
ha alkalmas (csak a p-től függő) Ap, Bp > 0 konstansokkal

Ap· ‖f‖p ≤ ‖QΦ(f)‖p ≤ Bp· ‖f‖p

teljesül minden f ∈ Lp esetén.20

A 4.3.1. Tétel közvetlen folyománya, hogy ha p 6= 2, a Φ ONR és feltétlen bázis
az Lp-ben, akkor

sup{‖ϕn‖∞ : n ∈ N} = +∞.

Különben ui. (a
q := sup{‖ϕn‖∞ : n ∈ N}

jelöléssel)

‖f‖p ≤ 1

Ap
· ‖QΦ(f)‖p ≤ q

Ap

( ∞∑

n=0

|f̂(n)|2
)1/2

≤ q

Ap
· ‖f‖2 (f ∈ Lp)

teljesülne, ami p > 2 mellett nyilván nem lehet. A p < 2 eset ebből már a dualitási
elv (ld. 3.3.3. Tétel) alapján következik.

20Röviden: ‖f‖p ∼ ‖QΦ(f)‖p.
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A QΦ operátor és a feltétlen bázisokkal kapcsolatban bevezetett T t
Φ (t ∈ [0, 1])

operátorok (ld. 2.6.)21 között a Hincsin-egyenlőtlenség teremt kapcsolatot:22

4.3.1. Lemma. Bármely 0 < p < +∞ mellett megadhatók olyan (csak a p-től
függő) Cp,Dp > 0 konstansok, hogy tetszőleges a = (ak, k ∈ N) ∈ ℓ2 esetén

Cp· ‖a‖2 ≤
∥∥∥∥∥

∞∑

k=0

akrk

∥∥∥∥∥
p

≤ Dp· ‖a‖2.

Legyen már most

t ∈ [0, 1), x ∈ [0, 1], f ∈ L[Φ]

és 1 ≤ p < +∞. Ekkor az

ak := f̂(k)ϕk(x) (k ∈ N)

választással nyilván a ∈ ℓ2 és

‖a‖2 = QΦ(f)(x),

továbbá ∞∑

k=0

akrk(t) = T t
Φ(f)(x).

Ezért

(QΦ(f)(x))p = ‖a‖p
2 ∼

∫ 1

0
|T t

Φ(f)(x)|p dt,

más szóval

‖QΦ(f)‖p
p ∼

∫ 1

0

(∫ 1

0
|T t

Φ(f)(x)|p dt
)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1

0
|T t

Φ(f)(x)|p dx
)
dt =

∫ 1

0
‖T t

Φ(f)‖p
p dt.

21Ahol most T t
Φ(f) :=

P∞
k=0 rk(t) bf(k)ϕk (t ∈ [0, 1], f ∈ Lp).

22Az (rn, n ∈ N) Rademacher-rendszert illetően ld. 2.6. Megmutatható, hogy amennyiben vala-
milyen bk ∈ R (k ∈ N) együtthatókkal

P∞
k=0 b

2
k < +∞, akkor a

P∞
k=0 bkrk(x) sor m.m. x ∈ [0, 1]

helyen konvergens (Rademacher). Ha viszont
P∞

k=0 b
2
k = +∞, akkor a szóban forgó

P∞
k=0 bkrk(x)

sor m.m. x ∈ [0, 1] esetén divergens (Kolmogorov).
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Ha tehát a Φ feltétlen bázis az Lp-ben, akkor (ld. 2.6.) az

A· ‖f‖p ≤ ‖T t
Φ(f)‖ ≤ B· ‖f‖p (f ∈ Lp, t ∈ [0, 1])

becslések alapján

‖T t
Φ(f)‖p ∼ ‖f‖p =⇒ ‖QΦ(f)‖p ∼ ‖f‖p.

Ford́ıtva, ha ‖QΦ(f)‖p ∼ ‖f‖p, akkor bármely f ∈ L[Φ] és t ∈ [0, 1) esetén

‖T t
Φ(f)‖p ∼ ‖QΦ(T t

Φ(f))‖p = ‖QΦ(f)‖p ∼ ‖f‖p.

4.4. Megjegyzések

i) A Φ rendszert illetően a (∗) feltételek (ld. 4.2.) lényegesek ahhoz, hogy a Φ
bázis szerinti kifejtések

”
Fourier-szerűek” legyenek. (Különben a Φ nem alkot

önmagával biortogonális rendszert.) Ezzel kapcsolatos a következő álĺıtás: van
olyan Φ ONR, amely bázis az L1-ben, de a Φ nem képez önmagával biorto-
gonális rendszert. Sőt, van olyan f ∈ L2 függvény, hogy az f -nek a Φ szerinti
biortogonális kifejtésében nem minden együttható Fourier-együttható.

ii) Megmutatjuk viszont, hogy ha a Φ = (ϕn, n ∈ N) egy L1-beli ortonormált
bázis és

ϕn ∈ L∞ (n ∈ N),

akkor a Φ bázis az Lp-ben minden 1 ≤ p < +∞ mellett is. Ekkor ui.

f̂(n) = 0 (f ∈ L1, n ∈ N)

esetén f = 0, ı́gy egyúttal tetszőleges Lp-re (1 ≤ p ≤ +∞) nézve a Φ teljes.
Ezért (ld. 2.2.) a Φ zárt az Lp-ben (1 ≤ p < +∞). Mivel

sup{‖Ln‖∞ : n ∈ N} < +∞,

ı́gy a 4.2.2. Tétel miatt a Φ bázis az Lp-ben (1 ≤ p < +∞).

iii) Az ortogonális sorok elméletének egyik nem triviális eredménye szerint sem az
L1-ben, sem pedig a C[0, 1]-ben nincs olyan Φ = (ϕn, n ∈ N) ONR, amely
bázis a szóban forgó térben és

sup{‖ϕn‖∞ : n ∈ N} < +∞.



158 FEJEZET 4. BÁZISOK LP TEREKBEN

Az álĺıtás azon múlik, hogy az előbbi korlátossági feltétel mellett a Φ rendszer
Ln (n ∈ N) Lebesgue-függvényeire (ld. 4.2.) az alábbiak teljesülnek: van
olyan, csak a Φ-től függő C > 0 konstans, hogy minden N = 1, 2, ... indexre
és valamilyen EN ⊂ [0, 1] mérhető halmazra23

|EN | ≥ C·max{Lk(t) : k = 1, ..., N} ≥ C· lnN (t ∈ EN )

és

lim sup
N→∞

LN (t)

lnN
≥ C (t ∈ E := lim sup

n→∞
En),

ahol |E| ≥ C. Ekkor tehát

sup{‖Ln‖∞ : n ∈ N} = +∞.

iv) Tegyük fel, hogy a Φ = (ϕn, n ∈ N) ONR elemei L∞-beliek, amelyekre

sup{‖ϕn‖∞ : n ∈ N} < +∞.

Ekkor az előbbi megjegyzésben szereplő E halmaz bármelyik a ∈ E eleméhez
van olyan f ∈ C[0, 1] függvény, amelynek a Φ-Fourier-sora az a-ban divergál.
Ui. az

C[0, 1] ∋ f 7→
n∑

k=0

f̂(k)ϕk(a) (n ∈ N)

funkcionálnak a normája Ln(a) és

sup{Ln(a) : n ∈ N} = +∞.

Ezért a Banach–Steinhaus-tétel (ld. 10.1.) miatt van olyan f ∈ C[0, 1], amelyre
a (

n∑

k=0

f̂(k)ϕk(a), n ∈ N

)

részletösszeg-sorozat divergál (sőt, a ‖.‖∞-normában nem is korlátos).

v) Ha a Φ = (ϕn, n ∈ N) ortonormált rendszerre

ϕn ∈ L∞ (n ∈ N)

23Továbbra is |A| jelöli a Lebesgue-mérhető A ⊂ [0, 1] halmaz Lebesgue-mértékét.
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és
sup{‖Ln‖∞ : n ∈ N} < +∞

teljesül, akkor egy alkalmas (csak a Φ-től függő) C > 0 konstanssal

max{‖ϕk‖∞ : k = 0, ..., n} ≥ C·√n (n ∈ N).

Ez a helyzet pl. akkor, ha a Φ bázis az L1-ben vagy a C[0, 1]-ben.24

vi) Legyen a Φ ONR bázis a C[0, 1]-ben. Ekkor (a Φ-re vonatkozó Lebesgue-függ-
vényekkel)

sup{‖Ln‖∞ : n ∈ N} < +∞,

ezért bármely 1 ≤ p < +∞ esetén az

Sn : Lp → Lp (n ∈ N)

részletösszeg-operátorok egyenletesen korlátosak. Mivel a C[0, 1] sűrű az Lp

térben, ezért a Φ zárt az Lp-ben. Így a Φ egyúttal az Lp-ben is bázis.

vii) Belátható, hogy az L1-ben és a C[0, 1]-ben nincs feltétlen bázis (ld. 4.3.).

viii) Legyen az (X, ‖.‖) olyan Banach-tér, amelynek az elemei

[0, 1] → R

t́ıpusú (Lebesgue-)mérhető függvények, és ilyen függvényeknek egy alkalmas M
részhalmazával

‖f‖ = sup

{∫ 1

0
|f ·m| : m ∈ M

}
(f ∈ X).

Pl. ilyenek az Lp (1 ≤ p ≤ +∞) terek, az Orlicz-terek (ld. 10.9.), a Lorentz-
terek (ld. 6.3.). A patologikus eseteket kizárandó feltesszük, hogy megadható
Lebesgue-mérhető En ⊂ [0, 1] (n ∈ N) halmazoknak egy olyan monoton növe-
kedő sorozata, amelyre

[0, 1] =
∞⋃

n=0

En

24Mivel a C[0, 1] második kategóriájú az L∞ térben, ezért (a Baire-féle kategória tétel alapján)
ϕn ∈ C[0, 1] (n ∈ N) esetén elég azt tudni a sup{‖Ln‖∞ : n ∈ N} < +∞ teljesüléséhez, hogy
bármelyik C[0, 1]-beli függvény Φ-Fourier-sora egyenletesen konvergens.
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és bármely n ∈ N esetén az En halmaz karakterisztikus függvénye X-beli.
Tegyük fel, hogy a Φ = (ϕn, n ∈ N) rendszer feltétlen bázis az X-ben, legyen a
Φ biortogonális rendszere (ld. 4.1.) a Ψ = (ψn, n ∈ N). Megmutatható, hogy
amennyiben az X reflex́ıv, akkor (ld. 4.3.)

‖QΦ(f)‖ ∼ ‖f‖.

A reflexivitás miatt az X∗ duális tér elemei
”
integrálok”, ı́gy pl. az

X ∋ f 7→
∫ 1

0
fψn (n ∈ N)

leképezés korlátos lineáris funkcionál. Ha az X nem reflex́ıv, akkor az ∼ ekvi-
valencia egyik fele teljesül csak, nevezetesen: egy alkalmas C > 0 konstanssal

‖QΦ(f)‖ ≤ C· ‖f‖ (f ∈ X).



5. fejezet

Ortonormált rendszerek

A továbbiakban néhány, immár klasszikusnak számı́tó függvényrendszer defińıcióját
idézzük fel.

5.1. Haar-rendszer

Legyen az 1 szerint periodikus H = (hn, n ∈ N) függvényrendszer1 a következőkép-
pen definiálva:

h0(x) := 1 (x ∈ [0, 1])

és n ∈ N esetén

h2n+k(x) :=





2n/2
(
k
2n ≤ x < 2k + 1

2n+1

)

−2n/2
(

2k + 1
2n+1 ≤ x < k + 1

2n

)

0
(
x ∈ [0, 1) \

[
k
2n ,

k + 1
2n

))
(x ∈ R, k = 0, ..., 2n − 1).

Ha nem követeljük meg az 1 szerinti periodicitást, akkor célszerű a [0, 1]-en a fenti
defińıciót úgy módośıtani, hogy

hn(1) = lim
x→1−0

hn(x) (n ∈ N)

legyen. Világos, hogy ez csak a pontonkénti vizsgálódásokban játszik szerepet, pl. a
‖.‖p-ban való konvergencia-kérdésekben nem.

1Haar Alfréd (1909).
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A korábban definiált (rn, n ∈ N) Rademacher-rendszer (ld. 2.6.) és a H Haar-
rendszer között nyilván teljesül az

rn =
1

2n/2
·
2n−1∑

k=0

h2n+k (n ∈ N)

összefüggés. Belátható, hogy (H-val jelölve a Haar-rendszernek a [0, 1]-re való meg-
szoŕıtását is) a H egy teljes ONR az Lp := Lp[0, 1]-ben (1 ≤ p ≤ +∞).

5.2. Schauder-rendszer

Az S = (sn, n ∈ N) Schauder-rendszer2 legyen a következő:

s0(x) := 1 (x ∈ [0, 1])

és (ld. 5.1.)

sn(x) :=

∫ x

0
hn−1 (1 ≤ n ∈ N, x ∈ [0, 1]).

Világos, hogy
sn ∈ C[0, 1] (n ∈ N).

Továbbá egyszerűen adódik az is, hogy az

sn

‖sn‖∞
(n ∈ N)

függvények Schauder-szerű rendszert (ld. 2.1.) alkotnak, amit az az

{xn ∈ [0, 1] : n ∈ N}

ponthalmaz generál, amelyre x0 := 0 és x1 := 1, az xn pedig a

supp hn−1 ∩ (0, 1) (2 ≤ n ∈ N)

intervallum középpontja. Tudjuk (ld. 2.1.), hogy a Schauder-szerű rendszerek (és ı́gy
az S Schauder-rendszer is) az egyenletes konvergencia értelmében bázist alkotnak a
C[0, 1]-ben (következésképpen bármely Lp (1 ≤ p < +∞) térben is). Nyilvánvaló
ugyanakkor, hogy az S nem ONR.

2J. Schauder (1927).
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5.3. Franklin-rendszer

Mivel az S Schauder-rendszer (ld. 5.2.) lineárisan független rendszer az L2 Hilbert-
térben, ezért alkalmazható rá a Schmidt-féle ortogonalizációs eljárás: egyértelműen
megadhatók az

αnk ∈ R (n ∈ N, k = 0, ..., n)

számok úgy, hogy αnn > 0 és az

fn :=

n∑

k=0

αnksk (n ∈ N)

függvények
F = (fn, n ∈ N)

rendszere az L2-ben teljes ONR legyen. A defińıcióból rögtön következik, hogy az F
Franklin-rendszer3

• minden tagja folytonos töröttvonal;

• zárt rendszer a C[0, 1]-ben (az egyenletes konvergenciára nézve) és az Lp-ben,
ha 1 ≤ p < +∞.

A fenti defińıció szerint

f0(x) = 1, f1(x) = −
√

3 + 2
√

3x (0 ≤ x ≤ 1),

valamint az
f2n+k+1 (n ∈ N, k = 0, ..., 2n − 1)

függvény
”
töréspontjai” a következők:

j

2n+1
(j = 1, ..., 2k + 1)

és
i

2n
(i = k + 1, ..., 2n − 1).

Az F rendszerrel kapcsolatos a következő, alapvető fontosságú álĺıtás: van olyan
C > 0 abszolút konstans, hogy a

q := 2 −
√

3

3Ph. Franklin (1928).
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konstanssal a

tni :=





i
2n+1 (i = 0, ..., 2k + 1)

i− k − 1
2n (i = 2k + 2, ..., 2n + k + 1)

(n ∈ N, k = 0, ..., 2n − 1)

pontokban minden i = 0, ..., 2n + k + 1 indexre

1

C
· 2n/2· q|i−2k−1| ≤ (−1)i+1f2n+k+1(tni) ≤ C· 2n/2· q|i−2k−1|.

5.4. Walsh-rendszer

Legyen az n ∈ N szám diadikus kifejtése

n =
∞∑

k=0

nk2
k (nk ∈ {0, 1}, k ∈ N)

és az (rk, k ∈ N) Rademacher-rendszerrel (ld. 2.6.)

wn :=
∞∏

k=0

rnk
k .

Az ı́gy definiált

W = (wn, n ∈ N)

Walsh–Paley-rendszer4 néhány tulajdonsága a defińıció alapján egyszerűen belátható:

• wn(x) ∈ {0, 1} (n ∈ N, x ∈ R);

• a W teljes ONR az L1-ben;5

• minden n ∈ N indexre

w2n+k =
1

2n/2
·
2n−1∑

j=0

wk(j/2
n)h2n+j (k = 0, ..., 2n − 1);

4J. L. Walsh (1923) – R. E. A. C. Paley (1932).
5W -vel jelölve a W rendszernek a [0, 1] intervallumra való leszűḱıtését is.
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• valamennyi

Hn :=
(
wk(j/2

n)
)2n−1

k,j=0
∈ R2n×2n

(n ∈ N)

mátrix szimmetrikus és ortogonális.

Az előbbi Hn (n ∈ N) Hadamard–Paley-mátrixok a következők:

H0 = (+1),H1 =

(
+1 +1
+1 −1

)
,H2 =




+1 +1 +1 +1
+1 +1 −1 −1
+1 −1 +1 −1
+1 −1 −1 +1


 , ...

ahol a Hn+1-et úgy kapjuk a Hn-ből, hogy a Hn minden sorát kétszer léırjuk egymás
alá, utána mindegyik mellé rendre ugyanazt, ill a (−1)-szeresét ı́rjuk.

Megjegyezzük, hogy a Walsh által 1923-ban bevezetett rendszer a W -től csak a
függvények sorrendjében különbözött, nevezetesen: a Walsh-féle (

”
eredeti”) sorrend-

ben az n-edik Walsh-függvény jelváltásainak a száma éppen n (n ∈ N) .

A Walsh-rendszer egy másik nevezetes átrendezése az S. Kaczmarz-ról elnevezett
Walsh–Kaczmarz-rendszer.6 Legyen ehhez a

t : N → N

a következő bijekció:

t(0) := 0, t(1) := 1

és

t
(
2n +

n−1∑

k=0

µk2
k
)

:= 2n +

n−1∑

k=0

µn−1−k2
k (1 ≤ n ∈ N, µ0, ..., µn−1 ∈ {0, 1}).

A W rendszer (wt(n), n ∈ N) átrendezésére könnyen igazolható az, hogy

• w2n = rn = wt(2n) (n ∈ N);

• ha

n = 2m +

m−1∑

k=0

nk2
k

6A. A. Sneider (1948).
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az n ∈ N index diadikus kifejtése, akkor

wt(n) = rn·
m−1∏

k=0

r
nm−k−1

k (1 ≤ m ∈ N).

Megmutatható, hogy a W rendszer egy alkalmasan választott kompakt Abel-cso-
port (az ún. diadikus csoport) karakterrendszere. Ezért a W szerinti Fourier-sorfej-
tések vizsgálata az absztrakt harmonikus anaĺızis egyik fontos modelljéül is szolgál.

5.5. Ciesielski-rendszer

Tekintsük a Franklin-rendszer (ld. 5.3.) alábbi transzformáltját:

c0 := f0, c1 := f1

és

c2n+k+1 :=
1

2n/2
·
2n−1∑

j=0

wk(j/2
n)f2n+j+1 (n ∈ N, k = 0, ..., 2n − 1).

Az ı́gy kapott
C = (cn, n ∈ N)

Ciesielski-rendszerre7 a következők teljesülnek:

• a tagjai folytonos töröttvonalak;

• zárt ONR a C[0, 1]-ben és az Lp-ben (1 ≤ p < +∞);

• sup{‖cn‖∞ : n ∈ N} < +∞.

Jelöljük D-vel a [0, 1] intervallumon differenciálható függvények halmazán értel-
mezett f 7→ f ′ differenciáloperátort. Legyen továbbá f ∈ L1 esetén

G(f)(x) :=

∫ x

0
f (x ∈ [0, 1])

és

L(f)(x) :=

∫ 1

x
f (x ∈ [0, 1]).

7Z. Ciesielski (1968).
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Rögźıtsünk egy −1 ≤ m egész számot, és definiáljuk a [0, 1] intervallumon az alábbi

ϕ(m)
n (−m ≤ n ∈ Z)

függvényeket:

ϕ(m)
n (x) :=




xm+n (n = −m, ..., 1)

Gm+1(hn−1)(x) (2 ≤ n ∈ N)

(x ∈ [0, 1]).

Nyilvánvaló, hogy (ld. 5.1.) (
ϕ

(−1)
n+1 , n ∈ N

)
= H

és (ld. 5.2.) (
ϕ(0)

n , n ∈ N
)

= S,

továbbá a (
ϕ(m)

n ,−m ≤ n ∈ Z
)

függvényrendszer lineárisan független az L2-ben. Így alkalmazható rá (az L2 Hilbert-
tér értelmében) a Schmidt-féle ortogonalizációs eljárás: egyértelműen megadhatók az

α
(m)
nk ∈ R (−m ≤ n, k ∈ Z)

számok úgy, hogy

α(m)
nn > 0

és az

f (m)
n :=

n∑

k=−m

α
(m)
nk ϕ

(m)
k (−m ≤ n ∈ Z)

függvények rendszere ONR legyen.8

Vezessük be a következő függvényeket: adott 0 ≤ j ≤ m + 1 egész szám mellett
legyen

f
(m,j)
n := Dj(f

(m)
n ) és g

(m,j)
n := Lj(f

(m)
n ) (j −m ≤ n ∈ Z).9

8Világos, hogy az f
(m)
n (Z ∋ n ≥ −m) függvény m-ed rendű spline.

9Nyilván f
(m,0)
n = g

(m,0)
n = f

(m)
n .
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Végül, normalizáljuk (az L2 értelemben) ezeket a függvényeket az alábbiak szerint:
tetszőleges, a |k| ≤ m+ 1 feltételnek eleget tevő k ∈ Z szám és

|k| −m ≤ n ∈ Z

esetén legyen

h(m,k)
n :=





f (m,k)
n

‖f (m,k)
n ‖2

(0 ≤ k ≤ m+ 1)

g(m,−k)
n

‖g(m,−k)
n ‖2

(−m− 1 ≤ k ≤ 0).

Belátható, hogy a

(
h(m,k)

n , |k| −m ≤ n ∈ Z
)
,
(
h(m,−k)

n , |k| −m ≤ n ∈ Z
)

függvényrendszerek biortogonálisak Lp-értelemben (1 ≤ p < +∞), azaz

∫ 1

0
h

(m,k)
i h

(m,−k)
j = δij (|k| −m ≤ i, j ∈ Z).

Az m = −1, valamint az m = 0 esetben ismert rendszereket kapunk, nevezetesen
(ld. 5.1.) (

h
(−1,0)
n+1 , n ∈ N

)
= H

és (ld. 5.3.) (
h(0,0)

n , n ∈ N
)

= F.

A C rendszer defińıciójához hasonlóan tekintsük az előző

(h(m,k)
n , |k| −m ≤ n ∈ Z)

rendszer alábbi transzformáltját:

w(m,k)
n := h(m,k)

n (n = |k| −m, ..., 1)

és

w
(m,k)
2n+i+1 :=

1

2n/2
·
2n−1∑

j=0

wi(j/2
n)h

(m,k)
2n+j+1 (n ∈ N, i = 0, ..., 2n − 1).
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A fentiek szerint a
(
w(m,k)

n , |k| −m ≤ n ∈ Z
)
,
(
w(m,−k)

n , |k| −m ≤ n ∈ Z
)

rendszerek biortogonálisak az Lp-ben (1 ≤ p < +∞). Továbbá, a

w(m,k)
n (|k| −m ≤ n ∈ Z)

függvények mindegyike (m− k)-adrendű spline és

sup{‖w(m,k)
n ‖∞ : |k| −m ≤ n ∈ Z} < +∞.

Az m = −1, ill. az m = 0 esetben (ld. 5.4.)

(
w

(−1,0)
n+1 , n ∈ N

)
= W,

ill. (
w(0,0)

n , n ∈ N
)

= C.

5.6. Trigonometrikus rendszer

A jól ismert trigonometrikus rendszert a

T = (tn, n ∈ N)

szimbólummal fogjuk jelölni, amikor is

tn(x) :=





1 (n = 0)

√
2· cos((n+ 1)πx) (n ∈ N−)

√
2· sin(nπx) (0 < n ∈ N+)

(x ∈ [0, 1]).10

Tudjuk, hogy a T trigonometrikus rendszer ortonormált, zárt a C[0, 1]-ben és ı́gy az
Lp-ben (1 ≤ p < +∞) is.

10Itt N− (N+) jelöli a páratlan (páros) természetes számok halmazát.





6. fejezet

Függvényterek

Az eddigiekben is szerepet játszó Lebesgue-féle Lp tereken és a (valamilyen kom-
pakt intervallumon) folytonos függvények terén ḱıvül szükségünk lesz még a következő
függvényterekre is.

6.1. Hardy- és BMO-terek

Egy a ∈ L∞ függvényt1 atomnak nevezünk, ha vagy

a(x) = 1 (x ∈ [0, 1]),

vagy pedig van olyan I ⊂ [0, 1] intervallum, hogy supp a ⊂ I, valamint

∫ 1

0
a = 0

és2

‖a‖∞ ≤ 1

|I| .

Azt mondjuk, hogy a Lebesgue-mérhető

f : [0, 1] → R

1Ebben a pontban is az Lp := Lp[0, 1] (1 ≤ p ≤ +∞) rövid́ıtéssel élünk és értelemszerűen az
Lp-ben a ‖.‖p normát tekintjük.

2Az A ⊂ R Lebesgue-mérhető halmaz esetén továbbra is |A|-val jelölve az A Lebesgue-mértékét.
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függvénynek van atomos felbontása, ha megadható olyan

λ = (λn, n ∈ N) ∈ ℓ1
sorozat és atomoknak egy olyan (an, n ∈ N) sorozata, hogy az f előálĺıtható az

f =

∞∑

k=0

λkak

alakban.3 Legyen a H az ilyen f függvények halmaza. Világos, hogy (a szokásos
műveletekre nézve) a H lineáris tér az R felett.

Valamilyen f ∈ H esetén jelentse ℓf az f összes lehetséges atomos felbontásában
szereplő λ ∈ ℓ1 sorozatok halmazát és legyen

‖f‖H := inf{‖λ‖1 : λ ∈ ℓf}.
Belátható, hogy a ‖.‖H norma és a (H, ‖.‖H) Hardy-tér teljes.4

Ha az atom defińıciójában szereplő intervallumról azt is feltesszük, hogy diadikus
intervallum5, akkor az atomot diadikus atomnak nevezzük. Hasonlóan, ha a Hardy-tér
előbbi defińıciójában csak diadikus atomokat veszünk figyelembe, akkor az ı́gy kapott
(H, ‖.‖H) Banach-teret diadikus Hardy-térnek nevezzük.

Mivel nyilván minden diadikus atom egyúttal atom is, ezért

H ⊂ H
és igaz, hogy

‖f‖H ≤ ‖f‖H (f ∈ H).6

A H (H) tér duálisát a BMO (BMO) szimbólummal fogjuk jelölni. A fentiek
alapján tehát

L∞ ⊂ BMO ⊂ BMO

(és ezek a tartalmazások is valódiak). Az anaĺızis egyik nevezetes eredménye a most de-
finiált terek könnyebb kezelhetőségét teszi lehetővé. Legyen ui. egy f ∈ L1 függvény
esetén

N (f) := sup

{
1

|I| ·
∫

I

∣∣∣∣f − 1

|I| ·
∫

I
f

∣∣∣∣ : I ⊂ [0, 1] intervallum

}
,

3Mivel ‖ak‖1 ≤ 1 (k ∈ N), ezért
P∞

k=0 |λk| < +∞ miatt ez a sor majdnem mindenütt és ‖.‖1

normában is konvergens, ı́gy f ∈ L1.
4Világos, hogy fennáll az ‖f‖1 ≤ ‖f‖H (f ∈ H) egyenlőtlenség, hiszen ‖f‖1 ≤ ‖λ‖1 (λ ∈ ℓf ).
5Tehát [k2−n, (k + 1)2−n) (n ∈ N, k = 0, ..., 2n − 1) alakú (ld. 2.3.).
6Megmutatható, hogy a H ⊂ H ⊂ L1 tartalmazások valódiak.
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valamint

N(f) := sup

{
1

|I| ·
∫

I

∣∣∣∣f − 1

|I| ·
∫

I
f

∣∣∣∣ : I ⊂ [0, 1] diadikus intervallum

}

és

‖f‖BMO := N (f) +

∣∣∣∣
∫ 1

0
f

∣∣∣∣ ,

továbbá

‖f‖BMO := N(f) +

∣∣∣∣
∫ 1

0
f

∣∣∣∣ .

Ekkor (izomorfia erejéig)

BMO = {f ∈ L1 : ‖f‖BMO < +∞}

és

BMO = {f ∈ L1 : ‖f‖BMO < +∞}.

Az előbbi egyenlőségek (pl. a BMO térre megfogalmazva) a következőt jelentik:
bármely ϕ ∈ H∗ esetén egyértelműen van olyan f ∈ BMO függvény, hogy

(∗) ϕ(g) =
∞∑

k=0

λk·
∫ 1

0
fak,

ahol

g =

∞∑

k=0

λkak ∈ H

a g függvény egy atomos felbontása. Megmutatható, hogy a ϕ(g) fenti előálĺıtása
nem függ a g konkrét felbontásától. Továbbá, bármely f ∈ BMO esetén a (∗) egy

ϕ ∈ H∗

funkcionált definiál.7

7Általában nem ı́rható a (∗)-ban
R 1

0
fg, ui. van olyan f ∈ BMO és g ∈ H, hogy fg /∈ L1.
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6.2. Periodikus eset

Az a ∈ L∞[−π, π] függvényt periodikus atomnak nevezzük, ha vagy

a(x) = 1 (|x| ≤ π),

vagy pedig van olyan I ⊂ [−π, π] halmaz, hogy a komplex egységkörön8 az

{eıx ∈ C : x ∈ I}

halmaz egy ı́v9 és supp a ⊂ I, valamint
∫ π

−π
a = 0

és

‖a‖∞ ≤ 1

|I| .

A periodikus atomokkal a fentiekhez hasonlóan definiált tereket (ld. 6.1.) H∗-gal
és BMO∗-gal fogjuk jelölni. Ha

H+
∗ := {f ∈ H∗ : az f páros}

és
BMO+

∗ := {f ∈ BMO∗ : az f páros},
akkor az

L1 ∋ f 7→ f∗(x) :=




f(x/π) (x ∈ [0, π])

f(−x/π) (x ∈ [−π, 0])
megfeleltetéssel az

H ∋ f 7→ f∗ ∈ H+
∗ ,

továbbá az
BMO ∋ f 7→ f∗ ∈ BMO+

∗

leképezés bijekció és
‖f‖H ∼ ‖f∗‖H∗ ,

valamint
‖f‖BMO ∼ ‖f∗‖BMO∗ .

8{z ∈ C : |z| = 1}.
9Más szóval az I halmaz egy periodikus intervallum, azaz vagy egy intervallum a [−π, π]-ben,

vagy pedig I = [−π, a] ∪ [b, π] (−π < a < b < π) alakú.
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6.3. Lorentz-terek

A ćımben jelzett terek értelmezéséhez legyen adott az n = 1, 2, ... pozit́ıv természetes
szám és vezessük be először is egy, a Q ⊂ Rn kockán (ld. 6.4. ii) megjegyzés) vagy az
Rn-en értelmezett, valós értékű és (Lebesgue-)mérhető g függvény g̃ ún. monoton
fogyó átrendezését a következőképpen:10

g̃(t) := inf{α ≥ 0 : λ({|g| > α}) ≤ t} (t > 0).

Nem nehéz meggondolni, hogy

g̃(t) = sup{β ≥ 0 : λ({|g| > β}) > t} (t > 0).

Ugyanis 0 < u ≤ v esetén nyilván

{|g| > v} ⊂ {|g| > u},

következésképpen
λ({|g| > v}) ≤ λ({|g| > u}).

Ezért, ha11

λ({|g| > β}) > t ≥ λ({|g| > α}),
akkor β ≤ α. Innen

sup{β ≥ 0 : λ({|g| > β}) > t} ≤ inf{α ≥ 0 : λ({|g| > α}) ≤ t} (t > 0)

következik. Ha itt egy t > 0 számmal

sup{β ≥ 0 : λ({|g| > β}) > t} < inf{α ≥ 0 : λ({|g| > α}) ≤ t}

lenne ı́rható, akkor bármely, a

sup{β ≥ 0 : λ({|g| > β}) > t} < u < v < inf{α ≥ 0 : λ({|g| > α}) ≤ t}

egyenlőtlenségeknek eleget tevő u, v számokkal

λ({|g| > u}) ≤ t < λ({|g| > v}),

ı́gy
λ({|g| > u}) < λ({|g| > v})

10Jelöljük λ-val az Rn-beli Lebesgue-mértéket.
11Valamilyen α, β ≥ 0 számok esetén.
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teljesülne. Ez viszont (amint azt az előbb megjegyeztük) nem igaz.

A g̃ függvény monoton fogyó, jobbról folytonos és

λ({|g| > y}) = λ({g̃ > y}) (y > 0)

(a g, g̃ függvények
”
ekvimérhetők”). Ha 0 < p, q < +∞, akkor legyen

‖g‖p,q :=

(∫ +∞

0
g̃(t)qtq/p dt

t

)1/q

,

ha pedig 0 < p ≤ +∞ és q = +∞, akkor

‖g‖p,∞ := sup
t>0

t1/pg̃(t).

Az Lp,q(Q) Lorentz-teret definiáljuk ezek után azon mérhető

g : Q→ R

függvények összességeként, amelyekre ‖g‖p,q < +∞. Legyen továbbá az

Lp
∗(Q) (0 < p ≤ +∞)

az ún. gyenge Lp-tér, azaz mindazon Lebesgue-mérhető

g : Q→ R

függvények halmaza, amelyekre

‖g‖Lp
∗

:= sup
α>0

αλ({|g| > α})1/p < +∞ (p < +∞),

ill.

‖g‖L∞
∗

:= ‖g‖∞ < +∞ (p = +∞).

Világos, hogy

Lp(Q) ⊂ Lp
∗(Q) (0 < p ≤ +∞),

hiszen p = +∞-re ez a szóban forgó terek defińıciójából következik, p < +∞ esetén
pedig az

αp·λ({|g| > α}) ≤ αp·
∫

{|g|p>αp}

|g|p
αp

dλ ≤ ‖g‖p
p (α > 0)
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nyilvánvaló becslésből.

Gondoljuk meg, hogy a most definiált terekre

Lp,p(Q) = Lp(Q) és Lp,∞(Q) = Lp
∗(Q) (0 < p ≤ +∞)

igaz. Legyen ehhez (egy mérhető g : Q→ R függvénnyel) először β ≥ 0 és

λ({|g| > β}) > t > 0,

akkor β ≤ ‖g‖∞. Ti. β > ‖g‖∞ esetén

t < λ({|g| > β}) ≤ λ({|g| > ‖g‖∞}) = 0

lenne, ami t > 0 miatt nem igaz. Az előbbiek szerint tehát

g̃(t) ≤ ‖g‖∞,

más szóval
‖g‖∞,∞ = sup

t>0
g̃(t) ≤ ‖g‖∞.

Ha itt a
”
≤ ” helyett

”
< ” állna, akkor bármely

sup
t>0

g̃(t) < β < ‖g‖∞

mellett minden t > 0 számra
λ({|g| > β}) ≤ t

(különben g̃(t) ≥ β teljesülne, ami nem lehet). Azt kaptuk ezzel, hogy

λ({|g| > β}) = 0,

tehát ‖g‖∞ ≤ β, ami ellentmond a β választásának. Tehát ‖g‖∞,∞ = ‖g‖∞, ı́gy

L∞,∞(Q) = L∞(Q) = L∞
∗ (Q)

(ahol az utóbbi egyenlőség a terek defińıciójából adódóan áll fenn).

Tegyük fel most, hogy p < +∞, ekkor12

‖g‖p
p,p =

∫ +∞

0
g̃(t)pdt = p·

∫ +∞

0
yp−1λ({g̃ > y}) dy =

12Emlékeztetünk a ‖h‖r
r = r·

R +∞

0
yr−1λ({|h| > y}) dy (0 < r < +∞) egyenlőségre, ahol az itt

szereplő h : Q→ R tetszőleges Lebesgue-mérhető függvény.



178 FEJEZET 6. FÜGGVÉNYTEREK

= p·
∫ +∞

0
yp−1λ({g > y}) dy = ‖g‖p

p,

amiből az Lp,p(Q) = Lp(Q) egyenlőség már következik. Végül mutassuk meg, hogy
minden p < +∞ kitevőre is igaz, hogy

Lp,∞(Q) = Lp
∗(Q).

Ha ui. a t > 0 adott és a β ≥ 0 olyan, hogy λ({|g| > β}) > t, akkor

βt1/p ≤ βλ({|g| > β})1/p ≤ sup
α>0

αλ({|g| > α})1/p = ‖g‖Lp
∗
.

Innen rögtön kapjuk (a β-ban szuprémumot véve) a

t1/pg̃(t) ≤ ‖g‖Lp
∗

egyenlőtlenséget, amiből meg
‖g‖p,∞ ≤ ‖g‖Lp

∗

már nyilvánvaló. Ford́ıtva, legyen β ≥ 0 és t > 0, valamint λ({|g| > β}) > t. Ekkor
β ≤ g̃(t), ı́gy

t1/pβ ≤ t1/pg̃(t) ≤ ‖g‖p,∞.

Ha itt a t-vel tartunk a λ({|g| > β})-hoz, akkor

βλ({|g| > β})1/p ≤ ‖g‖p,∞,

és (a β-ban szuprémumot véve)

‖g‖Lp,∗ ≤ ‖g‖p,∞

következik. Mindez azt jelenti, hogy a ‖.‖Lp
∗
, ‖.‖p,∞ normák ekvivalensek, azaz

Lp,∞(Q) = Lp
∗(Q).

6.4. Megjegyzések

i) A Hardy-terek defińıciója (ld. 6.1.) minden további nélkül megfogalmazható a
[0, 1] intervallum (ill. bármely más kompakt intervallum) helyett az R-et véve
alapul. Sőt, a defińıciók megfelelő kiterjesztésével tetszőleges 0 < n ∈ N mellett
az analóg terek bevezethetők az Rn felett is.
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ii) Legyen tehát n = 1, 2, ... adott és azonos hosszúságú

Ik ⊂ R (k = 1, ..., n)

(korlátos) zárt intervallumok esetén nevezzük az

I := I1 × · · · × In

halmazt kockának. Ha a Q ⊂ Rn kocka, vagy Q := Rn és 1 < q ≤ +∞, akkor
az

a : Q→ R

Lebesgue-mérhető függvényt q-atomnak nevezzük, ha valamilyen I ⊂ Q (
”
tar-

tó”) kockával az alábbiak teljesülnek:

supp a ⊂ I,

továbbá ∫

I
a = 0

és13

‖a‖q ≤ |I|1/q−1.

Világos, hogy n = 1, Q = [0, 1] és q = +∞ esetén visszakapjuk a előbbiekben
(ld. 6.1.) bevezetett atom fogalmát.

iii) Nem nehéz belátni, hogy (ld. ii)) ha az a egy q-atom, akkor ‖a‖1 ≤ 1. Valóban,
a Hölder-egyenlőtlenség szerint az

1

p
+

1

q
= 1

egyenlőségnek eleget tevő 1 ≤ p < +∞ konjugált kitevővel

‖a‖1 =

∫

I
|a| ≤ ‖a‖q·

(∫

I
1

)1/p

≤ |I|1/q−1+1/p = 1.

13Jelöljük most |I |-vel az I kocka Rn-beli Lebesgue-mértékét.
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iv) A iii)-ban mondott tulajdonság könnyen kiterjeszthető az alábbi értelemben: ha
1 < q1 < q2 ≤ +∞, akkor minden q2-atom egyúttal q1-atom is. Ha ui. az a
egy q2-atom (ld. ii)) és q2 = +∞, akkor

‖a‖q1 =

(∫

I
|a|q1

)1/q1

≤
(
|I|· |I|−q1

)1/q1 = |I|1/q1−1.

A q2 < +∞ esetben a Hölder-egyenlőtlenséget is felhasználva

‖a‖q1
q1

=

∫

I
|a|q1 ≤

(∫

I
|a|q2

)q1/q2

·
(∫

I
1

)1/p

,

ahol
1

p
+
q1
q2

= 1.

Tehát
‖a‖q1 ≤ ‖a‖q2 · |I|1/(pq1) ≤ |I|1/q2−1+1/(pq1) = |I|1/q1−1.

v) A iii)-beli becslés alapján q-atomok bármely (ak, k ∈ N) sorozata esetén a

∞∑

k=0

µkak

sor az ‖.‖1-normában konvergens, hacsak a (µk, k ∈ N) együtthatósorozatra

∞∑

k=0

|µk| < +∞

(azaz (µk, k ∈ N) ∈ ℓ1). Definiáljuk ezek után a Hq(Q) teret, mint az olyan

f : Q→ R

függvények összességét (ld. ii)), amelyek q-atomok (ak, k ∈ N) és együtthatók
(µk, k ∈ N) ∈ ℓ1 alkalmas sorozatával

f =
∞∑

k=0

µkak

alakban álĺıthatók elő. Legyen az ℓf,q az f függvény összes ilyen előálĺıtásában
szereplő (µk, k ∈ N) ∈ ℓ1 sorozatok halmaza és

‖f‖Hq := inf{‖µ‖1 : µ ∈ ℓf,q}.
Ekkor az alábbiak igazak:
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• bármely 1 < q1 ≤ q2 ≤ +∞ esetén

‖f‖1 ≤ ‖f‖Hq1
≤ ‖f‖Hq2

;

• minden 1 < q ≤ +∞ mellett a ‖.‖Hq norma és a (Hq(Q), ‖.‖Hq ) Banach-
tér;

• ha f ∈ Hq(Q), akkor
∫
Q f = 0.

Világos, hogy ha

f =

∞∑

k=0

µkak ∈ Hq(Q) ((µk, k ∈ N) ∈ ℓf,q)

a fenti defińıcióban szereplő atomos előálĺıtása az f -nek, akkor
∥∥∥∥∥f −

n∑

k=0

µkak

∥∥∥∥∥
Hq

=

∥∥∥∥∥
∞∑

k=n+1

µkak

∥∥∥∥∥
Hq

≤
∞∑

k=n+1

|µk| → 0 (n→ ∞).

vi) Legyen 1 ≤ p < +∞ és valamilyen Lebesgue-integrálható

f : Q→ R

függvény, valamint az I ⊂ Q kocka (ld. ii)) esetén

fI :=
1

|I| ·
∫

I
f,

továbbá

‖f‖∗,p := sup

{(
1

|I| ·
∫

I
|f − fI |p

)1/p

: I ⊂ Q kocka

}
.

Jelöljük BMOp(Q)-val az összes olyan előbbi

f : Q→ R

függvény alkotta halmazt, amelyre

‖f‖∗,p < +∞.

Nyilvánvaló, hogy bármely f, g ∈ BMOp(Q) függvényekre és tetszőleges α ∈ R
számra
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• ‖f + g‖∗,p ≤ ‖f‖∗,p + ‖g‖∗,p;
• ‖αf‖∗,p = |α|· ‖f‖∗,p;
• ‖f‖∗,p = 0 ⇐⇒ f konstans függvény.

Más szóval a ‖.‖∗,p kvázi-norma a BMOp(Q) -n, ı́gy az

f ≡ g ⇐⇒ az f − g konstans

azonośıtással a (BMOp(Q), ‖.‖∗,p) normált tér. Könnyen adódik, hogy

L∞(Q) ⊂ BMOp(Q),

de BMOp(Q) 6= L∞(Q). Pl. az n = 1, Q = R esetben az

f(x) := ln |x| (0 6= x ∈ R)

függvényre f ∈ BMO1(Q) \ L∞(Q). Ugyanakkor a

g(x) := sgnx· ln |x| (0 6= x ∈ R)

függvényre g /∈ BMO1(Q). Érdemes kiemelni egy lényeges különbséget az
Lp(Q) terek és a BMOp(Q) terek között: megadhatók az f, g ∈ BMOp(Q)
függvények úgy, hogy |f | ≤ |g| és g ∈ BMOp(Q), de f /∈ BMOp(Q). Az

n = 1, Q = [0, 1], p = 1

esetben nyilván (ld. 6.1.) BMO1(Q) = BMO(Q).

vii) A BMOp(Q) terek fenti defińıciójában (ld. vi)) az fI középérték
”
helyetteśıt-

hető” más alkalmas számmal. Tegyük fel ui., hogy az

f : Q→ R

függvényre (ld. ii)) igaz az alábbi: tetszőleges I ⊂ Q kockához van olyan cI
szám, amellyel

sup

{(
1

|I| ·
∫

I
|f − cI |p

)1/p

: I ⊂ Q kocka

}
< +∞.

Ekkor f ∈ BMOp(Q). Világos ui., hogy

(
1

|I| ·
∫

I
|f − fI |p

)1/p

≤
(

1

|I| ·
∫

I
|f − cI |p

)1/p

+ |fI − cI |,
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ahol (a Hölder-egyenlőtlenséget is felhasználva)

|fI − cI | =

∣∣∣∣
1

|I| ·
∫

I
(f − cI)

∣∣∣∣ ≤
1

|I| ·
∫

I
|f − cI | ≤

(
1

|I| ·
∫

I
|f − cI |p

)1/p

.

viii) Legyen 1 < q ≤ +∞ és jelöljük p-vel a
”
konjugált” kitevőt:

1

p
+

1

q
= 1.

Ha g ∈ BMOp(Q) (ld. vi)) és az f ∈ Hq(Q) függvény (ld. v)) véges sok
q-atom lineáris kombinációjaként előálĺıtható:

f =
N∑

k=0

µkak

(ahol tehát N ∈ N és az a0, ..., aN mindegyike q-atom, µ0, ..., µN pedig tet-
szőleges együtthatók), akkor minden további nélkül kiszámı́tható (és véges) az

∫

Q
fg =

N∑

k=0

µk·
∫

Q
gak

integrál. Továbbá (Ik-val jelölve az ak q-atom defińıciójában (ld. ii)) szereplő

”
tartó” kockát)

∣∣∣∣
∫

Q
fg

∣∣∣∣ ≤
N∑

k=0

|µk|·
∣∣∣∣
∫

Ik

gak

∣∣∣∣ =
N∑

k=0

|µk|·
∣∣∣∣
∫

Ik

(g − gIk
)ak

∣∣∣∣ ≤

N∑

k=0

|µk|·
(∫

Ik

|g − gIk
|p
)1/p

· ‖ak‖q ≤

N∑

k=0

|µk|· |Ik|1/q−1

(∫

Ik

|g − gIk
|p
)1/p

=

N∑

k=0

|µk|·
(

1

|Ik|
·
∫

Ik

|g − gIk
|p
)1/p

≤ ‖g‖∗,p·
N∑

k=0

|µk|.
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Innen rögtön következik, hogy

∣∣∣∣
∫

Q
fg

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Hq · ‖g‖∗,p.

Mivel a most vizsgált (
”
végesen reprezentálható”) f függvények halmaza a

Hq(Q) térben nyilván mindenütt sűrű, az

f 7→ Ψg(f) :=

∫
fg

megfeleltetés pedig lineáris, ezért az előbb kapott becslést felhasználva a Ψg

funkcionál (egyértelműen) kiterjeszthető a Hq(Q)-ra és

‖Ψg‖ ≤ ‖g‖∗,p.

Megmutatható, hogy a Hq(Q)-n értelmezett bármely Ψ korlátos lineáris funk-
cionál ilyen alakú: valamilyen egyértelműen létező g ∈ BMOp(Q) függvénnyel
Ψ = Ψg és

‖Ψ‖ ∼ ‖g‖∗,p.

ix) Megadhatók olyan A,B > 0 konstansok, hogy tetszőleges f ∈ BMO1(Q) függ-
vényre, I ⊂ Q kockára (ld. ii), v)) és y ≥ 0 számra

|{|f − fI |·χI > y}| ≤ A· |I|· e−By/‖f‖∗,1 .

Innen bármely 1 ≤ p < +∞ kitevő, f ∈ BMOp függvény és I ⊂ Q kocka
esetén a következőket mondhatjuk:

∫

I
|f − fI |p = p·

∫ +∞

0
yp−1· |{|f − fI |·χI > y}| dy ≤

Ap· |I|·
∫ +∞

0
yp−1e−By/‖f‖∗,1 dy.

Ha itt az u = By/‖f‖∗,1 helyetteśıtéssel élünk,14 akkor

∫

I
|f − fI |p ≤ |I|· ‖f‖p

∗,1·
Ap

Bp
·
∫ +∞

0
up−1e−udu =: Cp

p · |I|· ‖f‖p
∗,1.

14Nyilván feltehető, hogy ‖f‖∗,1 > 0.
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Tehát (
1

|I| ·
∫

I
|f − fI |p

)1/p

≤ Cp· ‖f‖∗,1.

Ezzel azt láttuk be, hogy alkalmas Cp > 0 konstanssal a szóban forgó f
függvényekre

‖f‖∗,p ≤ Cp· ‖f‖∗,1.
Mivel az ‖f‖∗,1 ≤ ‖f‖∗,p becslés triviális, ezért tetszőleges 1 ≤ p, r < +∞
mellett

‖.‖∗p ∼ ‖.‖∗,r,
azaz a BMOp(Q) (1 ≤ p < +∞) terek egybeesnek. Legyen ebben az
értelemben

BMO := BMO(Q) := BMOp(Q),

valamint

‖.‖∗ := ‖.‖∗,p (1 ≤ p < +∞).

Belátható, hogy a (BMO(Q), ‖.‖∗) Banach-tér.

x) Az előbbi megjegyzés analógiájára az is igaz, hogy a ‖.‖Hq normák (ld. v))
ekvivalensek, ill. a Hq(Q) (1 < q ≤ +∞) terek ugyanazok. Legyen

H(Q) := Hq(Q)

és

‖.‖ := ‖.‖Hq (1 < q ≤ +∞).

Ekkor a (H(Q), ‖.‖) Banach-tér, amelynek a duálisa (a viii) megjegyzés szelle-
mében) azonośıtható a BMO(Q)-val.

xi) Mutassuk meg, hogy igaz a Hardy–Littlewood-egyenlőtlenség: ha a Lebesgue-
mérhető

f, g : Q→ R

függvényekre (ld. ii)) létezik az
∫
fg integrál, akkor15

∣∣∣∣
∫

Q
fg

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

0
f̃(t)g̃(t) dt.

15Egy h függvény h̃ monoton átrendezését illetően ld. 6.3.
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Ui. nyilván feltehető, hogy f, g ≥ 0. Ha itt még az

f =
∑

j

sjχAj

lépcsős függvény is, akkor

∫

Q
fg =

∑

j

∫

Aj

g ≤
∑

j

sj ·
∫ λ(Aj)

0
g̃(t) dt =

∫ +∞

0
f̃(t)g̃(t) dt.

Tetszőleges f esetén legyen az (fn) nemnegat́ıv lépcsős függvényeknek egy
monoton nőve az f -hez tartó sorozata, ekkor

∫

Q
fng ≤

∫ +∞

0
f̃n(t)g̃(t) dt ≤

∫ +∞

0
f̃(t)g̃(t) dt (n ∈ N),

amiből ∫

Q
fg = lim

n→+∞

∫
fng

miatt az álĺıtásunk már következik.

xii) A Lorentz-terek (ld. 6.3.) egymáshoz való viszonyát illetően a következőket
mondhatjuk:

• tetszőleges 0 < p < +∞ és 0 < q ≤ s ≤ +∞ paraméterekkel

Lp,q(Q) ⊂ Lp,s(Q);

• ha a Q alaphalmaz véges mértékű kocka, akkor bármely 0 < p < r ≤ +∞
és 0 < q, s ≤ +∞ esetén

Lr,s(Q) ⊂ Lp,q(Q).

Speciálisan Lp,1 ⊂ Lp(Q) (p ≥ 1), ami p = 1-re

‖f‖1,1 =

∫ +∞

0
f̃(t) dt =

∫ +∞

0
λ({f̃ > y}) dy =

∫ +∞

0
λ({|f | > y}) dy = ‖f‖1 (f ∈ L1,1(Q))
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miatt teljesül. Ha pedig p > 1, akkor (a xi)-et is felhasználva) az

1

p
+

1

q
= 1

egyenlőségnek eleget tevő q konjugált kitevővel

‖f‖p = sup
‖g‖q≤1

∣∣∣∣
∫

Q
fg

∣∣∣∣ ≤
∫ +∞

0
f̃(t)g̃(t) dt (f ∈ Lp,1(Q)).

Nem nehéz belátni, hogy a most mondott g függvényekre

g̃(t) ≤ t−1/q (t > 0)

igaz. Ti., ha valamilyen β ≥ 0 és t > 0 választással λ({|g| > β}) > t, akkor
β ≤ t−1/q. Ellenkező esetben ui.

1 ≥
∫

Q
|g|q ≥

∫

{|g|>β}
|g|q ≥ βq·λ({|g| > β}) > t−1t = 1,

ami nyilván nem lehet. Így β ≤ t−1/q, amiből (a β-ban szuprémumot véve)
g̃(t) ≤ t−1/q valóban adódik. Innen az

‖f‖p ≤ ‖f‖p,1 (f ∈ Lp,1(Q))

egyenlőtlenség már triviálisan következik.16

xiii) Jelöljük X -szel a komplex egységkör belsejében17 analitikus, komplex értékű f
függvények közül azoknak a halmazát, amelyekre

‖f‖X := sup

{∫ π

−π
|f(reıt)| dt : 0 < r < 1

}
< +∞.

Belátható, hogy f ∈ X esetén majdnem minden x ∈ [−π, π] helyen létezik az

fX (x) := lim
r→1−0

f(reıx)

16Megjegyezzük, hogy (némileg bonyolultabb meggondolás után) az is fennáll, hogy tetszőleges
0 < p < +∞ és 0 < q ≤ s < +∞ mellett (csak a p, q, s paraméterektől függő) C ≥ 0 konstanssal
‖f‖p,s ≤ C· ‖f‖p,q (f ∈ Lp,q(Q)).

17Tehát a {z ∈ C : |z| < 1} halmazon.
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határérték, és az ı́gy definiált fX függvényre

∫ π

−π
|fX | = ‖f‖X

teljesül. Továbbá igaz, hogy (ld. 6.2.)

H∗ = {RefX : f ∈ X}.

Innen nyerhető a H∗ tér egy fontos jellemzése, nevezetesen: ha az f ∈ L1[−π, π]
függvény trigonometrikus konjugáltját f ♯-vel jelöljük, azaz

f ♯(x) :=
1

π
· lim
ε→+0

∫

−π≤t≤π, |x−t|≥ε

f(t)

2 tg (x−t
2 )

dt (m.m. x ∈ [−π, π]),

akkor
H∗ = {f ∈ L1[−π, π] : f ♯ ∈ L1[−π, π]},

és vannak olyan A,B > 0 számok, hogy bármely f ∈ H∗ függvényre

A· ‖f‖H∗ ≤ ‖f‖1 + ‖f ♯‖1 ≤ B· ‖f‖H∗ .



7. fejezet

Ortogonális sorok
függvényterekben

7.1. Speciális rendszerek

Az 5. fejezetben definiált függvényrendszereket illetően a következőket mondhatjuk.

Haar egyik nevezetes tétele szerint minden f ∈ C[0, 1] függvény Haar–Fourier-sora
egyenletesen konvergál az f -hez, azaz az

f̂(n) :=

∫ 1

0
fhn (n ∈ N)

Haar–Fourier-együtthatókkal az egyenletes konvergencia értelmében

f =

∞∑

n=0

f̂(n)hn.
1

Továbbá, ahogyan ezt már korábban is emĺıtettük, az S Schauder-rendszer (ld. 5.2.)
bázis a C[0, 1]-ben, de nem ortonormált bázis. Ezen

”
seǵıt” a Franklin-rendszer (ld.

5.3.), miszerint az F ortonormált bázis a C[0, 1]-ben.

Mivel a C Ciesielski-rendszer (ld. 5.5.) és a T trigonometrikus rendszer (ld. 5.6.)
egyaránt egyenletesen korlátos ortonormált rendszer, ezért a C[0, 1]-ben2 egyikük sem
bázis (ld. 4.4. iii) megjegyzés).

1Mivel hn 6∈ C[0, 1] (1 ≤ n ∈ N), ezért természetesen a H Haar-rendszer (ld. 5.1.) nem bázis a
C[0, 1]-ben.

2Hacsak mást nem mondunk, a C[0, 1]-ben mindig a ‖.‖∞ normát tekintjük.

189
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Ha (ld. 5.4.) Φ ∈ {W,T}, akkor a Φ rendszer3 Ln (n ∈ N) Lebesgue-függvényei
(ld. 4.2.) konstans függvények és

sup{Ln : n ∈ N} = +∞.

Ezért egy korábbi megjegyzésünk szerint (ld. 4.4. iv) megjegyzés) tetszőlegesen adott
a ∈ [0, 1] ponthoz van olyan C[0, 1]-beli függvény, amelynek a Φ szerinti Fourier-sora
az a-ban (nem korlátosan) divergál.

Az Lp (1 < p < +∞) terekben4 valamennyi előbb felsorolt

H,S, F,C,W, T

rendszer, valamint a Walsh-rendszer Kaczmarz-féle W átrendezése (ld. 5.4.) bázis.
Ezek közül a H,S, F az L1-ben is bázist alkotnak, a C,W,W és a T (a már emĺıtett
okok miatt) nem.

Az F Franklin-rendszer a H-ban (ld. 6.1.), a H rendszer a H-ban és a H-ban
is bázis. Ugyanakkor az F nem bázis a H-ban.

Az Lp (1 < p < +∞) terekben az F is és a H is, a H-ban az F, a H-ban a H
feltétlen bázis (ld. 2.6.).

Legyen

VMO := L[F ]

és

VMO := L[H],

valamint (ld. 5.4.)

CW := L[H] = L[W ],

ahol a (...) lezárást rendre (ld. 6.1.) a BMO-, BMO-, ill. az L∞-normában értjük.
Ekkor a dualitás miatt (ld. 3.3.3. Tétel) az F a VMO-ban, a H pedig a VMO-ban
feltétlen bázis, továbbá a H bázis a CW -ben.5

A spline-rendszerekre vonatkozóan (ld. 5.5.) a következő álĺıtások igazak:

3Tehát a Φ a Walsh- vagy a trigonometrikus rendszer.
4A későbbiekben is az Lr (1 ≤ r ≤ +∞) rövid́ıtés az Lr[0, 1] Lebesgue-teret jelöli az ‖.‖r

normával.
5Megmutatható, hogy a duális tereket illetően VMO∗ = H és VMO∗ = H.
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• a
(
h

(m,k)
n , |k| −m ≤ n ∈ Z

)
rendszer (m,k ∈ Z, m ≥ −1 és |k| ≤ m+1) bázis

az Lp-ben (1 ≤ p < +∞), valamint p > 1 esetén ugyanitt feltétlen bázis, az
L2-ben Riesz-bázis;

• az előbbi m és k mellett a
(
w

(m,k)
n , |k| −m ≤ n ∈ Z

)
rendszer is bázis az Lp

térben (1 < p < +∞).

7.2. Feltétlen bázisok

A feltétlen bázisokkal (ld. 2.6.) kapcsolatban a következőket jegyezzük meg. Legyen
a (B, ‖.‖) olyan Banach-tér, hogy

• a B elemei f : [0, 1] → R Lebesgue-mérhető függvények;

• ha f ∈ B, az m : [0, 1] → [0, 1] pedig mértéktartó, valamilyen 1 mértékű
halmazon bijekt́ıv leképezés és

f∗(x) := f(m(x)) (x ∈ [0, 1]),

akkor f∗ ∈ B és ‖f∗‖ = ‖f‖;

• a H Haar-rendszer (ld. 5.1.) zárt a B-ben.

Ekkor a B-ben a H bázis, aminek a Banach-konstansára (ld. 2.2.) BH = 1
teljesül. Például minden Lp[0, 1] (1 ≤ p < +∞), sőt, minden szeparábilis (a [0, 1]
intervallum feletti) Orlicz-tér (ld. 10.9.) ilyen.

Ha a B térre a fentieken ḱıvül még az is igaz, hogy bármelyik ϕ ∈ B∗ funk-
cionálhoz van olyan g ∈ L1[0, 1], hogy a Haar-függvényekre

ϕ(hk) =

∫ 1

0
ghk (k ∈ N), 6

akkor minden B-beli Φ bázis feltétlen Banach-konstansára (ld. 2.8. x) megjegyzés)

B∗
Φ ≥ B∗

H

igaz. Innen tehát az is következik, hogy a H rendszer vagy feltétlen bázis a B-ben,
vagy a B-ben nincs feltétlen bázis. Így pl. az L1[0, 1]-ben nincs feltétlen bázis, mivel
a H nem az. Ezért a C[0, 1]-ben sincs feltétlen bázis. Általában, egy ([0, 1]-feletti)
Orlicz-térben (ld. 10.9.) a H pontosan akkor feltétlen bázis, ha a tér reflex́ıv.

6Például B∗ ⊂ L1[0, 1].
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7.3. Ekvivalens bázisok

Legyen 1 < p < +∞ és (ld. 2.6., 6.1., 7.1.)7

[X,Y ] ∈ {[Lp, Lp], [H,H], [VMO,VMO]},

ekkor (H,F ) ∈ [X,Y ], azaz (ld. 5.) a Haar- és a Franklin-rendszerek ekvivalens
bázisok a most mondott terekben. Ugyanakkor a H és az F az L1 térben nem
ekvivalens bázisok, ill. az L∞-ben nem ekvivalens függvényrendszerek.

Ha 1 < p < +∞, akkor a C Ciesielski-rendszer és a W Walsh–Paley-rendszer
ekvivalens bázisok az Lp-ben, de ugyanitt a W és a Walsh–Kaczmarz-rendszer csak
(a triviális) p = 2 esetén ekvivalens. Hasonlóan, (W,T ) ∈ [Lp, Lp] akkor és csak
akkor igaz, ha p = 2.

Jelöljük D0-val a [0, 1]-beli diadikus intervallumok (ld. 2.3.) halmazát és legyen

D := D0 ∪ {∅}.

Indexeljük a ([0, 1] feletti) H rendszer függvényeit a következőképpen: h∅ := h0, a
hI (I ∈ D0) pedig legyen a H-nak az a tagja, amelyikre

{x ∈ [0, 1) : hI(x) 6= 0} = I

teljesül. A

ρ : D → D
bijekciót mértéktartónak nevezzük, ha

|ρ(I)| = |I| (I ∈ D)

igaz. Minden ilyen ρ mellett a

Hρ := (hρ(I), I ∈ D)

a Haar-rendszer egy (a ρ által generált) átrendezése. Ha

|ρ| := sup

{
1

|I| ·
∣∣∣∣∣
⋃

D∋J⊂I

ρ(J)

∣∣∣∣∣ : I ∈ D0

}
,

7Lp := Lp[0, 1] (1 ≤ p ≤ +∞).
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akkor a következő álĺıtás igaz: 1 < r < +∞, r 6= 2 és

[X,Y ] ∈ {[H,H], [VMO,VMO], [Lr, Lr]}

esetén
(H,Hρ) ∈ [X,Y ] ⇐⇒ |ρ| < +∞ és |ρ−1| < +∞.

Legyen
m,k ∈ Z, m ≥ −1 és |k| ≤ m+ 1,

továbbá 1 < p < +∞. Megmutatható, hogy a H és a (h
(m,k)
n , |k| − m) ≤ n ∈ Z)

rendszerek (ld. 5.5.) ekvivalens bázisok az Lp-ben.

7.4. Megjegyzések

i) Valamilyen
Φ = (ϕn, n ∈ N) (ϕn ∈ L∞[0, 1] (n ∈ N))

ortonormált rendszer esetén legyen

SΦ(f) := sup

{∣∣∣∣∣
n−1∑

k=0

(∫ 1

0
fϕk

)
ϕk

∣∣∣∣∣ : n ∈ N

}
(f ∈ L1[0, 1]).

Ekkor az alábbi álĺıtás igaz: bármely (ld. 5. fejezet)

Φ ∈ {H,W,F,C, T}

és 1 < p < +∞ mellett

‖SΦ(f)‖p ∼ ‖f‖p (f ∈ Lp[0, 1]).

A p = 1 esetben pedig a következőt mondhatjuk (ld. 4.3.):

‖SH(f)‖1 ∼ ‖f‖H ∼ ‖QH(f)‖1 ∼
∫ 1

0
‖T t

H(f)‖1 dt (f ∈ L1[0, 1]).

ii) A
‖QH(f)‖p ∼ ‖f‖p (f ∈ Lp[0, 1], 1 < p < +∞)

relációt Paley-egyenlőtlenségnek nevezik. Mivel

QH(f) =

( ∞∑

k=0

(
f̂(k)hk

)2
)1/2

=
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=

((
f̂(0)

)2
+

∞∑

n=0

2n−1∑

k=0

(
f̂(2n + k)h2n+k

)2
)1/2

=



(
f̂(0)

)2
+

∞∑

n=0

(
2n−1∑

k=0

f̂(2n + k)h2n+k

)2



1/2

(f ∈ L1[0, 1]), 8

ezért az

SH
n (f) :=

n−1∑

k=0

f̂(k)hk (n ∈ N)

jelöléssel

QH(f) =

((
f̂(0)

)2
+

∞∑

n=0

(
SH

2n+1(f) − SH
2n(f)

)2
)1/2

.

A H és a W rendszerek kapcsolatából (ld. 5.4.) rögtön adódik, hogy a QH(f)
fenti előálĺıtásában az SH

2n(f) (n ∈ N) Haar–Fourier-részletösszegek helyett az

SW
2n (f) :=

2n−1∑

k=0

(∫ 1

0
fwk

)
wk (n ∈ N)

Walsh–Fourier-részletösszegek is ı́rhatók, azaz tetszőleges 1 < p < +∞ ki-
tevővel
∥∥∥∥∥

(
(f̂(0))2 +

∞∑

n=0

(
SW

2n+1(f) − SW
2n (f)

)2)1/2∥∥∥∥∥
p

∼ ‖f‖p (f ∈ Lp[0, 1]).

iii) Mivel (ld. i)) bármely f ∈ L1[0, 1] függvényre9

SH(f) = sup
{∣∣SW

2nf
∣∣ : n ∈ N

}
,

ezért az előbbiek szerint

‖f‖H ∼
∥∥sup{

∣∣SW
2n (f)

∣∣ : n ∈ N}
∥∥

1
.

iv) Tegyük fel, hogy adott egy Φ = (ϕn, n ∈ N) ortonormált bázis a H-ban (ld.
6.1.), amire

ϕn ∈ Lip (1) (n ∈ N)10

8Az f függvény bf(n) =
R 1

0
fhn (n ∈ N) Haar–Fourier-együtthatóival.

9Belátható, hogy az SH
m(f), SW

2n(f) (m,n ∈ N) részletösszegek minden pontban egyaránt az f
függvénynek az illető pontot tartalmazó alkalmas diadikus intervallumon (ld. 2.3.) vett integrálköze-
pei.

10g ∈ Lip (1) ⇐⇒ alkalmas Cg ≥ 0 konstanssal |g(x) − g(y)| ≤ Cg· |x− y| (x, y ∈ [0, 1]).
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és

ϕ0(x) = 1 (x ∈ [0, 1]).

Legyen (ld. 6.2. és 6.4. xiii) megjegyzés)

Φ∗ := (ϕ∗
0, ϕ

∗
n, ϕ̃

∗
n, 1 ≤ n ∈ N),

ekkor a Φ∗ ortogonális bázis a H∗-ban. Mivel az F Franklin-rendszer feltétlen
bázis a H-ban, ezért az F ∗ feltétlen bázis a H∗-ban.

Ennek az észrevételnek az alapján bázist konstruálhatunk az X térben is (ld.
6.4. xiii) megjegyzés)11 . Jelöljük ehhez Pr-rel (0 ≤ r < 1) az r-edik Poisson-
magot:

Pr(t) :=
1 − r2

1 + r2 − 2r cos t
(t ∈ [−π, π]),

és legyen a

0 ≤ r < 1, x ∈ [−π, π], z = reıx

választással F0(z) := 1, valamint

Fn(z) :=

∫ π

−π

(
ϕ∗

n(x+ t) + ıϕ̃∗
n(x+ t)

)
Pr(t) dt (1 ≤ n ∈ N).

Megmutatható, hogy az

FΦ := (Fn, n ∈ N)

rendszer bázis az X -ben. A Φ := F Franklin-rendszerből kiindulva az ı́gy
kapott FF pedig feltétlen bázis az X -ben.

A most értelmezett FF rendszer seǵıtségével sikerült megválaszolni egy
régi, még Banach által felvetett kérdést: ha az A jelöli a komplex (zárt)
egységkörben12 értelmezett, annak a belsejében13 analitikus, a határán14 pedig
folytonos, komplex értékű függvények halmazát az

‖f‖ := sup{|f(z)| : z ∈ C, |z| ≤ 1} (f ∈ A)

11Emlékeztetőül: f ∈ X azt jelenti, hogy az f : {z ∈ C : |z| < 1} → C függvény analitikus és

‖f‖X = sup
nR π

−π
|f(reıt)| dt : 0 < r < 1

o
< +∞.

12Tehát a {z ∈ C : |z| ≤ 1} halmazon.
13A {z ∈ C : |z| < 1} halmazon.
14A {z ∈ C : |z| = 1} körön.
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normával, akkor van-e az A-ban bázis? A válasz: igen, pl. az FF rendszer
bázis az A-ban. Érdemes megjegyezni, hogy a bizonýıtásban lényeges szerepet
játszik az F bázis volta a C[0, 1]-ben. Ugyanakkor az F nem feltétlen bázis az
A-ban, sőt: az A-ban nincs feltétlen bázis.

v) Függvényrendszerek Lp-beli (1 < p < +∞) ekvivalenciájának a kezeléséhez jól
használható a következő álĺıtás is: ha

M(f)(x) := sup
1

|I| ·
∫

I
|f | (f ∈ L1[0, 1], x ∈ [0, 1]), 15

akkor bármely ϕn ∈ Lp (n ∈ N) függvényrendszerre

∥∥∥∥∥

( ∞∑

n=0

(M(ϕn))2

)1/2∥∥∥∥∥
p

≤ Cp·
∥∥∥∥∥

( ∞∑

n=0

ϕ2
n

)1/2∥∥∥∥∥
p

,

ahol a Cp > 0 konstans csak a p-től függ.

vi) A (H,F ) ∈ [H,H] ekvivalencia egyúttal egy explicit izomorfizmust is léteśıt a
H és a H tér között. Ugyanakkor érdemes megjegyezni, hogy a ‖.‖H norma és
a ‖.‖H norma egymással nem ekvivalens. Ui. van olyan A > 0 konstans, hogy
bármely n ∈ N esetén

∥∥∥2n/2f2n+2n−1+1

∥∥∥
H

≥ An,

mı́g

sup
{∥∥∥2k/2f2k+j

∥∥∥
H

: k ∈ N, j = 1, ..., 2k
}
< +∞.16

vii) A
(H,F ) ∈ [Lp, Lp] (1 < p < +∞)

ekvivalencia bizonýıtása (az v) megjegyzésen ḱıvül) a következő álĺıtás seǵıtsé-
gével is történhet:

∥∥∥∥∥

( ∞∑

n=0

a2
nf

2
n

)1/2∥∥∥∥∥
p

∼
∥∥∥∥∥

( ∞∑

n=0

a2
nh

2
n

)1/2∥∥∥∥∥
p

15A
”
sup” azokra az I ⊂ [0, 1] intervallumokra vonatkozik, amelyekre x ∈ I. Az M(f) leképezés

az f függvény Hardy–Littlewood-maximálfüggvénye (ld. 10.11.).
16Ez utóbbi – nem triviális becslés – lényeges szerepet játszik annak a bizonýıtásában, hogy az F

Franklin-rendszer feltétlen bázis a H-ban.
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(ahol az ∼ ekvivalencia az an ∈ R (n ∈ N) együttható-sorozatokra vonatko-
zik). Ui. bármely

∞∑

n=0

anhn ∈ L[H]

esetén ∥∥∥∥∥
∞∑

n=0

anfn

∥∥∥∥∥
p

≤ Cp·
∥∥∥∥∥

( ∞∑

n=0

a2
nf

2
n

)1/2∥∥∥∥∥
p

≤

Bp·
∥∥∥∥∥

( ∞∑

n=0

a2
nh

2
n

)1/2∥∥∥∥∥
p

≤ Dp·
∥∥∥∥∥

∞∑

n=0

anhn

∥∥∥∥∥
p

teljesül alkalmas, csak a p-től függő Cp, Bp,Dp konstansokkal. (Kihasználtuk,
hogy az F,H feltétlen bázisok az Lp-ben és alkalmaztuk a 4.3.1. Tételt.) A
most kapott becslés azt jelenti, hogy a

hn 7→ fn (n ∈ N)

kanonikus izomorfizmus (a H és az F között) kiterjeszthető egy Lp → Lp

folytonos, lineáris operátorrá.





8. fejezet

Waveletek

8.1. Multirezolúció

Legyen ψ ∈ L2(R) és tetszőleges k, j ∈ Z esetén definiáljuk a ψkj függvényeket az
alábbiak szerint:

ψkj(x) := 2k/2ψ(2kx− j) (x ∈ R).

Azt mondjuk, hogy a ψ wavelet, ha a ψkj (k, j ∈ Z) függvényrendszer ortonormált
bázist alkot az L2(R) Hilbert-térben1.

Ha adott f : R → C függvény és t ∈ R szám esetén

τtf(x) := f(x− t) (x ∈ R),

valamint

δtf(x) := f(tx) (x ∈ R),

akkor a most értelmezett τt transzláció2 és δt dilatáció seǵıtségével

ψkj = 2k/2δ2k(τjψ) = 2k/2τj2−k(δ2kψ) (k, j ∈ Z).

Tekintsük pl. a

ψ := χ := χ[0,1/2) − χ[1/2,1)

1Idézzük fel az L2(R) Lebesgue-térbeli
”
szokásos” skaláris szorzás defińıcióját: nevezetesen, tet-

szőlegesen adott f, g ∈ L2(R) függvények esetén 〈f, g〉 :=
R +∞

−∞
f(x)g(x)dx. Következésképpen a

továbbiakban ‖f‖ :=
qR +∞

−∞
|f(x)|2 dx (f ∈ L2(R)).

2A 3.3. pontban (formai okokból) τ helyett T -t ı́rtunk.
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