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I. ELOSZO

Ez a konyvecske azokra a tapasztalatokra épiil, amelyeket a szerz6 Paderborn-
ban, Németorszagban, Karl-Heinz Indlekofer munkacsoportjiban szerzett, ahol 6t é-
vig (1992-1997) dolgozott projektmenedzserként. A szamitdgépes szamelméleti pro-
jektjeink keretében tiznél tobb tj ,, vildgrekord” sziiletett. A legismertebb ezek koziil
taldn a legnagyobb ismert ikerprim megtaldldsa. Az eredmények kozos dolgozatok-
ban keriiltek publikdldsra, és a kutatds jelenleg is tovibb folyik. Ezen kényvecs-
kének, illetve a specidlkollégiumnak, amelynek anyagat targyalja, az a célja, hogy
az érdeklédoket felkészitse a kozos munkiban hallgatéként, szakdolgozéként, PhD
hallgatéként vagy kollégaként vald részvételre. Remélem azonban, hogy mindenki,
aki a szdmitogépes szamelmélet irdnt érdeklodik, haszonnal forgathatja. Ugyancsak
szamitok azok érdeklodésére, akiket a nagy hatékonysdgu szamitasok érdekelnek,
mert rekordjaink hatterében mindeniitt a modern algoritmusok lehetdségeinek és a
modern mikroprocesszorok képességeinek végsékig torténd kihaszndlasa all. A mik-
roelektronika fantasztikus fejlédése mellett is csak ez tette lehet6vé, hogy mara ezen
a teriileten a szuperszamitogépek korabbi egyeduralma megsziinjon. Természetesen
a rekordok elképzelhetetlenek megfelel6 szamitégépes hattér nélkiil. Paderborn-ban
a Matematikai és Informatikai Intézetben 6-800 SUN munkdllomés és harom nagy
parhuzamos gép — a legnagyobb 1024 processszorral — &llt rendelkezésre. Termé-
szetesen ilyen hattérrel itthon nem rendelkeziink, mégis szamos vilagrekordot sikeriilt
munkacsoportunknak itt is elérni.

Altaldnos bevezetésként Bressoud [9] elemi konyvét javaslom. Kezdetben, a
régebbi mddszerek ismertetésénél ezt kovetjitk. Magasabb szintti Cohen [11] kitii-
né konyve; a hangsilyt inkdbb a szdmelméletre, és nem az algoritmusok sebessé-
gére helyezi. Az elméleti informatika kitlind tsszefoglalasaban, amelyet van Leeu-
wen [31] szerkesztett, a szamitégépes szdmelmélet két kivilsdga, A. K. Lenstra és
H. W. Lenstra Jr. irta a szamitdgépes szamelméleti részt; ez kivalo tomor 6sszefog-
lalasa az akkori helyzetnek.

A szémelméleti alapismeretek megtaldlhaték Niven és Zuckerman [37] konyvé-
ben. Magasabb szintii Serre [45] kis konyve.

Az elméleti informatika kitliné tankonyve Cormen, Leiserson és Rivest [12]
kényve; ebben megtaldlhatdk a sziikséges informatikai alapismeretek. Régebbi, de
nagyon jol hasznalhaté konyv Aho, Hopcroft és Ullman [4] konyve. Az algorit-
musok sokkal részletesebb analizise taldlhaté D. E. Knuth: The art of computer
programming cimii kényvének hdrom kotetében (magyarul is megjelent), amely a
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programozasi gyakorlatra helyezi a hangsilyt [20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27]. En ugy
érzem, hogy ebbdl a kényvbdl tanultam a programozasrol a legtobbet.

A rejtjelzéssel valé kapcsolatot részletesen targyalja Kranakis [30] konyve. Prim-
tesztek és a faktorizalds szamitégépes médszereivel foglalkozik Riesel [44] konyve igen
részletesen. Feltétleniil érdemes megnézni Ribenboim [42, 43] kényvét, kiilondsen az
1j kiaddst. Mivel az egész teriilet nagyon gyorsan fejlédik, szimos itt targyalt méd-
szer csak eredeti dolgozatokban taldlhaté meg. Ezekre a megfelel6 helyen fogunk
hivatkozni. Néhany még publikilatlan eredmény is szerepelni fog. Bar a jegyzetet
az utébbi 10 évben tobbszor javitottam, kiegészitettem, még a jelenlegi formaja sem
tekinthetd véglegesnek, az oktatdsi és kutatasi tapasztalatok alapjan folyamatosan
bovitem, és igyekszem a hibdkat kijavitani. A legfontosabb dj bovités szamos algo-
ritmus Maple! megvaldsitdsa; ez a konyvvel egyiitt elektronikus formaban elérhetd.

Budapest, 2011.02.25

Jérai Antal

IMaple a Maple Inc. bejegyzett védjegye



II. ALAPVETO ALGORITMUSOK

1995 oktdberének els6 napjaiban Harvey Dubner megtaldlta az akkor ismert
legnagyobb, 5129 jegyii ikerprimet. A mi kordbbi ikerprim rekordunk 697053813 -
216352 4 1 volt, 4932 decimalis jeggyel. Néhany nappal elébb taldlta Dubner a leg-
nagyobb ismert, 5089 jegyli Sophie Germain primet (azaz olyan p primet, amelyre
2p+1is prim), megdéntve 4931 illetve 4932 jegyti, 157324389-216352 1 és 470943129-
216352 _ 1 rekordjainkat, amelyeket 1995 februdrjiban taldltunk. Ekkor mér futott
ikerprimkeresé programunk javitott valtozata, és 11700 jegy koriil keresett ikerpri-
meket. Mivel a teljes varhaté futdsidé 1500-2000 CPU nap volt a Texas Instru-
ments SuperSPARC? processzorat tartalmazé Sun® munkadllomédsokon, (33 MHz és
60 MHz kozotti drajellel), igy dontottiink, hogy ledllitjuk a keresést egy idére, és 1j,
kombindlt teszt programunkat fogjuk futtatni, amely egyszerre képes ikerprimeket és
Sophie Germain primeket keresni, megfelezve ezzel a keresés idejét. A két teszt kom-
binalasanak 6tlete Dubner-t6l eredt. Mivel az 1j teszt futdsidejét ~ 5850 jegy koriil
100 CPU napnal kevesebbre becsiiltiik, igy gondoltuk, jéval redlisabb lesz ebben a
tartomdnyban keresgélni, és csak késébb folytatni a kombindlt teszttel a =~ 11700 jegy
koriili tartomdnyban. A kombindlt teszt programjinak prébaihoz még sziikség volt
néhany napra, és addig hagytuk futni a régi programot. A leéllitas eltti napon a régi
program a 242206083-238880 £ 1 (11713 jegyti) ikerprimet taldlta. Ezutan ledllitottuk
a régi programot, és elinditottuk az 1ij, kombindlt tesztet. Ez taldlta a jelenleg ismert
legnagyobb Sophie Germain primet: p = 2375063906985 - 219380 — 1 (5847 jegyti).
Nagy p Sophie Germain prim segitségével, ha kongruens 3 mod 4, nagy Osszetett
Mersenne szamok adhaték meg. Igy 27 — 1, ahol p = 2375063906985 - 219380 _ 1 4
legnagyobb ismert dsszetett Mersenne szam.

Egyik e-mail-ében Harvey Dubner olyan p primek keresését javasolta, amelyekre
p+2és2p+1is primek. Kombindlt teszt programunk minden tovabbi nélkiil képes
volt erre. Elinditottunk egy keresést, és a p = 4610194180515 - 25956 — 1 (1535 jegyti)
primet talaltuk, amelyre p + 2 és 2p + 1 is primek.

Mi &ll ezeknek a rekordoknak a hatterében? Hogyan becsiilheté egyaltalan a
futasid6? Milyen algoritmusokat kell hasznalnunk? Hogyan irhatunk elég gyors
programot? Mire jok a nagy primek? Mire hasznalhatok még az elkésziilt prog-
ramok? Mi a kapcsolat a faktorizdlassal? Milyen més szamelméleti keresésekre,

2SPARC a SPARC International bejegyzett védjegye
3Sun a Sun Microsystem Inc. bejegyzett védjegye
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tesztekre hasznalhaték még programjaink? Ezekre és hasonld kérdésekre keressiik a
valaszt ebben az els6 részben.

1. A primek eloszlasa, szitalas

1.1. A primszamtétel. Mint tudjuk, Euklidész mar bizonyitotta, hogy vég-
telen sok prim van: ha véges sok prim lenne, a szorzatukhoz egyet hozzaadva,
a kapott szdmnak a primosztéi nem szerepelhetnek a listdban. A matematiku-
sokat mar régen izgatta a primek eloszlasa, vagy olyan képletek keresése, ame-
lyek csak primeket adnak. Marin Mersenne (1588-1648) példdul 1644-ben azt 4l-
litotta, hogy 2P — 1 alakd, ma Mersenne-szamoknak nevezett szamok koziil p =
2,3,5,7,13,17,19,31,67,127, 257 primet ad, de méas, 257-nél kisebb érték nem (nem
igaz), Fermat pedig azt gondolta, hogy 22" +1 prim, han = 0,1,2, ... (ez sem igaz).

15 évesen, 1792-ben Karl Friedrich Gauss (1777-1855) azt sejtette, hogy az
x-nél nem nagyobb primek 7(z) szdméat

T odt
5 Int
kozeliti. Gauss sejtése pontosabban
Todt
m(x) ~ —
(z) 5 Int

alakba frhat6. Ennek a jelolésnek a pontos jelentése, hogy a két fiiggvény hanyadosa
1-hez tart, amint z tart végtelenhez. Ez a hires primszamtétel. 1896-ban bizonyi-
totta be egymdstdl fiiggetleniil Charles Jean de la Vallée Poussin (1866-1962) és
Jacues Hadamard (1865-1963). Pontosabban, ma azt tudjuk, hogy alkalmas A > 0-

val
/ o ‘|‘O 7A(1nx)3/5/(1n1nz)1/5)
Int '

Az itt szerepld O jelslést lépten-nyomon hasznélni fogjuk: O(f(x)) egy olyan fiigg-
vényt jelent, amelynek abszolit értéke elég nagy x-ekre korlatos az f pozitiv fiiggvény
egy konstansszorosaval. A hasonlé o(f(x)) jelolés egy olyan fiiggvényt jelent, amely
f-fel osztva nulldhoz tart.

Parcidlis integralassal atalakitva az integralt, azt kapjuk, hogy

()—i+ x + 2l +...+7ﬂ!7x_|_0 L
e T ne)? " (na)? (Inz)+1 (Inz)+2

barmely r > O-ra.
A nevezetes Riemann-sejtésbdl, mely szerint a Riemann-féle ¢ fiiggvény nem
trividlis gyokeinek valds része 1/2, az kovetkezik, hogy

/ &0 (vEma).
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Tovabbi hivatkozdsokat 1asd Knuth [24] kényvében, 373-374. o.

Egy sokkal altalanosabb kérdést is felvethetiink. Megkérdezhetjiik, hany prim
van az a+dn,n = 0,1,2,... szdmtani sorozatban, amely z-nél kisebb. Természete-
sen, ha a > 0 és d > 1 legnagyobb kozos osztdja nagyobb mint egy, akkor legfeljebb
1. Ha azonban nem ez a helyzet, akkor mint Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805—
1859) bebizonyitotta 1837-ben, végtelen sok prim van a sorozatban, és megint csak
de la Vallée Poussin bebizonyitotta, hogy a primek egy rogzitett d-re , egyenléen
oszlanak el” a kiilonboz6 a-khoz tartozé sorozatok kozott.

1.2. Kérdés: ( gyokei. Megmutattdk, hogy a ¢ fiiggvény 0 és 32585736,4
kozé es6 képzetes részii 75000 000 gydkének a valds része 1/2, és a gyokok egyszere-
sek. Vajon hogyan? (Lasd Crandall [13] konyvének 2.3 pontjat és az ott megadott
hivatkozasokat.)

1.3. Kérdés: 7(z). Hogyan hatdrozhatjuk meg 7(x) értékét nagy z-re?

1.4. Ikerprimek. Még ha ismerjiik is 7(x) kozelitését, ennek a fiiggvénynek a
viselkedése tdvolrdl sem jol ismert. Néha a fliggvény egy hosszabb szakaszon nem
no, azaz nagy rés van a primek kozott, maskor csak egy paros szam van két prim
kozott, a két prim ikerprim. Nagyon régi kérdés, hogy vajon van-e végtelen sok
ikerprim? A vélasz nem ismert. Erdekes modon, annak ellenére, hogy még ezt sem
tudjuk, Hardy és Littlewood hires ,,Partitio Numerorum” cimi dolgozatukban az
osszes p,p + 2, p < x ikerprimek my(z)-el jelolt szdméra egy formulét javasoltak.
Kozelitésiik, amely a szamitégépes kisérletek szerint nagyon jo,

X

7T2(SC) ~ 202@

Itt C» az dgynevezett ikerprim konstans, Co = 0.66016. ... Hasonld formulat sejte-
nek a p,2p + 1, p < z Sophie Germain primek szamara.

Hogyan jutott Hardy és Littlewood ehhez a sejtéshez? Durvan szélva, a gondolat
a kovetkezs: A primszamtétel szerint, annak a ,,valésziniisége”, hogy egy x-nél nem
nagyobb szdm prim, durvan 1/Inx. Ha az ikerprimpar két tagjara fiiggetlen esemény
lenne az hogy primek, akkor ennek valészintisége 1/(In z)? lenne, és {gy az ikerprimek
varhat6 szama x/(Inx)? lenne. Azonban, természetesen, ezek az ,,események” nem
fiiggetlenek, példaul ha p paratlan, akkor p + 2 is. Ez a fiiggség eredményezi a 2C5
konstanst. Az aldbbiakban egy sokkal altaldnosabb esetben mutatjuk meg, hogyan
kapjuk a konstanst.

1.5. Kérdés: my(x). Hogyan hatdrozhatjuk meg mo(x) értékét nagy xz-ekre?

1.6. Kérdés: Zp p2eP 1/p. Megmutatték, hogy ez a sor konvergens. Hogyan
szamithatjuk ki az 6sszeg egy jé kozelitését?

1.7. Sejtés [Bateman és Horn, 1962]. Legyenek fi(z), fo(x),..., fs(z)
egész egyiitthatos irreducibilis polinomok (azaz nem édllithaték el nem trividlis mé-
don két egész egyiitthatds polinom szorzataként). Jelslje d; > 0 az f; polinom
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fokét, és tegyiik fel, hogy x% egyiitthatéja f;-ben pozitiv. Minden x > 0-ra, je-
I6lje ¢, ... . (x) azon 1 < n < x egészek szamdt, amelyekre fi(n), f2(n),..., fs(n)
primek. Ekkor

i fs (@) ~ Cpr o

ahol

itt w(p) az
fi(z)--fs(z) =0 (mod p)
kongruencia megoldasainak szamat jeloli.
Megmutathaté, hogy a végtelen szorzat mindig konvergens, és ha egyik té-

nyez6je sem nulla, akkor nem nulla. Az egyszerli gondolat, ami a sejtéshez vezet,
a kovetkezd: A primszamtétel szerint annak valdszintisége, hogy egy nagy véletlen

n szdm prim, 1/1n(n). fgy annak valészintisége, hogy az fi(n),..., fs(n) szamok
egyszerre primek, ha ezek fiiggetlen események lennének,
1
In fi(n)---1n fs(n)
lenne. Azonban az (fi(n),..., fs(n)) vektorok nem véletlenek. A Cy, . ¢ konstans

c sy

definiciéjdban, 1 — w(p)/p annak az esélye, hogy az fi(n), ..., fs(n) egészek egyike
sem oszthatd p-vel, (1 — 1/p)® pedig annak az esélye, hogy egy véletlen s-dimenzids
egész koordinataju vektor egyik kordinatdja sem oszthatd p-vel. fg;y ésszerl azt
feltételezni, hogy annak esélye, hogy az fi(n),... , fs(n) szdmok mind primek,

Cfl,--- o fs
I fi(n)--In f5 ()

Ebbdl kapjuk a sejtést, ha a nagy n-re érvényes In f;(n) = d;Inn kozelitést alkal-
mazzuk.

Az 6sszeget kizelithetjiik integrallal is. Példdul azon, [a, b-beli n-ek 7y, .. ¢, (a,b)
varhaté szama, amelyekre fi(n),... , fs(n) egyszerre primek,

b
du
Tfisesfs (a”b) ~ Cfl""’fs /a In fl(u) : lnfs(u)

1—s/p
Cs: H S
soper (1 =1/P)

s =1,2,3,... konstansok kiszdmitasiara. Nyilvan C; = 1, a Cy konstans pedig az
ikerprim konstans.
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1.8. Példa. Tekintsiik a legnagyobb ikerprim uténi hajszat. Itt fi(z) = (3 +
30x)238880 — 1 és fo(z) = (3 + 30x)238880 4 1. Ha az [a, b] = [0, 2*7[ intervallumban
terveziink keresést, hany ikerprimet varhatunk? Ekkor

227

du
1,f2 b)) = Cvl 2
Tf1.52(a,b) fﬁf/o In f1(u) - In fo(u)

227
~ Cpy o (01376769251 + 4 0,1374695060 + 0,1374624404) - 10~

~ Cy, 1, - 0,1845532660.

Itt

Cp o = (1%)2. (1%)2. (1%)2 H % = 2005,

5<pelP

ahol C az ikerprim konstans. Igy 7/, 5, (0,227) ~ 13,2032 - 0,18455 ~ 2,4367.

1.9. Kérdés. Hogyan ellenériznénk Bateman és Horn sejtését szamitogéppel?

1.10. Eratosztenesz szitdja. Ha tomegével akarunk primeket taldlni, a leg-
jobb médszer a szitdlds. Az alabbi algoritmus megkeresi a N > 3-nal nem nagyobb
paratlan primeket.

(1) [Inicializdlds.] Legyen n < | (N —1)/2] és 0 < j < n-re legyen B[j] = 1. (Itt B

egy bittabla, B[j] = 1 azt fogja jelenteni, hogy 2j + 3 prim.) Legyen j < 0.
(2) [Kovetkezd prim.] Amig B[j] =0, legyen j + j + 1.

(3) [Tdl nagy?] i < 252 + 65 + 3. (Ez az els kiszitadlandé szam indexe.) Ha i > n,
akkor menjiink (5)-re.

(4) [Szita.] Legyen B[i] + 0 majd i « i+ 2j+ 3. Ha i > n, legyen j < j + 1 és
menjiink (2)-re, egyébként ismételjiik meg (4)-et.

(5) [Eredmény.] 0 < j < n-re, ha B[j] = 1, akkor 2j + 3 prim.
Annak, hogy a p primmel valé szitaldst p?>-t6l kezdjiik, nincs nagy jelentésége,

mert a szitalasi munka zome a kis primekre esik.

1.11. Feladat. frjunk programot Erathoszthenesz szitajara!

Hasonléan szitadlhatunk egy a + dx, x = 0,1, ... szdmtani sorozatban. Nyilvan
csak azokkal a p primekkel kell szitdlnunk, amelyekre p Jd. A gyakorlatban d mindig
paros, a pedig paratlan. Az els6 probléma a legkisebb olyan x > 0 meghatarozasa,
amelyre p | a+dx, azaz x = —a/d mod p. Ez a (kiterjesztett) euklidészi algoritmussal
oldhaté meg.
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1.12. Modularis inverz euklidészi algoritmussal. Adott 0 < a < m
egészekhez meghatarozza az a és m legnagyobb kozos osztdjat, d-t, és egy olyan
0 <z < m szédmot, amelyre ax — d tobbszorose m-nek. Az algoritmus sordn végig
ax; — d; tobbszorose m-nek, i = 1,2, 3.

1

(1) [Inicializélds.] Legyen xy < 1, di + a, xa + 0, da + m.
(2) [Vége?] Ha dy = 0, készen vagyunk, az eredmény x; mod m és d;.
(3)

3) [Osztés, kivonas.] Legyen q < |d1/d2], d3 < di —qda, x3 < 21 —qxa, és ezutn
legyen (x1,dy) < (z2,d2), (x2,d2) + (x3,ds). Térjiink vissza a (2) 1épésre.

Az algoritmust most nem vizsgéljuk, csak annyit jegyziink meg, hogy g gyakran kicsi,
és igy az osztas esetleg eltolasokkal és kivonasokkal is megoldhaté. Beldthato, hogy
az x;-k eldjele minden 1épésben ellenkezdjére valtozik, igy ha a 1épéseket szamoljuk,
nemnegativ egészekkel is dolgozhatunk. Az is beldthatd, hogy |z1| < m marad.

(Lésd Knuth [23] konyvét.)

1.13. Feladat. frjunk egy Maple demo programot a modularis inverz szdmo-
laséra euklidészi algoritmussal!

1.14. Modularis inverz bindris Inko algoritmussal. A binaris Inko algo-
ritmus Otlete, hogy amig a két természetes szdm péaros, 2-t kiemelhetiink beldliik,
majd amig az egyik paros és nem nulla, a masik paratlan, a parost oszthatjuk 2-
vel. Ha mar mindkét szam pdratlan, akkor kivonjuk a nagyobbikbdl a kisebbet: a
kiilonbség péros lesz, stb. Az aldbbi, erre az otletre épiilé algoritmus adott m > 2
paratlan modulus és 0 < a < m esetén meghatarozza az a és m szamok d legnagyobb
k6zos osztojat és egy olyan 0 < x < m szadmot, amelyre ax — d oszthatd m-el. Az
algoritmus soran végig ax; — d; oszthaté m-el.

(1) [Inicializélés.] Legyen x1 < 1, d; < a, 9 < m, ds + m. Ha a pératlan, legyen

x3 < 0, d3 < —m, és menjiink (4)-re. Egyébként legyen x5 + 1 és d3 « a.

(2) [ds felezése.] Ha x5 péros, legyen x3 < x3/2 és d3 < ds/2; egyébként legyen

T3 < (1‘3 +m)/2 és d3 — d3/2
(3) [ds péaros?] Ha ds péros, menjiink vissza (2)-re.

(4) [max(d;,ds) médositdsa.] Ha ds pozitiv, legyen @1 + x3 és dy «+ d3, egyébként
legyen x5 <— m — x3 és dy <+ —ds.

(5) [Kivonés.] Legyen x3 < x1 — x2 és d3 < di — d2. Ha most z3 < 0, legyen
x3 < 23 +m. Ha ds # 0, menjiink vissza (2)-re. Egyébként az algoritmus véget

ér, az eredmény x1 és d;.

Itt is megoldhatd, hogy csak nemnegativ szamokkal szamoljunk.

1.15. Feladat. Irjunk egy Maple demo programot moduléris inverz szdmol4-
sara bindris algoritmussal!

1.16. Altaldnos szita. Mint a Bateman-Horn sejtésnél, az fi, fa,..., fs po-
linomok adottak. Az aldbbi algoritmus a 0 < x < n szamokbdl csak azokat hagyja
meg, amelyekre egyik f;(z)-nek sincs primosztéja a P[j], 0 < j < m primsorozatban.
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(1) [Inicializdlds.] Legyen 0 < j < n-re B[j] = 1. Itt B egy bittdbla, B[z] = 1 azt
fogja jelenteni, hogy fi(x),..., fs(x)-nek nincs primosztéja az adott primek
kozott. Jelolje w(p) az f1(2) -+ fs(z) = 0 (mod p) egyenlet gydkeinek szadmét.
Ha 0 < j < m, legyen W[j] «< w(P[j]) és R[j,i] + r; ha 0 < r; < P[j] az
egyenlet i-edik gytke modulé P[j]. Itt 0 < i < w(P[j]). Legyen j < 0.

(2) [Vége?] Ha j > m, készen vagyunk. Az eredményt a B tdbla reprezentilja.
Egyébként p < P[j], w < W][j] és i < 0.

(3) [Készegy prim?] Ha ¢ > w, akkor legyen j < j+1 és menjiink (2)-re. Egyébként
k + R[j, .

(4) [Tdl nagy?] Ha k > n, akkor menjiink (6)-ra.

(5) [Szita.] Legyen Blk] < 0 majd k < k + p, és menjiink (4)-re.

(6) [Kovetkez6.] Legyen i <— ¢ + 1 és menjiink (3)-ra.

Természetesen, ha w(p) konstans, vagy konnyen szamolhatd, akkor felesleges
nyilvantartani. A w(p) atlagértéke s. Rendszerint vagy a P, W és R, vagy a B
tdbla nem fér be az operativ tarba. Az elsd esetben a P tdbla kovetkezd részletének
eléallitdsa utdn egy tj W és R tdblat inicializalva, folytatjuk a szitdlast. A masodik
esetben rendszerint érdemes a (3) lépésben egy R[j, i — 1] < k —n utasitissal vissza-
irni az R tabldba. A B tabla kivitele utdn B-t djra inicializdljuk, és R mar készen
all a kovetkezo szitara.

Tegyiik fel, hogy a fenti két eset valamelyike all fenn, a 0 < z < N értékekre
szitalunk, olyan p primekkel, amelyek nem nagyobbak, mint M, a polinomok pedig
rogzitettek. Az R tébla vagy tdbldk inicializdldsdhoz ~ C; M id6 sziikséges, ha
linedrisak a polinomok. (Az dltaldnos esetet csak késébb tudjuk vizsgilni.) A P,
W és R tablak olvasisihoz és az R tébla frasdhozas Co (N/n) M/ lg M id6 sziikséges.
Végiil maga a szitdlds ~ Cs3N . cp < 1/p id6t igényel. Mivel az M-nél nem
nagyobb primek reciprokainak osszege ~ C + Inln M, az |A, B] intervallumba es$
primekkel toérténd szitalds idéigénye ~ C5N In(ln B/ 1n A).

1.17. Programozasi problémadak. Csak a szitdlds iddigényét vizsgilva, te-
kintsiink egy példat. Ha 22° primmel akarunk szitdlni, akkor a legnagyobb prim
kb. 14000000 lesz. Ezek koziil a 2'%-edik kb. 7000. Egyszer(i szitdldsnal a 3 és
26 = 64 kozotti, a 64 és 7000 kozotti, és a tobbi primre juté munka ardnya kb.
1,33:0,76 : 0,62. Lényeges sebességniovekedést érhetiink tehat el, ha a kis primek-
kel val6 szitalast a tabla inicializdlasdval egyiitt, regiszterekben végezziik. A kbzepes
primekkel valé szitalas is gyorsithatd, ha gy szervezziik, hogy a gyorsitétar (chache)
kihasznalasa jo legyen. Egy konkrét esetben kb. 2, 5-szeres gyorsitast lehetett igy
elérni.

1.18. A szitalas duisité hatasa. Ugyanaz a heurisztika, amit Bateman és
Horn sejtésénél hasznaltunk, azt sugallja, hogy ha az 6sszes A < p < B primmel

szitalunk, akkor egy
A,B _ w(p)
Afy,fs = H 1-

A<p<B,peP
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faktorszor kevesebb sziam marad. Ez a faktor gyakran redukalhaté az

qA,B: H 1_f

A<p<B,peP p

faktorra. Ez utébbindl, ha A, B nagyok, akkor az (In A/ In B)* kozelités hasznélhato.

1.19. Példa. Tekintsiik ismét az ikerprimkeresést. Minden primmel szitalva
7-t61 44000 - 22°-ig, az eredeti 227 szdmbdl csak egy

7,44 000-22° 2 __7,44000-2%%

qf1 .12 - H l——=gq
7<p<44000-225 pcP

__ 17,1000 000 In 1 000 000 2

~ & In 44000 - 225

~0,021804674- 0,243 096 25 ~ 0,005 300 634

faktorszor kevesebb, ~ 711439 marad. Ezzel a szitdlds eltti ~ 2.4367/2%7 ~
1,815482974- 1078  ikerprim sfirfiség” ~ 188, 656 665 36-szeresre, ~ 3, 425029 425 -
10~ %-ranétt. Osszesen 55440 szamot teszteltiink, igy ~ 55 440-3, 425 029 425-10~6 ~
0, 1899 ikerprimet varhattunk.

Tulajdonképpen hdrom szitalds tortént. Az elsd szita egy kis primtablat allitott
el6. A mésodik ezekkel a primekkel szitalva, sok részletben, eléallitott minden primet
44000 - 2%°-ig. Ezekkel tortént az ikerprimjelsltek szitdldsa.

1.20. Kérdés. Mekkorak a rések a primek kozott?
1.21. Kérdés. Hogyan érdemes tarolni egy primtablat?

1.22. Kérdés. Mi jobb: tarolni a primeket és beolvasni, vagy szitaldssal el6al-
litani?

1.23. Kérdés. A Goldbach-sejtés szerint minden ketténél nagyobb pédros szam
el6all két primszam Osszegeként. Hogyan ellendriznénk ezt minden n < x péros
szamra?

1.24. Kérdés. Milyen hosszi szamtani sorozatokat tudunk a primszamok ko-
zOtt taldlni?

1.25. Kérdés. Hogyan szerveznénk egy altalanos szitaprogramot?
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2. Egyszeri faktorizalasi modszerek

2.1. Prébaosztds. A legegyszeriibb faktorizaldsi médszer a prébaosztds. Az
alabbi algoritmus adott N egészhez megkeresi N-nek a p1 < ps < ps < ... < py
primtényezdit. Az algoritmushoz sziikség van a 2 = dg < dy < da < ... prébaosztdok
sorozatara, amelynek minden < v/N primszamot tartalmaznia kell, és legaldbb egy
di > VN értéket is.

(1) [Inicializdlds.] Legyen ¢ < 0, k <— 0, n < N. Az algoritmus sordn n =

N/(p1p2 - - pt) és n-nek nincsen di-nal kisebb primosztéja.

(2) [n=17] Ha n =1, az algoritmus véget ér.

(3) [Osztés.] Legyen g < |n/dy], r + n mod dj.

(4) [Nulla maradék?] Ha r # 0, menjiink (6)-ra.

(5) [Osztot talaltunk.] ¢ < ¢ + 1, majd p; < dg, n < g. Térjiink vissza (2)-re.
(6) [Kicsi a hdnyados?] Ha ¢ > dj, akkor k < k + 1 és menjiink vissza (3)-ra.
(7) [n prim.] ¢t <t + 1 majd p:  n, és vége az algoritmusnak.

Ha elfogadjuk a pg = 1 konvenciét, az algoritmus futdsideje O(max(ps—1,/Pt)-
Szokéas a probaosztdk sorozatat a 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 25,29, 31, 35, ... sorozat-
nak vélasztani. Az algoritmus futdsidejének vizsgdlatahoz a legnagyobb és a mésodik
legnagyobb primosztd eloszlasat kell megvizsgalni.

2.2. Feladat. frjunk programot a prébaosztasral

2.3. Feladat. Hogyan miikédik a Maple ‘ifactor‘ eljirdsa ‘easy‘ opciéval?

2.4. A primosztdok eloszlasardl. Vizsgaljuk annak valdszintiséget, hogy egy
1 és x kozotti véletlen egész legnagyobb primosztdja < x®. Ha feltessziik, hogy
x — oo esetén ez a valésziniiség egy F'(a) hatéreloszldshoz tart, akkor F-et az
alabbi fiiggvényegyenletbél hatarozhatjuk meg:
« t dt
F(a):/ F(—)—, ha0<a<1; Fla)=1,haa>1.
o 1—t) ¢
A heurisztika, amely a fiiggvényegyenlethez vezet, a kovetkezd: Adott 0 < ¢t < 1-
re, azoknak az z egészeknek a szdma, amelyek legnagyobb primosztéja at és 2ttt
kozé esik, xF'(t)dt. A primek szdma ebben a tartomanyban m(2tt%) — 7(2?) ~
m(zt + (Inx)at dt) — 7(2t) ~ 2t dt/t. Minden ilyen p-re azoknak az n-eknek a szdma,
amelyekre np < x és n legnagyobb primosztéja < p nem més, mint azon n < z'~?
értékeknek a szama, amelyeknek a legnagyobb primosztéja < (z!=4)/(1=1) vagyis
2 TRt/ (1—t)). Igy oF'(t) dt = (¢ dt/t)- (' "' F(t/(1—1))), és innen integralassal
adddik a fiiggvényegyenlet.
Az egyenletet a szamolésra alkalmasabb

1
F(a):l—/F( ! )ﬂ ha0<a<l

1—t/) t’
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alakra hozhatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy F(1) = 1.
Hasonl6éan, ha annak G(«) valdsziniiségét vizsgaljuk, hogy egy 1 és x kozotti
véletlen egész masodik legnagyobb primosztdja < z%, a

cor= [ (o) F(+5)) % mocasin

fiiggvényegyenletet kapjuk, és G(a) = 1, ha o > 1/2. Val6ban, annak valésziniisége,
hogy az 1 és x kozotti véletlen egész legnagyobb primosztéja > x®, mésodik leg-
nagyobb primosztéja pedig < z%, (G(«) — F(«)). Most szdmoljuk dssze azon < x
egészeket amelyekre a masodik legnagyobb primoszté zf és 2ttt kizé esik. Ezek
szama egyrészt xG (t) dt. Masrészt, minden xt és T kozotti p primre, azon n-ek
szdma, amelyekre np < x és n legnagyobb primosztéja > zf, misodik legnagyobb
primosztdja pedig < 2!t 2=1(G(t/(1 —t)) — F(t/(1 —t))). Emiatt

oG (t) dt = (r(zT4) — x(at)) -2~ (G(t/(l —1)) = F(t/(1— t))),

amibdl kapjuk a fiiggvényegyenletet.
Itt is az egyenletet szadmolasra alkalmasabb

Gla) =1—/;/2 (G (%) —F(%)) %, ha o < 1/2

alakra hozhatjuk, ha figyelembe vessziik, hogy G(1/2) = 1.
A hivatkozdsokat illetden 1dsd Knuth [24] konyvének 4.5.4 pontjat.

2.5. A primosztdk szdmdnak hatdreloszldsa. A valésziniiségi szdmelmé-
letben vizsgéltdk a primoszték ¢ szamanak hatdreloszlasat is. Nyilvan az n egész
primosztéinak szama 1 és lgn kozott van, de ezeket a hatarokat ritkdn éri el. Meg-
mutathatd, hogy ha n-et véletlenszertien valasztjuk 1 és x kozott, akkor barmely
rogzitett c-re annak valésziniisége, hogy ¢t < Inlnz + ¢VInlnz, az

1 / © 2 /2 g
—— (& U
V2T J_so
értékhez tart, ha x — co. Azaz t hatdreloszldsa normélis InIn x virhaté értékkel és
szérasnégyzettel. A hivatkozdsokat illetden ldsd Knuth [24] konyvének 4.5.4 pontjat.

2.6. Fermat mddszere. Fermat észrevette, hogy elégegyolyan 0 <y <z <n
part taldlni, amelyre n = 22 —y2, mert ekkor n = (z —y)(xz +v). Han > 1 paratlan
és Osszetett, mindig vannak ilyen egészek, és x = [y/n]-szel és y = O-val indulva,
és sziikség szerint x-et illetve y-t novelve, meg is taldlhatdk. Fermat az z = [/n]
kezdéértékkel kezdve, minden z-re kiszamitotta x> — n értékét. Répillantott a két
utolsé jegyre, és abbdl allapitotta meg, hogy lehet-e négyzetszam: négyzetszamok
két utolsd jegye 00, el, ed, 25, 06 vagy €9 lehet, ahol e paros, o paratlan jegy.
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E helyett kiilonb6zé modulusokra kiszamolhatjuk z? — n maradékit, hogy lehet-e
négyzetszam maradéka. Mivel adott n-re ez csak x maradékatdl fiigg, az aldbbi
algoritmust kapjuk, amely adott n paratlan szdmhoz meghatarozza az n legnagyobb
olyan osztdjat, amely kisebb vagy egyenld \/n. Az eljards olyan mq,ms,... ,m,
modulusokat hasznal, amelyek paronként relativ primek, és n-hez is relativ primek.
Feltessziik, hogy elkésziilt r darab S[i, j], szitatdbldzat, ahol 0 < j <m,;, 1 <i <r
és S[i, 7] = 1, ha van olyan y, amelyre j2 —n = y? (mod m;), egyébként nulla.

(1) [Inicializdlds.] Legyen z < [v/n] és legyen k; < (—z) mod m;, 1 < i <r. (Az

algoritmus sordn a k; viltozéra mindig k; = (—x) mod m; teljesiil.)

(2) [Szitalds.] Ha S[i, k;] = 1 minden 1 < ¢ < r-re, akkor menjiink (4)-re.

(3) [z léptetése.] Legyen z <— = + 1, és legyen k; < (k; — 1) modm;, 1 < i <.

Menjiink vissza (2)-re.

(4) [2? — n ellendrzése.] Legyen y < [vV22 —n|. Ha y> = 22 —n, akkor z — y a
keresett osztd, és az algoritmus véget ér. Egyébként menjiink vissza (3)-ra.

Az eljaras bitmiiveletekkel gyorsithatd, de még igy sem elég gyors. Alapgondo-
lata azonban sok mai eljarasban felbukkan. A mddszerrel mar 1965-ben 1000 000
préba mésodpercenkénti sebességet értek el. Mechanikus (fogaskerék, biciklildnc,
stb.) és elektronikus (késleltetévonalas, shift regiszteres, stb.) gépeket szerkesztet-
tek szitdlasra.

2.7. Feladat. frjunk programot, amely csak Osszeadassal és kivonassal fakto-
rizall

2.8. Feladat. frjunk programot Fermat médszerére!

2.9. Pollard p mdédszere. Legyen f tetszéleges egész egyiitthatds polinom, és
tekintsiik az x,11 = f(x,,) iterdciét valamilyen xy kezddértékkel. Ha n egy pozitiv
egész szam, konnyen kiszamithatjuk az x,, mod n értékeket. A sorozat elébb-utébb
ciklikus lesz. Ha p az n egy primfaktora, és z,, mod p-t tekintjiik, akkor viarhatdan
sokkal hamarabb lesz ciklikus. Ezt hasznéljuk fel faktorizalasra: ha ez utébbi ciklus
hossza t, akkor z,,4+ — z,,, mod p = 0, de nagy valdszintiséggel x,,++ — ., mod n #
0, azaz Tyt — Ty mod n faktorai kozott megjelenik p, és Inko-szamitassal onnan
kinyerhet6. Nem tudjuk, mennyi ¢, de rendre kiszamoljuk n és

Ty — Zo,T2 —T1,X3 — T1,T4 —X3,T5 —T3,Te — T3,L7 — T3,T8g — L7, T9g — T7,...

legnagyobb k6z6s osztdjat.
A gyakorlatban az f(x) = 22 + ¢ polinomokat hasznéljuk ¢ = 1 kezdéértékkel,

a ¢ > 1 egész szabadon vilaszthato paraméter.

(1) [Inicializélds.] Legyen x <— 1+ cmod n, ' + 1, k + 1, < 1. Az algoritmus
sordn x és ' az w9 mod n illetve az x;_; mod n mennyiségeket jelslik.

(2) [Osztot taldltunk?] Legyen d <« lnko(a’ — x,n). Ha d = 1, menjiink (3)-ra.
Egyébként az algoritmus véget ér, eredménye d. (Lehet, hogy d = n, ekkor az
algoritmus sikertelen.)
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(3) [Tovabblépés.] Legyen k «+— k — 1. Ha k = 0, legyen o’ < x, k + I, | + 2.
Legyen x <+ x2 4+ ¢ mod n, és menjiink vissza (2)-re.

Az algoritmus futdsideje heurisztikusan /p1 nagysiagrendii. Ha az Inko miivelet
lassi, akkor megtehetjiik, hogy mondjuk s darab 2’ — z kiilonbség szorzatédt dssze-
gyujtjilk modulo n, és csak a szorzat és n lnko-jat szamoljuk ki. Ezzel majdnem
semmit sem vesztiink, ha s nem til nagy. Ha még ennyit sem szeretiink veszi-
teni, vagy s-et szeretnénk nagyra valasztani, akkor ha a legnagyobb k6z6s o0sztd n,
hasznaljunk visszalépést. Megmutathaté az is, hogy kihagyhatjuk a (2) lépés, ha
kE>1/2.

2.10. Feladat. irjunk programot Pollard ¢ médszerére!
2.11. Fermat tétele. Ha p prim, és Inko(a,p) = 1, akkor a?~! mod p = 1.

A tétel egy sokkal altaldnosabb tétel specidlis esete. Jeldlje ¢(m) az m pozitiv
egészre azon 0 és m kozotti egészek szamat, amelyek relativ primek m-hez: ¢ az
Euler-fiiggvény.

2.12. Euler tétele. Ha Inko(a,m) = 1, akkor a®™ mod m = 1.

Bizonyitds. Legyen a;, i = 1,...¢(m) egy redukilt maradékrendszer. Ekkor
aa;, i =1,...¢6(m) is egy redukilt maradékrendszer. Innen

H(aai) = H a; (mod m),

K2

és kapjuk a tételt, mivel a jobb oldalon all6 szorzat relativ prim m-hez.

2.13. Kinai maradéktétel. Ha n,m > 0 relativ primek, akkor 0 < a < n,
0 < b < m esetén egyetlen olyan 0 < ¢ < nm létezik, amelyre cmodn = a és
cmod m = b.

Bizonyitas. Legfeljebb egy ilyen c létezhet, mert barmely kett6 kiilonbsége
oszthatd lenne nm-el. Az euklideszi algoritmus segitségével kaphatunk olyan 0 < z <
m és 0 < y < n szamokat, amelyekre nx — my = 1. Legyen ¢ = nzb — mya mod nm.

2.14. Feladat. Altaldnositsuk a kinai maradéktételt tobb modulus esetére.

2.15. Tétel. Az Euler-féle o fiiggvény multiplikativ, azaz ha n,m > 0 relativ
primek, akkor p(nm) = ¢(n)p(m).

Bizonyitds. A kinai maradéktételbdl kovetkezik.

2.16. Gyors hatvdnyozds. A balrél-jobbra bindris médszerrel a®-t O(lge)
szorzéssal szamolhatjuk ki (e € Nt). Az altaldnosabb 2™ alapi moédszert adjuk
meg. TetszOleges félcsoportban hasznélhatd. Jelolje b;(x) az 2° egyiitthatdjat
bindris kifejtésében.

(1) [Inicializalds.] Legyen n < [lg(e)|—1és P[i] +— a**' ha0 <i < 2™~'. Legyen

x4+ a.
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[Vége?] Ha n < 0, az eljards véget ért, az eredmény x.
(3) [Nulla bit?] Ha b,(e) = 0, legyen x < 22, n <— n — 1, és menjiink (2)-re.
[ 2

Egyest taldltunk.] Legyen ¢ < 0, j + 1, k + 0, 2 + 2% ésn + n — 1.
(Itt ¢ azt mutatja, hogy P[i]-vel kell majd szoroznunk, j, hogy milyen hosszi
bitsorozatot talaltunk, amely 1-el kezdddik és 1-re végzodik, k pedig, hogy ez
utan hény nulla bit 4ll.)

5)
6)
7)
)
)

Elég bit?] Ha n < 0, vagy k + j = m, menjiink (10)-re.

Nulla bit?] Ha b,(e) =0, legyen k < k 4+ 1, n < n — 1 és menjiink (5)-re.
Egyes bit.] Legyen k < k + 1 majd j < k + j és i < (2 + 1)2~F~1.

8
9
10) [Elég bit.] Legyen x <— xP[i].

11) [Elmaradt négyzetreemelések.] Amig k > 0 legyen x < 22 és k + k — 1.

(
(
(
(
( Vissza.] Legyen n < n — 1, és menjiink (5)-re.
(
(
(

[
[
[
[Elmaradt négyzetreemelések.] Amig k > 0 legyen z < 2% és k + k — 1.
[
[
[
[

12) [F6ciklus vége.] Menjiink (2)-re.

Az eljaras az atlagos esetekre kozel optimélis szamu szorzast (ideértve a négy-
zetreemeléseket is) haszndl, ha m ~ Iglge — 21glglge. Specidlis esetekre kevesebb
miivelet is elég lehet. A gyakorlatban m-et jéval kisebbre valasztjuk, mivel 2m~!
méreti tablat kell tarolnunk.

2.17. Feladat. frjunk programot hatvianyozasra!

2.18. Pollard p — 1 mddszere. Az alapgondolat a kovetkezs: Tegyiik fel,
hogy az n Gsszetett szdm valamelyik p primfaktorira p — 1 ,sima”, azaz csupa kis
primtényez6i vannak. Ekkor egy nem til nagy k-ra p — 1|k!l. Valamely 1 < a < n
alapra, amely relativ prim n-hez, a* — 1 oszthaté p-vel, de remélhetjiik, hogy n-
nel nem. Igy egy Inko miivelettel p kinyerhetd. A k!-ndl valamivel kisebb kitevd is
elegendd.

Az aldbbi algoritmus egy P[i], 0 < i < m tdblat haszndl, amely egy szigortan
monoton novekeds, 1-nél nagyobb természetes szamokbdl all6 sorozatot tartalmaz.
Nagy val6szinliséggel megtaldlja az n szdm egy p prim faktorat, amelyre p — 1 min-
den primtényezdje benne van a tabldban, és egyetlen primhatviny tényezéje sem
nagyobb, mint a B korldt. Az 1 < a < n alapot hasznilja.

(1) [Inicializalds.] Legyen i <— 0 és b < lg B.

(2) [Kész?] Ha i > m vagy lnko(a — 1,n) > 1, készen vagyunk, az eredmény
Inko(a — 1,n).

(3) [Kovetkezd prim.] Legyen p < PJi], e + |b/lgp], majd g + p%, i+ i+ 1.

(4) [Hatvinyozds.] Legyen a < a? mod n, és menjiink (2)-re.

2.19. Feladat. irjunk programot Pollard p — 1 médszerére!
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2.20. Pollard p — 1 médszere, masodik 1épcs6. Ha az el6z6 algoritmusban
nem csak Inko(a — 1, n)-et, hanem a-t is visszaadjuk, folytathatjuk az eljarast a P[],
m < i < M részére a tablazatnak. Feltessziik, hogy a keresett p primfaktorra p — 1
primtényez6i kozott csak egy szerepel a tabldzat ezen részébdl, és elsé hatvanyon.
Feltehetjiik, hogy a P[i], m < i < M szdmok mind paratlanok. Az algoritmus a
kovetkezo:

(1) [Inicializalds.] Legyen i < m + 1 és 2 < a”l"™ mod n. Legyen minden 1 < j <
N-re E[j] + a* mod n.

(2) [Kész?] Ha i > M vagy Inko(z — 1,n) > 1, készen vagyunk, az eredmény
Inko(x — 1,n).

(3) [Kovetkezd differencia.] Legyen d < P[i] — P[i — 1].

(4) [Megvan?] Ha d/2 < N, legyen = < xE[d/2], i + i + 1, és menjiink (2)-re.

(5) [Nincs meg.] Legyen = < za?, i < i + 1, és menjiink (2)-re.

Ennek a mddszernek egy lehetséges masik valtozata a kovetkezd: Valasszunk
egy S ,,sima” szdmot, amely < P[m], és tekintsiik a modulo S vett legkisebb pozitiv
ri,T2,...,7s redukdlt maradékokat. A H;:1($ —a~") mod n polinom a*® helyen
vett helyettesitési értéke, ahol a az els6 lépcsé kimenete, rendre minden olyan p
primmel oszthaté, amelyre p—1-nek egy primfaktora van i.S és (i+1).S kozott, a tobbi
pedig kisebb mint P[m] (és nem tiil sokszor szerepel). Igy egy Inko miivelettel van
remény, hogy p-t megkapjuk. Az eljardst megismételve i = 1,2,... | P[M]/S]-re,
a masodik 1épcsé egy tjabb valtozatat kapjuk. Ez akkor gazdasagos, ha a polinom
helyettesitési értékeit egyszerre tudjuk kiszamolni, ami Fourier-transzformaciéval
lehetséges. Késébb erre még visszatériink. A mdsodik 1épcsé mds gyorsitdsai is
ismeretesek, ldsd Crandall [13] konyvét, 3. fejezet, és az ott taldlhatd hivatkozadsokat.

2.21. Feladat. Irjunk programot Pollard p — 1 médszerének mésodik 1épcsd-
jére!

3. Egyszeri primtesztelési mdédszerek

Egy jol ismert kritérium arra, hogy egy szdm prim legyen, Wilson tétele: n
akkor és csak akkor prim, ha n | 1+ (n — 1)!. Sajnos, ez a kritérium a gyakorlatban
teljesen hasznalhatatlan, mert a faktoridlis fiiggvény nem szamithaté elég gyorsan.

3.1. Kérdés. A p primet Wilson-primnek nevezziik, ha nem csak p|1+ (p — 1)!
de p?|1 + (p — 1)!. Hany Wilson prim van?

3.2. Feladat. Irjunk egy egyszer(i programot Wilson-primek keresésére! (12 -
105-ig csak harom Wilson-prim van.)

3.3. Probléma. Irjunk egy hatékony programot Wilson-primek keresésére! Ve-
gyiik figyelembe a Crandall [13] kényvben leirtakat!



22 II. Alapvet6 algoritmusok

Nézziik a legegyszertibb hasznalhaté primtesztelési mddszert.

3.4. Fermat-teszt. Fermat tétele a kovetkezd tesztet adja: ha 1 < a < m
és a™ ! mod m # 1, akkor m Osszetett. Bar a teszt elég j6l miikodik, még akkor
is, ha csak egyszer, mondjuk a 3 alappal prébaljuk ki, ma mar alig hasznaljuk,
mert ugyanilyen gyors, de még jobb teszt is van. A Fermat-teszttel nem tudjuk
bebizonyitani, hogy m prim. Példaul, (228 — 9)/7 6sszetett, de d&tmegy a teszten az
a = 3 alappal. Egy m Osszetett szdmot, amely dtmegy a teszten az a alappal, szokés
az a alapra nézve alprimnek nevezni. Még olyan Gsszetett szamok, ugynevezett
Carmichel-szamok is vannak, amelyek minden olyan alapra nézve alprimek, amely
relativ prim hozzajuk. A legkisebb ilyen szam 561.

3.5. Feladat. frjunk programot a Fermat-tesztre! Az alap legyen bemené pa-
raméter.

3.6. Feladat. frjunk programot, amely egy vagy tobb adott alaphoz alprimeket
keres!

3.7. Feladat. frjunk programot, amely Carmichael-szamokat keres!

3.8. Lemma. Ha n egy pozitiv egész szam, akkor n = Zd‘n o(d).

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy egy 1 < = < d egész képe pontosan akkor
generélja Z/dZ-t, ha relativ prim d-hez. Ha d osztja n-et, akkor legyen Cy az egyetlen
d rendi részcsoportja Z/nZ-nek, és legyen ®, a Cy generdtorainak halmaza. Mivel
Z/nZ minden eleme valamelyik Cy-t generdlja, a Z/nZ csoport diszjunkt unidja a
&, halmazoknak, és igy — ha f jeloli az elemek szamat —

n=1(Z/n2) = 318 = 3 6(d)
d|n

d|n

3.9. Lemma. Legyen H egy véges csoport, a rendje legyen n. Tegyiik fel,
hogy minden d osztdjara n-nek, azon x € H-k halmaza, amelyekre % = 1, legfeljebb
d elemii. Ekkor H ciklikus.

Bizonyitas. Legyen d egy osztdja n-nek. Ha van x € H, amelynek a rendje d,
az x altal generdlt (r) = {1,z,... , 2%~ 1} részcsoport ciklikus d renddel; a feltevésiink
szerint minden y € H amelyre y® = 1, az (x) részcsoportban van. Specidlisan,
minden d rendii eleme H-nak generatora (z)-nek, és ¢(d) ilyen van. Igy d rendii
eleme H-nak 0 vagy ¢(d) van. Ha valamely d-re nulla lenne, az n = de o(d)
Osszefiiggésbol az kovetkezne, hogy H elemeinek szdma < n, ellentmondasban a
feltételiinkkel. Specialisan, 1étezik olyan x € H, amelynek rendje n és H megegyezik
a (z) ciklikus csoporttal.

3.10. Tétel. Ha p prim, akkor Z/pZ nem nulla elemeinek multiplikativ cso-
portja p — 1 rendii ciklikus csoport.

Bizonyitds. Az 2% = 1 egyenletnek, amelynek foka d, legfeljebb d gydke van a
Z/pZ testben, igy a tétel kovetkezik az el6z6 lemmabdl.
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3.11. Definicié. Ha a € Z, m > 1, Inko(a,m) = 1, és az 2> = a (mod m)
kongruencidnak van megoldasa, akkor azt mondjuk, hogy a kvadratikus maradék
modulo m, egyébként azt mondjuk, hogy a kvadratikus nemmaradék modulo m.

Legyen p pératlan prim. Az (a|p) vagy 4 Legendre-szimbdélumot a kivetkezOkép-

pen definidljuk: (a|p) = 0, ha pla, egyébként (a|p) = 1, ha a kvadratikus maradék
modulo p és (a|p) = —1, ha a kvadratikus nemmaradék modulo m.

3.12. Euler tétele. Minden p > 2 primre és 0 < x < p-re
2P=1/2 = (z|p)  (mod p).
Bizonyitds. Legyen g egy generatora (Z/nZ)*-nek. Mindkét oldal = 1, ha x
a g paros hatvanya, és = —1, ha x a g paratlan hatvanya.
3.13. Gauss lemmadja. Legyen p > 2 egy primszam, és a € Z gy hogy p fa.
Ekkor
(2) (S aifp)
p
tovabba (2|p) = (—1)®°~V/8  és ha 2 Ja, akkor
(9) — (—1)ZiZ " Lai/p)

b

Bizonyitds. A p; = (p—1)/2jeloléssel, ha 1 < i < py, akkor ia = g;r; (mod p),
ahol e, =£1és1<7; <pi. Az ri,...,1p, szamok paronként kiilonbozdek, és
{ 1, haida/pmodl1<1/2,
E; =
—1, haida/pmod1 >1/2.

Minden # € R-re z = |z] + (z mod 1), ahonnan 2z = 2|z| + 2(z mod 1). Innen
|22] = 2[z] 4 |2(z mod 1)|. Ezt alkalmazva x = ai/p-re,

Pl

(—1)Srhal2ai/p) = (L )T [2aimodn) | _ (_pyn

ahol p azon ¢ indexek szama, amelyekre ¢; = —1. Osszeszorozva az a,2a,...,p1a
szamokat,

pila? = (—=1)#p;!  (mod p),

ahonnan
AP = (—1)  (mod p),

azaz kapjuk az elsé allitast.
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Alkalmazva az elsé allitast egy paratlan a-ra,

()= (57 = (59) = ()57 = (5)

— (_1)Efi1 | (atp)i/p] _ (—1)Zitilai/p) () Zi%

= (—1)Ziilai/p) (1)@ -1)/8,

Innen egyrészt a = 1 helyettesitéssel (2p) = (—1)® ~D/8 mert ekkor |ai/p| =
|i/p|] = 0 minden i-re, masrészt, mivel ezt felhasznilva, minden a € Z esetén
(2alp) = (2|p)(alp) = (=1)®*=D/8(qa|p), kévetkezik pératlan a-ra, hogy

<9> (- 1) i),
P

3.14. Gauss kvadratikus reciprocitdsi torvénye. Ha p,q > 2 pdratlan
primszamok, akkor
<?_’> . <€> _ (L1)DlaD/,
q p

Bizonyitds. A p; = (p —1)/2, ¢1 = (¢ — 1)/2 jelolésekkel tekintsiik az azon
(pi, qj) parok P halmazét, amelyekre 1 < i < ¢ és 1 < j < p;. Nyilvan §(P) = p1¢1.
Mivel pi = qj lehetetlen, azon parok P, illetve P~ halmaza, amelyekre pi < qj,
illetve pi > qj, diszjunkt halmazokra vald felbontasa P-nek. Rogzitsiik j-t. Ekkor
lgj/p] darab i létezik, amelyre 1 < i < ¢j/p. Mivel 1 < j < p; és [gp1/p]| < q/2,
azt kapjuk, hogy §(P<) = 391, [pj/q]. Hasonléan §(Ps) = >-71, |qi/p]. A Gauss-

lemmat felhaszndlva,
p q
(_) = (=1)8F<), (_) = (—=1)8F>),
q p

(g) (1%) = (—1)HPOHP>) = (L1)5(P) = (1)@

3.15. Definicié. Az Euler-tétel primtesztként torténd hasznalatdhoz ki kell
terjeszteniink az (z|m) Legendre-szimbdlumot arra az esetre, amikor m tetsz6leges
paratlan természetes szam. Ez a kiterjesztés a Jacobi-szimbolum. Definiciéja: ha m
primfelbontdsa pips - - - pn, és x € Z, akkor legyen

(7)=11(;)

3.16. Tétel. Legyen m,n > 2 paratlan szam. Ekkor

igy

(1) hax =y (mod m) akkor (x|m) = (y|m);



3.8 Egyszert primtesztelési médszerek 25

(2) (z|m) - (ylm) = (zy|m);
(3) (—1fm) = (~1)(m=D/2;
(4) (2lm) = (~1)(m*=D/8;

(5) (nlm) - (m|n) = (~1)(m=D=1/4,

Bizonyitds. (1) és (2) bizonyitasa konnyti. Ha m prim, akkor (3) kozvetleniil
kovetkezik az Euler-kritériumbdl. Az altalanos eset kovetkezik ebbdl és a konnyen
belathaté

s—1 + t-1 = st—1 mod 2, ha t, s paratlanok
2 2 2
Osszefiiggésbél. (4)-et mar beldttuk, ha m prim. Az dltaldnos eset erre redukalhato
a konnyen bizonyithaté

21 2-1_ s -1
i A + A =2 3 mod 2 ha t, s paratlanok

Osszefiiggés segitségével. Végiil ha m,n > 2 primek, akkor (5) Gauss tétele. Az
dltaldnos eset ugyanigy redukilhaté erre az esetre, mint (3).

3.17. Példa.
(76]131) = (2]131) - (2[131) - (19|131) = (19]131)
= (131]19) - (=1)(131=DA9=D/1 — _(17]19)
—(19]17) - (=1)(19=DAT=1/4 — _(19]17)
—(2]17) = —(—-1)07 /8 = 1.

3.18. A Jacobi-szimbdélum kiszamitdsa. Az aldbbi algoritmus kiszdmitja
az (n|m) Jacobi szimbdlum értékét. Itt m > 1 pératlan szdm, n > 0 egész, és b;(x)
a 2' egyiitthatéja o binaris alakjaban.
(1) [Inicializdlds.] Legyen p < 0. (Az algoritmus sordn p az eldjelvaltasok paros-
saga.)
2
3
4

5

[Modularis redukcid.] Legyen n < n mod m.
[Nulla?] Ha n = 0, akkor az algoritmus véget ért, az eredmény nulla.

[n paros?] Ha by(n) = 1, menjiink (6)-ra.

(
(
(
(

~ — — ~—

[Osztés kettével.] Legyen p <— p @ by (m) @ ba(m) és n < n/2, majd menjiink
(4)-re
(6) [n=17] Han =1, az algoritmus véget ért, az eredmény 1 — 2p.
(7) [Reciprocitds.] Legyen p < p @ (b1(n) A bi(m)), m < n, és menjiink (2)-re.

A Jacobi szimbélum kiterjesztheté minden n,m € Z esetére. Az ezt szamold
altaldnosabb rutinnak a programja a fenti algoritmusra tamaszkodhat.

3.19. Feladat. Irjunk Maple demo programot (z|m) kiszdmolasira, ahol x
tetszdleges, m pedig pozitiv paratlan egész!
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3.20. Feladat. Hogyan miikddik a Maple ‘jacobi‘ nevii eljardsa?
3.21. Feladat. Hogyan miikddik a Maple ‘legendre‘ nevii eljarasa?

3.22. Soloway—Strassen-teszt. Az n szam prim voltat Euler tétele alapjan
teszteljiik: egy 1 < a < n szamra ellendrizziik, hogy

a" D2 = (aln) (mod n)

teljesiil-e. Soloway és Strassen megmutattik, hogy ha n Osszetett, akkor azon
1 < a < n alapok szdma, amelyekre a feltétel teljesiil, legfeljebb (n — 1)/2. Vé-
letlen a-kat valasztva, a teszt ismétlésével a hiba valészinliségét tetszoleges kicsire
csokkenthetjiik.

3.23. Feladat. Irjunk programot a Soloway—Strassen-tesztre!

3.24. Miller—Rabin-teszt. Egy adott n > 1 paratlan egészre, az algoritmus
megprébélja eldonteni, hogy n prim-e. Legyen n = 1+ 2¥¢ ahol ¢ pératlan, és a egy
egész, amelyre 1 < a < n.

(1) [Inicializdlas.] Legyen j < k és b < a? mod n.

(2) [Kész?] Ha j = k és b = 1, vagy ha b = n — 1, akkor mondjuk azt hogy ,n
valészinil prim”, és az algoritmus véget ért. Ha j < k és b = 1, akkor n tsszetett,
és az algoritmus véget ért.

(3) [j csokkentése.] Legyen j < j — 1. Ha j > 0, legyen b < b mod n és menjiink
vissza (2)-re.

(4) [Nem prim.] Az algoritmus véget ért, n Osszetett.

Az otlet az, hogy ha n = 1 4 2%q prim, és a? mod n # 1, akkor az
a?modn, a®**modn, ,a*?modn, ..., a®*% mod n

sorozatnak 1-re kell végzddnie, és az elso 1 el6tti tagnak n — 1-nek kell lenni, mivel
b?> = 1 (mod n) megoldésai csak b = £1 ha n prim, ugyanis (b — 1)(b + 1) az n
t6bbszorose kell legyen.

A legfontosabb tény ezzel az algoritmussal kapcsolatban, hogy ha n > 9 és
véletlen 1 < a < n alapot vdlasztunk, akkor az algoritmus kisebb mint 1/4 valdszi-
niiséggel téved. (A bizonyitast lasd példaul Knuth [24], 4.5.4, 22. feladat.) Ismételt
alkalmazaséaval tetszélegesen kis valdszintiséget elérhetiink. Az is megmutathatd,
hogy soha nem téved, ha a Soloway—Strassen-algoritmus nem hibdzik, igy anndl
er6sebb. (Lasd Knuth [24], 4.5.4, 23. feladat.)

A valdsziniiségi teszt nagyon ritkdn hibdzik. Az elsd Gsszetett szadm, amely
(hibdsan) a 2 alappal dtmegy a teszten 2047; amely még a 3 alappal is 1373 653;
amely még az 5 alappal is 25 326 001; amely még a 7 alappal is 118 670 087 467; amely
még a 11 alappal is 2152 302898 747; amely még a 13 alappal is 3474 789 660 383; és
amely még a 17 alappal is 341 550071 728 321.

3.25. Feladat. Irjunk programot a Miller-Rabin tesztre!
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3.26. Feladat. frjunk programot, amely a Miller-Rabin teszttel jé ikerprim
jelolteket keres!

3.27. Miller tétele. Ha az dltalanositott Riemann sejtés igaz, és n dsszetett,
de nem primhatvany, akkor van olyan a < 2(Inn)? alap, amellyel a Miller-Rabin
teszt felfedezi, hogy n Osszetett.

3.28. Feladat. Miller tétele alapjan irjunk egy determinisztikus primteszt prog-
ramot, feltételezve, hogy az altalanositott Riemann-sejtés igaz.

3.29. Lucas-teszt. Az n > 1 egész szam akkor és csak akkor prim, ha van
olyan a egész, amelyre ¢! mod n = 1, de minden p primre, amelyre p osztdja
n — 1-nek, a("~"/? mod n # 1.

Bizonyitas. Ha n prim, akkor a redukilt maradékosztalyok egy n — 1 rendii
ciklikus csoportot alkotnak, és ennek barmely a generdtora rendelkezik a fenti tu-
lajdonsaggal. Masrészt, ez a tulajdonsag azt jelenti, hogy a egy n — 1 rendi eleme
a redukalt maradékosztalyok multiplikativ csoportjanak, ami lehetetlen, ha n 6ssze-
tett, és a csoport rendje p(n) < n — 1.

A teszthez sziikségiink van n — 1 primfelbontdsara, amit dltaldban nehéz meg-
taldlni. Az a alap megtaldldsa altaldban nem okoz gondot, mert ha n prim, akkor
¢(n — 1) ilyen a van, és ¢(m)/m 4tlagértéke 6/72. Ez ugyan til optimista becslés
paros szamokra, de jelzi, hogy a megtaldldsa nem jelent nagy gondot. Kicsit gyor-
sithatunk, ha csak olyan a szdmokat haszndlunk, amelyekre (a|n) = —1, elészér azt
ellenérizziik, hogy a(™~1/2 mod n = n—1, majd a t&bbi p primtényezéjére n — 1-nek
azt, hogy a("~1/P) mod n #n — 1.

3.30. Feladat. frjunk programot a Lucas-tesztre!

A Lucas-teszt kiilondsen hasznos, ha n — 1 primtényez6s felbontasa trivialis.
Példaul ez a helyzet a Fermat-szamoknal.

3.31. Pépin-teszt. Jelslje F,, a 2°" + 1 Fermat szdmot. Ha m > 0, akkor
F,,, akkor és csak akkor prim, ha 3(Fm=1/2 = —1 (mod F,,).

Bizonyitas. Mivel az egyetlen prim, ami F;,, —1-et osztja a 2, ha az egyenlOség
teljesiil, akkor F,, prim. Csak azt kell megmutatnunk, hogy ha F,, prim, akkor az
egyenldség teljesiil. Tudjuk, hogy 22 kongruens 1 modulo 3. Mivel 2™ tobbszorose
2-nek, F,, = 2 (mod 3). A (3|F},,) Legendre-szimbdlumot a kvadratikus reciproci-
tds tétele segitségével szamithatjuk ki: (3|F,,) = (Fin|3) = (2]3) = —1, igy Euler
tételébdl kovetkezik az allitas.

3.32. Feladat. frjunk programot a Pepin-tesztre!

A Lucas-teszt két irdnyban is tovabbfejleszthetd. A egyik, hogy nem sziikséges
n — 1 teljes felbontasat ismerniink (Pocklington), a mésik, hogy az a alap fiigghet
p-t6l (Lehmer).
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3.33. Pocklington—Lehmer-teszt. Legyenn > 1 egy egész szdm ésn —1 =
fu, ahol Inko(f,u) = 1. Tegyiik fel, hogy minden p primosztéjdhoz f-nek van olyan
ap egész, amelyre a7~' modn = 1 és Inko(al"™"/? — 1,n) = 1. Ekkor minden d
osztdjdra n-nek d mod f =1 és ha f > /n, akkor n prim.

Bizonyitas. Legyen g egy primosztéja d-nek. Ekkor ag’l =1 (mod q), mivel
a, relativ prim n-hez, igy ¢-hoz is. Mésrészt, mivel lnko(al(,nfl)/p —1,n) =1, azt
kapjuk, hogy a}(,n_l)/p # 1 (mod ¢). Ha e a pontos rendje a,-nek modulo ¢, ez azt
jelenti, hogy elg — 1, e J(n — 1)/p, de e|n — 1. Ha most p® a legmagasabb hatvdnya
p-nek, amely osztja n — 1-et, akkor p*|e|q — 1, mutatva, hogy ¢ =1 (mod p®). Mivel
ez f minden primosztdjara teljesiil, a kinai maradéktétel alapjan azt kapjuk, hogy
g=1 (mod f). Most, mivel ez d minden ¢ primosztdjara teljesiil, azt kapjuk, hogy
d-re is teljesiil. Végiil, ha f > \/n, akkor ez azt jelenti, hogy n-nek nincs primosztdja,
amely < \/n, azaz n prim.

3.34. Feladat. frjunk programot a Pocklington—Lehmer tesztre!

3.35. Feladat. Irjunk programot hk™ + 1 alakd szémok primtesztelésére, ahol
h,k,m ,kicsik”.

3.36. Proth-teszt. Ha n = h2™ + 1, ahol h pdratlan természetes szam,
h < 2™, és létezik olyan a € Z, hogy a"~1/?> = —1 (mod n), akkor n prim.

Bizonyitdas. Alkalmazzuk a Pocklington—Lehmer-tesztet f = 2™-mel. Ha 2™ <
V/n lenne, akkor h2™ +1 < 2™(2™ — 1) 4+ 1 < 2*™ < p, ellentmondést kapnénk.

3.37. Feladat. Irjunk programot a Proth-tesztre!

Ha n — 1 primosztéit probaosztassal kerestiik, akkor melléktermékként egy b
korlatot kapunk, amelynél az n — 1 még faktorizalatlan részének csak nagyobb pri-
moszt6l vannak. Ez lehetové teszi az elobbi allitds élesitését.

3.38. Tétel. Legyenn > 1 egy egész szam ésn—1 = fu, ahollnko(f,u) =1 és
u minden primosztdja nagyobb mint b, tovibbd bf > /n. Tegyiik fel, hogy minden p
primosztdjéhoz f-nek van olyan a, egész, amelyre a)~' mod n = 1és lnko(a,(gn_l)/pf
1,n) = 1, tovdbbd van olyan a, amelyre a” ' modn = 1 és Inko(al — 1,n) = 1.
Ekkor n prim.

Bizonyitas. Legyen ¢ egy primosztdja n-nek. Ugyanigy, mint az el6z6 bizo-
nyitdsban, kapjuk, hogy ¢ =1 (mod f). Ha e az a, pontos rendje modulo ¢, akkor
el¢g—1,e Jf =(n—1)/ude eln — 1. Most g = Inko(e, u)-ra g = 1 nem teljesiilhet,
mivel ekkor e|n—1 = fu miatt azt kapndnk, hogy e|f, ellentmondasban feltevésiink-
kel. Innen g > 1, és mivel u minden primfaktora nagyobb, mint b, azt kapjuk, hogy
g > b. Végiil, mivel Inko(f,u) = 1,a¢=1 (mod e) és ¢ =1 (mod f) feltételekbdl
azt kapjuk, hogy ¢ =1 (mod fg). Innen ¢ > bf > /n, mutatva, hogy n prim.

3.39. Feladat. frjunk programot, amely n prim voltat teszteli, ha n — 1 = fu,

az f faktorai adottak, és adott egy b korlat ugy, hogy w-nak nincs b-nél kisebb
primtényezdje, valamint fb > \/n.
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4. Lucas-sorozatok

4.1. Definicié. Legyenek a és b az egész egyiitthatds
M —-PA\+Q=0

ugynevezett karakterisztikus egyenlet gyokei, a # b, és az U, V,, sorozatokat defini-
aljuk az
a™ —b"
U, =—, V,=a"+ 0", n > 0.
a—>b
Osszefiiggésekkel. Ezek az ugynevezett Lucas-sorozatok. Vegyiik észre, hogy ha a-t
és b-t felcseréljiik, akkor Uy, V,, nem véiltoznak.

4.2. Megjegyzés. A fenti jelolésekkel, Uy =0, U; =1, Vj =2, V3 = P, és ha
m > n, akkor
Um+n = UmVn - QnUm—n;

Vm+n = van - anmfn

Ha n = 1, egy rekurziés formulat kapunk, amibdl latszik, hogy U,,, V,, egészek.
Tovabba D = P? — 4(Q jeloléssel

2Up4m = UnVin + U Vi,
2WVotm = Vi, Vi + DU, U,
Vo + UnVD =2'""(P + VD)™
4.3. Példa. \>—~\—1=0, a,b = (1++/5)/2, az aranymetszés ardnya. P = 1,
Q = —1, U,, a Fibonacci-sorozat.
4.4. Rekurzié szamolashoz. Az
Usp = U, Vy,
Vo = V2 = 2Q",
Usng1 = Unp1 Vo — Q",
Vant1 = Va1V — PQ",

Osszefiiggéseket felhasznélva, U, V,, kiszdmitasa nagy n indexekre is gyors. Példa:
F100 a Fibonacci-sorozatbdl. Kiszamitandd U100, U50, ‘/50, U25, ‘/25, U13, ‘/13, U12,
Vie, Uz, Vi, Us, Vi, Us, Vi, Us, V3, Uy, Vo. Més megfogalmazas: a

Um+1 Vm+1 _ P *Q Um Vm
Um Vm a 1 0 Umfl mel
Osszefiiggésbdl azt kapjuk, hogy
Unsi V) _ (P =Q\" (Ui W
Un Vin 1 0 Uy Vo)~
4.5. Feladat. frjunk programot, amely nagy n-re kiszdmolja egy Lucas-sorozat
U,, V, tagjait!



30 II. Alapvet6 algoritmusok

4.6. Megjegyzés. A Lucas-sorozatok tagjainak oszthatdsigit tanulméanyozva
primtesztekhez juthatunk. Az altaldnos eset tanulményozdsa sok kényvben megta-
lalhato, lasd példaul Bressoud konyvét. Szamunkra elegend6 lesz a @ = 1 specidlis
esethez tartozé Lucas-sorozatok tanulmanyozasa.

4.7. Definicié. Tegyiik fel, hogy D mod 4 vagy 0, vagy 1, az n pozitiv egész
szadm, amely relativ prim 2D-hez, és tekintsiik az Osszes (a,b), 0 < a,b < n parok
L(D,n) halmazat, amelyekre a> — b*D =4 (mod n). Ha (a’,¥'), (a”, V") € L(D,n),
definidljuk az (a,b) = (a’,0)(a”, V") szorzatukat az

1
o= %(a’a” + ¥ D) mod n,

1
b= %(a’b” +¥a") mod n,

Osszefiiggéssel. Nem nehéz belatni, hogy az igy definidlt szorzas nem vezet ki
L(D,n)-b6l, kommutativ, asszociativ, a (2,0) par egységelem, és az (a,b) par inverze
az (a, —b) par. fgy L(D,n) Abel-csoport. Konnyii kiszdmolni, hogy az (n — 2,0)
par négyzete az egységelem. Ha n prim, akkor csak ennek és az egységelemnek a
négyzete az egységelem. Hasonldan, ha a = 0, akkor az (a, b) par négyzete (n—2,0).
Ha n prim, akkor az a = 0 feltétel sziikséges is ahhoz, hogy az (a,b) par négyzete
(n —2,0) legyen.

Vegyiik észre, hogy szoros kapcsolat van a P és (Q = 1 paraméterekhez tarto-
z6 Lucas-sorozattal: Teljes indukciéval azonnal kivetkezik, hogy az (ag,br), ar =
Vi mod n, by, = U, mod n parok L(D, n)-ben vannak, és az (ay, by) parnak az (a;, b;)
parral vett szorzata az (ag4i,bg+1) PAT.

4.8. Tétel. Az el6z6 definicid jeloléseivel, ha n pdratlan prim, D > 1, n)D,
akkor L(D,n) elemeinek szdma n — (D|n).

Az is megmutathatd, hogy a tétel feltételei mellett L(D,n) ciklikus.

Bizonyitds. Azon (a,b) parok szamat keressiik, amelyekre a?—b?D mod n = 4.
Ha b = 0, akkor két megoldds van, a = £2. Ha b # 0, akkor a kongruencia a

D=(ab"' =207 (ab™' +2b71)

kongruenciaval ekvivalens. Ez azt mutatja, hogy kolcsonosen egyértelmi megfelel-
tetés van az (a,b), b # 0 megolddsparok és az olyan (r,s), 0 < r,s < n, r # s parok
kozott, amelyekre rs = D. fgy ha (D|n) = —1, akkor minden 0 < r < n-hez van egy
s, amellyel megoldast kapunk, egyébként kett6héz nincs.

4.9. Feladat. frjunk programot az n szdm prim voltanak bizonyitdsara, ha
ismerjiik n + 1 primfelbontasat! Prébaljunk ki minden Lucas-sorozatot, amelynek P
paramétere egy adott hatar alatt van, Q paramétere pedig 1.
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4.10. Lucas-tipusi teszt. Legyen n > 1 egy paratlan egész szam ésn+ 1 =
fu, Inko(f,u) = 1. Tegyiik fel, hogy van olyan P és (Q = 1 paraméterekkel generalt
Lucas-sorozat, amelyre Inko(D,n) =1, (D|n) = -1,

Vox1 =2, Upr1 =0 (mod n),
és minden p primosztéjahoz f-nek
lnkO(V(n_H)/p - 2, U(n+1)/p, TL) =1.

Ekkor minden d osztéjdra n-nek d = +1 (mod f) és ha f > /n + 2, akkor n prim.

Bizonyitas. Legyen ¢ egy primosztdja d-nek. Legyen e a pontos rendje a
(P mod n,1) pdrnak az L(D,q) csoportban. Tudjuk, hogy e|g — (D|q). Feltéte-
leinkbél a (P,1) par n + 1-edik hatvdnya L(D,q)-ban (2,0), azaz e|n + 1, de az
(n + 1)/p-edik hatviny L(D,q)-ban nem (2,0), azaz e |[/(n + 1)/p. Ebbél ha p* a
legmagasabb hatvinya p-nek, amely osztja f-et, azt kapjuk, hogy p®|elqg — (D|q),
mutatva, hogy ¢ = (Dlg) (mod p®). Mivel ez f minden primosztdjira teljesiil, a
kinai maradéktétel alapjian azt kapjuk, hogy ¢ = (D|q) (mod f). Most, mivel ez n
minden ¢ primosztdjara teljesiil, azt kapjuk, hogy egy tetszéleges d osztdjara n-nek
d = £1 (mod f). Végiil, ha f > \/n + 2, akkor ez azt jelenti, hogy d > /n, azaz
n-nek nincs primosztdja, amely < \/n, tehdt n prim.

4.11. Feladat. frjunk programot az n szdm prim voltanak bizonyitasara, ha
ismerjiik n+ 1 primfelbontdsdnak egy részét! Prébaljunk ki minden Lucas-sorozatot,
amelyre |P| egy adott hatdr alatt van, és Q = 1.

4.12. Feladat. frjunk programot az n = h2™ — 1 szdm prim voltanak bizonyi-
tasara, ha h paratlan és h < 2. Prébaljunk ki minden Lucas sorozatot, amelynek
P paramétere egy adott hatar alatt van, ) paramétere pedig 1.

4.13. Szamtestek. Algebrai szam alatt olyan komplex szamot értiink, amely
gyoke valamely raciondlis egyiitthatdés nem nulla polinomnak. A polinomot mindig
valaszthatjuk normalt, azaz 1 féegyiitthatés polinomnak, vagy egész egyiitthatds
polinomnak. Ha «a egy algebrai szam, akkor megmutathatd, hogy azon normalt raci-
ondlis egyiitthatos polinomok kozott, amelyeknek gyoke, pontosan egy irreducibilis
létezik. Ezt nevezziik az o minimalpolinomjanak, és ennek fokszaméat az o fokdanak.
Ha o minimdlpolinomja egész egyiitthatos, akkor a-t algebrai egésznek nevezziik.
Koénnyt 1atni, hogy az elséfoki algebrai szdmok pontosan a raciondlis szamok, az
elsofoku algebrai egészek pedig a raciondlis egészek. Megmutathatd, hogy az algeb-
rai szamok testet alkotnak, az algebrai egészek pedig gytirtit. Az algebrai szdmok
testének egy résztestét algebrai szamtestnek nevezziik. Példaul ha « algebrai szam,
az Osszes f(«)/g(«) alaki szdmok, ahol f és g raciondlis egyiitthatés polinomok,
g(«) # 0 egy algebrai szdmtestet alkotnak. Kénnyt latni, hogy ez a komplex szamok
legsziikebb részteste, amely tartalmazza Q-t és «. Szokésos jelolése Q(a). Megmu-
tathat6, hogy Q(a) elemei egyértelmfien allithatdk elé 7o + ria + -+ + 1, 1"t
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alakban, ahol n az « foka, az rg, ... ,r,_1 egyiitthatok pedig raciondlisak. Ha p az «
minimélpolinomja, akkor p tobbi gyokeit az « konjugaltjainak nevezziik. Ezek nem
feltétleniil vannak Q(a)-ban, példdul z3 — 2 esetén ez nem teljesiil. A minimalpoli-
nom 6sszes gyokeinek szorzatdt N (a)-val jeloljiik, és o normdjanak nevezziik. Nem
nehéz megmutatni, hogy ha «, 8 algebrai szdmok, akkor N(af) = N(a)N(f).

Bérmely algebrai szamtest algebrai egészei gytiriit alkotnak. Oszthatdsagi kér-
dések, kongruencidk ebben a gytiriiben értendék. Megmutathatd, hogy egy « algeb-
rai egész pontosan akkor egység, ha N(a) = +1. A Q(v/D) alaki szamtesteket, ahol
D # 0,1 egy négyzetmentes egész, kvadratikus szamtesteknek nevezziik. Barmely «
mésodrendii algebrai szamra Q(«) egy kvadratikus szdmtest.

4.14. Tétel. Azr + sVD, r,s € Q mdsodrendii algebrai szdm norméja r> —
Ds?. A Q(v/D) egészei, ahol D # 0,1 négyzetmentes,
r+svVD, haD=2 vagy D =3 (mod 4),

-1++vD
s— T
2 )

ahol r és s racionalis egészek.

T+ ha D=1 (mod 4),

4.15. Riesel-teszt. Tegyiik fel, hogy n = h2™ — 1, ahol h egy paratlan
természetes szdm, m > 2 és h < 2™. Legyen a egy egység Q(v/D)-ben, amelyre
valamely k,l,r € 7 egészekkel

k+1vD)? D k> —I2D
a = M ahol r=|k>—1?D|, (_) =—1 é ——— (I) =-1.
n

r

Ekkor n akkor és csak akkor prim, ha v,,_» modn = 0, ahol vy = vZ_| — 2 és
Vg = al + a= "

Bizonyitas. Nyilvdn N(a) = 1. Tegyiik fel, hogy n prim. Tekintsiik a P = a+
a~', Q = aa~! = 1 paraméterekhez tartozé Lucas sorozatot. [D nem a (P, Q) parhoz
tartozé diszkrimindns!] Ekkor vy, 2 = V(nq1)/1. Szédmoljuk ki Vi, 41)/2 mod n-et.

Mivel
(k + VD) p(nt1)/2
Vint1y/2 = r(n+1)/2 (k + l\/l_))"'H
_ (k+1/D)"t  (k—1VD)"t?
a r(n+1)/2 r(n+1)/2 ’

azt kapjuk, hogy

(n+1)/2
V=2 3 (") DR 2202 - 2D) mod )
7=0

Mivel r(*+1)/2 = p(n=1)/2p = p(r|n) (mod n), a tétel feltételei miatt kapjuk, hogy
Vin+1)2 = —2 (mod n). Innen az L(P? — 4,n) csoport tulajdonsigai miatt kivet-
kezik, hogy csak V(,;1)/4 mod n = 0 lehetséges.
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A maésik irdnyhoz vegyiik észre, hogy az L(P? — 4,n) csoport tulajdonsigai-
bél, ha Vi, 11)/4 mod n = 0, akkor Vi, 41)2 = —2 (mod n) és V11 = 2 (mod n),
igy a Lucas tipusui teszt alapjan kovetkezik, hogy n barmely d osztéjara d = +1
(mod 2™). Igy n legkisebb lehetséges primfaktora 2™ — 1. Mivel n nem négyzetszam,
hiszen n mod 4 = 3, ha n 6sszetett lenne, azt kapnank, hogy n > (2™ —1)(2m+1) =
22m _ 1 > h2™ — 1 = n, ellentmondés.

4.16. Kovetkezmény. Ha h paratlan, m > 2 és h < 2™, tovabbd sem n =
h2™ —1, sem h nem oszthaté 3-mal, akkor n pontosan akkor prim, ha v,,_» mod n =
0 ahol v, =v2 | —2 ésvo = (24 V3)" + (2 — V3)".

Bizonyitas. Az

a=2+x/§=%€@(\/§)

egységet hasznalhatjuk a tételben, mivel

(B)=()- & E2H-F(2)-

4.17. Feladat. frjunk programot, amely Lucas-sorozatok segitségével kisza-
molja a” + a~" értékét, ahol a € Q(v/D) egy egység, amelynek norméja 1.

4.18. Feladat. irjunk programot, amely n = h2™ — 1 primtesztelését végzi,
ahol h paratlan és nem oszthaté 3-mal! Hasznalhaté-e ez a teszt ikerprimek keresé-
sére?

4.19. Feladat. Irjunk programot a Riesel-tesztre, ha az a egység Q(v/D)-ben
a sziikséges tulajdonsiagokkal adott!

4.20. Feladat. Irjunk programot, amely (k +1v/D)?/r alakii egységeket keres
Q(v/D)-ben, ahol k, I és r kis egészek tigy, hogy |r| = |k* — I>D].

4.21. Lucas—Lehmer-teszt a Mersenne-szamokra. Ha m > 2 pdratlan,
akkor M,, = 2™ — 1 akkor és csak akkor prim, ha v,,_» mod M,, = 0, ahol vy =

2 4 —
vi_, —2ésvg=4.

Bizonyitas. Az el6z6 tesztbdl h = 1 esetén kapjuk a Lucas—Lehmer-tesztet,
mert ekkor v = (2 +V/3) + (2 —V/3) = 4.

4.22. Feladat. frjunk programot a Lucas—Lehmer-tesztre!

4.23. Valdszinliségi teszt. Tekintsiik a P és a (Q = 1 paraméterekhez tartozé
Lucas-sorozatot, ahol D = P? — 4. Legyen n > 0 természetes szam, és tegyiik fel,
hogy Inko(n,2D) = 1. Ha n — (D|n) = ¢2™, és n prim, akkor a

Vgmodn, Vyymodn, ... Vomgmodn

sorozat 2-re végzddik, és hatulrdl az els6 nem kettes n — 2 kell legyen. FErre egy
valészintliségi teszt alapozhato.
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4.24. Feladat. Hogyan dolgozik a Maple ‘isprime‘ eljardsa?

4.25. Williams p + 1-médszere. Lucas-sorozatokat hasznélva, egy, Pollard
p — 1 mddszerével analég faktorizalasi mddszert, adhatunk, amely akkor hasznos,
ha p 4+ 1 ,sima”. Ez Williams p + 1-mddszere, amely azon alapul, hogy ha V; egy
Lucas-sorozat @@ = 1 és P paraméterekkel, p egy prim, amelyre (D|p) = —1 és m
egy pozitiv szam, akkor

Vm(p+1) =2 (mod p).

Legyen n egy faktorizdlandé egész, és szamoljuk ki Q = 1-re és valamely P-re a
Vit mod n értéket. Ha valamely p primfaktorara n-nek (D|p) = —1 és p+ 1|k!, akkor
Vii — 2 oszthatd p-vel. J6 esélyiink van ra, hogy Vi — 2 nem oszthatd n-el, igy
Inko(Vi — 2,n) egy nem trividlis osztéja n-nek. A gyakorlatban nem tudjuk, hogy
(D|p) = —1 teljesiil-e, de 50% esélyiink van erre, igy jobb tobb kiilsnbzé P értéket
kiprébalni.

Ha ki tudjuk Vii-t V(_1)1-bdl szamolni, akkor a fenti médszert még egyszertibb
alkalmazni. Ez lehetséges, az aldbbi lemma szerint:

4.26. Lemma. Legyenek Uy(P) és Vi (P) a@Q =1 és P # 42 paraméterekhez
tartozo Lucas sorozat tagjai. Ekkor

Uk (P) = U (P)Upn (Vi.(P)),
Vink (P) = Vi (Vi (P)).

Bizonyitds. Legyen P’ = Vi (P) és Q' = 1,ekkora D = P2—4és D' = P?—4
jelolésekkel
D' = DUx(P)*.
Ebbdl
— 217m(217k(P + \/B)k)m
= 21" (V3. (P) + Uy(P)VD)™
— 21—m(Pl + \/ﬁ)m

= Viu(P') + Un(P WD’
= Vi (P') + Upn (P Ui (P)VD.

Mivel D nem lehet teljes négyzet, kapjuk a lemma &llitasat.

4.27. Feladat. frjunk programot Williams p + 1-médszerére!
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5. Alkalmazasok

5.1. Fermat-szamok. Ha 2" + 1 prim, akkor n = 2", mert
2q2m +1= (22m + 1) (22’"(11—1) _ 22m(q—2) 4ot 20)_

Ha m > 2, akkor F,, = 22" + 1 minden ¢ primosztéja k212 + 1 alakd, mert 22" =
—1 (mod q), valamint 2971 =1 (mod q), igy 2™+ | ¢ — 1, tehdt ¢ = h2™+! + 1, de

2
2la=1)/2 = (-) = (-1 "D/ =1 (modgq), ham>2,
q

innen 2™*! | (¢ — 1)/2, azaz q = k2m+2 4+ 1.

Ennek az észrevételnek az alapjan kereshetjitkk Fermat-szamok osztéit, kis k
értékekre ismételt négyzetreemeléssel kiszamolva 22" mod ¢ értékét. Nagyon sok
Fermat-szamnak ismert osztéja. Ha nem taldlunk kis k-t, amelyre g osztdja F,-
nek, akkor primtesztelést a Pépin-teszttel végezhetiink. A teszt futdsideje a modulo
F,, végzett négyzetreemelés sebességén muilik.

Ham =0,1,2,3,4, akkor F,,, prim. Ha m = 5,6,7,8,9,10,11, akkor F,, teljes
primfelbontdsat ismerjitk. Ha m = 20,22, akkor tudjuk, hogy F, Osszetett, de
nem ismerjiik osztdjat. Fss a legkisebb Fermat-szam, amelyrol nem tudjuk, hogy
Osszetett-e?

5.2. Feladat. irjunk programot Fermat-szdmok osztéinak keresésére!
5.3. Feladat. Hogyan mikodik a Maple ‘fermat‘ nevii eljarasa?

5.4. Mersenne-szamok. Legyen M, = 2P — 1. Ha p Osszetett, akkor M,
Osszetett, mert

QuU _ 1 — (2u _ 1) (2’[1.(7171) + 2’[1.(7172) 4+t 20)

Ha ¢ prim, és ¢ | 2P — 1, akkor ¢ pératlan, és mivel 2 = 1 (mod ¢), a 2 rendje
modulé g megegyezik p-vel, gy 2971 =1 (mod ¢) miatt p | ¢ — 1, de ¢ — 1 péros, igy
pl(q —1)/2, azaz ¢ = 2kp + 1. Mivel

2
1 =29(-1)/2 — (E) = (—1)(‘12*1)/8 (mod q),

azt kapjuk, hogy ¢ = £1 (mod 8). Innen k = 0 vagy k = —p (mod 4).

Mersenne-primek kereséséhez adott p-re szitalassal a 2kp+1 alaki szdmok koziil
kiszlirjiik azokat, amelyeknek van kis primosztéjuk. A maradék q = 2kp+1 értékekre
kiszdmoljuk 27 mod g értékét. Ha igy nem taldlunk osztéjat Mp-nek, akkor a Lucas—
Lehmer-teszttel teszteljiik. A teszt futdsideje a modulo M, végzett négyzetreemelés
sebességén mulik.
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A legnagyobb ismert prim egy rovid idészakot kivéve mindig Mersenne-prim
volt. Tudjuk, hogy M, prim, ha

p=2,3,5,7,13,17,19, 31,61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281,
3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497,
86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787,
1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917,

és eddig a hatdrig més kitevére M, nem prim. A jelenleg ismert legnagyobb prim
243112609 _ 1 A Kkeresés PC szamitégépekkel folyik, tobb tizezer résztvevével.

5.5. Feladat. frjunk egy ,elOteszteld” eljarast, amely Mersenne-szamok kis
0szt6it, keresi!

5.6. Feladat. Hogyan miikddik a Maple ‘mersenne‘ nevii eljirasa?

5.7. Az n = h2™ £ 1 alakid primek. Az egyetlen szam, amely a legnagyobb
ismert prim volt egy darabig, és nem Mersenne prim, h2"* —1 alaku. Célszerii h-t egy
szamtani sorozatbdl vilasztani, szitdlassal kisziirni azokat a h értékeket, amelyekre
n-nek van kis primosztdja, és a maradékot tesztelni. Keresésre célszerti a Miller—
Rabin-tesztet hasznalni. Ha igy taldlunk egy valészinti primet, akkor az a +1 esetben
a Proth-teszttel, a —1 esetben a Riesel-teszttel vizsgalhato.

5.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy (1 + v/5)?/4 egység Q(v/5)-ben! Milyen
h, m parok esetén teszi ez lehetové h2™ — 1 primtesztelését?

5.9. Feladat. frjunk programot, amely az eléz6 feladat eredményei alapjan
nagy primeket keres!

5.10. Ikerprimek. Célszertien h2™ + 1 alakban keresiink ikerprimet. Itt a
szitalas lényegesebb, mint ha csak primet keresiink. Egyébként gy jarunk el, mint
az el6z6 pontban.

5.11. Feladat. Felhasznalva, hogy (1++/5)2 /4 egység Q(+/5)-ben, milyen h, m
parokra hasznalhatjuk a Riesel-tesztet h2™ + 1 alakd ikerprimek keresésére?

5.12. Feladat. Irjunk programot nagy ikerprimek keresésére az el6z6 feladat
eredményeit felhasznélva.

5.13. Sophie Germain primek. Ez definicié szerint azt jelenti, hogy n és
2n+1is prim. Célszerti n = h2™ — 1 alakban keresni; n és 2n + 1 is a Riesel-teszttel
tesztelhetd.

5.14. Ikerprim, amely Sophie Germain prim is. Célszerii n = h2™ — 1
alakban keresni. Az n és 2n + 1 a Riesel-teszttel, n + 2 pedig a Proth-teszttel tesz-
telhets. Itt a szitalas hatékonysaga még fontosabb, mint az el6z6 két problémanal.
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5.15. Az n? +1 és n* + 1 alaki primek. Legyen n = h2™ + 1. A szitaldshoz
nem 4rt tudni, hogy ha ¢ paratlan prim, amely osztja n’+1-et, akkor ¢ = 1 (mod 4),
mert n?> = —1 (mod ¢) miatt 1 = (—1|¢) = (—1)(¢~Y/2. Hasonléan, ha ¢ egy
paratlan primosztéja n +1-nek, akkor ¢ = 1 (mod 8), mert n* = —1 (mod ¢) miatt,
ha g egy generétora a (Z/qZ)* ciklikus csoportnak, akkor n = g*-ra ¢** = —1, és
igy ¢®* =1 (mod ¢), amibél 8k = I(q — 1), ahol 1 <1 < 7, és | nem lehet péros.

5.16. Egyéb specidlis primek. Az eddig targyalt tesztekkel megoldhaté n!+
1,n2"+1, (J] + 1, és még sok mads specidlis alakd szadm primtesztelése.

5.17. Kadtai egy problémaja. Katai Imre egy problémédja az alabbi kérdésre
vezet: Igaz-e minden (vagy legaldbbis minden elég nagy) p paratlan primre, hogy
kp — 1 prim valamely k < p-re? Az eredeti probléma megoldasihoz ezt kellene
megmutatni p < 105%9-ra.

peP,p<x p)

Bar, mint a fenti példdk mutatjik, az eddig tanult algoritmusok specidlis alaki
szamok prim voltanak bizonyitasara alkalmasak, faktorizdldsra és véletlenszeriien
valasztott szam prim voltdnak bizonyitisara csak korldtozottan alkalmazhaték. Az
alabbi példa Knuth kényvébdl szarmazik.

5.18. Példa. Tegyiik fel, hogy a 22!* + 1 szdmot szeretnénk faktorizalni. Egy
polinom azonossagbol

2214 + 1= (2107 _ 254 + 1)(2107 + 254 + 1)
Prébaosztassal
2107 _ 25 4 1 = 5.857 - ny,
ahol ng 30 jegyti, és 3"°~! mod ng = 1. Prébaosztassal
no—1=22.19-107-353 - n4,
ahol n; 23 jegyti, és 3™~ mod n; # 1. Tovabb faktorizdlva, n; = 91813ns, ahol ns
18 jegyti és 327! mod ny = 1. Prébaosztassal
ne —1=2%.3%.547 - ng,
ahol n3 13 jegyfi, és 3”3~ ! mod n3 # 1. Tovabb faktorizdlva, nz = 1103n4, ahol
ng = 1653701519, és 3"+~! mod ny = 1. Végiil
ng—1=2-7-19-23.137-1973.

Most a Lucas-test, vagy Pocklington-Lehmer teszt segitségével bebizonyithatjuk,
hogy n4, ns és ng primek.

A maésik faktorral nem ilyen konnyti elbanni. ns = 2'°7 + 254 4 1-nek nincs kis

primosztéja, de 3"~ mod ns # 1. Pollard ¢ médszerével ns = 843589ng, ahol ng
27 jegyt, és 3"~ mod ng # 1. Az

ng = 81749124 77117 - 2352 85691 04401

felbontast példaul Pollard p — 1 mddszerének masodik 1épcsdje képes megtaldlni,
mert az elsé faktor 1 +2%-52.67-107 - 199 - 41231.
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5.19. Feladat. Végezziik el e fent leirt szdmitdsokat: faktorizaljuk 2214 + 1-et!

5.20. Primszamkdédolas. Keressiink a valdsziniiségi teszttel két ,nagy” p,q
primet (példaul 140-160 jegyleket), és legyen n = pq. Ekkor

e(n)={p-1(¢-1).
Vélasszunk olyan véletlen 1 < e, d < ¢(n) exponenseket, amelyekre
ed=1 (mod p(n)).

Ha 1 < m < n egy lizenet, akkor ¢ = m® mod n hasznalhaté, mint az {izenet
rejtjelzett formaja. Ebbél az iizenet visszakaphaté: m = c¢? mod n, hiszen (m€)? =
m (mod p) és (m®)? =m (mod ¢). Az n és e értékek nyilvanossigra is hozhatok.

A séma felhasznalhaté digitalis alafrasra is: Aliz az m, m? mod n, part kiildi
el Bobnak (a mésodik szdm az aldirés), célszertien Bob kulcsdval rejtjelezve.

Az eljards bizonyitvanyok kidllitdsara is felhasznilhaté. Egy hitelt érdemld
szervezettol, akinek nyilvanos kulcsat mindenki ismeri, alairt levélben kaphatjuk
meg Aliz nyilvanos kulcsét, igy ha Aliztdl levelet kapunk, biztosak lehetiink benne,
hogy nem csaléval dllunk szemben, aki Aliznak adja ki magét.

Egy célszerti alkalmazdsa a primszamkddolasnak gyorsabb rejtjelz6 eljarasok
kulcsainak cseréje.

5.21. Feladat. frjunk programot &~ 150 jegyii ,biztos” primek (Sophie Ger-
main parbdl a nagyobbik), valamint rejtjelzé és fejtd kitevd keresésére az RSA elja-
rashoz!

5.22. Feladat. frjunk egy egyszerli programot az RSA rejtjelzéshez!
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A modern algoritmusok lehetévé teszik ,,nehéz” szamok faktorizaldsat tobb mint
200 jegyig, és tetszOleges szamok prim voltdnak bizonyitasat tobb ezer jegyig. De
még az el6z0 fejezetben targyalt egyszerii algoritmusok tobb szaztdl tobb millid jegyt
szamokra valé alkalmazasahoz is specidlis aritmetikai algoritmusokra van sziikség.
A modern algoritmusokkal valé ismerkedést az aritmetikai algoritmusokkal kezdjiik.

6. Szamok és polinomok

Szoros kapcsolat van a természetes szamokkal végzett és a polinomokkal vég-
zett miiveletek kozott. Mivel ma csak bindris szamitogépek léteznek, a szaméabra-
zolas alapszamat kettéhatvanynak vilasztjuk, a szamitégép széhosszanak magfeleld
hosszal. Tizes alapi dbrézolas (pl. a Maple régi véltozatai, 10* az alapszam) rend-
kiviil lerontja a hatékonysigot. Néha célszerii negativ jegyeket is megengedni.

6.1. Osszehasonlitds, 8sszeadds és kivonds. Az dsszehasonlitast a legma-
gasabb helyi értéktol érdemes kezdeni. Szdmok dsszeadasat és kivondsat lehet elolrol
is kezdeni, bar ez az algoritmos bonyolultabb. Ha hosszu szamokkal akarunk modu-
laris Osszeadast vagy kivondast végezni, célszerli lehet a miveletet elslrdl kezdeni, és
csak amikor elddlt hogy a modulus kivonasara vagy hozzaadasara sziikség van, vagy
nincs, akkor hatulrél befejezni.

6.2. Szorzas és polinomszorzas. Szamok szorzdsa polinomszorzasra vezet-
het6 vissza:

(iakxk> (i bkxk> = ickxk, Cr = Z a;b;.
k=0 k=0 k=0

i+j=k

Megforditva, a polinomszorzas is visszavezethetd nagy szamok szorzasara. Ha a B
alapszam valamivel hosszabb, mint a jegyek hosszdnak kétszerese, akkor ), a,B*
és > . by B* szorzatanak jegyei a cx-k. Mindkét triikk hasznos.

Ha 2-vel lehet osztani egy kommutativ gyliriiben, akkor a szorzds nem sokkal
nehezebb, mint a négyzetreemelés, mert (a + b)> — a®> — b? = 2ab.
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6.3. Klasszikus algoritmusok a szorzdsra és az osztdsra. Ezeket Knuth
[25] konyve részletesen targyalja. A szorzas algoritmusa elég nyilvanval6. Az osztas-
nal a probléma a hanyados becslése. Legyen B az alap, és az a osztandd elsé jegyei
ap,a1,as, ..., a b osztéé by, by, . ... Tegyiik fel, hogy ¢ = |a/b] < B, és by > |B/2].
Legyen

= min{ |(a0B +a1)/b1 ], B~ 1}.

>

Ekkor ¢ < § < g+ 2. Ha

(5 = min{ |‘(aoB2 + alB + ag)/(blB + bQ)J,B — 1},

akkor ¢ < ¢ < ¢ + 1. (Valéjdban ¢ majdnem mindig ¢.)

A fontos by > |B/2]| feltétel teljesiilése elérhet6 dgy, hogy az osztanddt és
az osztét is megszorozzuk egy kettéhatvannyal, majd az osztds utdn a maradékot
osztjuk ezzel a kett6hatvannyal. Célszertibbnek tiinik azonban csak az eltolt osztd
elso két jegyét eloallitani, és minden 1épésben el6allitani az eltolt osztandd elsé harom
jegyét. Ez nagyobb sebességet biztosit, ha a hanyados rovid, de az oszté és az
osztandd hosszuak, ami nem ritka, eset.

Polinomok osztasa egyszeriibb.

6.4. Karacuba-szorzds. Az
ab = (alB + ag)(blB + bo) = (B2 + B)a1b1 — B(a1 — ao)(b1 — bo) + (B + ].)aob()

azonossag mutatja, hogy dupla pontos szamok szorzasat négy helyett hdrom egysze-
res pontossagu szorzassal is megoldhatjuk. Rekurzivan alkalmazva az oOtletet, k2™
bites szamok szorzasat 4™ darab k bites szorzas helyett 3"* darab k bites szorzds-
sal végezhetjiik el. Vegyiik észre, hogy ha az alap kettéhatvany, akkor ezeken kiviil
csak Osszeaddsra és kivonasra van sziikség, az alappal valo szorzas csak eltolas. Ha
a1 < ag vagy by < by, célszerii a kiilonbség ellentettjével szamolni. Ha a szdmok
hossza nem k2™ bit, hdrom lehet6ségiink van: nulldkat frunk a szdm elé (j6, ha
tobb k-val dolgozhatunk), vagy ha pératlan sok n szamjegybél &ll a szadm, akkor egy
jegyet levagva, egy egyszeres pontossagu, két egyszeres pontossdgunak tobbszoros
pontossaguval torténd, és egy Karacuba médszerével végezhet6 szorzasra redukaljuk
a feladatot, illetve két [n/2] és egy |n/2] jegyl szorzasra redukiljuk a feladatot.
Karacuba mdédszere polinomokra is alkalmazhato.
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7. Gyors Fourier-transzformaci6

7.1. Polinomszorzas gyors Fourier-transzformacioval. Test feletti poli-
nomok szorzata konnyen kiszamithatd, ha a polinomok az xg, z1,... ,Z,_1 helyeken
felvett értékeikkel adottak, az

($05 yO)a cee (xn—layn—l)

alakban, ahol y; a polinom z;, helyen felvett értéke. A p(x) = ZZ;S arx® polinom
értékei kiszamithatok a Horner-elrendezés segitségével:

p(r) = ap -|-:E(a1 +:C(a2 _|_...-|-zan,1)...))

A (legaldbb) n kiilsnboz6 helyen felvett fiiggvényérték egyértelmiien meghatédrozza
a polinom egyiitthatdit, és az értékekbdl a polinom Lagrange-interpolédcioval meg-
kaphato:

ZL'*SCJ'

n—1
p(x) = yelip(x), ahol Ip(x) =
(@) =3 min(s) 0 =115=7
ezek azonban tul lassi mddszerek, és nem vezetnek gyors polinom szorzashoz.
Komplex egyiitthatds polinomokra jéval gyorsabb eljirdst kapunk, ha z; =
w/ vélasztassal dolgozunk, ahol w = e~27/" (vagy barmely més primitiv n-edik
egységgyok). A triikk: ha k|n, akkor y = 2* jeloléssel

k—1
p(x) =Y a7p;(y),
=0

ahol
n/k—1
pi(y) = Z akl+jyl, j=0,1,... ,k—1.
1=0
Ha 2 = wl,witn/k . wit(k=1n/k akkor y ugyanaz, igy minden kiszamitott p;(y)

érték tobbszor is felhasznalhaté. Példaul, ha k = 2, akkor a p polinom w? és wi+m/2
helyen felvett értékeit egyszerre szdmolhatjuk ki (azt is felhasznélva, hogy w2 =
—1) az aldbbi pillang6 miivelettel:

p(w’) = po(w?) + w’p1 (w?)
pW?) = po(w?) — wipi (W)

Péld4ul, ha n = 8, k = 2, akkor = = w’ és x = wt* esetén y értéke w?/, gy az

ap + a2y + a4y2 + a6y3
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és
a1 + azy + asy® + ary®

értékeket kétszer is tudjuk haszndlni, igy a munkit nagyjabdl megfeleztiik. Ter-
mészetesen rekurzivan is alkalmazhatjuk ezt a triikkot. Az aldbbi, egyiitthatdikkal
adott polinomok értékeit kell kiszamolnunk a megadott helyeken:

0 1 2 3 4 5 6 7

ao, ay, az, as, G4, as, ag, ar
w, w, w, w, w, w, w, w

ap, az, Gy, Qg ai, as, as, ar
WO, WQ, w4, OJ6 LUO, w2, w4, w6
ao, a4 ai, as as, ar
CLJO s CLJ4 (AJO, w4 (AJO, w4
ao a4 az ae ap as as ar
CLJO wo CLJO wo CLJO wo wo CLJO

7.2. Gyors Fourier transzformicié (FFT). Az algoritmus az A[j],0 < j <
n = 2F sorozat Fourier transzformaltjit szamolja ki. Az eredmény az A témbben
keletkezik, de a Fourier transzformalt j-edik eleme A[ry(j)], ahol ri(j) a j természe-
A szdmitds haszndl egy T segédtablazatot, amely az w primitiv n-edik egységgyok
hatvanyait tartalmazza, alkalmas sorrendben: T[j] <— w"*~1) ha 0 < j < 2k~ 1,

(1) [Inicializalés.] Legyen [ < 2F—1,

(2) [Menet kezdete.] Legyen i + 0 és ¢ « 0.
(3) [Pillangdsorozat kezdete.] Legyen j < i +1 és w « Tt].
(4) [Pillangd.] Legyen = <— A[i] és y + wA[i + ], majd legyen A[i] < x + y és

Ali +1] + x — y, végill legyen i « i+ 1.
(5) [Pillangdsorozat vége?] Ha i < j, menjiink vissza (4)-re.
(6) [Menet vége?] Ha j+1 < 2%, legyen i < j + 1, t < t + 1 és menjiink vissza

(3)-ra.

(7) [Vége?] Legyen I «+ |I/2]. Ha Il > 0, menjiink vissza (2)-re, egyébként az
algoritmus véget ért.

Az rp fiiggvény szamitdsa, a ,bitforditds” eltoldsokkal torténhet: a fiiggvény
valtozojat balra tolva, egyenként megkapjuk bitjeit, és azokat jobbra tolassal Gssze-
rakjuk forditott sorrendben. Még egyszeriibb 71 (j + 1) értékét ry(j)-bél szdmitani,
a legnagyobb helyiértékii bithez 1-et hozzdadva, és az atvitelt az alacsonyabb helyi-
értékek felé végezve.

Vegyiik észre, hogy ugyanaz a T tabldzat kiilonbozo k értékekre is megfelel, ha
a maximalis k értékre szamoljuk ki.
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Az algoritmus helyességét 1igy bizonyithatjuk, hogy beldtjuk, ha az eredeti so-
rozat aj, j = 0,1,...,n — 1, akkor a (2) 1épésnél, ha | = 2¥=177 (azaz ¢ menet
utdn vagyunk) egy k-bites j szdm bindris szamot [jr—1jk—2 - - . j1jo]-vel jelolve, ahol
Ji € {0,1} a bindris jegyek,

A[Sk_lsk_g N Sk_qtk_q_ltk_q_g e tlto]
— Z w{so...skfl][tkfl...tquo...o]a/[tkil.“to].

th—1,--,tk—q€{0,1}

7.3. Inverz FFT. A fenti algoritmus megfordithatd: ha a meneteket forditott
sorrendben hajtjuk végre, | = 1,2,...,2" ! re, és a (4) pillangé miiveletet invertal-
juk, akkor a transzformacié inverzét kapjuk:

(4’) [Inverz pillang6.] Legyen z «+ Ali], y «+ Ali + 1], majd A[i] «+ (z + y)/2,

Ali +1] + (x —y)/(2w), végiil i < i + 1.

A felhasznalt T tabldzat ugyanaz. A kettdvel valé osztdsokat elhagyhatjuk,
ha az egész algoritmus elején vagy végén az A tomb minden elemét osztjuk 2F-
val. Vegyiik észre azt is, hogy 1/w = w, igy nincs sziikség osztdsra, szorzassal is
dolgozhatunk.

7.4. Szorzas komplex FFT-vel. Az (ag,a1,... ,an-1) és (bo,b1,... ,bn_1)
sorozatok Fourier-transzformaltjaira azt kapjuk, hogy axbr = ¢, 0 < k < n, ahol

k n—1 n—1
k= E ajbg—j + E ajbnik—j = E ajbk—jmodn-
j=0 j=ht1 j=0

Val6ban, a megfeleld 71—} apa® és 27—, bra® polinomok szorzata minden w helyen
ugyanazt az értéket veszi fel, mint a Y p_o cgz® polinom. Ha az Y p—o apa® és
ZZ;& bk:c’f polinomok szorzatanak foka kisebb, mint n, akkor éppen a ZZ;S cpxk
polinom. Igy két Fourier-transzformacié és egy inverz Fourier transzformacié segitsé-
gével megkaphatjuk a szorzatpolinom egyiitthatdit, tehat hosszu szamok szorzatat.
Természetesen szamitasainkat nem tudjuk tokéletes pontossiggal végezni. Knuth
[24], 4.3.3 megggondoldsai mutatjik, hogy ha n = 2% és a szdmot [ bites darabokra
bontjuk, akkor m > 3k + 21 + lgk + 7/2 bites pontossdggal elég dolgozni, ha min-
deniitt nulla felé torténé csonkoldst hasznalunk. A feltétel teljesiil, ha k > 7 és
m > 4k+ 21, igy [ bites gépen mindig elegendd 6/ bites pontossaggal dolgozni. Lehet
példdul ugynevezett ,,tomblebegdpontos” aritmetikat is hasznalni: ennél a szamok
mantisszait fixpontosan dbrazoljuk, és egy kozos exponens van az sszes szamra. Ha

valamelyik szdmnadl tilcsordulds lépne fel, az egész tombot egyszerre normalizdljuk.

7.5. Valés FFT. Egy (ag,a1,...,a2,—1) valés szamsorozat diszkrét Fourier
transzforméaltjira w = e~/ jelsléssel

n—1

n—1

— _ ik _ 2n—k)j _ ~

ak = E ajwj = § ajw( )i = Q(2n—k)mod2n-
Jj=0

Jj=0
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A 2n fiiggetlen valds koordinata kiszamitasa redukalhaté a komplex
Ay = agk + iasgy1, k=0,1,... ,n—1
sorozat Fourier transzformaltjanak kiszamitasara:
(Ak + Zn,k) — ik (Ak f Zn,k) = 24y,

ahol az A-k indexei modulo n értenddk.

7.6. Szorzas komplex FFT-vel a gyakorlatban. A gyakorlatban prakti-
kusabbnak bizonyul nem tilsidgosan nagy szamok szorzasara a processzor beépitett
lebeg6pontos, igynevezett duplapontossagu aritmetikdjat hasznalni, mert ezzel a le-
begbpontos szorzasok végrehajtasa igen gyors. Elég sok bitet tesziink egy jegybe,
igy az eredmény nem biztos hogy helyes, de a szorzatot modulo 2™ +1 is kiszamolva,
ellendrizziik, hogy valdsziniileg helyes-e? Célszerii negativ jegyeket is megengedni,
ekkor a konvolicids sszeg tagjainak elOjele vegyes, és csokken a kerekitési hiba
esélye.

A bitforditast elkeriilhetjiik, ha kiilon FFT és inverz FFT programot haszna-
lunk. Természetesen érdemes kihaszndlni, hogy valds sorozatrdl van sz6. A menetek
Osszevondsa lehetséges, két, hdrom vagy négy menet 6sszevondsa gazdasagos, a pro-
cesszortdl fiiggden. Az inicializdlast dsszevonhatjuk az els6 1-4 menettel, és a végsd
atvitel szamitasat is az utolsé 1-4 menettel az inverz FFT-bol.

7.7. Példa. Nézziink egy példat. Osszuk a 2'° bites szdmot 16 bites dara-
bokra. 2!% komplex koordinataval rendelkezé vektorok Fourier és inverz Fourier
transzformaltjat kell kiszdmitani. Az eredményvektor tagjai legfeljebb 2'5 darab 32
bites szorzat Osszegei. fgy legalabb 47 bit pontossidgot kell elérniink. Elég nagy
valészintiséggel rekonstrudlni tudjuk a szorzatot.

7.8. FFT véges testek felett. Ha biztos eredményt akarunk, véges testeket
hasznalhatunk. Példaul n = h2* + 1 alaki prim modulust, ekkor van (Z/nZ)*-ban
2F_adik primitiv egységgyok.

Masik lehet6ség: Egy M, Mersenne primre a Gauss egészek (azaz Z+iZ elemei)
modulo M,. Ez egy F véges test, F* ciklikus csoport, rendje 2P+ (2P=1 — 1).

Harmadik lehet8ség: specialis prim modulust vilasztunk, példdul 264 — 232 4 1-
et.

7.9. Fermat-szam transzformacié. Modulo egy F,,, Fermat sziam dolgozunk,
~ 2™ bites egészekkel. Ez ugyan csak gyfirii, ha m > 4, de a 2 egy primitiv 2m+1-
edik egységgyok: 22" = —1mod F,,, fgy 227" = 1mod E,,, és a 2% szémok és
kiilonbségeik mind invertalhatok modulo F,,, mert kettohatvanyok illetve 4-el osztva
maradékul 3-at ad6 szamok szorzatai.

Ennek a gyliriinek az elénye, hogy a primitiv egységgyok hatvanyai mind ketto-
hatvanyok, és a veliik torténd szorzas és osztds modulo F,,, nagyon egyszerl, 6ssze-
adas, kivonas és eltolasok segitségével felépitheto.



7.8 Gyors Fourier-transzformécié 45

Egyébként még a ,/2” szerkezete is egyszerii:
m— m— 2
(23'2 T g2 ) =2 (mod Fp),

ez is hasznalhatd. fgy egy 2m+2 foku szorzat polinom egyiitthatéit tudjuk kisza-
molni, ha azok 0 és F,, kozotti egészek. Példaul egy 15 - 215 bites szamot 20 részre
oszthatunk, amelyek mindegyike 15 darab 32 bites sz6bdl all, és az FFT és inverz
FFT 2! taggal torténik mod (21924 + 1).

7.10. Schénhage-Strassen féle gyorsszorzé algoritmus. A modulo egy
Fermat szam torténd szamoldst rekurzivan alkalmazhatjuk. A finom triikk, hogy
az eredményt is csak modulo egy Fermat szam szamoljuk ki, viszont a jegyeket
kissé ,, tultoltjiik”. A modulo F,, maradékgytir(i szerinti Fermat transzforméciéval
kiszamoljuk két 0 < a,b < F,, szdm szorzatit modF5,,, az aldbbiak szerint: Az
a = Fy,, — 1 vagy b = Fy,, — 1 eseteket kiilon kezeljiik. Egyébként legyenek a
és b jegyei 227! alapu szamrendszerben ag, ..., asm+1_1 illetve by, ..., bom+1_1.
Képezziik az o = ajw’, b = bjw’ sorozatokat, ahol w az eléz6 pontban adott
»V2”. Kiszédmolva (a}) és (b)) konvoliciéjat, w?-et haszndlva primitiv 2"+ -edik
egységgyoknek, a

k 27‘!L+171
A IBN) /13!
=D a5l Y by
§=0 j=k+1
k 2mtl_q
_ ok Z Z
=w ajbk_j - ajb2m+1+k,j
§=0 j=k+1
értékeket kapjuk, amibdl osztassal
k 27‘!L+171
C = E ajbkfj — E ajb2m+1+k_j
=0 J=k+1

modulo F,, vett ¢, maradéka konnyen kiszamithaté. Vegyiik észre, hogy a ¢ sza-
mok éppen ab mod F,, jegyei (nem normalizalt alakban). Sajnos, csak mod F,,
kaptuk meg Sket. Még m + 1 bit hidnyzik. Ez kénnyen pétolhaté, ha mod 2™m+! is
kiszamoljuk ¢, maradékat, Fourier-transzforméacioval, vagy akar szorzasra visszave-
zetve és a szorzatot Karacuba-médszerrel meghatédrozva. Az igy kapott ¢, maradék
felhasznélasaval ¢, meghatdrozhato:

ck = Fon (G — & mod 2™ + & (mod2™ V' F,,),

és tudjuk, hogy —(2™*" — (k+ 1)) (F — 1) < ¢ < (b + 1)(Fn — 1).
Teljesen hasonléan kaphat6é a mod F5,,,—1 szadmitott szorzat, itt w = 2.
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7.11. Példa. Modulo Fy4 torténé szorzast modulo Fio végzett szorzasra, azt
pedig modulo Fy végzett szorzésra vezethetiink vissza. Ez utébbi 1épés kérdéses,
hogy megéri-e?

7.12. Ritka polinomok és ritka szamok. Ritka polinomrdl, illetve ritka
szamrol beszéliink, ha az egyiitthatok, illetve a szdmjegyek nagy része nulla. Per-
sze, egy szamra az, hogy ritka-e, a szdmrendszertdl is fiigg. Ilyen esetekben mas
algoritmus lehet optimalis. Példaul ritka szamokra a klasszikus osztasi algoritmus
altaldban gyorsabb, mint a fentebb targyalt egyéb algoritmusok. Ritka polinomokkal
kapcsolatban 14sd még Aho-Hocroft-Ullman [4] 8.12 elemzését.

7.13. Feladat. Dolgozzunk ki nagy sebességii programot ritka szamokkal tor-
téné szorzasra és osztasral

7.14. Osztds, polinomosztds. Az otlet a Newton-iterdcié hasznélata az in-
verz kiszdmitdsdra. Az f(z) = ¢ — 1/« fiiggvény zérushelyét keressiik iterdciéval:

c—1/z,

=2z, — cx?
Ve "

Tn41 = Tp — n:
Skélazast hasznalunk, az n + 1 bites ¢ szamra 22" /c-t kozelitjiik.

Polinomokra az eljards hasonlé. Ha a p(z) polinom foka n, akkor 2" /p(z)-et
kozelitjiik.

7.15. Polinom kiértékelése tetszdleges helyeken. Egy p(z) polinom értéke
az a; helyen a maradék p(x)-nek z — a;-vel valé osztdsandl. Ha sok a; van, akkor

k
Hle (x — a;)-vel osztunk, majd a maradékot osztjuk tovabb 2~! darab x — a; szor-

zatéval, stb. Igy O(nlg®n) az egyiitthatokkal végzett numerikus miivelet elegendd
egy n-nél alacsonyabb foki polinom n helyen valé kiértékeléséhez.

7.16. Interpolacié. Tetszoleges n darab x; helyen vett értékével adott po-
linom kiszdmithaté O4(nlg®n) miivelettel. Az I(z) = [[;(z — x;) Lagrange-féle
interpoldcids polinomot haszndljuk. Mivel az (algebrai) derivéltra

o) = ([T~ x>) G-+ ([ -0,

i#k i#k

az kapjuk, hogy U'(zx) =[], 4, (zx — i), amibdl

T —x; 1 I(x)
l = = .
k(@) Z_l;lxk —x;  UV(xg)x — 2

Azl (xy) értékek kiszamitasat az el6z6 pontban targyalt médon végezziik, az l(x) /(z—
x1,) polinomok kiszamitasat pedig [/

o T (x—uw;) szorzatok kiszdmitasdra vezetjiik
vissza.
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7.17. Feladat. Adjunk hatékony algoritmust kettes szamrendszerr6l mas szam-
rendszerre valé atszamitdsra és az inverzére!

7.18. Feladat. Adjunk hatékony algoritmust kinai maradékoldsra és az inver-
zére sok modulus esetén!

* 7.19. Feladat. Adjunk hatékony algoritmust legnagyobb kozos 0szté szamolé-
sara szamoknal és polinomoknél!



IV. ELLIPTIKUS GORBEK

Az elliptikus gorbék hasznilata lehet6vé teszi tobb ezer jegyl szamokra azok
prim voltanak bizonyitasat. Masrész, elliptikus gorbék segitségével egy nagyon hasz-
nos faktorizalasi eljarast nyerhetiink, amely a jelenleg ismert legjobb mindazon elja-
rasok koziil, amelyek futdsideje elsésorban a faktor hosszatdl fiigg, igy igen alkalmas
szamok 20-30, vagy még tobb jegyl faktorainak megtaldlasara.

8. Elliptikus fiiggvények

8.1. Algebrai gorbék. Legyen p egy kétvaltozos polinom az F' test felett.
A G = {(z,y) : p(z,y) = 0} halmazt algebrai gorbének nevezziik F felett. A
p foka a G rendje. A legegyszeriibb algebrai gorbék az elsérendii egyenesek és a
mésodrendii algebrai gorbék, példdul az 22 + y> — 1 = 0, =,y € R Osszefiiggéssel
definiélt kor. A kor (és més els6- és masodrendii algebrai gorbék) esetében konnyen
attérhetiink egy mdsik, igynevezett paraméteres elGallitasra: a (cost,sint), t € R
parok halmaza a kor. Ennek az elallitasnak a segitségével, felhasznalva, hogy a
cos és sin fiiggvények 27 szerint periddikusak, egy miveletet definidlhatunk a kor
pontjai kozott: egyszertien dtmasoljuk a szdmegyenes Osszeadasit a korre. Legyen
tehat

(cos(t1),sin(t1)) @ (cos(t2),sin(ta)) := (cos(t; + t2),sin(t; + t2)).
Részletesen kiirva,

(cos(t1), sin(t1)) @ (cos(t2),sin(t2))
= (cos(t1) cos(ta) — sin(t1) sin(ta), sin(t1) cos(ta) + sin(tz) cos(t1)).

Eszrevehetjﬁk, hogy az ,,1j” miivelet megfelel a komplex szorzdsnak.

8.2. Elliptikus gorbék. A harmadrendii gorbék koziil a legegyszertibbek az
ay’ +bry +cy =dad +ex® + fr+g

alakdak. Ezeket a legtobb esetben (ha példaul lehet kettdvel és hdrommal osztani
az adott testben, stb.) egyszeriibb alakra hozhatjuk. Az a-val osztva, majd linedris
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helyettesitéssel 1j valtozét vezetve be, az Y2 = p(x) alakra térhetiink &t, ahol p
harmadfoki polinom. Most a jobb oldalon alkalmazva egy lineéris helyettesitést, az
Y? = X3 + AX + B alakra juthatunk. Ilyen gorbékkel fogunk foglalkozni. Miive-
letet akarunk definidlni ilyen goérbék pontjai kozott. (Megjegyezziik, hogy megfeleld
feltételek mellett, projektiv transzformacidkat is felhasznélva, minden harmadrendii
gorbe ilyen alakra hozhatd.) Vegyiik észre, hogy a kornél a paraméterezésben el6-
fordulé fiiggvények koziil az egyik a maésik derivdltja. Mivel ott sin és cos szerepe
felcserélhetd volt, kereshetiink olyan ¢ — x(t) leképezést, amelyre ¢t — (x(t), 2'(t))
adja a gorbe paraméterezését. Ez azt jelenti, hogy az

* =2+ Az + B

differencidlegyenlet megoldasat keressiik.

8.3. Elliptikus integralok. Az el6z6 differencidlegyenletben f(x)-szel jelslve
a jobb oldalt, a megoldast a
T du
o) = [
@0/ f(u)

fiiggvény inverz fiiggvénye adja. Ha f egy harmad- vagy magasabbfoki polinom,
aminek gyokei mind kiilonbozoek, akkor az integralt elemi mddszerekkel nem tudjuk
kiszamolni. Harmad- illetve negyedfokd f esetén az ilyen integralokat elliptikus
integraloknak nevezziik. Abel alapvet6 felfedezése volt, hogy az elliptikus integralok
inverz fiiggvényeit komplex viltozdra is kiterjesztve, olyan fiiggvényt kapunk, amely
két irdnyban is periddikus. Ezeket a fiiggvényeket szokas elliptikus fiiggvényeknek
nevezni.

8.4. Elliptikus fiiggvények. Egy, a komplex sikon meromorf f fiiggvényt el-
liptikus fiiggvénynek neveziink, ha léteznek olyan wy, ws nullatdl kiilonb6z6 komplex
szdmok, amelyekre wy /w2 ¢ R és f(z +w1) = f(2 + w2) = f(z) minden z € C-re.
Ha egy elliptikus fiiggvény nem konstans, akkor kell hogy legyen pdélusa az w; és
wo altal meghatdrozott {t;wi + taws : 0 < t5,t2 < 1} paralelogrammaban, mivel
egyébként olyan korlatos holomorf fiiggvény lenne, amely nem konstans. Ugyanazon
w1, ws parhoz tartozoé elliptikus fiiggvények linearis kombindacidja, szorzata, és — ha
az 0szt6 nem mindeniitt nulla — a hanyadosa is elliptikus fiiggvény.

8.5. A Weierstrass-féle P-fiiggvény. Legyenek wy,ws nullitdl kiilonbdzo
komplex szdmok gy, hogy w1 /wa ¢ R. Olyan elliptikus fiiggvényt keresiink, amely-
nek wy és wy periddusai. Jelolje Q@ = {wiki + woko @ ki, ko € Z} az wy és wy altal
generalt racsot. Legyen

P ott van értelmezve, ahol a jobb oldalon 4ll6 sor minden tagja értelmezve van, és
a sor konvergens. Megmutatjuk, hogy C\ © minden pontjdban a sor konvergens,
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s6t, tetszbleges C' C C \  kompakt halmazon a konvergencia egyenletes. Legyen
k(w) = max{|k1]|, |k2|}, ahol k1 és kz az w € Q elballitasaban szerepl egészek. Mivel

1 I —2% 4+ 22w
(z-w)? Ww?  (z—w)w?’
léteznek olyan ¢; és Ky > 0 konstansok, hogy ha k(w) > Ky, akkor

1
(z —w)?2 w2

C1
R
minden z € C-re. Maésrészt van olyan co > 0 konstans, hogy minden w € Q-ra
|w| > cok(w). Felhaszndlva, hogy k(w) = K pontosan 8K darab w-ra teljesiil, ha
K e€Z, K >0, azt kapjuk, hogy z € C esetén

1 1 >
=Ko

k(w)>Ko k(w)>Ko k(w)=K

(z —w)?  w?
> 801
< 2 grr <
K=Ky 2
és a konvergencia egyenletes. Innen azt kapjuk, hogy P holomorf a C\ € halmazon.
Megmutatjuk, hogy P dupldn periédikus w; és ws periddusokkal. A P’ fiiggvényre

1
!/
Pl(z) = 2“;2 W)
és gy mint fent adédik, hogy a jobb oldalon &l16 sor konvergens minden z € C\ Q-ra.
Innen P’ duplan periédikus, amibdl ha w = wy vagy w = ws, akkor P(2) —P(z+w) =
¢ valamely ¢ konstanssal. De P definicié szerint paros, igy z = —w/2 helyettesitéssel
azt kapjuk, hogy ¢ = 0.

8.6. A Weierstrass-fiiggvény differencidlegyenlete. Az eléz6 pont jelolé-
seivel, ha 0 # w € 2, akkor

1 1 +2z+3z2
(z—-w)?  w? w3 wt

+ ...
Innen

P(2) =272 + 38422 + 5862 + ...,
ahol s; = 375,,cq 1/w? ha j = 3,4,... (nyilvdn s; = 0, ha j pératlan). Ezt
felhasznélva némi szamolassal

P'(2)* — 4P(2)% + 6054 P(2) = —140s6 + . .. ,
ahol a jobb oldalon csak z pozitiv kitevOs hatvinyai szerepelnek. A konvergencia-
problémak hasonléan kezelhetdk, mint az el6z6 pontban. Mivel a jobb oldalon &all6
figgvény holomorf és elliptikus, csak nulla lehet, igy
P'(2)? = 4P(2)® — 60s4P(2) — 140s.

A P fiiggvény tehdt egy olyan fiiggvény, amely — a derivaltjaval egyiitt — egy, a
komplex szamok feletti Y2 = 4X3 4+ AX + B egyenletii gorbét paraméterez, igaz,
egy ,, (00, 00)” pont is a gorbéhez tartozik.
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8.7. Addiciés képletek. A P-fiiggvény vizsgalatdval az alabbi addiciés kép-
letek vezethetok le:

Pz +y) +Px) + Ply) = % (7;'8; = Z;’((yy))) |
P'(z) —P'(y)
P(x) —P(y)

Az y = x esetben fenndlld 6sszefiiggést hataratmenettel kapjuk. Ezen sszefiiggések
segitségével definidlhaté az elliptikus gorbén az Osszeadds. A maésodik egyenletbdl
leolvashaté az dsszeadds geometriai jelentése: a (P(x), P'(z)) és (P(y), P’(y)) pontok
Osszegét, a (P(z+vy), P'(x+y)) pontot ugy kapjuk, hogy tekintjiik az els6 két ponton
atmend ,,egyenest”, és ennek az elliptikus gorbével vett metszéspontjanak a masodik
koordinatajat ellenkezd elGjellire valtoztatjuk.

Pz +y)+P(x) = (P(x) — Plz +y)).

9. Szamolas elliptikus gorbéken

9.1. Elliptikus gorbék. Egy elliptikus girbe R felett azon sikbeli (x, y) parok
halmaza, amelyek kielégitik az

v =22 +ar+b

egyenletet, ahol a, b valés konstansok, amelyekre 4a® 4+ 276 # 0. Vildgos, hogy ha
az (z,y) pont a gérbén van, akkor az (z,—y) pont is. (A 4a® + 27b% # 0 feltétel
azt biztositja, hogy az f(x,y) =0, f(x,y) = y*> — 2® — ax — b gdrbe minden (x, yo)
pontjaban létezzen egyértelmii érinté. Ennek belatdsahoz hasznaljuk az implicit
fiiggvény tételt.) Ha egy (nem fiiggbleges) egyenes metszi ezt a gorbét két pontban,
akkor egy harmadikban is. A gorbe egy érintéjét igy tekintjiik, mint amelynél a két
metszéspont egybeesik.

Ha (z1,y1) és (22, y2) a két metszéspont, akkor megmutatjuk, hogy a harmadik
koordinatai

x3 =\ — 11 — 29, ys = M@z —z1) +y1

ahol

_ 322
A= Y2TUL ho 0 £ 2y és egyébként A = S O

T2 — T1 Y1

Vildgos, hogy A az egyenes meredeksége. Erinté esetén ezt az implicit figgvény
differencidlasaval kapjuk. Mivel

Mys + 1) = 22 + 2321 + 27 +a,
Mys + y2) = 22 + 2320 + 23 + a,
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kivonéassal azt kapjuk, hogy

Myz —y1) = 23(v2 — 1) + 25 — 27.

Innen kévetkezik, hogy x5 = A2 — 21 — 5.

Az (z1,11) + (22,y2) = (w3, —y3) Osszefiiggéssel egy Osszeaddst definidlhatunk.
Ha a fiiggbleges egyeneseknek megfelel oo szimbélumot mint nullelemet definidljuk,
azaz,

(‘T’y) + (‘T’ _y) = (‘T’ _y) + (xay) = 00,

akkor megmutathatd, hogy egy Abel csoportot kapunk.

Ha a, b raciondlisak, tekinthetiink csak raciondlis koordinataji pontokat, és
egy masik csoportot kapunk. Altalénosabban, tekinthetiink elliptikus gorbéket egy
tetszOleges F' test felett, amelynek karakterisztikdja kiilonbozik 2-t6l és 3-tdl. Meg
lehet mutatni, (nehéz!) hogy mindig egy Abel-csoportot kapunk. Még ha csak
egy egységelemes kommutativ gyfirli adott, példdul Z/nZ, Inko(n,6) = 1, akkor is
definidlhatjuk a fenti miiveleteket parcidlisan, azaz ha az osztas elvégezhetd; ter-
mészetesen ekkor nem kapunk csoportot. Fontos azonban észrevenniink, hogy ha
Inko(n, 4a® + 27b%) = 1, akkor barmely p primosztdjira n-nek modulo p is egy el-
liptikus gorbét kapunk, és ha Z/nZ felett el tudunk végezni egy Osszeaddst, akkor
barmely p primosztdjara n-nek, az eredmény modulo p redukalva, az ugyanaz, mint
ha el6bb elvégezziik a modulo p redukilast, és aztan végezziik el a miiveletet modulo
p. (Az oo szimbdlum redukilva sajit maga.)

Primteszteléshez és faktorizaldshoz csak ilyen, modulo n vett ,elliptikus gor-
békre” lesz sziikségiink.

9.2. Hasse tétele. Hap > 3 prim, akkor egy 7./pZ felett vett elliptikus gérbe
rendje p+ 1 —2,/p és p+ 1+ 2,/p kézott van.

A bizonyitas nehéz.

Meg lehet mutatni azt is, hogy az elliptikus gorbék rendje meglehet6sen egyen-
letesen oszlik el ebben az intervallumban, legalabbis az intervallum kézepén.

9.3. Gyakorlat. Rajzoltassuk ki az y? = 2® — 10z + 10 elliptikus gorbét a
Maple segitségével!

9.4. Gyakorlat. frjunk programot Z/nZ feletti elliptikus gérbén torténd par-
cidlis miiveletvégzésre! A pontokat reprezentdljik szamharmasok. Az utolsé koordi-
nata oo esetén legyen 0, egyébként legyen 1.
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10. Faktorizalas elliptikus gorbékkel

Az alapgondolat egyszerti: vélasztunk egy véletlen ,elliptikus gorbét” Z/nZ
felett egy P véletlen ponttal. Ez megteheté tigy, hogy valasztunk véletlen z, y és a
értékeket, kiszdmitjuk b-t, és ellendrizziik az Inko(4a® +27b%, n) = 1 feltételt. Ezutan
megprobaljuk kiszamolni k! - P-t, névekvd k értékekre. Ha nem sikeriil, azaz ha egy
osztas nem tudunk elvégezni, akkor az n egy osztdjat taldltuk meg. Ez az osztd
rendszerint nem trivialis. Ez azért van, mert ha a legkisebb olyan k-ra, amelyre a P
rendje Z/pZ felett valamely p primosztéjara n-nek osztja k!-t, akkor k!- P modulo
p tekintve oo kell legyen. Ha ki tudtuk szamitani k! - P-t modulo n, akkor az csak
oo lehet. Ekkor viszont oo kell legyen Z/qZ felett is barmely mas g primosztdjira
n-nek. Ez nem valészinli, hogy modulo p és ¢ is egyszerre kovetkezzék be.

Vildgos, hogy annak esélye, hogy modulo p a P pont rendje sima, azaz csak
kis primosztékat tartalmaz, nem n-tél, csak p-tdl fiigg, és p novelésével csokken. A
modszer a gyakorlatban 20-30 jegy( primosztok megtaldlasara képes.

10.1. Kotegelt végrehajtis. Rendszerint 1040 elliptikus gorbét is ki kell
probalnunk, amig taldlunk egy olyat, amelyre a véletlen P pont rendje modulo va-
lamely p primosztdjara n-nek sima, azaz csak kis primtényezdket tartalmaz. Jo6
Otlet a szamitasokat egyszerre végezni, ekkor ha valamelyik gorbén az adott pont
rendje sima, megallhatunk. Egy madsik haszna ennek a kotegelt médnak az, hogy
a modulo n vett 1/ és 1/y inverzek kiszdmitdsét egyszerre végezhetjiik x(1/(xy))
és y(1/(zy)) kiszdmitasdval. Ezt a gondolatot tébb gorbére is kiterjeszthetjiik, ket-
tes, majd négyes, nyolcas, stb. csoportokat képezve: egyetlen inverzet kiszdmitva, a
tobbi megkaphatd.

10.2. Szorzds egészekkel. A P = (x,y) pont kétszeresének, 2P-nek az elsd
koordinataja

(32% + a)? 93 — (22 — a)® — 8bx
4y? v 4(x3 +ax +b)
Hasonléan, 27 - P els6 koordinatajat kiszamithatjuk i - P elsé koordinatdjabdl. To-
vabbé a (2i + 1) - P pont els6 koordindtdjat kiszamithatjuk i- P, (i +1)- P és P els6
koordinataibdl, legaldbbis ha x; # x; 11 és Inko(x,n) = 1 (ez a nem trividlis eset) az
alabbi médon: mivel

Wi —yig)?
L2i+1 = 7 5 — Li+l — Ti
(Ti — @it1)
azt kapjuk, hogy

Toip1 (T — Tig1)” = Ui — Yir1)” — (@i + i) (@i — ig1)’
= —2y;Yit1 + 20+ (@ + zixi1) (x5 + Tig1)-

Hasonléan P = P,11 — P;-bdl azt kapjuk, hogy

2(z; — Tig1)” = 2yyig1 + 20 + (a + 2mip1) (T + Tig).
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Osszeszorozva a két egyenletet, azt kapjuk, hogy

LTL2%4+1 (.Tl — $i+1)4 = (2() + (a + xixi+1)($i + .Ti+1))2
—4(z} + ax; +b) (2}, + aziy1 +b)
= ((a — .Ti.%'i+1)2 — 45(1'1 + .TH_l))(mi — .Ti+1)2.
Innen
(a — ZEiSCi+1)2 — 4()(33z + xi+1)
$(.Tl — $i+1)2

T2i+1 = .
Ezek az tsszefiiggések lehet6vé teszik, hogy csak az els6 koordinatakkal dolgoz-

zunk egészekkel torténd szorzasnidl. Ha a k szorzé bal szélsé [ bitje az ¢ szamot

reprezentilja, akkor az l-edik 1épésben az iP és (i + 1) P pontot szdmoljuk ki.

10.3. Projektiv reprezentacié. Sokkal elegdnsabb egy ,elliptikus gorbe”
pontjait mint az adott egységelemes kommutativ gytirii elemeibél képzett (X,Y, Z)
harmasok osztdlyait reprezentdlni. Azonositsuk az (X,Y, Z) hdrmast mindazokkal
a hdrmasokkal, amelyek elédllnak (c¢X,cY,cZ) alakban valamely invertdlhaté c-vel.
A oo az (0,1,0) hadrmas osztélya. Az elliptikus gorbe egyenlete a

ZY? =X?+aXZ? +bZ°
homogén egyenlet. A fenti szamitidsok homogén koordinatdkban a

Xo; = (X7 —aZ?)* — 8bX,; 22,

Zoi = AZy(X2 +aX;Z2 +077),
Xoiv1 = Z (XiXiy1 — aZiZig1)? — 40Z; Zig1 (XiZip1 + Xin1 Z3))
Zoiy1 = X(Xip1Zi — XiZit1)®

alakba irhatdk. Ezek a kifejezések lehet6vé teszik, hogy elkeriiljiik az osztast, azaz
a legnagyobb kozos oszté szamitasidt. Pontosabban, elég idénként ellenérizni, hogy
Z; invertalhat6. Némi hatékonysagvesztés léphet fel, ha kézben elérjiik a co elemet.
Ez elkeriilhet6, ha visszalépést hasznalunk.

10.4. M4dsodik lépes6. Mint a p—1 és a p+1 mddszernél, egy masodik 1épcsét
is beiktathatunk. Ennek sordn a @ = k!- P pontbdl indulva, ¢; - Q-t szadmitjuk ki
szdmos q; > k primre. Ez megtehetd rekurzivan, (¢; - Q) + (J; - Q) kiszdmitaséval,
ahol §; = ¢;11 — q;- A 6; - Q pontokat tablazatban tarolhatjuk. Még jobb mddszerek
is léteznek. Lasd Montgomery és Montgomery-Silverman dolgozatat.
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11. Primteszt elliptikus gorbékkel

Az elliptikus gorbékkel torténd primtesztelés az alabbi tételen alapul:

11.1. Tétel. Legyen n € N, Inko(6,n) = 1 és legyen E,, egy Z/nZ feletti
,elliptikus gorbe” pontjainak a halmaza. Legyenek m és s egészek, gy, hogy s|m.
Tegyiik fel, hogy talaltunk olyan P pontot E,-ben, amelyre

m-P=0 é -—.P+#0 minden q primfaktordra s-nek.
q

Ekkor minden p primosztdjara n-nek |E,| = 0 mod s. Tovdbbd, ha s > (¥/n + 1)*
akkor n prim.

Bizonyitas. Legyen p egy primosztdja n-nek, és legyen
m
Q=—PF, cE,.
s

Ekkor sQ = mP, = (mP), = 0, igy @ rendje osztja s-et. Ha ¢ egy primosztdja
s-nek, akkor

EQ:EPPZ<TP> #£0, mivel P #0,
q q a /), q

fgy @ rendje nem osztdja s/g-nak. Mivel ¢ tetsz6leges volt, @ rendje s, igy |E,| =0
(mod s).

Hasse tétele szerint [E,| = p + 1 — ¢ valamely [t| < 2,/p egészre. Ebbél (p/? +
1)2 > [E,|. Ha s > (n'/* 4+ 1), akkor azt kapjuk, hogy (,/p + 1) > (n'/* + 1),
amibél p > \/n.

Az aldbbi tétel elliptikus gorbék szerkezetét irja le.

11.2. Tétel. Legyen p > 3 egy prim. Ekkor barmely E elliptikus gérbe Z/pZ
felett vagy ciklikus, vagy pedig egy mi és egy mso rendi ciklikus csoport direkt
szorzata, ahol mq|ms és mq|p — 1.

A bizonyitast nem targyaljuk.

11.3. A primtesztek vazlata. Az n valészinii prim prim voltanak bizonyi-
tasdhoz, vilasszunk egy ,elliptikus gorbét” Z/nZ felett, és egy m szamot, amelyre
a gorbe rendje m — legaldbbis ha n prim. Ha m felirhaté fn,; alakban, ahol f
faktorait ismerjiik, n; pedig valészint prim, és ny > (n'/* + 1), akkor n prim vol-
tat ezen pont elsé tétele segitségével be tudjuk bizonyitani. Valasszunk ugyanis egy
olyan P pontot, amely eleget tesz a tétel feltételeinek s = n; valasztdssal. Ehhez
valasszunk egy véletlen P pontot a gorbén (z véletlen, y-t kiszdmitjuk). Szamitsuk
ki (m/ny)- P = f- P-t; ha nincs definidlva, akkor megtalaltuk n egy valédi osztdjat,
ami nagyon valdszintitlen. Annak valészintisége, hogy k - P = 0 legyen, az el6z6
tétel szerint kisebb, mint 1, ha n prim, mert ha E, ciklikus, akkor csak f darab
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legfeljebb f rendii elem van [hiszen a d rendii elemek szdma egy ciklikus csoportban
©(d)], ha pedig nem ciklikus, akkor mymso = fn; és mq|me miatt mq|f, igy mi < f,
és legfeljiebb f2 darab f rendfi elem van, mert ha a direkt szorzat egy eleme leg-
feljebb f rendii, akkor mindkét koordinatdja legfeljebb f rendii. Ebben az esetben
valasszunk 4j pontot. Egyébként ellendrizziik, hogy ny - (f - P) = m - P = 0, aminek
teljesiilnie kell, ha n prim. fgy P létezése bizonyitja, hogy n prim, ha n; prim. Most
alkalmazzuk az eljarast ni-re, stb.

11.4. A Goldwasser-Kilian teszt. A fenti gondolat Goldwassertél és Kilian-
tél szarmazik. Javaslatuk szerint véletlenszertien valasztunk egy , elliptikus gérbét”
Z/nZ felett, meghatarozzuk m-et, és ha f = 2 vilasztédssal teljesiilnek a fenti fel-
tételek, akkor megyiink tovabb. Természetesen a gyakorlatban nem érdemes f-et
korldtozni, hanem m kis faktorait prébaosztassal keressiik meg. A mddszerrel az a
probléma, hogy egy véletlen , elliptikus gorbére” m-et meghatirozni nagyon nehéz,
béar van 4 polinomidlis futasidejti [O(log® n)] algoritmus.

11.5. Atkin tesztje. A teszt alapgondolata az, hogy megforditjuk m és a
gorbe megvalasztasanak sorrendjét. Ezt gy érjiik el, hogy egy alkalmas D negativ
egészre a Q(v/D) test v egészei kozott keresiink egy olyat, amelyre |v|> = n (ha
van ilyen). Ha ez megvan, akkor m = |v % 1|? rendfi elliptikus gorbéket , konnyen”
taldlhatunk. fgy m~et mar akkor tudjuk, amikor a gorbét még nem: azt raériink
késébb is meghatarozni.

Részletezve, a teszt a kovetkezoképpen miikodik:

1. Kivalasztjuk D ugynevezett ,,alapdiszkriminansoknak” egy elég nagy halma-
zat. Az alapdiszkrimindnsokat novekvé abszolit érték szerint hatdrozhatjuk meg:
D < —1,D =0 (mod 4) vagy D =1 (mod 4) kell teljesiiljon, és nem létezhet olyan
k > 1 egész, amelyre D/k? is alapdiszkrimindns. A D = —3 és D = —4 esetek kiilon
meggondolasokat igényelnek, ezeket itt mellézziik, tehat feltessziik, hogy D < —7.

2. Q(V/D) algebrai egészei felirhaték v = = + yw alakban, ahol z, y egészek, és
w = (D + v/D)/2. Ekkor |v|* a v norméja, igy azt akarjuk elérni, hogy

D\’ D
(1) n = <~’C+y§> *y2z

teljesiiljon. Atrendezve, azt kapjuk, hogy 4n = (22 4+ yD)? — 42D. Ha ez a feltétel
teljesiil, akkor egyrészt (D|n) = 1, masrészt minden p paratlan primre, ami osztja
D-t, teljesiil, hogy (n|p) = 1. Ezek a feltételek sziikségesek (de nem elégségesek) (1)
teljesiiléséhez.

3. Keressiink sziikséges és elégséges feltételt (1) teljesiiléséhez, és mbddszer arra,
hogy az x,y egészeket meghatarozzuk. (1) felirhaté

D(D —1)

(2) n=a"+zyD +y’ 1
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alakba. A jobb oldal egy bilinearis forma x,y valtozdkkal és egész egyiitthatdkkal.
4. Altaldnosan, tekinthetiink
az? + bry + cy?
alakd kvadratikus formdkat egész a, b, c egyiitthatokkal. Egy ilyen kvadratikus for-

maéaban bevezethetiink 1j vdltozdkat. Példdul az 2’ = —y, vy’ = x helyettesitésnél az 1]
forma egyiitthatéi @’ = ¢, b’ = —b és ¢’ = a lesznek, az 2’ = v+ ky, vy’ = y helyettesi-

tésnél pedig, ahol k egész, az 4j egyiitthatdk a’ = a, b’ = b—2ka és ¢/ = c— kb+k2a.
Vildgos, hogy ezen helyettesitések soran nem valtozik meg a forma értékkészlete,
azaz a {ar® + bry + cy® : 2,y € Z} halmaz és a {a':z:'Q + Wy + Y’y € 7}
halmaz megegyeznek. Azt is nyilvanvalé, hogy b* — 4ac = b'> — 4d'c’, azaz ez a
mennyiség, a kvadratikus forma diszkrimindnsa sem valtozik. Példaul a (2) jobb
oldalan all6 forma diszkriminansa D. Egy kvadratikus format pozitivnak neveziink,
ha a > 0, a diszkriminansa pedig negativ. Vilagos, hogy ekkor c is pozitiv. Egy kvad-
ratikus forméat primitivnek neveziink, ha egyiitthatdinak legnagyobb kozos osztdja
1. A fenti (invertalhatd) transzformdciok pozitiv primitiv formét pozitiv primitiv
formdba visznek. A fenti két transzformécié ismételt alkalmazdsdval minden pozitiv
primitiv forma egy redukalt alakra hozhaté: ekkor [b] < a < césb >0, ha |b| =a
vagy a = c. Ez ugy torténik, hogy ha —a < b < a nem teljesiil, akkor alkalmazzuk
a masodik 1épést ennek elérésére, ha pedig teljesiil, és a forma még nem redukalt,
akkor alkalmazzuk az els6 1épést. Az algoritmus nagyon hasonlit az euklidészi algo-
ritmushoz. Péld4ul a (2) jobb oldaldn 4ll6 forma nem redukalt, de egyetlen 1épéssel
redukdlhaté: ha D péros, akkor a redukalt forma 22 — (D/4)y?, ha pedig pératlan,
akkor 22 + zy + y?(1 — D) /4. Gauss megmutatta, hogy a redukalt alak egyértelmii:
minden pozitiv primitiv formanak egy és csak egy redukalt alakja létezik. Az adott
(negativ) D diszkrimindnsi pozitiv primitiv formékat tehat ekvivalencia-osztalyokba
sorolhatjuk a szerint, hogy mi a redukalt alakjuk. Az ekvivalencia-osztalyok szamét
a D diszkrimindnshoz tartozd idedlosztdly szdmmak nevezziik, és h(D)-vel jeloljiik.

5. Térjiink vissza annak vizsgalatdhoz, hogy (2) megoldhaté-e? Euklidészi
algoritmust alkalmazva a-re és y-ra, az deriil ki, hogy ha van egy megoldasa (2)-
nek, akkor van olyan, a (2) jobb oldaldval ekvivalens kvadratikus forma is, amelyre
x =1, y = 0 esetén lesz a forma értéke n. Keressiink ilyen format. Nyilvin a = n
kell legyen, tovabbd b?> — D oszthaté kell legyen 4n-el, kiilsnben ¢ nem lehetne egész.
Keressiink egy olyan 0 < b’ < n-et, amelyre v:=D (mod n). (Kell lenni ilyennek,
legaldbb is ha n prim, feltéve, hogy (D|n) = 1.) Ha V' és D paritdsa megegyezik,
akkor legyen b =/, egyébként legyen b = b’ + n. Igy ¢ = (b> — D)/(4n) egész lesz.
Megmutathatd, hogy b lehetséges valasztdsai ekvivalens formakat eredményeznek.
Igy azt kell ellenérizniink, hogy ennek a formdnak a redukalt alakja megegyezik-
e a (2) jobb oldaldn szerepld forma redukilt alakjaval. Ha igen, akkor nyomon
kovetve a redukcié soran felhasznalt helyettesitéseket, z-et és y-t is megkapjuk, amire
(2) fennéll. Ha nem, akkor (2) nem oldhaté meg. Minden D-re a siker esélye
1/(2h(D)), mivel 1/2 eséllyel tudunk gyskst vonni D-bél, és ha sikeriil, akkor 1/h(D)
az esélyiink.
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6. Ha sikeriilt megtalalni v-t, akkor mindjart két lehetséges m-et talaltunk.
Ezeket megprébaljuk faktorizalni, példaul probaosztdssal. Ha sikeriil annyi kis prim-
faktort levalasztani, hogy egy valdszinii prim marad vissza, akkor tovabb léphetiink
a rekurzioban. Ha ez nem sikeriil, akkor ujabb D-vel probalkozunk.

7. Végiil, ha a rekurzié elért egy elég kis szdmot, amir6l mar ,ranézésre” (pl.
prébaosztéssal) kideriil, hogy prim, felépitjiik a ,,bizonyitékot”. Ez az

n = no, 4o, bo, Mo, Po, fo,n1,a1,b1,m1, P1, f1,n2,a2,b2,ma, f2,m3, ...

sorozat, ahol n = ng,ni,ns,n3,... primek, a;,b; egy modulo n; elliptikus gorbe
egyiitthatoéi, m; a rendje, P; egy pontja, amely eleget tesz ezen pont elsé tétele
feltételeinek, f; pedig az m; faktorizalt része ugy, hogy m; = fin;y1. A ,bizonyi-
ték” meghatarozasa Ggy torténik, hogy (kelld pontossagu lebegépontos aritmetikat
hasznélva) az adott n-hez talalt D diszkrimindns segitségével kiszamitjuk a Hp
Hilbert-polinomot. Ez egy egész egyiitthatds polinom h(D) fokszdmmal, amelyet a

(b+VD

Hp(X)= ]] (X ~J (—Qa ))
(a,b,c)

szorzat definial, ahol a szorzas az Osszes, a D diszkrimindnshoz tartozé pozitiv pri-

mitiv redukalt formdkra értendo, j pedig egy rogzitett komplex fiiggvény, amely a
fels6 félsikon van definidlva, és

iy = LE O K/ ")’
gIIp, (1 —gh)> ’

ahol ¢ = €2™%*, Megmutathatd, hogy

1 o0
Jj(z) = p + 744 + chqk,
k=1

ahol a ¢, egyiitthatdk pozitiv egészek, és j definicidja alapjan kénnyen kiszamitha-

ték. Az m = |v £ 1|? rendii elliptikus gorbék az

y? = 23 + 3kx + 2k,
y? =2 + 3kPx + 2k
gorbék, ahol k = x0/(1728 — ) (mod n), c egy tetszbleges szam, amire (c|n) = —1,

xo pedig Hp egy tetszoleges gyoke modulo n. Megmutathatd, hogy Hp modulo n
els6foku tényezdk szorzatara bomlik.
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12. Polinomfaktorizalas

12.1. Polinomfaktorizalds modulo egy prim. Az Atkin-teszttel kapcsolat-
ban két probléma maradt. Az elsé D modulo n vett négyzetgyokének meghatirozasa,
a masik pedig a Hp Hilbert polinom egy modulo n vett gyokének meghatarozasa.
Mivel az els6 probléma specidlis esete a masodiknak, csak az utébbit targyaljuk.
Altaladnosabban, legyen n prim, és tekintsiik a Z/nZ felett vett 1 féegyiitthatéjia p
polinom

p(a) = pi(2)° - pr(2)

felbontdsdnak megkeresését, ahol py, . .. , py kiilonbozd 1 f6egyiitthatéji, Z/nZ felett
irreducibilis polinomok, ey, ... , ex pedig pozitiv egész szamok.
12.2. Visszavezetés négyzetmentes esetre. Az el6z6 pont jeloléseivel, le-
gyen
d(z) = Inko(p(x),p'(z)).

Ha d(z) = 1, akkor p négyzetmentes kell legyen, mert p;(z)% =" kozos osztéja p-nek
és p'-nek. Ha d(x) # 1 és d(x) # p(x), akkor d valédi faktora p-nek. Ekkor p
faktorizaldsét d(x) és p(x)/d(z) faktorizdldsira vezettiik vissza. Végiil, ha d(z) =
p(x), akkor p/(x) = 0, igy p-ben a p; egyiitthatéja zt-nek nulla, ha i nem tébbszorose
n-nek. Ekkor p(z) = q(z™) = ¢(x)"; az utolsé sszefiiggéshez vegyiik észre, hogy a
binomidlis tétel alapjin

(ih (x) + Q2($))n =q(z)" + q2(2)",

tovabba ha
q(z) =qo + qz + - + g™,

akkor az el6z6 Gsszefiiggés és a kis Fermat tétel alapjan
q(2)" = g5 + (@)" + - + (gma™)" = q(z").

12.3. Véges testek.

(1) Egy F véges test elemeinek sziama n® valamely n primre és d pozitiv egész
kitevére;

(2) azTF* csoport ciklikus;

(3) ha p egy d-ed foki, 1 f8egyiitthatéju, Z/nZ felett irreducibilis polinom, akkor
a d-nél alacsonyabb fokii Z,/n7Z feletti polinomok modulo p egy n? elemii testet
alkotnak;

(4) egy d-ed foku, 7/nZ felett irreducibilis, 1 fSegyiitthatdji p polinom akkor és
csakis akkor osztja ™" — x-et, ha d | m.

Megjegyezziik, hogy megmutathaté, minden d > 0 egészre létezik d-ed fokd,
1 féegyiitthatéji, irreducibilis polinom Z/nZ felett, és az dsszes n? elemii testek
izomorfak.
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Bizonyitds. (1)-hez, alegkisebb n, amelyre n-1 = 0, prim, és F véges dimenzids
a {0,1,2,...,n — 1} résztest felett. (2) ugyanigy kovetkezik a 3.9 lemm&bdl, mint
ahogy a 3.10 tétel kovetkezett. (3)-hoz vegyiik észre, hogy a d-nél alacsonyabb foki
polinomok modulo p,n egy egységelemes kommutativ gytrit alkotnak, amelyben
minden nem nulla elem inverze megkeresheté az euklidészi algoritmussal. Végiil (4)
bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy barmely ¢ € F-re q"d = ¢ modulo p, n. Innen /¢
szerinti teljes indukciéval

qnde _ qnd(l—l)_nd _ ( nd(l—l))nd nd

fgy dlm esetén """ = z. A megforditdshoz, legyen ¢ egy generatora F*-nak. Azok az
n € F-ek, amelyekre " =1, az dsszeaddsra és a szorzéasra zart halmazt alkotnak.
fgy ha 2" = x, akkor &-re (amely egész egyiitthatés polinom z-ben), teljesiil, hogy
" = ¢ Deham = ld+r, 0 < r < d, akkor " = """ = ¢n" ami ellentmondas,
ha r # 0.

12.4. Faktorizadlds kiilonb6z6 fokd faktorokra. Tovabbra is Z/nZ felett
dolgozva, ahol n prim, az 1 f6egyiitthatos négyzetmentes p polinomraésd = 1,2,.. .-
re képezziik az py(x) = lnko(p(:c),:c”d - z) polinomokat. Ez a p 6sszes d-ed foki
irreducibilis faktorainak szorzata lesz. Ezutdn p-t p/pg-vel helyettesitjiik, és a ko-
vetkez® d-vel folytatjuk. Itt 2"’ 4 csak modulo p,n szamitjuk ki, """ modulo p,n
felhasznélasaval. Az eljaras véget ér, ha 2d nagyobb, mint p foka.

12.5. Hasitds. Az el6z6 1épés utén feladatunk olyan Z/nZ feletti, 1 féegyiitt-
hatds pg polinomok faktorizaldsa, amelynek faktorai d-ed fokdak és kiilonbozdk. A
pa-t az alabbi valdsziniiségi algoritmussal , hasithatjuk”, ha n paratlan: Legyen ¢
egy véletlen polinom. Ekkor

) ()02 1) (@) D2 4 1) = 1)~ ta),

és a bal oldalon szerepl6é polinom oszthatd pg-vel. J6 esély van arra, hogy a jobb ol-
dalon 4l16 szorzatnak py faktorai nem mind ugyanazt a tényez6jét osztjak. Igy p és a
jobb oldalon all6 tényezok legnagyobb kozos osztoit képezve, pg nagy valdszinliséggel
hasithaté.
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13. Az AKS-teszt

13.1. Az AKS-teszt alapétlete. 2002-ben Agrawal, Kayal és Saxena indiai
informatikusok egy olyan algoritmust taldltak, amely barmely n természetes szamra
képes eldonteni, hogy prim-e, és futisideje O(lg13 n). Az alapotlet a kovetkezd: ha s
és n relativ primek, akkor (z 4+ s)™ = 2™ + s (mod n) pontosan akkor teljesiil, ha n
prim; valéban, ha n prim, akkor nyilvén teljesiil az 6sszefiiggés, masrészt, ha p* | n

de p**! Jn, akkor
1)) = e

és relativ prim s~ P-hez, igy zP egyiitthatéja nem nulla. Vizsgaljuk az
(x+8)"=2"+s (modz" —1,n)

kongruenciat, de sok kiilonb6z6 s-re.

13.2. AKS-tétel [3]. Han € Nt, gr € P, S C Z véges, q|r — 1, és
n("=1/4 mod r ¢ {0,1}, tovdbbd Inko(n,s — s') =1, ha s,s' € S, s # s’ és
(h(S) +q-1
5(S)

akkor n primhatvany.

) > n2lvrl (x+s)"=2"+s (mod z" —1,n) minden s € S-re,

13.3. Megjegyzések. (1) Megmutatjik, hogy van olyan ¢, hogy clg6 n-ig van
olyan r, amelyre  — 1-nek van olyan ¢ primosztdja, hogy ¢ > 4./rlgn és g osztja
az n-nek mod r vett rendjét. (Ez azzal ekvivalens, hogy n("~1/? mod r # 1, mert
qg > v/r—1.) Az elég nagy Sophie Germain primek koziil nagyon sok j6, ekkor

q~321g%n.
(2) Mivel
(S +a-1)(ES) +9-2) - (HS) +1) _ <u(S)+1)q1
1-2---(¢g=1) —\g—-1 ’
és ha »
(u<s>+1)q o
q—1 ’
akkor
glg 25(9) ~ 2y/rlgn,
T

azt kapjuk, hogy
25(5) 25(5) 1 1
lg ——= =~ 41 lg—— =~ - =1gVv2 S) ~ —r.
Vrig = gn, lg= =~ =gV, WS~
(3) Hatvanyteszt: ha n = me¢ és 28 < n < 2F+!' ahol k =~ Ign és bindris
kereséssel konny(i megtaldlni, akkor e < k, k < elgm < k + 1, amibél |k/e] <
lgm < [(k +1)/e], igy m-et bindris kereséssel konnyti megtaldlni.
(4) A tesztet tovabb élesitették r ~ 0.011g® n-ig, és §(S) is csokkenthets. Ezzel
a tesztet tobb millidszorosra gyorsitottak, sebessége lg6+°(1) n.
(5) Rekordokra nem alkalmas, tarkorlatos.
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13.4. Bernstein tétele [6]. Legyenek n, d és e pozitiv egészek, ¢ és c_
egészek, legyen [ € Z,[y] egy d-ed foki f6polinom. Legyen R a Z,[y]/(f) gyiiri,
r € R, S C R. Tegyiik fel, hogy

(1) eln?—1;

(2) r"~1 =1 az R-ben;

(3) r(n'=D/a _ 1 egység R-ben az e barmely q primosztijara;
(4) minden s € S egység R-ben;

(5) s°—s'° egység R-ben, ha s,s' € S, s # §';

(6) s°—r egység R-ben minden s € S-re;

(7) e>c>c_>0;

(s)
(IO () (KO e e 1) s v,

c_ c_ e—1—c¢

(9) (x—s)n = r(n=N/eg _ 5 az R[z]/(z¢ — r) gyfiriiben minden s € S-re.
Ekkor n primhatvany.
13.5. Megjegyzések. (1) A d varhaté értéke nagyon kicsi, gyakorlatilag d
mindig 1, és
d*[lgn]? < e < (d+ 1)d*[lgn]?
talalhat6, ekkor §(S) = 1, de mér e ~ 0.011g” n-re is 4(S) elég kicsi.
(2) A ¢ és c_ optimizédciés paraméterekre célszeriien ¢ & e/2 és

. 1(5)

TES 2z AP AT




V. SZITA MODSZEREK

A faktorizélds ,,nagydgyui” a kiilonb6z6 szita médszerek. Ha a faktorizdlandé
Osszetett szam faktorai mind nagyok, akkor ezek a legjobb ismert mddszerek. Ter-
mészetesen el6bb egyszertibb médszerek (préobaosztds, Pollard ¢ és p — 1 mddszere,
esetleg Williams mddszere, illetve elliptikus gorbék) segitségével érdemes levalasz-
tani a ,, kis” faktorokat, mivel a szita mddszerek ugyanannyi idé alatt taldlnak meg
egy kis faktort, mint egy nagyot. Jelenleg a szita mddszerek teljesitéképessége 200-
nal tobb jegyl szadmok faktorizalasat is lehetd teszi, s6t, nagyobbakét is, ha a szdm
specialis alaku.

14. A szita modszerek alapjai

14.1. Dixon véletlen négyzet mddszere. Ez még nem igazan szita mdédszer,
de az alapgondolatok egy részét megvilagitja. Fermat mddszerénél n faktorizalasdhoz
olyan z,y egészeket kerestiink, amelyekre n = 22 — y2. Ezt a feltételt enyhithetjiik:
ha véletlen ,y egészekre n | 22 — y? = (x — y)(x + y), akkor j6 esélyiink van arra,
hogy n faktorai megoszlanak x — y és x + y kozott, igy mindkét szam legnagyobb
ko70s osztéjat kiszamitva n-nel, azt hasithatjuk. Elég tehat néhany ilyen z,y par
talalni. Dixon mddszerénél el6szor valasztunk egy K > 0 korlatot. Ezutan véletlen
m értékekre kiszdmitjuk az 7(m) = m? mod n maradékot, és megprébaljuk azt fak-
torizalni. Azokat az m értékeket, amelyekre az r(m) maradék K-sima, azaz minden
faktora kisebb, mint K, eltdroljuk, r(m) primfelbontasaval egyiitt.

Legyen r(m;) primfelbontdsaban a p; < K prim kitevSje e; j. Az 2*-et bizonyos
r(m;)-k szorzataként fogjuk keresni. Ha sikeriil elérni, hogy ez a szorzat négyzetszadm
legyen, akkor, mivel tetsz6leges m?-ek szorzata mindig négyzetszdm, a megfelels
mi-k szorzatit véve y-nak, 2 = y? (mod n) teljesiil. Hogy az r(m;)-k szorzata
négyzetszam legyen, azt kell elérniink, hogy >, e; ; paros legyen minden j-re. Jelolje
e; azt a vektort, amelynek j-edik koordindtaja e; ; mod 2. Bizonyos r(m;) szdmok
szorzata pontosan akkor négyzetszam, ha a megfelel6 e; vektorok modulo 2 vett
osszege a nullvektor. Tehat a megfelelé r(m;) maradékok kivdlasztdsdhoz olyan e;
vektorokat kell keresni, amelyek modulo 2 vett 0sszege nullvektor. Ilyen rendszer
mindig létezik, ha az r(m;)-k szdma nagyobb, mint a p;-k szdma, mert ekkor az e;
vektorok modulo 2 linedrisan fiiggéek. Minél nagyobb a kiilénbség, anndl tobb ilyen
kombinaciét taldlhatunk modulo 2 végzett Gauss-elimindcidval, vagy mads linedris
algebrai moédszerrel.
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Természetesen K valasztasa kritikus. Ha K tdl kicsi, akkor nagyon kicsi az
esélye, hogy az r(m) maradék K-sima legyen. Ha K tdl nagy, akkor a p; primek
szama lesz til nagy. Legyen L, (B) = e#VInnInInn Dyiyon algoritmusa pontosan ana-
lizalhato, és megmutathatd, hogy ha Gauss-eliminéciét hasznalunk, akkor K-t nagy-
sagrendben L, (1/2)-nek érdemes véalasztani, a futdsidé nagysdgrendben L, (3/2), a
tarigény pedig nagysagrendben L, (1) lesz. Ha kihasznéljuk, hogy az (e; ;) matrix
ritka, akkor K-t nagysagrendben L, (1/1/2)-nek érdemes valasztani, és nagysagrend-
ben L, (v/2) idé és L, (1/v/2) tar sziikséges.

A médszer tovabbi finomitasaval elérhetjiik, hogy az r(m) maradékok nagysig-
rendje ne az n, hanem csak n?/3 nagysigrendjével egyezzen meg, de eloszldsuk még
mindig véletlenszerti legyen. gy egy még mindig pontosan analizilhaté, de gyorsabb
moédszerhez juthatunk. A gyakorlatban jobb azonban lemondani a pontos analizal-
hatésagrol, és minél kisebbre leszoritani az r(m) maradékok nagysidgrendjét. Egy
ilyen mdédszer a lanctortek felhasznaldsan alapul.

14.2. Lanctortek. Legyenek 0 < u; < ug egészek, ekkor

ur/ug = 1/(up/u1) = 1/(ar +ua/ur) = 1/(ar + 1/ (w1 /u2))
=1/(a1 +1/az + uz/uz)) = ...,

ahol a; = |u;—1 /ulJ és uj11 = u;—1 mod u;. Vegyiik észre a kapcsolatot az euklidészi
algoritmussal. Altaldnosabban, legyen 0 < = < 1, g = x, és ha x, # 0, legyen
apt1 = |1/xn] €8 xpy1 = 1/xy — ang1. Vezessiik be a lanctortekre a

/]ar, ... an// =1/(a1 +1/(aa+ ...+ 1/ay,)...)

jelolést. Ekkor
x=//a1,... ,an_1,an +Tn//.

Definidljuk a k,, polinomokat, az tgynevezett kontinudnsokat (a k, pontosan
n valtozds): legyen k,(ai1,...,a,) = 1, ha n = 0, legyen ki(a1,...,a,) = ai,
ha n = 1, és indukciéval legyen k,(ai,as,as,...,an) = a1kn_1(az,as,... ,an) +
kn—o(as, ..., a,). Teljes indukciéval azonnal adédik az Euler éltal felfedezett dssze-
fiiggés, hogy ky (a1, ... ,a,) az dsszes olyan szorzatok Osszege, amelyek eléallithatok
ugy, hogy az ajas - - - a,, szorzatbdl néhanyszor egymas utan torliink két egymas mel-
letti tényezét. (Osszesen F), ilyen szorzat van, ahol F,, az n-edik Fibonacci szam).
Ebbdl azonnal kovetkezik a kn(ai, ... ,an) = kn(an, ... ,a1) szimmetria.

A lanctortek felirhatok a kontinudnsok segitségével: teljes indukcidval konnyen
adddik, hogy

//al’-“ ,an// _ k/’n_l(ag,ag,... ,an)

kn(ai,as,...,an)

Az x lanctort kifejtése nyilvan akkor és csak akkor véges, ha x raciondlis. Egyébként
z nyilvdn //ay,...,an// és //a1,... ,an—1,a, + 1// kozott van. Megmutatjuk,
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hogy //a1,...,a,// igen gyorsan konvergél z-hez, ha n — co. Ennek beldtdsdhoz
sziikségiink van a kontinuansokra érvényes

kn(al,.. . ,an)kn(az,.. . ,an+1) — kn+1(a1,. - ,an+1)kn,1(a2,.. . ,an) = (71)"

Osszefiiggésre, ami indukcidval konnyen adddik, ha a jobb oldalon az a;-et tartalmazoé
kontinudnsokra alkalmazzuk a definiciét. Most

e —//ar,...;an//I=|//a1, .. san—1,an +xn// — //a1,... ,an//|
=\//ar,... ,an,1/xn// — /]a1,... ,an//|
<\|//ai,...,an,ans1// —//a1,... ,an//]

_ k/’n(ag,... ,an,an_H) _ k/’n_l(ag,... ,an)
knt1(ar,az, ... an,apy1) kn(ay,...,an)
1
< )
kn+1(a1,.. . ,an+1)kn(a1,. .. ,an)

14.3. Kvadratikus irraciondlis szamok lanctort alakja. Legyen d olyan
pozitiv egész szam, amely nem teljes négyzet, u pedig egész szam ugy, hogy = =
Vd —u-ra 0 < z < 1 teljesiiljon. Legyen ug = u, vo = 1 és indukciéval legyen
Unt1 = (d = up)/vp, G = \_(\/ﬁ + Un)/Vnt1]s Unt1 = Ang1Ung1 — Un. Teljes
indukciéval megmutatjuk, hogy ekkor az a,, egészek az x lanctort kifejtésének jegyei
és x, = (Vd — uy)/vn.

Mivel zg = V/d — u, igy

1 1 Vd+u_ Vd+ug
:E_O_\/Efu_d—lﬂ_ vy
igy n = 1-re minden &llitas teljesiil.
Indukcidval,
11 Vd+u, Vdtu,
E B \/E—un B d*U% B Un+1 ’

amibdl apy1 = [(Vd + up)/vns1] és

_ 1 _ \/E + Up — Gn41Unit1 _ \/E — Un+1
Tp4+l = —— —Apy1 = — .
Tn Un+1 Un+41

Misodik lépésként megmutatjuk, hogy 0 < u, < V/d és 0 < v, < 2V/d egészek
és v, | d —u>. Ez is nyilvan teljesiil n = 1-re. Indukciéval, mivel v, | d — u2
kapjuk, hogy v,,1 egész, és mivel 0 < u, < V/d, azt is kapjuk, hogy v,41 > 0.
Mivel mint lattuk, 1/z, = (Vd + u,)/vng1 > 1, kovetkezik, hogy v,11 < Vd +
u, < 2v/d. Hasonléan, mivel mint lattuk x, 1 = (Vd — tny1)/vns1, kapjuk, hogy

n?
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0 < tny1 < Vd; valéban z,41 < 1 miatt elég a v,.1 > V/d esettel foglalkozni. Ekkor
Un+1 = Gn4+1Un41 — Un > Up41 — Up > \/E - Up > 0. Tehét
d— u?H_l =d— (ant1Vnt1 — un)2 =d- ui + ai+1vi+1 + 2UnAn41Vn41,

és kapjuk, hogy v,41 | d—u2 .
Végiil megmutatjuk, hogy ha p, = kn_1(a2,...,a,) és ¢ = kn(a1,... ,a,),
akkor
(pn + UQn)2 - dqz = (71)n+1vn+1'

Az indukcids 1épéshez azt kell beldtni, hogy y = —Vd — u jeloléssel

_ Un+1 _ (an 7pn)(‘1ny 7pn)
Un, (Gn—12 = pp—1)(@n—1Y — Pn—-1)
Ennek igazoldsdhoz el6szor is vegyiik észre, hogy az

x=//ar,...,an,1/xn//

Osszefiiggésbol
kn(a2a--- aanal/xn) _ pn/xn + Dn—1
kn+1(a17'-' 5an;1/zn) Qn/zn'i'anl-

Tr =

Ebbdl
dn T — pn/Qn

7qn—1 T — pn—l/Qn—l .
Ha most az yo = ¥, yn = (—Vd—u,) /v, sorozatot tekintjiik, akkor teljes indukciéval
kénnyen igazolhaté, hogy

Tn =

yz//a’la--- aanal/yn//'
Ebbdl a fentiekhez hasonléan azt kapjuk, hogy

 Gn Y= Pn/n
Gn—1Y = Pn—1/0n—1
Az x,-re és y,-re kapott kifejezéseket 6sszeszorozva, kapjuk az indukcids 1épés iga-
zolasdhoz sziikséges Gsszefiiggést.
Végiil levezetiink még egy Osszefiiggést, megmutatjuk, hogy

Yn =

Un+1 = an(unfl - un) + Up_1.

Valéban,
d—u2  vp_1(d— (anvn — un—1)?)
’Un+1 = = 5
U, d—u;_,
Up—1V
=Up—1+ an#(}unfl - anvn) = Up—1+ an(unfl - un)

n—1
14.4. Faktorizilds lanctortekkel. Ez az algoritmus olyan (p, v) parokat ,,ter-
mel”, amelyekre p? = 4v (mod n), és v ,kicsi”. A természetes d = n valasztés
helyett a d = kn valasztassal éliink, ahol &k kis természetes szam; a k paraméter
szabad véalasztasa tobb lehetéséget ad. Az algoritmus a kovetkezo:
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(1) [Inicializalds.] Legyen d < kn, r « [Vd|, 7’ < 2r, u < o' « 1/, v « 1,
vVe—d—rtper,p 1,0+ 0,s < 0. Az algoritmus sordn u, u’, v, V', p, p’,
a, s értéke rendre r+u;, r+u;_1, v;, vi—1, (p;i+7¢) mod n, (pi—1+7r¢;—1) mod n,
a; és i mod 2, az eldz8 pont jelsléseivel. Mindig 0 < v < u <7/, igy u, v/, v, v/
szamjegyeinek szama alig tobb mint fele n szdmjegyei szaméanak.

(2) [Uj u, v és s.] Legyen t < v, v < a(u’ —u) + 0/, v + t, a « |u/v], v « u,
u<+ 1 — (umodw), s+ 1—s.

(3) [Prébaosztds.] Most p* — kng® = (—1)*v valamely q egészre, azaz p? = (—1)%v
(mod n). Megprobaljuk v-t faktorizélni, ha sikeriil, eltdroljuk.

(4) [Uj p.] Ha v # 1, akkor legyen ¢ < p, p < (ap + p') mod n, p’ < t, és menjiink
(2)-re, egyébként vége.
Megmutathatd, hogy az els6 v érték, ami masodszor fordul el6, csak v = 1 lehet.

Ha ez hamar bekovetkezik (ami ritka eset), akkor 1j k-t valasztva, folytathatjuk a

(p,v) péarok gytijtését.

14.5. A kvadratikus szita. Az alapgondolat, hogy az n szadm faktorizalasdhoz
a q¢(z) = (z + b)? — n polinom értékeit tekintjiik, ahol z € [—m,m] egész szdm, és
b = [y/n], hogy a polinom értékei , kicsik” legyenek: a legnagyobb érték (m + b)? —
n ~ 2my/n. Itt is vilasztunk egy B ,simasigi hatart”, az ennél kisebb primek
tartoznak az F ,faktorbdzisba”. Pontosabban, mivel p|(x +b)? —n azzal ekvivalens,
hogy (z + b)?> = n (mod p), elég azokat a p < B primeket bevenni, amelyekre n
kvadratikus maradék. Latszélag gondot okoz, hogy x < 0 esetén ¢(x) negativ. Ezen
azonban konnyen segithetiink: a —1-et is bevessziik a faktorbazisba.

Hogy a faktorbézis minél tobb elemet tartalmazzon, esetleg érdemes lehet n-et
kn-nel helyettesiteni, ugy védlasztva a kis k szorzot, hogy minél t6bb kis prim legyen,
amelyre kn kvadratikus maradék. (A tovdbiakban ezt az 0j értéket jeloljiik n-nel.)
Példaul 2 pontosan akkor keriil be a faktorbazisba, ha n =1 (mod 8).

A kvadratikus szita legfontosabb gondolata, hogy szitdlassal kisziirjiik azokat az
x-eket, amelyekre ¢(z) (legaldbbis nagy valdsziniiséggel) ,,sima”, azaz a faktorbdzis
felett faktorizdlhaté. Ez dgy torténik, hogy minden p € F-re egy szitatdbla kez-
detben kinulldzott, z-nek megfelel$ helyéhez hozzdadjuk log(p) értékét, ha p|q(z); a
logaritmus alapja tetszdleges. (Még jobbnak tiinik a

p
p—1

1 1
10gp:10gp(1-|——+—2+'“)
p p

értéket hozzdadni, abbdl a meggondolasbdl, hogy ha p|g(x), akkor 1/p valdszinii-
séggel p?|q(x), és 1/p? valdszintiséggel p*|q(x), stb.) Ezek a helyek két szdmtani
sorozatot alkotnak, mindkett6 differencidja p, kezddértékiik pedig —b & 1/n mod p.
Ha egy z-re a logaritmusok 6sszege eléri log’q(z)’ értékét, akkor g(x) biztosan sima,
és nagy valGsziniiséggel ez a helyzet akkor is, ha csak megkozeliti ezt az értéket. (Al-
taldban elég a logaritmusok kerekitett értékeinek 6sszegét egy, legfeljebb két bajton
gylijteni.) Ezekre az x-ekre prébaosztdssal vagy més médon fektorizaljuk ¢(z) ér-
tékét. Ha sikeriilt néhannyal t6bb, a faktorbazis feletti teljes faktorizalast gytjteni,
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mint a faktorbdzis elemeinek szdma, akkor ugyanigy eljirva, mint Dixon mddszeré-
nél, , hasithatjuk” n-et.

Egy tovabbi finomitds a ,nagy prim valtozat”: ha a probaosztassal nem sikeriil
teljesen faktorizalni a faktorbazis felett (egy dgynevezett ,teljes reldciét” kapni),
akkor rendszerint ¢(z)-bdl egy B-nél nem kisebb nagy prim marad vissza. Az ilyen
felbontdsokat hivjuk , parcidlis reldcidknak”. Ha két vagy tobb parcidlis relidciéban
ugyanaz a nagy prim, akkor az egyikkel (célszertien azzal, amelyikben a mdasodik
legnagyobb prim a legkisebb) végigszorozva a t6bbit, azokbdl teljes relacit kapha-
tunk, mert a nagy prim négyzeten lesz. Hogy tobb parcidlis reldciét gyijthessiink,
célszerli megnovelni a log]q(ac)] és a logaritmusok 6sszege kozott megtiirt kiilonbség
értékét; persze nem tilsdgosan, mert ha a ,nagy prim” tilsdgosan nagy, akkor mar
kicsi a valdszintisége, hogy mégegyszer el6fordul. Tovabbi finomitas, hogy két vagy
akar harom ,nagy prim”-et is megengediink. Példaul két nagy primbdl az egyiket
(6sszeszorzdssal) kikiiszobolve olyan parcidlis relaciét kapunk, amiben még két nagy
prim lesz, de azok mar kisebbek, ha pedig sikeriil olyan parciélis relaciéval szorozni,
amelyben csak egy nagy prim van, akkor a szorzatokban mar csak egy nagy prim
lesz. (A megvaldsitdshoz célszerli verem struktirat hasznélni.) Mivel igy csak az
lényeges, hogy a logaritmusok Gsszege és log|q(z)| kozott a kiilonbség ne legyen tul
nagy, az utébbit egyszeriien a log maxle[_m,m]|q(z)| konstanssal helyettesitjiik, és
egyszerlien minden olyan z-re préobaosztunk, amelyre a logaritmusok 6sszege eléri
ennek a T-ed részét, ahol a T ,treshold” érték 1,5-t6l 2,6-ig no, ahogy a decimalis
jegyek szama nd 24-t6l 66-ig.

14.6. Tobbpolinomos kvadratikus szita. A kvadratikus szitdnak nagy hat-
ranya, hogy ha nem sikeriilt elég relaciét gytijteni, akkor a [—m,m] intervallum
méretét meg kell novelni, és kezdhetjiik elolrol a szitdlast. Célszertibb tobb z +—
(ax + b)? — n alaki polinomot hasznalni, kiilonbozd a, b értékekkel; a faktorbazis
mindig ugyanaz. (Természetesen igy a szitélds konnyen parhuzamosithaté, és a bel-
s6 tar igény is joval kisebb lehet.) Célszerti lesz b értékét gy vélasztani, hogy b? —n
tobbszorose legyen a-nak, azaz b> — n = ac teljesiiljon; a finom &tlet ebben, hogy
ekkor a polinom alakja x +— a(az?® + 2bx + ¢), és ha a-t egy d (valészinii) prim négy-
zetének valasztjuk, akkor csak a ¢(x) = ax? 4+ 2bx + ¢ polinom értékének kell simanak
lenni. Mint majd latni fogjuk, elérhetjiik, hogy 20| < |a| és |a] < +/n legyen. Ilyen
feltételek mellett ac ~ —n és igy ha a pozitiv, akkor ¢ negativ. Az a értékének
célszerii valasztdsdhoz vegyiik észre, hogy a [—m,m] intervallum végpontjaiban ¢
értéke ~ am? + ¢, a kozéppontjiban pedig ~ c¢. Hogy a ¢ polinom abszolit értéke
mindeniitt lehet8leg kicsi legyen, célszer(i, ha am? + ¢ ~ |c|, azaz am® + ¢ ~ —c,
ahonnan a ~ v/2n/m és ¢ ~ m+/n/2.

Egy d ~ (2n/m?)'/* valészinti primet vilasztva, amelyre (djn) = 1 és d = 3
(mod 4), a kovetkezéképpen jarhatunk el: Legyen a = d2, és hg = n(?=3)/* (mod d),
tovabba legyen hy = nho = n(4t1/4 (mod d). Ekkor

h% =n-pld-D2 =y

)

mivel (d|n) = 1. Legyen hs (mod d) az (n— h?)/d és a 2h; modulo d vett inverzének
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szorzata; ez utébbi szamolasdhoz vegyiik észre, hogy hy a h; modulo d vett inverze.
Végiil legyen
b=hi + had (mod a);

erre
b?> = hi + 2hihad + hod*> =n (mod a).

Megfeleléen valasztva hi-et és ho-t az adott maradékosztalybdl, elérhetjiik, hogy
|2b] < a legyen. A c¢ is kiszdmolhatd, de nincs is ré sziikség: mivel

(ax +b)? —n

q(z) = o

és a relativ prim minden p € F-hez, a ¢(x) = 0 (mod p) egyenlet ekvivalens az
(ax 4+ b)?> =n (mod p) egyenlettel, aminek megolddsai = = (—b + v/n)/a.

14.7. Példa. A kovetkezd példa egy futtatast mutat be. Egy 267 bites dsszetett
szamot kivinunk faktorizalni. A szita intervallum 12 darab 32768 hosszi blokkbdl
all, tehdt 393216 egységet tartalmaz. A B ,simasagi korldt” 1300967, a faktorba-
7is 50294 primet tartalmaz. A prdébaosztis 27 bitig torténik. A nagy prim korlat
128795733 (26 bit). Osszesen 25952 ,teljes” reldciét sikeriilt kozvetleniil taldlni,
24462 teljes relacié pedig a parcialis relaciékbdl adddott, igy a teljes matrix méret
50294 x 50414, amelyet 35750 x 35862-re lehetett csokkenteni. 15 nem triviélis fiiggs-
ség adédott. Egy polinomra atlag 10 reldcié esett. A teljes futdsid6 egy 1.6 GHz-es
UltraSPARC III gépen 35°39” volt, a memdériafelhasznalas 8 MB.
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