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I. EL�SZ�

Ez a k�nyve
ske azokra a tapasztalatokra �p�l, amelyeket a szerz� Paderborn-

ban, N�metorsz gban, Karl-Heinz Indlekofer munka
soportj ban szerzett, ahol �t �-

vig (1992{1997) dolgozott projektmenedzserk�nt. A sz m¡t¢g�pes sz melm�leti pro-

jektjeink keret�ben t¡zn�l t�bb £j �vil grekord" sz�letett. A legismertebb ezek k�z�l

tal n a legnagyobb ismert ikerpr¡m megtal l sa. Az eredm�nyek k�z�s dolgozatok-

ban ker�ltek publik l sra, �s a kutat s jelenleg is tov bb folyik. Ezen k�nyve
s-

k�nek, illetve a spe
i lkoll�giumnak, amelynek anyag t t rgyalja, az a 
�lja, hogy

az �rdekl�d�ket felk�sz¡tse a k�z�s munk ban hallgat¢k�nt, szakdolgoz¢k�nt, PhD

hallgat¢k�nt vagy koll�gak�nt val¢ r�szv�telre. Rem�lem azonban, hogy mindenki,

aki a sz m¡t¢g�pes sz melm�let ir nt �rdekl�dik, haszonnal forgathatja. Ugyan
sak

sz m¡tok azok �rdekl�d�s�re, akiket a nagy hat�konys g£ sz m¡t sok �rdekelnek,

mert rekordjaink h tter�ben minden�tt a modern algoritmusok lehet�s�geinek �s a

modern mikropro
esszorok k�pess�geinek v�gs�kig t�rt�n� kihaszn l sa  ll. A mik-

roelektronika fantasztikus fejl�d�se mellett is 
sak ez tette lehet�v�, hogy m ra ezen

a ter�leten a szupersz m¡t¢g�pek kor bbi egyeduralma megsz�nj�n. Term�szetesen

a rekordok elk�pzelhetetlenek megfelel� sz m¡t¢g�pes h tt�r n�lk�l. Paderborn-ban

a Matematikai �s Informatikai Int�zetben 6{800 SUN munk llom s �s h rom nagy

p rhuzamos g�p | a legnagyobb 1024 pro
essszorral |  llt rendelkez�sre. Term�-

szetesen ilyen h tt�rrel itthon nem rendelkez�nk, m�gis sz mos vil grekordot siker�lt

munka
soportunknak itt is el�rni.

Ǳltal nos bevezet�sk�nt Bressoud [9℄ elemi k�nyv�t javaslom. Kezdetben, a

r�gebbi m¢dszerek ismertet�s�n�l ezt k�vetj�k. Magasabb szint� Cohen [11℄ kit�-

n� k�nyve; a hangs£lyt ink bb a sz melm�letre, �s nem az algoritmusok sebess�-

g�re helyezi. Az elm�leti informatika kit�n� �sszefoglal s ban, amelyet van Leeu-

wen [31℄ szerkesztett, a sz m¡t¢g�pes sz melm�let k�t kiv l¢s ga, A. K. Lenstra �s

H. W. Lenstra Jr. ¡rta a sz m¡t¢g�pes sz melm�leti r�szt; ez kiv l¢ t�m�r �sszefog-

lal sa az akkori helyzetnek.

A sz melm�leti alapismeretek megtal lhat¢k Niven �s Zu
kerman [37℄ k�nyv�-

ben. Magasabb szint� Serre [45℄ kis k�nyve.

Az elm�leti informatika kit�n� tank�nyve Cormen, Leiserson �s Rivest [12℄

k�nyve; ebben megtal lhat¢k a sz�ks�ges informatikai alapismeretek. R�gebbi, de

nagyon j¢l haszn lhat¢ k�nyv Aho, Hop
roft �s Ullman [4℄ k�nyve. Az algorit-

musok sokkal r�szletesebb anal¡zise tal lhat¢ D. E. Knuth: The art of 
omputer

programming 
¡m� k�nyv�nek h rom k�tet�ben (magyarul is megjelent), amely a
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programoz si gyakorlatra helyezi a hangs£lyt [20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27℄. �n £gy

�rzem, hogy ebb�l a k�nyvb�l tanultam a programoz sr¢l a legt�bbet.

A rejtjelz�ssel val¢ kap
solatot r�szletesen t rgyalja Kranakis [30℄ k�nyve. Pr¡m-

tesztek �s a faktoriz l s sz m¡t¢g�pes m¢dszereivel foglalkozik Riesel [44℄ k�nyve igen

r�szletesen. Felt�tlen�l �rdemes megn�zni Ribenboim [42, 43℄ k�nyv�t, k�l�n�sen az

£j kiad st. Mivel az eg�sz ter�let nagyon gyorsan fejl�dik, sz mos itt t rgyalt m¢d-

szer 
sak eredeti dolgozatokban tal lhat¢ meg. Ezekre a megfelel� helyen fogunk

hivatkozni. N�h ny m�g publik latlan eredm�ny is szerepelni fog. B r a jegyzetet

az ut¢bbi 10 �vben t�bbsz�r jav¡tottam, kieg�sz¡tettem, m�g a jelenlegi form ja sem

tekinthet� v�glegesnek, az oktat si �s kutat si tapasztalatok alapj n folyamatosan

b�v¡tem, �s igyekszem a hib kat kijav¡tani. A legfontosabb £j b�v¡t�s sz mos algo-

ritmus Maple

1

megval¢s¡t sa; ez a k�nyvvel egy�tt elektronikus form ban el�rhet�.

Budapest, 2011.02.25

J rai Antal

1

Maple a Maple In
. bejegyzett v�djegye



II. ALAPVET� ALGORITMUSOK

1995 okt¢ber�nek els� napjaiban Harvey Dubner megtal lta az akkor ismert

legnagyobb, 5129 jegy� ikerpr¡met. A mi kor bbi ikerpr¡m rekordunk 697053813 ·
2

16352 ± 1 volt, 4932 de
im lis jeggyel. N�h ny nappal el�bb tal lta Dubner a leg-

nagyobb ismert, 5089 jegy� Sophie Germain pr¡met (azaz olyan p pr¡met, amelyre

2p+1 is pr¡m), megd�ntve 4931 illetve 4932 jegy�, 157324389·216352−1 �s 470943129·
2

16352 − 1 rekordjainkat, amelyeket 1995 febru rj ban tal ltunk. Ekkor m r futott

ikerpr¡mkeres� programunk jav¡tott v ltozata, �s 11700 jegy k�r�l keresett ikerpr¡-

meket. Mivel a teljes v rhat¢ fut sid� 1500{2000 CPU nap volt a Texas Instru-

ments SuperSPARC

2

pro
esszor t tartalmaz¢ Sun

3

munka llom sokon, (33 MHz �s

60 MHz k�z�tti ¢rajellel), £gy d�nt�tt�nk, hogy le ll¡tjuk a keres�st egy id�re, �s £j,

kombin lt teszt programunkat fogjuk futtatni, amely egyszerre k�pes ikerpr¡meket �s

Sophie Germain pr¡meket keresni, megfelezve ezzel a keres�s idej�t. A k�t teszt kom-

bin l s nak �tlete Dubner-t�l eredt. Mivel az £j teszt fut sidej�t ≈ 5850 jegy k�r�l

100 CPU napn l kevesebbre be
s�lt�k, £gy gondoltuk, j¢val re lisabb lesz ebben a

tartom nyban keresg�lni, �s 
sak k�s�bb folytatni a kombin lt teszttel a≈ 11700 jegy

k�r�li tartom nyban. A kombin lt teszt programj nak pr¢b ihoz m�g sz�ks�g volt

n�h ny napra, �s addig hagytuk futni a r�gi programot. A le ll¡t s el�tti napon a r�gi

program a 242206083·238880±1 (11713 jegy�) ikerpr¡met tal lta. Ezut n le ll¡tottuk

a r�gi programot, �s elind¡tottuk az £j, kombin lt tesztet. Ez tal lta a jelenleg ismert

legnagyobb Sophie Germain pr¡met: p = 2375063906985 · 219380 − 1 (5847 jegy�).

Nagy p Sophie Germain pr¡m seg¡ts�g�vel, ha kongruens 3 mod 4, nagy �sszetett

Mersenne sz mok adhat¢k meg. �gy 2

p − 1, ahol p = 2375063906985 · 219380 − 1 a

legnagyobb ismert �sszetett Mersenne sz m.

Egyik e-mail-�ben Harvey Dubner olyan p pr¡mek keres�s�t javasolta, amelyekre

p+2 �s 2p+1 is pr¡mek. Kombin lt teszt programunk minden tov bbi n�lk�l k�pes

volt erre. Elind¡tottunk egy keres�st, �s a p = 4610194180515 ·25056−1 (1535 jegy�)
pr¡met tal ltuk, amelyre p+ 2 �s 2p+ 1 is pr¡mek.

Mi  ll ezeknek a rekordoknak a h tter�ben? Hogyan be
s�lhet� egy ltal n a

fut sid�? Milyen algoritmusokat kell haszn lnunk? Hogyan ¡rhatunk el�g gyors

programot? Mire j¢k a nagy pr¡mek? Mire haszn lhat¢k m�g az elk�sz�lt prog-

ramok? Mi a kap
solat a faktoriz l ssal? Milyen m s sz melm�leti keres�sekre,

2

SPARC a SPARC International bejegyzett v�djegye

3

Sun a Sun Mi
rosystem In
. bejegyzett v�djegye
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tesztekre haszn lhat¢k m�g programjaink? Ezekre �s hasonl¢ k�rd�sekre keress�k a

v laszt ebben az els� r�szben.

1. A pr¡mek eloszl sa, szit l s

1.1. A pr¡msz mt�tel. Mint tudjuk, Euklid�sz m r bizony¡totta, hogy v�g-

telen sok pr¡m van: ha v�ges sok pr¡m lenne, a szorzatukhoz egyet hozz adva,

a kapott sz mnak a pr¡moszt¢i nem szerepelhetnek a list ban. A matematiku-

sokat m r r�gen izgatta a pr¡mek eloszl sa, vagy olyan k�pletek keres�se, ame-

lyek 
sak pr¡meket adnak. Marin Mersenne (1588{1648) p�ld ul 1644-ben azt  l-

l¡totta, hogy 2

p − 1 alak£, ma Mersenne-sz moknak nevezett sz mok k�z�l p =

2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257 pr¡met ad, de m s, 257-n�l kisebb �rt�k nem (nem

igaz), Fermat pedig azt gondolta, hogy 2

2

n

+1 pr¡m, ha n = 0, 1, 2, . . . (ez sem igaz).

15 �vesen, 1792-ben Karl Friedri
h Gauss (1777{1855) azt sejtette, hogy az

x-n�l nem nagyobb pr¡mek π(x) sz m t

∫ x

2

dt

ln t

k�zel¡ti. Gauss sejt�se pontosabban

π(x) ∼
∫ x

2

dt

ln t

alakba ¡rhat¢. Ennek a jel�l�snek a pontos jelent�se, hogy a k�t f�ggv�ny h nyadosa

1-hez tart, amint x tart v�gtelenhez. Ez a h¡res pr¡msz mt�tel. 1896-ban bizony¡-

totta be egym st¢l f�ggetlen�l Charles Jean de la Vall�ee Poussin (1866{1962) �s

Ja
ues Hadamard (1865{1963). Pontosabban, ma azt tudjuk, hogy alkalmas A > 0-

val

π(x) =

∫ x

2

dt

ln t
+O

(

xe−A(lnx)3/5/(ln lnx)1/5
)

.

Az itt szerepl� O jel�l�st l�pten-nyomon haszn lni fogjuk: O(f(x)) egy olyan f�gg-

v�nyt jelent, amelynek abszol£t �rt�ke el�g nagy x-ekre korl tos az f pozit¡v f�ggv�ny

egy konstansszoros val. A hasonl¢ o(f(x)) jel�l�s egy olyan f�ggv�nyt jelent, amely

f -fel osztva null hoz tart.

Par
i lis integr l ssal  talak¡tva az integr lt, azt kapjuk, hogy

π(x) =
x

lnx
+

x

(ln x)2
+

2!x

(lnx)3
+ · · ·+ r!x

(lnx)r+1

+O

(

x

(lnx)r+2

)

b rmely r ≥ 0-ra.

A nevezetes Riemann-sejt�sb�l, mely szerint a Riemann-f�le ζ f�ggv�ny nem

trivi lis gy�keinek val¢s r�sze 1/2, az k�vetkezik, hogy

π(x) =

∫ x

2

dt

ln t
+O

(√
x lnx

)

.
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Tov bbi hivatkoz sokat l sd Knuth [24℄ k�nyv�ben, 373{374. o.

Egy sokkal  ltal nosabb k�rd�st is felvethet�nk. Megk�rdezhetj�k, h ny pr¡m

van az a+ dn, n = 0, 1, 2, . . . sz mtani sorozatban, amely x-n�l kisebb. Term�szete-

sen, ha a ≥ 0 �s d > 1 legnagyobb k�z�s oszt¢ja nagyobb mint egy, akkor legfeljebb

1. Ha azonban nem ez a helyzet, akkor mint Peter Gustav Lejeune Diri
hlet (1805{

1859) bebizony¡totta 1837-ben, v�gtelen sok pr¡m van a sorozatban, �s megint 
sak

de la Vall�ee Poussin bebizony¡totta, hogy a pr¡mek egy r�gz¡tett d-re �egyenl�en

oszlanak el" a k�l�nb�z� a-khoz tartoz¢ sorozatok k�z�tt.

1.2. K�rd�s: ζ gy�kei. Megmutatt k, hogy a ζ f�ggv�ny 0 �s 32585736,4

k�z� es� k�pzetes r�sz� 75 000 000 gy�k�nek a val¢s r�sze 1/2, �s a gy�k�k egyszere-

sek. Vajon hogyan? (L sd Crandall [13℄ k�nyv�nek 2.3 pontj t �s az ott megadott

hivatkoz sokat.)

1.3. K�rd�s: π(x). Hogyan hat rozhatjuk meg π(x) �rt�k�t nagy x-re?

1.4. Ikerpr¡mek. M�g ha ismerj�k is π(x) k�zel¡t�s�t, ennek a f�ggv�nynek a

viselked�se t volr¢l sem j¢l ismert. N�ha a f�ggv�ny egy hosszabb szakaszon nem

n�, azaz nagy r�s van a pr¡mek k�z�tt, m skor 
sak egy p ros sz m van k�t pr¡m

k�z�tt, a k�t pr¡m ikerpr¡m. Nagyon r�gi k�rd�s, hogy vajon van-e v�gtelen sok

ikerpr¡m? A v lasz nem ismert. �rdekes m¢don, annak ellen�re, hogy m�g ezt sem

tudjuk, Hardy �s Littlewood h¡res �Partitio Numerorum" 
¡m� dolgozatukban az

�sszes p, p + 2, p ≤ x ikerpr¡mek π
2

(x)-el jel�lt sz m ra egy formul t javasoltak.

K�zel¡t�s�k, amely a sz m¡t¢g�pes k¡s�rletek szerint nagyon j¢,

π
2

(x) ∼ 2C
2

x

(ln x)2
.

Itt C
2

az £gynevezett ikerpr¡m konstans, C
2

= 0.66016 . . . . Hasonl¢ formul t sejte-

nek a p, 2p+ 1, p ≤ x Sophie Germain pr¡mek sz m ra.

Hogyan jutott Hardy �s Littlewood ehhez a sejt�shez? Durv n sz¢lva, a gondolat

a k�vetkez�: A pr¡msz mt�tel szerint, annak a �val¢sz¡n�s�ge", hogy egy x-n�l nem
nagyobb sz m pr¡m, durv n 1/ lnx. Ha az ikerpr¡mp r k�t tagj ra f�ggetlen esem�ny

lenne az hogy pr¡mek, akkor ennek val¢sz¡n�s�ge 1/(lnx)2 lenne, �s ¡gy az ikerpr¡mek

v rhat¢ sz ma x/(lnx)2 lenne. Azonban, term�szetesen, ezek az �esem�nyek" nem

f�ggetlenek, p�ld ul ha p p ratlan, akkor p+2 is. Ez a f�gg�s�g eredm�nyezi a 2C
2

konstanst. Az al bbiakban egy sokkal  ltal nosabb esetben mutatjuk meg, hogyan

kapjuk a konstanst.

1.5. K�rd�s: π
2

(x). Hogyan hat rozhatjuk meg π
2

(x) �rt�k�t nagy x-ekre?

1.6. K�rd�s:

∑

p,p+2∈P 1/p.Megmutatt k, hogy ez a sor konvergens. Hogyan

sz m¡thatjuk ki az �sszeg egy j¢ k�zel¡t�s�t?

1.7. Sejt�s [Bateman �s Horn, 1962℄. Legyenek f
1

(x), f
2

(x), . . . , fs(x)
eg�sz egy�tthat¢s irredu
ibilis polinomok (azaz nem  ll¡that¢k el� nem trivi lis m¢-

don k�t eg�sz egy�tthat¢s polinom szorzatak�nt). Jel�lje di > 0 az fi polinom
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fok t, �s tegy�k fel, hogy xdi
egy�tthat¢ja fi-ben pozit¡v. Minden x ≥ 0-ra, je-

l�lje πf
1

,... ,fs(x) azon 1 ≤ n ≤ x eg�szek sz m t, amelyekre f
1

(n), f
2

(n), . . . , fs(n)
pr¡mek. Ekkor

πf
1

,... ,fs(x) ∼ Cf
1

,... ,fs

1

d
1

· · · ds
∑

2≤n≤x

1

(ln(n))s
,

ahol

Cf
1

,... ,fs =

∏

p∈P

(

1− w(p)

p

)(

1− 1

p

)−s

;

itt w(p) az
f
1

(z) · · · fs(z) ≡ 0 (mod p)

kongruen
ia megold sainak sz m t jel�li.

Megmutathat¢, hogy a v�gtelen szorzat mindig konvergens, �s ha egyik t�-

nyez�je sem nulla, akkor nem nulla. Az egyszer� gondolat, ami a sejt�shez vezet,

a k�vetkez�: A pr¡msz mt�tel szerint annak val¢sz¡n�s�ge, hogy egy nagy v�letlen

n sz m pr¡m, 1/ ln(n). �gy annak val¢sz¡n�s�ge, hogy az f
1

(n), . . . , fs(n) sz mok

egyszerre pr¡mek, ha ezek f�ggetlen esem�nyek lenn�nek,

1

ln f
1

(n) · · · ln fs(n)
lenne. Azonban az (f

1

(n), . . . , fs(n)) vektorok nem v�letlenek. A Cf
1

,... ,fs konstans

de�n¡
i¢j ban, 1− w(p)/p annak az es�lye, hogy az f
1

(n), . . . , fs(n) eg�szek egyike

sem oszthat¢ p-vel, (1− 1/p)s pedig annak az es�lye, hogy egy v�letlen s-dimenzi¢s

eg�sz koordin t ju vektor egyik kordin t ja sem oszthat¢ p-vel. �gy �sszer� azt

felt�telezni, hogy annak es�lye, hogy az f
1

(n), . . . , fs(n) sz mok mind pr¡mek,

Cf
1

,... ,fs

ln f
1

(n) · · · ln fs(n)
.

Ebb�l kapjuk a sejt�st, ha a nagy n-re �rv�nyes ln fi(n) ≈ di lnn k�zel¡t�st alkal-

mazzuk.

Az �sszeget k�zel¡thetj�k integr llal is. P�ld ul azon, [a, b[-beli n-ek πf
1

,... ,fs(a, b)
v rhat¢ sz ma, amelyekre f

1

(n), . . . , fs(n) egyszerre pr¡mek,

πf
1

,... ,fs(a, b) ≈ Cf
1

,... ,fs

∫ b

a

du

ln f
1

(u) · · · ln fs(u)
.

Megjegyezz�k, hogy Cf
1

,f
2

,... ,fs kisz m¡t sa n�ha visszavezethet� a

Cs =

∏

s<p∈P

1− s/p

(1− 1/p)s
,

s = 1, 2, 3, . . . konstansok kisz m¡t s ra. Nyilv n C
1

= 1, a C
2

konstans pedig az

ikerpr¡m konstans.
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1.8. P�lda. Tekints�k a legnagyobb ikerpr¡m ut ni hajsz t. Itt f
1

(x) = (3 +

30x)238880 − 1 �s f
2

(x) = (3 + 30x)238880 + 1. Ha az [a, b[ = [0, 227[ intervallumban
tervez�nk keres�st, h ny ikerpr¡met v rhatunk? Ekkor

πf
1

,f
2

(a, b) ≈ Cf
1

,f
2

∫

2

27

0

du

ln f
1

(u) · ln f
2

(u)

≈ Cf
1

,f
2

2

27

6

(0,1376769251+ 4 · 0,1374695060+ 0,1374624404) · 10−8

≈ Cf
1

,f
2

· 0,1845532660.

Itt

Cf
1

,f
2

=

(

1− 1

2

)−2

·
(

1− 1

3

)−2

·
(

1− 1

5

)−2

∏

5<p∈P

1− 2/p

(1− 1/p)2
= 20C

2

,

ahol C
2

az ikerpr¡m konstans. �gy πf
1

,f
2

(0, 227) ≈ 13,2032 · 0,18455 ≈ 2,4367.

1.9. K�rd�s. Hogyan ellen�rizn�nk Bateman �s Horn sejt�s�t sz m¡t¢g�ppel?

1.10. Eratosztenesz szit ja. Ha t�meg�vel akarunk pr¡meket tal lni, a leg-

jobb m¢dszer a szit l s. Az al bbi algoritmus megkeresi a N ≥ 3-n l nem nagyobb

p ratlan pr¡meket.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen n← ⌊(N − 1)/2⌋ �s 0 ≤ j < n-re legyen B[j℄ = 1. (Itt B
egy bitt bla, B[j℄ = 1 azt fogja jelenteni, hogy 2j + 3 pr¡m.) Legyen j ← 0.

(2) [K�vetkez� pr¡m.℄ Am¡g B[j℄ = 0, legyen j ← j + 1.

(3) [T£l nagy?℄ i← 2j2 + 6j + 3. (Ez az els� kiszit land¢ sz m indexe.) Ha i ≥ n,
akkor menj�nk (5)-re.

(4) [Szita.℄ Legyen B[i℄ ← 0 majd i ← i + 2j + 3. Ha i ≥ n, legyen j ← j + 1 �s

menj�nk (2)-re, egy�bk�nt ism�telj�k meg (4)-et.

(5) [Eredm�ny.℄ 0 ≤ j < n-re, ha B[j℄ = 1, akkor 2j + 3 pr¡m.

Annak, hogy a p pr¡mmel val¢ szit l st p2-t�l kezdj�k, nin
s nagy jelent�s�ge,

mert a szit l si munka z�me a kis pr¡mekre esik.

1.11. Feladat. �rjunk programot Erathoszthenesz szit j ra!

Hasonl¢an szit lhatunk egy a+ dx, x = 0, 1, . . . sz mtani sorozatban. Nyilv n

sak azokkal a p pr¡mekkel kell szit lnunk, amelyekre p 6 | d. A gyakorlatban d mindig

p ros, a pedig p ratlan. Az els� probl�ma a legkisebb olyan x ≥ 0 meghat roz sa,

amelyre p | a+dx, azaz x = −a/d mod p. Ez a (kiterjesztett) euklid�szi algoritmussal
oldhat¢ meg.
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1.12. Modul ris inverz euklid�szi algoritmussal. Adott 0 ≤ a < m
eg�szekhez meghat rozza az a �s m legnagyobb k�z�s oszt¢j t, d-t, �s egy olyan

0 ≤ x < m sz mot, amelyre ax − d t�bbsz�r�se m-nek. Az algoritmus sor n v�gig

axi − di t�bbsz�r�se m-nek, i = 1, 2, 3.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen x
1

← 1, d
1

← a, x
2

← 0, d
2

← m.

(2) [V�ge?℄ Ha d
2

= 0, k�szen vagyunk, az eredm�ny x
1

mod m �s d
1

.

(3) [Oszt s, kivon s.℄ Legyen q ← ⌊d
1

/d
2

⌋, d
3

← d
1

−qd
2

, x
3

← x
1

−qx
2

, �s ezut n

legyen (x
1

, d
1

)← (x
2

, d
2

), (x
2

, d
2

)← (x
3

, d
3

). T�rj�nk vissza a (2) l�p�sre.

Az algoritmust most nem vizsg ljuk, 
sak annyit jegyz�nk meg, hogy q gyakran ki
si,
�s ¡gy az oszt s esetleg eltol sokkal �s kivon sokkal is megoldhat¢. Bel that¢, hogy

az xi-k el�jele minden l�p�sben ellenkez�j�re v ltozik, ¡gy ha a l�p�seket sz moljuk,

nemnegat¡v eg�szekkel is dolgozhatunk. Az is bel that¢, hogy |x
1

| < m marad.

(L sd Knuth [23℄ k�nyv�t.)

1.13. Feladat. �rjunk egy Maple demo programot a modul ris inverz sz mo-

l s ra euklid�szi algoritmussal!

1.14. Modul ris inverz bin ris lnko algoritmussal. A bin ris lnko algo-

ritmus �tlete, hogy am¡g a k�t term�szetes sz m p ros, 2-t kiemelhet�nk bel�l�k,

majd am¡g az egyik p ros �s nem nulla, a m sik p ratlan, a p rost oszthatjuk 2-

vel. Ha m r mindk�t sz m p ratlan, akkor kivonjuk a nagyobbikb¢l a kisebbet: a

k�l�nbs�g p ros lesz, stb. Az al bbi, erre az �tletre �p�l� algoritmus adott m > 2

p ratlan modulus �s 0 ≤ a < m eset�n meghat rozza az a �s m sz mok d legnagyobb
k�z�s oszt¢j t �s egy olyan 0 ≤ x < m sz mot, amelyre ax − d oszthat¢ m-el. Az

algoritmus sor n v�gig axi − di oszthat¢ m-el.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen x
1

← 1, d
1

← a, x
2

← m, d
2

← m. Ha a p ratlan, legyen
x
3

← 0, d
3

← −m, �s menj�nk (4)-re. Egy�bk�nt legyen x
3

← 1 �s d
3

← a.

(2) [d
3

felez�se.℄ Ha x
3

p ros, legyen x
3

← x
3

/2 �s d
3

← d
3

/2; egy�bk�nt legyen
x
3

← (x
3

+m)/2 �s d
3

← d
3

/2.

(3) [d
3

p ros?℄ Ha d
3

p ros, menj�nk vissza (2)-re.

(4) [max(d
1

, d
2

) m¢dos¡t sa.℄ Ha d
3

pozit¡v, legyen x
1

← x
3

�s d
1

← d
3

, egy�bk�nt

legyen x
2

← m− x
3

�s d
2

← −d
3

.

(5) [Kivon s.℄ Legyen x
3

← x
1

− x
2

�s d
3

← d
1

− d
2

. Ha most x
3

< 0, legyen

x
3

← x
3

+m. Ha d
3

6= 0, menj�nk vissza (2)-re. Egy�bk�nt az algoritmus v�get

�r, az eredm�ny x
1

�s d
1

.

Itt is megoldhat¢, hogy 
sak nemnegat¡v sz mokkal sz moljunk.

1.15. Feladat. �rjunk egy Maple demo programot modul ris inverz sz mol -

s ra bin ris algoritmussal!

1.16. Ǳltal nos szita. Mint a Bateman{Horn sejt�sn�l, az f
1

, f
2

, . . . , fs po-
linomok adottak. Az al bbi algoritmus a 0 ≤ x < n sz mokb¢l 
sak azokat hagyja

meg, amelyekre egyik fi(x)-nek sin
s pr¡moszt¢ja a P [j℄, 0 ≤ j < m pr¡msorozatban.
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(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen 0 ≤ j < n-re B[j℄ = 1. Itt B egy bitt bla, B[x℄ = 1 azt

fogja jelenteni, hogy f
1

(x), . . . , fs(x)-nek nin
s pr¡moszt¢ja az adott pr¡mek

k�z�tt. Jel�lje w(p) az f
1

(z) · · · fs(z) ≡ 0 (mod p) egyenlet gy�keinek sz m t.

Ha 0 ≤ j < m, legyen W [j℄ ← w(P [j℄) �s R[j, i℄ ← ri ha 0 ≤ ri < P [j℄ az
egyenlet i-edik gy�ke modul¢ P [j℄. Itt 0 ≤ i < w(P [j℄). Legyen j ← 0.

(2) [V�ge?℄ Ha j ≥ m, k�szen vagyunk. Az eredm�nyt a B t bla reprezent lja.

Egy�bk�nt p← P [j℄, w ←W [j℄ �s i← 0.

(3) [K�sz egy pr¡m?℄ Ha i ≥ w, akkor legyen j ← j+1 �s menj�nk (2)-re. Egy�bk�nt

k← R[j, i℄.

(4) [T£l nagy?℄ Ha k ≥ n, akkor menj�nk (6)-ra.

(5) [Szita.℄ Legyen B[k℄← 0 majd k ← k + p, �s menj�nk (4)-re.

(6) [K�vetkez�.℄ Legyen i← i+ 1 �s menj�nk (3)-ra.

Term�szetesen, ha w(p) konstans, vagy k�nnyen sz molhat¢, akkor felesleges

nyilv ntartani. A w(p)  tlag�rt�ke s. Rendszerint vagy a P , W �s R, vagy a B
t bla nem f�r be az operat¡v t rba. Az els� esetben a P t bla k�vetkez� r�szlet�nek

el� ll¡t sa ut n egy £j W �s R t bl t ini
ializ lva, folytatjuk a szit l st. A m sodik

esetben rendszerint �rdemes a (3) l�p�sben egy R[j, i−1℄← k−n utas¡t ssal vissza-

¡rni az R t bl ba. A B t bla kivitele ut n B-t £jra ini
ializ ljuk, �s R m r k�szen

 ll a k�vetkez� szit ra.

Tegy�k fel, hogy a fenti k�t eset valamelyike  ll fenn, a 0 ≤ x < N �rt�kekre

szit lunk, olyan p pr¡mekkel, amelyek nem nagyobbak, mint M , a polinomok pedig

r�gz¡tettek. Az R t bla vagy t bl k ini
ializ l s hoz ≈ C
1

M id� sz�ks�ges, ha

line risak a polinomok. (Az  ltal nos esetet 
sak k�s�bb tudjuk vizsg lni.) A P ,
W �s R t bl k olvas s hoz �s az R t bla ¡r s hoz≈ C

2

(N/n)M/ lgM id� sz�ks�ges.

V�g�l maga a szit l s ≈ C
3

N
∑

p∈P,p≤M 1/p id�t ig�nyel. Mivel az M -n�l nem

nagyobb pr¡mek re
iprokainak �sszege ≈ C + ln lnM , az ℄A,B℄ intervallumba es�

pr¡mekkel t�rt�n� szit l s id�ig�nye ≈ C
3

N ln(lnB/ lnA).

1.17. Programoz si probl�m k. Csak a szit l s id�ig�ny�t vizsg lva, te-

kints�nk egy p�ld t. Ha 2

20

pr¡mmel akarunk szit lni, akkor a legnagyobb pr¡m

kb. 14 000 000 lesz. Ezek k�z�l a 2

10

-edik kb. 7 000. Egyszer� szit l sn l a 3 �s

2

6

= 64 k�z�tti, a 64 �s 7 000 k�z�tti, �s a t�bbi pr¡mre jut¢ munka ar nya kb.

1, 33 : 0, 76 : 0, 62. L�nyeges sebess�gn�veked�st �rhet�nk teh t el, ha a kis pr¡mek-

kel val¢ szit l st a t bla ini
ializ l s val egy�tt, regiszterekben v�gezz�k. A k�zepes

pr¡mekkel val¢ szit l s is gyors¡that¢, ha £gy szervezz�k, hogy a gyors¡t¢t r (
ha
he)

kihaszn l sa j¢ legyen. Egy konkr�t esetben kb. 2, 5-szeres gyors¡t st lehetett ¡gy
el�rni.

1.18. A szit l s d£s¡t¢ hat sa. Ugyanaz a heurisztika, amit Bateman �s

Horn sejt�s�n�l haszn ltunk, azt sugallja, hogy ha az �sszes A ≤ p < B pr¡mmel

szit lunk, akkor egy

qA,B
f
1

,... ,fs
=

∏

A≤p<B,p∈P

1− w(p)

p
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faktorszor kevesebb sz m marad. Ez a faktor gyakran reduk lhat¢ az

qA,B
s =

∏

A≤p<B,p∈P

1− s

p

faktorra. Ez ut¢bbin l, ha A,B nagyok, akkor az (lnA/ lnB)s k�zel¡t�s haszn lhat¢.

1.19. P�lda. Tekints�k ism�t az ikerpr¡mkeres�st. Minden pr¡mmel szit lva

7-t�l 44 000 · 225-ig, az eredeti 227 sz mb¢l 
sak egy

q7,44 000·2
25

f
1

,f
2

=

∏

7≤p<44 000·225,p∈P

1− 2

p
= q7,44 000·2

25

2

≈ q7,1 000 000
2

(

ln 1 000 000

ln 44 000 · 225
)

2

≈ 0, 021 804 674 · 0, 243 096 25≈ 0, 005 300 634

faktorszor kevesebb, ≈ 711 439 marad. Ezzel a szit l s el�tti ≈ 2.4367/227 ≈
1, 815 482 974 · 10−8

�ikerpr¡m s�r�s�g" ≈ 188, 656 665 36-szeresre, ≈ 3, 425 029 425 ·
10

−6

-ra n�tt. �sszesen 55 440 sz mot tesztelt�nk, ¡gy≈ 55 440·3, 425 029 425·10−6 ≈
0, 1899 ikerpr¡met v rhattunk.

Tulajdonk�ppen h rom szit l s t�rt�nt. Az els� szita egy kis pr¡mt bl t  ll¡tott

el�. A m sodik ezekkel a pr¡mekkel szit lva, sok r�szletben, el� ll¡tott minden pr¡met

44 000 · 225-ig. Ezekkel t�rt�nt az ikerpr¡mjel�ltek szit l sa.

1.20. K�rd�s. Mekkor k a r�sek a pr¡mek k�z�tt?

1.21. K�rd�s. Hogyan �rdemes t rolni egy pr¡mt bl t?

1.22. K�rd�s. Mi jobb: t rolni a pr¡meket �s beolvasni, vagy szit l ssal el� l-

l¡tani?

1.23. K�rd�s. A Goldba
h-sejt�s szerint minden kett�n�l nagyobb p ros sz m

el� ll k�t pr¡msz m �sszegek�nt. Hogyan ellen�rizn�nk ezt minden n ≤ x p ros

sz mra?

1.24. K�rd�s. Milyen hossz£ sz mtani sorozatokat tudunk a pr¡msz mok k�-

z�tt tal lni?

1.25. K�rd�s. Hogyan szervezn�nk egy  ltal nos szitaprogramot?
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2. Egyszer� faktoriz l si m¢dszerek

2.1. Pr¢baoszt s. A legegyszer�bb faktoriz l si m¢dszer a pr¢baoszt s. Az

al bbi algoritmus adott N eg�szhez megkeresi N -nek a p
1

≤ p
2

≤ p
3

≤ . . . ≤ pt
pr¡mt�nyez�it. Az algoritmushoz sz�ks�g van a 2 = d

0

< d
1

< d
2

< . . . pr¢baoszt¢k
sorozat ra, amelynek minden ≤

√
N pr¡msz mot tartalmaznia kell, �s legal bb egy

dk ≥
√
N �rt�ket is.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen t ← 0, k ← 0, n ← N . Az algoritmus sor n n =

N/(p
1

p
2

· · · pt) �s n-nek nin
sen dk-n l kisebb pr¡moszt¢ja.

(2) [n = 1?℄ Ha n = 1, az algoritmus v�get �r.

(3) [Oszt s.℄ Legyen q ← ⌊n/dk⌋, r ← n mod dk.

(4) [Nulla marad�k?℄ Ha r 6= 0, menj�nk (6)-ra.

(5) [Oszt¢t tal ltunk.℄ t← t+ 1, majd pt ← dk, n← q. T�rj�nk vissza (2)-re.

(6) [Ki
si a h nyados?℄ Ha q > dk, akkor k ← k + 1 �s menj�nk vissza (3)-ra.

(7) [n pr¡m.℄ t← t+ 1 majd pt ← n, �s v�ge az algoritmusnak.

Ha elfogadjuk a p
0

= 1 konven
i¢t, az algoritmus fut sideje O(max(pt−1

,
√
pt).

Szok s a pr¢baoszt¢k sorozat t a 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35, . . . sorozat-
nak v lasztani. Az algoritmus fut sidej�nek vizsg lat hoz a legnagyobb �s a m sodik

legnagyobb pr¡moszt¢ eloszl s t kell megvizsg lni.

2.2. Feladat. �rjunk programot a pr¢baoszt sra!

2.3. Feladat. Hogyan m�k�dik a Maple `ifa
tor` elj r sa `easy` op
i¢val?

2.4. A pr¡moszt¢k eloszl s r¢l. Vizsg ljuk annak val¢sz¡n�s�get, hogy egy

1 �s x k�z�tti v�letlen eg�sz legnagyobb pr¡moszt¢ja ≤ xα
. Ha feltessz�k, hogy

x → ∞ eset�n ez a val¢sz¡n�s�g egy F (α) hat reloszl shoz tart, akkor F -et az

al bbi f�ggv�nyegyenletb�l hat rozhatjuk meg:

F (α) =

∫ α

0

F

(

t

1− t

)

dt

t
, ha 0 ≤ α ≤ 1; F (α) = 1, ha α ≥ 1.

A heurisztika, amely a f�ggv�nyegyenlethez vezet, a k�vetkez�: Adott 0 < t < 1-

re, azoknak az x eg�szeknek a sz ma, amelyek legnagyobb pr¡moszt¢ja xt
�s xt+dt

k�z� esik, xF ′
(t) dt. A pr¡mek sz ma ebben a tartom nyban π(xt+dt

) − π(xt
) ≈

π(xt
+(lnx)xt dt)−π(xt

) ≈ xt dt/t. Minden ilyen p-re azoknak az n-eknek a sz ma,

amelyekre np ≤ x �s n legnagyobb pr¡moszt¢ja ≤ p nem m s, mint azon n ≤ x1−t

�rt�keknek a sz ma, amelyeknek a legnagyobb pr¡moszt¢ja ≤ (x1−t
)

t/(1−t)
, vagyis

x1−tF (t/(1− t)). �gy xF ′
(t) dt = (xt dt/t) · (x1−tF (t/(1− t))), �s innen integr l ssal

ad¢dik a f�ggv�nyegyenlet.

Az egyenletet a sz mol sra alkalmasabb

F (α) = 1−
∫

1

α

F

(

t

1− t

)

dt

t
, ha 0 ≤ α ≤ 1
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alakra hozhatjuk, ha �gyelembe vessz�k, hogy F (1) = 1.

Hasonl¢an, ha annak G(α) val¢sz¡n�s�g�t vizsg ljuk, hogy egy 1 �s x k�z�tti

v�letlen eg�sz m sodik legnagyobb pr¡moszt¢ja ≤ xα
, a

G(α) =

∫ α

0

(

G

(

t

1− t

)

− F

(

t

1− t

))

dt

t
, ha 0 ≤ α ≤ 1/2

f�ggv�nyegyenletet kapjuk, �s G(α) = 1, ha α ≥ 1/2. Val¢ban, annak val¢sz¡n�s�ge,
hogy az 1 �s x k�z�tti v�letlen eg�sz legnagyobb pr¡moszt¢ja > xα

, m sodik leg-

nagyobb pr¡moszt¢ja pedig ≤ xα
, (G(α) − F (α)). Most sz moljuk �ssze azon ≤ x

eg�szeket amelyekre a m sodik legnagyobb pr¡moszt¢ xt
�s xt+dt

k�z� esik. Ezek

sz ma egyr�szt xG′
(t) dt. M sr�szt, minden xt

�s xt+dt
k�z�tti p pr¡mre, azon n-ek

sz ma, amelyekre np ≤ x �s n legnagyobb pr¡moszt¢ja > xt
, m sodik legnagyobb

pr¡moszt¢ja pedig ≤ xt+dt
, x1−t

(G(t/(1− t))− F (t/(1− t))). Emiatt

xG′
(t) dt =

(

π(xt+dt
)− π(xt

)

)

· x1−t
(

G
(

t/(1− t)
)

− F
(

t/(1− t)
)

)

,

amib�l kapjuk a f�ggv�nyegyenletet.

Itt is az egyenletet sz mol sra alkalmasabb

G(α) = 1−
∫

1/2

α

(

G

(

t

1− t

)

− F

(

t

1− t

))

dt

t
, ha α ≤ 1/2

alakra hozhatjuk, ha �gyelembe vessz�k, hogy G(1/2) = 1.

A hivatkoz sokat illet�en l sd Knuth [24℄ k�nyv�nek 4.5.4 pontj t.

2.5. A pr¡moszt¢k sz m nak hat reloszl sa. A val¢sz¡n�s�gi sz melm�-

letben vizsg lt k a pr¡moszt¢k t sz m nak hat reloszl s t is. Nyilv n az n eg�sz

pr¡moszt¢inak sz ma 1 �s lg n k�z�tt van, de ezeket a hat rokat ritk n �ri el. Meg-

mutathat¢, hogy ha n-et v�letlenszer�en v lasztjuk 1 �s x k�z�tt, akkor b rmely

r�gz¡tett c-re annak val¢sz¡n�s�ge, hogy t ≤ ln lnx+ c
√
ln lnx, az

1√
2π

∫ c

−∞
e−u2/2 du

�rt�khez tart, ha x→ ∞. Azaz t hat reloszl sa norm lis ln lnx v rhat¢ �rt�kkel �s

sz¢r sn�gyzettel. A hivatkoz sokat illet�en l sd Knuth [24℄ k�nyv�nek 4.5.4 pontj t.

2.6. Fermat m¢dszere. Fermat �szrevette, hogy el�g egy olyan 0 ≤ y < x ≤ n
p rt tal lni, amelyre n = x2− y2, mert ekkor n = (x− y)(x+ y). Ha n > 1 p ratlan

�s �sszetett, mindig vannak ilyen eg�szek, �s x = ⌈√n⌉-szel �s y = 0-val indulva,

�s sz�ks�g szerint x-et illetve y-t n�velve, meg is tal lhat¢k. Fermat az x = ⌈√n⌉
kezd��rt�kkel kezdve, minden x-re kisz m¡totta x2 − n �rt�k�t. R pillantott a k�t

utols¢ jegyre, �s abb¢l  llap¡totta meg, hogy lehet-e n�gyzetsz m: n�gyzetsz mok

k�t utols¢ jegye 00, e1, e4, 25, o6 vagy e9 lehet, ahol e p ros, o p ratlan jegy.
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E helyett k�l�nb�z� modulusokra kisz molhatjuk x2 − n marad�k t, hogy lehet-e

n�gyzetsz m marad�ka. Mivel adott n-re ez 
sak x marad�k t¢l f�gg, az al bbi

algoritmust kapjuk, amely adott n p ratlan sz mhoz meghat rozza az n legnagyobb

olyan oszt¢j t, amely kisebb vagy egyenl�

√
n. Az elj r s olyan m

1

,m
2

, . . . ,mr

modulusokat haszn l, amelyek p ronk�nt relat¡v pr¡mek, �s n-hez is relat¡v pr¡mek.

Feltessz�k, hogy elk�sz�lt r darab S[i, j℄, szitat bl zat, ahol 0 ≤ j < mi, 1 ≤ i ≤ r
�s S[i, j℄ = 1, ha van olyan y, amelyre j2 − n ≡ y2 (mod mi), egy�bk�nt nulla.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen x ← ⌈√n⌉ �s legyen ki ← (−x) mod mi, 1 ≤ i ≤ r. (Az
algoritmus sor n a ki v ltoz¢ra mindig ki = (−x) mod mi teljes�l.)

(2) [Szit l s.℄ Ha S[i, ki℄ = 1 minden 1 ≤ i ≤ r-re, akkor menj�nk (4)-re.

(3) [x l�ptet�se.℄ Legyen x ← x + 1, �s legyen ki ← (ki − 1) mod mi, 1 ≤ i ≤ r.
Menj�nk vissza (2)-re.

(4) [x2 − n ellen�rz�se.℄ Legyen y ← ⌊
√
x2 − n⌋. Ha y2 = x2 − n, akkor x − y a

keresett oszt¢, �s az algoritmus v�get �r. Egy�bk�nt menj�nk vissza (3)-ra.

Az elj r s bitm�veletekkel gyors¡that¢, de m�g ¡gy sem el�g gyors. Alapgondo-

lata azonban sok mai elj r sban felbukkan. A m¢dszerrel m r 1965-ben 1 000 000

pr¢ba m sodper
enk�nti sebess�get �rtek el. Me
hanikus (fogasker�k, bi
iklil n
,

stb.) �s elektronikus (k�sleltet�vonalas, shift regiszteres, stb.) g�peket szerkesztet-

tek szit l sra.

2.7. Feladat. �rjunk programot, amely 
sak �sszead ssal �s kivon ssal fakto-

riz l!

2.8. Feladat. �rjunk programot Fermat m¢dszer�re!

2.9. Pollard ̺ m¢dszere. Legyen f tetsz�leges eg�sz egy�tthat¢s polinom, �s

tekints�k az xm+1

= f(xm) iter 
i¢t valamilyen x
0

kezd��rt�kkel. Ha n egy pozit¡v

eg�sz sz m, k�nnyen kisz m¡thatjuk az xm mod n �rt�keket. A sorozat el�bb-ut¢bb


iklikus lesz. Ha p az n egy pr¡mfaktora, �s xm mod p-t tekintj�k, akkor v rhat¢an
sokkal hamarabb lesz 
iklikus. Ezt haszn ljuk fel faktoriz l sra: ha ez ut¢bbi 
iklus

hossza t, akkor xm+t − xm mod p = 0, de nagy val¢sz¡n�s�ggel xm+t − xm mod n 6=
0, azaz xm+t − xm mod n faktorai k�z�tt megjelenik p, �s lnko-sz m¡t ssal onnan

kinyerhet�. Nem tudjuk, mennyi t, de rendre kisz moljuk n �s

x
1

− x
0

, x
2

− x
1

, x
3

− x
1

, x
4

− x
3

, x
5

− x
3

, x
6

− x
3

, x
7

− x
3

, x
8

− x
7

, x
9

− x
7

, . . .

legnagyobb k�z�s oszt¢j t.

A gyakorlatban az f(x) = x2+ c polinomokat haszn ljuk x
0

= 1 kezd��rt�kkel,

a c ≥ 1 eg�sz szabadon v laszthat¢ param�ter.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen x ← 1 + c mod n, x′ ← 1, k ← 1, l ← 1. Az algoritmus

sor n x �s x′
az x

2l−k mod n illetve az xl−1

mod n mennyis�geket jel�lik.

(2) [Oszt¢t tal ltunk?℄ Legyen d ← lnko(x′ − x, n). Ha d = 1, menj�nk (3)-ra.

Egy�bk�nt az algoritmus v�get �r, eredm�nye d. (Lehet, hogy d = n, ekkor az
algoritmus sikertelen.)
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(3) [Tov bbl�p�s.℄ Legyen k ← k − 1. Ha k = 0, legyen x′ ← x, k ← l, l ← 2l.
Legyen x← x2 + c mod n, �s menj�nk vissza (2)-re.

Az algoritmus fut sideje heurisztikusan

√
p
1

nagys grend�. Ha az lnko m�velet

lass£, akkor megtehetj�k, hogy mondjuk s darab x′ − x k�l�nbs�g szorzat t �ssze-

gy�jtj�k modulo n, �s 
sak a szorzat �s n lnko-j t sz moljuk ki. Ezzel majdnem

semmit sem veszt�nk, ha s nem t£l nagy. Ha m�g ennyit sem szeret�nk vesz¡-

teni, vagy s-et szeretn�nk nagyra v lasztani, akkor ha a legnagyobb k�z�s oszt¢ n,
haszn ljunk visszal�p�st. Megmutathat¢ az is, hogy kihagyhatjuk a (2) l�p�s, ha

k > l/2.

2.10. Feladat. �rjunk programot Pollard ̺ m¢dszer�re!

2.11. Fermat t�tele. Ha p pr¡m, �s lnko(a, p) = 1, akkor ap−1

mod p = 1.

A t�tel egy sokkal  ltal nosabb t�tel spe
i lis esete. Jel�lje φ(m) az m pozit¡v

eg�szre azon 0 �s m k�z�tti eg�szek sz m t, amelyek relat¡v pr¡mek m-hez: φ az

Euler-f�ggv�ny.

2.12. Euler t�tele. Ha lnko(a,m) = 1, akkor aφ(m)

mod m = 1.

Bizony¡t s. Legyen ai, i = 1, . . . φ(m) egy reduk lt marad�krendszer. Ekkor

aai, i = 1, . . . φ(m) is egy reduk lt marad�krendszer. Innen

∏

i

(aai) ≡
∏

i

ai (mod m),

�s kapjuk a t�telt, mivel a jobb oldalon  ll¢ szorzat relat¡v pr¡m m-hez.

2.13. K¡nai marad�kt�tel. Ha n,m > 0 relat¡v pr¡mek, akkor 0 ≤ a < n,
0 ≤ b < m eset�n egyetlen olyan 0 ≤ c < nm l�tezik, amelyre c mod n = a �s

c mod m = b.

Bizony¡t s. Legfeljebb egy ilyen c l�tezhet, mert b rmely kett� k�l�nbs�ge

oszthat¢ lenne nm-el. Az euklideszi algoritmus seg¡ts�g�vel kaphatunk olyan 0 ≤ x <
m �s 0 ≤ y < n sz mokat, amelyekre nx−my = 1. Legyen c = nxb−mya mod nm.

2.14. Feladat. Ǳltal nos¡tsuk a k¡nai marad�kt�telt t�bb modulus eset�re.

2.15. T�tel. Az Euler-f�le ϕ f�ggv�ny multiplikat¡v, azaz ha n,m > 0 relat¡v

pr¡mek, akkor ϕ(nm) = ϕ(n)ϕ(m).

Bizony¡t s. A k¡nai marad�kt�telb�l k�vetkezik.

2.16. Gyors hatv nyoz s. A balr¢l-jobbra bin ris m¢dszerrel ae-t O(lg e)
szorz ssal sz molhatjuk ki (e ∈ N+

). Az  ltal nosabb 2

m
alap£ m¢dszert adjuk

meg. Tetsz�leges f�l
soportban haszn lhat¢. Jel�lje bi(x) az 2

i
egy�tthat¢j t x

bin ris kifejt�s�ben.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen n← ⌊lg(e)⌋−1 �s P [i℄← a2i+1

, ha 0 ≤ i < 2

m−1

. Legyen

x← a.
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(2) [V�ge?℄ Ha n < 0, az elj r s v�get �rt, az eredm�ny x.

(3) [Nulla bit?℄ Ha bn(e) = 0, legyen x← x2, n← n− 1, �s menj�nk (2)-re.

(4) [Egyest tal ltunk.℄ Legyen i ← 0, j ← 1, k ← 0, x ← x2 �s n ← n − 1.

(Itt i azt mutatja, hogy P [i℄-vel kell majd szoroznunk, j, hogy milyen hossz£

bitsorozatot tal ltunk, amely 1-el kezd�dik �s 1-re v�gz�dik, k pedig, hogy ez

ut n h ny nulla bit  ll.)

(5) [El�g bit?℄ Ha n < 0, vagy k + j = m, menj�nk (10)-re.

(6) [Nulla bit?℄ Ha bn(e) = 0, legyen k ← k + 1, n← n− 1 �s menj�nk (5)-re.

(7) [Egyes bit.℄ Legyen k ← k + 1 majd j ← k + j �s i← (2i+ 1)2

k−1

.

(8) [Elmaradt n�gyzetreemel�sek.℄ Am¡g k > 0 legyen x← x2 �s k← k − 1.

(9) [Vissza.℄ Legyen n← n− 1, �s menj�nk (5)-re.

(10) [El�g bit.℄ Legyen x← xP [i℄.

(11) [Elmaradt n�gyzetreemel�sek.℄ Am¡g k > 0 legyen x← x2 �s k← k − 1.

(12) [F�
iklus v�ge.℄ Menj�nk (2)-re.

Az elj r s az  tlagos esetekre k�zel optim lis sz m£ szorz st (ide�rtve a n�gy-

zetreemel�seket is) haszn l, ha m ≈ lg lg e − 2 lg lg lg e. Spe
i lis esetekre kevesebb
m�velet is el�g lehet. A gyakorlatban m-et j¢val kisebbre v lasztjuk, mivel 2

m−1

m�ret� t bl t kell t rolnunk.

2.17. Feladat. �rjunk programot hatv nyoz sra!

2.18. Pollard p − 1 m¢dszere. Az alapgondolat a k�vetkez�: Tegy�k fel,

hogy az n �sszetett sz m valamelyik p pr¡mfaktor ra p − 1 �sima", azaz 
supa kis

pr¡mt�nyez�i vannak. Ekkor egy nem t£l nagy k-ra p − 1|k!. Valamely 1 < a < n
alapra, amely relat¡v pr¡m n-hez, ak! − 1 oszthat¢ p-vel, de rem�lhetj�k, hogy n-
nel nem. �gy egy lnko m�velettel p kinyerhet�. A k!-n l valamivel kisebb kitev� is

elegend�.

Az al bbi algoritmus egy P [i℄, 0 ≤ i < m t bl t haszn l, amely egy szigor£an

monoton n�veked�, 1-n�l nagyobb term�szetes sz mokb¢l  ll¢ sorozatot tartalmaz.

Nagy val¢sz¡n�s�ggel megtal lja az n sz m egy p pr¡m faktor t, amelyre p− 1 min-

den pr¡mt�nyez�je benne van a t bl ban, �s egyetlen pr¡mhatv ny t�nyez�je sem

nagyobb, mint a B korl t. Az 1 < a < n alapot haszn lja.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen i← 0 �s b← lgB.

(2) [K�sz?℄ Ha i ≥ m vagy lnko(a − 1, n) > 1, k�szen vagyunk, az eredm�ny

lnko(a− 1, n).

(3) [K�vetkez� pr¡m.℄ Legyen p← P [i℄, e← ⌊b/ lg p⌋, majd q ← pe, i← i+ 1.

(4) [Hatv nyoz s.℄ Legyen a← aq mod n, �s menj�nk (2)-re.

2.19. Feladat. �rjunk programot Pollard p− 1 m¢dszer�re!
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2.20. Pollard p− 1 m¢dszere, m sodik l�p
s�. Ha az el�z� algoritmusban

nem 
sak lnko(a−1, n)-et, hanem a-t is visszaadjuk, folytathatjuk az elj r st a P [i℄,
m ≤ i < M r�sz�re a t bl zatnak. Feltessz�k, hogy a keresett p pr¡mfaktorra p− 1

pr¡mt�nyez�i k�z�tt 
sak egy szerepel a t bl zat ezen r�sz�b¢l, �s els� hatv nyon.

Feltehetj�k, hogy a P [i℄, m ≤ i < M sz mok mind p ratlanok. Az algoritmus a

k�vetkez�:

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen i← m+ 1 �s x← aP [m℄

mod n. Legyen minden 1 ≤ j ≤
N -re E[j℄← a2j mod n.

(2) [K�sz?℄ Ha i ≥ M vagy lnko(x − 1, n) > 1, k�szen vagyunk, az eredm�ny

lnko(x− 1, n).

(3) [K�vetkez� di�eren
ia.℄ Legyen d← P [i℄− P [i− 1℄.

(4) [Megvan?℄ Ha d/2 ≤ N , legyen x← xE[d/2℄, i← i+ 1, �s menj�nk (2)-re.

(5) [Nin
s meg.℄ Legyen x← xad, i← i+ 1, �s menj�nk (2)-re.

Ennek a m¢dszernek egy lehets�ges m sik v ltozata a k�vetkez�: V lasszunk

egy S �sima" sz mot, amely < P [m℄, �s tekints�k a modulo S vett legkisebb pozit¡v

r
1

, r
2

, . . . , rs reduk lt marad�kokat. A

∏s
j=1

(x − a−rj
) mod n polinom aiS helyen

vett helyettes¡t�si �rt�ke, ahol a az els� l�p
s� kimenete, rendre minden olyan p
pr¡mmel oszthat¢, amelyre p−1-nek egy pr¡mfaktora van iS �s (i+1)S k�z�tt, a t�bbi

pedig kisebb mint P [m℄ (�s nem t£l sokszor szerepel). �gy egy lnko m�velettel van

rem�ny, hogy p-t megkapjuk. Az elj r st megism�telve i = 1, 2, . . . , ⌊P [M ℄/S⌋-re,
a m sodik l�p
s� egy £jabb v ltozat t kapjuk. Ez akkor gazdas gos, ha a polinom

helyettes¡t�si �rt�keit egyszerre tudjuk kisz molni, ami Fourier-transzform 
i¢val

lehets�ges. K�s�bb erre m�g visszat�r�nk. A m sodik l�p
s� m s gyors¡t sai is

ismeretesek, l sd Crandall [13℄ k�nyv�t, 3. fejezet, �s az ott tal lhat¢ hivatkoz sokat.

2.21. Feladat. �rjunk programot Pollard p − 1 m¢dszer�nek m sodik l�p
s�-

j�re!

3. Egyszer� pr¡mtesztel�si m¢dszerek

Egy j¢l ismert krit�rium arra, hogy egy sz m pr¡m legyen, Wilson t�tele: n
akkor �s 
sak akkor pr¡m, ha n | 1+ (n− 1)!. Sajnos, ez a krit�rium a gyakorlatban

teljesen haszn lhatatlan, mert a faktori lis f�ggv�ny nem sz m¡that¢ el�g gyorsan.

3.1. K�rd�s. A p pr¡met Wilson-pr¡mnek nevezz�k, ha nem 
sak p|1+(p−1)!
de p2|1 + (p− 1)!. H ny Wilson pr¡m van?

3.2. Feladat. �rjunk egy egyszer� programot Wilson-pr¡mek keres�s�re! (12 ·
10

6

-ig 
sak h rom Wilson-pr¡m van.)

3.3. Probl�ma. �rjunk egy hat�kony programotWilson-pr¡mek keres�s�re! Ve-

gy�k �gyelembe a Crandall [13℄ k�nyvben le¡rtakat!
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N�zz�k a legegyszer�bb haszn lhat¢ pr¡mtesztel�si m¢dszert.

3.4. Fermat-teszt. Fermat t�tele a k�vetkez� tesztet adja: ha 1 < a < m
�s am−1

mod m 6= 1, akkor m �sszetett. B r a teszt el�g j¢l m�k�dik, m�g akkor

is, ha 
sak egyszer, mondjuk a 3 alappal pr¢b ljuk ki, ma m r alig haszn ljuk,

mert ugyanilyen gyors, de m�g jobb teszt is van. A Fermat-teszttel nem tudjuk

bebizony¡tani, hogy m pr¡m. P�ld ul, (2

28 − 9)/7 �sszetett, de  tmegy a teszten az

a = 3 alappal. Egy m �sszetett sz mot, amely  tmegy a teszten az a alappal, szok s

az a alapra n�zve  lpr¡mnek nevezni. M�g olyan �sszetett sz mok, £gynevezett

Carmi
hel-sz mok is vannak, amelyek minden olyan alapra n�zve  lpr¡mek, amely

relat¡v pr¡m hozz juk. A legkisebb ilyen sz m 561.

3.5. Feladat. �rjunk programot a Fermat-tesztre! Az alap legyen bemen� pa-

ram�ter.

3.6. Feladat. �rjunk programot, amely egy vagy t�bb adott alaphoz  lpr¡meket

keres!

3.7. Feladat. �rjunk programot, amely Carmi
hael-sz mokat keres!

3.8. Lemma. Ha n egy pozit¡v eg�sz sz m, akkor n =

∑

d|n φ(d).

Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy egy 1 ≤ x ≤ d eg�sz k�pe pontosan akkor

gener lja Z/dZ-t, ha relat¡v pr¡m d-hez. Ha d osztja n-et, akkor legyen Cd az egyetlen

d rend� r�sz
soportja Z/nZ-nek, �s legyen �d a Cd gener torainak halmaza. Mivel

Z/nZ minden eleme valamelyik Cd-t gener lja, a Z/nZ 
soport diszjunkt uni¢ja a

�d halmazoknak, �s ¡gy | ha ♮ jel�li az elemek sz m t |

n = ♮(Z/nZ) =
∑

d|n
♮(�d) =

∑

d|n
φ(d).

3.9. Lemma. Legyen H egy v�ges 
soport, a rendje legyen n. Tegy�k fel,

hogy minden d oszt¢j ra n-nek, azon x ∈ H-k halmaza, amelyekre xd
= 1, legfeljebb

d elem�. Ekkor H 
iklikus.

Bizony¡t s. Legyen d egy oszt¢ja n-nek. Ha van x ∈ H , amelynek a rendje d,
az x  ltal gener lt (x) = {1, x, . . . , xd−1} r�sz
soport 
iklikus d renddel; a feltev�s�nk
szerint minden y ∈ H amelyre yd = 1, az (x) r�sz
soportban van. Spe
i lisan,

minden d rend� eleme H-nak gener tora (x)-nek, �s φ(d) ilyen van. �gy d rend�

eleme H-nak 0 vagy φ(d) van. Ha valamely d-re nulla lenne, az n =

∑

d|n φ(d)
�sszef�gg�sb�l az k�vetkezne, hogy H elemeinek sz ma < n, ellentmond sban a

felt�tel�nkkel. Spe
i lisan, l�tezik olyan x ∈ H , amelynek rendje n �s H megegyezik

a (x) 
iklikus 
soporttal.

3.10. T�tel. Ha p pr¡m, akkor Z/pZ nem nulla elemeinek multiplikat¡v 
so-

portja p− 1 rend� 
iklikus 
soport.

Bizony¡t s. Az xd
= 1 egyenletnek, amelynek foka d, legfeljebb d gy�ke van a

Z/pZ testben, ¡gy a t�tel k�vetkezik az el�z� lemm b¢l.
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3.11. De�n¡
i¢. Ha a ∈ Z, m > 1, lnko(a,m) = 1, �s az x2 ≡ a (mod m)

kongruen
i nak van megold sa, akkor azt mondjuk, hogy a kvadratikus marad�k

modulo m, egy�bk�nt azt mondjuk, hogy a kvadratikus nemmarad�k modulo m.

Legyen p p ratlan pr¡m. Az (a|p) vagy
(

a

p

)

Legendre-szimb¢lumot a k�vetkez�k�p-

pen de�ni ljuk: (a|p) = 0, ha p|a, egy�bk�nt (a|p) = 1, ha a kvadratikus marad�k

modulo p �s (a|p) = −1, ha a kvadratikus nemmarad�k modulo m.

3.12. Euler t�tele. Minden p > 2 pr¡mre �s 0 < x < p-re

x(p−1)/2 ≡ (x|p) (mod p).

Bizony¡t s. Legyen g egy gener tora (Z/nZ)∗-nek. Mindk�t oldal ≡ 1, ha x
a g p ros hatv nya, �s ≡ −1, ha x a g p ratlan hatv nya.

3.13. Gauss lemm ja. Legyen p > 2 egy pr¡msz m, �s a ∈ Z £gy hogy p 6 |a.
Ekkor

(

a

p

)

= (−1)
∑

(p−1)/2
i=1 ⌊2ai/p⌋,

tov bb  (2|p) = (−1)(p2−1)/8
, �s ha 2 6 | a, akkor
(

a

p

)

= (−1)
∑

(p−1)/2
i=1 ⌊ai/p⌋.

Bizony¡t s. A p
1

= (p−1)/2 jel�l�ssel, ha 1 ≤ i ≤ p
1

, akkor ia ≡ εiri (mod p),
ahol εi = ±1 �s 1 ≤ ri ≤ p

1

. Az r
1

, . . . , rp
1

sz mok p ronk�nt k�l�nb�z�ek, �s

εi =

{

1, ha ia/p mod 1 < 1/2,

−1, ha ia/p mod 1 > 1/2.

Minden x ∈ R-re x = ⌊x⌋ + (x mod 1), ahonnan 2x = 2⌊x⌋ + 2(x mod 1). Innen

⌊2x⌋ = 2⌊x⌋+
⌊

2(x mod 1)

⌋

. Ezt alkalmazva x = ai/p-re,

(−1)
∑p

1

i=1⌊2ai/p⌋
= (−1)

∑p
1

i=1

⌊

2(aimodp)
⌋

= (−1)µ,

ahol µ azon i indexek sz ma, amelyekre εi = −1. �sszeszorozva az a, 2a, . . . , p
1

a
sz mokat,

p
1

!ap1 ≡ (−1)µp
1

! (mod p),

ahonnan

ap1 ≡ (−1)µ (mod p),

azaz kapjuk az els�  ll¡t st.
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Alkalmazva az els�  ll¡t st egy p ratlan a-ra,

(

2a

p

)

=

(

2a+ 2p

p

)

=

(

4(a+ p)/2

p

)

=

(

4

p

)(

(a+ p)/2

p

)

=

(

(a+ p)/2

p

)

= (−1)
∑p

1

i=1

⌊

(a+p)i/p
⌋

= (−1)
∑p

1

i=1⌊ai/p⌋
(−1)

∑p
1

i=1 i

= (−1)
∑p

1

i=1⌊ai/p⌋
(−1)(p2−1)/8.

Innen egyr�szt a = 1 helyettes¡t�ssel (2|p) = (−1)(p2−1)/8
, mert ekkor ⌊ai/p⌋ =

⌊i/p⌋ = 0 minden i-re, m sr�szt, mivel ezt felhaszn lva, minden a ∈ Z eset�n

(2a|p) = (2|p)(a|p) = (−1)(p2−1)/8
(a|p), k�vetkezik p ratlan a-ra, hogy

(

a

p

)

= (−1)
∑

(p−1)/2
i=1 ⌊ai/p⌋.

3.14. Gauss kvadratikus re
ipro
it si t�rv�nye. Ha p, q > 2 p ratlan

pr¡msz mok, akkor

(

p

q

)

·
(

q

p

)

= (−1)(p−1)(q−1)/4.

Bizony¡t s. A p
1

= (p − 1)/2, q
1

= (q − 1)/2 jel�l�sekkel tekints�k az azon

(pi, qj) p rok P halmaz t, amelyekre 1 ≤ i ≤ q
1

�s 1 ≤ j ≤ p
1

. Nyilv n ♮(P ) = p
1

q
1

.

Mivel pi = qj lehetetlen, azon p rok P<, illetve P> halmaza, amelyekre pi < qj,
illetve pi > qj, diszjunkt halmazokra val¢ felbont sa P -nek. R�gz¡ts�k j-t. Ekkor

⌊qj/p⌋ darab i l�tezik, amelyre 1 ≤ i ≤ qj/p. Mivel 1 ≤ j ≤ p
1

�s ⌊qp
1

/p⌋ < q/2,
azt kapjuk, hogy ♮(P<) =

∑q
1

j=1

⌊pj/q⌋. Hasonl¢an ♮(P>) =
∑p

1

i=1

⌊qi/p⌋. A Gauss-

lemm t felhaszn lva,

(

p

q

)

= (−1)♮(P<),

(

q

p

)

= (−1)♮(P>),

¡gy

(

p

q

)(

q

p

)

= (−1)♮(P<)+♮(P>)

= (−1)♮(P )

= (−1)p1q1 . �

3.15. De�n¡
i¢. Az Euler-t�tel pr¡mtesztk�nt t�rt�n� haszn lat hoz ki kell

terjeszten�nk az (x|m) Legendre-szimb¢lumot arra az esetre, amikor m tetsz�leges

p ratlan term�szetes sz m. Ez a kiterjeszt�s a Ja
obi-szimb¢lum. De�n¡
i¢ja: ha m
pr¡mfelbont sa p

1

p
2

· · · pn, �s x ∈ Z, akkor legyen

(

x

m

)

=

n
∏

i=1

(

x

pi

)

3.16. T�tel. Legyen m,n > 2 p ratlan sz m. Ekkor

(1) ha x ≡ y (mod m) akkor (x|m) = (y|m);
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(2) (x|m) · (y|m) = (xy|m);

(3) (−1|m) = (−1)(m−1)/2
;

(4) (2|m) = (−1)(m2−1)/8
;

(5) (n|m) · (m|n) = (−1)(m−1)(n−1)/4
.

Bizony¡t s. (1) �s (2) bizony¡t sa k�nny�. Ha m pr¡m, akkor (3) k�zvetlen�l

k�vetkezik az Euler-krit�riumb¢l. Az  ltal nos eset k�vetkezik ebb�l �s a k�nnyen

bel that¢

s− 1

2

+

t− 1

2

≡ st− 1

2

mod 2, ha t, s p ratlanok

�sszef�gg�sb�l. (4)-et m r bel ttuk, ha m pr¡m. Az  ltal nos eset erre reduk lhat¢

a k�nnyen bizony¡that¢

s2 − 1

8

+

t2 − 1

8

≡ s2t2 − 1

8

mod 2 ha t, s p ratlanok

�sszef�gg�s seg¡ts�g�vel. V�g�l ha m,n > 2 pr¡mek, akkor (5) Gauss t�tele. Az

 ltal nos eset ugyan£gy reduk lhat¢ erre az esetre, mint (3).

3.17. P�lda.

(76|131) = (2|131) · (2|131) · (19|131) = (19|131)
= (131|19) · (−1)(131−1)(19−1)/4

= −(17|19)
= −(19|17) · (−1)(19−1)(17−1)/4

= −(19|17)
= −(2|17) = −(−1)(172−1)/8

= −1.

3.18. A Ja
obi-szimb¢lum kisz m¡t sa. Az al bbi algoritmus kisz m¡tja

az (n|m) Ja
obi szimb¢lum �rt�k�t. Itt m > 1 p ratlan sz m, n ≥ 0 eg�sz, �s bi(x)
a 2

i
egy�tthat¢ja x bin ris alakj ban.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen p ← 0. (Az algoritmus sor n p az el�jelv lt sok p ros-

s ga.)

(2) [Modul ris reduk
i¢.℄ Legyen n← n mod m.

(3) [Nulla?℄ Ha n = 0, akkor az algoritmus v�get �rt, az eredm�ny nulla.

(4) [n p ros?℄ Ha b
0

(n) = 1, menj�nk (6)-ra.

(5) [Oszt s kett�vel.℄ Legyen p ← p ⊕ b
1

(m) ⊕ b
2

(m) �s n ← n/2, majd menj�nk

(4)-re.

(6) [n = 1?℄ Ha n = 1, az algoritmus v�get �rt, az eredm�ny 1− 2p.

(7) [Re
ipro
it s.℄ Legyen p← p⊕ (b
1

(n) ∧ b
1

(m)), m↔ n, �s menj�nk (2)-re.

A Ja
obi szimb¢lum kiterjeszthet� minden n,m ∈ Z eset�re. Az ezt sz mol¢

 ltal nosabb rutinnak a programja a fenti algoritmusra t maszkodhat.

3.19. Feladat. �rjunk Maple demo programot (x|m) kisz mol s ra, ahol x
tetsz�leges, m pedig pozit¡v p ratlan eg�sz!
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3.20. Feladat. Hogyan m�k�dik a Maple `ja
obi` nev� elj r sa?

3.21. Feladat. Hogyan m�k�dik a Maple `legendre` nev� elj r sa?

3.22. Soloway{Strassen-teszt. Az n sz m pr¡m volt t Euler t�tele alapj n

tesztelj�k: egy 1 < a < n sz mra ellen�rizz�k, hogy

a(n−1)/2 ≡ (a|n) (mod n)

teljes�l-e. Soloway �s Strassen megmutatt k, hogy ha n �sszetett, akkor azon

1 < a < n alapok sz ma, amelyekre a felt�tel teljes�l, legfeljebb (n − 1)/2. V�-

letlen a-kat v lasztva, a teszt ism�tl�s�vel a hiba val¢sz¡n�s�g�t tetsz�leges ki
sire


s�kkenthetj�k.

3.23. Feladat. �rjunk programot a Soloway{Strassen-tesztre!

3.24. Miller{Rabin-teszt. Egy adott n > 1 p ratlan eg�szre, az algoritmus

megpr¢b lja eld�nteni, hogy n pr¡m-e. Legyen n = 1+2

kq ahol q p ratlan, �s a egy

eg�sz, amelyre 1 < a < n.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen j ← k �s b← aq mod n.

(2) [K�sz?℄ Ha j = k �s b = 1, vagy ha b = n − 1, akkor mondjuk azt hogy �n
val¢sz¡n� pr¡m", �s az algoritmus v�get �rt. Ha j < k �s b = 1, akkor n �sszetett,

�s az algoritmus v�get �rt.

(3) [j 
s�kkent�se.℄ Legyen j ← j − 1. Ha j > 0, legyen b← b2 mod n �s menj�nk

vissza (2)-re.

(4) [Nem pr¡m.℄ Az algoritmus v�get �rt, n �sszetett.

Az �tlet az, hogy ha n = 1 + 2

kq pr¡m, �s aq mod n 6= 1, akkor az

aq mod n, a2q mod n, , a4q mod n, . . . , a2
kq

mod n

sorozatnak 1-re kell v�gz�dnie, �s az els� 1 el�tti tagnak n− 1-nek kell lenni, mivel

b2 ≡ 1 (mod n) megold sai 
sak b = ±1 ha n pr¡m, ugyanis (b − 1)(b + 1) az n
t�bbsz�r�se kell legyen.

A legfontosabb t�ny ezzel az algoritmussal kap
solatban, hogy ha n ≥ 9 �s

v�letlen 1 < a < n alapot v lasztunk, akkor az algoritmus kisebb mint 1/4 val¢sz¡-

n�s�ggel t�ved. (A bizony¡t st l sd p�ld ul Knuth [24℄, 4.5.4, 22. feladat.) Ism�telt

alkalmaz s val tetsz�legesen kis val¢sz¡n�s�get el�rhet�nk. Az is megmutathat¢,

hogy soha nem t�ved, ha a Soloway{Strassen-algoritmus nem hib zik, ¡gy ann l

er�sebb. (L sd Knuth [24℄, 4.5.4, 23. feladat.)

A val¢sz¡n�s�gi teszt nagyon ritk n hib zik. Az els� �sszetett sz m, amely

(hib san) a 2 alappal  tmegy a teszten 2 047; amely m�g a 3 alappal is 1 373 653;

amely m�g az 5 alappal is 25 326 001; amely m�g a 7 alappal is 118 670 087 467; amely

m�g a 11 alappal is 2 152 302 898 747; amely m�g a 13 alappal is 3 474 789 660 383; �s

amely m�g a 17 alappal is 341 550 071 728 321.

3.25. Feladat. �rjunk programot a Miller-Rabin tesztre!
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3.26. Feladat. �rjunk programot, amely a Miller{Rabin teszttel j¢ ikerpr¡m

jel�lteket keres!

3.27. Miller t�tele. Ha az  ltal nos¡tott Riemann sejt�s igaz, �s n �sszetett,

de nem pr¡mhatv ny, akkor van olyan a < 2(lnn)2 alap, amellyel a Miller{Rabin

teszt felfedezi, hogy n �sszetett.

3.28. Feladat.Miller t�tele alapj n ¡rjunk egy determinisztikus pr¡mteszt prog-

ramot, felt�telezve, hogy az  ltal nos¡tott Riemann-sejt�s igaz.

3.29. Lu
as-teszt. Az n > 1 eg�sz sz m akkor �s 
sak akkor pr¡m, ha van

olyan a eg�sz, amelyre an−1

mod n = 1, de minden p pr¡mre, amelyre p oszt¢ja

n− 1-nek, a(n−1)/p
mod n 6= 1.

Bizony¡t s. Ha n pr¡m, akkor a reduk lt marad�koszt lyok egy n − 1 rend�


iklikus 
soportot alkotnak, �s ennek b rmely a gener tora rendelkezik a fenti tu-

lajdons ggal. M sr�szt, ez a tulajdons g azt jelenti, hogy a egy n − 1 rend� eleme

a reduk lt marad�koszt lyok multiplikat¡v 
soportj nak, ami lehetetlen, ha n �ssze-

tett, �s a 
soport rendje ϕ(n) < n− 1.

A teszthez sz�ks�g�nk van n− 1 pr¡mfelbont s ra, amit  ltal ban neh�z meg-

tal lni. Az a alap megtal l sa  ltal ban nem okoz gondot, mert ha n pr¡m, akkor

ϕ(n − 1) ilyen a van, �s ϕ(m)/m  tlag�rt�ke 6/π2. Ez ugyan t£l optimista be
sl�s

p ros sz mokra, de jelzi, hogy a megtal l sa nem jelent nagy gondot. Ki
sit gyor-

s¡thatunk, ha 
sak olyan a sz mokat haszn lunk, amelyekre (a|n) = −1, el�sz�r azt
ellen�rizz�k, hogy a(n−1)/2

mod n = n−1, majd a t�bbi p pr¡mt�nyez�j�re n−1-nek
azt, hogy a(n−1)/(2p)

mod n 6= n− 1.

3.30. Feladat. �rjunk programot a Lu
as-tesztre!

A Lu
as-teszt k�l�n�sen hasznos, ha n − 1 pr¡mt�nyez�s felbont sa trivi lis.

P�ld ul ez a helyzet a Fermat-sz mokn l.

3.31. P�pin-teszt. Jel�lje Fm a 2

2

m

+ 1 Fermat sz mot. Ha m > 0, akkor

Fm akkor �s 
sak akkor pr¡m, ha 3

(Fm−1)/2 ≡ −1 (mod Fm).

Bizony¡t s. Mivel az egyetlen pr¡m, ami Fm−1-et osztja a 2, ha az egyenl�s�g
teljes�l, akkor Fm pr¡m. Csak azt kell megmutatnunk, hogy ha Fm pr¡m, akkor az

egyenl�s�g teljes�l. Tudjuk, hogy 2

2

kongruens 1 modulo 3. Mivel 2

m
t�bbsz�r�se

2-nek, Fm ≡ 2 (mod 3). A (3|Fm) Legendre-szimb¢lumot a kvadratikus re
ipro
i-

t s t�tele seg¡ts�g�vel sz m¡thatjuk ki: (3|Fm) = (Fm|3) = (2|3) = −1, ¡gy Euler

t�tel�b�l k�vetkezik az  ll¡t s.

3.32. Feladat. �rjunk programot a Pepin-tesztre!

A Lu
as-teszt k�t ir nyban is tov bbfejleszthet�. A egyik, hogy nem sz�ks�ges

n − 1 teljes felbont s t ismern�nk (Po
klington), a m sik, hogy az a alap f�gghet

p-t�l (Lehmer).
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3.33. Po
klington{Lehmer-teszt. Legyen n > 1 egy eg�sz sz m �s n− 1 =
fu, ahol lnko(f, u) = 1. Tegy�k fel, hogy minden p pr¡moszt¢j hoz f -nek van olyan

ap eg�sz, amelyre an−1

p mod n = 1 �s lnko(a
(n−1)/p
p − 1, n) = 1. Ekkor minden d

oszt¢j ra n-nek d mod f = 1 �s ha f ≥ √n, akkor n pr¡m.

Bizony¡t s. Legyen q egy pr¡moszt¢ja d-nek. Ekkor aq−1

p ≡ 1 (mod q), mivel

ap relat¡v pr¡m n-hez, ¡gy q-hoz is. M sr�szt, mivel lnko(a
(n−1)/p
p − 1, n) = 1, azt

kapjuk, hogy a
(n−1)/p
p 6≡ 1 (mod q). Ha e a pontos rendje ap-nek modulo q, ez azt

jelenti, hogy e|q − 1, e 6 |(n− 1)/p, de e|n− 1. Ha most pα a legmagasabb hatv nya

p-nek, amely osztja n−1-et, akkor pα|e|q−1, mutatva, hogy q ≡ 1 (mod pα). Mivel

ez f minden pr¡moszt¢j ra teljes�l, a k¡nai marad�kt�tel alapj n azt kapjuk, hogy

q ≡ 1 (mod f). Most, mivel ez d minden q pr¡moszt¢j ra teljes�l, azt kapjuk, hogy

d-re is teljes�l. V�g�l, ha f ≥ √n, akkor ez azt jelenti, hogy n-nek nin
s pr¡moszt¢ja,

amely ≤ √n, azaz n pr¡m.

3.34. Feladat. �rjunk programot a Po
klington{Lehmer tesztre!

3.35. Feladat. �rjunk programot hkm+1 alak£ sz mok pr¡mtesztel�s�re, ahol

h, k,m �ki
sik".

3.36. Proth-teszt. Ha n = h2m + 1, ahol h p ratlan term�szetes sz m,

h < 2

m
, �s l�tezik olyan a ∈ Z, hogy a(n−1)/2 ≡ −1 (mod n), akkor n pr¡m.

Bizony¡t s. Alkalmazzuk a Po
klington{Lehmer-tesztet f = 2

m
-mel. Ha 2

m ≤√
n lenne, akkor h2m + 1 ≤ 2

m
(2

m − 1) + 1 < 2

2m ≤ n, ellentmond st kapn nk.

3.37. Feladat. �rjunk programot a Proth-tesztre!

Ha n − 1 pr¡moszt¢it pr¢baoszt ssal kerest�k, akkor mell�kterm�kk�nt egy b
korl tot kapunk, amelyn�l az n− 1 m�g faktoriz latlan r�sz�nek 
sak nagyobb pr¡-

moszt¢i vannak. Ez lehet�v� teszi az el�bbi  ll¡t s �les¡t�s�t.

3.38. T�tel. Legyen n > 1 egy eg�sz sz m �s n−1 = fu, ahol lnko(f, u) = 1 �s

u minden pr¡moszt¢ja nagyobb mint b, tov bb  bf ≥ √n. Tegy�k fel, hogy minden p

pr¡moszt¢j hoz f -nek van olyan ap eg�sz, amelyre an−1

p mod n = 1 �s lnko(a
(n−1)/p
p −

1, n) = 1, tov bb  van olyan au amelyre an−1

u mod n = 1 �s lnko(afu − 1, n) = 1.

Ekkor n pr¡m.

Bizony¡t s. Legyen q egy pr¡moszt¢ja n-nek. Ugyan£gy, mint az el�z� bizo-

ny¡t sban, kapjuk, hogy q ≡ 1 (mod f). Ha e az au pontos rendje modulo q, akkor
e|q − 1, e 6 |f = (n − 1)/u de e|n− 1. Most g = lnko(e, u)-ra g = 1 nem teljes�lhet,

mivel ekkor e|n−1 = fu miatt azt kapn nk, hogy e|f , ellentmond sban feltev�s�nk-

kel. Innen g > 1, �s mivel u minden pr¡mfaktora nagyobb, mint b, azt kapjuk, hogy
g > b. V�g�l, mivel lnko(f, u) = 1, a q ≡ 1 (mod e) �s q ≡ 1 (mod f) felt�telekb�l
azt kapjuk, hogy q ≡ 1 (mod fg). Innen q > bf ≥ √n, mutatva, hogy n pr¡m.

3.39. Feladat. �rjunk programot, amely n pr¡m volt t teszteli, ha n− 1 = fu,
az f faktorai adottak, �s adott egy b korl t £gy, hogy u-nak nin
s b-n�l kisebb
pr¡mt�nyez�je, valamint fb ≥ √n.
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4. Lu
as-sorozatok

4.1. De�n¡
i¢. Legyenek a �s b az eg�sz egy�tthat¢s

λ2 − Pλ+Q = 0

£gynevezett karakterisztikus egyenlet gy�kei, a 6= b, �s az Un, Vn sorozatokat de�ni-

 ljuk az

Un =

an − bn

a− b
, Vn = an + bn, n ≥ 0.

�sszef�gg�sekkel. Ezek az £gynevezett Lu
as-sorozatok. Vegy�k �szre, hogy ha a-t
�s b-t fel
ser�lj�k, akkor Un, Vn nem v ltoznak.

4.2. Megjegyz�s. A fenti jel�l�sekkel, U
0

= 0, U
1

= 1, V
0

= 2, V
1

= P , �s ha
m ≥ n, akkor

Um+n = UmVn −QnUm−n,

Vm+n = VmVn −QnVm−n.

Ha n = 1, egy rekurzi¢s formul t kapunk, amib�l l tszik, hogy Um, Vm eg�szek.

Tov bb  D = P 2 − 4Q jel�l�ssel

2Un+m = UnVm + UmVn,

2Vn+m = VnVm +DUnUm,

Vn + Un

√
D = 2

1−n
(P +

√
D)

n.

4.3. P�lda. λ2−λ− 1 = 0, a, b = (1±
√
5)/2, az aranymetsz�s ar nya. P = 1,

Q = −1, Un a Fibona

i-sorozat.

4.4. Rekurzi¢ sz mol shoz. Az

U
2n = UnVn,

V
2n = V 2

n − 2Qn,

U
2n+1

= Un+1

Vn −Qn,

V
2n+1

= Vn+1

Vn − PQn,

�sszef�gg�seket felhaszn lva, Un, Vn kisz m¡t sa nagy n indexekre is gyors. P�lda:

F
100

a Fibona

i-sorozatb¢l. Kisz m¡tand¢ U
100

, U
50

, V
50

, U
25

, V
25

, U
13

, V
13

, U
12

,

V
12

, U
7

, V
7

, U
6

, V
6

, U
4

, V
4

, U
3

, V
3

, U
2

, V
2

. M s megfogalmaz s: a

(

Um+1

Vm+1

Um Vm

)

=

(

P −Q
1 0

)(

Um Vm

Um−1

Vm−1

)

�sszef�gg�sb�l azt kapjuk, hogy

(

Um+1

Vm+1

Um Vm

)

=

(

P −Q
1 0

)m(
U
1

V
1

U
0

V
0

)

.

4.5. Feladat. �rjunk programot, amely nagy n-re kisz molja egy Lu
as-sorozat

Un, Vn tagjait!



30 II. Alapvet� algoritmusok

4.6. Megjegyz�s. A Lu
as-sorozatok tagjainak oszthat¢s g t tanulm nyozva

pr¡mtesztekhez juthatunk. Az  ltal nos eset tanulm nyoz sa sok k�nyvben megta-

l lhat¢, l sd p�ld ul Bressoud k�nyv�t. Sz munkra elegend� lesz a Q = 1 spe
i lis

esethez tartoz¢ Lu
as-sorozatok tanulm nyoz sa.

4.7. De�n¡
i¢. Tegy�k fel, hogy D mod 4 vagy 0, vagy 1, az n pozit¡v eg�sz

sz m, amely relat¡v pr¡m 2D-hez, �s tekints�k az �sszes (a, b), 0 ≤ a, b < n p rok

L(D,n) halmaz t, amelyekre a2 − b2D ≡ 4 (mod n). Ha (a′, b′), (a′′, b′′) ∈ L(D,n),
de�ni ljuk az (a, b) = (a′, b′)(a′′, b′′) szorzatukat az

a =
n+ 1

2

(a′a′′ + b′b′′D) mod n,

b =
n+ 1

2

(a′b′′ + b′a′′) mod n,

�sszef�gg�ssel. Nem neh�z bel tni, hogy az ¡gy de�ni lt szorz s nem vezet ki

L(D,n)-b�l, kommutat¡v, asszo
iat¡v, a (2, 0) p r egys�gelem, �s az (a, b) p r inverze
az (a,−b) p r. �gy L(D,n) Abel-
soport. K�nny� kisz molni, hogy az (n − 2, 0)
p r n�gyzete az egys�gelem. Ha n pr¡m, akkor 
sak ennek �s az egys�gelemnek a

n�gyzete az egys�gelem. Hasonl¢an, ha a = 0, akkor az (a, b) p r n�gyzete (n−2, 0).
Ha n pr¡m, akkor az a = 0 felt�tel sz�ks�ges is ahhoz, hogy az (a, b) p r n�gyzete
(n− 2, 0) legyen.

Vegy�k �szre, hogy szoros kap
solat van a P �s Q = 1 param�terekhez tarto-

z¢ Lu
as-sorozattal: Teljes induk
i¢val azonnal k�vetkezik, hogy az (ak, bk), ak =

Vk mod n, bk = Uk mod n p rok L(D,n)-ben vannak, �s az (ak, bk) p rnak az (al, bl)
p rral vett szorzata az (ak+l, bk+l) p r.

4.8. T�tel. Az el�z� de�n¡
i¢ jel�l�seivel, ha n p ratlan pr¡m, D > 1, n 6 |D,

akkor L(D,n) elemeinek sz ma n− (D|n).

Az is megmutathat¢, hogy a t�tel felt�telei mellett L(D,n) 
iklikus.

Bizony¡t s. Azon (a, b) p rok sz m t keress�k, amelyekre a2−b2D mod n = 4.

Ha b = 0, akkor k�t megold s van, a ≡ ±2. Ha b 6= 0, akkor a kongruen
ia a

D ≡ (ab−1 − 2b−1

)(ab−1

+ 2b−1

)

kongruen
i val ekvivalens. Ez azt mutatja, hogy k�l
s�n�sen egy�rtelm� megfelel-

tet�s van az (a, b), b 6= 0 megold sp rok �s az olyan (r, s), 0 < r, s < n, r 6= s p rok
k�z�tt, amelyekre rs ≡ D. �gy ha (D|n) = −1, akkor minden 0 < r < n-hez van egy

s, amellyel megold st kapunk, egy�bk�nt kett�h�z nin
s.

4.9. Feladat. �rjunk programot az n sz m pr¡m volt nak bizony¡t s ra, ha

ismerj�k n+1 pr¡mfelbont s t! Pr¢b ljunk ki minden Lu
as-sorozatot, amelynek P
param�tere egy adott hat r alatt van, Q param�tere pedig 1.
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4.10. Lu
as-t¡pus£ teszt. Legyen n > 1 egy p ratlan eg�sz sz m �s n+1 =

fu, lnko(f, u) = 1. Tegy�k fel, hogy van olyan P �s Q = 1 param�terekkel gener lt

Lu
as-sorozat, amelyre lnko(D,n) = 1, (D|n) = −1,

Vn+1

≡ 2, Un+1

≡ 0 (mod n),

�s minden p pr¡moszt¢j hoz f -nek

lnko(V
(n+1)/p − 2, U

(n+1)/p, n) = 1.

Ekkor minden d oszt¢j ra n-nek d ≡ ±1 (mod f) �s ha f ≥ √n+ 2, akkor n pr¡m.

Bizony¡t s. Legyen q egy pr¡moszt¢ja d-nek. Legyen e a pontos rendje a

(P mod n, 1) p rnak az L(D, q) 
soportban. Tudjuk, hogy e|q − (D|q). Felt�te-

leinkb�l a (P, 1) p r n + 1-edik hatv nya L(D, q)-ban (2, 0), azaz e|n + 1, de az

(n + 1)/p-edik hatv ny L(D, q)-ban nem (2, 0), azaz e 6| (n + 1)/p. Ebb�l ha pα a

legmagasabb hatv nya p-nek, amely osztja f -et, azt kapjuk, hogy pα|e|q − (D|q),
mutatva, hogy q ≡ (D|q) (mod pα). Mivel ez f minden pr¡moszt¢j ra teljes�l, a

k¡nai marad�kt�tel alapj n azt kapjuk, hogy q ≡ (D|q) (mod f). Most, mivel ez n
minden q pr¡moszt¢j ra teljes�l, azt kapjuk, hogy egy tetsz�leges d oszt¢j ra n-nek
d ≡ ±1 (mod f). V�g�l, ha f ≥ √n + 2, akkor ez azt jelenti, hogy d >

√
n, azaz

n-nek nin
s pr¡moszt¢ja, amely ≤ √n, teh t n pr¡m.

4.11. Feladat. �rjunk programot az n sz m pr¡m volt nak bizony¡t s ra, ha

ismerj�k n+1 pr¡mfelbont s nak egy r�sz�t! Pr¢b ljunk ki minden Lu
as-sorozatot,

amelyre |P | egy adott hat r alatt van, �s Q = 1.

4.12. Feladat. �rjunk programot az n = h2m− 1 sz m pr¡m volt nak bizony¡-

t s ra, ha h p ratlan �s h < 2

m
. Pr¢b ljunk ki minden Lu
as sorozatot, amelynek

P param�tere egy adott hat r alatt van, Q param�tere pedig 1.

4.13. Sz mtestek. Algebrai sz m alatt olyan komplex sz mot �rt�nk, amely

gy�ke valamely ra
ion lis egy�tthat¢s nem nulla polinomnak. A polinomot mindig

v laszthatjuk norm lt, azaz 1 f�egy�tthat¢s polinomnak, vagy eg�sz egy�tthat¢s

polinomnak. Ha α egy algebrai sz m, akkor megmutathat¢, hogy azon norm lt ra
i-

on lis egy�tthat¢s polinomok k�z�tt, amelyeknek gy�ke, pontosan egy irredu
ibilis

l�tezik. Ezt nevezz�k az α minim lpolinomj nak, �s ennek foksz m t az α fok nak.

Ha α minim lpolinomja eg�sz egy�tthat¢s, akkor α-t algebrai eg�sznek nevezz�k.

K�nny� l tni, hogy az els�fok£ algebrai sz mok pontosan a ra
ion lis sz mok, az

els�fok£ algebrai eg�szek pedig a ra
ion lis eg�szek. Megmutathat¢, hogy az algeb-

rai sz mok testet alkotnak, az algebrai eg�szek pedig gy�r�t. Az algebrai sz mok

test�nek egy r�sztest�t algebrai sz mtestnek nevezz�k. P�ld ul ha α algebrai sz m,

az �sszes f(α)/g(α) alak£ sz mok, ahol f �s g ra
ion lis egy�tthat¢s polinomok,

g(α) 6= 0 egy algebrai sz mtestet alkotnak. K�nny� l tni, hogy ez a komplex sz mok

legsz�kebb r�szteste, amely tartalmazza Q-t �s α. Szok sos jel�l�se Q(α). Megmu-

tathat¢, hogy Q(α) elemei egy�rtelm�en  ll¡that¢k el� r
0

+ r
1

α + · · · + rn−1

αn−1
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alakban, ahol n az α foka, az r
0

, . . . , rn−1

egy�tthat¢k pedig ra
ion lisak. Ha p az α
minim lpolinomja, akkor p t�bbi gy�keit az α konjug ltjainak nevezz�k. Ezek nem

felt�tlen�l vannak Q(α)-ban, p�ld ul x3 − 2 eset�n ez nem teljes�l. A minim lpoli-

nom �sszes gy�keinek szorzat t N(α)-val jel�lj�k, �s α norm j nak nevezz�k. Nem

neh�z megmutatni, hogy ha α, β algebrai sz mok, akkor N(αβ) = N(α)N(β).
B rmely algebrai sz mtest algebrai eg�szei gy�r�t alkotnak. Oszthat¢s gi k�r-

d�sek, kongruen
i k ebben a gy�r�ben �rtend�k. Megmutathat¢, hogy egy α algeb-

rai eg�sz pontosan akkor egys�g, ha N(α) = ±1. A Q(
√
D) alak£ sz mtesteket, ahol

D 6= 0, 1 egy n�gyzetmentes eg�sz, kvadratikus sz mtesteknek nevezz�k. B rmely α
m sodrend� algebrai sz mra Q(α) egy kvadratikus sz mtest.

4.14. T�tel. Az r + s
√
D, r, s ∈ Q m sodrend� algebrai sz m norm ja r2 −

Ds2. A Q(
√
D) eg�szei, ahol D 6= 0, 1 n�gyzetmentes,

r + s
√
D, ha D ≡ 2 vagy D ≡ 3 (mod 4),

r + s
−1 +

√
D

2

, ha D ≡ 1 (mod 4),

ahol r �s s ra
ion lis eg�szek.

4.15. Riesel-teszt. Tegy�k fel, hogy n = h2m − 1, ahol h egy p ratlan

term�szetes sz m, m ≥ 2 �s h < 2

m
. Legyen a egy egys�g Q(

√
D)-ben, amelyre

valamely k, l, r ∈ Z eg�szekkel

a =
(k + l

√
D)

2

r
, ahol r = |k2 − l2D|,

(

D

n

)

= −1 �s

k2 − l2D

r

( r

n

)

= −1.

Ekkor n akkor �s 
sak akkor pr¡m, ha vm−2

mod n = 0, ahol vs = v2s−1

− 2 �s

v
0

= ah + a−h
.

Bizony¡t s. Nyilv n N(a) = 1. Tegy�k fel, hogy n pr¡m. Tekints�k a P = a+
a−1

, Q = aa−1

= 1 param�terekhez tartoz¢ Lu
as sorozatot. [D nem a (P,Q) p rhoz
tartoz¢ diszkrimin ns!℄ Ekkor vm−2

= V
(n+1)/4. Sz moljuk ki V

(n+1)/2 mod n-et.
Mivel

V
(n+1)/2 =

(k + l
√
D)

n+1

r(n+1)/2
+

r(n+1)/2

(k + l
√
D)

n+1

=

(k + l
√
D)

n+1

r(n+1)/2
+

(k − l
√
D)

n+1

r(n+1)/2
,

azt kapjuk, hogy

r(n+1)/2V
(n+1)/2 = 2

(n+1)/2
∑

j=0

(

n+ 1

2j

)

l2jDjkn+1−2j ≡ 2(k2 − l2D) (mod n).

Mivel r(n+1)/2
= r(n−1)/2r ≡ r(r|n) (mod n), a t�tel felt�telei miatt kapjuk, hogy

V
(n+1)/2 ≡ −2 (mod n). Innen az L(P 2 − 4, n) 
soport tulajdons gai miatt k�vet-

kezik, hogy 
sak V
(n+1)/4 mod n = 0 lehets�ges.
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A m sik ir nyhoz vegy�k �szre, hogy az L(P 2 − 4, n) 
soport tulajdons gai-
b¢l, ha V

(n+1)/4 mod n = 0, akkor V
(n+1)/2 ≡ −2 (mod n) �s Vn+1

≡ 2 (mod n),
¡gy a Lu
as t¡pus£ teszt alapj n k�vetkezik, hogy n b rmely d oszt¢j ra d ≡ ±1
(mod 2

m
). �gy n legkisebb lehets�ges pr¡mfaktora 2

m−1. Mivel n nem n�gyzetsz m,

hiszen n mod 4 = 3, ha n �sszetett lenne, azt kapn nk, hogy n ≥ (2

m−1)(2m+1) =

2

2m − 1 > h2m − 1 = n, ellentmond s.

4.16. K�vetkezm�ny. Ha h p ratlan, m ≥ 2 �s h < 2

m
, tov bb  sem n =

h2m−1, sem h nem oszthat¢ 3-mal, akkor n pontosan akkor pr¡m, ha vm−2

mod n =

0 ahol vs = v2s−1

− 2 �s v
0

= (2 +

√
3)

h
+ (2−

√
3)

h
.

Bizony¡t s. Az

a = 2 +

√
3 =

(1 +

√
3)

2

2

∈ Q(
√
3)

egys�get haszn lhatjuk a t�telben, mivel

(

D

n

)

=

(

3

n

)

= −1 �s

k2 − l2D

r

( r

n

)

=

−2
2

(

2

n

)

= −1.

4.17. Feladat. �rjunk programot, amely Lu
as-sorozatok seg¡ts�g�vel kisz -

molja ah + a−h
�rt�k�t, ahol a ∈ Q(

√
D) egy egys�g, amelynek norm ja 1.

4.18. Feladat. �rjunk programot, amely n = h2m − 1 pr¡mtesztel�s�t v�gzi,

ahol h p ratlan �s nem oszthat¢ 3-mal! Haszn lhat¢-e ez a teszt ikerpr¡mek keres�-

s�re?

4.19. Feladat. �rjunk programot a Riesel-tesztre, ha az a egys�g Q(
√
D)-ben

a sz�ks�ges tulajdons gokkal adott!

4.20. Feladat. �rjunk programot, amely (k + l
√
D)

2/r alak£ egys�geket keres

Q(
√
D)-ben, ahol k, l �s r kis eg�szek £gy, hogy |r| = |k2 − l2D|.

4.21. Lu
as{Lehmer-teszt a Mersenne-sz mokra. Ha m > 2 p ratlan,

akkor Mm = 2

m − 1 akkor �s 
sak akkor pr¡m, ha vm−2

mod Mm = 0, ahol vs =

v2s−1

− 2 �s v
0

= 4.

Bizony¡t s. Az el�z� tesztb�l h = 1 eset�n kapjuk a Lu
as{Lehmer-tesztet,

mert ekkor v
0

= (2 +

√
3) + (2−

√
3) = 4.

4.22. Feladat. �rjunk programot a Lu
as{Lehmer-tesztre!

4.23. Val¢sz¡n�s�gi teszt. Tekints�k a P �s a Q = 1 param�terekhez tartoz¢

Lu
as-sorozatot, ahol D = P 2 − 4. Legyen n > 0 term�szetes sz m, �s tegy�k fel,

hogy lnko(n, 2D) = 1. Ha n− (D|n) = q2m, �s n pr¡m, akkor a

Vq mod n, V
2q mod n, . . . V

2

mq mod n

sorozat 2-re v�gz�dik, �s h tulr¢l az els� nem kettes n − 2 kell legyen. Erre egy

val¢sz¡n�s�gi teszt alapozhat¢.
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4.24. Feladat. Hogyan dolgozik a Maple `isprime` elj r sa?

4.25. Williams p + 1-m¢dszere. Lu
as-sorozatokat haszn lva, egy, Pollard

p − 1 m¢dszer�vel anal¢g faktoriz l si m¢dszert adhatunk, amely akkor hasznos,

ha p + 1 �sima". Ez Williams p + 1-m¢dszere, amely azon alapul, hogy ha Vi egy

Lu
as-sorozat Q = 1 �s P param�terekkel, p egy pr¡m, amelyre (D|p) = −1 �s m
egy pozit¡v sz m, akkor

Vm(p+1)

≡ 2 (mod p).

Legyen n egy faktoriz land¢ eg�sz, �s sz moljuk ki Q = 1-re �s valamely P -re a

Vk! mod n �rt�ket. Ha valamely p pr¡mfaktor ra n-nek (D|p) = −1 �s p+1|k!, akkor
Vk! − 2 oszthat¢ p-vel. J¢ es�ly�nk van r , hogy Vk! − 2 nem oszthat¢ n-el, ¡gy
lnko(Vk! − 2, n) egy nem trivi lis oszt¢ja n-nek. A gyakorlatban nem tudjuk, hogy

(D|p) = −1 teljes�l-e, de 50% es�ly�nk van erre, ¡gy jobb t�bb k�l�nb�z� P �rt�ket

kipr¢b lni.

Ha ki tudjuk Vk!-t V
(k−1)!

-b¢l sz molni, akkor a fenti m¢dszert m�g egyszer�bb

alkalmazni. Ez lehets�ges, az al bbi lemma szerint:

4.26. Lemma. Legyenek Uk(P ) �s Vk(P ) a Q = 1 �s P 6= ±2 param�terekhez

tartoz¢ Lu
as sorozat tagjai. Ekkor

Umk(P ) = Uk(P )Um(Vk(P )),

Vmk(P ) = Vm(Vk(P )).

Bizony¡t s. Legyen P ′
= Vk(P ) �s Q

′
= 1, ekkor a D = P 2−4 �s D′

= P ′2−4
jel�l�sekkel

D′
= DUk(P )

2.

Ebb�l

Vmk(P ) + Umk(P )
√
D = 2

1−mk
(P +

√
D)

mk

= 2

1−m
(2

1−k
(P +

√
D)

k
)

m

= 2

1−m
(Vk(P ) + Uk(P )

√
D)

m

= 2

1−m
(P ′

+

√
D′

)

m

= Vm(P
′
) + Um(P

′
)

√
D′

= Vm(P
′
) + Um(P

′
)Uk(P )

√
D.

Mivel D nem lehet teljes n�gyzet, kapjuk a lemma  ll¡t s t.

4.27. Feladat. �rjunk programot Williams p+ 1-m¢dszer�re!
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5. Alkalmaz sok

5.1. Fermat-sz mok. Ha 2

n
+ 1 pr¡m, akkor n = 2

m
, mert

2

q2m
+ 1 =

(

2

2

m

+ 1

)(

2

2

m
(q−1) − 2

2

m
(q−2)

+ · · ·+ 2

0

)

.

Ha m ≥ 2, akkor Fm = 2

2

m

+1 minden q pr¡moszt¢ja k2m+2

+1 alak£, mert 2

2

m ≡
−1 (mod q), valamint 2

q−1 ≡ 1 (mod q), ¡gy 2

m+1 | q − 1, teh t q = h2m+1

+ 1, de

2

(q−1)/2 ≡
(

2

q

)

= (−1)(q2−1)/8
= 1 (mod q), ha m ≥ 2,

innen 2

m+1 | (q − 1)/2, azaz q = k2m+2

+ 1.

Ennek az �szrev�telnek az alapj n kereshetj�k Fermat-sz mok oszt¢it, kis k
�rt�kekre ism�telt n�gyzetreemel�ssel kisz molva 2

2

m

mod q �rt�k�t. Nagyon sok

Fermat-sz mnak ismert oszt¢ja. Ha nem tal lunk kis k-t, amelyre q oszt¢ja Fm-

nek, akkor pr¡mtesztel�st a P�pin-teszttel v�gezhet�nk. A teszt fut sideje a modulo

Fm v�gzett n�gyzetreemel�s sebess�g�n m£lik.

Ha m = 0, 1, 2, 3, 4, akkor Fm pr¡m. Ha m = 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, akkor Fm teljes

pr¡mfelbont s t ismerj�k. Ha m = 20, 22, akkor tudjuk, hogy Fm �sszetett, de

nem ismerj�k oszt¢j t. F
33

a legkisebb Fermat-sz m, amelyr�l nem tudjuk, hogy

�sszetett-e?

5.2. Feladat. �rjunk programot Fermat-sz mok oszt¢inak keres�s�re!

5.3. Feladat. Hogyan m�k�dik a Maple `fermat` nev� elj r sa?

5.4. Mersenne-sz mok. Legyen Mp = 2

p − 1. Ha p �sszetett, akkor Mp

�sszetett, mert

2

uv − 1 =

(

2

u − 1

)(

2

u(v−1)

+ 2

u(v−2)

+ · · ·+ 2

0

)

.

Ha q pr¡m, �s q | 2p − 1, akkor q p ratlan, �s mivel 2

p ≡ 1 (mod q), a 2 rendje

modul¢ q megegyezik p-vel, ¡gy 2

q−1 ≡ 1 (mod q) miatt p | q− 1, de q− 1 p ros, ¡gy
p|(q − 1)/2, azaz q = 2kp+ 1. Mivel

1 = 2

(q−1)/2 ≡
(

2

q

)

= (−1)(q2−1)/8
(mod q),

azt kapjuk, hogy q ≡ ±1 (mod 8). Innen k ≡ 0 vagy k ≡ −p (mod 4).

Mersenne-pr¡mek keres�s�hez adott p-re szit l ssal a 2kp+1 alak£ sz mok k�z�l

kisz�rj�k azokat, amelyeknek van kis pr¡moszt¢juk. A marad�k q = 2kp+1 �rt�kekre
kisz moljuk 2

p
mod q �rt�k�t. Ha ¡gy nem tal lunk oszt¢j tMp-nek, akkor a Lu
as{

Lehmer-teszttel tesztelj�k. A teszt fut sideje a modulo Mp v�gzett n�gyzetreemel�s

sebess�g�n m£lik.
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A legnagyobb ismert pr¡m egy r�vid id�szakot kiv�ve mindig Mersenne-pr¡m

volt. Tudjuk, hogy Mp pr¡m, ha

p =2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281,

3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497,

86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787,

1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917,

�s eddig a hat rig m s kitev�re Mp nem pr¡m. A jelenleg ismert legnagyobb pr¡m

2

43112609 − 1. A keres�s PC sz m¡t¢g�pekkel folyik, t�bb t¡zezer r�sztvev�vel.

5.5. Feladat. �rjunk egy �el�tesztel�" elj r st, amely Mersenne-sz mok kis

oszt¢it keresi!

5.6. Feladat. Hogyan m�k�dik a Maple `mersenne` nev� elj r sa?

5.7. Az n = h2m ± 1 alak£ pr¡mek. Az egyetlen sz m, amely a legnagyobb

ismert pr¡m volt egy darabig, �s nem Mersenne pr¡m, h2m−1 alak£. C�lszer� h-t egy
sz mtani sorozatb¢l v lasztani, szit l ssal kisz�rni azokat a h �rt�keket, amelyekre

n-nek van kis pr¡moszt¢ja, �s a marad�kot tesztelni. Keres�sre 
�lszer� a Miller{

Rabin-tesztet haszn lni. Ha ¡gy tal lunk egy val¢sz¡n� pr¡met, akkor az a +1 esetben

a Proth-teszttel, a −1 esetben a Riesel-teszttel vizsg lhat¢.

5.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy (1 +

√
5)

2/4 egys�g Q(
√
5)-ben! Milyen

h,m p rok eset�n teszi ez lehet�v� h2m − 1 pr¡mtesztel�s�t?

5.9. Feladat. �rjunk programot, amely az el�z� feladat eredm�nyei alapj n

nagy pr¡meket keres!

5.10. Ikerpr¡mek. C�lszer�en h2m ± 1 alakban keres�nk ikerpr¡met. Itt a

szit l s l�nyegesebb, mint ha 
sak pr¡met keres�nk. Egy�bk�nt £gy j runk el, mint

az el�z� pontban.

5.11. Feladat. Felhaszn lva, hogy (1+

√
5)

2/4 egys�g Q(
√
5)-ben, milyen h,m

p rokra haszn lhatjuk a Riesel-tesztet h2m ± 1 alak£ ikerpr¡mek keres�s�re?

5.12. Feladat. �rjunk programot nagy ikerpr¡mek keres�s�re az el�z� feladat

eredm�nyeit felhaszn lva.

5.13. Sophie Germain pr¡mek. Ez de�n¡
i¢ szerint azt jelenti, hogy n �s

2n+1 is pr¡m. C�lszer� n = h2m−1 alakban keresni; n �s 2n+1 is a Riesel-teszttel

tesztelhet�.

5.14. Ikerpr¡m, amely Sophie Germain pr¡m is. C�lszer� n = h2m − 1

alakban keresni. Az n �s 2n+ 1 a Riesel-teszttel, n+ 2 pedig a Proth-teszttel tesz-

telhet�. Itt a szit l s hat�konys ga m�g fontosabb, mint az el�z� k�t probl�m n l.
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5.15. Az n2+1 �s n4+1 alak£ pr¡mek. Legyen n = h2m+1. A szit l shoz

nem  rt tudni, hogy ha q p ratlan pr¡m, amely osztja n2+1-et, akkor q ≡ 1 (mod 4),

mert n2 ≡ −1 (mod q) miatt 1 = (−1|q) = (−1)(q−1)/2
. Hasonl¢an, ha q egy

p ratlan pr¡moszt¢ja n4+1-nek, akkor q ≡ 1 (mod 8), mert n4 ≡ −1 (mod q) miatt,

ha g egy gener tora a (Z/qZ)∗ 
iklikus 
soportnak, akkor n = gk-ra g4k ≡ −1, �s
¡gy g8k ≡ 1 (mod q), amib�l 8k = l(q − 1), ahol 1 ≤ l ≤ 7, �s l nem lehet p ros.

5.16. Egy�b spe
i lis pr¡mek. Az eddig t rgyalt tesztekkel megoldhat¢ n!±
1, n2n ± 1, (

∏

p∈P,p<x p)± 1, �s m�g sok m s spe
i lis alak£ sz m pr¡mtesztel�se.

5.17. K tai egy probl�m ja. K tai Imre egy probl�m ja az al bbi k�rd�sre

vezet: Igaz-e minden (vagy legal bbis minden el�g nagy) p p ratlan pr¡mre, hogy

kp − 1 pr¡m valamely k < p-re? Az eredeti probl�ma megold s hoz ezt kellene

megmutatni p < 10

500

-ra.

B r, mint a fenti p�ld k mutatj k, az eddig tanult algoritmusok spe
i lis alak£

sz mok pr¡m volt nak bizony¡t s ra alkalmasak, faktoriz l sra �s v�letlenszer�en

v lasztott sz m pr¡m volt nak bizony¡t s ra 
sak korl tozottan alkalmazhat¢k. Az

al bbi p�lda Knuth k�nyv�b�l sz rmazik.

5.18. P�lda. Tegy�k fel, hogy a 2

214

+ 1 sz mot szeretn�nk faktoriz lni. Egy

polinom azonoss gb¢l

2

214

+ 1 = (2

107 − 2

54

+ 1)(2

107

+ 2

54

+ 1).

Pr¢baoszt ssal

2

107 − 2

54

+ 1 = 5 · 857 · n
0

,

ahol n
0

30 jegy�, �s 3

n
0

−1

mod n
0

= 1. Pr¢baoszt ssal

n
0

− 1 = 2

2 · 19 · 107 · 353 · n
1

,

ahol n
1

23 jegy�, �s 3

n
1

−1

mod n
1

6= 1. Tov bb faktoriz lva, n
1

= 91813n
2

, ahol n
2

18 jegy� �s 3

n
2

−1

mod n
2

= 1. Pr¢baoszt ssal

n
2

− 1 = 2

4 · 32 · 547 · n
3

,

ahol n
3

13 jegy�, �s 3

n
3

−1

mod n
3

6= 1. Tov bb faktoriz lva, n
3

= 1103n
4

, ahol

n
4

= 16537 01519, �s 3

n
4

−1

mod n
4

= 1. V�g�l

n
4

− 1 = 2 · 7 · 19 · 23 · 137 · 1973.
Most a Lu
as-test, vagy Po
klington-Lehmer teszt seg¡ts�g�vel bebizony¡thatjuk,

hogy n
4

, n
2

�s n
0

pr¡mek.

A m sik faktorral nem ilyen k�nny� elb nni. n
5

= 2

107

+ 2

54

+ 1-nek nin
s kis

pr¡moszt¢ja, de 3

n
5

−1

mod n
5

6= 1. Pollard ̺ m¢dszer�vel n
5

= 843589n
6

, ahol n
6

27 jegy�, �s 3

n
6

−1

mod n
6

6= 1. Az

n
6

= 817 49124 77117 · 2352 85691 04401
felbont st p�ld ul Pollard p − 1 m¢dszer�nek m sodik l�p
s�je k�pes megtal lni,

mert az els� faktor 1 + 2

4 · 52 · 67 · 107 · 199 · 41231.
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5.19. Feladat. V�gezz�k el e fent le¡rt sz m¡t sokat: faktoriz ljuk 2

214

+1-et!

5.20. Pr¡msz mk¢dol s. Keress�nk a val¢sz¡n�s�gi teszttel k�t �nagy" p, q
pr¡met (p�ld ul 140{160 jegy�eket), �s legyen n = pq. Ekkor

ϕ(n) = (p− 1)(q − 1).

V lasszunk olyan v�letlen 1 < e, d < ϕ(n) exponenseket, amelyekre

ed ≡ 1 (mod ϕ(n)).

Ha 1 < m < n egy �zenet, akkor c = me
mod n haszn lhat¢, mint az �zenet

rejtjelzett form ja. Ebb�l az �zenet visszakaphat¢: m = cd mod n, hiszen (me
)

d ≡
m (mod p) �s (me

)

d ≡ m (mod q). Az n �s e �rt�kek nyilv noss gra is hozhat¢k.

A s�ma felhaszn lhat¢ digit lis al ¡r sra is: Aliz az m,mdA
mod nA p rt k�ldi

el Bobnak (a m sodik sz m az al ¡r s), 
�lszer�en Bob kul
s val rejtjelezve.

Az elj r s bizony¡tv nyok ki ll¡t s ra is felhaszn lhat¢. Egy hitelt �rdeml�

szervezett�l, akinek nyilv nos kul
s t mindenki ismeri, al ¡rt lev�lben kaphatjuk

meg Aliz nyilv nos kul
s t, ¡gy ha Alizt¢l levelet kapunk, biztosak lehet�nk benne,

hogy nem 
sal¢val  llunk szemben, aki Aliznak adja ki mag t.

Egy 
�lszer� alkalmaz sa a pr¡msz mk¢dol snak gyorsabb rejtjelz� elj r sok

kul
sainak 
ser�je.

5.21. Feladat. �rjunk programot ≈ 150 jegy� �biztos" pr¡mek (Sophie Ger-

main p rb¢l a nagyobbik), valamint rejtjelz� �s fejt� kitev� keres�s�re az RSA elj -

r shoz!

5.22. Feladat. �rjunk egy egyszer� programot az RSA rejtjelz�shez!
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A modern algoritmusok lehet�v� teszik �neh�z" sz mok faktoriz l s t t�bb mint

200 jegyig, �s tetsz�leges sz mok pr¡m volt nak bizony¡t s t t�bb ezer jegyig. De

m�g az el�z� fejezetben t rgyalt egyszer� algoritmusok t�bb sz zt¢l t�bb milli¢ jegy�

sz mokra val¢ alkalmaz s hoz is spe
i lis aritmetikai algoritmusokra van sz�ks�g.

A modern algoritmusokkal val¢ ismerked�st az aritmetikai algoritmusokkal kezdj�k.

6. Sz mok �s polinomok

Szoros kap
solat van a term�szetes sz mokkal v�gzett �s a polinomokkal v�g-

zett m�veletek k�z�tt. Mivel ma 
sak bin ris sz m¡t¢g�pek l�teznek, a sz m br -

zol s alapsz m t kett�hatv nynak v lasztjuk, a sz m¡t¢g�p sz¢hossz nak magfelel�

hosszal. Tizes alap£  br zol s (pl. a Maple r�gi v ltozatai, 10

4

az alapsz m) rend-

k¡v�l lerontja a hat�konys got. N�ha 
�lszer� negat¡v jegyeket is megengedni.

6.1. �sszehasonl¡t s, �sszead s �s kivon s. Az �sszehasonl¡t st a legma-

gasabb helyi �rt�kt�l �rdemes kezdeni. Sz mok �sszead s t �s kivon s t lehet el�lr�l

is kezdeni, b r ez az algoritmos bonyolultabb. Ha hossz£ sz mokkal akarunk modu-

l ris �sszead st vagy kivon st v�gezni, 
�lszer� lehet a m�veletet el�lr�l kezdeni, �s


sak amikor eld�lt hogy a modulus kivon s ra vagy hozz ad s ra sz�ks�g van, vagy

nin
s, akkor h tulr¢l befejezni.

6.2. Szorz s �s polinomszorz s. Sz mok szorz sa polinomszorz sra vezet-

het� vissza:

( ∞
∑

k=0

akx
k

)( ∞
∑

k=0

bkx
k

)

=

∞
∑

k=0

ckx
k, ck =

∑

i+j=k

aibj .

Megford¡tva, a polinomszorz s is visszavezethet� nagy sz mok szorz s ra. Ha a B
alapsz m valamivel hosszabb, mint a jegyek hossz nak k�tszerese, akkor

∑

k akB
k

�s

∑

k bkB
k
szorzat nak jegyei a ck-k. Mindk�t tr�kk hasznos.

Ha 2-vel lehet osztani egy kommutat¡v gy�r�ben, akkor a szorz s nem sokkal

nehezebb, mint a n�gyzetreemel�s, mert (a+ b)2 − a2 − b2 = 2ab.
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6.3. Klasszikus algoritmusok a szorz sra �s az oszt sra. Ezeket Knuth

[25℄ k�nyve r�szletesen t rgyalja. A szorz s algoritmusa el�g nyilv nval¢. Az oszt s-

n l a probl�ma a h nyados be
sl�se. Legyen B az alap, �s az a osztand¢ els� jegyei

a
0

, a
1

, a
2

, . . . , a b oszt¢� b
1

, b
2

, . . . . Tegy�k fel, hogy q = ⌊a/b⌋ < B, �s b
1

≥ ⌊B/2⌋.
Legyen

q̂ = min

{

⌊

(a
0

B + a
1

)/b
1

⌋

, B − 1

}

.

Ekkor q ≤ q̂ ≤ q + 2. Ha

^q̂ = min

{

⌊

(a
0

B2

+ a
1

B + a
2

)/(b
1

B + b
2

)

⌋

, B − 1

}

,

akkor q ≤ ^q̂ ≤ q + 1. (Val¢j ban

^q̂ majdnem mindig q.)

A fontos b
1

≥ ⌊B/2⌋ felt�tel teljes�l�se el�rhet� £gy, hogy az osztand¢t �s

az oszt¢t is megszorozzuk egy kett�hatv nnyal, majd az oszt s ut n a marad�kot

osztjuk ezzel a kett�hatv nnyal. C�lszer�bbnek t�nik azonban 
sak az eltolt oszt¢

els� k�t jegy�t el� ll¡tani, �s minden l�p�sben el� ll¡tani az eltolt osztand¢ els� h rom

jegy�t. Ez nagyobb sebess�get biztos¡t, ha a h nyados r�vid, de az oszt¢ �s az

osztand¢ hossz£ak, ami nem ritka eset.

Polinomok oszt sa egyszer�bb.

6.4. Kara
uba-szorz s. Az

ab = (a
1

B + a
0

)(b
1

B + b
0

) = (B2

+B)a
1

b
1

−B(a
1

− a
0

)(b
1

− b
0

) + (B + 1)a
0

b
0

azonoss g mutatja, hogy dupla pontos sz mok szorz s t n�gy helyett h rom egysze-

res pontoss g£ szorz ssal is megoldhatjuk. Rekurz¡van alkalmazva az �tletet, k2m

bites sz mok szorz s t 4

m
darab k bites szorz s helyett 3

m
darab k bites szorz s-

sal v�gezhetj�k el. Vegy�k �szre, hogy ha az alap kett�hatv ny, akkor ezeken k¡v�l


sak �sszead sra �s kivon sra van sz�ks�g, az alappal val¢ szorz s 
sak eltol s. Ha

a
1

< a
0

vagy b
1

< b
0

, 
�lszer� a k�l�nbs�g ellentettj�vel sz molni. Ha a sz mok

hossza nem k2m bit, h rom lehet�s�g�nk van: null kat ¡runk a sz m el� (j¢, ha

t�bb k-val dolgozhatunk), vagy ha p ratlan sok n sz mjegyb�l  ll a sz m, akkor egy

jegyet lev gva, egy egyszeres pontoss g£, k�t egyszeres pontoss g£nak t�bbsz�r�s

pontoss g£val t�rt�n�, �s egy Kara
uba m¢dszer�vel v�gezhet� szorz sra reduk ljuk

a feladatot, illetve k�t ⌈n/2⌉ �s egy ⌊n/2⌋ jegy� szorz sra reduk ljuk a feladatot.

Kara
uba m¢dszere polinomokra is alkalmazhat¢.
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7. Gyors Fourier-transzform 
i¢

7.1. Polinomszorz s gyors Fourier-transzform 
i¢val. Test feletti poli-

nomok szorzata k�nnyen kisz m¡that¢, ha a polinomok az x
0

, x
1

, . . . , xn−1

helyeken

felvett �rt�keikkel adottak, az

(x
0

, y
0

), . . . , (xn−1

, yn−1

)

alakban, ahol yk a polinom xk helyen felvett �rt�ke. A p(x) =
∑n−1

k=0

akx
k
polinom

�rt�kei kisz m¡that¢k a Horner-elrendez�s seg¡ts�g�vel:

p(x) = a
0

+ x
(

a
1

+ x
(

a
2

+ · · ·+ xan−1

) . . .
)

)

A (legal bb) n k�l�nb�z� helyen felvett f�ggv�ny�rt�k egy�rtelm�en meghat rozza

a polinom egy�tthat¢it, �s az �rt�kekb�l a polinom Lagrange-interpol 
i¢val meg-

kaphat¢:

p(x) =

n−1

∑

k=0

yklk(x), ahol lk(x) =
∏

j 6=k

x− xj

xk − xj

ezek azonban t£l lass£ m¢dszerek, �s nem vezetnek gyors polinom szorz shoz.

Komplex egy�tthat¢s polinomokra j¢val gyorsabb elj r st kapunk, ha xj =

ωj
v laszt ssal dolgozunk, ahol ω = e−2πi/n

(vagy b rmely m s primit¡v n-edik
egys�ggy�k). A tr�kk: ha k|n, akkor y = xk

jel�l�ssel

p(x) =

k−1

∑

j=0

xjpj(y),

ahol

pj(y) =

n/k−1

∑

l=0

akl+jy
l, j = 0, 1, . . . , k − 1.

Ha x = ωj, ωj+n/k, . . . , ωj+(k−1)n/k
, akkor y ugyanaz, ¡gy minden kisz m¡tott pj(y)

�rt�k t�bbsz�r is felhaszn lhat¢. P�ld ul, ha k = 2, akkor a p polinom ωj
�s ωj+n/2

helyen felvett �rt�keit egyszerre sz molhatjuk ki (azt is felhaszn lva, hogy ωn/2
=

−1) az al bbi pillang¢ m�velettel:

p(ωj
) = p

0

(ω2j
) + ωjp

1

(ω2j
)

p(ωj+n/2
) = p

0

(ω2j
)− ωjp

1

(ω2j
)

P�ld ul, ha n = 8, k = 2, akkor x = ωj
�s x = ωj+4

eset�n y �rt�ke ω2j
, ¡gy az

a
0

+ a
2

y + a
4

y2 + a
6

y3
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�s

a
1

+ a
3

y + a
5

y2 + a
7

y3

�rt�keket k�tszer is tudjuk haszn lni, ¡gy a munk t nagyj b¢l megfelezt�k. Ter-

m�szetesen rekurz¡van is alkalmazhatjuk ezt a tr�kk�t. Az al bbi, egy�tthat¢ikkal

adott polinomok �rt�keit kell kisz molnunk a megadott helyeken:

(

a
0

, a
1

, a
2

, a
3

, a
4

, a
5

, a
6

, a
7

ω0, ω1, ω2, ω3, ω4, ω5, ω6, ω7

)

(

a
0

, a
2

, a
4

, a
6

ω0, ω2, ω4, ω6

)

(

a
0

, a
4

ω0, ω4

)

(

a
0

ω0

) (

a
4

ω0

)

(

a
2

, a
6

ω0, ω4

)

(

a
2

ω0

) (

a
6

ω0

)

(

a
1

, a
3

, a
5

, a
7

ω0, ω2, ω4, ω6

)

(

a
1

, a
5

ω0, ω4

)

(

a
1

ω0

) (

a
5

ω0

)

(

a
3

, a
7

ω0, ω4

)

(

a
3

ω0

) (

a
7

ω0

)

7.2. Gyors Fourier transzform 
i¢ (FFT). Az algoritmus az A[j℄, 0 ≤ j <
n = 2

k
sorozat Fourier transzform ltj t sz molja ki. Az eredm�ny az A t�mbben

keletkezik, de a Fourier transzform lt j-edik eleme A
[

rk(j)
]

, ahol rk(j) a j term�sze-

tes sz m k bites bin ris reprezent 
i¢j nakmegford¡t s val kapott term�szetes sz m.

A sz m¡t s haszn l egy T seg�dt bl zatot, amely az ω primit¡v n-edik egys�ggy�k

hatv nyait tartalmazza, alkalmas sorrendben: T [j℄← ωrk−1

(j)
, ha 0 ≤ j < 2

k−1

.

(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen l← 2

k−1

.

(2) [Menet kezdete.℄ Legyen i← 0 �s t← 0.

(3) [Pillang¢sorozat kezdete.℄ Legyen j ← i+ l �s w ← T [t℄.

(4) [Pillang¢.℄ Legyen x ← A[i℄ �s y ← wA[i + l℄, majd legyen A[i℄ ← x + y �s

A[i+ l℄← x− y, v�g�l legyen i← i+ 1.

(5) [Pillang¢sorozat v�ge?℄ Ha i < j, menj�nk vissza (4)-re.

(6) [Menet v�ge?℄ Ha j + l < 2

k
, legyen i ← j + l, t ← t + 1 �s menj�nk vissza

(3)-ra.

(7) [V�ge?℄ Legyen l ← ⌊l/2⌋. Ha l > 0, menj�nk vissza (2)-re, egy�bk�nt az

algoritmus v�get �rt.

Az rk f�ggv�ny sz m¡t sa, a �bitford¡t s" eltol sokkal t�rt�nhet: a f�ggv�ny

v ltoz¢j t balra tolva, egyenk�nt megkapjuk bitjeit, �s azokat jobbra tol ssal �ssze-

rakjuk ford¡tott sorrendben. M�g egyszer�bb rk(j + 1) �rt�k�t rk(j)-b�l sz m¡tani,

a legnagyobb helyi�rt�k� bithez 1-et hozz adva, �s az  tvitelt az ala
sonyabb helyi-

�rt�kek fel� v�gezve.

Vegy�k �szre, hogy ugyanaz a T t bl zat k�l�nb�z� k �rt�kekre is megfelel, ha

a maxim lis k �rt�kre sz moljuk ki.
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Az algoritmus helyess�g�t £gy bizony¡thatjuk, hogy bel tjuk, ha az eredeti so-

rozat aj , j = 0, 1, . . . , n − 1, akkor a (2) l�p�sn�l, ha l = 2

k−1−q
(azaz q menet

ut n vagyunk) egy k-bites j sz m bin ris sz mot [jk−1

jk−2

. . . j
1

j
0

℄-vel jel�lve, ahol

ji ∈ {0, 1} a bin ris jegyek,

A[sk−1

sk−2

. . . sk−qtk−q−1

tk−q−2

. . . t
1

t
0

℄

=

∑

tk−1

,... ,tk−q∈{0,1}
ω[s

0

...sk−1

℄[tk−1

...tk−q0...0℄a
[tk−1

...t
0

℄

.

7.3. Inverz FFT. A fenti algoritmus megford¡that¢: ha a meneteket ford¡tott

sorrendben hajtjuk v�gre, l = 1, 2, . . . , 2k−1

-re, �s a (4) pillang¢ m�veletet invert l-

juk, akkor a transzform 
i¢ inverz�t kapjuk:

(4') [Inverz pillang¢.℄ Legyen x ← A[i℄, y ← A[i + l℄, majd A[i℄ ← (x + y)/2,
A[i+ l℄← (x− y)/(2w), v�g�l i← i+ 1.

A felhaszn lt T t bl zat ugyanaz. A kett�vel val¢ oszt sokat elhagyhatjuk,

ha az eg�sz algoritmus elej�n vagy v�g�n az A t�mb minden elem�t osztjuk 2

k
-

val. Vegy�k �szre azt is, hogy 1/w = w, ¡gy nin
s sz�ks�g oszt sra, szorz ssal is

dolgozhatunk.

7.4. Szorz s komplex FFT-vel. Az (a
0

, a
1

, . . . , an−1

) �s (b
0

, b
1

, . . . , bn−1

)

sorozatok Fourier-transzform ltjaira azt kapjuk, hogy âk^bk = ĉk, 0 ≤ k < n, ahol

ck =

k
∑

j=0

ajbk−j +

n−1

∑

j=k+1

ajbn+k−j =

n−1

∑

j=0

ajbk−jmodn.

Val¢ban, a megfelel�

∑n−1

k=0

akx
k
�s

∑n−1

k=0

bkx
k
polinomok szorzata minden ωj

helyen

ugyanazt az �rt�ket veszi fel, mint a

∑n−1

k=0

ckx
k
polinom. Ha az

∑n−1

k=0

akx
k
�s

∑n−1

k=0

bkx
k
polinomok szorzat nak foka kisebb, mint n, akkor �ppen a

∑n−1

k=0

ckx
k

polinom. �gy k�t Fourier-transzform 
i¢ �s egy inverz Fourier transzform 
i¢ seg¡ts�-

g�vel megkaphatjuk a szorzatpolinom egy�tthat¢it, teh t hossz£ sz mok szorzat t.

Term�szetesen sz m¡t sainkat nem tudjuk t�k�letes pontoss ggal v�gezni. Knuth

[24℄, 4.3.3 megggondol sai mutatj k, hogy ha n = 2

k
�s a sz mot l bites darabokra

bontjuk, akkor m ≥ 3k + 2l + lg k + 7/2 bites pontoss ggal el�g dolgozni, ha min-

den�tt nulla fel� t�rt�n� 
sonkol st haszn lunk. A felt�tel teljes�l, ha k ≥ 7 �s

m ≥ 4k+2l, ¡gy l bites g�pen mindig elegend� 6l bites pontoss ggal dolgozni. Lehet
p�ld ul £gynevezett �t�mblebeg�pontos" aritmetik t is haszn lni: enn�l a sz mok

mantisszait �xpontosan  br zoljuk, �s egy k�z�s exponens van az �sszes sz mra. Ha

valamelyik sz mn l t£l
sordul s l�pne fel, az eg�sz t�mb�t egyszerre normaliz ljuk.

7.5. Val¢s FFT. Egy (a
0

, a
1

, . . . , a
2n−1

) val¢s sz msorozat diszkr�t Fourier

transzform ltj ra ω = e−πi/n
jel�l�ssel

âk =

n−1

∑

j=0

aj �ω
jk

=

n−1

∑

j=0

ajω
(2n−k)j

= â
(2n−k)mod2n.
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A 2n f�ggetlen val¢s koordin ta kisz m¡t sa reduk lhat¢ a komplex

Ak = a
2k + ia

2k+1

, k = 0, 1, . . . , n− 1

sorozat Fourier transzform ltj nak kisz m¡t s ra:

(

^Ak +
^An−k

)

− iωk
(

^Ak − ^An−k

)

= 2âk,

ahol az A-k indexei modulo n �rtend�k.

7.6. Szorz s komplex FFT-vel a gyakorlatban. A gyakorlatban prakti-

kusabbnak bizonyul nem t£ls gosan nagy sz mok szorz s ra a pro
esszor be�p¡tett

lebeg�pontos, £gynevezett duplapontoss g£ aritmetik j t haszn lni, mert ezzel a le-

beg�pontos szorz sok v�grehajt sa igen gyors. El�g sok bitet tesz�nk egy jegybe,

¡gy az eredm�ny nem biztos hogy helyes, de a szorzatot modulo 2

m±1 is kisz molva,

ellen�rizz�k, hogy val¢sz¡n�leg helyes-e? C�lszer� negat¡v jegyeket is megengedni,

ekkor a konvol£
i¢s �sszeg tagjainak el�jele vegyes, �s 
s�kken a kerek¡t�si hiba

es�lye.

A bitford¡t st elker�lhetj�k, ha k�l�n FFT �s inverz FFT programot haszn -

lunk. Term�szetesen �rdemes kihaszn lni, hogy val¢s sorozatr¢l van sz¢. A menetek

�sszevon sa lehets�ges, k�t, h rom vagy n�gy menet �sszevon sa gazdas gos, a pro-


esszort¢l f�gg�en. Az ini
ializ l st �sszevonhatjuk az els� 1{4 menettel, �s a v�gs�

 tvitel sz m¡t s t is az utols¢ 1{4 menettel az inverz FFT-b�l.

7.7. P�lda. N�zz�nk egy p�ld t. Osszuk a 2

19

bites sz mot 16 bites dara-

bokra. 2

15

komplex koordin t val rendelkez� vektorok Fourier �s inverz Fourier

transzform ltj t kell kisz m¡tani. Az eredm�nyvektor tagjai legfeljebb 2

15

darab 32

bites szorzat �sszegei. �gy legal bb 47 bit pontoss�agot kell el�rn�nk. El�g nagy

val¢sz¡n�s�ggel rekonstru lni tudjuk a szorzatot.

7.8. FFT v�ges testek felett. Ha biztos eredm�nyt akarunk, v�ges testeket

haszn lhatunk. P�ld ul n = h2k + 1 alak£ pr¡m modulust, ekkor van (Z/nZ)∗-ban
2

k
-adik primit¡v egys�ggy�k.

M sik lehet�s�g: EgyMp Mersenne pr¡mre a Gauss eg�szek (azaz Z+iZ elemei)

modulo Mp. Ez egy F v�ges test, F ∗

iklikus 
soport, rendje 2

p+1

(2

p−1 − 1).

Harmadik lehet�s�g: spe
i lis pr¡m modulust v lasztunk, p�ld ul 2

64− 2

32

+1-

et.

7.9. Fermat-sz m transzform 
i¢.Modulo egy Fm Fermat sz m dolgozunk,

≈ 2

m
bites eg�szekkel. Ez ugyan 
sak gy�r�, ha m > 4, de a 2 egy primit¡v 2

m+1

-

edik egys�ggy�k: 2

2

m ≡ −1 mod Fm, ¡gy 2

2

m+1 ≡ 1 mod Fm, �s a 2

k
sz mok �s

k�l�nbs�geik mind invert lhat¢k modulo Fm, mert kett�hatv nyok illetve 4-el osztva

marad�kul 3-at ad¢ sz mok szorzatai.

Ennek a gy�r�nek az el�nye, hogy a primit¡v egys�ggy�k hatv nyai mind kett�-

hatv nyok, �s a vel�k t�rt�n� szorz s �s oszt s modulo Fm nagyon egyszer�, �ssze-

ad s, kivon s �s eltol sok seg¡ts�g�vel fel�p¡thet�.
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Egy�bk�nt m�g a �

√
2" szerkezete is egyszer�:

(

2

3·2m−2 − 2

2

m−2

)

2

≡ 2 (mod Fm),

ez is haszn lhat¢. �gy egy 2

m+2

fok£ szorzat polinom egy�tthat¢it tudjuk kisz -

molni, ha azok 0 �s Fm k�z�tti eg�szek. P�ld ul egy 15 · 215 bites sz�amot 2

10

r�szre

oszthatunk, amelyek mindegyike 15 darab 32 bites sz¢b¢l  ll, �s az FFT �s inverz

FFT 2

11

taggal t�rt�nik mod(2

1024

+ 1).

7.10. S
h�nhage-Strassen f�le gyorsszorz¢ algoritmus. A modulo egy

Fermat sz m t�rt�n� sz mol st rekurz¡van alkalmazhatjuk. A �nom tr�kk, hogy

az eredm�nyt is 
sak modulo egy Fermat sz m sz moljuk ki, viszont a jegyeket

kiss� �t£lt�ltj�k". A modulo Fm marad�kgy�r� szerinti Fermat transzform 
i¢val

kisz moljuk k�t 0 ≤ a, b < F
2m sz m szorzat t modF

2m, az al bbiak szerint: Az

a = F
2m − 1 vagy b = F

2m − 1 eseteket k�l�n kezelj�k. Egy�bk�nt legyenek a

�s b jegyei 2

2

m−1

alap£ sz mrendszerben a
0

, . . . , a
2

m+1−1

illetve b
0

, . . . , b
2

m+1−1

.

K�pezz�k az a′j = ajω
j
, b′j = bjω

j
sorozatokat, ahol ω az el�z� pontban adott

�

√
2". Kisz molva (a′j) �s (b

′
j) konvol£
i¢j t, ω

2

-et haszn lva primit¡v 2

m+1

-edik

egys�ggy�knek, a

c′k ≡
k
∑

j=0

a′jb
′
k−j +

2

m+1−1

∑

j=k+1

a′jb
′
2

m+1

+k−j

≡ ωk





k
∑

j=0

ajbk−j −
2

m+1−1

∑

j=k+1

ajb
2

m+1

+k−j





�rt�keket kapjuk, amib�l oszt ssal

ck =





k
∑

j=0

ajbk−j −
2

m+1−1

∑

j=k+1

ajb
2

m+1

+k−j





modulo Fm vett ~ck marad�ka k�nnyen kisz m¡that¢. Vegy�k �szre, hogy a ck sz -

mok �ppen ab mod F
2m jegyei (nem normaliz lt alakban). Sajnos, 
sak mod Fm

kaptuk meg �ket. M�g m+ 1 bit hi nyzik. Ez k�nnyen p¢tolhat¢, ha mod 2

m+1

is

kisz moljuk ck marad�k t, Fourier-transzform 
i¢val, vagy ak r szorz sra visszave-

zetve �s a szorzatot Kara
uba-m¢dszerrel meghat rozva. Az ¡gy kapott

~

~ck marad�k

felhaszn l s val ck meghat rozhat¢:

ck ≡ Fm(
~

~ck − ~ck mod 2

m+1

) + ~ck
(

mod2

m+1Fm

)

,

�s tudjuk, hogy −
(

2

m+1 − (k + 1)

)

(Fm − 1) ≤ ck ≤ (k + 1)(Fm − 1).

Teljesen hasonl¢an kaphat¢ a modF
2m−1

sz m¡tott szorzat, itt ω = 2.
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7.11. P�lda. Modulo F
24

t�rt�n� szorz st modulo F
12

v�gzett szorz sra, azt

pedig modulo F
6

v�gzett szorz sra vezethet�nk vissza. Ez ut¢bbi l�p�s k�rd�ses,

hogy meg�ri-e?

7.12. Ritka polinomok �s ritka sz mok. Ritka polinomr¢l, illetve ritka

sz mr¢l besz�l�nk, ha az egy�tthat¢k, illetve a sz mjegyek nagy r�sze nulla. Per-

sze, egy sz mra az, hogy ritka-e, a sz mrendszert�l is f�gg. Ilyen esetekben m s

algoritmus lehet optim lis. P�ld ul ritka sz mokra a klasszikus oszt si algoritmus

 ltal ban gyorsabb, mint a fentebb t rgyalt egy�b algoritmusok. Ritka polinomokkal

kap
solatban l sd m�g Aho-Ho
roft-Ullman [4℄ 8.12 elemz�s�t.

7.13. Feladat. Dolgozzunk ki nagy sebess�g� programot ritka sz mokkal t�r-

t�n� szorz sra �s oszt sra!

7.14. Oszt s, polinomoszt s. Az �tlet a Newton-iter 
i¢ haszn lata az in-

verz kisz m¡t s ra. Az f(x) = c− 1/x f�ggv�ny z�rushely�t keress�k iter 
i¢val:

xn+1

= xn −
c− 1/xn

1/x2n
= 2xn − cx2n.

Sk l z st haszn lunk, az n+ 1 bites c sz mra 2

2n/c-t k�zel¡tj�k.
Polinomokra az elj r s hasonl¢. Ha a p(x) polinom foka n, akkor x2n/p(x)-et

k�zel¡tj�k.

7.15. Polinom ki�rt�kel�se tetsz�leges helyeken. Egy p(x) polinom �rt�ke

az ai helyen a marad�k p(x)-nek x − ai-vel val¢ oszt s n l. Ha sok ai van, akkor
∏

2

k

i=1

(x− ai)-vel osztunk, majd a marad�kot osztjuk tov bb 2

k−1

darab x− ai szor-

zat val, stb. �gy O(n lg2 n) az egy�tthat¢kkal v�gzett numerikus m�velet elegend�

egy n-n�l ala
sonyabb fok£ polinom n helyen val¢ ki�rt�kel�s�hez.

7.16. Interpol 
i¢. Tetsz�leges n darab xi helyen vett �rt�k�vel adott po-

linom kisz m¡that¢ OA(n lg
2 n) m�velettel. Az l(x) =

∏

i(x − xi) Lagrange-f�le

interpol 
i¢s polinomot haszn ljuk. Mivel az (algebrai) deriv ltra

l′(x) =

(

∏

i6=k

(x− xi)

)′
· (x− xk) +

(

∏

i6=k

(x − xi)

)

,

az kapjuk, hogy l′(xk) =
∏

i6=k(xk − xi), amib�l

lk(x) =
∏

i6=k

x− xi

xk − xi
=

1

l′(xk)

l(x)

x− xk
.

Az l′(xk) �rt�kek kisz m¡t s t az el�z� pontban t rgyalt m¢don v�gezz�k, az l(x)/(x−
xk) polinomok kisz m¡t s t pedig

∏m+2

n−1

i=m (x−xi) szorzatok kisz m¡t s ra vezetj�k

vissza.
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7.17. Feladat. Adjunk hat�kony algoritmust kettes sz mrendszerr�l m s sz m-

rendszerre val¢  tsz m¡t sra �s az inverz�re!

7.18. Feladat. Adjunk hat�kony algoritmust k¡nai marad�kol sra �s az inver-

z�re sok modulus eset�n!

* 7.19. Feladat. Adjunk hat�kony algoritmust legnagyobb k�z�s oszt¢ sz mol -

s ra sz mokn l �s polinomokn l!



IV. ELLIPTIKUS G�RB�K

Az elliptikus g�rb�k haszn lata lehet�v� teszi t�bb ezer jegy� sz mokra azok

pr¡m volt nak bizony¡t s t. M sr�sz, elliptikus g�rb�k seg¡ts�g�vel egy nagyon hasz-

nos faktoriz l si elj r st nyerhet�nk, amely a jelenleg ismert legjobb mindazon elj -

r sok k�z�l, amelyek fut sideje els�sorban a faktor hossz t¢l f�gg, ¡gy igen alkalmas

sz mok 20{30, vagy m�g t�bb jegy� faktorainak megtal l s ra.

8. Elliptikus f�ggv�nyek

8.1. Algebrai g�rb�k. Legyen p egy k�tv ltoz¢s polinom az F test felett.

A G = {(x, y) : p(x, y) = 0} halmazt algebrai g�rb�nek nevezz�k F felett. A

p foka a G rendje. A legegyszer�bb algebrai g�rb�k az els�rend� egyenesek �s a

m sodrend� algebrai g�rb�k, p�ld ul az x2 + y2 − 1 = 0, x, y ∈ R �sszef�gg�ssel

de�ni lt k�r. A k�r (�s m s els�- �s m sodrend� algebrai g�rb�k) eset�ben k�nnyen

 tt�rhet�nk egy m sik, £gynevezett param�teres el� ll¡t sra: a (
os t, sin t), t ∈ R

p rok halmaza a k�r. Ennek az el� ll¡t snak a seg¡ts�g�vel, felhaszn lva, hogy a


os �s sin f�ggv�nyek 2π szerint peri¢dikusak, egy m�veletet de�ni lhatunk a k�r

pontjai k�z�tt: egyszer�en  tm soljuk a sz megyenes �sszead s t a k�rre. Legyen

teh t

(
os(t
1

), sin(t
1

))⊕ (
os(t
2

), sin(t
2

)) := (
os(t
1

+ t
2

), sin(t
1

+ t
2

)).

R�szletesen ki¡rva,

(
os(t
1

), sin(t
1

))⊕ (
os(t
2

), sin(t
2

))

= (
os(t
1

) 
os(t
2

)− sin(t
1

) sin(t
2

), sin(t
1

) 
os(t
2

) + sin(t
2

) 
os(t
1

)).

�szrevehetj�k, hogy az �£j" m�velet megfelel a komplex szorz snak.

8.2. Elliptikus g�rb�k. A harmadrend� g�rb�k k�z�l a legegyszer�bbek az

ay2 + bxy + cy = dx3 + ex2 + fx+ g

alak£ak. Ezeket a legt�bb esetben (ha p�ld ul lehet kett�vel �s h rommal osztani

az adott testben, stb.) egyszer�bb alakra hozhatjuk. Az a-val osztva, majd line ris
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helyettes¡t�ssel £j v ltoz¢t vezetve be, az Y 2

= p(x) alakra t�rhet�nk  t, ahol p
harmadfok£ polinom. Most a jobb oldalon alkalmazva egy line ris helyettes¡t�st, az

Y 2

= X3

+ AX + B alakra juthatunk. Ilyen g�rb�kkel fogunk foglalkozni. M�ve-

letet akarunk de�ni lni ilyen g�rb�k pontjai k�z�tt. (Megjegyezz�k, hogy megfelel�

felt�telek mellett, projekt¡v transzform 
i¢kat is felhaszn lva, minden harmadrend�

g�rbe ilyen alakra hozhat¢.) Vegy�k �szre, hogy a k�rn�l a param�terez�sben el�-

fordul¢ f�ggv�nyek k�z�l az egyik a m sik deriv ltja. Mivel ott sin �s 
os szerepe

fel
ser�lhet� volt, kereshet�nk olyan t 7→ x(t) lek�pez�st, amelyre t 7→ (x(t), x′
(t))

adja a g�rbe param�terez�s�t. Ez azt jelenti, hogy az

x′2
= x3 +Ax+B

di�eren
i legyenlet megold s t keress�k.

8.3. Elliptikus integr lok. Az el�z� di�eren
i legyenletben f(x)-szel jel�lve
a jobb oldalt, a megold st a

t(x) =

∫ x

x
0

du
√

f(u)

f�ggv�ny inverz f�ggv�nye adja. Ha f egy harmad- vagy magasabbfok£ polinom,

aminek gy�kei mind k�l�nb�z�ek, akkor az integr lt elemi m¢dszerekkel nem tudjuk

kisz molni. Harmad- illetve negyedfok£ f eset�n az ilyen integr lokat elliptikus

integr loknak nevezz�k. Abel alapvet� felfedez�se volt, hogy az elliptikus integr lok

inverz f�ggv�nyeit komplex v ltoz¢ra is kiterjesztve, olyan f�ggv�nyt kapunk, amely

k�t ir nyban is peri¢dikus. Ezeket a f�ggv�nyeket szok s elliptikus f�ggv�nyeknek

nevezni.

8.4. Elliptikus f�ggv�nyek. Egy, a komplex s¡kon meromorf f f�ggv�nyt el-

liptikus f�ggv�nynek nevez�nk, ha l�teznek olyan ω
1

, ω
2

null t¢l k�l�nb�z� komplex

sz mok, amelyekre ω
1

/ω
2

/∈ R �s f(z + ω
1

) = f(z + ω
2

) = f(z) minden z ∈ C-re.

Ha egy elliptikus f�ggv�ny nem konstans, akkor kell hogy legyen p¢lusa az ω
1

�s

ω
2

 ltal meghat rozott {t
1

ω
1

+ t
2

ω
2

: 0 ≤ t
1

, t
2

< 1} paralelogramm ban, mivel

egy�bk�nt olyan korl tos holomorf f�ggv�ny lenne, amely nem konstans. Ugyanazon

ω
1

, ω
2

p rhoz tartoz¢ elliptikus f�ggv�nyek line ris kombin 
i¢ja, szorzata, �s | ha

az oszt¢ nem minden�tt nulla | a h nyadosa is elliptikus f�ggv�ny.

8.5. A Weierstrass-f�le P-f�ggv�ny. Legyenek ω
1

, ω
2

null t¢l k�l�nb�z�

komplex sz mok £gy, hogy ω
1

/ω
2

/∈ R. Olyan elliptikus f�ggv�nyt keres�nk, amely-

nek ω
1

�s ω
2

peri¢dusai. Jel�lje 
 = {ω
1

k
1

+ ω
2

k
2

: k
1

, k
2

∈ Z} az ω
1

�s ω
2

 ltal

gener lt r 
sot. Legyen

P(z) = 1

z2
+

∑

06=ω∈


(

1

(z − ω)2
− 1

ω2

)

.

P ott van �rtelmezve, ahol a jobb oldalon  ll¢ sor minden tagja �rtelmezve van, �s

a sor konvergens. Megmutatjuk, hogy C \ 
 minden pontj ban a sor konvergens,
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s�t, tetsz�leges C ⊂ C \ 
 kompakt halmazon a konvergen
ia egyenletes. Legyen

k(ω) = max{|k
1

|, |k
2

|}, ahol k
1

�s k
2

az ω ∈ 
 el� ll¡t s ban szerepl� eg�szek. Mivel

1

(z − ω)2
− 1

ω2

=

−z2 + 2zω

(z − ω)2ω2

,

l�teznek olyan c
1

�s K
0

> 0 konstansok, hogy ha k(ω) ≥ K
0

, akkor

∣

∣

∣

∣

1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣

∣

∣

∣

≤ c
1

|ω|3
minden z ∈ C-re. M sr�szt van olyan c

2

> 0 konstans, hogy minden ω ∈ 
-ra

|ω| ≥ c
2

k(ω). Felhaszn lva, hogy k(ω) = K pontosan 8K darab ω-ra teljes�l, ha

K ∈ Z, K > 0, azt kapjuk, hogy z ∈ C eset�n

∑

k(ω)≥K
0

∣

∣

∣

∣

1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣

∣

∣

∣

≤
∑

k(ω)≥K
0

c
1

|ω|3 =

∞
∑

K=K
0

∑

k(ω)=K

c
1

|ω|3

≤
∞
∑

K=K
0

8c
1

c3
2

K2

<∞,

�s a konvergen
ia egyenletes. Innen azt kapjuk, hogy P holomorf a C \
 halmazon.

Megmutatjuk, hogy P dupl n peri¢dikus ω
1

�s ω
2

peri¢dusokkal. A P ′
f�ggv�nyre

P ′
(z) = −2

∑

ω∈


1

(z − ω)3
,

�s £gy mint fent ad¢dik, hogy a jobb oldalon  ll¢ sor konvergens minden z ∈ C\
-ra.
Innen P ′

dupl n peri¢dikus, amib�l ha ω = ω
1

vagy ω = ω
2

, akkor P(z)−P(z+ω) ≡
c valamely c konstanssal. De P de�n¡
i¢ szerint p ros, ¡gy z = −ω/2 helyettes¡t�ssel
azt kapjuk, hogy c = 0.

8.6. A Weierstrass-f�ggv�ny di�eren
i legyenlete. Az el�z� pont jel�l�-

seivel, ha 0 6= ω ∈ 
, akkor
1

(z − ω)2
=

1

ω2

+

2z

ω3

+

3z2

ω4

+ . . . .

Innen

P(z) = z−2

+ 3s
4

z2 + 5s
6

z4 + . . . ,

ahol sj =

∑

06=ω∈
 1/ω
j
ha j = 3, 4, . . . (nyilv n sj = 0, ha j p ratlan). Ezt

felhaszn lva n�mi sz mol ssal

P ′
(z)2 − 4P(z)3 + 60s

4

P(z) = −140s
6

+ . . . ,

ahol a jobb oldalon 
sak z pozit¡v kitev�s hatv nyai szerepelnek. A konvergen
ia-

probl�m k hasonl¢an kezelhet�k, mint az el�z� pontban. Mivel a jobb oldalon  ll¢

f�ggv�ny holomorf �s elliptikus, 
sak nulla lehet, ¡gy

P ′
(z)2 = 4P(z)3 − 60s

4

P(z)− 140s
6

.

A P f�ggv�ny teh t egy olyan f�ggv�ny, amely | a deriv ltj val egy�tt | egy, a

komplex sz mok feletti Y 2

= 4X3

+ AX + B egyenlet� g�rb�t param�terez, igaz,

egy �(∞,∞)" pont is a g�rb�hez tartozik.
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8.7. Add¡
i¢s k�pletek. A P-f�ggv�ny vizsg lat val az al bbi add¡
i¢s k�p-

letek vezethet�k le:

P(x+ y) + P(x) + P(y) = 1

4

(P ′
(x) − P ′

(y)

P(x)− P(y)

)

2

,

P ′
(x + y) + P ′

(x) =
P ′
(x) − P ′

(y)

P(x)− P(y) (P(x)− P(x+ y)) .

Az y = x esetben fenn ll¢ �sszef�gg�st hat r tmenettel kapjuk. Ezen �sszef�gg�sek

seg¡ts�g�vel de�ni lhat¢ az elliptikus g�rb�n az �sszead s. A m sodik egyenletb�l

leolvashat¢ az �sszead s geometriai jelent�se: a (P(x),P ′
(x)) �s (P(y),P ′

(y)) pontok
�sszeg�t, a (P(x+y),P ′

(x+y)) pontot £gy kapjuk, hogy tekintj�k az els� k�t ponton
 tmen� �egyenest", �s ennek az elliptikus g�rb�vel vett metsz�spontj nak a m sodik

koordin t j t ellenkez� el�jel�re v ltoztatjuk.

9. Sz mol s elliptikus g�rb�ken

9.1. Elliptikus g�rb�k. Egy elliptikus g�rbe R felett azon s¡kbeli (x, y) p rok
halmaza, amelyek kiel�g¡tik az

y2 = x3 + ax+ b

egyenletet, ahol a, b val¢s konstansok, amelyekre 4a3 + 27b2 6= 0. Vil gos, hogy ha

az (x, y) pont a g�rb�n van, akkor az (x,−y) pont is. (A 4a3 + 27b2 6= 0 felt�tel

azt biztos¡tja, hogy az f(x, y) = 0, f(x, y) = y2 − x3 − ax− b g�rbe minden (x
0

, y
0

)

pontj ban l�tezzen egy�rtelm� �rint�. Ennek bel t s hoz haszn ljuk az impli
it

f�ggv�ny t�telt.) Ha egy (nem f�gg�leges) egyenes metszi ezt a g�rb�t k�t pontban,

akkor egy harmadikban is. A g�rbe egy �rint�j�t £gy tekintj�k, mint amelyn�l a k�t

metsz�spont egybeesik.

Ha (x
1

, y
1

) �s (x
2

, y
2

) a k�t metsz�spont, akkor megmutatjuk, hogy a harmadik

koordin t i

x
3

= λ2 − x
1

− x
2

, y
3

= λ(x
3

− x
1

) + y
1

ahol

λ =

y
2

− y
1

x
2

− x
1

, ha x
1

6= x
2

�s egy�bk�nt λ =

3x2
1

+ a

2y
1

.

Vil gos, hogy λ az egyenes meredeks�ge. �rint� eset�n ezt az impli
it f�ggv�ny

di�eren
i l s val kapjuk. Mivel

λ(y
3

+ y
1

) = x2
3

+ x
3

x
1

+ x2
1

+ a,

λ(y
3

+ y
2

) = x2
3

+ x
3

x
2

+ x2
2

+ a,
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kivon ssal azt kapjuk, hogy

λ(y
2

− y
1

) = x
3

(x
2

− x
1

) + x2
2

− x2
1

.

Innen k�vetkezik, hogy x
3

= λ2 − x
1

− x
2

.

Az (x
1

, y
1

) + (x
2

, y
2

) = (x
3

,−y
3

) �sszef�gg�ssel egy �sszead st de�ni lhatunk.

Ha a f�gg�leges egyeneseknek megfelel�∞ szimb¢lumot mint nullelemet de�ni ljuk,

azaz

(x, y) + (x,−y) = (x,−y) + (x, y) =∞,

akkor megmutathat¢, hogy egy Abel 
soportot kapunk.

Ha a, b ra
ion lisak, tekinthet�nk 
sak ra
ion lis koordin t j£ pontokat, �s

egy m sik 
soportot kapunk. Ǳltal nosabban, tekinthet�nk elliptikus g�rb�ket egy

tetsz�leges F test felett, amelynek karakterisztik ja k�l�nb�zik 2-t�l �s 3-t¢l. Meg

lehet mutatni, (neh�z!) hogy mindig egy Abel-
soportot kapunk. M�g ha 
sak

egy egys�gelemes kommutat¡v gy�r� adott, p�ld ul Z/nZ, lnko(n, 6) = 1, akkor is

de�ni lhatjuk a fenti m�veleteket par
i lisan, azaz ha az oszt s elv�gezhet�; ter-

m�szetesen ekkor nem kapunk 
soportot. Fontos azonban �szrevenn�nk, hogy ha

lnko(n, 4a3 + 27b2) = 1, akkor b rmely p pr¡moszt¢j ra n-nek modulo p is egy el-

liptikus g�rb�t kapunk, �s ha Z/nZ felett el tudunk v�gezni egy �sszead st, akkor

b rmely p pr¡moszt¢j ra n-nek, az eredm�ny modulo p reduk lva, az ugyanaz, mint

ha el�bb elv�gezz�k a modulo p reduk l st, �s azt n v�gezz�k el a m�veletet modulo

p. (Az ∞ szimb¢lum reduk lva saj t maga.)

Pr¡mtesztel�shez �s faktoriz l shoz 
sak ilyen, modulo n vett �elliptikus g�r-

b�kre" lesz sz�ks�g�nk.

9.2. Hasse t�tele. Ha p > 3 pr¡m, akkor egy Z/pZ felett vett elliptikus g�rbe

rendje p+ 1− 2

√
p �s p+ 1 + 2

√
p k�z�tt van.

A bizony¡t s neh�z.

Meg lehet mutatni azt is, hogy az elliptikus g�rb�k rendje meglehet�sen egyen-

letesen oszlik el ebben az intervallumban, legal bbis az intervallum k�zep�n.

9.3. Gyakorlat. Rajzoltassuk ki az y2 = x3 − 10x + 10 elliptikus g�rb�t a

Maple seg¡ts�g�vel!

9.4. Gyakorlat. �rjunk programot Z/nZ feletti elliptikus g�rb�n t�rt�n� par-


i lis m�veletv�gz�sre! A pontokat reprezent lj k sz mh rmasok. Az utols¢ koordi-

n ta ∞ eset�n legyen 0, egy�bk�nt legyen 1.
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10. Faktoriz l s elliptikus g�rb�kkel

Az alapgondolat egyszer�: v lasztunk egy v�letlen �elliptikus g�rb�t" Z/nZ
felett egy P v�letlen ponttal. Ez megtehet� £gy, hogy v lasztunk v�letlen x, y �s a
�rt�keket, kisz m¡tjuk b-t, �s ellen�rizz�k az lnko(4a3+27b2, n) = 1 felt�telt. Ezut n

megpr¢b ljuk kisz molni k! · P -t, n�vekv� k �rt�kekre. Ha nem siker�l, azaz ha egy

oszt s nem tudunk elv�gezni, akkor az n egy oszt¢j t tal ltuk meg. Ez az oszt¢

rendszerint nem trivi lis. Ez az�rt van, mert ha a legkisebb olyan k-ra, amelyre a P
rendje Z/pZ felett valamely p pr¡moszt¢j ra n-nek osztja k!-t, akkor k! · P modulo

p tekintve ∞ kell legyen. Ha ki tudtuk sz m¡tani k! · P -t modulo n, akkor az 
sak
∞ lehet. Ekkor viszont ∞ kell legyen Z/qZ felett is b rmely m s q pr¡moszt¢j ra

n-nek. Ez nem val¢sz¡n�, hogy modulo p �s q is egyszerre k�vetkezz�k be.

Vil gos, hogy annak es�lye, hogy modulo p a P pont rendje sima, azaz 
sak

kis pr¡moszt¢kat tartalmaz, nem n-t�l, 
sak p-t�l f�gg, �s p n�vel�s�vel 
s�kken. A

m¢dszer a gyakorlatban 20{30 jegy� pr¡moszt¢k megtal l s ra k�pes.

10.1. K�tegelt v�grehajt s. Rendszerint 10{40 elliptikus g�rb�t is ki kell

pr¢b lnunk, am¡g tal lunk egy olyat, amelyre a v�letlen P pont rendje modulo va-

lamely p pr¡moszt¢j ra n-nek sima, azaz 
sak kis pr¡mt�nyez�ket tartalmaz. J¢

�tlet a sz m¡t sokat egyszerre v�gezni, ekkor ha valamelyik g�rb�n az adott pont

rendje sima, meg llhatunk. Egy m sik haszna ennek a k�tegelt m¢dnak az, hogy

a modulo n vett 1/x �s 1/y inverzek kisz m¡t s t egyszerre v�gezhetj�k x(1/(xy))
�s y(1/(xy)) kisz m¡t s val. Ezt a gondolatot t�bb g�rb�re is kiterjeszthetj�k, ket-

tes, majd n�gyes, nyol
as, stb. 
soportokat k�pezve: egyetlen inverzet kisz m¡tva, a

t�bbi megkaphat¢.

10.2. Szorz s eg�szekkel. A P = (x, y) pont k�tszeres�nek, 2P -nek az els�

koordin t ja

(3x2 + a)2

4y2
− 2x =

(x2 − a)2 − 8bx

4(x3 + ax+ b)
.

Hasonl¢an, 2i · P els� koordin t j t kisz m¡thatjuk i · P els� koordin t j b¢l. To-

v bb  a (2i+1) ·P pont els� koordin t j t kisz m¡thatjuk i ·P , (i+1) ·P �s P els�

koordin t ib¢l, legal bbis ha xi 6= xi+1

�s lnko(x, n) = 1 (ez a nem trivi lis eset) az

al bbi m¢don: mivel

x
2i+1

=

(yi − yi+1

)

2

(xi − xi+1

)

2

− xi+1

− xi,

azt kapjuk, hogy

x
2i+1

(xi − xi+1

)

2

= (yi − yi+1

)

2 − (xi+1

+ xi)(xi − xi+1

)

2

= −2yiyi+1

+ 2b+ (a+ xixi+1

)(xi + xi+1

).

Hasonl¢an P = Pi+1

− Pi-b�l azt kapjuk, hogy

x(xi − xi+1

)

2

= 2yiyi+1

+ 2b+ (a+ xixi+1

)(xi + xi+1

).



54 IV. Elliptikus g�rb�k

�sszeszorozva a k�t egyenletet, azt kapjuk, hogy

xx
2i+1

(xi − xi+1

)

4

= (2b+ (a+ xixi+1

)(xi + xi+1

))

2

− 4(x3i + axi + b)(x3i+1

+ axi+1

+ b)

= ((a− xixi+1

)

2 − 4b(xi + xi+1

))(xi − xi+1

)

2.

Innen

x
2i+1

=

(a− xixi+1

)

2 − 4b(xi + xi+1

)

x(xi − xi+1

)

2

.

Ezek az �sszef�gg�sek lehet�v� teszik, hogy 
sak az els� koordin t kkal dolgoz-

zunk eg�szekkel t�rt�n� szorz sn l. Ha a k szorz¢ bal sz�ls� l bitje az i sz mot

reprezent lja, akkor az l-edik l�p�sben az iP �s (i+ 1)P pontot sz moljuk ki.

10.3. Projekt¡v reprezent 
i¢. Sokkal eleg nsabb egy �elliptikus g�rbe"

pontjait mint az adott egys�gelemes kommutat¡v gy�r� elemeib�l k�pzett (X,Y, Z)
h rmasok oszt lyait reprezent lni. Azonos¡tsuk az (X,Y, Z) h rmast mindazokkal

a h rmasokkal, amelyek el� llnak (cX, cY, cZ) alakban valamely invert lhat¢ c-vel.
A ∞ az (0, 1, 0) h rmas oszt lya. Az elliptikus g�rbe egyenlete a

ZY 2

= X3

+ aXZ2

+ bZ3

homog�n egyenlet. A fenti sz m¡t sok homog�n koordin t kban a

X
2i = (X2

i − aZ2

i )
2 − 8bXiZ

3

i ,

Z
2i = 4Zi(X

3

i + aXiZ
2

i + bZ3

i ),

X
2i+1

= Z
(

(XiXi+1

− aZiZi+1

)

2 − 4bZiZi+1

(XiZi+1

+Xi+1

Zi)
)

,

Z
2i+1

= X(Xi+1

Zi −XiZi+1

)

2

alakba ¡rhat¢k. Ezek a kifejez�sek lehet�v� teszik, hogy elker�lj�k az oszt st, azaz

a legnagyobb k�z�s oszt¢ sz m¡t s t. Pontosabban, el�g id�nk�nt ellen�rizni, hogy

Zi invert lhat¢. N�mi hat�konys gveszt�s l�phet fel, ha k�zben el�rj�k a ∞ elemet.

Ez elker�lhet�, ha visszal�p�st haszn lunk.

10.4. M sodik l�p
s�.Mint a p−1 �s a p+1 m¢dszern�l, egy m sodik l�p
s�t

is beiktathatunk. Ennek sor n a Q = k! · P pontb¢l indulva, qi · Q-t sz m¡tjuk ki

sz mos qi > k pr¡mre. Ez megtehet� rekurz¡van, (qi · Q) + (δi · Q) kisz m¡t s val,

ahol δi = qi+1

− qi. A δi ·Q pontokat t bl zatban t rolhatjuk. M�g jobb m¢dszerek

is l�teznek. L sd Montgomery �s Montgomery{Silverman dolgozat t.
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11. Pr¡mteszt elliptikus g�rb�kkel

Az elliptikus g�rb�kkel t�rt�n� pr¡mtesztel�s az al bbi t�telen alapul:

11.1. T�tel. Legyen n ∈ N, lnko(6, n) = 1 �s legyen En egy Z/nZ feletti

�elliptikus g�rbe" pontjainak a halmaza. Legyenek m �s s eg�szek, £gy, hogy s|m.

Tegy�k fel, hogy tal ltunk olyan P pontot En-ben, amelyre

m · P = 0 �s

m

q
· P 6= 0 minden q pr¡mfaktor ra s-nek.

Ekkor minden p pr¡moszt¢j ra n-nek |Ep| ≡ 0 mod s. Tov bb�a, ha s > (

4

√
n + 1)

2

akkor n pr¡m.

Bizony¡t s. Legyen p egy pr¡moszt¢ja n-nek, �s legyen

Q =

m

s
Pp ∈ Ep.

Ekkor sQ = mPp = (mP )p = 0, ¡gy Q rendje osztja s-et. Ha q egy pr¡moszt¢ja

s-nek, akkor
s

q
Q =

m

q
Pp =

(

m

q
P

)

p

6= 0, mivel

m

q
P 6= 0.

�gy Q rendje nem oszt¢ja s/q-nak. Mivel q tetsz�leges volt, Q rendje s, ¡gy |Ep| ≡ 0

(mod s).
Hasse t�tele szerint |Ep| = p+ 1− t valamely |t| ≤ 2

√
p eg�szre. Ebb�l (p1/2 +

1)

2 ≥ |Ep|. Ha s > (n1/4 + 1)

2

, akkor azt kapjuk, hogy (

√
p + 1)

2 > (n1/4 + 1)

2

,

amib�l p >
√
n.

Az al bbi t�tel elliptikus g�rb�k szerkezet�t ¡rja le.

11.2. T�tel. Legyen p > 3 egy pr¡m. Ekkor b rmely E elliptikus g�rbe Z/pZ
felett vagy 
iklikus, vagy pedig egy m

1

�s egy m
2

rend� 
iklikus 
soport direkt

szorzata, ahol m
1

|m
2

�s m
1

|p− 1.

A bizony¡t st nem t rgyaljuk.

11.3. A pr¡mtesztek v zlata. Az n val¢sz¡n� pr¡m pr¡m volt nak bizony¡-

t s hoz, v lasszunk egy �elliptikus g�rb�t" Z/nZ felett, �s egy m sz mot, amelyre

a g�rbe rendje m | legal bbis ha n pr¡m. Ha m fel¡rhat¢ fn
1

alakban, ahol f
faktorait ismerj�k, n

1

pedig val¢sz¡n� pr¡m, �s n
1

> (n1/4 + 1)

2

, akkor n pr¡m vol-

t t ezen pont els� t�tele seg¡ts�g�vel be tudjuk bizony¡tani. V lasszunk ugyanis egy

olyan P pontot, amely eleget tesz a t�tel felt�teleinek s = n
1

v laszt ssal. Ehhez

v lasszunk egy v�letlen P pontot a g�rb�n (x v�letlen, y-t kisz m¡tjuk). Sz m¡tsuk

ki (m/n
1

) ·P = f ·P -t; ha nin
s de�ni lva, akkor megtal ltuk n egy val¢di oszt¢j t,

ami nagyon val¢sz¡n�tlen. Annak val¢sz¡n�s�ge, hogy k · P = 0 legyen, az el�z�

t�tel szerint kisebb, mint 1, ha n pr¡m, mert ha En 
iklikus, akkor 
sak f darab
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legfeljebb f rend� elem van [hiszen a d rend� elemek sz ma egy 
iklikus 
soportban

ϕ(d)℄, ha pedig nem 
iklikus, akkor m
1

m
2

= fn
1

�s m
1

|m
2

miatt m
1

|f , ¡gy m
1

≤ f ,
�s legfeljebb f2 darab f rend� elem van, mert ha a direkt szorzat egy eleme leg-

feljebb f rend�, akkor mindk�t koordin t ja legfeljebb f rend�. Ebben az esetben

v lasszunk £j pontot. Egy�bk�nt ellen�rizz�k, hogy n
1

· (f ·P ) = m ·P = 0, aminek

teljes�lnie kell, ha n pr¡m. �gy P l�tez�se bizony¡tja, hogy n pr¡m, ha n
1

pr¡m. Most

alkalmazzuk az elj r st n
1

-re, stb.

11.4. A Goldwasser-Kilian teszt. A fenti gondolat Goldwassert�l �s Kilian-

t¢l sz rmazik. Javaslatuk szerint v�letlenszer�en v lasztunk egy �elliptikus g�rb�t"

Z/nZ felett, meghat rozzuk m-et, �s ha f = 2 v laszt ssal teljes�lnek a fenti fel-

t�telek, akkor megy�nk tov bb. Term�szetesen a gyakorlatban nem �rdemes f -et
korl tozni, hanem m kis faktorait pr¢baoszt ssal keress�k meg. A m¢dszerrel az a

probl�ma, hogy egy v�letlen �elliptikus g�rb�re" m-et meghat rozni nagyon neh�z,

b r van r  polinomi lis fut sidej� [O(log8 n)℄ algoritmus.

11.5. Atkin tesztje. A teszt alapgondolata az, hogy megford¡tjuk m �s a

g�rbe megv laszt s nak sorrendj�t. Ezt £gy �rj�k el, hogy egy alkalmas D negat¡v

eg�szre a Q(
√
D) test ν eg�szei k�z�tt keres�nk egy olyat, amelyre |ν|2 = n (ha

van ilyen). Ha ez megvan, akkor m = |ν ± 1|2 rend� elliptikus g�rb�ket �k�nnyen"

tal lhatunk. �gy m-et m r akkor tudjuk, amikor a g�rb�t m�g nem: azt r �r�nk

k�s�bb is meghat rozni.

R�szletezve, a teszt a k�vetkez�k�ppen m�k�dik:

1. Kiv lasztjuk D £gynevezett �alapdiszkrimin nsoknak" egy el�g nagy halma-

z t. Az alapdiszkrimin nsokat n�vekv� abszol£t �rt�k szerint hat rozhatjuk meg:

D < −1, D ≡ 0 (mod 4) vagy D ≡ 1 (mod 4) kell teljes�lj�n, �s nem l�tezhet olyan

k > 1 eg�sz, amelyre D/k2 is alapdiszkrimin ns. A D = −3 �s D = −4 esetek k�l�n
meggondol sokat ig�nyelnek, ezeket itt mell�zz�k, teh t feltessz�k, hogy D ≤ −7.

2. Q(
√
D) algebrai eg�szei fel¡rhat¢k ν = x+ yω alakban, ahol x, y eg�szek, �s

ω = (D +

√
D)/2. Ekkor |ν|2 a ν norm ja, ¡gy azt akarjuk el�rni, hogy

(1) n =

(

x+ y
D

2

)

2

− y2
D

4

teljes�lj�n. Ǳtrendezve, azt kapjuk, hogy 4n = (2x+ yD)

2 − y2D. Ha ez a felt�tel

teljes�l, akkor egyr�szt (D|n) = 1, m sr�szt minden p p ratlan pr¡mre, ami osztja

D-t, teljes�l, hogy (n|p) = 1. Ezek a felt�telek sz�ks�gesek (de nem el�gs�gesek) (1)

teljes�l�s�hez.

3. Keress�nk sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�telt (1) teljes�l�s�hez, �s m¢dszer arra,

hogy az x, y eg�szeket meghat rozzuk. (1) fel¡rhat¢

(2) n = x2 + xyD + y2
D(D − 1)

4
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alakba. A jobb oldal egy biline ris forma x, y v ltoz¢kkal �s eg�sz egy�tthat¢kkal.

4. Ǳltal nosan, tekinthet�nk

ax2 + bxy + cy2

alak£ kvadratikus form kat eg�sz a, b, c egy�tthat¢kkal. Egy ilyen kvadratikus for-

m ban bevezethet�nk £j v ltoz¢kat. P�ld ul az x′
= −y, y′ = x helyettes¡t�sn�l az £j

forma egy�tthat¢i a′ = c, b′ = −b �s c′ = a lesznek, az x′
= x+ky, y′ = y helyettes¡-

t�sn�l pedig, ahol k eg�sz, az £j egy�tthat¢k a′ = a, b′ = b−2ka �s c′ = c−kb+k2a.
Vil gos, hogy ezen helyettes¡t�sek sor n nem v ltozik meg a forma �rt�kk�szlete,

azaz a {ax2 + bxy + cy2 : x, y ∈ Z} halmaz �s a {a′x′2
+ b′x′y′ + c′y′2 : x′, y′ ∈ Z}

halmaz megegyeznek. Azt is nyilv nval¢, hogy b2 − 4ac = b′2 − 4a′c′, azaz ez a

mennyis�g, a kvadratikus forma diszkrimin nsa sem v ltozik. P�ld ul a (2) jobb

oldal n  ll¢ forma diszkrimin nsa D. Egy kvadratikus form t pozit¡vnak nevez�nk,

ha a > 0, a diszkrimin nsa pedig negat¡v. Vil gos, hogy ekkor c is pozit¡v. Egy kvad-
ratikus form t primit¡vnek nevez�nk, ha egy�tthat¢inak legnagyobb k�z�s oszt¢ja

1. A fenti (invert lhat¢) transzform 
i¢k pozit¡v primit¡v form t pozit¡v primit¡v

form ba visznek. A fenti k�t transzform 
i¢ ism�telt alkalmaz s val minden pozit¡v

primit¡v forma egy reduk lt alakra hozhat¢: ekkor |b| ≤ a ≤ c �s b ≥ 0, ha |b| = a
vagy a = c. Ez £gy t�rt�nik, hogy ha −a < b ≤ a nem teljes�l, akkor alkalmazzuk

a m sodik l�p�st ennek el�r�s�re, ha pedig teljes�l, �s a forma m�g nem reduk lt,

akkor alkalmazzuk az els� l�p�st. Az algoritmus nagyon hasonl¡t az euklid�szi algo-

ritmushoz. P�ld ul a (2) jobb oldal n  ll¢ forma nem reduk lt, de egyetlen l�p�ssel

reduk lhat¢: ha D p ros, akkor a reduk lt forma x2 − (D/4)y2, ha pedig p ratlan,

akkor x2 + xy + y2(1−D)/4. Gauss megmutatta, hogy a reduk lt alak egy�rtelm�:

minden pozit¡v primit¡v form nak egy �s 
sak egy reduk lt alakja l�tezik. Az adott

(negat¡v)D diszkrimin ns£ pozit¡v primit¡v form kat teh t ekvivalen
ia-oszt lyokba

sorolhatjuk a szerint, hogy mi a reduk lt alakjuk. Az ekvivalen
ia-oszt lyok sz m t

a D diszkrimin nshoz tartoz¢ ide loszt ly sz mnak nevezz�k, �s h(D)-vel jel�lj�k.

5. T�rj�nk vissza annak vizsg lat hoz, hogy (2) megoldhat¢-e? Euklid�szi

algoritmust alkalmazva x-re �s y-ra, az der�l ki, hogy ha van egy megold sa (2)-

nek, akkor van olyan, a (2) jobb oldal val ekvivalens kvadratikus forma is, amelyre

x = 1, y = 0 eset�n lesz a forma �rt�ke n. Keress�nk ilyen form t. Nyilv n a = n
kell legyen, tov bb  b2−D oszthat¢ kell legyen 4n-el, k�l�nben c nem lehetne eg�sz.

Keress�nk egy olyan 0 < b′ < n-et, amelyre b′2 ≡ D (mod n). (Kell lenni ilyennek,
legal bb is ha n pr¡m, felt�ve, hogy (D|n) = 1.) Ha b′ �s D parit sa megegyezik,

akkor legyen b = b′, egy�bk�nt legyen b = b′ + n. �gy c = (b2 −D)/(4n) eg�sz lesz.
Megmutathat¢, hogy b lehets�ges v laszt sai ekvivalens form kat eredm�nyeznek.

�gy azt kell ellen�rizn�nk, hogy ennek a form nak a reduk lt alakja megegyezik-

e a (2) jobb oldal n szerepl� forma reduk lt alakj val. Ha igen, akkor nyomon

k�vetve a reduk
i¢ sor n felhaszn lt helyettes¡t�seket, x-et �s y-t is megkapjuk, amire

(2) fenn ll. Ha nem, akkor (2) nem oldhat¢ meg. Minden D-re a siker es�lye

1/(2h(D)), mivel 1/2 es�llyel tudunk gy�k�t vonniD-b�l, �s ha siker�l, akkor 1/h(D)

az es�ly�nk.
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6. Ha siker�lt megtal lni ν-t, akkor mindj rt k�t lehets�ges m-et tal ltunk.

Ezeket megpr¢b ljuk faktoriz lni, p�ld ul pr¢baoszt ssal. Ha siker�l annyi kis pr¡m-

faktort lev lasztani, hogy egy val¢sz¡n� pr¡m marad vissza, akkor tov bb l�phet�nk

a rekurzi¢ban. Ha ez nem siker�l, akkor £jabb D-vel pr¢b lkozunk.

7. V�g�l, ha a rekurzi¢ el�rt egy el�g kis sz mot, amir�l m r �r n�z�sre" (pl.

pr¢baoszt ssal) kider�l, hogy pr¡m, fel�p¡tj�k a �bizony¡t�kot". Ez az

n = n
0

, a
0

, b
0

,m
0

, P
0

, f
0

, n
1

, a
1

, b
1

,m
1

, P
1

, f
1

, n
2

, a
2

, b
2

,m
2

, f
2

, n
3

, . . .

sorozat, ahol n = n
0

, n
1

, n
2

, n
3

, . . . pr¡mek, ai, bi egy modulo ni elliptikus g�rbe

egy�tthat¢i, mi a rendje, Pi egy pontja, amely eleget tesz ezen pont els� t�tele

felt�teleinek, fi pedig az mi faktoriz lt r�sze £gy, hogy mi = fini+1

. A �bizony¡-

t�k" meghat roz sa £gy t�rt�nik, hogy (kell� pontoss g£ lebeg�pontos aritmetik t

haszn lva) az adott n-hez tal lt D diszkrimin ns seg¡ts�g�vel kisz m¡tjuk a HD

Hilbert-polinomot. Ez egy eg�sz egy�tthat¢s polinom h(D) foksz mmal, amelyet a

HD(X) =

∏

(a,b,c)

(

X − j

(

b+
√
D

2a

))

szorzat de�ni l, ahol a szorz s az �sszes, a D diszkrimin nshoz tartoz¢ pozit¡v pri-

mit¡v reduk lt form kra �rtend�, j pedig egy r�gz¡tett komplex f�ggv�ny, amely a

fels� f�ls¡kon van de�ni lva, �s

j(z) =

(

1 + 240

∑∞
k=1

k3qk/(1− qk)
)

3

q
∏∞

k=1

(1− qk)24
,

ahol q = e2πiz. Megmutathat¢, hogy

j(z) =
1

q
+ 744 +

∞
∑

k=1

ckq
k,

ahol a ck egy�tthat¢k pozit¡v eg�szek, �s j de�n¡
i¢ja alapj n k�nnyen kisz m¡tha-

t¢k. Az m = |ν ± 1|2 rend� elliptikus g�rb�k az

y2 = x3 + 3kx+ 2k,

y2 = x3 + 3kc2x+ 2kc3

g�rb�k, ahol k ≡ x
0

/(1728−x
0

) (mod n), c egy tetsz�leges sz m, amire (c|n) = −1,
x
0

pedig HD egy tetsz�leges gy�ke modulo n. Megmutathat¢, hogy HD modulo n
els�fok£ t�nyez�k szorzat ra bomlik.
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12. Polinomfaktoriz l s

12.1. Polinomfaktoriz l s modulo egy pr¡m. Az Atkin-teszttel kap
solat-

ban k�t probl�ma maradt. Az els�D modulo n vett n�gyzetgy�k�nekmeghat roz sa,

a m sik pedig a HD Hilbert polinom egy modulo n vett gy�k�nek meghat roz sa.

Mivel az els� probl�ma spe
i lis esete a m sodiknak, 
sak az ut¢bbit t rgyaljuk.

Ǳltal nosabban, legyen n pr¡m, �s tekints�k a Z/nZ felett vett 1 f�egy�tthat¢j£ p
polinom

p(x) = p
1

(x)e1 · · · pk(x)ek

felbont s nak megkeres�s�t, ahol p
1

, . . . , pk k�l�nb�z� 1 f�egy�tthat¢j£, Z/nZ felett

irredu
ibilis polinomok, e
1

, . . . , ek pedig pozit¡v eg�sz sz mok.

12.2. Visszavezet�s n�gyzetmentes esetre. Az el�z� pont jel�l�seivel, le-

gyen

d(x) = lnko(p(x), p′(x)).

Ha d(x) = 1, akkor p n�gyzetmentes kell legyen, mert pj(x)
ej−1

k�z�s oszt¢ja p-nek
�s p′-nek. Ha d(x) 6= 1 �s d(x) 6= p(x), akkor d val¢di faktora p-nek. Ekkor p
faktoriz l s t d(x) �s p(x)/d(x) faktoriz l s ra vezett�k vissza. V�g�l, ha d(x) =
p(x), akkor p′(x) = 0, ¡gy p-ben a pi egy�tthat¢ja x

i
-nek nulla, ha i nem t�bbsz�r�se

n-nek. Ekkor p(x) = q(xn
) = q(x)n; az utols¢ �sszef�gg�shez vegy�k �szre, hogy a

binomi lis t�tel alapj n

(

q
1

(x) + q
2

(x)
)n

= q
1

(x)n + q
2

(x)n,

tov bb  ha

q(x) = q
0

+ q
1

x+ · · ·+ qmxm,

akkor az el�z� �sszef�gg�s �s a kis Fermat t�tel alapj n

q(x)n = qn
0

+ (q
1

x)n + · · ·+ (qmxm
)

n
= q(xn

).

12.3. V�ges testek.

(1) Egy F v�ges test elemeinek sz ma nd
valamely n pr¡mre �s d pozit¡v eg�sz

kitev�re;

(2) az F∗

soport 
iklikus;

(3) ha p egy d-ed fok£, 1 f�egy�tthat¢j£, Z/nZ felett irredu
ibilis polinom, akkor

a d-n�l ala
sonyabb fok£ Z/nZ feletti polinomok modulo p egy nd
elem� testet

alkotnak;

(4) egy d-ed fok£, Z/nZ felett irredu
ibilis, 1 f�egy�tthat¢j£ p polinom akkor �s


sakis akkor osztja xnm − x-et, ha d | m.

Megjegyezz�k, hogy megmutathat¢, minden d > 0 eg�szre l�tezik d-ed fok£,

1 f�egy�tthat¢j£, irredu
ibilis polinom Z/nZ felett, �s az �sszes nd
elem� testek

izomorfak.
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Bizony¡t s. (1)-hez, a legkisebb n, amelyre n·1 = 0, pr¡m, �s F v�ges dimenzi¢s

a {0, 1, 2, . . . , n− 1} r�sztest felett. (2) ugyan£gy k�vetkezik a 3.9 lemm b¢l, mint

ahogy a 3.10 t�tel k�vetkezett. (3)-hoz vegy�k �szre, hogy a d-n�l ala
sonyabb fok£

polinomok modulo p, n egy egys�gelemes kommutat¡v gy�r�t alkotnak, amelyben

minden nem nulla elem inverze megkereshet� az euklid�szi algoritmussal. V�g�l (4)

bizony¡t s hoz vegy�k �szre, hogy b rmely q ∈ F-re qn
d

= q modulo p, n. Innen ℓ
szerinti teljes induk
i¢val

qn
dℓ

= qn
d(ℓ−1)·nd

=

(

qn
d(ℓ−1)

)nd

= qn
d

= q.

�gy d|m eset�n xnm

= x. A megford¡t shoz, legyen ξ egy gener tora F∗
-nak. Azok az

η ∈ F-ek, amelyekre ηn
m

= η, az �sszead sra �s a szorz sra z rt halmazt alkotnak.

�gy ha xnm

= x, akkor ξ-re (amely eg�sz egy�tthat¢s polinom x-ben), teljes�l, hogy

ξn
m

= ξ. De ham = ℓd+r, 0 ≤ r < d, akkor ξn
m

= ξn
ℓd·nr

= ξn
r

, ami ellentmond s,

ha r 6= 0.

12.4. Faktoriz l s k�l�nb�z� fok£ faktorokra. Tov bbra is Z/nZ felett

dolgozva, ahol n pr¡m, az 1 f�egy�tthat¢s n�gyzetmentes p polinomra �s d = 1, 2, . . . -

re k�pezz�k az pd(x) = lnko

(

p(x), xnd − x
)

polinomokat. Ez a p �sszes d-ed fok£

irredu
ibilis faktorainak szorzata lesz. Ezut n p-t p/pd-vel helyettes¡tj�k, �s a k�-

vetkez� d-vel folytatjuk. Itt xnd

-t 
sak modulo p, n sz m¡tjuk ki, xnd−1

modulo p, n
felhaszn l s val. Az elj r s v�get �r, ha 2d nagyobb, mint p foka.

12.5. Has¡t s. Az el�z� l�p�s ut n feladatunk olyan Z/nZ feletti, 1 f�egy�tt-

hat¢s pd polinomok faktoriz l sa, amelynek faktorai d-ed fok£ak �s k�l�nb�z�k. A

pd-t az al bbi val¢sz¡n�s�gi algoritmussal �has¡thatjuk", ha n p ratlan: Legyen t
egy v�letlen polinom. Ekkor

t(x)
(

t(x)(n
d−1)/2 − 1

)(

t(x)(n
d−1)/2

+ 1

)

= t(x)n
d − t(x),

�s a bal oldalon szerepl� polinom oszthat¢ pd-vel. J¢ es�ly van arra, hogy a jobb ol-

dalon  ll¢ szorzatnak pd faktorai nem mind ugyanazt a t�nyez�j�t osztj k. �gy p �s a
jobb oldalon  ll¢ t�nyez�k legnagyobb k�z�s oszt¢it k�pezve, pd nagy val¢sz¡n�s�ggel
has¡that¢.
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13. Az AKS-teszt

13.1. Az AKS-teszt alap�tlete. 2002-ben Agrawal, Kayal �s Saxena indiai

informatikusok egy olyan algoritmust tal ltak, amely b rmely n term�szetes sz mra

k�pes eld�nteni, hogy pr¡m-e, �s fut sideje O(lg13 n). Az alap�tlet a k�vetkez�: ha s
�s n relat¡v pr¡mek, akkor (x+ s)n ≡ xn

+ s (mod n) pontosan akkor teljes�l, ha n
pr¡m; val¢ban, ha n pr¡m, akkor nyilv n teljes�l az �sszef�gg�s, m sr�szt, ha pk | n
de pk+1 6 |n, akkor

pk 6 |
(

n

p

)

=

n(n− 1) · · · (n− p+ 1)

1 · 2 · · · p
�s relat¡v pr¡m sn−p

-hez, ¡gy xp
egy�tthat¢ja nem nulla. Vizsg ljuk az

(x + s)n ≡ xn
+ s (mod xr − 1, n)

kongruen
i t, de sok k�l�nb�z� s-re.

13.2. AKS-t�tel [3℄. Ha n ∈ N+

, q, r ∈ P, S ⊂ Z v�ges, q|r − 1, �s

n(r−1)/q
mod r /∈ {0, 1}, tov bb  lnko(n, s− s′) = 1, ha s, s′ ∈ S, s 6= s′ �s

(

♮(S) + q − 1

♮(S)

)

≥ n2⌊
√
r⌋, (x+ s)n ≡ xn

+ s (mod xr − 1, n) minden s ∈ S-re,

akkor n pr¡mhatv ny.

13.3. Megjegyz�sek. (1) Megmutatj k, hogy van olyan c, hogy c lg6 n-ig van
olyan r, amelyre r − 1-nek van olyan q pr¡moszt¢ja, hogy q ≥ 4

√
r lg n �s q osztja

az n-nek mod r vett rendj�t. (Ez azzal ekvivalens, hogy n(r−1)/q
mod r 6= 1, mert

q >
√
r − 1.) Az el�g nagy Sophie Germain pr¡mek k�z�l nagyon sok j¢, ekkor

q ≈ 32 lg

2 n.
(2) Mivel

(

♮(S) + q − 1

)(

♮(S) + q − 2

)

· · ·
(

♮(S) + 1

)

1 · 2 · · · (q − 1)

≥
(

♮(S) + 1

q − 1

)q−1

,

�s ha

(

♮(S) + 1

q − 1

)q−1

≈ n2
√
r,

akkor

r

2

lg

2♮(S)

r
≈ 2

√
r lg n,

azt kapjuk, hogy

√
r lg

2♮(S)

r
≈ 4 lgn, lg

2♮(S)

r
≈ 1

2

= lg

√
2, ♮(S) ≈ 1√

2

r.

(3) Hatv nyteszt: ha n = me
�s 2

k ≤ n < 2

k+1

, ahol k ≈ lg n �s bin ris

keres�ssel k�nny� megtal lni, akkor e ≤ k, k ≤ e lgm < k + 1, amib�l ⌊k/e⌋ ≤
lgm < ⌈(k + 1)/e⌉, ¡gy m-et bin ris keres�ssel k�nny� megtal lni.

(4) A tesztet tov bb �les¡tett�k r ≈ 0.01 lg2 n-ig, �s ♮(S) is 
s�kkenthet�. Ezzel

a tesztet t�bb milli¢szorosra gyors¡tott k, sebess�ge lg

6+o(1) n.
(5) Rekordokra nem alkalmas, t rkorl tos.
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13.4. Bernstein t�tele [6℄. Legyenek n, d �s e pozit¡v eg�szek, c �s c−
eg�szek, legyen f ∈ Zn[y℄ egy d-ed fok£ f�polinom. Legyen R a Zn[y℄/(f) gy�r�,
r ∈ R, S ⊂ R. Tegy�k fel, hogy

(1) e|nd − 1;

(2) rn
d−1

= 1 az R-ben;

(3) r(n
d−1)/q − 1 egys�g R-ben az e b rmely q pr¡moszt¢j ra;

(4) minden s ∈ S egys�g R-ben;

(5) se − s′e egys�g R-ben, ha s, s′ ∈ S, s 6= s′;

(6) se − r egys�g R-ben minden s ∈ S-re;

(7) e > c ≥ c− ≥ 0;

(8)

(

e · ♮(S)
c−

)(

c

c−

)(

e · ♮(S)− c− + e− 1− c

e− 1− c

)

≥ nd⌈
√

e/3⌉
;

(9) (x− s)nd
= r(n

d−1)/ex− s az R[x℄/(xe − r) gy�r�ben minden s ∈ S-re.

Ekkor n pr¡mhatv ny.

13.5. Megjegyz�sek. (1) A d v rhat¢ �rt�ke nagyon ki
si, gyakorlatilag d
mindig 1, �s

d2⌈lg n⌉2 < e < (d+ 1)d2⌈lg n⌉2

tal lhat¢, ekkor ♮(S) = 1, de m r e ≈ 0.01 lg2 n-re is ♮(S) el�g ki
si.

(2) A c �s c− optimiz 
i¢s param�terekre 
�lszer�en c ≈ e/2 �s

c− ≈
♮(S)

♮(S) + 2 +

√

♮(S)2 + 1

e.



V. SZITA M�DSZEREK

A faktoriz l s �nagy gy£i" a k�l�nb�z� szita m¢dszerek. Ha a faktoriz land¢

�sszetett sz m faktorai mind nagyok, akkor ezek a legjobb ismert m¢dszerek. Ter-

m�szetesen el�bb egyszer�bb m¢dszerek (pr¢baoszt s, Pollard ̺ �s p− 1 m¢dszere,

esetleg Williams m¢dszere, illetve elliptikus g�rb�k) seg¡ts�g�vel �rdemes lev lasz-

tani a �kis" faktorokat, mivel a szita m¢dszerek ugyanannyi id� alatt tal lnak meg

egy kis faktort, mint egy nagyot. Jelenleg a szita m¢dszerek teljes¡t�k�pess�ge 200-

n l t�bb jegy� sz mok faktoriz l s t is lehet� teszi, s�t, nagyobbak�t is, ha a sz m

spe
i lis alak£.

14. A szita m¢dszerek alapjai

14.1. Dixon v�letlen n�gyzet m¢dszere. Ez m�g nem igaz n szita m¢dszer,

de az alapgondolatok egy r�sz�t megvil g¡tja. Fermat m¢dszer�n�l n faktoriz l s hoz

olyan x, y eg�szeket kerest�nk, amelyekre n = x2 − y2. Ezt a felt�telt enyh¡thetj�k:

ha v�letlen x, y eg�szekre n | x2 − y2 = (x − y)(x + y), akkor j¢ es�ly�nk van arra,

hogy n faktorai megoszlanak x − y �s x + y k�z�tt, ¡gy mindk�t sz m legnagyobb

k�z�s oszt¢j t kisz m¡tva n-nel, azt has¡thatjuk. El�g teh t n�h ny ilyen x, y p r

tal lni. Dixon m¢dszer�n�l el�sz�r v lasztunk egy K > 0 korl tot. Ezut n v�letlen

m �rt�kekre kisz m¡tjuk az r(m) = m2

mod n marad�kot, �s megpr¢b ljuk azt fak-

toriz lni. Azokat az m �rt�keket, amelyekre az r(m) marad�k K-sima, azaz minden

faktora kisebb, mint K, elt roljuk, r(m) pr¡mfelbont s val egy�tt.

Legyen r(mi) pr¡mfelbont s ban a pj < K pr¡m kitev�je ei,j. Az x
2

-et bizonyos

r(mi)-k szorzatak�nt fogjuk keresni. Ha siker�l el�rni, hogy ez a szorzat n�gyzetsz m

legyen, akkor, mivel tetsz�leges m2

i -ek szorzata mindig n�gyzetsz m, a megfelel�

mi-k szorzat t v�ve y-nak, x2 ≡ y2 (mod n) teljes�l. Hogy az r(mi)-k szorzata

n�gyzetsz m legyen, azt kell el�rn�nk, hogy

∑

i ei,j p ros legyen minden j-re. Jel�lje
ei azt a vektort, amelynek j-edik koordin t ja ei,j mod 2. Bizonyos r(mi) sz mok

szorzata pontosan akkor n�gyzetsz m, ha a megfelel� ei vektorok modulo 2 vett

�sszege a nullvektor. Teh t a megfelel� r(mi) marad�kok kiv laszt s hoz olyan ei
vektorokat kell keresni, amelyek modulo 2 vett �sszege nullvektor. Ilyen rendszer

mindig l�tezik, ha az r(mi)-k sz ma nagyobb, mint a pj-k sz ma, mert ekkor az ei
vektorok modulo 2 line risan f�gg�ek. Min�l nagyobb a k�l�nbs�g, ann l t�bb ilyen

kombin 
i¢t tal lhatunk modulo 2 v�gzett Gauss-elimin 
i¢val, vagy m s line ris

algebrai m¢dszerrel.



64 V. Szita m¢dszerek

Term�szetesen K v laszt sa kritikus. Ha K t£l ki
si, akkor nagyon ki
si az

es�lye, hogy az r(m) marad�k K-sima legyen. Ha K t£l nagy, akkor a pj pr¡mek

sz ma lesz t£l nagy. Legyen Ln(β) = eβ
√
lnn ln lnn

. Dixon algoritmusa pontosan ana-

liz lhat¢, �s megmutathat¢, hogy ha Gauss-elimin 
i¢t haszn lunk, akkorK-t nagy-

s grendben Ln(1/2)-nek �rdemes v lasztani, a fut sid� nagys grendben Ln(3/2), a
t rig�ny pedig nagys grendben Ln(1) lesz. Ha kihaszn ljuk, hogy az (ei,j) m trix

ritka, akkorK-t nagys grendben Ln(1/
√
2)-nek �rdemes v lasztani, �s nagys grend-

ben Ln(
√
2) id� �s Ln(1/

√
2) t r sz�ks�ges.

A m¢dszer tov bbi �nom¡t s val el�rhetj�k, hogy az r(m) marad�kok nagys g-

rendje ne az n, hanem 
sak n2/3 nagys grendj�vel egyezzen meg, de eloszl suk m�g

mindig v�letlenszer� legyen. �gy egy m�g mindig pontosan analiz lhat¢, de gyorsabb

m¢dszerhez juthatunk. A gyakorlatban jobb azonban lemondani a pontos analiz l-

hat¢s gr¢l, �s min�l kisebbre leszor¡tani az r(m) marad�kok nagys grendj�t. Egy

ilyen m¢dszer a l n
t�rtek felhaszn l s n alapul.

14.2. L n
t�rtek. Legyenek 0 < u
1

< u
0

eg�szek, ekkor

u
1

/u
0

= 1/(u
0

/u
1

) = 1/(a
1

+ u
2

/u
1

) = 1/(a
1

+ 1/(u
1

/u
2

))

= 1/(a
1

+ 1/a
2

+ u
3

/u
2

)) = . . . ,

ahol ai = ⌊ui−1

/ui⌋ �s ui+1

= ui−1

mod ui. Vegy�k �szre a kap
solatot az euklid�szi

algoritmussal. Ǳltal nosabban, legyen 0 < x < 1, x
0

= x, �s ha xn 6= 0, legyen

an+1

= ⌊1/xn⌋ �s xn+1

= 1/xn − an+1

. Vezess�k be a l n
t�rtekre a

//a
1

, . . . , an// = 1/(a
1

+ 1/(a
2

+ . . .+ 1/an) . . . )

jel�l�st. Ekkor

x = //a
1

, . . . , an−1

, an + xn//.

De�ni ljuk a kn polinomokat, az £gynevezett kontinu nsokat (a kn pontosan

n v ltoz¢s): legyen kn(a1, . . . , an) = 1, ha n = 0, legyen k
1

(a
1

, . . . , an) = a
1

,

ha n = 1, �s induk
i¢val legyen kn(a1, a2, a3, . . . , an) = a
1

kn−1

(a
2

, a
3

, . . . , an) +
kn−2

(a
3

, . . . , an). Teljes induk
i¢val azonnal ad¢dik az Euler  ltal felfedezett �ssze-

f�gg�s, hogy kn(a1, . . . , an) az �sszes olyan szorzatok �sszege, amelyek el� ll¡that¢k

£gy, hogy az a
1

a
2

· · · an szorzatb¢l n�h nyszor egym s ut n t�rl�nk k�t egym s mel-

letti t�nyez�t. (�sszesen Fn ilyen szorzat van, ahol Fn az n-edik Fibona

i sz m).

Ebb�l azonnal k�vetkezik a kn(a1, . . . , an) = kn(an, . . . , a1) szimmetria.

A l n
t�rtek fel¡rhat¢k a kontinu nsok seg¡ts�g�vel: teljes induk
i¢val k�nnyen

ad¢dik, hogy

//a
1

, . . . , an// =
kn−1

(a
2

, a
3

, . . . , an)

kn(a1, a2, . . . , an)

Az x l n
t�rt kifejt�se nyilv n akkor �s 
sak akkor v�ges, ha x ra
ion lis. Egy�bk�nt

x nyilv n //a
1

, . . . , an// �s //a
1

, . . . , an−1

, an + 1// k�z�tt van. Megmutatjuk,
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hogy //a
1

, . . . , an// igen gyorsan konverg l x-hez, ha n → ∞. Ennek bel t s hoz

sz�ks�g�nk van a kontinu nsokra �rv�nyes

kn(a1, . . . , an)kn(a2, . . . , an+1

)− kn+1

(a
1

, . . . , an+1

)kn−1

(a
2

, . . . , an) = (−1)n

�sszef�gg�sre, ami induk
i¢val k�nnyen ad¢dik, ha a jobb oldalon az a
1

-et tartalmaz¢

kontinu nsokra alkalmazzuk a de�n¡
i¢t. Most

|x− //a
1

, . . . , an//| = |//a1, . . . , an−1

, an + xn//− //a
1

, . . . , an//|
= |//a

1

, . . . , an, 1/xn//− //a
1

, . . . , an//|
≤ |//a

1

, . . . , an, an+1

//− //a
1

, . . . , an//|

=

∣

∣

∣

∣

kn(a2, . . . , an, an+1

)

kn+1

(a
1

, a
2

, . . . , an, an+1

)

− kn−1

(a
2

, . . . , an)

kn(a1, . . . , an)

∣

∣

∣

∣

≤ 1

kn+1

(a
1

, . . . , an+1

)kn(a1, . . . , an)
.

14.3. Kvadratikus irra
ion lis sz mok l n
t�rt alakja. Legyen d olyan

pozit¡v eg�sz sz m, amely nem teljes n�gyzet, u pedig eg�sz sz m £gy, hogy x =√
d − u-ra 0 < x < 1 teljes�lj�n. Legyen u

0

= u, v
0

= 1 �s induk
i¢val legyen

vn+1

= (d − u2n)/vn, an+1

= ⌊(
√
d + un)/vn+1

⌋, un+1

= an+1

vn+1

− un. Teljes

induk
i¢val megmutatjuk, hogy ekkor az an eg�szek az x l n
t�rt kifejt�s�nek jegyei

�s xn = (

√
d− un)/vn.

Mivel x
0

=

√
d− u, ¡gy

1

x
0

=

1√
d− u

=

√
d+ u

d− u2
=

√
d+ u

0

v
1

,

¡gy n = 1-re minden  ll¡t s teljes�l.

Induk
i¢val,

1

xn
=

1√
d− un

=

√
d+ un

d− u2n
=

√
d+ un

vn+1

,

amib�l an+1

= ⌊(
√
d+ un)/vn+1

⌋ �s

xn+1

=

1

xn
− an+1

=

√
d+ un − an+1

vn+1

vn+1

=

√
d− un+1

vn+1

.

M sodik l�p�sk�nt megmutatjuk, hogy 0 < un <
√
d �s 0 < vn < 2

√
d eg�szek

�s vn | d − u2n. Ez is nyilv n teljes�l n = 1-re. Induk
i¢val, mivel vn | d − u2n,

kapjuk, hogy vn+1

eg�sz, �s mivel 0 < un <
√
d, azt is kapjuk, hogy vn+1

> 0.

Mivel mint l ttuk, 1/xn = (

√
d + un)/vn+1

> 1, k�vetkezik, hogy vn+1

<
√
d +

un < 2

√
d. Hasonl¢an, mivel mint l ttuk xn+1

= (

√
d − un+1

)/vn+1

, kapjuk, hogy
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0 < un+1

<
√
d; val¢ban xn+1

< 1 miatt el�g a vn+1

>
√
d esettel foglalkozni. Ekkor

un+1

= an+1

vn+1

− un ≥ vn+1

− un >
√
d− un > 0. Teh t

d− u2n+1

= d− (an+1

vn+1

− un)
2

= d− u2n + a2n+1

v2n+1

+ 2unan+1

vn+1

,

�s kapjuk, hogy vn+1

| d− u2n+1

.

V�g�l megmutatjuk, hogy ha pn = kn−1

(a
2

, . . . , an) �s qn = kn(a1, . . . , an),
akkor

(pn + uqn)
2 − dq2n = (−1)n+1vn+1

.

Ez n = 1-re k�nnyen kisz m¡that¢, ha felhaszn ljuk v
2

, majd v
1

�s u
1

de�n¡
i¢j t.

Az induk
i¢s l�p�shez azt kell bel tni, hogy y = −
√
d− u jel�l�ssel

−vn+1

vn
=

(qnx− pn)(qny − pn)

(qn−1

x− pn−1

)(qn−1

y − pn−1

)

.

Ennek igazol s hoz el�sz�r is vegy�k �szre, hogy az

x = //a
1

, . . . , an, 1/xn//

�sszef�gg�sb�l

x =

kn(a2, . . . , an, 1/xn)

kn+1

(a
1

, . . . , an, 1/xn)
=

pn/xn + pn−1

qn/xn + qn−1

.

Ebb�l

xn = − qn
qn−1

x− pn/qn
x− pn−1

/qn−1

.

Ha most az y
0

= y, yn = (−
√
d−un)/vn sorozatot tekintj�k, akkor teljes induk
i¢val

k�nnyen igazolhat¢, hogy

y = //a
1

, . . . , an, 1/yn//.

Ebb�l a fentiekhez hasonl¢an azt kapjuk, hogy

yn = − qn
qn−1

y − pn/qn
y − pn−1

/qn−1

.

Az xn-re �s yn-re kapott kifejez�seket �sszeszorozva, kapjuk az induk
i¢s l�p�s iga-

zol s hoz sz�ks�ges �sszef�gg�st.

V�g�l levezet�nk m�g egy �sszef�gg�st, megmutatjuk, hogy

vn+1

= an(un−1

− un) + vn−1

.

Val¢ban,

vn+1

=

d− u2n
vn

=

vn−1

(d− (anvn − un−1

)

2

)

d− u2n−1

= vn−1

+ an
vn−1

vn
d− u2n−1

(2un−1

− anvn) = vn−1

+ an(un−1

− un).

14.4. Faktoriz l s l n
t�rtekkel. Ez az algoritmus olyan (p, v) p rokat �ter-
mel", amelyekre p2 ≡ ±v (mod n), �s v �ki
si". A term�szetes d = n v laszt s

helyett a d = kn v laszt ssal �l�nk, ahol k kis term�szetes sz m; a k param�ter

szabad v laszt sa t�bb lehet�s�get ad. Az algoritmus a k�vetkez�:
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(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen d ← kn, r ← ⌊
√
d⌋, r′ ← 2r, u ← u′ ← r′, v ← 1,

v′ ← d−r2, p← r, p′ ← 1, a← 0, s← 0. Az algoritmus sor n u, u′
, v, v′, p, p′,

a, s �rt�ke rendre r+ui, r+ui−1

, vi, vi−1

, (pi+rqi) mod n, (pi−1

+rqi−1

) mod n,
ai �s i mod 2, az el�z� pont jel�l�seivel. Mindig 0 < v ≤ u ≤ r′, ¡gy u, u′

, v, v′

sz mjegyeinek sz ma alig t�bb mint fele n sz mjegyei sz m nak.

(2) [�j u, v �s s.℄ Legyen t ← v, v ← a(u′ − u) + v′, v′ ← t, a ← ⌊u/v⌋, u′ ← u,
u← r′ − (u mod v), s← 1− s.

(3) [Pr¢baoszt s.℄ Most p2 − knq2 = (−1)sv valamely q eg�szre, azaz p2 ≡ (−1)sv
(mod n). Megpr¢b ljuk v-t faktoriz lni, ha siker�l, elt roljuk.

(4) [�j p.℄ Ha v 6= 1, akkor legyen t← p, p← (ap+ p′) mod n, p′ ← t, �s menj�nk

(2)-re, egy�bk�nt v�ge.

Megmutathat¢, hogy az els� v �rt�k, ami m sodszor fordul el�, 
sak v = 1 lehet.

Ha ez hamar bek�vetkezik (ami ritka eset), akkor £j k-t v lasztva, folytathatjuk a

(p, v) p rok gy�jt�s�t.

14.5. A kvadratikus szita. Az alapgondolat, hogy az n sz m faktoriz l s hoz

a q(x) = (x + b)2 − n polinom �rt�keit tekintj�k, ahol x ∈ [−m,m℄ eg�sz sz m, �s

b = ⌈√n⌉, hogy a polinom �rt�kei �ki
sik" legyenek: a legnagyobb �rt�k (m+ b)2 −
n ≈ 2m

√
n. Itt is v lasztunk egy B �simas gi hat rt", az enn�l kisebb pr¡mek

tartoznak az F �faktorb zisba". Pontosabban, mivel p|(x+ b)2−n azzal ekvivalens,

hogy (x + b)2 ≡ n (mod p), el�g azokat a p < B pr¡meket bevenni, amelyekre n
kvadratikus marad�k. L tsz¢lag gondot okoz, hogy x < 0 eset�n q(x) negat¡v. Ezen
azonban k�nnyen seg¡thet�nk: a −1-et is bevessz�k a faktorb zisba.

Hogy a faktorb zis min�l t�bb elemet tartalmazzon, esetleg �rdemes lehet n-et
kn-nel helyettes¡teni, £gy v lasztva a kis k szorz¢t, hogy min�l t�bb kis pr¡m legyen,

amelyre kn kvadratikus marad�k. (A tov biakban ezt az £j �rt�ket jel�lj�k n-nel.)
P�ld ul 2 pontosan akkor ker�l be a faktorb zisba, ha n ≡ 1 (mod 8).

A kvadratikus szita legfontosabb gondolata, hogy szit l ssal kisz�rj�k azokat az

x-eket, amelyekre q(x) (legal bbis nagy val¢sz¡n�s�ggel) �sima", azaz a faktorb zis

felett faktoriz lhat¢. Ez £gy t�rt�nik, hogy minden p ∈ F -re egy szitat bla kez-

detben kinull zott, x-nek megfelel� hely�hez hozz adjuk log(p) �rt�k�t, ha p|q(x); a
logaritmus alapja tetsz�leges. (M�g jobbnak t�nik a

p

p− 1

log p = log p
(

1 +

1

p
+

1

p2
+ · · ·

)

�rt�ket hozz adni, abb¢l a meggondol sb¢l, hogy ha p|q(x), akkor 1/p val¢sz¡n�-

s�ggel p2|q(x), �s 1/p2 val¢sz¡n�s�ggel p3|q(x), stb.) Ezek a helyek k�t sz mtani

sorozatot alkotnak, mindkett� di�eren
i ja p, kezd��rt�k�k pedig −b ± √n mod p.
Ha egy x-re a logaritmusok �sszege el�ri log

∣

∣q(x)
∣

∣

�rt�k�t, akkor q(x) biztosan sima,

�s nagy val¢sz¡n�s�ggel ez a helyzet akkor is, ha 
sak megk�zel¡ti ezt az �rt�ket. (Ǳl-

tal ban el�g a logaritmusok kerek¡tett �rt�keinek �sszeg�t egy, legfeljebb k�t b jton

gy�jteni.) Ezekre az x-ekre pr¢baoszt ssal vagy m s m¢don fektoriz ljuk q(x) �r-
t�k�t. Ha siker�lt n�h nnyal t�bb, a faktorb zis feletti teljes faktoriz l st gy�jteni,
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mint a faktorb zis elemeinek sz ma, akkor ugyan£gy elj rva, mint Dixon m¢dszer�-

n�l, �has¡thatjuk" n-et.
Egy tov bbi �nom¡t s a �nagy pr¡m v ltozat": ha a pr¢baoszt ssal nem siker�l

teljesen faktoriz lni a faktorb zis felett (egy £gynevezett �teljes rel 
i¢t" kapni),

akkor rendszerint q(x)-b�l egy B-n�l nem kisebb nagy pr¡m marad vissza. Az ilyen

felbont sokat h¡vjuk �par
i lis rel 
i¢knak". Ha k�t vagy t�bb par
i lis rel 
i¢ban

ugyanaz a nagy pr¡m, akkor az egyikkel (
�lszer�en azzal, amelyikben a m sodik

legnagyobb pr¡m a legkisebb) v�gigszorozva a t�bbit, azokb¢l teljes rel 
i¢t kapha-

tunk, mert a nagy pr¡m n�gyzeten lesz. Hogy t�bb par
i lis rel 
i¢t gy�jthess�nk,


�lszer� megn�velni a log

∣

∣q(x)
∣

∣

�s a logaritmusok �sszege k�z�tt megt�rt k�l�nbs�g

�rt�k�t; persze nem t£ls gosan, mert ha a �nagy pr¡m" t£ls gosan nagy, akkor m r

ki
si a val¢sz¡n�s�ge, hogy m�gegyszer el�fordul. Tov bbi �nom¡t s, hogy k�t vagy

ak r h rom �nagy pr¡m"-et is megenged�nk. P�ld ul k�t nagy pr¡mb�l az egyiket

(�sszeszorz ssal) kik�sz�b�lve olyan par
i lis rel 
i¢t kapunk, amiben m�g k�t nagy

pr¡m lesz, de azok m r kisebbek, ha pedig siker�l olyan par
i lis rel 
i¢val szorozni,

amelyben 
sak egy nagy pr¡m van, akkor a szorzatokban m r 
sak egy nagy pr¡m

lesz. (A megval¢s¡t shoz 
�lszer� verem strukt£r t haszn lni.) Mivel ¡gy 
sak az

l�nyeges, hogy a logaritmusok �sszege �s log

∣

∣q(x)
∣

∣

k�z�tt a k�l�nbs�g ne legyen t£l

nagy, az ut¢bbit egyszer�en a logmaxx∈[−m,m℄

∣

∣q(x)
∣

∣

konstanssal helyettes¡tj�k, �s

egyszer�en minden olyan x-re pr¢baosztunk, amelyre a logaritmusok �sszege el�ri

ennek a T -ed r�sz�t, ahol a T �treshold" �rt�k 1,5-t�l 2,6-ig n�, ahogy a de
im lis

jegyek sz ma n� 24-t�l 66-ig.

14.6. T�bbpolinomos kvadratikus szita. A kvadratikus szit nak nagy h t-

r nya, hogy ha nem siker�lt el�g rel 
i¢t gy�jteni, akkor a [−m,m℄ intervallum

m�ret�t meg kell n�velni, �s kezdhetj�k el�lr�l a szit l st. C�lszer�bb t�bb x 7→
(ax + b)2 − n alak£ polinomot haszn lni, k�l�nb�z� a, b �rt�kekkel; a faktorb zis

mindig ugyanaz. (Term�szetesen ¡gy a szit l s k�nnyen p rhuzamos¡that¢, �s a bel-

s� t r ig�ny is j¢val kisebb lehet.) C�lszer� lesz b �rt�k�t £gy v lasztani, hogy b2−n
t�bbsz�r�se legyen a-nak, azaz b2 − n = ac teljes�lj�n; a �nom �tlet ebben, hogy

ekkor a polinom alakja x 7→ a(ax2+2bx+ c), �s ha a-t egy d (val¢sz¡n�) pr¡m n�gy-

zet�nek v lasztjuk, akkor 
sak a q(x) = ax2+2bx+c polinom �rt�k�nek kell sim nak

lenni. Mint majd l tni fogjuk, el�rhetj�k, hogy |2b| < |a| �s |a| ≪ √n legyen. Ilyen

felt�telek mellett ac ≈ −n �s ¡gy ha a pozit¡v, akkor c negat¡v. Az a �rt�k�nek


�lszer� v laszt s hoz vegy�k �szre, hogy a [−m,m℄ intervallum v�gpontjaiban q
�rt�ke ≈ am2

+ c, a k�z�ppontj ban pedig ≈ c. Hogy a q polinom abszol£t �rt�ke

minden�tt lehet�leg ki
si legyen, 
�lszer�, ha am2

+ c ≈ |c|, azaz am2

+ c ≈ −c,
ahonnan a ≈

√
2n/m �s c ≈ m

√

n/2.

Egy d ≈ (2n/m2

)

1/4
val¢sz¡n� pr¡met v lasztva, amelyre (d|n) = 1 �s d ≡ 3

(mod 4), a k�vetkez�k�ppen j rhatunk el: Legyen a = d2, �s h
0

≡ n(d−3)/4
(mod d),

tov bb  legyen h
1

≡ nh
0

≡ n(d+1)/4
(mod d). Ekkor

h2
1

≡ n · n(d−1)/2 ≡ n,

mivel (d|n) = 1. Legyen h
2

(mod d) az (n−h2
1

)/d �s a 2h
1

modulo d vett inverz�nek
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szorzata; ez ut¢bbi sz mol s hoz vegy�k �szre, hogy h
0

a h
1

modulo d vett inverze.

V�g�l legyen

b ≡ h
1

+ h
2

d (mod a);

erre

b2 ≡ h2
1

+ 2h
1

h
2

d+ h
2

d2 ≡ n (mod a).

Megfelel�en v lasztva h
1

-et �s h
2

-t az adott marad�koszt lyb¢l, el�rhetj�k, hogy

|2b| < a legyen. A c is kisz molhat¢, de nin
s is r  sz�ks�g: mivel

q(x) =
(ax+ b)2 − n

a

�s a relat¡v pr¡m minden p ∈ F -hez, a q(x) ≡ 0 (mod p) egyenlet ekvivalens az

(ax + b)2 ≡ n (mod p) egyenlettel, aminek megold sai x ≡ (−b±√n)/a.
14.7. P�lda. A k�vetkez� p�lda egy futtat st mutat be. Egy 267 bites �sszetett

sz mot k¡v nunk faktoriz lni. A szita intervallum 12 darab 32768 hossz£ blokkb¢l

 ll, teh t 393216 egys�get tartalmaz. A B �simas gi korl t" 1300967, a faktorb -

zis 50294 pr¡met tartalmaz. A pr¢baoszt s 27 bitig t�rt�nik. A nagy pr¡m korl t

128795733 (26 bit). �sszesen 25952 �teljes" rel 
i¢t siker�lt k�zvetlen�l tal lni,

24462 teljes rel 
i¢ pedig a par
i lis rel 
i¢kb¢l ad¢dott, ¡gy a teljes m trix m�ret

50294×50414, amelyet 35750×35862-re lehetett 
s�kkenteni. 15 nem trivi lis f�gg�-

s�g ad¢dott. Egy polinomra  tlag 10 rel 
i¢ esett. A teljes fut sid� egy 1.6 GHz-es

UltraSPARC III g�pen 35'39" volt, a mem¢riafelhaszn l s 8 MB.
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