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1.§ Bevezet�s
Ezen jegyzet azoknak az el�ad soknak az anyag t tartalmazza,

amelyeket �anal¡zis �s val¢sz¡n�s�gsz m¡t s" 
¡mmel tartottam 1989-

ben a KLTE-en m sod-harmad �ves k�mia{�zika �s �zika{te
hnika

szakos hallgat¢k sz m ra. A jegyzet lefedi a tant rgy tematik j t,

amely akkor a k�vetkez� volt:

Egyenletek k�zel¡t� megold sa. (�rint�, h£r �s szel� m¢dszer.)

Az approxim 
i¢elm�let alapjai. (Lagrange �s Newton-f�le interpol -


i¢, parabolikus interpol 
i¢, a legkisebb n�gyzetek m¢dszere.)

Lebesgue-m�rt�k �s integr l. (Fogalma, alapvet� tulajdons gai.)

Hilbert-terek. (A Hilbert-t�r fogalma, spe
i lis Hilbert-terek, a

n�gyzetesen integr lhat¢ f�ggv�nyek tere, ortonorm lt rendszerek, a

trigonometrikus rendszer, Fourier-sorok vizsg lata, ortogon lis poli-

nomrendszerek, �nadjung lt oper torok Hilbert-t�rben, projek
i¢ ope-

r torok, spektr l t�tel.)

A val¢sz¡n�s�gsz m¡t s elemei. (Alapvet� fogalmak, val¢sz¡n�s�-

gi v ltoz¢, eloszl s �s s�r�s�gf�ggv�ny, v rhat¢ �rt�k, sz¢r s, neveze-

tes eloszl sok.) A matematikai statisztika elemei.

A jegyzet n�h ny, a tematik ban nem szerepl� r�szt is tartalmaz,

valamint p�ld kat az elm�let alkalmaz s ra �s sz mos megoldand¢ fel-

adatot, amelyek kidolgoz sa az anyag alapos elsaj t¡t s t teszi lehe-

t�v�. A nehezebb feladatokat

∗
-gal megjel�ltem. T�m�r fogalmaz sra

t�rekedtem, ¡gy a jegyzet az el�ad st nem helyettes¡ti. Csak az egy-

szer�, £j fogalmak bevezet�s�t nem ig�nyl� bizony¡t sok szerepelnek.

Az anal¡zisben  ltal nosan szok sos jel�l�seket haszn ltam. K�t-

s�g eset�n l sd Rudin [12℄ k�nyv�t anal¡zisbeli, Halmos [4℄ k�nyv�t

pedig line ris algebrai fogalmakkal kap
solatban. Egy vektor koor-

din t it, vagy egy line ris lek�pez�s matrix t R

n
-ben vagy C

n
-ben

mindig a szok sos b zisban �rtj�k.

J rai Antal

Debre
en, 1989 okt¢ber 23.
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I. NUMERIKUS M�DSZEREK

2.§ Egyenletek megold sa

2.1. Abszol£t �s relat¡v hib k. Az adatokban mutatkoz¢ hi-

b t t�bbf�lek�ppen is m�rhetj�k. Ha fels� be
sl�sekre t�reksz�nk,

akkor 
�lszer� az abszol£t hib ra keresni fels� be
sl�seket. Ha x az

x∗ pontos �rt�k k�zel¡t�se, akkor az |x − x∗| abszol£t hiba egy δ(x)
fels� be
sl�s�t keress�k: |x − x∗| ≤ δ(x). A k�zel¡t�s pontoss g t

gyakran jobban le¡rja a relat¡v hiba:

|x− x∗|
|x| ≤ δ(x)

|x| .

Az abszol£t hib t gyakran k�zel¡t�leg a helyes tizedes jegyek sz m -

val, a relat¡v hib t pedig az �rt�kes jegyek sz m val fejezz�k ki.

�sszead skor �s kivon skor

∣

∣

(x± y)− (x∗ ± y∗)
∣

∣ ≤ |x− x∗|+ |y − y∗| ≤ δ(x) + δ(y),

azaz az abszol£t hib k �sszead¢dhatnak. Szorz skor

|xy − x∗y∗| = |xy − xy∗ + xy∗ − x∗y∗| ≤ |x|δ(y) + |y∗|δ(x)
≈ |x|δ(y) + |y|δ(x),

oszt skor pedig

∣

∣

∣

∣

x

y
− x∗

y∗

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

xy∗ − x∗y
yy∗

∣

∣

∣

∣

=

|xy∗ − xy + xy − x∗y|
|yy∗|

≈ |x|δ(y) + |y|δ(x)|y|2 .
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Ebb�l a relat¡v hib ra

δ(x± y)
|x± y| =

δ(x) + δ(y)

|x± y| ,

ami, ha a nevez� k�t ellenkez� el�jel� tag �sszevon s b¢l ad¢dik, igen

nagy is lehet. Szorz sn l �s oszt sn l

δ(xy)

|xy| ≈
δ(x)

|x| +

δ(y)

|y| ,

δ (x/y)

|x/y| ≈
δ(x)

|x| +

δ(y)

|y| ,

azaz a relat¡v hib k �sszead¢dhatnak.

T�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek �rt�k�nek sz m¡t sakor

δ
(

f(x
1

, x
2

, . . . , xn)
)

≈
n
∑

i=1

∣

∣

∣

∣

∂f

∂xi

∣

∣

∣

∣

δ(xi).

2.2. Val¢sz¡n�s�gi hibaanal¡zis. Ha a hib k egym st¢l f�g-

getlen v�letlen �rt�kek, akkor nagyon val¢sz¡n�, hogy r�szben kiej-

tik egym st. Ha p�ld ul az x
1

, x
2

, . . . , xn mennyis�geket �sszeadjuk,

akkor a kapott s �sszeg hib j nak n�gyzete az xi-k hib inak n�gyzet-
�sszeg�vel be
s�lhet�. �gy egyforma hib k eset�n a hib ra

√
n-szer

kisebb be
sl�st kapunk, mintha a hib kat �sszeadn nk.

2.3. A hib k terjed�se. Mint l ttuk, ellenkez� el�jel� meny-

nyis�gek �sszevon sakor a relat¡v hiba ak rmilyen nagyra is megn}ohet.

Ez�rt lehet�leg ker�lni kell az olyan elj r sokat, amelyekben ellenkez�

el�jel�, majdnem egyenl� abszol£t �rt�k� mennyis�gek �sszevon s ra

van sz�ks�g. P�ldak�nt tekints�k az

x2 − 1000x+ 1 = 0

egyenlet megold s t. A megold¢k�plettel, �t �rt�kes jegyre sz molva,

x
1,2 =

1000±
√
999996

2

, x
1

≈ 1000,0, x
2

≈ 0,
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m¡g a m sodik gy�k sz m¡t s n l az

x
2

=

1000−
√
999996

2

=

2

1000 +

√
999996

 talak¡t s ut n az �t �rt�kes jegyet tartalmaz¢ x
2

≈ 0,0010000 ered-

m�nyt kapjuk. Ez a p�lda mutatja, hogy nem mindegy, hogy formu-

l inkat milyen alakban ¡rjuk fel.

Gyakran probl�m t okoz az is, ha a haszn lt elj r s sok l�p�sb�l

 ll, �s minden l�p�sben az el�z� l�p�sekben kapott, hib val terhelt

adatokat haszn lunk a sz m¡t sok folytat s ra. Lehet�leg ker�lj�k

az ilyen m¢dszereket, �s ahol lehet, az eredeti adatokra alapozzuk a

tov bbi sz m¡t sokat.

2.4. Feladat. Egy g�mb sugar t 1% pontoss ggal ismerj�k. Mi-

lyen pontoss ggal sz m¡that¢ a k�btartalma?

2.5. Feladat. Mennyi zsebsz mol¢g�p�nk relat¡v pontoss ga az

alapm�veletekn�l, illetve az elemi f�ggv�nyek sz m¡t sakor?

2.6. Feladat. Hat rozzuk meg e−20

�rt�k�t ex sor nak a fel-

haszn l s val!

* 2.7. Feladat. �rjunk programot egyszer�, 
sak n�h ny regisz-

terrel rendelkez� zsebsz mol¢g�pre egy hosszabb x
1

, x
2

, . . . , xn sz m-

sorozat x  tlag nak �s s2 empirikus sz¢r sn�gyzet�nek sz m¡t s ra.

A programot igyekezz�nk £gy szervezni, hogy a kerek¡t�si hiba ki
si

legyen.

x =
1

n

n
∑

i=1

xi, s2 =
1

n

n
∑

i=1

(xi − x)2.

2.8. Intervallum felez�s. Ha f az [a, b℄ intervallumon folyto-

nos, val¢s f�ggv�ny, f(a)f(b) < 0, akkor az f(x) = 0 egyenlet [a, b℄-
beli megold s nak megkeres�s�re sz m¡tsuk ki x

0

= a, x
1

= b jel�l�s-
sel az x

2

= (a + b)/2 helyen a f�ggv�ny�rt�ket. Ha f(x
2

) = 0, akkor

k�szen vagyunk, egy�bk�nt legyen [a
2

, b
2

℄ az [a, b℄ intervallumnak az

a fele, amelynek v�gpontjaiban f el�jele k�l�nb�z�, �s alkalmazzuk

az el�z� l�p�st x
3

�s [a
3

, b
3

℄ el� ll¡t s ra, stb. A kapott x
0

, x
1

, x
2

, . . .
sorozat mindig konverg l f egy z�rushely�hez. Az elj r s h tr nya,

hogy a konvergen
ia lass£, �s a m¢dszer nem alkalmazhat¢, ha a f�gg-

v�ny az intervallumon nem v lt el�jelet (pl. x2 a [−1, 1℄-en).
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2.9. H£rm¢dszer. Az elj r s hasonl¡t az intervallum felez�shez,

de az xn+1 pontot az

(

an, f(an)
)

�s

(

bn, f(bn)
)

pontokat �sszek�t�

egyenes �s az x tengely metsz�spontjak�nt de�ni ljuk, azaz

xn+1 = an −
f(an)

f(bn)− f(an)
(bn − an).

A konvergen
ia valamivel gyorsabb, mint az intervallum felez�sn�l.

El�nyei �s h tr nyai hasonl¢ak.

2.10. Szel�m¢dszer. A szel�m¢dszern�l az xn+1 k�zel¡t�st £gy
kapjuk, hogy vessz�k az (xn−1

, f(xn−1

)) �s (xn, f(xn)) pontokon  t-

men� szel�nek az x tengellyel val¢ metsz�spontj t. �gy

xn+1 = xn −
f(xn)

f(xn)− f(xn−1

)

(xn − xn−1

).

A szel�m¢dszern�l nem sz�ks�ges £gy v lasztani az x
0

, x
1

kezd�pon-

tokat, hogy ott a f�ggv�ny ellenkez� el}ojel� legyen. A szel�m¢dszer

gyorsabb, mint a h£rm¢dszer. Egyetlen h r nya, hogy nem mindig

konvergens.

2.11. Newton-m¢dszer. ANewton-m¢dszern�l el�g a gy�k egy-

etlen x
0

k�zel¡t�s�b�l kiindulni. Az xn+1 k�zel¡t�st az xn pont beli

�rint� �s az x tengely metsz�spontjak�nt kapjuk, az

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′
(xn)

�sszef�gg�ssel. A Newton-m¢dszer a szel�m¢dszern�l is gyorsabban

konverg l. H tr nya, hogy nem minden esetben konvergens | b r

 ltal ban van a gy�knek olyan k�rnyezete, hogy onnan ind¡tva kon-

vergens | �s hogy nem 
sak f , hanem f ′
�rt�keit is ki kell sz m¡tani.

Ez ut¢bbi h tr ny elker�lhet� a m¢dos¡tott Newton-m¢dszerrel:

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′
(x

0

)

.

�gy 
sak egy helyen van sz�ks�g f ′
kisz m¡t s ra, de a konvergen
ia

lelassul.
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2.12. Egy p�lda. A konvergen
ia rendje. Tekints�k a 2 sinx−
x = 0 egyenletet, �s hat rozzuk meg egyetlen pozit¡v gy�k�t. Az is-

mertetett elj r sokkal az 1. �s a 2. t bl zatban l that¢ eredm�nyeket

kapjuk.

L tjuk, hogy a h£rm¢dszern�l a helyes jegyek sz ma minden l�-

p�sben ugyanannyival n�, amit £gy szok s kifejezni, hogy a m¢dszer

els�rendben konvergens. A Newton-f�le �rint}om¢dszern�l a helyes je-

gyek sz ma minden l�p�sben k�r�lbel�l megdupl z¢dik, a Newton-

m¢dszer m sodrendben konvergens. A szel�m¢dszern�l minden l�p�s-

ben a helyes jegyek sz ma k�r�lbel�l 1,6-szeres�re n�, a szel� m¢dszer

konvergen
ia-rendje ≈ 1,6.
Megjegyezz�k, hogy a m¢dos¡tott Newton-m¢dszer is els�rend-

ben konvergens, �s t�bbsz�r�s gy�k�k eset�ben, teh t ha nem 
sak

f(α) = 0, hanem f ′
(α) = 0 is teljes�l, akkor a Newton-m¢dszer is


sak els�rendben konvergens.

2.13. Feladat. K�sz¡ts�nk programot az el�z� p�ld ban bemu-

tatott sz m¡t sok elv�gz�s�re!

2.14. Feladat. Mely m¢dszerek alkalmazhat¢k a

4 sin

2 x− 4x sinx+ x2 = 0

egyenlet egyetlen pozit¡v gy�k�nek meghat roz s ra, az egyenlet  ta-

lak¡t sa n�lk�l? Milyen gyors lesz a konvergen
ia?

2.15. Feladat. Sz m¡tsuk ki

n
√
a-t az xn = a egyenlet Newton{

m¢dszerrel t�rt�n� megold s val!

2.16. Egyenletrendszerek. Egy k egyenletb�l  ll¢ k ismeret-

lenes egyenletrendszert t�m�ren

f(x) = 0

alakban ¡rhatunk fel. Erre az eddig eml¡tett m¢dszerek k�z�l a Newton{

m¢dszer  ltal nos¡that¢:

xn+1 = xn −
(

f

′
(xn)

)−1

f(xn).

Az iter 
i¢  ltal ban 
sak a gy�k k�zvetlen k�zel�b�l ind¡tva konver-

gens. Ha a k dimenzi¢sz m magas, akkor az f

′
(xn) m trix kisz m¡t sa

�s invert l sa igen munkaig�nyes. Gyakran 
�lszer� az �sszef�gg�st

f

′
(xn)(xn+1 − xn) = −f(xn)
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felez�s h£r m¢dos¡tott Newton

0 1,500000000000000 1,500000000000000 2,000000000000000
1 3,000000000000000 3,000000000000000 1,900995594203909
2 2,250000000000000 1,731105741103194 1,896061839711735
3 1,875000000000000 1,835346758106057 1,895554271020856
4 2,062500000000000 1,874711941565929 1,895500626429194
5 1,968750000000000 1,888467091368380 1,895494941197443
6 1,921875000000000 1,893136039488919 1,895494338504453
7 1,898437500000000 1,894704904454640 1,895494274610843
8 1,886718750000000 1,895230273680515 1,895494267837234
9 1,892578125000000 1,895406002936673 1,895494267119137
10 1,895507812500000 1,895464759477905 1,895494267043009
11 1,894042968750000 1,895484402686160 1,895494267034938
12 1,894775390625000 1,895490969427515 1,895494267034082
13 1,895141601562500 1,895493164663164 1,895494267033992
14 1,895324707031250 1,895493898518221 1,895494267033982
15 1,895416259765625 1,895494143841487 1,895494267033981
16 1,895462036132813 1,895494225851513 1,895494267033981
17 1,895484924316406 1,895494253266944
18 1,895496368408203 1,895494262431748
19 1,895490646362305 1,895494265495484
20 1,895493507385254 1,895494266519671
21 1,895494937896729 1,895494266862050
22 1,895494222640991 1,895494266976506
23 1,895494580268860 1,895494267014767
24 1,895494401454926 1,895494267027558
25 1,895494312047958 1,895494267031834
26 1,895494267344475 1,895494267033263
27 1,895494244992733 1,895494267033741
28 1,895494256168604 1,895494267033901
29 1,895494261756539 1,895494267033954
30 1,895494264550507 1,895494267033972

1. t bl zat

alakba ¡rni, ¡gy xn+1 meghat roz s hoz egy line ris egyenletrendszert

kell megoldani.
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szel� Newton

0 1,500000000000000 1,500000000000000
1 3,000000000000000 2,076558200630435
2 1,731105741103194 1,910506615659081
3 1,835346758106057 1,895622002987846
4 1,902230210959766 1,895494276472771
5 1,895250943924996 1,895494267033981
6 1,895493322966086 1,895494267033981
7 1,895494267166912
8 1,895494267033981
9 1,895494267033981

2. t bl zat

Gyakran haszn latos a m¢dos¡tott Newton-m¢dszer is, amely-

n�l a deriv lt m trix kisz m¡t s ra �s invert l s ra 
sak egyszer van

sz�ks�g:

xn+1 = xn −
(

f

′
(x

0

)

)−1

f(xn).

Id�nk�nt £jra sz molva a deriv ltat, a konvergen
ia gyors¡that¢.

A Newton-m¢dszer m sodrendben, a m¢dos¡tott v ltozat pedig

els�rendben konverg l egyenletrendszerek eset�ben is.

2.17. Kap
solat minimumfeladatokkal. Ismeretes, hogy egy

val¢s �rt�k�

�(x
1

, x
2

, . . . , xk) = �(x)

t�bbv ltoz¢s f�ggv�ny minimum nak megkeres�s�t visszavezethetj�k

a ∇�(x) = 0 egyenletrendszer megold s ra, ahol ∇� a � f�ggv�ny

gradiense. Megford¡tva, egy f(x) = 0 egyenletrendszer megold sait

meghat rozhatjuk £gy is, hogy megkeress�k a

�(x) =

k
∑

i=1

(

λifi(x)
)

2

f�ggv�ny minimumait, ahol az fi f�ggv�nyek az f f�ggv�ny koordin -

t i. A nem nulla λi s£lyok tetsz�s szerint v laszthat¢k, de alkalmas

megv laszt suk a minimumfeladat megold s t megk�nny¡theti.
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2.18. Az ir nymenti 
s�kkent�s m¢dszere. L�nyege, hogy

a �(x) f�ggv�ny minimum t £gy keress�k, hogy minden xn k�zel¡t�s-

hez meghat rozunk egy en ir nyt, amerre a f�ggv�ny �rt�ke tov bb


s�kken, �s a k�zel¡t�st ebben az ir nyban eltoljuk. Ha en-nek egy

b zis vektorait v lasztjuk 
iklikusan, akkor a 
iklikus koordin t n-

k�nti 
s�kkent�s m¢dszer�t kapjuk, ha pedig

en = −∇�(xn),
a legmeredekebb 
s�kken�s ir nya, akkor a gradiens m¢dszert.

Az eltol s m�rt�k�nek meghat roz s hoz az egyv ltoz¢s g(t) =
�(xn + ten) f�ggv�nyt kell minimaliz lnunk. Ez t�rt�nhet a k�vetke-

z�k�ppen. A t
0

= 0, t
1

�s t
2

pontokban meghat rozzuk a g f�ggv�ny
�rt�k�t, majd meghat rozzuk azt a p(t) m sodfok£ polinomot, amely

ezekben a pontokban megegyezik g(t)-vel. (L sd k�s�bb, az interpo-

l 
i¢n l.) A t
3

k�zel¡t�st £gy kapjuk, hogy vessz�k p minimumhely�t.

Ha siker�lt 
s�kken�st el�rni, akkor a t
0

, t
1

, t
2

�s t
3

pontok egyik�t

elhagyjuk, �s a t�bbivel folytatjuk az elj r st. Ha nem siker�lt, akkor

t
1

�s t
2

abszol£t �rt�k�t 
s�kkenteni kell. A t
1

�rt�k�nek j¢ megv -

laszt s hoz az el�z� l�p�sek adhatnak £tmutat st, t
2

v laszt sa pe-

dig f�gghet g(t
1

)-t�l is. Ǳltal ban nem �rdemes g minimumhely�t t£l

pontosan meghat rozni, hanem egy el�g j¢ t∗ k�zel¡t�s meghat roz sa

ut n  tt�rhet�nk az xn+1 = xn + t∗en pontra.

A konvergen
ia  ltal ban el�g lass£, �s semmilyen garan
ia nin
s

arra, hogy a le¡rt m¢dszer egy abszol£t minimumhoz konverg l, b r

konvergen
iatartom nya  ltal ban b�vebb, mint a Newton-m¢dszer�.

Ez�rt szok s a k�zel¡t�s kezdet�n az ir ny menti 
s�kkent�sek m¢d-

szer�t alkalmazni, majd  tt�rni a gyorsabb Newton{m¢dszerre.

2.19. Algebrai egyenletek megold sa. A Newton-m¢dszer

minden tov bbi n�lk�l alkalmazhat¢ komplex v ltoz¢s, komplex �r-

t�k� f f�ggv�nyre is. Hogy a konvergen
i t biztosabb  tegy�k, kez-

detben alkalmazhatjuk a gradiens-m¢dszert az |f | f�ggv�nyre. Ennek
gradiens�t megvizsg lva, kider�l, hogy f(x)/f ′

(x) ir ny£, ha f(x) 6= 0

�s f ′
(x) 6= 0. �gy az

xn+1 = xn − t
f(xn)

f ′
(xn)

alakban kell keresn�nk a k�vetkez� k�zel¡t�st, ahol t pozit¡v val¢s

sz m. Elj rhatunk £gy, hogy el�sz�r t = 1-el pr¢b lkozunk, ami a
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Newton-m¢dszernek felel meg. Ha az ¡gy kapott xn+1-re
∣

∣f(xn+1)
∣

∣ <
∣

∣f(xn)
∣

∣,

akkor ezt v lasztjuk k�vetkez� k�zel¡t�snek, egy�bk�nt t-t 
s�kkentj�k.
Az iter 
i¢ 
sak akkor szakad meg, ha valamelyik l�p�sben f ′

(xn) = 0.

Polinomokra alkalmazva ezt az elj r st, meghat rozhatjuk a po-

linom egy gy�k�t. Megjegyezz�k, hogy m�g val¢s egy�tthat¢s poli-

nom eset�n is aj nlatos egy v�letlen komplex kezd��rt�kb�l ind¡tani

az iter 
i¢t, mert ¡gy nagyon ki
si a val¢sz¡n�s�ge, hogy megszakad,

�s £jra kell ind¡tani. A k-adfok£ f polinomot elosztva x− x
0

-lal, egy

k − 1-edfok£ h nyadost, �s egy konstans marad�kot kapunk:

(1)

a
0

xk + a
1

xk−1

+ · · ·+ ak

= (x− x
0

)(b
0

xk−1

+ b
1

xk−2

+ · · ·+ bk−1

) + bk.

Az egy�tthat¢k  trendez�s�vel �s �sszehasonl¡t s val b
0

= a
0

�s bj =
aj+x0bj−1

, ha j = 1, 2, . . . , k. Ez a Horner-elrendez�s. Vegy�k �szre,
hogy f(x

0

) = bk, ¡gy az elj r s alkalmas a polinom helyettes¡t�si �r-

t�k�nek kisz m¡t s ra. Ha viszont f(x
0

) = 0, akkor a polinomot

elosztottuk egy gy�kt�nyez�j�vel. Megism�telve az elj r st, azaz ha

c
0

= b
0

, �s cj = bj + x
0

cj−1

, ha j = 1, 2, . . . , k − 1, f ′
(x

0

) = ck−1

�r-

t�k�t kaphatjuk meg. �gy a Horner elrendez�s alkalmas az iter 
i¢hoz

sz�ks�ges mennyis�gek kisz m¡t s ra is, �s a megtal lt gy�kt�nyez�k

lev laszt s ra is. A fenti m¢don egy algebrai egyenlet �sszes gy�ke

meghat rozhat¢.

2.20. Di�eren
i legyenlet rendszerek megold sa. Mivel a

magasabbrend� k�z�ns�ges di�eren
i legyenlet rendszerek £j f�ggv�-

nyek bevezet�s�vel els�rend�re vezethet�k vissza, 
sak az els�rend�

y

′
= f(x,y)

di�eren
i legyenlet rendszer numerikus megold s val foglalkozunk. A

megold s £gy t�rt�nik, hogy egy y

0

kezd��rt�kb�l kiindulva megha-

t rozzuk a megold s xn+1 = xn + h, n = 0, 1, . . . helyeken vett �r-

t�keinek y

1

,y
2

, . . . k�zel¡t�seit. Az elm�leti megfontol sok mell�z�s�-

vel egyetlen m¢dszert ismertet�nk, az £gynevezett klasszikus Runge-

Kutta m¢dszert:

yn+1 = yn +
h

6

(k

1

+ 2k

2

+ 2k

3

+ k

4

),



2.§ Egyenletek megold sa 15

ahol

k

1

= f(xn,yn),

k

2

= f

(

xn +
h

2

,yn + h
k

1

2

)

,

k

3

= f

(

xn +
h

2

,yn + h
k

2

2

)

,

k

4

= f(xn + h,yn + hk
3

).

A h l�p�sk�zt £gy kell megv lasztani, hogy az Lh < 2,8 felt�tel telje-

s�lj�n, ahol L a

∥

∥

∥

∂f
∂y

∥

∥

∥
egy fels� korl tja egy olyan sugar£ k�rnyeze-

t�ben a k�zel¡t� megold snak, amelyen az igazi megold s bel�l halad.

Aj nlatos a h-t a sz�ks�gesn�l j¢val kisebbre v lasztani. A gyakorlat-

ban a megold s pontoss g t £gy szok s ellen�rizni, hogy fele akkora

l�p�sk�zzel is megism�telj�k a sz m¡t st. Ha nin
s l�nyeges elt�r�s,

akkor a k�zel¡t�s j¢nak tekinthet�.

Ha biztosabb be
sl�sre van sz�ks�g�nk, akkor az yn k�zel¡t�s

hib j ra a k�vetkez�,  ltal ban er�sen t£lzott be
sl�st kaphatjuk, ahol

y(xn) a pontos megold s a xn helyen:

∥

∥

yn − y(xn)
∥

∥ ≤
∥

∥

y

0

− y(x
0

)

∥

∥eL|xn−x0|
+

E

Lh

(

eL|xn−x0| − 1

)

.

Itt v�gig h a l�p�sk�z, E pedig az egy l�p�sben elk�vetett hiba korl tja.

Ez enn�l a m¢dszern�l h5-nel ar nyos. A h-t £gy kell megv lasztani,

hogy az egy l�p�sben elk�vetett hiba ki
si legyen. Nem �rdemes olyan

ki
si h-t v lasztani, hogy E a kerek¡t�si hib kn l kisebb legyen. Az

egy l�p�sben elk�vetett hiba a k�vetkez�k�ppen be
s�lhet�: Az yj-b�l

sz m¡tsuk ki yj+1-et �s yj+2-t h l�p�sk�zzel. Sz m¡tsuk ki y(xj+2)
egy m sik yj+2 k�zel¡t�s�t is yj-b�l kiindulva, 2h l�p�sk�zzel. Ekkor

E ≈ ‖yj+2 − yj+2‖/15.
2.21. Feladat. Oldjuk meg az

x2 + y2 − 1 = 0,

10x2 − x3 + xy − 10y + 1 = 0,

egyenletrendszert a Newton{m¢dszerrel, a m¢dos¡tott Newton{m¢d-

szerrel, a 
iklikus koordin t nk�nti 
s�kkent�s m¢dszer�vel, �s a gra-

diens m¢dszerrel!
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2.22. Feladat. Hat rozzuk meg a

z3 − 2z2 + z − 1− i = 0

komplex algebrai egyenlet megold sait!

2.23. Feladat. Hat rozzuk meg 1 m¢l CO

2

t�rfogat t 50 C

◦
-on

�s 2 MPa nyom son a van der Waals  llapotegyenlet felhaszn l s val!

2.24. Feladat. Hat rozzuk meg a







5 2 1 1

3 1 1 4

4 0 −2 5

5 1 5 1







m trix saj t�rt�keit!

2.25. Feladat. Megmutathat¢, hogy egy n×n-es A m trix ‖A‖
norm ja (l sd az �nadjung lt oper torokn l) az A∗A m trix legna-

gyobb saj t�rt�k�nek n�gyzetgy�ke. Hat rozzuk meg az





1 0 1

2 3 1

1 1 4





m trix norm j t!

2.26. Feladat. Hat rozzuk meg egy 1 m hossz£s g£ fon lon len-

g� t�megpont leng�sidej�t 90

◦
-os kit�r�s eset�n, Runge{Kutta m¢d-

szerrel!

* 2.27. Feladat. K�t, Nap t�meg� 
sillag egy adott pillanatban

£gy mozog, mintha k�z�s t�megk�z�ppontjuk k�r�l, att¢l 1 
s.e. t -

vols gra k�rp ly n keringen�nek. Egy harmadik 
sillag p lyas¡kjukra

mer�legesen halad ugyanilyen sebess�ggel, a s¡kot az egyik 
sillagt¢l

5, a m sikt¢l 3 
s.e. t vols gra metsz� egyenesen. T vols ga a s¡kt¢l

10 
s.e.. Hat rozzuk meg mindh rom 
sillag p ly j t Runge{Kutta

m¢dszerrel! (H romtest probl�ma.)

* 2.28. Feladat. Modellezz�k egy 1000 
sillagb¢l  ll¢ spir lk�d

mozg s t! (K�pezz�nk 
soportokat, �s a t voli 
soportokat helyette-

s¡ts�k t�megk�z�ppontjukkal.)
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3.§ Approxim 
i¢

3.1. Az approxim 
i¢ feladata. Legyen adott egy H halma-

zon �rtelmezett f f�ggv�ny. Ismerj�k f(x) �rt�keit a H halmazon,

vagy annak adott x
1

, x
2

, . . . , xn pontjaiban. Keresend� egy param�-

teres g(x, a
1

, a
2

, . . . , am) f�ggv�nyseregb�l az a f�ggv�ny, amely f -et
a �legjobban k�zel¡ti". Ez az approxim 
i¢ alapfeladata. Ǳltal ban

olyan f�ggv�nyek k�z�l v lasztjuk a k�zel¡t� f�ggv�nyt, amelyek �rt�-

kei k�nnyen sz m¡that¢k. Mivel sz m¡t¢g�pen k�zvetlen�l 
sak a n�gy

alapm�velet v�gezhet� el, el�nyben r�szes¡tj�k a polinom �s ra
ion lis

t�rtf�ggv�ny k�zel¡t�seket. Lehets�ges az is, hogy �rdemes H-t kisebb

r�szekre osztani, �s a r�szeken k�l�n-k�l�n keresni a k�zel¡t�seket.

Att¢l f�gg�en, hogy f �s a k�zel¡t� f�ggv�ny elt�r�s�t hogy m�r-

j�k, k�l�nb�z� eseteket kapunk. Ha azt k�vetelj�k meg, hogy a k�-

zel¡t� f�ggv�ny az x
1

, x
2

, . . . , xn pontokban megegyezzen f -el, kapjuk
az interpol 
i¢ eset�t. Ha azt k�vetelj�k meg, hogy az x

1

, x
2

, . . . , xn
pontokban m�rt elt�r�sek n�gyzet�sszege minim lis legyen, akkor a

legkisebb n�gyzetek m¢dszer�t kapjuk. V�g�l, ha az eg�sz H-n vett

elt�r�s szupr�mum t minimaliz ljuk, akkor az egyenletesen legjobb

k�zel¡t�st.

3.2. Interpol 
i¢. Az interpol 
i¢ k�l�n�sen akkor hasznos, ha

az f f�ggv�ny �rt�keit 
sak az x
1

, x
2

, . . . , xn pontokban ismerj�k. A

leg ltal nosabb esetben az

f(xj) = g(xj , a1, a2, . . . , am), j = 1, 2, . . . , n

egyenletrendszert kapjuk. Ezt az a
1

, a
2

, . . . , am param�terekre meg-

oldva, kapjuk az interpol l¢ f�ggv�nyt.

A legfontosabb az az eset, amikor f egy [a, b℄ intervallumon �r-

telmezett val¢s f�ggv�ny, x
1

, x
2

, . . . , xn az [a, b℄ pontjai, interpol l¢
f�ggv�nyk�nt pedig legfeljebb n− 1-edfok£ polinomot keres�nk. Leg-

feljebb egy interpol 
i¢s polinom l�tezik, hiszen k�t ilyen polinom k�-

l�nbs�ge olyan legfeljebb n− 1-edfok£ polinom, amelynek legal bb n
gy�ke van, ¡gy 
sak azonosan nulla lehet. Mindig l�tezik interpol -

l¢ polinom, �s k�nnyen meg is adhat¢. Ha Lk,k+1,...,l-lel jel�lj�k az

xk, xk+1, . . . , xl pontokra t maszkod¢ interpol 
i¢s polinomot, akkor

Lj ≡ f(xj)-b�l kiindulva az Aitken-f�le elj r ssal

Lk,k+1,...,l(x)
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=

Lk+1,k+2,...,l(x)(x − xk)− Lk,k+1,...,l−1

(x)(x − xl)
xl − xk

.

3.3. Osztott di�eren
i k. Vezess�k be az

f(xk;xk+1; . . . ;xl)

=

f(xk+1;xk+2; . . . ;xl)− f(xk;xk+1; . . . ;xl−1

)

xl − xk
osztott di�eren
i kat. Az osztott di�eren
i k �s bizonyos polinomok

elrendezhet�k az £gynevezett Fraser{diagramban:

1

f(x
1

) (x− x
1

)

1 f(x
1

;x
2

) (x− x
1

)(x− x
2

)

f(x
2

) (x− x
2

) f(x
1

;x
2

;x
3

) (x− x
1

)(x− x
2

)(x− x
3

)

1 f(x
2

;x
3

) (x− x
2

)(x− x
3

) f(x
1

;x
2

;x
3

;x
4

)

f(x
3

) (x− x
3

) f(x
2

;x
3

;x
4

) (x− x
2

)(x− x
3

)(x− x
4

)

1 f(x
3

;x
4

) (x− x
3

)(x− x
4

) f(x
2

;x
3

;x
4

;x
5

)

f(x
4

) (x− x
4

) f(x
3

;x
4

;x
5

) (x− x
3

)(x− x
4

)(x− x
5

)

1 f(x
4

;x
5

) (x− x
4

)(x− x
5

) f(x
3

;x
4

;x
5

;x
6

)

f(x
5

) (x− x
5

) f(x
4

;x
5

;x
6

) (x− x
4

)(x− x
5

)(x− x
6

)

1 f(x
5

;x
6

) (x− x
5

)(x− x
6

)

.

.

.

f(x
6

) (x− x
6

)

.

.

.

1

.

.

.

.

.

.

A Fraser{diagrammb¢l £gy kaphatunk interpol 
i¢s polinomokat, hogy

valamelyik f(xi) pontb¢l kiindulva minden l�p�sben vagy jobbra fel-

fel�, vagy jobbra lefel� haladunk. Minden l�p�sn�l egy £j tagot adunk

a polinomhoz, jobbra felfel� l�pve az �ppen el�rt osztott di�eren
ia �s

az alatta l�v� polinom szorzat t, jobbra lefel� l�pve pedig az �ppen



3.§ Approxim 
i¢ 19

el�rt osztott di�eren
ia �s a felette l�v� polinom szorzat t. P�ld ul

f(x
1

)-b�l indulva �s jobbra lefel� haladva az

L
1,2,...,n(x) = f(x

1

) + f(x
1

;x
2

)(x− x
1

) + . . .

+f(x
1

;x
2

; . . . ;xn)(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn−1

)

el� ll¡t st kapjuk, ez Newton interpol 
i¢s formul ja. Megjegyez-

z�k, hogy b rhogy is jutunk el az f(xk; . . . ;xl) osztott differen
i -

hoz a Fraser-diagramban, mindig az xk, . . . , xl pontokra t maszkod¢

Lk,k+1,...,l interpol 
i¢s polinomhoz jutunk, 
sak m s alakban.

3.4. Az interpol 
i¢ alkalmaz sa. Az els�rend� polinommal

val¢ line ris interpol 
i¢t mindenki ismeri:

f(x) ≈ f(x
1

) + f(x
1

;x
2

)(x− x
1

).

A m sodfok£ polinommal t�rt�n� parabolikus interpol 
i¢ m r rit-

k bban haszn latos. A gyakorlatban  ltal ban adott egy t bl zat, �s

egy x �rt�kre az f(x) lehet� legjobb k�zel¡t�s�t szeretn�nk meghat -

rozni, de nem tudjuk, hogy milyen m foksz mot v lasszunk. A k�vet-

kez� elj r st k�vethetj�k: Sz mozzuk meg az alappontokat |x − xi|
n�vekv� sorrendj�ben. Legyen

ǫm =

∣

∣pm+1

(x) − pm(x)
∣

∣, ahol pm = L
1,2,...,m,

�s sz m¡tsuk ki rendre a

p
1

(x), p
2

(x), ǫ
1

, p
3

(x), ǫ
2

, p
4

(x), ǫ
3

, . . .

�rt�keket. Ha E m r kiel�g¡t� pontoss g, akkor addig sz molunk,

am¡g ǫm ≤ E lesz. Ha ilyen m nin
s, akkor addig n�velj�k m-et, am¡g

ǫm 
s�kken.

3.5. P�lda. Hat rozzuk meg a KNO

3

oldhat¢s g t v¡zben 40 C

◦
-

on, ha adott 0, 20, 50, 80 �s 100 C

◦
-on az oldhat¢s g.

Az Aitken-f�le elj r ssal sz molva az

L
1

(x)
L
1,2(x)

L
2

(x) L
1,2,3(x)

L
2,3(x) L

1,2,3,4(x)
L
3

(x) L
2,3,4(x) L

1,2,3,4,5(x)
L
3,4(x) L

2,3,4,5(x)
L
4

(x) L
3,4,5(x)

L
4,5(x)

L
5

(x)
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�rt�keket, g KNO

3

/100 g H

2

O egys�gben

50 C

◦
85,5

67,53
20 C

◦
31,6 64,00

49,90 64,12
0 C

◦
13,30 63,65 64,36

91,15 62,94
80 C

◦
169,0 60,69

15,00
100 C

◦
246,0

Mivel a kiindul si �rt�kek egy tizedesre vannak megadva, E = 0,2-
n�l jobb k�zel¡t�st nem v rhatunk. A sz m¡t sok szerint m sodfo-

ku interpol 
i¢n l kell meg llni, �s a kapott k�zel¡t� �rt�k 64,0. A

m�rt �rt�k 63,9. L thatjuk, hogy ha tov bb n�velj�k a foksz mot, a

k�zel¡t�s romlik.

3.6. Feladat. NH

4

NO

3

�s KCl 
sereboml s val KNO

3

-ot �s NH

4

Cl-

ot akarunk el� ll¡tani. Ǳbr zoljuk e s¢k oldhat¢s g t a h�m�rs�klet

f�ggv�ny�ben, m¢l/100 g H

2

O egys�gben, a t bl zatban tal lt adato-

kat interpol 
i¢val s�r¡tve!

3.7. Feladat. Hat rozzuk meg

√
110 �rt�k�t a n�gyzetsz mok

gy�keib�l, interpol 
i¢val!

3.8. Feladat. K�sz¡ts�nk t bl zatot, amelyb�l sinx �rt�ke 2−15

pontoss ggal meghat rozhat¢ line ris interpol 
i¢val! Mennyi lehet a

l�p�sk�z?

3.9. A legkisebb n�gyzetek m¢dszere. Sokszor a k�zel¡ten-

d� f�ggv�ny m�rt �rt�kei el�g nagy hib t tartalmaznak. Ilyenkor nem


�lszer� azt k¡v nni, hogy a k�zel¡t� f�ggv�ny az x
1

, x
2

, . . . , xn pon-

tokban megegyezzen a m�rt �rt�kekkel, mert akkor a hib t is tartal-

mazza. El�g azt megk�vetelni, hogy a m�rt �rt�kek k�zel�ben legyen.

A m¢dszer �rtelm�ben teh t az a
1

, a
2

, . . . , am param�tereket £gy kell

megv lasztani, hogy ha f(x
1

), . . . , f(xn) a m�rt �rt�kek, akkor a

�(a) =

n
∑

i=1

wi
(

f(xi)− g(xi, a1, a2, . . . , am)
)

2
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elt�r�s minim lis legyen. Itt a wi-k pozit¡v s£lyok, amelyeket az f(xi)
�rt�kek sz¢r sn�gyzete re
iprok nak 
�lszer� v lasztani. Ezt a mini-

mumot a ∇�(a) = 0 egyenletrendszer megold s val kereshetj�k.

Ha spe
i lisan

g(x, a
1

, a
2

, . . . , am) = a
1

g
1

(x) + a
2

g
2

(x) + · · ·+ amgm(x),

akkor bevezetve f�ggv�nyekre a

〈φ, ψ〉 =
n
∑

i=1

wiφ(xi)ψ(xi)

�bels� szorzatot", a

m
∑

k=1

ak〈gk, gj〉 = 〈f, gj〉, j = 1, 2, . . . ,m

line ris egyenletrendszert kapjuk. A megold s k�l�n�sen egyszer�, �s

a sz m¡t si hib k ki
sik, ha a gk f�ggv�nyek ortogon lisak. Ezt £gy

�rhetj�k el, hogy a g
1

, . . . , gm f�ggv�nyeket egy h
1

, . . . , hm f�ggv�ny-

rendszerb�l a Gram{S
hmidt-f�le ortogonaliz 
i¢s elj r ssal  ll¡tjuk

el� (l sd k�s�bb, a Hilbert terekn�l). A k�zel¡tend� �s a k�zel¡t� f�gg-

v�ny t vols g t m�r� δm = �(a
1

, . . . , am) mennyis�g az f−∑m
j=1 ajgj

hibaf�ggv�ny �nmag val vett bels� szorzata.

Ha egyv ltoz¢s polinomk�zel¡t�st keres�nk, akkor h
1

(x) = 1,

h
2

(x) = x, �s hk+1(x) = xgk(x) v laszt ssal �rdemes dolgozni, mert

ekkor 〈hk+1, gj〉 = 0, ha j < k − 1. A foksz mot addig �rdemes

n�velni, am¡g a δm/(n−m) mennyis�g l�nyegesen 
s�kken.

3.10. Sim¡t s. Ha a keresend� f�ggv�nyr�l nem t�telezhet� fel,

hogy az eg�sz �rtelmez�si tartom ny n egy polinommal j¢l k�zel¡thet�,

akkor is 
s�kkenthetj�k a v�letlen hib kat sim¡t ssal. Ha p�ld ul az

xi pont egy k�rnyezet�ben feltehet�, hogy ott a keresett f�ggv�ny j¢l

k�zel¡thet� egy egyenessel, akkor az ezen k�rnyezetben l�v� pontokra

a legkisebb n�gyzetek m¢dszer�vel egy line ris f�ggv�nyt illeszt�nk,

�s ezen f�ggv�ny xi helyen felvett �rt�ke lesz az £j, sim¡tott �rt�k.

Legt�bbsz�r a sim¡t shoz a legk�zelebbi 3 vagy 5 pontot haszn ljuk.

Az (xj , yj) pontokra a legkisebb n�gyzetek m¢dszer�vel illeszthet�

egyenes egyenlete:

y −my =
r

sx
(x−mx),
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ahol mx az xj-k, my az yj-k  tlaga, �s

sx =
∑

j

(xj −mx)
2, r =

∑

j

(xj −mx)(yj −my).

3.11. Feladat. 50 C

◦
-on, k�l�nb�z� nyom sokon megm�rt�k 1

m¢l NH

3

t�rfogat t:

P/kPa 118,6 498 957 1573

V/dm3

22,13 5,11 2,55 1,456

Hat rozzuk meg a van der Waals  lland¢kat!

3.12. Feladat. Egy Weston-elem fesz�lts�ge 20 C

◦
-t¢l elt�r� h�-

m�rs�kleten, az elt�r�s f�ggv�ny�ben:

δ/C◦ −10 −5 0 5 10 15

U/V 1,01895 1,01883 1,01865 1,01842 1,01816 1,01786

Adjunk egy polinomk�zel¡t�st az U = f(δ) f�ggv�nyre!

3.13. Feladat. Folyad�kok g�znyom sa az lnP = A + B/T
�sszef�gg�s szerint v ltozik. Hat rozzuk meg az A �s B  lland¢kat

a
eton eset�ben, ha

P/MPa 0,1 0,2 0,5 1 2 3 4

t/C◦
56,5 78,6 113,0 144,5 181,0 205,0 214.5

3.14. Egyenletesen j¢ k�zel¡t�sek. Csak az egyv ltoz¢s po-

linomk�zel¡t�sekkel fogunk foglalkozni. Helyettes¡t�ssel el�rhetj�k,

hogy az f f�ggv�ny a [−1, 1℄ intervallumon legyen �rtelmezve. Ala-


sony foksz m£, de m�gis j¢ k�zel¡t�st £gy kaphatunk, hogy egy pon-

tos, de magas foksz m£ polinomk�zel¡t�s foksz m t alkalmasan 
s�k-

kentj�k. Erre alkalmasak a Csebisev-polinomok: T
0

(x) = 1, T
1

(x) =
x, �s Tk(x) = 2xTk−1

(x)−Tk−2

(x), ha k > 1. A pn kezdeti k�zel¡t�st,

amelynek hib ja ǫn, fel¡rhatjuk a Csebisev{polinomok seg¡ts�g�vel:

pn(x) =
n
∑

i=0

aix
i
=

n
∑

k=0

bkTk(x).
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A bk konstansok az egy�tthat¢k �sszehasonl¡t s val meghat rozha-

t¢k. A

pm(x) =
m
∑

k=0

bkTk(x)


s�kkentett foksz m£ k�zel¡t�s ǫm hib ja legfeljebb

ǫn +

n
∑

k=m+1

|bk|,

m¡g a lehet� legjobb legfeljebbm-edfok£ polinommal t�rt�n� k�zel¡t�s

hib ja is legal bb

|bm+1

| − ǫn −
n
∑

k=m+2

|bk|.

A Tk polinomok �rt�kei a de�n¡
i¢jukb¢l k�nnyen sz m¡that¢k. Az

m foksz mot £gy kell megv lasztani, hogy a hiba m�g megengedhet�

legyen. A kezdeti pontos k�zel¡t�st kaphatjuk p�ld ul a Taylor-sor

felhaszn l s val, vagy az al bbi t�tel alapj n:

3.15. T�tel. Legyen f folytonos, val¢s �rt�k� f�ggv�ny [−1, 1℄-
en. Ha pn a


os

(

π(2k − 1)

2n

)

, k = 1, 2, . . . , n

alappontokhoz tartoz¢ interpol 
i¢s polinom, akkor n ≤ 20 eset�n

hib ja legfeljebb n�gyszer, n ≤ 100 eset�n hib ja legfeljebb �tsz�r

akkora, mint az f -et egyenletesen legjobban k�zel¡t� polinom hib ja.

3.16. Feladat. Adjunk meg 2

x
-et [0, 1℄-en 10

−3

-n l pontosab-

ban k�zel¡t�, ala
sony foksz m£ polinomot!

* 3.17. Feladat. �rjunk ex, sinx, 
osx, lnx, �s ar
tg x lehet� leg-

pontosabb kisz m¡t s ra alkalmas programokat az alapm�veletek fel-

haszn l s val!

*** 3.18. Feladat. �rjunk programot a standard norm lis eloszl s

eloszl sf�ggv�ny�nek (l sd a val¢sz¡n�s�gsz m¡t sn l) gyors �s pontos

sz m¡t s ra!
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3.19. K�zel¡t� di�eren
i l s. A f�ggv�ny egy k�zel¡t�s�t de-

riv lva, a deriv lt egy k�zel¡t�s�t kaphatjuk. A hiba j¢val nagyobb,

mint az eredeti k�zel¡t�s hib ja, ez�rt m r kis hib k eset�n is ink bb a

legkisebb n�gyzetek m¢dszer�t haszn ljuk, mint interpol 
i¢t. Durva

t j�koz¢d sra alkalmasak az osztott di�eren
i k is, mert

f(xk; . . . ;xl) =
f (l−k)(ζ)

(l − k)! ,

min{xk, . . . , xl} < ζ < max{xk, . . . , xl}.

3.20. K�zel¡t� integr l s. Az approxim 
i¢ felhaszn lhat¢ k�-

zel¡t� integr l sra is. Egy val¢s v ltoz¢s, val¢s �rt�k� f�ggv�ny integ-

r lj t a k�zel¡t� f�ggv�ny integr lj val k�zel¡thetj�k. Ha a f�ggv�ny

�rt�keit 
sak bizonyos pontokban ismerj�k, akkor interpol 
i¢t �rde-

mes haszn lni. Azt is megtehetj�k, hogy az [a, b℄ �rtelmez�si tarto-

m nyt kisebb r�szekre osztjuk, minden szakaszon egy egyszer� f�gg-

v�nnyel k�zel¡t�nk, ennek az integr lj t sz m¡tjuk ki, �s a kis r�szeken

vett integr lokat �sszeadjuk. P�ld ul minden kis r�szen egyenessel k�-

zel¡tve, trap�zok ter�leteit kell �sszeadni.

Ha a f�ggv�ny�rt�kek k�nnyen sz m¡that¢k, akkor szok s az �rtel-

mez�si tartom nyt egyenl� r�szekre osztani; n egyenl� r�szre osztva,

�s minden r�szen egyenessel k�zel¡tve, kapjuk a trap�z{formul t:

∫ b

a

f(x) dx ≈

b− a
2n

(

f(x
0

) + 2f(x
1

) + 2f(x
2

) + · · ·+ 2f(xn−1

) + f(xn)
)

.

Ha 2n egyenl� r�szre osztunk, �s az [x
2k, x2k+2℄ szakaszon parabolikus

interpol 
i¢t haszn lunk, kapjuk a Simpson-formul t:

∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a
6n

(

f(x
0

) + 4f(x
1

) + 2f(x
2

)

+ 4f(x
3

) + 2f(x
4

) + · · ·+ 4f(x
2n−1

) + f(x
2n)
)

A pontoss g az oszt¢pontok sz m nak n�vel�s�vel fokozhat¢. C�lsze-

r� az oszt¢pontok sz m t minden l�p�sben dupl zni. Jel�lje Sk az
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n2k oszt¢pontra alkalmazott trap�zformul val kapott �rt�keket. Ki-

sz m¡t s ra 
�lszer� az

Sk =
Sk−1

2

+

b− a
n2k

n2k−1

∑

j=1

f
(

a+
2j − 1

n2k
(b− a)

)

�sszef�gg�st haszn lni. A pontoss g tov bb n�velhet� Romberg m¢d-

szer�vel: sz m¡tsuk ki az

S
(i)
k = S

(i−1)

k +

1

2

i − 1

(

S
(i−1)

k − S(i−1)

k−1

)

mennyis�geket, ahol S
(1)

k = Sk. Az S
(i)
k mennyis�g  ltal ban ann l

pontosabb k�zel¡t�se az integr lnak, min�l nagyobb i �s k. A sz m¡t st

addig folytatjuk, m¡g k�t k�zel¡t�s k�z�tt az elt�r�s m r el�g ki
si.

Megjegyezz�k, hogy az S
(2)

k k�zel¡t�sek ugyanazok, amiket a Simpson-

formul val kapunk.

3.21. Feladat. Egy f�gg�legesen emelked�  gy£goly¢ magas-

s ga az id� f�ggv�ny�ben:

t/s 0 2 4 6 8

h/m 0 98 371 801 1463

Mikor l�pte  t a hangsebess�get?

3.22. Feladat. Egy g zkromatogr f �rz�kel� berendez�se egy

�
s£
s" �rz�kel�se sor n, 0.1 s-onk�nt az al bbi intenzit sokat m�r-

te, µg/s egys�gekben: 0,00, 0,01, 0,04, 0,18, 0,54, 1,30, 2,42, 3,52,

3,99, 3,81, 3,33, 2,66, 1,94, 1,30, 0,79, 0,44, 0,22, 0,10, 0,04, 0,02,

0,01, 0,00. Hat rozzuk meg az anyagmennyis�get!

3.23. Feladat. Sz moljuk ki az

∫ π

0

sinx

x
dx

integr lt Romberg m¢dszer�vel!

* 3.24. Feladat. Hat rozzuk meg az x = 0, 0,2, . . . , 5,0 �rt�kek-
re az

∫ ∞

x

e−t
2/2 dt

integr lt!
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II. M�RT�K �S INTEGRǱL

4.§ M�rt�kterek

4.1. B�v¡tett val¢s sz mok. A b�v¡tett val¢s sz mok halma-

z n az R = R∪{−∞,+∞} halmazt �rtj�k, a nyilv nval¢ rendez�ssel.

A m�veletek akkor vannak �rtelmezve, ha ez folytonosan lehets�ges.

P�ld ul∞+∞ =∞, x ·∞ =∞, ha x > 0, de∞−∞ nin
s de�ni lva.

N�h nyszor 0 · ∞-t �rdemes 0-nak de�ni lni, ha ezt a meg llapod st

haszn ljuk, jelezni fogjuk.

4.2. De�n¡
i¢. Az X halmaz r�szhalmazainak egy A rendszer�t

σ-algebr nak nevezz�k, ha teljes�lnek a k�vetkez� felt�telek:

(1) ∅ ∈ A;
(2) ha A ∈ A, akkor X\A ∈ A;
(3) ha Ai ∈ A (i = 1, 2, . . .), akkor ∪∞i=1Ai ∈ A.
A elemeit m�rhet� halmazoknak nevezz�k. Az (X,A, µ) h rmast

m�rt�kt�rnek, µ-t pedig m�rt�knek nevezz�k, ha µ az A-n �rtelme-

zett, nemnegat¡v, b�v¡tett val¢s �rt�k� halmazf�ggv�ny, amelyre

(4) µ(∅) = 0;

(5) ha az Ai, i = 1, 2, . . . halmazok m�rhet�ek �s p ronk�nt disz-

junktak, akkor

µ (∪∞i=1Ai) =
∞
∑

i=1

µ(Ai) (σ-additivit s).

M�rt�kt�r egy m�rhet� r�szhalmaz t σ-v�gesnek nevezz�k, ha

el� ll¡that¢ megsz ml lhat¢ sok v�ges m�rt�k� m�rhet� halmaz egye-

s¡t�sek�nt. A m�rt�kteret v�gesnek nevezz�k, ha µ(X) < ∞, σ-
v�gesnek, ha X σ-v�ges, �s teljesnek, ha b rmely m�rhet� �s null-

m�rt�k� halmaz minden r�szhalmaza is m�rhet�.
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4.3. P�lda. Legyen X egy tetsz�leges halmaz, A az X �sszes

r�szhalmazainak rendszere, �s µ(A) az A elemeinek sz ma, ha A v�ges

halmaz, m¡g µ(A) = ∞, ha A-nak v�gtelen sok eleme van. Ekkor

(X,A, µ) m�rt�kt�r; µ-t sz ml l¢ m�rt�knek nevezz�k.

4.4. T�tel. Legyen (X,A, µ)m�rt�kt�r. EkkorA-b¢l nem vezet

ki a k�l�nbs�g-, a megsz ml lhat¢ uni¢- �s a metszetk�pz�s.

Bizony¡t s.

n
⋃

i=1

Ai = A
1

∪ A
2

∪ . . . ∪An ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .

miatt A-b¢l nem vezet ki a v�ges uni¢k�pz�s. Most a

⋂

i

Ai = X\
(

⋃

i

(X\Ai)
)

�sszef�gg�s szerint A z rt a megsz ml lhat¢ metszetk�pz�sre. V�g�l

A\B = A ∩ (X\B) miatt A-b¢l nem vezet ki a k�l�nbs�gk�pz�s.

4.5. T�tel. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r. Ekkor

(1) m�rhet� halmazok b rmely v�ges, p ronk�nt diszjunkt rendsze-

r�re

µ (∪ni=1Ai) =
n
∑

i=1

µ(Ai) (additivit s);

(2) ha A,B ∈ A, A ⊂ B, akkor µ(A) ≤ µ(B) (monotonit s), �s ha

µ(A) <∞, akkor µ(B\A) = µ(B) − µ(A);
(3) m�rhet� halmazok b rmely megsz ml lhat¢ rendszer�re

µ (∪iAi) ≤
∑

i

µ(Ai) (σ-szubadditivit s);

(4) m�rhet� halmazok b rmely b�v�l� A
1

⊂ A
2

⊂ . . . sorozat ra
µ (∪∞i=1Ai) = lim

i→∞
µ(Ai);

(5) m�rhet� halmazok egy sz�k�l� A
1

⊃ A
2

⊃ . . . sorozat ra
µ (∩∞i=1Ai) = lim

i→∞
µ(Ai),

ha
sak µ(A
1

) <∞.

A (4) �s (5) tulajdons gokat szok s a m�rt�k folytonoss g nak

nevezni.
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Bizony¡t s. (1) k�zvetlen�l k�vetkezik a de�n¡
i¢b¢l, ∅ = An+1 =
An+2 = · · · v laszt ssal. (2) azon m£lik, hogy A �s B\A diszjunk-

tak, uni¢juk pedig B. (3) bizony¡t s hoz azt kell �szrevenni, hogy

B
1

= A
1

�s Bi = Ai\(∪j<iAj), ha i > 1 jel�l�ssel ∪iAi = ∪iBi �s a
Bi-k diszjunktak. (4) felt�telei mellett B

1

= A
1

�s Bi = Ai\Ai−1

, ha

i > 1 jel�l�ssel a Bi-k diszjunktak, ¡gy

µ (∪∞i=1Ai) = µ (∪∞i=1Bi) =
∞
∑

i=1

µ(Bi)

= lim

n→∞

n
∑

i=1

µ(Bi) = lim

n→∞
µ (∪ni=1Bi)

= lim

n→∞
µ(An).

(5)-�t megkapjuk, ha (2)-t �s (4)-et alkalmazzuk a Bi = A
1

\Ai hal-
mazokra.

4.6. De�n¡
i¢. Legyen X egy halmaz. A µ∗
nemnegat¡v b�v¡-

tett val¢s �rt�k� halmazf�ggv�nyt k�ls� m�rt�knek nevezz�k, ha X
�sszes r�szhalmaz n van �rtelmezve, �s

(1) ha az Ai ⊂ X megsz ml lhat¢ halmazrendszer lefedi az A hal-

mazt, azaz A ⊂ ∪iAi, akkor µ∗
(A) ≤∑i µ

∗
(Ai) (σ-szubadditivi-

t s).

Egy A ⊂ X halmazt µ∗
-m�rhet�nek nevez�nk, ha

(2) µ∗
(T ) = µ∗

(T ∩ A) + µ∗
(T\A) minden T ⊂ X-re.

4.7. T�tel. Legyen µ∗
k�ls� m�rt�k X-en, jel�lje A a µ∗

-

m�rhet� halmazok oszt ly t, �s µ a µ∗
megszor¡t s t A-ra. Ekkor

(X,A, µ) teljes m�rt�kt�r.

4.8. A Lebesgue-m�rt�k. Egy k-dimenzi¢s t�glatesten k da-

rab intervallum (egydimenzi¢s t�glatest) Des
artes{szorzat t �rtj�k.

Egy T t�glatest νk(T ) t�rfogata az oldalhosszak szorzata. (Itt 0 ·∞ =

0.) Egy A ⊂ R

k
halmazra legyen

λk,∗(A) = inf

∞
∑

i=1

νk(Ti),

ahol az in�mum az �sszes olyan Ti, i = 1, 2, . . . t�glatestrendszerre
�rtend�, amely lefedi A-t. Megmutathat¢, hogy λk,∗ k�ls� m�rt�k
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R

k
-n. A λk,∗ k�ls� m�rt�ket k-dimenzi¢s Lebesgue k�ls� m�rt�knek

nevezz�k. Jel�lje Lk a λk,∗-m�rhet� halmazok oszt ly t �s λk a

λk,∗ megszor¡t s t Lk-ra. Az Lk halmazrendszer elemeit k-dimenzi¢s

Lebesgue-m�rhet� halmazoknak, a λk m�rt�ket pedig k-dimenzi¢s

Lebesgue-m�rt�knek nevezz�k.

4.9. T�tel. A k-dimenzi¢s t�gl k Lebesgue-m�rhet�ek, �s Le-

besgue-m�rt�k�k a t�rfogatuk. Minden ny¡lt �s z rt halmaz Lebesgue-

m�rhet�. B rmely A ⊂ R

k
Lebesgue-m�rhet� halmazhoz �s b rmely

ǫ > 0-hoz van olyan G ny¡lt �s F z rt halmaz, hogy F ⊂ A ⊂ G �s

λk(G\F ) < ǫ.

4.10. Borel-halmazok. A ny¡lt halmazok Lebesgue-m�rhet}os�-

g�b�l igen sok R

k
-beli halmaz m�rhet�s�ge k�vetkezik. P�ld ul mind-

azok a halmazok Lebesgue-m�rhet�ek, amelyek el� ll¡that¢k a ny¡lt

halmazokb¢l kiindulva, megsz ml lhat¢ sok m�velettel, ahol minden

m�velet komplementerk�pz�s vagy uni¢k�pz�s. Az ilyen halmazokat

Borel-halmazoknak nevezz�k.

4.11. Geometriai m�rt�kek. A h rom dimenzi¢s euklideszi

t�ren a Lebesgue-m�rt�k a t�rfogat fogalm nak  ltal nos¡t sa. Be le-

het azonban vezetni olyan k�tdimenzi¢s m�rt�ket az R

3

t�ren, amely

a felsz¡nt adja, illetve olyan egydimenzi¢s m�rt�ket, amely a g�rb�k

¡vhossz t adja. Ǳltal nosabban, az R

k
t�ren 0 ≤ m ≤ k eset�n de�-

ni lhat¢ az m-dimenzi¢s χm Hausdor�-m�rt�k. A ny¡lt halmazok, �s

¡gy a Borel-halmazok is χm-m�rhet�ek. Megjegyezz�k, hogy χk = λk.

4.12. Majdnem minden�tt. Legyen (X,A, µ) egy m�rt�kt�r.

Ha P egy pontbeli tulajdons g, akkor gyakran fogjuk azt mondani,

hogy P majdnem minden�tt teljes�l X-en. Ez azt jelenti, hogy azon

pontok halmaza, ahol P nem teljes�l, vagy nin
s �rtelmezve, m�rhe-

t�, �s m�rt�ke nulla. P�ld ul, az hogy az f �s g f�ggv�nyek majdnem

minden�tt egyenl�ek, azt jelenti, hogy az

{

x : x ∈ X, f(x) = g(x)
}

halmaz komplementere m�rhet� �s nullm�rt�k�. Ezt a halmazt egy�b-

k�nt gyakran r�viden, b r n�mileg pontatlanul {f = g}-vel jel�lj�k.
Hasonl¢an �rtj�k az {f < g}, {f < a}, stb. jel�l�seket is.

4.13. M�rhet� f�ggv�nyek. Legyen (X,A, µ) egy m�rt�kt�r.

Egy X-et R-ba k�pez� f f�ggv�nyt m�rhet�nek nevez�nk, ha az {f <
a} n¡v¢halmazai m�rhet�ek minden a ∈ R-re. Egy komplex �rt�k�

f�ggv�nyt akkor nevez�nk m�rhet�nek, ha a val¢s �s k�pzetes r�sze
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m�rhet�, egy vektor �rt�k� f�ggv�nyt pedig akkor, ha a koordin ta-

f�ggv�nyei m�rhet�ek. Az R

k
-n �rtelmezett f�ggv�nyek eset�n, ha

a n¡v¢halmazok m�rhet�s�ge helyett az tessz�k fel, hogy azok Borel-

halmazok, a Borel-f�ggv�ny fogalm t kapjuk. Megjegyezz�k, hogy a

folytonos f�ggv�nyek mind Borel-f�ggv�nyek.

4.14. T�tel. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, f : X → R

k
egy

m�rhet� f�ggv�ny, g : Rk → R

n
pedig Borel-f�ggv�ny. Ekkor a g ◦ f

�sszetett f�ggv�ny m�rhet�.

4.15. K�vetkezm�ny. Ha f �s g m�rhet� f�ggv�nyek, c ∈ R,

akkor az f + c, cf , |f |, 1/f , f + g, fg f�ggv�nyek | ha �rtelmezve

vannak | m�rhet�ek.

4.16. T�tel. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, fn, n = 1, 2, . . . pedig
m�rhet�, b�v¡tett val¢s �rt�k� f�ggv�nyek sorozata. Ekkor az infn fn,
supn fn, lim infn→∞ fn �s lim supn→∞ fn f�ggv�nyek m�rhet�ek.

4.17. K�vetkezm�ny. Ha f(x) = limn→∞ fn(x) minden x ∈
X-re, akkor az f f�ggv�ny is m�rhet�.

4.18. Feladat. Hat rozzuk meg a ra
ion lis sz mok halmaz -

nak Lebesgue-m�rt�k�t!

4.19. Feladat. Hat rozzuk meg a s¡k azon pontjai halmaz nak

m�rt�k�t, amelyek egyik koordin t ja ra
ion lis!

4.20. Feladat. Hat rozzuk meg azon [0, 1℄-beli sz mok halma-

z nak a m�rt�k�t, amelyek fel¡rhat¢k £gy h rmas sz mrendszerben,

hogy a fel¡r s nem tartalmaz egyest!

4.21. Feladat. A [0, 1℄ intervallum k�zep�b�l kivesz�nk egy 1/4
hossz£s g£ ny¡lt intervallumot. A visszamarad¢ k�t z rt intervallum

k�zep�b�l kivesz�nk egy-egy 1/42 hossz£s g£ ny¡lt intervallumot, stb.

Hat rozzuk meg a visszamarad¢ halmaz m�rt�k�t!



5.§ Integr l s 31

5.§ Integr l s
5.1. Az integr l. Legyen (X,A, µ) egy m�rt�kt�r, �s f : X →

R egy m�rhet� f�ggv�ny. Ha az f f�ggv�ny nemnegat¡v, akkor az

∫

f dµ vagy

∫

X

f dµ vagy

∫

X

f(x) dµ(x)

integr lj t az �sszes

n
∑

i=1

yiµ(Ai)

integr lk�zel¡t� �sszegek szupr�mumak�nt de�ni ljuk, ahol

A
1

, . . . , An

diszjunkt m�rhet� halmazok,

f(x) ≥ yi, ha x ∈ Ai.

Itt is 0 · ∞ =∞ · 0 = 0.

Ha most az f tetsz�leges, akkor legyen

∫

f dµ =

∫

f+ dµ−
∫

f− dµ,

ahol

f+ = max{f, 0} �s f−
= max{−f, 0}.

Ha

∫

f dµ v�ges, akkor a f�ggv�nyt integr lhat¢nak nevezz�k.

Komplex �rt�k� m�rhet� f�ggv�ny integr lj t az

∫

f dµ =

∫

ℜf dµ+ i

∫

ℑf dµ

�sszef�gg�ssel de�ni ljuk, ha a ℜf val¢s �s az ℑf k�pzetes r�sz is

integr lhat¢. V�g�l, vektor �rt�k� f f�ggv�ny eset�n legyen

∫

f dµ = y, ahol yj =

∫

fj dµ (j = 1, 2, . . . , n),

ha az fj koordin ta-f�ggv�nyek mind integr lhat¢ak.

X egy A m�rhet� r�szhalmaza felett £gy integr lhatunk, hogy a

r�szhalmazon k¡v�l a f�ggv�nyt null nak de�ni ljuk, �s az ¡gy kiter-

jesztett f�ggv�nyt integr ljuk.
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5.2. T�tel. Legyen (X,A, µ) egy m�rt�kt�r, f �s g az X-en �r-

telmezett, b�v¡tett val¢s, komplex, vagy vektor �rt�k�, m�rhet� f�gg-

v�nyek, c ∈ R.

(1) Ha f 
sak megsz ml lhat¢ sok y
1

, y
2

, . . . �rt�ket vesz fel, akkor

pontosan akkor integr lhat¢, ha az al bbi sor abszol£t konver-

gens, �s ekkor

∫

f dµ =

∞
∑

j=1

yjµ
(

{f = yj}
)

(itt 0 · ∞ =∞ · 0 = 0);

(2) f pontosan akkor integr lhat¢, ha |f | integr lhat¢, �s
∣

∣

∣

∣

∫

f dµ

∣

∣

∣

∣

≤
∫

|f | dµ;

(3) ha A ∈ A �s µ(A) = 0, akkor

∫

A

f dµ = 0;

(4) ha

∫

|f | dµ = 0,

akkor f = 0 majdnem minden�tt;

(5) ha |f | ≤ g �s g integr lhat¢, akkor f is;

(6) ha f = g majdnem minden�tt �s

∫

f dµ l�tezik, akkor

∫

f dµ =

∫

g dµ;

(7) ha

∫

f dµ l�tezik, akkor

∫

cf dµ = c

∫

f dµ (itt 0 · ∞ = 0);

(8) ha f �s g integr lhat¢ak, akkor

∫

(f + g) dµ =

∫

f dµ+

∫

g dµ.
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5.3. Beppo Levi t�tele. Legyen (X,A, µ)m�rt�kt�r, �s legyen

f
1

, f
2

, . . . m�rhet�, b�v¡tett val¢s �rt�k�, nemnegat¡v f�ggv�nyek egy

monoton n�veked� sorozata. Ekkor

lim

n→∞

∫

X

fn dµ =

∫

X

lim

n→∞
fn(x) dµ(x).

5.4. Lebesgue t�tele. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, �s legye-

nek f, f
1

, f
2

, . . . b�v¡tett val¢s, komplex, vagy vektor�rt�k� m�rhet�

f�ggv�nyek, g pedig nemnegat¡v, b�v¡tett val¢s �rt�k�, integr lhat¢

f�ggv�ny. Ha

|fn| ≤ g (n = 1, 2, . . .), �s fn → f,

akkor

∫

|fn − f | dµ→ 0 �s

∫

fn dµ→
∫

f dµ.

5.5. A Riemann- �s a Lebesgue-integr l. Ha a Lebesgue-

m�rt�k szerint integr lunk, akkor a Lebesgue-integr lt kapjuk. Meg-

mutathat¢, hogy egy korl tos halmazon �rtelmezett korl tos f�ggv�ny,

ha Riemann-integr lhat¢, akkor mindig Lebesgue-integr lhat¢ is, �s

a k�t integr l megegyezik. �gy a Lebesgue-integr l  ltal nosabb a

Riemann-integr ln l.

5.6. M�rt�kterek szorzata. Legyenek (X,A, µ) �s (Y,B, ν)
m�rt�kterek. Ha S ⊂ X × Y , akkor legyen

(µ × ν)∗(S) = inf

∞
∑

i=1

µ(Ai)ν(Bi),

ahol az in�mum az �sszes olyan �sszegre veend�, amelyben az Ai
halmazok m�rhet� r�szhalmazai X-nek, a Bi halmazok m�rhet� r�sz-

halmazai Y -nak, �s az Ai×Bi halmazrendszer lefedi S-et. (Itt 0 ·∞ =

∞ · 0 = 0.) Megmutathat¢, hogy (µ × ν)∗ k�ls� m�rt�k X × Y -on.
Jel�lje A × B a (µ × ν)∗-m�rhet� halmazok oszt ly t, µ × ν pedig a

(µ×ν)∗ megszor¡t s t erre az oszt lyra. Az (X×Y,A×B, µ×ν) m�r-

t�kteret az (X,A, µ) �s a (Y,B, ν) m�rt�kterek szorzat nak nevezz�k.

P�ld ul bel that¢, hogy az (R

n,Ln, λn) �s (Rm,Lm, λm) m�rt�kterek

szorzata (R

n+m,Ln+m, λn+m).
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5.7. Fubini t�tele. Legyenek (X,A, µ) �s (Y,B, ν) σ-v�ges
m�rt�kterek, �s f egy X × Y -on �rtelmezett, b�v¡tett val¢s, komplex

vagy vektor �rt�k� f�ggv�ny, amelynek µ×ν-integr lja l�tezik. Ekkor
az al bbi integr lok l�teznek, �s

∫

X×Y

f(x, y) dµ× ν(x, y) =
∫

X

∫

Y

f(x, y) dν(y) dµ(x)

=

∫

Y

∫

X

f(x, y) dµ(x) dν(y).

5.8. Integr ltranszform 
i¢s formula. Legyen m ≤ n, V
ny¡lt r�szhalmaza R

m
-nek, g : V → R

n
k�l
s�n�sen egy�rtelm� dif-

feren
i lhat¢ f�ggv�ny, Jg(x) =
√

det

(

g′(x)∗ ◦ g′(x)
)

, A ⊂ R

m
egy

λm-m�rhet� halmaz, �s f : R

n → R egy χm-m�rhet� f�ggv�ny. Ekkor

az al bbi k�t integr l egyszerre l�tezik �s

∫

A

f(g(x))Jg(x) dλm(x) =

∫

g(A)

f(y) dχm(y).

5.9. Feladat.Mennyi egy m�rhet� halmaz karakterisztikus f�gg-

v�ny�nek az integr lja?

5.10. Feladat. Legyen f(x) = 1, ha x ra
ion lis, nulla egy�b-

k�nt. Riemann-integr lhat¢-e az f a [0, 1℄-en? Mennyi a Lebesgue-in-

tegr lja [0, 1℄-en?

5.11. Feladat. Sz m¡tsuk ki az

∫

1

0

xα dλ(x) �s

∫ ∞

1

xα dλ(x)

integr lokat, ahol α ∈ R.

5.12. Feladat. Sz m¡tsuk ki az

∫

1

0

sin(1/x)

x
dλ(x)

integr lt!
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5.13. Feladat. Mennyi

∫ x

0

eit dλ(t)?

5.14. Feladat. Sz m¡tsuk ki egy ellipszis ter�let�t!

5.15. Feladat. Sz m¡tsuk ki egy ellipszoid t�rfogat t!

* 5.16. Feladat. Hat rozzuk meg az n-dimenzi¢s orig¢ k�z�ppon-

t£, egys�gnyi sugar£ g�mb λn-m�rt�k�t!

5.17. Feladat. Hat rozzuk meg a t 7→ (
os t, sin t, t), t ∈ [0, 2π℄

savarvonal ¡vhossz t!

5.18. Feladat. Sz m¡tsuk ki a g�mb felsz¡n�t!

* 5.19. Feladat. Az

∫

R

2

e−(x2+y2)/2 dλ2(x, y)

integr lt pol rkoordin t kban is kisz m¡tva, vezess�k le az

∫ ∞

−∞

e−x
2/2 dλ(x) =

√
2π

�sszef�gg�st!

5.20. Feladat. Hat rozzuk meg egy homog�n g�mb tehetetlen-

s�gi nyomat�k t a k�z�ppontj n  tmen� tengelyre vonatkoztatva.

5.21. Feladat. Mekkora er�vel vonzza az orig¢ban l�v�m t�me-

get az x2 + y2 = r2, y ≥ 0 f�lk�r¡ven egyenletesen eloszl¢ M t�meg?

5.22. Feladat. Milyen er�s m gneses teret l�tes¡t az 1 m  tm�-

r�j�, k�r alak£ vezet�ben foly¢ 1 A er�ss�g�  ram a k�r k�z�ppont-

j ban?

5.23. Feladat. Az x2 + y2 + z2 = r2, z ≥ 0 f�lg�mb fel�let�n

egyenletesen eloszl¢ Q t�lt�s milyen er�vel vonzza az orig¢ban l�v�, q
nagys g£, ellenkez� el�jel� t�lt�st?

5.24. Feladat. Az y = x2 parabola ¡v�n egy t�megpont 
s£szik

le az x = 0 pontba. Hat rozzuk meg a v�gzett munk t, ha adott a

kezd�pont, a s£rl¢d si t�nyez�, �s a gravit 
i¢!
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III. HILBERT-TEREK

6.§ A Hilbert-t�r

6.1. De�n¡
i¢. Ha H line ris t�r K felett, ahol K vagy R, vagy

C, �s adott egy (x, y) 7→ 〈x, y〉 lek�pez�se H ×H-nak K-ba £gy, hogy

minden x, y, z ∈ H-ra �s α ∈ K-ra

(1) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈t, z〉;
(2) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉;
(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
(4) 〈x, x〉 ≥ 0;

(5) ha 〈x, x〉 = 0, akkor x = 0,

akkor H-t bels� szorzat t�rnek nevezz�k K felett. Az x �s y elemek

〈x, y〉 bels� szorzat nak jel�l�s�re az 〈x | y〉, (x, y), (x|y) �s x · y
szimb¢lumok is szok sosak.

6.2. T�tel. Ha H bels� szorzat t�r K felett, akkor az x elem

norm j t a ‖x‖ = 〈x, x〉2 �sszef�gg�ssel de�ni lva

(1)

∣

∣〈x, y〉
∣

∣ ≤ ‖x‖‖y‖ minden x, y ∈ H-ra

(Cau
hy-S
hwarz-Bunyakovszkij egyenl�tlens�g), tov bb 

(2) ‖αx‖ = |α|‖x‖, ha x ∈ H �s α ∈ K;

(3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, ha x, y ∈ H (h romsz�g-egyenl�tlens�g);

(4) ‖x‖ ≥ 0, ha x ∈ H;

(5) ha ‖x‖ = 0, akkor x = 0.
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Bizony¡t s.

0 ≤ ‖x− αy‖2 = ‖x‖2 − α〈x, y〉 − α〈y, x〉 + |α|2‖y‖2,

amib�l ha ‖x‖ = 0 �s ‖y‖ = 0, akkor α = 〈x, y〉 helyettes¡t�ssel
〈x, y〉 = 0. Ha ez nem  ll fenn, mondjuk ‖y‖ 6= 0, akkor α =

〈x, y〉/‖y‖2 helyettes¡t�ssel

0 ≤ ‖x‖2 −
∣

∣〈x, y〉
∣

∣

2

‖y‖2 ,

teh t ad¢dik (1). Ebb�l

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2

= ‖x‖2 + 2ℜ〈x, y〉+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2

=

(

‖x‖+ ‖y‖
)

2

,

amib�l ad¢dik (3). Minden m s trivi lis.

6.3. Megjegyz�s. Vegy�k �szre, hogy az el�z� t�tel  ll¡t sai-

nak bizony¡t sakor 
sak (5) bizony¡t s hoz kellett kihaszn lnunk a

de�n¡
i¢ (5) felt�tel�t. Ebb�l k�vetkezik, hogy ha az (x, y) 7→ 〈x, y〉
lek�pez�s (5)-nek nem tesz eleget, akkor ezen seg¡thet�nk, ha ‖x−y‖ =
0 eset�n az x �s y elemeket azonos¡tjuk.

6.4. A bels� szorzat terek topol¢gi ja. Egy H bels� szor-

zat t�rben az xn sorozatra azt mondjuk, hogy konverg l az x ∈ H
ponthoz, ha ‖xn − x‖ → 0. Egy A ⊂ H halmazt z rtnak nevez�nk,

ha minden A-beli konvergens sorozatnak a hat r�rt�ke is A-ban van.

Az A halmazt s�r�nek nevezz�k, ha minden x ∈ H el� ll valamely

A-beli sorozat hat r�rt�kek�nt. A teret szepar bilisnek nevezz�k, ha

van megsz ml lhat¢ s�r� r�szhalmaza. Ha zn ∈ H, akkor a

∑∞
n=1 zn

sort konvergensnek nevezz�k, �s �sszege z ∈ H, ha

lim

n→∞

n
∑

k=1

zk = z.

Egy xn sorozatot Cau
hy-sorozatnak nevez�nk, ha minden ǫ > 0-hoz

van olyan N , hogy ha n,m ≥ N , akkor ‖xn − xm‖ < ǫ. A bels� szor-

zat teret Hilbert-t�rnek nevez�nk, ha benne minden Cau
hy-sorozat

konvergens.
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6.5. P�ld k. (1) J¢l ismert p�lda K

n
, amely az

〈x, y〉 =
n
∑

j=1

xjyj

bels� szorzattal v�ges dimenzi¢s Hilbert-t�r.

(2) Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, �s jel�lje L

2

(µ) (vagy r�viden


sak L

2

) azon K-beli �rt�k� m�rhet� f f�ggv�nyek oszt ly t, ame-

lyekre

∫

|f |2 dµ <∞.

Az

|f + g|2 ≤
(

2max

{

|f |, |g|
}

)

2

= 2

2

max

{

|f |2, |g|2
}

≤ 4

(

|f |2 + |g|2
)

be
sl�s szerint L

2

(µ) line ris t�r, �s ha f, g ∈ L2

, akkor

4fg = (f + g)2 − (f − g)2

miatt fg integr lhat¢. Legyen

〈f, g〉 =
∫

fg dµ.

Ezzel a bels� szorzattal L

2

bels� szorzat t�r, ha a majdnem minden-

�tt egyenl� f�ggv�nyeket azonos¡tjuk. A nevezetes Riesz{Fis
her-t�tel

szerint L

2

Hilbert-t�r. N�ha el�fordul, hogy egy pozit¡v val¢s �rt�k�

integr lhat¢ ̺ f�ggv�ny, a s£lyf�ggv�ny seg¡ts�g�vel �rtelmezz�k a

bels� szorzatot �s a norm t:

〈f, g〉 =
∫

fg̺ dµ.

Ez ugyanazt adja, mintha a µ helyett a

ν(A) =

∫

A

̺ dµ, ha A ∈ A

m�rt�k szerint integr ln nk.
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Megmutathat¢, hogy ha a m�rt�k λn vagy χn egy σ-v�ges hal-
mazon, akkor b rmilyen s£lyf�ggv�ny eset�n L

2

szepar bilis lesz.

(3) Ha az X = {1, 2, . . .} halmazon a µ sz ml l¢ m�rt�ket te-

kintj�k, akkor az L

2

(µ) t�r az �sszes olyan K-beli x = (x
1

, x
2

, . . .)
sorozatok oszt lya lesz, amelyekre

∞
∑

j=1

|xj |2 <∞,

az

〈x, y〉 =
∞
∑

j=1

xjyj

bels� szorzattal. Ezt a teret l2-vel szok s jel�lni; l2 szepar bilis Hilbert-
t�r.

6.6. De�n¡
i¢. Legyen H Hilbert-t�r. Ha

x, y ∈ H, �s 〈x, y〉 = 0,

akkor azt mondjuk, hogy x �s y ortogon lisak. Jel�l�se: x ⊥ y. Az

M,N ⊂ H halmazokat ortogon lisaknak nevezz�k, ha x ⊥ y minden

x ∈ M , y ∈ N -re. Jel�l�se: M ⊥ N . Egy M ⊂ H halmaz ortogo-

n lis komplementer�n a H �sszes olyan elemeinek halmaz t �rtj�k,

amelyek ortogon lisak M minden elem�re. Jel�l�se: M⊥
. Egy zn

sorozatot ortogon lis sorozatnek nevez�nk, ha b rmely k�t k�l�nb�z�

tagja egym sra ortogon lis. Egy z ∈ H elemet norm ltnak nevez�nk,

ha ‖z‖ = 1. Ha egy ortogon lis sorozat minden eleme norm lt, akkor

ortonorm lt sorozatr�l besz�l�nk.

6.7. T�tel. Legyen zn ortogon lis sorozat egyH Hilbert-t�rben.

A

∞
∑

n=1

zn

sor pontosan akkor konvergens, ha

∞
∑

n=1

‖zn‖2 <∞.
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Ha

∞
∑

n=1

zn = z,

akkor

〈z, zn〉 = ‖zn‖2 �s ‖z‖2 =
∞
∑

n=1

‖zn‖2.

Bizony¡t s. Ha n > m, akkor

‖sn − sm‖2 = ‖
m
∑

k=n+1

zk‖2 =
m
∑

k=n+1

‖zk‖2,

¡gy a r�szlet�sszegek sorozatai egyszerre alkotnak Cau
hy{sorozatot.

Mivel

∣

∣‖z‖ − ‖sn‖
∣

∣ ≤ ‖z − sn‖,
∣

∣‖z‖2 − ‖sn‖2
∣

∣

=

(

‖z‖+ ‖sn‖
)∣

∣‖z‖ − ‖sn‖
∣

∣→ 0,

azaz

‖z‖2 = lim

n→∞
‖sn‖2 =

∞
∑

k=1

‖zk‖2.

V�g�l, ha n < m, akkor

∣

∣〈z, zn〉 − ‖zn‖2
∣

∣

=

∣

∣〈z, zn〉 − 〈sm, zn〉
∣

∣

=

∣

∣〈z − sm, zn〉
∣

∣ ≤ ‖z − sm‖‖zn‖ → 0.

6.8. De�n¡
i¢. Legyen zn egy ortogonorm lt sorozat egy H
Hilbert-t�rben, �s x ∈ H. Az x-nek a zn sorozatra vonatkoz¢ Fourier-

egy�tthat¢in az 〈x, zn〉 sz mokat �rtj�k.

6.9. T�tel. Legyen z
1

, z
2

, . . . , zn egy v�ges ortogonorm lt soro-

zat a H Hilbert-t�rben. Ekkor b rmely α
1

, α
2

, . . . αn-re

‖z −
n
∑

k=1

αkzk‖2 ≥ ‖z‖ −
n
∑

k=1

∣

∣〈z, zk〉
∣

∣

2

,
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�s egyenl�s�g akkor �s 
sak akkor teljes�l, ha αk = 〈z, zk〉 fenn ll
k = 1, 2, . . . , n-re.

Bizony¡t s.

‖z −
n
∑

k=1

αkzk‖2 = ‖z‖2 +
n
∑

k=1

(

αkαk − αk〈z, zk〉 − αk〈zk, z〉
)

= ‖z‖2 −
n
∑

k=1

∣

∣〈z, zk〉
∣

∣

2

+

n
∑

k=1

∣

∣αk − 〈z, zk〉
∣

∣

2

.

6.10. Bessel-egyenl�tlens�g. Legyen zn egy ortogonorm lt

sorozat egy H Hilbert-t�rben, �s x ∈ H. Ekkor

(1)

∑

n

∣

∣〈x, zn〉
∣

∣

2 ≤ ‖x‖2.

Bizony¡t s. Az el�z� t�telb�l

n
∑

k=1

∣

∣〈x, zk〉
∣

∣ ≤ ‖x‖2

b rmely n-re, ¡gy teljes�l (1).

6.11. T�tel. Legyen z
1

, z
2

, . . . egy ortogonorm lt sorozat a H
Hilbert-t�rben. Minden x ∈ H-ra a

∞
∑

k=1

〈x, zk〉zk

sor konverg l H-ban egy y ∈ H elemhez, �s x− y ortogon lis minden

zk-ra.

Bizony¡t s. A Bessel-egyenl�tlens�gb�l k�vetkezik a sor konver-

gen
i ja. Ha sn az n-edik r�szlet�sszeg, akkor n ≥ k eset�n

∣

∣〈x− y, zk〉
∣

∣ ≤
∣

∣〈x− sn, zk〉
∣

∣

+

∣

∣〈sn − y, zk〉
∣

∣

≤
∣

∣

∣
〈x, zk〉 −

n
∑

j=1

〈x, zj〉〈zj , zk〉
∣

∣

∣
+ ‖sn − y‖‖zk‖

= ‖sn − y‖‖zk‖ → 0.

6.12. De�n¡
i¢. Egy H Hilbert-t�rbeli zn sorozatot teljesnek

nevezz�k, ha egyed�l a 0 elem ortogon lis minden zn-re.
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6.13. T�tel. Legyen H Hilbert-t�r. Egy zn ortogonorm lt

sorozatra a k�vetkez�k ekvivalensek:

(1) zn teljes ortonorm lt sorozat;

(2) minden x ∈ H-ra x =

∑∞
n=1〈x, zn〉zn (ez az �sszeg x Fourier-

sora);

(3) minden x ∈ H-ra ‖x‖2 =∑∞
n=1

∣

∣〈x, zn〉
∣

∣

2

(ez a Parseval-egyenl�-

s�g);

(4) minden x, y ∈ H-ra

〈x, y〉 =
∞
∑

n=1

〈x, zn〉〈y, zn〉

(ez az  ltal nos¡tott Parseval-egyenl�s�g);

(5) b rmely line ris altere H-nak, amely tartalmazza az �sszes zn-et,
s�r� H-ban.

Bizony¡t s. Mivel x −∑∞
n=1〈x, zn〉zn az el�z� t�tel szerint or-

togon lis minden zk-ra, (1)-b�l k�vetkezik (2). Ha (2) teljes�l, legyen
xn az x, az yn pedig az y Fourier-sor nak n-edik r�szlet�sszege. Ekkor

∣

∣

∣
〈x, y〉 −

n
∑

k=1

〈x, zk〉〈y, zk〉
∣

∣

∣
=

∣

∣〈x, y〉 − 〈xn, yn〉
∣

∣

≤
∣

∣〈x, y〉 − 〈xn, y〉
∣

∣

+

∣

∣〈xn, y〉 − 〈xn, yn〉
∣

∣

≤ ‖x− xn‖‖y‖+ ‖xn‖‖yn − y‖ → 0,

azaz teljes�l (4). (4)-nek spe
i lis esete (3). Ha (3) teljes�l, �s x
minden zn-re ortogon lis, akkor ‖x‖ = 0, ¡gy (3)-b¢l k�vetkezik (1).

(2)-b�l nyilv n k�vetkezik (5). M sr�szt (5)-b�l k�vetkezik (1),

mert ha x minden zn-re ortogon lis, akkor ezek minden v�ges line ris

kombin 
i¢j ra is. V lasztva egy ilyen line ris kombin 
i¢kb¢l  ll¢ yk
sorozatot, amely x-hez tart,

‖x‖2 = 〈x, x〉 − 〈x, yk〉 = 〈x, x− yk〉 ≤ ‖x‖‖x− yk‖ → 0.

6.14. Gram-S
hmidt ortogonaliz l s. LegyenH egy Hilbert-

t�r, �s yk egy v�ges vagy v�gtelen, line risan f�ggetlen tagokb¢l  ll¢
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sorozat H-ban. Egy olyan zk ortonorm lt sorozatot fogunk megkonst-

ru lni, amelyre

{yk : k ≤ n} �s {zk : k ≤ n}

ugyanazt az alteret fesz¡tik ki minden n-re.
Legyen u

1

= y
1

�s z
1

= u
1

/‖u
1

‖. Legyen u
2

= y
2

− 〈y
2

, z
1

〉z
1

�s

z
2

= u
2

/‖u
2

‖. Folytassuk teljes induk
i¢val ezt az elj r st. Legyen

un = yn −
n−1

∑

k=1

〈yn, zk〉zk �s zn = un/‖un‖.

Ha 1 ≤ k < n, akkor

〈zn, zk〉 =
1

‖un‖

〈

(

yn −
n−1

∑

j=1

〈yn, zj〉zj
)

, zj

〉

= 0.

Mivel un benne van az u1, . . . , un−1

, yn  ltal kifesz¡tett alt�rben, mind-

k�t rendszer ugyanazt az alteret fesz¡ti ki.

6.15. T�tel. Egy Hilbert-t�r pontosan akkor szepar bilis, ha

van benne teljes ortonorm lt sorozat.

Bizony¡t s. Egy teljes ortonorm lt sorozat tagjainak ra
ion lis

(vagy ra
ion lis val¢s �s k�pzetes r�sz�) egy�tthat¢kkal vett v�ges

line ris kombin 
i¢i megsz ml lhat¢ s�r� halmazt alkotnak.

Megford¡tva, ha xn egy megsz ml lhat¢ s�r� halmaz, akkor el-

hagyva minden olyan tagot, amely az el�z�ek line ris kombin 
i¢ja,

majd a marad�kot a Gram{S
hmidt elj r ssal ortogonaliz lva, egy

teljes ortonorm lt sorozatot kapunk.

6.16. Megjegyz�s. T�teleink szerint, ha zn egy teljes ortonor-

m lt sorozat, akkor minden x ∈ H-hoz hozz rendelve a Fourier-

egy�tthat¢it, H-nak egy m�velet- �s bels� szorzat tart¢ lek�pez�s�t

kapjuk l2-re. �gy b rmely szepar bilis Hilbert-t�r l2-vel, teh t b r-
mely k�t szepar bilis Hilbert-t�r egym ssal is azonos szerkezet�.
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7.§ Ortogon lis sorok
7.1. Klasszikus Fourier-sorok. Legyen l > 0 �s tekints�k a

(−l, l) intervallumon a Lebesgue-m�rt�ket. A megfelel� L

2

-t�rben az

1, sin
πx

l
, 
os

πx

l
, sin

2πx

l
, 
os

2πx

l
, . . .

f�ggv�nyek ortogon lis sorozatot alkotnak. Ugyanez teljes�l, ha b r-

milyen m s 2l hossz£s g£ intervallumot tekint�nk. Mivel ezek a f�gg-

v�nyek 2l szerint peri¢dikusak, olyan f f�ggv�nyt �rdemes tekinteni,

amely szint�n 2l szerint peri¢dikus, �s (−l, l)-en n�gyzetesen integr l-

hat¢. Minden ilyen f f�ggv�nyhez hozz rendelj�k az

f(x) ∼ a
0

2

+

∞
∑

k=1

(

ak 
os
kπx

l
+ bk sin

kπx

l

)

f�ggv�nysort, az f klasszikus Fourier-sor t, ahol

ak =
1

l

∫ l

−l

f(x) 
os
kπx

l
dλ(x) (k = 0, 1, . . .),

bk =
1

l

∫ l

−l

f(x) sin
kπx

l
dλ(x) (k = 1, 2, . . .).

A r�szlet�sszegekre bevezetve az

sn(x) =
a
0

2

+

n

∑

k=1

(

ak 
os
kπx

l
+ bk sin

kπx

l

)

jel�l�st, az  ltal nos elm�letb�l kapjuk, hogy

∫ l

−l

|f − sn|2 dλ→ 0, ha n→∞.

A Parseval-egyenl�s�g megfelel�je

1

l

∫ l

−l

|f |2 dλ =

|a
0

|2
2

+

∞
∑

k=1

(

|ak|2 + |bk|2
)

.

7.2. T�tel. Ha az f illetve f∗
f�ggv�nyek 2l szerint peri¢diku-

sak, a (−l, l)-en n�gyzetesen integr lhat¢ak, �s Fourier-egy�tthat¢ik

ak, bk illetve a∗k, b
∗
k,

c ∈ C, akkor
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(1) a cf f�ggv�ny Fourier-egy�tthat¢i cak, cbk;

(2) az f + f∗
f�ggv�ny Fourier-egy�tthat¢i ak + a∗k, bk + b∗k;

(3) ha f(x+ α) = f∗
(x), akkor

a∗k = ak 
os
kπα

l
+ bk sin

kπα

l

�s

b∗k = bk 
os
kπα

l
− ak sin

kπα

l
;

(4) ha F (x) =
∫ x

0

f dλ is 2l szerint peri¢dikus, akkor Fourier-egy�tthat¢i
−lbk/(kπ), lak/(kπ) (k > 0).

7.3. T�tel. Ha az f f�ggv�ny 2l szerint peri¢dikus, �s (−l, l)-en
n�gyzetesen integr lhat¢, tov bb  egy x ∈ R pontban l�teznek az

f(x+) = lim

t↓0
f(x+ t), f(x−) = lim

t↑0
f(x+ t)

hat r�rt�kek �s a

lim

t↓0

f(x+ t)− f(x+)
t

, lim

t↑0

f(x+ t)− f(x−)
t

f�l�rint�k [spe
i lisan, ha l�tezik f ′
(x)℄, akkor

sn(x)→
f(x+) + f(x−)

2

.

7.4. Ortogon lis polinomok. Tekints�nk egy (a, b) ⊂ R in-

tervallumot a Lebesgue-m�rt�kkel, �s egy ̺ s£lyf�ggv�nnyel. Ha van

olyan r > 0 sz m, hogy

∫ b

a

er|x|̺(x) dλ(x) <∞,

(ez a felt�tel v�ges intervallumon mindig teljes�l), akkor az

1, x, x2, x3, . . .

hatv nyf�ggv�nyek mind a megfelel� L

2

-t�rben vannak, �s a bel�l�k a

Gram{S
hmidt-f�le ortogonaliz 
i¢s elj r ssal (�s esetleg konstanssal
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val¢ szorz ssal) kapott ortogon lis polinomrendszer teljes. Ilyen orto-

gon lis polinomrendszerek sz mos �rdekes tulajdons ggal rendelkez-

nek, �s fontosak az ortogon lis polinomrendszerek szerinti sorfejt�sek

is. Az al bbiakban felsoroljuk a legfontosabb ortogon lis polinom-

rendszereket.

N�v Jel�l�s Intervallum S£lyf�ggv�ny

Ja
obi (α, β > −1) P
(α,β)
n (−1, 1) (1− x)α(1 + x)β

Legendre Pn (−1, 1) 1

Els�faj£ Csebisev Tn (−1, 1) 1/
√
1− x2

M sodfaj£ Csebisev Un (−1, 1)
√
1− x2

Laguerre Ln (0,∞) e−x

Hermite Hn (−∞,∞) e−x
2

7.5. Feladat. Hat rozzuk meg az al bbi f�ggv�nyek Fourier-

sor t:

(1) | sinx|;
(2) sgn sinx;

(3) x− [x℄;

(4) f(x) az x t vols ga a legk�zelebbi eg�szt�l.

Mely pontokban konvergens a Fourier-sor, �s mi az �sszege?

7.6. Feladat. Hat rozzuk meg egyutas egyenir ny¡t sn l az egyen-

 ram£ komponens �s a harmadik felharmonikus amplitud¢j nak ar -

ny t!

7.7. Feladat. Szimmetrikus f�r�szfogfesz�lts�g integr l s val szi-

nuszos jelalakot k�zel¡t�nk. Hat rozzuk meg, hogy az alapharm¢nikus

a teljes teljes¡tm�ny hanyadr�sz�t k�pviseli!

* 7.8. Feladat. Sz moljunk ki Gram{S
hmidt ortogonaliz 
i¢val

n�h ny Legendre-, Csebisev-, Laguerre-, �s Hermite-polinomot!

7.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy az els�faj£ Csebisev-poli-

nomok az approxim 
i¢ t rgyal s n l megadott formul val kaphat¢k

meg!

7.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy

Tn(x) = 
osn ar

osx, ha x ∈ [−1, 1℄.
Milyen kap
solat van az els�faj£ Csebisev-polinomok �s a Lissajous-

g�rb�k k�z�tt?
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7.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy

c
0

=

a
0

2

, ck =
ak − ibk

2

, c−k =
ak + ibk

2

, k > 0

jel�l�sekkel a Fourier-sor

f(x) ∼
∞
∑

k=−∞

cke
ikπx/l

alakba ¡rhat¢, �s

ck =
1

2l

∫ l

−l

f(t)e−ikπt/l dt.

7.12. Feladat. V�ges Fourier-transzform 
i¢. Legyen f egy
2l szerint peri¢dikus f�ggv�ny. Az el�z� feladat jel�l�seivel, osszuk a

[0, 2l℄ intervallumot n egyenl� r�szre, �s sz moljuk ki ck k�zel¡t�s�t a

trap�z formul val. (A k�zel¡t�s 
sak |k| ≤ n/2 eset�n lesz j¢.) Mutas-

suk meg, hogy fj = f(2l/n), ha j = 0, 1, . . . , n− 1 jel�l�ssel

(1) ck =
1

n

n−1

∑

j=0

fjω
−jk, k = 0,±1,±2, . . . , ahol ω = e2πi/n;

(2) ck = ck+n minden k-ra;

(3) az

(f
0

, f
1

, . . . , fn−1

) 7→ (c
0

, c
1

, . . . , cn−1

)

line ris lek�pez�st F -el jel�lve, F 2

az (f
0

, f
1

, . . . , fn−1

) sorozat-

hoz az

1

n (fn−1

, . . . , f
1

, f
0

) sorozatot rendeli, �s F−1

= nF .

* 7.13. Feladat: gyors Fourier-transzform 
i¢. Az el�z� fel-

adat jel�l�seivel, legyen n = 2

k
, k > 0, ω = e−2πi/n

. Mutassuk meg,

hogy az al bbi algoritmus az F lek�pez�st val¢s¡tja meg. H ny szor-

z st ig�nyel? �rjunk g�pi programot az elv�gz�s�re!

Az algoritmus az A[j℄, 0 ≤ j < n = 2

k
sorozat Fourier-transz-

form ltj t sz molja ki. Az eredm�ny az A t�mbben keletkezik, de

a Fourier-transzform lt j-edik eleme A
[

rk(j)
]

, ahol rk(j) a j term�-

szetes sz m k bites bin ris reprezent 
i¢j nak megford¡t s val kapott

term�szetes sz m.
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(1) [Ini
ializ l s.℄ Legyen l← 2

k−1

.

(2) [Menet kezdete.℄ Legyen i← 0 �s t← 0.

(3) [Pillang¢sorozat kezdete.℄ Legyen j ← i+ l �s w ← ωrk−1

(t)
.

(4) [Pillang¢.℄ Legyen x ← A[i℄ �s y ← wA[i + l℄, majd legyen

A[i℄← x+ y �s A[i+ l℄← x− y, v�g�l legyen i← i+ 1.

(5) [Pillang¢sorozat v�ge?℄ Ha i < j, menj�nk vissza (4)-re.

(6) [Menet v�ge?℄ Ha j + l < 2

k
, legyen i ← j + l, t ← t + 1 �s

menj�nk vissza (3)-ra.

(7) [V�ge?℄ Legyen l ← ⌊l/2⌋. Ha l > 0, menj�nk vissza (2)-re,

egy�bk�nt az algoritmus v�get �rt.

8.§ �nadjung lt oper torok
8.1. De�n¡
i¢. Legyen H komplex Hilbert-t�r. H egy line -

ris oper tor n vagy r�viden oper tor n H egy s�r� line ris alter�n

�rtelmezett H-beli �rt�k� A line ris lek�pez�st �rt�nk. Az A �rtel-

mez�si tartom ny t D(A)-val, �rt�kk�szlet�t R(A)-val fogjuk jel�lni.

Hasonl¢an, line ris funk
ion l alatt a H egy s�r� alter�n �rtelmezett

skal r �rt�k� line ris lek�pez�st �rt�nk. Az A oper tort korl tosnak

nevezz�k, ha

‖A‖ = sup

‖x‖≤1

∥

∥A(x)
∥

∥,

az A norm ja v�ges. Hasonl¢an, egy f funk
ion lt korl tosnak neve-

z�nk, ha norm ja, az

‖f‖ = sup

‖x‖≤1

∣

∣f(x)
∣

∣

mennyis�g v�ges. Nem neh�z megmutatni, hogy korl tos oper tor,

illetve funk
ion l egy�rtelm�en kiterjeszthet� az eg�sz H-ra, �s a ki-

terjeszt�s nem v ltoztatja meg a norm t. �gy korl tos oper torokr¢l,

illetve funk
ion lokr¢l feltehetj�k, hogy az eg�sz H-n vannak �rtel-

mezve.

Megjegyezz�k, hogy a k�z�ns�ges algebrai m�veletek ¢vatosan

kezelend�k nemkorl tos oper torokn l. P�ld ul az A �s B oper torok

�sszege 
sak a

D(A+B) = D(A) ∩ D(B)
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halmazon, szorzata pedig 
sak a

D(AB) =
{

x : x ∈ D(B) �s Bx ∈ D(A)
}

halmazon �rtelmezhet�.

8.2. Riesz t�tele. Legyen f korl tos line ris funk
ion l a H
Hilbert-t�ren. Ekkor egy �s 
sak egy olyan v ∈ H l�tezik, amelyre

f(x) = 〈x, v〉 minden x ∈ H-ra.

8.3. �nadjung lt oper torok. Ha A egy line ris oper tor a

H komplex Hilbert-t�ren, akkor de�ni ljuk az A∗
adjung ltj t A-nak.

Az A∗
�rtelmez�si tartom nya, D(A∗

) azon y ∈ H elemekb�l  ll,

amelyekre az x 7→ 〈Ax, y〉 line ris funk
ion l korl tos. Ha y ∈ D(A∗
),

akkor a fenti funk
ion l egy�rtelm�en kiterjeszthet� H-ra, �s ¡gy Riesz

t�tele szerint van olyan A∗y ∈ H, amelyre

〈Ax, y〉 = 〈x,A∗y〉.

K�nny� kisz molni, hogy A∗
line ris lek�pez�s. Ha A∗

= A, akkor A-
t �nadjung ltnak nevezz�k. Az �nadjung lts gn l gyeng�bb felt�tel a

szimmetrikuss g. Az A line ris oper tort szimmetrikusnak nevezz�k,

ha

〈Ax, y〉 = 〈x,Ay〉
minden x, y ∈ D(A)-ra. �gy egy line ris oper tor pontosan akkor

szimmetrikus, ha A ⊂ A∗
.

8.4. Projek
i¢oper torok. Egy H komplex Hilbert-t�ren �r-

telmezett P korl tos line ris oper tort projek
i¢-oper tornak neve-

z�nk, ha P 2

= P . A legegyszer�bb projek
i¢oper torok az I iden-

tikus oper tor �s az O azonosan nulla nulloper tor. Az �nadjung lt

projek
i¢oper torok mer�leges vet¡t�seket ¡rnak le.

8.5. P�ld k. P�ld inkban tekints�k a sz megyenest a Lebesgue-

m�rt�kkel, �s legyen a Hilbert-t�r a megfelel� komplex L

2

-t�r.

(1) Legyen g : R → C egy korl tos Lebesgue-m�rhet� f�ggv�ny,

�s Mg a g-vel val¢ szorz s oper tora, azaz

Mg(f)(t) = g(t)f(t), ha t ∈ R.
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EkkorMg korl tos line ris oper tor. AzMg oper tor adjung ltjaMg.

Ha g val¢s �rt�k�, akkor Mg �nadjung lt. Ha g egy halmaz karakte-

risztikus f�ggv�nye, akkor Mg �nadjung lt projek
i¢oper tor.

(2) Legyen

M(f)(t) = tf(t), ha f ∈ L2

�s

∫ ∞

−∞

t2
∣

∣f(t)
∣

∣

2

dλ(t) <∞.

Megmutathat¢, hogy ekkor M nemkorl tos �nadjung lt oper tor.

(3) Legyen �h egy val¢s sz m, �s de�ni ljuk a D oper tort azon

f ∈ L

2

f�ggv�nyeken, amelyek majdnem minden�tt di�eren
i lha-

t¢ak, deriv ltjuk is n�gyzetesen integr lhat¢, �s amelyekre f(x) =

c+
∫ x

0

f ′
(t) dλ(t), £gy, hogy legyen Df = −i�hf ′

. Ekkor megmutatha-

t¢, hogy D �nadjung lt oper tor.

(4) Legyen M a (2)-ben de�ni lt oper tor, D pedig a (3)-ban

de�ni lt oper tor. Az M �s D oper torok kommut tora, DM −MD
az �rtelmez�si tartom ny n megegyezik a −i�hI oper torral:

−i�h
(

tf(t)
)′
+ ti�hf ′

(t) = −i�hf(t)

(Heisenberg-f�le fel
ser�l�si �sszef�gg�s).

8.6. De�n¡
i¢. Legyen A egy line ris oper tor a H komplex

Hilbert-t�ren. A rezolvens halmaz azon t ∈ C sz mok halmaza, ame-

lyekre A − tI olyan k�l
s�n�sen egy�rtelm� lek�pez�se D(A)-nak H-

ra, amelynek inverze korl tos line ris oper tor. A rezolvens halmaz

komplementere A spektruma, σ(A). Egy t ∈ σ(A) �rt�ket A saj t�r-

t�k�nek nevez�nk, ha A−tI nem k�l
s�n�sen egy�rtelm�. A saj t�rt�-

kek halmaza A pontspektruma, σp(A). Azon t-k halmaza, amelyekre

A − tI k�l
s�n�sen egy�rtelm�, �s k�ptere s�r� H-ban, de az inverz

nem korl tos, A folytonos spektruma, σc(A). A σ(A) t�bbi eleme

alkotja A rezidu lis spektrum t, σr(A)-t.

8.7. T�tel. Egy komplex Hilbert-t�r b rmely line ris oper to-

r nak spektruma z rt halmaz. Egy �nadjung lt oper tor spektruma

val¢s sz mokb¢l  ll.

8.8. Mit  ll¡t a spektr lt�tel? A line ris algebr b¢l ismere-

tes, hogy ha T egy �nadjung lt line ris oper tor egy v�ges dimenzi¢s

komplex H Hilbert-t�ren, akkor | alkalmas b zisban | a T oper tor

Tf = (t
1

f
1

, t
2

f
2

, . . . , tnfn)
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alakba ¡rhat¢, ahol t
1

, t
2

, . . . , tn a T saj t�rt�kei, �s

f = (f
1

, f
2

, . . . , fn).

Ha Pk-val jel�lj�k a tk saj t�rt�khez tartoz¢ egydimenzi¢s alt�rre val¢

ortogon lis projek
i¢ oper tor t, akkor ez az el� ll¡t s

T =

n
∑

k=1

tkPk

alakba ¡rhat¢. Ezt az alakot szeretn�nk a v�gtelen dimenzi¢s esetre

 ltal nos¡tani. Ekkor az �sszeg egy projek
i¢oper tor �rt�k� m�rt�k

szerinti integr lba megy  t.

8.9. De�n¡
i¢. Legyen H egy komplex Hilbert-t�r. A C Borel-

halmazain �rtelmezett, �rt�kk�nt �nadjung lt projek
i¢oper torokat

felvev� P lek�pez�st spektr lm�rt�knek nevez�nk, ha P (C) = I �s

minden x ∈ H-ra a Px(ω) =
〈

P (ω)x, x
〉

�sszef�gg�ssel de�ni lt hal-

mazf�ggv�ny m�rt�k C-n.

8.10. T�tel. LegyenH egy komplex Hilbert-t�r, �s P egy spekt-

r lm�rt�k C-n. Ekkor l�tezik egy �s 
sak egy, a C-n �rtelmezett m�r-

het� komplex �rt�k� f�ggv�nyeket H line ris oper toraiba k�pez�

f 7→ ϕ(f) =

∫

f dP

lek�pez�s, amely rendelkezik az al bbi tulajdons gokkal:

(1) D(ϕ(f)) =
{

x : x ∈ H,
∫

|f |2 dPx <∞
}

;

(2)

〈

ϕ(f)x, x
〉

=

∫

f dPx minden x ∈ D
(

ϕ(f)
)

-re;

Teljes�l tov bb , hogy

(3)

∥

∥ϕ(f)x
∥

∥

2

=

∫

|f |2 dPx, ha x ∈ D
(

ϕ(f)
)

;

(4) ϕ(f)ϕ(g) ⊂ ϕ(fg) �s D
(

ϕ(f)ϕ(g)
)

= D
(

ϕ(g)
)

∩ D
(

ϕ(fg)
)

;

(5) ϕ(f)∗ = ϕ(f) �s ϕ(f)ϕ(f)∗ = ϕ
(

|f |2
)

= ϕ(f)∗ϕ(f).

8.11. Spektr lt�tel. Egy H komplex Hilbert-t�r b rmely A
�nadjung lt oper tor hoz l�tezik egy �s 
sak egy P spektr lm�rt�k,

az A spektr lfelbont sa, amelyre

A =

∫

t dP (t).
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Tov bb  P
(

C\σ(A)
)

= 0.

8.12. Fizikai alkalmaz sok. A kvantumelm�letben a �zikai

rendszer  llapotait egy szepar bilis Hilbert t�r norm lt elemeivel repre-

zent ljuk, a �zikai mennyis�geket pedig �nadjung lt oper torokkal.

Ha valamely �zikai mennyis�get egy A �nadjung lt oper tor repre-

zent l, a rendszer  llapot t pedig a ψ norm lt vektor ¡rja le, �s A
spektr lfelbont sa

A =

∫

t dP (t),

akkor egy ω ⊂ R Borel-halmaz eset�n

∥

∥P (ω)ψ
∥

∥

2

adja meg annak val¢-

sz¡n�s�g�t, hogy a rendszeren m�r�st v�gezve, az illet� �zikai mennyi-

s�gre olyan �rt�ket kapunk, amely ω-ba esik.

8.13. Feladat. Hat rozzuk meg az al bbi funk
ion lok, illetve

oper torok norm j t, ha a Hilbert-t�r a [0, 1℄-en a Lebesgue-m�rt�kre

n�zve n�gyzetesen integr lhat¢ f�ggv�nyek tere:

(1) f(x) =

∫

1

0

x(t) sin t dt;

(2) f(x) =

∫

1

0

x(t)(t − 1/2) dt;

(3) (Ax)(s) =

∫

1

0

x(t) 
os(s− t) dt;

(4) (Ax)(s) =

{

x(s), ha 0 ≤ s ≤ 1

2

,

0, ha

1

2

< s ≤ 1;

(5) (Ax)(s) = x(s) sin s;

(6) (Ax)(s) = x(s)eis.
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8.14. Feladat. Hat rozzuk meg az al bbi oper torok norm j t,

ha a Hilbert-t�r L

2

(λ), c ∈ R, a(s) korl tos m�rhet� f�ggv�ny:

(1) (Ax)(s) = x(s + c);

(2) (Ax)(s) = a(s)x(s);

(3) (Ax)(s) =
1

2

(

x(s) + x(−s)
)

.

** 8.15. Feladat. Pr¢b ljuk meg meghat rozni az eddigi p�ld k-

ban �s feladatokban szerepl� oper torok saj t�rt�keit, folytonos �s

rezidu lis spektrum t!

*** 8.16. Feladat. Pr¢b ljuk meg meghat rozni az eddigi p�ld k-

ban �s feladatokban szerepl� �nadjung lt oper torok spektr lfelbon-

t s t!

* 8.17. Feladat. Egy r�sze
ske  llapot t egy adott id�pontban a

ψ(x) =
1

4

√
2π
e−x

2/4

L

2

(λ)-beli  llapotf�ggv�ny ¡rja le. Hely�t meghat rozva, milyen val¢-

sz¡n�s�ggel fogjuk a [−1, 1℄ intervallumban tal lni?

8.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha ψ
2

= cψ
1

, c ∈ C,

|c| = 1, akkor a ψ
1

�s ψ
2

 llapotok eset�n b rmely �zikai mennyis�g

m�r�sekor b rmely Borel-halmaz eset�n annak val¢sz¡n�s�ge, hogy a

m�rt �rt�k az adott Borel-halmazba esik, megegyezik!

* 8.19. Feladat.Mutassuk meg, hogy ha a ψ  llapot£ �zikai rend-

szeren az A oper torral reprezent lt �zikai mennyis�get m�rj�k, a m�-

r�s v rhat¢ �rt�ke 〈Aψ,ψ〉.
* 8.20. Feladat. Tegy�k fel, hogy a �zikai mennyis�geket repre-

zent l¢ A �s B oper torokra teljes�l az

AB −BA ⊂ i�hI
Heisenberg{f�le fel
ser�l�si �sszef�gg�s. Mutassuk meg, hogy ekkor

b rmilyen ψ  llapot eset�n, a �zikai mennyis�gek m�rt �rt�keinek sz¢-

r s t Dψ(A), illetve Dψ(B)-vel jel�lve, teljes�l a

Dψ(A)Dψ(B) ≥ �h/2

Heisenberg{f�le hat rozatlans gi rel 
i¢.
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IV. VAL�SZ�N�S�GSZǱM�TǱS �S ALKALMAZǱSAI

9.§ Val¢sz¡n�s�gsz m¡t s

9.1. Val¢sz¡n�s�gi mez�. A val¢sz¡n�s�gi mez� olyan

(
,A,P)

m�rt�kt�r, amelyre P(
) = 1. A val¢sz¡n�s�gsz m¡t sban 
-t ese-

m�nyt�rnek, elemeit elemi esem�nyeknek, A elemeit esem�nyeknek,

P-t val¢sz¡n�s�gnek szok s nevezni. Az 
 a biztos esem�ny, az ∅
a lehetetlen esem�ny. K�t esem�ny kiz rja egym st, ha metszet�k

�res. Teljes esem�nyrendszer alatt esem�nyeknek egy olyan sorozat t

�rtj�k, amelyek p ronk�nt kiz rj k egym st, �s egyes¡t�s�k a biztos

esem�ny.

9.2. Klasszikus val¢sz¡n�s�gi mez�. Ha 
 v�ges halmaz, A
az 
 �sszes r�szhalmazaib¢l  ll, �s minden elemi esem�ny val¢sz¡n�s�-

ge egyforma, akkor klasszikus val¢sz¡n�s�gi mez�r�l besz�l�nk. Ekkor

egy A esem�ny val¢sz¡n�s�g�t megkapjuk, ha A elemeinek sz m t (a

�kedvez� esetek sz ma") osztjuk 
 elemeinek sz m val (az ��sszes

esetek sz ma").

9.3. P�lda. Ko
kadob sn l hat elemi esem�ny van, teh t


 = {ω
1

, ω
2

, ω
3

, ω
4

, ω
5

, ω
6

}.

Esem�nyek p�ld ul: �p ros sz mot dobni", �h romn l kisebbet dobni",

stb. Ha az elemi esem�nyek val¢sz¡n�s�ge egyforma, akkor ezek val¢-

sz¡n�s�ge 1/2, 1/3, stb.
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9.4. Geometriai val¢sz¡n�s�gek. Gyakran 
 az R

n
egy r�sz-

halmaza, az esem�nyek 
 m�rhet� r�szhalmazai, a val¢sz¡n�s�g pedig

a Lebesgue-m�rt�k vagy valamilyen geometriai m�rt�k konstansszorosa.

Ilyen esetekben geometriai val¢sz¡n�s�gr�l besz�l�nk.

9.5. P�lda. Bek�t�tt szemmel 30 
m  tm�r�j�, k�r alak£ 
�l-

t bl ra l�v�nk, am¡g el nem tal ljuk. Mi a val¢sz¡n�s�ge, hogy t¡zest

l�tt�nk, ha a t¡zes k�r  tm�r�je 3 
m? A ter�letek ar ny b¢l ad¢dik

a val¢sz¡n�s�g, vagyis 0,01 lesz.

9.6. Felt�teles val¢sz¡n�s�g. Legyen (
,A,P) egy val¢sz¡n�-

s�gi mez�, A, B esem�nyek, P(B) 6= 0. Az A esem�ny B-re vonatkoz¢
felt�teles val¢sz¡n�s�g�n a

P(A|B) = P(A ∩B)
P(B)

sz mot �rtj�k. Nyilv n P(A ∩ B) = P(A|B)P(B), ez a val¢sz¡n�-

s�gek szorz si szab lya. Ha B
1

, B
2

, . . . egy teljes esem�nyrendszer,

P(Bk) > 0 minden k-ra, �s A egy esem�ny, akkor

P(A) =
∑

k

P(A|Bk)P(Bk),

ez a teljes val¢sz¡n�s�g t�tele. Ha m�g P(A) > 0 is teljes�l, akkor

P(Bk|A) =
P(A|Bk)P(Bk)
∑

iP(A|Bi)P(Bi)
,

ez a Bayes-t�tel.

9.7. F�ggetlens�g. Egy val¢sz¡n�s�gi mez� Ai esem�nyeit f�g-

getlennek nevezz�k, ha k�l�nb�z� i
1

, i
2

, . . . , in indexek eset�n

P(Ai
1

∩Ai
2

∩ . . . ∩Ain) = P(Ai
1

)P(Ai
2

) · · ·P(Ain).

Az Ai esem�nyeket p ronk�nt f�ggetlennek nevezz�k, ha b rmely ket-

t� k�z�l�k f�ggetlen.

9.8. Feladat. Ko
kadob sn l hat rozzuk meg annak val¢sz¡n�-

s�g�t, hogy h romn l nagyobbat dobtunk, felt�ve, hogy p ros sz mot

dobtunk!
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9.9. Feladat. K�t k�l�nb�z� p�nzdarabot feldobunk. A megfe-

lel� elemi val¢sz¡n�s�gi mez�ben adjunk meg h rom olyan esem�nyt,

amelyek p ronk�nt f�ggetlenek, de nem f�ggetlenek!

9.10. Feladat. Mi a val¢sz¡n�bb, az, hogy egy ko
k val n�gy-

szer dobva legal bb egyszer hatost dobunk, vagy az, hogy k�t ko
k val

24-szer dobva, legal bb egyszer k�t hatost dobunk?

* 9.11. Feladat. Hat rozzuk meg p¢kerban annak val¢sz¡n�s�g�t,

hogy oszt skor lapunk 1 p r, 2 p r, drill, stb., royal
ush!

9.12. Feladat. P�ter p�nz�t h rom bor¡t�kban tartja. Az els�-

ben k�t �tvenes, a m sodikban egy �tvenes �s egy sz zas, a harmadik-

ban egy �tvenes �s h rom sz zas van. Mennyi a val¢sz¡n�s�ge, hogy

v�letlenszer�en v lasztva egy bor¡t�kot �s abb¢l egy bankjegyet, az

sz zas lesz?

9.13. Feladat. Egy v rosban ugyanannyi f�r� �l, mint n�. 100

f�r�b�l 5, m¡g 10000 n�b�l 25 sz¡nvak. Egy sz¡nvak kartonj t kiv -

lasztva, az milyen val¢sz¡n�s�ggel lesz n�?

9.14. Val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢. Val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢n egy val¢-

sz¡n�s�gi mez�n �rtelmezett, m�rhet� f�ggv�nyt �rt�nk. Egy val¢s

�rt�k� ξ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ F eloszl sf�ggv�ny�t vagy eloszl s t az

F (x) = P{ξ < x}, ha x ∈ R

�sszef�gg�ssel �rtelmezz�k. Megmutathat¢, hogy az eloszl sf�ggv�ny

monoton n�veked�, balr¢l folytonos, �s

lim

x→−∞
F (x) = 0, lim

x→∞
F (x) = 1.

Ha l�tezik olyan f : R→ [0,∞) f�ggv�ny, amelyre

F (x) =

∫ x

−∞

f(t) dλ(t),

akkor azt mondjuk, hogy f a ξ s�r�s�gf�ggv�nye. Megmutathat¢,

hogy ekkor F ′
(x) = f(x) λ-majdnem minden�tt.

9.15. Diszkr�t val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢k. Azokat a val¢sz¡n�-

s�gi v ltoz¢kat, amelyek 
sak megsz ml lhat¢ sok k�l�nb�z� �rt�ket

vesznek fel �rt�kk�nt, diszkr�t val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢knak nevezz�k.

Diszkr�t val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢nak sohasem l�tezik s�r�s�gf�ggv�nye.
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9.16. V rhat¢ �rt�k, sz¢r s. Egy ξ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ v r-

hat¢ �rt�k�n az E(ξ) =

∫




ξ(ω) dP(ω) integr lt �rtj�k, ha l�tezik.

Egy val¢s ξ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ sz¢r sn�gyzete E

(

(

ξ − E(ξ)
)

2

)

, a

D(ξ) sz¢r sa pedig ennek n�gyzetgy�ke. Fontos tudni, hogy egy val¢s
val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ v rhat¢ �rt�ke �s sz¢r sa, s�t, b rmely Borel-

f�ggv�ny�nek a v rhat¢ �rt�ke is 
sak a val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ elosz-

l sf�ggv�ny�t�l f�gg. Ezt az  ll¡t st nem bizony¡tjuk, 
sak k�t fontos

spe
i lis eset�t vizsg ljuk meg.

9.17. Diszkr�t val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢k v rhat¢ �rt�ke. Le-

gyen ξ val¢s �rt�k� diszkr�t val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢, vegye fel a x
1

, x
2

, . . .
�rt�keket p

1

, p
2

, . . . val¢sz¡n�s�gekkel. Ha g : R → R egy Borel-

f�ggv�ny, �s g(ξ)-nek l�tezik v rhat¢ �rt�ke, akkor

E

(

g(ξ)
)

=

∑

i

g(xi)pi.

9.18. S�r�s�gf�ggv�ny �s v rhat¢ �rt�k. Ha ξ-nek l�tezik

a f s�r�s�gf�ggv�nye, �s g : R → R egy tetsz�leges Borel-f�ggv�ny,

akkor az al bbi k�t integr l egyszerre l�tezik �s

E

(

g(ξ)
)

=

∫

R

g(x)f(x) dλ(x).

9.19. Csebisev-egyenl�tlens�g. Legyen a ξ val¢sz¡n�s�gi v l-
toz¢ v rhat¢ �rt�ke E, sz¢r sa pedig D. Ekkor minden ǫ > 0 val¢s

sz mra

P

{

|ξ − E| > D/ǫ
}

< ǫ2.

Bizony¡t s. Ellenkez� esetben azt kapn nk, hogy

D2

=

∫




|ξ − E|2 dP ≥
∫

{

|ξ−E|≥D/ǫ
}
|ξ −E|2 dP

≥ D2

ǫ2
P

{

|ξ − E| ≥ D/ǫ
}

> D2,

ami ellentmond s.
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9.20. Val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢k f�ggetlens�ge. A val¢s �rt�-

k� ξi val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢kat p ronk�nt f�ggetlennek, illetve f�gget-
lennek nevezz�k, ha a {ξi < xi} esem�nyek b rmilyen xi val¢s sz -
mok eset�n p ronk�nt f�ggetlenek, illetve f�ggetlenek. Megmutatha-

t¢, hogy k�t f�ggetlen val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ szorzat nak v rhat¢ �rt�ke

a v rhat¢ �rt�kek szorzata. Ebb�l k�vetkezik, hogy f�ggetlen val¢sz¡-

n�s�gi v ltoz¢k �sszeg�nek sz¢r sn�gyzete a sz¢r sn�gyzetek �sszege.

9.21. Feladat. K�t ko
k val dobva, mennyi a dobott sz mok

maximum nak, illetve minimum nak v rhat¢ �rt�ke, illetve sz¢r sa?

9.22. Feladat. Egy �rm�vel dobunk. Ha az eredm�ny fej, m�g

k�tszer dobunk, ha ¡r s, m�g egyszer. Mennyi a fejek sz m nak v r-

hat¢ �rt�ke �s sz¢r sa?

9.23. Feladat. Adjunk p�ld t p ronk�nt f�ggetlen, de nem f�g-

getlen val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢kra!

** 9.24. Feladat. Egy �rm�t addig dobunk fel, am¡g egym s ut n

k�t fejet dobunk. Mennyi a dob sok sz m nak v rhat¢ �rt�ke? �s ha

addig dobunk, am¡g fejre ¡r s j�n?

9.25. Binomi lis eloszl s. Egy ξ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢t n-ed
rend�, p param�ter� binomi lis eloszl s£nak nevez�nk, ha a k =

0, 1, . . . , n �rt�keket veszi fel rendre

(

n

k

)

pk(1− p)n−k

val¢sz¡n�s�ggel, ahol 0 < p < 1. Ilyen eloszl s l�p fel p�ld ul visz-

szatev�ses mintav�teln�l. V rhat¢ �rt�ke np, sz¢r sa
√

np(1− p).
9.26. Hipergeometrikus eloszl s. A ξ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢

hipergeometrikus eloszl s£, ha �rt�kei a k = 0, 1, . . . , n sz mok, �s a

k �rt�ket

(

M

k

)(

N −M
n− k

)

(

N

n

)

val¢sz¡n�s�ggel veszi fel, ahol 0 < n ≤ min(M,N −M) �s M < N .

Ilyen eloszl s l�p fel p�ld ul visszatev�s n�lk�li mintav�teln�l. V rhat¢
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�rt�ke Mn/N , sz¢r sa pedig

√

n

(

M

N

)(

N −M
N

)(

1− n− 1

N − 1

)

.

9.27. Poisson-eloszl s. Egy ξ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ Poisson-

eloszl s£, ha a k = 0, 1, . . . �rt�keket

αke−α

k!

val¢sz¡n�s�ggel veszi fel, ahol α > 0 pozit¡v  lland¢. Ha n nagy �s p
ki
si, akkor a binomi lis eloszl s j¢l k�zel¡thet� α = np param�ter�

Poisson-eloszl ssal. V rhat¢ �rt�ke α, sz¢r sa
√
α.

9.28. Egyenletes eloszl s. A ξ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ az (a, b)
intervallumon egyenletes eloszl s£, ha s�r�s�gf�ggv�nye

1

b− a , ha a < x < b, 0 egy�bk�nt.

V rhat¢ �rt�ke (a+ b)/2, sz¢r sa pedig (b− a)/(2
√
3).

9.29. Exponen
i lis eloszl s. A ξ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢t α pa-

ram�ter� exponen
i lis eloszl s£nak nevezz�k akkor, ha s�r�s�gf�gg-

v�nye

αe−αx, ha x > 0, 0 egy�bk�nt.

Itt α > 0. V rhat¢ �rt�ke 1/α, �s sz¢r sa is 1/α.

9.30. Norm lis eloszl s. Az (m,σ) param�ter� norm lis el-

oszl s s�r�s�gf�ggv�nye

1√
2πσ

e−(x−m)

2/(2σ2).

Itt m tetsz�leges, σ pedig pozit¡v konstans. Az eloszl s v rhat¢ �rt�ke

m, sz¢r sa pedig σ. Az F eloszl sf�ggv�ny kifejezhet� a 0 v rhat¢

�rt�k�, 1 sz¢r s£ standard norm lis eloszl s � eloszl sf�ggv�ny�vel:

F (x) = �

(

x−m
σ

)

.

Megjegyezz�k, hogy �(−x) = 1− �(x).
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9.31. A χ2-eloszl s. Ha n darab f�ggetlen, standard norm -

lis eloszl s£ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ n�gyzet�t �sszeadjuk, kapjuk az n
szabads gfok£ χ2-eloszl st. Ennek s�r�s�gf�ggv�nye

xn/2−1e−x/2

2

n/2
�(n/2)

, ha x > 0, �s 0 egy�bk�nt.

V rhat¢ �rt�ke n, sz¢r sa pedig

√
2n. Megjegyezz�k, hogy a � f�gg-

v�ny �rt�kei a �(z + 1) = z�(z) �sszef�gg�s seg¡ts�g�vel �(1) = 1 �s

�(1/2) =
√
π ismeret�ben a sz�ks�ges helyeken kisz m¡that¢k.

9.32. Feladat. Egy vegyi anyaggal kezelve 20 k¡s�rleti  llatot,

10-n�l j�tt l�tre (nem l that¢) elv ltoz s. Ha 10-et kiv lasztunk �s

felbon
olunk, milyen val¢sz¡n�s�ggel fogunk 0, 1, . . . 9, 10 egyedn�l

elv ltoz st tapasztalni?

9.33. Feladat. Egy �zemben t¡zen egym st¢l f�ggetlen�l hasz-

n lnak 1 kW-os k�ziszersz mot. Mindenki  tlagosan 12-szer 1 per
et

haszn lja ¢r nk�nt a g�p�t. Ha a h l¢zat 7 kW-ot b¡r el, akkor az

id�nek h ny sz zal�k ban l�p fel t£lterhel�s?

9.34. Feladat. Rutherford 2608 alkalommal 7,5 s-ig �szlelt r -

di¢akt¡v boml st. Alkalmank�nt 3,87 boml st �szlelt  tlagosan. V r-

hat¢an h ny alkalommal �szlelt 0, 1, 2, . . ., 9, ≥10 boml st?

9.35. Feladat. Egy m�r�s eredm�ny norm lis eloszl s£ 0,1 sz¢-

r ssal, v rhat¢ �rt�ke a m�rend� mennyis�g. Mennyi a val¢sz¡n�s�ge,

hogy a m�r�s hib ja nagyobb, mint 0,3?

9.36. Feladat. Alkatr�szek, k�sz�l�kek meghib sod s ig eltelt

id�, illetve a k�t meghib sod s k�z�tti id� legt�bbsz�r exponen
i lis

eloszl st k�vet. Ha egy k�sz�l�kn�l ezen id� v rhat¢ �rt�ke, az MTBF

1000 ¢ra, hat rozzuk meg, hogy mennyi a val¢sz¡n�s�ge, hogy a k�sz�-

l�k 500 ¢r ig, 1000 ¢r ig, 2000 ¢r ig hib tlanul m�k�dik. Mutassuk

meg, hogy annak val¢sz¡n�s�ge, hogy a k�sz�l�k m�g t ideig hib tlanul
m�k�dik, felt�ve, hogy T ideig m r hib tlanul m�k�d�tt, nem f�gg

T -t�l.

* 9.37. Feladat. Hasonl¡tsuk �ssze a 3 szabads gfok£ χ2-eloszl s
s�r�s�gf�ggv�ny�t egy nemesg z atomjainak energiaeloszl s t le¡r¢

f�ggv�nnyel! Mi a magyar zat?
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*** 9.38. Feladat. Bizony¡tsuk be, hogy a megismert eloszl sok v r-

hat¢ �rt�ke �s sz¢r sa a megadott �rt�k!

9.39. A nagy sz mok gyenge t�rv�nye. Legyenek a ξk,
k = 1, 2, . . . val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢k egyforma eloszl s£ak �s p ronk�nt

f�ggetlenek E v rhat¢ �rt�kkel. Ekkor minden ǫ > 0-ra

P

{∣

∣

∣

1

n

n
∑

k=1

ξk − E
∣

∣

∣
> ǫ
}

→ 0, ha n→∞.

9.40. A nagy sz mok er�s t�rv�nye. Legyenek a ξk, k =

1, 2, . . . val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢k egyforma eloszl s£ak �s f�ggetlenek E
v rhat¢ �rt�kkel. Ekkor

P

{

lim

n→∞

1

n

n
∑

k=1

ξk = E
}

= 1.

9.41. Centr lis hat reloszl s t�tel. Legyenek a ξk, k =

1, 2, . . . val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢k egyforma eloszl s£ak �s f�ggetlenek nem

nulla sz¢r ssal. Legyen tov bb 

ηn =

n
∑

k=1

ξk, �s ζn =
ηn −E(ηn)
D(ηn)

Jel�lje Fn a ζn eloszl sf�ggv�ny�t, ekkor

lim

n→∞
Fn(x) = �(x), ha x ∈ R.

9.42. Feladat. Egy p�nz�rm�t 10000-szer feldobva, 5400-szor

kaptunk fejet. Szab lyos-e az �rme?

* 9.43. Feladat. Legyenek ξ
1

, ξ
2

, . . . f�ggetlen, [0, 1℄-ben egyenle-

tes eloszl s£ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢k,

ηn =

n
∑

k=1

ξk �s ζn =
ηn −E(ηn)
D(ηn)

.

Ǳbr zoljuk ζ
1

, ζ
2

�s ζ
3

, valamint a standard norm lis eloszl s s�r�-

s�gf�ggv�ny�t. Mennyi D(η
12

) �s E(η
12

) ?

*** 9.44. Feladat: szimul 
i¢, Monte{Carlo m¢dszerek. Sz -

mos olyan term�szeti folyamat van, amelynek a lefoly s t k�l�nb�z�

v�letlen t�nyez�k befoly solj k. Ilyen folyamatok jellemz�inek pontos

meghat roz sa gyakran nem megoldhat¢, de j¢ k�zel¡t�seket kapha-

tunk szimul 
i¢val. P�ldak�nt a l n
reak
i¢t szimul lva, hat rozzuk

meg egy Pu

239

g�mb kritikus sugar t!
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10.§ Matematikai statisztika

10.1. Minta, statisztika. Statisztikai mint n f�ggetlen, egy-

forma eloszl s£ val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢k egy ξ
1

, ξ
2

, . . . , ξn sorozat t �rt-

j�k. Statisztik nak nevezz�k a mintaelemek b rmely Borel-f�ggv�ny�t.

10.2. Az empirikus eloszl sf�ggv�ny. Az F (x) eloszl s£ va-

l¢sz¡n�s�gi v ltoz¢kb¢l  ll¢ ξ
1

, ξ
2

, . . . , ξn mint hoz legyen

Fn(x) =
∑

ξk<x

1

n
,

a minta empirikus eloszl sf�ggv�nye. Ha

�n = sup

x

∣

∣Fn(x) − F (x)
∣

∣,

az eloszl sf�ggv�ny �s az empirikus eloszl sf�ggv�ny t vols ga, akkor

megmutathat¢, hogy

P{ lim
n→∞

�n = 0} = 1.

Ez a matematikai statisztika alapt�tele.

10.3. Hisztogramm. A s�r�s�gf�ggv�ny k�zel¡t�s�re haszn l-

hat¢ a hisztogramm. Ha ξ
1

, ξ
2

, . . . , ξn a minta, �s a sz megyenesen

t
0

< t
1

< . . . < tm oszt¢pontokat v lasztunk, akkor a hisztogramm

fn(x) =
∑

ti−1

≤ξk<ti

1

n(ti − ti−1

)

, ha ti−1

≤ x < ti.

Az oszt¢pontok helytelen v laszt sa, t£l sok vagy t£l kev�s oszt¢pont

haszn lata a k�zel¡t�st er�sen lerontja, ez�rt t�bb k�l�nb�z� oszt¢-

pontrendszerrel is �rdemes pr¢b lkozni.

10.4. Be
sl�sek. Ha a ξ
1

, . . . , ξn statisztikai mint nk Fϑ(x) el-

oszl s£, �s a ϑ param�tert nem ismerj�k, k�zel¡t�s�re egy alkalmas

^ϑn
statisztik t haszn lhatunk. Ezt az elj r st nevezz�k be
sl�snek. A j¢

be
sl�st�l elv rjuk, hogy torz¡tatlan legyen, azaz E(

^ϑn) = ϑ teljes�l-

j�n, valamint hogy konzisztens legyen, azaz

lim

n→∞
D(

^ϑn) = 0
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teljes�lj�n. K¡v natos, hogy a D(

^ϑn) sz¢r s min�l kisebb legyen.

P�ldak�nt tekints�k a v rhat¢ �rt�k be
sl�s�t. A

ξ =
1

n

n
∑

k=1

ξk

 tlag a v rhat¢ �rt�knek torz¡tatlan �s konzisztens be
sl�se.

M sik p�ldak�nt vizsg ljuk a sz¢r sn�gyzet be
sl�s�t. Az

s2n =
1

n

n
∑

k=1

(ξk − ξ)2

empirikus sz¢r sn�gyzet a sz¢r sn�gyzetnek nem torz¡tatlan be
sl�se.

Torz¡tatlan �s konzisztens be
sl�s viszont az

s∗2n =

1

n− 1

n
∑

k=1

(ξk − ξ)2

korrig lt empirikus sz¢r sn�gyzet.

10.5. Kon�den
ia-intervallumok. Gyakran arra van ink bb

sz�ks�g�nk, hogy a ϑ val¢s param�terhez �s egy adott ǫ > 0-hoz a

ξ
1

, ξ
2

, . . . , ξn minta seg¡ts�g�vel olyan

^ϑ
1

�s

^ϑ
2

statisztik kat adjunk

meg, hogy

P(

^ϑ
1

< ϑ < ^ϑ
2

) > 1− ǫ

teljes�lj�n. A (

^ϑ
1

, ^ϑ
2

) intervallumot kon�den
ia-intervallumnak ne-

vezz�k.

P�ld ul ha tudjuk, hogy a mintaelemek norm lis eloszl s£ak is-

mert σ sz¢r ssal de ismeretlen m v rhat¢ �rt�kkel (a legt�bbsz�r

ez a helyzet m�r�sekn�l), akkor a v rhat¢ �rt�kre szerkeszthet�nk

kon�den
ia-intervallumot. Az

u =
ξ −m
σ

√
n

val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ standard norm lis eloszl s£ lesz, ¡gy meghat -

rozhat¢ olyan uǫ sz m, amelyre

P

{

|u| ≤ uǫ
}

= 1− ǫ = 2�(uǫ)− 1.
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Ebb�l

P

{

|ξ −m| ≤ uǫ
σ√
n

}

= P

{

ξ − uǫ
σ√
n
≤ m ≤ ξ + uǫ

σ√
n

}

= 1− ǫ.

10.6. Hipot�zisvizsg lat. A hipot�zisvizsg latn l valamely adott

H
0

hipot�zis fenn ll s r¢l kell d�nten�nk. Az egy�b lehets�ges esete-

ket aH
1

ellenhipot�zisben gy�jtj�k �ssze. A rendelkez�sre  ll¢ adatok

alapj n egy pr¢ba statisztik t k�sz¡t�nk, �s megvizsg ljuk, hogy ennek

�rt�ke egy T
0

elfogad si tartom nyba esik-e, vagy ennek komplemen-

ter�be, a kritikus tartom nyba. Ha a pr¢ba statisztika az elfogad si

tartom nyba esik, a H
0

hipot�zist elfogadjuk, egy�bk�nt elvetj�k. Az

eg�sz elj r st pr¢b nak nevezz�k. K�tf�le hib t k�vethet�nk el. Ha

a H
0

hipot�zis fenn ll, m�gis elvetj�k, akkor els�faj£ hib r¢l, ha pe-

dig a H
1

ellenhipot�zis  ll fenn, �s hipot�zis�nket m�gis elfogadjuk,

akkor m sodfaj£ hib r¢l besz�l�nk. A hib k nagys g t els�sorban az

elfogad si tartom ny megv laszt s val befoly solhatjuk. Az els�faj£

hiba val¢sz¡n�s�g�nek 
s�kkent�s�vel a m sodfaj£ hiba val¢sz¡n�s�ge

 ltal ban n�, �s viszont. Term�szetesen a pr¢ba statisztika helyes

megv laszt sa is befoly solja az eredm�nyt. Ha ǫ > 0-hoz £gy v -

lasztottuk az elfogad si tartom nyt, hogy az els�faj£ hiba 1 − ǫ va-
l¢sz¡n�s�g� legyen, akkor a hipot�zis elfogad sa eset�n azt mondjuk,

hogy az elt�r�s 1 − ǫ szinten nem szigni�k ns, egy�bk�nt pedig szig-

ni�k ns. Ha egy mint nk van, �s a hipot�zis az, hogy a mintaelemek

valamilyen adott eloszl s£ak, akkor egymint s pr¢b r¢l, ha pedig k�t

mint nk van, �s a hipot�zis az, hogy a k�t minta eloszl sa, vagy a k�t

eloszl s valamilyen param�tere megegyezik, akkor k�tmint s pr¢b r¢l

besz�l�nk.

10.7. Param�teres pr¢b k. Ezekn�l a pr¢b kn l az eloszl s-

f�ggv�nynek 
sak egy vagy n�h ny param�tere ismeretlen. K�t p�ld t

mutatunk be.

Az egymint s u-pr¢ba eset�n tudjuk, hogy a ξ
1

, ξ
2

, . . . , ξn min-

taelemek norm lis eloszl s£ak ismert σ sz¢r ssal. Hipot�zis�nk az,

hogy az m v rhat¢ �rt�k egy m
0

adott �rt�k, ellenhipot�zis�nk pedig,

hogy m 6= m
0

. A hipot�zis fenn ll sa eset�n az

u =
ξ −m

0

σ

√
n
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pr¢ba statisztika standard norm lis eloszl s£. Adott ǫ > 0 eset�n az

uǫ �rt�ket £gy v lasztva, hogy

�(uǫ)− �(−uǫ) = 2�(uǫ)− 1 = 1− ǫ
legyen, (−uǫ, uǫ) az elfogad si tartom ny.

K�tmint s u-pr¢ba akkor haszn lhat¢, ha a ξ
1

, ξ
2

, . . . , ξn mint nk

norm lis eloszl s£ ismert σ
1

, az η
1

, η
2

, . . . , ηm mint nk pedig norm lis

eloszl s£ ismert σ
2

sz¢r ssal, hipot�zis�nk, hogy az eloszl sok v rhat¢

�rt�kei megegyeznek, ellenhipot�zis�nk pedig, hogy nem. A hipot�zis

fenn ll sa eset�n az

u =
ξ − η

√

σ2
1

/n+ σ2
2

/m

pr¢bastatisztika standard norm lis eloszl s£, ¡gy ism�t a fenti elfoga-

d si tartom ny haszn lhat¢.

10.8. Nemparam�teres pr¢b k. Param�teres pr¢b k 
sak bi-

zonyos eloszl sok (p�ld ul norm lis eloszl s, illetve exponen
i lis el-

oszl s) eset�n konstru lhat¢k. Ǳltal nosabban haszn lhat¢k a nem-

param�teres pr¢b k. Kett�t mutatunk be.

A Kolmogorov-pr¢ba annak a hipot�zisnek az ellen�rz�s�re hasz-

n lhat¢, hogy mint nk eloszl sf�ggv�nye egy adott folytonos F (x)
eloszl sf�ggv�ny-e? Az ellenhipot�zis, hogy az eloszl sf�ggv�ny b r-

milyen m s folytonos eloszl sf�ggv�ny. A pr¢ba azon alapul, hogy az

empirikus eloszl sf�ggv�nyn�l eml¡tett �n mennyis�g

√
n-szeres�nek

eloszl sa a hipot�zis fenn ll sa eset�n nem f�gg F (x)-t�l, s�t, a

lim

n→∞
P{√n�n < t} =

∞
∑

k=−∞

(−1)ke−k2t2

�sszef�gg�s szerint m r kb. n = 30-t¢l az n-t�l val¢ f�gg�st�l is elte-

kinthet�nk.

A Kolmogorov-Szmirnov pr¢ba a Kolmogorov-pr¢ba k�tmint s

megfelel�je. Annak a hipot�zisnek a vizsg lat ra alkalmas, hogy a

folytonos eloszl sokb¢l sz rmaz¢ k�t mint nk F (x), illetve G(x) el-
oszl sf�ggv�nye megegyezik-e? Az ellenhipot�zis, hogy az eloszl s-

f�ggv�nyek folytonosak, de nem egyeznek meg. A pr¢bastatisztika

√

nm

n+m
�n,m, ahol �n,m = sup

x

∣

∣Fn(x) −Gm(x)
∣

∣.
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Ennek eloszl sa nem f�gg F -t�l �s G-t�l, hat reloszl sa ugyanaz, mint√
n�n-�, �s n,m ≥ 30 eset�n a hat reloszl s haszn lhat¢.

10.9. A χ2-pr¢ba. Igen sok 
�lra, p�ld ul illeszked�s- �s f�g-

getlens�gvizsg latra haszn lhat¢ nem param�teres pr¢ba. Alapgon-

dolata, hogy ha A
1

, A
2

, . . . , Ar egy teljes esem�nyrendszer, �s teljes�l

az a hipot�zis, hogy az Ai esem�ny val¢sz¡n�s�ge pi > 0, tov bb 

n f�ggetlen kis�rletet v�gezve νi az Ai esem�ny bek�vetkez�seinek

sz ma, akkor a

k =
r
∑

i=1

(νi − npi)2
npi

pr¢bastatisztika j¢ k�zel¡t�ssel r−1 szabads gfok£ χ2 eloszl st k�vet.
A j¢ k�zel¡t�shez  ltal ban az sz�ks�ges, hogy az npi �rt�kek 10-n�l

nagyobbak legyenek. A pr¢ba akkor is haszn lhat¢, ha a pi val¢-
sz¡n�s�gek meghat roz s hoz s darab, a mint b¢l sz m¡tott be
sl�st

haszn ltunk fel, de ekkor a χ2-eloszl s szabads gfoka r − s− 1.

10.10. Feladat. Egy �zikai mennyis�get m�rt�nk, �s az al bbi

eredm�nyeket kaptuk: 12,15, 12,33, 10,94, 10,25, 9,80, 12,90, 12,04,

11,45, 9,64, 11,20, 9,78, 10,89, 11,22, 11,91, 10,78, 10,04, 10,35, 11,32,

9,18, 11,36, 10,40, 10,89, 11,50, 11,26, 11,95, 9,28, 11,11, 10,34, 11,12,

9,71. Ǳbr zoljuk az empirikus eloszl sf�ggv�nyt! K�sz¡ts�nk hiszto-

grammot! Be
s�lj�k meg a v rhat¢ �rt�ket �s a sz¢r st! Felt�telezve,

hogy a minta norm lis eloszl s£ 1 sz¢r ssal, k�sz¡ts�nk kon�den
ia-

intervallumot a v rhat¢ �rt�kre, �s 95%-os szinten d�nts�k el azt a

hipot�zist, hogy a v rhat¢ �rt�k 11,2.

10.11. Feladat. Egy m sik laborat¢riumban az el�z� feladat-

ban szerepl� �zikai mennyis�g m�r�sekor az al bbi �rt�keket kaptuk:

10,62, 13,10, 12,40, 9,80, 10,31, 9,25, 10,87, 9,93, 9,72, 12,34, 11,77,

13,23, 9,20, 10,11, 11,66, 10,79, 11,06, 12,71, 10,89, 11,19, 10,93, 10,17,

11,97, 9,14, 11,76, 11,60, 9,14, 10,56, 11,57, 12,53. Ha tudjuk, hogy

ezek az adatok is norm lis eloszl s£ak, de sz¢r suk 1,2, elfogadhat¢-e

95%-os szinten az a hipot�zis, hogy a k�t minta  tlaga megegyezik?

10.12. Feladat. Elfogadhat¢-e 95%-os szinten az a hipot�zis,

hogy az el�z� feladatban szerepl� minta norm lis eloszl s£ 11,2 v r-

hat¢ �rt�kkel �s 1,2 sz¢r ssal? H t az, hogy a k�t el�z� feladatban

szerepl� mint k egyforma eloszl s£ak?
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10.13. Feladat. Egy ko
k t 600-szor feldobva, rendre 92, 87, 91,

101, 86, 143 esetben kaptuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 sz mokat. Ellentmond-e

ez 95%-os szinten annak, hogy a ko
ka szab lyos?

*** 10.14. Feladat. K�sz¡ts�nk programot a megismert be
sl�sekre

�s pr¢b kra! Haszn ljunk adatb zis-kezel�t!
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