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1.§ Bevezetés 5%

1.5 Bevezetés

Ezen jegyzet azoknak az eloadasoknak az anyagat tartalmazza,
amelyeket , analizis és valdszintuségszamitas” cimmel tartottam 1989-
ben a KLTE-en masod-harmad éves kémia—fizika és fizika—technika
szakos hallgatok szamara. A jegyzet lefedi a tantargy tematikajat,
amely akkor a kévetkezo volt:

Egyenletek kdzelitd megolddsa. (Erints, hir és szeld médszer.)
Az approximéciéelmélet alapjai. (Lagrange és Newton-féle interpola-
cid, parabolikus interpolacid, a legkisebb négyzetek médszere.)

Lebesgue-mérték és integral. (Fogalma, alapvetd tulajdonsigai.)

Hilbert-terek. (A Hilbert-tér fogalma, specidlis Hilbert-terek, a
négyzetesen integralhato fiiggvények tere, ortonormalt rendszerek, a
trigonometrikus rendszer, Fourier-sorok vizsgalata, ortogonalis poli-
nomrendszerek, onadjungalt operatorok Hilbert-térben, projekcié ope-
ratorok, spektral tétel.)

A valbszintiségszamitas elemei. (Alapveté fogalmak, valésziniisé-
gi valtozd, eloszlas és struségfiiggvény, varhatod érték, széras, neveze-
tes eloszlasok.) A matematikai statisztika elemei.

A jegyzet néhany, a tematikiban nem szereplo részt is tartalmaz,
valamint példakat az elmélet alkalmazasara és szamos megoldando fel-
adatot, amelyek kidolgozasa az anyag alapos elsajatitasat teszi lehe-
tové. A nehezebb feladatokat *-gal megjeloltem. Tomor fogalmazasra
torekedtem, igy a jegyzet az eléadast nem helyettesiti. Csak az egy-
szeru, 1j fogalmak bevezetését nem igénylo bizonyitasok szerepelnek.

Az analizisben altalanosan szokasos jeloléseket haszndltam. Két-
ség esetén lasd Rudin [12] kényvét analizisbeli, Halmos [4] konyvét
pedig linearis algebrai fogalmakkal kapcsolatban. Egy vektor koor-
dinatait, vagy egy linearis leképezés matrixat R™-ben vagy C™-ben
mindig a szokasos bazisban értjiik.

Jarai Antal
Debrecen, 1989 oktéber 23.
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I. NUMERIKUS MODSZEREK

2.5 Egyenletek megoldasa

2.1. Abszolut és relativ hibak. Az adatokban mutatkozo6 hi-
bat tobbféleképpen is mérhetjiik. Ha felso becslésekre toreksziink,
akkor célszerti az abszolut hibara keresni felsé becsléseket. Ha x az
x* pontos érték kozelitése, akkor az |z — x*| abszoliit hiba egy d(x)
fels6 becslését keressiik: |r — z*| < §(z). A kozelités pontossigdt
gyakran jobban leirja a relativ hiba:

o~ "] _ 8(x)

] x|

Az abszolit hibat gyakran kozelitoleg a helyes tizedes jegyek szama-
val, a relativ hibat pedig az értékes jegyek szamaval fejezziik ki.
Osszeadaskor és kivonaskor

((x£y) — (" £ y*)| <z —2|+ |y —y"| < d(x) +6(y),
azaz az abszolut hibak osszeadddhatnak. Szorzaskor

vy — 2y = ey — xy” + 2y" — 2"y < |z|6(y) + |y*|6(z)
~ |x[d(y) + |y|é(z),

osztaskor pedig

*

T i

y oy

Tyt — xy‘ _ eyt —ay 4 ay — 2ty
yy* lyy*|

- [219(y) + [yld(x)

|y|? '
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Ebbdl a relativ hibara

o(zEy) d(z)+d(y)

zty]  |zxy]

ami, ha a nevezo két ellenkezo elojelt tag 6sszevonasabdl adodik, igen
nagy is lehet. Szorzasnal és osztasnal

o(xy) 5(%)_+_5(y)

wyl T Jxl |yl
o(z/y) _d(x)  d(y)
oyl el T Tl

azaz a relativ hibak osszeadddhatnak.
Tobbvaltozos fiiggvények értékének szamitasakor

n

5(f(171,3727 e 7mn)) ~ Z

=1

of

2.2. Valészintiségi hibaanalizis. Ha a hibdk egymastdl fiig-
getlen véletlen értékek, akkor nagyon valdszinu, hogy részben kiej-
tik egymast. Ha példaul az 1, xo,...,x, mennyiségeket Gsszeadjuk,
akkor a kapott s 6sszeg hibdjanak négyzete az -k hibainak négyzet-
Osszegével becsiilheto. fgy egyforma hibdk esetén a hibara ./n-szer
kisebb becslést kapunk, mintha a hibakat dsszeadnank.

2.3. A hibak terjedése. Mint lattuk, ellenkezo el6jeli meny-
nyiségek dsszevonasakor a relativ hiba akarmilyen nagyra is megnohet.
Ezért lehetoleg keriilni kell az olyan eljarasokat, amelyekben ellenkez6
elojelli, majdnem egyenlo abszolit értékii mennyiségek 6sszevonasara
van sziikség. Példaként tekintsiik az

2 - 10002 +1=0

egyenlet megoldasat. A megolddéképlettel, 6t értékes jegyre szamolva,

1000 £ v/999996
2 Y

T1,2 = Tl = 1000,0, Ty =~ 0,
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mig a masodik gyck szamitasanal az

1000 — /999996 2
2 1000 + 1/999996

atalakitas utan az 6t értékes jegyet tartalmazd xo ~ 0,0010000 ered-
ményt kapjuk. Ez a példa mutatja, hogy nem mindegy, hogy formu-
lainkat milyen alakban irjuk fel.

Gyakran problémat okoz az is, ha a hasznalt eljaras sok 1épésbol
all, és minden lépésben az el6z6 1épésekben kapott, hibaval terhelt
adatokat hasznalunk a szamitasok folytatasara. Lehetoleg keriiljiik
az ilyen moddszereket, és ahol lehet, az eredeti adatokra alapozzuk a
tovabbi szamitasokat.

X2

2.4. Feladat. Egy gomb sugarat 1% pontossdggal ismerjiik. Mi-
lyen pontossiaggal szamithaté a kobtartalma?

2.5. Feladat. Mennyi zsebszamoldgépiink relativ pontossaga az
alapmiiveleteknél, illetve az elemi fiiggvények szamitasakor?

2.6. Feladat. Hatarozzuk meg e 20 értékét e* soranak a fel-
hasznélasaval!

* 2.7. Feladat. frjunk programot egyszeriu, csak néhany regisz-
terrel rendelkezo zsebszamologépre egy hosszabb 1, xo, ..., x, szam-
sorozat T atlagdnak és s2 empirikus szérasnégyzetének szamitasara.
A programot igyekezziink gy szervezni, hogy a kerekitési hiba kicsi
legyen.

2.8. Intervallum felezés. Ha f az [a,b] intervallumon folyto-
nos, valds fiiggvény, f(a)f(b) < 0, akkor az f(z) = 0 egyenlet [a, b]-
beli megoldasanak megkeresésére szamitsuk ki xy = a, x1 = b jeltlés-
sel az xo = (a + b)/2 helyen a fiiggvényértéket. Ha f(z2) = 0, akkor
készen vagyunk, egyébként legyen [as,bs] az [a,b] intervallumnak az
a fele, amelynek végpontjaiban f elojele kiilonb6z6, és alkalmazzuk
az elézé 1épést x3 és [as, b3] eléallitdsara, stb. A kapott zg,x1, 2o, . ..
sorozat mindig konvergdl f egy zérushelyéhez. Az eljaras hatranya,
hogy a konvergencia lassi, és a modszer nem alkalmazhatdé, ha a fiigg-
vény az intervallumon nem vélt el8jelet (pl. z2 a [—1, 1]-en).
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2.9. Hurmoédszer. Az eljaras hasonlit az intervallum felezéshez,
de az x,,1 pontot az (an,f(an)) és (bn,f(bn)) pontokat 0sszekotod
egyenes és az x tengely metszéspontjaként definidljuk, azaz

Tyl = a, — f(an)
T F(be) — flan)

(b, — an)-

A konvergencia valamivel gyorsabb, mint az intervallum felezésnél.
Elonyei és hatranyai hasonldak.

2.10. Szelémddszer. A szelomddszernél az x, 11 kozelitést ugy
kapjuk, hogy vessziik az (x,—1, f(zn—1)) és (zn, f(x,)) pontokon &t-
meno szelonek az x tengellyel valé metszéspontjat. Igy

f(zn)

Tt = Y ) (T )

A szelémdbdszernél nem sziikséges gy valasztani az xg, x1 kezdépon-
tokat, hogy ott a fiiggvény ellenkez6 eldjelt legyen. A szeldmoddszer
gyorsabb, mint a hirmédszer. Egyetlen haranya, hogy nem mindig
konvergens.

2.11. Newton-moddszer. A Newton-mddszernél elég a gyok egy-
etlen xy kozelitésébodl kiindulni. Az x,41 kozelitést az x, pont beli
érinto és az = tengely metszéspontjaként kapjuk, az

f(zn)

n

osszefiiggéssel. A Newton-méddszer a szelémddszernél is gyorsabban
konvergal. Hatranya, hogy nem minden esetben konvergens — bar
altalaban van a gyoknek olyan kornyezete, hogy onnan inditva kon-
vergens — és hogy nem csak f, hanem f’ értékeit is ki kell szamitani.
Ez utébbi hatrany elkeriilheto a médositott Newton-mdodszerrel:

f(zn)

T ST )

fgy csak egy helyen van sziikség [’ kiszamitdsira, de a konvergencia
lelassul.
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2.12. Egy példa. A konvergencia rendje. Tekintsiik a 2 sin x—
x = 0 egyenletet, és hatarozzuk meg egyetlen pozitiv gyokét. Az is-
mertetett eljarasokkal az 1. és a 2. tablazatban lathato eredményeket
kapjuk.

Latjuk, hogy a hirmddszernél a helyes jegyek szama minden 1é-
pésben ugyanannyival n6, amit igy szokas kifejezni, hogy a modszer
elsérendben konvergens. A Newton-féle érintémddszernél a helyes je-
gyek szama minden 1épésben koriilbeliill megduplazédik, a Newton-
modszer masodrendben konvergens. A szelémdédszernél minden 1épés-
ben a helyes jegyek szama koriilbeliil 1,6-szeresére no, a szel6 mddszer
konvergencia-rendje =~ 1,6.

Megjegyezziik, hogy a mddositott Newton-modszer is elsérend-
ben konvergens, és tobbszoros gyokok esetében, tehat ha nem csak
f(a) = 0, hanem f’(a) = 0 is teljesiil, akkor a Newton-médszer is
csak elsorendben konvergens.

2.13. Feladat. Készitsiink programot az el6z6 példaban bemu-
tatott szamitasok elvégzésére!

2.14. Feladat. Mely mddszerek alkalmazhatdk a
4sin’x — 4z sinz + 2° =0
egyenlet egyetlen pozitiv gyokének meghatarozasara, az egyenlet ata-
lakitasa nélkiil? Milyen gyors lesz a konvergencia?

2.15. Feladat. Szamitsuk ki {/a-t az 2" = a egyenlet Newton—
modszerrel torténé megoldasaval!

2.16. Egyenletrendszerek. Egy k egyenletbol all6 &k ismeret-
lenes egyenletrendszert tomoren

f(x)=0

alakban irhatunk fel. Erre az eddig emlitett modszerek koziil a Newton—
modszer altalanosithato:

—1
f(x,,).

Az iteracié altalaban csak a gyok kozvetlen kozelébol inditva konver-
gens. Ha a k dimenziészam magas, akkor az f'(x,,) matrix kiszdmitdsa
és invertalasa igen munkaigényes. Gyakran célszeru az Osszefiiggést

£/ (xn) (Xnt1 — xn) = —£(x5)

Xp+1 = Xn — (F'(x1))
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OO Tl W= O

WK N NNDNNDNNDNN S = = s e
SO X TR WN = O OO0~ Uk W~ O

felezés
1,500000000000000
3,000000000000000
2,250000000000000
1,875000000000000
2,062500000000000
1,968750000000000
1,921875000000000
1,898437500000000
1,886718750000000
1,892578125000000
1,895507812500000
1,894042968750000
1,894775390625000
1,895141601562500
1,895324707031250
1,895416259765625
1,895462036132813
1,895484924316406
1,895496368408203
1,895490646362305
1,895493507385254
1,895494937896729
1,895494222640991
1,895494580268860
1,895494401454926
1,895494312047958
1,895494267344475
1,895494244992733
1,895494256168604
1,895494261756539
1,895494264550507

hir
1,500000000000000
3,000000000000000
1,731105741103194
1,835346758106057
1,874711941565929
1,888467091368380
1,893136039488919
1,894704904454640
1,895230273680515
1,895406002936673
1,895464759477905
1,895484402686160
1,895490969427515
1,895493164663164
1,895493898518221
1,805494143841487
1,805494225851513
1,895494253266944
1,895494262431748
1,895494265495484
1,895494266519671
1,895494266862050
1,895494266976506
1,895494267014767
1,895494267027558
1,895494267031834
1,895494267033263
1,895494267033741
1,895494267033901
1,895494267033954
1,895494267033972

1. tablazat

11

modositott Newton
2,000000000000000
1,900995594203909
1,896061839711735
1,895554271020856
1,895500626429194
1,895494941197443
1,895494338504453
1,895494274610843
1,895494267837234
1,895494267119137
1,895494267043009
1,895494267034938
1,895494267034082
1,895494267033992
1,895494267033982
1,895494267033981
1,895494267033981

alakba irni, igy x,,4+1 meghatarozasahoz egy linearis egyenletrendszert
kell megoldani.
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szelo
1,500000000000000
3,000000000000000
1,731105741103194
1,835346758106057
1,902230210959766
1,895250943924996
1,895493322966086
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Newton
1,500000000000000
2,076558200630435
1,910506615659081
1,895622002987846
1,895494276472771
1,895494267033981
1,895494267033981

1,895494267166912
1,895494267033981
1,895494267033981

© 00 O T W N - O

2. tablazat

Gyakran hasznalatos a modositott Newton-modszer is, amely-
nél a derivalt matrix kiszamitasara és invertalasara csak egyszer van

sziikség:
—1

f(x,,).
Idonként ujra szamolva a derivaltat, a konvergencia gyorsithaté.

A Newton-moddszer méasodrendben, a mddositott valtozat pedig
elsérendben konvergal egyenletrendszerek esetében is.

Xn4+1 = Xp — (f/(XO))

2.17. Kapcsolat minimumfeladatokkal. [smeretes, hogy egy
valds értéku

O(x1,z9,...,71) = (%)

tobbvaltozds fiiggvény minimumanak megkeresését visszavezethetjiik
a V®(x) = 0 egyenletrendszer megoldasira, ahol V® a & fiiggvény
gradiense. Megforditva, egy f(x) = 0 egyenletrendszer megoldésait
meghatarozhatjuk ugy is, hogy megkeressiik a

k

o(x) =Y (Nifi(x))’

=1

fliggvény minimumait, ahol az f; fiiggvények az f fliggvény koordina-
tai. A nem nulla \; silyok tetszés szerint valaszthatdk, de alkalmas
megvalasztasuk a minimumfeladat megoldasat megkonnyitheti.
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2.18. Az iranymenti cs6kkentés moddszere. Lényege, hogy
a ®(x) fiiggvény minimumat igy keressiik, hogy minden x,, kozelités-
hez meghatarozunk egy e, iranyt, amerre a fiiggvény értéke tovabb
csokken, és a kozelitést ebben az iranyban eltoljuk. Ha e,-nek egy
bazis vektorait valasztjuk ciklikusan, akkor a ciklikus koordinatan-
kénti csokkentés modszerét kapjuk, ha pedig

e, = —Vo(x,),

a legmeredekebb cs6kkenés iranya, akkor a gradiens modszert.

Az eltolds mértékének meghatirozdsahoz az egyviltozds g(t) =
®(x,, + te,) fiiggvényt kell minimalizalnunk. Ez torténhet a kovetke-
zoképpen. A tg =0, t1 és to pontokban meghatarozzuk a g fiiggvény
értékét, majd meghatdrozzuk azt a p(t) mdsodfokud polinomot, amely
ezekben a pontokban megegyezik g(t)-vel. (Ldsd késébb, az interpo-
laciénal.) A ts kozelitést ugy kapjuk, hogy vessziik p minimumbhelyét.
Ha sikeriilt csokkenést elérni, akkor a tg, t1, to és t3 pontok egyikét
elhagyjuk, és a tobbivel folytatjuk az eljarast. Ha nem sikeriilt, akkor
t1 és to abszolit értékét csokkenteni kell. A t; értékének jé megva-
lasztasahoz az elozo 1épések adhatnak utmutatast, to valasztasa pe-
dig fiigghet g(t1)-t81 is. Altaldban nem érdemes g minimumhelyét til
pontosan meghatarozni, hanem egy elég j6 t* kozelités meghatarozasa
utan attérhetiink az x,,+1 = x,, + t*e,, pontra.

A konvergencia altalaban elég lassu, és semmilyen garancia nincs
arra, hogy a leirt modszer egy abszolut minimumhoz konvergal, bar
konvergenciatartomanya altalaban bovebb, mint a Newton-modszeré.
Ezért szokas a kozelités kezdetén az irany menti csokkentések mod-
szerét alkalmazni, majd attérni a gyorsabb Newton—moddszerre.

2.19. Algebrai egyenletek megoldasa. A Newton-moddszer
minden tovabbi nélkiil alkalmazhaté komplex valtozos, komplex ér-
téku f fiiggvényre is. Hogy a konvergenciat biztosabba tegyiik, kez-
detben alkalmazhatjuk a gradiens-médszert az |f| fiiggvényre. Ennek
gradiensét megvizsgdlva, kideriil, hogy f(z)/f’(x) irdny, ha f(x) # 0
és f'(z) # 0. lgy az
f'(@n)

alakban kell keresniink a kovetkezo kozelitést, ahol ¢ pozitiv valds
szam. Eljarhatunk ugy, hogy eloszor ¢ = 1-el probalkozunk, ami a
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Newton-méddszernek felel meg. Ha az igy kapott x,,41-re

‘f(mn-i-l)‘ < ‘f(xn)‘7

akkor ezt valasztjuk kovetkezo kozelitésnek, egyébként t-t csokkentjiik.
Az iterédcié csak akkor szakad meg, ha valamelyik 1épésben f’(x,,) = 0.

Polinomokra alkalmazva ezt az eljarast, meghatarozhatjuk a po-
linom egy gyokét. Megjegyezziik, hogy még valds egyiitthatos poli-
nom esetén is ajanlatos egy véletlen komplex kezd6értékbol inditani
az iteraciét, mert igy nagyon kicsi a valdoszintisége, hogy megszakad,
és ujra kell inditani. A k-adfokd f polinomot elosztva x — xg-lal, egy
k — 1-edfoki hanyadost, és egy konstans maradékot kapunk:

k k—1
agz” + a1zt + o+ ay,

= (z — 20) (box™ '+ b1a" %+ 4+ by_1) + by

(1)

Az egyiitthatok atrendezésével és 6sszehasonlitdsaval by = ag és b; =
aj+xobj_1,ha j=1,2,... k. Ez a Horner-elrendezés. Vegyiik észre,
hogy f(zo) = bg, igy az eljards alkalmas a polinom helyettesitési ér-
tékének kiszamitasdra. Ha viszont f(xp) = 0, akkor a polinomot
elosztottuk egy gyoktényezojével. Megismételve az eljarast, azaz ha
co = bg, és cj = bj + xoCj—1, haj=1,2,...,k—1, f’(xo) = Cf_1 €r-
tékét kaphatjuk meg. fgy a Horner elrendezés alkalmas az iteraciéhoz
sziikséges mennyiségek kiszamitasara is, és a megtalalt gyoktényezok
levalasztasara is. A fenti médon egy algebrai egyenlet 6sszes gyoke
meghatarozhaté.

2.20. Differencialegyenlet rendszerek megoldasa. Mivel a
magasabbrendi kdzonséges differencidlegyenlet rendszerek 1j fiiggvé-
nyek bevezetésével elsorendiire vezethetok vissza, csak az elsérendi

y' =f(z,y)

differencidlegyenlet rendszer numerikus megoldaséaval foglalkozunk. A
megoldas ugy torténik, hogy egy yo kezd6dértékbdl kiindulva megha-
tarozzuk a megoldas z,41 = =, + h, n = 0,1,... helyeken vett ér-
tékeinek yq,ys,... kozelitéseit. Az elméleti megfontolasok mell6zésé-
vel egyetlen mddszert ismertetiink, az ugynevezett klasszikus Runge-
Kutta médszert:

h
Yo+l =Yn + E(kl + 2ko + 2ks + ky),
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ahol
kl = f(xna}’n)a
h k
ko = £t 5yt 1),
h k-
ks = (n PR A h_>7
3 Ty + 5 Yn + 5

ky = (xn +h,yn + hk3)

A h lépéskozt gy kell megvalasztani, hogy az Lh < 2,8 feltétel telje-
siiljon, ahol L a H % H egy felso korlatja egy olyan sugaru kornyeze-
tében a kozelito megoldasnak, amelyen az igazi megoldas beliil halad.
Ajanlatos a h-t a sziikségesnél joval kisebbre valasztani. A gyakorlat-
ban a megoldas pontossagat ugy szokas ellenorizni, hogy fele akkora
1épéskozzel is megismételjiik a szamitast. Ha nincs lényeges eltérés,
akkor a kozelités jonak tekintheto.

Ha biztosabb becslésre van sziikségiink, akkor az y, kozelités
hibajara a kovetkezo, altalaban erosen tilzott becslést kaphatjuk, ahol

y(z,) a pontos megoldas a z,, helyen:

[¥n = ¥(@n)|| < |lyo — y(zo)|Je1» =0l + Lﬂh(emxn—m —1).

Itt végig h a 1épéskoz, E pedig az egy lépésben elkovetett hiba korlatja.
Ez ennél a médszernél h°-nel ardnyos. A h-t tigy kell megvéilasztani,
hogy az egy 1épésben elkovetett hiba kicsi legyen. Nem érdemes olyan
kicsi h-t valasztani, hogy E a kerekitési hibaknal kisebb legyen. Az
egy lépésben elkiévetett hiba a kovetkezOképpen becsiilhetd: Az y ;-bol
szamitsuk ki y;ii-et és y;jio-t h 1épéskozzel. Szamitsuk ki y(z;42)
egy masik y, o kozelitését is y;-bdl kiindulva, 2h lépéskdzzel. Ekkor
E = |yj+2 = ¥jz2ll/15.

2.21. Feladat. Oldjuk meg az
w2+ —1=0,

1022 — 23 + 2y — 10y + 1 =0,

egyenletrendszert a Newton—-moddszerrel, a modositott Newton—madd-
szerrel, a ciklikus koordinatankénti csokkentés mddszerével, és a gra-
diens mddszerrel!
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2.22. Feladat. Hatarozzuk meg a
22224 2-1-i=0

komplex algebrai egyenlet megoldésait!

2.23. Feladat. Hatarozzuk meg 1 mol CO, térfogatat 50 C°-on
és 2 MPa nyomason a van der Waals dllapotegyenlet felhaszndaldsaval!

2.24. Feladat. Hatarozzuk meg a

5 2 1 1
3 1 1 4
4 0 -2 5
5 1 5 1

matrix sajatértékeit!
2.25. Feladat. Megmutathatd, hogy egy n x n-es A matrix || A||

normdja (ldsd az énadjungélt operatorokndal) az A* A matrix legna-
gyobb sajatértékének négyzetgyoke. Hatarozzuk meg az

— N =
—_ W O
e~ = =

matrix normajat!

2.26. Feladat. Hatarozzuk meg egy 1 m hosszusagui fonalon len-
g6 tomegpont lengésidejét 90°-os kitérés esetén, Runge-Kutta maéd-
szerrel!

* 2.27. Feladat. Két, Nap tomegii csillag egy adott pillanatban
ugy mozog, mintha kozos tomegkozéppontjuk koriil, attol 1 cs.e. ta-
volsagra korpalyan keringenének. Egy harmadik csillag palyasikjukra
merolegesen halad ugyanilyen sebességgel, a sikot az egyik csillagtél
5, a masiktdl 3 cs.e. tavolsagra metszo egyenesen. Tavolsaga a siktdl
10 cs.e.. Hatarozzuk meg mindharom csillag palyajat Runge—Kutta
mébdszerrel! (Haromtest probléma.)

* 2.28. Feladat. Modellezziik egy 1000 csillaghdl allé spirdalkod
mozgasat! (Képezziink csoportokat, és a tavoli csoportokat helyette-
sitsiik tomegkozéppontjukkal.)
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3.5 Approximacié

3.1. Az approximacio6 feladata. Legyen adott egy H halma-
zon értelmezett f fiiggvény. Ismerjiik f(x) értékeit a H halmazon,
vagy annak adott xz1,xo,...,x, pontjaiban. Keresendo egy paramé-
teres g(z,a1,as9,...,a,) figgvénysereghdl az a fiiggvény, amely f-et
a ,,legjobban kozeliti”. Ez az approximacio alapfeladata. Altaldban
olyan fiiggvények koziil valasztjuk a kozelito fiiggvényt, amelyek érté-
kei kbnnyen szamithatok. Mivel szamitogépen kozvetleniil csak a négy
alapmuvelet végezheto el, elonyben részesitjiik a polinom és raciondlis
tortfiiggvény kozelitéseket. Lehetséges az is, hogy érdemes H-t kisebb
részekre osztani, és a részeken kiilon-kiilon keresni a kozelitéseket.

Attdl fiiggden, hogy f és a kozelito fiiggvény eltérését hogy mér-
jik, kiilonb6z0 eseteket kapunk. Ha azt koveteljiik meg, hogy a ko-
zelito fiiggvény az x1,xo, ..., x, pontokban megegyezzen f-el, kapjuk
az interpolacio esetét. Ha azt koveteljiik meg, hogy az x1,x9,..., 2,
pontokban mért eltérések négyzetosszege minimalis legyen, akkor a
legkisebb négyzetek modszerét kapjuk. Végiil, ha az egész H-n vett
eltérés szuprémumat minimalizaljuk, akkor az egyenletesen legjobb
kozelitést.

3.2. Interpolacid. Az interpolécié kiilonosen akkor hasznos, ha
az f fiiggvény értékeit csak az x1,xo,...,x, pontokban ismerjiikk. A
legaltalanosabb esetben az

f(a:j):g(ajj,a,l,(l2,...,a,m), j:1,2,...,’n

egyenletrendszert kapjuk. Ezt az aq,as,...,a, paraméterekre meg-
oldva, kapjuk az interpolalo fiiggvényt.

A legfontosabb az az eset, amikor f egy [a,b] intervallumon ér-
telmezett valds fiiggvény, x1,o,...,x, az [a,b] pontjai, interpoldls
fiiggvényként pedig legfeljebb n — 1-edfoki polinomot keresiink. Leg-
feljebb egy interpolaciés polinom létezik, hiszen két ilyen polinom kii-
16nbsége olyan legfeljebb n — 1-edfokid polinom, amelynek legalabb n
gyoke van, igy csak azonosan nulla lehet. Mindig létezik interpola-
16 polinom, és kénnyen meg is adhaté. Ha Ly 41, ;-lel jeloljiik az
Tk, Tk41,-- -, 2] pontokra tdmaszkodd interpolacios polinomot, akkor
L; = f(x;)-b6l kiindulva az Aitken-féle eljardssal

Li k1, 1(x)
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_ Livigyo. 1(x)(x —xk) — Lig g1, a—1(x) (@ — 27)

3.3. Osztott differenciak. Vezessiik be az

f(@r; Thgr;. .5 20)
_ S @ra1s Tras -5 @1) — (@R Thg1; -5 201)
T, — T

osztott differenciakat. Az osztott differenciak és bizonyos polinomok
elrendezhetok az ugynevezett Fraser-diagramban:

1
f(z1)  (z—=1)
1 fz1;22) (x— 1) (T — 22)
fl@2) (z—m2)  flzizes2s) (2 —x1) (2 — 22) (2 — 23)
1 f(wa23) (2 —22)(7 — 3) f(z1; w0335 24)
flws) (z—wx3)  fleeszsies) (2 —22)(z — a3)(2 — 24)
1 flos;za) (2 —23)( — 14) f(z2; 235145 25)
flxa) (x—z4)  [flzgizaszs) (v —23)(z — 24) (T — 25)
L flzgas) (2 —x4)(z — xs5) f(x3; 74555 76)
flzs) (x—z5)  flzgzsize) (v —24) (2 — x5) (T — 26)

1 f(ws;z6) (v —x5)(z — 76)

A Fraser—diagrammbol igy kaphatunk interpolaciés polinomokat, hogy
valamelyik f(x;) pontbdl kiindulva minden 1épésben vagy jobbra fel-
felé, vagy jobbra lefelé haladunk. Minden 1épésnél egy 1j tagot adunk
a polinomhoz, jobbra felfelé lépve az éppen elért osztott differencia és
az alatta 1évo polinom szorzatat, jobbra lefelé 1épve pedig az éppen
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elért osztott differencia és a felette 1évo polinom szorzatat. Példaul
f(x1)-b6l indulva és jobbra lefelé haladva az

Lio.  n(x) = f(z1) + flrs22) (. —21) + ...
+f(z1520;. @) (x — 1) (2 —@2) -+ (T — Tp—1)
eloallitast kapjuk, ez Newton interpolacios formulaja. Megjegyez-
ziik, hogy barhogy is jutunk el az f(zy;...;x;) osztott differencid-

hoz a Fraser-diagramban, mindig az xg,...,x; pontokra tamaszkodo
L, k+1,...1 interpolaciés polinomhoz jutunk, csak més alakban.

3.4. Az interpolacio alkalmazasa. Az elsérendii polinommal
valé linearis interpolaciot mindenki ismeri:

flx) = f(x1) + f(z1;22) (2 — 21).

A masodfoki polinommal torténé parabolikus interpolacié mar rit-
kabban haszndlatos. A gyakorlatban altaldban adott egy tablazat, és
egy x értékre az f(x) lehetd legjobb kozelitését szeretnénk meghata-
rozni, de nem tudjuk, hogy milyen m fokszamot valasszunk. A kovet-
kezé eljarast kovethetjitk: Szamozzuk meg az alappontokat |r — x|
novekvo sorrendjében. Legyen

- ‘pm+1(33) _ pm(gj)‘7 ahol py, = L1 2, .m,

és szamitsuk ki rendre a

p1(x),p2(x), €1,p3(x), €2, p4(), €3, . ..

értékeket. Ha FE mar kielégitdé pontossag, akkor addig szamolunk,
amig €,, < E lesz. Ha ilyen m nincs, akkor addig noveljiik m-et, amig
€., csokken.

3.5. Példa. Hatarozzuk meg a KNOg3 oldhatésagat vizben 40 C°-
on, ha adott 0, 20, 50, 80 és 100 C°-on az oldhatdsag.
Az Aitken-féle eljarassal szamolva az

Li(x)
LLQ(CE')
La(z) 1,2,3(2)
Ly 3(x) Li23.4(x)
L3(z) Lo 3 .4(x) Li2345()
L3 4(x) L3 45(x)
L4(33) L37475($)
L475(CL')
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értékeket, g KNO3/100 g HoO egységben

50 C° 85,5
67,53
20 C° 31,6 64,00
49,90 64,12
0C° 13,30 63,65 64,36
91,15 62,94
80 C° 1690 60,69
15,00
100 C° 2460

Mivel a kiindulési értékek egy tizedesre vannak megadva, E = 0,2-
nél jobb kozelitést nem varhatunk. A szamitasok szerint masodfo-
ku interpolaciénal kell megallni, és a kapott kozelito érték 64,0. A
mért érték 63,9. Lathatjuk, hogy ha tovabb noveljiik a fokszamot, a
kozelités romlik.

3.6. Feladat. NH,;NO3 és KClI cserebomlasaval KNOs-ot és NH4Cl-
ot akarunk eloallitani. Abraﬁzoljuk e sok oldhatésagat a homérséklet
fiiggvényében, mél/100 g HoO egységben, a tablazatban talalt adato-
kat interpolaciéval suritve!

3.7. Feladat. Hatarozzuk meg /110 értékét a négyzetszamok
gyokeibdl, interpolacioval!

3.8. Feladat. Készitsiink tablazatot, amelybél sin z értéke 2715
pontossaggal meghatarozhatoé linearis interpolaciévall Mennyi lehet a
1épéskoz?

3.9. A legkisebb négyzetek mddszere. Sokszor a kozeliten-
do fiiggvény mért értékei elég nagy hibat tartalmaznak. Ilyenkor nem
célszerti azt kivanni, hogy a kozelito fiiggvény az xq, s, ..., z, pon-
tokban megegyezzen a mért értékekkel, mert akkor a hibat is tartal-
mazza. Elég azt megkovetelni, hogy a mért értékek kdzelében legyen.
A moédszer értelmében tehat az aq,as, ..., a,, paramétereket ugy kell
megvalasztani, hogy ha f(x1),..., f(z,) a mért értékek, akkor a

d(a) = Zwl(f(az,) — g(xi,a1,az,... ,&m))z
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eltérés minimalis legyen. Itt a w;-k pozitiv silyok, amelyeket az f(z;)
értékek szorasnégyzete reciprokanak célszeri valasztani. Ezt a mini-
mumot a V®(a) = 0 egyenletrendszer megoldasival kereshetjiik.

Ha specialisan

g(x,a1,a2,...,am) = a1g1(x) + azge(x) + -+ + amgm (),

akkor bevezetve fiiggvényekre a
(@, 0) =Y wig(;) ()
=1

,,belso szorzatot”, a

> arlgegp) = (95,  F=12,...,m
k=1

linearis egyenletrendszert kapjuk. A megoldas kiilonésen egyszeri, és
a szamitasi hibak kicsik, ha a g fiiggvények ortogonalisak. Ezt ugy
érhetjiik el, hogy a g1,..., g, fiiggvényeket egy hq,..., h,, fliggvény-
rendszerb6l a Gram—Schmidt-féle ortogonalizacios eljarassal allitjuk
el6 (14sd késobb, a Hilbert tereknél). A kozelitend6 és a kozelité fiige-

vény tavolsagat méré d,, = ®(ay,...,a,,) mennyiség az f—Z;n:l a;g;
hibafiiggvény 6nmagaval vett belso szorzata.
Ha egyvéltozds polinomkozelitést keresiink, akkor hi(z) = 1,

ho(x) = x, és hxy1(x) = xgx(x) valasztassal érdemes dolgozni, mert
ekkor (hgt1,9;) = 0, ha j < k — 1. A fokszdmot addig érdemes
novelni, amig a §,,/(n — m) mennyiség lényegesen csokken.

3.10. Simitas. Ha a keresendo fiiggvényrol nem tételezheto fel,
hogy az egész értelmezési tartomanyan egy polinommal jol kozelitheto,
akkor is csokkenthetjiik a véletlen hibakat simitassal. Ha példaul az
x; pont egy kornyezetében felteheto, hogy ott a keresett fiiggvény jol
kozelitheto egy egyenessel, akkor az ezen kornyezetben 1évo pontokra
a legkisebb négyzetek maddszerével egy linearis fiiggvényt illesztiink,
és ezen fiiggvény x; helyen felvett értéke lesz az 1j, simitott érték.
Legtobbszor a simitashoz a legkdzelebbi 3 vagy 5 pontot hasznaljuk.
Az (x;,y;) pontokra a legkisebb négyzetek moddszerével illeszthetd

egyenes egyenlete:
r
y—my = —(x—my),
Sz
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ahol m, az x;-k, m, az y;-k atlaga, és

se=) (rj—ma)?  r=) (x;—ma)(y —my).

J J

3.11. Feladat. 50 C°-on, kiilonb6z6 nyomasokon megmértiik 1
moél NHg térfogatat:

P/kPa 118,6 498 957 1573
V/dm® 22,13 5,11 2,55 1,456

Hatéarozzuk meg a van der Waals allandékat!

3.12. Feladat. Egy Weston-elem fesziiltsége 20 C°-tdl eltéro ho-
mérsékleten, az eltérés fiiggvényében:

§/C°  —10 -5 0 5 10 15
U/V 101895 1,01883 1,01865 1,01842 1,01816 1,01786

Adjunk egy polinomkézelitést az U = f(9) fiiggvényre!

3.13. Feladat. Folyadékok géznyomdsa az InP = A + B/T
Osszefiiggés szerint valtozik. Hatarozzuk meg az A és B allanddkat
aceton esetében, ha

P/MPa 01 02 05 1 y 3 4
t/C° 56,5 78,6 113,0 1445 181,0 2050 214.5

3.14. Egyenletesen jo kozelitések. Csak az egyvaltozos po-
linomkozelitésekkel fogunk foglalkozni. Helyettesitéssel elérhetjiik,
hogy az f fiiggvény a [—1,1] intervallumon legyen értelmezve. Ala-
csony fokszamu, de mégis jo kozelitést ugy kaphatunk, hogy egy pon-
tos, de magas fokszamu polinomkozelités fokszamat alkalmasan csok-
kentjiik. Erre alkalmasak a Csebisev-polinomok: Ty(x) = 1, Ti(z) =
x, és T (z) = 22T)—1(x) — Tk—2(x), ha k > 1. A p,, kezdeti kozelitést,
amelynek hibdja €, felirhatjuk a Csebisev—polinomok segitségével:

pn(x) = Zaixi = Zkak(az)
1=0 k=0
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A b, konstansok az egyiitthatok osszehasonlitasaval meghatarozha-

tok. A .
Pm(x) = Z b Tk (x)
k=0

csokkentett fokszamu kozelités €, hibaja legfeljebb

€n+ Z ‘bk}|7

k=m+1

mig a lehet6 legjobb legfeljebb m-edfoki polinommal torténd kozelités
hibaja is legalabb

n

bm1| — €n — Z b

k=m+2

A T}, polinomok értékei a definiciojukbdl kénnyen szamithatdk. Az
m fokszamot gy kell megvalasztani, hogy a hiba még megengedheto
legyen. A kezdeti pontos kozelitést kaphatjuk példaul a Taylor-sor
felhasznalasaval, vagy az alabbi tétel alapjan:

3.15. Tétel. Legyen f folytonos, valos értékii fiiggvény [—1,1]-
en. Ha p, a

2k — 1
cos(M), E=1,2,...,n
2n

alappontokhoz tartozo interpolacios polinom, akkor n < 20 esetén
hibaja legfeljebb négyszer, n < 100 esetén hibaja legfeljebb Gtszor
akkora, mint az f-et egyenletesen legjobban kézelité polinom hibaja.

3.16. Feladat. Adjunk meg 2%-et [0, 1]-en 10~3-ndl pontosab-
ban kozelito, alacsony fokszamu polinomot!

* 3.17. Feladat. frjunk e?,sinz,cosx,Inx, és arctg x leheto leg-
pontosabb kiszamitasara alkalmas programokat az alapmiiveletek fel-
hasznélasaval!

*+* 3 18, Feladat. [rjunk programot a standard normalis eloszlds
eloszlasfiiggvényének (lasd a valészinliségszamitasnal) gyors és pontos
szamitasaral
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3.19. Ko6zelito differencialas. A fiiggvény egy kozelitését de-
rivalva, a derivalt egy kozelitését kaphatjuk. A hiba jéval nagyobb,
mint az eredeti kozelités hibaja, ezért mar kis hibak esetén is inkabb a
legkisebb négyzetek mddszerét hasznaljuk, mint interpolaciét. Durva
tajékozddasra alkalmasak az osztott differencidk is, mert

FR(Q)
flags . 5a) = W)
min{xg, ...,z < ( < max{Tg,..., T}

3.20. Kozelito integralas. Az approximacié felhasznalhato ko-
zelito integralasra is. Egy valds valtozds, valds értéku fiiggvény integ-
raljat a kozelito fiiggvény integraljaval kozelithetjiik. Ha a fiiggvény
értékeit csak bizonyos pontokban ismerjiik, akkor interpolaciét érde-
mes haszndlni. Azt is megtehetjiik, hogy az [a,b] értelmezési tarto-
manyt kisebb részekre osztjuk, minden szakaszon egy egyszeru fiigg-
vénnyel kozelitiink, ennek az integraljat szamitjuk ki, és a kis részeken
vett integralokat dsszeadjuk. Példaul minden kis részen egyenessel ko-
zelitve, trapézok teriileteit kell 6sszeadni.

Ha a fiiggvényértékek konnyen szamithatok, akkor szokas az értel-
mezési tartomanyt egyenlo részekre osztani; n egyenlo részre osztva,
és minden részen egyenessel kozelitve, kapjuk a trapéz—formulat:

/abf(a:)dazz

il (f(zo) +2f(x1) +2f (z2) + -+ + 2f (wn—1) + f(xn)).

2n

Ha 2n egyenld részre osztunk, és az [xok, Tak42]| szakaszon parabolikus
interpolaciét haszndlunk, kapjuk a Simpson-formulat:

[ @y 2 (1) + 45 (00) + 2 (02)

a

A pontossag az osztopontok szamanak novelésével fokozhatd. Célsze-
ri az osztépontok szamat minden lépésben duplazni. Jeldlje Sy az
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n2* osztépontra alkalmazott trapézformuldval kapott értékeket. Ki-
szamitasara célszeri az

k—1
Sk b—a's 2j — 1
Ok = =5t o ; f(“+ n2k (b_“))

Osszefiiggést hasznalni. A pontossag tovabb névelheté Romberg maod-
szerével: szamitsuk ki az

i i—1 1 i—1 i—1
S =S¢+ o= ($7Y - stP)

mennyiségeket, ahol S\ = S;. Az S mennyiség altaldban annél
pontosabb kozelitése az integralnak, minél nagyobb ¢ és k. A szamitast
addig folytatjuk, mig két kozelités kozott az eltérés mar elég kicsi.
Megjegyezziik, hogy az S 122) kozelitések ugyanazok, amiket a Simpson-
formulaval kapunk.

3.21. Feladat. Egy fiiggolegesen emelked6 agyigolyé magas-
saga az ido fiiggvényében:

t/s 0 2 4 6 8
h/m 0 98 371 801 1463

Mikor lépte at a hangsebességet?

3.22. Feladat. Egy gazkromatograf érzékelo berendezése egy
,csucs” érzékelése soran, 0.1 s-onként az alabbi intenzitasokat mér-
te, pug/s egységekben: 0,00, 0,01, 0,04, 0,18, 0,54, 1,30, 2,42, 3,52,
3,99, 3,81, 3,33, 2,66, 1,94, 1,30, 0,79, 0,44, 0,22, 0,10, 0,04, 0,02,
0,01, 0,00. Hatarozzuk meg az anyagmennyiséget!

3.23. Feladat. Szamoljuk ki az

7"' .
SInxr
dx
0 X

integralt Romberg mdédszerével!

* 3.24. Feladat. Hatarozzuk meg az x =0, 0,2, ..., 5,0 értékek-

re az
o0 2
/ e /2 dqt
X

integralt!
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II. MERTEK ES INTEGRAL

4.5 Mértékterek

4.1. Bovitett valos szamok. A bévitett valos szamok halma-
zén az R = RU{—00, 400} halmazt értjiik, a nyilvanvalé rendezéssel.
A miveletek akkor vannak értelmezve, ha ez folytonosan lehetséges.
Példaul oo+ o0 = o0, x-00 = 00, ha x > 0, de oo — oo nincs definialva.
Néhanyszor 0 - co-t érdemes 0-nak definidlni, ha ezt a megallapodast
hasznaljuk, jelezni fogjuk.

4.2. Definicié. Az X halmaz részhalmazainak egy A rendszerét
o-algebranak nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezo feltételek:

(1) 0e A,
(2) ha A € A, akkor X\ A € A;
(3) had; e A (i=1,2,...), akkor U2, A; € A.
A elemeit mérhets halmazoknak nevezziik. Az (X, A, 1) harmast

mértéktérnek, p-t pedig mértéknek nevezziik, ha p az A-n értelme-
zett, nemnegativ, bovitett valos értékti halmazfiiggvény, amelyre

(4) n(@) =0;

(5) ha az A;, ¢ = 1,2,... halmazok mérhetdek és paronként disz-
junktak, akkor

p (U2, A;) = ZM(A,-) (o-additivitas).
1=1

Mértéktér egy mérheto részhalmazat o-végesnek nevezziik, ha
eloallithato megszamlalhaté sok véges mértékii mérheté halmaz egye-
sitéseként. A mértékteret végesnek nevezziik, ha pu(X) < oo, o-
végesnek, ha X o-véges, és teljesnek, ha barmely mérheto és null-
mértéki halmaz minden részhalmaza is mérheto.
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4.3. Példa. Legyen X egy tetszOleges halmaz, A az X 0Osszes
részhalmazainak rendszere, és (1(A) az A elemeinek szdma, ha A véges
halmaz, mig pu(A) = oo, ha A-nak végtelen sok eleme van. Ekkor
(X, A, ) mértéktér; pu-t szamlalé mértéknek nevezziik.

4.4. Tétel. Legyen (X, A, ) mértéktér. Ekkor A-bol nem vezet
ki a kiilbnbség-, a megszamlalhaté unio- és a metszetképzés.

Bizonyitas.
CJAi:AluAgu...uAnu(Z)u(Z)u...
i=1

miatt A-bdl nem vezet ki a véges unidképzés. Most a
mAi = X\ (U(X\Ai))

Osszefiiggés szerint A zart a megszamlalhaté metszetképzésre. Végiil
A\B = AN (X\B) miatt A-bdl nem vezet ki a kiilonbségképzés.

4.5. Tétel. Legyen (X, A, 1) mértéktér. Ekkor

(1) mérhetd halmazok barmely véges, paronként diszjunkt rendsze-
rére

p (U, Ay) Z,u (additivitas);
(2) ha A,Be€ A, AC B, akkor pn(A) < p(B) (monotonitds), és ha
p(A) < oo, akkor p(B\A) = p(B) — p(A);

(3) mérhet6 halmazok barmely megszamldlhaté rendszerére

p(U;4;) < Z,u(Ai) (0-szubadditivitas);

(4) mérhet6 halmazok barmely béviil6 A1 C As C ... sorozatdra
p(UZiAi) = Tim p(Ay);
(5) mérhetd halmazok egy sziikiil6 Ay D As D ... sorozatara
p (N5 Ai) = lim u(A;),
hacsak p(A;) < 0.

A (4) és (5) tulajdonsdgokat szokds a mérték folytonossaganak
nevezni.
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Bizonyitds. (1) kozvetleniil kovetkezik a definiciébdl, ) = A, 41 =
Apgo = --- valasztassal. (2) azon muilik, hogy A és B\ A diszjunk-
tak, uniéjuk pedig B. (3) bizonyitdsdhoz azt kell észrevenni, hogy
Bl = Al és Bl = Ai\(uj<iAj)7 hai:>1 jeli)’léssel UiAi = U@'Bi és a
B;-k diszjunktak. (4) feltételei mellett By = A; és B; = A;\A;_1, ha
1 > 1 jeloléssel a B;-k diszjunktak, igy

p (U2 4i) = p (U2, B;) = ZM(Bz')

= Jim 3 (B0 = Jim g (U B

= im_u(An).
(5)-6t megkapjuk, ha (2)-t és (4)-et alkalmazzuk a B; = A;\A; hal-

mazokra.

4.6. Definicié. Legyen X egy halmaz. A p* nemnegativ bovi-
tett valds értéku halmazfiiggvényt kiils6 mértéknek nevezziik, ha X
Osszes részhalmazan van értelmezve, és

(1) ha az A; C X megszamldlhaté halmazrendszer lefedi az A hal-
mazt, azaz A C U;A;, akkor p*(A) <> . p*(A;) (o-szubadditivi-
tas).

Egy A C X halmazt p*-mérhetének neveziink, ha

(2) p(T)=p"(T'MA)+ p*(T\A) minden T" C X-re.

4.7. Tétel. Legyen u* kiils6 mérték X-en, jelolje A a p*-
mérheté halmazok osztalyat, és u a pu* megszoritasat A-ra. FEkkor
(X, A, n) teljes mértéktér.

4.8. A Lebesgue-mérték. Egy k-dimenzios téglatesten k da-
rab intervallum (egydimenzids téglatest) Descartes—szorzatat értjiik.
Egy T téglatest v*(T) térfogata az oldalhosszak szorzata. (Itt 0-oco =
0.) Egy A C R* halmazra legyen

Ao (A) =inf Y WM(Ty),
=1

ahol az infimum az Osszes olyan T;, + = 1,2,... téglatestrendszerre
értendd, amely lefedi A-t. Megmutathaté, hogy A\%* kiilsé mérték
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RF-n. A \o* kiilsé mértéket k-dimenzids Lebesgue kiilsé mértéknek
nevezziik. Jelolje £F a M\¥*-mérheté halmazok osztalyat és \* a
\F* megszoritasat £¥-ra. Az £F halmazrendszer elemeit k-dimenzids
Lebesgue-mérheté halmazoknak, a A* mértéket pedig k-dimenzids
Lebesgue-mértéknek nevezziik.

4.9. Tétel. A k-dimenzios téglak Lebesgue-mérhetéek, és Le-
besgue-mértékiik a térfogatuk. Minden nyilt és zart halmaz Lebesgue-
mérhetS. Barmely A C R* Lebesgue-mérheté halmazhoz és barmely
€ > 0-hoz van olyan G nyilt és F' zart halmaz, hogy ' C A C G és
M(G\F) < e.

4.10. Borel-halmazok. A nyilt halmazok Lebesgue-mérhetdsé-
gébdl igen sok RF-beli halmaz mérhetSsége kivetkezik. Példdul mind-
azok a halmazok Lebesgue-mérhetoek, amelyek eloallithatok a nyilt
halmazokbdl kiindulva, megszamlalhaté sok muvelettel, ahol minden
miivelet komplementerképzés vagy unidképzés. Az ilyen halmazokat
Borel-halmazoknak nevezziik.

4.11. Geometriai mértékek. A harom dimenziés euklideszi
téren a Lebesgue-mérték a térfogat fogalmanak altalanositasa. Be le-
het azonban vezetni olyan kétdimenziés mértéket az R3 téren, amely
a felszint adja, illetve olyan egydimenzidos mértéket, amely a gorbék
ivhosszat adja. Altalémosabban, az R”* téren 0 < m < k esetén defi-
nidlhaté az m-dimenziés x”* Hausdorff-mérték. A nyilt halmazok, és
igy a Borel-halmazok is x™-mérhetSek. Megjegyezziik, hogy x* = A¥.

4.12. Majdnem mindeniitt. Legyen (X, A, 1) egy mértéktér.
Ha P egy pontbeli tulajdonsag, akkor gyakran fogjuk azt mondani,
hogy P majdnem mindeniitt teljesiil X-en. Ez azt jelenti, hogy azon
pontok halmaza, ahol P nem teljesiil, vagy nincs értelmezve, mérhe-
t0, és mértéke nulla. Példaul, az hogy az f és g fiiggvények majdnem
mindeniitt egyenléek, azt jelenti, hogy az {z : z € X, f(z) = g(z)}
halmaz komplementere mérheto és nullmértékii. Ezt a halmazt egyéb-
ként gyakran réviden, bar némileg pontatlanul {f = g}-vel jeloljiik.
Hasonldéan értjiikk az {f < g}, {f < a}, stb. jeloléseket is.

4.13. Mérhetd fiiggvények. Legyen (X, A, 1) egy mértéktér.
Egy X-et R-ba képezd f fiiggvényt mérhetének neveziink, ha az {f <
a} nivéhalmazai mérhetéek minden a € R-re. Egy komplex értékii
fiiggvényt akkor neveziink mérhetének, ha a valds és képzetes része
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mérheto, egy vektor értéku fiiggvényt pedig akkor, ha a koordinata-
fiiggvényei mérhetéek. Az RF-n értelmezett fiiggvények esetén, ha
a nivéhalmazok mérhetosége helyett az tessziik fel, hogy azok Borel-
halmazok, a Borel-fiiggvény fogalmat kapjuk. Megjegyezziik, hogy a
folytonos fiiggvények mind Borel-fiiggvények.

4.14. Tétel. Legyen (X, A, pu) mértéktér, f : X — RF egy
mérhetd fiiggvény, g : R¥ — R™ pedig Borel-fiiggvény. Ekkor a g o f
osszetett fiiggvény mérheto.

4.15. Kovetkezmény. Ha f és g mérhetd fiiggvények, c € R,
akkor az f + ¢, cf, |f|, 1/f, f + g, fg fiiggvények — ha értelmezve

vannak — meérhetoek.

4.16. Tétel. Legyen (X, A, n) mértéktér, f,, n =1,2,... pedig
mérhetd, bovitett valos értékil fiiggvények sorozata. Ekkor az inf,, f,,
sup,, fn, iminf, , f, éslimsup,,_, fn fiiggvények mérhetiek.

4.17. Koévetkezmény. Ha f(x) = lim, o fn(x) minden = €
X-re, akkor az f fiiggvény is mérheto.

4.18. Feladat. Hatarozzuk meg a racionalis szamok halmaza-
nak Lebesgue-mértékét!

4.19. Feladat. Hatarozzuk meg a sik azon pontjai halmazanak
mértékét, amelyek egyik koordinataja racionalis!

4.20. Feladat. Hatarozzuk meg azon [0, 1]-beli szdmok halma-
zanak a mértékét, amelyek felirhatok gy harmas szamrendszerben,
hogy a felirds nem tartalmaz egyest!

4.21. Feladat. A [0, 1] intervallum koézepébdl kivesziink egy 1/4
hosszusagi nyilt intervallumot. A visszamaradd két zart intervallum
kozepébdl kivesziink egy-egy 1/42 hossziisagi nyilt intervallumot, stb.
Hatarozzuk meg a visszamaradé halmaz mértékét!
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5.5 Integralas

_ 5.1. Az integral. Legyen (X, A, u) egy mértéktér, és f : X —
R egy mérheto fiiggvény. Ha az f fiiggvény nemnegativ, akkor az

/ fdu  vagy / fdu  vagy / f(x) dp(x)
X X
integraljat az Osszes

Z yif(A;)

integralkozelito osszegek szuprémumaként definialjuk, ahol
Ay, .. A,
diszjunkt mérheto halmazok,
f(z) >y;, ha z€A,.

Ittis0-co =00-0=0.
Ha most az f tetszoleges, akkor legyen

/fdu=/f+du—/f‘du,

fT=max{f,0} é f~ =max{—f, 0}

Ha [ fdu véges, akkor a fiiggvényt integrdlhatonak nevezziik.
Komplex értékii mérheto fiiggvény integraljat az

/fdu:/%fdu+i/%fdu

Osszefiiggéssel definidljuk, ha a Rf valos és az &f képzetes rész is
integralhato. Végiil, vektor értéku f fiiggvény esetén legyen

ahol

/fd,u:y, ahol yj:/fjd,u, (7 =1,2,...,n),

ha az f; koordinata-fiiggvények mind integralhatéak.

X egy A mérheto részhalmaza felett ugy integralhatunk, hogy a
részhalmazon kiviil a fiiggvényt nullanak definidljuk, és az igy kiter-
jesztett fliggvényt integraljuk.
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5.2. Tétel. Legyen (X, A, ) egy mértéktér, f és g az X-en ér-
telmezett, bovitett valos, komplex, vagy vektor értékii, mérheto fiigg-
vények, c € R.

(1) Ha f csak megszamldlhaté sok yi,ys, ... értéket vesz fel, akkor
pontosan akkor integralhato, ha az alabbi sor abszolit konver-
gens, és ekkor

/fdu:Zyju({f=yj}) (itt 0- 00 = 00 - 0 = 0);

(2) f pontosan akkor integralhatd, ha |f| integralhatd, és

[ < [1s10n

(3) ha A€ A és u(A) =0, akkor

/Afdu=0;
/\fldpc:O,

akkor f = 0 majdnem mindeniitt;
(5) ha |f| < g és g integralhatd, akkor f is;
(6) ha f = g majdnem mindeniitt és [ f du létezik, akkor

[ ran= [ gan

(7) ha [ fdu létezik, akkor

(4) ha

/cfd,u:c/fd,u (itt 0 - co = 0);

(8) ha f és g integralhatéak, akkor

Jt+gydu= [ rau+ [gan
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5.3. Beppo Levi tétele. Legyen (X, A, u) mértéktér, és legyen
f1, f2,... mérheto, bovitett valos értékii, nemnegativ fiiggvények egy
monoton novekedé sorozata. Ekkor

i [ fudu= [l fu(o)dute).
X X

n—oo

5.4. Lebesgue tétele. Legyen (X, A, u) mértéktér, és legye-
nek f, f1, fo,... bovitett valés, komplex, vagy vektorértékii mérheto
fiiggvények, g pedig nemnegativ, bovitett valos értékii, integralhato
fiiggvény. Ha

fal<g (n=12,...), é fo—]

[15a=sldn—0 & [ gadn— [ fan

5.5. A Riemann- és a Lebesgue-integral. Ha a Lebesgue-
mérték szerint integralunk, akkor a Lebesgue-integralt kapjuk. Meg-
mutathato, hogy egy korlatos halmazon értelmezett korlatos fiiggvény,
ha Riemann-integralhato, akkor mindig Lebesgue-integralhato is, és
a két integral megegyezik. fgy a Lebesgue-integral altalanosabb a
Riemann-integralnal.

5.6. Mértékterek szorzata. Legyenek (X, A, pu) és (Y,B,v)
mértékterek. Ha S C X x Y, akkor legyen

akkor

(ke x v)*(S) = ianM(Ai)V(Bi),

ahol az infimum az Osszes olyan Osszegre veendo, amelyben az A;
halmazok mérheto részhalmazai X-nek, a B; halmazok mérhet6 rész-
halmazai Y-nak, és az A; x B; halmazrendszer lefedi S-et. (Itt 0-c0 =
oo -0 = 0.) Megmutathatd, hogy (u x v)* kiils6 mérték X x Y-on.
Jelolje A x B a (pu X v)*-mérheté halmazok osztalyat, u x v pedig a
(1 X v)* megszoritasat erre az osztalyra. Az (X XY, Ax B, uxv) mér-
tékteret az (X, A, u) és a (Y, B,v) mértékterek szorzatanak nevezziik.
Példiul belathato, hogy az (R™, L™, A\") és (R™, L™, \™) mértékterek
szorzata (R, LrHm \ntm),
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5.7. Fubini tétele. Legyenek (X, A, pu) és (Y,B,v) o-véges
mértékterek, és f egy X X Y-on értelmezett, bov1tett valos, komplex
vagy vektor értékii fiiggvény, amelynek i X v-integralja létezik. Ekkor
az alabbi integralok léteznek, és

[ Awodnx vy = [ s a) e

:/Y/Xf(a:,y)dﬂ(x)dV(y)-

5.8. Integraltranszformaciés formula. Legyen m < n, V
nyilt részhalmaza R"™-nek, g V — R" kolcsonosen egyértelmii dif-

ferencidlhaté fiiggvény, Jg(x \/ det(¢'(z)* o ¢'(z)), A C R™ egy

A" -mérhet6 halmaz, és f : R” — R egy x —merheté’ fiiggvény. Ekkor
az alabbi két integral egyszerre létezik és

/ flg z) d\" (x) = fy) dx™(y)-

g(A)

5.9. Feladat. Mennyi egy mérheto halmaz karakterisztikus fiigg-
vényének az integralja?

5.10. Feladat. Legyen f(z) = 1, ha z raciondlis, nulla egyéb-
ként. Riemann-integralhaté-e az f a [ : 1] en? Mennyi a Lebesgue-in-
tegralja [0, 1]-en?

5.11. Feladat. Szamitsuk ki az

/01 ¥ dA(x) és /100 x* dA(x)

integralokat, ahol a € R.
5.12. Feladat. Szamitsuk ki az

/0 (/D) ) )

X

integralt!
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5.13. Feladat. Mennyi

/ e dN(t)?
0

5.14. Feladat. Szamitsuk ki egy ellipszis teriiletét!
5.15. Feladat. Szamitsuk ki egy ellipszoid térfogatat!

* 5.16. Feladat. Hatdrozzuk meg az n-dimenzids origd kézéppon-
td, egységnyi sugari gomb A"-mértékét!

5.17. Feladat. Hatdrozzuk meg a t — (cost,sint,t), t € [0, 27]
csavarvonal ivhosszat!

5.18. Feladat. Szamitsuk ki a gomb felszinét!
* 5.19. Feladat. Az

/ eI AN (@, y)
R2

integralt polarkoordinatakban is kiszamitva, vezessiik le az

/OO e /2 d\(z) = V2r

—00
Osszefiiggést!

5.20. Feladat. Hatarozzuk meg egy homogén gomb tehetetlen-
ségi nyomatékat a kézéppontjan atmeno tengelyre vonatkoztatva.

5.21. Feladat. Mekkora erdvel vonzza az origéban 1évo m tome-
get az x2 4+ y2 = r2, y > 0 félkoriven egyenletesen eloszlé M tomeg?

5.22. Feladat. Milyen eros magneses teret létesit az 1 m atmé-
roju, kor alaku vezetében folyé 1 A erdsségii aram a kor kozéppont-
jaban?

5.23. Feladat. Az 22 4+ y? 4+ 22 = 2, z > 0 félgémb feliiletén

egyenletesen eloszlo () toltés milyen erovel vonzza az origéban 1évo, g
nagysagu, ellenkezo elojelt toltést?

5.24. Feladat. Az y = 22 parabola {vén egy tomegpont csiszik
le az x = 0 pontba. Hatarozzuk meg a végzett munkat, ha adott a
kezdopont, a surlédasi tényezo, és a gravitacid!
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III. HILBERT-TEREK

6.5 A Hilbert-tér

6.1. Definicié. Ha H linearis tér K felett, ahol K vagy R, vagy
C, és adott egy (x,y) — (x,y) leképezése H x H-nak K-ba gy, hogy
minden z,y,z € H-ra és a € K-ra

(1) (z+y,2) = (z,2)+ (t2);
(2) (az,y) = alz,y);
(3) (z,y) = (y,z);
(4) (z,2) = 0;

5) ha (z,x) =0, akkor x = 0,

akkor H-t belsé szorzat térnek nevezziik K felett. Az x és y elemek
(x,y) belsb szorzatanak jeldlésére az (z | y), (x,y), (z|y) és = -y
szimbdélumok is szokasosak.

6.2. Tétel. Ha H belso szorzat tér K felett, akkor az x elem
normdjat a ||z|| = (x,x)? ésszefiiggéssel definidlva

(1) (@9)| < llalllyll  minden .y € H-ra

(Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlStlenség), tovabba

(2) ||az| = |a|||z|, ha x € H és a € K;

(3) |z +yll < |zl + l|yll, ha z,y € H (hdromszig-egyenltlenség);
(4) ||z >0, hax € H;

(5) ha ||z|| =0, akkor x = 0.
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Bizonyitas.
0 < [l — ayl* = [[z]* —alz,y) — aly,z) + al*|y[*

amibdl ha ||z|| = 0 és ||ly|| = 0, akkor @ = (x,y) helyettesitéssel
(x,y) = 0. Ha ez nem 4&ll fenn, mondjuk |ly| # 0, akkor a =
(z,y)/|ly|l* helyettesitéssel

2
[z, )|

0< HxHQ - W,

tehat adédik (1). Ebbél

lz+yll* = ll2ll* + (2. ) + (y, 2) + |yl
= [l + 2R(z, ) + lyll* < ll=ll* + 2llz (]l + 1yl

2
= ([l + llyll) ",
amibdl adédik (3). Minden més trividlis.

6.3. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az el6zo tétel allitasai-
nak bizonyitdsakor csak (5) bizonyitasahoz kellett kihaszndlnunk a
definicié (5) feltételét. Ebbél kovetkezik, hogy ha az (x,y) — (x,y)
leképezés (5)-nek nem tesz eleget, akkor ezen segithetiink, ha ||z—y|| =
0 esetén az x és y elemeket azonositjuk.

6.4. A bels6 szorzat terek topoldgiaja. Egy H belso szor-
zat térben az x, sorozatra azt mondjuk, hogy konvergal az x € H
ponthoz, ha ||z, — z|| = 0. Egy A C H halmazt zdrtnak neveziink,
ha minden A-beli konvergens sorozatnak a hatarértéke is A-ban van.
Az A halmazt siiriinek nevezziik, ha minden = € H el6all valamely
A-beli sorozat hatarértékeként. A teret szeparabilisnek nevezziik, ha
van megszamlalhaté stri részhalmaza. Ha z, € H, akkor a fozl Zn
sort konvergensnek nevezziik, és Gsszege z € H, ha

n
lim g 2 = 2.
n—oo

k=1

Egy x,, sorozatot Cauchy-sorozatnak neveziink, ha minden € > 0-hoz
van olyan N, hogy ha n,m > N, akkor ||z, — z,,|| < €. A belsé szor-
zat teret Hilbert-térnek neveziink, ha benne minden Cauchy-sorozat
konvergens.
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6.5. Példak. (1) J4l ismert példa K", amely az

n
(z,y) = Z T;Yj
J=1

belso szorzattal véges dimenzids Hilbert-tér.

(2) Legyen (X, A, ) mértéktér, és jelslje L?(u) (vagy réviden
csak L?) azon K-beli értékii mérhetd f fiiggvények osztalydt, ame-
lyekre

/\ledu < o0,
Az

2
749 < (2max{|7].lgl})” = 22 max{If1 lgf”} < 4(fI° + loP)
becslés szerint L?(u) linedris tér, és ha f, g € L2, akkor
ifg=(f+9)" - (f-79)

miatt fg integralhaté. Legyen

(r.9) = [ fadn

Ezzel a belsé szorzattal L2 belsd szorzat tér, ha a majdnem minden-
iitt egyenlo fiiggvényeket azonositjuk. A nevezetes Riesz—Fischer-tétel
szerint L2 Hilbert-tér. Néha el6fordul, hogy egy pozitiv valds értékil
integralhato o fiiggvény, a sulyfiiggvény segitségével értelmezziik a
belso szorzatot és a normat:

(f.9) = /f?@ dp.

Fz ugyanazt adja, mintha a u helyett a

V(A):/Qd,u, ha Ae A
A

mérték szerint integralnank.
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Megmutathatd, hogy ha a mérték A" vagy x" egy o-véges hal-
mazon, akkor barmilyen silyfiiggvény esetén L? szeparabilis lesz.

(3) Ha az X = {1,2,...} halmazon a p szdmlalé mértéket te-
kintjiik, akkor az L?(u) tér az 6sszes olyan K-beli x = (21, z2,...)
sorozatok osztalya lesz, amelyekre

oo

Z 7| < oo,

i=1
az

oo
<CL', y> = Z Zlij_j
j=1

belsd szorzattal. Ezt a teret [2-vel szokas jeldlni; (2 szeparabilis Hilbert-
tér.

6.6. Definici6. Legyen H Hilbert-tér. Ha
x,y € H, és (x,y) =0,

akkor azt mondjuk, hogy x és y ortogonalisak. Jelolése: x 1L y. Az
M, N C H halmazokat ortogonalisaknak nevezziik, ha x 1 y minden
x € M,y € N-re. Jelolése: M 1 N. Egy M C H halmaz ortogo-
nalis komplementerén a H 0Osszes olyan elemeinek halmazat értjiik,
amelyek ortogondlisak M minden elemére. Jelolése: ML. Egy z,
sorozatot ortogonalis sorozatnek neveziink, ha barmely két kiillonb6z0
tagja egymasra ortogonalis. Egy z € H elemet normaltnak neveziink,
ha ||z|| = 1. Ha egy ortogonalis sorozat minden eleme normélt, akkor
ortonormalt sorozatrol beszéliink.

6.7. Tétel. Legyen z, ortogonalis sorozat egy H Hilbert-térben.
A

Zn

M]3

Il
[y

n

sor pontosan akkor konvergens, ha

oo
Z |2, < o0.
n=1
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O
> as
n=1
akkor
O
(z2n) = lzall® 65 12117 =) llzall®.
n=1

Bizonyitas. Ha n > m, akkor

m m
Isn —sml> =1 > zl®>= D Nzl
k=n+1 k=n+1

igy a részletosszegek sorozatai egyszerre alkotnak Cauchy-sorozatot.
Mivel [[|z]| = [Isall| < [z = sall,

11217 = Nsnll*] = (W2l + llsnlD) 121l = llsnll] = 0,

azaz

2] = lim ||s,||* = ZH%IV

Végiil, ha n < m, akkor

‘(z,zn BN ‘ = ‘ 2, Zn) sm,znﬂ

’ — Sms Zn ’ < |z = smlllznll = 0.

6.8. Definicié. Legyen z, egy ortogonormalt sorozat egy H
Hilbert-térben, és x € H. Az x-nek a z, sorozatra vonatkozé Fourier-
egyiitthatdin az (x, z,) szamokat értjiik.

6.9. Tétel. Legyen z1,29,..., 2z, egy véges ortogonormalt soro-
zat a H Hilbert-térben. Ekkor barmely a1, s, ... a,-re

n n 0
2= > awzll® = ll=ll = Y| (= )]
k=1 k=1
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és egyenl6ség akkor és csak akkor teljesiil, ha ap = (z,zy) fennall
k=1,2,...,n-re.

Bizonyitas.

o= 3" awsl? = 1212+ Y (k= @iz =) — e, 2)

k=1 k=1
= ||z - ZRZ,Z}CMQ + Z{ak — <z,zk>]2.

6.10. Bessel-egyenlotlenség. Legyen z, egy ortogonormalt
sorozat egy H Hilbert-térben, és x € H. Ekkor

(1) S za) |7 <l

Bizonyitas. Az el6z6 tételbol

> a2 < Jllf?
k=1

barmely n-re, igy teljesiil (1).

6.11. Tétel. Legyen 21, z9,... egy ortogonormalt sorozat a H
Hilbert-térben. Minden x € H-ra a

oo

<$7 Zk;>Zk;
k=1

sor konvergal H-ban egy y € H elemhez, és x — y ortogonalis minden

ZE-ra.

Bizonyitas. A Bessel-egyenlotlenségbol kovetkezik a sor konver-
gencidja. Ha s, az n-edik részletosszeg, akkor n > k esetén

’<$_yazk:>’ < ‘(CIJ—Sn,ZkH + ‘<3n _yazk>‘

n

< |(@26) = 3@ 230425, 20| + s — 1z
=1

= [lsn = yllllzx]l = 0.

6.12. Definicié. Egy H Hilbert-térbeli z, sorozatot teljesnek
nevezziik, ha egyediil a 0 elem ortogonalis minden z,-re.
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6.13. Tétel. Legyen H Hilbert-tér. Egy z, ortogonormalt
sorozatra a kovetkezok ekvivalensek:

(1) =z, teljes ortonormalt sorozat;

(2) minden x € H-rax = > . (x,2,)2, (ez az Osszeg x Fourier-
sora);

(3) minden x € H-ra ||z||* = Y7 |(z, zn>‘2 (ez a Parseval-egyenld-
ség);

(4) minden z,y € H-ra

0o
E Z, Zn y,Zn

(ez az altaldnositott Parseval-egyenl6ség);

(5) barmely linedris altere H-nak, amely tartalmazza az dsszes zp-et,

4 144

sturi H-ban.

Bizonyitds. Mivel © — > 7 (x, 2, )z, az el6z8 tétel szerint or-
togonalis minden zj-ra, (1)-bél kovetkezik (2). Ha (2) teljesiil, legyen
Ty, az T, az Y, pedig az y Fourier-soranak n-edik részletosszege. Ekkor

n
k;:l

’ xna { + ’ Lnsy Y <$n7yn>{
|

<
<z — anHyH + [lznlllyn — yH — 0,
azaz teljesiil (4). (4)-nek specidlis esete (3). Ha (3) teljesiil, és =
minden z,-re ortogondlis, akkor ||z|| = 0, igy (3)-bdl kovetkezik (1).

(2)-bdl nyilvan kovetkezik (5). Masrészt (5)-bol kovetkezik (1),
mert ha z minden z,-re ortogonalis, akkor ezek minden véges linearis
kombinaciéjara is. Valasztva egy ilyen linearis kombinaciékbél allé vy
sorozatot, amely z-hez tart,

l2l* = {z,2) = (z,yx) = (z,2 — y&) < l|2ll|lz — yxll — 0.

6.14. Gram-Schmidt ortogonalizalas. Legyen H egy Hilbert-
tér, és yi egy véges vagy végtelen, linearisan fiiggetlen tagokbodl allo
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sorozat H-ban. Egy olyan zj ortonormalt sorozatot fogunk megkonst-
rualni, amelyre

{yp : k<n} és {zp:k<n}

ugyanazt az alteret feszitik ki minden n-re.

Legyen u; = y1 és 21 = ui/||u1||. Legyen us = yo — (y2,21)21 és
29 = ug/||uz||. Folytassuk teljes indukciéval ezt az eljarast. Legyen

n—1

Uy, = Yn — Z(yn,zk>zk és  zp = Uy /||un|.
k=1

Ha 1 < k < n, akkor

(2n, 2k) = 1 <(yn—§<yng>zg> >—0

feta 2

Mivel u,, benne van az uq, ..., u,_1, Yy, altal kifeszitett altérben, mind-
két rendszer ugyanazt az alteret fesziti ki.

6.15. Tétel. Egy Hilbert-tér pontosan akkor szeparabilis, ha
van benne teljes ortonormalt sorozat.

Bizonyitas. Egy teljes ortonormalt sorozat tagjainak racionalis
(vagy raciondlis valds és képzetes részili) egyiitthatékkal vett véges
linearis kombindacioi megszamlalhato stri halmazt alkotnak.

Megforditva, ha x, egy megszamlalhato stri halmaz, akkor el-
hagyva minden olyan tagot, amely az elozoek linearis kombinacidja,
majd a maradékot a Gram—Schmidt eljarassal ortogonalizdlva, egy

teljes ortonormalt sorozatot kapunk.

6.16. Megjegyzés. Tételeink szerint, ha z, egy teljes ortonor-
malt sorozat, akkor minden x € H-hoz hozzarendelve a Fourier-
egyiitthatoit, H- nak egy miivelet- és belsé szorzat tartd leképezését
kapjuk [2-re. Igy barmely szeparabilis Hilbert-tér [%-vel, tehat bar-
mely két szeparabilis Hilbert-tér egymassal is azonos szerkezetii.
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7.5 Ortogonalis sorok

7.1. Klasszikus Fourier-sorok. Legyen [ > 0 és tekintsiik a
(—1,1) intervallumon a Lebesgue-mértéket. A megfeleld L2-térben az

. TX Tr . 27x 2wx

1,sin —, cos —, sin , COS e

[ [ [ [

fiiggvények ortogonalis sorozatot alkotnak. Ugyanez teljesiil, ha bar-
milyen mas 2/ hosszisagu intervallumot tekintiink. Mivel ezek a fiigg-
vények 2/ szerint periddikusak, olyan f fiiggvényt érdemes tekinteni,
amely szintén 2! szerint periddikus, és (—I,[)-en négyzetesen integral-

haté. Minden ilyen f fiiggvényhez hozzarendeljiik az

+ Z(ak cos knr_a: + by, sin k%x)

fliggvénysort, az f klasszikus Fourier-sorat, ahol

krx

ap = — / f(x cos—dA() (k=0,1,...),

by = - /f sinkﬂdk() (k=1,2,...).

A részletosszegekre bevezetve az

—|— Z(ak cos — + b sin kg)

jelolést, az altalanos elméletbdl kapjuk, hogy
!
/ If —s,/?d\ =0, ha n— oc.
—1

A Parseval-egyenloség megfeleldje

o

1/ apl?
7/l|f‘2d)‘:%+Z(‘ak‘2+|bk‘2)-

k=1

7.2. Tétel. Ha az f illetve f* fiiggvények 2l szerint periodiku-
sak, a (—l,1)-en négyzetesen integralhatéak, és Fourier-egyiitthatoik

ag, by illetve ay, by,

c € C, akkor
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(1) a cf fiiggvény Fourier-egyiitthatdi cay, cby;
(2) az f + f* fiiggvény Fourier-egyiitthatoi ay + aj, by, + by;
(3) ha f(x+ a) = f*(z), akkor

kma . kma

ay, = aj, cos —— + by sin

[ [

és . .
T . kra
by, = by cos — — ag sin ——;

! [
(4) haF(x) = [ fd\ is2l szerint periédikus, akkor Fourier-egyiitthatdi
—lby/(km),lag /(km) (k> 0).

7.3. Tétel. Ha az f fiiggvény 2l szerint periddikus, és (—1,1)-en
négyzetesen integralhato, tovabba egy x € R pontban léteznek az

flz+) = lti&)lf(g: +t), flz—) = ltiT%l flz+1)

hatarértékek és a

lig JEHO = Slat) o, et = fes)

t10 t t10 t

félérintSk [specidlisan, ha létezik f'(x)], akkor

o) o LR 00)

7.4. Ortogondlis polinomok. Tekintsiink egy (a,b) C R in-
tervallumot a Lebesgue-mértékkel, és egy o sulyfiiggvénnyel. Ha van
olyan r > 0 szam, hogy

/b e"l*lo(z) d\(x) < oo,

(ez a feltétel véges intervallumon mindig teljesiil), akkor az

Lx, 2z, 23, ..

hatvanyfiiggvények mind a megfelel L2-térben vannak, és a bel6liik a
Gram—Schmidt-féle ortogonalizacids eljarassal (és esetleg konstanssal
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valé szorzdssal) kapott ortogondlis polinomrendszer teljes. Ilyen orto-
gonalis polinomrendszerek szamos érdekes tulajdonsaggal rendelkez-
nek, és fontosak az ortogondalis polinomrendszerek szerinti sorfejtések
is. Az aldbbiakban felsoroljuk a legfontosabb ortogonalis polinom-
rendszereket.

Név Jelolés Intervallum  Sulyfiiggvény
Jacobi (a, 8> —1) PP (=1,1)  (1-2)%(1 +2)?
Legendre P, (—1,1) 1
Elséfaji Csebisev T, (—1,1) 1/v/1—2?
Mésodfaju Csebisev U, (—1,1) V1— a2
Laguerre L, (0, 00) e "
Hermite H, (—o00, 0) e

7.5. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi fiiggvények Fourier-
sorat:

(1) |sinz|;
(2) sgnsinz;
3) = —[z];
(4) f(x) az x tavolsdga a legkdzelebbi egésztol.
Mely pontokban konvergens a Fourier-sor, és mi az Gsszege?
7.6. Feladat. Hatarozzuk meg egyutas egyeniranyitasnal az egyen-

aramu komponens és a harmadik felharmonikus amplitudéjanak ara-
nyat!

7.7. Feladat. Szimmetrikus fiirészfogfesziiltség integralasaval szi-
nuszos jelalakot kozelitiink. Hatarozzuk meg, hogy az alapharménikus
a teljes teljesitmény hanyadrészét képviseli!

* 7.8. Feladat. Szdmoljunk ki Gram—Schmidt ortogonalizaciéval
néhany Legendre-, Csebisev-, Laguerre-, és Hermite-polinomot!

7.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy az elséfaji Csebisev-poli-
nomok az approximacio targyalasanal megadott formulaval kaphatok
meg!

7.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy
T,n(z) = cosnarccosz, ha xe[-1,1].

Milyen kapcsolat van az els6faji Csebisev-polinomok és a Lissajous-
gorbék kozott?
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7.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy

ap ap — ’Lbk ap + Zbk

jelolésekkel a Fourier-sor
oo
f(a:) ~ Z Ckezkmw/l
k=—oc0
alakba irhato, és

1 : ikt
S e tkmt/l gt
o QZ/_lf()e

7.12. Feladat. Véges Fourier-transzformacio. Legyen f egy
2l szerint peridédikus fiiggvény. Az el6z6 feladat jeloléseivel, osszuk a
[0, 2] intervallumot n egyenld részre, és szamoljuk ki ¢j kozelitését a
trapéz formuldval. (A kozelités csak |k| < n/2 esetén lesz j6.) Mutas-
suk meg, hogy f; = f(2{/n), ha j =0,1,...,n — 1 jeloléssel

n—1

1 - _ 2mi
1 =—Y fiw " k=0,£1,42,..., ahol 2l
L) njzofyw ’ =L L., AN0LW =€

(2) ¢k = Cgtrn minden k-ra;

(3) az
(f07f17 cee 7fn—1) — (607017 cee 7Cn—1)
linedris leképezést F-el jelolve, F? az (fo, fi,---, fn_1) sorozat-
hoz az %(fn_l, ..., f1, fo) sorozatot rendeli, és F~! = nF.

* 7.13. Feladat: gyors Fourier-transzformacié. Az el6z6 fel-
adat jeloléseivel, legyen n = 2%, k > 0, w = e~ 27"/, Mutassuk meg,
hogy az alabbi algoritmus az F' leképezést valdsitja meg. Hany szor-
z4st igényel? Irjunk gépi programot az elvégzésére!

Az algoritmus az A[j], 0 < j < n = 2* sorozat Fourier-transz-
formaltjat szamolja ki. Az eredmény az A tombben keletkezik, de
a Fourier-transzformdlt j-edik eleme A[r(j)], ahol r(j) a j termé-

s s

természetes szam.
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[Inicializalds.] Legyen [ « 281,

[Menet kezdete.] Legyen i <— 0 és ¢ < 0.

[Pillangésorozat kezdete.] Legyen j < i + 1 és w + w" —1(*),

[Pillangb.] Legyen x <+ Ali] és y < wA[i + ], majd legyen

Alil <z +y és Ali + 1] + x — y, végiil legyen i < i + 1.

(5) [Pillangdsorozat vége?] Ha i < j, menjiink vissza (4)-re.

(6) [Menet vége?] Ha j+1 < 2% legyen i < j+ 1, t + t+ 1 és
menjiink vissza (3)-ra.

(7) [Vége?] Legyen | < |l/2]. Ha l > 0, menjiink vissza (2)-re,
egyébként az algoritmus véget ért.

8.5 Onadjungalt operdtorok

8.1. Definici6é. Legyen H komplex Hilbert-tér. H egy linea-
ris operatoran vagy roviden operatoran H egy suru linearis alterén
értelmezett H-beli értékii A linearis leképezést értiink. Az A értel-
mezési tartomanyat D(A)-val, értékkészletét R(A)-val fogjuk jeldlni.
Hasonlbéan, linearis funkcional alatt a H egy suru alterén értelmezett
skalar értéku linearis leképezést értiink. Az A operatort korlatosnak
nevezziik, ha

IA] = sup [|A(z)

[|z]|<1

az A normaja véges. Hasonldan, egy f funkcionalt korlatosnak neve-
ziink, ha normaja, az

I£ll = sup |f(z)]

|lz|| <1

mennyiség véges. Nem nehéz megmutatni, hogy korlatos operator,
illetve funkcional egyértelmiien kiterjesztheto az egész H-ra, és a Kki-
terjesztés nem valtoztatja meg a normat. fgy korlatos operatorokrol,
illetve funkcionalokrdl feltehetjiik, hogy az egész H-n vannak értel-
mezve.

Megjegyezziik, hogy a kozonséges algebrai miiveletek ovatosan
kezelend6k nemkorlatos operatoroknal. Példaul az A és B operatorok
Osszege csak a

D(A + B) = D(A) N D(B)
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halmazon, szorzata pedig csak a
D(AB) = {z: 2 € D(B) és Bz € D(A)}

halmazon értelmezheto.

8.2. Riesz tétele. Legyen f korlatos linearis funkcional a H
Hilbert-téren. Ekkor egy és csak egy olyan v € H létezik, amelyre

f(x) = (z,v) minden x € H-ra.

8.3. Onadjungélt operatorok. Ha A egy linedris operdtor a
H komplex Hilbert-téren, akkor definidljuk az A* adjungaltjat A-nak.
Az A* értelmezési tartomanya, D(A*) azon y € H elemekbél all,
amelyekre az x — (Ax,y) linedris funkcional korlatos. Ha y € D(A*),
akkor a fenti funkcional egyértelmiien kiterjesztheto H-ra, és igy Riesz
tétele szerint van olyan A*y € H, amelyre

(Az,y) = (z, A"y).

Konnyt kiszamolni, hogy A* linearis leképezés. Ha A* = A, akkor A-
t onadjungaltnak nevezziik. Az 6nadjungaltsagnal gyengébb feltétel a
szimmetrikussag. Az A linedris operatort szimmetrikusnak nevezziik,

ha
(Az,y) = (z, Ay)

minden z,y € D(A)-ra. gy egy linedris operdtor pontosan akkor
szimmetrikus, ha A C A*.

8.4. Projekciéoperatorok. Egy H komplex Hilbert-téren ér-
telmezett P korlatos linearis operatort projekcio-operatornak neve-
ziink, ha P2 = P. A legegyszeriibb projekciéoperatorok az I iden-
tikus operator és az O azonosan nulla nulloperator. Az 6nadjungalt
projekcidoperatorok meroleges vetitéseket irnak le.

8.5. Példak. Példainkban tekintsiik a szamegyenest a Lebesgue-
mértékkel, és legyen a Hilbert-tér a megfelelé komplex L2-tér.

(1) Legyen g : R — C egy korldtos Lebesgue-mérhet6 fiiggvény,
és M, a g-vel val6 szorzas operatora, azaz

My(f)(t) = g(t)f(t), ha ieR.
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Ekkor M, korlatos linearis operator. Az M, operator adjungaltja M.
Ha g valos értékii, akkor M, 6nadjungalt. Ha g egy halmaz karakte-
risztikus fiiggvénye, akkor M, 6nadjungdlt projekciéoperator.

(2) Legyen

M(f)(t) =tf(t), ha fecL?® és /_OOtQ]f(t)\QdA(t)<oo.

Megmutathatd, hogy ekkor M nemkorlatos 6nadjungalt operator.

(3) Legyen h egy valés szdm, és definidljuk a D operdtort azon
f € L? fiiggvényeken, amelyek majdnem mindeniitt differencidlha-
téak, derivdltjuk is négyzetesen integralhatd, és amelyekre f(z) =
c+ fom f'(t) d\(t), gy, hogy legyen D f = —ihf’. Ekkor megmutatha-
t6, hogy D 6nadjungalt operator.

(4) Legyen M a (2)-ben definidlt operator, D pedig a (3)-ban
definidlt operator. Az M és D operatorok kommutatora, DM — M D
az értelmezési tartomanyan megegyezik a —thl operatorral:

—ih(tf(t)) +tinf (t) = —ihf(t)
(Heisenberg-féle felcserélési sszefiiggés).

8.6. Definicié. Legyen A egy linearis operator a H komplex
Hilbert-téren. A rezolvens halmaz azon t € C szamok halmaza, ame-
lyekre A — tI olyan kolcsonosen egyértelmii leképezése D(A)-nak H-
ra, amelynek inverze korlatos linearis operator. A rezolvens halmaz
komplementere A spektruma, o(A). Egy t € o(A) értéket A sajdtér-
tékének neveziink, ha A—tI nem kolcsonosen egyértelmii. A sajatérté-
kek halmaza A pontspektruma, o,(A). Azon t-k halmaza, amelyekre
A — tI kolesonosen egyértelmi, és képtere surit H-ban, de az inverz
nem korldtos, A folytonos spektruma, o.(A). A o(A) tobbi eleme
alkotja A rezidualis spektrumat, o, (A)-t.

8.7. Tétel. Egy komplex Hilbert-tér barmely linearis operato-
ranak spektruma zart halmaz. Egy onadjungalt operator spektruma
valés szamokbal all.

8.8. Mit allit a spektraltétel? A linearis algebrabdl ismere-
tes, hogy ha T egy 6nadjungalt linearis operator egy véges dimenzids
komplex H Hilbert-téren, akkor — alkalmas bazisban — a 1" operator

Tf = (t1f17t2f27 <. 7tnfn)
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alakba irhato, ahol t1,ts,...,t, a T sajatértékei, és

=01 Ta 0 fn)

Ha Pj-val jeloljiik a t; sajatértékhez tartozo egydimenzios altérre valo
ortogonalis projekcid operatorat, akkor ez az eloallitas

T = zn:tkPk
k=1

alakba irhaté. Ezt az alakot szeretnénk a végtelen dimenzids esetre
altalanositani. Ekkor az 0sszeg egy projekcidoperator értéki mérték
szerinti integralba megy at.

8.9. Definicié. Legyen H egy komplex Hilbert-tér. A C Borel-
halmazain értelmezett, értékként dnadjungalt projekciéoperatorokat
felvevé P leképezést spektralmértéknek neveziink, ha P(C) = I és
minden z € H-ra a P,(w) = (P(w)z,x) dsszefiiggéssel definialt hal-
mazfiiggvény mérték C-n.

8.10. Tétel. Legyen H egy komplex Hilbert-tér, és P egy spekt-
ralmérték C-n. Ekkor létezik egy és csak egy, a C-n értelmezett mér-
het6é komplex értékii fiiggvényeket H linearis operatoraiba képezo

stO(f)Z/fdP

leképezés, amely rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal:
(1) Dlp(f) = {v:a € H [|fdP; < oc};
(2) (o(f)z,z) = [ fdP, minden x € D(¢(f))-re;
Teljesiil tovabba, hogy
(3) lle(h)e]” = [ 1f1? dPs, ha = € D(o(f));
(4) (f)elg) C w(fg) é D(p(f)e(g)) = D(e(9)) ND(p(f9));
(5) ¢(f)* = o(f) é o(Fe(f) = e(IfI?) = e(f) e(f).

8.11. Spektraltétel. FEgy H komplex Hilbert-tér barmely A
onadjungalt operatorahoz létezik egy és csak egy P spektralmérték,
az A spektralfelbontasa, amelyre

A= /th(t).
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Tovédbbd P(C\o(A)) = 0.

8.12. Fizikai alkalmazasok. A kvantumelméletben a fizikai
rendszer allapotait egy szeparabilis Hilbert tér normalt elemeivel repre-
zentaljuk, a fizikai mennyiségeket pedig onadjungalt operatorokkal.
Ha valamely fizikai mennyiséget egy A Onadjungalt operator repre-
zental, a rendszer allapotat pedig a v normalt vektor irja le, és A
spektralfelbontasa

A= /th(t),

akkor egy w C R Borel-halmaz esetén HP (w)wH ? adja meg annak vald-
sziniiségét, hogy a rendszeren mérést végezve, az illeto fizikai mennyi-
ségre olyan értéket kapunk, amely w-ba esik.

8.13. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi funkciondlok, illetve
operatorok normajat, ha a Hilbert-tér a [0, 1]-en a Lebesgue-mértékre
nézve négyzetesen integralhaté fiiggvények tere:

(1) f(a:):/o x(t) sin t dt;

0w me
(5) (Az)(s) = 2(s) sin s:

(6) (Az)(s) = x(s)e™.
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8.14. Feladat. Hatarozzuk meg az alabbi operatorok normajat,
ha a Hilbert-tér L?()\), ¢ € R, a(s) korldtos mérhetd fiiggvény:

(1) (A)(s) = (s + o)
) (A)(5) = als)(s);
3 (Ar)(s) = 5 (2(s) + 2(~5)).

** 8.15. Feladat. Prébaljuk meg meghatdrozni az eddigi példak-
ban és feladatokban szereplo operatorok sajatértékeit, folytonos és
rezidualis spektrumat!

*#% 8.16. Feladat. Probaljuk meg meghatdrozni az eddigi példak-
ban és feladatokban szerepl6 6nadjungalt operatorok spektralfelbon-
tasat!

* 8.17. Feladat. Egy részecske allapotat egy adott idépontban a

1 —ZE2/4
x) = e

L2(\)-beli allapotfiiggvény irja le. Helyét meghatérozva, milyen vals-
sziniiséggel fogjuk a [—1, 1] intervallumban taldlni?

8.18. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha vy = ci1, ¢ € C,
lc| = 1, akkor a 1)1 és 1), allapotok esetén barmely fizikai mennyiség
mérésekor barmely Borel-halmaz esetén annak valészintsége, hogy a
mért érték az adott Borel-halmazba esik, megegyezik!

* 8.19. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha a v dllapotii fizikai rend-
szeren az A operatorral reprezentalt fizikai mennyiséget mérjiik, a mé-

rés varhaté értéke (A, ).

* 8.20. Feladat. Tegyiik fel, hogy a fizikai mennyiségeket repre-
zentald A és B operatorokra teljesiil az

AB — BA C ihl

Heisenberg—féle felcserélési dsszefiiggés. Mutassuk meg, hogy ekkor
barmilyen 1) allapot esetén, a fizikai mennyiségek mért értékeinek szo6-
rasat Dy, (A), illetve D, (B)-vel jellve, teljesiil a

Dy, (A)Dy(B) > 1/2

Heisenberg—féle hatarozatlansagi relacio.
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IV. VALOSZINUSEGSZAMITAS ES ALKALMAZASAI

9.5 Valészinliségszamitas

9.1. Valészinliségi mez6. A valdsziniiségi mezé olyan
(©2,4,P)

mértéktér, amelyre P(Q2) = 1. A valdszinliségszamitasban -t ese-
ménytérnek, elemeit elemi eseményeknek, A elemeit eseményeknek,
P-t valdsziniiségnek szokas nevezni. Az ) a biztos esemény, az ()
a lehetetlen esemény. Két esemény kizarja egymast, ha metszetiik
iires. Teljes eseményrendszer alatt eseményeknek egy olyan sorozatat
értjiik, amelyek paronként kizarjak egymast, és egyesitésiik a biztos
esemény.

9.2. Klasszikus valdsziniiségi mez6. Ha () véges halmaz, A
az () Osszes részhalmazaibdl all, és minden elemi esemény valdszintsé-
ge egyforma, akkor klasszikus valosziniiségi mezorol beszéliink. Ekkor
egy A esemény valdsziniiségét megkapjuk, ha A elemeinek szamat (a
,kedvezd esetek szdma”) osztjuk € elemeinek szamaval (az ,,0sszes
esetek szdma”).

9.3. Példa. Kockadobasnal hat elemi esemény van, tehat
Q — {w17w27w37w47w57w6}'

Események példaul: , paros szamot dobni”, ,,haromnal kisebbet dobni”,

stb. Ha az elemi események valosziniisége egyforma, akkor ezek valé-
szintisége 1/2, 1/3, stb.
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9.4. Geometriai valdsziniliségek. Gyakran () az R" egy rész-
halmaza, az események () mérhet6 részhalmazai, a valészintiség pedig
a Lebesgue-mérték vagy valamilyen geometriai mérték konstansszorosa.
[lyen esetekben geometriai valoszintségrol beszéliink.

9.5. Példa. Bekotott szemmel 30 cm atméroji, kor alaku cél-
tablara loviink, amig el nem talaljuk. Mi a valdszintisége, hogy tizest
16ttiink, ha a tizes kor atmérdje 3 cm? A teriiletek aranyabdl adddik
a valésziniiség, vagyis 0,01 lesz.

9.6. Feltételes valGsziniiség. Legyen ({2, A, P) egy valdszinii-
ségi mez6, A, B események, P(B) # 0. Az A esemény B-re vonatkozé
feltételes valosziniiségén a

P(AN B)

P(AIB) =~

szamot értjiikk. Nyilvin P(A N B) = P(A|B)P(B), ez a valdszinii-

ségek szorzasi szabalya. Ha Bi, Bs,... egy teljes eseményrendszer,
P(Bx) > 0 minden k-ra, és A egy esemény, akkor

P(A) = ) P(A|B;)P(By),
k

ez a teljes valdsziniiség tétele. Ha még P(A) > 0 is teljesiil, akkor

P(A|By)P(Bx)
P(Bi|A) =
B = S paBpB)
ez a Bayes-tétel.

9.7. Fiiggetlenség. Egy valoszinliségi mezo A; eseményeit fiig-
getlennek nevezziik, ha kiillonbo6z6 i1, i9, ..., 1, indexek esetén

P(A;,nA;,Nn...NA;)=P(A;,)P(A;,) - P(A;,).
Az A; eseményeket paronként fiiggetlennek nevezziik, ha barmely ket-

to koziiliik fliggetlen.

9.8. Feladat. Kockadobasnal hatarozzuk meg annak valdszinii-

ségét, hogy haromnal nagyobbat dobtunk, feltéve, hogy paros szamot
dobtunk!
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9.9. Feladat. Két kiilonb6z6 pénzdarabot feldobunk. A megfe-
lel6 elemi valdszintiségi mezoben adjunk meg harom olyan eseményt,
amelyek paronként fiiggetlenek, de nem fiiggetlenek!

9.10. Feladat. Mi a valdszinibb, az, hogy egy kockaval négy-
szer dobva legalabb egyszer hatost dobunk, vagy az, hogy két kockaval
24-szer dobva, legalabb egyszer két hatost dobunk?

* 9.11. Feladat. Hatdrozzuk meg pékerban annak valészintiségét,
hogy osztaskor lapunk 1 par, 2 par, drill, stb., royalflush!

9.12. Feladat. Péter pénzét harom boritékban tartja. Az elso-
ben két 6tvenes, a masodikban egy 6tvenes és egy szazas, a harmadik-
ban egy Gtvenes és harom szazas van. Mennyi a valdsziniusége, hogy
véletlenszertuen valasztva egy boritékot és abbdl egy bankjegyet, az
szazas lesz?

9.13. Feladat. Egy varosban ugyanannyi férfi él, mint n6. 100
férfibol 5, mig 10000 nobol 25 szinvak. Egy szinvak kartonjat kiva-
lasztva, az milyen valészintiséggel lesz n6?

9.14. Valészintiségi valtozd. Valdsziniiségi valtozon egy valo-
szinliségi mezon értelmezett, mérheto fiiggvényt értiink. Egy valds
értéku £ valdszinuségi valtozd F' eloszlastiiggvényét vagy eloszlasat az

Fz)=P{{ <z}, ha ze€R

Osszefiiggéssel értelmezziik. Megmutathatd, hogy az eloszlasfiiggvény
monoton névekedo, balrol folytonos, és

lim F(z)=0, lim F(x)=1.

Tr—r— 00 Tr—r 00

Ha létezik olyan f : R — [0, 00) fiiggvény, amelyre

/fd)\

akkor azt mondjuk, hogy f a ¢ siiriiségfiiggvénye. Megmutathato,
hogy ekkor F'(x) = f(z) A-majdnem mindeniitt.

9.15. Diszkrét valdsziniiségi valtozok. Azokat a valdszinii-
ségi valtozdkat, amelyek csak megszamlalhaté sok kiilonb6zo értéket
vesznek fel értékként, diszkrét valdsziniiségi valtozoknak nevezziik.
Diszkrét valdszintuségi valtozénak sohasem létezik struségfiiggvénye.
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9.16. Varhato érték, szoras. Egy £ valdszintségi valtozo var-
haté értékén az E(§) = [,&(w)dP(w) integralt értjiik, ha létezik.
Egy valds ¢ valdszintiségi valtozéd szérdsnégyzete E((§ _ E(§))2>, 2
D (&) szordsa pedig ennek négyzetgyoke. Fontos tudni, hogy egy valds
valdszintuségi valtozd varhatd értéke és szorasa, sot, barmely Borel-
fliggvényének a varhato értéke is csak a valdszintiségi valtozo elosz-

lasfiiggvényétol fiigg. Ezt az allitast nem bizonyitjuk, csak két fontos
specialis esetét vizsgaljuk meg.

9.17. Diszkrét valdszintiségi valtozok varhaté értéke. Le-
gyen & valds értékii diszkrét valdszintiségi valtozo, vegye fel a x1, xo, . . .
értékeket pq,po,... valészintiségekkel. Ha g : R — R egy Borel-
fiiggvény, és g(&)-nek létezik varhaté értéke, akkor

E(g(¢)) = Zg(wz’)pi-

9.18. Sirtiségfiiggvény és varhaté érték. Ha &-nek létezik
a f striségfiiggvénye, és g : R — R egy tetszoleges Borel-fiiggvény,
akkor az alabbi két integral egyszerre 1étezik és

E(g(¢)) = /R 9(2)(2) dA\(z).

9.19. Csebisev-egyenlotlenség. Legyen a & valoszintiségi val-
tozé varhato értéke E, szorasa pedig D. Ekkor minden ¢ > 0 valos
Szamra

P{|¢ - E| > D/e} < €.

Bizonyitas. Ellenkez6 esetben azt kapnank, hogy

p*= [~ pPip= | €~ B P
0 {ic-E|>D/e}

D? )
> 5 P{l{-E|>D/e} > D,

ami ellentmond3as.
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9.20. Valészintiségi valtozdk fiiggetlensége. A valds érté-
ki &; valoszintiségi valtozdkat paronként fiiggetlennek, illetve fiigget-
lennek nevezziik, ha a {£; < z;} események barmilyen x; valds sza-
mok esetén paronként fiiggetlenek, illetve fiiggetlenek. Megmutatha-
t6, hogy két fiiggetlen valdszintiségi valtozd szorzatanak varhaté értéke
a varhaté értékek szorzata. Ebbol kovetkezik, hogy fiiggetlen valdszi-
nuségi valtozdk Gsszegének szorasnégyzete a szorasnégyzetek Osszege.

9.21. Feladat. Két kockaval dobva, mennyi a dobott szamok
maximumanak, illetve minimumanak varhaté értéke, illetve szérasa?

9.22. Feladat. Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, még
kétszer dobunk, ha iras, még egyszer. Mennyi a fejek szamanak var-
haté értéke és szérasa?

9.23. Feladat. Adjunk példat paronként fiiggetlen, de nem fiig-
getlen valdszintiségi valtozdkra!

** 9.24. Feladat. Egy érmét addig dobunk fel, amig egymds utan
két fejet dobunk. Mennyi a dobasok szamanak varhato értéke? Es ha
addig dobunk, amig fejre iras jon?

9.25. Binomialis eloszlas. Egy £ valdszintuségi valtozét n-ed
rendi, p paraméteri binomialis eloszlasunak neveziink, ha a k =
0,1,...,n értékeket veszi fel rendre

<Z)p’“(1 —p)" "

valészintiséggel, ahol 0 < p < 1. Ilyen eloszlas 1ép fel példaul visz-
szatevéses mintavételnél. Varhatd értéke np, szérasa \/np(1 — p).

9.26. Hipergeometrikus eloszlas. A ¢ valdsziniiségi valtozo
hipergeometrikus eloszlasi, ha értékei a k = 0,1,...,n szamok, és a

k értéket
M\ (N - M
() (o)
N
(%)
valészintiséggel veszi fel, ahol 0 < n < min(M,N — M) és M < N.
Ilyen eloszlas 1ép fel példaul visszatevés nélkiili mintavételnél. Varhato
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értéke Mn /N, szordsa pedig

M\ (N -—-M n—1
n 1— :
N N N -1
9.27. Poisson-eloszlas. Egy & valoszintiségi valtozé Poisson-
eloszlasu, ha a k = 0,1, ... értékeket

ake—

k!

valoszintuséggel veszi fel, ahol a > 0 pozitiv allandé. Ha n nagy és p
kicsi, akkor a binomialis eloszlas jol kozelitheto oo = np paraméteru
Poisson-eloszldssal. Vérhaté értéke «, szdérasa /a.

9.28. Egyenletes eloszlas. A ¢ valészintiségi véiltozd az (a, b)
intervallumon egyenletes eloszlasi, ha strtségfiiggvénye

1
b—a’

ha a <z <0, 0 egyébként.

Viarhaté értéke (a + b)/2, szérdsa pedig (b — a)/(2V3).

9.29. Exponencialis eloszlas. A £ valészintliségi valtozot a pa-
raméterii exponencialis eloszlasinak nevezziik akkor, ha strtségfiigg-
vénye

ax

ae”*, ha x>0, 0 egyébként.
Itt a > 0. Varhaté értéke 1/a, és szdrasa is 1/a.
9.30. Normadlis eloszlds. Az (m,o) paraméterii normdlis el-

oszlas suruségfiiggvénye

1 2 2
e~ (x—m)"/(207)
210

Itt m tetszOleges, o pedig pozitiv konstans. Az eloszlas varhaté értéke
m, szorasa pedig o. Az F eloszlasfiiggvény kifejezhet6 a 0 varhaté
értéki, 1 szorasu standard normalis eloszlas ® eloszlasfiiggvényével:

F(z) = & (x;m> .

Megjegyezziik, hogy ®(—x) = 1 — ®(z).
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9.31. A Y2-eloszlds. Ha n darab fiiggetlen, standard normé-
lis eloszlasi valdszinliségi valtozo négyzetét osszeadjuk, kapjuk az n
szabadsagfokii x2-eloszlast. Ennek stirtiségfiiggvénye

/21— /2

on/2T (n/2) ’

ha = >0, és 0 egyébként.

Varhato értéke n, szorasa pedig v/2n. Megjegyezziik, hogy a I fiigg-
vény értékei a I'(z + 1) = 2I'(2) Osszefiiggés segitségével T'(1) = 1 és
['(1/2) = /7 ismeretében a sziikséges helyeken kiszdmithatdk.

9.32. Feladat. Egy vegyi anyaggal kezelve 20 kisérleti allatot,
10-nél jott 1étre (nem lathatd) elvaltozas. Ha 10-et kivilasztunk és
felboncolunk, milyen valészintuséggel fogunk 0, 1, ... 9, 10 egyednél
elvaltozast tapasztalni?

9.33. Feladat. Egy iizemben tizen egymastél fiiggetleniil hasz-
nalnak 1 kW-os kéziszerszamot. Mindenki atlagosan 12-szer 1 percet
hasznalja éranként a gépét. Ha a haldézat 7 kW-ot bir el, akkor az
idonek hany szazalékaban 1ép fel tulterhelés?

9.34. Feladat. Rutherford 2608 alkalommal 7,5 s-ig észlelt ra-
didaktiv bomlast. Alkalmanként 3,87 bomlast észlelt atlagosan. Var-
hatdéan hany alkalommal észlelt 0, 1, 2, ..., 9, >10 bomlast?

9.35. Feladat. Egy mérés eredmény normalis eloszlasu 0,1 szo6-
rassal, varhaté értéke a mérend6 mennyiség. Mennyi a valdszintsége,
hogy a mérés hibaja nagyobb, mint 0,37

9.36. Feladat. Alkatrészek, késziilékek meghibasodasaig eltelt
ido, illetve a két meghibasodas kozotti ido legtobbszor exponencialis
eloszlast kovet. Ha egy késziiléknél ezen id6 varhato értéke, az MTBF
1000 éra, hatarozzuk meg, hogy mennyi a valdszintusége, hogy a készii-
1ék 500 oraig, 1000 oraig, 2000 6raig hibatlanul mikoédik. Mutassuk
meg, hogy annak valészintisége, hogy a késziilék még ¢ ideig hibatlanul
miukodik, feltéve, hogy T' ideig mar hibatlanul mukodott, nem fiigg
T-tol.

* 9.37. Feladat. Hasonlitsuk 6ssze a 3 szabadsagfoki y2-eloszlas
sturtségfiiggvényét egy nemesgaz atomjainak energiaeloszlasat leird
fiiggvénnyel! Mi a magyarazat?
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*** 9.38. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy a megismert eloszlasok var-
hato értéke és szorasa a megadott érték!

9.39. A nagy szamok gyenge torvénye. Legyenek a &,
k =1,2,... valésziniiségi valtozok egyforma eloszlasuak és paronként
fiiggetlenek E varhato értékkel. Ekkor minden € > O-ra

1 n
P{’—Zﬁk—E’>e}—>0, ha n — oo.
n =

9.40. A nagy szamok eros torvénye. Legyenek a &, k =
1,2, ... valosziniiségi valtozok egyforma eloszlasuak és fiiggetlenek E

varhato értékkel. Ekkor

k=1
9.41. Centralis hatareloszlas tétel. Legyenek a &, k =
1,2, ... valosziniiségi valtozok egyforma eloszlasuak és fiiggetlenek nem

nulla szorassal. Legyen tovabba

_y i ¢ - M —Em)
ﬁn—;&, €s Cn— D(nn)

Jelolje I, a (, eloszlasfiiggvényét, ekkor
lim F,(z) = ®(z), ha z€R.
n—oo

9.42. Feladat. Egy pénzérmét 10000-szer feldobva, 5400-szor
kaptunk fejet. Szabalyos-e az érme?

* 9.43. Feladat. Legyenek &1, &, . .. fiiggetlen, [0, 1]-ben egyenle-
tes eloszlasu valoszintiségi valtozok,

a / Tin — E(nn)
M=) & € GCn=—"5— "
; D (1)
Abrézoljuk (1, (2 és (3, valamint a standard normalis eloszlas stri-
ségfiiggvényét. Mennyi D(n12) és E(n12) ?

**% 9,44, Feladat: szimuliacié, Monte—Carlo mdédszerek. Sza-
mos olyan természeti folyamat van, amelynek a lefolyasat kiilonb6zo
véletlen tényezok befolyasoljak. Ilyen folyamatok jellemzoinek pontos
meghatarozasa gyakran nem megoldhaté, de jé kozelitéseket kapha-
tunk szimulacioval. Példaként a lancreakciot szimulalva, hatarozzuk
meg egy Pu?®” gomb kritikus sugarst!
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10.§ Matematikai statisztika

10.1. Minta, statisztika. Statisztikai mintan fiiggetlen, egy-
forma eloszlasu valoszintuségi valtozok egy &1, &s, ..., &, sorozatat ért-
jiik. Statisztikanak nevezziik a mintaelemek barmely Borel-fiiggvényét.

10.2. Az empirikus eloszlasfiiggvény. Az F(x) eloszldsu va-

16szintiségi valtozdkbdl allé &1, &, ..., &, mintdhoz legyen
Fln)= Y,
n - n Y
€<z

a minta empirikus eloszlasfiiggvénye. Ha

A, = Sup‘Fn(x) - F(CL‘)‘,

az eloszlasfiiggvény és az empirikus eloszlasfiiggvény tavolsaga, akkor
megmutathatd, hogy

P{lim A, =0} =1.

n— oo

Ez a matematikai statisztika alaptétele.

10.3. Hisztogramm. A siriségfiiggvény kozelitésére hasznal-
haté a hisztogramm. Ha &1,&,...,&, a minta, és a szamegyenesen
to <t1 <...<t,, osztépontokat valasztunk, akkor a hisztogramm

1
= , ha t,_ 1 <xz<t.
fu(2) § ; Tt —tiy) TSl
1—1_£k<t@

Az osztépontok helytelen valasztasa, til sok vagy til kevés osztépont
hasznélata a kozelitést erosen lerontja, ezért tobb kiillonb6zo oszto-
pontrendszerrel is érdemes probalkozni.

10.4. Becslések. Ha a &1, ..., &, statisztikai mintank Fy(x) el-

oszlasu, és a ¥ paramétert nem ismerjiik, kozelitésére egy alkalmas 9,
statisztikat hasznalhatunk. Ezt az eljardst nevezziik becslésnek. A jé

becsléstél elvarjuk, hogy torzitatlan legyen, azaz E(v¥,) = ¢ teljesiil-
jon, valamint hogy konzisztens legyen, azaz

lim D(J,) =0

n— o0
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teljesiiljon. Kivdnatos, hogy a D(len) sz6rds minél kisebb legyen.
Példaként tekintsiik a varhaté érték becslését. A

SO

atlag a varhato értéknek torzitatlan és konzisztens becslése.
Masik példaként vizsgaljuk a szérasnégyzet becslését. Az

lz (& —
k=1

empirikus szorasnégyzet a szorasnégyzetnek nem torzitatlan becslése.
Torzitatlan és konzisztens becslés viszont az

3|+—‘

3

n

52 = (G - 8
k=1

korrigalt empirikus szorasnégyzet.

10.5. Konfidencia-intervallumok. Gyakran arra van inkdbb
sziikségiink, hogy a 1 valés paraméterhez és egy adott € > 0-hoz a
&1,&,...,&, minta segitségével olyan Uy és U, statisztikakat adjunk
meg, hogy X X

P < <v2)>1—c¢

teljesiiljon. A (1§1,1§2) intervallumot konfidencia-intervallumnak ne-
vezziik.

Péld4ul ha tudjuk, hogy a mintaelemek normalis eloszlasuak is-
mert o szérdssal de ismeretlen m varhaté értékkel (a legtobbszor
ez a helyzet méréseknél), akkor a varhaté értékre szerkeszthetiink
konfidencia-intervallumot. Az

u =

E—m
o

valdszintiségi valtozé standard normalis eloszlasu lesz, igy meghata-
rozhaté olyan u. szam, amelyre

P{lul <uc}=1-€=2%(u,) — 1.
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Ebbol

P{If—mléue%}ZP{E—ue%SmSEJrue%}

=1—e¢.

10.6. Hipotézisvizsgalat. A hipotézisvizsgalatnal valamely adott

Hy hipotézis fennallasardl kell donteniink. Az egyéb lehetséges esete-
ket a Hy ellenhipotézisben gytjtjiik 6ssze. A rendelkezésre all6 adatok
alapjan egy proba statisztikat készitiink, és megvizsgaljuk, hogy ennek
értéke egy Ty elfogadasi tartomanyba esik-e, vagy ennek komplemen-
terébe, a kritikus tartomanyba. Ha a proba statisztika az elfogadasi
tartomanyba esik, a Hy hipotézist elfogadjuk, egyébként elvetjiik. Az
egész eljarast probanak nevezziik. Kétféle hibat kovethetiink el. Ha
a Hy hipotézis fennall, mégis elvetjiik, akkor els6faju hibarél, ha pe-
dig a Hp ellenhipotézis all fenn, és hipotézisiinket mégis elfogadjuk,
akkor masodfaju hibardl beszéliink. A hibak nagysagat els6sorban az
elfogadasi tartomany megvalasztasaval befolyasolhatjuk. Az els6faju
hiba valészintiségének csokkentésével a masodfaji hiba valdszintisége
altalaban no, és viszont. Természetesen a préba statisztika helyes
megvalasztasa is befolyasolja az eredményt. Ha e¢ > 0-hoz ugy va-
lasztottuk az elfogadasi tartomanyt, hogy az els6faju hiba 1 — € va-
l6szintuségu legyen, akkor a hipotézis elfogadasa esetén azt mondjuk,
hogy az eltérés 1 — e szinten nem szignifikans, egyébként pedig szig-
nifikans. Ha egy mintank van, és a hipotézis az, hogy a mintaelemek
valamilyen adott eloszlasuak, akkor egymintas probardl, ha pedig két
mintank van, és a hipotézis az, hogy a két minta eloszlasa, vagy a két
eloszlas valamilyen paramétere megegyezik, akkor kétmintas probardl
beszéliink.

10.7. Paraméteres probak. Ezeknél a prébaknal az eloszlas-
fiiggvénynek csak egy vagy néhany paramétere ismeretlen. Két példat
mutatunk be.

Az egymintas u-proba esetén tudjuk, hogy a &1,&s,...,&, min-
taelemek normalis eloszlasuak ismert o szorassal. Hipotézisiink az,
hogy az m varhato érték egy mg adott érték, ellenhipotézisiink pedig,
hogy m # mg. A hipotézis fenndllasa esetén az

uzg—mo\/ﬁ

g
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préoba statisztika standard normaélis eloszlasu. Adott € > 0 esetén az
ue értéket ugy valasztva, hogy

D(ue) — P(—ue) =2P(ue) —1=1—c¢

legyen, (—u.,u.) az elfogadasi tartomany.

Kétmintas u-proba akkor hasznalhato, ha a &1, &,, ..., &, mintank
normalis eloszlasi ismert o1, az 11,19, . . ., Ny, mintank pedig normaélis
eloszlasi ismert oo szérassal, hipotézisiink, hogy az eloszlasok varhato
értékei megegyeznek, ellenhipotézisiink pedig, hogy nem. A hipotézis
fennallasa esetén az

£-7
\/0 /n+ao2/

prébastatisztika standard normalis eloszlasu, igy ismét a fenti elfoga-
dasi tartomany hasznalhato.

10.8. Nemparaméteres probak. Paraméteres probak csak bi-
zonyos eloszlasok (példdul normalis eloszlds, illetve exponencidlis el-
oszlas) esetén konstrudlhatdk. Altalanosabban hasznalhaték a nem-
paraméteres probak. Kettot mutatunk be.

A Kolmogorov-préba annak a hipotézisnek az ellenOrzésére hasz-
nalhaté, hogy mintank eloszlasfiiggvénye egy adott folytonos F'(x)
eloszlasfiiggvény-e? Az ellenhipotézis, hogy az eloszlasfiiggvény bar-
milyen mas folytonos eloszlasfiiggvény. A préba azon alapul, hogy az
empirikus eloszlasfiiggvénynél emlitett A,, mennyiség \/n-szeresének
eloszlasa a hipotézis fenndllasa esetén nem fiigg F'(x)-t6l, s6t, a

oo

lim P{vnA, <t} = > (—1)keH"t°

k=—o0

Osszefiiggés szerint mar kb. n = 30-t6l az n-tol vald fiiggéstol is elte-
kinthetiink.

A Kolmogorov-Szmirnov proba a Kolmogorov-préba kétmintas
megfelel6je. Annak a hipotézisnek a vizsgalatara alkalmas, hogy a
folytonos eloszldsokbdl szarmazé két mintank F(x), illetve G(x) el-
oszlasfiiggvénye megegyezik-e? Az ellenhipotézis, hogy az eloszlas-
fiiggvények folytonosak, de nem egyeznek meg. A probastatisztika

nm

mAnﬂn, ahol An,m = Slmlp‘Fn(x) - Gm (CE’)‘
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Ennek eloszlasa nem fiigg F-tol és G-t6l1, hatareloszlasa ugyanaz, mint
V-6, és n,m > 30 esetén a hatareloszlds hasznalhaté.

10.9. A Y2-préba. Igen sok célra, példaul illeszkedés- és fiig-
getlenségvizsgdlatra hasznalhaté nem paraméteres proba. Alapgon-
dolata, hogy ha A1, As, ..., A, egy teljes eseményrendszer, és teljesiil
az a hipotézis, hogy az A; esemény valdszintisége p; > 0, tovabba
n fliggetlen kisérletet végezve v; az A; esemény bekovetkezéseinek

Sz éma, akkor a
’fl,p
k= E -

prébastatisztika jé kozelitéssel r — 1 szabadsdgfokui x? eloszlast kovet.
A j6 kozelitéshez altalaban az sziikséges, hogy az np; értékek 10-nél
nagyobbak legyenek. A préba akkor is hasznalhatd, ha a p; valo-
szintségek meghatarozasdhoz s darab, a mintabdl szamitott becslést
hasznaltunk fel, de ekkor a y2-eloszlas szabadsdgfoka r — s — 1.

10.10. Feladat. Egy fizikai mennyiséget mértiink, és az alabbi
eredményeket kaptuk: 12,15, 12,33, 10,94, 10,25, 9,80, 12,90, 12,04,
11,45, 9,64, 11,20, 9,78, 10,89, 11,22, 11,91, 10,78, 10,04, 10,35, 11,32,
9,18, 11,36, 10,40, 10,89, 11,50, 11,26, 11,95, 9,28, 11,11, 10,34, 11,12,
9,71. Abraﬁzoljuk az empirikus eloszlasfiiggvényt! Készitsiink hiszto-
grammot! Becsiiljiik meg a varhaté értéket és a szorast! Feltételezve,
hogy a minta normaélis eloszlasi 1 szordssal, készitsiink konfidencia-
intervallumot a varhaté értékre, és 95%-os szinten dontsiik el azt a
hipotézist, hogy a varhato érték 11,2.

10.11. Feladat. Egy masik laboratoriumban az el6zo feladat-
ban szereplo fizikai mennyiség mérésekor az alabbi értékeket kaptuk:
10,62, 13,10, 12,40, 9,80, 10,31, 9,25, 10,87, 9,93, 9,72, 12,34, 11,77,
13,23, 9,20, 10,11, 11,66, 10,79, 11,06, 12,71, 10,89, 11,19, 10,93, 10,17,
11,97, 9,14, 11,76, 11,60, 9,14, 10,56, 11,57, 12,53. Ha tudjuk, hogy
ezek az adatok is normalis eloszlasiak, de szorasuk 1,2, elfogadhato-e
95%-o0s szinten az a hipotézis, hogy a két minta dtlaga megegyezik?

10.12. Feladat. Elfogadhaté-e 95%-o0s szinten az a hipotézis,
hogy az elozo feladatban szereplo minta normalis eloszlasi 11,2 var-
haté értékkel és 1,2 szorassal? Hat az, hogy a két elozo feladatban
szereplo mintdak egyforma eloszlasuak?



10.§ Matematikai statisztika 67

10.13. Feladat. Egy kockat 600-szor feldobva, rendre 92, 87, 91,
101, 86, 143 esetben kaptuk az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokat. Ellentmond-e
ez 95%-os szinten annak, hogy a kocka szabdlyos?

**% 10.14. Feladat. Készitsiink programot a megismert becslésekre
és probakra! Haszndljunk adatbazis-kezel6t!
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