
• 0/6 :
<

µ(V ) = inf{µ(V ) : V ny¡lt, A ⊂ V }
>

µ(V ) = sup{

µ(K) : K kompakt, K ⊂ V
}

• 0/9 :
<

∫

A

div f(x) dλn(x) = ∫

B

〈

f(x),n(x, A)〉 dχn−1(x)
>

∫

A

div f(x) dλn(x) = ∫

B

〈

f(x),n(x, A)〉 dχn−1(x)
• 16/7 :

<halmazok, akkor induki¢val
µ
(

T ∩ (∪j
i=1Ai)) = j

∑

i=1 µ(T ∩ Ai).
>halmazok, akkor induki¢val(2) µ

(

T ∩ (∪j
i=1Ai)) = j

∑

i=1 µ(T ∩ Ai).
• 16/−9 :

<

µ(∪∞
i=1Ai) ≥ µ(Bj), ahol Bj = j

⋃

i=1Ai.Ha induki¢val megmutatjuk, hogy
µ(Bj) = j

∑

i=1 µ(Ai),akkor hat r tmenettel a sz�ks�ges egyenl�tlens�gek k�z�l a nem trivi lisat kapjuk. De
Bj+1 ∩ Aj+1 = Aj+1, Bj+1 \ Aj+1 = Bj , innen

µ(Bj+1) = µ(Aj+1) + µ(Bj).
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>

µ(∪∞
i=1Ai) ≥ µ(∪j

i=1Ai).Mivel (2) miatt
µ(∪j

i=1Ai) = j
∑

i=1 µ(Ai),hat r tmenettel a sz�ks�ges egyenl�tlens�gek k�z�l a nem trivi lisat kapjuk.
• 24/−4 :

<m�rt�k� m�rhet� halmaz, akkor A tartalmaz nem m�rhet� r�szhalmazt.* 1.3.16. Feladat [19℄. Legyen µ olyan v�ges Radon-m�rt�k az X teljes metrikus
>de pozit¡v m�rt�k� m�rhet� halmaz, akkor A tartalmaz nem m�rhet� r�szhalmazt.* 1.3.16. Feladat [19℄. Legyen µ olyan nem nulla v�ges Radon-m�rt�k az X teljesmetrikus

• 30/−1 :
<de nem Borel-halmaz.
>de nem Borel-halmaz.* 2.1.24. Feladat [15℄. Adjunk meg olyan r�szhalmaz t [0, 1℄-nek, amelynek Lebes-gue k�ls� m�rt�ke 1, de a raion lis sz mok feletti line ris burka nem tartalmaz pozit¡vm�rt�k� Lebesgue-m�rhet� halmazt.

• 33/4 :
<2.2.8. Feladat [9℄. Legyen {xn} a raion lis sz mok egy sorozatba rendez�se, �s
>2.2.8. Feladat [9℄. Legyen xn a raion lis sz mok egy sorozatba rendez�se, �s

• 41/−9 :
<

µU (C1 ∩ C2) = µU (C1) + µU (C2).
>

µU (C1 ∪ C2) = µU (C1) + µU (C2).



3
• 42/4 :

<A szorzatt�r azon ϕ f�ggv�nyei, amelyekre ϕ(C1∪C2) = ϕ(C1)+ϕ(C2), egy z rt halmazt
>A szorzatt�r azon ϕ elemei, amelyekre ϕ(C1 ∪ C2) = ϕ(C1) + ϕ(C2), egy z rt halmazt

• 42/15 :
<�s a jobb oldalon szupr�mumot v�ve, µ(U) ≤ µ(U1 + µ(U2) ad¢dik. Innen teljes induk
>�s a bal oldalon szupr�mumot v�ve, µ(U) ≤ µ(U1) + µ(U2) ad¢dik. Innen teljes induk-

• 47/18 :
<(f | B)−1(V ) is Borel-halmaz.
>(f | B)−1(V ) is Borel-halmaz.

→ 3.1.13. Feladat [10℄. Adjunk meg olyan f : [0, 1℄ → R Lebesgue-m�rhet� f�gg-v�nyt, amelynek semmilyen 1 m�rt�k� A ⊂ [0, 1℄ halmazra vett megszor¡t sa sem folyto-nos.
• 52/−0 :

<
>* 3.2.21. De�n¡i¢. Az X topologikus teret az Y topologikus t�rbe k�pez� f�ggv�nyBaire-f�ggv�ny , ha benne van az �sszes olyan f�ggv�nyoszt lyban, amely tartalmazza afolytonos f�ggv�nyeket �s nem vezet ki bel�le a pontonk�nti hat r�rt�k k�pz�se. Nyil-v n a Baire-f�ggv�nyek mind Borel-f�ggv�nyek. Legyen B0(X ;Y ) az X-et Y -ba k�pez�folytonos f�ggv�nyek oszt lya, �s minden α > 0 rendsz mra Bα(X ;Y ) az �sszes olyanf�ggv�nyek oszt lya, amelyek el� llnak valamely fn ∈ Bβn

(X ;Y ), βn < α f�ggv�nysoro-zat pontonk�nti hat r�rt�kek�nt.* 3.2.22. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy a Bα(X ;Y ) oszt lyok egyes¡t�se az �sszes
α megsz ml lhat¢ rendsz mra a Baire-f�ggv�nyek oszt lya, ¡gy ha α nemmegsz ml lhat¢rendsz m, akkor Bα(X ;Y ) a Baire-f�ggv�nyek oszt lya.* 3.2.23. Feladat [9℄. Legyenek f1, f2, . . . , fn val¢s �rt�k� Baire-f�ggv�nyek az Xtopologikus t�ren, �s g : Rn → R Baire-f�ggv�ny. Mutassuk meg, hogy

x 7→ g
(

f1(x), f2(x), . . . , fn(x))is Baire-f�ggv�ny.* 3.2.24. Feladat [13℄. Mutassuk meg, hogy ha X metrikus t�r, akkor az X-et R-bek�pez� Baire-f�ggv�nyek oszt lya megegyezik a Borel-f�ggv�nyek oszt ly val.



4 * 3.2.25. Feladat [16℄. Mutassuk meg, hogy R helyett egy Y szepar bilis metrikust�rbe k�pez� f�ggv�nyek oszt ly ra az el�z� feladat  ll¡t sa pontosan akkor marad �r-v�nyben, ha Y minden v�ges r�szhalmaza minden ε > 0-ra benne van R egy folytonosk�p�nek az ε-k�rnyezet�ben.* 3.2.26. Feladat [20℄. Mutassuk meg, hogy minden α megsz ml lhat¢ rendsz mra
Bα(R;R) \ ∪β<αBβ(R;R) 6= ∅.

• 54/−6 :
<alkalmazzuk (3)-at, �s felhaszn ljuk a m�rt�k folyonoss g t. (6) trivi lis, ha α = 0. Ha
>alkalmazzuk (3)-at, �s felhaszn ljuk a m�rt�k folytonoss g t. (6) trivi lis, ha α = 0. Ha

• 57/−3 :
<(5) ha f ≤ g �s ∫

f dµ > −∞ vagy ∫

g dµ < ∞, akkor ∫

f ≤
∫

g;
>(5) ha f ≤ g �s ∫

f dµ > −∞ vagy ∫

g dµ < ∞, akkor ∫

f dµ ≤
∫

g dµ;
• 60/9 :

<Igaz-e a megford¡t s?
>Igaz-e a megford¡t s?

→ 4.2.11.1. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy egy integr lhat¢ f�ggv�ny egy σ-v�geshalmazon k¡v�l nulla.
• 61/2 :

<beli �rt�k� integr lhat¢ f�ggv�nyre annak bizony¡t sa, hogy |
∫

f | ≤
∫

|f |. Legyen
y = (y1, y2, . . . , yn) az f integr lja. Ekkor a Cauhy-egyenl�tlens�gb�l ∑n

j=1 yjf j(x) ≤
|y|

∣

∣f(x)∣∣ majdnem minden�tt, amib�l
|y|2 = n

∑

j=1 yj

∫

f j ≤ |y|

∫

|f |.

>



5beli �rt�k� integr lhat¢ f�ggv�nyre annak bizony¡t sa, hogy |
∫

f | ≤
∫

|f |. Feltehet-j�k, hogy K = R. Legyen y = (y1, y2, . . . , yn) az f integr lja. Ekkor a Cauhy-egyenl�tlens�gb�l ∑n

j=1 yjfj(x) ≤ |y|
∣

∣f(x)∣∣ majdnem minden�tt, amib�l
|y|2 = n

∑

j=1 yj

∫

fj ≤ |y|

∫

|f |.

• 61/−12 :
<

S(s) = n
∑

j=1 yjµX(s = yj).Nyilv n S(sn) ≤ S
(

|sn|
) = ∫

|sn|. Az X-en majdnem minden�tt �rtelmezett Y -beli�rt�k� m�rhet� f�ggv�nyt
>

S(s) = n
∑

j=1 µX(s = yj)yj .Nyilv n ∣

∣S(s)∣∣ ≤ S
(

|s|
) = ∫

|s|. Az X-en majdnem minden�tt �rtelmezett Y -beli �rt�k�m�rhet� f�ggv�nyt
• 62/−14 :

<4.3.5. Major ns krit�rium. Ha f majdnem minden�tt �rtelmezett, m�rhet�
>4.3.5. Major ns krit�rium. Ha f majdnem minden�tt �rtelmezett, Banah-t�rbeli �rt�k� m�rhet�

• 62/−4 :
<Bizony¡t s. Nulla m�rt�k� halmazon alkalmasan megv ltoztatva a f�ggv�nyeket, a
>Bizony¡t s. Nulla m�rt�k� halmazon alkalmasan megv ltoztatva a f�ggv�nyeket,az fn-ek �s az f �rt�kk�szlete egy szepar bilis alt�rben marad, �s a

• 66/−11 :
<�s mi a hat r�rt�k�k:
>�s mi a hat r�rt�k�k (xn-ben n nem nulla elem van):
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• 66/−1 :

<hogy ha a m�rt�k a Lebesgue-m�rt�k [0, 1℄-en, akkor a tartalmaz s val¢di.
>hogy ha a m�rt�k a Lebesgue-m�rt�k [0, 1℄-en, akkor a tartalmaz s val¢di, �s L∞

K
(µ) 6=

∩1≤p<∞L
p
K
(µ).

→ 4.4.12.1. Feladat [9℄. Vizsg ljuk meg m�rhet� f�ggv�nyek pontonk�nti, egyen-letesen, L2-norm ban, majdnem minden�tt �s m�rt�kben val¢ konvergeni ja k�z�tt akapsolatot.
• 67/11 :

<* 4.4.18. Feladat [9℄. Igazoljuk, hogy 1 ≤ p ≤ ∞, p 6= 2 eset�n eset�n L
p
K
(µ)

>* 4.4.18. Feladat [9℄. Igazoljuk, hogy 1 ≤ p ≤ ∞, p 6= 2 eset�n L
p
K
(µ)

• 69/−13 :
<

Ak(x) = mi, ha xi−1 < x ≤ xi (1 ≤ i ≤ nk),
Fk(x) = Mi, ha xi−1 < x ≤ xi (1 ≤ i ≤ nk)

>

Ak(x) = mi = inf{f(x) : xi−1 ≤ x ≤ xi}, ha xi−1 < x ≤ xi (1 ≤ i ≤ nk),
Fk(x) = Mi = sup{f(x) : xi−1 ≤ x ≤ xi}, ha xi−1 < x ≤ xi (1 ≤ i ≤ nk)

• 69/−2 :
<1/k < δ �s x ∈ (xi, xi+1) valamely 1 ≤ i ≤ nk − 1-re, akkor (xi, xi+1℄ ⊂ (x− δ, x+ δ), ¡gy
>1/k < δ �s x ∈ (xi−1, xi) valamely 1 ≤ i ≤ nk-ra, akkor [xi−1, xi℄ ⊂ (x − δ, x + δ), ¡gy

• 70/−11 :
<Megjegyezz�k, hogy a t�bbdimenzi¢s esetben is hasonl¢  ll¡t sok igazak.

→ 4.5.6. Feladat [2℄. Hat rozzuk meg [0, 1℄-en a raion lis sz mok karakterisztikusf�ggv�ny�nek Riemann- �s Lebesgue-integr lj t.
>Megjegyezz�k, hogy a t�bbdimenzi¢s esetben is hasonl¢  ll¡t sok igazak.
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• 71/−1 :

<nem minden�tt folytonos f�ggv�nnyel?
>nem minden�tt folytonos f�ggv�nnyel?* 4.5.16. Feladat [10℄. Legyen f az A ⊂ R Lebesgue-m�rhet� halmazon integr lhat¢val¢s �rt�k� f�ggv�ny, 0 < c < λ(A). Mutassuk meg, hogy ha f integr lja az A tetsz�leges

c m�rt�k� r�szhalmaz n 0, akkor f majdnem minden�tt nulla.* 4.5.17. Feladat [11℄. Legyen f az A ⊂ R Lebesgue-m�rhet� halmazon integr lhat¢val¢s �rt�k� f�ggv�ny, amelynek integr lja 0. Mutassuk meg, hogy 0 ≤ c ≤ λ(A) eset�nvan olyan B ⊂ A m�rhet� halmaz, amelyre λ(B) = c �s a B-n az integr l szint�n nulla.
• 75/14 :

<egy σ-v�ges m�rt�kt�r, λ a Lebesgue-m�rt�k R-en, f : X → [0,∞℄ m�rhet� f�ggv�ny, �s
>egy m�rt�kt�r, λ a Lebesgue-m�rt�k R-en, f : X → [0,∞℄ m�rhet� f�ggv�ny, �s

• 79/10 :
<hogy λn

(

τ(B)) = cτλn(B) minden Borel-halmazra. (1) szerint ez minden S ∈ R
n-re is

>hogy λn
(

τ(B)) = cτλn(B) minden Borel-halmazra. (1) szerint ez minden S ⊂ Rn-re is
• 80/−1 :

<

λ(B)λ(C) > 0.
>

λ(B)λ(C) > 0.* 5.2.12. Feladat [18℄. Konstru ljunk olyan val¢s f�ggv�nyt, amely gra�konj nakb rmely egys�gn�gyzetbe es� r�sze 1 k�ls� m�rt�k� halmaz.
• 81/−4 :

<L�tezik tov bb  egy olyan ϕ nemnegat¡v val¢s �rt�k� m�rhet� f�ggv�ny, hogy
>L�tezik tov bb  egy olyan X-en �rtelmezett ϕ nemnegat¡v val¢s �rt�k� m�rhet� f�ggv�ny,hogy
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• 81/−2 :

<A ϕ f�ggv�ny µ-majdnem minden�tt egy�rtelm�en meghat rozott, azaz ha ~ϕ egy m sik
>A ϕ f�ggv�ny µ-majdnem minden�tt egy�rtelm�en meghat rozott, azaz ha ~ϕ egy m sik

X-en �rtelmezett
• 91/6 :

<Az al bbiakban megmutatjuk, hogy a norm k k�z�tt | megfelelel� felt�telek mellett |
>Az al bbiakban megmutatjuk, hogy a norm k k�z�tt | megfelel� felt�telek mellett |

• 116/2 :
<8.3.1. De�n¡i¢. Egy f : R → C f�ggv�nyt az I ⊂ R intervallumon abszol£t
>8.3.1. De�n¡i¢. Az I ⊂ R intervallumon egy f : I → C f�ggv�nyt abszol£t

• 116/6 :
<8.3.2. T�tel. Ha f : R → C abszol£t folytonos egy I ⊂ R intervallumon, akkor fteleinek?
>8.3.2. T�tel. Ha egy I ⊂ R intervallumon f : I → C abszol£t folytonos, akkor f

• 118/−9 :
<8.3.8. Feladat [9℄. Vizsg ljuk meg, hogy az f(x) = xα sinxβ , ha x 6= 0, f(0) = 0
>8.3.8. Feladat [9℄. Vizsg ljuk meg, hogy az f(x) = |x|α sin |x|β , ha x 6= 0, f(0) = 0

• 160/5 :
< dist(f(x), f(y)) ≤ M dist(x, y)
> dist(f(x), f(y)) ≤ M dist(x, y)
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• 161/−12 :

<homeomorf
>homeomorf11.1.15.1. Feladat [5℄. Van-e olyan, ny¡lt intervallummal homeomorf t�rg�rbe,amely �rt�kk�szlet�nek lez rtja az eg�sz t�r?

• 161/−1 :
<kateg¢ri j£
>kateg¢ri j£* 11.1.20.1. Feladat [12℄. Konstru ljunk a sz megyenesen olyan egym ssal homeo-morf A �s B halmazokat, amelyekre A els�, B m sodik kateg¢ri j£.

• 162/9 :
<f�ggv�ny, amely pontosan a raion lis pontokban folytonos.
>f�ggv�ny, amely pontosan a raion lis pontokban folytonos.* 11.1.24. Feladat [13℄. Mutassuk meg, hogy egy (a, b) intervallumon di�ereni l-hat¢ f�ggv�ny deriv ltj nak folytonoss gi helyei minden�tt s�r�ek (a, b)-ben.

• 162/−3 :
<

R = {

k2n
: n = 1, 2, . . . ; k = 0, 1, 2, . . . , 2n

}

.

>

R = {

k2n
: n = 0, 1, 2, . . . ; k = 0, 1, 2, . . . , 2n

}

.

• 166/20 :
<A k�vetkez� t�tel az egys�g felbont s nak Hausdor�-terekre vonatkoz¢ v ltozata.
>A k�vetkez� t�tel az egys�g felbont s nak lok lisan kompakt Hausdor�-terekre vo-natkoz¢ v ltozata.
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• 167/14 :

<Az egys�gelem b rmely W k�rnyezete tartalmazza az egys�gelem olyan V k�rnyeze-
>Az egys�gelem b rmely U k�rnyezete tartalmazza az egys�gelem olyan V k�rnyeze-

• 175/14 :
<(6) ∣

∣f(x)− g(x)∣∣ ≤ (2/3)i, ha x ∈ F (i = 1, 2, . . . , n).
>(6) ∣

∣f(x)− gi(x)∣∣ ≤ (2/3)i, ha x ∈ F (i = 1, 2, . . . , n).
• 177/6 :

<pedig X∗-ot ¡runk; X∗-ot az X konjug lt ter�nek nevezz�k.
>pedig X∗-ot ¡runk; X∗-ot az X konjug lt ter�nek vagy du lis ter�nek nevezz�k.

• 183/−16 :
<[29℄ Mikol s M.: Val¢s f�ggv�nytan �s ortogon lis sorok. Tank�nyvkiad¢, Budapest,1965.
>[29℄ Mikol s M.: Val¢s f�ggv�nytan �s ortogon lis sorok. Tank�nyvkiad¢, Budapest,1978.

• 184/−1 :
<[50℄ Zeidler, E.: Nonlinear funtional analysis I{IV. Springer-Verlag, New York, 1990.
>[50℄ Zeidler, E.: Nonlinear funtional analysis and its appliations I{IV. Springer-Verlag,New York, 1990.

• 194/15 :
<Peano, Giuseppe (1887{1956)
>Peano, Giuseppe (1858{1932)


