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BEVEZET�S

A m�rt�k fogalma egyid�s a matematik val: a matematika alapjait a hossz£s g-,

ter�let- �s t�rfogatm�r�sek h¡vt k �letre. K�s�bb a k�l�nb�z� m�rt�kek, a hossz£s g,

ter�let, t�rfogat, ¡vhossz �s felsz¡n fogalm t, legal bbis bizonyos egyszer�bb alakzatokra,

a g�r�g matematikusok pontosan de�ni lt k. Arkhim�d�sz g�rbe vonalakkal hat rolt

s¡kidomok (p�ld ul parabolaszegmens) ter�let�t �s g�rb�lt fel�let� testek (p�ld ul g�mb,

henger) felsz¡n�t de�ni lta �s hat rozta meg, l�nyeg�ben integr lsz m¡t s seg¡ts�g�vel.

A m�rt�k fogalma szoros kapsolatban  ll az integr l fogalm val. Minden integr l-

fogalom l�nyeg�ben a k�vetkez�k�ppen �p�l fel: az integr i¢s tartom nyt kis r�szekre

osztjuk, majd minden kis r�sz m�rt�k�t megszorozzuk az integr land¢ f�ggv�nynek ezen

a r�szen felvett �rt�keit k�zel¡t� �rt�kkel, �s az ¡gy nyert szorzatok �sszeg�nek vessz�k a

hat r�rt�k�t, mik�zben a beoszt s valamilyen �rtelemben ��nomodik".

A geometriai �s anal¡zisbeli alkalmaz sokon k¡v�l a val¢sz¡n�s�gsz m¡t s is a m�rt�k-

elm�leten alapszik. A val¢sz¡n�s�g tulajdonk�ppen egy esem�nyeken �rtelmezett m�rt�k.

Vizsg ljuk meg, hogy milyen term�szetes felt�teleknek kell egy halmaz bizonyos r�sz-

halmazain �rtelmezett halmazf�ggv�nynek eleget tennie, hogy m�rt�knek nevezhess�k.

H rom term�szetes felt�tel a k�vetkez�:

(1) b rmely halmaz m�rt�ke nemnegat¡v val¢s sz m, esetleg +∞;

(2) ha az A v�ges halmazrendszer lefedi az A halmazt (azaz az A-beli halmazok egye-

s¡t�se tartalmazza A-t), akkor az A m�rt�ke nem lehet nagyobb, mint az A-beli
halmazok m�rt�keinek �sszege;

(3) v�ges sok, p ronk�nt diszjunkt halmaz egyes¡t�s�nek a m�rt�ke a m�rt�keik �sszege.

Ezen h rom elengedhetetlen felt�telen k¡v�l k¡v natos m�g, hogy min�l t�bb halmaznak

legyen m�rt�ke, a m�rhet� halmazok k�r�b�l ne vezessenek ki az egyszer� halmazm�ve-

letek, �s hogy a m�rhet� halmazok lehet�leg szoros kapsolatban legyenek a topol¢gi val,

ha van az alaphalmazon topol¢gia.

A soksz�gek ter�let�nek, illetve a poli�derek t�rfogat nak egyszer� fogalm t el�sz�r

Giuseppe Peano olasz �s Camille Jordan frania matematikusok terjesztett�k ki a s¡k,

illetve a t�r r�szhalmazainak egy nagyobb oszt ly ra (Peano{Jordan-m�rt�k). Ennek

alapgondolata, p�ldak�nt a s¡kban elmondva, a k�vetkez�: egy s¡kbeli korl tos halmaz
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m�rt�ke legyen az �t lefed�, v�ges sok soksz�gb�l  ll¢ alakzatok ter�let�nek pontos als¢

korl tja, bels� m�rt�ke pedig a benne fekv�, v�ges sok soksz�gb�l  ll¢ alakzatok ter�le-

t�nek pontos fels� korl tja. Ha e k�t sz m egyenl�, akkor a halmazt m�rhet�nek, a bels�

�s k�ls� m�rt�k k�z�s �rt�k�t pedig a halmaz m�rt�k�nek nevezz�k.

Ez a m�rt�kfogalom egyszer�, de t�bb �lra, els�sorban az integr l s �lj ra nem

teljesen megfelel�. K�s�bb a m�rt�kfogalmat Ren� Baire �s �mile Borel frania matema-

tikusok tov bbfejlesztett�k, de a d�nt� l�p�st Henry Leon Lebesgue, a p rizsi egyetem

tan ra tette meg az 1900-as �vek elej�n. Lebesgue ismert m�rt�k� halmazokkal val¢

v�ges lefed�sek helyett megsz ml lhat¢ sok ismert m�rt�k� halmazzal val¢ lefed�seket

vizsg lt. A sz megyenesen �s az euklideszi terekben egy, a Peano{Jordan-m�rt�kn�l

j¢val  ltal nosabb �s k�nyelmesebben kezelhet� m�rt�ket vezetett be, amit k�s�bb r¢la

Lebesgue-m�rt�knek neveztek el, valamint bevezette a Lebesgue-integr l fogalm t, �s be-

bizony¡tott sok fontos, ezekre a fogalmakra vonatkoz¢ t�telt. A Lebesgue-m�rt�k eleget

tesz az el�z�ekben kir¢tt felt�teleknek, s�t, a (2) �s (3) felt�telekben a �v�ges" sz¢ a

�megsz ml lhat¢" sz¢val helyettes¡thet�.

Az �vek sor n egyre nyilv nval¢bbakk  v ltak az £j m�rt�k- �s integr lfogalom el�-

nyei: a j¢val nagyobb  ltal noss g, az integr l �s a hat r tmenet felser�lhet�s�ge, az

integr l- �s di�ereni lsz m¡t s szorosabb kapsolata. Az £j elm�let £j lend�letet adott a

Fourier-sorok elm�let�nek, megvetette a modern val¢s f�ggv�nytan alapjait, �s a funkio-

n lanal¡zis egyik alapk�v�v� v lt. A Lebesgue-f�le elm�letet az els�k k�z�tt alkalmazta

Riesz Frigyes a funkion lanal¡zis alapjait megteremt� munk iban. A Haar Alfr�d  l-

tal 1933-ban bevezetett Lebesgue-t¡pus£ m�rt�k, az £gynevezett Haar-m�rt�k alapvet�

jelent�s�g� a topologikus soportok elm�let�ben. A modern geometria egyes fejezetei

elk�pzelhetetlenek a Lebesgue-f�le m�rt�kelm�let n�lk�l. A val¢sz¡n�s�gsz m¡t s alap-

jait Andrej Nyikolajevis Kolmogorov a m�rt�kelm�let seg¡ts�g�vel adta meg, ezzel a

val¢sz¡n�s�gsz m¡t s a m�rt�kelm�let egyik legfontosabb felhaszn l si ter�let�v� v lt.

Ezen k�nyv �lja kett�s: egyr�szt tartalmazza a matematikus �s alkalmazott ma-

tematikus hallgat¢k sz m ra a II. �vben tartott el�ad sok anyag t, m sr�szt igyekszik

�sszefoglalni mindazokat az ismereteket, amelyeket a t�bbi t rgy felhaszn l. A kett�s

�lnak megfelel�en a k�nyv k�t l�p�sben t�rt�n� tanulm nyoz s t javasoljuk. El�sz�r

a sillaggal jelzett r�szek kihagyhat¢k. Ezeket, mivel nem als¢bb �ves hallgat¢knak

sz¢lnak, t�m�rebben fogalmaztuk. Mivel m�g a t�rzsanyagot tartalmaz¢ r�sz is meg-

lehet�sen t�m�r, nem aj nlatos a t�mak�rrel el�sz�r ismerked�knek a k�nyvet el�ad s

helyett haszn lni: az el�ad¢ nagyon sokat seg¡thet a nehezebb r�szek r�szletes �s szeml�-

letes magyar zat val. A k�nyv feladatokat is tartalmaz, ezek els�sorban a t�rzsanyaghoz

kapsol¢dnak. A feladatokn l megadott sz mok a megold shoz sz�ks�ges id�r�l adnak

t j�koztat st: eggyel nagyobb sz m k�tszer annyi id�t jelent. Persze, minden ilyen sk la

nagyon relat¡v. A nagyon fontos feladatokat → jelzi.

K�nnyen el�fordulhat, hogy a t rgy el�ad¢ja m�g az els� l�p�sk�nt javasolt anyagot

is t£l m�lynek tal lja, �s egyszer�bb t rgyal sm¢dot szeretne v lasztani. Ilyen esetben a

k�vetkez�ket javasoljuk:

Els�sorban azzal egyszer�s¡thetj�k az anyagot, hogy  ltal nos topologikus terek he-

lyett metrikus tereket haszn lunk, esetleg sak Rn
-et. A Radon-m�rt�k fogalm nak el-
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hagy sa ink bb sak sz�ks�gtelen ism�tl�sekhez vezet. Ezt sak akkor aj nljuk, ha sak

az egydimenzi¢s Lebesgue-m�rt�kkel k¡v nunk foglalkozni.

M sodsorban, ha nem k¡v nunk abszol£t folytonos f�ggv�nyekkel foglalkozni, a New-

ton{Leibniz-formula, a helyettes¡t�ses �s pari lis integr l s szab lya megfogalmazhat¢

lok lisan Lipshitz-, Lipshitz- vagy megsz ml lhat¢ sok pont kiv�tel�vel di�ereni lhat¢

folytonos f�ggv�nyekre is.

V�g�l egyszer�s¡ti, de nem r�vid¡ti a m�rhet� f�ggv�nyek t rgyal s t, ha sak b�-

v¡tett val¢s �rt�k� f�ggv�nyekre szor¡tkozunk. Ekkor az X(f > a) t¡pus£ n¡v¢halmazok

m�rhet�s�g�vel de�ni lhatjuk a f�ggv�nyek m�rhet�s�g�t. A C-, Rn
-, Cn

-beli �rt�k�

f�ggv�nyek ekkor a koordin taf�ggv�nyekre val¢ hivatkoz ssal t rgyalhat¢k. Sajnos, ez

a fel�p¡t�s nem el�g  ltal nos, �s p�ld ul nem illik bele a helyettes¡t�ses �s pari lis integ-

r l ssal foglalkoz¢ r�sz n�h ny, a val¢sz¡n�s�gsz m¡t sban fontos szerepet j tsz¢ t�tele.

A k�nyvet f�ggel�k eg�sz¡ti ki, amely a felhaszn lt, f�leg topol¢giai ismeretek t�m�r

�sszefoglal sa. Minden felhaszn lt fogalom de�n¡i¢j nak helye megtal lhat¢ a mutat¢-

ban. Csak felhaszn lt, de nem de�ni lt fogalmakn l egy magyar nyelv� irodalmi hivat-

koz st is megadtunk, ami halmazelm�leti fogalmak eset�n Halmos �s Sigler [13℄, line ris

algebrai fogalmak eset�n Halmos [14℄, algebrai fogalmak eset�n Fried [9℄ �s anal¡zis eset�n

Rudin [40℄ k�nyve.

Az  ltal nosan szok sos jel�l�seket haszn ljuk. A null t is term�szetes sz mnak

tekintj�k, ¡gy az eg�sz sz mok halmaza Z = N ∪ (−N); a pozit¡v term�szetes sz mok

halmaz t N+

jel�li. Az �sszes, X valamely r�szhalmaz t Y -ba k�pez� f�ggv�nyek osz-

t ly t X → Y jel�li. �gy f ∈ X → Y azt jelenti, hogy f az X valamely r�szhalmaz t

Y -ba k�pez� f�ggv�ny, m¡g f : X → Y azt jelenti, hogy f az eg�sz X-en �rtelmezett

Y -beli �rt�k� f�ggv�ny. N�vekv�, illetve s�kken� sorozat konvergeni j ra az xn ↑ x,
illetve xn ↓ x jel�l�st alkalmazzuk. Szorzatokra a

∏

jel�l�st haszn ljuk. A di�ereni l s

oper tor ra n�ha d/dx vagy m s hasonl¢ jel�l�st haszn lunk.

Az irodalomjegyz�k seg¡ts�g�re lehet azoknak, akik m s fel�p¡t�sekkel vagy nagyobb

anyaggal k¡v nnak megismerkedni. Egyszer� bevezet�st ad a tan r szakos hallgat¢k ig�-

nyeihez szabott Dar¢zy [5℄ jegyzet. Magyar nyelven els�sorban a j¢val nagyobb anyagot

fel�lel� Lazkovih [26℄ jegyzetet, illetve Sz�kefalvi-Nagy [45℄ k�nyvet, Halmos [15℄ h¡res

k�nyv�t, a tengernyi idegen nyelv� irodalomb¢l pedig Federer [8℄ munk j t aj nljuk.

A k�nyv els� v ltozata (jegyzetk�nt) 1985-ben k�sz�lt el �s 1988-ban �s 1992-ben is

megjelent. A jelen kiad s n�mileg kib�v�lt �s feladatokat is tartalmaz. Mindk�t v ltozat

elk�sz¡t�s�ben sok t mogat st, hasznos tan sot kaptam koll�g imt¢l, a Kossuth Lajos

Tudom nyegyetem Anal¡zis Tansz�ke dolgoz¢it¢l, k�z�l�k is els�sorban Dar¢zy Zolt n-

t¢l �s Szab¢ Gy�rgyt�l†, a jegyzet lektorait¢l, valamint Sz�kelyhidi L szl¢t¢l. Seg¡ts�-

g�ket nagyon k�sz�n�m. Ugyansak k�sz�nettel tartozom sz mos koll�g nak jelenlegi

munkahelyemen, az E�tv�s Lor nd Tudom nyegyetemen, k�l�n�sen Cz h L szl¢nak,

Shipp Ferennek �s Simon P�ternek. K�sz�n�m k�nyvem lektorainak, Fridli S ndornak

�s Gil nyi Attil nak alapos, kritikus �s lelkiismeretes lektori munk jukat.

K�sz�n�m feles�gemnek �s gyermekeimnek, hogy t�relemmel viselt�k, hogy k�nyv-

¡r ssal t�lt�ttem sz mos h�tv�g�t �s sz�nid�t. A szed�s az AMS-T
E

X J rai Zolt�an �s a

szerz�  ltal ¡rt magyar v ltozat val k�sz�lt.
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V�gezet�l k�sz�n�m a Nemzeti Tank�nyvkiad¢nak, hogy v llalta k�nyvem megjelen-

tet�s�t, k�l�n�sen Palojtay M ria f�szerkeszt�, Balassa Zs¢�a felel�s szerkeszt� �s G�r�g

Istv nn� m�szaki szerkeszt� seg¡t�k�szs�g�t. K�sz�netem fejezem ki a Fels�oktat si Tan-

k�nyvp ly zatok Kurat¢rium nak a k�nyv kiad s hoz ny£jtott t mogat s �rt.

Budapest, 2002. m rius 8. J rai Antal

A jelen elektronikus kiad s a Nemzeti Tank�nyvkiad¢n l megjelent k�nyv alapj n

k�sz�lt, l�nyeg�ben sak a megtal lt hib k kijav¡t s val.
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1. M�RT�KTEREK, M�RT�KEK

Ebben a fejezetben a m�rt�keket �s a m�rt�ktereket t rgyaljuk. Ezek a fogalmak

term�szetesen eleget tesznek a bevezet�sben megszabott felt�teleknek. Foglalkozunk a

m�rt�kterek egyszer� tulajdons gaival �s azzal a k�rd�ssel, hogy hogyan lehet m�rt�kteret

konstru lni. Konkr�t m�rt�kterek megismer�s�re a k�vetkez� fejezetben ker�l sor.

1.1. M�rt�kterek

1.1.1. B�v¡tett val¢s sz mok �sszege. Eml�keztet�nk arra, hogy a b�v¡tett

val¢s sz mok halmaz n az R = R ∪ {−∞,+∞} halmazt �rtj�k, ahol R a val¢s sz mok

halmaza, −∞ �s +∞ pedig szimb¢lumok (+∞ helyett  ltal ban∞-t ¡runk), a nyilv nval¢

term�szetes rendez�ssel, a rendez�sb�l sz rmaz¢ topol¢gi val �s az algebrai m�veletekkel,

amelyeket akkor de�ni lunk, ha ez folytonosan lehets�ges. (P�ld ul ∞+∞ = ∞, x ·∞ =

∞, ha x > 0, de ∞ − ∞ �s 0 · ∞ nins de�ni lva.) N�h nyszor 0 · ∞-t �lszer� 0-nak

de�ni lni. Ha ezt a meg llapod st haszn ljuk, jelezni fogjuk.

Ha I egy halmaz, �s ci nemnegat¡v b�v¡tett val¢s sz m minden i ∈ I-re, akkor
∑

i∈I

ci

a k�vetkez�k�ppen van de�ni lva: 0, ha I �res halmaz, a nyilv nval¢ m¢don, ha I v�ges,
�s a

∑

i∈I∗ ci �sszegek pontos fels� korl tjak�nt, ahol I∗ befutja I v�ges r�szhalmazait,

ha I tetsz�leges. Megjegyezz�k, hogy ha I ⊂ N, akkor
∑

i∈I

ci = lim

n→∞

∑

i∈In

ci, ahol In = {i : i ∈ I, i ≤ n}.

Ha a ci-k tetsz�leges b�v¡tett val¢s sz mok, akkor a

∑

i∈I

ci =
∑

i∈I
ci>0

ci −
∑

i∈I
ci<0

(−ci)

�sszef�gg�ssel de�ni ljuk �sszeg�ket, ha a jobb oldalon a kivon s elv�gezhet� (azaz nem

∞−∞ alak£).
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A bevezet�sben eml¡tett elvek szerint k¡v natos, hogy a m�rhet� halmazok k�r�b�l ne

vezessenek ki a szok sos halmazm�veletek. Ilyen halmazrendszerre vonatkozik az al bbi

de�n¡i¢:

1.1.2. De�n¡i¢. Az X halmaz r�szhalmazainak egy A rendszer�t σ-algebr nak
nevezz�kX-en, az (X,A) p rt pedigm�rhet� t�rnek, ha teljes�lnek a k�vetkez� felt�telek:

(1) X ∈ A;
(2) ha A ∈ A, akkor X \A ∈ A;
(3) ha Ai ∈ A (i = 1, 2, 3, . . . ), akkor ∪∞

i=1Ai ∈ A.
Ha nem okozhat f�lre�rt�st, akkor A elemeit egyszer�en m�rhet� halmazoknak nevezz�k.

Nyilv n ∅ = X \X ∈ A.
A k�vetkez� de�n¡i¢ra �p�l az eg�sz m�rt�kelm�let.

1.1.3. De�n¡i¢. Az (X,A, µ) h rmast m�rt�kt�rnek, µ-t pedig m�rt�knek nevez-

z�k X-en, ha (X,A) m�rhet� t�r, µ pedig egy A-n �rtelmezett, nemnegat¡v, b�v¡tett

val¢s �rt�k� f�ggv�ny az al bbi tulajdons gokkal:

(1) µ(∅) = 0;

(2) ha Ai ∈ A (i = 1, 2, 3 . . . ) �s az Ai halmazok (p ronk�nt) diszjunktak, akkor

µ(∪∞
i=1Ai) =

∞
∑

i=1

µ(Ai) (σ-additivit s).

Ha A ∈ A, a µ(A) sz mot az A halmaz m�rt�k�nek nevezz�k. Megjegyezz�k, hogy

diszjunkt halmazrendszer alatt mindig p ronk�nt diszjunkt halmazok rendszer�t �rtj�k.

1.1.4. P�lda. Legyen X egy tetsz�leges halmaz, �s A az X �sszes r�szhalmazaib¢l

 ll¢ σ-algebra. Ha A ∈ A, legyen µ(A) az A elemeinek sz ma (∞, ha A nem v�ges).

Ekkor µ m�rt�k, a sz ml l¢ m�rt�k.

Enn�l a trivi lis p�ld n l �rdekesebb p�ld kat a k�vetkez� fejezetben fogunk mu-

tatni.

1.1.5. De�n¡i¢. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r. A m�rt�kteret v�gesnek nevezz�k,

ha µ(X) < ∞. Ha m�g az is teljes�l, hogy µ(X) = 1, akkor a m�rt�kteret val¢sz¡n�s�gi

m�rt�kt�rnek, a m�rt�ket pedig val¢sz¡n�s�gi m�rt�knek nevezz�k. Egy A ⊂ X halmazt

σ-v�gesnek nevez�nk, ha lefedhet� megsz ml lhat¢ sok v�ges m�rt�k� m�rhet� halmaz-

zal. A m�rt�kteret (vagy a m�rt�ket) σ-v�gesnek nevezz�k, ha az X halmaz σ-v�ges. A
m�rt�ket (vagy a m�rt�kteret) teljesnek nevezz�k, ha b rmely m�rhet� �s nulla m�rt�k�

halmaznak minden r�szhalmaza is m�rhet�.

1.1.6. T�tel. Legyen (X,A) m�rhet� t�r. Ekkor A-b¢l nem vezet ki a k�l�nbs�g-,

valamint a megsz ml lhat¢ uni¢- �s metszetk�pz�s.

Bizony¡t s.

n
⋃

i=1

Ai = A
1

∪ A
2

∪A
3

∪ . . . ∪ An ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ . . .
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miatt A-b¢l nem vezet ki a v�ges uni¢k�pz�s. A

⋂

i

Ai = X \
(

⋃

i

(X \Ai)

)

�sszef�gg�s szerint A z rt a megsz ml lhat¢ metszetk�pz�sre. V�g�l

A \B = A ∩ (X \B).

1.1.7. T�tel. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r. Ekkor

(1) m�rhet� halmazok v�ges, p ronk�nt diszjunkt rendszer�re

µ(∪n
i=1Ai) =

n
∑

i=1

µ(Ai) (additivit s);

(2) ha A,B ∈ A, A ⊂ B, akkor µ(A) ≤ µ(B) (monotonit s); ha m�g µ(A) < ∞, akkor

µ(B \A) = µ(B)− µ(A);

(3) m�rhet� halmazok b rmely megsz ml lhat¢ rendszer�re

µ(∪iAi) ≤
∑

i

µ(Ai) (σ-szubadditivit s);

(4) m�rhet� halmazok b rmely b�v�l� A
1

⊂ A
2

⊂ A
3

⊂ . . . sorozat ra

µ(∪∞
i=1Ai) = lim

i→∞
µ(Ai);

(5) m�rhet� halmazok egy sz�k�l� A
1

⊃ A
2

⊃ A
3

⊃ . . . sorozat ra, ha µ(A
1

) < ∞,

akkor

µ(∩∞
i=1Ai) = lim

i→∞
µ(Ai).

A (4) �s (5) tulajdons gokat szok s a m�rt�k folytonoss g nak nevezni.

Bizony¡t s. (1) k�zvetlen�l k�vetkezik az 1.1.3. de�n¡i¢b¢l, ∅ = An+1 = An+2 =

. . . v laszt ssal. (2) azon m£lik, hogy A �s B \ A diszjunktak, uni¢juk pedig B. (3)

bizony¡t s hoz azt kell �szrevenni, hogy B
1

= A
1

�s Bi = Ai\(∪j<iAj), ha i > 1 jel�l�ssel

∪iAi = ∪iBi �s a Bi-k diszjunktak. (4) felt�telei mellett B
1

= A
1

�s Bi = Ai \Ai−1

, ha

i > 1 jel�l�ssel a Bi-k diszjunktak, ¡gy

µ(∪∞
i=1Ai) = µ(∪∞

i=1Bi) =

∞
∑

i=1

µ(Bi) = lim

n→∞

n
∑

i=1

µ(Bi)

= lim

n→∞
µ(∪n

i=1Bi) = lim

n→∞
µ(An).

(5)-�t megkapjuk, ha (2)-t �s (4)-et alkalmazzuk a Bi = A
1

\Ai halmazokra.
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1.1.8. De�n¡i¢. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, �s Y ∈ A. Ha

AY = {A : A ∈ A, A ⊂ Y }

�s µY = µ|AY , akkor (Y,AY , µY ) nyilv nval¢an m�rt�kt�r. Ezt a m�rt�kteret az (X,A, µ)
m�rt�kt�r Y -hoz tartoz¢ alter�nek nevezz�k. K�nny� l tni, hogy az alt�r teljes, ha

(X,A, µ) teljes volt.
→ 1.1.9. Feladat [6℄. Adjuk meg egy h romelem� halmazon az �sszes σ-algebr t.

→ 1.1.10. Feladat [7℄. Adjunk p�ld t h romelem�, nem teljes �s nem is σ-v�ges
m�rt�kt�rre.

1.1.11. Feladat [8℄. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r. Bizony¡tsuk be, hogy

d(A,B) = µ(A△B), ha A,B ∈ A

elt�r�s A-n.
1.1.12. Feladat [9℄. Legyen X tetsz�leges halmaz, f : X → [0,∞℄ tetsz�leges

f�ggv�ny, A az X �sszes r�szhalmazainak oszt lya, �s legyen µ(A) =

∑

x∈A f(x), ha
A ⊂ X . Bizony¡tsuk be, hogy (X,A, µ) m�rt�kt�r.

1.1.13. Feladat [12℄. Legyenek A
1

, A
2

, . . . , An m�rhet� halmazok egy val¢sz¡n�-

s�gi m�rt�kt�rben. Mutassuk meg, hogy ha a t�r minden pontja legal bb p halmazban

benne van, akkor van olyan halmaz, amelynek m�rt�ke legal bb p/n.

1.2. M�rt�kek konstru l sa, k�ls� m�rt�kek

Az el�z� pontban bevezett�k a m�rt�kt�r fogalm t. Term�szetes k�rd�s, hogy ho-

gyan lehet m�rt�kteret konstru lni? Az 1.2.3. t�telben megmutatjuk, hogy m�rt�kteret

k�nnyen kaphatunk £gynevezett k�ls� m�rt�kb�l. Hogyan kaphatunk k�ls� m�rt�ket?

Gyakran el�fordul, hogy m r van bizonyos �el�zetes m�rt�k" fogalmunk egyszer� hal-

mazokra (p�ld ul, ha a s¡kbeli halmazokra akarunk ter�letfogalmat bevezetni, a t�glala-

poknak m r tudjuk, hogy mi a ter�lete), vagy legal bb valami besl�ssel rendelkez�nk

az egyszer� halmazok �m�rt�k�re" vonatkoz¢an (p�ld ul, ha t�rbeli, g�rb�lt fel�letdarab

felsz¡n�t akarjuk de�ni lni, akkor tudjuk, hogy �el�g kisi" �s ¡gy m r �alig g�rb�lt" fel�-

letdarab felsz¡ne, ha �nem nagyon hossz£k s", akkor k�r�lbel�l az  tm�r�je n�gyzet�vel

ar nyos), �s olyan k�ls� m�rt�ket, majd m�rt�ket keres�nk, amely ezzel az �el�zetes m�r-

t�kkel", illetve besl�ssel egybev g. Erre adnak lehet�s�get az ebben a pontban t rgyalt

t�telek.

1.2.1. De�n¡i¢. Legyen X egy halmaz �s legyen µ az X r�szhalmazainak egy H
rendszer�n �rtelmezett nemnegat¡v b�v¡tett val¢s �rt�k� f�ggv�ny. A µ halmazf�ggv�nyt

σ-szubaddit¡vnak nevezz�k, ha b rmely olyan A ∈ H halmaz �s H-beli halmazokb¢l  ll¢

Ai, i ∈ I megsz ml lhat¢ halmazrendszer eset�n, amelyre A ⊂ ∪i∈IAi, teljes�l, hogy
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µ(A) ≤ ∑

i∈I µ(Ai). K�ls� m�rt�k alatt egy olyan nemnegat¡v b�v¡tett val¢s �rt�k�

σ-szubaddit¡v halmazf�ggv�nyt �rt�nk, amely egy X halmaz �sszes r�szhalmaz n van

�rtelmezve.

A de�n¡i¢t �res, illetve egyelem� I indexhalmazra alkalmazva kapjuk, hogy ha µ
k�ls� m�rt�k X-en, akkor µ(∅) = 0, �s ha A ⊂ B ⊂ X , akkor µ(A) ≤ µ(B).

A k�ls� m�rt�k azon halmazok eset�ben hasznos, amelyeken addit¡v, azaz amelyek

k�z�l k�t diszjunkt halmazt kiv lasztva, azok egyes¡t�s�nek k�ls� m�rt�ke a k�ls� m�r-

t�keik �sszege. Ilyen halmazok egy rendszer�t jel�li ki a k�vetkez� de�n¡i¢, amely az

additivit st sak arra az egyszer� esetre k�veteli meg, amikor egy T halmazt egy A
halmazzal k�t r�szre, T ∩ A-ra �s T \A-ra �sz�tv gunk".

1.2.2. De�n¡i¢ (Carath�odory). Legyen µ k�ls� m�rt�k X-en. Az A halmazt

µ-m�rhet�nek nevezz�k, ha A ⊂ X �s

(1) µ(T ) = µ(T ∩ A) + µ(T \A) minden T ⊂ X-re.

A de�n¡i¢t r�viden £gy is fogalmazhatjuk, hogy az A halmaz µ-m�rhet�, ha �minden

halmazt j¢l v g kett�". Mivel (1)-ben µ(T ) sohasem lehet nagyobb, mint a jobb oldali

�sszeg, (1) a k�vetkez� felt�tellel ekvivalens:

(2) µ(T ) ≥ µ(T ∩A) + µ(T \A), ha T ⊂ X �s µ(T ) <∞.

1.2.3. T�tel. Legyen µ k�ls� m�rt�k X-en. Ekkor a µ-m�rhet� halmazok A
rendszere σ-algebra �s µ megszor¡t sa A-ra teljes m�rt�k.

Ezt a m�rt�ket a µ-b�l sz rmaz¢ m�rt�knek nevezz�k. Ǳltal ban, nem teljesen

korrekt m¢don, ezt is µ-vel jel�lj�k.

Bizony¡t s. Nyilv nval¢, hogy X ∈ A. Ha A µ-m�rhet�, akkor

µ(T ) = µ(T ∩ A) + µ(T \A) minden T ⊂ X-re,

de T ∩ (X \ A) = T \ A �s T \ (X \ A) = T ∩ A miatt ez azt jelenti, hogy X \ A is

µ-m�rhet�. Ha most A �s B µ-m�rhet�ek, akkor

(1)

µ(T ) = µ(T ∩ A) + µ(T \A)
= µ(T ∩ A) + µ

(

(T \A) ∩B
)

+ µ
(

(T \A) \B
)

≥ µ
(

T ∩ (A ∪B)
)

+ µ
(

T \ (A ∪B)
)

,

ha T ⊂ X , ¡gy A ∪ B µ-m�rhet�. Ebb�l induki¢val kapjuk, hogy A z rt a v�ges uni¢-

�s metszetk�pz�sre.

Megmutatjuk, hogy A z rt a megsz ml lhat¢ uni¢k�pz�sre. Az eddig bizony¡tottak

�s az

∞
⋃

i=1

Ai = A
1

∪ (A
2

\A
1

) ∪ (A
3

\ (A
1

∪A
2

)) ∪ (A
4

\ (A
1

∪ A
2

∪ A
3

)) ∪ . . .
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�sszef�gg�s szerint el�g megsz ml lhat¢ v�gtelen sok diszjunkt µ-m�rhet� halmaz uni¢-

j r¢l megmutatni, hogy µ-m�rhet�. Vegy�k �szre, hogy (1)-ben egyenl�s�g  ll, �s ¡gy

(1)-b�l k�vetkezik, hogy ha A, B diszjunktak �s T ⊂ A ∪B, akkor

µ
(

T ∩ (A ∪B)
)

= µ(T ∩A) + µ(T ∩B),

az  ltal nos T ⊂ X eset pedig erre visszavezethet�. Ha A
1

, A
2

, . . . diszjunkt µ-m�rhet�
halmazok, akkor induki¢val

(2) µ
(

T ∩ (∪j
i=1Ai)

)

=

j
∑

i=1

µ(T ∩ Ai).

Innen

µ(T ) = µ
(

T ∩ (∪j
i=1Ai)

)

+ µ
(

T \ (∪j
i=1Ai)

)

≥
j
∑

i=1

µ(T ∩ Ai) + µ
(

T \ (∪∞
i=1Ai)

)

,

amib�l j → ∞ hat r tmenettel

µ(T ) ≥
∞
∑

i=1

µ(T ∩Ai) + µ
(

T \ (∪∞
i=1Ai)

)

,

�s a k�ls� m�rt�k σ-szubadditivit sa miatt

µ(T ) ≥ µ
(

T ∩ (∪∞
i=1Ai)

)

+ µ
(

T \ (∪∞
i=1Ai)

)

,

azaz az ∪∞
i=1Ai halmaz µ-m�rhet�.

Most megmutatjuk, hogy ha A
1

, A
2

, A
3

, . . . diszjunkt µ-m�rhet� halmazok, akkor

µ(∪∞
i=1Ai) =

∞
∑

i=1

µ(Ai).

Vegy�k �szre, hogy minden j term�szetes sz mra

µ(∪∞
i=1Ai) ≥ µ(∪j

i=1Ai).

Mivel (2) miatt

µ(∪j
i=1Ai) =

j
∑

i=1

µ(Ai),

hat r tmenettel a sz�ks�ges egyenl�tlens�gek k�z�l a nem trivi lisat kapjuk.

V�g�l, ha µ(A) = 0, akkor T ∩ A ⊂ A miatt µ(T ∩ A) = 0, ¡gy T ⊃ T \A miatt

µ(T ) ≥ µ(T \A) = µ(T \A) + µ(T ∩ A),

azaz az A halmaz µ-m�rhet�, amib�l k�vetkezik a teljess�g.
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1.2.4. T�tel. Legyen X egy halmaz, �s ν az X r�szhalmazainak egy H rendszer�n

�rtelmezett, nemnegat¡v, b�v¡tett val¢s �rt�k� f�ggv�ny. Ha B ⊂ X , akkor legyen µ(B)
az �sszes olyan

∑

i∈I ν(Ai) �sszegek pontos als¢ korl tja, amelyekre I megsz ml lhat¢,

Ai ∈ H, ha i ∈ I �s B ⊂ ∪i∈IAi. (Eml�keztet�nk r , hogy

∑

i∈∅ ν(Ai) = 0 �s inf ∅ = ∞.)

Ekkor µ k�ls� m�rt�k X-en, �s µ(A) ≤ ν(A), ha A ∈ H.

µ-t a ν-h�z tartoz¢ k�ls� m�rt�knek nevezz�k.

Bizony¡t s. Meg kell mutatnunk, hogy a µ halmazf�ggv�ny σ-szubaddit¡v, azaz ha
J megsz ml lhat¢, B,Bj ⊂ X �s B ⊂ ∪j∈JBj , akkor

µ(B) ≤
∑

j∈J

µ(Bj).

Ha a jobb oldalon  ll¢ �sszeg∞, akkor az egyenl�tlens�g teljes�l. Tegy�k fel, hogy a jobb

oldalon  ll¢ �sszeg v�ges, �s legyen ε > 0 tetsz�leges val¢s sz m. Nyilv n feltehetj�k,

hogy J ⊂ N. Ekkor µ(Bj) de�n¡i¢ja miatt minden j ∈ J-re van olyan Ij megsz ml lhat¢
halmaz �s olyan Ai,j ∈ H, i ∈ Ij megsz ml lhat¢ halmazrendszer, hogy

Bj ⊂
⋃

i∈Ij

Ai,j �s

∑

i∈Ij

ν(Ai,j) ≤ µ(Bj) +
ε

2

j
.

Ebb�l, mivel

B ⊂
⋃

j∈J

Bj ⊂
⋃

j∈J

⋃

i∈Ij

Ai,j ,

kapjuk, hogy

µ(B) ≤
∑

j∈J

∑

i∈Ij

ν(Ai,j) ≤
∑

j∈J

(

µ(Bj) +
ε

2

j

)

≤
∑

j∈J

µ(Bj) + 2ε.

Mivel ε tetsz�leges volt, az egyenl�tlens�gnek ε n�lk�l is fenn kell  llnia.

Az, hogy µ(A) ≤ ν(A), ha A ∈ H, nyilv nval¢.

Ezzel a konstruki¢val kapsolatban k�t k�rd�s mer�l fel. Az els�, hogy µ mikor

lesz kiterjeszt�se ν-nek, azaz, hogy milyen felt�telek mellett teljes�l, hogy µ(A) = ν(A)
minden A ∈ H-ra? Erre r�gt�n v laszt ad a k�vetkez� t�tel:

1.2.5. T�tel. Az 1.2.4. t�tel jel�l�seivel, µ pontosan akkor kiterjeszt�se ν-nek, ha
az σ-szubaddit¡v.

Bizony¡t s. A sz�ks�gess�g nyilv nval¢. Az elegend�s�g bizony¡t s hoz egyr�szt

ha A ∈ H, akkor µ(A) ≤ ν(A), m sr�szt viszont a ν σ-szubadditivit sa miatt minden

Ai ∈ H, i ∈ I megsz ml lhat¢ halmazrendszerre, amely lefedi A-t, teljes�l, hogy ν(A) ≤
∑

i∈I ν(Ai). �gy ν(A) als¢ korl tja az ilyen �sszegeknek, azaz ν(A) ≤ µ(A).

A m sik k�rd�s, hogy milyen felt�telek mellett lesznek a H-beli halmazok mind µ-
m�rhet�ek? Erre ad v laszt a k�vetkez� t�tel:
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1.2.6. T�tel. Az 1.2.4. t�tel jel�l�seivel, egy B ⊂ X halmaz pontosan akkor µ-
m�rhet�, ha

(1) ν(A) ≥ µ(A ∩B) + µ(A \B) minden A ∈ H-ra, amelyre ν(A) <∞.

Bizony¡t s. A sz�ks�gess�g nyilv nval¢ µ(A) ≤ ν(A) miatt. Az el�gs�gess�g bizo-
ny¡t s hoz meg kell mutatnunk, hogy ha T ⊂ X �s µ(T ) <∞, akkor

µ(T ) ≥ µ(T ∩B) + µ(T \B).

Legyen ε > 0 �s Ai ∈ H, i ∈ I olyan megsz ml lhat¢ halmazrendszer, amelyre

T ⊂
⋃

i∈I

Ai �s µ(T ) + ε ≥
∑

i∈I

ν(Ai).

Ekkor

µ(T ) + ε ≥
∑

i∈I

ν(Ai) ≥
∑

i∈I

µ(Ai ∩B) +
∑

i∈I

µ(Ai \B) ≥ µ(T ∩B) + µ(T \B).

Mivel ε tetsz�leges volt, a bizony¡t s k�sz.

1.2.7. De�n¡i¢. Az 1.2.4. t�tel jel�l�seivel, azt mondjuk, hogy ν prem�rt�k, ha

(1) σ-szubaddit¡v;

(2) ν(A) ≥ µ(A ∩B) + µ(A \B) minden A,B ∈ H-ra.

Megjegyezz�k, hogy ha aH halmazoszt ly spei lis tulajdons gokkal rendelkezik, p�ld ul

z rt a metszet- �s k�l�nbs�gk�pz�sre, akkor a fenti k�t felt�tel m s, ekvivalens felt�telekkel

helyettes¡thet�.

1.2.8. K�vetkezm�ny. 1.2.4. jel�l�seivel, annak sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�tele,

hogy minden A ∈ H halmaz µ-m�rhet� legyen µ(A) = ν(A) m�rt�kkel, az, hogy ν
prem�rt�k legyen.

1.2.9. Megjegyz�s. Ha (X,B, ν) egy m�rt�kt�r �s a fenti konstruki¢t alkalmazzuk
ν-re, akkor a kapott µ k�ls� m�rt�kre n�zve m�rhet� halmazok oszt ly t A-val jel�lve,
(X,A, µ) teljes m�rt�kt�r, amelyre B ⊂ A �s µ(B) = ν(B), ha B ∈ B. Ezt a m�rt�kteret
az (X,B, ν) m�rt�kt�r term�szetes kiterjeszt�s�nek nevezz�k. Ennek l�tez�se mutatja,

hogy nem jelenten� az  ltal noss g l�nyeges megszor¡t s t, ha tetsz�leges m�rt�kterek

helyett sak teljes m�rt�kterekkel vagy sak k�ls� m�rt�kekkel dolgozn nk. R ad sul

k�ls� m�rt�kekkel dolgozni k�nyelmesebb is lenne. Hogy m�gsem ezt tessz�k, annak oka

az, hogy ez ma m�g nem terjedt el  ltal nosan.

1.2.10. Feladat [5℄. Legyen X tetsz�leges halmaz, µ(A) legyen 0, ha A �res, X
egy�b r�szhalmazaira pedig legyen 1. Mutassuk meg, hogy µ k�ls� m�rt�k, �s keress�k

meg a µ-m�rhet� halmazokat.
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1.2.11. Feladat [6℄. Igazoljuk, hogy ha µ k�ls� m�rt�k, B ⊂ A, a B halmaz

m�rhet� �s µ(A) = µ(B) <∞, akkor A is m�rhet�.

1.2.12. Feladat [8℄. Legyen µ k�ls� m�rt�k X-en, Y ⊂ X �s (µ⌊Y )(A) = µ(Y ∩A),
ha A ⊂ X . Bizony¡tsuk be, hogy µ⌊Y k�ls� m�rt�k X-en.

1.2.13. Feladat [8℄. Legyen µ k�ls� m�rt�k X-en, f : X → Y egy tetsz�leges

f�ggv�ny �s (f
#

µ)(B) = µ
(

f−1

(B)
)

, ha B ⊂ Y . Mutassuk meg, hogy f
#

µ k�ls� m�rt�k

Y -on.

1.2.14. Feladat [15℄. Legyen µ k�ls� m�rt�k X-en. Azt mondjuk, hogy B a µ-
burka A-nak, ha A ⊂ B ⊂ X , a B halmaz µ-m�rhet� �s µ(T ∩ A) = µ(T ∩ B) minden
µ-m�rhet� T halmazra. A µ k�ls� m�rt�ket regul risnak nevezz�k, ha minden A ⊂ X-

hez van olyan B m�rhet� halmaz, amelyre A ⊂ B �s µ(A) = µ(B). Igazoljuk, hogy ha µ
regul ris k�ls� m�rt�k, akkor

(1) ha A
1

⊂ A
2

⊂ . . . , akkor

µ(∪∞
i=1Ai) = lim

i→∞
µ(Ai);

(2) ha µ(A) <∞, akkor A-nak van µ-burka;

(3) ha az A ∩ B halmaz µ-m�rhet� �s µ(A) + µ(B) = µ(A ∩ B) < ∞, akkor az A �s B
halmazok µ-m�rhet�ek;

(4) ha f : X → Y egy f�ggv�ny, µ(X) < ∞ �s a C halmaz f
#

µ-m�rhet�, akkor az
f−1

(C) halmaz µ-m�rhet�;

(5) ha µ(S) <∞, akkor egy halmaz pontosan akkor µ⌊S-m�rhet�, ha el� ll (B ∩S)∪C
alakban, ahol B µ-m�rhet� �s C ⊂ X \ S.

V�g�l mutassuk meg, hogy

(6) ha µ nem regul ris, akkor az (1){(5)  ll¡t sok egyike sem felt�tlen�l teljes�l.

1.2.15. Feladat [12℄. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r. Bizony¡tsuk be, hogy a µ-h�z
tartoz¢ k�ls� m�rt�k

µ∗
(B) = inf

{

µ(A) : B ⊂ A, A ∈ A
}

,

ha B ⊂ X . Emellett n�ha haszn latos a µ-h�z tartoz¢ bels� m�rt�k, amelynek B ⊂ X
eset�n

µ∗(B) = sup

{

µ(A) : A ⊂ B, A ∈ A
}

a de�n¡i¢ja. Igazoljuk, hogy

(1) ha A ⊂ B, akkor µ∗(A) ≤ µ∗(B);

(2) minden A ⊂ X-re µ∗(A) ≤ µ∗
(A);

(3) ha A ∈ A, akkor µ∗(A) = µ∗
(A);

(4) ha µ∗(A) = µ∗
(A) <∞, akkor az A halmaz µ∗

-m�rhet�;

(5) ha A
1

, A
2

, . . . p ronk�nt diszjunkt halmazok, akkor µ∗(∪∞
n=1An) ≥

∑∞
n=1 µ∗(An);
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(6) ha A
1

, A
2

, . . . p ronk�nt diszjunkt A-beli halmazok, Bn ⊂ An, akkor

µ∗(∪∞
n=1Bn) =

∞
∑

n=1

µ∗(Bn) �s µ∗
(∪∞

n=1Bn) =

∞
∑

n=1

µ∗
(Bn).

→ 1.2.16. Feladat [7℄. Az X halmaz r�szhalmazainak egy H rendszer�t f�lgy�r�nek

nevezz�k, ha A,B ∈ H eset�n A ∩ B ∈ H �s l�teznek Ci, i = 1, 2, . . . diszjunkt elemei
H-nak, hogy A\B = ∪∞

i=1Ci. Tegy�k fel, hogyH f�lgy�r�, ν : H → [0,∞℄ σ-szubaddit¡v,
�s ha a Ci ∈ H, i = 1, 2, . . . , n halmazok diszjunktak, r�szei az A ∈ H halmaznak, akkor

∑n
i=1 ν(Ci) ≤ ν(A). Mutassuk meg, hogy ekkor ν prem�rt�k.

1.2.17. Feladat [12℄. Legyen ν k�ls� m�rt�k X-en, H az X r�szhalmazainak egy

rendszere, amelyre A,B ∈ H eset�n A ∩ B ∈ H. Legyen µ a ν|H halmazf�ggv�nyhez

tartoz¢ k�ls� m�rt�k, �s tegy�k fel, hogy H minden eleme ν-m�rhet� �s µ-m�rhet� is.

Bizony¡tsuk be, hogy ha egy A ⊂ X halmaz µ-m�rhet� �s lefedhet� megsz ml lhat¢ sok

H-beli v�ges m�rt�k� m�rhet� halmazzal, akkor az A halmaz ν-m�rhet� is, �s ν(A) =
µ(A).

1.2.18. Feladat [11℄. Legfeljebb h romelem� X halmazon adott ellenp�ld kkal

mutassuk meg, hogy az el�z� feladat felt�telei k�z�l egyik sem hagyhat¢ el.

1.3. M�rt�k �s topol¢gia

Igen sok esetben olyan m�rt�kteret vizsg lunk, amelynek alaphalmaza egyben topo-

logikus t�r is. Ilyen esetekben fontos szerepet j tszik a m�rt�k �s a topol¢gia kapsolata.

Az egyik legegyszer�bb kapsolat az, ha a ny¡lt halmazok m�rhet�ek. A ny¡lt halma-

zok m�rhet�s�g�b�l igen sok, �az anal¡zis eszk�zeivel de�ni lhat¢" halmaz m�rhet�s�ge

k�vetkezik.

1.3.1. De�n¡i¢. Legyen X egy halmaz, �s E az X r�szhalmazainak egy rendszere.

Az �sszes, E-t tartalmaz¢ σ-algebr k metszet�t (amely nyilv nval¢an maga is σ-algebra
X-en) az E  ltal gener lt σ-algebr nak nevezz�k. Ha (X, T ) topologikus t�r, a T  ltal

gener lt σ-algebra elemeit az X t�r Borel-halmazainak nevezz�k.

Nyilv nval¢, hogy ha µ m�rt�k X-en, �s X ny¡lt r�szhalmazai m�rhet�ek, akkor X
�sszes Borel-halmaza is m�rhet�.

A k�vetkez� t�tel sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�telt ad a ny¡lt halmazok m�rhet�s�g�re.

* 1.3.2. T�tel. Legyen µ k�ls� m�rt�k az X metrikus t�ren. Az X Borel-halmazai

akkor �s sak akkor m�rhet�ek, ha X b rmely k�t A,B nem �res, diszjunkt, pozit¡v

t vols g£ r�szhalmaz ra

µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Bizony¡t s. A felt�tel sz�ks�gess�ge nyilv nval¢, mert az A halmaz m�rhet�s�g�b�l

T = A ∪B-re

µ(A ∪B) = µ(T ) = µ(T ∩ A) + µ(T \A) = µ(A) + µ(B).
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Az elegend�s�g bizony¡t s hoz legyen U ny¡lt, val¢di r�szhalmaza X-nek, T ⊂ X �s

µ(T ) <∞. Legyen

An =

{

x : x ∈ T ∩ U, dist(x,X \ U) ≥ 1/n
}

,

�s legyen D
1

= A
1

, Dn = An \An−1

, ha n > 1. Ha I pozit¡v eg�szek egy v�ges halmaza,

amelynek elemei vagy mind p ratlanok, vagy mind p rosak, akkor

µ(∪i∈IDi) =

∑

i∈I

µ(Di).

Ezt I elemeinek sz ma szerinti teljes induki¢val haladva bizony¡tjuk. Tegy�k fel, hogy

ez a sz m nagyobb, mint 1 �s legyen k az I legnagyobb eleme. Mivel Dk �s ∪i∈I\{k}Di

t vols ga pozit¡v,

µ(∪i∈IDi) = µ(Dk) + µ(∪i∈I\{k}Di),

ami �ppen az induki¢s l�p�s I \ {k}-r¢l I-re. Ebb�l

µ(∪∞
i=1D2i) ≥

∞
∑

i=1

µ(D
2i)

�s

µ(∪∞
i=1D2i−1

) ≥
∞
∑

i=1

µ(D
2i−1

),

azaz

∞ > 2µ(T ) ≥
∞
∑

i=1

µ(Di).

�gy minden ε > 0 val¢s sz mhoz van olyan n ∈ N, hogy

ε >
∞
∑

i=n+1

µ(Di) ≥ µ(T ∩ U \An),

hiszen An ∪
(

∪∞
i=n+1Di

)

= T ∩ U , amib�l dist(An, T \ U) ≥ 1/n miatt

µ(T ∩ U) + µ(T \ U) ≤ µ(T ∩ U \An) + µ(An) + µ(T \ U)
≤ ε+ µ

(

(T \ U) ∪ An

)

≤ ε+ µ(T ).

Mivel ε tetsz�leges volt, ez azt jelenti, hogy U m�rhet�.

A k�vetkez� de�n¡i¢ igen szoros kapsolatot fejez ki a m�rt�k �s a topol¢gia k�z�tt.
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1.3.3. De�n¡i¢. A µ m�rt�ket Radon-m�rt�knek nevezz�k X-en, ha X Hausdor�-

t�r, �s a k�vetkez� felt�telek teljes�lnek:

(1) ha V ny¡lt r�szhalmaza X-nek, akkor V m�rhet�, �s

µ(V ) = sup

{

µ(K) : K kompakt, K ⊂ V
}

(bels� regularit s);

(2) ha A m�rhet� r�szhalmaza X-nek, akkor

µ(A) = inf

{

µ(V ) : V ny¡lt, A ⊂ V
}

(k�ls� regularit s);

(3) ha K kompakt r�szhalmaza X-nek, akkor µ(K) <∞.

Vegy�k �szre, hogy az (1) �s (2) felt�telek mellett (3) azzal ekvivalens, hogy minden

pontnak van olyan k�rnyezete, amely m�rhet� �s a m�rt�ke v�ges. Val¢ban, ha minden

pontnak van v�ges m�rt�k� k�rnyezete, akkor egy kompakt halmazt lefedve v�ges sok

v�ges m�rt�k� ny¡lt halmazzal, kapjuk, hogy v�ges m�rt�k�. Megford¡tva, ha a kompakt

halmazok m�rt�ke v�ges, akkor az egyelem� halmazokra alkalmazva (2)-t, kapjuk, hogy

minden pontnak van v�ges m�rt�k� ny¡lt k�rnyezete.

1.3.4. Approxim i¢s t�tel. Ha µ Radon-m�rt�k X-en, A m�rhet�, µ(A) < ∞
�s ε > 0, akkor A tartalmaz olyan C kompakt halmazt, amelyre µ(A \ C) < ε.

Bizony¡t s. V lasszunk olyan V �s W ny¡lt halmazokat, amelyekre A ⊂ V , µ(V \
A) < ε/2, V \ A ⊂ W , µ(W ) < ε/2, �s v lasszunk olyan K ⊂ V kompakt halmazt,

amelyre µ(V \K) < ε/2. Ekkor C = K \W kompakt r�szhalmaza V \W ⊂ A-nak, �s

µ(A \ C) ≤ µ(V \K) + µ(W ) < ε.

* 1.3.5. T�tel. Ha µ egy σ-v�ges Radon-m�rt�k X-en, A pedig egy µ-m�rhet�

halmaz, akkor l�tezik olyan σ-kompakt K �s Gδ-tulajdons g£ V halmaz, hogy

K ⊂ A ⊂ V �s µ(V \K) = 0.

Bizony¡t s. V lasszunk egy εn ↓ 0 sorozatot �s olyan A
1

, A
2

, A
3

, . . . v�ges m�rt�k�
m�rhet� halmazokat, amelyeknek egyes¡t�se X . Minden n-re �s k-ra l�teznek olyan Kn,k

kompakt �s Vn,k ny¡lt halmazok, amelyekre

Kn,k ⊂ A ∩Ak ⊂ Vn,k �s µ(Vn,k \Kn,k) <
εn
2

k
.

Legyen K = ∪∞
n=1 ∪∞

k=1 Kn,k �s V = ∩∞
n=1 ∪∞

k=1 Vn,k. Ekkor a K halmaz σ-kompakt, V
pedig Gσ-halmaz, K ⊂ A ⊂ V �s minden n-re

µ(V \K) ≤ µ
(

(∪∞
k=1Vn,k) \ (∪∞

k=1Kn,k)
)

≤
∞
∑

k=1

µ(Vn,k \Kn,k) = εn.

�rdekes �s fontos t�ny, hogy ha az X t�r topol¢gi ja �el�g sz�p", akkor a µ m�rt�kre

kir¢tt j¢val enyh�bb felt�telekb�l is k�vetkezik, hogy µ Radon-m�rt�k.
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* 1.3.6. T�tel. Legyen X olyan Hausdor�-t�r, amelyben minden ny¡lt halmaz σ-
kompakt, B az X Borel-halmazainak σ-algebr ja, µ m�rt�k B-n, �s tegy�k fel, hogy

minden kompakt halmaz m�rt�ke v�ges. Ekkor µ Radon-m�rt�k.

Bizony¡t s. Tekints�k a V 7→ µ(V ), ha V ny¡lt r�szhalmaza X-nek halmazf�gg-

v�nyt. Megmutatjuk, hogy ez a halmazf�ggv�ny prem�rt�k. Jel�lj�k ν-vel a hozz  tartoz¢
k�ls� m�rt�ket. A µ m�rt�k σ-szubadditivit s b¢l k�vetkezik, hogy µ �s ν megegyeznek

a ny¡lt halmazokon. Legyenek V �s W ny¡lt halmazok, �s tegy�k fel, hogy µ(W ) < ∞.

V lasszunk olyan, kompakt halmazokb¢l  ll¢ K
1

⊂ K
2

⊂ K
3

⊂ . . . sorozatot, amelyre
V = ∪∞

i=1Ki. A m�rt�k folytonoss ga miatt

µ(V ) = sup

{

µ(K) : K ⊂ V , K kompakt

}

.

Mivel W \ V =

⋂∞
i=1(W \Ki), ugyansak a m�rt�k folytonoss ga miatt

µ(W \ V ) = lim

i→∞
µ(W \Ki).

Ebb�l

µ(W ) = µ(W ∩ V ) + µ(W \ V ) = ν(W ∩ V ) + lim

i→∞
µ(W \Ki) ≥ ν(W ∩ V ) + ν(W \ V ),

azaz a ny¡lt halmazok ν-m�rhet�ek, teh t a Borel-halmazok is. Legyen B tetsz�leges

Borel-halmaz, �s v lasszunk egy kompakt halmazokb¢l  ll¢ sorozatot £gy, hogy ∪∞
i=1Ki =

X teljes�lj�n. Legyen ε > 0. A ν de�n¡i¢ja miatt minden i-re van olyan Vi ny¡lt halmaz,
hogy

µ(Vi) = ν(Vi) < ν(B ∩Ki) +
ε

2

i+1
�s B ∩Ki ⊂ Vi.

Ebb�l V = ∪∞
i=1Vi-re

ν(V \B) ≤
∞
∑

i=1

ν(Vi \ (B ∩Ki)) ≤
ε

2

.

Alkalmazva ezt X \B-re is, egy olyanW ny¡lt halmazt kapunk, amelyre ν
(

W \(X \B)
)

≤
ε/2 �s X \B ⊂ W . Az X \W = F jel�l�ssel F z rt halmaz, F ⊂ B �s ν(B \ F ) ≤ ε/2.
Ebb�l ν(V \ F ) ≤ ε. Mivel ν �s µ megegyeznek a ny¡lt halmazokon, µ(V \ F ) ≤ ε �s ¡gy

µ(V \B) ≤ µ(V \ F ) < ε,

amib�l

µ(B) = inf

{

µ(V ) : B ⊂ V , V ny¡lt

}

minden B Borel-halmazra, ¡gy µ Radon-m�rt�k.

→ 1.3.7. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy R-ben az al bbi halmazoszt lyok mind-

egyik�re a gener lt σ-algebra a Borel-halmazok oszt lya: ny¡lt intervallumok, kompakt

intervallumok, raion lis v�gpont£ ny¡lt intervallumok, raion lis v�gpont£ kompakt in-

tervallumok, (−∞, r), r ∈ Q alak£ intervallumok. Adjunk hasonl¢ p�ld kat R-ban,

C-ben, Kn
-ben �s m s topologikus terekben.
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1.3.8. Feladat [12℄. A s¡kon adjunk meg olyan konvex halmazt, amely nem Borel-

halmaz.

* 1.3.9. Feladat [18℄. Igazoljuk, hogy megsz ml lhat¢ b zis£ topologikus t�rben

legfeljebb kontinuum sok Borel-halmaz van.

* 1.3.10. Feladat [20℄. Bizony¡tsuk be, hogy teljes szepar bilis metrikus t�rben min-

den Borel-halmaz vagy megsz ml lhat¢, vagy kontinuum sz moss g£.

→ 1.3.11. Feladat [6℄. Mikor lesz a sz ml l¢ m�rt�k Radon-m�rt�k egy X Hausdor�-

t�ren?

1.3.12. Feladat [6℄. Legyen X Hausdor�-t�r, xn az X elemeib�l  ll¢ sorozat �s an
egy nemnegat¡v tag£ konvergens sor. Ha A ⊂ X , legyen µ(A) =

∑

xn∈A an. Mutassuk

meg, hogy µ Radon-m�rt�k.

→ 1.3.13. Feladat [6℄. Igazoljuk, hogy Radon-m�rt�k term�szetes kiterjeszt�se is

Radon-m�rt�k.

1.3.14. Feladat [9℄. Legyen f : X → Y folytonos lek�pez�se az X lok lisan kom-

pakt Hausdor�-t�rnek az Y lok lisan kompakt Hausdor�-t�rbe. Tegy�k fel, hogy f−1

(K)

kompakt b rmelyK kompakt r�szhalmaz ra Y -nak, azX t�r σ-kompakt, µ pedig Radon-
m�rt�k X-en. Legyen ν(B) = µ

(

f−1

(B)
)

, ha az f−1

(B) halmaz µ-m�rhet�. Bizony¡tsuk
be, hogy ν Radon-m�rt�k Y -on.

* 1.3.15. Feladat [17℄. Legyen µ olyan Radon-m�rt�k az X teljes metrikus t�ren,

amelyre minden egyelem� halmaz m�rt�ke nulla. Mutassuk meg, hogy ha A egy v�ges

de pozit¡v m�rt�k� m�rhet� halmaz, akkor A tartalmaz nem m�rhet� r�szhalmazt.

* 1.3.16. Feladat [19℄. Legyen µ olyan nem nulla v�ges Radon-m�rt�k az X teljes

metrikus t�ren, amelyre minden egyelem� halmaz m�rt�ke nulla. Igazoljuk, hogy l�tezik

kontinuum sok diszjunkt r�szhalmaza X-nek £gy, hogy egyiknek a komplementere sem

tartalmaz pozit¡v m�rt�k� m�rhet� halmazt.



2. P�LDǱK M�RT�KEKRE

2.1. A Lebesgue-m�rt�k a sz megyenesen

Ebben a pontban az el�z� fejezetben ismertetett m¢dszer �s az ott bebizony¡tott

t�telek seg¡ts�g�vel bevezetj�k a sz megyenesen a Lebesgue-m�rt�ket.

2.1.1. De�n¡i¢. Egy A ⊂ R korl tos intervallum ν(A) hossz n a b − a sz mot

�rtj�k, ahol a az A als¢, b pedig az A fels� v�gpontja (A lehet ny¡lt, z rt vagy f�lig

ny¡lt). Az 1.2.4. t�tel szerint ν-h�z tartoz¢ k�ls� m�rt�ket Lebesgue k�ls� m�rt�knek

nevezz�k �s a tov bbiakban mindig λ-val jel�lj�k. A λ-m�rhet� halmazokat Lebesgue-

m�rhet�eknek nevezz�k, �s oszt lyukat L-el jel�lj�k, λ megszor¡t s t L-re Lebesgue-

m�rt�knek nevezz�k, �s (nem teljesen korrekt m¢don) ezt is λ-val jel�lj�k.

2.1.2. T�tel. A korl tos intervallumok Lebesgue-m�rhet�ek �s m�rt�k�k a hosz-

szukkal egyenl�.

Bizony¡t s. A 2.1.1. de�n¡i¢ jel�l�seivel, az 1.2. paragrafus eredm�nyei szerint azt

kell megmutatnunk, hogy ν prem�rt�k. Annak bizony¡t s hoz, hogy

ν(A) ≥ λ(A ∩B) + λ(A \B),

ha A �s B korl tos intervallumok, vegy�k �szre, hogy A∩B vagy �res, vagy intervallum,

A \ B pedig vagy �res, vagy intervallum, vagy k�t diszjunkt intervallum egyes¡t�se. �gy

a fenti egyenl�tlens�g arra a trivialit sra reduk l¢dik, hogy ha A-t legfeljebb h rom

r�szintervallumra bontjuk, akkor azok �sszhossza �ppen A hossza.

A szubadditivit s bizony¡t s hoz legyen I megsz ml lhat¢ halmaz, �s legyenek A,
Ai, i ∈ I korl tos intervallumok. Tegy�k fel, hogy A ⊂ ∪i∈IAi. Legyen ε > 0 �s

v lasszunk egy B = [a, b℄ ⊂ A z rt intervallumot, amelyre ν(A) ≤ ν(B) + ε, tov b-
b , felt�ve, hogy I ⊂ N, v lasszunk minden i ∈ I-hez egy Bi = (ai, bi) ⊃ Ai ny¡lt

intervallumot, amelyre ν(Bi) ≤ ν(Ai) + ε/2i. Mivel a Bi ny¡lt halmazok lefedik a B
kompakt halmazt, van olyan I∗ v�ges r�szhalmaza I-nek, amelyre B ⊂ ∪i∈I∗Bi. V -

lasszunk olyan i
1

-et, amelyre ai
1

< a < bi
1

, �s teljes induki¢val v lasszunk ki egy olyan

I∗∗ = {i
1

, i
2

, . . . , in} ⊂ I∗ halmazt, amelyre aij+1 < bij , ha j = 1, 2, . . . , n−1 �s bin > b,
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p�ld ul legyen ij+1 = min{i ∈ I∗ : ai < bij < bi}, ha bij ≤ b. Ekkor

ν(A) ≤ ν(B) + ε = ε+ (b − a) < ε+ (bin − ai
1

)

= ε+ (bin − ain) +
n−1

∑

j=1

(aij+1 − aij )

< ε+
n
∑

j=1

(bij − aij ) = ε+
∑

i∈I∗∗

ν(Bi)

≤ ε+
∑

i∈I

(

ν(Ai) +
ε

2

i

)

≤ 3ε+
∑

i∈I

ν(Ai).

Mivel ε tetsz�leges volt, a bizony¡t s k�sz.

2.1.3. T�tel. Legyen a, b ∈ R �s g(x) = ax + b minden x ∈ R-re. Ekkor minden

A ⊂ R-re λ
(

g(A)
)

= |a|λ(A), �s ha A Lebesgue-m�rhet�, akkor g(A) is az.

Bizony¡t s. Nyilv nval¢, hogy intervallumok k�pe is intervallum, �s egyszer� sz -

mol s mutatja, hogy intervallumokra teljes�l az  ll¡t s. Ha a = 0, akkor nins mit

bizony¡tani. Tegy�k fel, hogy a 6= 0 �s A ⊂ R. Ha I megsz ml lhat¢, az Ai-k pedig

intervallumok minden i ∈ I-re, tov bb  A ⊂ ∪i∈IAi, akkor

g(A) ⊂
⋃

i∈I

g(Ai),

amib�l

λ
(

g(A)
)

≤
∑

i∈I

λ
(

g(Ai)
)

= |a|
∑

i∈I

λ(Ai).

Ezt felhaszn lva a λ k�ls� m�rt�k de�n¡i¢ja szerint λ
(

g(A)
)

≤ |a|λ(A). Alkalmazva ezt
g helyett g−1

-re, A helyett pedig g(A)-ra, azt kapjuk, hogy

λ(A) = λ
(

g−1

(

g(A)
)

)

≤ 1

|a|λ
(

g(A)
)

,

azaz

λ
(

g(A)
)

≥ |a|λ(A).

Meg kell m�g mutatnunk, hogy ha A Lebesgue-m�rhet�, akkor g(A) is az. Tetsz�leges

T ⊂ R-re

λ
(

T ∩ g(A)
)

+ λ
(

T \ g(A)
)

= |a|λ
(

g−1

(T ) ∩ A
)

+ |a|λ
(

g−1

(T ) \A
)

= |a|λ
(

g−1

(T )
)

= λ(T ).

A k�vetkez� t�telben a Lebesgue-m�rt�k �s a topol¢gia kapsolat val foglalkozunk.
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2.1.4. T�tel. A λ m�rt�k Radon-m�rt�k R-en, �s minden A ⊂ R-re

λ(A) = inf

{

λ(V ) : A ⊂ V , V ny¡lt

}

.

Bizony¡t s. Legyen V ny¡lt r�szhalmaza R-nek. Mivel V el� ll a benne l�v� raio-

n lis v�gpont£ intervallumok megsz ml lhat¢ uni¢jak�nt, �s az intervallumok m�rhet�ek,

V m�rhet�. Mivel R minden ny¡lt r�szhalmaza σ-kompakt, l�tezik kompakt halmazok-

nak olyan K
1

⊂ K
2

⊂ K
3

. . . sorozata, amelyre ∪∞
n=1Kn = V . A m�rt�k folytonoss ga

szerint

λ(V ) = lim

n→∞
λ(Kn) = sup

n
λ(Kn).

Az nyilv nval¢, hogy ha K kompakt, akkor λ(K) < ∞, mivel kompakt halmaz korl tos

intervallumba foglalhat¢. V�g�l meg kell mutatnunk, hogy b rmely A ⊂ R halmazra

λ(A) = inf

{

λ(V ) : V ny¡lt, A ⊂ V
}

.

A k�ls� m�rt�k monotonit sa miatt λ(A) nem nagyobb, mint a jobb oldal. Ha λ(A)
v�gtelen, akkor nins mit bizony¡tani. Ha λ(A) v�ges, �s ε > 0, akkor van olyan Ai, i ∈ I
megsz ml lhat¢ intervallumrendszer, hogy I pozit¡v eg�sz sz mokb¢l  ll, A ⊂ ∪i∈IAi

�s λ(A) + ε ≥ ∑

i∈I λ(Ai). V lasztva minden i-re egy Vi ny¡lt intervallumot, amelyre

λ(Vi) ≤ λ(Ai) + ε/2i �s Ai ⊂ Vi, a V = ∪i∈IVi halmaz ny¡lt, tartalmazza A-t, valamint

λ(V ) ≤
∑

i∈I

λ(Vi) ≤
∑

i∈I

λ(Ai) +
ε

2

i
≤ λ(A) + 2ε.

Mivel az egyelem� halmazok z rt intervallumok, �s hosszuk nulla, m�rhet�ek, �s

m�rt�k�k nulla. Ebb�l a σ-additivit s alapj n R minden megsz ml lhat¢ r�szhalmaza

Lebesgue-m�rhet�, �s m�rt�ke nulla. �nk�nt ad¢dik a k�rd�s, hogy nagyobb sz moss g£

halmazok lehetnek-e nulla m�rt�k�ek? Erre ad v laszt a k�vetkez� �rdekes konstruki¢.

2.1.5. A Cantor-f�le triadikus halmaz. Az al bbiakban egy C ⊂ R halmazt

konstru lunk, amely kontinuum sz moss g£, Lebesgue-m�rt�ke nulla, kompakt, sehol

sem s�r�, �s nins izol lt pontja.

Legyen C
0

= [0, 1℄ �s hagyjuk el C
0

-b¢l a k�z�ps� 1/3-ad hossz£s g£ ny¡lt interval-

lumot. A visszamarad¢ halmazt jel�lje C
1

. Ez k�t 1/3-ad hossz£s g£ z rt intervallumb¢l

 ll. Hagyjuk el ezek mindegyik�b�l a k�z�ps� 1/9 hossz£s g£ ny¡lt intervallumot, �s a

visszamarad¢ halmazt jel�lj�k C
2

-vel. Teljes induki¢val folytatva az elj r st, n l�p�s

ut n egy Cn z rt halmazt kapunk, amely 2

n
darab 1/3n hossz£s g£ diszjunkt z rt in-

tervallumb¢l  ll. Ezek mindegyik�nek k�zep�b�l kiv�ve egy-egy 1/3n+1 hossz£s g£ ny¡lt

intervallumot, kapjuk a Cn+1 halmazt. Legyen C = ∩∞
n=1Cn.

Annak bizony¡t s hoz, hogy C kontinuum sz moss g£, vegy�k �szre, hogy egy x ∈
[0, 1℄ val¢s sz m pontosan akkor van benne Cn-ben, ha van olyan

0,x
1

x
2

x
3

. . . xnxn+1 . . .
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alak£ triadikus t�rtbe fejt�se, amelyben xi vagy 0, vagy 2, ha 1 ≤ i ≤ n. Ez azt jelenti,
hogy C pontosan azon x val¢s sz mokb¢l  ll, amelyek triadikus t�rtbe fejthet�k £gy,

hogy egyetlen helyen sem  ll egyes. Nyilv n C minden eleme pontosan egyf�lek�ppen

fejthet� ¡gy triadikus t�rtbe. Ha most

x = 0,x
1

x
2

x
3

. . . ∈ C,

akkor legyen yi = xi/2, ha i = 1, 2, . . . �s f(x) = y ∈ [0, 1℄ az a val¢s sz m, amelynek

0,y
1

y
2

y
3

. . .

egy diadikus kifejt�se. Nyilv n az f f�ggv�ny C-t az eg�sz [0, 1℄-re k�pezi le. �gy C
sz moss ga legal bb kontinuum. Mivel C ⊂ R, sz moss ga nem lehet nagyobb kontinu-

umn l, ¡gy kontinuum sz moss g£. Az, hogy λ(C) = 0, abb¢l k�vetkezik, hogy

λ(C) ≤ λ(Cn) =
2

n

3

n

minden n-re. Nyilv n C korl tos halmaz, �s mivel z rt halmazok metszete, z rt is, teh t

kompakt. Nem tartalmazhat pozit¡v hossz£s g£ ny¡lt intervallumot, mivel nulla m�rt�k�.

Ez azt jelenti, hogy C sehol sem s�r�.

Annak bizony¡t s hoz, hogy C-nek nins izol lt pontja, megjegyezz�k, hogy ha egy

pont valamely n-re a Cn-et alkot¢ intervallumok valamelyik�nek v�gpontja, akkor a Cn+1-

et alkot¢ intervallumok v�gpontjai k�z�tt is el�fordul, ¡gy teljes induki¢val kapjuk, hogy

minden Ci-ben benne van, teh t C-ben is. Legyen most x ∈ C �s ε > 0. V lasztva olyan

n-et, amelyre 1/3n < ε, a Cn-et alkot¢ z rt intervallumok k�z�l az x-et tartalmaz¢ inter-
vallum valamelyik v�gpontja olyan x-t�l k�l�nb�z� eleme C-nek, amely ε-n l k�zelebb
van x-hez.

Mivel a Cantor-halmaz kontinuum sz moss g£, ugyanannyi r�szhalmaza van, mint

R-nek. Mivel nulla m�rt�k�, minden r�szhalmaza is m�rhet�, ¡gy ugyanannyi Lebesgue-

m�rhet� halmaz van, mint ah ny r�szhalmazaR-nek. Felmer�l a k�rd�s, hogy ha ilyen sok

m�rhet� halmaz van, van-e egy ltal n nem m�rhet� halmaz? Az al bbiakban ilyen, nem

Lebesgue-m�rhet� halmazra ismertet�nk egy, Zermelo n�met matematikust¢l sz rmaz¢

p�ld t.

2.1.6. Nem m�rhet� halmaz l�tez�se. A konstruki¢ban felhaszn ljuk a hal-

mazelm�let kiv laszt si axi¢m j t: nem �res, p ronk�nt diszjunkt halmazok b rmely

rendszer�hez van olyan halmaz, amely mindegyikb�l pontosan egy elemet tartalmaz.

Legyen I = [−1, 1℄ �s vezess�k be az I elemei k�z�tt az x ∼ y, ha x−y ∈ Q ekvivalen-

iarel i¢t. Az I ekvivaleniaoszt lyai p ronk�nt diszjunkt, nem �res halmazokb¢l  ll¢

rendszert alkotnak, ¡gy a kiv laszt si axi¢ma szerint van olyan A halmaz, amelyik min-

den ekvivaleniaoszt lyb¢l pontosan egy elemet tartalmaz. Megmutatjuk, hogy A nem

lehet m�rhet�. Rendezz�k egy r
1

, r
2

, r
3

, . . . sorozatba a [−2, 2℄-beli raion lis sz mokat,
�s legyen

Ak = {x+ rk : x ∈ A}.
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Ekkor I ⊂ ∪∞
k=1Ak, hiszen ha y ∈ I, akkor van olyan x ∈ I, hogy x ∈ A �s x ∼ y.

Nyilv n |y − x| ≤ 2 �s y − x raionalit sa miatt y − x = rk valamilyen k term�szetes

sz mra, ¡gy

y = x+ (y − x) = x+ rk ∈ Ak.

Felhaszn lva a 2.1.3. t�telt, λ(Ak) = λ(A) minden k-ra, ¡gy a

2 = λ(I) ≤ λ(∪∞
k=1Ak) ≤

∞
∑

k=1

λ(Ak)

�sszef�gg�sb�l k�vetkezik, hogy λ(A) > 0.

M sr�szt nyilv n ∪∞
k=1Ak ⊂ [−3, 3℄, �s ha k 6= j, akkor Ak ∩ Aj = ∅, hiszen y ∈

Ak ∩Aj-b�l az k�vetkezne, hogy y el� ll xj + rj �s xk+ rk alakban is, ahol xj �s xk az A
k�l�nb�z� pontjai, ami pedig xj − xk = rk − rj raionalit sa miatt lehetetlen, hiszen A
minden ekvivaleniaoszt lyb¢l sak egy elemet tartalmaz. �gy ha A m�rhet� lenne, akkor

2.1.3. felhaszn l s val azt kapn nk, hogy az Ak-k is m�rhet�ek ugyanazzal a m�rt�kkel,

amib�l a

6 = λ
(

[−3, 3℄
)

≥ λ(∪∞
k=1Ak) =

∞
∑

k=1

λ(Ak)

egyenl�tlens�g szerint λ(A) = 0 k�vetkezne. Ez ellentmond s.

→ 2.1.7. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy R minden nulla Lebesgue-m�rt�k� z rt

r�szhalmaza sehol sem s�r�.

2.1.8. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy [0, 1℄ minden egy Lebesgue k�ls� m�rt�k� r�sz-

halmaza s�r� [0, 1℄-ben.

2.1.9. Feladat [9℄. Bizony¡tsuk be, hogy azon [0, 1℄-beli val¢s sz mok, amelyeknek
van olyan tizedest�rt alakja, amelyben nem szerepel hetes, sehol sem s�r�, perfekt, nulla

Lebesgue-m�rt�k� halmazt alkotnak.

2.1.10. Feladat [8℄. Jel�lje C a Cantor-halmazt, �s legyen

A =

⋃

a,b∈Q

a+ (b− a)C.

Mutassuk meg, hogy λ(A) = 0, az A halmaz els� kateg¢ri j£, nulla Lebesgue-m�rt�k�,

�s R minden pontja kondenz i¢s pontja A-nak.

2.1.11. Feladat [14℄. Legyen an > 0, �s tegy�k fel, hogy

∑∞
n=1 an = 1. Igazoljuk,

hogy l�tezik p ronk�nt diszjunkt ny¡lt intervallumok olyan In ⊂ [0, 1℄ sorozata, hogy
λ(In) = an �s [0, 1℄ \ ∪∞

n=1In sehol sem s�r� perfekt r�szhalmaza R-nek.

2.1.12. Feladat [12℄. Legyen F ⊂ R nem �res perfekt halmaz. Bizony¡tsuk be,

hogy F tartalmaz nem �res, perfekt, nulla Lebesgue-m�rt�k� r�szhalmazt.

2.1.13. Feladat [10℄. Adott 0 < ε ≤ 1-hez adjunk meg [0, 1℄-nek perfekt, sehol

sem s�r�, 1− ε Lebesgue-m�rt�k� r�szhalmaz t.
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2.1.14. Feladat [8℄. Adjunk meg [0, 1℄-ben 1 Lebesgue-m�rt�k�, els� kateg¢ri j£

r�szhalmazt.

2.1.15. Feladat [8℄. Van-e a sz megyenesnek nulla Lebesgue-m�rt�k�, m sodik

kateg¢ri j£ r�szhalmaza?

2.1.16. Feladat [14℄. Igaz-e, hogy R minden nulla Lebesgue-m�rt�k� A r�szhal-

maz hoz van olyan B nulla Lebesgue-m�rt�k� Fσ-halmaz, amely tartalmazza A-t?

* 2.1.17. Feladat: Steinhaus t�tele [15℄. Mutassuk meg, hogy ha A ⊂ R Le-

besgue-m�rhet� �s pozit¡v m�rt�k�, akkor A−A tartalmazza a 0 egy k�rnyezet�t. Bizo-

ny¡tsuk be, hogy ha A,B ⊂ R Lebesgue-m�rhet�ek �s pozit¡v m�rt�k�ek, akkor A + B
belseje nem �res. Igaz-e ez, ha B nem m�rhet�, de a k�ls� m�rt�ke pozit¡v?

2.1.18. Feladat [10℄. Igazoljuk, hogy C − C = [−1, 1℄, ha C a Cantor-halmaz.

2.1.19. Feladat [7℄. Legyen A pozit¡v m�rt�k� Lebesgue-m�rhet� halmaz. Bizo-

ny¡tsuk be, hogy van k�t olyan pontja, amelyek k�l�nbs�ge raion lis.

* 2.1.20. Feladat [15℄. Mutassuk meg, hogy ha A ⊂ R Lebesgue-m�rhet� �s pozit¡v

m�rt�k�, akkor minden n ∈ N-re tartalmaz n-tag£ sz mtani sorozatot.

2.1.21. Feladat [12℄. Legyen ξ irraion lis sz m, X
0

= 2Z + ξZ, X
1

= X
0

+ 1,

�s X = X
0

∪ X
1

. Igazoljuk, hogy X
0

�s X s�r� r�szsoportjai R-nek. Legyen A olyan

halmaz, amely minden X szerinti mell�koszt lyb¢l pontosan egy elemet tartalmaz, �s

legyen N = A + X
0

. Bizony¡tsuk be, hogy N − N nem tartalmaz X
1

-beli pontot, X
1

s�r� R-ben, R \ N = N + 1 �s N nem tartalmaz pozit¡v m�rt�k� Lebesgue-m�rhet�

r�szhalmazt.

2.1.22. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy minden A ⊂ R halmaz, amelynek pozit¡v

a Lebesgue k�ls� m�rt�ke, tartalmaz olyan B halmazt, amelyre sem B, sem A \ B nem

tartalmaz pozit¡v m�rt�k� Lebesgue-m�rhet� r�szhalmazt.

2.1.23. Feladat [10℄. Legyen A z rt, sehol sem s�r� r�szhalmaza [0, 1℄-nek, �s
f(x) = λ

(

[0, x℄ \ A
)

/λ
(

[0, 1℄ \ A
)

, ha x ∈ [0, 1℄. Igazoljuk, hogy f a [0, 1℄ intervallumot
�nmag ra k�pezi le, szigor£an monoton n�veked�, folytonos, az inverze is folytonos,

λ
(

f(A)
)

= 0, valamint ha B ⊂ A nem Lebesgue-m�rhet�, akkor f(B) Lebesgue-m�rhet�,
de nem Borel-halmaz.

2.1.24. Feladat [15℄. Adjunk meg olyan r�szhalmaz t [0, 1℄-nek, amelynek Lebes-

gue k�ls� m�rt�ke 1, de a raion lis sz mok feletti line ris burka nem tartalmaz pozit¡v

m�rt�k� Lebesgue-m�rhet� halmazt.
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2.2. Lebesgue{Stieltjes-m�rt�kek a sz megyenesen

Ebben a pontban a Lebesgue-m�rt�k  ltal nos¡t sak�nt bevezetj�k az £gynevezett

Lebesgue{Stieltjes-m�rt�keket. Ezek a m�rt�kek fontos szerepet j tszanak a val¢sz¡n�-

s�gsz m¡t sban.

2.2.1. De�n¡i¢. Legyen g : R → R egy monoton n�veked� f�ggv�ny. Tekints�k

azon (ny¡lt, z rt vagy f�lig ny¡lt) intervallumok oszt ly t, amelyeknek az a, b v�gpont-
jai g-nek folytonoss gi pontjai, �s legyen νg az a halmazf�ggv�ny, amely egy ilyen in-

tervallumhoz a g(b) − g(a) sz mot rendeli. Legyen λg a νg-hez tartoz¢ k�ls� m�rt�k

R-en, Lg pedig a λg-m�rhet� halmazok oszt lya. A λg halmazf�ggv�nyt a g-hez tartoz¢
Lebesgue{Stieltjes k�ls� m�rt�knek nevezz�k, λg megszor¡t s t Lg -re pedig a g-hez tar-
toz¢ Lebesgue{Stieltjes-m�rt�knek, �s (nem teljesen korrekt m¢don) ezt is λg-vel jel�lj�k.

Megjegyezz�k, hogy a Lebesgue-m�rt�k spei lis esete a Lebesgue{Stieltjes-m�rt�k-

nek: akkor kapjuk, ha g(x) = x minden x ∈ R-re.

2.2.2. T�tel. Ha a, b ∈ R, akkor az (a, b), [a, b), (a, b℄ �s [a, b℄ intervallumok

λg-m�rhet�ek, �s

λg(a, b) =g(b−)− g(a+),

λg(a, b℄ =g(b+)− g(a+),

λg[a, b) =g(b−)− g(a−),
λg[a, b℄ =g(b+)− g(a−).

Bizony¡t s. Az, hogy νg prem�rt�k R-en, hasonl¢an l that¢ be, mint a Lebesgue-

m�rt�k eset�ben. Ebb�l k�vetkeznek a fenti egyenl�s�gek arra az esetre, ha a �s b a g-nek
folytonoss gi pontjai. Most legyen a �s b tetsz�leges, �s legyenek an ↓ a, bn ↑ b olyan
sorozatok, amelyekre an �s bn a g-nek folytonoss gi pontjai. Ekkor

λg(a, b) = λg
(

∪∞
n=1(an, bn)

)

= lim

n→∞
λg(an, bn) = lim

n→∞

(

g(bn)− g(an)
)

= g(b−)− g(a+),

amivel bel ttuk az els� �sszef�gg�st. A t�bbi �sszef�gg�s hasonl¢an bizony¡that¢.

2.2.3. T�tel. A λg m�rt�k Radon-m�rt�k R-en, �s minden A r�szhalmaz ra R-nek

λg(A) = inf

{

λg(V ) : A ⊂ V , V ny¡lt

}

.

Bizony¡t s. Hasonl¢an v�gezhet�, mint a Lebesgue-m�rt�k eset�ben.

* 2.2.4. De�n¡i¢. Egy g : R → C f�ggv�nyt normaliz ltnak nevez�nk, ha balr¢l

folytonos �s limx→−∞ g(x) = 0.

Ha f : R → C egy f�ggv�ny, f(x−) l�tezik minden x ∈ R pontban, �s c ∈ C, akkor a

g(x) = f(x−) + c, ha x ∈ R

f�ggv�ny balr¢l folytonos. Val¢ban, ha x ∈ R �s ε > 0, akkor van olyan y < x, hogy
∣

∣f(t)−f(x−)
∣

∣ < ε, ha t ∈ (y, x). Mivel f(t−) az f(s), y < s < t sz mok torl¢d si pontja,

∣

∣f(t−)− f(x−)
∣

∣

=

∣

∣g(t)− g(x)
∣

∣ ≤ ε.
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Ha m�g limx→−∞ f(x) ∈ C is l�tezik, akkor c = − limx→−∞ f(x) v laszt ssal g normali-
z lt f�ggv�ny. Val¢ban, ha xn → −∞ �s yn-et £gy v lasztjuk, hogy xn − 1/n < yn < xn
�s

∣

∣f(xn−)− f(yn)
∣

∣ < 1/n teljes�lj�n, akkor yn → −∞ �s g(xn)− c− f(yn) → 0, amib�l

g(xn) → c+ limx→−∞ f(x) = 0. Ezt a g f�ggv�nyt az f normaliz ltj nak nevezz�k.

* 2.2.5. T�tel. Legyen µ egy v�ges teljes Radon-m�rt�k R-en �s legyen g(x) =

µ(−∞, x). Ekkor

(1) g monoton n�veked� normaliz lt f�ggv�ny;

(2) g pontosan akkor folytonos egy x ∈ R pontban, ha µ{x} = 0;

(3) λg = µ.

Megford¡tva, legyen f egy monoton n�veked� korl tos f�ggv�ny �s legyen g az f norma-

liz ltja. Ekkor

(4) λf = λg;

(5) g(x) = λf (−∞, x).

Bizony¡t s. (1) �s (2) a m�rt�k monotonit s b¢l �s folytonoss g b¢l k�vetkezik.

Mivel µ[x, y) = g(y)− g(x), a µ �s a λg m�rt�kek egybeesnek a balr¢l z rt, jobbr¢l ny¡lt

intervallumokon. Ha x < xn < y, xn ↓ x, akkor
µ(x, y) = lim

n→∞
µ[xn, y) = lim

n→∞
λg[xn, y) = λg(x, y),

¡gy µ �s λg egybeesnek a ny¡lt intervallumokon. A ny¡lt halmazok strukt£rat�tele szerint

µ �s λg egybeesnek R ny¡lt r�szhalmazain. Mivel mindkett� Radon-m�rt�k, ugyanez

teljes�l minden Borel-halmazra. Ha az A halmaz µ-m�rhet�, akkor l�teznek olyan B �s

C Borel-halmazok, hogy C ⊂ A ⊂ B �s µ(B\C) = 0. A λg teljess�ge miatt A\C ⊂ B\C
is λg-m�rhet�, ¡gy A is λg-m�rhet� �s

λg(A) = λg(C) + λg(A \ C) = λg(C) = µ(C) = µ(C) + µ(A \ C) = µ(A).

Hasonl¢an ad¢dik, hogy ha azA halmaz λg-m�rhet�, akkor µ-m�rhet� is �s µ(A) = λg(A).
A megford¡t shoz, mivel f monoton, minden pontban l�tezik a bal oldali hat r�r-

t�ke, ¡gy f korl toss ga miatt g �rtelmezve van �s monoton n�veked�. A 2.2.1. de�n¡i¢

szerint f -hez tartoz¢ νf �s g-hez tartoz¢ νg prem�rt�kek megegyeznek, ¡gy λf = λg.
Felhaszn lva, hogy limx→−∞ g(x) = 0 �s g balr¢l folytonos, 2.2.2.-b�l �s a m�rt�k foly-

tonoss g b¢l kapjuk (5)-�t.

* 2.2.6. Megjegyz�s. Az el�z� t�tel kiterjeszthet� arra az esetre is, amikor µ nem

v�ges teljes Radon-m�rt�k. Ekkor g-t a k�vetkez�k�ppen de�ni lhatjuk:

g(x) =

{

µ[0, x), ha x ≥ 0,

−µ[x, 0), ha x < 0.

A limx→−∞ g(x) = 0 felt�tel helyett g(0) = 0 fog teljes�lni, az f korl toss ga nem

sz�ks�ges, �s (5)-ben

g(x) =

{

λf [0, x), ha x ≥ 0,

−λf [x, 0), ha x < 0,

egy�bk�nt a t�tel �s bizony¡t sa �rv�nyben marad. A val¢sz¡n�s�gsz m¡t sban �s m s

alkalmaz sokban 2.2.5. eredeti alakj t szok s haszn lni.
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→ 2.2.7. Feladat [7℄. Hat rozzuk meg a λ
�

Lebesgue{Stieltjes-m�rt�ket �s a m�rhet�

halmazokat, ha � a Heaviside-f�ggv�ny: �(x) nulla, ha x ≤ 0 �s egy, ha x > 0. (A λ
�

m�rt�k a Dira-m�rt�k.)

2.2.8. Feladat [9℄. Legyen xn a raion lis sz mok egy sorozatba rendez�se, �s le-

gyen g(x) =
∑

xn<x 1/2
n
, ha x ∈ R. Mutassuk meg, hogy g szigor£an monoton n�veked�,

balr¢l folytonos, minden irraion lis pontban folytonos �s egyetlen raion lis pontban sem

folytonos. Hat rozzuk meg a λg Lebesgue{Stieltjes-m�rt�ket �s a m�rhet� halmazokat.

2.2.9. Feladat [8℄. Legyen g : R → R egy monoton n�veked� f�ggv�ny, λg a

hozz  tartoz¢ Lebesgue{Stieltjes-m�rt�k. Igazoljuk, hogy λg{x} = 0 pontosan akkor, ha

g folytonos az x pontban. Bizony¡tsuk be, hogy van olyan s�r� Gδ-halmaz, amelynek

λg-m�rt�ke nulla.

2.3. Lebesgue{Stieltjes-m�rt�kek az euklideszi t�ren

* 2.3.1. Motiv i¢. A val¢sz¡n�s�gsz m¡t sban fontos szerepet j tszik a k�vetkez�

probl�ma: Minden x = (x
1

, . . . , xn) ∈ Rn
-re ismerj�k annak g(x) val¢sz¡n�s�g�t, hogy

egy adott val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ �rt�ke az

(1)

{

y : y = (y
1

, . . . , yn) ∈ Rn
, yi < xi, ha i = 1, 2, . . . , n

}

halmazba esik. Meghat rozand¢ annak val¢sz¡n�s�ge, hogy a val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ egy

adott Borel-halmazba esik.

Ez a probl�ma £gy foghat¢ fel, hogy adott egy halmazf�ggv�ny az (1) alak£ halma-

zokon, �s ez kiterjesztend� a Borel-halmazokon is �rtelmezett m�rt�kk�. Adott a, b ∈ Rn
,

a = (a
1

, . . . , an), b = (b
1

, . . . , bn) eset�n ¡rjuk azt, hogy a ≤ b, ha ai ≤ bi (i = 1, 2, . . . , n)
�s ¡rjuk azt, hogy a < b, ha ai < bi (i = 1, 2, . . . , n). Vezess�k be az

(2) [a, b) =
{

x : x = (x
1

, . . . , xn) ∈ Rn
, ai ≤ xi < bi, i = 1, 2, . . . , n

}

jel�l�st, �s az anal¢g (a, b), (a, b℄, [a, b℄ jel�l�seket, ha a, b ∈ Rn
, a ≤ b. Ezeket a halma-

zokat n-dimenzi¢s intervallumoknak nevezz�k. Legyen x ∈ Rn
�s

(3)

�

(k)
[ak,bk)

g(x) = g(x
1

, . . . , xk−1

, bk, xk+1, . . . , xn)

− g(x
1

, . . . , xk−1

, ak, xk+1, . . . , xn),

ha ak ≤ bk val¢s sz mok. Ez a k-adik v ltoz¢t¢l m r nem f�gg� �rt�k nyilv n annak

val¢sz¡n�s�g�t jelenti, hogy az adott val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ az

{

y : y = (y
1

, . . . , yn) ∈ Rn
, y

1

< x
1

, . . . , yk−1

< xk−1

, ak ≤ yk < bk, . . . , yn < xn
}

halmazba esik. Hasonl¢an, annak val¢sz¡n�s�g�t, hogy az adott val¢sz¡n�s�gi v ltoz¢ az

n-dimenzi¢s [a, b) balr¢l z rt intervallumba essen, az x-t�l m r nem f�gg�

�

(1)

[a
1

,b
1

)

�

(2)

[a
2

,b
2

)

. . .�
(n)
[an,bn)

g

�rt�k adja. Az n-dimenzi¢s balr¢l z rt intervallumok oszt ly r¢l azt n az ¡gy kapott

prem�rt�ket a szok sos m¢don terjeszthetj�k ki egy σ-algebr ra. Ezzel foglalkozunk a

k�vetkez� de�n¡i¢ban �s t�telben.
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* 2.3.2. De�n¡i¢. Legyen g : Rn → R egy f�ggv�ny. A 2.3.1. pont jel�l�seivel

tegy�k fel, hogy

(1) g minden v ltoz¢j ban balr¢l folytonos;

(2) minden a, b ∈ Rn
, a = (a

1

, . . . , an), b = (b
1

, . . . , bn), a ≤ b eset�n

νng [a, b) = �

(1)

[a
1

,b
1

)

�

(2)

[a
2

,b
2

)

. . .�
(n)
[an,bn)

g

nemnegat¡v.

A νng -hez tartoz¢ k�ls� m�rt�ket λ
n
g -vel, a λ

n
g -m�rhet� halmazok oszt ly t Ln

g -vel jel�lj�k.

A λng k�ls� m�rt�ket a g-hez tartoz¢ n-dimenzi¢s Lebesgue{Stieltjes k�ls� m�rt�knek

nevezz�k, megszor¡t s t Ln
g -re pedig a g-hez tartoz¢ Lebesgue{Stieltjes-m�rt�knek, �s

(nem teljesen korrekt m¢don) ezt is λng -vel jel�lj�k.

* 2.3.3. T�tel. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, minden a, b ∈ Rn
, a ≤ b eset�n az

[a, b) intervallum λng -m�rhet� �s

λng [a, b) = �

(1)

[a
1

,b
1

)

�

(2)

[a
2

,b
2

)

. . .�
(n)
[an,bn)

g.

Bizony¡t s. Azt kell megmutatnunk, hogy νng prem�rt�k. Ha a, b ∈ Rn
, a ≤ b �s

a
1

≤ c
1

≤ b
1

, akkor

�

(1)

[a
1

,b
1

)

�

(2)

[a
2

,b
2

)

. . .�
(n)
[an,bn)

g = �

(1)

[a
1

,c
1

)

�

(2)

[a
2

,b
2

)

. . .�
(n)
[an,bn)

g

+�

(1)

[c
1

,b
1

)

�

(2)

[a
2

,b
2

)

. . .�
(n)
[an,bn)

g.

Ugyanez az �sszef�gg�s igaz akkor is, ha az [a, b) intervallumot b rmely m sik [ak, bk)
oldal nak k�t r�szre bont s val osztjuk k�t intervallumra. Ebb�l induki¢val k�vetkezik,

hogy a νng f�ggv�ny addit¡v az [a, b) b rmely olyan v�ges sok diszjunkt, balr¢l z rt in-

tervallumra val¢ felbont s ra, amely £gy  ll el�, hogy az oldalakat v�ges sok balr¢l z rt

intervallumra bontjuk.

Legyen I �s J k�t tetsz�leges n-dimenzi¢s balr¢l z rt intervallum. Ekkor K
1

= I ∩J
is n-dimenzi¢s balr¢l z rt intervallum, I \ J pedig el� ll¡that¢ v�ges sok n-dimenzi¢s
K
2

,K
3

, . . . ,Km balr¢l z rt intervallum diszjunkt uni¢jak�nt: ezeket £gy kapjuk, hogy I
oldalait legfeljebb h rom r�szre v gjuk. �gy

νng (I) =

m
∑

i=1

νng (Ki) = νng (I ∩ J) +
m
∑

i=2

νng (Ki)

≥ λng (I ∩ J) + λng (I \ J).

Ebb�l k�vetkezik, hogy az n-dimenzi¢s balr¢l z rt intervallumok λng -m�rhet�ek.
Megmutatjuk, hogy a νng halmazf�ggv�ny σ-szubaddit¡v. Tegy�k fel, hogy I =

[a, b) �s Ik = [ak, bk), k ∈ K ⊂ N egy n-dimenzi¢s balr¢l z rt intervallumokb¢l  ll¢

megsz ml lhat¢ rendszer, tov bb  I ⊂ ∪k∈KIk. Legyen ε > 0 �s η ∈ Rn
olyan vektor,
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amelynek minden koordin t ja pozit¡v. Mivel g minden v ltoz¢j ban balr¢l folytonos,

minden k ∈ K-ra tal lhat¢ olyan ηk ∈ Rn
vektor, amelynek minden koordin t ja pozit¡v

�s amelyre

νng [ak − ηk, bk) ≤ νng [ak, bk) +
ε

2

k
.

Az (ak − ηk, bk) ny¡lt intervallumok lefedik az [a, b− η℄ kompakt intervallumot, ¡gy kiv -

laszthat¢ egy K∗ ⊂ K v�ges halmaz, amelyre

[a, b− η) ⊂
⋃

k∈K∗

[ak − ηk, bk).

Tekints�k az

[a, b− η)
⋂

(

[ak − ηk, bk) \
(

∪j<k,j∈K∗
[aj − ηj , bj)

)

)

,

k ∈ K∗
diszjunkt halmazokat. Ezek mindegyike el� ll v�ges sok diszjunkt Ik,j , j =

1, 2, . . . ,mk balr¢l z rt intervallum egyes¡t�sek�nt. �gy

[a, b− η) =
⋃

k∈K∗

mk
⋃

j=1

Ik,j ,

�s

νng [a, b− η) =
∑

k∈K∗

mk
∑

j=1

νng (Ik,j) ≤
∑

k∈K∗

νng [ak − ηk, bk) ≤
∑

k∈K

νng (Ik) + 2ε.

Ebb�l ηi ↓ 0, i = 1, 2, . . . , n hat r tmenettel

νng (I) ≤
∑

k∈K

νng (Ik) + 2ε,

amib�l a νng halmazf�ggv�ny σ-szubadditivit s t kapjuk.

2.3.4. Megjegyz�s. Az n-dimenzi¢s Lebesgue{Stieltjes-m�rt�kek spei lis esete-

k�nt megkaphat¢ az n-dimenzi¢s Lebesgue-m�rt�k is, ha g(x) = x
1

x
2

· · ·xn. Mi az

n-dimenzi¢s Lebesgue-m�rt�ket m sk�nt, a m�rt�kterek szorzat n l fogjuk de�ni lni.

2.3.5. T�tel. A λng m�rt�k Radon-m�rt�k Rn
-en �s minden A ⊂ Rn

-re

λng (A) = inf

{

λng (V ) : A ⊂ V , V ny¡lt

}

.

Bizony¡t s. Hasonl¢an v�gezhet�, mint a sz megyenesen a Lebesgue-m�rt�k ese-

t�ben.

* 2.3.6. T�tel. Legyen µ v�ges, teljes Radon-m�rt�k Rn
-en �s x ∈ Rn

-re

g(x) = µ
{

y : y ∈ Rn
, yi < xi, i = 1, 2, . . . , n

}

.
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Ekkor

(1) g minden v ltoz¢j ban monoton n�veked� �s balr¢l folytonos;

(2) ha (y
1

, y
2

, . . . , yn) ∈ Rn
�s i = 1, 2, . . . , n, akkor

lim

x→−∞
g(y

1

, y
2

, . . . , yi−1

, x, yi+1, . . . , yn) = 0;

(3) ha [a, b) egy balr¢l z rt intervallum Rn
-ben, akkor

�

(1)

[a
1

,b
1

)

�

(2)

[a
2

,b
2

)

. . .�
(n)
[an,bn)

g ≥ 0;

(4) λng = µ.

Megford¡tva, ha g egy, az (1){(3) felt�teleknek eleget tev� f�ggv�ny, akkor

(5) g(x) = λng
{

y : y ∈ Rn
, yi < xi, i = 1, 2, . . . , n

}

.

Bizony¡t s. Az (1){(3) tulajdons gok g de�n¡i¢j b¢l �s a m�rt�k folytonoss g b¢l
k�vetkeznek. Mivel az [a, b) intervallum λng -m�rt�ke �s µ-m�rt�ke is

�

(1)

[a
1

,b
1

)

�

(2)

[a
2

,b
2

)

. . .�
(n)
[an,bn)

g,

µ �s λng egybeesnek az n-dimenzi¢s balr¢l z rt intervallumokon. Legyen V ⊂ Rn
egy

ny¡lt halmaz, �s Vi az �sszes olyan V -beli n-dimenzi¢s balr¢l z rt intervallumok diszjunkt
megsz ml lhat¢ uni¢ja, amelyek minden s£spontj nak minden koordin t ja k/2i ala-
k£, ahol k eg�sz sz m, �s amelyeknek minden oldala 1/2i hossz£s g£. Nyilv n µ(Vi) =
λng (Vi), V1 ⊂ V

2

⊂ V
3

⊂ . . . , ∪∞
i=1Vi = V �s ¡gy

µ(V ) = lim

i→∞
µ(Vi) = lim

i→∞
λng (Vi) = λng (V ),

azaz µ �s λng megegyeznek a ny¡lt halmazokon. Innen, hasonl¢an, mint az egydimenzi¢s

esetben, kapjuk, hogy

µ = λng .

(5) bizony¡t s hoz legyen x, z ∈ Rn
, z ≤ x. A m�rt�k folytonoss ga miatt induki¢val

kapjuk, hogy az

{

y : y ∈ Rn
, yi < xi, i = 1, 2, . . . , n

}

halmaz λng -m�rt�ke

(6) lim

z
1

↓−∞
lim

z
2

↓−∞
. . . lim

zn↓−∞
�

(1)

[z
1

,x
1

)

�

(2)

[z
2

,x
2

)

. . .�
(n)
[zn,xn)

g.

Vegy�k �szre, hogy

�

(1)

[z
1

,x
1

)

�

(2)

[z
2

,x
2

)

. . .�
(n)
[zn,xn)

g

±g(u
1

, u
2

, . . . , un) alak£ tagok �sszege, ahol minden ui vagy xi-vel, vagy zi-vel egyezik
meg. Ezt felhaszn lva, g-nek az (1)-ben szerepl� hat r�rt�k-tulajdons ga miatt (6)-ban

az �sszes tag null hoz tart, kiv�ve g(x
1

, x
2

, . . . , xn)-et, amib�l kapjuk az  ll¡t st.

* 2.3.7. Megjegyz�s. A t�tel, hasonl¢an az egydimenzi¢s esethez, kiterjeszthet� nem

v�ges teljes Radon-m�rt�kekre is.
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2.4. A Hausdor�-m�rt�k

Az al bbiakban megkonstru land¢ m�rt�k rendk¡v�l nagy geometriai jelent�s�ggel

b¡r.

2.4.1. De�n¡i¢. Legyen m ≥ 0 egy r�gz¡tett val¢s sz m �s legyen

ααα(m) =

��

�

(1/2)m

��

�

(1 +m/2)
.

(Itt ��

�

a gammaf�ggv�ny, azaz ��

�

(x) =
∫∞

0

tx−1e−t dt, ha x > 0.) Nyilv n ααα(m) > 0.

K�s�bb meg fogjuk mutatni, hogy ha m pozit¡v eg�sz sz m, akkor ααα(m) az m-dimenzi¢s

egys�gg�mb Lebesgue-m�rt�ke. Legyen X egy metrikus t�r, �s X minden nem �res A
r�szhalmaz ra legyen

νm(A) =
ααα(m)

2

m

(

diam(A)
)m
,

ahol 0

0

= 1. Jel�lje δ > 0 eset�n νmδ a νm lesz�k¡t�s�t a δ-n l nem nagyobb  tm�r�j�

halmazokra, χm
δ pedig a νmδ -hez tartoz¢ k�ls� m�rt�ket. Nyilv n χm

δ (A) ≥ χm
σ (A), ha

0 < δ < σ <∞. V�g�l legyen

χm
(A) = sup

δ>0

χm
δ (A).

A νm(A) de�n¡i¢j ban szerepl� konstans biztos¡tja, hogy νm(A) �ppen a diam(A)
 tm�r�j�m-dimenzi¢s g�mb t�rfogat val egyezik meg, minden pozit¡v eg�sz sz mra. Ez a

konstans az�rt sz�ks�ges, mert a �legtakar�kosabb" lefed�s �ppen g�mb�kb�l k�sz¡thet�.

2.4.2. T�tel. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel χm
k�ls� m�rt�k X-en.

Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy I megsz ml lhat¢, B,Bi, i ∈ I r�szhalmazai X-nek,

�s B ⊂ ∪i∈IBi. Ekkor minden δ > 0-ra

χm
δ (B) ≤

∑

i∈I

χm
δ (Bi).

A jobb oldalon δ > 0-ra tagonk�nt szupr�mumot v�ve,

χm
δ (B) ≤

∑

i∈I

χm
(Bi),

amib�l a bal oldalon is szupr�mumot v�ve, kapjuk az  ll¡t st.

2.4.3. De�n¡i¢. Az el�z� t�tel jel�l�seivel a χm
-m�rhet� halmazok oszt ly t Hm

-

mel jel�lj�k, χm
-et pedig m-dimenzi¢s Hausdor� k�ls� m�rt�knek nevezz�k, χm

meg-

szor¡t s t Hm
-re m-dimenzi¢s Hausdor�-m�rt�knek nevezz�k, �s (nem teljesen korrekt

m¢don) ezt is χm
-mel jel�lj�k.
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2.4.4. Megjegyz�sek. (1) A χ0 m�rt�k a sz ml l¢ m�rt�k, azaz χ0(A) az A ele-

meinek sz ma, ha A v�ges �s ∞, ha A nem v�ges.

(2) Ha 0 ≤ m < n < ∞ �s χm
(A) < ∞, akkor χn

(A) = 0. Ennek bizony¡t s hoz

vegy�k �szre, hogy ha diam(A) ≤ δ, akkor

νn(A) ≤ δn−m��

�

(1 +m/2)���(1/2)n−m

��

�

(1 + n/2)2n−m
νm(A),

¡gy egy lefed�sre �sszegezve, δ ↓ 0 hat r tmenettel kapjuk az  ll¡t st.

(3) Ha A ⊂ R, akkor λ(A) = χ1(A). Val¢ban, de�n¡i¢ szerint λ(A) ≤ χ1δ(A), ha 0 <
δ <∞. Mivel A minden megsz ml lhat¢ sok intervallumb¢l  ll¢ lefed�se helyettes¡thet�

egy olyan, δ-n l r�videbb intervallumokb¢l  ll¢ lefed�ssel, amelynek �sszhossza ugyanaz,

χ1δ(A) ≤ λ(A), amib�l χ1(A) = λ(A).
Mint a k�s�bbiekben majd megmutatjuk, ha 0 ≤ m ≤ n, akkor Rn

-ben χm
a term�-

szetes m-dimenzi¢s m�rt�k. �gy R3

-ban χ0 a pontok sz ma, χ1 az ¡vhossz, χ2 a felsz¡n,

χ3 pedig a t�rfogat. Ez adja a Hausdor�-m�rt�k ¢ri si geometriai jelent�s�g�t.

2.4.5. T�tel. A 2.4.1. de�n¡i¢ jel�l�seivel X Borel-halmazai χm
-m�rhet�ek.

* Bizony¡t s. Legyen B �s C k�t nem �res r�szhalmaza X-nek, amelyek t vols ga

pozit¡v, �s legyen δ kisebb, mint a t vols guk. Ekkor

(1) χm
δ (B ∪ C) ≥ χm

δ (B) + χm
δ (C),

mivel B ∪ C b rmely Ai, i ∈ I megsz ml lhat¢ lefed�s�re nem �res, δ-n l nem nagyobb

 tm�r�j� halmazokkal

{Ai : i ∈ I, Ai ∩B 6= ∅},
illetve

{Ai : i ∈ I, Ai ∩ C 6= ∅}
diszjunkt megsz ml lhat¢ halmazrendszerek, amelyek lefedik B-t, illetve C-t. El�sz�r

(1) bal, majd jobb oldal n v�ve szupr�mumot, kapjuk, hogy

χm
(B ∪ C) ≥ χm

(B) + χm
(C).

Ez 1.3.2. szerint azt jelenti, hogy minden Borel-halmaz χm
-m�rhet�.

* 2.4.6. T�tel. A 2.4.1. de�n¡i¢ jel�l�seivel minden m ≥ 0-hoz �s A ⊂ X-hez van

olyan G ⊃ A halmaz, amely Gδ-halmaz, �s amelyre

χm
(A) = χm

(G).

Bizony¡t s. Ha χm
(A) = ∞, legyen G = X . Egy�bk�nt legyen k, l ∈ N+

, �s

v lasszunk olyan A ⊂ ∪i∈IAi megsz ml lhat¢ lefed�st, amelyre

∑

i∈I

νm(Ai) ≤ χm
1/k(A) +

1

l
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�s

diam(Ai) ≤
1

k
, ha i ∈ I.

Fedj�k le az Ai-ket olyan Vi ny¡lt halmazokkal, hogy  tm�r�ik sak annyira n�vekedjenek,
hogy

∑

i∈I

νm(Vi) ≤ χm
1/k(A) +

2

l

�s

diam(Vi) ≤
2

k
, ha i ∈ I

teljes�lj�n. Ebb�l, a Vi halmazok egyes¡t�s�t Vk,l-lel jel�lve, Vk,l ⊃ A �s

χm
2/k(Vk,l) ≤ χm

1/k(A) +
2

l
≤ χm

(A) +
2

l
.

Innen a G = ∩∞
k=1 ∩∞

l=1 Vk,l halmaz Gδ-halmaz, A ⊂ G �s

χm
2/k(G) ≤ χm

(A) +
2

l
,

¡gy k, l → ∞ hat r tmenettel χm
(G) = χm

(A).

* 2.4.7. Lemma. Legyenek X �s Y metrikus terek, A ⊂ X , g : A → Y egy

Lipshitz-f�ggv�ny, m ≥ 0. Ekkor

χm
(

g(A)
)

≤ (Lip g)mχm
(A).

Bizony¡t s. A Lip(g) = 0 eset trivi lis. Egy�bk�nt 2.4.1. jel�l�seivel legyen α =

Lip g, ε > 0, δ > 0, �s Ai, i ∈ I egy megsz ml lhat¢ sok δ/α-n l nem nagyobb  tm�r�j�

X-beli halmazokb¢l  ll¢ lefed�se A-nak, amelyre

∑

i∈I

νmδ/α(Ai) ≤ χm
δ/α(A) + ε ≤ χm

(A) + ε.

Ekkor diam

(

g(Ai)
)

≤ α diam(Ai) ≤ δ, ¡gy

χm
δ

(

g(A)
)

≤
∑

i∈I

νmδ
(

g(Ai)
)

≤
∑

i∈I

αmνmδ/α(Ai) ≤ αm
(

χm
(A) + ε)

)

.

El�bb δ > 0-ra szupr�mumot, majd ε ↓ 0 hat r�rt�ket v�ve,

χm
(

g(A)
)

≤ αmχm
(A).

2.4.8. K�vetkezm�ny. Ha A �s B (esetleg k�l�nb�z� metrikus terekben l�v�)

izometrikus halmazok, akkor χm
(A) = χm

(B) minden m ≥ 0-ra.

* Bizony¡t s. Ha g izometria, akkor Lip(g) = Lip(g−1

) = 1.
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2.4.9. De�n¡i¢. A Hausdor�-m�rt�k felhaszn lhat¢ arra is, hogy az X metrikus

t�r egy A r�szhalmaz nak a Hausdor�-dimenzi¢j t de�ni ljuk. Legyen

dim(A) = sup

{

m : m ≥ 0, χm
(A) > 0

}

.

Megjegyezz�k, hogy a dimenzi¢ nem sak eg�sz lehet, a t�rtdimenzi¢s halmazok a

frakt lok.

2.4.10. Feladat [6℄. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, mutassuk meg, hogy ha A nem

�res, akkor dim(A) = inf

{

m ≥ 0 : χm
(A) = 0

}

, �s ha A nem v�ges, akkor dim(A) =

sup

{

m ≥ 0 : χm
(A) = ∞

}

.

2.4.11. Feladat [6℄. Igazoljuk, hogy ha X �s Y metrikus terek, f : X → Y H�lder-

folytonos C H�lder-konstanssal �s 0 ≤ α ≤ 1 kitev�vel, azaz minden x, y ∈ X eset�n

dY
(

f(x), f(y)
)

≤ CdX (x, y)
α
, tov bb  A ⊂ X �s m ≥ 0, akkor

χm
(

f(A)
)

≤ Cm��

�

(1/2)m(1−α)
��

�

(1 +mα/2)

2

m(1−α)
��

�

(1 +m/2)
χmα

(A).

2.4.12. Feladat [7℄. Adjunk meg [0, 1℄-ben olyan kontinuum sz moss g£ halmazt,

amelynek Hausdor�-dimenzi¢ja 0.

* 2.4.13. Feladat [14℄. Bizony¡tsuk be, hogy a Cantor-halmaz Hausdor�-dimenzi¢ja

ln 2/ ln 3. (L sd Lazkovih [26℄, 100. o.)

* 2.4.14. Feladat [15℄. Legyen X teljes metrikus t�r, az fi : X → X , i = 1, 2, . . . , s
lek�pez�sek pedig kontraki¢k. Igazoljuk, hogy ekkor egyetlen olyanK nem �res kompakt

halmaz l�tezik, amelyre K = ∪s
i=1fi(K).

* 2.4.15. Feladat [9℄. Az el�z� feladat jel�l�seivel, mutassuk meg, hogy ha valamely

m ∈ R-re
∑s

i=1

(

Lip(fi)
)m

= 1, akkor χm
(K) <∞.

* 2.4.16. Feladat [14℄. Az el�z� feladat jel�l�seivel, bizony¡tsuk be, hogy ha az fi
f�ggv�nyek hasonl¢s gok, �s az fi(K) halmazok diszjunktak, akkor χm

(K) > 0. (L sd

Lazkovih [26℄, 107. o.)

* 2.4.17. Feladat [14℄. Az el�z� feladat jel�l�seivel, igazoljuk, hogy ha X = Rn
, �s

nem tudjuk, hogy az fi(K) halmazok diszjunktak, sak azt, hogy van olyan G nem �res

korl tos ny¡lt halmaz, amelyre az fi(G) halmazok diszjunkt r�szhalmazai G-nek, akkor
is χm

(K) > 0. (L sd Lazkovih [26℄, 109. o.)

2.4.18. Feladat: Sierpi�nski-sz�nyeg [6℄. Az el�z� feladatok seg¡ts�g�vel sok hal-

maz Hausdor�-dimenzi¢ja k�nnyen meghat rozhat¢. Hat rozzuk meg az al bbi lek�pez�-

sekhez tartoz¢ kompakt halmaz Hausdor�-dimenzi¢j t: fi,j(x, y) = (x/3+i/3, y/3+j/3),
i, j ∈ {0, 1, 2}, de nem mindkett� 2.
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2.5. A Haar-m�rt�k l�tez�se

Az al bbiakban megkonstru land¢ m�rt�k alapvet� fontoss g£ a topologikus so-

portok elm�let�ben.

* 2.5.1. De�n¡i¢. Legyen G egy soport, A a G r�szhalmazainak egy σ-algebr ja,
µ pedig egy m�rt�k az A-beli halmazokon. Azt mondjuk, hogy µ bal [jobb℄ invari ns

m�rt�k, ha minden x ∈ G �s A ∈ A eset�n xA ∈ A [Ax ∈ A℄ �s µ(xA) = µ(A)
[µ(Ax) = µ(A)℄. Ha G Hausdor�-soport, akkor egy bal [jobb℄ Haar-m�rt�k alatt egy

olyan bal [jobb℄ invari ns Radon-m�rt�ket �rt�nk, amely megegyezik saj t term�szetes

kiterjeszt�s�vel, �s amelyre minden nem �res ny¡lt halmaz m�rt�ke pozit¡v.

* 2.5.2. T�tel: Haar-m�rt�k l�tez�se. Minden lok lisan kompakt Hausdor�-

soporton l�tezik bal [jobb℄ Haar-m�rt�k.

Bizony¡t s. Csak a bal Haar-m�rt�k konstruki¢j val foglalkozunk, a jobb Haar-

m�rt�k konstruki¢ja anal¢g. Legyen G a topologikus soport. Ha A,B ⊂ G, akkor
legyen

A : B = inf

{

n : l�teznek xi ∈ G elemek, hogy A ⊂ ∪n
i=1xiB

}

.

R�gz¡ts�nk egy C
0

nem �res belsej� kompakt halmazt, �s minden C kompakt halmazra

�s nem �res belsej� U halmazra k�pezz�k a

µU (C) =
C : U

C
0

: U

Haar-f�le h nyadosokat. A sz ml l¢ durv n m�ri, hogy C h nyszor nagyobb, mint U ,
a C

0

: U -val val¢ oszt s pedig kik�sz�b�li az U �alakj b¢l" ered� hib t, C
0

-hoz mint

�egys�ghez" t�rt�n� viszony¡t ssal. A µU halmazf�ggv�ny nemnegat¡v val¢s �rt�k�, v�-

gesen szubaddit¡v

(

azaz ha C ⊂ ∪n
k=1Ck, akkor µU (C) ≤

∑n
k=1 µU (Ck)

)

, bal invari ns,

µU (C0

) = 1 minden U -ra, tov bb  µU �majdnem addit¡v": ha (C
1

U−1

) ∩ (C
2

U−1

) = ∅,
akkor nins olyan x ∈ G, amelyre C

1

∩ (xU) �s C
2

∩ (xU) egyike sem �res, ¡gy

µU (C1

∪C
2

) = µU (C1

) + µU (C2

).

A C : U ≤ (C : C
0

)(C
0

: U) besl�sb�l l tszik, hogy 0 ≤ µU (C) ≤ C : C
0

< ∞ minden

U -ra. A soport egys�gelem�re �sszeh£zva U -t hat r�rt�ket akarunk k�pezni, �s ehhez

Tyihonov t�tel�t (a 11.2.12. t�telt) haszn ljuk fel. Ha U az egys�gelem egy k�rnyezete,

tekints�k a

∏

C [0, C : C
0

℄ szorzatt�rben (a [0, C : C
0

℄ z rt intervallumok szorzata G
�sszes C kompakt r�szhalmaz ra veend�) az

M(U) = {µV : ∅ 6= V ⊂ U , V ny¡lt}

halmazt. Az M(U) halmazok entr lt rendszert alkotnak, ¡gy lez rtjaik metszete nem

�res. Legyen µ
0

ennek egy eleme. Ekkor µ
0

egy olyan f�ggv�ny a kompakt halmazokon,

amelyre 0 ≤ µ
0

(C) ≤ C : C
0

<∞. Megmutatjuk, hogy µ
0

addit¡v. Ha C
1

�s C
2

diszjunkt
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kompakt halmazok, akkor 11.2.19. szerint van olyan U k�rnyezete az egys�gelemnek, hogy

C
1

U−1 ∩ C
2

U−1

= ∅. Ebb�l minden ∅ 6= V ⊂ U ny¡lt halmazra

µV (C1

∪C
2

) = µV (C1

) + µV (C2

).

A szorzatt�r azon ϕ elemeii, amelyekre ϕ(C
1

∪ C
2

) = ϕ(C
1

) + ϕ(C
2

), egy z rt halmazt

alkotnak, �s ennek r�sze M(U), teh t a lez rtja is, amib�l µ
0

ennek a halmaznak eleme.

Hasonl¢an ad¢dik, hogy µ
0

szubaddit¡v, bal invari ns, �s µ
0

(C
0

) = 1.

Legyen

µ(U) = sup

{

µ
0

(C) : C kompakt, C ⊂ U
}

,

ha U ny¡lt halmaz. Nyilv n µ bal invari ns. Megmutatjuk, hogy a µ nemnegat¡v b�v¡tett

val¢s �rt�k� halmazf�ggv�ny σ-szubaddit¡v. Ha U
1

�s U
2

ny¡lt halmazok, �s C ⊂ U ⊂
U
1

∪ U
2

kompakt halmaz, akkor C \ U
1

�s C \ U
2

diszjunkt kompakt halmazok, ¡gy

l�teznek V
1

�s V
2

diszjunkt, ny¡lt halmazok, amelyekre C \ U
1

⊂ V
1

�s C \ U
2

⊂ V
2

.

Legyen C
1

= C \ V
1

⊂ U
1

�s C
2

= C \ V
2

⊂ U
2

. Ekkor C = C
1

∪ C
2

,

µ
0

(C) ≤ µ
0

(C
1

) + µ
0

(C
2

) ≤ µ(U
1

) + µ(U
2

),

�s a bal oldalon szupr�mumot v�ve, µ(U) ≤ µ(U
1

) + µ(U
2

) ad¢dik. Innen teljes induk-

i¢val kapjuk a v�ges szubadditivit st. Ha C ⊂ U ⊂ ∪iUi, akkor mindig kiv laszthat¢

egy v�ges r�szlefed�se C-nek, ¡gy a szubadditivit sb¢l µ
0

(C) ≤∑i µ(Ui), amib�l szupr�-

mumot v�ve ad¢dik a σ-szubadditivit s. K�pezz�k a µ-h�z tartoz¢ k�ls� m�rt�ket. A µ
halmazf�ggv�ny σ-szubadditivit sa miatt ez kiterjeszt�se µ-nek, jel�lje ezt is µ. Nyilv n
µ bal invari ns, �s

µ(A) = inf

{

µ(U) : A ⊂ U, U ny¡lt

}

minden A ⊂ G-re. Megmutatjuk, hogy a ny¡lt halmazok m�rhet�ek. Azt kell bel tnunk,

hogy

µ(T ) ≥ µ(T ∩ A) + µ(T \A),
ha T , A ny¡lt halmazok �s µ(T ) < ∞. Az A-t T ∩ A-val helyettes¡tve, A ⊂ T feltehet�,

ekkor µ(T ∩ A) helyett µ(A) ¡rhat¢, ¡gy el�g bel tnunk, hogy ε > 0 eset�n

µ(T \A) ≤ µ(T )− µ(A) + ε.

V lasszunk egy C ⊂ A kompakt halmazt, amelyre µ
0

(C) > µ(A) − ε. A V = T \ C
jel�l�ssel, T \A ⊂ V miatt, el�g bel tnunk, hogy

µ(V ) ≤ µ(T )− µ(A) + ε.

Ha ez nem teljes�lne, akkor l�tezne olyan D ⊂ V kompakt halmaz, amelyre µ
0

(D) >
µ(T )− µ(A) + ε. De

µ
0

(C ∪D) = µ
0

(C) + µ
0

(D) > µ(T )− µ(A) + µ
0

(C) + ε > µ(T ),

ami ellentmond s.

Nyilv n µ(C◦
) ≤ µ

0

(C) ≤ µ(C). A bal oldali egyenl�tlens�get felhaszn lva, kapjuk,

hogy a kompakt halmazokon µ v�ges, a jobb oldalit felhaszn lva pedig, hogy egy ny¡lt

halmaz m�rt�ke a benne l�v� kompaktak m�rt�keinek szupr�muma. V�g�l, a C
0

halmazra

alkalmazva az egyenl�tlens�get, az ad¢dik, hogy µ(C
0

) pozit¡v. Ebb�l minden ny¡lt

halmaz m�rt�ke pozit¡v, mert v�ges sok eltoltja lefedi C
0

-t.



3. M�RHET� F�GGV�NYEK

3.1. A m�rhet� f�ggv�nyek fogalma

3.1.1. Majdnem minden�tt. LegyenX egy halmaz. Ha P egy pontbeli tulajdon-

s g (azaz P (x) igaz vagy hamis lehet: x 7→ P (x) egy logikai f�ggv�ny), akkor haszn lni

fogjuk az

X(P ) =
{

x : x ∈ X , P (x) �rtelmezve van �s igaz

}

jel�l�st. P�ld ul, ha f �s g val¢s �rt�k� f�ggv�nyek, akkor X(f > g) az
{

x : x ∈ X , x ∈ dmn f , x ∈ dmn g, f(x) > g(x)
}

halmazt jelenti.

Ha (X,A, µ) egy m�rt�kt�r, akkor gyakran mondjuk, hogy egy P pontbeli tulajdon-

s g µ-majdnem minden�tt teljes�l az A ⊂ X halmazon. Ez azt jelenti, hogy A azon

pontjainak halmaza, ahol P nem igaz, vagy nins �rtelmezve, azaz az A \ A(P ) halmaz
µ-m�rhet� �s m�rt�ke 0. P�ld ul f = g µ-majdnem minden�tt azt jelenti, hogy az

{

x : x ∈ X , x 6∈ dmn f vagy x 6∈ dmn g vagy f(x) 6= g(x)
}

halmaz µ-m�rhet� �s m�rt�ke nulla. Mint majd l tni fogjuk, sz mos konvergeniat�teln�l

a nulla m�rt�k� halmazok nem j tszanak szerepet, ¡gy �minden�tt" helyett gyakran

�majdnem minden�tt" ¡rhat¢.

3.1.2. Lemma. Ha (X,A) m�rhet� t�r, Y halmaz, f pedig X egy m�rhet� r�sz-

halmaz n �rtelmezett f�ggv�ny Y -beli �rt�kekkel, akkor az

{E : E ⊂ Y , f−1

(E) ∈ A}
halmazrendszer Y r�szhalmazainak egy σ-algebr ja.

Bizony¡t s. f−1

(Y ) = A jel�l�ssel A ∈ A �s az

f−1

(Y \ E) = A \ f−1

(E),

valamint az

f−1

(∪∞
i=1Ei) =

∞
⋃

i=1

f−1

(Ei)

�sszef�gg�sb�l k�vetkezik az  ll¡t s.
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3.1.3. De�n¡i¢. Tegy�k fel, hogy (X,A) �s (Y,B) m�rhet� terek. Egy f ∈ X →
Y , azaz X valamely r�szhalmaz t Y -ba k�pez� f f�ggv�nyt (A,B)-m�rhet�nek vagy

r�viden m�rhet�nek nevez�nk, ha f−1

(B) ∈ A minden B ∈ B-re. Megjegyezz�k, hogy

dmn f = f−1

(Y ) ∈ A.
A leggyakoribb eset az, amikor Y topologikus t�r. Ilyenkor f -et A-m�rhet�nek vagy

r�videbben m�rhet�nek nevezz�k, ha f−1

(B) ∈ A minden B Borel-halmaz ra Y -nak.
Sokszor, ha (X,A, µ) m�rt�kt�r, akkor A-m�rhet� helyett µ-m�rhet�t mondunk.

Ha X is topologikus t�r, akkor f -et Borel-f�ggv�nynek nevezz�k, ha f−1

(B) Borel-
halmaz X-ben minden B Borel-halmaz ra Y -nak.

Az el�z� lemma mutatja, hogy Y Borel-halmazainak rendszere helyett m s halmaz-

rendszert is v laszthattunk volna, p�ld ul az f f�ggv�ny pontosan akkor m�rhet�, ha

f−1

(B) ∈ A minden B ⊂ Y ny¡lt halmazra, �s pontosan akkor Borel-f�ggv�ny, ha f−1

(B)
Borel-halmaz X-ben minden B ⊂ Y ny¡lt halmazra. Spei lisan, X egy Borel-halmaz n

�rtelmezett �s ott folytonos f�ggv�ny Borel-f�ggv�ny.

A de�n¡i¢t az motiv lja, hogy a m�rt�kelm�let eszk�zeivel egy f�ggv�ny akkor ke-

zelhet�, ha a k�pt�r sok r�szhalmaz ra azon pontok halmaza, amelyek k�pe ebben az

adott halmazban van, kezelhet� a m�rt�kelm�let eszk�zeivel. P�ld ul gyakran sz�ks�-

g�nk lesz X(f < a) = f−1

[−∞, a), X(f ≤ a) = f−1

[−∞, a℄ stb. t¡pus£, £gynevezett
�n¡v¢halmazok" m�rhet�s�g�re.

Az al bbi lemma lehet�v� teszi, hogy m�rhet� f�ggv�nyekb�l m�rhet� f�ggv�nyeket

rakjunk �ssze.

3.1.4. Lemma. Ha (X,A) m�rhet� t�r, Y topologikus t�r, X az Ai m�rhet�

halmazok megsz ml lhat¢ uni¢ja, �s minden i-re az f f�ggv�ny az Ai halmazon egy

fi ∈ X → Y m�rhet� f�ggv�nnyel egyezik meg, akkor f m�rhet�.

Bizony¡t s. Nyilv n f−1

(V ) = ∪i

(

f−1

(V ) ∩ Ai

)

, de f−1

(V ) ∩ Ai = f−1

i (V ) ∩ Ai

m�rhet�, ha V ⊂ Y ny¡lt.

3.1.5. K�vetkezm�ny. Ha egy teljes m�rt�kt�ren egy f�ggv�ny majdnem minde-

n�tt egyenl� egy m�rhet� f�ggv�nnyel, akkor m�rhet�.

3.1.6. T�tel. Legyen (X,A)m�rhet� t�r, �s Y topologikus t�r. Legyen f ∈ X → Y
egy f�ggv�ny.

(1) Ha az f f�ggv�ny A-m�rhet�, Z topologikus t�r �s g ∈ Y → Z Borel-f�ggv�ny, akkor

g ◦ f is A-m�rhet�.

(2) Ha Y az Y
1

, Y
2

, . . . megsz ml lhat¢ b zis£ topologikus terek szorzata, akkor f pon-

tosan akkor A-m�rhet�, ha az f(x) =
(

f
1

(x), f
2

(x), . . .
)

�sszef�gg�ssel de�ni lt fi
koordin taf�ggv�nyek A-m�rhet�ek minden i-re.

Bizony¡t s. (1) igaz, mivel ha C Borel-halmaz Z-ben, akkor g−1

(C) Borel-halmaz
Y -ban, �s ¡gy (g ◦ f)−1

(C) = f−1

(

g−1

(C)
)

∈ A.
(2) egyik fele k�vetkezik abb¢l, hogy a

pi(y1, y2, . . . ) = yi, ha y ∈ Y
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�sszef�gg�ssel de�ni lt projeki¢k folytonosak, teh t Borel-f�ggv�nyek, amib�l fi = pi◦f
m�rhet�. M sr�szt, ha Vi megsz ml lhat¢ b zisa Yi-nek (i = 1, 2, . . . ), akkor a

V =

{

V
1

× V
2

× . . .× Vn × Yn+1 × Yn+2 × . . . : n ∈ N, Vi ∈ Vi, i = 1, 2, . . . , n
}

halmazrendszer megsz ml lhat¢ b zisa Y topol¢gi j nak. Ha az fi f�ggv�nyek m�rhe-

t�ek �s V = V
1

× V
2

× . . .× Vn × Yn+1 × Yn+2 × . . . ∈ V , akkor

f−1

(V ) = f−1

1

(V
1

) ∩ f−1

2

(V
2

) ∩ . . . ∩ f−1

n (Vn) ∩ f−1

n+1(Yn+1) ∩ . . .

m�rhet�, ¡gy, l�v�n

{

E : E ⊂ Y , f−1

(E) ∈ A
}

σ-algebra, a V-beli halmazok megsz ml lhat¢ egyes¡t�sek�nt el� ll¢ ny¡lt halmazok f
 ltali teljes inverz k�pe is m�rhet�, azaz f m�rhet�.

3.1.7. T�tel. Legyen (X,A) m�rhet� t�r, f �s g b�v¡tett val¢s �rt�k� m�rhet�

f�ggv�nyek �s c ∈ R. Ekkor a cf , |f |, 1/f , max{f, g}, f + g, fg f�ggv�nyek m�rhet�ek.

Bizony¡t s. Az els� h rom  ll¡t s k�vetkezik 3.1.6.(1)-b�l, hiszen az y 7→ cy, y 7→
|y|, y 7→ 1/y f�ggv�nyek Borel-f�ggv�nyek R-en. A max{f, g}, f + g �s fg m�rhet�s�ge

abb¢l k�vetkezik, hogy 3.1.6.(2) szerint az

x 7→
(

f(x), g(x)
)

, ha x ∈ dmn f ∩ dmn g

f�ggv�ny m�rhet�, az (y
1

, y
2

) 7→ max{y
1

, y
2

}, (y
1

, y
2

) 7→ y
1

+ y
2

, illetve (y
1

, y
2

) 7→ y
1

y
2

f�ggv�nyek pedig Borel-f�ggv�nyek R× R-en, ¡gy az x 7→ max

{

f(x), g(x)
}

, x 7→ f(x) +
g(x) �s az x 7→ f(x)g(x) �sszetett f�ggv�nyek is m�rhet�ek.

* 3.1.8. T�tel. Legyen (X,A) m�rhet� t�r, Y szepar bilis norm lt t�r K felett, f
m�rhet� f�ggv�ny K-beli �rt�kekkel, g, h pedig m�rhet� f�ggv�nyek Y -beli �rt�kekkel.
Ekkor fg �s g + h m�rhet�ek.

Bizony¡t s. Az el�z� t�tel bizony¡t sa haszn lhat¢.

A k�vetkez� t�tel b�v¡tett val¢s �rt�k� f�ggv�nyekkel foglalkozik.

3.1.9. T�tel. Legyen (X,A) m�rhet� t�r, �s f az X egy m�rhet� r�szhalmaz n

�rtelmezett, b�v¡tett val¢s �rt�k� f�ggv�ny, S pedig s�r� r�szhalmazaR-nak. A k�vetkez�

felt�telek ekvivalensek:

(1) az f f�ggv�ny A-m�rhet�;

(2) X(f > a) ∈ A minden a ∈ S-re;

(3) X(f < a) ∈ A minden a ∈ S-re;

(4) X(f ≥ a) ∈ A minden a ∈ S-re;

(5) X(f ≤ a) ∈ A minden a ∈ S-re.

Tov bb , ha a fenti felt�telek fenn llnak, akkor
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(6) X(f = a) ∈ A minden a ∈ S-re.

Bizony¡t s. El�sz�r is megjegyezz�k, hogy ha A az f �rtelmez�si tartom nya, ak-

kor X(f > a) = A \ X(f ≤ a), illetve X(f ≤ a) = A \ X(f > a) miatt (2) �s (5)

ekvivalensek. Hasonl¢an (3) �s (4) is ekvivalensek. Mivel X(f > a) = f−1

(

(a,∞℄

)

�s

(a,∞℄ ny¡lt R-ban, (1)-b�l k�vetkezik (2). Megford¡tva, ha (2) teljes�l, akkor a

B =

{

E : f−1

(E) ∈ A
}

halmazrendszer R r�szhalmazainak olyan σ-algebr ja, amely az (a,∞℄, a ∈ S alak£

halmazokat tartalmazza. De ha a, an, b, bn ∈ S, a < b �s an ↑ a, bn ↑ b, akkor (a, b℄ =
(a,∞℄\ (b,∞℄, (a, b) = ∪∞

n=1(a, bn℄ �s [−∞, a) = R\∩∞
n=1(an,∞℄, ¡gy B minden [−∞, a),

(a,∞℄, (a, b), a, b ∈ S intervallumot tartalmaz. Ha v lasztunk S-nek egy megsz ml lhat¢
s�r� r�szhalmaz t, �s ezen intervallumok k�z�l sak azokat tekintj�k, amelyeknek a, b
v�gpontjai ebbe a megsz ml lhat¢ halmazba esnek, megsz ml lhat¢ b zis t kapjuk R

topol¢gi j nak. Ebb�l k�vetkezik, hogy minden ny¡lt halmaz benne van B-ben, azaz f
m�rhet�. Hasonl¢an l that¢ be, hogy (1) �s (3) ekvivalensek. V�g�l X(f = a) = X(f ≥
a) ∩X(f ≤ a).

Ha egy f�ggv�ny egy Radon-m�rt�kkel ell tott teret k�pez le folytonosan egy m -

sik topologikus t�rbe, akkor a folytonoss g �s a m�rhet�s�g de�n¡i¢j nak �sszevet�s�vel

azonnal l that¢, hogy a f�ggv�ny m�rhet�. Trivi lis ellenp�ld k mutatj k, hogy a meg-

ford¡t s nem igaz. A k�vetkez� t�tel azonban m�gis azt mutatja, hogy a m�rhet�s�g nem

 ll nagyon messze a folytonoss gt¢l.

3.1.10. Luzin-t�tel. Legyen µ Radon-m�rt�k X-en, Y megsz ml lhat¢ b zis£

topologikus t�r, A v�ges m�rt�k� m�rhet� r�szhalmazaX-nek, f pedig az A r�szhalmazon

�rtelmezett m�rhet� f�ggv�ny Y -beli �rt�kekkel. Ekkor minden ε > 0-hoz van olyan K
kompakt r�szhalmaza X-nek, hogy K ⊂ A, µ(A \K) < ε �s f | K folytonos.

Bizony¡t s. Oxtoby [34℄ k�nyv�nek bizony¡t s t haszn ljuk. Az approxim i¢s

t�tel szerint van olyan C kompakt r�szhalmaza A-nak, hogy µ(A \ C) < ε/2. Legyen

V
1

, V
2

, V
3

, . . . egy megsz ml lhat¢ b zisa Y -nak. Mivel az f−1

(Vi) ⊂ A halmazok µ-
m�rhet�ek, v laszthatunk olyan Gi ny¡lt �s Ki kompakt halmazokat, amelyekre

Ki ⊂ f−1

(Vi) ⊂ Gi �s µ(Gi \Ki) <
ε

2

i+1
.

Legyen G = ∪∞
i=1(Gi \Ki) �s K = C \G. Nyilv n K kompakt r�szhalmaza A-nak �s

µ(A \K) ≤ µ(A \ C) + µ(C \K) <
ε

2

+ µ(G) <
ε

2

+

∞
∑

i=1

ε

2

i+1
= ε.

Jel�lje g az f megszor¡t s t K-ra. Mivel

g−1

(Vi) = f−1

(Vi) ∩K = Gi ∩K,

g folytonos K-n mint alt�ren.
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* 3.1.11. K�vetkezm�ny. Ha az el�z� t�telben Y = R �s X lok lisan kompakt,

akkor Tietze kiterjeszt�si t�tele (11.3.15.) szerint f | K kiterjeszthet� a folytonoss g

megtart s val egy g kompakt tart¢j£, az eg�sz X-en �rtelmezett f�ggv�nny�, �s erre a

f�ggv�nyre µA(f 6= g) < ε.

* 3.1.12. T�tel. Ha µ Radon-m�rt�k X-en, Y megsz ml lhat¢ b zis£ topologikus

t�r, f az X egy m�rhet� �s σ-v�ges A r�szhalmaz n �rtelmezett m�rhet� f�ggv�ny Y -
beli �rt�kekkel, akkor van olyan B ⊂ A Borel-halmaz, amelyre µ(A \ B) = 0 �s f | B
Borel-f�ggv�ny.

Bizony¡t s. Legyen A = ∪∞
n=1An, ahol µ(An) < ∞, �s v lasszunk minden n-re

olyan Kn,k ⊂ An kompakt halmazokat, amelyekre f | Kn,k folytonos �s µ(An \Kn,k) <
1/k. Legyen B = ∪∞

n=1 ∪∞
k=1 Kn,k. Ekkor

µ(An \ ∪∞
k=1Kn,k) ≤ µ(An \Kn,k) ≤

1

k
→ 0

�s

µ(A \B) ≤
∞
∑

n=1

µ(An \ ∪∞
k=1Kn,k) = 0.

Ha V ny¡lt r�szhalmaza Y -nak, akkor

(f | B)−1

(V ) = f−1

(V ) ∩B =

∞
⋃

n=1

∞
⋃

k=1

(

f−1

(V ) ∩Kn,k

)

.

Mivel f−1

(V ) ∩ Kn,k = (f | Kn,k)
−1

(V ) ny¡lt a Kn,k alt�rben, �s ¡gy Borel-halmaz,

(f | B)−1

(V ) is Borel-halmaz.

→ 3.1.13. 3.1.13. Feladat [10℄. Adjunk meg olyan f : [0, 1℄ → R Lebesgue-m�rhet�

f�ggv�nyt, amelynek semmilyen 1 m�rt�k� A ⊂ [0, 1℄ halmazra vett megszor¡t sa sem

folytonos.
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3.2. M�rhet� f�ggv�nyek sorozatai

3.2.1. T�tel. Ha (X,A) m�rhet� t�r, Y metrikus t�r, f, fn : X → Y , az fn
f�ggv�nyek m�rhet�ek, �s fn(x) → f(x) minden x ∈ X-re, akkor f is m�rhet�.

Bizony¡t s. Megmutatjuk, hogy ha V ny¡lt r�szhalmaza Y -nak, akkor

f−1

(V ) =
∞
⋃

j=1

∞
⋃

n=1

∞
⋂

k=n

f−1

k

{

y : dist(y, Y \ V ) > 1/j
}

.

Ebb�l m r k�vetkezik a bizony¡tand¢  ll¡t s, mivel y 7→ dist(y,A) folytonos f�ggv�ny, ¡gy
az

{

y : dist(y, Y \ V ) > 1/j
}

halmazok ny¡ltak, amib�l a jobb oldalon m�rhet� halmaz

 ll.

Legyen x ∈ f−1

(V ), azaz tegy�k fel, hogy f(x) ∈ V . Mivel V ny¡lt, van olyan

j, hogy U
(

f(x), 2/j
)

⊂ V . Mivel fk(x) → f(x), van olyan n, hogy k ≥ n eset�n

f(x) �s fk(x) t vols ga kisebb, mint 1/j. Ekkor dist

(

fk(x), Y \ V
)

> 1/j, amib�l x
eleme a jobb oldalnak. Megford¡tva, ha x eleme a jobb oldalnak, akkor van olyan j
�s n, hogy k ≥ n eset�n dist

(

fk(x), Y \ V
)

> 1/j. Hat r tmenettel azt kapjuk, hogy

dist

(

f(x), Y \ V
)

≥ 1/j, amib�l f(x) ∈ V .

3.2.2. T�tel. Legyen (X,A) m�rhet� t�r, �s legyenek fn : X → R, n = 1, 2, . . .
m�rhet� f�ggv�nyek. Ekkor az al bbi �sszef�gg�sekkel de�ni lt f�ggv�nyek m�rhet�ek:

(1) (supn fn)(x) = supn fn(x) = sup

{

fn(x) : n = 1, 2, . . .
}

, ha x ∈ X ;

(2) (infn fn)(x) = infn fn(x) = inf

{

fn(x) : n = 1, 2, . . .
}

, ha x ∈ X ;

(3) (lim supn→∞ fn)(x) = infn supk≥n fk(x), ha x ∈ X ;

(4) (lim infn→∞ fn)(x) = supn infk≥n fk(x), ha x ∈ X .

Bizony¡t s. (1) a minden a ∈ R-re fenn ll¢

X(supn fn > a) =

∞
⋃

n=1

X(fn > a)

�sszef�gg�sb�l k�vetkezik. (2) hasonl¢an mutathat¢ meg. (3) �s (4) az (1)-b�l �s a (2)-b�l

k�vetkezik.

3.2.3. K�vetkezm�ny. Legyen (X,A, µ) teljes m�rt�kt�r, f, fn : X → R, n =

1, 2, . . . f�ggv�nyek. Ha az fn f�ggv�nyek m�rhet�ek, �s az fn f�ggv�nysorozat majdnem

minden�tt konverg l az f f�ggv�nyhez, akkor f is m�rhet�.

Bizony¡t s. Az f f�ggv�ny majdnem minden�tt egyenl� a lim supn→∞ fn m�rhet�

f�ggv�nnyel.
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3.2.4. M�rt�kben val¢ konvergenia. A m�rhet� f�ggv�nyek k�r�ben a majd-

nem minden�tti konvergenia mellett a m�rt�kben val¢ konvergenia j tszik fontos sze-

repet. P�ld ul mindk�t konvergenia igen fontos a val¢sz¡n�s�gsz m¡t sban.

Legyen (X,A, µ) egy m�rt�kt�r, (Y, d) szepar bilis metrikus t�r. Jel�lje L0

Y (µ) az
X → Y -beli µ-majdnem minden�tt �rtelmezett m�rhet� f�ggv�nyek oszt ly t. Ha f, g ∈
L0

Y (µ), akkor 3.1.6. szerint x 7→
(

f(x), g(x)
)

�s ¡gy x 7→ d
(

f(x), g(x)
)

is m�rhet�. Ha

f, fn ∈ L0

Y (µ), akkor azt mondjuk, hogy fn m�rt�kben konverg l f -hez, ha minden

σ > 0-ra µX
(

d(fn, f) > σ
)

→ 0, ha n→ ∞.

* 3.2.5. Megjegyz�s. Megmutatjuk, hogy a m�rt�kben val¢ konvergenia metrik -

b¢l, pontosabban elt�r�sb�l sz rmaztathat¢. Legyen

d
0

(f, g) = inf

{

ε : ε ∈ R, µX
(

d(f, g) > ε
)

≤ ε
}

.

Megmutatjuk, hogy

(1) µX
(

d(f, g) > d
0

(f, g)
)

≤ d
0

(f, g),

azaz a d
0

(f, g) de�n¡i¢j ban a jobb oldalon szerepl� halmaz tartalmazza a pontos als¢

korl tj t. Legyen ε = d
0

(f, g) �s v lasszunk olyan εn ↓ ε sorozatot, amelyre

µX
(

d(f, g) > εn
)

≤ εn.

Az X
(

d(f, g) > εn
)

halmazsorozat monoton n�veked� �s egyes¡t�se X
(

d(f, g) > ε
)

, ¡gy

a m�rt�k folytonoss ga miatt

µX
(

d(f, g) > ε
)

= lim

n→∞
µX
(

d(f, g) > εn
)

≤ lim

n→∞
εn = ε,

ami a bizony¡tand¢  ll¡t s.

Megmutatjuk, hogy d
0

elt�r�s L0

Y (µ)-n. Nyilv nval¢, hogy nemnegat¡v �s szimmet-

rikus. A h romsz�g-egyenl�tlens�g a nyilv nval¢

X
(

d(f, h) > d
0

(f, g) + d
0

(g, h)
)

⊂ X
(

d(f, g) > d
0

(f, g)
)

∪X
(

d(g, h) > d
0

(g, h)
)

tartalmaz sb¢l �s (1)-b�l k�vetkezik. (1)-b�l az is k�vetkezik, hogy d
0

(f, g) = 0 pontosan

akkor teljes�l, ha f = g majdnem minden�tt.

V�g�l bel tjuk, hogy d
0

(fn, f) → 0 ekvivalens a m�rt�kben val¢ konvergeni val.

Val¢ban, ha fn m�rt�kben konverg l f -hez, akkor minden σ > 0-hoz van olyan N , hogy

ha n ≥ N , akkor µX
(

d(fn, f) > σ
)

≤ σ, azaz d
0

(fn, f) ≤ σ. Megford¡tva, ha n ≥ N
eset�n d

0

(fn, f) ≤ min{ε, σ}, akkor (1) szerint

µX
(

d(fn, f) > σ
)

≤ µX
(

d(fn, f) > min{ε, σ}
)

≤ min{ε, σ} ≤ ε.

3.2.6. Jegorov t�tele. Legyen (X,A, µ) v�ges m�rt�kt�r, (Y, d) szepar bilis met-

rikus t�r, f, fn : X → Y (n = 1, 2, . . . ) m�rhet� f�ggv�nyek. Ha az fn f�ggv�nysorozat
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majdnem minden�tt konverg l f -hez, akkor minden δ > 0-hoz van olyan A m�rhet� r�sz-

halmaza X-nek, hogy µ(X \ A) < δ �s az A halmazon a konvergenia egyenletes, azaz

minden ε > 0-hoz van olyan N ∈ N, hogy ha n > N , akkor

d
(

fn(x), f(x)
)

< ε minden x ∈ A-ra.

Bizony¡t s. Legyen

Ai,j =

∞
⋃

n=j

X
(

d(fn, f) ≥ 1/i
)

,

ha i �s j pozit¡v eg�szek. Az Ai,j halmazok m�rhet�ek. Vegy�k �szre, hogy b rmely

r�gz¡tett i eset�n, ha egy x ∈ X-re limn→∞ fn(x) = f(x), akkor x 6∈ Ai,j valamely j-re,
¡gy x 6∈ ∩∞

k=1Ai,k, amib�l µ(∩∞
k=1Ai,k) = 0. �gy a m�rt�k folytonoss ga miatt minden i-re

µ(Ai,j) → 0, ha j → ∞. V lasszunk minden i-hez egy olyan ji-t, amelyre µ(Ai,ji ) < δ/2i,
�s  lljon A azX �sszes olyan pontjaib¢l, amelyek ninsenek benne egyetlen Ai,ji -ben sem.

Ekkor

µ(X \A) = µ
(

∪∞
i=1Ai,ji

)

< δ.

Ha ε > 0 �s 1/i < ε, akkor b rmely x ∈ A-ra x 6∈ Ai,ji miatt

d
(

fn(x), f(x)
)

<
1

i
< ε, ha n ≥ ji.

A k�vetkez� k�t t�telben a m�rt�kben val¢ �s a majdnem minden�tti konvergenia

kapsolat val foglalkozunk.

3.2.7. Lebesgue t�tele. Legyen (X,A, µ) v�ges m�rt�kt�r, (Y, d) szepar bilis

metrikus t�r, f, fn : X → Y (n = 1, 2, . . . ) m�rhet� f�ggv�nyek. Ha az fn f�ggv�nysoro-

zat majdnem minden�tt konverg l f -hez, akkor fn m�rt�kben is konverg l f -hez.

Bizony¡t s. Jegorov t�tele szerint, minden ε, σ > 0-hoz van olyan N ∈ N, hogy ha

n > N , akkor

µX
(

d(fn, f) > σ
)

≤ ε.

3.2.8. Riesz-f�le kiv laszt si t�tel. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, (Y, d) szepar -
bilis metrikus t�r, f, fn (n = 1, 2, . . . ) m�rhet� f�ggv�nyek. Ha fn m�rt�kben konverg l

f -hez, akkor fn-nek van olyan fnk
r�szsorozata, amely majdnem minden�tt konverg l

f -hez.

Bizony¡t s. V lasszunk teljes induki¢val olyan n
1

< n
2

< n
3

< . . . term�szetes
sz mokat, amelyekre µX

(

d(fnk
, f) > 1/k

)

≤ 1/2k teljes�l k = 1, 2, 3, . . . -ra. Legyen

Ai =

∞
⋃

k=i

X
(

d(fnk
, f) > 1/k

)

,
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ha i = 1, 2, 3, . . . , �s A = ∩∞
i=1Ai. Ekkor

µ(Ai) ≤
∞
∑

k=i

µX
(

d(fnk
, f) > 1/k

)

≤
∞
∑

k=i

1

2

k
=

1

2

i−1

,

�s A
1

⊃ A
2

⊃ A
3

⊃ . . . , valamint µ(A
1

) ≤ 1 <∞ miatt

0 ≤ µ(A) = lim

i→∞
µ(Ai) ≤ lim

i→∞

1

2

i−1

= 0.

Ezek ut n el�g megmutatnunk, hogy ha x ∈ X \ A, akkor fnk
(x) → f(x). Val¢ban, ha

x ∈ X \A, akkor van olyan i, hogy x 6∈ Ai, azaz k ≥ i-re

d
(

fnk
(x), f(x)

)

≤ 1

k
→ 0,

amint k → ∞.

3.2.9. De�n¡i¢. Legyenek X �s Y halmazok. Az f : X → Y f�ggv�nyt egyszer�

f�ggv�nynek nevezz�k, ha �rt�kk�szlete v�ges.

A k�vetkez� lemma fontos tehnikai seg�deszk�z.

3.2.10. Approxim i¢s lemma nemnegat¡v f�ggv�nyekre. Legyen (X,A)
m�rhet� t�r, f : X → [0,∞℄ m�rhet� f�ggv�ny. Ekkor l�tezik olyan sn : X → R

nemnegat¡v m�rhet� egyszer� f�ggv�nyekb�l  ll¢ s
1

≤ s
2

≤ s
3

≤ . . . sorozat, amely

pontonk�nt konverg l f -hez.

Bizony¡t s. Legyen rn egy olyan pozit¡v tag£ sz msorozat, amelyre limn→∞ rn = 0

�s

∑∞
n=1 rn = ∞, legyen s

0

(x) ≡ 0, legyen tov bb  induki¢val

An = X(f ≥ rn + sn−1

) �s sn = sn−1

+ rnξAn
,

ahol ξAn
az An karakterisztikus f�ggv�nye. Ha f(x) = ∞, akkor x ∈ An minden n-re, �s

¡gy sn(x) =
∑n

i=1 ri → ∞ = f(x). Ha 0 ≤ f(x) < ∞, akkor v�gtelen sok olyan n van,

amelyre x 6∈ An, �s minden ilyen n-re rn > f(x)− sn−1

(x) ≥ 0.

Az el�z� lemma k�nnyen kiterjeszthet� arra az esetre is, amikor f �rt�kei K-ban

vagy Kn
-ben vannak; a monotonit s hely�be az ker�l, hogy |sn| monoton n�veked�, �s

nem nagyobb, mint |f |. Az al bbi t�tel tov bbi  ltal nos¡t snak tekinthet�.
* 3.2.11. Approxim i¢s lemma. Legyen (X,A) m�rhet� t�r, (Y, d) szepar bilis

metrikus t�r, �s f : X → Y m�rhet� f�ggv�ny. Ekkor l�teznek olyan sn : X → Y egyszer�

m�rhet� f�ggv�nyek, hogy sn → f az X minden pontj ban. Ha (Y, | |) szepar bilis

norm lt t�r, akkor sn v laszthat¢ £gy, hogy |sn| ≤ |f | teljes�lj�n minden n-re.

Bizony¡t s. Legyen Vi, i = 0, 1, 2, . . . egy megsz ml lhat¢ b zisa Y -nak, �s yi ∈ Vi
minden i-re. Induki¢val, legyen s

0

(x) ≡ y
0

�s n > 0 eset�n

sn(x) =

{

yn, ha x ∈ f−1

(Vn) �s d
(

yn, f(x)
)

< d
(

sn−1

(x), f(x)
)

;

sn−1

(x) egy�bk�nt.
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Ha x az f �rtelmez�si tartom ny ba tartozik, �s ε > 0, akkor van olyan n, hogy f(x) ∈
Vn ⊂ U

(

f(x), ε
)

. Most k ≥ n eset�n d
(

sk(x), f(x)
)

≤ d
(

yn, f(x)
)

≤ ε.
Ha Y szepar bilis norm lt t�r, akkor legyen c

0

= 0, v lasszuk a Vn-eket U(cn, rn)
ny¡lt g�mb�knek, legyen yn = 0, ha |cn| ≤ rn, �s legyen yn =

(

(|cn| − rn)/|cn|
)

cn, ha
|cn| > rn.

* 3.2.12. Megjegyz�s. Mint l that¢, fontos t�telek sak akkor �rv�nyesek, ha az

�rt�kk�szlet szepar bilis. Ez nyilv n enyh¡thet� £gy, hogy a szerepl� f�ggv�nyek �rt�kei

egy-egy szepar bilis alt�rben legyenek. Ha teh t (X,A, µ) m�rt�kt�r, (Y, d) metrikus t�r,
legyen L0

Y (µ) azon f ∈ X → Y µ-majdnem minden�tt �rtelmezett m�rhet� f�ggv�nyek

oszt lya, amelyekre rng f szepar bilis; d
0

de�n¡i¢ja �rtelmes marad erre az  ltal nosabb

esetre is, �s tulajdons gai is v ltozatlanok. Ha a m�rt�kt�r teljes, akkor azt is el�g

lenne feltenni, hogy f �rt�kei µ-majdnem minden�tt valamely Z ⊂ Y (az f -t�l f�gg�)
szepar bilis alt�rben vannak. A gyakorlatban ennek a felt�telnek a teljes�l�se  ltal ban

k�nnyen bel that¢.

→ 3.2.13. Feladat [7℄. Legyenek az fn f�ggv�nyek [0, 1℄-en a k�vetkez�k�ppen de�-

ni lva: ha n = 2

k
+ j, 0 ≤ j < 2

k
, akkor legyen

fn(x) =

{

1, ha x ∈
[

j/2k, (j + 1)/2k
]

,

0 egy�bk�nt.

Mutassuk meg, hogy fn m�rt�kben tart az azonosan nulla f�ggv�nyhez, de fn(x) egyet-
lenegy x ∈ [0, 1℄-re sem konvergens.

* 3.2.14. Feladat [13℄. A Riesz-f�le kiv laszt si t�tel jel�l�seivel, igazoljuk, hogy

ha Y teljes �s

∑∞
n=1 d0(fn+1, fn) < ∞, akkor van olyan f m�rhet� f�ggv�ny, amelyre

d
0

(fn, f) → 0 �s fn → f majdnem minden�tt. Vezess�k le ebb�l, hogy minden Cauhy-

sorozatnak van olyan r�szsorozata, amely konvergens �s majdnem minden�tt is konver-

gens, spei lisan d
0

teljes.

→ 3.2.15. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy ha a nemnegat¡v f�ggv�nyekre vonatkoz¢

approxim i¢s lemm ban a f�ggv�ny korl tos, akkor a konvergenia egyenletes.

3.2.16. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy ha az fn val¢s �rt�k� f�ggv�nyek m�r-

het�ek, akkor azon pontok halmaza, ahol a f�ggv�nysorozatnak l�tezik a hat r�rt�ke,

m�rhet�.

3.2.17. Feladat [9℄. Keress�nk olyan fn : [0, 1℄ → R folytonos f�ggv�nyekb�l  ll¢

f�ggv�nysorozatot �s olyan f : [0, 1℄ → R f�ggv�nyt, amelyre fn pontonk�nt konverg l

f -hez, de a konvergenia egyetlen r�szintervallumon sem egyenletes.

3.2.18. Feladat [6℄. Adjunk meg olyan folytonos fn : R → R f�ggv�nyekb�l  ll¢

f�ggv�nysorozatot, amely minden pontban monoton s�kken�en az azonosan nulla f�gg-

v�nyhez konverg l, de Lebesgue-m�rt�kben nem.

3.2.19. Feladat [10℄. Igazoljuk, hogy egy v�ges m�rt�kt�ren m�rhet� val¢s �rt�k�

f�ggv�nyek egy sorozata pontosan akkor konverg l m�rt�kben egy f m�rhet� val¢s �rt�k�
f�ggv�nyhez, ha minden r�szsorozat b¢l kiv laszthat¢ olyan r�szsorozat, amely majdnem

minden�tt f -hez konverg l.
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3.2.20. Feladat [10℄. Bizony¡tsuk be, hogy a [0, 1℄-en �rtelmezett, val¢s �rt�k�

Lebesgue-m�rhet� f�ggv�nyek k�r�ben a majdnem minden�tti konvergenia nem sz r-

maztathat¢ topol¢gi b¢l.



4. AZ INTEGRǱL

Az integr l �Riemann-�sszegekkel" val¢ de�ni l s nak gondolata legal bb Arkhi-

m�d�szig ny£lik vissza. Riemann �rdeme az volt, hogy sz�ks�ges �s el�gs�ges felt�telt

tal lt az integr lhat¢s gra: ezt ma, n�mileg  tfogalmazva, a �Riemann-integr lhat¢s g

Lebesgue-krit�riuma" n�ven emlegetj�k. Az ¡gy kialakult �Riemann-integr l" tov bb-

fejleszt�s�t els�sorban az integr l �s a hat r�rt�k felser�l�s�vel kapsolatos probl�m k

k�nyszer¡tett�k ki. Lebesgue 1901-ben egy nemnegat¡v val¢s f�ggv�ny integr lj t a g�rbe

alatti ter�let s¡kbeli Lebesgue-m�rt�kek�nt de�ni lta, tetsz�leges val¢s f�ggv�ny integ-

r lj t pedig a pozit¡v �s negat¡v r�sz seg¡ts�g�vel. Lebesgue eredeti gondolata l�nyeg�ben

azzal ekvivalens, hogy nem az �rtelmez�si tartom nyt osztjuk fel, hanem az �rt�kk�szle-

tet. Elj r sa nem �rz�keny a szakad sokra �s gyors oszill i¢kra, viszont intervallumn l

bonyolultabb halmazok hossz nak (m�rt�k�nek) ismeret�re is sz�ks�g van. Az £j integ-

r lfogalom seg¡ts�g�vel de�ni lta Riesz Frigyes az Lp
-tereket.

A m�rt�kt�r  ltal nos fogalm nak kialakul s val egy�tt  ltal nos¡tott k a Lebesgue-

f�le integr lfogalmat is. Az ¡gy kialakult fogalmat ma egyszer�en integr lnak nevezz�k,

a Lebesgue-integr l elnevez�st a Lebesgue-m�rt�k szerinti integr lra tartva fenn.

4.1. Nemnegat¡v m�rhet� f�ggv�nyek integr lja

Nemnegat¡v f�ggv�nyek eset�n legegyszer�bb als¢ k�zel¡t�sekkel dolgozni. Minden

nemnegat¡v m�rhet� f�ggv�nynek tulajdon¡that¢ integr l.

4.1.1. De�n¡i¢. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r �s f nemnegat¡v, b�v¡tett val¢s �rt�-

k�, majdnem minden�tt �rtelmezett m�rhet� f�ggv�ny. Az f

∫

f dµ vagy

∫

X

f dµ vagy

∫

X

f(x) dµ(x)

m¢don jel�lt integr lj n az �sszes

n
∑

i=1

yiµ(Ai)
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alak£ integr lk�zel¡t� �sszegek pontos fels� korl tj t �rtj�k, ahol A
1

, A
2

, . . . , An disz-

junkt m�rhet� r�szhalmazai X-nek, y
1

, y
2

, . . . , yn nemnegat¡v val¢s sz mok, �s f(x) ≥ yi
minden x ∈ Ai-re (i = 1, 2, . . . , n) (itt 0 · ∞ = 0). Megjegyezz�k, hogy ez a szupr�-

mum nyilv n ugyanaz marad, ha f(x) ≥ yi sup n majdnem minden x ∈ Ai-re teljes�l

(i = 1, 2, . . . , n).
Ha A m�rhet� r�szhalmaza X-nek, akkor az f f�ggv�ny

∫

A

f dµ vagy

∫

A

f(x) dµ(x)

A halmaz feletti integr lj t az (A,AA, µA) alt�r feletti integr lk�nt �rtelmezz�k.

→ 4.1.2. Feladat [6℄. Az f(0) = 0, f(x) = 1 + sin(1/x), ha 0 < |x| ≤ 1 f�ggv�ny

eset�n, 8 egyenl� r�szre osztva az �rtelmez�si tartom nyt, illetve az �rt�kk�szletet,  br -

zoljuk a Riemann-f�le �s a Lebesgue-f�le als¢ �sszegeknek megfelel� halmazokat.

4.1.3. T�tel. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, f �s g pedig nemnegat¡v b�v¡tett val¢s

�rt�k�, majdnem minden�tt �rtelmezett m�rhet� f�ggv�nyek, α ≥ 0 val¢s sz m. Ekkor

(1) ha f ≤ g majdnem minden�tt, akkor

∫

f dµ ≤
∫

g dµ (monotonit s);

(2) ha f = g majdnem minden�tt, akkor

∫

f dµ =

∫

g dµ;

(3) αµX(f ≥ α) ≤
∫

f dµ (Csebisev-egyenl�tlens�g; itt 0 · ∞ = 0);

(4) ha

∫

f dµ <∞, akkor f majdnem minden�tt v�ges;

(5) ha

∫

f dµ = 0, akkor f majdnem minden�tt nulla;

(6)

∫

αf dµ = α
∫

f dµ (pozit¡v homogenit s; itt 0 · ∞ = 0);

(7) ha f egyszer� f�ggv�ny, �rt�kk�szlete y
1

, y
2

, . . . , yn, akkor

∫

f dµ =

n
∑

i=1

yiµX(f = yi)

(itt 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0).

Bizony¡t s. (1) az el�z� de�n¡i¢ban tett megjegyz�s felhaszn l s val trivi lis. (2)

az (1)-b�l k�vetkezik. A Csebisev-egyenl�tlens�g y
1

= α, A
1

= X(f ≥ α) v laszt ssal a
de�n¡i¢b¢l k�vetkezik. (4)-et £gy kapjuk, hogy α ∈ N-re, (5)-�t pedig, hogy 1/α ∈ N-re

alkalmazzuk (3)-at, �s felhaszn ljuk a m�rt�k folytonoss g t. (6) trivi lis, ha α = 0.

Ha α > 0, vegy�k �szre, hogy ha x ∈ Ai eset�n f(x) ≥ yi, akkor αf(x) ≥ αyi, amib�l
b rmely integr lk�zel¡t� �sszegre

α

n
∑

i=1

yiµ(Ai) ≤
∫

αf dµ.

Innen

α

∫

f dµ ≤
∫

αf dµ.
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Ugyanezt fel¡rva 1/α-ra �s αf -re, kapjuk az  ll¡t st. (7) bizony¡t s hoz, az integr l

de�n¡i¢ja szerint

∫

f dµ ≥
n
∑

i=1

yiµX(f = yi).

Ha most A
1

, A
2

, . . . , Am diszjunkt m�rhet� halmazok, y′
1

, y′
2

, . . . , y′m nemnegat¡v val¢s

sz mok, �s f(x) ≥ y′j minden x ∈ Aj-re, akkor

m
∑

j=1

y′jµ(Aj) =

m
∑

j=1

n
∑

i=1

y′jµ
(

Aj ∩X(f = yi)
)

≤
n
∑

i=1

m
∑

j=1

yiµ
(

Aj ∩X(f = yi)
)

≤
n
∑

i=1

yiµX(f = yi),

amib�l

∫

f dµ ≤
n
∑

i=1

yiµX(f = yi).

4.1.4. Fatou-lemma. Ha (X,A, µ) m�rt�kt�r, �s fn : X → [0,∞℄, n = 1, 2, . . .
m�rhet� f�ggv�nyek, akkor

lim inf

n→∞

∫

X

fn dµ ≥
∫

X

lim inf

n→∞
fn(x) dµ(x).

Bizony¡t s. Legyenek A
1

, . . . , Am diszjunkt m�rhet� halmazok, y
1

, . . . , ym po-

zit¡v val¢s sz mok £gy, hogy lim infn→∞ fn(x) ≥ yi teljes�lj�n minden x ∈ Ai-re,

(i = 1, 2, . . . ,m) �s legyen 0 < t < 1. Tekints�k minden i-re az

Ai,n =

∞
⋂

j=n

Ai(fj > tyi)

n�vekv� halmazsorozatot. Mivel ha lim infn→∞ fn(x) ≥ yi, akkor van olyan n pozit¡v

eg�sz sz m, hogy fj(x) > tyi minden j ≥ n-re, Ai = ∪∞
n=1Ai,n. �gy a m�rt�k folytonos-

s ga miatt

lim

n→∞
µ(Ai,n) = µ(Ai).

Mivel

∫

X

fn dµ ≥
m
∑

i=1

tyiµ(Ai,n),

mindk�t oldal als¢ hat r�rt�k�t v�ve,

lim inf

n→∞

∫

X

fn dµ ≥ t

m
∑

i=1

yiµ(Ai).

Most t ↑ 1-et, majd a jobb oldalon fels� hat rt v�ve, kapjuk az  ll¡t st.
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4.1.5. Levi t�tele (vagy Beppo Levi t�tele). Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r,

fn : X → [0,∞℄, n = 1, 2, . . . m�rhet� f�ggv�nyek £gy, hogy fn ≤ fn+1 (n = 1, 2, . . . ).
Ekkor

lim

n→∞

∫

X

fn dµ =

∫

X

lim

n→∞
fn(x) dµ(x).

Bizony¡t s. A Fatou-lemm b¢l k�vetkezik a nagyobb vagy egyenl�, 4.1.3.(1)-b�l

pedig a kisebb vagy egyenl�.

4.1.6. T�tel. Ha (X,A, µ) m�rt�kt�r, I megsz ml lhat¢ halmaz, �s minden i ∈ I-
re fi : X → [0,∞℄ m�rhet� f�ggv�ny, akkor

∑

i∈I

∫

X

fi dµ =

∫

X

∑

i∈I

fi(x) dµ(x).

Bizony¡t s. El�sz�r tegy�k fel, hogy f �s g egyszer� f�ggv�nyek, x
1

, . . . , xn, illetve
y
1

, . . . , ym �rt�kk�szlettel. Ha f + g �rt�kk�szlete z
1

, . . . , zℓ, akkor
∫

(f + g) dµ =

ℓ
∑

k=1

zkµX(f + g = zk)

=

ℓ
∑

k=1

∑

xi+yj=zk

(xi + yj)µ
(

X(f = xi) ∩X(g = yj)
)

=

n
∑

i=1

m
∑

j=1

xiµ
(

X(f = xi) ∩X(g = yj)
)

+

m
∑

j=1

n
∑

i=1

yjµ
(

X(f = xi) ∩X(g = yj)
)

=

n
∑

i=1

xiµX(f = xi) +

m
∑

j=1

yiµX(g = yj) =

∫

f dµ+

∫

g dµ.

Most legyenek f �s g tetsz�leges nemnegat¡v, b�v¡tett val¢s �rt�k� m�rhet� f�ggv�nyek.

Ekkor az approxim i¢s lemma szerint v laszthatunk olyan rn �s sn, n = 1, 2, 3, . . .
egyszer� f�ggv�nyekb�l  ll¢ sorozatokat, hogy rn ↑ f �s sn ↑ g. Nyilv n (rn+sn) ↑ (f+g),
¡gy Beppo Levi t�tele szerint

∫

(f + g) dµ = lim

n→∞

∫

(rn + sn) dµ = lim

n→∞

∫

rn dµ+ lim

n→∞

∫

sn dµ =

∫

f dµ+

∫

g dµ.

V�g�l az  ltal nos esetben feltehetj�k, hogy I ⊂ N. Az eddig bizony¡tottakat �s Beppo

Levi t�tel�t alkalmazva,

∫

∑

i∈I

fi(x) dµ(x) = lim

n→∞

∫

∑

i≤n
i∈I

fi(x) dµ(x) = lim

n→∞

∑

i≤n
i∈I

∫

fi dµ =

∑

i∈I

∫

fi dµ.

→ 4.1.7. Feladat [7℄. Adjunk p�ld t olyan f�ggv�nysorozatra, amelyre a Fatou-lem-

m ban �les egyenl�tlens�g teljes�l. Lehet-e a f�ggv�nysorozat egyenletesen konvergens?

Lehet-e a f�ggv�nysorozat korl tos, ha a m�rt�kt�r v�ges?
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→ 4.1.8. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy Levi t�tele nem marad igaz, ha kisebb

vagy egyenl� helyett nagyobb vagy egyenl� szerepel.

4.1.9. Feladat [10℄. Legyen (X,A, µ) v�ges m�rt�kt�r, (Y, dY ) szepar bilis metri-
kus t�r. Igazoljuk, hogy a m�rhet� Y -beli �rt�k� f�ggv�nyek k�z�tt a

d(f, g) =

∫

dY (f, g)

1 + dY (f, g)
dµ

�sszef�gg�s egy elt�r�st ad meg, �s a megfelel� konvergenia a m�rt�kben val¢ konver-

genia.

4.2. Integr lhat¢ f�ggv�nyek

4.2.1. De�n¡i¢. Egy tetsz�leges halmazon �rtelmezett, b�v¡tett val¢s �rt�k� f
f�ggv�ny f+ pozit¡v, illetve f−

negat¡v r�sz�t de�ni ljuk az

f+(x) = max

{

f(x), 0
}

f−
(x) = max

{

−f(x), 0
}

�sszef�gg�sekkel, ha f �rtelmezve van az x pontban. Ha (X,A, µ) m�rt�kt�r, egy b�v¡tett
val¢s �rt�k�, majdnem minden�tt �rtelmezett m�rhet� f�ggv�ny integr lj t az

∫

f =

∫

f dµ =

∫

X

f dµ =

∫

X

f(x) dµ(x) =

∫

f+ dµ−
∫

f− dµ

�sszef�gg�ssel �rtelmezz�k, ha a jobb oldalon  ll¢ k�l�nbs�gnek nem mind a k�t tagja ∞.

Ha

∫

f dµ v�ges, akkor f -et integr lhat¢nak vagy szumm bilisnek nevezz�k. A �l�tezik

az integr l" �s az �integr lhat¢" fogalmak k�z�tt hasonl¢ kapsolat van, mint a �l�tezik a

hat r�rt�k" �s a �konvergens" fogalmak k�z�tt. Az els� esetben v�gtelen is megengedett,

a m sodik esetben nem. Ha A ∈ A, akkor az A halmaz feletti

∫

A
f dµ integr lt az

(A,AA, µA) alt�r feletti integr lk�nt de�ni ljuk.

4.2.2. T�tel. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, f �s g pedig b�v¡tett val¢s �rt�k�,

majdnem minden�tt �rtelmezett m�rhet� f�ggv�nyek. Ekkor

(1) ha f = g majdnem minden�tt, �s

∫

f dµ l�tezik, akkor

∫

f dµ =

∫

g dµ;

(2) f pontosan akkor integr lhat¢, ha |f | integr lhat¢, �s |
∫

f dµ| ≤
∫

|f | dµ;
(3) ha

∫

f dµ l�tezik �s α ∈ R, akkor
∫

αf dµ = α
∫

f dµ (homogenit s; itt 0 · ∞ =

0 · (−∞) = 0);

(4) ha

∫

f dµ+
∫

g dµ �rtelmezve van, akkor

∫

(f + g) dµ =

∫

f dµ+
∫

g dµ (additivit s);

(5) ha f ≤ g �s

∫

f dµ > −∞ vagy

∫

g dµ <∞, akkor

∫

f dµ ≤
∫

g dµ;

(6) ha |f | ≤ g majdnem minden�tt �s g integr lhat¢, akkor f is integr lhat¢ (major ns

krit�rium).
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Bizony¡t s. (1) abb¢l k�vetkezik, hogy f+ = g+ �s f−
= g− majdnem minden�tt.

(2) k�vetkezik abb¢l, hogy |f | = f+ + f−
. (3) trivi lis, ha α = 0. Ha α > 0, akkor

(αf)+ = αf+ �s (αf)− = αf−
, ¡gy (3) a de�n¡i¢b¢l k�vetkezik. Az α < 0 eset erre

az esetre vezethet� vissza a (−f)+ = f−
, (−f)− = f+ �sszef�gg�sek felhaszn l s val.

(5) az f+ ≤ g+ �s f− ≥ g− egyenl�tlens�gek k�vetkezm�nye. (6)

∫

f dµ de�n¡i¢j b¢l

trivi lis. V�g�l ha

∫

f dµ+
∫

g dµ ∈ R, akkor (4) a majdnem minden�tt fenn ll¢

(7) (f + g)+ − (f + g)− = f + g = f+ − f−
+ g+ − g−

�sszef�gg�s  trendez�s�vel ad¢d¢

(f + g)+ + f−
+ g− = (f + g)− + f+ + g+

�sszef�gg�s mindk�t oldal nak integr l s val, majd visszarendez�s�vel ad¢dik. Ha

∫

f dµ+

∫

g dµ = ∞,

akkor f > −∞ �s g > −∞ majdnem minden�tt, �s a (7) �sszef�gg�sb�l

(f + g)+ + f−
+ g− ≥ f+ + g+

majdnem minden�tt, ¡gy

∫

(f + g)+ dµ = ∞, a majdnem minden�tt fenn ll¢

(f + g)− ≤ f−
+ g−

egyenl�tlens�gb�l viszont

∫

(f + g)− dµ < ∞. Hasonl¢an kezelhet� az

∫

f dµ +
∫

g dµ =

−∞ eset is.

4.2.3. Lebesgue major lt konvergenia t�tele. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r,

f, f
1

, f
2

, f
3

, . . . b�v¡tett val¢s �rt�k�, majdnem minden�tt �rtelmezett m�rhet� f�ggv�-

nyek, g pedig nemnegat¡v b�v¡tett val¢s �rt�k� integr lhat¢ f�ggv�ny. Ha |fn| ≤ g
majdnem minden�tt (n = 1, 2, . . . ), �s fn → f majdnem minden�tt, akkor

∫

|fn − f | dµ→ 0 �s

∫

fn dµ →
∫

f dµ,

amint n→ ∞.

Bizony¡t s. Nulla m�rt�k� halmazon megv ltoztatva a g, f, f
1

, f
2

, f
3

, . . . f�ggv�-

nyeket, feltehetj�k, hogy fn → f minden�tt, �s |fn| ≤ g minden�tt. Alkalmazva a

Fatou-lemm t a nemnegat¡v f�ggv�nyekb�l  ll¢ 2g − |fn − f | f�ggv�nysorozatra, amely
pontonk�nt 2g-hez konverg l, kapjuk, hogy

0 ≥
∫

2g dµ− lim inf

n→∞

∫

(

2g − |fn − f |
)

dµ

= lim sup

n→∞

∫

|fn − f | dµ ≥ lim sup

n→∞

∣

∣

∣

∫

fn dµ−
∫

f dµ
∣

∣

∣
≥ 0.
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4.2.4. Lemma. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, A ∈ A �s f egy b�v¡tett val¢s �rt�k�

f�ggv�ny. Legyen

g(x) =

{

f(x), ha x ∈ A �s x ∈ dmn f,

0, ha x ∈ X \A.
Ekkor az al bbi k�t integr l egyszerre l�tezik �s

∫

A

f dµ =

∫

X

g dµ.

Bizony¡t s. Nyilv nval¢, hogy az f f�ggv�ny pontosan akkor µA-m�rhet�, ha a g
f�ggv�ny µ-m�rhet�. Az  ll¡t s nyilv nval¢, ha f nemnegat¡v egyszer� f�ggv�ny, Beppo

Levi t�tel�b�l k�vetkezik, ha f nemnegat¡v f�ggv�ny, �s a 4.2.1. de�n¡i¢b¢l, ha f tet-

sz�leges.

4.2.5. Az integr l σ-additivit sa. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, f olyan b�v¡tett

val¢s �rt�k� f�ggv�ny, amelynek integr lja l�tezik, �s A
1

, A
2

, A
3

, . . . diszjunkt m�rhet�

halmazok egy sorozata, A = ∪∞
i=1Ai. Ekkor az al bbi integr lok l�teznek �s

∫

A

f dµ =

∞
∑

i=1

∫

Ai

f dµ.

Bizony¡t s. Nemnegat¡v f -re 4.1.6. szerint

∫

X

fξA dµ =

∞
∑

i=1

∫

X

fξAi
dµ.

Ez viszont az el�z� seg�dt�tel szerint �ppen (1)-et jelenti. Tetsz�leges f -re a 4.2.1. de�-

n¡i¢b¢l kapjuk az  ll¡t st.

4.2.6. Az integr l abszol£t folytonoss ga. Ha (X,A, µ) m�rt�kt�r, f pedig

b�v¡tett val¢s �rt�k� integr lhat¢ f�ggv�ny �s ε > 0 , akkor van olyan δ > 0, hogy

∫

A

|f | dµ < ε, ha A ∈ A �s µ(A) < δ.

Bizony¡t s. Mivel fn = min

{

|f |, n
}

, n ∈ N nemnegat¡v f�ggv�nyek monoton n�-

veked� sorozata, amely pontonk�nt |f |-hez konverg l, Beppo Levi t�tele szerint v laszt-

hatunk olyan n term�szetes sz mot, amelyre

∫

(

|f | − fn
)

dµ <
ε

2

.

Ekkor

∫

A

|f | dµ =

∫

A

(

|f | − fn
)

dµ+

∫

A

fn dµ <
ε

2

+ nµ(A).

Az  ll¡t s δ = ε/(2n) v laszt ssal nyilv n fenn ll.
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→ 4.2.7. Feladat [3℄. Sz m¡tsuk ki egy f�ggv�ny Dira-m�rt�k szerinti integr lj t.

→ 4.2.8. Feladat [5℄. Sz m¡tsuk ki egy f�ggv�ny sz ml l¢ m�rt�k szerinti integr lj t.

4.2.9. Feladat [9℄. Sz m¡tsuk ki

∫

X f dµ-t, ha f : X → R, α : X → [0,∞℄ �s

µ(A) =
∑

x∈A α(x), ha A ⊂ X .

4.2.10. Feladat [6℄. Igazoljuk, hogy ha egy integr lhat¢ b�v¡tett val¢s �rt�k� f
f�ggv�nyre

∫

A
f = 0 minden m�rhet� A halmazra, akkor f = 0 majdnem minden�tt.

→ 4.2.11. Feladat [6℄. Igazoljuk, hogy val¢s �rt�k� f�ggv�nyek k�r�ben egy korl -

tos �s m�rhet� f�ggv�nynek minden integr lhat¢ f�ggv�nnyel val¢ szorzata integr lhat¢.

Igaz-e a megford¡t s?

4.2.12. Feladat [7℄. Mutassuk meg, hogy egy integr lhat¢ f�ggv�ny egy σ-v�ges
halmazon k¡v�l nulla.

4.2.13. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy Lebesgue major lt konvergenia t�te-

l�nek  ll¡t sa igaz marad, ha majdnem minden�tti konvergenia helyett m�rt�kben val¢

konvergeni t t�telez�nk fel.

4.3. Vektor�rt�k� f�ggv�nyek integr lja

Gyakran nem sak val¢s, hanem komplex, Rn
vagy Cn

-beli �rt�k� f�ggv�nyek integ-

r lj ra van sz�ks�g�nk. Az al bbiakban v zoljuk, hogy hogyan de�ni lhat¢ az integr l

ezekben az esetekben a koordin taf�ggv�nyek seg¡ts�g�vel. Ez az egyszer� megk�zel¡t�s

nem haszn lhat¢, ha az �rt�kk�szlet nem v�ges dimenzi¢s. Ez�rt az al bbiakban egy sak

a nemnegat¡v f�ggv�nyek integr lj ra t maszkod¢  ltal nosabb megk�zel¡t�st is t rgya-

lunk. Az 4.2.2.{4.2.6. t�telek l�nyeg�ben �rv�nyben maradnak, �s a legt�bb, val¢s �rt�k�

f�ggv�nyek integr lj ra �rv�nyes t�tel egyszer�en  tvihet� vektor�rt�k� f�ggv�nyekre is.

4.3.1. Komplex �s euklideszi t�rbeli �rt�k� f�ggv�nyek integr lja. Legyen

(X,A, µ) m�rt�kt�r, f pedig az X-en majdnem minden�tt �rtelmezett m�rhet� f�ggv�ny.

Komplex �rt�k� f f�ggv�ny integr lj t akkor de�ni ljuk, ha ℜf �s ℑf integr lhat¢ak, az

∫

f =

∫

ℜf + i

∫

ℑf

�sszef�gg�ssel. Egy Kn
-beli �rt�k� f = (f

1

, . . . , fn) f�ggv�ny integr lj t pedig akkor

de�ni ljuk, ha az fi koordin taf�ggv�nyek integr lhat¢ak, az

∫

f dµ =

(

∫

f
1

dµ, . . . ,

∫

fn dµ
)

�sszef�gg�ssel. Ha A ∈ A, akkor az A halmaz feletti

∫

A
f dµ integr lt az (A,AA, µA)

alt�r feletti integr lk�nt de�ni ljuk.
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A 4.2.2.{4.2.6. t�telek, �s sz mos, k�s�bb t rgyaland¢ t�tel is | �rtelemszer� m¢-

dos¡t sokkal | komplex �s euklideszi t�rbeli �rt�k� f�ggv�nyekre is �rv�nyben marad,

�s k�nnyen k�vetkezik a de�n¡i¢b¢l. P�ld ul f akkor �s sak akkor integr lhat¢, ha |f |
integr lhat¢, mert |fj | ≤ |f | ≤ ∑n

j=1 |fj |. N�mi k�l�n meggondol st ig�nyel Kn
-beli

�rt�k� integr lhat¢ f�ggv�nyre annak bizony¡t sa, hogy |
∫

f | ≤
∫

|f |. Feltehetj�k, hogy
K = R. Legyen y = (y

1

, y
2

, . . . , yn) az f integr lja. Ekkor a Cauhy-egyenl�tlens�gb�l

∑n
j=1 yjf j(x) ≤ |y|

∣

∣f(x)
∣

∣

majdnem minden�tt, amib�l

|y|2 =
n
∑

j=1

yj

∫

fj ≤ |y|
∫

|f |.

Ebb�l ad¢dik az  ll¡t s.

4.3.2. Megjegyz�s. Integr lokra vonatkoz¢ t�telek bizony¡t s nak  ltal nos m¢dja

a k�vetkez� approxim i¢s elj r s: Az  ll¡t st bel tjuk m�rhet� halmazok karakteriszti-

kus f�ggv�nyeire, ebb�l azonnal k�vetkezik egyszer� f�ggv�nyekre. Ezut n Beppo Levi

t�tel�t haszn lva nemnegat¡v f�ggv�nyekre t�r�nk  t, majd az integr l de�n¡i¢j nak

megfelel�en haladunk tov bb. Ezzel a m¢dszerrel a t�telek  ltal ban  tvihet�k vektor�r-

t�k� f�ggv�nyekre is.

* 4.3.3. Banah-t�rbeli �rt�k� f�ggv�nyek integr lja. Sokkal  ltal nosabban,

de�ni lhatjuk Banah-t�rbeli �rt�k� m�rhet� f�ggv�ny integr lj t. Vegy�k �szre, hogy

egy f nemnegat¡v m�rhet� f�ggv�ny integr lj t l�nyeg�ben mint az �sszes 0 ≤ s ≤ f
egyszer� m�rhet� f�ggv�nyek integr ljainak fels� hat r t de�ni ltuk. A fels� hat rt

hat r�rt�kre ser�lj�k: ha (X,A, µ) egy m�rt�kt�r, Y egy Banah-t�r, jel�lje I azon

s : X → Y m�rhet� egyszer� f�ggv�nyek oszt ly t, amelyek egy v�ges m�rt�k� halmazon

k¡v�l null k. Az integr lt ezen f�ggv�nyek seg¡ts�g�vel de�ni ljuk. Ha s ∈ I, �s s nem
nulla �rt�kei y

1

, . . . , yn, akkor legyen

S(s) =

n
∑

j=1

µX(s = yj)yj .

Nyilv n

∣

∣S(s)
∣

∣ ≤ S
(

|s|
)

=

∫

|s|. Az X-en majdnem minden�tt �rtelmezett Y -beli �rt�k�
m�rhet� f�ggv�nyt integr lhat¢nak nevez�nk, ha l�tezik olyan sn ∈ I f�ggv�nysorozat,

amely majdnem minden�tt f -hez konverg l, �s amelyre
∫

|f − sn| → 0, amint n→ ∞. (

Az |f − sn| f�ggv�ny m�rhet�, mert v�ges sok |f − c| alak£ f�ggv�nyb�l rakhat¢ �ssze.)

Vegy�k �szre, hogy a limn→∞ S(sn) hat r�rt�k l�tezik, mert

∣

∣S(sn)− S(sm)
∣

∣ ≤
∫

|sn − sm| ≤
∫

|f − sn|+
∫

|f − sm|.

Tov bb  a hat r�rt�k nem f�gg az sn sorozat v laszt s t¢l, mert vehetj�k a k�t sorozat

tagjait felv ltva. Val¢s �rt�k� integr lhat¢ f�ggv�nyhez l�tezik ilyen sn sorozat: v lasszuk
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sn-et £gy, hogy s
+

n ↑ f+ �s s−n ↑ f−
teljes�lj�n, ekkor |f − sn| = f+ − s+n + f− − s−n ,

amib�l

∫

|f − sn| =
∫

f+ −
∫

s+n +

∫

f− −
∫

s−n → 0 (n → ∞).

Nyilv n erre a sorozatra S(sn) →
∫

f . Ha �gyelembe vessz�k, hogy

∫

|f | ≤
∫

|f − sn|+
∫

|sn| < ∞, l tjuk, hogy az integr lhat¢s g itteni de�n¡i¢ja val¢s �rt�k� f�ggv�nyekre

visszaadja a r�git. Teh t a val¢s �rt�k� f�ggv�nyekre de�ni lt integr lfogalom kiterjesz-

t�s�t kapjuk, ha egy tetsz�leges Banah-t�rbeli �rt�k� integr lhat¢ f f�ggv�ny integr lj t
az

∫

f dµ = lim

n→∞
S(sn)

�sszef�gg�ssel �rtelmezz�k. Ha A ∈ A, akkor az A halmaz feletti

∫

A
f dµ integr lt az

(A,AA, µA) alt�r feletti integr lk�nt de�ni ljuk.

* 4.3.4. Az integr l tulajdons gai. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel,

(1) ha f ∈ I, akkor f integr lhat¢ �s

∫

f dµ = S(f);

(2) ha α, β skal rok, f �s g integr lhat¢ f�ggv�nyek, akkor αf + βg is integr lhat¢, �s

∫

(αf + βg) dµ = α
∫

f dµ+ β
∫

g dµ (linearit s);

(3) ha f integr lhat¢, g m�rhet�, �s f = g majdnem minden�tt, akkor g is integr lhat¢

�s

∫

f dµ =

∫

g dµ;

(4) ha f integr lhat¢, akkor |f | is, �s |
∫

f dµ| ≤
∫

|f | dµ;
(5) ha f = (f

1

, . . . , fn), akkor f pontosan akkor integr lhat¢, ha minden fj integr lhat¢,
�s

∫

f dµ = (

∫

f
1

dµ, . . . ,
∫

fn dµ).

(6) ha f integr lhat¢, akkor van olyan szepar bilis altere Y -nak, hogy f �rt�kei majdnem

minden�tt ebben az alt�rben vannak.

Bizony¡t s. (1) �s (3) trivi lisak. (2) az I elemeire hasonl¢ gondolatmenettel l tha-

t¢ be, mint amit a nemnegat¡v f�ggv�nyek integr lj nak megsz ml lhat¢ additivit s r¢l

sz¢l¢ t�tel bizony¡t s nak elej�n haszn ltunk, (4) �s (5) pedig I elemeire trivi lisak. In-

nen az  ltal nos eset hat r tmenettel k�vetkezik. (6) teljes�l, mert az sn-ek �rt�kk�szletei
line ris burk nak a lez rtja szepar bilis alt�r.

* 4.3.5. Major ns krit�rium. Ha f majdnem minden�tt �rtelmezett, Banah-

t�rbeli �rt�k� m�rhet� f�ggv�ny, amelynek �rt�kei majdnem minden�tt egy szepar bilis

alt�rben vannak, g pedig nemnegat¡v integr lhat¢ f�ggv�ny egy m�rt�kt�ren, �s |f | ≤ g
majdnem minden�tt, akkor f integr lhat¢.

A t�telt a k�vetkez� t�tellel egy�tt bizony¡tjuk.

* 4.3.6. Lebesgue major lt konvergenia t�tele. Ha f
1

, f
2

, . . . majdnem minde-

n�tt �rtelmezett, Banah-t�rbeli �rt�k� integr lhat¢ f�ggv�nyek az (X,A, µ) teljes m�r-

t�kt�ren, g nemnegat¡v integr lhat¢ f�ggv�ny, |fn| ≤ g majdnem minden�tt minden n-re
�s fn → f majdnem minden�tt, akkor

∫

|fn − f | dµ→ 0 �s

∫

fn dµ→
∫

f dµ.

Ha a m�rt�kt�r nem lenne teljes, f �s fn − f m�rhet�s�g�t is fel kellene tenni.
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Bizony¡t s. Nulla m�rt�k� halmazon alkalmasan megv ltoztatva a f�ggv�nyeket,

az fn-ek �s az f �rt�kk�szlete egy szepar bilis alt�rben marad, �s a 2g−|fn−f | nemnegat¡v
m�rhet� f�ggv�nysorozat pontonk�nt a 2g f�ggv�nyhez konverg l. A Fatou-lemma szerint

0 ≥
∫

2g dµ− lim inf

n→∞

∫

(

2g − |fn − f |
)

dµ = lim sup

n→∞

∫

|fn − f | dµ ≥ 0.

Ha most az approxim i¢s lemm t felhaszn lva, egy egyszer� f�ggv�nyekb�l  ll¢ sn soro-

zatot v lasztunk, amely minden�tt konverg l f -hez, �s amelyre |sn| ≤ |f | ≤ g, akkor fn
helyett sn-re alkalmazva az eddig bizony¡tottakat, azt kapjuk, hogy limn→∞

∫

|sn− f | =
0. Ez azt jelenti, hogy a major ns krit�rium teljes�l. Ezek szerint fn �s f integr lhat¢ak.

Mivel

∣

∣

∣

∣

∫

fn dµ−
∫

f dµ

∣

∣

∣

∣

≤
∫

|fn − f | dµ,

a bizony¡t s k�sz.

4.4. Lp-terek

4.4.1. De�n¡i¢. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r. Ha f egy majdnem minden�tt �r-

telmezett, µ-m�rhet�, K-beli �rt�k� f�ggv�ny, �s 1 ≤ p <∞, legyen

‖f‖p =
(

∫

X

∣

∣f(x)
∣

∣

p
dµ(x)

)

1/p

(itt ∞1/p
= ∞).

Legyen tov bb 

‖f‖∞ = inf

{

r : r ≥ 0, µX
(

|f | > r
)

= 0

}

.

Megjegyezz�k, hogy µ-majdnem minden�tt |f | ≤ ‖f‖∞. Jel�lje L
p
K(µ) azonK-beli �rt�k�

µ-m�rhet� f f�ggv�nyek oszt ly t, amelyekre ‖f‖p < ∞. Ha egy�rtelm�, hogy milyen

�rt�k� f�ggv�nyeket �s milyen m�rt�ket tekint�nk, akkor az Lp
jel�l�st haszn ljuk.

4.4.2. Minkowski-egyenl�tlens�g. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r �s 1 ≤ p ≤ ∞.

Ha f, g : X → K m�rhet�ek, akkor

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.
Bizony¡t s. A p = ∞ �s ‖f‖p = 0 vagy ‖g‖p = 0 esetek trivi lisak. Ha a jobb

oldal ∞, akkor nins mit bizony¡tani. A t 7→ tp f�ggv�ny konvexs�ge miatt

(

u

u+ v
y +

v

u+ v
z

)p

≤ u

u+ v
yp +

v

u+ v
zp,

ha u, v, y, z ≥ 0, u + v > 0. Az u = ‖f‖p, v = ‖g‖p, y = |f(x)|/‖f‖p, z = |g(x)|/‖g‖p
helyettes¡t�s ut n mindk�t oldalt integr lva, azt kapjuk, hogy

1

(‖f‖p + ‖g‖p)p
∫

(

|f |+ |g|
)p
dµ ≤ 1,

amib�l ad¢dik a keresett egyenl�tlens�g.
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4.4.3. H�lder-egyenl�tlens�g. Ha (X,A, µ) m�rt�kt�r, 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ q ≤ ∞
�s 1/p+ 1/q = 1 (itt 1/∞ = 0), �s f, g : X → K m�rhet�ek, akkor

∫

X

|f ||g| dµ ≤ ‖f‖p‖g‖q

(itt 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0).

Bizony¡t s. A p = 1 �s p = ∞ esetek trivi lisak. Feltehetj�k, hogy a jobb oldal

nem nulla, de v�ges. Az

F =

( |f |
‖f‖p

)p

, G =

( |g|
‖g‖q

)q

,

α = 1/p, β = 1− α = 1/q jel�l�sekkel 0 < α < 1, 0 < β < 1, F ≥ 0, G ≥ 0. Mivel − ln

konvex f�ggv�ny, ha u, v > 0, akkor

ln(αu+ βv) ≥ α lnu+ β ln v,

amib�l

αu + βv ≥ uαvβ ,

¡gy

1

‖f‖p
1

‖g‖q

∫

|f ||g| dµ =

∫

(FαGβ
) dµ ≤

∫

(αF + βG) dµ

= α

∫

F dµ+ β

∫

Gdµ = 1.

4.4.4. Megjegyz�s. Ha (X,A, µ) m�rt�kt�r, 1 ≤ p ≤ ∞ �s f ∈ L
p
K(µ), akkor az

‖f‖p = 0 �sszef�gg�s pontosan akkor teljes�l, ha f µ-majdnem minden�tt nulla. Ez azt

jelenti, hogy ‖ ‖p  ltal ban nem norma L
p
K(µ)-n. Ezen a k�vetkez�k�ppen seg¡thet�nk:

Vezess�k be L
p
K(µ)-n a k�vetkez� ekvivaleniarel i¢t: f

1

∼ f
2

, ha f
1

�s f
2

µ-majdnem
minden�tt egyenl�ek. Ekkor L

p
K(µ)-t ekvivaleniaoszt lyokra bonthatjuk. Az ekviva-

leniaoszt lyok halmaz t is L
p
K(µ)-vel szok s jel�lni. Ez nem okoz f�lre�rt�st, mivel a

sz�veg�sszef�gg�sb�l mindig kider�l, hogy melyik �rtelmez�sre gondolunk. Ha f
1

∼ f
2

�s g
1

∼ g
2

, akkor f
1

+ g
1

∼ f
2

+ g
2

, cf
1

∼ cf
2

�s ‖f
1

‖p = ‖f
2

‖p, ez�rt az ekvivalen-

iaoszt lyokon �rtelmezhet� az �sszead s, a skal rral val¢ szorz s �s a ‖ ‖p f�ggv�ny,

�s a Minkowski-egyenl�tlens�g szerint ezekkel L
p
K(µ) line ris norm lt t�r. Ha p = 2 �s

f, g ∈ L2

K(µ), akkor a 4fg = (f+g)2−(f−g)2 �sszef�gg�s (vagy a H�lder-egyenl�tlens�g)
szerint fg integr lhat¢ �s az 〈f, g〉 =

∫

fg dµ �sszef�gg�ssel de�ni lva az f �s g f�ggv�-

nyek bels� szorzat t, L2

K(µ) bels� szorzat t�r. A bels� szorzatb¢l �ppen a ‖ ‖
2

norma

sz rmazik.

4.4.5. Riesz{Fisher-t�tel. Ha (X,A, µ) m�rt�kt�r �s 1 ≤ p ≤ ∞, akkor L
p
K(µ)

teljes.

Bizony¡t s. Legyen fn, n = 1, 2, . . . egy Cauhy-sorozat L
p
K(µ)-ben. V lasszunk

ki teljes induki¢val egy olyan term�szetes sz mokb¢l  ll¢ n
1

< n
2

< n
3

< . . . sorozatot,
amelyre

‖fs − ft‖p <
1

2

k
, ha s, t ≥ nk.
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Legyen

gk = |fn
2

− fn
1

|+ . . .+ |fnk+1
− fnk

| (k = 1, 2, . . . ),

�s g = limk→∞ gk. Megmutatjuk, hogy g ∈ L
p
K(µ). Nyilv n

‖gk‖p =
∥

∥|fn
2

− fn
1

|+ . . .+ |fnk+1
− fnk

|
∥

∥

p
≤

k
∑

j=1

‖fnj+1
− fnj

‖p ≤ 1.

Ebb�l p = ∞ eset�n k�vetkezik, hogy |g| ≤ 1 majdnem minden�tt, azaz ‖g‖∞ ≤ 1. Ha

1 ≤ p <∞, akkor Beppo Levi t�tele szerint

∫

gp dµ =

∫

lim

k→∞
gpk dµ = lim

k→∞

∫

gpk dµ ≤ 1,

¡gy g ∈ L
p
K(µ). Ez azt jelenti, hogy a

∞
∑

j=1

∣

∣fnj+1
(x)− fnj

(x)
∣

∣

sor µ-majdnem minden x-re konvergens. Ezekben a pontokban az

fnk
(x) = fn

1

(x) +

k−1

∑

j=1

(

fnj+1
(x)− fnj

(x)
)

sorozat is konvergens. Legyen f(x) = limk→∞ fnk
(x). Ekkor f majdnem minden�tt

�rtelmezett m�rhet� f�ggv�ny, �s ha m ≥ nl �s k ≥ l, akkor

‖fnk
− fm‖p <

1

2

l
.

Most 1 ≤ p <∞ eset�n a Fatou-lemma szerint

∫

|f − fm|p dµ =

∫

lim inf

k→∞
|fnk

− fm|p dµ ≤ lim inf

k→∞

∫

|fnk
− fm|p dµ ≤ 1

2

pl
,

¡gy f − fm ∈ L
p
K(µ), teh t f ∈ L

p
K(µ) �s limm→∞ ‖f − fm‖p = 0. Ugyanez ad¢dik p = ∞

eset�n k�zvetlen hat r tmenettel.

* 4.4.6. T�tel. Legyen µ Radon-m�rt�k az X lok lisan kompakt Hausdor�-t�ren �s

1 ≤ p <∞. Ekkor KK(X) s�r� L
p
K(µ)-ben a ‖ ‖p norm ra n�zve.

Bizony¡t s. Legyen f ∈ L
p
K(µ). Az approxim i¢s lemma felhaszn l s val olyan

egyszer� f�ggv�nyekb�l  ll¢ sn sorozatot kaphatunk, amely majdnem minden�tt konver-

g l f -hez �s amelyre |sn| ≤ |f | (n = 1, 2, . . . ). Az |f−sn|p sorozatra alkalmazva Lebesgue
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major lt konvergenia t�tel�t kapjuk, hogy ‖f − sn‖p → 0. �gy egy adott ε > 0-hoz van

olyan s ∈ L
p
K(µ) egyszer� f�ggv�ny, amelyre ‖f − s‖p < ε.

Legyenek rng s nem 0 �rt�kei y
1

, y
2

, . . . , yn, Aj = s−1{yj} (j = 1, 2, . . . , n), A =

∪n
j=1Aj �s M = sup

{

|yj| : j = 1, 2, . . . , n
}

. Nyilv n µ(A) < ∞. Egy tetsz�leges δ > 0-

hoz v laszthatunk olyan V ny¡lt halmazt, amelyre A ⊂ V �s µ(V \ A) < δ, valamint
olyan Kj, j = 1, 2, . . . , n kompakt halmazokat, amelyekre Kj ⊂ Aj �s µ(Aj \Kj) < δ.
Legyen K = ∪n

j=1Kj. Az Uriszon-lemma szerint minden j-re l�tezik olyan gj : X → [0, 1℄
kompakt tart¢j£ folytonos f�ggv�ny, amely Kj-n 1, az Fj = (X \ V ) ∪ (K \Kj)-n pedig

0. Legyen g =
∑n

j=1 gjyj. Ekkor g folytonos, �s

∫

X

|s− g|p dµ =

∫

V \K

|s− g|p dµ ≤ µ(V \K)

(

(n+ 1)M
)p ≤ (n+ 1)δ

(

(n+ 1)M
)p
.

Ebb�l ‖s− g‖p < ε, ha δ el�g kisi, ¡gy

‖f − g‖p ≤ ‖f − s‖p + ‖s− g‖p < 2ε.

* 4.4.7. Megjegyz�s. �szrevehetj�k, hogy a 4.4.1.{4.4.6. de�n¡i¢k �s t�telek nem

az f , hanem az |f | f�ggv�ny tulajdons gain m£lnak, ¡gy ezeket minden neh�zs�g n�lk�l

 tvihetj�k Kn
, s�t b rmilyen val¢s vagy komplex szepar bilis Banah-t�rbeli �rt�k� m�r-

het� f�ggv�nyekre is, az abszol£t �rt�k helyett minden�tt norm t haszn lva. A tov bbi

 ltal nos¡t s akad lya, hogy ha az Y Banah-t�r nem szepar bilis, akkor nem biztos,

hogy k�t m�rhet� f�ggv�ny �sszege m�rhet�, de tekinthet�nk L0

Y (µ)-beli f�ggv�nyeket.
Ha

(

Y, 〈., .〉
)

Hilbert-t�r, az (f, g) 7→
∫ 〈

f(x), g(x)
〉

dµ(x) bels� szorzattal az L2

Y (µ) t�r
Hilbert-t�r.

→ 4.4.8. Feladat: Lp
-norm k Kn

-en [8℄. Legyen X = {1, 2, . . . , n} �s µ a sz ml l¢

m�rt�k. Vizsg ljuk meg az Lp
-tereket ebben az esetben. V zoljuk n = 2 eset�n az

egys�gg�mb�t.

→ 4.4.9. Feladat [11℄. Ha X = N �s µ a sz ml l¢ m�rt�k, Lp
(µ) a hagyom nyosan

l

p
-vel jel�lt t�r. Vizsg ljuk meg, hogy az al bbi sorozatok konvergensek-e az l

p
terekben,

�s mi a hat r�rt�k�k (xn-ben n nem nulla elem van):

(1) xn = (1, 2, . . . , n, 0, 0, . . . );

(2) xn = (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . );

(3) xn = (1/n, 1/n, . . . , 1/n, 0, 0, . . . );

(4) xn = (1/nα, 1/nα, . . . , 1/nα, 0, 0, . . . ).

4.4.10. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy l

∞
nem szepar bilis.

4.4.11. Feladat [8℄. Z rt alteret alkotnak-e l

∞
-ben a konvergens, illetve a nullso-

rozatok?

→ 4.4.12. Feladat [9℄. Bizony¡tsuk be, hogy egy µ v�ges m�rt�k eset�n L
p
K(µ) ⊂

L
q
K(µ), ha 1 ≤ q < p ≤ ∞, �s ‖f‖∞ = limp→∞ ‖f‖p, ha f m�rhet� f�ggv�ny. Igazoljuk,

hogy ha a m�rt�k a Lebesgue-m�rt�k [0, 1℄-en, akkor a tartalmaz s val¢di, �s L∞
K (µ) 6=

∩
1≤p<∞L

p
K(µ).
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→ 4.4.13. Feladat [9℄. Vizsg ljuk meg m�rhet� f�ggv�nyek pontonk�nti, egyenlete-

sen, L2

-norm ban, majdnem minden�tt �s m�rt�kben val¢ konvergeni ja k�z�tt a kap-

solatot.

→ 4.4.14. Feladat [8℄. Mutassuk meg, hogy l

q ⊂ l

p
, ha 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞.

→ 4.4.15. Feladat [9℄. Igazoljuk, hogy L
p
K(λ

n
) 6⊂ L

q
K(λ

n
), ha p 6= q.

4.4.16. Feladat [8℄. Adjunk p�ld t L1

K(λ)-ban olyan korl tos sorozatra, amely nem
konvergens, de majdnem minden�tt null hoz tart.

* 4.4.17. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy 1 < p < ∞ eset�n a H�lder-egyenl�t-

lens�gben akkor �s sak akkor teljes�l egyenl�s�g, ha van olyan c ≥ 0, hogy µ-majdnem
minden x-re

∣

∣f(x)
∣

∣

p
= c
∣

∣g(x)
∣

∣

q
vagy µ-majdnem minden x-re c

∣

∣f(x)
∣

∣

p
=

∣

∣g(x)
∣

∣

q
. Mikor

teljes�l egyenl�s�g a p = 1 esetben?

* 4.4.18. Feladat [9℄. Mutassuk meg, hogy 1 < p < ∞ eset�n L
p
K(µ) szigor£an

norm lt, de p = 1 �s p = ∞ eset�n  ltal ban nem.

* 4.4.19. Feladat [9℄. Igazoljuk, hogy 1 ≤ p ≤ ∞, p 6= 2 eset�n L
p
K(µ) norm ja

 ltal ban nem sz rmazik bels� szorzatb¢l.

* 4.4.20. Feladat [11℄. Egy (X,A, µ) m�rt�kt�r b zis n egy olyan B ⊂ A halmaz-

rendszert �rt�nk, amelyre minden ε > 0-hoz �s A ∈ A-hoz van olyan B ∈ B, hogy
µ(A △ B) < ε. Bizony¡tsuk be, hogy az L

p
K(µ), 1 ≤ p < ∞ terek pontosan akkor

szepar bilisak, ha a m�rt�kt�rnek l�tezik megsz ml lhat¢ b zisa.

* 4.4.21. Feladat [11℄. Egy A ⊂ Rn
halmazt m-rekti�k lhat¢nak nevez�nk, ha χm

-

m�rhet�, �s χm
-majdnem r�sze megsz ml lhat¢ sok f : Rm → Rn

Lipshitz-f�ggv�ny

�rt�kk�szlete uni¢j nak. Mutassuk meg, hogy az L
p
K(µ)-terek (1 ≤ p <∞) szepar bilisak,

ha a µ m�rt�k a Lebesgue-m�rt�k vagy a χm
Hausdor�-m�rt�k egy m-rekti�k lhat¢

halmazon.

* 4.4.22. Feladat [12℄. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r �s tegy�k fel, hogy L1

K(µ) =

L∞
K (µ). Igazoljuk, hogy ekkor L1

K(µ) = L∞
K (µ) v�ges dimenzi¢s.

* 4.4.23. Feladat [14℄. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r, �s f val¢s �rt�k� m�rhet� f�gg-

v�ny. Bizony¡tsuk be, hogy a

P =

{

p : 1 ≤ p <∞, ‖f‖p <∞
}

halmaz intervallum; a p 7→ ‖f‖p lek�pez�se P -nak R-ba folytonos; az

U =

{

u : 1 ≤ 1/u <∞, 0 < ‖f‖
1/u <∞

}

halmaz is intervallum; az u 7→ ln ‖f‖
1/u lek�pez�se U -nak R-be konvex.
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* 4.4.24. Feladat [10℄. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r �s (Y, d) metrikus t�r. Mutassuk

meg, hogy ha 1 ≤ p <∞, akkor

dp(f, g) =

(
∫

d
(

f(x), g(x)
)p
dµ(x)

)

1/p

, ha f, g ∈ L0

Y (µ)

elt�r�s. Igazoljuk, hogy

d∞(f, g) = inf

{

r : r ≥ 0, µX
(

d(f, g) > r
)

= 0

}

, ha f, g ∈ L0

Y (µ)

is elt�r�s. Bizony¡tsuk be, hogy ha 0 < p < 1, akkor

(f, g) 7→
(
∫

d
(

f(x), g(x)
)p
dµ(x)

)

1/p

 ltal ban nem elt�r�s, de

dp(f, g) =

∫

d
(

f(x), g(x)
)p
dµ(x), ha f, g ∈ L0

Y (µ)

elt�r�s. Ha Y norm lt t�r, azon f ∈ L0

Y (µ) f�ggv�nyek oszt ly t, amelyekre dp(f, 0) <∞,

jel�lje L
p
Y (µ). Mutassuk meg, hogy az f 7→ dp(f, 0) lek�pez�s  ltal ban nem norma.

4.5. A Riemann- �s a Lebesgue-integr l kapsolata

4.5.1. De�n¡i¢. A Lebesgue-m�rt�k szerinti integr lt Lebesgue-integr lnak, a Le-

besgue{Stieltjes-m�rt�k szerinti integr lt pedig Lebesgue{Stieltjes-integr lnak nevezz�k.

Ha egy egydimenzi¢s intervallum felett integr lunk, amelynek v�gpontjai a �s b, a ≤ b,
tov bb  a v�gpontoknak az intervallumba val¢ beletartoz sa l�nyegtelen vagy egy�rtelm�,

akkor az intervallum feletti integr lt

∫ b

a f dµ-vel is jel�lj�k. Az a > b esetben
∫ b

a f dµ =

−
∫ a

b
f dµ.
Az al bbiakban bebizony¡tjuk, hogy egy [a, b℄ ⊂ R z rt intervallumon Riemann-

integr lhat¢ f�ggv�ny mindig Lebesgue-integr lhat¢ is �s a k�t integr l megegyezik. (A

megford¡t s nem igaz, p�ld ul ξQ, a raion lis sz mok halmaz nak karakterisztikus f�gg-
v�nye egyetlen [a, b℄ ⊂ R, a < b intervallumon sem Riemann-integr lhat¢, de Lebesgue-

integr lhat¢, mert majdnem minden�tt nulla.) Mell�keredm�nyk�nt nyerj�k a Riemann-

integr lhat¢s g Lebesgue-krit�rium t.

4.5.2. De�n¡i¢. Legyen [a, b℄ ⊂ R korl tos z rt intervallum, f : [a, b℄ → R korl tos

f�ggv�ny, x ∈ [a, b℄, δ > 0 �s legyen

mδ(x) = inf

{

f(y) : y ∈ [a, b℄, |x− y| < δ
}

;

Mδ(x) = sup

{

f(y) : y ∈ [a, b℄, |x− y| < δ
}

.
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Nyilv nval¢, hogy mδ(x) ≤ f(x) ≤Mδ(x), �s hogy a δ s�kkent�s�vel mδ(x) sak n�het,

Mδ(x) pedig sak s�kkenhet, ¡gy l�teznek a

m(x) = lim

δ↓0
mδ(x) �s M(x) = lim

δ↓0
Mδ(x)

hat r�rt�kek, tov bb 

mδ(x) ≤ m(x) ≤ f(x) ≤M(x) ≤Mδ(x)

minden x ∈ [a, b℄-re �s δ > 0-ra. Az ¡gy de�ni lt m �s M f�ggv�nyeket az f als¢, illetve

fels� Baire-f�le f�ggv�nyeinek nevezz�k.

4.5.3. T�tel. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel f pontosan akkor folytonos egy x ∈
[a, b℄ pontban, ha m(x) =M(x).

Bizony¡t s. Ha f folytonos az x pontban, akkor adott ε > 0-hoz van olyan δ > 0,

hogy ha y ∈ [a, b℄ �s |x − y| < δ, akkor
∣

∣f(x) − f(y)
∣

∣ < ε, amib�l Mδ(x) −mδ(x) ≤ 2ε,
teh t m(x) = M(x). Megford¡tva, ha m(x) = f(x) = M(x), akkor van olyan δ

1

�s δ
2

,

hogy Mδ
1

(x) −M(x) < ε �s m(x) − mδ
2

(x) < ε. Ebb�l δ = min{δ
1

, δ
2

}-re y ∈ [a, b℄,
|x− y| < δ eset�n

∣

∣f(x)− f(y)
∣

∣ < ε.

4.5.4. T�tel. Egy f : [a, b℄ → R korl tos f�ggv�ny pontosan akkor Riemann-

integr lhat¢ [a, b℄-n, ha λ-majdnem minden x ∈ [a, b℄ pontban folytonos, tov bb , ha f
Riemann-integr lhat¢ [a, b℄-n, akkor l�tezik az [a, b℄ feletti Lebesgue-integr lja is, �s a k�t
integr l megegyezik.

Bizony¡t s. Rudin [40℄ jel�l�seit haszn lva v lasszunk az [a, b℄ beoszt sainak egy

olyan Pk, k = 1, 2, 3, . . . sorozat t, amelyre Pk+1 �nom¡t sa Pk-nak, Pk szomsz�dos

oszt¢pontjainak t vols ga kisebb, mint 1/k, tov bb 

lim

k→∞
A(Pk, f) =

∫

−

f dx, lim

k→∞
F (Pk, f) =

−
∫

f dx.

Ha Pk = {x
0

, x
1

, . . . , xnk
}, ahol a = x

0

< x
1

< x
2

< . . . < xnk
= b, akkor de�ni ljuk az

Ak �s Fk egyszer� f�ggv�nyeket (a, b℄-n az

Ak(x) = mi = inf{f(x) : xi−1

≤ x ≤ xi}, ha xi−1

< x ≤ xi (1 ≤ i ≤ nk),

Fk(x) =Mi = sup{f(x) : xi−1

≤ x ≤ xi}, ha xi−1

< x ≤ xi (1 ≤ i ≤ nk)

�sszef�gg�ssel. Ekkor

A(Pk, f) =

∫ b

a

Ak(x) dλ(x), F (Pk, f) =

∫ b

a

Fk(x) dλ(x),

�s

Ak(x) ≤ Ak+1(x) ≤ f(x) ≤ Fk+1(x) ≤ Fk(x),
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ha x ∈ (a, b℄ �s k = 1, 2, . . . . Mivel ha x ∈ [a, b℄ \ Pk �s (x− δ, x+ δ) ⊂ (xi, xi+1℄, akkor

Ak(x) = mi ≤ mδ(x) ≤ m(x) ≤M(x) ≤Mδ(x) ≤Mi = Fk(x),

azt kapjuk, hogy

lim

k→∞
Ak(x) ≤ m(x) ≤M(x) ≤ lim

k→∞
Fk(x),

ha x ∈ [a, b℄ \ ∪∞
k=1Pk, azaz λ-majdnem minden elem�re [a, b℄-nek. M sr�szt, ha δ > 0,

1/k < δ �s x ∈ (xi−1

, xi) valamely 1 ≤ i ≤ nk-ra, akkor [xi−1

, xi℄ ⊂ (x− δ, x+ δ), ¡gy

mδ(x) ≤ mi = Ak(x) ≤ Fk(x) =Mi ≤Mδ(x),

amib�l

m(x) ≤ lim

k→∞
Ak(x) ≤ lim

k→∞
Fk(x) ≤M(x),

ha x ∈ (a, b℄. Ez azt jelenti, hogy az Ak, illetve Fk f�ggv�nysorozatok λ-majdnem
minden x ∈ [a, b℄-re konverg lnak a m, illetve M f�ggv�nyekhez. �gy m �s M az [a, b℄-n
λ-m�rhet�ek, �s Lebesgue major lt konvergenia t�tele szerint

∫

−

f dx = lim

k→∞

∫ b

a

Ak dλ =

∫ b

a

mdλ,

−
∫

f dx = lim

k→∞

∫ b

a

Fk dλ =

∫ b

a

M dλ.

Ebb�l

∫ b

a

(M −m) dλ =

−
∫

f dx−
∫

−

f dx,

amib�l felhaszn lva a m ≤ f ≤M egyenl�tlens�get �s az el�z� t�telt, kapjuk az  ll¡t st.

Hasonl¢  ll¡t s igaz Riemann{Stieltjes-integr lokra is, ha a Riemann{Stieltjes-integ-

r lt Sz�kefalvi-Nagy [45℄ k�nyve szerint, tetsz�leges integr lk�zel¡t� �sszegek seg¡ts�g�vel

de�ni ljuk, de nem igaz, ha als¢ �s fels� integr lk�zel¡t� �sszegek seg¡ts�g�vel, Rudin [40℄

k�nyv�t k�vetve de�ni ljuk; l sd Rudin [40℄ k�nyv�ben a 148. oldalon a 3. feladatot.

4.5.5. T�tel. Legyen g : R → R monoton n�veked� f�ggv�ny, a, b a g-nek foly-

tonoss gi pontjai, a < b �s f : [a, b℄ → R egy korl tos f�ggv�ny. Az

∫ b

a
f dg Riemann{

Stieltjes-integr l (Sz�kefalvi-Nagy [45℄ k�nyve szerinti �rtelemben) pontosan akkor l�te-

zik, ha λg-majdnem minden x ∈ [a, b℄ pontban f folytonos. Ekkor l�tezik az

∫ b

a
f dλg

Lebesgue{Stieltjes-integr l is, �s a k�t integr l megegyezik.

Bizony¡t s. Hasonl¢an v�gezhet�, mint a Riemann-integr l eset�ben.

Megjegyezz�k, hogy a t�bbdimenzi¢s esetben is hasonl¢  ll¡t sok igazak.

→ 4.5.6. Feladat [4℄. Mennyi

∫

2π

0

eix dλ(x)?



72 4. Az integr l

→ 4.5.7. Feladat [6℄. Sz m¡tsuk ki az

∫

1

0

xα dλ(x) �s
∫∞

1

xα dλ(x) integr lokat, ahol
α ∈ R.

4.5.8. Feladat [8℄. Legyen f : [0, 1℄ → R olyan Lebesgue-integr lhat¢ f�ggv�ny,

amelyre

∫ x

0

f dλ = 0 minden x ∈ [0, 1℄-re. Mutassuk meg, hogy f = 0 majdnem minde-

n�tt.

4.5.9. Feladat [5℄. Mutassuk meg, hogy egy z rt intervallumon Riemann-integ-

r lhat¢ f�ggv�ny eset�n az integr l mint a fels� hat r f�ggv�nye majdnem minden�tt

di�ereni lhat¢.

→ 4.5.10. Feladat [8℄. Adjunk p�ld t olyan f : (0, 1℄ → R folytonos f�ggv�nyre,

amelyre limδ↓0

∫

1

δ f(x) dλ(x) v�ges, de f a (0, 1℄-en nem Lebesgue-integr lhat¢.

4.5.11. Feladat [10℄. Milyen α, β ∈ R eset�n l�tezik az

∫

1

0

xα sinxβ dλ(x) Le-

besgue-integr l, �s mikor l�tezik a limε↓0

∫

1

ε x
α
sinxβ dλ(x) hat r�rt�k?

→ 4.5.12. Feladat [5℄. Adjunk p�ld t olyan f : R → R korl tos f�ggv�nyre, amely

λ-majdnem minden�tt egyenl� egy folytonos f�ggv�nnyel, de sehol sem folytonos.

→ 4.5.13. Feladat [5℄. Adjunk p�ld t olyan f : R → R korl tos f�ggv�nyre, amely

λ-majdnem minden�tt folytonos, de nins olyan folytonos f�ggv�ny, amellyel λ-majdnem
minden�tt egyenl�.

* 4.5.14. Feladat [13℄. Igaz-e, hogy egy korl tos Lebesgue-m�rhet� f�ggv�ny majd-

nem minden�tt egyenl� egy majdnem minden�tt folytonos f�ggv�nnyel?

* 4.5.15. 4.5.16. Feladat [10℄. Legyen f az A ⊂ R Lebesgue-m�rhet� halmazon

integr lhat¢ val¢s �rt�k� f�ggv�ny, 0 < c < λ(A). Mutassuk meg, hogy ha f integr lja

az A tetsz�leges c m�rt�k� r�szhalmaz n 0, akkor f madnem minden�tt nulla.

* 4.5.16. 4.5.17. Feladat [11℄. Legyen f az A ⊂ R Lebesgue-m�rhet� halmazon

integr lhat¢ val¢s �rt�k� f�ggv�ny, amelynek integr lja 0. Mutassuk meg, hogy 0 ≤ c ≤
λ(A) eset�n van olyan B ⊂ A m�rhet� halmaz, amelyre λ(B) = c �s a B-n az integr l

szint�n nulla.



5. M�RT�KEK SZORZATA

5.1. A Fubini-t�tel

5.1.1. De�n¡i¢. Legyenek (X,A, µ) �s (X,B, ν) m�rt�kterek. Jel�lje µ ⊗ ν az

A × B 7→ µ(A)ν(B), A ∈ A, B ∈ B halmazf�ggv�nyhez (itt 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0) tartoz¢

k�ls� m�rt�ket X × Y -on. A µ⊗ ν-m�rhet� halmazok oszt ly t A⊗B-vel fogjuk jel�lni,

µ⊗ ν megszor¡t s t erre a halmazrendszerre a µ �s ν m�rt�kek szorzat nak nevezz�k �s

(nem teljesen korrekt m¢don) ezt is µ⊗ ν-vel jel�lj�k.

5.1.2. Fubini t�tele. Legyenek (X,A, µ) �s (Y,B, ν) teljes m�rt�kterek. Ekkor

(1) ha A µ-m�rhet�, B pedig ν-m�rhet� halmaz, akkor az A×B halmaz µ⊗ ν-m�rhet�

�s

(µ⊗ ν)(A×B) = µ(A)ν(B) (itt 0 · ∞ = ∞ · 0 = 0).

Ha f egy olyan b�v¡tett val¢s �rt�k� f�ggv�ny, amelynek µ ⊗ ν-integr lja l�tezik, �s f
egy σ-v�ges halmazon k¡v�l elt�nik, akkor

(2) az x 7→ f(x, y) f�ggv�ny µ-integr lja l�tezik ν-majdnem minden y ∈ Y -ra;

(3) az y 7→ f(x, y) f�ggv�ny ν-integr lja l�tezik µ-majdnem minden x ∈ X-re;

(4) az y 7→
∫

X f(x, y) dµ(x) f�ggv�ny ν-integr lja l�tezik;

(5) az x 7→
∫

Y f(x, y) dν(x) f�ggv�ny µ-integr lja l�tezik;

(6)

∫

X×Y

f(x, y) d(µ⊗ ν)(x, y) =

∫

Y

∫

X

f(x, y) dµ(x) dν(y)

=

∫

X

∫

Y

f(x, y) dν(y) dµ(x).

Bizony¡t s. Jel�lje F az olyan S ⊂ X × Y halmazok oszt ly t, amelyeknek ξS
karakterisztikus f�ggv�ny�re a

̺(S) =

∫

Y

∫

X

ξS(x, y) dµ(x) dν(y)

k�tszeres integr l �rtelmezve van. K�tszer alkalmazva a nemnegat¡v f�ggv�nyek integ-

r lj nak megsz ml lhat¢ additivit s t, illetve Lebesgue major lt konvergenia t�tel�t,

kapjuk, hogy
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(7) ha S
1

, S
2

, S
3

, . . . diszjunkt elemei F-nek, akkor

∪∞
j=1Sj ∈ F �s

∞
∑

j=1

̺(Sj) = ̺(∪∞
j=1Sj);

(8) ha S
1

⊃ S
2

⊃ S
3

. . . egy F-beli sorozat, �s ̺(S
1

) <∞, akkor

∩∞
j=1Sj ∈ F �s lim

j→∞
̺(Sj) = ̺(∩∞

j=1Sj).

Tekints�k a

P
0

={A×B : A µ-m�rhet�, B ν-m�rhet�},
P
1

={∪∞
i=1Si : Si ∈ P

0

},
P
2

={∩∞
i=1Si : Si ∈ P

1

}
halmazrendszereket, �s vegy�k �szre, hogy ha A×B ∈ P

0

, akkor ̺(A×B) = µ(A)ν(B).
Innen P

0

⊂ F . Vegy�k �szre tov bb , hogy ha A × B ∈ P
0

�s C × D ∈ P
0

, akkor

(A×B) ∩ (C ×D) = (A ∩ C)× (B ∩D) ∈ P
0

�s

(A×B) \ (C ×D) =
(

(A \ C)×B
)

∪
(

(A ∩C)× (B \D)
)

k�t diszjunkt P
0

-beli halmaz uni¢ja. Ebb�l k�vetkezik, hogy P
1

minden tagja el� ll¡that¢

diszjunkt P
0

-beli halmazok uni¢jak�nt. �gy P
1

⊂ F . K�t P
1

-beli halmaz metszete is P
1

-

ben van. �gy P
2

minden eleme P
1

-beli halmazok s�kken� sorozat nak a metszete.

Megmutatjuk, hogy b rmely S ⊂ X × Y -ra

(µ⊗ ν)(S) = inf

{

̺(V ) : S ⊂ V ∈ P
1

}

,

�s van olyan W halmaz, hogy

S ⊂W ∈ P
2

�s (µ⊗ ν)(S) = (µ⊗ ν)(W ) = ̺(W ).

El�sz�r is, ha A
1

×B
1

, A
2

×B
2

, A
3

×B
3

, . . . a P
0

oszt lyban vannak, �s

S ⊂ V =

∞
⋃

j=1

Aj ×Bj ,

akkor

ξV ≤
∞
∑

j=1

ξAj×Bj
,

amib�l

̺(V ) ≤
∞
∑

j=1

̺(Aj ×Bj) =

∞
∑

j=1

µ(Aj)ν(Bj),
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tov bb  egyenl�s�g teljes�l, ha az Aj ×Bj halmazok diszjunktak. M sodszor, a

(µ⊗ ν)(S) <∞
esetben, v laszthatunk V

1

⊃ V
2

⊃ V
3

⊃ . . . halmazokat £gy, hogy S ⊂ Vj ∈ P
1

�s

(µ⊗ ν)(S) = lim

j→∞
̺(Vj)

teljes�lj�n. V�g�l, legyen W = ∩∞
j=1Vj , ha (µ ⊗ ν)(S) < ∞, ha pedig (µ ⊗ ν)(S) = ∞,

akkor legyen W = X × Y .
(1) bizony¡t s hoz tegy�k fel, hogy A×B ∈ P

0

. Mivel

µ(A)ν(B) = ̺(A×B) ≤ ̺(V )

minden A×B ⊂ V ∈ P
1

-re, kapjuk, hogy µ(A)ν(B) ≤ (µ⊗ ν)(A ×B). A m sik ir ny£

egyenl�tlens�g trivi lis. Tov bb , ha T ⊂ X × Y , akkor T ⊂ U ∈ P
1

-b�l U ∩ (A×B) �s
U \ (A×B) diszjunkt P

1

-beli halmazok, ¡gy

(µ⊗ ν)
(

T ∩ (A×B)
)

+ (µ⊗ ν)
(

T \ (A×B)
)

≤ ̺
(

U ∩ (A×B)
)

+ ̺
(

U \ (A×B)
)

= ̺(U),

amib�l U -ra als¢ hat rt v�ve az A×B halmaz µ⊗ ν-m�rhet�s�ge ad¢dik. (1)-b�l k�vet-
kezik, hogy P

2

minden eleme µ⊗ν-m�rhet�. Ha most (µ⊗ν)(S) = 0, akkor S benne van

valamely W ∈ P
2

halmazban, amelyre ̺(W ) = 0, innen µ �s ν teljess�ge miatt ̺(S) = 0.

Ha (µ⊗ ν)(S) <∞ �s az S halmaz µ⊗ ν-m�rhet�, akkor S benne van egy W ∈ P
2

halmazban, amelyre (µ ⊗ ν)(S) = (µ ⊗ ν)(W ) = ̺(W ), innen (µ ⊗ ν)(W \ S) = 0. �gy

̺(W \ S) = 0,

µ
{

x : (x, y) ∈ S
}

= µ
{

x : (x, y) ∈W
}

teljes�l ν-majdnem minden y ∈ Y -ra. Ez azt jelenti, hogy

̺(S) = ̺(W ) = (µ⊗ ν)(S),

azaz (2), (4) �s (6) els� egyenl�s�ge teljes�l S karakterisztikus f�ggv�ny�re. Ugyanez

teljes�l, ha S tetsz�leges σ-v�ges µ⊗ ν-m�rhet� halmaz. (3), (5) �s (6) m sodik fele µ �s

ν szerep�nek felser�l�s�vel kaphat¢ a σ-v�ges µ⊗ ν-m�rhet� halmazok karakterisztikus

f�ggv�nyeire. V�g�l az approxim i¢s lemma �s Beppo Levi t�tele alapj n kapjuk a t�telt

nemnegat¡v, az integr l de�n¡i¢ja alapj n pedig tetsz�leges f�ggv�nyekre.

5.1.3. De�n¡i¢. Ha (Xi,Ai, µi) m�rt�kterek, i = 1, 2, . . . , n, akkor teljes induk-
i¢val de�ni ljuk a

µ
1

⊗ µ
2

⊗ · · · ⊗ µn = (µ
1

⊗ µ
2

⊗ · · · ⊗ µn−1

)⊗ µn

k�ls� m�rt�ket (X
1

×X
2

× . . .×Xn−1

)×Xn-en. Legyen tov bb 

A
1

⊗A
2

⊗ · · · ⊗ An = (A
1

⊗A
2

⊗ · · · ⊗ An−1

)⊗An.

A µ
1

⊗ µ
2

⊗ · · · ⊗ µn k�ls� m�rt�k lesz�k¡t�s�t A
1

×A
2

× · · · × An-re szorzatm�rt�knek

nevezz�k, �s (nem teljesen korrekt m¢don) szint�n µ
1

⊗ µ
2

⊗ · · · ⊗ µn-nel jel�lj�k. Ha

X
1

= X
2

= . . . = Xn = X , A
1

= A
2

= . . . = An = A �s µ
1

= µ
2

= . . . = µn = µ, akkor
µn

-et �s An
-et ¡runk.
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→ 5.1.4. Feladat [7℄. Legyen λ a Lebesgue-m�rt�k, µ pedig a sz ml l¢ m�rt�k [0, 1℄-
en. Mutassuk meg, hogy a δ(x, y) = 1, ha x = y, δ(x, y) = 0, ha x 6= y �sszef�gg�ssel

de�ni lt Kroneker-delta µ ⊗ λ-m�rhet�, �s hat rozzuk meg a Fubini-t�telben szerepl�

integr lokat. Mi�rt nem mond ellent az eredm�ny a Fubini-t�telnek?

5.1.5. Feladat [10℄. Sz m¡tsuk ki az

∫

1

0

∫

1

0

f(x, y) dλ(x) dλ(y),

∫

1

0

∫

1

0

f(x, y) dλ(y) dλ(x),

∫

1

0

∫

1

0

∣

∣f(x, y)
∣

∣ dλ(x) dλ(y),

∫

1

0

∫

1

0

∣

∣f(x, y)
∣

∣ dλ(y) dλ(x)

integr lokat, ha

(1) f(x, y) = (x2 − y2)/(x2 + y2)2;

(2) f(x, y) = 1/(x− 1/2)3, ha 0 < y < |x− 1/2| �s 0 egy�bk�nt;
(3) f(x, y) = (x − y)/(x2 + y2)3/2;

(4) f(x, y) = 1/(1− xy)p, ahol p > 0.

5.1.6. Feladat: az integr l mint g�rbe alatti ter�let [10℄. Legyen (X,A, µ)
egy σ-v�ges m�rt�kt�r, λ a Lebesgue-m�rt�k R-en, f : X → [0,∞℄ m�rhet� f�ggv�ny, �s

T∗ =
{

(x, t) : (x, t) ∈ X × R, 0 ≤ t < f(x)
}

,

T ∗
=

{

(x, t) : (x, t) ∈ X × R, 0 ≤ t ≤ f(x)
}

.

Igazoljuk, hogy a T∗ �s T
∗
halmazok µ⊗ λ-m�rhet�ek, �s

(µ⊗ λ)(T∗) = (µ⊗ λ)(T ∗
) =

∫

X

f dµ.

(Lebesgue eredetileg a nemnegat¡v val¢s �rt�k� f�ggv�nyek Lebesgue-integr lj t g�rbe

alatti ter�letk�nt de�ni lta.)

* 5.1.7. Feladat: a nagy sz mok gyenge t�rv�nye [13℄. Legyenek (Xγ ,Aγ , µγ),

γ ∈ � val¢sz¡n�s�gi m�rt�kterek. Az

∏

γ∈�

Aγ 7→
n
∏

i=1

µγi
(Aγi

),

n ∈ N, γi ∈ � p ronk�nt k�l�nb�z� indexek, Aγi
∈ Aγi

, ha i = 1, . . . , n �s Aγ = Xγ , ha

γ 6= γi, i = 1, 2, . . . , n �sszef�gg�ssel �rtelmezett halmazf�ggv�nyhez tartoz¢ µ k�ls� m�r-
t�ket

∏

γ∈� µγ-val jel�lj�k, az erre n�zve m�rhet� halmazok oszt ly t pedig
∏

γ∈�Aγ-val.

A µ megszor¡t s t a µ-m�rhet� halmazok oszt ly ra a µγ m�rt�kek szorzat nak nevez-

z�k. Legyen � = N, Xn = {−1, 1}, An az Xn �sszes r�szhalmazainak oszt lya, µn pedig

a sz ml l¢ m�rt�k 1/2-szerese, ha n ∈ N. Legyen fn(x) = xn, ha x = (x
0

, x
1

, x
2

, . . . ).
Bizony¡tsuk be, hogy az fn m�rhet� f�ggv�nysorozat m�rt�kben az azonosan nulla f�gg-

v�nyhez tart.

* 5.1.8. Probl�ma [?℄. Igaz-e, hogy ha µ k�ls� m�rt�k X-en, ν pedig k�ls� m�rt�k

Y -on, akkor az A× B 7→ µ(A)ν(B) lek�pez�s σ-szubaddit¡v X × Y r�szhalmazain?



5.2. A Lebesgue-m�rt�k az euklideszi t�ren 77

5.2. A Lebesgue-m�rt�k az euklideszi t�ren

5.2.1. De�n¡i¢. A λn n-dimenzi¢s Lebesgue k�ls� m�rt�ket Rn
-en mint a

λn = λ⊗ λ⊗ · · · ⊗ λ

n-t�nyez�s szorzatot de�ni ljuk. Az n-dimenzi¢s Lebesgue-m�rhet� halmazok oszt ly t

Ln
-nel jel�lj�k. A λn k�ls� m�rt�k megszor¡t s t Ln

-re n-dimenzi¢s Lebesgue-m�rt�knek

nevezz�k, �s szint�n λn-nel jel�lj�k.

5.2.2. T�tel. A λn szorzatm�rt�k Radon-m�rt�k Rn
-en, tov bb 

(1) λn(S) = inf

{

λn(V ) : V ny¡lt, S ⊂ V
}

minden S ⊂ Rn
-re.

Bizony¡t s. A Fubini-t�telt ism�telten alkalmazva kapjuk, hogy az

(a
1

, b
1

)× (a
2

, b
2

)× · · · × (an, bn)

alak£ n-dimenzi¢s ny¡lt intervallumok m�rhet�ek. Mivel azok az n-dimenzi¢s ny¡lt in-
tervallumok, amelyekre minden ai �s bi raion lis, megsz ml lhat¢ b zis t alkotj k Rn

topol¢gi j nak, Rn
minden ny¡lt r�szhalmaza m�rhet�.

A kompakt halmazok m�rt�ke v�ges, mivel intervallumba foglalhat¢k. Mivel Rn

minden ny¡lt r�szhalmaza σ-kompakt, tetsz�leges V ny¡lt halmazhoz l�tezik kompakt

halmazok egy K
1

⊂ K
2

⊂ K
3

⊂ . . . sorozata, amelyre ∪∞
i=1Ki = V . �gy a m�rt�k

folytonoss g b¢l

λn(V ) = lim

i→∞
λn(Ki) ≤ sup

{

λn(K) : K ⊂ V , K kompakt

}

.

A m sik ir ny£ egyenl�tlens�g trivi lis. V�g�l n szerinti teljes induki¢val bebizony¡tjuk

(1)-et. Legyen ε > 0, �s tegy�k fel, hogy n − 1-re m r tudjuk az  ll¡t st. Nyilv n

feltehetj�k, hogy λn(S) <∞. V lasszunk egy olyan

S ⊂
∞
⋃

i=1

(Ai ×Bi)

lefed�st, amelyre az Ai halmaz λ
n−1

-m�rhet�, a Bi halmaz λ-m�rhet�, ha i = 1, 2, . . . ,
tov bb  λn−1

(Ai) <∞, λ(Bi) <∞, �s

∞
∑

i=1

λn−1

(Ai)λ(Bi) ≤ λn(S) + ε.

V lasztva minden i-re olyan Vi �s Wi ny¡lt halmazokat, amelyekre Ai ⊂ Vi, Bi ⊂Wi �s

λn−1

(Vi)λ(Wi) ≤ λn−1

(Ai)λ(Bi) +
ε

2

i
,
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az U = ∪∞
i=1(Vi ×Wi) ny¡lt halmazra S ⊂ U �s

λn(U) ≤
∞
∑

i=1

λn−1

(Vi)λ(Wi) ≤
∞
∑

i=1

(

λn−1

(Ai)λ(Bi) +
ε

2

i

)

≤ λn(S) + 2ε.

* 5.2.3. Lemma. Legyenek a
1

, . . . , an �s b
1

, . . . , bn val¢s sz mok, τ pedig a

τ(x
1

, x
2

, . . . , xn) = (a
1

x
1

+ b
1

, a
2

x
2

+ b
2

, . . . , anxn + bn), ha (x
1

, x
2

, . . . , xn) ∈ Rn

�sszef�gg�ssel adott aÆn transzform i¢ja Rn
-nek �nmag ba, �s legyen

Jτ = |a
1

a
2

· · ·an|.

Ekkor

λn
(

τ(S)
)

= Jτ · λn(S) minden S ⊂ Rn
-re,

tov bb  ha S m�rhet�, akkor τ(S) is m�rhet�.

Bizony¡t s. A bizony¡t st teljes induki¢val v�gezz�k. A 2.1.3. t�telben n = 1-re

m r igazoltuk az  ll¡t st. Legyen n > 1 �s tegy�k fel, hogy n−1-re igaz az  ll¡t s, legyen

tov bb  S ⊂ Rn
�s

τ∗ : (x
1

, . . . , xn−1

) 7→ (a
1

x
1

+ b
1

, . . . , an−1

xn−1

+ bn−1

), ha (x
1

, . . . , xn−1

) ∈ Rn−1,

τ ′ : xn 7→ anxn + bn, ha xn ∈ R.

Ha S ⊂ ∪∞
i=1(Ai ×Bi), ahol Ai ∈ Ln−1

�s Bi ∈ L, akkor

τ(S) ⊂
∞
⋃

i=1

τ(Ai × Bi) =

∞
⋃

i=1

(

τ∗(Ai)× τ ′(Bi)
)

,

amib�l

λn
(

τ(S)
)

≤ |a
1

a
2

· · ·an−1

||an|
∞
∑

i=1

λn−1

(Ai)λ(Bi),

�s ¡gy

λn
(

τ(S)
)

≤ Jτ · λn(S).

Ha valamelyik ai nulla, akkor k�szen is vagyunk. Ha nem, akkor τ−1

-re alkalmazva az

eddigieket, kapjuk a m sik ir ny£ egyenl�tlens�get. A τ(S) halmaz m�rhet�s�ge a

λn
(

T ∩ τ(S)
)

+ λn
(

T \ τ(S)
)

= Jτ · λn
(

τ−1

(T ) ∩ S
)

+ Jτ · λn
(

τ−1

(T ) \ S
)

= Jτ · λn
(

τ−1

(T )
)

= λn(T )

�sszef�gg�sb�l k�vetkezik.
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* 5.2.4. T�tel. Legyen µ egy Radon-m�rt�k Rn
-en, �s legyen A a µ �rtelmez�si

tartom nya. Tegy�k fel, hogy µ eltol sinvari ns, azaz

A+ b ∈ A �s µ(A+ b) = µ(A) minden A ∈ A, b ∈ Rn
-re.

Ekkor van olyan c ≥ 0 konstans, hogy

µ(A) = cλn(A) minden A ∈ A-ra.

Bizony¡t s. Ugyan£gy, mint az 5.2.2. t�tel bizony¡t s ban, kapjuk, hogy Rn ×Rn

minden Borel-halmaza µ × λn-m�rhet�. Legyen K egy r�gz¡tett, nem �res, kompakt

lez rt£ ny¡lt r�szhalmaza Rn
-nek, V pedig tetsz�leges ny¡lt r�szhalmaza Rn

-nek. Fel-

haszn lva, hogy az

{

(x, y) : y ∈ K,x+ y ∈ V
}

�s

{

(x, y) : y ∈ V, y − x ∈ K
}

halmazok ny¡lt halmazok, a Fubini-t�tel �s az el�z� lemma szerint

λn(V )µ(K) =

∫

Rn

∫

Rn

ξV (x) dλ
n
(x)ξK(y) dµ(y)

=

∫

Rn

∫

Rn

ξV −y(x) dλ
n
(x)ξK (y) dµ(y)

=

∫

Rn

∫

Rn

ξV −x(y)ξK(y) dµ(y) dλ
n
(x)

=

∫

Rn

∫

Rn

ξV (y)ξK+x(y) dµ(y) dλ
n
(x)

=

∫

Rn

ξV (y)

∫

Rn

ξy−K(x) dλ
n
(x) dµ(y) = µ(V )λn(K).

Ebb�l c = µ(K)/λn(K) jel�l�ssel µ(V ) = cλn(V ) minden ny¡lt r�szhalmaz ra Rn
-nek.

Egy adott A ∈ A halmazt tartalmaz¢ ny¡lt halmazokra als¢ hat rt v�ve ugyanez teljes�l

minden A-ra.

5.2.5. T�tel. Legyen τ : x 7→ A(x) + b egy aÆn transzform i¢ja Rn
-nek �nma-

g ba, ahol A : Rn → Rn
line ris transzform i¢ �s b ∈ Rn

. Legyen

Jτ = | detA|.

Ekkor

λn
(

τ(S)
)

= Jτ · λn(S) minden S ⊂ Rn
-re,

tov bb  ha az S halmaz λn-m�rhet�, akkor τ(S) is az.

* Bizony¡t s. Nyilv n feltehetj�k, hogy Jτ 6= 0, azaz, hogy τ invert lhat¢, mert

egy�bk�nt τ k�ptere nullm�rt�k�. Ha τ invert lhat¢, akkor τ homeomorf lek�pez�se

Rn
-nek Rn

-re. Legyen

µ(S) = λn
(

τ(S)
)

, ha S ⊂ Rn.
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Ekkor

(1)

inf

{

µ(V ) : V ny¡lt, S ⊂ V
}

= inf

{

λn
(

τ(V )
)

: τ(V ) ny¡lt, τ(S) ⊂ τ(V )
}

= λn
(

τ(S)
)

= µ(S).

Tekints�k µ lesz�k¡t�s�t a Borel-halmazokra. Ez Radon-m�rt�k: k�nnyen l that¢, hogy

m�rt�k �s a kompakt halmazok m�rt�ke v�ges, a ny¡lt halmazokkal k¡v�lr�l val¢ appro-

xim lhat¢s got m r l ttuk, �s

sup

{

µ(K) : K kompakt, K ⊂ V
}

= sup

{

λn
(

τ(K)

)

: τ(K) kompakt, τ(K) ⊂ τ(V )
}

= λn
(

τ(V )
)

= µ(V )

minden V ny¡lt r�szhalmaz ra Rn
-nek. �gy az el�z� t�tel szerint van olyan cτ konstans,

hogy λn
(

τ(B)
)

= cτλ
n
(B) minden Borel-halmazra. (1) szerint ez minden S ⊂ Rn

-re is

teljes�l. Ha

τ
1

(x
1

, . . . , xn) = (a
1

x
1

+ b, . . . , anxn + bn),

akkor az 5.2.3. lemma szerint cτ
1

= Jτ
1

. Ha τ
2

ortogon lis line ris transzform i¢, akkor

cτ
2

= 1, mivel τ
2

az {x : x ∈ Rn, |x| ≤ 1} = B(0, 1) g�mb�t �nmag ra k�pezi le. Mivel

minden τ invert lhat¢ aÆn transzform i¢ el� ll τ = τ
1

◦ τ
2

alakban, �s cτ = cτ
1

cτ
2

, a

t�telt bebizony¡tottuk.

* 5.2.6. T�tel. Az Rn
t�r b rmely r sugar£ g�mbj�nek λn-m�rt�ke

rnααα(n).

Bizony¡t s. Az 5.2.3. lemma szerint

λn
(

B(a, r)
)

= rnλn
(

B(0, 1)
)

b rmely n ∈ N, n ≥ 1, a ∈ Rn
�s r ≥ 0-ra, ahol B(a, r) az a k�z�ppont£, r sugar£ z rt

g�mb�t jel�li.

Induki¢val bizony¡tunk. Az  ll¡t s nyilv nval¢, ha n = 1. A Fubini-t�tel szerint,

felhaszn lva a ��

�

-f�ggv�ny ismert tulajdons gai (l sd Rudin [40℄, 201{204. oldal), valamint

a Riemann- �s a Lebesgue-integr l kapsolat t, n ≥ 2 eset�n

∫

[−1,1℄

λn−1

{

y : |y| ≤ (1− t2)1/2
}

dλ(t) = ααα(n− 1)

∫

[−1,1℄

(1− t2)(n−1)/2 dλ(t)

= 2ααα(n− 1)

∫

1

0

(1− t2)(n−1)/2 dt = 2ααα(n− 1)

∫ π
2

0

os

n θ dθ

=

��

�

(1/2)n−1

��

�

(

(n+ 1)/2
)

��

�

(1/2)���
(

(n+ 1)/2
)

��

�

(

(n+ 2)/2
)

=

��

�

(1/2)n

��

�

(1 + n/2)
= ααα(n).

Ny¡lt g�mb�kre a bizony¡t s hasonl¢.
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→ 5.2.7. Feladat [6℄. Fogalmazzuk meg pontosan, �s igazoljuk a Cavalieri-elvet.

→ 5.2.8. Feladat [8℄. Bizony¡tsuk be, hogy λn �s λm szorzata λn+m
.

5.2.9. Feladat [10℄. Jel�lje B az R Borel-halmazainak oszt ly t. Keress�nk olyan

S ⊂ R2

halmazt, amely az {A×B : A,B ∈ B}, illetve {A×B : A,B ∈ L} halmazoszt lyok
 ltal gener lt σ-algebr k k�z�l az els�ben nins benne, de a m sodikban igen. Keress�nk
olyan S ⊂ R2

halmazt, amelyre λ2(S) = 0, de a fenti σ-algebr kban nins benne.

* 5.2.10. Feladat [11℄. Bizony¡tsuk be, hogy Rn
b rmely konvex r�szhalmaza Le-

besgue-m�rhet�.

* 5.2.11. Feladat [14℄. Adjunk p�ld t olyan A ⊂ [0, 1℄ × [0, 1℄ Borel-halmazra,
amelyre λ2(A) = 1, de A nem tartalmaz B × C alak£ halmazt, amelyre B,C ∈ L �s

λ(B)λ(C) > 0.

* 5.2.12. 5.2.12. Feladat [18℄. Konstru ljunk olyan val¢s f�ggv�nyt, amely gra�-

konj nak b rmely egys�gn�gyzetbe es� r�sze 1 k�ls� m�rt�k� halmaz.



6. M�RT�KEK DERIVǱLTJA

6.1. A Lebesgue{Radon{Nikodym-t�tel

A 4.2.5. t�tel szerint, ha (X,A, µ) egy m�rt�kt�r �s ϕ egy nemnegat¡v, majdnem min-

den�tt �rtelmezett m�rhet� f�ggv�ny, akkor a ν(A) =
∫

A ϕdµ, ha A ∈ A �sszef�gg�ssel

de�ni lt f�ggv�ny m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren. Az nyilv nval¢, hogy ha µ(A) = 0

valamely A ∈ A-ra, akkor ν(A) = 0. A val¢sz¡n�s�gsz m¡t sban �s az anal¡zisben fontos

szerepet j tszik a fenti  ll¡t s | bizonyos felt�telek mellett fenn ll¢ | megford¡t sa.

6.1.1. De�n¡i¢. Legyen (X,A) m�rhet� t�r, µ �s ν pedig ezen a m�rhet� t�ren

�rtelmezett m�rt�kek. Azt mondjuk, hogy ν abszol£t folytonos µ-re n�zve, ha b rmely

A ∈ A-ra, amelyre µ(A) = 0, teljes�l, hogy ν(A) = 0. Jel�l�se: ν ≪ µ. Azt mondjuk,

hogy µ �s ν szingul risak egym sra, ha van olyan A ∈ A, hogy µ(A) = 0 �s ν(X \A) = 0.

Jel�l�se: ν ⊥ µ.
Nyilv n egy adott (X,A) m�rhet� t�ren �rtelmezett m�rt�kek k�r�ben ≪ reex¡v

�s tranzit¡v, ⊥ pedig szimmetrikus rel i¢. Egyszer� p�lda szingul ris m�rt�kekre a

Lebesgue-m�rt�k �s a Dira-m�rt�k R-en.

6.1.2. Lebesgue{Radon{Nikodym-t�tel. Legyen (X,A) m�rhet� t�r, µ �s ν
pedig σ-v�ges m�rt�kek (X,A)-n. Ekkor l�tezik pontosan egy olyan (X,A)-n �rtelmezett

νa �s νs m�rt�kekb�l  ll¢ p r, hogy

(1) ν(A) = νa(A) + νs(A) minden A ∈ A-ra;

(2) νa ≪ µ �s νs ⊥ µ.

L�tezik tov bb  egy olyanX-en �rtelmezett ϕ nemnegat¡v val¢s �rt�k� m�rhet� f�ggv�ny,

hogy

(3) νa(A) =

∫

A

ϕdµ minden A ∈ A-ra.

A ϕ f�ggv�ny µ-majdnem minden�tt egy�rtelm�en meghat rozott, azaz ha ~ϕ egy m sik

X-en �rtelmezett nemnegat¡v m�rhet� f�ggv�ny, amelyre (3) fenn ll, akkor a k�t f�ggv�ny
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µ-majdnem minden�tt egyenl�. Ha f : X → R m�rhet� f�ggv�ny, akkor az al bbi k�t

integr l egyszerre l�tezik �s

(4)

∫

X

f dνa =

∫

X

fϕ dµ.

Bizony¡t s. El�sz�r tegy�k fel, hogy µ �s ν v�ges m�rt�kek. Legyen κ(A) = µ(A)+
ν(A), ha A ∈ A. Ekkor κ is m�rt�k (X,A)-n, tov bb 

∫

f dκ =

∫

f dµ+

∫

f dν,

ha valamelyik oldal de�ni lva van. Az ut¢bbi  ll¡t s m�rhet�, egyszer� f�ggv�nyekre nyil-

v nval¢, nemnegat¡v m�rhet� f�ggv�nyekre Beppo Levi t�tel�b�l, tetsz�legesekre pedig

az integr l de�n¡i¢j b¢l k�vetkezik.

A bizony¡t s kulsa Riesz reprezent i¢s t�tel�nek alkalmaz sa a (val¢s) L2

R(κ) t�r
folytonos line ris funkion ljaira. Ha f ∈ L2

R(κ), akkor

∣

∣

∣

∫

f dν
∣

∣

∣
≤
∫

|f | dν ≤
∫

|f | dκ ≤ κ(X)

1/2
(

∫

|f |2 dκ
)

1/2

,

¡gy az f 7→
∫

f dν funkion l folytonos line ris funkion l L2

R(κ)-n. A Riesz-f�le repre-

zent i¢s t�tel szerint van olyan g ∈ L2

R(κ), hogy

(5)

∫

f dν =

∫

fg dκ =

∫

fg dν +

∫

fg dµ,

ha f ∈ L2

R(κ). Legyen f = ξA valamely A ∈ A-ra. Ekkor az el�z� egyenl�s�g bal oldala
ν(A), �s mivel 0 ≤ ν(A) ≤ κ(A),

0 ≤
∫

A

g dκ ≤ κ(A).

Mivel ez minden A ∈ A-ra fenn ll, κ-majdnem minden x ∈ X-re 0 ≤ g(x) ≤ 1. Az

 ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy ez minden x ∈ X-re teljes�l. (5)-�t

 trendezve, azt kapjuk, hogy

(6)

∫

X

(1− g)f dν =

∫

X

fg dµ, ha f ∈ L2

R(κ).

Legyen B = X(g = 1), �s legyen νa(A) = ν(A\B), νs(A) = ν(A∩B), ha A ∈ A. Ha f a B
karakterisztikus f�ggv�nye (6)-ban, akkor l tjuk, hogy µ(B) = 0. Nyilv n νs(X \B) = 0,

¡gy µ ⊥ νs. Mivel g korl tos, (6) akkor is teljes�l, ha f -et (1 + g + . . . + gn)ξA-val
helyettes¡tj�k, A ∈ A, n = 1, 2, . . . -re. �gy azt kapjuk, hogy

(7)

∫

A

(1− gn+1) dν =

∫

A

g(1 + g + . . .+ gn) dµ.
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A B minden pontj ban g(x) = 1, �s ¡gy 1− gn+1(x) = 0. Az X \ B minden pontj ban

gn+1(x) → 0 monoton s�kkenve. �gy a bal oldal ν(A \ B) = νa(A)-hoz tart monoton
n�vekedve. A jobb oldalon szerepl� f�ggv�ny egy nemnegat¡v m�rhet� ϕ f�ggv�nyhez tart

monoton n�vekedve, maga az integr l pedig

∫

A ϕdµ-h�z. Ezzel bel ttuk (3)-at. (3)-b¢l

k�vetkezik, hogy νa ≪ µ.
Most t�rj�nk  t az  ltal nos eset bizony¡t s ra. V lasszunk egy olyan Cn, n =

1, 2, . . . diszjunkt A-beli halmazokb¢l  ll¢ sorozatot, amelyre ∪∞
n=1Cn = X , µ(Cn) <∞

�s ν(Cn) <∞minden n-re. A νCn
�s µCn

m�rt�kekre alkalmazva a t�tel eddig bizony¡tott

r�sz�t, a νCn,a �s νCn,s m�rt�keket �s ϕn f�ggv�nyeket kapjuk. Legyen

νa(A) =

∞
∑

n=1

νCn,a(A ∩Cn) �s νs(A) =

∞
∑

n=1

νCn,s(A ∩ Cn),

ha A ∈ A, �s legyen ϕ(x) = ϕn(x), ha x ∈ Cn �s ϕn(x) de�ni lva van. Ekkor az (1), (2)
�s (3) �sszef�gg�sek teljes�lnek.

A ν = νa + νs felbont s uniit s nak bizony¡t s hoz tegy�k fel, hogy B ∈ A £gy,

hogy µ(B) = 0 �s νs(X \B) = 0, tov bb  hogy ν′a+ν
′
s = ν, ν′a ≪ µ, �s B′ ∈ A £gy, hogy

µ(B′
) = 0 �s ν′s(X \ B′

) = 0. Ekkor b rmely A-beli D ⊂ B ∪ B′
halmazra µ(D) = 0, �s

¡gy νa �s ν′a abszol£t folytonoss ga miatt ν(D) = νs(D) = ν′s(D). Ha D ⊂ X \ (B ∪B′
),

akkor νs(D) = ν′s(D) = 0 teljes�l. �gy

νs(A) = νs
(

A ∩ (B ∪B′
)

)

+ νs
(

A \ (B ∪B′
)

)

= ν′s
(

A ∩ (B ∪B′
)

)

+ ν′s
(

A \ (B ∪B′
)

)

= ν′s(A),

ha A ∈ A. Ebb�l m r ad¢dik, hogy νa(A) = ν′a(A). �gy νa = ν′a �s νs = ν′s.
A ϕ uniit s nak bizony¡t s hoz tegy�k fel, hogy

νa(A) =

∫

A

~ϕdµ

minden A ∈ A-ra. Ekkor az X(ϕ > ~ϕ) halmazra

0 =

∫

X(ϕ> ~ϕ)

(ϕ− ~ϕ) dµ,

amib�l µX(ϕ > ~ϕ) = 0. Hasonl¢an µX(ϕ < ~ϕ) = 0, ¡gy a k�t f�ggv�ny µ-majdnem
minden�tt egyenl�.

V�g�l (4) a szok sos m¢don kaphat¢: nyilv nval¢ egyszer� f�ggv�nyekre, Beppo Levi

t�tel�b�l ad¢dik nemnegat¡v, az integr l de�n¡i¢j b¢l pedig tetsz�leges f�ggv�nyekre.

6.1.3. Megjegyz�s. Az el�z� t�telben szerepl� νa, νs p rt a ν m�rt�k µ-re vo-

natkoz¢ Lebesgue-felbont s nak nevezz�k, a t�tel ennek l�tez�s�re �s egy�rtelm�s�g�re

vonatkoz¢ r�sz�t pedig Lebesgue felbont si t�tel�nek. A t�tel m sodik fele, amely a νa
m�rt�k integr lk�nt val¢ el� ll¡t s val foglalkozik, a Radon{Nikodym-t�tel. A ϕ f�gg-

v�nyt szok s νa-nak a µ-re vonatkoz¢ Radon{Nikodym-deriv ltj nak nevezni, �s

dνa
dµ

-vel

jel�lni. Mint l ttuk, ϕ nem egy�rtelm�, sak µ-majdnem minden�tt meghat rozott.
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6.1.4. L nszab ly. Legyenek µ, ν �s κ σ-v�ges m�rt�kek az (X,A) m�rhet�

t�ren £gy, hogy ν ≪ µ �s κ≪ ν. Ekkor κ≪ µ �s

dκ

dµ
=

dκ

dν

dν

dµ
µ-majdnem minden�tt.

Bizony¡t s. B rmely A ∈ A-ra

κ(A) =

∫

A

dκ

dν
dν =

∫

A

dκ

dν

dν

dµ
dµ.

6.1.5. Feladat [9℄. Vezess�k le Lebesgue felbont si t�tel�t a Radon{Nikodym-

t�telb�l.

6.2. Komplex m�rt�kek

Ha (X,A, µ) egy m�rt�kt�r �s ϕ egy integr lhat¢ f�ggv�ny, akkor a

ν(A) =

∫

A

ϕdµ

�sszef�gg�ssel de�ni lt halmazf�ggv�ny a 4.2.5. t�tel szerint σ-addit¡v A-n, de att¢l f�g-
g�en, hogy ϕ val¢s, komplex vagy vektor�rt�k�, ν is val¢s, komplex vagy vektor�rt�k�.

�rdemesnek l tszik ennek alapj n val¢s, komplex vagy vektor�rt�k� σ-addit¡v halmaz-

f�ggv�nyekkel foglalkozni. Mi sak a val¢s �s komplex �rt�k� esetet vizsg ljuk meg

r�szletesen, de a t�telek k�nnyen  ltal nos¡that¢k Kn
-beli �rt�k� m�rt�kekre is, ha ko-

ordin t kat haszn lunk. Ǳltal nos Banah-t�rbeli �rt�k� m�rt�kek ir nt �rdekl�d�knek

Dunford �s Shwartz [7℄, illetve Bourbaki [4℄ k�nyv�nek tanulm nyoz s t aj nljuk. Ha

ϕ b�v¡tett val¢s �rt�k�, nem integr lhat¢, de l�tezik az integr lja, akkor ν a −∞ �s ∞
�rt�keket is felveheti. Az ilyen, £gynevezett el�jeles m�rt�kek t rgyal s t l sd Lazkovih

[26℄ jegyzet�ben vagy Halmos [15℄ k�nyv�ben.

* 6.2.1. De�n¡i¢. Legyen (X,A) egy m�rhet� t�r. Azt mondjuk, hogy µ egy komp-

lex m�rt�k A-n, ha µ : A → C �s

(1) µ(∪∞
k=1Ak) =

∞
∑

k=1

µ(Ak) (σ-additivit s)

diszjunkt A-beli halmazok b rmely Ak, k = 1, 2, . . . sorozat ra. Ha µ sak val¢s �rt�keket
vesz fel, akkor val¢s m�rt�knek nevezz�k.

Vil gos, hogy egy adott (X,A) m�rhet� t�ren �rtelmezett val¢s, illetve komplex

m�rt�kek a f�ggv�nyek szok sos �sszead s val �s skal rral val¢ szorz s val vektorteret

alkotnak R, illetve C felett.

Mivel az (1) egyenlet bal oldala nem f�gg azAk halmazok sorrendj�t�l, a jobb oldalon

 ll¢ sz msor �sszege sem f�gghet a sorrendt�l. Ebb�l k�vetkezik, hogy a jobb oldalon

 ll¢ sornak abszol£t konvergensnek kell lennie.
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* 6.2.2. De�n¡i¢. Ha µ komplex m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren, akkor a
µr(A) = ℜµ(A), ha A ∈ A,

illetve

µi(A) = ℑµ(A), ha A ∈ A
�sszef�gg�sekkel de�ni lt val¢s m�rt�keket µ val¢s, illetve k�pzetes r�sz�nek nevezz�k.

Nyilv n µ = µr + iµi.

* 6.2.3. De�n¡i¢. Legyen µ komplex m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren, �s ha A ∈ A,
de�ni ljuk a |µ|(A) sz mot mint az �sszes

n
∑

k=1

∣

∣µ(Ak)
∣

∣

alak£ �sszegek pontos fels� korl tj t, ahol A
1

, A
2

, . . . , An p ronk�nt diszjunkt, m�rhet�

halmazok, amelyek egyes¡t�se A. Az ¡gy �rtelmezett |µ| : A → [0,∞℄ f�ggv�nyt a µ teljes

v ltoz s nak nevezz�k. Vegy�k �szre, hogy a pontos fels� korl t ugyanaz marad, ha sak

azt tessz�k fel, hogy A
1

, A
2

, . . . , An p ronk�nt diszjunkt, m�rhet� r�szhalmazai A-nak.

* 6.2.4. T�tel. Legyenek µ �s ν komplex m�rt�kek az (X,A) m�rhet� t�ren, �s

c ∈ C. Ekkor

(1) |cµ| = |c||µ|
�s

(2) |µ+ ν| ≤ |µ|+ |ν|.
Bizony¡t s. Egyszer� sz mol s.

* 6.2.5. T�tel. Ha µ komplex m�rt�k (X,A)-n, akkor |µ| v�ges m�rt�k (X,A)-n.
Bizony¡t s. El�sz�r azt mutatjuk meg, hogy |µ| m�rt�k. A σ-additivit s miatt

µ(∅) =

∑∞
k=1 µ(∅), amib�l µ(∅) = 0. Innen |µ|(∅) = 0. Megmutatjuk, hogy |µ| is

σ-addit¡v. Legyen Aj , j = 1, 2, . . . egy A-beli p ronk�nt diszjunkt halmazokb¢l  ll¢

sorozat, A = ∪∞
j=1Aj �s t < |µ|(A). V lasszunk A-beli p ronk�nt diszjunkt E

1

, . . . , En

halmazokat, amelyekre ∪n
k=1Ek = A, £gy, hogy

t <

n
∑

k=1

|µ(Ek)|

teljes�lj�n. Ekkor

t <

n
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∞
∑

j=1

µ(Ek ∩ Aj)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
n
∑

k=1

∞
∑

j=1

∣

∣µ(Ek ∩Aj)
∣

∣

=

∞
∑

j=1

n
∑

k=1

∣

∣µ(Ek ∩ Aj)
∣

∣ ≤
∞
∑

j=1

|µ|(Aj).
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Mivel t tetsz�leges volt, kapjuk, hogy

|µ|(A) ≤
∞
∑

j=1

|µ|(Aj).

Ha |µ|(A) = ∞, akkor a ford¡tott egyenl�tlens�g nyilv nval¢. Ha |µ|(A) < ∞, legyen

ε > 0 �s v lasszunk minden j-re egy olyan A-beli p ronk�nt diszjunkt halmazokb¢l  ll¢
Ej,1, . . . , Ej,nj

halmazrendszert, amelyre ∪nj

k=1Ej,k = Aj �s

nj
∑

k=1

∣

∣µ(Ej,k)
∣

∣ ≥ |µ|(Aj)−
ε

2

j
.

Ekkor b rmely m pozit¡v eg�sz sz mra

m
∑

j=1

|µ|(Aj) ≤
m
∑

j=1

(

ε

2

j
+

nj
∑

k=1

∣

∣µ(Ej,k)
∣

∣

)

≤ ε+
m
∑

j=1

nj
∑

k=1

∣

∣µ(Ej,k)
∣

∣

+

∣

∣µ(∪∞
j=m+1

Aj)
∣

∣

≤ ε+ |µ|(A).

Mivel ε tetsz�leges volt,
m
∑

j=1

|µ|(Aj) ≤ |µ|(A),

amib�l

∞
∑

j=1

|µ|(Aj) ≤ |µ|(A).

Ezzel bel ttuk, hogy |µ| m�rt�k.
M sodik l�p�sk�nt megmutatjuk, hogy |µ| v�ges m�rt�k. A 6.2.4. t�tel szerint

|µ|(X) ≤ |µr|(X)+ |µi|(X), ¡gy el�g val¢s m�rt�kekre bel tni az  ll¡t st. El�sz�r megmu-

tatjuk, hogy ha E ∈ A �s |µ|(E) = ∞, akkor E el� ll k�t diszjunkt m�rhet� A,B halmaz

egyes¡t�sek�nt, amelyekre

∣

∣µ(A)
∣

∣ > 1 �s |µ|(B) = ∞. Val¢ban, v lasszunk E-nek egy

olyan E
1

, E
2

, . . . , En p ronk�nt diszjunkt A-beli halmazokb¢l  ll¢ felbont s t, amelyre
n
∑

k=1

∣

∣µ(Ek)
∣

∣ > 2 + 2

∣

∣µ(E)
∣

∣.

Legyen A azon Ek-k uni¢ja, amelyekre µ(Ek) > 0, �s B azon Ek-k uni¢ja, amelyekre

µ(Ek) ≤ 0. Ekkor kisz molhat¢, hogy

∣

∣µ(A)
∣

∣ > 1,

∣

∣µ(B)
∣

∣ > 1 �s |µ| nem lehet A-n �s

B-n is v�ges. Sz�ks�g szerint esetleg megser�lj�k A �s B szerep�t.
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Ha most |µ|(X) = ∞, akkor teljes induki¢val de�ni lhatunk egy olyan A-beli hal-
mazokb¢l  ll¢ An, n = 1, 2, . . . �s Bn, n = 1, 2, . . . sorozatot, hogy An ∩ Bn = ∅,
∣

∣µ(An)
∣

∣ > 1, |µ|(Bn) = ∞ �s An+1 ∪Bn+1 = Bn minden n-re. Ha A = ∪∞
n=1An, akkor

µ(A) =
∞
∑

n=1

µ(An)

kell teljes�lj�n, de a jobb oldali sor nem konvergens, mivel µ(An) nem tart null hoz.

* 6.2.6. De�n¡i¢. Legyen µ val¢s m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren, �s

µ+ =

1

2

(

|µ|+ µ
)

, µ−
=

1

2

(

|µ| − µ
)

.

Ekkor a µ+, µ−
v�ges m�rt�kekb�l  ll¢ p rt a µ Hahn-f�le felbont s nak nevezz�k.

Nyilv n µ = µ+ − µ−
.

* 6.2.7. De�n¡i¢. Legyen µ komplex m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren. A µ+r , µ
−
r ,

µ+i , µ
−
i v�ges m�rt�kekb�l  ll¢ n�gyest a µ Jordan-felbont s nak nevezz�k. Vil gos, hogy

µ = µ+r − µ−
r + iµ+i − iµ−

i , amit gyakran ¡runk µ =

∑

3

j=0 i
jµj alakban is.

* 6.2.8. T�tel. Ha µ komplex m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren, �s µ =

∑

3

j=0 i
jµj a

µ Jordan-felbont sa, akkor

(1) µj ≤ |µ|, ha j = 0, 1, 2, 3;

(2) |µ| ≤∑3

j=0 µj .

Bizony¡t s. Egyszer� sz mol s.

* 6.2.9. De�n¡i¢. Legyen µ komplex m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren, f pedig b�-

v¡tett val¢s, komplex vagy Banah-t�rbeli �rt�k� f�ggv�ny. Az f -et µ-integr lhat¢nak
nevezz�k, ha |µ|-integr lhat¢. Az f f�ggv�ny µ integr lj t egy A ∈ A halmaz felett az

∫

A

f dµ =

3

∑

j=0

ij
∫

A

f dµj

�sszef�gg�ssel de�ni ljuk, ahol µ =

∑

3

j=0 i
jµj a µ Jordan-felbont sa. Megjegyezz�k,

hogy a jobb oldalon  ll¢ integr lok l�tez�se a szok sos m¢don (egyszer� f�ggv�nyek,

Beppo Levi t�tele, az integr l de�n¡i¢ja) k�vetkezik 6.2.8.(1)-b�l.

* 6.2.10. T�tel. Legyen µ komplex m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren, f �s g pedig

integr lhat¢, R, C vagy Banah-t�rbeli �rt�k� f�ggv�nyek. Ha c val¢s, illetve komplex

konstans, akkor f + g �s cf is integr lhat¢ak �s

(1)

∫

(f + g) dµ =

∫

f dµ+
∫

g dµ;

(2)

∫

(cf) dµ = c
∫

f dµ.

Bizony¡t s. Egyszer�, a de�n¡i¢ alapj n v�gzett sz mol s.
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* 6.2.11. De�n¡i¢. Legyenek µ �s ν komplex m�rt�kek az (X,A) m�rhet� t�ren. A
µ-t teljesnek nevezz�k, ha |µ| teljes. A µ-t komplex Radon-m�rt�knek nevezz�k, ha |µ|
Radon-m�rt�k. Azt mondjuk, hogy ν abszol£t folytonos µ-re vonatkoz¢an, ha |ν| abszol£t
folytonos |µ|-re vonatkoz¢an. Azt mondjuk, hogy µ �s ν szingul risak egym sra, ha |µ|
�s |ν| szingul risak egym sra. A ν ≪ µ �s ν ⊥ µ jel�l�seket is haszn ljuk.

* 6.2.12. A Lebesgue{Radon{Nikodym-t�tel komplex m�rt�kre. Legyen

(X,A, µ) egy σ-v�ges m�rt�kt�r, ν pedig komplex m�rt�k (X,A)-n. Ekkor l�tezik egyet-

len olyan (X,A)-n �rtelmezett νa �s νs komplex m�rt�kekb�l  ll¢ p r, amelyre

(1) ν = νa + νs;

(2) |νa| ≪ µ �s |νs| ⊥ µ.

L�tezik tov bb  egy ϕ ∈ L1

C(µ) f�ggv�ny, amelyre

(3) νa(A) =
∫

A ϕdµ b rmely A ∈ A-ra.

A ϕ f�ggv�ny µ-majdnem minden�tt egy�rtelm�en meghat rozott, azaz ha ~ϕ ∈ L1

C(µ)
egy m sik f�ggv�ny, amelyre (3) fenn ll, akkor a k�t f�ggv�ny µ-majdnem minden�tt

egyenl�. Tov bb 

(4)

∫

X f dνa =
∫

X fϕ dµ b rmely νa-integr lhat¢ f : X → C f�ggv�nyre;

(5) |νa|(A) =
∫

A |ϕ| dµ b rmely A ∈ A-ra.

A ϕ f�ggv�nyt

dνa
dµ

-vel is jel�lj�k, �s a νa m�rt�k µ szerinti Radon{Nikodym-deriv ltj nak

nevezz�k.

Bizony¡t s. Legyen ν =

∑

3

j=0 i
jνj a ν Jordan-felbont sa, �s alkalmazzuk a νj

m�rt�kekre a 6.1.2. t�telt. Legyen

νa =

3

∑

j=0

ijνj,a �s νs =

3

∑

j=0

ijνj,s.

(1) �s (2) egyszer� sz mol ssal ad¢dnak. Az uniit s ugyan£gy kaphat¢ meg, mint 6.1.2.-

ben. Legyen

ϕ =

3

∑

j=0

ijϕj , ahol νj,a(A) =

∫

A

ϕj dµ.

Ekkor 6.1.2.(3) �s 6.1.2.(4) szerint teljes�l (3) �s (4). A ϕ egy�rtelm�s�ge hasonl¢an

l that¢ be, mint 6.1.2.-ben. V�g�l, (5) bizony¡t s hoz legyen A ∈ A r�gz¡tett, �s

A
1

, A
2

, . . . , An diszjunkt A-beli halmazokb¢l  ll¢ sorozat, amelyre ∪n
k=1Ak = A. Ek-

kor

n
∑

k=1

∣

∣νa(Ak)
∣

∣

=

n
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

∫

Ak

ϕdµ

∣

∣

∣

∣

≤
n
∑

k=1

∫

Ak

|ϕ| dµ =

∫

A

|ϕ| dµ,

amib�l

|νa|(A) ≤
∫

A

|ϕ| dµ.
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Legyen g = ξA sgnϕ. V lasztva olyan egyszer� f�ggv�nyekb�l  ll¢ sj f�ggv�nysorozatot,
amely pontonk�nt g-hez konverg l, �s amelyre |sj | ≤ |ξA sgnϕ| ≤ 1, Lebesgue major lt

konvergenia t�tele szerint

∫

A

|ϕ| dµ =

∫

X

ϕξA sgnϕdµ = lim

j→∞

∫

X

ϕsj dµ.

M sr�szt minden sj f�ggv�ny

∑n
k=1 ckξAk

alak£, ahol A
1

, . . . , An az A egy m�rhet�,

diszjunkt halmazokra val¢ feloszt sa, �s |ck| ≤ 1 minden k-ra. �gy

∣

∣

∣

∣

∫

X

ϕsj dµ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=1

ck

∫

Ak

ϕdµ

∣

∣

∣

∣

∣

≤
n
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

∫

Ak

ϕdµ

∣

∣

∣

∣

=

n
∑

k=1

|νa(Ak)| ≤ |νa|(A).

�sszevetve a k�t el�z� �sszef�gg�st kapjuk, hogy

∫

A

|ϕ| dµ ≤ |νa|(A).

* 6.2.13. K�vetkezm�ny. Legyen µ komplex m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren.

Ekkor van olyan m�rhet� ϕ:X → C f�ggv�ny, hogy

(1) |ϕ(x)| = 1 minden x ∈ X-re;

(2) µ(A) =
∫

A
ϕd|µ| minden A ∈ A-ra;

(3)

∫

X
f dµ =

∫

X
fϕ d|µ| minden f ∈ L1

C

(

|µ|
)

-re;

(4) |
∫

X f dµ| ≤
∫

X |f | d|µ| minden f ∈ L1

C

(

|µ|
)

-re.

Bizony¡t s. Alkalmazzuk az el�z� t�telt µ-re �s |µ|-re. (1)-et 6.2.12.(5)-b�l kapjuk.
(4) a (3)-b¢l k�vetkezik.

* 6.2.14. De�n¡i¢. Ha ν komplex m�rt�k az (X,B) m�rhet� t�ren,

(

X,B, |ν|
)

ter-

m�szetes kiterjeszt�se (X,A, κ) �s h = dν/d|ν|, akkor a µ(A) =
∫

A h dκ �sszef�gg�ssel

de�ni lt komplex m�rt�ket ν term�szetes kiterjeszt�s�nek nevezz�k. Nyilv n |µ| = κ.

* 6.2.15. Hahn-f�le felbont si t�tel. Legyen µ val¢s m�rt�k az (X,A) m�rhet�

t�ren. Ekkor µ+ ⊥ µ−
.

Bizony¡t s. Az el�z� t�tel szerint

dµ
d|µ| = h, ahol |h| = 1. Mivel µ val¢s, h is val¢s

majdnem minden�tt. Legyen B = X(h = −1). Mivel

µ+ =

1

2

(

|µ|+ µ
)

, µ−
=

1

2

(

|µ| − µ
)

,

µ+(B) =
1

2

∫

B

(1 + h) d|µ| = 0

�s

µ−
(X \B) = 1

2

∫

X\B

(1− h) d|µ| = 0.
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* 6.2.16. T�tel. Legyenek µ �s ν komplex m�rt�kek az (X,A) m�rhet� t�ren, �s

c ∈ C. Ha egy R, C vagy Banah-t�rbeli �rt�k� f f�ggv�ny µ-integr lhat¢, akkor cµ-
integr lhat¢ is, �s

(1)

∫

f d(cµ) = c

∫

f dµ.

Ha az f f�ggv�ny ν-integr lhat¢ is, akkor µ+ ν-integr lhat¢, �s

(2)

∫

f d(µ+ ν) =

∫

f dµ+

∫

f dν.

Bizony¡t s. Ha f egy A ∈ A halmaz karakterisztikus f�ggv�nye, akkor nyilv n

fenn llnak az (1) �s (2) �sszef�gg�sek. Az integr l de�n¡i¢j b¢l kapjuk, hogy (1) �s

(2) akkor is fenn llnak, ha f egyszer� f�ggv�ny. V�g�l, v lasztva olyan egyszer� f�gg-

v�nyekb�l  ll¢ sn sorozatot, amely pontonk�nt f -hez konverg l, �s amelyre |sn| ≤ |f |,
n = 1, 2, . . . , Lebesgue major lt konvergenia t�tele �s a 6.2.13.(4) felhaszn l s val

∣

∣

∣

∣

∫

(f − sn) d(cµ)

∣

∣

∣

∣

≤
∫

|f − sn| d|cµ| → 0,

∣

∣

∣

∣

c

∫

(f − sn) dµ

∣

∣

∣

∣

≤ |c|
∫

|f − sn| d|µ| → 0,

amib�l

∫

f d(cµ) = lim

n→∞

∫

sn d(cµ) = c lim

n→∞

∫

sn dµ = c

∫

f dµ.

Hasonl¢an kapjuk (2)-t.

* 6.2.17. De�n¡i¢. Legyen µ komplex m�rt�k az (X,A) m�rhet� t�ren, ν pedig

komplex m�rt�k az (Y,B) m�rhet� t�ren. Legyen

ϕµ =

dµ

d|µ| , ϕν =
dν

d|ν| .

A µ �s ν szorzat t a

(µ⊗ ν)(S) =

∫

S

ϕµ(x)ϕν (y) d
(

|µ| ⊗ |ν|
)

(x, y)

�sszef�gg�ssel de�ni ljuk azon S halmazokra, amelyek |µ| ⊗ |ν|-m�rhet�ek.
* 6.2.18. Feladat [5℄. Legyen (X,A) m�rhet� t�r, µ komplex m�rt�k (X,A)-n, f

komplex �rt�k� µ-integr lhat¢ f�ggv�ny. Mutassuk meg, hogy a ν(A) =

∫

A f dµ, ha
A ∈ A �sszef�gg�ssel de�ni lt komplex m�rt�k abszol£t folytonos µ-re vonatkoz¢an.

* 6.2.19. Feladat [7℄. Legyen (X,A) m�rhet� t�r, ν �s µ komplex m�rt�kek (X,A)-n,
ν =

∑

3

j=0 i
jνj a ν Jordan-felbont sa. Igazoljuk, hogy az al bbi felt�telek ekvivalensek:

(1) ν ≪ µ;

(2) νj ≪ µ, ha j = 0, 1, 2, 3;

(3) b rmely A ∈ A halmazra, ha |µ|(A) = 0, akkor ν(A) = 0.
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6.3. Lp du lis tere

* 6.3.1. Megjegyz�s. A H�lder-egyenl�tlens�g szerint, ha (X,A, µ) egy m�rt�kt�r,

1 ≤ p ≤ ∞ �s 1/p+ 1/q = 1 (itt 1/∞ = 0), akkor b rmely g ∈ L
q
K(µ)-re az

F (f) =

∫

fg dµ, ha f ∈ L
p
K(µ)

�sszef�gg�ssel de�ni lt funkion l (amely nyilv nval¢an line ris) korl tos �s ‖F‖ ≤ ‖g‖q.
Az al bbiakban megmutatjuk, hogy a norm k k�z�tt | megfelel� felt�telek mellett |

egyenl�s�g  ll �s L
p
K(µ) minden korl tos line ris funkion lja el� ll ilyen alakban.

* 6.3.2. Lemma. Legyen (X,A, µ) v�ges m�rt�kt�r, 1 ≤ p < ∞ �s 1/p + 1/q = 1

(itt 1/∞ = 0). Ekkor tetsz�leges g : X → K m�rhet� f�ggv�nyre

‖g‖q ≤ sup

f

∣

∣

∫

fg dµ
∣

∣

‖f‖p
,

ahol a fels� hat r az �sszes nem nulla L
p
K(µ)-beli korl tos m�rhet� f�ggv�nyre veend�.

Bizony¡t s. Ha valamely g f�ggv�nyre az egyenl�tlens�g nem  llna fenn, akkor

|g|-re �s f sgn g-re (itt sgn 0 = 1) sem  llna fenn, ¡gy el�g nemnegat¡v g-re bizony¡tani
az  ll¡t st. Ekkor azonban |

∫

fg dµ| ≤
∫

|f |g dµ miatt a jobb oldali fels� hat r nem

v ltozik, ha sak nemnegat¡v f f�ggv�nyeket tekint�nk. Egyszer� f�ggv�nyek monoton

n�veked� sorozat val k�zel¡tve g-t kapjuk, hogy ha az egyenl�tlens�g nem  ll fenn, akkor

van olyan g nemnegat¡v egyszer� f�ggv�ny is, amelyre szint�n nem  ll fenn, ¡gy el�g az

egyenl�tlens�get erre az esetre bizony¡tani. Ha 1 < p < ∞, legyen f = gq−1

. Ekkor

fp
= gq, ¡gy f ∈ L

p
K(µ), ‖f‖p = ‖g‖q/pq �s

∫

fg dµ =

∫

gq = ‖g‖qq, ahonnan
∫

fg dµ ≥
‖g‖q‖f‖p. Ha p = 1, legyen s a jobb oldali fels� hat r. Ha A = X(g > s) pozit¡v

m�rt�k�, akkor legyen f = ξA. Nyilv n ‖f‖
1

= µ(A), �s
∫

fg =
∫

A g > sµ(A) = s‖f‖
1

,

ami ellentmond s.

* 6.3.3. Riesz reprezent i¢s t�tele. Legyen (X,A, µ) egy m�rt�kt�r, 1 ≤ p <∞
�s 1/p+ 1/q = 1 (itt 1/∞ = 0). Ha 1 < p < ∞, akkor b rmely F : L

p
K(µ) → K korl tos

line ris funkion lhoz egy �s sak egy olyan g ∈ L
q
K(µ) l�tezik, amelyre

F (f) =

∫

fg dµ, ha f ∈ L
p
K(µ).

Fenn ll tov bb  ‖F‖ = ‖g‖q. Ha a m�rt�kt�r σ-v�ges, akkor p = 1 eset�n is teljes�l az

 ll¡t s.

A t�telt sokszor r�viden £gy fogalmazzuk, hogy Lp
du lisa Lq

.
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Bizony¡t s. El�sz�r feltessz�k, hogy a m�rt�kt�r v�ges. Legyen ν(A) = F (ξA), ha
A ∈ A. Megmutatjuk, hogy ν val¢s, illetve komplex m�rt�k. Ha An diszjunkt, m�rhet�

halmazok egy sorozata, A = ∪∞
n=1An, akkor

∥

∥ξA − ξ∪n
k=1

Ak

∥

∥

p
=

(

∞
∑

k=n+1

µ(Ak)

)

1/p

→ 0,

�s ¡gy

ν(A) = F (ξA) = lim

n→∞

n
∑

k=1

F (ξAk
) =

∞
∑

k=1

ν(Ak).

Nyilv nval¢, hogy ν ≪ µ, ¡gy alkalmazhatjuk a Radon{Nikodym-t�telt, mely szerint l�te-
zik egy µ-majdnem minden�tt egy�rtelm�en meghat rozott g ∈ L1

K(µ) f�ggv�ny, amelyre

F (ξA) = ν(A) =

∫

A

g dµ =

∫

ξAg dµ.

Innen azonnal k�vetkezik, hogy F (f) =
∫

fg dµ akkor is fenn ll, ha f m�rhet� egyszer�

f�ggv�ny. Az approxim i¢s lemm t �s Lebesgue major lt konvergenia t�tel�t alkal-

mazva, az is k�vetkezik, hogy ez akkor is fenn ll, ha f korl tos m�rhet� f�ggv�ny. A

6.3.2. lemma szerint ‖g‖q ≤ ‖F‖. Mivel a korl tos m�rhet� f�ggv�nyek s�r�ek L
p
K(µ)-

ben, kapjuk, hogy F (f) =
∫

fg dµ minden f ∈ L
p
K(µ)-re teljes�l.

Ha most µ tetsz�leges m�rt�k �s A ∈ A v�ges m�rt�k� halmaz, akkor az eddig bi-

zony¡tottakat alkalmazhatjuk az (A,AA, µA) alt�rre �s az F funkion l A-n k¡v�l elt�n�

f�ggv�nyekre vett megszor¡t s ra. A kapott gA f�ggv�nyt tekinthetj�k olyan X-en �r-

telmezett L
q
K(µ)-beli f�ggv�nynek, amely A-n k¡v�l nulla. Az egy�rtelm�s�g miatt, ha

B ∈ A, akkor gA|(A ∩B) = gB|(A ∩B) majdnem minden�tt.

Az 1 < p <∞ esetben legyen

s = sup

{

‖gA‖q : A ∈ A, µ(A) <∞
}

≤ ‖F‖,

�s v lasszunk olyan An ∈ A halmazsorozatot, amelyre ‖gAn
‖q → s. Feltehetj�k, hogy

az An halmazsorozat b�v�l�. A gAn
f�ggv�nysorozat majdnem minden�tt konverg l egy

g ∈ L
q
K(µ) f�ggv�nyhez, amely az A∞ = ∪∞

n=1An halmazon k¡v�l elt�nik, �s amelyre

‖g‖q = limn→∞ ‖gn‖q = s.
Megmutatjuk, hogy ha f ∈ L

p
K(µ), akkor F (f) =

∫

fg dµ. El�sz�r is vegy�k �szre,

hogy ha A ∈ A, µ(A) < ∞, A∞ ∩ A = ∅, akkor gA = 0 majdnem minden�tt, mert

egy�bk�nt el�g nagy n-re ‖gAn∪A‖qq = ‖gAn
‖qq + ‖gA‖qq > s teljes�lne. Ha most f majd-

nem minden�tt nulla A∞-en, akkor |f |p-re alkalmazva a Csebisev-egyenl�tlens�get, kap-
juk, hogy Bn = X

(

|f | > 1/n
)

v�ges m�rt�k�. Mivel Bn b�v�l� halmazsorozat �s f
nulla a B∞ = ∪∞

n=1Bn halmazon k¡v�l, Lebesgue major lt konvergenia t�tele szerint

‖f − f |Bn‖p → 0. Innen F folytonoss ga miatt F (f) = limn→∞ F (f |Bn) = 0. Ha

f majdnem minden�tt nulla A∞-en k¡v�l, akkor Lebesgue major lt konvergenia t�-

tele szerint ‖f − f |An‖p → 0. Innen F folytonoss ga �s a H�lder-egyenl�tlens�g miatt



94 6. M�rt�kek deriv ltja

F (f) = limn→∞ F (f |An) = limn→∞

∫

fgAn
dµ =

∫

fg dµ. V�g�l, ha f tetsz�leges, akkor

F (f) = F (fξA∞
) + F (fξX\A∞

) =

∫

fg dµ.

Tegy�k fel, hogy ~g ∈ L
q
K(µ) egy m sik f�ggv�ny, amellyel F (f) =

∫

f~g dµ teljes�l

minden f ∈ L
p
K(µ)-re. Mivel a Csebisev-egyenl�tlens�g szerint a Bn = X

(

|~g| > 1/n
)

halmazok v�ges m�rt�k�ek, ezeken ~g = g majdnem minden�tt. Ugyanez teljes�l az An

halmazokon. Az ∪∞
n=1(An ∪Bn) halmaz komplementer�n mindk�t f�ggv�ny nulla.

A p = 1 esetben v lasszuk a v�ges m�rt�k� m�rhet� halmazokb¢l  ll¢ �s b�v�l� An

sorozatot £gy, hogy egyes¡t�se X legyen. A fentiekhez hasonl¢an kapjuk, hogy F (f) =
∫

fg dµ. A g egy�rtelm�s�ge azonnal ad¢dik a gAn
f�ggv�nyek egy�rtelm�s�g�b�l.

* 6.3.4. Feladat [11℄. Legyen (X,A, µ) m�rt�kt�r. Bizony¡tsuk be, hogy ha minden
A ∈ A eset�n

µ(A) = sup

{

µ(B) : B ∈ A, B ⊂ A, µ(B) <∞
}

(σ-v�ges m�rt�kterekre ez a felt�tel teljes�l), 1 ≤ p ≤ ∞ �s 1/p+1/q = 1 (itt 1/∞ = 0),

akkor tetsz�leges g : X → K m�rhet� f�ggv�nyre

‖g‖q = sup

{

|
∫

fg dµ| : f ∈ Lp, ‖f‖p ≤ 1

}

.

* 6.3.5. Feladat [7℄. Az 6.3.1. megjegyz�s jel�l�seivel, igazoljuk, hogy ha p = 1,

akkor ‖F‖ = ‖g‖q nem felt�tlen�l teljes�l.

* 6.3.6. Feladat [15℄. Mutassuk meg, hogy a 6.3.3. t�tel  ll¡t sa p = ∞ eset�n nem

teljes�l, m�g akkor sem, ha a m�rt�kt�r v�ges.

* 6.3.7. Feladat [19℄. Igazoljuk, hogy van olyan (X,A, µ) m�rt�kt�r �s F : L1

R(µ) →
R korl tos line ris funkion l, amelyhez nins olyan µ-m�rhet� g f�ggv�ny, hogy F (f) =
∫

fg dµ minden f ∈ L1

R(µ)-re.
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7.1. Monoton line ris funkion lok

* 7.1.1. Motiv i¢. Legyen µ Radon-m�rt�k X-en. Ekkor az

F : f 7→
∫

f dµ

megfeleltet�s minden f ∈ KC(X)-hez hozz rendel egy komplex sz mot. Az integr l

tulajdons gaib¢l k�vetkezik, hogy F line ris funkion l KC(X)-en, tov bb  F rendelkezik

m�g egy fontos tulajdons ggal: ha f �s g val¢s �rt�k� f�ggv�nyek �s f ≥ g, akkor
F (f) ≥ F (g), amit £gy fogunk kifejezni, hogy F monoton line ris funkion l. Igen

fontos t�ny, hogy ennek az egyszer�  ll¡t snak teljes�l a megford¡t sa.

* 7.1.2. Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel. Legyen X lok lisan kompakt Haus-

dor�-t�r, �s F : KC(X) → C monoton line ris funkion l. Ekkor l�tezik egy olyan µ
Radon-m�rt�k X-en, amely megegyezik a saj t term�szetes kiterjeszt�s�vel, �s amelyre

(1) F (f) =

∫

f dµ minden f ∈ KC(X)-re.

Ha κ egy m sik Radon-m�rt�k, amelyre szint�n teljes�l (1), akkor µ a κ term�szetes

kiterjeszt�se.

Bizony¡t s. Legyen

ν(V ) = sup

{

F (f) : f ∈ KC(X), 0 ≤ f ≤ 1 �s spt(f) ⊂ V
}

,

ha V ny¡lt r�szhalmaza X-nek, �s µ a ν-h�z tartoz¢ k�ls� m�rt�k. Megmutatjuk, hogy ν
prem�rt�k a ny¡lt halmazokon. Tegy�k fel, hogy V = ∪∞

i=1Vi, ahol V , Vi, i = 1, 2, . . . ny¡lt
halmazok, �s f ∈ KC(X) olyan f�ggv�ny, amelyre 0 ≤ f ≤ 1 �s spt(f) ⊂ V . Mivel spt(f)
kompakt, van olyan n, hogy spt(f) ⊂ ∪n

i=1Vi. Az egys�g felbont s ra vonatkoz¢ 11.2.15.
t�tel szerint l�teznek olyan g

1

, g
2

, . . . , gn f�ggv�nyek, hogy gi ∈ KC(X), 0 ≤ gi ≤ 1,

spt(gi) ⊂ Vi �s
∑n

i=1 gi(x) = 1, ha x ∈ spt(f). Ebb�l

F (f) =

n
∑

i=1

F (gif) ≤
n
∑

i=1

ν(Vi) ≤
∞
∑

i=1

ν(Vi).
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A bal oldalon szupr�mumot v�ve, kapjuk, hogy ν(V ) ≤∑∞
i=1 ν(Vi).

Ha ε > 0 �s V , W ny¡lt halmazok £gy, hogy ν(W ) < ∞ �s f ∈ KC(X) olyan

f�ggv�ny, amelyre 0 ≤ f ≤ 1, spt(f) ⊂ V ∩ W �s F (f) > ν(V ∩ W ) − ε, akkor ν
de�n¡i¢ja �rtelm�ben

ν(W ) ≥ sup

{

F (f) + F (g) : g ∈ KC(X), 0 ≤ g ≤ 1, spt(g) ⊂W \ spt(f)
}

≥ F (f) + ν
(

W \ spt(f)
)

≥ µ(V ∩W ) + µ(W \ V )− ε,

¡gy ν prem�rt�k a ny¡lt halmazok oszt ly n. Ebb�l k�vetkezik, hogy minden ny¡lt halmaz
µ-m�rhet� �s X b rmely r�szhalmaz nak a k�ls� m�rt�ke az �t lefed� ny¡lt halmazok

m�rt�keinek pontos als¢ korl tja.

Legyen most K kompakt r�szhalmaza X-nek �s f ∈ KC(X) olyan f�ggv�ny, amelyre

0 ≤ f ≤ 1 �s f(x) = 1, ha x ∈ K. Ha 0 < α < 1 �s Vα = X(f > α), akkor K ⊂ Vα �s

g ≤ f/α minden olyan g ∈ KC(X) f�ggv�nyre, amelyre 0 ≤ g ≤ 1 �s spt(g) ⊂ Vα. Innen

µ(K) ≤ µ(Vα) = ν(Vα) ≤ sup

g
F (g) ≤ 1

α
F (f),

amib�l α ↑ 1 hat r tmenettel

(2) µ(K) ≤ F (f) <∞.

V�g�l, ha V ny¡lt �s f ∈ KC(X), 0 ≤ f ≤ 1 �s spt(f) ⊂ V , akkor az Uriszon-lemma

11.2.14. v ltozat t felhaszn lva egy olyan W ny¡lt halmaz kapunk, amely tartalmazza

spt(f)-et, de kompakt lez rtja V -ben van. Erre

µ(V ) ≥ µ(W ) ≥ µ(W ) ≥ F (f),

amib�l

µ(V ) ≤ sup

{

µ(K) : K ⊂ V , K kompakt

}

.

Ezzel megmutattuk, hogy µ teljes Radon-m�rt�k X-en. Nyilv n µ term�szetes kiterjesz-

t�se �nmaga.

Most megmutatjuk, hogy

F (f) =

∫

f dµ, ha f ∈ KR(X).

Mivel f folytonos, nyilv n µ-m�rhet�. LegyenK = spt(f) �s (a, b) egy olyan intervallum,
amely tartalmazza f �rt�kk�szlet�t. Legyen ε > 0 �s v lasszunk egy olyan

a = y
0

< y
1

< . . . < yn = b

feloszt s t [a, b℄-nek, amelyre yi − yi−1

< ε (1 ≤ i ≤ n). Legyen

Ei = K ∩X(yi−1

< f ≤ yi).
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V lasszunk olyan Vi ny¡lt halmazokat, amelyekre Ei ⊂ Vi, µ(Vi) < µ(Ei) + ε/n �s

f(x) < yi + ε minden x ∈ Vi-re.

Az egys�g felbont s r¢l sz¢l¢ 11.2.15. t�tel szerint l�teznek olyan gi ∈ KR(X) f�ggv�nyek,

hogy 0 ≤ gi ≤ 1, spt(gi) ⊂ Vi �s
∑n

i=1 gi(x) = 1, ha x ∈ K. Innen f =

∑n
i=1 gif �s (2)

szerint

µ(K) ≤ F
(

n
∑

i=1

gi

)

=

n
∑

i=1

F (gi).

Mivel gif ≤ (yi + ε)gi �s mivel yi − ε < f(x), ha x ∈ Ei,

F (f) =

n
∑

i=1

F (gif) ≤
n
∑

i=1

(yi + ε)F (gi)

=

n
∑

i=1

(

|a|+ yi + ε
)

F (gi)− |a|
n
∑

i=1

F (gi)

≤
n
∑

i=1

(

|a|+ yi + ε
)

(

µ(Ei) +
ε

n

)

− |a|µ(K)

=

n
∑

i=1

(yi − ε)µ(Ei) + 2εµ(K) +

ε

n

n
∑

i=1

(

|a|+ yi + ε
)

≤
∫

f dµ+ ε
(

2µ(K) + |a|+ b+ ε
)

.

Mivel ε tetsz�leges volt, kapjuk, hogy F (f) ≤
∫

f dµ. Alkalmazva ezt −f -re,

−F (f) = F (−f) ≤
∫

(−f) dµ = −
∫

f dµ,

ami �ppen a m sik ir ny£ egyenl�tlens�g. Most tetsz�leges f ∈ KC(X)-re f = f
1

+ if
2

,

ahol f
1

, f
2

∈ KR(X) �s ¡gy

F (f) = F (f
1

) + iF (f
2

) =

∫

f
1

dµ+ i

∫

f
2

dµ =

∫

f dµ.

H travan m�g annak igazol sa, hogy ha κ egy m sik Radon-m�rt�k X-en, amelyre

F (f) =

∫

f dκ minden f ∈ KC(X)-re,

akkor µ a term�szetes kiterjeszt�se κ-nak. LegyenK kompakt r�szhalmazaX-nek, ε > 0,

�s v lasszunk olyan K ⊂ V ny¡lt r�szhalmazt, amelyre κ(V ) ≤ κ(K) + ε. Az Uriszon-

lemma szerint van olyan f ∈ KR(X), hogy

0 ≤ f ≤ 1, spt(f) ⊂ V �s f(x) = 1, ha x ∈ K.
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Innen (2) szerint

µ(K) ≤
∫

f dµ = F (f) =

∫

f dκ ≤ κ(V ) ≤ κ(K) + ε,

�s ¡gy µ(K) ≤ κ(K). Felser�lve µ �s κ szerep�t, kapjuk, hogy µ(K) = κ(K) b rmely

K kompakt r�szhalmaz ra X-nek. Mivel µ �s κ Radon-m�rt�kek, megegyeznek a ny¡lt

halmazokon is. Ha a κ-hoz tartoz¢ k�ls� m�rt�ket is κ-val jel�lj�k, akkor

κ(A) = inf

{

κ(V ) : A ⊂ V , V ny¡lt

}

minden A ⊂ X-re, ¡gy κ(A) = µ(A) minden A ⊂ X-re, azaz µ a κ term�szetes kiterjesz-

t�se.

* 7.1.3. P�lda. Legyen g : R → R egy monoton n�veked� f�ggv�ny, �s

Fg(f) =

∫ ∞

−∞

f dg minden f ∈ KC(R)-re.

Ekkor Fg monoton line ris funkion l KC(R)-en, ¡gy a Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel

szerint el� ll egy teljes Radon-m�rt�k szerinti integr lk�nt. Mivel 4.5.5. szerint

Fg(f) =

∫

f dλg minden f ∈ KC-re,

�s mivel, mint k�nnyen ellen�rizhet�, λg term�szetes kiterjeszt�se �nmaga, az Fg-hez a

Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel szerint tartoz¢ teljes Radon-m�rt�k �ppen λg.

7.2. A Haar-m�rt�k egy�rtelm�s�ge

Most m r eszk�zeink elegend�ek arra hogy bebizony¡tsuk, a Haar-m�rt�k l�nyeg�ben

egy�rtelm�. Az alapgondolat a Fubini-t�telt haszn lni £gy, ahogy azt az 5.2.4. lemma

bizony¡t s ban tett�k. A gondot az a tehnikai probl�ma okozza, hogy k�t Radon-m�rt�k

szorzata  ltal ban nem Radon-m�rt�k. Ennek megker�l�se v lt lehet�v� az el�z� pont

eredm�nyei seg¡ts�g�vel.

* 7.2.1. Lemma. Legyen µ Radon-m�rt�k az X lok lisan kompakt Hausdor�-t�ren,

ν pedig Radon-m�rt�k az Y lok lisan kompakt Hausdor�-t�ren. Ekkor minden h ∈
KC(X × Y ) f�ggv�ny µ⊗ ν-m�rhet�.

Bizony¡t s. Legyen C a h f�ggv�ny tart¢ja, A ⊂ X �s B ⊂ Y pedig kompakt

halmazok, amelyekre C ⊂ A × B. Tekints�k az �sszes (x, y) 7→ ∑n
k=1 fk(x)gk(y) alak£

f�ggv�nyek oszt ly t, ahol n ∈ N �s fk ∈ KC(X), gk ∈ KC(Y ), ha k = 1, 2, . . . , n. Mivel

ezen f�ggv�nyek megszor¡t sai A×B-re egy, a konjug ltk�pz�sre z rt algebr t alkotnak,
amely sz�tv lasztja A×B pontjait �s tartalmazza a konstans f�ggv�nyeket, h|(A×B) a
Weierstrass{Stone-t�tel miatt ilyen f�ggv�nyek egyenletes hat r�rt�ke. Innen k�vetkezik,

hogy a h f�ggv�ny µ⊗ ν-m�rhet�.
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* 7.2.2. Lemma. Legyen G lok lisan kompakt Hausdor� topologikus soport, µ egy

bal Haar-m�rt�k, ν pedig egy jobb Haar-m�rt�k G-n. Ekkor l�tezik olyan pozit¡v, val¢s

�rt�k� folytonos k f�ggv�ny G-n, hogy ha f, g ∈ KC(G), akkor

(1) k(y)
∫

g dν =
∫

g(yx−1

) dµ(x), ha y ∈ G;

(2)

∫

kf dν =
∫

f dµ.

Bizony¡t s. A Fubini-t�telt �s az el�z� lemm t felhaszn lva,

∫

f dµ

∫

g dν =

∫ ∫

f(x)g(y) dµ(x) dν(y) =

∫ ∫

f(yx)g(y) dµ(x) dν(y)

=

∫ ∫

f(yx)g(y) dν(y) dµ(x) =

∫ ∫

f(y)g(yx−1

) dν(y) dµ(x)

=

∫

f(y)

∫

g(yx−1

) dµ(x) dν(y).

Ha r�gz¡t�nk egy nemnegat¡v, nem nulla g ∈ KR(G) f�ggv�nyt, az (1) �sszef�gg�s egy
pozit¡v folytonos k f�ggv�nyt de�ni l. Sz m¡t sunk azt mutatja, hogy erre a k-ra (2)

teljes�l minden f ∈ KC(G)-re. Azonban a k f�ggv�nyt a (2) �sszef�gg�s egy�rtelm�en

jellemzi, ¡gy nem f�gg g v laszt s t¢l. �gy azt kapjuk, hogy (1) minden g ∈ KC(G)-re
fenn ll.

* 7.2.3. T�tel. Legyen G lok lisan kompakt Hausdor�-soport. B rmely k�t bal

[jobb℄ Haar-m�rt�k pozit¡v konstansszorosa egym snak.

Bizony¡t s. A bizony¡t st bal Haar-m�rt�kekre v�gezz�k, jobb Haar-m�rt�kekre

hasonl¢. Legyenek µ
1

�s µ
2

bal Haar-m�rt�kek, ν pedig jobb Haar-m�rt�k. Az el�z�

lemma szerint l�teznek olyan k
1

, k
2

pozit¡v val¢s �rt�k� folytonos f�gg�nyek G-n, hogy
∫

k
1

f dµ
1

=

∫

f dν �s

∫

k
2

f dµ
2

=

∫

f dν minden f ∈ KC(G)-re. Ekkor h = k
1

/k
2

pozit¡v val¢s �rt�k� folytonos f�ggv�ny, amelyre

∫

f dµ
1

=

∫

k
2

hf dν =
∫

hf dµ
2

minden

f ∈ KC(G)-re. Ha y ∈ G, akkor

∫

h(x)f(x) dµ
2

(x) =

∫

f(x) dµ
1

(x) =

∫

f(yx) dµ
1

(x)

=

∫

h(x)f(yx) dµ
2

(x) =

∫

h(y−1x)f(x) dµ
2

(x)

minden f ∈ KC(G)-re, amib�l h(y
−1x) = h(x) minden x ∈ G-re. �gy h konstans G-n, �s

∫

f dµ
1

= h
∫

f dµ
2

. Innen a µ
1

m�rt�k a µ
2

m�rt�k h-szorosa.
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7.3. Folytonos line ris funkion lok

* 7.3.1. Motiv i¢. Legyen µ egy val¢s (vagy komplex) Radon-m�rt�k X-en. Ekkor

az

Fµ : f 7→
∫

f dµ

megfeleltet�s folytonos line ris funkion l az egyenletes konvergenia ‖ ‖u norm j val

(l sd 11.3.5.) ell tott KR(X)

(

vagy KC(X)

)

t�ren. Val¢ban,

∣

∣

∣

∫

f dµ
∣

∣

∣
≤
∫

|f | d|µ| ≤ ‖f‖u|µ|(X).

Itt is nagyon fontos ennek az egyszer� t�nynek a megford¡t sa.

* 7.3.2. Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel. Legyen X lok lisan kompakt Haus-

dor�-t�r �s F folytonos line ris funkion l az egyenletes konvergenia norm j val ell tott

KR(X)

(

illetve KC(X)

)

t�ren. Ekkor egy �s sak egy teljes val¢s (illetve komplex) Radon-

m�rt�k l�tezik, amelyre

F (f) =

∫

f dµ minden f ∈ KK(X)-re.

Erre a m�rt�kre ‖F‖ = |µ|(X).

Bizony¡t s. Legyen

G(f) = sup

{

|F (h)| : h ∈ KK(X), |h| ≤ f
}

,

ha f ∈ KR(X), f ≥ 0. Nyilv n G(f) ≥ 0 minden f -re, 0 ≤ f
1

≤ f
2

eset�n G(f
2

) ≥ G(f
1

)

�s G(cf) = cG(f), ha c ≥ 0.

Megmutatjuk, hogy

G(f
1

+ f
2

) = G(f
1

) +G(f
2

),

ha f
1

, f
2

∈ KR(X), f
1

, f
2

≥ 0. Legyen ε > 0. L�teznek olyan h
1

, h
2

∈ KK(X) f�ggv�nyek,

hogy |h
1

| ≤ f
1

, |h
2

| ≤ f
2

�s

G(f
1

) ≤
∣

∣F (h
1

)

∣

∣

+ ε, G(f
2

) ≤
∣

∣F (h
2

)

∣

∣

+ ε.

V lasztva olyan α
1

, α
2

egys�gnyi abszol£t �rt�k� komplex sz mokat, amelyekre

α
1

F (h
1

) =

∣

∣F (h
1

)

∣

∣

�s α
2

F (h
2

) =

∣

∣F (h
2

)

∣

∣,

azt kapjuk, hogy

G(f
1

) +G(f
2

) ≤
∣

∣F (h
1

)

∣

∣

+

∣

∣F (h
2

)

∣

∣

+ 2ε = F (α
1

h
1

+ α
2

h
2

) + 2ε

≤ G
(

|h
1

|+ |h
2

|
)

+ 2ε ≤ G(f
1

+ f
2

) + 2ε,
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¡gy G(f
1

+ f
2

) ≥ G(f
1

) +G(f
2

).

V lasszunk egy olyan h ∈ KK(X) f�ggv�nyt, amelyre |h| ≤ f
1

+ f
2

�s legyen V =

X(f
1

+ f
2

> 0), valamint

h
1

(x) =
f
1

(x)h(x)

f
1

(x) + f
2

(x)
, ha x ∈ V,

egy�bk�nt nulla, �s

h
2

(x) =
f
2

(x)h(x)

f
1

(x) + f
2

(x)
, ha x ∈ V,

egy�bk�nt nulla. Ekkor h
1

, h
2

∈ KK(X), h
1

+ h
2

= h, |h
1

| ≤ f
1

, |h
2

| ≤ f
2

, �s ¡gy

∣

∣F (h)
∣

∣

=

∣

∣F (h
1

) + F (h
2

)

∣

∣ ≤
∣

∣F (h
1

)

∣

∣

+

∣

∣F (h
2

)

∣

∣ ≤ G(f
1

) +G(f
2

),

amib�l

G(f
1

+ f
2

) ≤ G(f
1

) +G(f
2

).

Ha most f ∈ KR(X), akkor legyen

G(f) = G(f+)−G(f−
),

�s ha f
1

, f
2

∈ KR(X), akkor legyen

G(f
1

+ if
2

) = G(f
1

) + iG(f
2

).

Egyszer� sz mol sok mutatj k, hogy G egy monoton line ris funkion l KC(X)-en, �s

∣

∣F (f)
∣

∣ ≤ G
(

|f |
)

≤ ‖F‖‖f‖u minden f ∈ KK(X)-re.

Jel�lje ν a 7.1.2. Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel szerint G-hez tartoz¢ teljes Radon-m�r-

t�ket. Mivel

ν(X) = sup

{

G(f) : f ∈ KR(X), 0 ≤ f ≤ 1

}

,

kapjuk, hogy

ν(X) ≤ ‖F‖.
M sr�szt

∣

∣F (f)
∣

∣ ≤ G
(

|f |
)

=

∫

X

|f | dν = ‖f‖
1

, ha f ∈ KK(X).

�gy F folytonos line ris funkion l KK(X)-en a ‖ ‖
1

norm ra n�zve. Mivel KK(X) s�r�

L1

K(ν)-ben, F -nek l�tezik egy�rtelm� kiterjeszt�se L1

K(ν)-re az L1

-norma megtart s val;

ezt is F -fel fogjuk jel�lni. A µ(A) = F (ξA) de�n¡i¢val val¢s vagy komplex m�rt�-

ket kapunk, amelyre

∣

∣µ(A)
∣

∣ ≤ ν(A), teh t |µ|(A) ≤ ν(A), ha A ν-m�rhet�. A 6.2.12.

Lebesgue{Radon{Nikodym-t�tel szerint l�tezik olyan g f�ggv�ny, amelyre µ(A) =
∫

A
g dν

�s |µ|(A) =
∫

A
|g| dν, ha A ν-m�rhet�. Ebb�l ν-majdnem minden�tt |g| ≤ 1. Mivel az
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f 7→
∫

fg dν =

∫

f dµ �s f 7→ F (f) folytonos funkion lok egybeesnek L1

K(ν) egyszer�
f�ggv�nyein,

(1) F (f) =

∫

X

fg dν, ha f ∈ L1

K(ν).

Ebb�l

ν(X) =

∫

X

|g| dν ≥ sup

{

|F (f)| : f ∈ KK(X), ‖f‖u ≤ 1

}

= ‖F‖,

teh t ν(X) = ‖F‖ �s |g| = 1 ν-majdnem minden�tt. �gy |µ| = ν, g =
dµ
d|µ| �s (1) szerint

F (f) =
∫

f dµ, ha f ∈ KK(X).

V�g�l tegy�k fel, hogy k�t olyan komplex Radon-m�rt�k is l�tezik, amelyre a fenti

el� ll¡t s teljes�l, �s jel�lje κ a k�l�nbs�g�ket a Borel-halmazokon. Ekkor

∫

f dκ = 0

minden f ∈ KK(X)-re. A 6.2.13. k�vetkezm�ny szerint van olyan h Borel-f�ggv�ny,

amelyre |h| = 1 �s κ(A) =
∫

A
h d|κ| minden A Borel-halmazra. Ekkor minden KK(X)-

beli fn sorozatra

|κ|(X) =

∫

X

(h− fn)h d|κ| ≤
∫

X

|h− fn| d|κ|

�s mivel KK(X) s�r� L1

K

(

|κ|
)

-ban, fn v laszthat¢ £gy, hogy a jobb oldali kifejez�s null -

hoz tartson. �gy |κ|(X) = 0, azaz κ = 0.

* 7.3.3. De�n¡i¢. Legyen X lok lisan kompakt Hausdor�-t�r. Jel�lje MC(X) az

�sszes X feletti teljes komplex Radon-m�rt�kek halmaz t. Ha µ, ν ∈ MC(X), a µ �s

ν �sszeg�t a k�vetkez�k�ppen �rtelmezz�k: Lesz�k¡tj�k µ-t �s ν-t X Borel-halmazaira,

ott �sszeadjuk �ket, majd vessz�k az ¡gy kapott komplex Radon-m�rt�k term�szetes

kiterjeszt�s�t. Az ¡gy kapott m�rt�ket µ + ν-vel jel�lj�k: ez nem okoz f�lre�rt�st. Ha

α ∈ C, akkor hasonl¢an �rtelmezz�k µ konstansszoros t, az αµ m�rt�ket is; ha α 6= 0,

akkor αµ �s µ �rtelmez�si tartom nya megegyezik. Egy µ ∈ MC(X) m�rt�k norm j n

a |µ|(X) sz mot �rtj�k. Jel�l�se: ‖µ‖. Ha sak val¢s m�rt�keket tekint�nk, MR(X)-et

kapjuk.

* 7.3.4. T�tel. MK(X) a 7.3.3.-ban de�ni lt �sszead ssal, skal rszorz ssal �s nor-

m val KK(X) konjug lt ter�vel izometrikusan izomorf Banah-t�r.

Bizony¡t s. A 6.2.16. t�tel szerint a 7.3.1.-ben szerepl� µ 7→ Fµ lek�pez�s addit¡v

�s homog�n. A 7.3.2. Riesz-f�le reprezent i¢s t�tel szerint ez a lek�pez�s k�ls�n�sen

egy�rtelm� izometria is. Mivel KK(X) konjug lt tere Banah-t�r, MK(X) Banah-t�r.
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7.4. Korl tos v ltoz s£ f�ggv�nyek

Ebben a fejezetben a monoton �s korl tos v ltoz s£ f�ggv�nyek kapsolat t, valamint

a KK(R) line ris funkion ljaival �s az R feletti Radon-m�rt�kekkel val¢ �sszef�gg�seket

vizsg ljuk. A 7.1.3. p�lda alapj n azt v rjuk, hogy KK(R) korl tos line ris funkion ljait

egy alkalmas f�ggv�nyoszt ly elemei szerint vett Riemann{Stieltjes-integr lokkal siker�l

azonos¡tani. Ezt a gondolatot dolgozzuk ki a tov bbiakban.

7.4.1. De�n¡i¢. Legyen I ⊂ R z rt intervallum a, b ∈ R, a ≤ b v�gpontokkal,

f : I → C egy f�ggv�ny. Az f v ltoz s t a-t¢l b-ig a

Vb
af = sup

{

∑n
j=1

∣

∣f(xj)− f(xj−1

)

∣

∣

: x
0

≤ x
1

≤ . . . ≤ xn, x0, xn ∈ I
}

�sszef�gg�ssel de�ni ljuk. Ha b < a, akkor meg llapod s szerint legyen Vb
af = −Va

bf .
Ha Vb

af v�ges, akkor azt mondjuk, hogy f korl tos v ltoz s£ I-n.

7.4.2. T�tel. Ha I ⊂ R z rt intervallum a, c ∈ R v�gpontokkal, f, g : I → C,

α ∈ C �s a < b < c, akkor

(1) Vb
af + Vc

bf = Vc
af ;

(2) Vc
a(f + g) ≤ Vc

af + Vc
ag;

(3) Vc
a(αf) = |α|Vc

af .

Bizony¡t s. (1) bizony¡t s hoz, ha x
0

≤ x
1

≤ . . . ≤ xn, x0, xn ∈ I �s xk ≤ b ≤
xk+1, akkor

n
∑

j=1

∣

∣f(xj)− f(xj−1

)

∣

∣ ≤
k
∑

j=1

∣

∣f(xj)− f(xj−1

)

∣

∣

+

∣

∣f(b)− f(xk)
∣

∣

+

∣

∣f(xk+1)− f(b)
∣

∣

+

n
∑

j=k+2

∣

∣f(xj)− f(xj−1

)

∣

∣

≤ Vb
af + Vc

bf,

amib�l

Vc
af ≤ Vb

af + Vc
bf.

Megford¡tva, az

∣

∣f(xk+1)− f(xk)
∣

∣

tagot kihagyva az �sszegz�sb�l,

Vc
af ≥

k
∑

j=1

∣

∣f(xj)− f(xj−1

)

∣

∣

+

n
∑

j=k+1

∣

∣f(xj)− f(xj−1

)

∣

∣,

amib�l a jobb oldalon fels� hat rokat v�ve

Vc
af ≥ Vb

af + Vc
bf.
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(2) �s (3) a

n
∑

j=1

∣

∣f(xj) + g(xj)− f(xj−1

)− g(xj−1

)

∣

∣ ≤
n
∑

j=1

∣

∣f(xj)− f(xj−1

)

∣

∣

+

n
∑

j=1

∣

∣g(xj)− g(xj−1

)

∣

∣,

illetve a

n
∑

j=1

∣

∣αf(xj)− αf(xj−1

)

∣

∣

= |α|
n
∑

j=1

∣

∣f(xj)− f(xj−1

)

∣

∣

�sszef�gg�sekb�l k�vetkeznek.

7.4.3. T�tel. Ha I ⊂ R z rt intervallum a, b ∈ R v�gpontokkal, f : I → C �s

fr = ℜf , fi = ℑf , akkor
(1) Vb

af ≤ Vb
afr + Vb

afi;

(2) Vb
afr ≤ Vb

af �s Vb
afi ≤ Vb

af .

Bizony¡t s. Egyszer� sz mol s.

7.4.4. Jordan felbont si t�tele. Legyen I ⊂ R z rt intervallum a, b ∈ R v�g-

pontokkal, f : I → R egy f�ggv�ny, �s tegy�k fel, hogy Vb
af <∞. Ekkor az

f
+

(x) =
Vx

af + f(x)

2

�s f−(x) =
Vx

af − f(x)

2

, ha x ∈ I

f�ggv�nyek monoton n�veked�ek �s f = f
+

− f−. Az (f
+

, f−) p rt az f Jordan-

felbont s nak nevezz�k.

Bizony¡t s. Ha x, y ∈ I, x ≤ y, akkor a Vy
xf ≥

∣

∣f(x) − f(y)
∣

∣

egyenl�tlens�gb�l

Vy
xf ≥ f(y)− f(x), teh t

f−(y)− f−(x) =
1

2

(

Vy
xf − f(y) + f(x)

)

≥ 0;

Vy
xf ≥ f(x)− f(y), teh t

f
+

(y)− f
+

(x) =
1

2

(

Vy
xf − f(x) + f(y)

)

≥ 0.

7.4.5. Megjegyz�sek. (1) Az f f�ggv�ny sokf�lek�ppen felbonthat¢ k�t monoton

n�veked� f�ggv�ny k�l�nbs�g�re. A lehets�ges felbont sok k�z�tt az el�z� t�telben sze-

repl� felbont s �minim lis": Vb
af++Vb

af− megegyezik Vb
af -fel �s nem nagyobb. K�nnyen

bel that¢, hogy k�t minim lis felbont s sak konstansban k�l�nb�zhet.

(2) Az f f�ggv�ny pontosan akkor folytonos egy pontban, ha f
+

�s f− folytonosak.

Ennek a bizony¡t s ban sak azt nem trivi lis megmutatni, hogy ha f folytonos x ∈ I-
ben, akkor y 7→ Vy

af is folytonos x-ben. V lasszunk egy ε > 0-t �s egy olyan δ > 0-t,

amelyre x > t > x−δ eset�n
∣

∣f(t)−f(x)
∣

∣ < ε/2, tov bb  egy olyan y
0

< y
1

< y
2

< . . . <
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yn−1

< yn = x beoszt st, amelyre Vx
af − ε/2 <

∑n
j=1

∣

∣f(yj)− f(yj−1

)

∣

∣

�s yn−1

≥ x− δ.

Mivel a jobb oldali �sszeg utols¢ tagja kisebb, mint ε/2,

Vx
af − ε <

n−1

∑

j=1

∣

∣f(yj)− f(yj−1

)

∣

∣ ≤ Vyn−1

a f.

Ebb�l t > yn−1

eset�n Vx
af−Vt

af < ε, azaz y 7→ Vy
a balr¢l folytonos x-ben. A jobb oldali

folytonoss g hasonl¢an l that¢ be.

7.4.6. De�n¡i¢. Legyen I ⊂ R egy z rt intervallum a, b ∈ R v�gpontokkal, f :

I → C egy f�ggv�ny, �s tegy�k fel, hogy Vb
af < ∞. Legyen fr = ℜf �s fi = ℑf . Ha

fr,+ �s fr,− az fr f�ggv�ny, fi,+ �s fi,− pedig az fi f�ggv�ny Jordan-felbont sai, akkor

az (fr,+, fr,−, fi,+, fi,−) n�gyest az f Jordan-felbont s nak nevezz�k. Ezt gyakran ¡rjuk

f =

∑

3

j=0 i
jfj alakban.

* 7.4.7. T�tel. Legyen f : R → C egy f�ggv�ny, �s tegy�k fel, hogy V∞
−∞f < ∞.

Ekkor

(1) az f(x+) jobb oldali hat r�rt�k l�tezik minden −∞ ≤ x <∞ pontban �s az f(x−)
bal oldali hat r�rt�k l�tezik minden −∞ < x ≤ ∞ pontban;

(2) f szakad si pontjainak halmaza megsz ml lhat¢;

(3) l�tezik pontosan egy olyan c ∈ C �s pontosan egy olyan g : R → C normaliz lt

f�ggv�ny, hogy f(x) = c+ g(x) az f minden folytonoss gi pontj ban;

(4) x 7→ Vx
−∞g normaliz lt f�ggv�ny �s Vx

−∞g ≤ Vx
−∞f , ha −∞ < x ≤ ∞.

Bizony¡t s. (1) �s (2) k�vetkezik Jordan felbont si t�tel�b�l. (3)-b¢l f normali-

z ltj nak l�tez�s�t m r bel ttuk a 2.2.4. de�n¡i¢ megjegyz�s r�sz�ben. Az uniit shoz,

ha a g �s g∗ : R → C normaliz lt f�ggv�nyekre

g(x) + c = f(x) = g∗(x) + c∗

az f folytonoss gi pontjaiban, akkor x→ −∞ hat r�rt�ket v�ve c = c∗, azaz g(x) = g∗(x)
egy s�r� r�szhalmaz n R-nek. Mivel g �s g∗ balr¢l folytonosak, megegyeznek.

(4) bizony¡t s hoz, ha

x
0

≤ x
1

≤ x
2

≤ . . . ≤ xn ≤ x,

akkor

n
∑

j=1

∣

∣g(xj)− g(xj−1

)

∣

∣

= lim

δ↓0

n
∑

j=1

∣

∣f(xj − δ)− f(xj−1

− δ)
∣

∣ ≤ Vx
−∞f,

amib�l

Vx
−∞g ≤ Vx

−∞f.

Most legyen x ∈ R r�gz¡tett, �s ε > 0. V lasszunk olyan

x
0

< x
1

< . . . < xn = x
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pontokat, amelyekre

(5)

n
∑

j=1

∣

∣g(xj)− g(xj−1

)

∣

∣ > Vx
−∞g − ε.

Ha t
0

< t
1

< . . . < tm = x
0

, akkor

Vx
−∞ ≥

m
∑

k=1

∣

∣g(tk)− g(tk−1

)

∣

∣

+

n
∑

j=1

∣

∣g(xj)− g(xj−1

)

∣

∣,

¡gy a jobb oldali els� �sszeg kisebb, mint ε. Ebb�l Vx
0

−∞g ≤ ε, azaz limx→−∞Vx
−∞g = 0.

Most legyen xn−1

< t < xn. Ekkor

(6)

n−1

∑

j=1

∣

∣g(xj)− g(xj−1

)

∣

∣

+

∣

∣g(t)− g(xn−1

)

∣

∣ ≤ Vt
−∞g ≤ lim

s↑x
Vs

−∞g ≤ Vx
−∞g.

Ha t ↑ xn = x, (6) bal oldala tart az (5) bal oldal hoz, mivel g(x) = g(x−), �s ¡gy
Vx

−∞g − ε < lim

s↑x
Vs

−∞g,

amib�l a (6)-beli utols¢ egyenl�tlens�ggel egy�tt

Vx
−∞g = lim

s↑x
Vs

−∞g.

* 7.4.8. Riemann{Stieltjes-integr l s. Legyenek f, g : R → C f�ggv�nyek, �s te-

gy�k fel, hogy V∞
−∞g v�ges. Ha [a, b℄ ⊂ R kompakt intervallum, az f -nek g-re vonatkoz¢,

∫ b

a

f dg vagy

∫ b

a

f(x) dg(x)

Riemann{Stieltjes-integr lj t az

∫ b

a

f dg =

3

∑

j=0

ij

(

∫ b

a

ℜf dgj + i

∫ b

a

ℑf dgj
)

�sszef�gg�ssel �rtelmezz�k, ha a jobb oldalon  ll¢ integr lok l�teznek, ahol g =
∑

3

j=0 i
jgj

a g Jordan-felbont sa. A jobb oldalon szerepl�, monoton n�veked� f�ggv�nyek szerinti

Riemann{Stieltjes-integr lokat Sz�kefalvi-Nagy [45℄ k�nyve, 190. o. szerint �rtj�k, ¡gy a

4.5.5. Lebesgue-krit�rium haszn lhat¢.

Ha f ∈ KC(R), akkor b rmely, az f tart¢j t tartalmaz¢ [a, b℄ kompakt intervallumra
∫ b

a
f dg ugyanaz a sz m; jel�lje ezt

∫

f dg. Legyen

Fg(f) =

∫

f dg, ha f ∈ KK(R).

A 7.4.2.{7.4.7. pontok eredm�nyei �s a monoton n�veked� f�ggv�ny szerinti Riemann{

Stieltjes-integr l s tulajdons gai (l sd Sz�kefalvi-Nagy [45℄) szerint Fg korl tos line ris

funkion l az uniform norm val ell tott KK(R) t�ren. Az Fg-hez 7.3.2. szerint tartoz¢

MK(R)-beli m�rt�ket λg-vel jel�lj�k, �s a g-hez tartoz¢ Lebesgue{Stieltjes-m�rt�knek

nevezz�k.
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* 7.4.9. T�tel. Legyen µ ∈ MC(R) �s g(x) = µ(−∞, x), ha x ∈ R. Ekkor

(1) g : R → C normaliz lt f�ggv�ny;

(2) g pontosan akkor folytonos egy x ∈ R pontban, ha µ{x} = 0;

(3) Vx
−∞g = |µ|(−∞, x), ha −∞ < x ≤ ∞;

(4) ha µ =

∑

3

j=0 i
jµj a µ Jordan-felbont sa, g =

∑

3

j=0 i
jgj pedig a g Jordan-felbont sa,

akkor µj = λgj (a Borel-halmazokon);

(5) λg = µ.

Megford¡tva, legyen f : R → C egy f�ggv�ny, amelyre V∞
−∞f < ∞, �s legyen g az f

normaliz ltja. Ekkor

(6) λf = λg;

(7) g(x) = λg(−∞, x), ha x ∈ R.

Bizony¡t s. Ha xn ↑ x, xn, x ∈ R, akkor

lim

n→∞
µ(−∞, xn) = µ(−∞, x

1

) + lim

n→∞

n
∑

j=2

µ[xj−1

, xj) = µ(−∞, x) = g(x),

azaz g balr¢l folytonos. Hasonl¢an ad¢dik, hogy limx→−∞ g(x) = 0 �s hogy g pontosan

akkor folytonos az x ∈ R pontban, ha µ{x} = 0.

(3) bizony¡t s hoz, ha x
0

< x
1

< . . . < xn ≤ x, akkor

n
∑

j=1

∣

∣g(xj)− g(xj−1

)

∣

∣

=

n
∑

j=1

∣

∣µ[xj−1

, xj)
∣

∣ ≤ |µ|(−∞, x),

¡gy

Vx
−∞g ≤ |µ|(−∞, x),

teh t g korl tos v ltoz s£. Jel�lje ν az x 7→ Vx
−∞g monoton n�veked� normaliz lt

f�ggv�nyhez tartoz¢ Lebesgue{Stieltjes-m�rt�ket. Mivel

µ[x, y) = g(x)− g(y), ν[x, y) = Vy
xg,

a

(8) |µ(A)| ≤ ν(A)

egyenl�tlens�g teljes�l, ha A = [x, y). Mivel minden ny¡lt intervallum el� ll¡that¢ meg-

sz ml lhat¢ sok diszjunkt balr¢l z rt, jobbr¢l ny¡lt intervallum egyes¡t�sek�nt, azt kap-

juk, hogy (8) akkor is teljes�l, ha A ny¡lt intervallum. A ny¡lt halmazok strukt£rat�tel�t

felhaszn lva, (8) minden ny¡lt halmazra teljes�l, v�g�l felhaszn lva, hogy µ �s ν Radon-

m�rt�kek, (8) minden Borel-halmazra teljes�l. �gy, |µ| de�n¡i¢ja szerint

|µ|(A) ≤ ν(A),
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ha A Borel-halmaz. Spei lisan

|µ|(−∞, x) ≤ Vx
−∞g,

amivel (3)-at bebizony¡tottuk.

A g f�ggv�ny de�n¡i¢j b¢l g val¢s �s k�pzetes r�sz�re

gr(x) = µr(−∞, x) �s gi(x) = µi(−∞, x).

Alkalmazva (3)-at

gr,+(x) + gr,−(x) = Vx
−∞gr = |µr|(−∞, x) = µr,+(−∞, x) + µr,−(−∞, x).

Hasonl¢ egyenletek ¡rhat¢k fel az imagin rius r�szekre is. A k�t egyenletet �sszevetve, �s

felhaszn lva 2.2.5.-�t kapjuk (4)-et.

Ha most h ∈ KC(R), akkor a Riemann{Stieltjes- �s a Lebesgue{Stieltjes-integr l

�sszehasonl¡t s ra vonatkoz¢ t�tel szerint

∫ ∞

−∞

h dg =

3

∑

j=0

ij
∫ ∞

−∞

h dgj =

3

∑

j=0

ij
∫

R

h dλgj =

∫

R

h dµ,

amib�l Riesz reprezent i¢s t�tel�nek uniit s r�sz�t felhaszn lva (5) k�vetkezik.

(6) bizony¡t s hoz, ha

∑

3

j=0 i
jfj az f f�ggv�ny,

∑

3

j=0 i
jgj pedig a g f�ggv�ny

Jordan-felbont sa, akkor val¢s r�szt v�ve valamely c ∈ R konstanssal

f
0

(x)− f
2

(x) = g
0

(x) − g
2

(x) + c

az f folytonoss gi pontjaiban. Ezt az egyenl�s�get  trendezve

∫ ∞

−∞

h df
0

+

∫ ∞

−∞

h dg
2

=

∫

R

h dλf
0

+g
2

=

∫

R

h dλg
0

+f
2

=

∫ ∞

−∞

h dg
0

+

∫ ∞

−∞

h df
2

minden h ∈ KC(R)-re. Hasonl¢an j rhatunk el a k�pzetes r�sszel is. A kapott �sszef�g-

g�seket visszarendezve �s kombin lva,

∫ ∞

−∞

h dg =

∫ ∞

−∞

h df, ha h ∈ KC(R),

amib�l λg = λf .

(7) bizony¡t s hoz, legyen g =

∑

3

j=0 i
jgj a g Jordan-felbont sa, �s legyen µ =

∑

3

j=0 i
jλgj . Ha xn, x ∈ R, a gj f�ggv�nyek folytonosak az x, xn pontokban, x > xn �s

xn ↓ −∞, akkor

g(x) = lim

n→∞

(

g(x)− g(xn)
)

= lim

n→∞

3

∑

j=0

ij
(

gj(x) − gj(xn)
)

=

3

∑

j=0

ij lim

n→∞
λgj [xn, x) =

3

∑

j=0

ijλgj (−∞, x) = µ(−∞, x).

Mivel g(x) �s µ(−∞, x) is balr¢l folytonos, g(x) = µ(−∞, x) minden x ∈ R-re. (5) szerint

λg = µ, ¡gy (7)-et bel ttuk.
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* 7.4.10. Feladat [9℄. Sz m¡tsuk ki az

∫ b

a f dg integr lt, ha

(1) a = 0, b = π, f(x) = x, g(x) = sinx;

(2) a = −1, b = 1, f tetsz�leges �s g(x) nulla, ha x ≤ 0, egy, ha x > 0;

(3) a = 0, b = 1, xn, n = 1, 2, . . . a (0, 1) raion lis sz mainak egy sorozatba rendez�se,

g(x) =
∑

xn<x 1/2
n
�s f korl tos [0, 1℄-en.

* 7.4.11. Feladat [7℄. Legyen g : [a, b℄ → R korl tos v ltoz s£, fn : [a, b℄ → R,

n = 1, 2, . . . , �s tegy�k fel, hogy

∫ b

a fn dg l�tezik minden n-re. Mutassuk meg, hogy ha

fn egyenletesen konverg l egy f f�ggv�nyhez, akkor l�tezik

∫ b

a
f dg is �s

∫ b

a

f dg = lim

n→∞

∫ b

a

fn dg.

* 7.4.12. Feladat [8℄. Legyenek g, h : [a, b℄ → R f�ggv�nyek, mindkett� monoton

n�veked� �s folytonos az a, b pontokban. Igazoljuk, hogy akkor �s sak akkor van olyan

c ∈ R, amelyre a D =

{

x : g(x) = h(x)+c
}

halmaz s�r� [a, b℄-ben, ha minden f : [a, b℄ →
R folytonos f�ggv�nyre

∫ b

a f dg =
∫ b

a f dh.

* 7.4.13. Feladat [6℄. Legyen f a raion lis sz mok halmaz nak karakterisztikus

f�ggv�nye �s g : [a, b℄ → R monoton n�veked� f�ggv�ny. Mikor l�tezik az

∫ b

a
f dg integr l?



8. A DIFFERENCIǱLǱS �S INTEGRǱLǱS

KAPCSOLATA

A 6. fejezetben megismerkedt�nk a Radon{Nikodym-deriv lt fogalm val. Ez a

mennyis�g a �zikai s�r�s�gfogalomnak felel meg. Kifejezi, hogy egy halmaz egyik m�r-

t�ke (�t�mege") hogyan kaphat¢ meg egy f�ggv�nynek (a �s�r�s�gnek") a halmaz felett

egy m sik mennyis�g (�t�rfogat") szerint vett integr ljak�nt. Ennek a �zikai p�ld nak

az alapj n azt v rjuk, hogy a Radon{Nikodym-deriv lt m sk�nt is el� ll¡that¢ egy pont-

ban: Vesz�nk egy, a pontot tartalmaz¢ halmazt, �s k�pezz�k a k�t m�rt�k ezen halmazon

felvett �rt�k�nek h nyados t. Ha a halmazt �sszeh£zzuk az adott pontra, akkor azt v r-

juk, hogy ennek a h nyadosnak a hat r�rt�ke a Radon{Nikodym-deriv lt lesz az adott

pontban. Ezt a gondolatot fogjuk kidolgozni a 8.2. pontban. Eredm�nyk�nt a m�rt�kek

deriv l s nak egy olyan �lok lis" elm�let�t nyerj�k, amely ugyan nem olyan  ltal nos,

mint a 6. fejezet eredm�nyei, azonban sokkal jobban alkalmazhat¢. A val¢s f�ggv�nyekre

val¢ alkalmaz sokkal a 8.3. pontban foglalkozunk. Mindehhez az alapot a 8.1. pont �n-

magukban is igen �rdekes eredm�nyei adj k.

8.1. Lefed�esi t�etelek

* 8.1.1. De�n¡i¢. Azt mondjuk, hogy C egy lefed�si rel i¢, ha

C ⊂
{

(x, S) : x ∈ S ⊂ Rn
}

.

Ha A ⊂ Rn
, akkor C(A)-val jel�lj�k az

{

S : (x, S) ∈ C valamely x ∈ A-ra
}

halmazt. Azt mondjuk, hogy C �nom az x ∈ Rn
pontban, ha

inf

{

diam(S) : (x, S) ∈ C
}

= 0.

Azt mondjuk, hogy V egy µ-Vitali lefed�s, ha µ teljes Radon-m�rt�k Rn
-en, V egy lefed�si

rel i¢, minden (x, S) ∈ V-re S Borel-halmaz, V �nom Rn
minden pontj ban, �s a

k�vetkez� felt�tel teljes�l:
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(1) ha C ⊂ V , A ⊂ Rn
, �s C �nom A minden pontj ban, akkor van olyan {Si : i ∈ I}

megsz ml lhat¢ rendszer, amely diszjunkt C(A)-beli halmazokb¢l  ll, �s amelyre

µ(A \ ∪i∈ISi) = 0.

(T�m�ren: az A halmaz b rmely V-beli �nom lefed�s�b�l kiv laszthat¢ megsz ml lhat¢

diszjunkt majdnem lefed�se A-nak.)

A k�vetkez� t�tel egyszer� p�ld t ad Vitali-lefed�sre.

* 8.1.2. T�tel. Legyen µ teljes Radon-m�rt�k Rn
-en �s legyen i = 1, 2, . . . -re Pi egy

megsz ml lhat¢ sok diszjunkt Borel-halmazb¢l  ll¢ lefed�se Rn
-nek. Tegy�k fel, hogy

P
1

minden eleme korl tos, Pi minden tagja el� ll Pi+1 elemeinek egyes¡t�sek�nt, �s

lim

i→∞
sup

{

diam(S) : S ∈ Pi

}

= 0.

Ekkor

V =

{

(x, S) : x ∈ S ∈ Pi valamely i = 1, 2, . . . -re
}

egy µ-Vitali lefed�s.

Bizony¡t s. Legyen C ⊂ V , A ⊂ Rn
, �s tekints�k a

C(A) =
{

S : (x, S) ∈ C valamely x ∈ A-ra
}

halmazrendszert. Ha C �nom az A minden pontj ban, akkor C(A) lefedi A-t, �s ¡gy A
minden pontja benne van C(A) egy, a tartalmaz sra n�zve maxim lis tagj ban, �s C(A)
b rmely k�t, a tartalmaz sra n�zve maxim lis tagja diszjunkt.

A k�vetkez� t�tel nem ilyen egyszer� �s sak a Lebesgue-m�rt�kre vonatkozik, de

sokkal jobban haszn lhat¢.

* 8.1.3. Vitali t�tele. Ha V egy lefed�si rel i¢, S kompakt halmaz minden (x, S) ∈
V-re, V �nom minden x ∈ Rn

pontban, �s van olyan α > 0 sz m, hogy b rmely (x, S) ∈ V-
re S benne van egy B(x, r) g�mbben, amelyre λn(S) > αλn

(

B(x, r)
)

, akkor V egy λn-
Vitali lefed�s.

Bizony¡t s. El�sz�r tegy�k fel, hogy A ⊂ Rn
korl tos, �s v lasszunk egy A-t tar-

talmaz¢, korl tos ny¡lt V halmazt. Tegy�k fel, hogy C ⊂ V , C �nom az A minden

pontj ban �s S ⊂ V minden (x, S) ∈ C-re. Megmutatjuk, hogy ekkor C(A)-nak van

olyan {Si : i ∈ I} diszjunkt halmazokb¢l  ll¢ megsz ml lhat¢ r�szrendszere, amelyre

λn(A \ ∪i∈ISi) = 0. Tekints�k a C(A) �sszes olyan diszjunkt halmazokb¢l  ll¢ H r�sz-

rendszereinek 
 oszt ly t, amelyek rendelkeznek a k�vetkez� tulajdons ggal:

(1) ha T ∈ C(A), akkor vagy minden S ∈ H-ra T ∩ S = ∅, vagy pedig van olyan S ∈ H,

hogy T ∩ S 6= ∅ �s diam(T ) ≤ 2 diam(S).

Ekkor 
 f�ligrendezett halmaz a tartalmaz sra n�zve, �s ebben a f�ligrendezett halmaz-

ban minden l n fel�lr�l korl tos. A Zorn-lemma szerint l�tezik G maxim lis eleme


-nak. Legyen

K = C(A) ∩ {T : T ∩ ∪G = ∅}.
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Ha K 6= ∅, akkor kiv laszthatunk egy W ∈ K-t, amelyre

2 diam(W ) ≥ sup

{

diam(T ) : T ∈ K
}

�s G ∪ {W} ∈ 
, ami ellentmond G maxim lis volt nak. �gy K = ∅, teh t G rendelkezik

a k�vetkez� tulajdons ggal:

(2) G diszjunkt halmazokb¢l  ll, �s minden T ∈ C(A)-hoz van olyan S ∈ G, amelyre
T ∩ S 6= ∅ �s diam(T ) ≤ 2 diam(S).

Ha S ∈ C(A), legyen

^S =

⋃

{

T : T ∈ C(A), T ∩ S 6= ∅ �s diam(T ) ≤ 2 diam(S)
}

.

A

^S halmazt az S nagy¡t s nak nevezz�k. Megmutatjuk, hogy van olyan β > 0, amelyre

λn( ^S) < βλn(S) minden S ∈ C(A)-ra. Val¢ban, legyen x ∈ A, �s (x, S) ∈ C. Ekkor

valamely r > 0-ra S ⊂ B(x, r) �s λn(S) > αλn
(

B(x, r)
)

. Ebb�l diam(S) ≤ 2r �s

^S ⊂ B(x, 5r). �gy

λn( ^S) ≤ λn
(

B(x, 5r)
)

= 5

nλn
(

B(x, r)
)

≤ 5

n

α
λn(S).

T�rj�nk vissza G-hez. (2)-b�l k�vetkezik, hogy

(3) ∪C(A) ⊂ ∪{ ^S : S ∈ G}.

Tov bb  b rmely H v�ges r�szrendszer�re G-nek

(4) A \ ∪H ⊂ ∪{ ^S : S ∈ G \ H}.

Val¢ban, ∪H z rt, �s mivel C �nom az A minden pontj ban, A\∪H minden eleme benne

van egy olyan T elem�ben C(A)-nak, amelyre T ∩ ∪H = ∅. �gy T belemetsz valamely

S ∈ G \H-ba, amelyre diam(T ) ≤ 2 diam(S), innen T ⊂ ^S. Mivel λn(V ) <∞, S ⊂ V �s

λn(S) > 0 minden S ∈ G-re, a G halmazrendszer megsz ml lhat¢, �s

∑

S∈G

λn( ^S) ≤ β
∑

S∈G

λn(S) ≤ βλn(V ) <∞.

Ebb�l k�vetkezik, hogy b rmely ε > 0-hoz van olyan H v�ges r�szrendszere G-nek,
amelyre

∑

S∈G\H

λn( ^S) < ε,

innen (4) alapj n

λn(A \ ∪G) ≤ λn(A \ ∪H) < ε.

Mivel ε tetsz�leges volt, a spei lis eset bizony¡t s t befejezt�k.
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Az  ltal nos eset bizony¡t s hoz legyen A ⊂ Rn
, Vj , j = 1, 2, . . . az Rn

eg�sz

s£spont£, egys�gnyi oldal£ ny¡lt kok inak egy sorozatba rendez�se, �s Aj = A ∩ Vj .
Ha C ⊂ V �s C �nom az A minden pontj ban, akkor legyen

Cj =
{

(x, S) : (x, S) ∈ C, S ⊂ Vj
}

.

Alkalmazzuk az els� l�p�st Cj-re, Aj-re �s Vj-re. A kapott Si,j halmazokat egyes¡tve,

λn(A \ ∪i,jSi,j) ≤ λn(A \ ∪∞
j=1Vj) +

∞
∑

j=1

λn(Aj \ ∪iSi,j) = 0.

8.2. M�rt�kek lok lis deriv ltja

* 8.2.1. De�n¡i¢. Legyenek µ �s ν teljes Radon-m�rt�kek Rn
-en, V egy µ-Vitali

lefed�s. Ha f a V(Rn
) valamely r�szoszt ly n �rtelmezett b�v¡tett val¢s �rt�k� f�ggv�ny

�s x ∈ Rn
, akkor haszn ljuk a

(V) limsup
S→x

f(S) = lim

ε↓0
sup

{

f(S) : (x, S) ∈ V , diam(S) < ε, S ∈ dmn f
}

jel�l�st. (V) liminfS→x f(S) hasonl¢an van de�ni lva. Ha ez a k�t �rt�k megegyezik,

akkor (V) limS→x f(S)-et ¡runk. V�g�l a ν m�rt�k µ-re vonatkoz¢ V-deriv ltj t a

(V)dν
dµ

(x) = (V) lim
S→x

ν(S)

µ(S)

�sszef�gg�ssel de�ni ljuk.

* 8.2.2. Lemma. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�sei mellett, tegy�k fel, hogy A ⊂ Rn
olyan

Borel-halmaz, amelyre ν(A) = 0. Legyen

B =

{

x : x ∈ A, (V)dν
dµ

(x) = 0

}

.

Ekkor µ(A \B) = 0.

Bizony¡t s. Terjessz�k ki µ-t k�ls� m�rt�kk�nt Rn
�sszes r�szhalmaz ra. Ha i =

1, 2, . . . , legyen Pi azon x ∈ A-k halmaza, amelyekre

(V) limsup
S→x

ν(S)

µ(S)
>

1

i
.

(Itt legyen t/0 = ∞, ha 0 ≤ t ≤ ∞.) R�gz¡ts�k i-t �s v lasszunk egy tetsz�leges ε > 0-t.

Mivel ν(A) = 0, van olyan V ⊃ A ny¡lt halmaz, amelyre ν(V ) < ε. A

C =

{

(x, S) : (x, S) ∈ V , S ⊂ V, ν(S)/µ(S) > 1/i
}

lefed�si rel i¢ �nom Pi minden pontj ban, ¡gy van olyan C(Pi)-beli megsz ml lhat¢

diszjunkt Si,j , j = 1, 2, . . . halmazrendszer, amelyre µ(Pi \ ∪jSi,j) = 0. Ebb�l

µ(Pi) ≤ µ(Pi \ ∪jSi,j) +

∑

j

µ(Si,j) ≤ i
∑

j

ν(Si,j) ≤ iν(V ) < iε,

ahonnan µ(Pi) = 0. Mivel A \B ⊂ ∪∞
i=1Pi, azt kapjuk, hogy µ(A \B) = 0.
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* 8.2.3. T�tel. Legyenek µ �s ν teljes Radon-m�rt�kek Rn
-en, ν = νa + νs a ν-nek

µ-re vonatkoz¢ Lebesgue-felbont sa (a Borel-halmazokon), V pedig egy µ-Vitali lefed�s.
Ekkor

(1) (V)dν
dµ

(x) l�tezik µ-majdnem minden x ∈ Rn
-re;

(2) νa(E) =

∫

E

(V)dν
dµ

(x) dµ(x) minden E Borel-halmaz ra Rn
-nek;

azaz (V)dν
dµ

megegyezik a (Borel-halmazokon vett)

dνa
dµ

Radon{Nikodym-deriv lttal.

Bizony¡t s. El�sz�r tegy�k fel, hogy ν ≪ µ (a Borel-halmazokon), ¡gy νa = ν. A
Radon{Nikodym-t�tel szerint van olyan f : Rn → [0,∞) Borel-f�ggv�ny, amelyre

ν(E) =

∫

E

f(x) dµ(x)

minden E Borel-halmaz ra Rn
-nek. Ha megmutatjuk, hogy µ-majdnem minden x ∈ Rn

-

re f(x) = (V)dν
dµ

(x), akkor k�szen vagyunk.

Minden r raion lis sz mhoz legyen Ar =
{

x : x ∈ Rn, f(x) < r
}

, �s legyen

κr(E) =

∫

E\Ar

(

f(x)− r
)

dµ(x), ha E Borel-halmaz.

Nyilv n κr Radon-m�rt�k. Mivel κr(Ar) = 0, az el�z� lemma szerint a

Br =

{

x : x ∈ Ar, (V)
dκr
dµ

(x) = 0

}

halmazra µ(Ar \Br) = 0. Legyen P = ∪r(Ar \Br). Ekkor µ(P ) = 0. Legyen x ∈ Rn \P
�s v lasszunk egy olyan r-et, amelyre r > f(x). Ekkor x ∈ Ar �s x ∈ Br. Mivel

ν(S)− rµ(S) =

∫

S

(

f(y)− r
)

dµ(y) ≤ κr(S)

minden S ∈ V(Rn
)-re, valamint

(V) limsup
S→x

κr(S)

µ(S)
= 0,

azt kapjuk, hogy

(V) limsup
S→x

ν(S)

µ(S)
≤ r.

Ez minden r > f(x) raion lis sz mra igaz, amib�l

(V) limsup
S→x

ν(S)

µ(S)
≤ f(x).
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Hasonl¢an, a

κr(E) =

∫

E∩Ar

(

r − f(x)
)

dµ(x)

Radon-m�rt�keket haszn lva egy olyan Q halmazt kapunk, amelyre µ(Q) = 0 �s ha

x ∈ Rn \Q, akkor
(V) liminf

S→x

ν(S)

µ(S)
≥ f(x).

Ezzel bel ttuk, hogy a (V)dν
dµ

�s f f�ggv�nyek µ-majdnem minden�tt megegyeznek.

Most legyen ν ⊥ µ. Ekkor νa = 0 �s a 8.2.2. lemma szerint µ-majdnem minden�tt

(V)dν
dµ

(x) = 0, ¡gy ekkor is teljes�l a t�tel  ll¡t sa. V�g�l az  ltal nos esetben, ha

(V)dνa
dµ

(x) �s (V)dνs
dµ

(x) l�teznek, akkor (V)dν
dµ

(x) is l�tezik, �s

(V)dν
dµ

= (V)dνa
dµ

µ-majdnem minden�tt,

¡gy igaz a t�tel  ll¡t sa.

* 8.2.4. Megjegyz�s. Az el�z� t�telb�l, ha µ teljes Radon-m�rt�k Rn
-en, V egy

µ-Vitali lefed�s �s f nemnegat¡v integr lhat¢ f�ggv�ny, akkor

(1)

(V) lim
S→x

1

µ(S)

∫

S

f(y) dµ(y) = f(x) µ-majdnem minden x ∈ Rn
-re.

Val¢ban, az el�z� t�telt alkalmazva a

ν(A) =

∫

A

f(y) dµ(y), ha A µ-m�rhet�

�sszef�gg�ssel de�ni lt Radon-m�rt�kre, �ppen (1)-et kapjuk. A k�vetkez� t�telben ennek

az  ll¡t snak egy er�sebb form j t bizony¡tjuk be.

* 8.2.5. T�tel. Legyen µ teljes Radon-m�rt�k Rn
-en, V egy µ-Vitali lefed�s, f pedig

egy Ck
-beli �rt�k� µ-m�rhet� f�ggv�ny, amely minden kompakt halmazon integr lhat¢.

Ekkor

(V) lim
S→x

1

µ(S)

∫

S

∣

∣f(y)− f(x)
∣

∣ dµ(y) = 0

µ-majdnem minden x ∈ Rn
-re.

Bizony¡t s. V lasszunk egy P megsz ml lhat¢ s�r� r�szhalmazt Ck
-ban. Ha p ∈

P , legyen

νp(E) =

∫

E

∣

∣f(y)− p
∣

∣ dµ(y), ha E µ-m�rhet�.
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Ekkor νp teljes Radon-m�rt�k Rn
-en, ¡gy 8.2.3. szerint van olyan Xp ⊂ Rn

, hogy

(V)dνp
dµ

(x) =
∣

∣f(x)− p
∣

∣, ha x /∈ Xp,

�s µ(Xp) = 0. Legyen X = ∪p∈PXp. Ekkor µ(X) = 0. Ha x ∈ Rn \X �s ε > 0, akkor

van olyan p ∈ P , hogy
∣

∣f(x) − p
∣

∣ < ε, amib�l
∣

∣f(y)− f(x)
∣

∣ <
∣

∣f(y)− p
∣

∣

+ ε. Ebb�l

(V) limsup
S→x

1

µ(S)

∫

S

∣

∣f(y)− f(x)
∣

∣ dµ(y) ≤ (V) limsup
S→x

1

µ(S)

∫

S

∣

∣f(y)− p
∣

∣ dµ(y) + ε ≤ 2ε.

* 8.2.6. De�n¡i¢. Az el�z� t�tel felt�telei mellett, azon x ∈ Rn
pontokat, ame-

lyekre az el�z� t�telben szerepl� (1) �sszef�gg�s teljes�l, az f f�ggv�ny (µ,V) Lebesgue-
pontjainak nevezz�k.

* 8.2.7. De�n¡i¢. Ha µ teljes Radon-m�rt�k Rn
-en, V egy µ-Vitali lefed�s, A egy

µ-m�rhet� halmaz �s x ∈ Rn
, akkor a

(V) lim
S→x

µ(S ∩A)
µ(S)

hat r�rt�ket az A halmaz x pontbeli (µ,V)-s�r�s�g�nek nevezz�k. Spei lisan, ha µ =

λn, �s V az �sszes z rt g�mb�kb�l  ll, akkor a

lim

r↓0

λn
(

A ∩ B(x, r)
)

λn
(

B(x, r)
)

hat r�rt�ket az A halmaz x pontbeli Lebesgue-s�r�s�g�nek nevezz�k.

* 8.2.8. Lebesgue s�r�s�gi t�tele. Az el�z� de�n¡i¢ felt�telei mellett µ-majdnem

minden x ∈ A-ra

(V) lim
S→x

µ(A ∩ S)
µ(S)

= 1

�s µ-majdnem minden x ∈ Rn \A-ra

(V) lim
S→x

µ(A ∩ S)
µ(S)

= 0.

Bizony¡t s. Alkalmazzuk 8.2.3.-at a ν(B) = µ(A ∩B) m�rt�kre.
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8.3. Abszol�ut folytonos f�ggv�nyek

8.3.1. De�n¡i¢. Az I ⊂ R intervallumon egy f : I → C f�ggv�nyt abszol£t

folytonos f�ggv�nynek nevez�nk, ha minden ε > 0-hoz van olyan δ > 0, hogy b rmely

I-beli v�ges u
1

< v
1

≤ u
2

< v
2

≤ . . . ≤ un < vn sorozat eset�n, ha

∑n
i=1(vi − ui) < δ,

akkor

∑n
i=1

∣

∣f(vi)− f(ui)
∣

∣ < ε.

8.3.2. T�tel. Ha egy I ⊂ R intervallumon f : I → C abszol£t folytonos, akkor f
folytonos �s egyenletesen folytonos I-n. Ha a, b ∈ I, akkor Vb

af < ∞. Ha f Lipshitz-

f�ggv�ny, akkor f abszol£t folytonos.

Bizony¡t s. Az els� k�t  ll¡t s trivi lis. V lasztva ε = 1-hez δ > 0-t, azt kapjuk,

hogy

Vd
cf ≤ 1, ha a ≤ c < d ≤ b �s d− c < δ.

�gy [a, b℄-t el� ll¡tva v�ges sok δ-n l r�videbb intervallum egyes¡t�sek�nt, kapjuk, hogy

Vb
af <∞. Az utols¢  ll¡t s nyilv nval¢.

8.3.3. Lebesgue t�tele monoton f�ggv�ny deriv ltj r¢l. Legyen g : R → R

monoton n�veked� f�ggv�ny, λg a g-hez tartoz¢ Lebesgue{Stieltjes-m�rt�k, λg,a �s λg,s
pedig ennek a λ-ra vonatkoz¢ Lebesgue-f�le felbont sa (a Borel-halmazokon). Ekkor a g
f�ggv�ny λ-majdnem minden�tt di�ereni lhat¢ �s g′ a λg,a-nak λ-ra vonatkoz¢ Radon{

Nikodym-deriv ltja.

A t�tel a val¢s f�ggv�nytan egyik legmeglep�bb �s legfontosabb eredm�nye. Legfon-

tosabb  ll¡t sa, hogy egy monoton f�ggv�ny majdnem minden�tt di�ereni lhat¢. Ennek

egy m sik bizony¡t sa tal lhat¢ Sz�kefalvi-Nagy [45℄ k�nyv�ben (97. o.).

* Bizony¡t s. Legyen

V =

{

(x, S) : x ∈ S ⊂ R, S kompakt intervallum �s λ(S) > 0

}

.

Vitali t�tele szerint V egy λ-Vitali lefed�s, ¡gy a 8.2.3. t�tel szerint

(V)dλg
dλ

(x) ∈ R λ-majdnem minden x ∈ R-re.

R�gz¡tve egy ilyen x pontot, �s (V)dλg
dλ

(x)-et c-vel jel�lve, minden ε > 0-hoz van olyan

δ > 0, hogy

(c− ε)(b − a) ≤ λg[a, b℄ ≤ (c+ ε)(b− a),

ha a ≤ x ≤ b �s 0 < b− a < δ. �gy

(1) (c− ε)(b− a) ≤ g(b)− g(a) ≤ (c+ ε)(b− a)

teljes�l, ha g folytonos a-ban �s b-ben. Mivel g(b) − g(a) monoton n�vekv� f�ggv�nye

b-nek �s monoton s�kken� f�ggv�nye a-nak, valamint g folytonoss gi pontjai s�r�ek

R-ben, (1) akkor is teljes�l, ha g nem folytonos a-ban vagy b-ben. �gy

c− ε ≤ g(x+ h)− g(x)

h
≤ c+ ε, ha 0 < |h| < δ,

azaz g′(x) = c. Az  ll¡t s t�bbi r�sze a 8.2.3. t�telb�l k�vetkezik.
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8.3.4. T�tel. Legyen g : R → C egy f�ggv�ny, V∞
−∞g < ∞, �s λg a g-hez tartoz¢

Lebesgue{Stieltjes-m�rt�k, λg,a �s λg,s pedig ennek a λ-ra vonatkoz¢ Lebesgue-f�le fel-

bont sa (a Borel-halmazokon). Ekkor g λ-majdnem minden�tt di�ereni lhat¢ �s g′ a
λg,a-nak a λ-ra vonatkoz¢ Radon{Nikodym-deriv ltja, tov bb 

∫ b

a

|g′| dλ ≤ Vb
ag, ha −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞.

* Bizony¡t s. Legyen g =

∑

3

j=0 i
jgj a g Jordan-felbont sa, λgj ,a �s λgj ,s pedig a

λgj -nek λ-ra abszol£t folytonos, illetve szingul ris r�sze. Felhaszn lva a Lebesgue-f�le

felbont s egy�rtelm�s�g�t, egyszer� sz mol s mutatja, hogy

λg,a =
3

∑

j=0

ijλgj ,a, λg,s =
3

∑

j=0

ijλgj ,s.

Mivel a gj f�ggv�nyek majdnem minden�tt di�ereni lhat¢ak, g is az �s

∫

B

g′ dλ =

3

∑

j=0

ij
∫

B

g′j dλ =

3

∑

j=0

ijλgj ,a(B) = λg,a(B),

ha B Borel-halmaz, azaz g′ a λg,a-nak λ-ra vonatkoz¢ Radon{Nikodym-deriv ltja.
Az utols¢  ll¡t st el�g a, b ∈ R, a < b eset�re bebizony¡tani. Bevezetve az s(x) =

Vx
−∞g jel�l�st, s monoton n�veked� f�ggv�ny �s ¡gy Lebesgue t�tel�b�l

Vb
ag = s(b)− s(a) ≥

∫ b

a

s′(x) dλ(x),

m sr�szt

s′(x) = lim

h→0

Vx+h
x g

h
≥ lim

h→0

|g(x+ h)− g(x)|
|h| = |g′(x)|.

8.3.5. Newton{Leibniz-formula. Legyen g : R → C egy f�ggv�ny, amelyre

V∞
−∞g <∞. A k�vetkez� felt�telek ekvivalensek:

(1) g(b)− g(a) =
∫ b

a
g′ dλ minden −∞ < a < b < +∞-re;

(2) Vb
ag =

∫ b

a
|g′| dλ minden −∞ < a < b < +∞-re;

(3) g abszol£t folytonos;

(4) λg ≪ λ (a Borel-halmazokon).

* Bizony¡t s. (1)-b�l k�vetkezik (2), mivel ha a ≤ x
1

≤ x
1

≤ . . . ≤ xn ≤ b, akkor

n
∑

j=1

∣

∣g(xj)− g(xj−1

)

∣

∣

=

n
∑

j=1

∣

∣

∣

∣

∫ xj

xj−1

g′ dλ

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a

|g′| dλ,



8.3. Abszol�ut folytonos f�ggv�nyek 119

amib�l

Vb
ag ≤

∫ b

a

|g′| dλ.

A m sik ir ny£ egyenl�tlens�g az el�z� t�telb�l k�vetkezik. (2)-b�l (3)-at a

∣

∣g(v)− g(u)
∣

∣ ≤ Vv
ug =

∫ v

u

|g′| dλ, ha ∞ < u ≤ v <∞

egyenl�tlens�g �s az integr l abszol£t folytonoss ga felhaszn l s val kaphatjuk meg. (3)-

b¢l k�vetkezik, hogy ha ε > 0, akkor van olyan δ > 0, hogy

−∞ < u
1

< v
1

≤ u
2

< v
2

≤ . . . ≤ un < vn <∞

�s

∑n
j=1(vj − uj) < δ eset�n

∑n
j=1 V

vj
ujg ≤ ε. Ebb�l b rmely ny¡lt V r�szhalmaz ra

R-nek, ha λ(V ) ≤ δ, akkor |λg |(V ) ≤ ε. Approxim i¢val b rmely B Borel-halmaz ra

R-nek, ha λ(B) ≤ δ, akkor |λg|(B) ≤ ε, ¡gy λg ≪ λ. V�g�l (4)-b�l k�vetkezik (1), mivel

λg = λg,a, �s az el�z� t�tel szerint

λg(a, b) = g(b)− g(a) =

∫ b

a

g′ dλ.

8.3.6. T�tel. Legyen f ∈ L1

C(R) �s g(x) =
∫ x

−∞
f dλ, ha x ∈ R. Ekkor V∞

−∞g =

‖f‖
1

, a g f�ggv�ny abszol£t folytonos R-en �s λ-majdnem minden�tt g′ = f .

* Bizony¡t s. Legyen µ(B) =
∫

B
f dλ, ha B Borel-halmaz R-ben. Ekkor µ komplex

Radon-m�rt�k, �s g(x) = µ(−∞, x), ¡gy µ = λg a Borel-halmazokon. Mivel µ abszol£t

folytonos λ-ra vonatkoz¢an, g abszol£t folytonos az el�z� t�tel szerint. Mivel f is, �s az

8.3.4. t�tel szerint g′ is µ-nek a λ-ra vonatkoz¢ Radon{Nikodym-deriv ltja, λ-majdnem
minden�tt megegyeznek. V�g�l a V∞

−∞g = ‖f‖
1

�sszef�gg�st az el�z� t�telb�l hat r�r-

t�kk�pz�ssel kapjuk.

→ 8.3.7. Feladat [4℄. Hat rozzuk meg az al bbi teljes v ltoz sokat:

V50

0

ex, V2

1

lnx, V4π
0

osx, V1

−1

(x− x3).

8.3.8. Feladat [9℄. Vizsg ljuk meg, hogy az f(x) = |x|α sin |x|β , ha x 6= 0, f(0) = 0

f�ggv�ny milyen α, β ∈ R �rt�kekre lesz [−1, 1℄-en korl tos v ltoz s£.

* 8.3.9. Feladat [19℄. Terjessz�k ki az el�z� k�t t�telt reex¡v Banah-t�rbeli �rt�k�

f�ggv�nyekre.

(

Egy X Banah-t�r reex¡v, ha x 7→ Fx az (X∗
)

∗
-ra k�pez, ahol Fx(f) =

f(x).
)

* 8.3.10. Feladat [8℄. De�ni ljuk a g : (0, 1) → L1

R(λ[0,1℄) f�ggv�nyt £gy, hogy

g(x) a [0, x℄ karakterisztikus f�ggv�nye, ha 0 < x < 1. Mutassuk meg, hogy g Lipshitz-
f�ggv�ny, de sehol sem di�ereni lhat¢, s�t, m�g az f◦g f�gv�nyek sem di�ereni lhat¢ak,

ahol f : L1

R(λ[0,1℄) → R egy korl tos line ris funkion l.
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→ 8.3.11. Feladat [8℄. Jel�lje C a Cantor-halmazt, �s ha x ∈ C, x =

∑∞
n=1 2xn/3

n
,

xn ∈ {0, 1}, akkor legyen ϕ(x) = ∑∞
n=1 xn/2

n
. Ha x ∈ [0, 1℄ \ C, akkor legyen ϕ(x) =

sup

{

ϕ(t) : t < x, t ∈ C
}

. Ez a Lebesgue-f�le szingul ris f�ggv�ny. Bizony¡tsuk be, hogy

(1) ϕ monoton n�veked�;

(2) ϕ : [0, 1℄ → [0, 1℄, ϕ(C) = [0, 1℄;

(3) ϕ folytonos.

8.3.12. Feladat: Fubini t�tele monoton f�ggv�nyekr�l [16℄. Legyenek fn :

R → R, n = 1, 2, . . . monoton n�veked� f�ggv�nyek, �s tegy�k fel, hogy

∑∞
n=1 fn(x) =

f(x) ∈ R minden x ∈ R-re. Bizony¡tsuk be, hogy λ-majdnem minden x ∈ R-re
∑∞

n=1 f
′
n(x) = f ′

(x). (L sd Sz�kefalvi-Nagy [45℄.)

8.3.13. Feladat [8℄. Adjunk meg olyan fn : R → R monoton n�veked� f�ggv�nye-

ket, amelyekre

∑∞
n=1 fn(x) = f(x) ∈ R minden x ∈ R-re, de f ′

(0) 6=∑∞
n=1 f

′
n(0).

→ 8.3.14. Feladat [9℄. Jel�lje ϕ a Lebesgue-f�le szingul ris f�ggv�nyt, �s terjessz�k

ki az eg�sz R-re £gy, hogy x < 0-ra legyen 0, x > 1-re pedig legyen 1. Legyen an = j/2k,
bn = (j + 1)/2k, ha n = 2

k
+ j, 0 ≤ j < 2

k
. Igazoljuk, hogy

(1) minden x ∈ R-re
∞
∑

n=1

1

2

n
ϕ

(

x− an
bn − an

)

= f(x) ∈ R;

(2) f szigor£an monoton n�veked� [0, 1℄-en;

(3) f folytonos [0, 1℄-en;

(4) λ-majdnem minden x ∈ [0, 1℄-re f ′
(x) = 0.

→ 8.3.15. Feladat [10℄. Adjunk meg olyan nem nulla λg Lebesgue{Stieltjes-m�rt�ket
R-en, amely szingul ris a Lebesgue-m�rt�kre. V laszthat¢-e g £gy, hogy folytonos legyen?
V laszthat¢-e g £gy, hogy minden nem �res ny¡lt halmaz m�rt�ke pozit¡v legyen? V -

laszthat¢-e g £gy, hogy mindk�t felt�tel teljes�lj�n?

→ 8.3.16. Feladat [9℄. Legyen f(x) = x2 sin(1/x2), ha 0 6= x ∈ [−1, 1℄ �s legyen

f(0) = 0. Bizony¡tsuk be, hogy f minden�tt di�ereni lhat¢ [−1, 1℄-en, de a deriv ltja

nem Lebesgue-integr lhat¢.

* 8.3.17. Feladat [6℄. Legyen X Banah-t�r, g : [a, b℄ → X egy folytonos f�ggv�ny.

Mutassuk meg, hogy az f(x) =

∫ x

a g(t) dt, a ≤ x ≤ b f�ggv�ny di�ereni lhat¢, �s

f ′
(x) = g(x), ha a ≤ x ≤ b.



9. HELYETTES�T�SES �S PARCIǱLIS

INTEGRǱLǱS

Ebben a fejezetben a helyettes¡t�ses �s pari lis integr l s legfontosabb t�teleivel

foglalkozunk. Mivel a m�rt�kekr�l komplex m�rt�kekre, monoton f�ggv�nyekr�l korl -

tos v ltoz s£ f�ggv�nyekre, val¢s �rt�k� f�ggv�nyekr�l komplex �s Banah-t�rbeli �rt�-

k� f�ggv�nyekre t�rt�n�  ltal nos¡t sok az el�z� fejezetek eredm�nyei alapj n  ltal ban

k�nnyen elv�gezhet�k, itt sak a t�telek alapeseteivel foglalkozunk.

9.1. Pari lis integr l s

9.1.1. A pari lis integr l s t�tele Lebesgue{Stieltjes-integr lokra. Le-

gyenek f, g : R → R monoton n�veked� f�ggv�nyek, −∞ < a < b < ∞, �s tegy�k fel,

hogy f balr¢l, g pedig jobbr¢l folytonos. Ekkor

∫

(a,b℄

f dλg +

∫

[a,b)

g dλf = f(b)g(b)− f(a)g(a).

Bizony¡t s. Legyen S =

{

(x, y) : a ≤ x < y ≤ b
}

, �s alkalmazzuk a Fubini-t�telt:

(λf ⊗ λg)(S) =

∫

(a,b℄

(

f(y)− f(a)
)

dλg(y) =

∫

(a,b℄

f dλg − f(a)g(b) + f(a)g(a),

(λf ⊗ λg)(S) =

∫

[a,b)

(

g(b)− g(x)
)

dλf (x) = g(b)f(b)− g(b)f(a)−
∫

[a,b)

g dλf .

A k�t egyenl�s�get kivonva egym sb¢l, kapjuk az  ll¡t st.

9.1.2. T�tel. Legyen g : R → R olyan monoton n�veked� f�ggv�ny, amely minden

kompakt intervallumon abszol£t folytonos. Minden f : R → R f�ggv�nyre, ha az al bbi

k�t integr lb¢l az egyik l�tezik, akkor a m sik is, �s

(1)

∫

R

f dλg =

∫

R

fg′ dλ.
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Bizony¡t s. Lebesgue t�tele szerint λ-majdnem minden�tt g′ megegyezik λg-nek
a λ-ra vonatkoz¢ Radon{Nikodym-deriv ltj val. Mivel λ-nullm�rt�k� halmazon megv l-

toztatva g′-t, a jobb oldal nem v ltozik, a Radon{Nikodym-t�telb�l kapjuk, hogy (1) k�t

oldala egyszerre l�tezik �s egyenl�, ha f Borel-f�ggv�ny.

Most tegy�k fel, hogy (1) bal oldala l�tezik. Ekkor van olyan f∗
Borel-f�ggv�ny,

amely λg-majdnem minden�tt egyenl� f -fel. V lasszunk egy B Borel-halmazt, amely

lefedi az R(f 6= f∗
) halmazt, �s amelyre λg(B) = 0. Nyilv n λ-majdnem minden x ∈ B-

re g′(x) = 0, ¡gy

(2)

∫

R

f dλg =

∫

B

f dλg +

∫

R\B

f∗ dλg

=

∫

B

fg′ dλ+

∫

R\B

f∗g′ dλ =

∫

R

fg′ dλ.

Megford¡tva, ha az fg′ f�ggv�ny λ-integr lja l�tezik, akkor legyen B olyan Borel-halmaz,

amely lefedi az A = R(g′ = 0) halmazt, de λ(B \A) = 0, tov bb  fg′ megszor¡t sa �s g′

megszor¡t sa R \B-re Borel-f�ggv�ny. Legyen

f∗
(x) =

{

f(x), ha x ∈ R \B,
0, ha x ∈ B.

Ekkor f∗
Borel-f�ggv�ny, mert R \B-n megegyezik fg′/g′-vel, tov bb 

λg(B) =

∫

B

g′ dλ = 0,

¡gy az f f�ggv�ny λg-m�rhet� �s a (2) sz mol s visszafel� elv�gezhet�.

9.1.3. A pari lis integr l s t�tele Lebesgue-integr lokra. Tegy�k fel, hogy

az f, g : R → C f�ggv�nyek abszol£t folytonosak [a, b℄-n. Ekkor az al bbi integr lok

l�teznek �s

∫ b

a

fg′ dλ+

∫ b

a

gf ′ dλ = f(b)g(b)− f(a)g(a).

Bizony¡t s. Kombin ljuk az el�z� k�t t�telt, vagy alkalmazzuk a Newton{Leibniz-

formul t fg-re.

9.1.4. Leibniz-szab ly. Legyen (X,A, µ) teljes σ-v�ges m�rt�kt�r, −∞ < a <
b <∞, I = [a, b℄ �s f : X×I → R egy f�ggv�ny, amelyre az y 7→ f(x, y) f�ggv�ny abszol£t

folytonos I-n µ-majdnem minden x ∈ X-re, �s a

∂f
∂y

f�ggv�ny µ⊗λ-integr lhat¢X×I-n.
Ekkor a

g(y) =

∫

X

f(x, y) dµ(x)

f�ggv�ny abszol£t folytonos I-n, �s λ-majdnem minden y ∈ I-re

d

dy

∫

X

f(x, y) dµ(x) =

∫

X

∂f

∂y
(x, y) dµ(x).
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A t�tel azt mutatja, hogy igen  ltal nos felt�telek mellett egy param�tert�l f�gg�

f�ggv�ny integr lja di�ereni lhat¢ a param�ter szerint, �s a deriv ltat a f�ggv�ny para-

m�ter szerinti pari lis deriv ltj nak integr l s val sz molhatjuk ki, azaz a di�ereni l s

�s az integr l s felser�lhet�ek.

Bizony¡t s. Legyen λ-majdnem minden y ∈ I-re

h(y) =

∫

X

∂f

∂y
(x, y) dµ(x).

Ekkor a Fubini-t�tel szerint h az I-n λ-integr lhat¢, �s

∫ t

a

h(y) dλ(y) =

∫ t

a

∫

X

∂f

∂y
(x, y) dµ(x) dλ(y) =

∫

X

∫ t

a

∂f

∂y
(x, y) dλ(y) dµ(x)

=

∫

X

(

f(x, t)− f(x, a)
)

dµ(x) = g(t)− g(a).

Ebb�l g abszol£t folytonos I-n, �s λ-majdnem minden y ∈ I-re g′(y) = h(y).

→ 9.1.5. Feladat [8℄. Legyen

g(x) =











x+ 2, ha x ≤ −1,
2, ha −1 < x < 0,

x2 + 3, ha x ≥ 0.

Sz m¡tsuk ki az al bbi Lebesgue{Stieltjes-integr lokat:

(1)

∫

2

−2

x dλg(x),

(2)

∫

2

−2

x2 dλg(x),

(3)

∫

2

−2

(x3 + 1) dλg(x).
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9.2. Helyettes¡t�ses integr l s

egyv ltoz¢s f�ggv�nyekre

9.2.1. De�n¡i¢. Legyen µ v�ges m�rt�k X-en. Egy µ-majdnem minden�tt �rtel-

mezett, µ-m�rhet� Rn
-beli �rt�k� g f�ggv�ny eloszl sf�ggv�ny�n a

h(x) = µX(g < x), ha x ∈ Rn

�sszef�gg�ssel de�ni lt f�ggv�nyt �rtj�k.

9.2.2. T�tel. Legyen (X,A, µ) v�ges m�rt�kt�r, �s g egy µ-majdnem minden�tt

�rtelmezett µ-m�rhet� Rn
-beli �rt�k� f�ggv�ny, f : Rn → R pedig egy Borel-f�ggv�ny.

Jel�lje g eloszl sf�ggv�ny�t h. Ekkor, ha az al bbi k�t integr lb¢l az egyik l�tezik, £gy

l�tezik a m sik is, �s

∫

X

f ◦ g dµ =

∫

Rn

f dλnh .

A t�tel nagyon fontos a val¢sz¡n�s�gsz m¡t sban, mivel mutatja, hogy egy val¢-

sz¡n�s�gi v ltoz¢ jellemz�i (v rhat¢ �rt�k, sz¢r s, momentumok stb.) kifejezhet�k az

eloszl s val. A leggyakrabban alkalmazott n = 1, f(x) = x esetet k�nny� szeml�ltetni,

ha X a [0, µ(X)℄ intervallum a Lebesgue-m�rt�kkel: mivel

∫

g sak a g n¡v¢halmazainak
m�rt�k�t�l f�gg, de nem f�gg azok elhelyezked�s�t�l, a n¡v¢halmazokat jobbra eltolva,

feltehetj�k, hogy g monoton n�veked�. Ekkor h l�nyeg�ben a g inverze, �s a jobb oldalon

a g alatti ter�letnek az inverz szerinti Lebesgue{Stieltjes-integr llal val¢ kifejez�se  ll.

Bizony¡t s. Legyen B az Rn
Borel-halmazainak oszt lya. K�nny� l tni, hogy a

ν(B) = µ
(

g−1

(B)
)

�sszef�gg�ssel de�ni lt halmazf�ggv�ny m�rt�k B-n. A m�rt�k foly-

tonoss ga miatt h minden v ltoz¢j ban balr¢l folytonos, �s ha a, b ∈ Rn
, a ≤ b, akkor

�

(1)

[a
1

,b
1

)

�

(2)

[a
2

,b
2

)

. . .�
(n)
[an,bn)

h = µ
(

g−1

[a, b)
)

≥ 0,

azaz λnh �rtelmezve van �s megegyezik ν-vel a balr¢l z rt, jobbr¢l ny¡lt intervallumokon.

Egy tetsz�leges V ⊂ Rn
ny¡lt halmazhoz legyen Vk azon diszjunkt [u, v) ⊂ V intervallu-

mok megsz ml lhat¢ uni¢ja, amelyekre

u =

(

j
1

2

k
,
j
2

2

k
, . . . ,

jn
2

k

)

�s v =

(

j
1

+ 1

2

k
,
j
2

+ 1

2

k
, . . . ,

jn + 1

2

k

)

valamely (j
1

, . . . , jn) ∈ Zn
-re. A ν �s λnh m�rt�kek nyilv n megegyeznek a Vk halmazokon,

¡gy a m�rt�k folytonoss ga miatt a ny¡lt halmazokon is. Mivel az 1.3.6. t�tel szerint ν
is Radon-m�rt�k, ¡gy ν �s λnh egybeesnek a Borel-halmazokon. Ha most f : Rn → R

nemnegat¡v egyszer� Borel-f�ggv�ny y
1

, . . . , ym �rt�kekkel, akkor

∫

X

f ◦ g dµ =

m
∑

i=1

yiµ
(

g−1

(

Rn
(f = yi)

)

)

=

m
∑

i=1

yiν
(

Rn
(f = yi)

)

=

m
∑

i=1

yiλh
(

Rn
(f = yi)

)

=

∫

R

f dλh.

Ebb�l az approxim i¢s lemma �s Beppo Levi t�tele miatt kapjuk az  ll¡t st nemnegat¡v,

v�g�l az integr l de�n¡i¢ja miatt tetsz�leges Borel-f�ggv�nyekre.
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9.2.3. Helyettes¡t�ses integr l s Lebesgue{Stieltjes-integr lokra. Tegy�k

fel, hogy g : R → R szigor£an monoton n�veked� folytonos f�ggv�ny, h : R → R monoton

n�veked� f�ggv�ny �s f : R → R tetsz�leges f�ggv�ny. Ha az al bbi k�t integr lb¢l az

egyik l�tezik, akkor a m sik is, �s

(1)

∫

R

f ◦ g dλh◦g =
∫

g(R)

f dλh.

Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy g homeomor�zmus, ¡gy g(R) egy ny¡lt intervallum.
Ha A ⊂ g(R) egy intervallum, az a �s b v�gpontjai g(R)-ben vannak �s folytonoss gi

pontjai h-nak, akkor g−1

(b) �s g−1

(a) folytonoss gi pontjai h ◦ g-nek �s

h(b)− h(a) = h
(

g
(

g−1

(b)
)

)

− h
(

g
(

g−1

(a)
)

)

,

¡gy

(2) λh(A) = λh◦g
(

g−1

(A)
)

.

Ebb�l a m�rt�k folytonoss ga miatt k�vetkezik, hogy (2) akkor is teljes�l, ha A ⊂ g(R)
tetsz�leges ny¡lt intervallum, s�t, akkor is, ha tetsz�leges ny¡lt halmaz. Felhaszn lva,

hogy λh �s λh◦g Radon-m�rt�kek, (2) minden A ⊂ g(R) Borel-halmazra teljes�l. Most

legyen B ⊂ R egy Borel-halmaz, �s f a B karakterisztikus f�ggv�nye. Ekkor (1) bal

oldala λh◦g

(

g−1

(

B ∩ g(R)
)

)

, a jobb oldala pedig λh
(

B ∩ g(R)
)

, ¡gy (2) szerint f -re

teljes�l (1). Ebb�l a szok sos approxim i¢s elj r ssal kapjuk, hogy minden f : R → R

Borel-f�ggv�nyre a k�t integr l egyszerre l�tezik �s teljes�l (1).

Most tegy�k fel, hogy (1) bal oldala l�tezik. Ekkor l�tezik olyan C ⊂ R Borel-halmaz

�s k : R → R Borel-f�ggv�ny, amelyre λh◦g(C) = 0 �s f
(

g(x)
)

= k(x), ha x ∈ R \ C.
Ebb�l g(C) = D Borel-halmaz, λh(D) = 0 �s az

l(y) =

{

0, ha y /∈ g(R),

k
(

g−1

(y)
)

, ha y ∈ g(R)

f�ggv�ny Borel-f�ggv�ny, amelyre

(3) l(y) = f(y), ha y ∈ g(R) \D,

azaz l
(

g(x)
)

= f
(

g(x)
)

, ha x ∈ R \ C teljes�l, ¡gy

(4)

∫

R

f ◦ g dλh◦g =
∫

R

l ◦ g dλh◦g =
∫

g(R)

l dλh =

∫

g(R)

f dλh.

Megford¡tva, ha (1) jobb oldala l�tezik, akkor v lasztva egy D ⊂ g(R) Borel-halmazt �s
egy l : R → R Borel-f�ggv�nyt £gy, hogy λh(D) = 0 �s (3) teljes�lj�n, a (4) sz mol s

visszafel� elv�gezhet�.
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A k�vetkez� �lunk az, hogy bebizony¡tsuk a helyettes¡t�ses integr l s szok sos for-

mul j nak egy, a Lebesgue-integr lokra vonatkoz¢ igen  ltal nos v ltozat t. Ehhez sz�k-

s�g�nk lesz egy lemm ra �s egy de�n¡i¢ra.

* 9.2.4. Lemma. Legyen g : R → R folytonos, λ-majdnem minden�tt di�ereni-

 lhat¢ f�ggv�ny, �s α > 1. Ekkor g′ m�rhet� �s l�teznek E
1

, E
2

, . . . korl tos m�rhet�

halmazok �s c
1

, c
2

, . . . val¢s sz mok £gy, hogy

(1) ∪∞
n=1En = E = R(g′ 6= 0);

(2) g|En k�ls�n�sen egy�rtelm�;

(3) α−1cn ≤
∣

∣g′(x)
∣

∣ ≤ cnα, ha x ∈ En;

(4) α−1cn|x− y| ≤
∣

∣g(x)− g(y)
∣

∣ ≤ αcn|x− y|, ha x, y ∈ En.

Bizony¡t s. Mivel

g′(x) = lim

n→∞

g(x+ 1/n)− g(x)

1/n

λ-majdnem minden x ∈ R-re, a g′ deriv lt λ-m�rhet�. V lasszunk olyan ε > 0-t, amelyre

α−1

+ ε < 1 < α− ε. Minden i term�szetes sz mra, j eg�sz sz mra �s r pozit¡v raion lis
sz mra legyen E(r, i, j) azon x ∈ E val¢s sz mok halmaza, amelyekre

(5)

r(α−1

+ ε) ≤
∣

∣g′(x)
∣

∣ ≤ (α− ε)r;
∣

∣g(z)− g(x)− g′(x)(z − x)
∣

∣ ≤ εr|z − x|, ha |z − x| ∈ Q �s |z − x| < 1/i;

|x− j/i| ≤ 1/(2i).

Az E(r, i, j) halmazok m�rhet�ek, mivel megsz ml lhat¢ sok m�rhet� halmaz metszete-

k�nt  llnak el�. Tov bb , ha x ∈ E(r, i, j), akkor (5) minden olyan z ∈ R-re teljes�l,

amelyre |z − x| ≤ 1/i, mert mindk�t oldal folytonosan f�gg z-t�l. Az E(r, i, j)-k egye-

s¡t�se nyilv n E, ¡gy cn = r v laszt ssal (1) �s (3) teljes�l. Most r�gz¡ts�k r, i, j-t. Ha

x, y ∈ E(r, i, j), akkor |x−y| ≤ 1/i, ¡gy
∣

∣g(y)−g(x)
∣

∣ ≤
∣

∣g′(x)(y−x)
∣

∣

+εr|y−x| ≤ αr|y−x|,
∣

∣g(y)− g(x)
∣

∣ ≥
∣

∣g′(x)(y − x)
∣

∣− εr|y − x| ≥ α−1r|y − x|, azaz teljes�l (2) �s (4).

9.2.5. De�n¡i¢. Ha X �s Y halmazok, egy g : X → Y f�ggv�ny multipliit s n

azt az Ng : Y → [0,∞℄ f�ggv�nyt �rtj�k, amelynek �rt�ke egy y ∈ Y helyen X(g = y)
elemeinek sz ma. (Ez lehet esetleg ∞ is.)

9.2.6. Helyettes¡t�ses integr l s Lebesgue-integr lokra. Legyen g : R →
R minden kompakt intervallumon abszol£t folytonos f�ggv�ny, A korl tos Lebesgue-

m�rhet� r�szhalmaza R-nek �s f : R → R egy tetsz�leges f�ggv�ny. Ekkor az al bbi k�t

integr l egyszerre l�tezik �s

(1)

∫

A

(f ◦ g) · |g′| dλ =
∫

R

f ·Ng|A dλ.
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Tov bb , ha −∞ < a < b < ∞ �s az y 7→ f(y)Ng|[a,b℄(y) lek�pez�s λ-integr lja l�tezik,

akkor

(2)

∫ b

a

(f ◦ g) · g′ dλ =

∫ g(b)

g(a)

f dλ.

A t�tel a helyettes¡t�ses integr l s szok sos formul j nak messzemen�  ltal nos¡t sa.

A m sodik formul ban, ha g k�ls�n�sen egy�rtelm�, a g(a) < g(b) eset az �rt�kk�szlet
pozit¡v, a m sik eset az �rt�kk�szlet negat¡v ir ny¡t s nak felel meg. Ha g nem k�ls�n�-

sen egy�rtelm�, a jobb oldal nem f�gg f -nek g
(

[a, b℄
)

azon pontjaiban felvett �rt�k�t�l,

amelyek nem esnek g(a) �s g(b) k�z�. Ez az�rt van, mert ezeket a pontokat g �ugyan-

annyiszor futja be" n�vekedve, mint s�kkenve, �s ¡gy az integr lb¢l kiesnek. Az els�

formula viszont ir ny¡t smentes, ¡gy ebben g′ hely�re a bal oldalon |g′| ker�l, �s az egyes
pontok t�bbsz�r t�rt�n� befut s t, az ir ny �gyelembev�tele n�lk�l az Ng|A multipliit s

reprezent lja.

* Bizony¡t s. V lasszunk egy A-t tartalmaz¢ I kompakt intervallumot. (1) bizony¡-
t s val kezdj�k. A bizony¡t st t�bb l�p�sben v�gezz�k.

Az els� l�p�sben tegy�k fel, hogy B ⊂ A, λ(B) = 0 �s legyen ε > 0. Ekkor l�tezik

olyan δ > 0, hogy ha

u
1

≤ v
1

≤ u
2

≤ v
2

≤ . . . ≤ un ≤ vn

I-beli sz mok, akkor
∑n

i=1(vi − ui) < δ eset�n

∑n
i=1

∣

∣g(vi) − g(ui)
∣

∣ ≤ ε. Fedj�k le δ-
n l kisebb �sszhossz£s g£ [xj , yj℄, j = 1, 2, . . . intervallumrendszerrel B-t. Az [xj , yj℄,
j = 1, 2, . . . ,m intervallumokat kisebb intervallumokra felbontva, olyan

z
1

≤ w
1

≤ y
2

≤ w
2

≤ . . . ≤ znm
≤ wnm

sz mokat kapunk, amelyekre

m
⋃

j=1

[xj , yj ℄ =

nm
⋃

i=1

[zi, wi℄.

A zi ≤ ui ≤ vi ≤ wi-t £gy v lasztva, hogy

∣

∣g(vi) − g(ui)
∣

∣

maxim lis legyen, azt kapjuk,

hogy

λ
(

g
(

∪m
j=1[xj , yj ℄

)

)

≤ ε.

Innen m→ ∞ hat r tmenettel λ
(

g(B)
)

≤ ε. Mivel ε tetsz�leges volt, λ
(

g(B)
)

= 0.

A m sodik l�p�sben tegy�k fel, hogy B ⊂ A(g′ = 0). V lasszunk egy ε > 0-t �s egy

V ⊃ B ny¡lt halmazt, amelyre λ(V ) < λ(B) + ε. Mivel

V =

{

(

x, [x− r, x+ r℄
)

: x ∈ R, r > 0

}

Vitali-lefed�s, ¡gy a B-t �noman lefed�

Cε =
{

(x, S) : (x, S) ∈ V , S ⊂ V,
∣

∣g(y)− g(x)
∣

∣ ≤ ε|y − x|, ha y ∈ S
}
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lefed�si rel i¢b¢l kiv laszthat¢ egy (xi, Si), i = 1, 2, . . . diszjunkt rendszer, amelyre

λ(B \ ∪∞
i=1Si) = 0. Ekkor λ

(

g(B \ ∪∞
i=1Si)

)

= 0 �s λ
(

g(Si)
)

≤ ελ(Si). Ebb�l

λ
(

g(B)
)

≤ λ
(

g(B \ ∪∞
i=1Si)

)

+

∞
∑

i=1

λ
(

g(Si)
)

≤ ε

∞
∑

i=1

λ(Si) ≤ ελ(V ) ≤ ελ(B) + ε2,

�s ¡gy λ
(

g(B)
)

= 0.

A harmadik l�p�sben tegy�k fel, hogy f egy λ-m�rhet�

B ⊂
{

x : x ∈ A, g′(x) ∈ R, g′(x) 6= 0

}

halmaz g(B) k�p�nek a karakterisztikus f�ggv�nye. Legyen α > 1. Az el�z� lemma

felhaszn l s val olyan B
1

, B
2

, . . . diszjunkt, m�rhet�, korl tos halmazokat �s c
1

, c
2

, . . .
val¢s sz mokat kaphatunk, amelyekre

(3) ∪∞
i=1Bi = B;

(4) g|Bi k�ls�n�sen egy�rtelm�;

(5) α−1ci ≤
∣

∣g′(x)
∣

∣ ≤ αci;

(6) α−1ci|y − x| ≤
∣

∣g(y)− g(x)
∣

∣ ≤ αci|y − x|, ha x, y ∈ Bi.

Mivel az 1.3.5. t�tel szerint a Bi halmaz el� ll egy σ-kompakt �s egy nulla m�rt�k�

halmaz egyes¡t�sek�nt, az els� l�p�s alapj n a g(Bi) halmaz λ-m�rhet�. (5)-b�l

α−1ciλ(Bi) ≤
∫

Bi

∣

∣g′(x)
∣

∣ dλ(x) ≤ αciλ(Bi),

(6)-b¢l pedig, a Lipshitz-f�ggv�nyekre vonatkoz¢ 2.4.7. lemm t alkalmazva g|Bi-re �s

(

g|Bi

)−1

-re,

α−1ciλ(Bi) ≤ λ
(

g(Bi)
)

≤ αciλ(Bi).

�sszevetve ezt a k�t egyenl�tlens�get,

α−2λ
(

g(Bi)
)

≤
∫

Bi

|g′| dλ ≤ α2λ
(

g(Bi)
)

.

�sszegezve i-re,

α−2

∫

R

Ng|B dλ ≤
∫

B

|g′| dλ ≤ α2
∫

R

Ng|B dλ.

Ebb�l (1)-et kapjuk, ha α ↓ 1.
A negyedik l�p�sben tegy�k fel, hogy f egy T ⊂ g(A) m�rhet� halmaz karakterisz-

tikus f�ggv�nye, �s legyen B = g−1

(T ) ∩A. Ha T Borel-halmaz, akkor g−1

(T ) is az, ¡gy
B m�rhet�. Az eddigi l�p�seket �sszegezve,

∫

A

(f ◦ g) · |g′| dλ =

∫

B

|g′| dλ =

∫

R

Ng|B dλ =

∫

R

f ·Ng|A dλ.
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Ebb�l mindk�t oldal nulla, ha T ⊂ g(A) �s λ(T ) = 0, ¡gy (1) fenn ll, ha T m�rhet�

r�szhalmaza g(A)-nak. A szok sos approxim i¢s elj r ssal kapjuk, hogy (1) fenn ll, ha

f |g(A) m�rhet� f�ggv�ny.
Az �t�dik l�p�sben megmutatjuk, hogy van olyan C ⊂ A m�rhet� halmaz, amelyre

g|C k�ls�n�sen egy�rtelm� �s amelyre λ
(

g(A) \ g(C)
)

= 0. A

B =

{

x : x ∈ A, g′(x) ∈ R, g′(x) 6= 0

}

halmazhoz �s egy tetsz�leges α > 1-hez v lasszunk a harmadik l�p�s szerint Bi halmazo-

kat. Minden i-re v lasszunk egy olyan σ-kompaktDi ⊂ Bi halmazt, amelyre λ(Bi\Di) =

0. Legyen D = ∪∞
i=1Di, Ci = Di \∪i−1

j=1g
−1

(

g(Dj)
)

, �s legyen C = ∪∞
i=1Ci. Vil gos, hogy

a Ci halmazok Borel-halmazok, g|C k�ls�n�sen egy�rtelm�, �s g(D) = g(C). A B \D
halmaz nulla m�rt�k�, �s

g(A) \ g(C) ⊂ g(A \B) ∪ g(B \D).

Innen

λ
(

g(A) \ g(C)
)

≤ λ
(

g(A \B)
)

+ λ
(

g(B \D)
)

=

∫

A\B

|g′| dλ+
∫

B\D

|g′| dλ = 0.

Hatodik l�p�sk�nt, hogy (1) bizony¡t sa teljes legyen, meg kell mutatnunk, hogy ha

(1) valamelyik oldala l�tezik, akkor f |g(A) m�rhet�. Legyen

B =

{

x : x ∈ A, g′(x) ∈ R, g′(x) 6= 0

}

.

Tegy�k fel, hogy (1) bal oldala l�tezik. V lasszuk a C halmazt az �t�dik l�p�s szerint.

Mivel f ◦ g a B felett megegyezik az

(f ◦ g) · |g′|
|g′|

f�ggv�nnyel, f ◦ g|B m�rhet�. Legyen V ny¡lt r�szhalmaza R-nek. Mivel

W = C ∩ (f ◦ g)−1

(V )

m�rhet�, £gy, mint a harmadik l�p�sben, kapjuk, hogy g(W ) is m�rhet�. Mivel

g(W ) ⊂ g(A) ∩ f−1

(V ) ⊂ g(W ) ∪
(

g(A) \ g(C)
)

,

az el�z� l�p�s alapj n azt kapjuk, hogy g(A)∩ f−1

(V ) is m�rhet�, azaz f |g(A) m�rhet�.
Ha (1) jobb oldala l�tezik, akkor a negyedik l�p�s szerint Ng|A m�rhet� �s majdnem

minden�tt v�ges. Az

{

y : Ng|A(y) = i
}

halmaz karakterisztikus f�ggv�ny�t hi-vel jel�lve,

f(y) = f(y)Ng|A(y)

∞
∑

i=1

hi(y)

i
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majdnem minden y ∈ g(A)-ra, ¡gy f |g(A) m�rhet�.
Utols¢ l�p�sk�nt (1)-b�l bebizony¡tjuk (2)-t. Tegy�k fel, hogy g(a) ≤ g(b), �s te-

kints�k az

A
1

=

{

x : a < x < b, g′(x) > 0

}

,

A
2

=

{

x : a < x < b, g′(x) < 0

}

,

A
3

= [a, b℄ \ (A
1

∪ A
2

)

halmazokat. Alkalmazva (1)-et f ≡ 1-gyel, azt kapjuk, hogy majdnem minden y ∈ R-re

Ng|A
1

∪A
2

(y) <∞ �s Ng|A
3

(y) = 0.

Ha egy y ∈ R-re ezek a felt�telek teljes�lnek, akkor

Ng|A
1

(y)−Ng|A
2

(y)

1-gyel egyenl�, ha g(a) < y < g(b), �s 0 egy�bk�nt. V�g�l, (1)-et tetsz�leges olyan f -re
alkalmazva, amelyre l�tezik az f ·Ng|A

1

∪A
2

f�ggv�ny λ-integr lja, azt kapjuk, hogy

∫ g(b)

g(a)

f dλ =

∫

R

f ·Ng|A
1

dλ−
∫

R

f ·Ng|A
2

dλ

=

∫

A
1

(f ◦ g) · g′ dλ−
∫

A
2

(f ◦ g) · (−g′) dλ

=

∫

A
1

∪A
2

(f ◦ g) · g′ dλ =

∫ b

a

(f ◦ g) · g′ dλ.

9.3. Helyettes¡t�ses integr l s

t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyekre

Ennek a r�sznek a f� eredm�nye az £gynevezett felsz¡nk�plet. Ez mag ba foglalja �s

 ltal nos¡tja mindazokat a formul kat, amelyeket az ¡vhossz, felsz¡n, g�rbe menti �s fel�-

leti integr lok kisz m¡t s ra szok s felhaszn lni. Levezethet� bel�le egy integr ltransz-

form i¢s formula is. Bizony¡t s n�lk�l ismertet�nk m�g k�t eredm�nyt: a felsz¡nk�plet

du lis t, az £gynevezett kofelsz¡nk�pletet, �s a Gauss{Osztrogradszkij-formul t. Ezek

bizony¡t sa | ilyen  ltal nos felt�telek mellett | t£l messzire vezetne.

A felsz¡nk�plet bizony¡t s hoz is neh�z £t vezet. Ennek egyik fontos  llom sak�nt

el�sz�r azt bizony¡tjuk be, hogy Rn
-ben a Lebesgue-m�rt�k �s az n-dimenzi¢s Hausdor�-

m�rt�k egybeesik.

* 9.3.1. Steiner-szimmetriz i¢. Legyen V egy (n−1)-dimenzi¢s altere Rn
-nek �s

b rmely S ⊂ Rn
korl tos halmazhoz rendelj�k hozz  S-nek a V szerinti szimmetriz ltj t,

azaz azt a T halmazt, amelyre minden V -re mer�leges L egyenesre vagy L ∩ S = ∅ �s

L ∩ T = ∅, vagy L ∩ S 6= ∅ �s L ∩ T egy z rt szakasz, amelynek k�z�ppontja V -ben van,

�s amelyre χ1(L ∩ T ) = χ1(L ∩ S).



9.3. Helyettes¡t�ses integr l s t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyekre 131

* 9.3.2. T�tel. Az el�z� pont jel�l�seivel, ha S kompakt konvex halmaz, akkor

(1) diam(T ) ≤ diam(S);

(2) T is kompakt konvex halmaz;

(3) λn(S) = λn(T );

(4) ha u egy, a V -re ortogon lis egys�gvektor, �s ̺u(x) = x−2〈x, u〉u, ha x ∈ Rn
a V -re

t�rt�n� t�kr�z�s, akkor ̺u(T ) = T ;

(5) ha S ⊂ B(0, r), akkor T ⊂ B(0, r) �s
(

S(0, r) \ S
)

∪ ̺u
(

S(0, r) \ S
)

= S(0, r) \ T.
Itt, mivel S kompakt konvex halmaz, minden V -re mer�leges L egyenesre S ∩L, ha

nem �res, akkor z rt szakasz.

Bizony¡t s. A (4)-ben eml¡tett u egys�gvektort haszn lva, ha x
1

, x
2

∈ T �s xi =
αiu+ vi, ahol vi ∈ V �s αi ∈ R (i = 1, 2), akkor l�teznek olyan βi ∈ R konstansok, hogy

yi = (βi + αi)u+ vi ∈ S �s zi = (βi − αi)u+ vi ∈ S.

E k�z�tt a n�gy pont k�z�tt van kett�, amelyek t vols ga nem kisebb, mint x
1

�s x
2

t vols ga, ¡gy kapjuk (1)-et. Hasonl¢an, ha 0 ≤ γ ≤ 1, akkor

y = γy
1

+ (1− γ)y
2

�s z = γz
1

+ (1− γ)z
2

az S-ben vannak, mindketten a

{

δu+ γv
1

+ (1− γ)v
2

: δ ∈ R
}

egyenesen, �s t vols guk 2 ·
∣

∣γα
1

+ (1− γ)α
2

∣

∣

, ¡gy

x = γx
1

+ (1− γ)x
2

=

(

γα
1

+ (1− γ)α
2

)

u+ γv
1

+ (1− γ)v
2

∈ T,

azaz T konvex.

Most tegy�k fel, hogy xn = αnu+ vn ∈ T �s xn → x. Ekkor l�teznek olyan βn ∈ R

val¢s sz mok, hogy

yn = (βn + αn)u+ vn ∈ S �s zn = (βn − αn)u + vn ∈ S.

Alkalmas r�szsorozatokat v lasztva, feltehetj�k, hogy αn → α, βn → β �s vn → v. Ekkor

y = (β + α)u+ v ∈ S �s z = (β − α)u + v ∈ S,

¡gy αu+ v ∈ T . A bels� szorzat folytonoss ga miatt

〈x, u〉 = lim

n→∞
〈xn, u〉 = lim

n→∞
αn = α,

�s

x− αu = lim

n→∞
(αnu+ vn − αu) = v,

¡gy x = αu+ v ∈ T .
(3) egy alkalmas forgat s ut n, amely V -t az

{

(x
1

, x
2

, . . . , xn) : xn = 0

}

hipers¡kba

viszi, a Fubini-t�telb�l k�vetkezik. (4) �s (5) nyilv nval¢ sz mol ssal ad¢dnak.
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* 9.3.3. Izodiametrikus egyenl�tlens�g. Ha ∅ 6= A ⊂ Rn
, akkor

λn(A) ≤ ααα(n)

2

n

(

diam(A)
)n
.

Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy l�teznek olyan 0 < α < β < ∞ val¢s sz mok, �s

l�tezik olyan A ⊂ Rn
halmaz, amelyre

(1)

ααα(n)

2

n

(

diam(A)
)n ≤ α,

�s

(2) λn(A) ≥ β.

Ha x ∈ Rn
, akkor |z−x| ≤ supy∈A |y−x|minden z ∈ onv(A)-ra. Ezt k�tszer alkalmazva,

diam

(

onv(A)
)

= diam(A), ¡gy A-t konvex burk nak a lez rtj val helyettes¡tve, (1) �s

(2) v ltozatlanul fenn llnak. �gy azon kompakt konvex halmazok C rendszere, amelyekre

(1) �s (2) fenn llnak, nem �res. Az el�z� t�tel szerint C-b�l nem vezet ki a Steiner-

szimmetriz i¢. Megmutatjuk, hogy C z rt a Hausdor�-t vols gra n�zve.

Mivel a 11.2.24. t�tel szerint a kompakt konvex halmazok z rt alteret alkotnak, �s

A 7→ diam(A) folytonos a Hausdor�-t vols gra n�zve, sak azt kell megmutatnunk, hogy
ha A egy kompakt halmaz, amelyre λn(A) < β, akkor ez teljes�l a hozz  k�zeliekre is.

V lasztva egy V ny¡lt halmazt, amelyre λn(V ) < β �s A ⊂ V , az A-hoz dist(A,Rn\V )-n�l
k�zelebb l�v� halmazokra sem teljes�l (2).

Legyen most

r = inf

{

s : T ⊂ B(0, s) valamely T ∈ C-re
}

.

Ekkor (2) miatt r > 0. Az F
0,r+1 ∩ C halmazrendszer kompakts g b¢l (l sd 11.2.24.

jel�l�seit), van olyan S ∈ C, amelyre S ⊂ B(0, r). Megmutatjuk, hogy S(0, r) ⊂ S.
Tegy�k fel, hogy B(a, ε) ∩ S = ∅ valamely a ∈ S(0, r)-re �s ε > 0-ra. Ekkor v lasztha-

tunk S(0, r)-beli k�l�nb�z� a = y
0

, y
1

, . . . , yk pontokat £gy, hogy S(0, r) ⊂ ∪k
j=0B(yj , ε)

teljes�lj�n. Konstru ljuk meg az S = T
0

, T
1

, . . . , Tk ∈ C halmazokat £gy, hogy Tj-t a
Tj−1

-b�l a

{

v : v ∈ Rn, 〈v, uj〉 = 0

}

alt�rre t�rt�n� Steiner-szimmetriz i¢val kapjuk,

ahol uj = (yj − a)/|yj − a|. A 9.3.2. t�tel (5) r�sz�b�l k�vetkezik, hogy Tk ⊂ B(0, r)
�s Tk ∩ S(0, r) = ∅. Ebb�l Tk ⊂ B(0, s) valamely 0 < s < r-re, ami ellentmond r
v laszt s nak. �gy S(0, r) ⊂ S , amib�l S = B(0, r). Ebb�l

β ≤ λn
(

B(0, r)
)

= ααα(n)rn =

ααα(n)

2

n

(

diam

(

B(0, r)
)

)n

≤ α,

ami ellentmond s.

9.3.4. T�tel. Ha A ⊂ Rn
, akkor χn

(A) = λn(A).

* Bizony¡t s. A Hausdor�-m�rt�k de�n¡i¢j n l haszn lt jel�l�sekkel, az el�z� t�tel

szerint λn(A) ≤ νn(A), ha A ⊂ Rn
. Ebb�l a λn k�ls� m�rt�k σ-szubadditivit sa miatt,

λn(A) ≤ χn
δ (A) minden A ⊂ Rn

-re �s δ > 0-ra, ¡gy λn(A) ≤ χn
(A), ha A ⊂ Rn

.
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A m sik ir ny£ egyenl�tlens�g bizony¡t s hoz legyen δ > 0. Az 5.2.2. t�tel szerint,

tetsz�leges ε > 0-hoz van olyan V ny¡lt halmaz, amelyre A ⊂ V �s λn(V ) ≤ λn(A) + ε.
V lasszunk olyan j

0

≥ 1 eg�sz sz mot, amelyre 1/2j0 < δ/
√
n �s tekints�k az �sszes

[a, a + e/2j) balr¢l z rt n-dimenzi¢s kok kat, ahol j ≥ j
0

, e = (1, 1, . . . , 1) ∈ Rn

�s a = (k
1

/2j, k
2

/2j, . . . , kn/2
j
) valamely (k

1

, k
2

, . . . , kn) ∈ Zn
-re. K�t ilyen koka

vagy diszjunkt, vagy az egyik tartalmazza a m sikat. Ha ezen kok k k�z�l F jel�li

azok halmaz t, amelyek r�szei V -nek, akkor F-nek a tartalmaz sra n�zve maxim lis

elemei diszjunkt, megsz ml lhat¢ lefed�s�t alkotj k V -nek. A kapott lefed�s b rmely W
elem�re, ha annak r az �lhossza, diam(W ) ≤ r

√
n ≤ δ, �s ¡gy

νn(W ) = ααα(n)
(

diam(W )

)n ≤ ααα(n)

2

n
nn/2rn ≤ cλn(W ),

ahol

c =
ααα(n)

2

n
nn/2.

Ebb�l χn
δ (A) ≤ c

(

λn(A) + ε
)

, amib�l

(2) χn
(A) ≤ cλn(A).

Hogy bel ssuk, ez az egyenl�tlens�g c = 1-re is teljes�l, Vitali t�tel�t alkalmazzuk a

V =

{

(

x,B(x, r)
)

: x ∈ Rn, r > 0

}

lefed�si rel i¢ra. E szerint a

C =

{

(x, S) : (x, S) ∈ V , x ∈ A, diam(S) ≤ δ, S ⊂ V
}

rendszerb�l kiv laszthat¢ olyan (xi, Si), i = 1, 2, . . . diszjunkt r�szrendszer, amelyre

λn(A \ ∪iSi) = 0. Ebb�l (2) miatt χn
δ (A \ ∪iSi) = 0, ¡gy

χn
δ (A) ≤ χn

δ (A \ ∪iS) + χn
δ (∪iSi) ≤

∑

i

χn
δ (Si) ≤

∑

i

νnδ (Si)

=

∑

i

λn(Si) ≤ λn(V ) ≤ λn(A) + ε,

amib�l χn
δ (A) ≤ λn(A). Mivel ε tetsz�leges volt, a bizony¡t s k�sz.

A t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyek eset�n azt a szerepet, amit egy v ltoz¢ban az abszol£t

folytonos f�ggv�nyek j tszottak, a lok lisan Lipshitz-f�ggv�nyek veszik  t. A k�vetkez�

fontos t�tel mutatja, hogy ezek a f�ggv�nyek majdnem minden�tt di�ereni lhat¢ak.
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9.3.5. Rademaher t�tele. Legyen V ny¡lt r�szhalmaza Rm
-nek. Egy g : V →

Rn
lok lisan Lipshitz-f�ggv�ny λm-majdnem minden x ∈ V pontban di�ereni lhat¢,

�s a g′ deriv lt λm-m�rhet�.

* Bizony¡t s. Nyilv n feltehetj�k, hogy V egy korl tos ny¡lt g�mb, g Lipshitz-

f�ggv�nyM Lipshitz-konstanssal �s n = 1. Legyen e
1

, e
2

, . . . , em az Rm
szok sos b zisa.

Ekkor a

(1) hi,j(x) = sup

{

g(x+ tei)− g(x)

t
: 0 < |t| < 1

j
, t ∈ Q, x+ tei ∈ V

}

, ha x ∈ V

�s

(2) ki,j(x) = inf

{

g(x+ tei)− g(x)

t
: 0 < |t| < 1

j
, t ∈ Q, x+ tei ∈ V

}

, ha x ∈ V

�sszef�gg�sekkel de�ni lt f�ggv�nyek Borel-f�ggv�nyek. Mivel hi,j ≥ hi,j+1 �s ki,j ≤
ki,j+1, l�teznek �s Borel-f�ggv�nyek a

hi = lim

j→∞
hi,j �s ki = lim

j→∞
ki,j

pontonk�nti hat r�rt�kek, ¡gy az

Ai =
{

x : x ∈ V,−∞ < ki(x) = hi(x) <∞
}

halmazok Borel-halmazok. A fenti f�ggv�nyek g folytonoss ga miatt semmit sem v l-

toznak, ha (1)-ben �s (2)-ben Q hely�re R-et ¡runk. �gy az fi =
∂g
∂xi

pari lis deriv lt

az Ai Borel-halmazon �rtelmezett Borel-f�ggv�ny (i = 1, 2, . . . ,m). Mivel g lok lisan

Lipshitz, az x koordin t i k�z�l egy kiv�tel�vel mindet r�gz¡tve, a kapott f�ggv�ny lok -
lisan Lipshitz, ¡gy a 8.3.2. t�tel szerint �rtelmez�si tartom nya kompakt intervallumain

abszol£t folytonos. Mivel a 8.3.4. t�tel szerint abszol£t folytonos f�ggv�ny majdnem

minden�tt di�ereni lhat¢, V \ Ai minden, az i-edik koordin tatengellyel p rhuzamos

egyenessel val¢ metszete nulla Lebesgue-m�rt�k�. A Fubini-t�tel miatt λm(V \Ai) = 0.

Ha 1 ≤ i ≤ m, j �s p pedig pozit¡v eg�sz sz mok, legyen B(i, j, p) azon x ∈ Ai

pontok halmaza, amelyekre

∣

∣g(x+ tei)− g(x)− tfi(x)
∣

∣ ≤ |t|
j
, ha 0 < |t| < 1

p
.

Mivel g folytonos, ezek a halmazok nem v ltoznak, ha t sak raion lis lehet. �gy a

B(i, j, p) halmazok Borel-halmazok, B(i, j, p) ⊂ B(i, j, p+ 1), �s

Ai =

∞
⋃

p=1

B(i, j, p) minden i, j-re.
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Legyen ε > 0, �s v lasszunk egy olyan p
1

, p
2

, p
3

, . . . sorozatot, amelyre

λm
(

Ai \B(i, j, pj)
)

<
ε

2

j
.

A Luzin-t�tel szerint v laszthatunk olyan Ki kompakt halmazokat, amelyekre fi|Ki foly-

tonos, �s λm(V \Ki) < ε. Ha most

H =

m
⋂

i=1

(

Ki ∩
(

∪∞
j=1B(i, j, pj)

)

)

,

akkor λm(V \H) < 2mε. Megmutatjuk, hogy g di�ereni lhat¢ azon H-beli pontokban,

amelyekben H s�r�s�ge 1.

Legyen a egy ilyen pont, j term�szetes sz m, �s legyen 0 < δ < 1/m. V lasszunk

egy olyan kisiny η pozit¡v val¢s sz mot, amelyre η < 1/pj, B(a, η) ⊂ V , �s

∣

∣fi(y)− fi(a)
∣

∣ < δ, ha y ∈ Ki �s |y − a| ≤ 2η,

tov bb 

(3) λm
(

B(a, 2r) \H
)

< δmrmααα(m), ha 0 < r ≤ η.

Tegy�k fel, hogy |x − a| ≤ η �s legyen r = |x − a|. Olyan v
1

, v
2

, . . . , vm val¢s sz mokat

v lasztva, amelyekre x − a = v
1

e
1

+ v
2

e
2

+ · · · + vmem, induki¢val de�ni ljunk olyan

H-beli elemekb�l  ll¢ a = x
1

, x
2

, . . . , xm sorozatot, amelyre

(4) |xi + viei − xi+1| ≤ δr, ha 1 ≤ i ≤ m.

Ez lehets�ges, mivel az xi + viei pont t vols ga a-t¢l

|xi + viei − a| ≤ |v
1

e
1

+ · · ·+ viei|+
i−1

∑

k=1

|xk+1 − xk − vkek|

< r + (i− 1)δr <
m+ i− 1

m
r < 2r − δr,

¡gy a k�r� ¡rt δr sugar£ g�mb teljes eg�sz�ben B(a, 2r)-ben van. Mivel ennek a g�mbnek

a t�rfogata δmrmααα(m), (3) miatt kell hogy tartalmazzon H-beli pontot. Vegy�k �szre,

hogy

|xm + vmem − x| ≤
m−1

∑

k=1

|xk + vkek − xk+1| ≤ (m− 1)δr

�s

∣

∣g(xi + viei)− g(xi)− vifi(xi)
∣

∣ ≤ |vi|
j
, ha 1 ≤ i ≤ m.
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Felhaszn lva, hogy g Lipshitz-f�ggv�ny,

∣

∣

∣
g(x)− g(a)−

m
∑

i=1

vifi(a)
∣

∣

∣
≤

m
∑

i=1

|vi|
∣

∣fi(xi)− fi(a)
∣

∣

+

∣

∣

∣
g(x)− g(a)−

m
∑

i=1

vifi(xi)
∣

∣

∣

≤ mδr +
∣

∣g(x)− g(xm + vmem)
∣

∣

+

m−1

∑

i=1

∣

∣g(xi+1)− g(xi + viei)
∣

∣

+

m
∑

i=1

∣

∣g(xi + viei)− g(xi)− vifi(xi)
∣

∣

≤ mδr + (m− 1)Mδr + (m− 1)Mδr +mr/j

< rm
(

(2M + 1)δ + 1/j
)

= |x− a|m
(

(2M + 1)δ + 1/j
)

.

Mivel δ �s j tetsz�legesek voltak, g di�ereni lhat¢ a-ban. Az ε tetsz�leges volt, ¡gy

a g f�ggv�ny λm-majdnem minden�tt di�ereni lhat¢ V -ben. Mivel a

∂g
∂xi

f�ggv�nyek

m�rhet�ek, g′ is m�rhet�.

A k�vetkez� de�n¡i¢ a Jaobi-determin ns fogalm t  ltal nos¡tja.

9.3.6. De�n¡i¢. Legyen V ny¡lt r�szhalmaza Rm
-nek. Ha a g : V → Rn

f�ggv�ny

di�ereni lhat¢ egy x ∈ V pontban �s A = g′(x), akkor legyen

Jg(x) =
√

det(A∗ ◦A), ha m ≤ n,

�s

Jg(x) =
√

det(A ◦A∗
), ha m ≥ n.

9.3.7. Megjegyz�s. Ez a jel�l�s �sszhangban van 5.2.3. �s 5.2.5. jel�l�seivel. Ha

ugyanis m = n, akkor

Jg(x) =
√

det(A∗
) det(A) =

∣

∣

det(A)
∣

∣,

¡gy spei lisan, ha g(x) = A(x)+b, ahol A : Rn → Rn
line ris �s b ∈ Rn

, akkor g′(x) = A
minden x ∈ Rn

-re, ¡gy Jg(x) =
∣

∣

det(A)
∣

∣

minden x ∈ Rn
-re.

Az al bbi lemma a 9.2.4. lemma t�bbdimenzi¢s  ltal nos¡t sa.

* 9.3.8. Lemma. Ha V ny¡lt r�szhalmaza Rm
-nek, α > 1, m ≤ n �s g : V → Rn

lok lisan Lipshitz-f�ggv�ny, akkor l�teznek olyan λm-m�rhet� E
1

, E
2

, . . . halmazok �s

Rm
-et �nmag ba k�pez� k�ls�n�sen egy�rtelm� s

1

, s
2

, . . . line ris lek�pez�sek, hogy

(1) ∪∞
k=1Ek = E = V (Jg 6= 0);

(2) g|Ek k�ls�n�sen egy�rtelm�;

(3) α−m
∣

∣

det(sk)
∣

∣ ≤ Jg(x) ≤ αm
∣

∣

det(sk)
∣

∣

, ha x ∈ Ek;

(4) Lip

(

(g|Ek) ◦ s−1

k

)

≤ α �s Lip

(

sk ◦ (g|Ek)
−1

)

≤ α.



9.3. Helyettes¡t�ses integr l s t�bbv ltoz¢s f�ggv�nyekre 137

Bizony¡t s. V lasszunk egy ε > 0-t, amelyre α−1

+ ε < 1 < α − ε. Tekints�k

az Rm
-et Rm

-be k�pez� invert lhat¢ line ris lek�pez�sek ter�t az oper tornorm val, �s

v lasszunk ebben egy S megsz ml lhat¢ s�r� r�szhalmazt. Legyen T megsz ml lhat¢

s�r� r�szhalmaza Rm
-nek. Minden s ∈ S-re, i pozit¡v eg�sz sz mra �s t ∈ T -re legyen

E(s, i, t) azon x ∈ E pontok halmaza, amelyekre a k�vetkez� felt�telek teljes�lnek:

(5) α−m
∣

∣

det(s)
∣

∣ ≤ Jg(x) ≤ αm
∣

∣

det(s)
∣

∣

;

(6) (α−1

+ ε)
∣

∣s(v)
∣

∣ ≤
∣

∣g′(x)(v)
∣

∣ ≤ (α− ε)
∣

∣s(v)
∣

∣

, ha v ∈ T ;

(7)

∣

∣g(y)− g(x) − g′(x)(y − x)
∣

∣ ≤ ε
∣

∣s(y − x)
∣

∣

, ha |y − x| ≤ 1/i �s y − x ∈ T ;

(8) |x− t| ≤ 1/(2i).

E(s, i, t) m�rhet�, mert (6) �s (7) sak megsz ml lhat¢ sok felt�tel teljes�l�s�t k�veteli

meg, �s g′ Rademaher t�tele szerint m�rhet�. Tov bb , ha x ∈ E(s, i, t), akkor (6)
minden v ∈ Rm

-re fenn ll, mivel mindk�t oldal folytonosan f�gg v-t�l. Hasonl¢an, (7) is
fenn ll minden olyan y ∈ Rm

-re, amelyre |y − x| ≤ 1/i.
Megmutatjuk, hogy az E(s, i, t) halmazok lefedik E-t. Legyen x ∈ E. A 11.3.32.

t�tel szerint az A = g′(x) line ris lek�pez�s el� ll¡that¢ C◦B alakban, ahol B : Rm → Rm

�nadjung lt line ris lek�pez�s, C : Rm → Rn
pedig ortogon lis injeki¢. Mivel a 11.3.33.

lemma szerint Jg(x) =
∣

∣

det(B)
∣

∣

, az s-et el�g k�zel v lasztva B-hez, teljes�l (5), tov bb 

‖s ◦B−1‖ < (α−1

+ ε)−1

�s ‖B ◦ s−1‖ < α− ε.

Ebb�l

∣

∣B(v)
∣

∣ ≤ (α− ε)
∣

∣s(v)
∣

∣

�s

∣

∣s(v)
∣

∣ ≤ (α−1

+ ε)−1

∣

∣B(v)
∣

∣

minden v ∈ Rm
-re. Mivel

∣

∣B(v)
∣

∣

=

∣

∣A(v)
∣

∣

minden v ∈ Rm
-re, teljes�l (6). Felhaszn lva,

hogy |y− x| ≤ ‖s−1‖
∣

∣s(y−x)
∣

∣

, a deriv lt de�n¡i¢ja miatt v laszthatunk olyan i-t, hogy
(7) is teljes�lj�n. V�g�l v lasszuk meg t-t £gy, hogy (8) teljes�lj�n. Ezzel megmutattuk,
hogy az E(s, i, t) halmazok lefedik E-t, azaz (1) teljes�l.

Ha most x, y ∈ E(s, i, t), akkor |y − x| ≤ 1/i, ¡gy (6) �s (7) miatt

∣

∣g(y)− g(x)
∣

∣ ≤
∣

∣g′(x)(y − x)
∣

∣

+ ε
∣

∣s(y − x)
∣

∣ ≤ α
∣

∣s(y)− s(x)
∣

∣,
∣

∣g(y)− g(x)
∣

∣ ≥
∣

∣g′(x)(y − x)
∣

∣− ε
∣

∣s(y − x)
∣

∣ ≥ α−1

∣

∣s(y)− s(x)
∣

∣.

Ebb�l k�vetkezik (2) �s (4).

A k�vetkez� t�tel ennek a fejezetnek a f� eredm�nye.

* 9.3.9. Felsz¡nk�plet. Legyen V ny¡lt r�szhalmaza Rm
-nek, m ≤ n �s g : V → Rn

lok lisan Lipshitz-f�ggv�ny. Ekkor

(1) b rmely λm-m�rhet� A ⊂ V -re

∫

A

Jg(x) dλm(x) =

∫

Rn

Ng|A(y) dχ
m
(y);
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(2) ha az f : V → R f�ggv�nyre a bal oldali integr l l�tezik, akkor

∫

V

f(x)Jg(x) dλm(x) =

∫

Rn

(

∑

x∈g−1
(y)

f(x)
)

dχm
(y).

Bizony¡t s. Mivel (2) �ppen (1)-re reduk l¢dik, ha f az A karakterisztikus f�ggv�-

nye, (2)-t megkaphatjuk (1)-b�l a szok sos approxim i¢s elj r ssal. �gy el�g (1)-et meg-

mutatnunk. Mivel (1) mindk�t oldala σ-addit¡v f�ggv�nye A-nak, el�g (1)-et olyan B ⊂ A
halmazokra igazolni, amelyek λm-m�rhet�ek, λm(B) < ∞ �s g|B Lipshitz-f�ggv�ny.

Tov bb osztva B-t, h rom esetet fogunk megvizsg lni: λm(B) = 0, B ⊂ V (Jg 6= 0) �s

B ⊂ V (Jg = 0). Az els� esetben a 2.4.7. lemma �s a 9.3.4. t�tel szerint χm
(

g(B)
)

= 0,

¡gy (1) mindk�t oldala nulla. Marad teh t k�t eset.

Tegy�k fel, hogy B ⊂ V (Jg 6= 0). Az el�z� lemma szerint, ha α > 1, akkor l�teznek

olyan B
1

, B
2

, . . . m�rhet� halmazok �s Rm
-et �nmag ba k�pez� k�ls�n�sen egy�rtelm�

s
1

, s
2

, . . . line ris lek�pez�sek, hogy

(3) B = ∪∞
i=1Bi;

(4) g|Bi k�ls�n�sen egy�rtelm�;

(5) α−m
∣

∣

det(si)
∣

∣ ≤ Jg(x) ≤ αm
∣

∣

det(si)
∣

∣

, ha x ∈ Bi;

(6) Lip

(

(g|Bi) ◦ s−1

i

)

≤ α �s Lip

(

si ◦ (g|Bi)
−1

)

≤ α.

Nyilv n feltehetj�k, hogy a Bi halmazok diszjunktak. Integr lva Bi felett (5)-b�l

(7)

α−m
∣

∣

det(si)
∣

∣λm(Bi) ≤
∫

Bi

Jg(x) dλm(x) ≤ αm
∣

∣

det(si)
∣

∣λm(Bi).

Mivel az 1.3.5. t�tel szerint Bi el� ll egy σ-kompakt halmaz �s egy nulla m�rt�k� halmaz

egyes¡t�sek�nt, a g(Bi) halmaz χ
m
-m�rhet�. Tov bb  g(Bi) =

(

(g|Bi) ◦ s−1

i

)(

si(Bi)
)

miatt (6)-b¢l a 2.4.7. lemma felhaszn l s val

(8) χm
(

g(Bi)
)

≤ αmχm
(

si(Bi)
)

.

Hasonl¢an si(Bi) =
(

si ◦ (g|Bi)
−1

)(

g(Bi)
)

miatt

(9) χm
(

si(Bi)
)

≤ αmχm
(

g(Bi)
)

.

�sszevetve (8)-at �s (9)-et �s felhaszn lva a 9.3.4. �s 5.2.5. t�teleket, amelyek szerint

χm
(

si(Bi)
)

= λm
(

si(Bi)
)

=

∣

∣

det(si)
∣

∣λm(Bi),

azt kapjuk, hogy

α−m
∣

∣

det(si)
∣

∣λm(Bi) ≤ χm
(

g(Bi)
)

≤ αm
∣

∣

det(si)
∣

∣λm(Bi).
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Ebb�l (7)-et felhaszn lva, az ad¢dik, hogy

α−2mχm
(

g(Bi)
)

≤
∫

Bi

Jg(x) dλm(x) ≤ α2mχm
(

g(Bi)
)

.

�sszegezve i-re �s Beppo Levi t�tel�t alkalmazva

α−2m

∫

Rn

Ng|B(y) dχ
m
(y) ≤

∫

B

Jg(x) dλm(x) ≤ α2m
∫

Rn

Ng|B(y) dχ
m
(y).

Innen α ↓ 1 eset�n kapjuk, hogy (1) teljes�l B-re.
V�g�l tegy�k fel, hogy B ⊂ V (Jg = 0). Ha ε > 0, bontsuk fel g-t p ◦ q alakban, ahol

q : V → Rn × Rm, q(x) = (g(x), εx), ha x ∈ V,

p : Rn × Rm → Rn, p(y, z) = y, ha (y, z) ∈ Rn × Rn.

Ha x ∈ B, akkor g′(x) nem k�ls�n�sen egy�rtelm�, ¡gy Rm
valamely L egydimenzi¢s

alter�t a null ba k�pezi le. Ebb�l c = Lip(g|B) jel�l�ssel
∣

∣q′(x)(v)
∣

∣

= ε|v|, ha v ∈ L,

�s

∣

∣q′(x)(v)
∣

∣

=

∣

∣

∣

(

g′(x)(v), εv
)

∣

∣

∣
≤ (c+ ε)|v|, ha v /∈ L.

Mivel q′(x) nyilv n k�ls�n�sen egy�rtelm�, 11.3.33. szerint

0 < Jq(x) ≤ ε(c+ ε)m−1.

Alkalmazva az eddig bizony¡tottakat �s a 2.4.7. lemm t p-re �s a q(B) halmazra, �s

felhaszn lva, hogy Lip(p) = 1, azt kapjuk, hogy

χm
(

g(B)
)

≤ χm
(

q(B)
)

=

∫

B

Jq(x) dλm(x) ≤ ε(c+ ε)m−1λm(B).

Ebb�l ε ↓ 0 eset�n χm
(

g(B)
)

= 0. �gy ebben az esetben (1) mindk�t oldala nulla.

9.3.10. Integr ltranszform i¢s formula. Ha V ny¡lt r�szhalmaza Rm
-nek,

g : V → Rn
lok lisan Lipshitz-f�ggv�ny, f : Rn → R egy χm

-m�rhet� f�ggv�ny, m ≤ n,
�s A egy λm-m�rhet� r�szhalmaza V -nek, akkor az al bbi k�t integr l egyszerre l�tezik

�s

∫

A

f
(

g(x)
)

Jg(x) dλm(x) =

∫

Rn

f(y)Ng|A(y) dχ
m
(y).

Ez az integr lsz m¡t s tal n leggyakrabban alkalmazott formul ja g�rbe menti �s

fel�leti integr lok kisz m¡t s ra, helyettes¡t�ses integr l sra. Gyakran g k�ls�n�sen

egy�rtelm� A-n. Ekkor a jobb oldal

∫

g(A)
f(y) dχm

(y). Ha f ≡ 1, akkor a felsz¡nk�pletet
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kapjuk vissza: m = 1, 2, 3 eset�n rendre ¡vhossz, felsz¡n, illetve t�rfogat kisz m¡t s ra

alkalmas formul t. Vizsg ljuk meg formul nk geometriai jelent�s�t ebben a spei lis

esetben. Mivel A-t megfelel�en felosztva el�rhetj�k, hogy egy kis r�szen g m r nagyon

j¢l k�zel¡thet� legyen egy aÆn lek�pez�ssel, azaz egy line ris lek�pez�s �s egy eltol s

�sszet�tel�vel, el�g azt az esetet megvizsg lnunk, amikor g aÆn. Mivel az eltol sok, mint

izometri k, nem v ltoztatj k meg a Hausdor� k�ls� m�rt�ket, el�g azt az esetet vizsg l-

nunk, amikor g line ris, �s ¡gy g′(x) = g minden x-re. Ekkor Jg(x) geometriai jelent�se
a [0, 1℄m egys�gkoka k�p�nek χm

-m�rt�ke, azaz a szok sos b zisvektorok k�pei  ltal ki-

fesz¡tett paralelepipedon χm
-m�rt�ke. Ha m = n, akkor g′(x)∗ �s g′(x) determin nsa

megegyezik, ¡gy Jg(x) =
∣

∣

det g′(x)
∣

∣

. Az  ltal nos esetben g′(x) m trixa nem n�gyzetes,

�s a n�gyzetgy�kjel alatt a szok sos b zis vektorai k�peinek bels� szorzataib¢l alkotott

m trix determin nsa  ll.

* Bizony¡t s. Mivel mindk�t oldal σ-addit¡v f�ggv�nye A-nak, el�g a t�telt arra az

esetre megmutatnunk, amikor g|A Lipshitz-f�ggv�ny �s λm(A) <∞. Ekkor χm
(

g(A)
)

<
∞. Az el�z� t�tel �s az 1.3.5. t�tel szerint azt is feltehetj�k, hogy az A halmaz σ-kompakt,
¡gy g(A) Borel-halmaz, tov bb  hogy f(y) = 0, ha y ∈ Rn \ g(A). El�sz�r vizsg ljuk

azt az esetet, amikor az f a g(A) egy χm
-m�rhet� T r�szhalmaz nak a karakterisztikus

f�ggv�nye. Ha T Borel-halmaz, akkor az el�z� t�tel alkalmazhat¢ A ∩ g−1

(T )-re, �s
∫

A

(f ◦ g) · Jg dλm =

∫

A∩g−1
(T )

Jg dλm =

∫

Rn

Ng|A∩g−1
(T ) dχ

m
=

∫

Rn

f ·Ng|A dχ
m.

Ebb�l, 2.4.6. felhaszn l s val, mindk�t oldal nulla akkor is, ha T tetsz�leges r�szhalmaza

g(A)-nak, amelyre χm
(T ) = 0. Ha most T ⊂ g(A) �s a T halmaz χm

-m�rhet�, akkor

g(A) \ T -re alkalmazva a 2.4.6. t�telt, T -t el� ll¡thatjuk egy Borel-halmaz �s egy χm
-

nullm�rt�k� halmaz egyes¡t�sek�nt, ¡gy ism�t teljes�l (1). V�g�l a szok sos approxim i¢s

elj r ssal kapjuk az  ltal nos esetet.

A k�vetkez� t�tel, amelyet bizony¡t s n�lk�l k�zl�nk, a felsz¡nk�plet du lisa.

* 9.3.11. Kofelsz¡nk�plet. Legyen V ny¡lt r�szhalmaza Rm
-nek, m ≥ n �s g : V →

Rn
lok lisan Lipshitz-f�ggv�ny. Ekkor

(1) b rmely λm-m�rhet� A r�szhalmaz ra V -nek

∫

A

Jg(x) dλm(x) =

∫

Rn

χm−n
(

A ∩ g−1

(y)
)

dλn(y);

(2) ha az f : V → R f�ggv�ny λm-m�rhet�, �s a bal oldali integr l l�tezik, akkor

∫

V

f(x)Jg(x) dλm(x) =

∫

Rn

∫

g−1
(y)

f(x) dχm−n
(x) dλn(y).

Az m = n eset az integr ltranszform i¢s formula. Ha g az utols¢ m−n koordin ta

elhagy s val l�trej�v� projeki¢, akkor a Fubini-t�telt kapjuk. Az  ltal nos eset ezek

kombin i¢j nak tekinthet�, �s gyakran k�nyelmesebb haszn lni, mint egy helyettes¡t�st

�s a Fubini-t�telt. A bizony¡t s megtal lhat¢ Federer [8℄ k�nyv�ben, 3.2.12. t�tel.
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Ezen pont utols¢ t�tel�t szint�n bizony¡t s n�lk�l k�z�lj�k. Kimond s hoz sz�ks�-

g�nk lesz az al bbi de�n¡i¢ra.

* 9.3.12. De�n¡i¢. Legyen V ny¡lt r�szhalmazaRn
-nek �s f : V → Rn

egy f�ggv�ny.

Ha x ∈ V �s f = (f
1

, f
2

, . . . , fn) di�ereni lhat¢ x-ben, akkor az x-beli divergeni j n a

div f(x) = sp f ′
(x) =

∑n
i=1 ∂ifi(x) sz mot �rtj�k.

A divergenia �zikai jelent�s�nek meg�rt�s�hez tekints�nk egy

I = [a
1

, b
1

℄× [a
2

, b
2

℄× · · · × [an, bn℄

n-dimenzi¢s intervallumot. Ha f folytonosan di�ereni lhat¢, akkor x = (x
1

, x′), x′ =
(x

2

, x
3

, . . . , xn) jel�l�ssel

∫ b
1

a
1

∂
1

f
1

(x
1

, x′) dx
1

= f
1

(b
1

, x′)− f
1

(a
1

, x′).

Jel�lje n(x, T ) az Rn
-beli I intervallum oldallapj nak egy x pontj ban a kifel� mutat¢, az

oldallapra mer�leges egys�gvektort, ni(x, I) az n(x, I) vektor i-edik koordin t j t. En-

nek seg¡ts�g�vel a jobb oldal n
1

(b
1

, x′, I)f
1

(b
1

, x′)+n
1

(a
1

, x′, I)f
1

(a
1

, x′) alakban ¡rhat¢.
Mindk�t oldalt integr lva x′ szerint, azt kapjuk, hogy

∫

I

∂
1

f
1

(x) dx =

∫

∂I

n
1

(x, I)f
1

(x) dχn−1

(x),

ahol ∂I az I hat r t jel�li. Az integr l st az {x : x
1

= a
1

} �s {x : x
1

= b
1

} oldallapokr¢l
az�rt terjeszthetj�k ki az intervallum hat r ra, mert a t�bbi lapon n

1

(x) nulla. Hasonl¢an
j rva el ∂ifi-vel is, �s �sszegezve i-re, azt kapjuk, hogy

∫

I

div f(x) dx =

∫

∂I

〈

f(x),n(x, I)
〉

dχn−1

(x).

Formul nk a Gauss{Osztrogradszkij-t�tel (Gauss{Green-t�tel vagy divergeniat�tel) spe-

i lis esete. Az igen nehezen bizony¡that¢ optim lis v ltozatot l sd a k�vetkez� pontban.

Itt 〈f,n〉 az f vektormez�nek a norm lis ir ny£ komponense. Ennek fel�leti in-

tegr lja a vektormez�  ltal jellemzett  raml sban a fel�leten id�egys�g alatt  t raml¢

mennyis�g. A jobb oldal �zikai jelent�se teh t a I intervallumb¢l id�egys�g alatt ki -

raml¢ mennyis�g. �sszeh£zva I-t egy pontra, azt kapjuk, hogy div f �zikai jelent�se az

f vektormez� forr sintenzit sa.

* 9.3.13. Gauss{Osztrogradszkij-t�tel. Legyen A korl tos ny¡lt r�szhalmaza Rn
-

nek �s f : A→ Rn
egy Lipshitz-f�ggv�ny. Legyen B azon Rn

-beli pontok halmaza, ame-

lyekben A Lebesgue-s�r�s�ge nem l�tezik, vagy l�tezik, de null t¢l �s egyt�l k�l�nb�zik.

Tegy�k fel, hogy χn−1

(B) <∞. Ekkor

(1) χn−1

-majdnem minden x ∈ B pontban egy �s sak egy olyan Rn
-beli n(x,A) egy-

s�gvektor l�tezik, az A k�ls� norm lisa az x pontban, amelyre az

{

y : y /∈ A,
〈

y − x,n(x,A)
〉

< 0

}

�s

{

y : y ∈ A,
〈

y − x,n(x,A)
〉

> 0

}

halmazok Lebesgue-s�r�s�ge x-ben nulla;
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(2) az al bbi k�t integr l l�tezik �s

∫

A

div f(x) dλn(x) =

∫

B

〈

f(x),n(x,A)
〉

dχn−1

(x).

A t�tel Federer [8℄ k�nyve 4.5.6, 4.5.5., 2.10.43., 4.5.11. �s 3.3.13. pontjainak ered-

m�nyeit kombin lva ad¢dik.

→ 9.3.14. Feladat [5℄. Sz m¡tsuk ki az integr ltranszform i¢s formula seg¡ts�g�vel

egy ellipszis ter�let�t.

→ 9.3.15. Feladat [6℄. Sz m¡tsuk ki az integr ltranszform i¢s formula seg¡ts�g�vel

egy ellipszoid t�rfogat t.

→ 9.3.16. Feladat [5℄. Hat rozzuk meg a felsz¡nk�plet seg¡ts�g�vel a

t 7→ (os t, sin t, t), t ∈ [0, 2π℄

savarvonal ¡vhossz t.

→ 9.3.17. Feladat [7℄. Sz m¡tsuk ki a g�mb felsz¡n�t.

→ 9.3.18. Feladat [8℄. Az

∫

R

∫

R
e−(x2+y2)/2 dλ(x) dλ(y) integr lt pol rkoordin t k-

ban is kisz m¡tva, vezess�k le az

∫∞

−∞
e−x2/2 dλ(x) =

√
2π �sszef�gg�st.

9.3.19. Feladat [7℄. Hat rozzuk meg egy homog�n g�mb tehetetlens�gi nyomat�k t

a k�z�ppontj n  tmen� tengelyre vonatkoztatva.

9.3.20. Feladat [6℄.Mekkora er�vel vonzza az orig¢ban l�v�m t�meget az x2+y2 =
r2, y ≥ 0 f�lk�r¡ven egyenletesen eloszl¢ M t�meg?

9.3.21. Feladat [7℄. Milyen er�s m gneses teret l�tes¡t az 1 m  tm�r�j�, k�r alak£

vezet�ben foly¢ 1 A er�ss�g�  ram a k�r k�z�ppontj ban?

9.3.22. Feladat [8℄. Az x2 + y2 + z2 = r2, z ≥ 0 f�lg�mb fel�let�n egyenletesen

eloszl¢ Q t�lt�s milyen er�vel vonzza az orig¢ban l�v�, q nagys g£, ellenkez� el�jel�

t�lt�st?

* 9.3.23. Feladat [18℄. Legyen V ⊂ Rm
ny¡lt halmaz, f : V → Rn

tetsz�leges

f�ggv�ny. Igazoljuk, hogy f ′
Borel-f�ggv�ny.



10. FOURIER-TRANSZFORMǱCI�

A Fourier-transzform i¢ az integr ltranszform i¢k k�r�be tartozik. Egy integ-

r ltranszform i¢ f�ggv�nyek valamely oszt ly nak egy m sik f�ggv�nyoszt lyba val¢

olyan f 7→ ^f lek�pez�se, amely

^f(x) =

∫

K(x, y)f(y) dy

alakban adhat¢ meg. Itt K az £gynevezett magf�ggv�ny. A Fourier-transzform i¢

magf�ggv�nye

K(x, y) = (2π)−n/2e−i〈x,y〉, ha x, y ∈ Rn,

�s az integr l s az n-dimenzi¢s Lebesgue-m�rt�k szerint t�rt�nik. Egy integr ltranszfor-

m i¢ jelent�s�ge rendszerint abban van, hogy f�ggv�nyek k�z�tti bonyolult m�veleteket

egyszer�bb m�veletekbe visz  t. P�ld ul a Fourier-transzform i¢t k�t f�ggv�ny

(f ∗ g)(x) = (2π)−n/2

∫

f(x− y)g(y) dy

�sszef�gg�ssel �rtelmezett konvol£i¢j ra alkalmazva a k�t f�ggv�ny Fourier-transzfor-

m ltj nak a szorzat t kapjuk.

Mivel az integr ltranszform i¢k k�z�l a Fourier-transzform i¢ a legjelent�sebb, �s

ennek a legszorosabb a kapsolata a m�rt�kelm�lettel, itt sak a Fourier-transzform i¢val

foglalkozunk.



144 10. Fourier-transzform i¢

10.1. F�ggv�nyek konvol£i¢ja

Ebben a r�szben a k�l�nb�z� alkalmaz sokban fontos szerepet j tsz¢ konvol£i¢val

foglalkozunk. K�l�nb�z� konstansok megjelen�s�nek elker�l�s�re el�ny�s lesz, ha a Le-

besgue-m�rt�k helyett annak egy konstansszoros t haszn ljuk.

* 10.1.1. De�n¡i¢. Legyen

βn
(A) = (2π)−n/2λn(A), ha A ∈ Ln.

A βn
m�rt�ket normaliz lt Lebesgue-m�rt�knek nevezz�k.

* 10.1.2. De�n¡i¢. Ha f az Rn
valamely r�szhalmaz n �rtelmezett f�ggv�ny �s

x ∈ Rn
, akkor legyen τxf �s

�f a

(τxf)(y) = f(y − x), illetve

�f(y) = f(−y)

�sszef�gg�ssel �rtelmezve.

* 10.1.3. De�n¡i¢. Legyenek f �s g val¢s vagy komplex �rt�k�, βn
-majdnem min-

den�tt �rtelmezett f�ggv�nyek. Az f �s g konvol£i¢j t az

(f ∗ g)(x) =
∫

Rn

f(x− y)g(y) dβn
(y)

�sszef�gg�ssel �rtelmezz�k minden olyan x ∈ Rn
pontban, ahol a jobb oldali integr l

l�tezik.

A k�vetkez� t�telt annak bizony¡t s ra fogjuk haszn lni, hogy k�t integr lhat¢ f�gg-

v�ny konvol£i¢ja l�tezik.

* 10.1.4. T�tel. Legyen K : Rn × Rn → C Lebesgue-m�rhet� f�ggv�ny £gy, hogy

minden x, y ∈ Rn
eset�n

∫

Rn

∣

∣K(x, y)
∣

∣ dβn
(x) ≤ c �s

∫

Rn

∣

∣K(x, y)
∣

∣ dβn
(y) ≤ c

valamely c ∈ R-re. Ha 1 ≤ p ≤ ∞ �s f ∈ L
p
C(β

n
), akkor a

(TKf)(x) =

∫

Rn

K(x, y)f(y) dβn
(y)

integr l minden x ∈ Rn
eset�n l�tezik, �s TKf ∈ L

p
C(β

n
), tov bb  ‖TKf‖p ≤ c‖f‖p.

A TK : L
p
C(β

n
) → L

p
C(β

n
) folytonos line ris oper tort integr ltranszform i¢nak

nevezz�k, K a magf�ggv�ny .
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Bizony¡t s. A p = ∞ eset trivi lis. Ha 1 < p <∞, legyen q = p/(p−1). A H�lder-

egyenl�tlens�get alkalmazva az y 7→
∣

∣K(x, y)
∣

∣

1/q
�s y 7→

∣

∣K(x, y)
∣

∣

1/p∣
∣f(y)

∣

∣

f�ggv�nyekre,

∣

∣

(TKf)(x)
∣

∣ ≤
(
∫

Rn

∣

∣K(x, y)
∣

∣ dβn
(y)

)

1/q (∫

Rn

∣

∣K(x, y)
∣

∣

∣

∣f(y)
∣

∣

p
dβn

(y)

)

1/p

≤ c1/q
(
∫

Rn

∣

∣K(x, y)
∣

∣

∣

∣f(y)
∣

∣

p
dβn

(y)

)

1/p

.

Innen a Fubini-t�telt felhaszn lva kapjuk, hogy

∫

Rn

∣

∣

(TKf)(x)
∣

∣

p
dβn

(x) ≤
∫

Rn

cp/q
∫

Rn

∣

∣K(x, y)
∣

∣

∣

∣f(y)
∣

∣

p
dβn

(y) dβn
(x)

≤ c1+p/q

∫

Rn

∣

∣f(y)
∣

∣

p
dβn

(y) = cp‖f‖pp,

azaz ‖TKf‖p ≤ c‖f‖p.
V�g�l a p = 1 eset k�zvetlen�l k�vetkezik a Fubini-t�telb�l.

* 10.1.5. T�tel. Legyen 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ L1

K(β
n
) �s g ∈ L

p
K(β

n
). Ekkor f ∗ g ∈

L
p
K(β

n
), ‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖

1

‖g‖p, tov bb  βn
-majdnem minden�tt f ∗ g = g ∗ f .

Bizony¡t s. Legyen K(x, y) = f(x − y) �s alkalmazzuk az el�z� t�telt c = ‖f‖
1

�rt�kkel. A konvol£i¢ kommutativit sa abb¢l ad¢dik, hogy a Lebesgue-m�rt�k, �s ¡gy a

Lebesgue-integr l is eltol sinvari ns.

* 10.1.6. T�tel. A konvol£i¢val mint szorz ssal L1

K(β
n
) kommutat¡v Banah-

algebra K felett.

Bizony¡t s. Az el�z� t�telhez hasonl¢an ad¢dik, felhaszn lva a Fubini-t�telt is, a

szorz s asszoiativit sa. A t�bbi tulajdons g bizony¡t sa egyszer� sz mol s.

Az L1

K(β
n
) algebr ban nins egys�gelem: ez k�vetkezik majd 10.3. eredm�nyeib�l.

Lehet azonban �k�zel¡t� egys�geket" tal lni.

* 10.1.7. De�n¡i¢. Az integr lhat¢ f�ggv�nyekb�l  ll¢ uk, k = 1, 2, . . . f�ggv�nyso-
rozatot k�zel¡t� egys�gnek nevezz�k, ha

(1) uk : R
n → [0,∞), ha k = 1, 2, . . . ;

(2)

∫

Rn uk(x) dβ
n
(x) = 1;

(3) limk→∞

∫

Rn\V uk(x) dβ
n
(x) = 0 minden, az orig¢t tartalmaz¢ V ny¡lt halmazra.

Mutatunk egy p�ld t k�zel¡t� egys�gre.

* 10.1.8. P�lda. A L'Hospital-szab ly alkalmaz s val k�nnyen bel that¢, hogy az

f(r) =

{

e−1/r, ha r > 0,

0, ha r ≥ 0
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f�ggv�ny ak rh nyszor di�ereni lhat¢, �s nyilv nval¢an monoton n�veked�. Legyen

g(x) = f
(

1− |x|2
)

, ha x ∈ Rn
. Ekkor g ak rh nyszor di�ereni lhat¢, tov bb  g(x) > 0,

ha |x| < 1, �s g(x) = 0, ha |x| ≥ 1. V�g�l legyen u(x) = g(x)/
∫

Rn g dβ
n
�s uk(x) =

knu(kx), ha x ∈ Rn
. Ekkor uk, k = 1, 2, . . . egy k�zel¡t� egys�g, amely ak rh nyszor

di�ereni lhat¢ f�ggv�nyekb�l  ll.

A k�zel¡t� egys�g elnevez�st a 10.1.10. t�tel indokolja. Bizony¡t s hoz sz�ks�g�nk

lesz az al bbi t�telre:

* 10.1.9. T�tel. Ha 1 ≤ p < ∞ �s f ∈ L
p
K(β

n
), akkor az x 7→ τxf , ha x ∈ Rn

f�ggv�ny egyenletesen folytonos lek�pez�se Rn
-nek L

p
K(β

n
)-be.

Bizony¡t s. Legyen ε > 0 tetsz�leges �s v lasszunk egy g ∈ KK(R
n
) f�ggv�nyt,

amelyre ‖f − g‖p < ε/3. Ekkor ‖τxf − τxg‖p < ε/3 b rmely x ∈ Rn
-re. V lasszunk egy

r > 0-t, amelyre spt(g) ⊂ B(0, r), �s legyen c = βn
(

B(0, r + 1)

)

. Mivel g egyenletesen

folytonos, van olyan 0 < δ < 1, hogy

‖τxg − g‖u <
ε

3c1/p
, ha |x| < δ.

Felhaszn lva, hogy spt(τxg) ⊂ B(0, r + 1), ha |x| < δ,

∫

Rn

|τxg − g|p dβn
=

∫

B(0,r+1)

|τxg − g|p dβn ≤
(ε

3

)p

, ha |x| < δ,

‖τxf − f‖ ≤ ‖τxf − τxg‖p + ‖τxg − g‖p + ‖g − f‖p < ε,

ha |x| < δ. Mivel

‖τxf − τyf‖p = ‖τx−yf − f‖p,

k�szen vagyunk.

* 10.1.10. T�tel. Legyen uk, k = 1, 2, . . . egy k�zel¡t� egys�g, 1 ≤ p < ∞ �s

f ∈ L
p
K(β

n
). Ekkor

lim

k→∞
‖f ∗ uk − f‖p = 0.

Bizony¡t s. El�sz�r vizsg ljuk a p = 1 esetet. Legyen f ∈ L1

K(β
n
) �s ε > 0. Az

el�z� t�tel szerint van olyan V k�rnyezete az orig¢nak, amelyre

‖τyf − f‖
1

<
ε

2

, ha y ∈ V.

V lasszunk egy olyan k
0

-at, amelyre

4‖f‖
1

∫

Rn\V

uk(y) dβ
n
(y) < ε minden k ≥ k

0

-ra.



10.1. F�ggv�nyek konvol£i¢ja 147

R�gz¡ts�nk egy tetsz�leges k ≥ k
0

-at. Ekkor

∫

Rn

∣

∣

(f ∗ uk)(x) − f(x)
∣

∣ dβn
(x)

=

∫

Rn

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

(

f(x− y)uk(y)− f(x)uk(y)
)

dβn
(y)

∣

∣

∣

∣

dβn
(x)

≤
∫

Rn

∣

∣uk(y)
∣

∣

∫

Rn

∣

∣f(x− y)− f(x)
∣

∣ dβn
(x) dβn

(y)

≤
∫

Rn

∣

∣uk(y)
∣

∣‖τyf − f‖
1

dβn
(y)

≤
∫

V

uk(y)
ε

2

dβn
(y) +

∫

Rn\V

uk(y)2‖f‖1 dβn
(y) < ε.

Az 1 < p < ∞ eset vizsg lat hoz vegy�k �szre, hogy ha egy h ∈ L
p
K(β

n
) f�ggv�nyre

‖h‖u ≤M , akkor

‖h‖pp =
∫

|h|p dβn ≤Mp−1

∫

|h| dβn
=Mp−1‖h‖

1

,

¡gy ‖h‖p ≤M (p−1)/p‖h‖1/p
1

.

Ha f ∈ L
p
K(β

n
) �s ε > 0, akkor v lasszunk egy olyan g ∈ KK(R

n
) f�ggv�nyt, amelyre

‖f − g‖p < ε, �s egy olyan M sz mot, amelyre ‖g‖u < M/2. Ekkor ‖g ∗ uk‖u ≤M/2, �s
¡gy a g ∗ uk − g f�ggv�nyre alkalmazhat¢ az el�bbi �szrev�tel, azaz

‖f ∗ uk − f‖p ≤ ‖f ∗ uk − g ∗ uk‖p + ‖g ∗ uk − g‖p + ‖g − f‖p
≤ ‖f − g‖p‖uk‖1 + ‖f − g‖p +M (p−1)/p‖g ∗ uk − g‖1/p

1

≤ 2ε+M (p−1)/p‖g ∗ uk − g‖
1

→ 2ε,

ha k → ∞. Mivel ε tetsz�leges volt, ‖f ∗ uk − f‖p → 0, ha k → ∞.

A k�zel¡t� egys�geket felhaszn lhatjuk arra, hogy �nagyon sima" f�ggv�nyekkel k�-

zel¡ts�nk integr lhat¢ f�ggv�nyeket. Az ilyen �nagyon sima" f�ggv�nyek terei sok szem-

pontb¢l jobban kezelhet�ek, mint L
p
K(β

n
). Ez indokolja a k�vetkez� h rom de�n¡i¢t.

* 10.1.11. De�n¡i¢. Ha V ny¡lt r�szhalmaza Rn
-nek, jel�lje DK(V ) az olyan f :

V → K f�ggv�nyek line ris ter�t, amelyek kompakt tart¢j£ak �s ak rh nyszor di�eren-

i lhat¢ak.

* 10.1.12. De�n¡i¢. Ha α = (α
1

, α
2

, . . . , αn) ∈ Nn
egy term�szetes sz mokb¢l  ll¢

multiindex, akkor legyen |α| = α
1

+ · · ·+αn �s α! = α
1

!α
2

! · · ·αn!. Jel�lje tov bb  ∂α az

(

1

i
∂
1

)α
1

· · ·
(

1

i
∂n

)αn
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di�ereni loper tort, ahol ∂j a j-edik v ltoz¢ szerinti pari lis di�ereni l s oper tora.

Ha

ξ = (ξ
1

, ξ
2

, . . . , ξn) ∈ Rn,

akkor jel�lje ξα a

ξα1
1

ξα2
2

· · · ξαn
n

monomot. Ha

P (ξ) =
∑

|α|≤k

cαξ
α

egy legfeljebb k-ad fok£ polinom, akkor a P (∂) �s P (−∂) di�ereni loper torokat a

P (∂) =
∑

|α|≤k

cα∂α �s P (−∂) =
∑

|α|≤k|

(−1)|α|cα∂α

�sszef�gg�sekkel �rtelmezz�k.

* 10.1.13. De�n¡i¢. Legyen V ny¡lt r�szhalmaza Rn
-nek. Egy f : V → K f�gg-

v�nyt gyorsan s�kken�nek nevez�nk, ha ak rh nyszor di�ereni lhat¢ �s P ·∂αf korl tos
minden n-v ltoz¢s P polinomra �s minden α multiindexre. Az ilyen f f�ggv�nyek ter�t

SK(V )-vel jel�lj�k.

* 10.1.14. T�tel. Ha 1 ≤ p < ∞, akkor SK(R
n
) �s DK(R

n
) s�r� r�szhalmazai

L
p
K(β

n
)-nek a ‖ ‖p norm ra n�zve.

Bizony¡t s. Mivel DK(R
n
) ⊂ SK(R

n
), elegend� bel tnunk, hogy SK(R

n
) ⊂ L

p
K(β

n
)

�s hogy DK(R
n
) s�r� L

p
K(β

n
)-ben. Ha f ∈ SK(R

n
), akkor x 7→ (1 + |x|2n)f(x) korl tos

f�ggv�ny, ¡gy el�g igazolnunk, hogy a g(x) = 1/(1 + |x|2n) f�ggv�ny benne van L
p
K(β

n
)-

ben. Mivel |g|p ≤ g, el�g megmutatnunk, hogy g integr lhat¢. Ha k ∈ N �s 2

k < |x| ≤
2

k+1
, akkor 0 ≤ g(x) ≤ 1/22kn, ¡gy

∫

B(0,2k+1)\B(0,2k)

g(x) dβn
(x) ≤ 1

2

2kn
ααα(n)2n(k+1)(2π)−n/2.

�sszegezve k-ra, �s felhaszn lva, hogy g korl tos B(0, 1)-n, kapjuk, hogy g integr lhat¢.
Most bel tjuk, hogy DK(R

n
) s�r� L

p
K(β

n
)-ben. Legyen f ∈ L

p
K(β

n
), ε > 0 �s

v lasszunk egy olyan g ∈ KK(R
n
) f�ggv�nyt, amelyre ‖f − g‖p < ε/2.

Legyen uk, k = 1, 2, . . . a 10.1.8. p�ld ban adott k�zel¡t� egys�g. Mivel 10.1.10.

szerint ‖g−g∗uk‖p → 0, ha k → ∞, el�g nagy k-ra ‖g−g∗uk‖p < ε/2, azaz ‖f−g∗uk‖p <
ε. Mivel g, uk ∈ KK(R

n
), a g ∗ uk f�ggv�ny is KK(R

n
)-beli. Ha igazoljuk, hogy g ∗ uk

ak rh nyszor di�ereni lhat¢, akkor k�szen vagyunk. Legyen e
1

, . . . , en az Rn
szok sos

b zisa. Ekkor

(uk ∗ g)(x+ hej)− (uk ∗ g)(x)
h

=

∫

Rn

uk(x− y + hej)− uk(x− y)

h
g(y) dβn

(y).

Mivel ∂juk korl tos, a jobb oldali integr lban l�v� t�rt korl tos, �s ∂juk(x− y)-hoz tart,
ha h→ 0, ¡gy Lebesgue major lt konvergenia t�tel�t alkalmazva, ∂j(uk ∗g) = (∂juk)∗g.
Mivel uk∗g minden pari lis deriv ltja folytonos, uk∗g di�ereni lhat¢. Teljes induki¢val
folytatva az elj r st, kapjuk, hogy uk ∗ g ak rh nyszor di�ereni lhat¢.
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10.2. F�ggv�nyek Fourier-transzform i¢ja

* 10.2.1. De�n¡i¢. Minden t ∈ Rn
-hez legyen et az

et(x) = ei〈t,x〉 = ei(t1x1+t
2

x
2

+···tnxn), ha x ∈ Rn

�sszef�gg�ssel de�ni lt f�ggv�ny. Ezeket a f�ggv�nyeket karaktereknek nevezz�k.

* 10.2.2. Megjegyz�s. Minden t ∈ Rn
-re et eleget tesz az

et(x+ y) = et(x)et(y), ha x, y ∈ Rn

f�ggv�nyegyenletnek, ¡gy et egy, az Rn
addit¡v soportj t az egys�gnyi abszol£t �rt�k�

komplex sz mok multiplikat¡v soportj ba k�pez� homomor�zmus. Minden et folytonos.

* 10.2.3. De�n¡i¢. Egy f ∈ L1

C(β
n
) f�ggv�ny Fourier-transzform ltj t az

^f
(t) =

∫

Rn

f(x)e−t(x) dβ
n
(x) = (2π)−n/2

∫

Rn

f(x)e−i〈t,x〉 dλn(x)

�sszef�gg�ssel �rtelmezz�k.

* 10.2.4. Riemann{Lebesgue-lemma. A Fourier-transzform i¢ line ris lek�pe-

z�se L1

C(β
n
)-nek C

0,C(R
n
)-be, �s

‖ ^f‖u ≤ ‖f‖
1

, ha f ∈ L1

C(β
n
).

Bizony¡t s. El�sz�r is vegy�k �szre, hogy

∣

∣ ^f(t)
∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

fe−t dβ
n

∣

∣

∣

∣

≤
∫

|f ||e−t| dβn
=

∫

|f | dβn
= ‖f‖

1

.

A linearit s nyilv nval¢. Mutassuk meg, hogy

^f folytonos. Legyen ε > 0 �s v lasszunk

olyan g ∈ KC(R
n
) f�ggv�nyt, amelyre ‖f − g‖

1

< ε/3. Ekkor

(1)

∣

∣ĝ(t+ t∗)− ĝ(t)
∣

∣ ≤
∫

|g||e−(t+t∗) − e−t| dβn

=

∫

∣

∣g(x)
∣

∣

∣

∣e−i〈t∗,x〉 − 1

∣

∣ dβn
(x).

Mivel az exponeni lis f�ggv�ny folytonos, van olyan δ > 0, hogy

∣

∣

∣
e−i〈t∗,x〉 − 1

∣

∣

∣
<

ε

3‖g‖
1

, ha x ∈ spt(g) �s |t∗| < δ.

�gy |t∗| < δ eset�n (1) jobb oldala nem nagyobb, mint ε/3. Ebb�l

∣

∣ ^f(t+ t∗)− ^f(t)
∣

∣ ≤
∣

∣ ^f(t+ t∗)− ĝ(t+ t∗)
∣

∣

+

∣

∣ĝ(t+ t∗)− ĝ(t)
∣

∣

+

∣

∣ĝ(t)− ^f(t)
∣

∣

≤ 2‖f − g‖
1

+

ε

3

≤ ε.
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Annak bizony¡t s ra, hogy

^f elt�nik a v�gtelenben, vegy�k �szre, hogy

^f(t) = −e−iπ
^f(t) = −e−iπ

∫

Rn

f(x)e−i〈t,x〉 dβn
(x)

= −
∫

Rn

f(x)e−i〈t,x+πt/|t|2〉 dβn
(x)

= −
∫

Rn

f
(

x− πt/|t|2
)

e−i〈t,x〉 dβn
(x).

Ebb�l

2

∣

∣ ^f(t)
∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

(

f(x)− f
(

x− πt/|t|2
)

)

e−i〈t,x〉 dβn
(x)

∣

∣

∣

∣

≤
∫

Rn

∣

∣

∣
f(x)− f

(

x− πt/|t|2
)

∣

∣

∣
dβn

(x).

A 10.1.9. t�tel szerint a jobb oldal null hoz tart, ha |t| → ∞.

* 10.2.5. T�tel. Ha f, g ∈ L1

C(β
n
), akkor (f ∗ g)^ = ^f ĝ.

Bizony¡t s. A Fubini-t�telt felhaszn lva, minden t ∈ Rn
-re

(f ∗ g)^(t) =
∫

(f ∗ g)e−t dβ
n

=

∫

Rn

∫

Rn

f(x− y)g(y) dβn
(y)e−i〈t,x〉 dβn

(x)

=

∫

Rn

g(y)

∫

Rn

f(x− y)e−i〈t,x〉 dβn
(x) dβn

(y)

=

∫

Rn

g(y)

∫

Rn

f(u)e−i〈t,y+u〉 dβn
(u) dβn

(y)

=

∫

Rn

g(y)e−i〈t,y〉

∫

Rn

f(u)e−i〈t,u〉 dβn
(u) dβn

(y).

10.2.6. Megjegyz�s. Az el�z� k�t t�tel azt mutatja, hogy a Fourier-transzform i¢

az L1

C(β
n
) algebra-izomorf folytonos lek�pez�se C

0,C(R
n
)-be. Meg lehet mutatni, hogy

C
0,C(R

n
) nem minden eleme l�p fel k�pk�nt.

A Fourier-transzform i¢ fontos tulajdons ga, hogy a �sima" f�ggv�nyeket �v�gte-

lenben gyorsan elt�n�" f�ggv�nyekbe viszi  t �s viszont: a deriv l st polinommal val¢

szorz ss , a polinommal val¢ szorz st pedig deriv l ss  v ltoztatja. Ezt bizony¡tja a

k�vetkez� k�t t�tel.

* 10.2.7. T�tel. Ha az f : Rn → C f�ggv�ny m-szer folytonosan di�ereni lhat¢ �s

minden |α| ≤ m-re a ∂αf pari lis deriv lt βn
-integr lhat¢, akkor a t 7→ ^f(t)|t|m f�ggv�ny

C
0,C(R

n
)-ben van, �s

(

P (∂)f
)

^ = P · ^f minden, legfeljebb m-edfok£ P polinomra.

Bizony¡t s. Teljes induki¢t haszn lva, el�g azt megmutatnunk, hogy ha 1 ≤ j ≤
n, akkor

(1) (∂jf)^(t) = itj ^f(t).
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Az x∗ = (x
1

, . . . , xj−1

, xj+1, . . . , xn) ∈ Rn−1

jel�l�ssel, x = (x∗, xj) �s ¡gy a Fubini-t�tel

miatt majdnem minden x∗ ∈ Rn−1

-re az

xj 7→ f(x∗, xj) �s xj 7→ (∂jf)(x
∗, xj)

f�ggv�nyek β1-integr lhat¢ak. Mivel ilyen x∗-okra

f(x∗, b)− f(x∗, a) =

∫ b

a

(∂jf)(x
∗, xj) dβ

1

(xj),

l�teznek a

lim

xj→−∞
f(x∗, xj) �s lim

xj→∞
f(x∗, xj)

hat r�rt�kek. Ezek a hat r�rt�kek sak null k lehetnek, mivel xj 7→ f(x∗, xj) integr l-
hat¢. �gy pari lis integr l ssal minden N > 0-ra

∫ N

−N

e−i〈t,x〉
(∂jf)(x

∗, xj) dβ
1

(xj) = e−i〈t,(x∗,N)〉f(x∗, N)− e−i〈t,(x∗,−N)〉f(x∗,−N)

+ itj

∫ N

−N

e−i〈t,x〉f(x∗, xj) dβ
1

(xj),

amib�l Lebesgue major lt konvergenia t�tel�t felhaszn lva hat r tmenettel

∫

R

e−i〈t,x〉
(∂jf)(x

∗, xj) dβ
1

(xj) = itj

∫

R

e−i〈t,x〉f(x∗, xj) dβ
1

(xj).

Most a Fubini-t�telt alkalmazva kapjuk (1)-et.

* 10.2.8. T�tel. Legyen f ∈ L1

C(β
n
) �s tegy�k fel, hogy valamely m ∈ N-re az x 7→

f(x)|x|m f�ggv�ny integr lhat¢. Ekkor az

^f Fourier-transzform lt m-szer folytonosan

di�ereni lhat¢ �s minden m-n�l nem magasabb fok£ P polinomra (P · f)^ = P (−∂) ^f .
Bizony¡t s. A t∗ = (t

1

, . . . , tj−1

, tj+1, . . . , tn) �s t = (t∗, tj) jel�l�sekkel

^f(t∗, tj + ε)− ^f(t∗, tj)

−iε =

∫

Rn

xjf(x)e
−i〈t,x〉 e

−ixjε − 1

−ixjε
dβn

(x).

Mivel |xj | ≤ |x|, az x 7→ xjf(x) f�ggv�ny integr lhat¢. Felhaszn lva, hogy

y 7→ e−iy − 1

−iy
korl tos f�ggv�ny R-en, �s 1-hez tart, ha y → 0, Lebesgue major lt konvergenia t�tele

szerint ∂j ^f l�tezik �s

−1

i
(∂j ^f)(t) =

∫

Rn

xjf(x)e
−i〈t,x〉 dβn

(x).

Ebb�l teljes induki¢val kapjuk az  ll¡t st.
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* 10.2.9. T�tel. Legyen f ∈ L1

C(β
n
) �s x ∈ Rn

. Ekkor

(1) (τxf)^ = e−x
^f ;

(2) (exf)^ = τx ^f ;

(3) ha α > 0 �s h(x) = f(x/α), akkor ^h(t) = αn
^f(αt).

Bizony¡t s. Egyszer� sz mol s.

* 10.2.10. Lemma. Legyen ϕ(x) = e−|x|2/2
, ha x ∈ Rn

. Ekkor ϕ ∈ SR(R
n
), ϕ̂ = ϕ

�s ϕ(0) =
∫

Rn ϕ̂ dβ
n
= 1.

Bizony¡t s. Az vil gos, hogy ϕ ∈ SR(R
n
). Ha x ∈ R eset�n ψ(x) = e−x2/2

, akkor

ψ eleget tesz az y′(x) + xy(x) = 0 di�ereni legyenletnek. A 10.2.7. �s 10.2.8. t�telek

szerint

^ψ is eleget tesz ennek a di�ereni legyenletnek. �gy

(

^ψ

ψ

)′

(x) =
^ψ′
(x)ψ(x) − ψ′

(x) ^ψ(x)

ψ(x)2
=

−x ^ψ(x)ψ(x) + xψ(x) ^ψ(x)

ψ(x)2
= 0.

Mivel

^ψ(0) =
1√
2π

∫ ∞

−∞

e−x2/2 dλ(x) = 1 = ψ(0),

kapjuk, hogy ψ =

^ψ. Mivel

ϕ(x
1

, x
2

, . . . , xn) = ψ(x
1

)ψ(x
2

) · · ·ψ(xn), ha (x
1

, x
2

, . . . , xn) ∈ Rn,

ϕ̂(x
1

, x
2

, . . . , xn) = ^ψ(x
1

)

^ψ(x
2

) · · · ^ψ(xn), ha (x
1

, x
2

, . . . , xn) ∈ Rn,

kapjuk, hogy ϕ = ϕ̂.

* 10.2.11. Inverzi¢s t�tel. Ha f ∈ L1

C(β
n
) �s

^f ∈ L1

C(β
n
), akkor βn

-majdnem

minden�tt

^

^f =

�f .

Bizony¡t s. Legyen ϕ az el�z� lemm ban szerepl� f�ggv�ny, �s ϕα = αnϕ(αx), ha
α > 0. A Fubini-t�telt felhaszn lva �s ϕ p ross g t �gyelembe v�ve

(f ∗ ϕα)(x) =

∫

Rn

f(x− y)ϕα(y) dβ
n
(y)

=

∫

Rn

f(x− y)αnϕ(αy) dβn
(y)

=

∫

Rn

f(x− y)

∫

Rn

ϕ(t/α)e−i〈t,y〉 dβn
(t) dβn

(y)

=

∫

Rn

ϕ(t/α)

∫

Rn

f(x− y)e−i〈t,y〉 dβn
(y) dβn

(t)

=

∫

Rn

ϕ(t/α)

∫

Rn

f(z)e−i〈t,x−z〉 dβn
(z) dβn

(t)

=

∫

Rn

ϕ(t/α) ^f(−t)e−i〈t,x〉 dβn
(t).
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Mivel ϕ(t/α) → 1, amint α → ∞, Lebesgue major lt konvergenia t�tele szerint a jobb

oldal

^

^f(−x)-hez konverg l, amint α → ∞. Mivel L1

C(β
n
)-ben 10.1.10. szerint f ∗ ϕα →

f , ha α → ∞, van olyan αk r�szsorozat, amelyre a bal oldal βn
-majdnem minden�tt

konverg l f -hez. �gy βn
-majdnem minden�tt f = (

^

^f)�.

* 10.2.12. Uniit si t�tel. Ha f, g ∈ L1

C(β
n
) �s

^f = ĝ, akkor βn
-majdnem minde-

n�tt f = g.

Bizony¡t s. Mivel (f − g)^ =

^f − ĝ = 0, az el�z� t�tel szerint az f − g f�ggv�ny

βn
-majdnem minden�tt nulla.

A k�vetkez� t�tel S-en ¡rja le a Fourier-transzform i¢ viselked�s�t.

* 10.2.13. T�tel. Az f 7→ ^f Fourier-transzform i¢ k�ls�n�sen egy�rtelm� lek�pe-

z�se SC(R
n
)-nek �nmag ra, �s

^

^f =

�f minden f ∈ SC(R
n
)-re. Tov bb  ha f, g ∈ SC(R

n
),

akkor fg ∈ SC(R
n
), f ∗ g ∈ SC(R

n
), (f ∗ g)^ = ^fĝ, �s (fg)^ = ^f ∗ ĝ.

Bizony¡t s. A 10.2.8. �s 10.2.7. t�telekb�l k�vetkezik, hogy f 7→ ^f az SC(R
n
)-et

�nmag ba k�pezi. Az inverzi¢s t�telb�l k�vetkezik, hogy

f =

�

�f = (

�f)^^ =
^

^

^

^f,

azaz a Fourier-transzform i¢ SC(R
n
)-re k�pez. Ha f, g ∈ SC(R

n
), akkor a szorzat dif-

fereni l s ra vonatkoz¢ t�tel szerint fg ∈ SC(R
n
). Azt m r l ttuk, hogy (f ∗ g)^ =

^f ĝ ∈ SC(R
n
). Alkalmazva a Fourier-transzform i¢ harmadik hatv ny t, kapjuk, hogy

f ∗ g ∈ SC(R
n
). V�g�l

(

^f ∗ ĝ)^ = ^

^f^ĝ = �f�g = (fg)� = (fg)^^,

�s ¡gy mindk�t oldalra alkalmazva a Fourier-transzform i¢ harmadik hatv ny t, (fg)^ =
^f ∗ ĝ.
* 10.2.14. Planherel-t�tel. L�tezik egy �s sak egy olyan f 7→ F (f) line ris

izometrikus lek�pez�se L2

C(β
n
)-nek �nmag ra, amelyre F (f) az f Fourier-transzform ltja,

ha f ∈ L1

C(β
n
) ∩ L2

C(β
n
).

Bizony¡t s. Ha f, g ∈ SC(R
n
), akkor

∫

f g dβn
=

∫

Rn

g(x)

∫

Rn

^f(t)ei〈t,x〉 dβn
(t) dβn

(x)

=

∫

Rn

^f(t)

∫

Rn

g(x)ei〈t,x〉 dβn
(x) dβn

(t) =

∫

^f ĝ dβn.

Ebb�l f 7→ ^f izometrikus lek�pez�se SC(R
n
)-nek �nmag ra a ‖ ‖

2

norm b¢l sz rmaz¢

metrik ra n�zve. Mivel SC(R
n
) s�r� L2

C(β
n
)-ben, �s egy metrikus t�r egy s�r� alter�n
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�rtelmezett, teljes metrikus t�rbe k�pez� egyenletesen folytonos lek�pez�s pontosan egy-

f�lek�ppen terjeszthet� ki az eg�sz t�ren �rtelmezett folytonos lek�pez�ss�, ez a lek�pez�s

pontosan egyf�lek�ppen terjeszthet� ki egy izometri v , amelynek �rt�kk�szlete L2

C(β
n
).

Ha f ∈ L1

C(β
n
)∩L2

C(β
n
) �s ε > 0, akkor ugyan£gy, mint a 4.4.6. t�tel bizony¡t s ban,

tal lhatunk olyan h ∈ KC(R
n
) f�ggv�nyt, amelyre ‖f − h‖

1

< ε �s ‖f − h‖
2

< ε. Ha

uk a 10.1.8. p�ld ban szerepl� approximat¡v egys�g, akkor, mint azt a 10.1.14. t�tel

bizony¡t s ban l ttuk, uk ∗ h→ h a ‖ ‖
1

�s ‖ ‖
2

norm ban is, ¡gy van olyan g ∈ DC(R
n
),

amire ‖f − g‖
1

< 2ε �s ‖f − g‖
2

< 2ε. V lasztva egy olyan gk ∈ SC(R
n
) sorozatot, amely

‖ ‖
1

-ben �s ‖ ‖
2

-ben is f -hez konverg l, ĝk az

^f -h�z konverg l egyenletesen, �s F (f)-hez

‖ ‖
2

-ben. Egy r�szsorozatra  tt�rve, kapjuk, hogy βn
-majdnem minden�tt

^f = F (f).

10.3. M�rt�kek Fourier-transzform i¢ja

Ebben a fejezetben az Rn
feletti val¢s �s komplex Radon-m�rt�kekre  ltal nos¡tjuk

a Fourier-transzform i¢t �s a konvol£i¢t.

* 10.3.1. De�n¡i¢. Legyen µ, ν ∈ MK(R
n
). Ha B ⊂ Rn

Borel-halmaz, legyen

κ(B) =

∫

Rn×Rn

ξB(x + y) d(µ⊗ ν)(x, y).

Nyilv n κ egyK-beli �rt�k� m�rt�k Rn
Borel-halmazain. Ennek term�szetes kiterjeszt�s�t

µ �s ν konvol£i¢j nak nevezz�k, �s µ ∗ ν-vel jel�lj�k.
* 10.3.2. T�tel. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel, µ ∗ ν ∈ MK(R

n
), ‖µ ∗ ν‖ ≤ ‖µ‖‖ν‖,

�s ha f ∈ L1

C

(

|µ| ∗ |ν|
)

, akkor az al bbi integr lok l�teznek �s

(1)

∫

Rn

f d(µ ∗ ν) =
∫

Rn×Rn

f(x+ y) d(µ⊗ ν)(x, y)

=

∫

Rn

∫

Rn

f(x+ y) dµ(x) dν(y)

=

∫

Rn

∫

Rn

f(x+ y) dν(y) dµ(x).

Bizony¡t s. Az nyilv nval¢, hogy µ ∗ ν teljes K-beli �rt�k� Radon-m�rt�k Rn
-en.

Ha B ⊂ Rn
Borel-halmaz, akkor ϕµ = dµ/d|µ| �s ϕν = dν/d|ν| jel�l�sekkel, µ ⊗ ν

de�n¡i¢ja �s a Fubini-t�tel szerint

(2)

κ(B) =

∫

Rn

ξB(t) d(µ ∗ ν)(t) =
∫

Rn×Rn

ξB(x+ y) d(µ⊗ ν)(x, y)

=

∫

Rn×Rn

ξB(x+ y)ϕµ(x)ϕν (y) d
(

|µ| ⊗ |ν|
)

(x, y)

=

∫

Rn

∫

Rn

ξB(x + y) dµ(x) dν(y) =

∫

Rn

∫

Rn

ξB(x+ y) dν(y) dµ(x).
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Ebb�l

(3)

∣

∣

(µ ∗ ν)(B)
∣

∣

=

∣

∣κ(B)
∣

∣ ≤
∫

Rn×Rn

ξB(x + y) d
(

|µ| ⊗ |ν|
)

(x, y) =
(

|µ| ∗ |ν|
)

(B)

minden B Borel-halmaz ra Rn
-nek. Ezt felhaszn lva

(4)

(

|µ ∗ ν|
)

(B) = |κ|(B) ≤
(

|µ| ∗ |ν|
)

(B) =

∫

Rn×Rn

ξB(x + y) d
(

|µ| ⊗ |ν|
)

(x, y)

minden B Borel-halmazra, �s ¡gy

‖µ ∗ ν‖ = ‖κ‖ ≤ ‖µ‖‖ν‖.

Ha f : Rn → C egy egyszer� Borel-f�ggv�ny, amely |µ| ∗ |ν|-integr lhat¢, akkor (3)-b¢l
k�vetkezik, hogy |µ ∗ ν|-integr lhat¢ is, �s fenn ll r  (1).

V�g�l egy tetsz�leges f ∈ L1

C

(

|µ| ∗ |ν|
)

f�ggv�nyhez v lasztva egy olyan egyszer�

Borel-f�ggv�nyekb�l  ll¢ |sn| ≤ |f |, n = 1, 2, . . . sorozatot, amely |µ| ∗ |ν|-majdnem
minden�tt f -hez konverg l, (4) felhaszn l s val azt kapjuk, hogy |µ∗ν|-majdnem minden

t ∈ Rn
-re sn(t) → f(t) �s |µ| ⊗ |ν|-majdnem minden (x, y) ∈ Rn × Rn

-re sn(x + y) →
f(x+ y), ¡gy Lebesgue major lt konvergenia t�tele szerint (1) teljes�l f -re is.

* 10.3.3. T�tel. Az MK(R
n
) Banah-t�r a konvol£i¢val mint szorz ssal egys�gele-

mes kommutat¡v Banah-algebra K felett.

Bizony¡t s. Az el�z� t�telb�l k�vetkezik, hogy ha µ, ν ∈ MK(R
n
), akkor µ ∗ ν

�s ν ∗ µ egybeesnek a Borel-halmazokon, ¡gy azonosak. Ha m�g κ ∈ MK(R
n
), akkor

a Fubini-t�tel seg¡ts�g�vel v�gzett sz mol s mutatja, hogy (µ ∗ ν) ∗ κ �s µ ∗ (ν ∗ κ) is
egybeesnek a Borel-halmazokon, ¡gy azonosak. Az MK(R

n
) t�rben a

δ(A) =

{

1, ha 0 ∈ A ⊂ Rn
,

0, ha 0 /∈ A ⊂ Rn

�sszef�gg�ssel de�ni lt δ Dira-m�rt�k egys�gelem. A t�bbi tulajdons g bizony¡t sa egy-

szer�.

* 10.3.4. T�tel. Ha f ∈ L1

K(β
n
), legyen

κf (B) =

∫

B

f dβn,

ha B Borel-halmaz Rn
-ben. Ekkor κf egy K-beli �rt�k� Radon-m�rt�k Rn

-en. Jel�lje

µf a κf term�szetes kiterjeszt�s�t. Ekkor az f 7→ µf lek�pez�s izometrikusan izomorf

be gyaz sa az L1

K(β
n
) Banah-algebr nak MK(R

n
)-be.

Bizony¡t s. Nyilv nval¢, hogy κf Radon-m�rt�k. A Radon{Nikodym-t�tel szerint

|κf |(B) =
∫

B

|f | dβn,
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ha B Borel-halmaz Rn
-ben, ¡gy ‖κf‖ = ‖µf‖ = ‖f‖

1

. Az, hogy a fenti lek�pez�s addit¡v,

nyilv nval¢. Ha f, g ∈ L1

K(β
n
), akkor Rn

b rmely B Borel-halmaz ra

µf∗g(B) =

∫

B

(f ∗ g)(x) dβn
(x)

=

∫

B

∫

Rn

f(x− y)g(y) dβn
(y) dβn

(x)

=

∫

Rn

∫

B

f(x− y)g(y) dβn
(x) dβn

(y)

=

∫

Rn

∫

Rn

ξB(x)f(x − y)g(y) dβn
(x) dβn

(y)

=

∫

Rn

∫

Rn

ξB(x+ y)f(x)g(y) dβn
(x) dβn

(y)

=

∫

Rn

∫

Rn

ξB(x+ y) dµf (x) dµg(y) = (µf ∗ µg)(B).

* 10.3.5. De�n¡i¢. Legyen µ ∈ MC(R
n
). A µ Fourier-transzform ltj t a

µ̂(t) =

∫

Rn

e−t dµ, ha t ∈ Rn

�sszef�gg�ssel �rtelmezz�k. Megjegyezz�k, hogy µ̂ egy Rn
-et C-be k�pez� f�ggv�ny �s

10.3.4. jel�l�seivel, ha f ∈ L1

C(β
n
), akkor

^f = (µf )^.

Hogy a Fourier-transzform i¢ legfontosabb tulajdons gait megvizsg lhassuk, sz�k-

s�g�nk lesz egy fogalomra �s egy t�telre.

* 10.3.6. De�n¡i¢. Egy f : Rn → C f�ggv�nyt trigonometrikus polinomnak neve-

z�nk, ha el� ll karakterek v�ges line ris kombin i¢jak�nt. Az �sszes trigonometrikus

polinomok line ris ter�t T (Rn
)-nel jel�lj�k.

* 10.3.7. T�tel. Ha µ v�ges teljes Radon-m�rt�k Rn
-en �s 1 ≤ p <∞, akkor T (Rn

)

s�r� r�szhalmaza L
p
C(µ)-nek.

Bizony¡t s. Legyen f ∈ L
p
C(µ) �s 0 < ε < 1. V lasszunk egy olyan g ∈ KC(R

n
)

f�ggv�nyt, amelyre ‖f − g‖p < ε/2. V lasszuk meg az a = (a
1

, a
2

, . . . , an) ∈ Rn
pozit¡v

sz mokb¢l  ll¢ vektort £gy, hogy az

A = [−πa
1

, πa
1

)× [−πa
2

, πa
2

)× · · · [−πan, πan)

halmaz belsej�ben tartalmazza g tart¢j t, tov bb 

µ(Rn \A) < εp

4

p
(‖g‖u + 1)

p

teljes�lj�n. Ekkor a h : Tn → C f�ggv�nyt a

h(eix1 , . . . , eixn
) = g(a

1

x
1

, . . . , anxn)
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�sszef�gg�s egy�rtelm�en de�ni lja �s h folytonos Tn
-en. Tekints�k az �sszes

∑

|γ|,|δ|≤m

cγ,δz
γz−δ, ha z ∈ Tn

alak£ f�ggv�nyek H oszt ly t, ahol m ∈ N, γ �s δ multiindexek, �s cγ,δ ∈ C. A H
f�ggv�nyoszt ly CC(Tn

) egy r�szalgebr ja, tartalmazza az azonosan 1 f�ggv�nyt, sz�t-

v lasztja Tn
pontjait, �s z rt a komplex konjug lt k�pz�s�re, ¡gy a 11.3.13. (komplex)

Weierstrass{Stone-t�tel szerint H s�r� CC(Tn
)-ben az uniform norm ra n�zve. Ez azt

jelenti, hogy l�tezik olyan

k(z) =
∑

|γ|,|δ|≤m

cγ,δz
γz−δ, ha z ∈ Tn

f�ggv�ny, amelyre

∣

∣h(z)− k(z)
∣

∣ <
ε

4‖µ‖1/p + 1

, ha z ∈ Tn,

azaz

∣

∣

∣
g(a

1

x
1

, . . . , anxn)−
∑

|γ|,|δ|≤m

cγ,δe
i(γ

1

−δ
1

)x
1 · · · ei(γn−δn)xn

∣

∣

∣
<

ε

4‖µ‖1/p + 1

.

Az ajxj hely�re yj-t ¡rva, azt kapjuk, hogy van olyan t trigonometrikus polinom, amely
a j-edik v ltoz¢j ban 2πaj szerint periodikus, �s teljes�l r , hogy

∣

∣g(y)− t(y)
∣

∣ <
ε

4‖µ‖1/p + 1

, ha y ∈ A.

Mivel t periodikus, uniform norm ja megegyezik abszol£t �rt�k�nek az A-on felvett szup-
r�mum val, azaz

‖t‖u ≤ ‖g‖u +
ε

4‖µ‖1/p + 1

≤ ‖g‖u + 1.

Ebb�l

∫

Rn

|g − t|p dµ ≤
∫

A

(

ε

4‖µ‖1/p + 1

)p

dµ+

∫

Rn\A

(

‖g‖u + 1

)p
dµ

≤ εp

4

p
+

εp

4

p
≤ εp

2

p
.

* 10.3.8. T�tel. A µ 7→ µ̂ Fourier-transzform i¢ MC(R
n
)-nek CC(Rn

)-be val¢

algebra-izomorf lek�pez�se. Minden µ ∈ MC(R
n
)-re µ̂ egyenletesen folytonos, �s ‖µ̂‖u ≤

‖µ‖.
Bizony¡t s. Mivel

∣

∣µ̂(t)
∣

∣ ≤
∫

Rn |e−t| d|µ| ≤ ‖µ‖, kapjuk, hogy ‖µ̂‖u ≤ ‖µ‖. Meg-

mutatjuk, hogy µ̂ egyenletesen folytonos. Legyen ε > 0 �s v lasszunk egy K ⊂ Rn

kompakt halmazt, amelyre |µ|(Rn \K) < ε/4. L�tezik olyan δ > 0, amelyre

∣

∣

∣
ei〈t,x〉 − 1

∣

∣

∣
<

ε

2‖µ‖ , ha x ∈ K, t ∈ Rn
�s |t| < δ.
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Ha t
1

, t
2

∈ Rn
, |t

1

− t
2

| < δ, akkor

∣

∣µ̂(t
1

)− µ̂(t
2

)

∣

∣ ≤
∫

K

|e−t
1

− e−t
2

| d|µ|+
∫

Rn\K

2 d|µ| < ε.

Legyen most µ, ν ∈ M. A komplex m�rt�kek szerinti integr l tulajdons gaib¢l k�vetkezik,

hogy (cµ)^ = cµ̂ �s (µ+ ν)^ = µ̂+ ν̂. M sr�szt a 10.3.2. t�tel szerint

(µ ∗ ν)^(t) =
∫

Rn

e−t d(µ ∗ ν) =
∫

Rn

∫

Rn

e−t(x+ y) dµ(x) dν(y)

=

∫

Rn

∫

Rn

e−t(x)e−t(y) dµ(x) dν(y) = µ̂(t)ν̂(t).

H travan m�g annak bizony¡t sa, hogy ha µ̂(t) = 0 minden t ∈ Rn
-re, akkor µ = 0.

Val¢ban, ekkor

∫

Rn g dµ = 0 minden g ∈ T (Rn
)-re. Legyen ε > 0. Az el�z� t�tel szerint

a ϕ = dµ/d|µ| f�ggv�ny konjug ltj hoz van olyan g trigonometrikus polinom, amelyre

∫

Rn

∣

∣ϕ− g
∣

∣ d|µ| < ε. Ebb�l

‖µ‖ =
∫

Rn

1 d|µ| =
∫

Rn

ϕϕd|µ| =
∫

Rn

ϕdµ

=

∫

Rn

(ϕ − g) dµ ≤
∫

Rn

|ϕ− g| d|µ| < ε.

* 10.3.9. De�n¡i¢. Egy ϕ : Rn → C f�ggv�nyt pozit¡v de�nitnek nevez�nk, ha

m
∑

j=1

m
∑

k=1

αjαkϕ(tk − tj) ≥ 0,

valah nyszor t
1

, t
2

, . . . , tm k�l�nb�z� Rn
-beli elemek �s α

1

, α
2

, . . . , αm komplex sz mok.

* 10.3.10. T�tel. Ha µ v�ges teljes Radon-m�rt�k Rn
-en, akkor µ̂ pozit¡v de�nit

f�ggv�ny.

Bizony¡t s.

m
∑

j=1

m
∑

k=1

αjαkµ̂(tk − tj) =

m
∑

j=1

m
∑

k=1

αjαk

∫

Rn

e(tj − tk) dµ

=

∫

Rn

m
∑

j=1

m
∑

k=1

αjαke
i〈tj ,x〉e−i〈tk,x〉 dµ(x)

=

∫

Rn

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=1

αje
i〈tj ,x〉

∣

∣

∣

∣

2

dµ(x) ≥ 0.

Ennek az egyszer�  ll¡t snak a megford¡t sa igen fontos.

* 10.3.11. Bohner t�tele. Legyen ϕ : Rn → C egy folytonos pozit¡v de�nit

f�ggv�ny. Ekkor egy �s sak egy olyan µ v�ges teljes Radon-m�rt�k l�tezik Rn
-en, amelyre

µ̂ = ϕ.

Mivel a bizony¡t s m�ly funkion lanal¡zisbeli eszk�z�ket ig�nyel, elhagyjuk. Meg-

tal lhat¢ p�ld ul Dieudonn� [6℄ k�onyv�ben, 22.10.



11. F�GGEL�K

11.1. Topol¢giai alapfogalmak

11.1.1. De�n¡i¢. Azt mondjuk, hogy T topol¢gia az X halmazon, ha T az X
r�szhalmazaib¢l  ll¢ halmazrendszer, amely rendelkezik az al bbi tulajdons gokkal:

(1) X ∈ T ;
(2) ha γ ∈ � eset�n Vγ ∈ T , akkor ∪γ∈�Vγ ∈ T ;
(3) ha V

1

, V
2

∈ T , akkor V
1

∩ V
2

∈ T .
Az (X, T ) p rt, vagy legt�bbsz�r mag t X-et, topologikus t�rnek nevezz�k. A T elemeit

ny¡lt halmazoknak nevezz�k.

11.1.2. P�ld k. (1) B rmely (X, d) metrikus t�r egyben topologikus t�r is, ha a

ny¡lt halmazokat a szok sos m¢don de�ni ljuk: Egy V ⊂ X halmaz tartozzon T -hez, ha
b rmely x ∈ V -hez van olyan ε > 0, hogy az

U(x, ε) =
{

y : y ∈ X, d(x, y) < ε
}

x k�z�ppont£, ε sugar£ ny¡lt g�mb r�sze V -nek. Ugyanazt kapjuk, ha a ny¡lt g�mb�k

helyett a

B(x, ε) =
{

y : y ∈ X, d(x, y) ≤ ε
}

x k�z�ppont£, ε sugar£ z rt g�mb�ket haszn ljuk. Ezt a T -t a metrik b¢l sz rmaz¢

topol¢gi nak nevezz�k. T�bb k�l�nb�z� metrik b¢l sz rmazhat ugyanaz a topol¢gia.

Ha valamely topologikus t�r topol¢gi ja metrik b¢l sz rmaztathat¢, akkor a teret met-

riz lhat¢nak nevezz�k. Az R, Rn
, C, Cn

terek szok sos topol¢gi j n a d(x, y) = |x − y|
t vols gb¢l sz rmaz¢ topol¢gi t �rtj�k. Haszn lni fogjuk az S(x, ε) = B(x, ε) \ U(x, ε)
jel�l�st: S(x, ε) az x k�z�ppont£, ε sugar£ g�mbfel�let. Egy A ⊂ X halmaz  tm�r�je a

diam(A) = sup

{

d(x, y) : x, y ∈ A
}

b�v¡tett val¢s sz m. Ha A,B ⊂ X , legyen

dist(A,B) = inf

{

d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B
}
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az A �s B halmazok t vols ga. Ha A = {x}, akkor dist(x,B)-t ¡runk. Gyakran, ha nem
k¡v njuk megadni a t vols gf�ggv�nyt, k�t pont t vols g t dist(x, y)-nal jel�lj�k.

(2) A metrikus t�rn�l  ltal nosabb fogalmat kapunk, ha egy X halmazon egy d :

X ×X → [0,∞℄ f�ggv�nyt tekint�nk, amelyre

d(x, y) = d(y, x), ha x, y ∈ X ;

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), ha x, y, z ∈ X.

Egy ilyen f�ggv�nyt elt�r�snek, az (X, d) p rt f�lmetrikus t�rnek nevezz�k, �s az X-nek

a d elt�r�sb�l sz rmaz¢ topol¢gi ja ugyan£gy de�ni lhat¢, mint metrikus t�r eset�ben.

(3) B rmely X halmaz topologikus t�rr� tehet�, ha T -nek 2

X
-et, az X �sszes r�sz-

halmazainak rendszer�t v lasztjuk. Az ¡gy kapott teret diszkr�t topologikus t�rnek ne-

vezz�k. Ha T = {∅, X}, akkor az indiszkr�t teret kapjuk.
(4) Ha X line risan rendezett a < rel i¢val, akkor X topologikus t�rr� tehet�. Az

{x : x ∈ X, a < x < b}, {x : x ∈ X, a < x}, {x : x ∈ X, x < b} alak£ halmazokat,

ahol a, b ∈ X , ny¡lt intervallumoknak nevezz�k. Egy V ⊂ X halmaz tartozzon T -hez,
ha minden x ∈ V -hez van olyan I ny¡lt intervallum, hogy x ∈ I ⊂ V . Az ¡gy kapott

topol¢gi t az X rendez�stopol¢gi j nak nevezz�k. A b�v¡tett val¢s sz mok szok sos

topol¢gi j n az R term�szetes rendez�s�b�l sz rmaz¢ topol¢gi t �rtj�k.

11.1.3. De�n¡i¢. EgyX topologikus t�rben azE halmazt az x pont k�rnyezet�nek
nevezz�k, ha tartalmaz x-et tartalmaz¢ ny¡lt halmazt. Ilyenkor x-et E bels� pontj nak

nevezz�k. Az E belsej�n az E �sszes bels� pontjainak halmaz t �rtj�k, ezt E◦
-rel jel�lj�k.

Az E halmazt z rtnak nevezz�k, ha a komplementere ny¡lt. Az x pontot E torl¢d si

pontj nak nevezz�k, ha x minden k�rnyezete tartalmazza E-nek x-t�l k�l�nb�z� pontj t.
Ha x minden k�rnyezete E-nek megsz ml lhat¢n l t�bb pontj t tartalmazza, akkor x-et
az E kondenz i¢s pontj nak nevezz�k. Az E halmaz E-sal jel�lt lez rtj n E-nek �s

E torl¢d si pontjai halmaz nak az uni¢j t �rtj�k. Az E halmaz ∂E hat ra az E \ E◦

halmaz. Az E egy x pontj t izol lt pontnak nevezz�k, ha x nem torl¢d si pontja E-nek.
Az E-t perfektnek nevezz�k, ha z rt �s nins izol lt pontja. Az E-t s�r�nek nevezz�k, ha
lez rtja az eg�szX . Az E halmazt sehol sem s�r�nek nevezz�k, ha lez rtj nak nins bels�

pontja. Ha E el� ll¡that¢ megsz ml lhat¢ sok sehol sem s�r� halmaz egyes¡t�sek�nt,

akkor els� kateg¢ri j£nak nevezz�k, egy�bk�nt pedig m sodik kateg¢ri j£nak.

Ezek a fogalmak ismertek a metrikus terek elm�let�ben. A r juk vonatkoz¢ egyszer�

 ll¡t sok �rv�nyben maradnak topologikus terekben is, �s a bizony¡t sok is hasonl¢ak.

11.1.4. De�n¡i¢. Legyenek X �s Y topologikus terek �s f : X → Y egy f�ggv�ny.

Azt mondjuk, hogy f folytonos az x ∈ X pontban, ha f(x) minden V k�rnyezet�hez van

olyan U k�rnyezete x-nek, amelyre f(U) ⊂ V . Azt mondjuk, hogy f folytonos X-en, ha

f folytonos X minden pontj ban. Egy f�ggv�ny pontosan akkor folytonos, ha minden

ny¡lt halmaz teljes inverz k�pe ny¡lt. Folytonos f�ggv�nyek kompoz¡i¢ja is folytonos.

11.1.5. De�n¡i¢. Legyenek X �s Y topologikus terek �s f egy X-et Y -ra k�pez�
k�ls�n�sen egy�rtelm� f�ggv�ny. Ha f �s f−1

is folytonos, akkor f -et homeomor�z-

musnak nevezz�k. Ha X �s Y k�z�tt l�tezik homeomor�zmus, akkor azt mondjuk, hogy

X �s Y homeomorf ak.
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Haszn lni fogjuk a k�vetkez�, a folytonoss gn l, s�t, az egyenletes folytonoss gn l

is er�sebb fogalmat:

11.1.6. De�n¡i¢. Legyenek X �s Y metrikus terek. Egy f : X → Y f�ggv�nyt

Lipshitz-f�ggv�nynek nevez�nk, ha l�tezik olyan M val¢s sz m, hogy

dist

(

f(x), f(y)
)

≤M dist(x, y)

b rmely x, y ∈ X-re. Az M -re azt mondjuk, hogy Lipshitz-konstans f r�sz�re. Minden

Lipshitz-f�ggv�nyhez l�tezik egy legkisebb Lipshitz-konstans, amelyet Lip(f)-fel jel�-
l�nk. Azt mondjuk, hogy f lok lisan Lipshitz f�ggv�ny , ha X minden pontj nak van

olyan V k�rnyezete, amelyre f |V Lipshitz-f�ggv�ny.

11.1.7. De�n¡i¢. Egy X topologikus t�r egy A r�szhalmaz t Fσ-halmaznak ne-

vezz�k, ha el� ll megsz ml lhat¢ sok z rt halmaz egyes¡t�sek�nt. Az X egy B r�szhalma-

z t Gδ-halmaznak nevezz�k, ha el� ll megsz ml lhat¢ sok ny¡lt halmaz metszetek�nt. A

de�n¡i¢b¢l vil gos, hogy Fσ-halmazok v�ges metszete �s megsz ml lhat¢ uni¢ja is Fσ-

halmaz, valamint Gδ-halmazok v�ges uni¢ja �s megsz ml lhat¢ metszete is Gδ-halmaz.

11.1.8. T�tel. Metrikus t�rben minden ny¡lt halmaz Fσ-halmaz �s minden z rt

halmaz Gδ-halmaz.

Bizony¡t s. Ha V ny¡lt halmaz, akkor

V =

∞
⋃

n=1

{

x : x ∈ X, dist(x,X \ V ) ≥ 1/n
}

.

Hasonl¢an, ha F z rt r�szhalmaza X-nek, akkor

F =

∞
⋂

n=1

{

x : x ∈ X, dist(x, F ) < 1/n
}

.

11.1.9. De�n¡i¢. Az X topologikus t�r ny¡lt r�szhalmazainak egy B rendszer�t

a topol¢gia b zis nak nevezz�k, ha minden ny¡lt halmaz el� ll¡that¢ B-beli halmazok
egyes¡t�sek�nt. Ny¡lt halmazok egy S rendszer�t a topol¢gia szubb zis nak nevezz�k, ha

az S-beli halmazok �sszes v�ges metszetei b zis t alkotj k X topol¢gi j nak.

11.1.10. De�n¡i¢. Legyen (X, T ) topologikus t�r �s Y ⊂ X . Ekkor Y topologikus

t�r lesz, ha topol¢gi nak a

{V ∩ Y : V ∈ T }
halmazrendszert v lasztjuk. Ezt a topol¢gi t Y alt�rtopol¢gi j nak nevezz�k, Y -t pedig
ezzel a topol¢gi val X alter�nek.

Metriz lhat¢ t�r minden altere metriz lhat¢: metrik nak v laszthatjuk az X metri-

k j nak Y ×Y -ra val¢ megszor¡t s t. Ezzel a metrik val Y -t az X metrikus t�r alter�nek

nevezz�k.

Ha m st nem mondunk, egy topologikus, illetve metrikus t�r alter�t mindig az al-

t�rtopol¢gi val, illetve az alt�rmetrik val l tjuk el. P�ld ul az [a, b℄, (a, b) stb. interval-
lumokat az R, a T = {z : z ∈ C, |z| = 1} komplex egys�gk�rt a C alterek�nt metriz ljuk

�s topologiz ljuk.
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11.1.11. De�n¡i¢. Legyen Xγ , γ ∈ � topologikus terek egy rendszere, �s legyen

X =

∏

γ∈�Xγ . Legyen S az �sszes

∏

γ∈� Vγ alak£ halmazok oszt lya, ahol Vγ ny¡lt

r�szhalmaza Xγ-nak minden γ ∈ �-ra, �s legfeljebb egy olyan γ
0

∈ � l�tezik, amelyre

Vγ
0

6= Xγ
0

. Jel�lje B az S-beli halmazok v�ges metszetek�nt el� ll¢ halmazokat. V�-

g�l legyen T az X olyan r�szhalmazainak oszt lya, amelyek el� llnak B-beli halmazok
egyes¡t�sek�nt. Ekkor T topol¢gia X-en, amelyet az X szorzattopol¢gi j nak nevez�nk,

X-et pedig ezzel a topol¢gi val az Xγ , γ ∈ � terek szorzat nak.

�szrevehetj�k, hogy S szubb zisa, B pedig b zisa a szorzattopol¢gi nak, �s hogy

S-ben pontosan a p−1

γ (Vγ) alak£ halmazok vannak, ahol Vγ tetsz�leges ny¡lt r�szhalmaza

Xγ-nak, pγ : (x) 7→ xγ pedig a γ-adik projeki¢.

V�ges vagy megsz ml lhat¢ sok metriz lhat¢ t�r szorzata is metriz lhat¢: ha di
metrika Xi-n, i = 1, 2, . . . , akkor v�ges esetben a

max

i
di,

∑

i

di vagy

√
∑

i d
2

i

metrik kat, v�gtelen esetben a

∑

i

1

2

i

di
1 + di

metrik t szok s v lasztani. L tjuk, hogy a szorzatt�r metrik ja nem egy�rtelm�, �s m�g

a t�nyez�k sorrendj�t�l is f�gghet, de mindig a szorzatt�r topol¢gi j t adja vissza.

→ 11.1.12. Feladat [5℄. Igaz-e, hogy egy topologikus t�r egy alter�nek minden ny¡lt

r�szhalmaza ny¡lt az eredeti t�rben, �s minden z rt r�szhalmaza z rt az eredeti t�rben?

→ 11.1.13. Feladat [6℄. Legyen X metrikus t�r, A ⊂ X . Mutassuk meg, hogy x 7→
dist(x,A) Lipshitz-f�ggv�ny �s dist(x,A) = 0 pontosan akkor, ha x ∈ A.

→ 11.1.14. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy R �s (0, 1), illetve R �s [0, 1℄ homeomorfak.

→ 11.1.15. Feladat [9℄. Bizony¡tsuk be, hogy az R, R, C �s T terek k�z�tt nins k�t

homeomorf.

11.1.16. Feladat [5℄. Van-e olyan, ny¡lt intervallummal homeomorf t�rg�rbe, amely

�rt�kk�szlet�nek lez rtja az eg�sz t�r?

* 11.1.17. Feladat [10℄. Mutassuk meg, hogy teljes metrikus t�r b rmely nem �res

perfekt r�szhalmaza tartalmaz a Cantor-halmazzal homeomorf r�szhalmazt.

11.1.18. Feladat [5℄. Igazoljuk, hogy egy halmaz pontosan akkor sehol sem s�r�,

ha a komplementere tartalmaz s�r� ny¡lt halmazt.

11.1.19. Feladat [7℄. Bizony¡tsuk be, hogy egy sehol sem s�r� halmaz minden

r�szhalmaza �s v�ges sok sehol sem s�r� halmaz egyes¡t�se is sehol sem s�r�.

11.1.20. Feladat [6℄. Mutassuk meg, hogy egy els� kateg¢ri j£ halmaz minden

r�szhalmaza �s megsz ml lhat¢ sok els� kateg¢ri j£ halmaz egyes¡t�se is els� kateg¢ri j£.
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* 11.1.21. Feladat: Baire-t�tel [13℄. Bizony¡tsuk be, hogy teljes metrikus t�rben

megsz ml lhat¢ sok s�r� ny¡lt halmaz metszete is s�r�, azaz teljes metrikus t�r m sodik

kateg¢ri j£.

* 11.1.22. Feladat [12℄. Konstru ljunk a sz megyenesen olyan egym ssal homeo-

morf A �s B halmazokat, amelyekre A els�, B m sodik kateg¢ri j£.

11.1.23. Feladat [10℄. Igazoljuk, hogy Q az R-ben Fσ-halmaz, de nem Gδ-halmaz.

11.1.24. Feladat: oszill i¢s f�ggv�ny [9℄. Legyenek X , Y metrikus terek �s

f : X → Y . Legyen ωf (x) a diam
(

f(V )
)

b�v¡tett val¢s sz mok inf¡muma, ahol V befutja

x k�rnyezeteit. Az ωf f�ggv�nyt az f oszill i¢s f�ggv�ny�nek nevezz�k. Mutassuk meg,

hogy f pontosan akkor folytonos az x pontban, ha ωf (x) = 0. Igazoljuk, hogy minden

α ∈ R-re az
{

x : x ∈ X,ωf (x) < α
}

halmaz ny¡lt.

11.1.25. Feladat [10℄. Adjunk meg olyan f : R → [0, 1℄ f�ggv�nyt, amely pontosan
az irraion lis pontokban folytonos. Bizony¡tsuk be, hogy nins olyan f : R → [0, 1℄
f�ggv�ny, amely pontosan a raion lis pontokban folytonos.

* 11.1.26. Feladat [13℄. Mutassuk meg, hogy egy (a, b) intervallumon di�ereni l-

hat¢ f�ggv�ny deriv ltj nak folytonoss gi helyei minden�tt s�r�ek (a, b)-ben.

11.2. Topologikus terek fajt i

11.2.1. De�n¡i¢. Egy X topologikus teret Hausdor�-t�rnek nevez�nk, ha b r-

mely k�t k�l�nb�z� x, y pontja ny¡lt halmazzal sz�tv laszthat¢, azaz l�teznek olyan U
�s V diszjunkt ny¡lt halmazok, hogy x ∈ U �s y ∈ V . Az X Hausdor�-teret regul -

risnak nevezz�k, ha b rmely F z rt halmaz �s rajta k¡v�l es� x pont ny¡lt halmazokkal

sz�tv laszthat¢, azaz l�teznek olyan U �s V ny¡lt, diszjunkt halmazok, hogy F ⊂ U �s

x ∈ V . Egy Hausdor�-teret teljesen regul risnak nevez�nk, ha b rmely F z rt r�szhal-

maza �s rajta k¡v�l es� x pont folytonos f�ggv�nnyel sz�tv laszthat¢, azaz l�tezik olyan

f : X → [0, 1℄ folytonos f�ggv�ny, amely az F halmazon 0-t, az x pontban pedig 1-et

vesz fel �rt�kk�nt. V�g�l az X Hausdor�-teret norm lisnak nevezz�k, ha b rmely k�t

diszjunkt z rt E, F r�szhalmaza ny¡lt halmazzal sz�tv laszthat¢, azaz l�teznek olyan U
�s V diszjunkt ny¡lt halmazok, amelyekre E ⊂ U �s F ⊂ V .

Mivel Hausdor�-t�rben az egyelem� halmazok z rtak, minden norm lis t�r egyben

regul ris is. Ha az f f�ggv�ny sz�tv lasztja az F halmazt �s az x pontot, akkor az

f−1

(

(−∞, 1/2)
)

�s f−1

(

(1/2,∞)

)

ny¡lt halmazok sz�tv lasztj k F -et �s x-et, azaz tel-
jesen regul ris t�r egyben regul ris is. Nem vil gos azonban, hogy mi a kapsolat a

teljesen regul ris terek �s a norm lis terek k�z�tt, tov bb  nem kapunk-e £j t�rfajt t, ha

azt k�vetelj�k meg, hogy b rmely k�t diszjunkt z rt halmaz f�ggv�nnyel sz�tv laszthat¢

legyen. Mindk�t k�rd�sre v laszt ad a k�vetkez� t�tel.

11.2.2. Uriszon-lemma. Egy X norm lis topologikus t�r b rmely k�t diszjunkt

E, F z rt r�szhalmaz hoz l�tezik olyan f : X → [0, 1℄ folytonos f�ggv�ny, amely 0 az E
minden pontj ban, �s 1 az F minden pontj ban.
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Bizony¡t s. Ny¡lt halmazok egy V (r), r ∈ R rendszer�t fogjuk megkonstru lni,

ahol R a [0, 1℄ diadikus raion lis sz mainak halmaza, azaz

R =

{

k

2

n
: n = 0, 1, 2, . . . ; k = 0, 1, 2, . . . , 2n

}

.

Legyen V (1) = X \ F , �s v lasszunk egy V (0) ny¡lt halmazt, amelyre E ⊂ V (0) �s

V (0) ⊂ V (1). Induki¢t haszn lva tegy�k fel, hogy egy n-re a V (k/2n) halmazok m r

meg vannak v lasztva £gy, hogy V (k/2n) ⊂ V
(

(k + 1)/2n
)

, ha 0 ≤ k < 2

n
�s minden

(2k + 1)/2n+1, k = 0, 1, . . . , 2n − 1 alak£ diadikus raion lis sz mhoz v lasszunk egy

V
(

(2k + 1)/2n+1
)

ny¡lt halmazt, amelyre

V (k/2n) ⊂ V
(

(2k + 1)/2n+1
)

�s V
(

(2k + 1)/2n+1
)

⊂ V
(

(k + 1)/2n
)

.

Most legyen

f(x) = inf

{

1, r : r ∈ R, x ∈ V (r)
}

, ha x ∈ X.

Megjegyezz�k, hogy metrikus t�rben az  ll¡t s trivi lis, mert

f(x) =
dist(x,E)

dist(x,E) + dist(x, F )

v laszthat¢.

11.2.3. De�n¡i¢. Legyen X topologikus t�r, A Abel-soport �s f : X → A egy

f�ggv�ny. Az f tart¢j n az spt(f) = {x : f(x) 6= 0} halmazt �rtj�k.
* 11.2.4. Az egys�g felbont sa. Legyen X egy norm lis t�r, F z rt r�szhalmaza

X-nek, �s V
1

, V
2

, . . . , Vn ny¡lt r�szhalmazaiX-nek £gy, hogy F ⊂ ∪n
k=1Vk. Ekkor l�teznek

hk : X → [0, 1℄ folytonos f�ggv�nyek £gy, hogy

(1)

∑n
k=1 hk(x) = 1 minden x ∈ F -re;

(2) spt(hk) ⊂ Vk, ha k = 1, 2, . . . , n.

Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy ∪n
k=1Vk = X . Megmutatjuk, hogy az A

1

, . . . , An z rt

halmazok megv laszthat¢k £gy, hogy ∪n
k=1Ak = X �s Ak ⊂ Vk teljes�lj�n. Az  ll¡t s

nyilv nval¢, ha n = 1. Ha n = 2, v lasszunk olyan W
1

,W
2

diszjunkt ny¡lt halmazokat,

amelyek az X \ V
1

�s X \ V
2

diszjunkt z rt halmazokat elv lasztj k egym st¢l, �s legyen

A
1

= X \W
1

, A
2

= X \ W
2

. Tegy�k fel, hogy az  ll¡t s teljes�l n − 1-re, �s legyen

∪n
k=1Vk = X . Mivel X =

(

∪n−1

k=1Vk
)

∪ Vn, l�teznek A �s An z rt halmazok, amelyekre

A ⊂ ∪n−1

k=1Vk, An ⊂ Vn �s A ∪An = X . Most k = 1, 2, . . . , n− 1-re legyen Wk = Vk ∩A.
Az A z rt alt�rre alkalmazva az induki¢s feltev�st, olyan A

1

, . . . , An−1

z rt halmazokat

kapunk, amelyekre ∪n
k=1Ak = X .

El�sz�r tegy�k fel, hogy F = X . Ekkor ∪n
k=1Vk = X . Ha az A

1

, . . . , An halmazok

az el�z� l�p�s szerint vannak meghat rozva, az Uriszon-lemma szerint l�teznek olyan fk :
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X → [0, 1℄ folytonos f�ggv�nyek, amelyekre fk(Ak) = 1 �s spt(fk) ⊂ Vk (k = 1, 2, . . . , n).
Legyen

hk(x) =
fk(x)

∑n
j=1 fj(x)

, ha x ∈ X.

V�g�l, az  ltal nos esetben, legyen V
0

= X \ F �s alkalmazzuk az el�z� l�p�st. Mivel

h
0

(F ) = 0,

n
∑

k=1

hk(x) = 1, ha x ∈ F.

11.2.5. T�tel. Metriz lhat¢ t�r norm lis.

Bizony¡t s. Ha E �s F nem �res, diszjunkt z rt halmazok, akkor legyen

U =

{

x : x ∈ X, dist(x,E) < dist(x, F )
}

,

V =

{

x : x ∈ X, dist(x, F ) < dist(x,E)
}

.

11.2.6. De�n¡i¢. Egy topologikus teret megsz ml lhat¢ b zis£nak nevez�nk, ha

van megsz ml lhat¢ b zisa. Nyilv nval¢, hogy megsz ml lhat¢ b zis£ t�r minden al-

tere is megsz ml lhat¢ b zis£. A legegyszer�bb p�lda megsz ml lhat¢ b zis£ t�rre R a

szok sos topol¢gi val: a raion lis v�gpont£ ny¡lt intervallumok megsz ml lhat¢ b zis t

alkotj k R-nek.

Az R topol¢gi j nak egy spei lis von sa, hogy b rmely ny¡lt halmaz el� ll¡that¢

megsz ml lhat¢ sok diszjunkt ny¡lt intervallum egyes¡t�sek�nt: ez a ny¡lt halmazok struk-

t£rat�tele. Bizony¡t s hoz tekints�k egy adott ny¡lt halmaz olyan r�szintervallumait,

amelyeknek v�gpontjai m r ninsenek az adott ny¡lt halmazban. Ezek k�nnyen l tha-

t¢an diszjunktak, �s legfeljebb megsz ml lhat¢ sok ilyen intervallum van, mert mindegyik

tartalmaz raion lis sz mot.

11.2.7. T�tel. Megsz ml lhat¢ sok megsz ml lhat¢ b zis£ topologikus t�r szor-

zata is megsz ml lhat¢ b zis£.

Bizony¡t s. Legyen I egy megsz ml lhat¢ halmaz �s minden i ∈ I-re Bi az Xi t�r

egy megsz ml lhat¢ b zisa. Ha B az �sszes olyan V =

∏

i∈I Vi alak£ halmazokb¢l  ll,

amelyekre Vi = Xi vagy Vi ∈ Bi �s v�ges sok i kiv�tel�vel az els� eset  ll fenn, akkor B
az X egy megsz ml lhat¢ b zisa.

11.2.8. T�tel. Megsz ml lhat¢ b zis£ t�r b rmely b zis b¢l kiv laszthat¢ meg-

sz ml lhat¢ b zis.

Bizony¡t s. Legyen B egy tetsz�leges b zisa X-nek, B′
pedig egy megsz ml lhat¢

b zisa X-nek. Minden olyan B′
1

, B′
2

∈ B′
p rhoz, amelyhez ez lehets�ges, v lasszunk

ki egy B∗ ∈ B halmazt, amelyre B′
1

⊂ B∗ ⊂ B′
2

. Ha B∗
az ¡gy kiv lasztott B∗

ny¡lt

halmazok rendszere, akkor B∗
megsz ml lhat¢ b zisa X-nek.
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11.2.9. De�n¡i¢. Egy topologikus teret szepar bilisnak nevez�nk, ha van meg-

sz ml lhat¢ s�r� r�szhalmaza. Megsz ml lhat¢ b zis£ topologikus t�r mindig szepar bi-

lis: egy b zis minden elem�b�l v lasztva egy pontot, s�r� halmazt kapunk. A megford¡t s

 ltal ban nem igaz, de metriz lhat¢ terekben igen: egy s�r� halmaz minden eleme k�r�l

v�ve az �sszes raion lis sugar£ ny¡lt g�mb�t, b zist kapunk.

11.2.10. De�n¡i¢. Egy topologikus teret kompaktnak nevez�nk, ha minden ny¡lt

lefed�s�b�l kiv laszthat¢ v�ges lefed�s. A topologikus t�r egy r�szhalmaz t kompaktnak

nevezz�k, ha mint alt�r, kompakt. Egy r�szhalmazt σ-kompaktnak nevez�nk, ha el�-

 ll¡that¢ megsz ml lhat¢ sok kompakt halmaz egyes¡t�sek�nt. Egy topologikus teret

σ-kompaktnak nevez�nk, ha mint �nmaga r�szhalmaza, σ-kompakt. Egy topologikus te-
ret lok lisan kompaktnak nevez�nk, ha minden pontj nak van kompakt k�rnyezete. Az

X topologikus t�ren �rtelmezett f f�ggv�nyt kompakt tart¢j£nak nevezz�k, ha spt(f)
kompakt.

Halmazok egy rendszer�t entr ltnak szok s nevezni, ha a halmazrendszerb�l tet-

sz�s szerint v lasztva v�ges sok halmazt, azoknak van k�z�s pontja. Komplementerekre

t�rve  t k�vetkezik, hogy egy topologikus t�r pontosan akkor kompakt, ha benne z rt

halmazok b rmely entr lt rendszer�nek van k�z�s pontja. K�nny� l tni, hogy kompakt

t�r z rt r�szhalmaza is kompakt. Megford¡tva, Hausdor�-t�r kompakt r�szhalmaza z rt.

Hasonl¢an, σ-kompakt t�r minden z rt r�szhalmaza σ-kompakt. Kompakt t�r folyto-

nos k�pe is kompakt. Ha f egy kompakt t�rnek egy Hausdor�-t�rbe val¢ folytonos �s

k�ls�n�sen egy�rtelm� lek�pez�se, akkor f homeomor�zmus. Eml�keztet�nk a Heine{

Borel-t�telre: Rn
vagy Cn

egy r�szhalmaza pontosan akkor kompakt, ha korl tos �s z rt.

Ebb�l k�vetkezik, hogy Rn
�s Cn

lok lisan kompakt terek.

* 11.2.11. Alexander t�tele. Legyen S egy szubb zisa az X t�r topol¢gi j nak.

Az X t�r pontosan akkor kompakt, ha minden S-beli halmazokb¢l  ll¢ lefed�s�b�l kiv -

laszthat¢ v�ges lefed�s.

Bizony¡t s. A sz�ks�gess�g nyilv nval¢. Az el�gs�gess�g bizony¡t s hoz tegy�k fel,

hogy van olyan ny¡lt halmazokb¢l  ll¢ lefed�s, amelyb�l nem v laszthat¢ ki v�ges lefe-

d�s. Tekints�k az ilyen lefed�sek rendszer�t. Ez f�ligrendezett a tartalmaz sra n�zve, �s

benne minden l n fel�lr�l korl tos, ¡gy a Zorn-lemma szerint tartalmaz egy V maxim lis

lefed�st. Legyen W = V ∩S. Ekkor W egyetlen v�ges r�szrendszere sem fedi le X-et, ¡gy

W nem lehet lefed�se X-nek. Legyen x ∈ X \ (∪W) �s v lasszunk egy V ∈ V halmazt,

amely lefedi x-et. Mivel S szubb zis, l�teznek S
1

, . . . , Sn halmazok S-b�l, amelyekre
x ∈ ∩n

j=1Sj ⊂ V . Mivel x /∈ ∪W , egyetlen Sj sins a V-ben. Mivel V maxim lis, min-

den j-re van egy olyan Aj halmaz, amely v�ges sok V-beli halmaz egyes¡t�se, �s amelyre
Sj ∪ Aj = X . Innen

V ∪ (∪n
j=1Aj) ⊃ (∩n

j=1Sj) ∪ (∪n
j=1Aj) = X,

�s ¡gy X el� ll v�ges sok V-beli halmaz egyes¡t�sek�nt. Ez ellentmond V kiv laszt s nak.

* 11.2.12. Tyihonov t�tele. Kompakt terek szorzata kompakt.

Bizony¡t s. Legyen X =

∏

γ∈�Xγ a sz¢ban forg¢ szorzatt�r �s legyen S ennek a

11.1.11. pontban le¡rt szubb zisa. Alexander t�tel�t felhaszn lva, el�g egy U ⊂ S lefed�st
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vizsg lni. Legyen minden γ ∈ �-ra Uγ az �sszes olyan Uγ ⊂ Xγ ny¡lt halmazok oszt lya,

amelyekre p−1

γ (Uγ) ∈ U , ahol pγ a γ-adik projeki¢. Megmutatjuk, hogy van olyan η ∈ �,

amelyre ∪Uη = Xη. Val¢ban, ha nem ez lenne a helyzet, akkor l�tezne olyan x ∈ X pont,

amely nem lenne ∪U-ban. Mivel Xη kompakt, l�tezik v�ges sok Uη,1, . . . , Uη,n halmaz

Uη-ban, amelyre Xη = ∪n
j=1Uη,j . Nyilv n p−1

η (Uη,j), j = 1, 2, . . . , n egy v�ges lefed�se

X-nek.

Most megvizsg ljuk a kompakts g �s lok lis kompakts g kapsolat t a sz�tv laszt si

tulajdons gokkal.

11.2.13. T�tel. Kompakt Hausdor�-t�r norm lis.

Bizony¡t s. Legyenek E �s F diszjunkt z rt halmazok. Ha x ∈ E, y ∈ F , akkor
l�teznek Ux,y �s Vx,y ny¡lt halmazok £gy, hogy Ux,y ∩ Vx,y = ∅. Mivel E kompakt,

minden y ∈ F -re l�tezik v�ges sok x
1

, . . . , xn, hogy Uy = ∪n
i=1Uxi,y lefedi E-t. Nyilv n

Uy a Vy = ∩n
i=1Vxi,y halmazba nem metsz bele. Most F kompakts g t felhaszn lva,

l�tezik y
1

, . . . , ym, hogy V = ∪m
j=1Vyj

lefedi F -et. Nyilv n V az U = ∩m
j=1Uyj

halmazba

nem metsz bele.

Lok lisan kompakt Hausdor�-t�r  ltal ban nem norm lis, de teljesen regul ris, mert

igaz az Uriszon-lemma al bbi v ltozata.

11.2.14. T�tel. Legyen X lok lisan kompakt Hausdor�-t�r, K kompakt r�sz-

halmaza X-nek, F egy K-t¢l diszjunkt z rt r�szhalmaza X-nek. Ekkor l�tezik olyan

f : X 7→ [0, 1℄ kompakt tart¢j£ folytonos f�ggv�ny, amelyre f(K) = 1 �s f(F ) = 0.

Bizony¡t s. Minden x ∈ K-hoz v lasszunk egy olyan Vx kompakt lez rt£ ny¡lt

k�rnyezet�t x-nek, amely r�sze X \ F -nek. Kiv lasztva a Vx, x ∈ K lefed�sb�l egy v�ges

r�szlefed�st, �s ennek uni¢j t V -vel jel�lve, V ny¡lt, lez rtja kompakt, �s K ⊂ V ⊂ X \F .
A V kompakt Hausdor�-t�rben egy g folytonos f�ggv�nnyel sz�tv lasztva a K �s a ∂V
z rt halmazokat, legyen

f(x) =

{

g(x), ha x ∈ V ,

0 egy�bk�nt.

A k�vetkez� t�tel az egys�g felbont s nak lok lisan kompakt Hausdor�-terekre vo-

natkoz¢ v ltozata.

* 11.2.15. T�tel. Legyen X lok lisan kompakt Hausdor�-t�r, K kompakt r�szhal-

maza X-nek, V
1

, . . . , Vn pedig ny¡lt halmazok £gy, hogy K ⊂ ∪n
k=1Vk. Ekkor l�teznek

hk : X → [0, 1℄ kompakt tart¢j£ folytonos f�ggv�nyek £gy, hogy

(1)

∑n
k=1 hk(x) = 1 minden x ∈ K-ra;

(2) spt(hk) ⊂ Vk, ha k = 1, 2, . . . , n.

Bizony¡t s. V lasszunk egy V kompakt lez rt£ ny¡lt halmazt, amelyre

K ⊂ V ⊂ V ⊂ ∪n
k=1Vk

�s alkalmazzuk az egys�g felbont s t a V norm lis t�r z rt r�szhalmaz ra �s V ∩Vk ny¡lt

r�szhalmazaira, majd a kapott f�ggv�nyeket terjessz�k ki X \ V -re £gy, hogy ott null k

legyenek.
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11.2.16. T�tel. Lok lisan kompakt megsz ml lhat¢ b zis£ Hausdor�-t�rben min-

den ny¡lt halmaz σ-kompakt.

Bizony¡t s. V lasszunk X-ben egy kompakt lez rt£ ny¡lt halmazokb¢l  ll¢ meg-

sz ml lhat¢ b zist. Ha V ny¡lt r�szhalmaza X-nek, akkor

V = ∪
{

B : B ∈ B, B ⊂ V
}

.

* 11.2.17. Topologikus soportok. Topologikus algebrai strukt£r k de�ni l s nak

alapgondolata, hogy megk�vetelj�k a m�veletek folytonoss g t. Egy topologikus soport

egy olyan G soport, amely egyben topologikus t�r is, £gy, hogy a szorz s, azaz az

(x, y) 7→ xy lek�pez�se G×G-nek G-be, �s az inverzk�pz�s, azaz az x 7→ x−1

lek�pez�se

G-nek G-be folytonosak. Minden soportelm�leti �s topol¢giai fogalmat haszn lhatunk

topologikus soportokra is, ¡gy p�ld ul besz�lhet�nk kommutat¡v, Hausdor�-, lok lisan

kompakt stb. topologikus soportokr¢l.

A szorz s folytonoss ga miatt r�gz¡tett a ∈ G eset�n az x 7→ ax �s x 7→ xa bal,

illetve jobb eltol sok is folytonosak. Mivel az inverzeik is hasonl¢ lek�pez�sek, a bal �s

jobb eltol sok �s az inverzk�pz�s homeomor�zmusok. Ha A,B ⊂ G �s B ny¡lt, akkor

AB �s BA ny¡ltak, mert aB, illetve Ba alak£ ny¡lt halmazok egyes¡t�sei. Ha A �s B
kompaktak, akkor AB is kompakt, mert a szorz s az A × B kompakt halmazt erre a

halmazra k�pezi.

Az egys�gelem b rmely U k�rnyezete tartalmazza az egys�gelem olyan V k�rnyeze-

t�t, amelyre V 2 ⊂ U ; val¢ban a szorz s folytonoss ga miatt l�teznek olyan V
1

, V
2

k�rnye-

zetei az egys�gelemnek, amelyekre V
1

V
2

⊂ U , ¡gy V = V
1

∩ V
2

v laszthat¢. Egy A ⊂ G
halmazt szimmetrikusnak nevez�nk, ha A = A−1

. Az egys�gelem b rmely U k�rnyezete

tartalmazza az egys�gelem egy V szimmetrikus k�rnyezet�t: legyen V = U ∩ U−1

.

A legfontosabb p�ld k topologikus soportokra R, C �s egy�b norm lt terek addi-

t¡v soportjai, a T multiplikat¡v soport, egy Banah-t�r vagy egy Hilbert-t�r line ris

homeomor�zmusainak soportja �s ennek k�l�nb�z� r�szsoportjai (az unit�r oper to-

rok soportja, v�ges dimenzi¢ban az egy determin ns£ oper torok soportja stb.), ezek

metriz lhat¢k.

Topologikus soportokkal kapsolatban Bourbaki [3℄ m�v�nek II. k�nyve tartalmazza

az alapfogalmakat.

* 11.2.18. T�tel. Legyen G topologikus soport, C kompakt r�szhalmaza G-nek,
U pedig egy C-t tartalmaz¢ ny¡lt halmaz. Ekkor l�tezik az egys�gelemnek olyan V ny¡lt

k�rnyezete, amelyre CV ⊂ U �s V C ⊂ U .

Bizony¡t s. Minden x ∈ C-hez l�teznek olyan Wx �s Vx ny¡lt k�rnyezetei az egy-

s�gelemnek, amelyekre V 2

x ⊂ Wx �s xWx ⊂ U . Mivel az xVx, x ∈ C halmazok lefedik

C-t, l�teznek x
1

, . . . , xn ∈ C, hogy C ⊂ ∪n
k=1xkVxk

. Innen V = ∩n
k=1Vxk

-ra

CV ⊂ ∪n
k=1(xkVxk

V ) ⊂ ∪n
k=1(xkWxk

) ⊂ U.

A m sik eset hasonl¢, �s a kapott k�t halmaz metszet�t vessz�k.
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* 11.2.19. K�vetkezm�ny. Ha G Hausdor� topologikus soport, C
1

, C
2

diszjunkt

kompakt r�szhalmazai G-nek, akkor van olyan U szimmetrikus ny¡lt k�rnyezete az egy-

s�gelemnek, amelyre (C
1

U) ∩ (C
2

U) = ∅ �s (UC
1

) ∩ (UC
2

) = ∅.
Bizony¡t s. V lasszunk olyan V

1

, V
2

ny¡lt k�rnyezeteit az egys�gelemnek, ame-

lyekre (C
1

V
1

)∩C
2

= ∅ �s (C
2

V
2

)∩C
1

= ∅. LegyenW olyan k�rnyezete az egys�gelemnek,

amelyre W 2 ⊂ V
1

∩ V
2

�s legyen U = W ∩W−1

, erre (C
1

U) ∩ (C
2

U) = ∅. A m sik eset

hasonl¢, �s a kapott k�t halmaz metszet�t vessz�k.

A tov bbiakban metrikus terek kompakts g val foglalkozunk.

11.2.20. De�n¡i¢. Legyen X egy metrikus t�r, �s ε > 0. Azt mondjuk, hogy

H ⊂ X egy ε-h l¢ X-ben, ha az U(x, ε), x ∈ H g�mb�k rendszere lefedi X-et. Egy

metrikus teret teljesen korl tosnak nevez�nk, ha minden ε > 0-ra tartalmaz v�ges ε-
h l¢t.

11.2.21. T�tel. Ha (X, d) metrikus t�r, akkor a k�vetkez� felt�telek ekvivalensek:

(1) X kompakt;

(2) X teljes �s teljesen korl tos;

(3) b rmely X-beli sorozatnak van konvergens r�szsorozata.

Bizony¡t s. Tegy�k fel, hogy X kompakt. Ha egy xn, n = 1, 2, . . . sorozatnak nem
lenne konvergens r�szsorozata, akkor az Un = X \ {xn, xn+1, . . . } ny¡lt halmazok olyan

lefed�s�t alkotn k X-nek, amelynek nem lenne v�ges r�szlefed�se.

Tegy�k fel, hogy b rmely X-beli sorozatnak van konvergens r�szsorozata. Ekkor X
teljes, mivel b rmely metrikus t�rben, ha egy Cauhy-sorozatnak van konvergens r�szso-

rozata, akkor konvergens. Ha X nem lenne teljesen korl tos, akkor valamely ε > 0-ra

induki¢val kiv laszthatn nk egy olyan xn, n = 1, 2, . . . sorozatot, amelyre d(xi, xj) ≥ ε,
ha i 6= j. Ez ellentmond (3)-nak.

V�g�l tegy�k fel, hogy X teljes �s teljesen korl tos, de van olyan ny¡lt lefed�se,

amelyb�l nem v laszthat¢ ki v�ges r�szlefed�s. Felhaszn lva, hogy X teljesen korl -

tos, v lasszunk olyan B(x
1

, 1/2) g�mb�t, amely nem fedhet� le v�ges sok Vγ , γ ∈ �-beli

halmazzal. Teljes induki¢val folytatva, v lasszunk olyan B(xn, 1/2
n
), n = 1, 2, . . . g�m-

b�ket, amelyek egyike sem fedhet� le Vγ , γ ∈ � egyetlen v�ges r�szrendszer�vel sem,

tov bb 

B(xn−1

, 1/2n−1

) ∩ B(xn, 1/2
n
) 6= ∅.

Ekkor

d(xn, xn+1) <
1

2

n
+

1

2

n+1
<

1

2

n−1

,

¡gy ha n < m, akkor

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn+1) + · · ·+ d(xm−1

, xm) <
1

2

n−2

.

Ez azt jelenti, hogy xn, n = 1, 2, . . . Cauhy-sorozat. Legyen x = limn→∞ xn. Mivel

x ∈ Vη valamely η ∈ �-ra �s Vη ny¡lt, el�g nagy n-re B(xn, 1/2
n
) ⊂ Vη, ami ellentmond s.
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11.2.22. De�n¡i¢. Egy val¢s vagy komplex line ris t�r egy C r�szhalmaz t kon-

vexnek nevezz�k, ha x, y ∈ C, 0 < α < 1 eset�n αx + (1 − α)y ∈ C. Egy A halmaz

onv(A) konvex burk n az �sszes, A-t tartalmaz¢ konvex halmazok metszet�t �rtj�k.

Nem neh�z megmutatni, hogy

onv(A) =
{

α
1

x
1

+ · · ·+ αnxn : n ∈ N+

, xi ∈ A, 0 ≤ αi ≤ 1,

∑n
i=1 αi = 1

}

.

A tov bbiakban egy spei lis k�rd�ssel foglalkozunk, Rn
kompakt r�szhalmazai k�-

z�tt �rtelmez�nk t vols got.

11.2.23. De�n¡i¢. Jel�lje F az Rn
�sszes nem �res kompakt r�szhalmazainak

oszt ly t. Ha C,D ∈ F , �rtelmezz�k a C �s D halmazok d(C,D) Hausdor�-t vols g t,
mint a sup{dist(x,C) : x ∈ D} �s sup{dist(x,D) : x ∈ C} sz mok nagyobbik t.

* 11.2.24. T�tel. Az el�z� de�n¡i¢ jel�l�seivel

(1) F teljes metrikus t�r d-vel;

(2) ha a ∈ Rn
�s 0 < r < ∞, akkor az Fa,r =

{

C : C ∈ F , C ⊂ B(a, r)
}

halmazok

kompaktak F-ben;

(3) a nem �res kompakt konvex halmazok z rt alteret alkotnak F-ben;

(4) C 7→ diam(C) folytonos f�ggv�ny F-en.

Bizony¡t s. A metrikus t�r axi¢m i egyszer� sz mol ssal ad¢dnak. Ha Ci, i =
1, 2, . . . egy Cauhy-sorozat F-ben, akkor legyen C = ∩∞

i=1∪∞
j=iCj . Megmutatjuk, hogy

d(Ci, C) → 0, ha i → ∞. Legyen ε > 0. V lasszunk egy olyan i-t, amelyre d(Cs, Ct) <
ε/2, ha s, t ≥ i. Ha x ∈ C, akkor x ∈ ∪∞

j=iCj , ¡gy van olyan s ≥ i, amelyre dist(x,Cs) <

ε/2. Mivel d(Cs, Ct) < ε/2, ha s, t ≥ i, dist(x,Ct) ≤ ε, ha t ≥ i. Ha most x ∈ Ct, akkor a

B(x, ε)∩∪∞
j=sCj kompakt halmazok nem �resek egyetlen s-re sem. Ebb�l dist(x,C) ≤ ε,

ha t ≥ i.
(2) bizony¡t s hoz, mivel Fa,r nyilv n z rt r�szhalmaza F-nek, el�g megmutatnunk,

hogy teljesen korl tos. Legyen ε > 0. Mivel B(a, r) kompakt r�szhalmaza Rn
-nek, ¡gy

teljesen korl tos, azaz van Z ⊂ B(a, r) v�ges ε-h l¢ B(a, r)-hez. Megmutatjuk, hogy

Z �sszes nem �res r�szhalmazai ε-h l¢t alkotnak Fa,r-hez . Val¢ban, ha C ∈ Fa,r �s

ZC =

{

z : z ∈ Z, B(z, ε) ∩ C 6= ∅
}

, akkor d(C,ZC) ≤ ε.
(3) bizony¡t s hoz, legyen C ∈ F �s tegy�k fel, hogy nem konvex. Ekkor l�tezik

x, y ∈ C �s 0 < α < 1, hogy z = αx + (1 − α)y /∈ C. V lasszunk egy ε > 0-t, amelyre

B(z, ε) ∩ C = ∅. Ha most D ∈ F , d(C,D) < ε/3, akkor l�teznek x′, y′ ∈ D, amelyekre
|x − x′| < ε/3 �s |y − y′| < ε/3. Ha z′ = αx′ + (1 − α)y′, akkor |z − z′| < ε/3, ¡gy
B(z′, ε/3) ∩D 6= ∅, azaz D nem konvex.

V�g�l, ha C,D ∈ F , d(C,D) ≤ ε, akkor

|x− y| ≤ dist(x,D) + diam(D) + dist(y,D) ≤ diam(D) + 2ε,

ha x, y ∈ C, amib�l diam(C) ≤ diam(D) + 2ε. A C �s D szerep�nek felser�l�s�vel,

∣

∣

diam(C) − diam(D)
∣

∣ ≤ 2ε,

ami (4)-et bizony¡tja.

* 11.2.25. Feladat [15℄. Mutassuk meg, hogy szepar bilis metrikus t�r b rmely z rt

r�szhalmaza el� ll egy megsz ml lhat¢ �s egy perfekt halmaz egyes¡t�sek�nt.
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11.2.26. �sszef�gg�sek a topologikus terek fontosabb fajt i k�z�tt.

megszámlálható bázisú

Lokálisan kompakt

Hausdorff-terek

σ-kompakt

Lokálisan kompakt

Hausdorff-terek

kompakt
Lokálisan

Hausdorff-terek

metrizálható

Kompakt

terek

Hausdorff-terek

Kompakt

Metrizálható

lokálisan
kompakt terek

Metrizálható

terek

Normális

terek

Teljesen

reguláris

terek

Reguláris

terek

Hausdorff-

terek
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11.3. Norm lt terek

Ebben a pontban norm lt terekkel foglalkozunk. Ahogyan a topologikus terek, illetve

a metrikus terek arra alkalmasak, hogy a klasszikus anal¡zis hat r�rt�kkel �s folytonos-

s ggal, illetve Cauhy-sorozatokkal �s egyenletes folytonoss ggal kapsolatos fogalmait

�s t�teleit kell�en  ltal nos¡tva sz�les k�rben alkalmazhat¢v  tegy�k, a norm lt terek

elm�lete a klasszikus anal¡zis line ris algebr val is kapsolatos m¢dszereinek, a v�gte-

len sorok, f�ggv�nysorok �s sorozatok, valamint a di�ereni lsz m¡t s eszk�zeinek sz�les

k�r� alkalmaz s t teszi lehet�v� az anal¡zisben. Az al bbiakban sak n�h ny alapfogal-

mat �rint�nk. Mivel a komplex �s val¢s esetet egyszerre szeretn�nk t rgyalni, �lszer�

bevezetni a k�vetkez� jel�l�st: K jelenti R-et vagy C-t.

11.3.1. De�n¡i¢. A line ris t�r fogalm t a szok sos �rtelemben haszn ljuk. Min-

digK feletti line ris terekkel dolgozunk, aholK az R vagy C testek k�z�l az egyiket jelenti.

A felhaszn lt line ris algebrai fogalmak �s t�telek megtal lhat¢k Halmos [14℄ k�nyv�ben.

Ǳltal ban nem tessz�k fel, hogy a t�r v�ges dimenzi¢s. Ennek megfelel�en line ris oper -

toron egy olyan A lek�pez�st �rt�nk, amely egy K feletti X line ris teret egy ugyansak

K feletti Y line ris t�rbe k�pez le, �s amelyre teljes�l, hogy A(αx+βy) = αA(x)+βA(y)
minden x, y ∈ X , α, β ∈ K-ra. Ha Y = K, akkor line ris funkion lr¢l besz�l�nk.

11.3.2. De�n¡i¢. Legyen X line ris t�r K felett. Egy x 7→ ‖x‖ lek�pez�s�t X-nek

[0,∞℄-be f�lnorm nak nevezz�k, ha

(1) ‖αx‖ = |α|‖x‖ minden x ∈ X , α ∈ K-ra (abszol£t �rt�k homog�n, itt 0 · ∞ = 0);

(2) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ minden x, y ∈ X-re (h romsz�g-egyenl�tlens�g).

Ha m�g az is teljes�l, hogy

(3) 0 < ‖x‖ <∞, ha 0 6= x ∈ X ,

akkor a lek�pez�st norm nak, az (X, ‖ ‖) p rt pedig norm lt t�rnek nevezz�k K fe-

lett. Megjegyezz�k, hogy ‖ ‖ helyett az | | jel�l�s is szok sos. Egy f�lnorm lt t�rben

{

x : x ∈ X, ‖x‖ < ∞
}

line ris alt�r, �s ezen az alt�ren a f�lnorma v�ges. Ha a f�l-

norma v�ges, akkor a t�r mindig norm lt t�rr� tehet�, ha azokat az elemeket, amelyek

k�l�nbs�g�nek f�lnorm ja nulla, egy oszt lyba sorolva azonos¡tjuk. F�lnorm lt t�ren

d(x, y) = ‖x− y‖ elt�r�s. Az ¡gy de�ni lt elt�r�sre d(αx, αy) = |α|d(x, y) (itt 0 · ∞ = 0)

�s d(x + z, y + z) = d(x, y), ha x, y, z ∈ X �s α ∈ K, azaz az elt�r�s abszol£t �rt�k

homog�n �s eltol sinvari ns. Ha norm b¢l indulunk ki, akkor metrik t kapunk. �gy

norm lt t�rben haszn lni fogunk minden olyan fogalmat, amelyet metrikus t�rben vagy

topologikus t�rben de�ni ltunk. Ilyenkor mindig a norm b¢l sz rmaz¢ metrik ra �s az

ebb�l a metrik b¢l sz rmaz¢ topol¢gi ra gondolunk.

11.3.3. De�n¡i¢. Egy norm lt teret Banah-t�rnek nevez�nk, ha teljes. A leg-

egyszer�bb p�ld k Banah-t�rre R felett Rn
, illetve C felett Cn

az ‖x‖ =
(
∑n

j=1 |xj |2
)

1/2

norm val.

11.3.4. De�n¡i¢. Azt mondjuk, hogy a K feletti X norm lt t�r norm lt algebra K

felett, haX elemei k�z�tt �rtelmezve van egy szorz s,X ezzel a szorz ssal, az �sszead ssal
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�s a skal rszorz ssal algebra K felett, tov bb  ‖xy‖ ≤ ‖x‖‖y‖ minden x, y ∈ X-re. Ha

X m�g teljes is, akkor Banah-algebr r¢l besz�l�nk.

Fontos p�ld k norm lt terekre a f�ggv�nyterek. Tekinthet�nk val¢s �s komplex �rt�-

k� f�ggv�nyeket is: az els� esetben val¢s, a m sodikban komplex norm lt tereket kapunk.

Az R vagy C indexszel jel�lj�k, hogy melyik esetre gondolunk. Ha a sz�veg�sszef�gg�sb�l

vil gos, hogy melyik esetr�l van sz¢, akkor nem tessz�k ki az indexet.

11.3.5. De�n¡i¢. Legyen X egy halmaz. Legyen az f : X → K f�ggv�nyre

‖f‖u = sup

{

|f(x)| : x ∈ X
}

. Az �sszes olyan f : X → K f�ggv�nyek oszt ly t, amelyekre

‖f‖u <∞, jel�lje BK(X) (korl tos f�ggv�nyek tere).

11.3.6. T�tel. B rmely X halmazra BK(X) Banah-algebra a f�ggv�nyek ponton-

k�nti �sszead s val, szorz s val �s skal rral val¢ szorz s val, valamint a ‖ ‖u norm val.

Bizony¡t s. Egyszer� sz mol s.

11.3.7. De�n¡i¢. Legyen X topologikus t�r, �s jel�lje CK(X) a BK(X)-beli foly-

tonos f�ggv�nyek halmaz t (korl tos folytonos f�ggv�nyek tere).

11.3.8. T�tel. B rmely X topologikus t�rre CK(X) Banah-algebra a f�ggv�nyek

pontonk�nti szorz s val, �sszead s val �s skal rral val¢ szorz s val, valamint a ‖ ‖u nor-

m val.

Bizony¡t s. Egyszer� sz mol s.

Valah nyszor a BK(X), illetve CK(X) terekr�l besz�l�nk, ezekre a m�veletekre �s erre

a norm ra gondolunk, hasak kifejezetten m st nem mondunk. Az ebb�l a norm b¢l

sz rmaz¢ konvergenia a f�ggv�nyek egyenletes (uniform) konvergeni ja, ez�rt ezt a

norm t uniform norm nak szok s nevezni.

A k�vetkez� n�h ny t�telben CK(X) s�r� r�szhalmazaival foglalkozunk abban a spe-

i lis esetben, amikor X kompakt Hausdor�-t�r.

* 11.3.9. De�n¡i¢. Legyenek X �s Y halmazok �s H az X-et Y -ba k�pez� f�ggv�-

nyek egy rendszere. Azt mondjuk, hogyH sz�tv lasztjaX pontjait, ha b rmely x, y ∈ X ,

x 6= y eset�n van olyan h ∈ H f�ggv�ny, amelyre h(x) 6= h(y).

* 11.3.10. Stone t�tele. LegyenX kompakt Hausdor�-t�r �sH olyan line ris altere

CR(X)-nek, amelyre

(1) a konstans f�ggv�nyek H-ban vannak;

(2) ha u ∈ H, akkor |u| ∈ H;

(3) H sz�tv lasztja X pontjait.

Ekkor H s�r� CR(X)-ben.

Bizony¡t s. El�sz�r is vegy�k �szre, hogy H z rt a maximum �s minimum k�p-

z�s�re. Val¢ban, max(u, v) =
(

u + v + |u − v|
)

/2 �s min(u, v) =
(

u + v − |u − v|
)

/2.
M sr�szt, b rmilyen x, y ∈ X , x 6= y-hoz �s α, β ∈ R-hez l�tezik olyan u ∈ H f�ggv�ny,
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hogy u(x) = α �s u(y) = β. Val¢ban, (3) szerint l�tezik olyan h ∈ H f�ggv�ny, amelyre

h(x) 6= h(y). Legyen

u(z) = α+ (β − α)
h(z)− h(x)

h(y)− h(x)
, ha z ∈ X.

Most legyen f ∈ CR(X) �s ε > 0. Minden x, y ∈ X p rhoz v lasszunk egy olyan ux,y ∈ H
f�ggv�nyt, amelyre

∣

∣f(x) − ux,y(x)
∣

∣ < ε �s

∣

∣f(y) − ux,y(y)
∣

∣ < ε. B rmely r�gz¡tett

y ∈ X-re az

Ux,y =
{

z : ux,y(z) < f(z) + ε
}

, x ∈ X

ny¡lt halmazok lefedik X-et, ¡gy l�teznek x
1

, . . . , xn pontok, amelyekre ∪n
i=1Uxi,y = X .

Legyen

vy = min(ux
1

,y, . . . , uxn,y) ∈ H.
Ekkor vy(z) < f(z) + ε minden z ∈ X-re �s vy(y) > f(y)− ε. Most a

Vy =
{

z : vy(z) > f(z)− ε
}

, y ∈ X

ny¡lt halmazok lefedik X-et, ¡gy l�teznek y
1

, . . . , ym, hogy ∪m
j=1Vyj

= X . Legyen g =

max(vy
1

, . . . , vym
) ∈ H. Ekkor f(z)− ε < g(z) < f(z) + ε, �s ezt kellett bizony¡tani.

* 11.3.11. Lemma. Minden ε > 0-hoz �s c > 0-hoz van olyan val¢s egy�tthat¢s p
polinom, amelyre

∣

∣p(t)− |t|
∣

∣ ≤ ε, ha t ∈ [−c, c℄.
Bizony¡t s. Mivel t hely�be ct-t ¡rhatunk, el�g a c = 1 esetre szor¡tkozni. Mivel

|t| =
√
t2, el�g megmutatni, hogy

√
t a [0, 1℄ intervallumon egyenletesen approxim lhat¢

polinomokkal.

Legyen p
0

(t) ≡ 0 �s induki¢val legyen

(1) pn+1(t) = pn(t) +
1

2

(

t− p2n(t)
)

,

ha n ≥ 0. Megmutatjuk, hogy

(2) 0 ≤
√
t− pn(t) ≤

2

√
t

2 + n
√
t
, ha t ∈ [0, 1℄,

amib�l k�vetkezik, hogy

0 ≤
√
t− pn(t) ≤

2

n
→ 0, ha t ∈ [0, 1℄.

Ha n = 0, akkor (2) trivi lis. Tegy�k fel, hogy n-re teljes�l (2), akkor

0 ≤
√
t− pn(t) ≤

√
t,
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amib�l 0 ≤ pn(t) ≤
√
t. Az (1) k�plet szerint innen

√
t− pn+1(t) =

(
√
t− pn(t)

)

(

1− 1

2

(√
t+ pn(t)

)

)

,

ahonnan

√
t− pn+1(t) ≥ 0 �s (2) szerint

√
t− pn+1(t) ≤

2

√
t

2 + n
√
t

(

1−
√
t

2

)

≤ 2

√
t

2 + n
√
t

(

1−
√
t

2 + (n+ 1)

√
t

)

=

2

√
t

2 + (n+ 1)

√
t
.

* 11.3.12. Weierstrass{Stone-t�tel. Legyen X kompakt Hausdor�-t�r, �s H egy

r�szalgebr ja CR(X)-nek, amely

(1) tartalmazza az azonosan 1 f�ggv�nyt;

(2) sz�tv lasztja X pontjait.

Ekkor H s�r� CR(X)-ben.

Bizony¡t s. Tekints�k H lez rtj t. Ha megmutatjuk, hogy minden f ∈ H-ra |f | ∈
H, akkor Stone t�tele szerint k�szen vagyunk. B rmely ε > 0-ra �s c = ‖f‖u-ra az el�z�
lemma szerint v laszthat¢ olyan p polinom, amelyre

∣

∣p(t) − |t|
∣

∣ ≤ ε, ha t ∈ [−c, c℄. De

ekkor

∥

∥p ◦ f − |f |
∥

∥

u
≤ ε �s mivel H maga is algebra, p ◦ f ∈ H, azaz |f | ∈ H.

A fenti t�telb�l £gy kaphatjuk megWeierstrass klasszikus, a folytonos f�ggv�nyeknek

polinomokkal val¢ egyenletes approxim lhat¢s g t kimond¢ t�tel�t, hogy X-et R egy

kompakt intervallum nak, H-t pedig a polinomok algebr j nak v lasztjuk.

* 11.3.13. A Weierstrass{Stone-t�tel komplex v ltozata. Legyen X kompakt

Hausdor�-t�r, �s H a CC(X) egy komplex r�szalgebr ja. Tegy�k fel, hogy

(1) H tartalmazza az azonosan 1 f�ggv�nyt;

(2) H sz�tv lasztja X pontjait;

(3) ha f ∈ H, akkor f ∈ H.

Ekkor H s�r� CC(X)-ben.

Bizony¡t s. Legyen H
0

= H ∩ CR(X). Mivel ℜf = (f + f)/2 �s ℑf = (f − f)/2,
kapjuk, hogy H

0

eleget tesz az el�z� t�tel felt�teleinek. Ebb�l H = H
0

+ iH
0

s�r�

CC(X)-ben.

A folytonos f�ggv�nyek egyenletes konvergeni j t felhaszn ljuk egy fontos topol¢-

giai t�tel bizony¡t s ra.

* 11.3.14. Tietze t�tele. Legyen F az X norm lis topologikus t�r nem �res z rt

r�szhalmaza, �s f : X → R folytonos f�ggv�ny. Ekkor l�tezik olyan g : X → R folytonos

kiterjeszt�se f -nek, amelyre
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(1) inf

{

f(x) : x ∈ F
}

= inf

{

g(x) : x ∈ X
}

�s

(2) sup

{

f(x) : x ∈ F
}

= sup

{

g(x) : x ∈ X
}

.

Bizony¡t s. El�sz�r tegy�k fel, hogy rng f ⊂ [−1, 1℄. Legyen

A
1

= f−1

[−1,−1/3℄ �s B
1

= f−1

[1/3, 1℄.

Az A
1

�s B
1

halmazok z rt r�szhalmazai X-nek, ¡gy az Uriszon-lemma szerint van olyan

h
1

: X → [−1/3, 1/3℄ folytonos f�ggv�ny, amelyre h
1

(A
1

) = −1/3 �s h
1

(B
1

) = 1/3.
Legyen g

1

= h
1

. Ekkor

∣

∣f(x) − g
1

(x)
∣

∣ ≤ 2/3, ha x ∈ F �s dmn g
1

⊂ [−1/3, 1/3℄.
Teljes induki¢val tegy�k fel, hogy h

1

, . . . , hn �s g
1

, . . . , gn folytonos f�ggv�nyeket m r

megkonstru ltuk £gy, hogy

(3) hi : X →
[

−2i−1/3i, 2i−1/3i
]

(i = 1, 2, . . . , n);

(4) gi+1 = gi + hi+1 (i = 1, 2, . . . , n− 1);

(5) gi : X →
[

−1 + (2/3)
i
, 1− (2/3)

i
]

(i = 1, 2, . . . , n);

(6)

∣

∣f(x)− gi(x)
∣

∣ ≤ (2/3)
i
, ha x ∈ F (i = 1, 2, . . . , n).

Tekints�k az un+1(x) = f(x)− gn(x), ha x ∈ F f�ggv�nyt, �s legyen

An+1 = u−1

n+1

[

−2

n

3

n
,− 2

n

3

n+1

]

, Bn+1 = u−1

n+1

[

2

n

3

n+1
,
2

n

3

n

]

.

V lasztva az Uriszon-lemma szerint egy hn+1 : X →
[

−2n/3n+1, 2n/3n+1
]

folytonos

f�ggv�nyt, amelyre

hn+1(An+1) = − 2

n

3

n+1
, hn+1(Bn+1) =

2

n

3

n+1
,

kapjuk az induki¢s feltev�st n+ 1-re. Mivel (3) �s (4) szerint a gn, n = 1, 2, . . . sorozat
Cauhy-sorozat CR(X)-ben, gn egyenletesen konverg l egy g ∈ CR(X) f�ggv�nyhez. (5)

miatt rng g ⊂ [−1, 1℄, �s (6) szerint g kiterjeszt�se f -nek.
Vegy�k �szre, hogy, mivel [−1, 1℄ homeomorf R-sal, az el�z� l�p�s alkalmazhat¢ az

 ltal nos esetben is, de a kapott g f�ggv�ny b�v¡tett val¢s �rt�k� lesz, �s nem tesz eleget

az (1) �s (2) felt�teleknek. Az ut¢bbin k�nnyen seg¡thet�nk, ha a = inf

{

f(x) : x ∈ F
}

>

−∞ eset�n g helyett max(g, a)-t, b = sup

{

f(x) : x ∈ F
}

< ∞ eset�n pedig g helyett

min(b, g)-t vessz�k. Ha g nem val¢s �rt�keket is felvesz, akkor a k�vetkez�t tehetj�k:

Legyen f+(x) = max

{

f(x), 0
}

, ha x ∈ F . Az f+ f�ggv�nyre alkalmazva az eddigieket,

egy g+
1

: X → [0,∞℄ folytonos kiterjeszt�s�t kapjuk f+-nak. Legyen E+

= (g+
1

)

−1

(∞).

Alkalmazva az eddig bizony¡tottakat arra a folytonos f�ggv�nyre, amely F -en f+-szal,
E+

-on pedig 0-val egyezik meg, annak egy X-re val¢ [0,∞℄-beli �rt�k� folytonos g+
2

kiterjeszt�s�t kapjuk. A g+ = min(g+
1

, g+
2

) f�ggv�ny ¡gy olyan folytonos kiterjeszt�se f+-
nak, amely m r [0,∞)-beli �rt�k�. Hasonl¢an elj rva kapjuk az f−

(x) = max

{

−f(x), 0
}

,

ha x ∈ F f�ggv�ny egy [0,∞)-beli �rt�k� g− folytonos kiterjeszt�s�t. Most legyen g =

g+ − g−.
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* 11.3.15. K�vetkezm�ny. Legyen X lok lisan kompakt Hausdor�-t�r, K kom-

pakt, nem �res r�szhalmaza X-nek, �s f : K → R folytonos f�ggv�ny. Ekkor l�tezik

olyan g : X → R kiterjeszt�se f -nek, amely kompakt tart¢j£ folytonos f�ggv�ny, �s

sup

{

|f(x)| : x ∈ K
}

= sup

{

|g(x)| : x ∈ X
}

.

Bizony¡t s. V lasszunk egy olyan V kompakt lez rt£ ny¡lt halmazt, amely tartal-

mazza K-t. Azt a f�ggv�nyt, amely K-n f -fel, ∂V -n 0-val egyezik meg, terjessz�k ki

folytonosan a V norm lis t�rre, majd V -on k¡v�l de�ni ljuk null nak.

11.3.16. De�n¡i¢. Legyen X lok lisan kompakt Hausdor�-t�r. Azt mondjuk,

hogy egy f : X → K f�ggv�ny elt�nik a v�gtelenben, ha b rmely ε > 0-hoz van olyan

K kompakt r�szhalmaza X-nek, hogy

∣

∣f(x)
∣

∣ ≤ ε, ha x ∈ X \K. Az �sszes, X-et K-ba

k�pez�, folytonos, v�gtelenben elt�n� f�ggv�nyek halmaz t jel�lje C
0,K(X). Az �sszes,

X-et K-ba k�pez� folytonos, kompakt tart¢j£ f�ggv�nyek halmaz t jel�lje KK(X).

11.3.17. T�tel. Legyen X lok lisan kompakt Hausdor�-t�r. Ekkor C
0,K(X) Ba-

nah-algebra, KK(X) pedig s�r� norm lt r�szalgebr ja C
0,K(X)-nek K felett a f�ggv�nyek

pontonk�nti �sszead s val, szorz s val �s skal rszorz s val, valamint a ‖ ‖u norm val.

Bizony¡t s. C
0,K(X) teljess�g�t £gy mutathatjuk meg, hogy bel tjuk, z rt altere

CK(X)-nek. Az, hogy KK(X) s�r�, a 11.2.14. t�tel seg¡ts�g�vel bizony¡that¢. Minden

sz�ks�ges l�p�s k�nnyen kital lhat¢, ez�rt nem r�szletezz�k a bizony¡t st.

Mindig, hasak kifejezetten m st nem mondunk, a fenti t�telben szerepl� m�vele-

tekkel �s norm val ell tva haszn ljuk a C
0,K(X) �s KK(X) tereket.

11.3.18. De�n¡i¢. A korl tos, a folytonos, a v�gtelenben elt�n� �s a kompakt

tart¢j£ f�ggv�nyek ter�t egy Y norm lt t�rbeli �rt�k� f�ggv�nyekre is �rtelmezhetj�k. A

megfelel� jel�l�sek: BY (X), CY (X), C
0,Y (X) �s KY (X) vagy r�viden B, C, C

0

�s K. Ha
Y teljes, akkor a B, C �s C

0

terek Banah-terek. Mivel a szorz s nins �rtelmezve, nem

kapunk algebr t.

11.3.19. T�tel. Legyenek X �s Y norm lt terek K felett. Egy A : X → Y line ris

oper tor pontosan akkor folytonos, ha az al bbi �rt�k v�ges:

(1) ‖A‖ = sup

{

‖A(x)‖ : x ∈ X, ‖x‖ ≤ 1

}

.

Bizony¡t s. Ha A folytonos a 0-ban, akkor egy adott ε > 0-hoz van olyan δ > 0,

hogy ‖x‖ ≤ δ eset�n
∥

∥A(x)
∥

∥ ≤ ε. Ha most ‖x‖ ≤ 1, akkor ‖δx‖ ≤ δ, ¡gy
∥

∥A(δx)
∥

∥ ≤ ε,

azaz

∥

∥A(x)
∥

∥≤ ε/δ.

Megford¡tva, ha A korl tos X egys�gg�mbj�n, azaz ‖x‖ ≤ 1 eset�n

∥

∥A(x)
∥

∥ < K,

akkor ε > 0-ra ‖x− y‖ ≤ ε/K eset�n

∥

∥A(x) −A(y)
∥

∥

=

∥

∥A(x − y)
∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

ε

K
A

(

K(x− y)

ε

)∥

∥

∥

∥

≤ ε

K
K = ε.

Megjegyezz�k, hogy haX v�ges dimenzi¢s, akkor minden line ris oper tor folytonos.
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11.3.20. De�n¡i¢. Legyenek X �s Y norm lt terek K felett. Ha egy A : X → Y
line ris lek�pez�s folytonos, akkor folytonos line ris oper torr¢l vagy korl tos line ris

oper torr¢l besz�l�nk. Ha Y = K, akkor folytonos line ris funkion lt vagy korl tos

line ris funkion lt mondunk. Az �sszes, X-et Y -ba k�pez� folytonos line ris oper torok
halmaz t BL(X,Y )-nal jel�lj�k, de BL(X,X) helyett sak BL(X)-et, BL(X,K) helyett
pedig X∗

-ot ¡runk; X∗
-ot az X konjug lt ter�nek vagy du lis ter�nek nevezz�k.

11.3.21. T�tel. Legyenek X �s Y norm lt terek K felett. A BL(X,Y ) t�r a

f�ggv�nyek pontonk�nti �sszead s val �s skal rszorz s val, valamint a 11.3.19.(1)-ben

szerepl� f�ggv�nnyel mint norm val, norm lt t�r K felett. Ha Y Banah-t�r, akkor

BL(X,Y ) is Banah-t�r, ¡gy X∗
Banah-t�r, BL(X) pedig a f�ggv�nyek egym s ut ni

v�grehajt s val mint szorz ssal, norm lt algebra, �s ha X Banah-t�r, akkor Banah-

algebra.

Bizony¡t s. Egyetlen l�p�s sem k¡v n k�l�n�sebb �tletet, ¡gy a bizony¡t st az ol-

vas¢ra b¡zzuk.

A fenti t�telben szerepl� tereket, hasak kifejezetten m st nem mondunk, mindig a

fenti t�telben szerepl� m�veletekkel �s norm val ell tva haszn ljuk.

11.3.22. De�n¡i¢. Legyen H line ris t�r K felett, �s legyen adott egy (x, y) 7→
〈x, y〉 lek�pez�se H ×H-nak K-ba £gy, hogy minden x, y, z ∈ H-ra �s α ∈ K-ra

(1) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;
(2) 〈αx, y〉 = α〈x, y〉;
(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;
(4) 〈x, x〉 ≥ 0;

(5) ha 〈x, x〉 = 0, akkor x = 0.

Ekkor H-t bels� szorzat t�rnek nevezz�k K felett. Az x �s y elemek 〈x, y〉 bels� szor-

zat nak jel�l�s�re az (x, y), x • y, 〈x, y〉, (x|y) jelek is haszn latosak. (1), (2) �s (3)-b¢l

a bels� szorz s addit¡v a m sodik v ltoz¢ban is, �s onnan a skal r konjug ltja emelhet�

ki.

11.3.23. T�tel. Ha H bels� szorzat t�r K felett, akkor az ‖x‖ =
√

〈x, x〉 jel�l�ssel
(1)

∣

∣〈x, y〉
∣

∣ ≤ ‖x‖‖y‖ minden x, y ∈ H-ra

(Cauhy{Shwarz{Bunyakovszkij-egyenl�tlens�g) �s a ‖ ‖ f�ggv�nnyel H norm lt t�r K

felett.

Bizony¡t s.

0 ≤ ‖x− αy‖2 = ‖x‖2 − α〈x, y〉 − α〈y, x〉 + |α|2‖y‖2,

amib�l ha ‖x‖ = 0 �s ‖y‖ = 0, akkor α = 〈x, y〉 helyettes¡t�ssel 〈x, y〉 = 0. Ha ez nem  ll

fenn, mondjuk ‖y‖ 6= 0, akkor α = 〈x, y〉/‖y‖2 helyettes¡t�ssel

0 ≤ ‖x‖2 −
∣

∣〈x, y〉
∣

∣

2

‖y‖2 ,
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teh t ad¢dik (1). Ebb�l

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2

= ‖x‖2 + 2ℜ〈x, y〉+ ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖‖y‖+ ‖y‖2 =
(

‖x‖+ ‖y‖
)

2

,

amib�l ad¢dik a h romsz�g-egyenl�tlens�g. Minden m s trivi lis.

11.3.24. Megjegyz�s. Vegy�k �szre, hogy az el�z� t�tel  ll¡t sainak bizony¡t sakor

sak annak igazol s hoz kellett kihaszn lnunk a de�n¡i¢ (5) felt�tel�t, hogy ‖x‖ = 0

eset�n x = 0. Ebb�l k�vetkezik, hogy ha az (x, y) 7→ 〈x, y〉 lek�pez�s (5)-nek nem tesz

eleget, akkor x 7→ ‖x‖ nem norma, de v�ges f�lnorma. �gy ‖x− y‖ = 0 eset�n az x �s y
elemeket ekvivalensnek tekintve, az ekvivaleniaoszt lyok tere lesz bels� szorzat t�r.

11.3.25. De�n¡i¢. A H bels� szorzat teret Hilbert-t�rnek nevezz�k, ha (mint

norm lt t�r) teljes. A legegyszer�bb p�ld k Hilbert-terekre az 〈x, y〉 =∑n
j=1 xjyj bels�

szorzattal Rn
az R felett �s Cn

a C felett.

11.3.26. T�tel. Legyen H Hilbert-t�r, �s C z rt, konvex r�szhalmaza H-nak.

Ekkor minden a ∈ H-hoz l�tezik pontosan egy olyan c ∈ C, amelyre ‖a− c‖ = dist(a, C).

Bizony¡t s. Legyen d = dist(a, C) �s legyen xn, n = 1, 2, . . . egy olyan C-beli
sorozat, amelyre limn→∞ ‖a − xn‖ = d. Legyen ε ≥ 0, y, z ∈ C �s tegy�k fel, hogy

‖a− y‖2 ≤ d2 + ε2, ‖a− z‖2 ≤ d2 + ε2. Ekkor (y + z)/2 ∈ C �s

d2 + ε2 ≥ ‖y − a‖2 + ‖z − a‖2
2

=

‖y + z − 2a‖2 + ‖y − z‖2
4

≥ d2 +
‖y − z‖2

4

,

amib�l ‖y− z‖ ≤ 2ε. Ebb�l az egyenl�tlens�gb�l kapjuk, hogy xn Cauhy-sorozat. Most

legyen c = limn→∞ xn. Az egy�rtelm�s�g ugyansak a fenti egyenl�tlens�gb�l k�vetkezik.

11.3.27. De�n¡i¢. Legyen H bels� szorzat t�r. Ha x, y ∈ H �s 〈x, y〉 = 0, akkor

azt mondjuk, hogy x �s y ortogon lisak. Jel�l�se: x ⊥ y. Az M,N ⊂ H halmazokat

ortogon lisaknak nevezz�k, ha x ⊥ y minden x ∈ M , y ∈ N -re. Jel�l�se: M ⊥ N .

Egy M ⊂ H halmaz ortogon lis komplementer�n a H �sszes olyan elemeinek halmaz t

�rtj�k, amelyek ortogon lisakM minden elem�re. Jel�l�se: M⊥
.

11.3.28. Ortogon lis felbont si t�tel. Legyen H egy Hilbert-t�r �sM egy z rt

line ris altere H-nak. Ekkor minden x ∈ H egy�rtelm�en fel¡rhat¢ x = y + z alakban,

ahol y ∈M �s z ∈M⊥
.

Bizony¡t s. Az el�z� t�tel szerint l�tezik x-et legjobban approxim l¢ y ∈ M . Le-

gyen d = ‖x−y‖. Megmutatjuk, hogy x = y+(x−y) a keresett felbont s, azaz z = x−y
ortogon lis M -re. Legyen u 6= 0 az M tetsz�leges eleme, akkor

d2 = ‖x− y‖2 ≤ ‖x− y + αu‖2 = ‖z + αu‖2

= 〈z + αu, z + αu〉 = d2 + α〈u, z〉+ α
(

〈z, u〉+ α‖u‖2
)

.
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V lasszuk α-t £gy, hogy a z r¢jelben l�v� kifejez�s elt�nj�n, azaz legyen

α = −〈z, u〉
‖u‖2 .

Ekkor d2 ≤ d2 −
∣

∣〈z, u〉
∣

∣

2

/‖u‖2 ad¢dik, ami sak 〈z, u〉 = 0 eset�n lehets�ges.

A felbont s egy�rtelm�, ha ugyanis x = y + z = y′ + z′, (y, y′ ∈ M, z, z′ ∈ M⊥
),

akkorM ∋ y−y′ = z′−z ∈M⊥
, de az egyenl�s�g k�t oldal n  ll¢ vektorok ortogon lisak,

¡gy

0 = 〈y − y′, z′ − z〉 = 〈y − y′, y − y′〉 = ‖y − y′‖2,
amib�l y = y′, z = z′.

11.3.29. Riesz reprezent i¢s t�tele. Legyen H Hilbert-t�r �s f egy folytonos

line ris funkion l H-n. Ekkor l�tezik pontosan egy v ∈ H , amelyre f(x) = 〈x, v〉
b rmely x ∈ H-ra.

Bizony¡t s. Legyen N az f nulltere, azaz N =

{

x : x ∈ H, f(x) = 0

}

. Az N z rt

line ris altere H-nak. Ha N = H , akkor v = 0 v laszthat¢. Ha N 6= H , akkorN⊥ 6= {0}.
Legyen u egy nem nulla eleme N⊥

-nek. Ekkor b rmely x ∈ H eset�n f(x)u−f(u)x ∈ N ,

mert

f
(

f(x)u − f(u)x
)

= f(x)f(u)− f(u)f(x) = 0.

�gy

0 =

〈

f(x)u− f(u)x, u
〉

= f(x)‖u‖2 − f(u)〈x, u〉,

ahonnan f(x)-et kifejezve, v = f(u)u/‖u‖2 jel�l�ssel kapjuk az  ll¡t st.

Az egy�rtelm�s�ghez, ha f(x) = 〈x, v〉 = 〈x, v′〉, akkor 〈x, v − v′〉 = 0 minden�tt,

amib�l x = v − v′ helyettes¡t�ssel v = v′.

11.3.30. De�n¡i¢. Legyenek H �s K Hilbert-terek K felett. Egy A : H → K
folytonos line ris oper tor adjung ltj n azt az A∗

: K → H lek�pez�st �rtj�k, amelyre

〈

A(x), y
〉

=

〈

x,A∗
(y)
〉

minden x ∈ H , y ∈ K-ra.

Az el�z� t�tel szerint ez az �sszef�gg�s egy�rtelm�en de�ni lja A∗
-ot minden y ∈ K-ra.

Ha H = K �s A∗
= A, akkor A-t �nadjung ltnak nevezz�k.

K�nny� kisz molni, hogy A∗
folytonos line ris lek�pez�se K-nak H-ba, (A∗

)

∗
= A

�s ‖A∗‖ = ‖A‖. Ha L egy harmadik Hilbert-t�r K felett, �s B : K → L is folytonos

line ris oper tor, akkor (B ◦A)∗ = A∗ ◦B∗
. Ebb�l k�vetkezik, hogy b rmely A-ra A∗ ◦A

�s A ◦A∗
�nadjung lt oper torok H-n, illetve K-n.

* 11.3.31. De�n¡i¢. Legyenek H �s K Hilbert-terek K felett. Egy A : H → K
folytonos line ris lek�pez�st ortogon lis injeki¢nak nevez�nk, ha

〈

A(x), A(y)
〉

= 〈x, y〉 minden x, y ∈ H-ra.

Nem neh�z bel tni, hogy A akkor �s sakis akkor ortogon lis injeki¢, ha A∗ ◦ A az

identikus lek�pez�se H-nak �nmag ra.
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* 11.3.32. T�tel. Legyenek H �s K v�ges dimenzi¢s Hilbert-terek R felett, �s A :

H → K egy line ris lek�pez�s. Ha dim(H) ≤ dim(K), akkor l�tezik egy B : H → H
�nadjung lt oper tor �s egy C : H → K ortogon lis injeki¢ £gy, hogy C ◦B = A.

Bizony¡t s. Legyen S(x, y) =
〈

A(x), A(y)
〉

, ha x, y ∈ H �s v lasszunk olyan

e
1

, e
2

, . . . , em

ortonorm lt b zist H-ban, amelyre az S szimmetrikus biline ris forma diagon lis alak£,

azaz S(ej, ei) = 0, ha i 6= j. Legyen B(ei) =
∥

∥A(ei)
∥

∥ei, ha 1 ≤ i ≤ m, �s v lasszuk

£gy C-t, hogy C(ei) = A(ei)
/∥

∥A(ei)
∥

∥

teljes�lj�n, ha A(ei) 6= 0, azon H-beli vektorok

alter�t pedig, amelyeket A a null ba visz  t, C izometrikusan k�pezze le az A k�pter�re

ortogon lis K-beli vektorok alter�be.

* 11.3.33. Lemma. Legyenek H �s K v�ges dimenzi¢s Hilbert-terek R felett £gy,

hogy dim(H) ≤ dim(K), legyen A : H → K egy line ris lek�pez�s, �s C ◦ B az el�z�

t�telben szerepl� felbont sa A-nak. Ekkor a H t�r b rmely e
1

, e
2

, . . . , em ortonorm lt

b zis ra

0 ≤
∣

∣

det(B)
∣

∣

2

= det(B∗ ◦B) = det(A∗ ◦A) ≤
m
∏

i=1

∥

∥A(ei)
∥

∥

2

,

�s az els� egyenl�tlens�gben egyenl�s�g sak akkor  ll fenn, ha A nem k�ls�n�sen egy�r-

telm�.

Bizony¡t s. Vegy�k �szre, hogy A∗ ◦A = B∗ ◦B, mivel

(1)

〈

x,A∗
(

A(y)
)〉

=

〈

A(x), A(y)
〉

=

〈

B(x), B(y)
〉

=

〈

x,B∗
(

B(y)
)〉

minden x, y ∈ H-ra. Mivel B �nadjung lt,

det(A∗ ◦A) = det(B∗ ◦B) = det(B ◦B) =
∣

∣

det(B)
∣

∣

2 ≥ 0.

Az (1)-beli els� egyenl�s�gb�l az is k�vetkezik, hogy A(y) = 0 akkor �s sak akkor, ha

A∗
(

A(y)
)

= 0.

Legyen most vi = B(ei), �s bontsuk fel vi-t vi = ui + wi alakban, ahol ui a

v
1

, v
2

, . . . , vi−1

vektorok line ris kombin i¢ja, wi pedig ortogon lis v
1

, v
2

, . . . , vi−1

-re.

Ekkor

det(v
1

, v
2

, . . . , vi−1

, vi, wi+1, . . . , wm) = det(v
1

, v
2

, . . . , vi−1

, wi, wi+1, . . . , wm)

+ det(v
1

, v
2

, . . . , vi−1

, ui, wi+1, . . . , wm).

Mivel a jobb oldali �sszeg m sodik tagja nulla, induki¢val azt kapjuk, hogy

∣

∣

det(B)
∣

∣

= det(v
1

, v
2

, . . . , vm) = det(w
1

, w
2

, . . . , wm) =

m
∏

i=1

‖wi‖ ≤
m
∏

i=1

‖vi‖.

* 11.3.34. Feladat [9℄. Ha egy X norm lt t�rben ‖x + y‖ = ‖x‖ + ‖y‖ eset�n van

olyan c ≥ 0, hogy x = cy vagy y = cx, akkor a norm lt teret szigor£an norm ltnak

nevezz�k. Igazoljuk, hogy egy X norm lt t�rre az al bbi  ll¡t sok ekvivalensek:
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(1) X szigor£an norm lt;

(2) x, y ∈ X , ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x 6= y eset�n
∥

∥

(x+ y)/2
∥

∥ < 1;

(3) x, y ∈ X , ‖x‖ = ‖y‖ = 1, x 6= y, 0 < α < 1 eset�n

∥

∥αx+ (1− α)y
∥

∥ < 1.

* 11.3.35. Feladat [5℄. Legyen X szigor£an norm lt t�r, K ⊂ X konvex halmaz.

Bizony¡tsuk be, hogy minden x ∈ X-hez legfeljebb egy olyan y ∈ K l�tezik, amelyre

‖x− y‖ = d(x,K).
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fels� Riemann-integr l [40℄ 130

fels� Riemann-�sszeg [40℄ 129

felsz¡n 7, 14, 38, 130, 140, 142

felsz¡nk�plet 130, 137, 139, 140

fel�let 141

fel�leti integr l 130, 139, 141

fel�lr�l korl tos [13℄ 59
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� 160

�nom 110, 111, 127

Fisher, Ernst (1875{1959) 65

�zikai jelent�s 110, 141

f(A) [13℄ 42

f ′
[40℄ 111, [40℄ 221

f−1
[13℄ 44

f−1
(A) [13℄ 42

f ◦ g → ◦
�f → �

f |A [13℄ 37

f−
58

‖f‖p → ‖ ‖p
f+ 58

^f → ^

f(x) [13℄ 42

f : x 7→ y [13℄ 36

f : X → Y [13℄ 36

Fσ 30, 161, 163

folytonos 11, 24, 30, 32, 33, 44, 46, 52,

68, 70, 71, 72, 99, 104, 107, 109, 117,

120, 121, 125, 126, 137, 149, 150,

158, 160, 161, 163, 164, 166, 168,

170, 172, 173, 175, 177

folytonosan di�ereni lhat¢ 150, 151

folytonos, egyenletesen [40℄ 99

folytonos line ris funkion l 83, 100,

101, 178, 180

folytonos line ris oper tor 144, 177, 178,

180

folytonoss gi pont 31, 71, 105, 125

Fomin, Szergej Vasziljevis 184

forr sintenzit s 141

Fourier [furi�℄, Jean-Baptist Joseph de

(1768{1830) 8, 156

Fourier-transzform i¢ 143, 149, 150,

153, 154, 156, 157

Fourier-transzform lt 149, 153, 156

F (P, f) [40℄ 129, 70

frakt l 40

Fridli S ndor 9

Fried Ervin 9, 183

Fubini, Guido (1879{1943) 73, 120

Fubini-t�tel 73, 76, 77, 79, 98, 99, 121,

123, 131, 134, 140, 145, 150, 151,

152, 154, 155

Fubini t�tele monoton f�ggv�nyekr�l

120

f�ggv�ny [13℄ 36, 116, 125, 126, 133,

143, 144

f�ggv�ny, Borel- 44

f�ggv�nyegyenlet 149

f�ggv�ny, karakterisztikus [13℄ 38

f�ggv�ny, m�rhet� 44

f�ggv�ny, normaliz lt 31

f�ggv�nysor 172

f�ggv�nysorozat 172

f�ggv�nyt�r 173

funkion lanal¡zis 8, 158

gammaf�ggv�ny [40℄ 201, 37

��

�

[40℄ 201, 37, 40, 80

Gauss{Green-t�tel 141

Gauss, Karl Friedrih (1777{1855) 141

Gauss{Osztrogradszkij-t�tel 130, 141

Gelbaum, Bernard R. 183

gener lt σ-algebra 20, 81

geometria 8, 37, 38, 140

Gihman, Joszif Iljis 183

Gil nyi Attila 9

Gδ 22, 33, 38, 161, 163

g�mb 67, 80, 111, 142

g�mbfel�let 159

g�mb t�rfogata 37

g�rbe alatti ter�let 76

g�rbe menti integr l 130, 139

Green [grin℄, Georg (1793{1841) 141

Gvisiani, Alekszej Dzsermenovis 184

gyorsan s�kken� 148

Haar Alfr�d (1885{1933) 8, 41

Haar-f�le h nyados 41

Haar-m�rt�k 41, 98, 99

Hahn-f�le felbont s 88

Hahn-f�le felbont si t�tel 90

Hahn, Hans (1879{1934) 90

halmaz [13℄ 13

halmaz feletti integr l 55, 58, 61, 63, 88

halmazf�ggv�ny 7, 14, 33, 73, 76, 85,

124

halmazf�ggv�nyhez tartoz¢ k�ls� m�rt�k

17
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{

x ∈ A : S(x)

}

[13℄ 17

halmaz k�pe [13℄ 42

halmaz m�rt�ke → m�rt�k

halmazok egyenl�s�ge [13℄ 14

halmazok k�l�nbs�ge [13℄ 26, 12

halmazok t vols ga 20, 38, 160

Halmos P l R. 9, 85, 172, 183

h l¢, ε- 169

h romsz�g-egyenl�tlens�g 172

hasonl¢s g 40

hat r 141, 160

hat r�rt�k [40℄ 57, 52, 54, 62, 67, 72,

151, 172

hat r�rt�k, bal oldali [40℄ 103

hat r�rt�k, jobb oldali [40℄ 103

∂ 160

Hausdor�-soport 41, 168

Hausdor�-dimenzi¢ 40

Hausdor�, Felix (1868{1942) 37, 163,

170

Hausdor� k�ls� m�rt�k 37, 140

Hausdor�-m�rt�k 37, 40, 68, 130, 132

Hausdor�-t vols g 132, 170

Hausdor�-t�r 22, 23, 163, 166

Hausdor� topologikus soport 169

Heaviside-f�ggv�ny 33

Heaviside [hevisz jd℄, Oliver (1850{1925)

33

Heine, Eduard Heinrih (1821{1882) 166

helyettes¡t�s 121, 125, 126

helyettes¡t�ses integr l s 121, 126, 127,

139

Hewitt, Edvin 183, 184

Hilbert, David (1862{1943) 179

Hilbert-t�r 67, 168, 179, 180, 181

Hille, Einar 184

Hm
37

H�lder-egyenl�tlens�g 65, 68, 92, 93, 145

H�lder-folytonos 40

H�lder-konstans 40

H�lder, Otto (1859{1937) 65

homeomorf 160, 162, 176

homeomor�zmus 125, 160, 166, 168

homogenit s 58

homomor�zmus [9℄ 28, 149

hossz [40℄ 26, 25

| | [40℄ 26

hossz£s g 7

I 62

ℑ [40℄ 24

indiszkr�t topologikus t�r 160

inf [40℄ 14, 48

in�mum → als¢ hat r

integr l 7, 8, 54, 58, 61, 63, 69, 72, 76,

83, 109, 110, 121, 122, 123, 124, 125,

126, 127, 138, 139, 140, 142, 144, 154

integr l abszol£t folytonoss ga 60

integr l s 123, 143

integr l, halmaz felett 55, 58, 61, 63, 88

integr lhat¢ 58, 59, 60, 61, 62, 63, 65,

85, 88, 89, 91, 115, 122, 144, 147,

148, 150, 151

∫

[40℄ 130, 54, 58, 61, 63

∫

A
55, 58, 60, 61, 88

∫ b

a
69

∫

−
[40℄ 130

∫ −
[40℄ 130

∫

f dg [40℄ 130

integr lk�zel¡t� �sszeg 55

integr ltranszform i¢ 143, 144

integr ltranszform i¢s formula 130,

139, 140

integr l tulajdons gai 63

intervallum [40℄ 41, 23, 25, 31, 33, 34,

36, 68, 69, 117, 124, 141, 161, 175

invari ns m�rt�k 41

inverz 168

inverzi¢s t�tel 152, 153

inverz rel i¢ [13℄ 44

ir ny¡t s 127

irraion lis 30, 163

¡vhossz 7, 38, 130, 140, 142

izodiametrikus egyenl�tlens�g 132

izol lt pont 160

izometria 140

izometrikus 39, 102, 153, 181

izometrikusan izomorf be gyaz s 155

izomorf 102, 150
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J 78, 79, 136, 137, 138, 139, 140

Jaobi-determin ns [40℄ 243, 136

J rai Zolt�an 9

Jegorov, Dmitrij Fjodorovis (1869{1931)

49

Jegorov t�tele 49, 50

jobb Haar-m�rt�k 41, 99

jobb invari ns 41

jobb oldali hat r�rt�k [40℄ 103, 105

jobbr¢l folytonos 105, 121

j¢l v g kett� 15

Jordan [zsord

"

7E a℄, Camille (1838{1922)

7, 88, 104, 105

Jordan-felbont s 88, 89, 91, 104, 105,

106, 107, 108, 118

Jordan felbont si t�tele 104

K 172

karakter 149, 156

karakterisztikus f�ggv�ny [13℄ 38, 62,

69, 109, 125, 128, 129, 140

Kelley, John L. 184

k�pzetes r�sz [40℄ 24, 86

χm
37, 38, 39, 40, 132

χm
δ 37

Kingman, John Frank Charles 184

Kirillov, Alekszander Alekszandrovis

184

K 66, 100, 106, 177

< [13℄ 57, 33, 124

≤ [13℄ 57, 33

kiterjeszt�s [13℄ 37, 17, 33, 47, 175, 177

kitev� 40

kiv laszt si axi¢ma [13℄ 61, 28

klasszikus anal¡zis 172

Kluv nek, Igor 184

Knowles, Greg 184

kofelsz¡nk�plet 130, 140

k�ls�n�sen egy�rtelm� 126, 127, 136,

138, 139, 153, 160, 166, 181

Kolmogorov, Andrej Nyikolajevis (1903{

1987) 8, 184

kommutat¡v 145, 168

kommutat¡v Banah-algebra 145, 155

kommutat¡v soport [9℄ 95

kompakt 22, 23, 27, 40, 41, 46, 67, 111,

115, 166, 167, 168, 169, 170, 173,

175, 177

kompakt Hausdor�-t�r 167

kompakt konvex halmaz 131, 132

kompakt r�szhalmaz 166

kompakt tart¢j£ 147, 166, 177

kompakt tart¢j£ folytonos 67, 167, 177

komplex 175

komplex egys�gk�r 161

komplex �rt�k� 61, 62, 121

komplex m�rt�k 85, 86, 88, 89, 90, 91,

93, 100, 101, 102, 121

komplex m�rt�k, abszol£t folytonos 89,

91

komplex m�rt�kek szorzata 91

komplex m�rt�k, szingul ris 89

komplex m�rt�k, teljes 89

komplex Radon-m�rt�k 89, 102, 154,

155

komplex sz m [40℄ 22

kompoz¡i¢ [13℄ 44, 160

kondenz i¢s pont 29, 160

konjug lt [40℄ 24

konjug lt line ris 178

konjug lt t�r 102, 178

konstans 37

konstans f�ggv�ny 173

konstansszoros 102

kontinuum 24, 27, 28, 40

kontraki¢ 40

konverg l 51

konvergenia, egyenletes 173

konvergeniat�tel 43

konvergens 58, 66, 67

konvergens r�szsorozat 50, 169

konvex 24, 64, 65, 68, 81, 170, 179, 182

konvex burok 132, 170

konvol£i¢ 143, 144, 145, 154, 155

koordin ta 140, 141

koordin taf�ggv�ny 44, 61

◦
160

◦ [13℄ 44, 44

korl tos 61, 109, 111, 126, 130, 141, 148,

166, 177

korl tos, fel�lr�l [13℄ 59

korl tos folytonos f�ggv�nyek tere 173
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korl tos f�ggv�ny 69, 70, 72, 92, 93

korl tos f�ggv�nyek tere 173

korl tos line ris funkion l 92, 94, 103,

106, 119, 178

korl tos line ris oper tor 178

korl tos v ltoz s£ 103, 109, 119, 121

k�rnyezet 22, 30, 146, 160, 161, 168, 169

k�zel¡t� egys�g 145, 146, 147, 148

Kroneker-delta 76

Kroneker, Leopold (1823{1891) 76

ξA [13℄ 38

k�l�nbs�g, halmazok� [13℄ 26, 12

\ [13℄ 26

k�ls� m�rt�k 14, 15, 17, 18, 19, 20, 31,

34, 37, 73, 75, 76, 95

k�ls� m�rt�kb�l sz rmaz¢ m�rt�k 15

k�ls� m�rt�k, halmazf�ggv�nyhez tartoz¢

17

k�ls� m�rt�k, regul ris 19

k�ls� m�rt�kre n�zve m�rhet� 15

k�ls� norm lis 141

k�ls� regularit s 22

Lazkovih Mikl¢s 9, 40, 85, 184

λ 25, 26, 27, 38

λg 31, 33, 98, 106, 107, 117

λn
g 34, 35

λn
77, 79, 80, 81, 132

l n [13℄ 57

l nszab ly 85

Lebesgue-felbont s 84, 114

Lebesgue felbont si t�tele 82, 84, 85

Lebesgue-f�le szingul ris f�ggv�ny 120

Lebesgue [l�beg℄, Henry Leon (1875{

1941) 8, 50, 54, 59, 63, 69, 70, 76,

82, 84, 89, 106, 116, 117, 120, 149

Lebesgue-integr l 54, 69, 72, 76, 80,

122, 126, 145

Lebesgue-integr lhat¢ 70, 72, 120

Lebesgue-krit�rium 54, 69, 106

Lebesgue k�ls� m�rt�k 25

Lebesgue k�ls� m�rt�k, n-dimenzi¢s 77

Lebesgue major lt konvergenia t�tele

59, 61, 63, 66, 71, 73, 90, 91, 93, 148,

151, 153, 155

Lebesgue-m�rhet� 25, 26, 27, 30, 81, 126

Lebesgue-m�rhet� f�ggv�ny 144

Lebesgue-m�rhet� halmaz, n-dimenzi¢s

77

Lebesgue-m�rt�k 9, 25, 26, 27, 31, 54,

68, 69, 76, 82, 111, 120, 124, 130,

144, 145

Lebesgue-m�rt�k, n-dimenzi¢s 35, 37, 77

Lebesgue-m�rt�k, normaliz lt 144

Lebesgue-pont 116

Lebesgue{Radon{Nikodym-t�tel 82, 89,

101

Lebesgue{Stieltjes-integr l 69, 71, 108,

121, 123, 124, 125

Lebesgue{Stieltjes k�ls� m�rt�k 31

Lebesgue{Stieltjes k�ls� m�rt�k, n-dimen-

zi¢s 34

Lebesgue{Stieltjes-m�rt�k 31, 33, 69,

106, 117, 118, 120

Lebesgue{Stieltjes-m�rt�k, n-dimenzi¢s

34, 35

Lebesgue-s�r�s�g 116, 141

Lebesgue s�r�s�gi t�tele 116

Lebesgue t�tele 50

Lebesgue t�tele monoton f�ggv�ny deri-

v ltj r¢l 117

lefed�s 111, 166

lefed�si rel i¢ 110, 111, 128, 133

Leibniz, Gottfried Wilhelm (1646{1716)

9, 118, 122

Leibniz-szab ly 122

l�tezik a hat r�rt�k 58

l�tezik az integr l 58, 60, 73

Levi [l�vi℄, Beppo (1875{1961) 57

Levi t�tele 57, 58, 60, 62, 66, 75, 83, 84,

88, 124, 139

lez rt 160

L'Hospital-szab ly [40℄ 117, [40℄ 121,

145

lim [40℄ 57

limt↑x [40℄ 103

limt↓x [40℄ 103

lim inf [40℄ 65, 48, 56

lim sup [40℄ 65, 48

line ris 178

line ris algebra 172

line ris alt�r 172, 173

line risan rendezett 160

line ris funkion l 95, 103, 172
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line ris homeomor�zmus 168

line ris izometria 153

line ris kombin i¢ 156

line ris lek�pez�s 136, 137, 138, 140,

149, 178, 181

line ris oper tor 172, 177

line ris t�r [14℄ 13, 170, 172, 178

line ris transzform i¢ 79

line ris transzform i¢ nyoma [14℄ 107

linearit s 63

Lip 136, 161

Lipshitz-f�ggv�ny 9, 39, 68, 117, 119,

128, 134, 138, 140, 141, 161, 162

Lipshitz-konstans 161

Lipshitz [lipsi℄, Rudolf Otto Sigismund

(1832{1903) 9, 161

L 25, 81

Lg 31

Ln
g 34

Ln
77

l

p
67, 68

l

∞
67

L1 68, 94, 101, 119, 145, 149, 150, 151,

152, 153, 154, 155, 156

L2 67, 83, 153

L0 49, 52, 67, 69

Lp
54, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 92, 144,

145, 146, 147, 148, 156

L∞
68

logikai f�ggv�ny 43

lok lis 110

lok lisan kompakt 24, 47, 66, 95, 98, 99,

100, 102, 166, 167, 168, 177

lok lisan kompakt soport 41

lok lisan Lipshitz 9, 133, 134, 136, 137,

139, 140, 161

Losonzi L szl¢ 184

Luzin, Nyikol j Nyikolajevis (1883{

1950) 46

Luzin-t�tel 46, 135

M 102, 106, 107, 154, 155, 156, 157

magf�ggv�ny 143, 144

Magyar Zolt n 184

majdnem minden 55, 66, 68, 70, 115,

116, 120, 122, 141

majdnem minden�tt 43, 44, 49, 52, 55,

58, 63, 64, 65, 69, 71, 72, 82, 84, 85,

89, 117, 118, 119, 145, 152, 153

majdnem minden�tt di�ereni lhat¢

126, 133, 134

majdnem minden�tt konverg l 48, 49,

50, 52, 53

major ns krit�rium 58, 63, 64

m sodik kateg¢ri j£ 30, 160, 163

max [13℄ 59

maxim lis [13℄ 59, 111

maximum [13℄ 59, 173

� 144, 153

megsz ml lhat¢ 8, 9, 12, 13, 14, 20, 24,

27, 57, 105, 111, 115, 137, 160, 161,

162, 163, 165, 166, 170

megsz ml lhat¢ b zis 46, 51, 68, 77,

165, 168

megsz ml lhat¢ b zis£ 24, 44, 47, 165,

166

megszor¡t s [13℄ 37

m�rhet� 12, 15, 17, 18, 20, 22, 31, 34,

38, 44, 46, 52, 63, 78, 126, 134, 137,

140

m�rhet� f�ggv�ny 44, 45, 46, 47, 48, 49,

50, 51, 52, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 62,

63, 64, 65, 67, 68, 76, 82, 90, 92, 94,

115, 124, 139, 140

m�rhet� halmaz 12, 13, 20, 22, 33, 60,

73, 76, 86, 116, 126, 136

m�rhet�, k�ls� m�rt�kre n�zve 15

m�rhet� t�r 12, 43, 44, 45, 48, 51, 82,

85, 86, 88, 89, 90, 91

mer�leges 130

m�rt�k 7, 11, 12, 15, 18, 20, 21, 22, 33,

41, 54, 82, 84, 85, 124

m�rt�kben konverg l 49, 50, 52, 61

m�rt�kben konvergens 50, 58, 76

m�rt�kek szorzata 73, 75, 76, 98

m�rt�k, el�jeles 85

m�rt�k folytonoss ga 13, 49, 56, 77, 124,

125

m�rt�k, k�ls� m�rt�kb�l sz rmaz¢ 15

m�rt�k norm ja 102

m�rt�k, teljes 12
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m�rt�kt�r 11, 12, 13, 14, 19, 43, 50, 52,

54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 63, 64, 65,

68, 69, 73, 75, 76, 82, 85, 89, 92, 94

m�rt�kt�r altere 14, 55, 58, 61, 63

m�rt�kt�r b zisa 68

m�rt�kterek szorzata 35

m�rt�k term�szetes kiterjeszt�se 18

m�rt�kt�r, teljes 12

m�rt�kt�r term�szetes kiterjeszt�se 18

m�rt�kt�r, val¢sz¡n�s�gi 12

m�rt�kt�r, v�ges 12

m�rt�k, val¢sz¡n�s�gi 12

metrika [40℄ 41, 49, 161, 172

metrik b¢l sz rmaz¢ topol¢gia 159

metrikus t�r [40℄ 41, 8, 20, 37, 39, 40,

48, 52, 69, 159, 160, 161, 162, 163,

164, 169, 170, 172

metrikus t�r altere 161

metriz lhat¢ 159, 161, 162, 165, 168

metszet [13℄ 40, 12, 161, 163

∩ [13℄ 40

Mikol s Mikl¢s 184

min [13℄ 59

minim lis [13℄ 59, 104

minimum [13℄ 59, 173

Minkowski-egyenl�tlens�g 64, 65

Minkowski, Hermann (1864{1909) 64

−∞ 11

momentum 124

monom 148

monoton 103, 121

monoton s�kken� 52

monotonit s 13, 55

monoton line ris funkion l 95, 98, 101

monoton n�veked� 32, 36, 104, 109, 117,

120, 121, 124, 125, 146

monoton n�veked� f�ggv�ny 31, 33, 71,

98, 104, 106, 121

Morgan, Frank 184

multiindex 147, 148

multipliit s 126, 127

µn
75

m�velet 143, 168, 173, 177, 178

N [13℄ 45

Nahbin, Leopoldo 184

nagy¡t s 112

> [13℄ 57, 33

≥ [13℄ 57, 33

nagyon sima 147

nagy sz mok gyenge t�rv�nye 76

Natanson, Izidor Pavlovis 184

n-dimenzi¢s intervallum 33

n-dimenzi¢s Lebesgue k�ls� m�rt�k 77

n-dimenzi¢s Lebesgue-m�rhet� halmaz

77

n-dimenzi¢s Lebesgue-m�rt�k 35, 37, 77,

143

n-dimenzi¢s Lebesgue{Stieltjes k�ls� m�r-

t�k 34

n-dimenzi¢s Lebesgue{Stieltjes-m�rt�k

34, 35

negat¡v r�sz 54, 58

6= [13℄ 14

nem eleme [13℄ 18

/∈ [13℄ 18

nem m�rhet� 24, 28, 30

nemnegat¡v 7, 12, 14, 17, 34, 54, 55, 82,

115

nemnegat¡v f�ggv�ny 51, 62

Neveu, Jaques 184

Newton [nj£tn℄, Isaa (1643{1727) 9,

118

Newton{Leibniz-formula 118, 122

Ng 126, 127, 137

Nikodym, Otto (1888{1974) 82, 84, 89

n¡v¢halmaz 9, 44, 124

norma [40℄ 26, 65, 67, 68, 69, 92, 100,

106, 148, 172, 177, 178

‖ ‖ [40℄ 26, 92, 100, 102, 154, 172, 177,

178, 182

norm lis 141, 163, 164, 165, 167, 175

normaliz lt f�ggv�ny 31, 32, 105, 107

normaliz ltja 32

normaliz lt Lebesgue-m�rt�k 144

norm lt algebra 172, 177, 178

norm lt t�r 65, 69, 172, 173, 177, 178,

181, 182

norm lt t�rbeli �rt�k� 177

norma, uniform → uniform norma

n�vekv� sorozat konvergens 9
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ν 25

νg 31

νn
g 34

0 9, 55

nulla m�rt�k� 12, 27, 28, 43

nullsorozat 67

nullt�r 180

νm
37

νm
δ 37

ny¡lt 20, 22, 23, 27, 31, 35, 40, 41, 44,

67, 77, 95, 120, 125, 134, 136, 137,

139, 140, 141, 142, 145, 147, 148,

159, 160, 161, 162, 163, 164, 165,

166, 167, 168

ny¡lt g�mb 52, 159

ny¡lt halmazok strukt£rat�tele 32, 165

ny¡lt intervallum 29, 77, 125, 160, 165

nyom, line ris transzform i¢� [14℄ 107

Olmsted, John M. H. 183

ω 163

�nadjung lt 137, 180, 181

ortogon lis 131, 179

ortogon lis felbont si t�tel 179

ortogon lis injeki¢ 137, 180, 181

⊥ 179

ortogon lis komplementer 179

ortonorm lt b zis 181

�sk�p [13℄ 42

�sszeg, b�v¡tett val¢s sz mok� 11

�sszeg, komplex Radon-m�rt�kek� 102

�sszeg, sor� [40℄ 68

oszill i¢s f�ggv�ny 163

Osztrogradszkij, Mihail Vasziljevis (1801{
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