Programtervez6 matematikus

ANALIZIS

szigorlati tematika

. Halmazok, relaciék, fiiggvények

A halmaz fogalma, miiveletek halmazokkal. Rendezett par, Descartes-szorzat. Relacid, fiiggvény. Kép,
6skép. Invertalhaté leképezések. Osszetett fiiggvény. Algebrai miiveletek fiiggvényekkel. Rendezés, ek-
vivalencia. A valés szdmok axiomai. Peano-axiémak. Also és felsé hatar. Nevezetes egyenlétlenségek
(hdromszog-, Bernoulli-, szamtani-mértani-kézép-egyenlétlenség).

. Metrikus terek topolégiaja

Metrikus-, normalt-, euklideszi-terek. Példédk. Terek Descartes- szorzata. Kornyezet, belsé pont, nyilt
halmaz. Torl6ddsi pont, zart halmaz. Nyilt (zart) halmazok unidja, metszete. A Cauchy-Bunyakovszkif-
egyenl6tlenség. Osszefiiggs metrikus terek és halmazok. Kompaktsdg metrikus terekben. A korldtosség
és a zartsag szerepe. Kompaktsdg K™ -ben.

. Sorozatok

Konvergens sorozatok metrikus terekben. Részsorozat. Cauchy- kritérium, a teljesség fogalma. Banach-
tér, Hilbert-tér. Példak. A kompakt (zdrt) halmazok és a torlédasi pontok jellemzése sorozatokkal. Kon-
vergencia K" -ben, a koordindta-sorozatok szerepe. A Bolzano- Weierstrass-féle kivalasztasi tétel. Miive-
letek konvergens sorozatokkal. Monoton sorozatok. Konvergencia-kritériumok. A limsup, liminf fogalma
és kapcsolata a konvergenciaval. Egyenletes konvergencia.

. Végtelen sorok

A végtelen numerikus sor fogalma és konvergencidja. Cauchy-kritérium, a generdlé sorozat szerepe.
Pozitiv tagi sorok, abszolit konvergencia, 0sszehasonlité kritériumok. Atrendezések, sorok zardjele-
zése. Leibniztipusu sorok. Gyok- és hanyados- kritérium. Szamok p-adikus tort-el6allitasa. Miivele-
tek sorokkal. Sorok szorzésa (téglanyszorzat, Cauchy-szorzat, Mertens-tétel). A hatvénysor fogalma.
Cauchy-Hadamard- tétel. C)sszegﬁiggvény, példak (exp, sin, cos, sh, ch). Hatvdnysorok Gsszege, szorza-
ta, a kozéppont eltoldsa.

. Fliggvények hatarértéke és folytonossiga

Metrikus terek kozotti leképezések hatarértéke és folytonossaga. Ekvivalens definicidk. Atviteli elvek. A
folytonossag jellemzése nyilt halmazok segitségével. Egyenletes folytonossdg. Kompakt halmazon foly-
tonos fuggvények tulajdonsdgai: Heine-tétel, Weierstrass-tétel (széls6értékek), az inverz fiiggvény foly-
tonossdga. Osszefiiggd halmaz folytonos képe is 6sszefiiggs. Bolzano-tétel, Darboua-tulajdonsdg. Kont-
rakcid, fixpont-tétel. Vektor-vektor fliggvények hatdrértéke és folytonossaga. A koordinata-fliggvények
szerepe. Miiveletek és hatdrérték (folytonossdg). Hatvanysorok dsszegfiiggvényének a folytonossdga. Az
exponencialis-, logaritmus-, hatvany-fiiggvény értelmezése és folytonossaga. Jobb és bal oldali hatarérték
és folytonossag. Monoton fiiggvény hatarértéke. Szakaddsi helyek.

. Differencialhatésag 1.

Vektor-vektor fiiggvények derivalhatdsaga. Derivalhatésag és folytonossag. Miiveletek differencialha-
t6 fiiggvényekkel. Az Gsszetett fiiggvény derivaltja. A koordindta-fiiggvények szerepe, Jacobi-métrix,
gradiens, parcialis derivéalt. Iranymenti derivalt. A differencidlhatésdag és a parcidlis differencidlhato-
sag kapcsolata. A Jacobi-matrix kiszamitasa. Az inverz fliggvény differencidlhatésédga és derivéltja. Az
arcus és az area fliggvények. T6bbszor differencialhaté fiiggvények. A Young-tétel. Az egyvéltozos va-
16s fiiggvények esete. A kiilonbségi hanyados fiiggvény szerepe. Differencidlasi szabalyok. Hatvanysor
Osszegfiiggvényének a derivaltja. A binomidlis sor.
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. Differencialhatésag 11.

A differencialszamités kozépérték-tételei: Rolle-, Cauchy-, Lagrange-tétel. A tébbvaltozés fiiggvényekre
vonatkozé Lagrange-féle kozépérték-tétel. A derivalt Darbous-tulajdonsdga. A Taylor-sor fogalma. A
tobbvaltozos fliggvényekre vonatkozé Taylor-formula (Lagrange- és Peano-maradékkal). Az egyvaltozds
eset. Az elemi fiiggvények derivéltjai. Az implicit és az inverz fliggvény tétele. Paraméteres integral.
Cauchy-Riemann-egyenletek.

Filiggvényvizsgalat

Monotonitéas, lokalis monotonitas. Konvexitas, lokdlis konvexitds. Inflexié. Sziikséges, elégséges feltételek
differencidlhat6 és tobbszor differencidlhaté fliggvények esetén. A L' Hospital-szabély. A kvadratikus alak
fogalma és tulajdonsdgai (alsé-felsé becslések; definit, indefinit, szemidefinit alak, Sylvester-kritérium).
Tobbvaltozés fiiggvények lokalis szélséértékei. Sziikséges, elégséges feltételek differencidlhatéd és kétszer
differencidlhaté fiiggvények esetén. Az egyvaltozds eset. Feltételes széls6érték (szitkséges, ill. elégséges
feltétel).

A Riemann-integral

A t6bbszoros integral fogalma (felosztds, kozelits Osszegek, alsé-felsd osszegek, Darbous-integralok).
Linearitds, monotonitds (miiveleti szabélyok). A folytonossig és az integralhatdsag kapcsolata. A Lebes-
gue-kritérium. Szukcessziv integralds. Normal tartomanyon értelmezett folytonos fiiggvény integralhato,
az integral kiszamitasa. Integraltranszformdacid, poldr- és hengerkoordindtédk. Az egyvéltozds eset: mo-
noton fliggvény integralhatésaga, integralhaté fiiggvények szorzata, hanyadosa. Az intervallum szerinti
additivitds. A Riemann-integralhatosag és az integral viszonya a fliggvény véges sok helyen valé meg-
valtoztatasdhoz. A Newton-Leibniz-formula. Parcidlis integrélas, integralds helyettesitéssel. Az integ-
ralfiiggvény folytonossaga és differencidlhatésaga. Hatarozatlan integral, primitiv fiiggvény. Improprius
integral. A Taylor-formula integrdl-maradékkal. Tertilet, ivhossz, térfogat, felszin (forgasfeliilet).

Vonalintegral

Sima 1t, szakaszonként sima 1t. Utak egyesitése, ellentett it. Tartomanyok jellemzése sima utakkal. A
vonalintegral fogalma. Linearitds. Integralds egyesitett és ellentett iton. Az integral becslése, ivhossz
és kiszamitasa. Primitiv fliggvény, Newton-Leibnizformula. Zart utakra vett integralok és a primitiv
fliggvény kapcsolata. Integralfiiggvény. Csillagtartomanyon értelmezett fiiggvény primitiv fliiggvénye.
Eréterek, rotacio, potencidl. Komplex fliggvények vonalintegralja, kapcsolat a valds vonalintegralokkal.
A Cauchy-féle alaptétel specidlis esete.

Differencialegyenletek 1.

A Cauchy-feladat, példak. Egzisztencia, unicitas. Teljes megoldés. Linearis differencidlegyenlet-rendsze-
rek, a megolddshalmaz szerkezete. Az allanddk varidlasdnak a modszere. Allandé egylitthatds rendszer
alapmatrixa. Az n = 2 eset vizsgédlata. Egzakt és szeparabilis differencidlegyenletek. Rakéta emelkedési
ideje, radioaktiv bomlds (felezési idé).

Differencialegyenletek II.

Magasabb rendii linedris differencidlegyenletek. Az dtviteli elv. A megolddshalmaz szerkezete. Az 4l-
landdk varidldsdnak a médszere. Allandé egyiitthatds egyenletek megoldasa. Kvézi-polinom jobb oldal.
Kényszerrezgés, rezonancia.
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4. félévi vizsgatételek

Az implicit fiiggvény-tétel (a bizonyitds vézlata).

Az inverz fliggvény-tétel (a bizonyitds vézlata).

Feltételes szélséérték: sziikséges, ill. elégséges feltétel (a sziikséges feltétel bizonyitdsa).

A sima 1t fogalma; ellentett 1t, utak egyesitése. Osszefiiggd halmazok jellemzése sima utakkal.

A vonalintegral értelmezése és tulajdonsdgai (linearitds; utak szerinti additivitds; ellentett titon vald
integralds; uthossz és az integral becslése az 1t hosszdnak a segitségével).

Tobbvaltozds vektorfiiggvények primitiv fiiggvényei. Newton-Leibnizformula vonalintegralokra. A zart
utakra vett integral és a primitiv fliggvény kapcsolata.

Csillagtartoményon értelmezett fliggvény primitiv fiiggvényeinek az eléallitdsa. Fizikai analogidk: erotér,
munka, potencidl (konzervativ erétér).

. Komplex fliggvények vonalintegralja (visszavezetés a valds esetre). A Cauchy-Riemann-egyenletek. A

Cauchy-féle alaptétel specidlis esete.

. A t6bbszoros integral fogalma. Az oszcillacids Osszegek szerepe. A folytonossag és az integralhatdsag

kapcsolata.
Az integrél kiszamitasa Darbouzr-integralok integraljaként. Szukcessziv integralas.

Az integralhatdsédg kiterjesztése nem intervallumon értelmezett tobbvaltozds fliggvényekre, normal tar-
tomanyok. Lebesgue-kritérium, normal tartomdnyon értelmezett folytonos fliggvény integralhatd, az in-
tegrél kiszamitdsa (bizonyitas nélkiil).

Integraltranszformécié (bizonyitds nélkiil), a tétel gyakorlati alkalmazdsa: poldr-és hengerkoordindték.

A differencidlegyenlet (rendszer) fogalma, példak (rakéta emelkedési ideje, radioaktiv bomlds, csillapitott
rezgémozgds). Kezdeti érték probléma (Cauchy-feladat). Az egzakt egyenlet és megolddsa. Szeparabilis
egyenlet, a rakéta emelkedési idejének a kiszamitésa.

Linedris differencidlegyenletek megoldédsa. Az dllanddk varidldsanak a moddszere. A radioaktiv bomlas
felezési idejének a meghatarozasa.

A k.é.p. megoldasanak az egyértelmiisége. A Lipschitzfeltétel. Peano-lemma, unicitédsi tétel.
A Picard-Lindeldf-féle egzisztencia-tétel (a fixpont-tétel alkalmazdsa).

A linedris differencidlegyenlet-rendszer vizsgélata: homogén, inhomogén rendszerek. A megoldashalmaz
szerkezete. Alaprendszer, alapmétrix. Az allanddk varidlasanak a mdédszere.

Alapmatrix el6éllitasa allandé egyiitthatds, diagonalizdlhaté matrix esetén. Az n = 2 eset vizsgalata
tetszoleges, allando egyiitthatds matrixra.

Magasabb rendii lineéris differencidlegyenlet. Az atviteli elv. A megolddshalmaz szerkezete. Az allanddk
varialasanak a moédszere.

Allands egyitthatés magasabb rendi homogén linedris differencidlegyenlet egy alaprendszerének az
el6éllitasa (a karakterisztikus polinom szerepe).

Allandé egylitthatés magasabb rendii linedris differencidlegyenlet kvézi-polinom jobb oldal esetén. A
csillapitas nélkiili kényszerrezgés vizsgalata, rezonancia.



