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1.§ Bevezet�s

Riesz Frigyes �s Sz�kefalvi-Nagy B�la kit�n� �Funk
ion lanal¡zis" k�nyve, ame-

lyen egy nemzed�k nevelkedett, ma m r magyar nyelven is rendelkez�s�re  ll a

spektr lelm�let ir nt m�lyebben �rdekl�d�knek. Kiv l¢ feladatanyagot tartalmaz a

spektr lelm�lettel kap
solatban Kirillov �s Gvisiani magyarul �Feladatok a funk
i-

on lanal¡zis k�r�b�l" 
¡mmel megjelent feladatgy�jtem�nye, amely v zlatosan t r-

gyalja az elm�letet is, �s a Halmos  ltal is javasolt utat k�vetve, a spektr lt�telhez

annak szorzat alakj n kereszt�l jut el. Ez a fel�p¡t�s el�ny�snek t�nik, mert a

spektr lt�tel szorzat alakja el�g szeml�letes, gyakran j¢l haszn lhat¢, �s egy oper -

tor szorzat alakj t megkeresve, abb¢l k�nnyen kaphatjuk a spektr lfelbont st. B r

a spektr lelm�let k�l�nf�le t rgyal si m¢djai gyakran nem egyszer� fogalmakat �s

m�ly t�teleket (komplex m�rt�kek, Radon-m�rt�k, Riesz-f�le reprezent 
i¢s t�tel,

Gelfand-elm�let, stb.) haszn lnak fel, a spektr lt�tel szorzat alakja, a spektr l-

m�rt�k �s a spektr lintegr l fogalma, �s a spektr lt�tel el�g egyszer�en megfogal-

mazhat¢, m�g igen  ltal nos, a Hilbert-t�r nem felt�tlen�l korl tos, norm lis ope-

r torainak szerkezet�t le¡r¢ form j ban is. C�lszer�nek t�nik teh t azok sz m ra,

akik a spektr lt�telt 
sak alkalmazni k¡v nj k, a legegyszer�bb t�nyek ismertet�se

ut n mindj rt a spektr lt�telt elmondani bizony¡t s n�lk�l, �s az elm�let egyszer�bb

t�nyeinek bizony¡t s val illusztr lni annak erej�t. Ez a gondolat vezetett a J rai

[1992℄ jegyzet ¡r sakor. �gy azonban a m�lyebben �rdekl�d�k sz m ra nem vil -

gos, hogyan juthatunk el min�l gyorsabban ehhez az alakhoz. Ezen a hi nyoss gon

k¡v n seg¡teni ez a kis f�zet. K�sz¡t�se sor n Riesz{Sz�kefalvi [1988℄ �s Kirillov{

Gvisiani [1985℄ m r eml¡tett k�nyv�n k¡v�l els�sorban Rudin [1973℄, Halmos [1957℄

�s Dieudonn� [1985℄ k�nyv�t haszn ltam fel. Az anal¡zisben  ltal nosan szok sos

jel�l�seket haszn ltam. K�ts�g eset�n l sd Rudin [1978℄ k�nyv�t. A felhaszn lt

line ris algebrai t�telek megtal lhat¢k Halmos [1984℄ k�nyv�ben, a m�rt�kelm�leti

eredm�nyek pedig a J rai [1988℄ jegyzetben. A meg�rt�shez sz�ks�g van a funk
io-

n lanal¡zis alapjainak �s a Gelfand-elm�letnek az ismeret�re: megtal lhat¢ Loson
zi

[1982℄ jegyzet�ben. Jel�l�sekben a J rai [1992℄ jegyzetet k�vetem, mivel ez a kis f�-

zet annak kieg�sz¡t�se.

J rai Antal

Debre
en, 1992 febru r 24
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1. Line ris oper torok. B r line ris terek k�z�tt hat¢ line ris lek�pez�seket

is lehetne vizsg lni, ezzel a tiszt n algebrai k�rd�ssel nem fogunk foglalkozni. Ez�rt

sz munkra az al bbi sz¢haszn lat lesz 
�lszer�. Legyenek X �s Y norm lt terek K

felett. Egy A ⊂ X×Y lek�pez�st line ris oper tornak nevez�nk, ha X egy line ris

alter�n van �rtelmezve, �s minden x, y ∈ dmn(A)-ra �s α ∈ K-ra

A(x+ y) = Ax+ Ay ( addit¡v),

A(αx) = αAx ( homog�n).

Ha Y = K, akkor line ris funk
ion lr¢l besz�l�nk. Egy line ris oper tor rng(A)
k�ptere (azaz �rt�kk�szlete) �s ker(A) = A−1

(0) mag ja vagy nulltere line ris

alterek. A pontosan akkor k�l
s�n�sen egy�rtelm�, ha ker(A) = {0}, �s ekkor

A−1

is line ris oper tor, mert y
1

, y
2

∈ rng(A) eset�n az A−1y
1

= x
1

, A−1y
2

= x
2

jel�l�sekkel y
1

= Ax
1

, y
2

= Ax
2

�s A linearit sa miatt y
1

+ y
2

= Ax
1

+ Ax
2

=

A(x
1

+ x
2

), azaz

A−1y
1

+ A−1y
2

= x
1

+ x
2

= A−1

(y
1

+ y
2

),

�s hasonl¢an αy
1

= αAx
1

= A(αx
1

), amib�l

αA−1y
1

= αx
1

= A−1

(αy
1

).

Megjegyezz�k, hogy a k�z�ns�ges algebrai m�veletek ¢vatosan kezelend�k, ha az

oper torok nem az eg�sz t�ren vannak �rtelmezve. P�ld ul a T �s S oper torok

�sszege 
sak a dmn(T + S) = dmn(T ) ∩ dmn(S) halmazon, szorzata (�sszet�tele)

pedig 
sak a dmn(TS) = {x : x ∈ dmn(S) �s Sx ∈ dmn(T )} halmazon �rtelmezhe-

t�.

Az A line ris oper tor norm ja ‖A‖ = sup‖x‖≤1

‖Ax‖. Ha dmn(A) 6= {0},
akkor

‖A‖ = sup

06=x

‖Ax‖

‖x‖
= sup

‖x‖=1

‖Ax‖.

Nyilv n ‖Ax‖ ≤ ‖A‖‖x‖ minden x ∈ dmn(A)-ra, �s ‖A‖ a legkisebb ilyen konstans.

Ha az A norm ja v�ges, akkor A-t korl tosnak nevezz�k. A norma �s a m�veletek

kap
solat t az

‖αA‖ = sup

‖x‖≤1

‖(αA)x‖ = |α| sup

‖x‖≤1

‖Ax‖ = |α|‖A‖,

‖A+ B‖ = sup

‖x‖≤1

‖(A+ B)x‖ ≤ sup

‖x‖≤1

‖Ax‖+ sup

‖x‖≤1

‖Bx‖ = ‖A‖+ ‖B‖,

‖AB‖ = sup

‖x‖≤1

‖(AB)x‖ ≤ sup

‖x‖≤1

‖A‖‖Bx‖ ≤ ‖A‖‖B‖,

�sszef�gg�sek jellemzik. Az X-et Y -ba k�pez� korl tos line ris oper torok ter�t

L(X ;Y )-nal fogjuk jel�lni. A fentiek szerint L(X ;Y ) norm lt t�r. Az L(X ;K) teret,

X konjug lt ter�t X∗
-gal is jel�lj�k. A korl tos line ris oper torok vizsg lat t

illet�en l sd Loson
zi [1982℄ jegyzet�t.
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2. Z rt oper torok. Az X norm lt t�r egy r�szhalmaz t az Y norm lt t�rbe

k�pez� A oper tort z rt oper tornak nevezz�k, ha A z rt r�szhalmaza az X × Y
norm lt t�rnek. Nyilv n ha egy z rt oper tor k�l
s�n�sen egy�rtelm�, akkor az

inverze is z rt ope tor. Az A oper tor pontosan akkor z rt, ha b rmely (x, y) ∈ A
eset�n (x, y) ∈ A. Az (x, y) ∈ A felt�tel pontosan akkor teljes�l, ha van olyan

(xn, yn) ∈ A sorozat, amely (x, y)-hoz konverg l, azaz amelyre xn ∈ dmn(A), xn →
x, yn = Axn → y ha n → ∞. Az (x, y) ∈ A felt�tel pontosan azt jelenti, hogy

x ∈ dmn(A) �s y = Ax. �gy bel ttuk, hogy A pontosan akkor z rt oper tor, ha

tetsz�leges xn ∈ dmn(A) sorozatot v�ve, melyre xn → x, Axn → y, k�vetkezik,
hogy x ∈ dmn(A) �s y = Ax. Z rt oper torokkal kap
solatban nevezetes t�ny a

z rt gr f t�tel: Bana
h-teret Bana
h-t�rbe k�pez� z rt line ris oper tor korl tos.

L sd Loson
zi [1982℄ jegyzet�t.

3. De�n¡
i¢. Legyen X egy norm lt t�r. X egy line ris oper tor n egy

T ⊂ X ×X line ris lek�pez�st �rt�nk. Ha T inverze X-en �rtelmezett korl tos li-

ne ris oper tor, akkor T -t regul risnak nevezz�k, egy�bk�nt pedig szingul risnak.

A λ ∈ K skal rt T saj t�rt�k�nek, az 0 6= x ∈ dmn(T ) vektort pedig T saj t-

vektor nak nevezz�k, ha Tx = λx. Egy λ saj t�rt�k eset�n ennek az egyenletnek

a megold sai alkotj k a λ-hoz tartoz¢ saj talteret. A saj t�rt�k multipli
it sa

ennek az alt�rnek a dimenzi¢ja.

4. De�n¡
i¢. Legyen T az X komplex norm lt t�r line ris oper tora. A

rezolvens halmaz azon λ ∈ C sz mok halmaza, amelyekre T − λ1 regul ris. A

rezolvens halmaz komplementere T spektruma, σ(T ). Azon λ skal rok halmaza,

amelyekre T − λ1 nem k�l
s�n�sen egy�rtelm�, a T pontspektruma, σp(T ). Azon
λ skal rok halmaza, amelyekre T − λ1 k�l
s�n�sen egy�rtelm�, �s k�ptere s�r� X-

ben, de az inverz nem korl tos, T folytonos spektruma, σc(T ). A σ(T ) t�bbi eleme

alkotja T rezidu lis spektrum t, σr(T )-t. Az r(T ) = sup{|λ| : λ ∈ σ(T )} sz m T
spektr lsugara. Az spektrum �s a spektr lsug r ¡gy de�ni lt fogalma  ltal nos¡tja a

Bana
h-terek korl tos line ris oper toraira, mint Bana
h-algebra elemekre de�ni lt

fogalmakat. Az oper tor �s a spektruma k�z�tti �sszef�gg�st (heurisztikusan) a

spektr llek�pez�s elvek�nt fogalmazhatjuk meg: ha T egy oper tor, f egy komplex

v ltoz¢s, komplex �rt�k� f�ggv�ny, akkor f(σ(T )) = σ(f(T )).

5. T�tel. Egy komplex Bana
h-t�r b rmely line ris oper tor nak a spekt-

ruma z rt halmaz.

Bizony��t�as. Megmutatjuk, hogy ha T inverze S ∈ L(X ;X), azaz ST ⊂
TS = 1, akkor S(1 − λS)−1

a T − λ1 inverze el�g kis |λ| eset�n. Tegy�k fel,

hogy |λ| < 1/‖S‖. Ekkor 1− λS invert lhat¢, �s

(T − λ1)Sx = TSx− λSx = x− λSx = (1− λS)x

minden x ∈ X-re, ¡gy

(T − λ1)S(1− λS)−1y = (1− λS)(1− λS)−1y = y

minden y ∈ X-re, azaz S(1− λS)−1

a T − λ1 inverze.
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6. Adjung lt oper tor. Legyenek X �s Y Hilbert-terek. Nem neh�z meg-

mutatni, hogy korl tos T ⊂ X × Y oper tor mindig kiterjeszthet� az eg�sz X-re

a norma megtart s val: az �rtelmez�si tartom ny lez rtj nak ortogon lis komple-

menter�n legyen nulla. �gy a korl tos oper torok L(X ;Y ) elemeinek megszor¡t sai.

Ha T (nem felt�tlen�l korl tos, de) s�r� halmazon van de�ni lva, akkor azon y ∈ Y
elemekre, amelyekre x 7→ 〈Tx, y〉 folytonos dmn(T )-n, ez a funk
ion l egy�rtelm�en
kiterjeszthet� X-re, �s ¡gy van olyan T ∗y ∈ X , amelyre 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉. Nyil-

v n a kiterjeszt�s egy�rtelm�s�g�hez sz�ks�ges, hogy dmn(T ) s�r� legyen H-ban.

K�nny� kisz molni, hogy T ∗ ⊂ Y ×X line ris oper tor. T ∗
a T adjung ltja. Az

is nyilv nval¢, hogy ha T ⊂ S, akkor S∗ ⊂ T ∗
. Ha TT ∗

= 1 �s T ∗T = 1, akkor T -
t unit�rnek nevezz�k. Egy Hilbert-t�r egy T line ris oper tor t szimmetrikusnak

vagy Hermite-f�l�nek nevezz�k, ha 〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉 minden x, y ∈ dmn(T )-re. �gy
egy s�r�n de�ni lt oper tor pontosan akkor szimmetrikus, ha T ⊂ T ∗

. Ha T = T ∗
,

akkor T -t �nadjung ltnak nevezz�k. Egy s�r�n de�ni lt z rt oper tort norm -

lisnak nevez�nk, ha T ∗T = TT ∗
. Vegy�k �szre, hogy egy szimmetrikus oper torra

〈Tx, x〉 mindig val¢s.

→ 7. Feladat: polariz 
i¢. Legyen H komplex Hilbert-t�r, T ⊂ H×H line ris

oper tor. Igazoljuk, hogy ha x, y ∈ dmn(T ), akkor

4〈Tx, y〉 = 〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉

+ i〈T (x+ iy), x+ iy〉 − i〈T (x− iy), x− iy〉.

Ha H val¢s, �s T �nadjung lt, akkor

4〈Tx, y〉 = 〈T (x+ y), x+ y〉 − 〈T (x− y), x− y〉.

Ez a polariz 
i¢s formula. Spe
i lisan, a bels� szorzat kifejezhet� a norm val.

→ 8. Feladat. Igazoljuk, hogy ha H komplex Hilbert-t�r, T ∈ L(H;H) �s

〈Tx, x〉 = 0 minden x ∈ H-ra, akkor T = 0.

9. Projek
i¢oper torok �s z rt alterek. Egy H Hilbert-t�ren �rtelme-

zett P korl tos line ris oper tort projek
i¢oper tornak nevez�nk, ha P 2

= P .
A legegyszer�bb projek
i¢oper torok az 1 identikus oper tor �s a nulloper tor.

Megmutatjuk, hogy a P 7→ rng(P ) lek�pez�s k�l
s�n�sen egy�rtelm� kap
solatot

l�tes¡t az �nadjung lt projek
i¢oper torok �s H z rt line ris alterei k�z�tt. Ennek

bel t s hoz, el�sz�r is vegy�k �szre hogy a P oper tor nulltere, a ker(P ) z rt line-

 ris alt�r pontosan azokb¢l az elemekb�l  ll, amelyek el� llnak x − P (x) alakban,
rng(P ) pedig P �xpontjaib¢l  ll, azaz 1− P nulltere. M sr�szt, P �nadjung lts -

g t felhaszn lva, kapjuk, hogy rng(P ) = ker(P )⊥. Ebb�l az ortogon lis felbont s

t�tel�nek felhaszn l s val m r k�vetkezik az  ll¡t s.

10. P�ld k. P�ld inkban tekints�k a sz megyenest a Lebesgue-m�rt�kkel, �s

legyen a Hilbert-t�r a megfelel� komplex L

2

-t�r.
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(1) Legyen g : R → C egy korl tos Lebesgue-m�rhet� f�ggv�ny, �s Mg a g-vel
val¢ szorz s oper tora, azaz

Mg(f)(t) = g(t)f(t), ha t ∈ R.

Ekkor Mg korl tos line ris oper tor. Mg adjung ltja Mg. Ha g val¢s �rt�k�, akkor

Mg �nadjung lt. Ha g egy halmaz karakterisztikus f�ggv�nye, akkor Mg projek
i¢-

oper tor.

(2) Legyen

(Mf)(t) = tf(t), ha f ∈ L

2

�es

∫ ∞

−∞

t2|f(t)|2 dt < ∞.

Megmutathat¢, hogy ekkor M nemkorl tos �nadjung lt oper tor.

(3) Legyen �h egy val¢s sz m, �s de�ni ljuk a D oper tort az f ∈ D(R) f�gg-

v�nyeken, £gy, hogy Df = −i�hf ′
. Ekkor D s�r�n de�ni lt oper tor, �s

〈Df, g〉 =

∫ ∞

−∞

−i�hf ′g =

∫ ∞

−∞

i�hfg′ =

∫ ∞

−∞

f(−i�hg′) = 〈f,Dg〉,

ha f, g ∈ dmn(D), azaz D szimmetrikus. Megmutathat¢, hogy D nem �nadjung lt,

de ha �rtelmez�s�t kiterjesztj�k azokra a f ∈ L

2

f�ggv�nyekre, amelyek minden

kompakt intervallumon abszol£t folytonosak, �s deriv ltjuk is n�gyzetesen integr l-

hat¢, akkor nemkorl tos �nadjung lt oper tort kapunk.

(4) Legyen M a (2)-ben de�ni lt oper tor, D pedig a (3)-ban de�ni lt oper -

tor. Az M �s D oper torok kommut tora, DM −MD az �rtelmez�si tartom ny n

megegyezik a −i�h1 oper torral:

−i�h(tf(t))′ + ti�hf ′
(t) = −i�hf(t)

(Heisenberg-f�le fel
ser�l�si �sszef�gg�s).

11. Feladat. Bizony¡tsuk be az el�z� p�lda  ll¡t sait.

12. Tipikus p�lda. Legyen µ egy m�rt�k, t m�rhet�, komplex �rt�k� f�gg-

v�ny, �s Mt a t-vel val¢ szorz s oper tora:

(Mtx)(τ) = t(τ)x(τ), ha x ∈ L

2

(µ), tx ∈ L

2

(µ).

Ha

~t egy m sik m�rhet� f�ggv�ny, amely minden v�ges m�rt�k� m�rhet� halmazon

majdnem minden�tt egyenl� t-vel, akkor Mt = M
~t, mivel az {x 6= 0} halmaz σ-

v�ges. Megmutatjuk, hogy M∗
t = Mt. Ha y ∈ L

2

eset�n x 7→ 〈Mtx, y〉 =
∫

txy dµ
korl tos line ris funk
ion l dmn(Mt)-n, akkor el� ll bels� szorzat alakban, azaz van

olyan z ∈ L

2

, hogy

∫

xty dµ =

∫

xz dµ ha x ∈ dmn(Mt). Azt kell megmutatnunk,

hogy ty �s z majdnem minden�tt megegyeznek. Ha µ{ty 6= z} > 0 lenne, akkor

felhaszn lva, hogy az {y 6= 0} �s {z 6= 0} halmazok σ-v�gesek, v laszthatn nk olyan
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A m�rhet� halmazt, amelyen ty 6= z �s 0 < µ(A) < ∞. Feltehetj�k, hogy t korl tos
A-n; val¢ban, alkalmazzuk az A∩{|t| < n} halmazokra a m�rt�k folytonoss g t. Ha

most x = ξAsgn(ty − z), akkor x ∈ dmn(Mt) �s
∫

x(ty− z) dµ =

∫

A
|ty− z| dµ 6= 0.

Vegy�k �szre, hogy Mt norm lis, ha t val¢s �rt�k�, akkor Mt �nadjung lt, ha t
korl tos, akkorMt is korl tos ugyanazzal a korl ttal, ha t karakterisztikus f�ggv�ny,
akkor Mt �nadjung lt projek
i¢, σ(Mt) ⊂ rng(t), mert ha λ bels� pontja rng(t)
komplementer�nek, akkor az M

1/(t−λ) korl tos oper tor az Mt−λ inverze, �s ha

|t| ≡ 1, akkor Mt unit�r.

13. De�n¡
i¢. Legyen H komplex Hilbert-t�r. Ekkor H ×H is Hilbert-t�r

lesz, a 〈(x
1

, x
2

), (y
1

, y
2

)〉 = 〈x
1

, y
1

〉+〈x
2

, y
2

〉 bels� szorzattal, amib�l a ‖(x
1

, x
2

)‖ =
√

‖x
1

‖2 + ‖x
2

‖2 norma sz rmazik.

14. T�tel. Legyen H Hilbert-t�r, T egy s�r�n de�ni lt line ris oper tor H-n,

V (x
1

, x
2

) = (−x
2

, x
1

), ha x
1

, x
2

∈ H. Ekkor T ∗
= V (T )⊥.

Vegy�k �szre, hogy ha H = R, akkor V a s¡k egy der�ksz�ggel val¢ elforgat sa.

Bizony��t�as. (y, z) ∈ T ∗
pontosan akkor teljes�l, ha 〈Tx, y〉 = 〈x, z〉 min-

den x ∈ dmn(T )-re. Ez azzal ekvivalens, hogy 〈(−Tx, x), (y, z)〉 = 0 minden

x ∈ dmn(T )-re, az ut¢bbi azonban pontosan akkor teljes�l, ha (y, z) a V (T ) or-
togon lis komplementer�ben van.

15. K�vetkezm�ny. T ∗
z rt oper tor.

�

Onadjung lt oper tor z rt, ¡gy nor-

m lis. T pontosan akkor f�ggv�ny, ha T ∗
s�r�n de�ni lt, �s ekkor T = T ∗∗

.

Bizony��t�as. Ha T ∗
s�r�n de�ni lt, akkor T ∗∗

= V (V (T )⊥)⊥ = T⊥⊥
= T

f�ggv�ny. Ha T ∗
nem s�r�n de�ni lt, akkor van olyan 0 6= z ∈ H, amely ortogon lis

dmn(T ∗
)-ra. Ekkor (z, 0) ortogon lis T ∗

-ra, teh t (0,−z) benne van T -ban.

16. Mit  ll¡t a spektr lt�tel? A line ris algebr b¢l ismeretes, hogy ha T
egy norm lis line ris oper tor egy v�ges dimenzi¢s komplex H Hilbert-t�ren, akkor

| alkalmas b zisban | Tf koordin t i (t
1

f
1

, t
2

f
2

, . . . , tnfn) alakba ¡rhat¢k, ahol

t
1

, t
2

, . . . , tn a T saj t�rt�kei, �s f koordin t i (f
1

, f
2

, . . . , fn). A T oper tor teh t

ekvivalens egy adott t = (t
1

, t
2

, . . . , tn) f�ggv�nnyel val¢ szorz ssal.

Mivel ha µ tetsz�leges m�rt�k, akkor az L

2

(µ) t�ren egy m�rhet� t f�ggv�nnyel
val¢ szorz s Mt oper tora, amelyre (Mtf)(s) = t(s)f(s), norm lis oper tor, amely-

nek adjung ltja a t f�ggv�nnyel val¢ szorz s oper tora, azt v rhatjuk, hogy tet-

sz�leges norm lis oper tort ilyen alakban lehet el� ll¡tani. Val¢ban, a spektr l

t�tel szorzat alakja azt  ll¡tja, hogy ha T egy norm lis oper tor egy H komplex

Hilbert-t�ren, akkor van olyan line ris izometria H �s egy L

2

(µ) t�r k�z�tt, amely

T -t egy t m�rhet� f�ggv�nnyel val¢ szorz sba viszi  t. A t v laszthat¢ £gy, hogy

�rt�kk�szlet�nek lez rtja �ppen σ(T ) legyen.
Approxim ljuk a t f�ggv�nyt egyszer� f�ggv�nyekkel. Egy

∑

tjξj ≈ t egyszer�
f�ggv�nnyel val¢ szorz s H-ban egy

∑

tjPj ≈ T oper tornak felel meg: a ξj karakte-
risztikus f�ggv�nnyel val¢ szorz s egy Pj �nadjung lt projek
i¢oper torba megy  t,

amely azt �m�ri", tj-nek mekkora �s£lya" van a σ(T ) spektrumban. Ha a k�zel¡t�st
�nom¡tjuk, az �sszeg egy

∫

C

t dP (t) = T integr lhoz tart, ez a T spekr lel� ll¡t sa.
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Itt P egy, a C-n �rtelmezett, T -t�l f�gg�, �nadjung lt projek
i¢oper tor �rt�k�

m�rt�k, a T £gynevezett spektr lfelbont sa. A spektr lm�rt�kkel val¢ munk n l

gondot okoz, hogy az integr lk�zel¡t� sorozatok nem konvergensek L(H;H) norm -

j ban. Ezt a probl�m t £gy lehet megker�lni, hogy az A 7→ P (A) spektr lm�rt�k

helyett annak � rny�kaival", az A 7→ 〈P (A)x, x〉, x ∈ H k�z�ns�ges m�rt�kekkel

dolgozunk.

17. T�tel. Egy H komplex Hilbert-t�ren egy T ∈ L(H;H) norm lis oper tor

pontosan akkor �nadjung lt, ha σ(T ) ⊂ R �s pontosan akkor unit�r, ha σ(T ) ⊂ T.

Bizony��t�as. A T  ltal L(H;H)-ban gener lt r�sz B

∗
-algebra, B

∗
(T ) izometri-

kusan ∗-izomorf C(σ(T ))-vel, �s T -nek az identikus λ 7→ λ f�ggv�ny, T ∗
-nak pedig a

λ 7→ λ f�ggv�ny felel meg. T = T ∗
pontosan akkor, ha λ = λ a σ(T )-n, �s TT ∗

= 1

pontosan akkor, ha λλ = 1 a σ(T )-n.

18. De�n¡
i¢. Azt mondjuk, hogy aH Hilbert-t�r aHγ , γ ∈ � z rt altereinek

Hilbert-�sszege, ha a Hγ alterek p ronk�nt ortogon lisak, �s egyes¡t�s�k line ris

burka s�r� H-ban.

19. Lemma. Legyen H egy komplex Hilbert-t�r, X egy 1-et tartalmaz¢ r�sz

∗-algebr ja L(H;H)-nak. Ekkor l�teznek olyan Hγ , γ ∈ � z rt alterek, amelyek

Hilbert-�sszege H, �s amelyekre

(1) AHγ ⊂ Hγ minden A ∈ X �s γ ∈ � eset�n;

(2) minden γ ∈ �-ra l�tezik olyan 0 6= xγ ∈ Hγ , hogy {Axγ : A ∈ X} s�r� Hγ-ban.

Bizony��t�as. Tekints�k az �sszes, az (1) �s (2) felt�teleknek eleget t�v�, p ron-

k�nt ortogon lis z rt alterekb�l  ll¢ Hγ , γ ∈ � rendszereket. Ezek a tartalmaz sra

n�zve f�ligrendezett halmazt alkotnak, amelyre teljes�lnek a Zorn-lemma felt�telei,

¡gy van maxim lis eleme. Megmutatjuk, hogy erre ∪γ∈�Hγ line ris burka s�r� H-

ban. Legyen erre a maxim lis elemre H ′
az ∪γ∈�Hγ halmaz line ris burk nak a

lez rtja. Nyilv n AH ′ ⊂ H ′
minden A ∈ X-re. Ha H 6= H ′

, v lasszunk egy x′′ 6= 0

elemet H ′
ortogon lis komplementer�b�l, �s tekints�k az {Ax′′

: A ∈ X} halmazt.

Ez alt�r, mert X r�szalgebra. Legyen H ′′
ennek a lez rtja. Ekkor AH ′′ ⊂ H ′′

min-

den A ∈ X-re. Ha x′ ∈ H ′
, akkor 〈x′, Ax′′〉 = 〈A∗x′, x′′〉 = 0 minden A ∈ X-re, ¡gy

a bels� szorzat folytonoss g b¢l k�vetkezik, hogy H ′ ⊥ H ′′
. A Hγ , γ ∈ � rendszert

kieg�sz¡tve H ′′
-vel, ellentmond sra jutunk.

20. A spektr l-t�tel szorzat alakja B

∗
-r�szalgebr kra. Legyen H egy

komplex Hilbert-t�r, �s X egy kommutat¡v B

∗
-r�szalgebr ja L(H;H)-nak, amely

tartalmazza az identikus oper tort. Ekkor l�tezik olyan µ m�rt�k egy m�rt�kt�ren,

U : H → L

2

(µ) unit�r oper tor �s T 7→ t ∈ L

∞
(µ) lek�pez�se X-nek, amelyn�l

U ◦T ◦U−1

= Mt, a t-vel val¢ szorz s oper tora minden T ∈ X-re, �s rng(t) ⊂ σ(T ).
A µm�rt�k v laszthat¢ £gy, hogy µ(A) = sup{µ(B) : B ⊂ A, µ(B) < ∞} teljes�lj�n
minden A ∈ A-ra.

Bizony��t�as. El�sz�r tegy�k fel, hogy van olyan x ∈ H, amelyre {Tx : T ∈ X}
s�r� H-ban. R�gz¡tve egy ilyen x-et, a �T 7→ 〈Tx, x〉 lek�pez�s korl tos line ris
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funk
ion l C( ^X)-n, amely a nemnegat¡v f�ggv�nyeken nemnegat¡v (alkalmazzunk

ugyanis gy�kvon st), ¡gy a Riesz-f�le reprezent 
i¢s t�tel szerint el� ll 〈Tx, x〉 =

∫

^X
�T dµ alakban. Legyen U�T = Tx. Ekkor

‖Tx‖2 = 〈T ∗Tx, x〉 =

∫

|�T |
2 dµ = ‖�T ‖

2,

¡gy U izometrikusan kiterjeszthet� egy H-t L

2

(µ)-be k�pez� f�ggv�nny�. Mivel

C( ^X) s�r�, U �rt�kk�szlete L

2

(µ), tov bb 

(U ◦ T ◦ U−1

)(�S) = U(T (Sx)) = (U ◦ U−1

)(�T�S) = �T�S.

Az  ltal nos esetben tekints�k H-nak az el�z� lemma szerinti alterekre val¢

direkt felbont s t. A Hγ z rt alterekre alkalmazva az el�z� l�p�st, kapunk egy µγ

m�rt�ket

^Xγ-n, egy Uγ : Hγ → L

2

(µγ) izometri t, �s egy T |Hγ
7→ tγ lek�pez�st. Az

^Xγ tereket diszjunktt  t�ve, ∪γ∈�
^Xγ m�rt�kt�rr� tehet�: egy A r�szhalmaz legyen

m�rhet�, ha A∩ ^Xγ m�rhet� minden γ ∈ �-ra, �s legyen µ(A) =
∑

γ∈� µγ(A∩ ^Xγ).

Ha f ∈ L

2

(µ), akkor az U−1f =

∑

γ∈� U
−1

γ (f |Xγ
) �sszeg 
sak megsz ml lhat¢ sok

nem nulla tagot tartalmaz, �s nem f�gg az �sszegz�s sorrendj�t�l, tov bb  U−1

izo-

metrikusan izomorf lek�pez�se L

2

(µ)-nek H-ra, �s U ◦T ◦U−1

= Mt, ahol t|Xγ
= tγ .

V�g�l vegy�k �szre, hogy ha T − λ1 a H-t H-ra k�l
s�n�sen egy�rtelm�en

k�pezi le, akkor (T − λ1)|Hγ
a Hγ-t Hγ-ra k�l
s�n�sen egy�rtelm�en k�pezi le, ¡gy

van inverze. Ebb�l rng(tγ) = σ(T |Hγ
) ⊂ σ(T ), amib�l rng(t) ⊂ σ(T ).

21. A spektr l-t�tel szorzat alakja korl tos oper torra. Legyen H egy

komplex Hilbert-t�r, �s T ∈ L(H;H) egy norm lis oper tor. Ekkor l�tezik olyan µ
m�rt�k, U : H → L

2

(µ)-ra unit�r oper tor �s µ-m�rhet� komplex �rt�k� t f�ggv�ny,
hogy U ◦ T ◦ U−1

= Mt, a t-vel val¢ szorz s oper tora, �s rng t ⊂ σ(T ), tov bb  µ
v laszthat¢ £gy, hogy µ(A) = sup{µ(B) : B ⊂ A, µ(B) < ∞} teljes�lj�n minden

A ∈ A-ra.

Bizony��t�as. Alkalmazzuk az el�z� t�telt a T  ltal gener lt B

∗
-r�szalgebr ra.

22. Spektr lm�rt�k. Legyen H egy komplex Hilbert-t�r, �s A az X halmaz

r�szhalmazainak egy σ-algebr ja. Egy, az A elemeit H �nadjung lt projek
i¢oper -

toraiba k�pez� P lek�pez�st spektr lm�rt�knek nevez�nk, ha P (X) = 1 �s Px(T ) =
〈P (T )x, x〉 jel�l�ssel Px m�rt�k minden x ∈ H-ra. Vegy�k �szre, hogy minden Px

v�ges m�rt�k, mert Px(X) = 〈1x, x〉 = ‖x‖2, �s

Px(A) = 〈P (A)x, x〉 = 〈P (A)x, P (A)x〉 = ‖P (A)x‖2.

Ebb�l k�vetkezik, hogy P (∅) = 0. A P  ltal ban nem σ-addit¡v a norma topol¢-

gi ban, mivel

∑∞
n=1

P (An) nem Cau
hy-sorozat, hiszen a projek
i¢k norm ja 
sak

nulla vagy egy lehet; azonban, ha n = 1, 2, . . .-re P (An) = 0, akkor P (∪∞
n=1

An) = 0.

Val¢ban, Px(An) = 0 minden x ∈ H-ra �s n = 1, 2, . . .-re. Ebb�l Px(∪An) = 0 min-

den x ∈ H-ra, azaz ‖P (∪An)x‖
2

= 0 minden x ∈ H-ra, ¡gy P (∪An) = 0. A

k�vetkez� t�tel a spektr lm�rt�kek tov bbi vizsg lat val foglalkozik.
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23. T�tel. Az el�z� de�n¡
i¢ jel�l�seivel,

(1) ha A ∩B = ∅, akkor P (A ∪B) = P (A) + P (B);

(2) P (A ∩B) = P (A)P (B), ha A,B ∈ A;

(3) b rmely k�t P (A), P (B) projek
i¢ fel
ser�lhet� egym ssal �s ha A ∩ B = ∅,
akkor P (A) �s P (B) k�ptere ortogon lis;

(4) ha An diszjunkt, m�rhet� halmazok egy sorozata, �s x ∈ H, akkor

P (∪∞
n=1

An)x =

∞
∑

n=1

P (An)x.

Bizony��t�as. Ha A �s B diszjunk m�rhet� halmazok, akkor

〈P (A ∪B)x, x〉 = 〈(P (A) + P (B))x, x〉

minden x ∈ H-ra. Ebb�l polariz 
i¢val P (A∪B) = P (A)+P (B), azaz teljes�l (1).

Ha A ⊂ B, akkor P (B) = P (A) + P (B\A). Ebb�l P (A)x = x eset�n

‖x‖2 = ‖P (A)x‖2 ≤ ‖P (A)x‖2 + ‖P (B\A)x‖2 = ‖P (B)x‖2 ≤ ‖x‖2,

azaz ‖P (B)x‖ = ‖x‖. Ez azt jelenti, hogy x ∈ rng(P (B)), azaz P (B)x = x. �gy azt
kaptuk, hogy P (B)P (A) = P (A). Adjung l ssal ad¢dik, hogy ez a P (A)P (B) =

P (A) �sszef�gg�ssel ekvivalens. A tetsz�leges A,B ∈ A eset�n fenn ll¢

P (A ∪B) = P (B\A) + P (A ∩B) + P (A\B)

�sszef�gg�s mindk�t oldal hoz hozz adva P (A ∩B)-t, azt kapjuk, hogy

P (A ∪B) + P (A ∩B) = P (A) + P (B).

Mindk�t oldalt megszorozva P (A)-val, ebb�l azt kapjuk, hogy

P (A) + P (A ∩B) = P (A) + P (B)P (A),

amib�l ad¢dik (2), abb¢l pedig (3). V�g�l, (4)-ben a jobb oldalon ortogon lis sor

�sszege  ll, amely a

∞
∑

n=1

‖P (An)x‖
2

=

∞
∑

n=1

Px(An) = Px(∪
∞
n=1

An) = ‖P (∪∞
n=1

An)x‖
2 ≤ ‖x‖2

�sszef�gg�s szerint konvergens. Vil gos, hogy az x 7→
∑∞

n=1

P (An)x hozz rendel�s

egy Q line ris oper tor, amelynek norm ja nem nagyobb, mint 1. Mivel

〈Qx, x〉 = lim

n→∞
〈

n
∑

k=1

P (Ak)x, x〉 = lim

n→∞

n
∑

k=1

〈P (Ak)x, x〉

=

∞
∑

n=1

Px(An) = 〈P (∪∞
n=1

An)x, x〉

minden x-re. Polariz 
i¢val kapjuk, hogy Q = P (∪∞
n=1

An), teh t teljes�l (4).
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24. Neumann t�tele. Legyen T egy s�r�n de�ni lt z rt oper tor a H
Hilbert-t�ren. Ekkor dmn(T ∗T ) s�r�H-ban, a T ∗T oper tor z rt, �s az 1+T ∗T ope-

r tor k�l
s�n�sen egy�rtelm� lek�pez�se dmn(T ∗T )-nek H-ra. A B = (1+ T ∗T )−1

oper tor korl tos �s �nadjung lt, spektruma r�sze [0, 1℄-nek. Az (x, y) 7→ 〈Bx, y〉
lek�pez�s egy bels� szorzat, �s C = TB egy H-n de�ni lt folytonos line ris oper tor,

amelyre C(H) ⊂ dmn(T ∗
) teljes�l. V�g�l (T ∗T )∗ = T ∗T .

Bizony��t�as. Az el�z� t�tel jel�l�seivel, T �s V (T ∗
) egym s ortogon lis komp-

lementerei H × H-ban. Ez�rt minden x ∈ H-hoz pontosan egy y ∈ dmn(T ) �s

z ∈ dmn(T ∗
) l�tezik, hogy

(1) (x, 0) = (y, Ty) + (T ∗z,−z).

Legyen y = Bx �s z = Cx. Nyilv n B �s C az eg�sz H-n de�ni lt line ris oper to-

rok, �s B(H) ⊂ dmn(T ) valamint C(H) ⊂ dmn(T ∗
), tov bb 

‖x‖2 = ‖y‖2 + ‖Ty‖2 + ‖z‖2 + ‖T ∗z‖2,

amib�l ‖Bx‖ ≤ ‖x‖ �s ‖Cx‖ ≤ ‖x‖. Az (1) �sszef�gg�s ekvivalens az

x = Bx+ T ∗Cx �es 0 = −Cx + TBx

�sszef�gg�sekkel. Ebb�l C = TB �s T (B(H)) ⊂ dmn(T ∗
), azazB(H) ⊂ dmn(T ∗T ).

K�vetkez�sk�ppen T ∗TB az eg�sz H-n de�ni lva van, �s teljes�l, hogy

1 = B + T ∗TB = (1+ T ∗T )B;

ezzel megmutattuk, hogy B k�l
s�n�sen egy�rtelm�, 1 + T ∗T pedig H-ra k�pez.

Minden w ∈ dmn(T ∗T )-re teljes�l, hogy

(2) 〈w + T ∗Tw,w〉 = ‖w‖2 + 〈T ∗Tw,w〉 = ‖w‖2 + ‖Tw‖2;

mivel T = T ∗∗
, ez az �sszef�gg�s azt mutatja, hogy w + T ∗Tw = 0-b¢l w = 0

k�vetkezik, teh t 1+ T ∗T k�l
s�n�sen egy�rtelm�. Mivel B z rt, 1 + T ∗T is z rt,

amib�l k�vetkezik, hogy T ∗T is z rt. Tov bb , minden u, v ∈ H-ra

〈Bu, v〉 = 〈Bu,Bv + T ∗TBv〉 = 〈Bu,Bv〉+ 〈Bu, T ∗TBv〉

= 〈Bu,Bv〉+ 〈TBu, TBv〉 = 〈Bu,Bv〉+ 〈T ∗TBu,Bv〉

= 〈(1+ T ∗T )Bu,Bv〉 = 〈u,Bv〉,

azaz B �nadjung lt. Ha (2)-ben w hely�re Bx-et tesz�nk, akkor azt kapjuk, hogy
minden x ∈ H-ra 〈x,Bx〉 = ‖Bx‖2 + ‖TBx‖2 ≥ 0. Mivel ‖Bx‖ ≤ ‖x‖, k�vetkezik,
hogy σ(B) ⊂ [0, 1℄. Tov bb  〈x,Bx〉 = 0 eset�n Bx = 0 teh t x = 0, ¡gy az

(x, y) 7→ 〈Bx, y〉 lek�pez�s bels� szorzat.
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Most megmutatjuk, hogy dmn(T ∗T ) s�r�. Jel�lje a T megszor¡t s t dmn(T ∗T )-
re T ′

. El�g megmutatni, hogy T ′
s�r� T -ben, mivel dmn(T ∗T ) a T ′

k�pe az

(x, y) 7→ x projek
i¢n l, �s dmn(T ) s�r� H-ban. Annak bizony¡t s ra, hogy a

T ′ ⊂ T alt�r a T Hilbert-t�rben s�r�, el�g azt megmutatni, hogy egy T ′
-re or-

togon lis (u, Tu) ∈ T vektor sz�ks�gk�ppen nulla. Ez azonban azt jelenti, hogy

〈(u, Tu), (v, Tv)〉 = 0 minden v ∈ dmn(T ∗T )-re, azaz 〈u, v〉 + 〈Tu, Tv〉 = 0; mivel

azonban Tv ∈ dmn(T ∗
) teljes�l, k�vetkezik, hogy 〈u, v〉 + 〈u, T ∗Tv〉 = 0, �s ¡gy

〈u, (1 + T ∗T )v〉 = 0. Azonban 1 + T ∗T a dmn(T ∗T ) halmazt H-ra k�pezi le, ¡gy

u = 0, ami bizony¡tand¢ volt.

Mivel B �nadjung lt, B a V (B) ortogon lis komplementere. Ebb�l 1+ T ∗T a

V (1+ T ∗T ) ortogon lis komplementere. M s sz¢val, (1+ T ∗T )∗ = 1+ T ∗T , teh t
(T ∗T )∗ = T ∗T .

25. T�tel. Legyen H egy Hilbert-t�r. Ha T egy norm lis oper tor, akkor

dmn(T ) = dmn(T ∗
) �s ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ minden x ∈ dmn(T ) eset�n.

Bizony��t�as. Mint Neumann t�tel�nek bizony¡t s ban l ttuk, a T oper tor

dmn(T ∗T )-re val¢ megszor¡t sa s�r� T -ben; l�tezik teh t minden x ∈ dmn(T )-hez
dmn(T ∗T )-beli pontoknak olyan yn sorozata, hogy limn→∞ yn = x �s limn→∞ Tyn =

Tx. Minden z ∈ dmn(T ∗T )-re teljes�l azonban, hogy

‖Tz‖2 = 〈z, T ∗Tz〉 = 〈z, TT ∗z〉 = ‖T ∗z‖2,

mivel T ∗T = TT ∗
. Ha ezt az �sszef�gg�st alkalmazzuk z = yn − ym-re, akkor

azt mutatja, hogy a T ∗yn sorozat Cau
hy-sorozat, teh t konvergens. Mivel T ∗

z rt, ebb�l k�vetkezik, hogy x ∈ dmn(T ∗
) �s T ∗x = limn→∞ T ∗yn teljes�l; ebb�l

k�vetkezik, hogy ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖. Bel ttuk teh t, hogy dmn(T ) ⊂ dmn(T ∗
). Mivel

T ∗∗
= T , a T ∗

oper tor is norm lis, �s dmn(T ∗
) ⊂ dmn(T ).

26. Lemma. Legyen a H Hilbert-t�r a megsz ml lhat¢ sok Hn z rt alt�r

Hilbert-�sszege, �s minden n-re Tn a Hn egy korl tos oper tora. Ekkor pontosan

egy olyan T z rt oper tora l�tezik H-nak, amelyre Hn ⊂ dmn(T ), T |Hn
= Tn �s

PnTx = TPnx minden n �s minden x ∈ dmn(T ) eset�n, ahol Pn a H-nak Hn-re

val¢ ortogon lis projek
i¢ja. Tov bb  dmn(T ) azon x =

∑

n xn, xn ∈ Hn elemek

halmaza, amelyekre

∑

n ‖Tnxn‖
2 < ∞, �s Tx =

∑

n Tnxn. Ha Tn minden n-re egy

folytonos norm lis oper tor Hn-en, akkor T norm lis oper tor, �s T ∗x =

∑

n T ∗
nxn.

Bizony��t�as. Jel�lje X az �sszes olyan x =

∑

n xn, xn ∈ Hn alak£ elemek hal-

maz t, amelyekre

∑

n ‖Tnxn‖
2 < ∞. Mivel

∑

n ‖PnTx‖
2

= ‖Tx‖2 < ∞ kell, hogy

teljes�lj�n, felt�teleinkb�l k�vetkezik, hogy dmn(T ) ⊂ X . A minden Hilbert-t�rben

�rv�nyes ‖z+ z′‖2 ≤ 2‖z‖2+2‖z′‖2 egyenl�tlens�gb�l k�vetkezik, hogy X altere H-

nak. Minden x =

∑

n xn ∈ X eset�n legyen T ′x =

∑

n Tnxn. Megmutatjuk, hogy

az ¡gy de�ni lt T ′
oper tor z rt. Mivel T nyilv n tartalmazza a

∑

n(xn, Tnxn)

v�ges �sszegeket, T s�r� T ′
-ben, �s mivel T z rt, ebb�l k�vetkezik, hogy T = T ′

.

Nyilv nval¢, hogy T ′
line ris. Legyen tov bb  xm ∈ X egy sorozat, amely egy

x ∈ H elemhez konverg l £gy, hogy Txm egy y ∈ H elemhez konverg l. Ekkor
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PnT
′xm = TnPnxm a Tn folytonoss ga miatt TnPnx-hez konverg l, teh t x ∈ X �s

y = T ′x.
A m sodik  ll¡t s bizony¡t s hoz el�sz�r megmutatjuk, hogy T ∗

(Hn) ⊂ Hn.

Ha m 6= n, b rmely yn ∈ Hn �s xm ∈ Hm eset�n, 〈xm, T ∗yn〉 = 〈Txm, yn〉 = 0,

mivel T (Hm) ⊂ Hm. Ez�rt T
∗yn minden Hm, m 6= n alt�rre ortogon lis, teh t Hn-

ben van. K�vetkez� l�p�sk�nt megmutatjuk, hogy minden x ∈ dmn(T )-re PnTx =

TPnx = TnPnx, ahol Pn a Hn alt�rre t�rt�n� ortogon lis projek
i¢. Val¢ban,

minden yn ∈ Hn eset�n

〈PnTx, yn〉 = 〈Tx, Pnyn〉 = 〈Tx, yn〉 = 〈x, T ∗yn〉,

�s mivel az el�z�ek szerint T ∗yn = PnT
∗yn, azt kapjuk, hogy

〈PnTx, yn〉 = 〈Pnx, T
∗yn〉 = 〈TPnx, yn〉 = 〈TnPnx, yn〉.

Mivel ez minden yn ∈ Hn-re teljes�l, a PnTx �s a TnPnx elemek egybeesnek.

Csak annak bizony¡t sa van h tra, hogy T norm lis. Minden x ∈ dmn(T )-re
teljes�l azonban, hogy ‖T ∗

nPnx‖ = ‖TnPnx‖; alkalmazva az eddig bizony¡tottakat

a T ∗
n oper torokra, azt kapjuk, hogy pontosan egy T ′

z rt oper tor l�tezik, amely

minden n-re a Hn ⊂ dmn(T ′
), T ′|Hn

= T ∗
n �s PnT

′x = T ′Pnx ha x ∈ dmn(T ′
)

felt�teleket teljes¡ti, tov bb  dmn(T ′
) = dmn(T ), �s x =

∑

n xn ∈ dmn(T ′
) eset�n

T ′x =

∑

n T ∗
nxn. Ebb�l a formul b¢l k�zvetlen�l k�vetkezik, hogy minden x, y ∈

dmn(T )-re a 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉 �sszef�gg�s teljes�l; m s szavakkal, T ′ ⊂ T ∗
. Az

is teljes�l azonban, hogy PnT
∗y = T ∗Pny minden n-re �s minden y ∈ dmn(T ′

)-re;

val¢ban, minden xn ∈ Hn eset�n 〈xn, PnT
∗y〉 = 〈xn, T

∗y〉, �s mivel xn ∈ dmn(T ),
kapjuk, hogy 〈xn, T

∗y〉 = 〈Txn, y〉 = 〈Txn, Pny〉, mivel Txn = Tnxn ∈ Hn. Fel-

haszn lva, hogy Hn ⊂ dmn(T ∗
), kapjuk, hogy 〈xn, PnT

∗y〉 = 〈xn, T
∗Pny〉, ami  l-

l¡t sunkat bizony¡tja. Mivel T ∗
z rt, az el�z� lemm b¢l k�vetkezik, hogy T ′

= T ∗
.

Az eddig bizony¡tottakb¢l k�vetkezik, hogy minden x, y ∈ dmn(T ) = dmn(T ∗
)

eset�n 〈Tx, Ty〉 = 〈T ∗x, T ∗y〉 teljes�l. Ha z ∈ dmn(TT ∗
), akkor ebb�l minden

x ∈ dmn(T )-re 〈Tx, Ty〉 = 〈T ∗x, T ∗z〈= 〈x, TT ∗z〉; ez az adjung lt oper tor de-

�n¡
i¢ja szerint azt jelenti, hogy Tz ∈ dmn(T ∗
) teljes�l, �s hogy T ∗Tz = TT ∗z.

Megmutattuk teh t, hogy TT ∗ ⊂ T ∗T . A bizony¡t s teljes lesz, ha T �s T ∗
szerep�t

fel
ser�lj�k, mivel T ∗∗
= T .

27. Spektr lintegr l. Legyen H egy komplex Hilbert-t�r, �s P egy spekt-

r lm�rt�k X-en L(H;H)-beli �rt�kekkel. Ekkor l�tezik egy �s 
sak egy, az X-en

�rtelmezett m�rhet� komplex �rt�k� f�ggv�nyeket H line ris oper toraiba k�pez�

f 7→ ϕ(f) =

∫

X

f(t) dP (t)

lek�pez�s ( spektr lintegr l), amely rendelkezik az al bbi tulajdons gokkal:

(1) dmnϕ(f) = {x : x ∈ H,
∫

X
|f |2 dPx < ∞};

(2) 〈ϕ(f)x, x〉 =
∫

X
f dPx minden x ∈ dmnϕ(f)-re.
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Teljes�l tov bb , hogy minden ϕ(f) s�r�n de�ni lt z rt line ris oper tor, �s

(3) ‖ϕ(f)x‖2 =
∫

X
|f |2 dPx ha x ∈ dmnϕ(f);

(4) ha S ∈ L(H;H), �s SP (A) = P (A)S minden A m�rhet� halmazra, akkor

Sϕ(f) ⊂ ϕ(f)S.

Ha f, g : X → C m�rhet� f�ggv�nyek, α, β ∈ C pedig skal rok, akkor

(5) ha P{f 6= g} = 0, akkor ϕ(f) = ϕ(g);

(6) αϕ(f) + βϕ(g) ⊂ ϕ(αf + βg);

(7) ϕ(f)ϕ(g) ⊂ ϕ(fg) �s dmn(ϕ(f)ϕ(g)) = dmnϕ(g) ∩ dmnϕ(fg);

(8) ϕ(f)∗ = ϕ(f) �s ϕ(f)ϕ(f)∗ = ϕ(|f |2) = ϕ(f)∗ϕ(f).

Bizony��t�as. Ha f egyszer� m�rhet� f�ggv�ny α
1

, α
2

, . . . , αn �rt�kekkel, akkor

de�ni ljuk ϕ(f) ∈ L(H;H)-t a ϕ(f) =
∑n

j=1

αjP{f = αj} �sszef�gg�ssel. Mivel

P �rt�kei �nadjung lt projek
i¢k, ϕ(f)∗ =

∑n
j=1

αjP{f = yj} = ϕ(f). Ha a g
egyszer� f�ggv�ny a βk �rt�keket veszi fel, akkor

ϕ(f)ϕ(g) =
∑

j,k

αjβkP{f = αj}P{g = βk} =
∑

l

∑

αjβk=γl

γlP{fg = γl} = ϕ(fg).

Hasonl¢an bel that¢, hogy ϕ(αf+βg) = αϕ(f)+βϕ(g). Ha x ∈ H, akkor de�n¡
i¢

szerint

〈ϕ(f)x, x〉 =
n
∑

j=1

αj〈P{f = αj}x, x〉 =
n
∑

j=1

αjPx{f = αj} =

∫

X

f dPx.

A fentiekb�l k�vetkezik, hogy

ϕ(f)∗ϕ(f) = ϕ(f)ϕ(f) = ϕ(ff) = ϕ(|f |2).

Ez�rt

‖ϕ(f)x‖2 = 〈ϕ(f)∗ϕ(f)x, x〉 = 〈ϕ(|f |2)x, x〉 =

∫

X

|f |2 dPx,

amib�l k�vetkezik, hogy ‖ϕ(f)‖ ≤ K ha |f | ≤ K. Legyen most f korl tos m�rhet�

f�ggv�ny. L�teznek olyan fk egyszer� m�rhet� f�ggv�nyek, amelyek konverg lnak

f -hez egyenletesen. Az el�z� egyenl�tlens�g szerint, a ϕ(fk) oper torok Cau
hy-

sorozatot alkotnak L(H;H)-ban. Ez konverg l egy oper torhoz, amelyet ϕ(f)-el
fogunk jel�lni. K�nny� l tni, hogy ϕ(f) nem f�gg az fk megv laszt s t¢l. Nyilv n-

val¢, hogy az el�z� egyenl�tlens�gb�l k�vetkezik az  ltal nosabb

‖ϕ(f)‖ ≤ K ha |f | ≤ K

�sszef�gg�s. Az egyszer� f�ggv�nyekre eddig bizony¡tottakb¢l a t�tel minden  ll¡-

t sa k�vetkezik a korl tos m�rhet� f�ggv�nyek eset�re.
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Az  ltal nos esetben osszuk felX-et megsz ml lhat¢ sok diszjunkt, m�rhet�Xn

halmazra, £gy, hogy f |Xn
korl tos legyen; p�ld ul tekints�k az Xn = {n ≤ |f | <

n + 1} halmazokat. Tekints�k az fn f�ggv�nyeket, amelyek Xn-en f -el egyeznek
meg, egy�bk�nt null k. Mivel ϕ(fn) fel
ser�lhet� P (Xm)-el, a Hn = rng(P (Xn))

z rt alt�r ortogon lis komplementer�n nulla, ezt pedig �nmag ba lek�pezi le. Legyen

Tn = ϕ(fn)|Hn
, �s legyen ϕ(f) az el�z� lemma szerint a Tn oper torokhoz tartoz¢

T z rt line ris oper tor. Az el�z� t�tel �s az integr l σ-additivit sa miatt ϕ(f)
s�r�n de�ni lt, �s eleget tesz az (1) �s (2) felt�teleknek. Mivel az (1) jobb oldal n

szerepl� halmaz f �s P  ltal egy�rtelm�en meghat rozott, kapjuk, hogy s�r� alt�r,

�s polariz 
i¢val ad¢dik, hogy (1) �s (2) egy�rtelm�en meghat rozza ϕ(f)-et. Az

el�z� lemma felhaszn l s val a (3){(8)  ll¡t sok is k�nnyen bel that¢k, ha az Xn

m�rhet� halmazokat £gy v lasztjuk, hogy g is korl tos legyen Xn-en. Ez k�nnyen

el�rhet�, ha a {j ≤ |f | < j+1}∩{k ≤ |g| < k+1} halmazokat rendezz�k sorozatba.

→ 28. Feladat. Az el�z� t�tel jel�l�seivel, mutassuk meg, hogy σ(ϕ(f)) ⊂
rng(f).

29. A spektr l-t�tel korl tos norm lis oper torokra. Legyen H komp-

lex Hilbert-t�r. Ha T ∈ L(H;H) egy norm lis oper tor, akkor pontosan egy

P spektr lm�rt�k l�tezik σ(T ) Borel-halmazain, a T spektr lfelbont sa, amelyre

T =

∫

σ(T )
λ dP (λ).

Bizony��t�as. A spektr l t�tel szorzat alakj t felhaszn lva, legyen P (A) =

U−1 ◦ MξA◦t ◦ U , ha A Borel-halmaz σ(T )-ben. Mivel ξA ◦ t 
sak 0 �s 1 �rt�ke-

ket vehet fel, MξA◦t �nadjung lt projek
i¢. B rmely x ∈ H-ra

Px(A) = 〈P (A)x, x〉 =

∫

ξA(t(s))|Ux(s)|2 dµ(s) =

∫

t−1

(A)

|Ux(s)|2 dµ(s),

amib�l l tszik, hogy Px v�ges m�rt�k σ(T ) Borel-halmazain, �s ¡gy P spektr lm�r-

t�k. Az el�z� �sszef�gg�s £gy is ¡rhat¢, hogy

∫

σ(T )

ξA(λ) dPx(λ) =

∫

ξA(t(s))|Ux(s)|2 dµ(s),

�s hasonl¢ �sszef�gg�s teljes�l ξA helyett minden egyszer� Borel-f�ggv�nyre, �s tet-

sz�leges σ(T )-n �rtelmezett korl tos, komplex �rt�k� Borel-f�ggv�nyre is, spe
i li-

san ϕ(λ) = λ-ra is. Ebb�l

∫

σ(T )

λ dPx(λ) =

∫

t(s)|Ux(s)|2 dµ(s) = 〈Tx, x〉.

M sr�szt, a spektr lintegr l tulajdons gai szerint, ha p egy k�tv ltoz¢s komplex

polinom, akkor

〈p(T, T ∗
)x, x〉 =

∫

σ(T )

p(λ, λ) dPx(λ).
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AWeierstrass-Stone t�tel komplex v ltozata szerint a λ 7→ p(λ, λ) f�ggv�nyek s�r�ek
C(σ(T ))-ben. �

Igy a T oper tor egy�rtelm�en meghat rozza az

∫

σ(T )
ϕ(λ) dPx(λ)

�rt�keket, ha ϕ ∈ C(σ(T )) �s x ∈ H. Mivel C Borel-halmazain minden v�ges

m�rt�k Radon-m�rt�k, a Riesz-f�le reprezent 
i¢s t�tel uni
it s r�sze szerint a Px

m�rt�kek, ¡gy az P spektr lm�rt�k is, egy�rtelm�en meghat rozott.

30. De�n¡
i¢. Legyen H komplex Hilbert-t�r, T ∈ L(H;H) egy norm lis

oper tor, �s P a T spektr lfelbont sa. Ha f Borel-f�ggv�ny σ(T )-n, legyen f(T ) =
∫

σ(T )
f dP .

31. T�tel. Legyen H komplex Hilbert-t�r, T ∈ L(H;H) norm lis oper tor,

S a H s�r�n de�ni lt, z rt line ris oper tora. Ha TS ⊂ ST �s T ∗S ⊂ ST ∗
, akkor

f(T )S ⊂ Sf(T ) minden f : σ(T )→ C korl tos Borel-f�ggv�nyre.

Bizony��t�as. Legyen x ∈ dmn(S), y ∈ dmn(S∗
). Ha p tetsz�leges k�tv ltoz¢s

komplex polinom, akkor

〈p(T, T ∗
)Sx, y〉 = 〈Sp(T, T ∗

)x, y〉 = 〈p(T, T ∗
)x, S∗y〉.

Legyen P a T spektr lfelbont sa, �s jel�lje Pu,v a B 7→ 〈P (B)u, v〉 komplex m�rt�ket

σ(T ) Borel-halmazain. A fenti egyenl�s�gb�l

∫

σ(T )

p(λ, λ) dPSx,y(λ) =

∫

σ(T )

p(λ, λ) dPx,S∗y(λ)

b rmely p k�tv ltoz¢s komplex polinomra. A Weierstrass-Stone t�tel komplex v l-

tozata szerint a λ 7→ p(λ, λ) f�ggv�nyek s�r�ek C(σ(T ))-ben, ¡gy
∫

σ(T )

f(λ) dPSx,y(λ) =

∫

σ(T )

f(λ) dPx,S∗y(λ)

teljes�l minden f ∈ C(σ(T )) komplex f�ggv�nyre. Mivel C Borel-halmazain minden

v�ges m�rt�k Radon-m�rt�k, a Riesz-f�le reprezent 
i¢s t�tel uni
it s r�sz�b�l k�-

vetkezik, hogy a PSx,y �s a Px,S∗y komplex m�rt�kek megegyeznek, amib�l viszont

a fenti �sszef�gg�s b rmely f : σ(T ) → C korl tos Borel-f�ggv�nyre teljes�l. Ez azt

jelenti, hogy 〈f(T )Sx, y〉 = 〈f(T )x, S∗y〉 ha x ∈ dmn(S) �s y ∈ dmn(S∗
), amib�l

f(T )x ∈ dmn(S∗∗
) = dmn(S) �s 〈f(T )Sx, y〉 = 〈Sf(T )x, y〉. Mivel dmn(S∗

) s�r�,

f(T )Sx = Sf(T )x ha x ∈ dmn(S), azaz ha a bal oldal �rtelmezve van.

32. T�tel. Legyen T a H komplex Hilbert-t�r egy norm lis oper tora. Ekkor

a H Hilbert-t�r megsz ml lhat¢ sok Hn ⊂ dmn(T ) z rt alt�r Hilbert-�sszege,

amelyek T -vel �s T ∗
-gal szemben invari nsak, �s a Tn megszor¡t sa T -nek Hn-re

norm lis oper tor.

Bizony��t�as. Tekints�k a B = (1 + T ∗T )−1

folytonos szimmetrikus oper -

tort, amelynek spektruma r�sze I = [0, 1℄-nek. Ha x ∈ dmn(T ), akkor TB(H) ⊂
dmn(T ∗

) �s T ∗TBx = x−Bx ∈ dmn(T ) felhaszn l s val kapjuk, hogy

BTx = BT (1+ T ∗T )Bx = B(T + TT ∗T )Bx,



16 2.§ Spektr lelm�let

mivel B(H) ⊂ dmn(T ) teljes�l Neumann t�tele szerint. Mivel azonban TT ∗
= T ∗T ,

kapjuk hogy

BTx = B(T + TT ∗T )Bx = B(1+ T ∗T )TBx = TBx,

m s szavakkal, hogy BT ⊂ TB. Ebb�l az el�z� t�tel felhaszn l s val azt kapjuk,

hogy f(B)T ⊂ Tf(B) b rmely f : [0, 1℄ → C korl tos Borel-f�ggv�nyre. Jel�lje f
0

a {0} halmaz karakterisztikus f�ggv�ny�t, fn pedig a ℄1/(n + 1), 1/n℄ halmaz ka-

rakterisztikus f�ggv�ny�t. Legyen minden n ∈ N-re Hn a Pn = fn(B) �nadjung lt

projek
i¢oper tor �rt�kk�szlete. Ekkor H a Hn z rt alterek Hilbert-�sszege. Ve-

gy�k �szre, hogy H
0

a B oper tor magja, ¡gy mivel (x, y) 7→ 〈Bx, y〉 bels� szorzat,

teh t 〈Bx, x〉 = 0-b¢l x = 0 k�vetkezik, H
0

= {0}.
A fentiek szerint PnT ⊂ TPn. M sr�szt, fn, n > 0 de�n¡
i¢ja miatt a

gn(λ) = fn(λ)/λ (�s gn(0) = 0) �sszef�gg�ssel de�ni lt f�ggv�nyek korl tos Borel-

f�ggv�nyek, ¡gy Pn = Bgn(B) ¡rhat¢, amib�l TPn = TBgn(B). L ttuk azonban,

hogy TB az eg�sz H-n de�ni lt korl tos oper tor. Ez�rt a Tn megszor¡t sa T -nek
Hn ∩ dmn(T )-re folytonos lek�pez�se a Hn alt�rnek �nmag ba. Pn(dmn(T )) ⊂
Hn∩dmn(T ) miatt Hn∩dmn(T ) s�r� Hn-ben; mivel Tn nyilv n z rt oper tor Hn-

en, kapjuk, hogy Hn ⊂ dmn(T ). V�g�l T ∗T = TT ∗
miatt az eddig mondottakban

T �s T ∗
szerep�t fel
ser�lhetj�k, an�lk�l, hogy B megv ltozna; teh t a T ′

n megszo-

r¡t sa T ∗
-nak Hn-re ennek az alt�rnek egy folytonos line ris oper tora, �s nyilv n

megegyezik a Tn oper tor T ∗
n adjung ltj val. �gy Tn norm lis, �s a bizony¡t s k�sz.

33. A spektr lt�tel szorzat alakja. Legyen H egy komplex Hilbert-t�r,

�s T egy norm lis oper tor H-n. Ekkor l�tezik olyan µ m�rt�k, U : H → L

2

(µ)
unit�r oper tor �s µ-m�rhet� komplex �rt�k� t f�ggv�ny, hogy U ◦ T ◦ U−1

= Mt,

a t-vel val¢ szorz s oper tora, �s rng(t) ⊂ σ(T ), tov bb  µ v laszthat¢ £gy, hogy

µ(A) = sup{µ(B) : B ⊂ A, µ(B) < ∞} teljes�lj�n minden A ∈ A-ra.

Bizony��t�as. Az el�z� t�telt fogjuk felhaszn lni. Az ottani jel�l�sekkel, tekint-

s�k a Tn korl tos norm lis oper torokat (Hn ortogon lis komplementer�n null nak

de�ni lva) �s a Pn projek
i¢kat. Ezek az oper torok �s adjung ltjaik p ronk�nt

fel
ser�lhet�ek. Tekints�k az ezek  ltal gener lt legsz�kebb z rt B

∗
-r�szalgebr j t

L(H;H)-nak, �s alkalmazzuk erre a spektr l t�tel szorzat alakj nak B

∗
-algebr kra

vonatkoz¢ v ltozat t. tn-el, illetve pn-el jel�lve a Tn-hez, illetve Pn-hez tartoz¢

f�ggv�nyt, az  ltal noss g megszor¡t sa n�lk�l feltehetj�k, hogy pn egy An ∈ A
halmaz karakterisztikus f�ggv�nye, az An halmazok diszjunktak, egyes¡t�s�k X , �s

a tn f�ggv�ny az An-en k¡v�l nulla. Legyen t =
∑

n tn. Az el�z� t�telb�l, �s az

integr l σ-additivit s b¢l k�vetkezik, hogy t a T -nek megfelel� f�ggv�ny.

34. T�tel. Legyen H komplex Hilbert-t�r, T,N,M ∈ L(H;H), �s tegy�k fel,

hogy N �s M norm lis oper torok. Ha MT = TN , akkor M∗T = TN∗
.

Bizony��t�as. Legyen S ∈ L(H;H) tetsz�leges oper tor. Ha R = S − S∗
�s

Q = exp(R), akkor R∗
= −R miatt Q∗

= exp(R∗
) = exp(−R) = Q−1

, azaz

Q unit�r. �gy ‖ exp(S − S∗
)‖ = 1 minden S-re. Most a t�tel felt�tel�b�l teljes
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induk
i¢val MkT = TNk
minden k term�szetes sz mra, ¡gy exp(M)T = T exp(N),

vagyis T = exp(−M)T exp(N). Legyen U = exp(M∗ − M), V = exp(N − N∗
).

Mivel az M �s N oper torok norm lisak, az el�z� �sszef�gg�sb�l azt kapjuk, hogy

exp(M∗
)T exp(−N∗

) = UTV , amib�l k�vetkezik, hogy ‖ exp(M∗
)T exp(−N∗

)‖ ≤
‖T‖. Ha M , illetve N hely�re λM -et, illetve λN -et ¡runk, akkor azt kapjuk, hogy a

λ 7→ exp(λM∗
)T exp(−λN∗

)

lek�pez�s korl tos az eg�sz komplex s¡kon. A Liouville-t�telb�l k�vetkezik, hogy ez a

lek�pez�s konstans, ¡gy, mivel az orig¢ban �rt�ke T , azt kapjuk, hogy exp(λM∗
)T =

T exp(λN∗
) ha λ ∈ C. A deriv ltak egyenl�s�g�b�l az orig¢ban kapjuk az  ll¡t st.

35. Spektr lt�tel. Egy H komplex Hilbert-t�r b rmely T norm lis oper -

tor hoz l�tezik egy �s 
sak egy P spektr lm�rt�k C Borel-halmazain, a T spektr l-

felbont sa, amelyre T =

∫

C

t dP (t). Erre a spektr lm�rt�kre P (C\σ(T )) = 0, ¡gy

az integr l s σ(T ) felett is v�gezhet�. Tov bb , P (A)S = SP (A) minden A ⊂ C

Borel-halmazra, �s minden olyan S ∈ L(H;H)-ra, amelyre ST ⊂ TS.

A bizony¡t s a spektr lt�tel szorzat alakj t haszn lja. A spektr lfelbont s a

P (A) = U−1◦MξA◦t◦U , �sszef�gg�ssel de�ni lhat¢. Egy m sik bizony¡t s tal lhat¢

Rudin [1973℄ k�nyv�ben.

Bizony��t�as. A fenti �sszef�gg�s egy P : A → L(H;H) lek�pez�s�t de�ni lja

C Borel halmazainak H �nadjung lt projek
i¢oper toraiba. Nyilv n P (C) = 1.

Vegy�k �szre, hogy

〈P (A)x, x〉 =

∫

t−1

(A)

|Ux|2 dµ,

amib�l k�vetkezik, hogy Px m�rt�k minden x ∈ H-ra. Ǳltal nosan, azt fogjuk

megmutatni, hogy minden f : C → C Borel-f�ggv�nyre

∫

C

|f(λ)|2 dPx(λ) =

∫

|f ◦ t|2|Ux|2 dµ,

¡gy

∫

f dP �s U−1 ◦ Mf◦t ◦ U �rtelmez�si tartom nya megegyeznek, �s ha ez az

integr l v�ges, akkor

(1)

∫

f(λ) dPx(λ) =

∫

(f ◦ t)|Ux|2 dµ,

mert ebb�l k�vetkezik, hogy

∫

f dP = U−1 ◦ Mf◦t ◦ U minden f : C → C Borel-

f�ggv�nyre, spe
i lisan az identikus lek�pez�sre is. Ez azonban egyszer� f�ggv�nyre

trivi lis, �s ha f korl tos f�ggv�ny, akkor hat r tmenettel k�vetkezik (ilyenkor az

integr lok mind v�gesek). Az  ltal nos esetben osszuk fel a komplex s¡kot megsz m-

l lhat¢ sok diszjunkt Borel-halmazra £gy, hogy az f mindegyiken korl tos legyen,



18 2.§ Spektr lelm�let

p�ld ul legyen An = f−1{n ≤ |f | < n+ 1}. Legyen fn = fξAn
. Ekkor

∫

C

|f(λ)|2 dPx(λ) =
∑

n

∫

An

|f(λ)|2 dPx(λ) =
∑

n

∫

C

|fn(λ)|
2 dPx(λ)

=

∑

n

∫

X

|fn ◦ t|2|Ux| dµ =

∑

n

∫

t−1

(An)

|f ◦ t|2|Ux| dµ

=

∫

X

|f ◦ t|2|Ux|2 dµ,

azaz ez a k�t integr l egyszerre v�ges. Ha ez a k�t integr l v�ges, akkor a minden

z ∈ C-re teljes�l� |z| ≤ 1 + |z|2 be
sl�s szerint az (1)-ben szerepl� integr lok is

v�gesek, �s egyszer� f�ggv�nyekkel k�zel¡tve f -et, kapjuk, hogy fenn ll (1).

Tegy�k fel, hogy S ∈ L(H;H) �s ST ⊂ TS. Legyen Q = Qn = P (An),

ahol An = {λ : |λ| < n}, n term�szetes sz m. Ekkor a TQ oper tor el� ll¡t sa

TQ =

∫

f dP , ahol f(λ) = λ ha |λ| < n, �s f(λ) = 0 egy�bk�nt. �gy ez az oper tor

korl tos norm lis oper tor. A TQ oper tor spektr lfelbont sa P ′
(A) = P (f−1

(A)),
azaz

P ′
(A) = P (A ∩An) = QP (A) ha 0 /∈ A,

P ′
({0}) = P ({0} ∪ (C\An)) = P ({0}) + 1−Q.

Ebb�l

P (A) = QP (A) = QP ′
(A) ha A ⊂ An.

A spektr lintegr l tulajdons gaib¢l k�vetkezik, hogy QT ⊂ TQ = QTQ, tov bb 

(QSQ)(TQ) = QSTQ ⊂ QTSQ ⊂ (TQ)(QSQ).

Mivel (QSQ)(TQ) ∈ L(H;H), ez a tartalmaz s azt jelenti, hogy egyenl�s�g teljes�l.

Ez�rt a 2.31 t�telb�l �s az el�z� t�telb�l k�vetkezik, hogy QSQ fel
ser�lhet� a P ′
(A)

projek
i¢k mindegyik�vel.

Most tetsz�leges A korl tos Borel-halmazra van olyan n, hogy A ⊂ An; ekkor

QSP (A) = QSQP ′
(A) = P ′

(A)QSQ = P (A)SQ,

¡gy QnSP (A) = P (A)SQn minden el�g nagy n-re. Ha n tart v�gtelenhez, kapjuk a

fel
ser�lhet�s�get minden korl tos Borel-halmazra, ¡gy tetsz�leges Borel-halmazra

is.

Legyen P ′
egy m sik spektr lm�rt�k, amelyre T =

∫

λ dP ′
(λ). Ekkor P ′

(A′
)T ⊂

TP ′
(A′

) minden A′
Borel-halmazra. Mivel a P (A) projek
i¢k minden olyan S ∈

L(H;H) transzform 
i¢val fel
ser�lhet�k, amelyre ST ⊂ TS, azt kapjuk, hogy

P ′
(A′

)P (A) = P (A)P ′
(A′

). Legyen An korl tos Borel-halmazok egy sorozata, ame-

lyek egyes¡t�se C. A Hn = P (An)(H) alt�rre megszor¡tva P (A)-t �s P ′
(A)-t, k�t

olyan spektr lsereget kapunk, amelyek mindegyike a TP (An) oper tor Hn-re val¢

megszor¡t s nak spektr lfelbont sa. �gy ez a k�t spektr lsereg megegyezik Hn-en,

�s mivel H a Hn-ek Hilbert-�sszege, a lemm b¢l k�vetkezik, hogy minden�tt.

36. De�n¡
i¢. Legyen H komplex Hilbert-t�r, T a H egy norm lis oper -

tora, �s P a T spektr lfelbont sa. Ha f Borel-f�ggv�ny σ(T )-n, legyen f(T ) =
∫

σ(T )
f dP .
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