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1.5 Bevezetés

Riesz Frigyes és Szokefalvi-Nagy Béla kitting ,, Funkciondlanalizis” konyve, ame-
lyen egy nemzedék nevelkedett, ma mar magyar nyelven is rendelkezésére all a
spektralelmélet irant mélyebben érdeklodoknek. Kivalé feladatanyagot tartalmaz a
spektralelmélettel kapcsolatban Kirillov és Gvisiani magyarul ,,Feladatok a funkci-
onalanalizis korébol” cimmel megjelent feladatgyiijteménye, amely vazlatosan tar-
gyalja az elméletet is, és a Halmos altal is javasolt utat kovetve, a spektraltételhez
annak szorzat alakjan keresztiil jut el. Ez a felépités elonyosnek tiinik, mert a
spektraltétel szorzat alakja elég szemléletes, gyakran jél hasznalhaté, és egy opera-
tor szorzat alakjat megkeresve, abbdl konnyen kaphatjuk a spektralfelbontast. Bar
a spektralelmélet kiilonféle targyalasi médjai gyakran nem egyszerii fogalmakat és
mély tételeket (komplex mértékek, Radon-mérték, Riesz-féle reprezenticids tétel,
Gelfand-elmélet, stb.) hasznalnak fel, a spektréltétel szorzat alakja, a spektrél-
mérték és a spektralintegral fogalma, és a spektraltétel elég egyszertien megfogal-
mazhatd, még igen altalanos, a Hilbert-tér nem feltétleniil korlatos, normaélis ope-
ratorainak szerkezetét leir6 formdjaban is. Célszeriinek tiinik tehat azok szamara,
akik a spektraltételt csak alkalmazni kivanjak, a legegyszeriibb tények ismertetése
utan mindjart a spektriltételt elmondani bizonyitas nélkiil, és az elmélet egyszeriibb
tényeinek bizonyitasaval illusztralni annak erejét. Ez a gondolat vezetett a Jarai
[1992] jegyzet irasakor. Igy azonban a mélyebben érdekldd8k szdmara nem vila-
gos, hogyan juthatunk el minél gyorsabban ehhez az alakhoz. Ezen a hianyossagon
kivan segiteni ez a kis fiizet. Készitése soran Riesz—Sz6kefalvi [1988] és Kirillov—
Gvisiani [1985] mér emlitett konyvén kiviil elsésorban Rudin [1973], Halmos [1957]
és Dieudonné [1985] konyvét hasznaltam fel. Az analizisben &ltaldnosan szokisos
jeloléseket hasznaltam. Kétség esetén ldsd Rudin [1978] konyvét. A felhasznalt
linedris algebrai tételek megtaldlhaték Halmos [1984] kdnyvében, a mértékelméleti
eredmények pedig a Jérai [1988] jegyzetben. A megértéshez sziikség van a funkcio-
nalanalizis alapjainak és a Gelfand-elméletnek az ismeretére: megtalalhato Losonczi
[1982] jegyzetében. Jelolésekben a Jarai [1992] jegyzetet kovetem, mivel ez a kis fii-
zet, annak kiegészitése.

Jarai Antal
Debrecen, 1992 februar 24
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2.§ Spektralelmélet

1. Linearis operatorok. Bar linearis terek kozott hato linedris leképezéseket
is lehetne vizsgalni, ezzel a tisztan algebrai kérdéssel nem fogunk foglalkozni. Ezért
szamunkra az alabbi széhasznalat lesz célszerii. Legyenek X és Y normaélt terek K
felett. Egy A C X xY leképezést linedris operatornak neveziink, ha X egy linedaris
alterén van értelmezve, és minden z,y € dmn(A)-ra és o € K-ra

Alx+y) = Az + Ay (additiv),
A(ax) = aAx ( homogén).

Ha Y = K, akkor linedris funkciondlrdl beszéliink. Egy linedris operator rng(A)
képtere (azaz értékkészlete) és ker(A) = A~1(0) magja vagy nulltere linearis
alterek. A pontosan akkor kolcsonosen egyértelmt, ha ker(A) = {0}, és ekkor
A~1 is linedris operator, mert y1,ys € rng(A) esetén az A~ ly; = z1, A7 yy = x4
jelolésekkel y; = Axy, yo = Axy és A linearitdsa miatt y; + yo = Axy + Azy =
A(z1 + x2), azaz

Ay + Ay = e = A7 (Y1 + ),
és hasonléan ay; = aAz; = A(axy), amibdl
aA™ly; = axy = A ayy).

Megjegyezziik, hogy a kozonséges algebrai miiveletek évatosan kezelenddk, ha az
operatorok nem az egész téren vannak értelmezve. Példaul a T és S operatorok
osszege csak a dmn(7 + S) = dmn(7) N dmn(S) halmazon, szorzata (osszetétele)
pedig csak a dmn(7'S) = {z : € dmn(S) és Sz € dmn(T")} halmazon értelmezhe-
t0.

Az A linedris operdtor normdja [|Al = supy, < [|Az|. Ha dmn(A4) # {0},

akkor 1Az
T
|All = sup ——— = sup [|Az].
o£z 1zl a)=t

Nyilvan ||Az|| < ||Al|||z| minden x € dmn(A)-ra, és ||A| a legkisebb ilyen konstans.
Ha az A normadja véges, akkor A-t korlatosnak nevezziik. A norma és a miiveletek
kapcsolatat az

leAll = sup |[(@d)z|| = |af sup [[Az]] = |af[[Al],

lel<1 el <1
|A+ Bl = sup [[(A+ B)z|| < sup [|Az||+ sup [|Bz| = [lAll+ Bl
lel<1 el <1 el <1
|AB|[ = sup [[(AB)z[| < sup [[A||Bz|| < [Alll[B]
lel<1 el <1

osszefiiggések jellemzik. Az X-et Y-ba képez6 korlatos linearis operatorok terét
L(X;Y)-nal fogjuk jelolni. A fentiek szerint £(X;Y) normélt tér. Az L(X; K) teret,
X konjugalt terét X*-gal is jeloljiik. A korlatos linedris operatorok vizsgalatat
illet6en lasd Losonczi [1982] jegyzetét.
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2. Zart operatorok. Az X normalt tér egy részhalmazat az Y normalt térbe
képez6 A operatort zart operatornak nevezziik, ha A zart részhalmaza az X x Y
normalt térnek. Nyilvan ha egy zart operator kolcsonosen egyértelmi, akkor az
inverze is zart opeator. Az A operator pontosan akkor zart, ha barmely (z,y) € A
esetén (x,y) € A. Az (x,y) € A feltétel pontosan akkor teljesiil, ha van olyan
(Zn,yn) € A sorozat, amely (x,y)-hoz konvergél, azaz amelyre x,, € dmn(A), x,, —
x, Yo = Az, — y han — oco. Az (z,y) € A feltétel pontosan azt jelenti, hogy
x € dmn(A) és y = Ax. fgy belattuk, hogy A pontosan akkor zart operator, ha
tetsz6leges x, € dmn(A) sorozatot véve, melyre x,, — x, Az, — y, kovetkezik,
hogy = € dmn(A) és y = Ax. Zart operdtorokkal kapcsolatban nevezetes tény a
zart graf tétel: Banach-teret Banach-térbe képezo zart linearis operator korlatos.
Lésd Losonczi [1982] jegyzetét.

3. Definicié. Legyen X egy normalt tér. X egy linedris operatoran egy
T C X x X linearis leképezést értiink. Ha T inverze X-en értelmezett korlatos li-
nearis operator, akkor T-t reguldrisnak nevezziik, egyébként pedig szingularisnak.
A X € K skalart T sajdtértékének, az 0 # = € dmn(T) vektort pedig T sajdt-
vektoranak nevezziik, ha Tx = Ax. Egy A sajatérték esetén ennek az egyenletnek
a megoldasai alkotjak a A-hoz tartozd sajatalteret. A sajatérték multiplicitasa
ennek az altérnek a dimenzidja.

4. Definicié. Legyen T az X komplex normalt tér linearis operatora. A
rezolvens halmaz azon \ € C szamok halmaza, amelyekre T" — A1 reguldris. A
rezolvens halmaz komplementere T' spektruma, o(T). Azon A skaldrok halmaza,
amelyekre 7 — A1 nem kolcsondsen egyértelmil, a T pontspektruma, o,(T"). Azon
A skaldrok halmaza, amelyekre T — A1 kolcsonosen egyértelmii, és képtere stiri X-
ben, de az inverz nem korldtos, T' folytonos spektruma, o.(T'). A o(T') tobbi eleme
alkotja T' rezidudlis spektrumat, o.(T)-t. Az r(T) = sup{|A\| : A € o(T)} szam T
spektralsugara. Az spektrum és a spektralsugar igy definialt fogalma altalanositja a
Banach-terek korlatos linedris operatoraira, mint Banach-algebra elemekre definialt
fogalmakat. Az operdtor és a spektruma kozotti osszefiiggést (heurisztikusan) a
spektralleképezés elveként fogalmazhatjuk meg: ha T egy operator, f egy komplex
valtozds, komplex értéki fiiggvény, akkor f(o(T)) = o(f(T)).

5. Tétel. Egy komplex Banach-tér barmely linearis operatoranak a spekt-
ruma zart halmaz.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy ha T inverze S € L(X;X), azaz ST C
TS = 1, akkor S(1 — AS)™! a T — A1 inverze elég kis |A| esetén. Tegyiik fel,
hogy |A| < 1/]|S]|. Ekkor 1 — AS invertdlhato, és

(T —A1)Se =TSz —ASz =2 —ASz=(1—-\S)x
minden =z € X-re, igy
(T - ADS(A-AS)tly=1-AS)1-AS) ly=y

minden y € X-re, azaz S(1 — AS)~! a T — A1 inverze.
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6. Adjungalt operator. Legyenek X és Y Hilbert-terek. Nem nehéz meg-
mutatni, hogy korldtos 7' C X x Y operdtor mindig kiterjesztheté az egész X-re
a norma megtartasaval: az értelmezési tartomany lezartjanak ortogonalis komple-
menterén legyen nulla. Igy a korlatos operatorok L(X;Y) elemeinek megszoritasai.
Ha T (nem feltétleniil korlatos, de) siirti halmazon van definidlva, akkor azon y € Y’
elemekre, amelyekre x — (Tx,y) folytonos dmn(7")-n, ez a funkciondl egyértelmiien
kiterjesztheté X-re, és igy van olyan T*y € X, amelyre (T'z,y) = (z,T*y). Nyil-
van a kiterjesztés egyértelmiiségéhez sziikséges, hogy dmn(7T) siiri legyen H-ban.
Konnyt kiszamolni, hogy T* C Y x X linedris operator. T a T adjungaltja. Az
is nyilvanvald, hogy ha T' C S, akkor S* C T*. Ha TT* =1 és T*T = 1, akkor T-
t unitérnek nevezziik. Egy Hilbert-tér egy T linedris operatorat szimmetrikusnak
vagy Hermite-félének nevezziik, ha (Tx,y) = (z, Ty) minden z,y € dmn(7T)-re. Igy
egy strin definiadlt operator pontosan akkor szimmetrikus, ha 7" C T*. Ha T =T,
akkor T-t oOnadjungaltnak nevezziik. Egy stiriin definidlt zart operatort norma-
lisnak neveziink, ha T*T = TT*. Vegyiik észre, hogy egy szimmetrikus operatorra
(T'z, x) mindig valds.

— 7. Feladat: polarizacié. Legyen H komplex Hilbert-tér, T' C H x H linearis
operdator. Igazoljuk, hogy ha x,y € dmn(T'), akkor

HTz,y)=(T(v+y),z+y) —(T(zr—y),z—y)
+i(T(x +iy), x +iy) — i(T(x —iy), x — iy).

Ha H valés, és T' onadjungélt, akkor

KTz,y) = (T(x+y),z+y) —(T(x—y),r—y).

Ez a polarizacios formula. Specidlisan, a bels6 szorzat kifejezheté a norméval.

— 8. Feladat. Igazoljuk, hogy ha H komplex Hilbert-tér, T' € L(H;H) és
(T'r,z) = 0 minden x € H-ra, akkor T' = 0.

9. Projekcidéoperatorok és zart alterek. Egy H Hilbert-téren értelme-
zett P korldtos linedris operatort projekciGoperatornak neveziink, ha P? = P.
A legegyszeriibb projekcidoperatorok az 1 identikus operator és a nulloperator.
Megmutatjuk, hogy a P +— rng(P) leképezés kolcsondsen egyértelmii kapcsolatot
létesit az onadjungélt projekciéoperatorok és H zart linedris alterei kozott. Ennek
beldtasahoz, el6szor is vegyiik észre hogy a P operator nulltere, a ker(P) zart line-
aris altér pontosan azokbdl az elemekbdl &ll, amelyek eldallnak = — P(z) alakban,
rng(P) pedig P fixpontjaibdl all, azaz 1 — P nulltere. Mdsrészt, P 6nadjungaltsa-
gét felhasznalva, kapjuk, hogy rng(P) = ker(P)*. Ebbdl az ortogonlis felbontas
tételének felhasznaldsaval mar kovetkezik az allitas.

10. Példak. Példdinkban tekintsiik a szamegyenest a Lebesgue-mértékkel, és
legyen a Hilbert-tér a megfelels komplex L2-tér.
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1) Legyen g : R — C egy korlatos Lebesgue-mérheté fiiggvény, és M, a g-vel
g Y g g gg g9
valé szorzas operatora, azaz

My (f)(t) =g()f(t), ha teR.
Ekkor M, korldtos linearis operdtor. M, adjungdltja Mg. Ha g valds értékii, akkor
M, 6nadjungalt. Ha g egy halmaz karakterisztikus fiiggvénye, akkor M, projekcio-
operator.

(2) Legyen

(Mf)(t)=tf(t), ha feL?® és /oot2|f(t)|2dt<oo.

Megmutathato, hogy ekkor M nemkorlatos 6nadjungalt operator.
(3) Legyen h egy val6s szam, és definidljuk a D operatort az f € D(R) fiige-
vényeken, tigy, hogy Df = —ihf’. Ekkor D sfir(in definidlt operédtor, és

o0 o0 . oo
g = [ —inrg= [ infy = [ i) =5 D).
— o0 — 00 — 00

ha f, g € dmn(D), azaz D szimmetrikus. Megmutathatd, hogy D nem énadjungalt,
de ha értelmezését kiterjesztjiik azokra a f € L2 fiiggvényekre, amelyek minden
kompakt intervallumon abszolit folytonosak, és derivaltjuk is négyzetesen integral-
hato, akkor nemkorlatos 6nadjungalt operatort kapunk.

(4) Legyen M a (2)-ben definiélt operédtor, D pedig a (3)-ban definidlt opers-
tor. Az M és D operatorok kommutatora, DM — M D az értelmezési tartomanyan
megegyezik a —ih1l operatorral:

—ih(tf(t)) + tihf' (t) = —ihf(t)

(Heisenberg-féle felcserélési osszefiiggés).
11. Feladat. Bizonyitsuk be az el6z6 példa allitasait.

12. Tipikus példa. Legyen u egy mérték, t mérheto, komplex értéki fiigg-
vény, és M; a t-vel valé szorzas operatora:

(Myx)(1) = t(1)z(7), ha x & L?(u), to € L*(u).

Ha t egy masik mérhetd fiiggvény, amely minden véges mértékii mérhetd halmazon
majdnem mindeniitt egyenlé ¢-vel, akkor M; = M;, mivel az {x # 0} halmaz o-
véges. Megmutatjuk, hogy M; = M;. Ha y € L? esetén z — (Myx,y) = [taydp
korldtos linedris funkciondl dmn(M;)-n, akkor el3all belsé szorzat alakban, azaz van
olyan z € L?, hogy [tydu = [xzdp ha v € dmn(M;). Azt kell megmutatnunk,
hogy ty és Z majdnem mindeniitt megegyeznek. Ha p{ty # Z} > 0 lenne, akkor
felhaszndlva, hogy az {y # 0} és {z # 0} halmazok o-végesek, vilaszthatnank olyan
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A mérhet6 halmazt, amelyen ¢ # Z és 0 < u(A) < oo. Feltehetjiik, hogy t korlatos
A-n; valoban, alkalmazzuk az AN{|t| < n} halmazokra a mérték folytonossagat. Ha
most & = £4sgn(ty — z), akkor z € dmn(M;) és [x(ty —Z)dp = [, |ty —Z| dp # 0.
Vegyiik észre, hogy M; normélis, ha t valos értékili, akkor M; onadjungalt, ha ¢
korlatos, akkor M; is korlatos ugyanazzal a korlattal, ha t karakterisztikus fiiggvény,
akkor M, énadjungalt projekcid, o(M;) C rng(t), mert ha A belsé pontja rng(t)
komplementerének, akkor az Mj,;_y) korlatos operator az M;_ inverze, és ha
|t| = 1, akkor M; unitér.

13. Definicié. Legyen H komplex Hilbert-tér. Ekkor H x H is Hilbert-tér
lesz, a ((z1, z2), (y1,y2)) = (x1,y1)+ (z2,y2) belsd szorzattal, amibél a ||(z1, z2)|| =
Vz1]]2 + |z2]> norma szdrmazik.

14. Tétel. Legyen H Hilbert-tér, T' egy siiriin definialt linearis operator H-n,
V(z1,22) = (—w2,21), ha 21,79 € H. Ekkor T* = V(T)*.

Vegyiik észre, hogy ha H = R, akkor V a sik egy derékszoggel valé elforgatdsa.

Bizonyitas. (y,z) € T* pontosan akkor teljesiil, ha (Tz,y) = (x,z) min-
den z € dmn(7T)-re. Ez azzal ekvivalens, hogy ((—T'z,x),(y,z)) = 0 minden
x € dmn(7T)-re, az utébbi azonban pontosan akkor teljesiil, ha (y,z) a V(T') or-
togonalis komplementerében van.

15. Kovetkezmény. T zdrt operdtor. Onadjung&ilt operdtor zart, igy nor-
malis. T pontosan akkor fiiggvény, ha T™ siriin definialt, és ekkor T' = T**.

Bizonyitds. Ha T* sfirtin definilt, akkor 7** = V(V(T)4)* = T++ =T
figgvény. Ha T™ nem sfirlin definidlt, akkor van olyan 0 # z € H, amely ortogondlis
dmn(7*)-ra. Ekkor (z,0) ortogondlis T*-ra, tehéat (0, —z) benne van T-ban.

16. Mit allit a spektraltétel? A linearis algebrabdl ismeretes, hogy ha T
egy normalis linedris operator egy véges dimenzids komplex H Hilbert-téren, akkor
— alkalmas bézisban — T'f koordinétéi (¢1f1,t2f2, ..., t,fn) alakba frhatdk, ahol
ty,to, ..., t, a T sajatértékei, és f koordinatéi (f1, fa,..., fn). A T operator tehét
ekvivalens egy adott ¢t = (¢1,ta,...,t,) fiiggvénnyel val6 szorzéssal.

Mivel ha p tetszéleges mérték, akkor az L?(u) téren egy mérhetd ¢ fiiggvénnyel
valé szorzas My operatora, amelyre (M;f)(s) = t(s)f(s), normélis operdtor, amely-
nek adjungéltja a ¢ fiiggvénnyel valé szorzds operdtora, azt varhatjuk, hogy tet-
szOleges normdlis operatort ilyen alakban lehet eléallitani. Valdéban, a spektral
tétel szorzat alakja azt allitja, hogy ha T egy normadlis operdtor egy H komplex
Hilbert-téren, akkor van olyan linedris izometria H és egy L2(u) tér kozott, amely
T-t egy t mérheto fiiggvénnyel vald szorzasba viszi at. A ¢ valaszthato ugy, hogy
értékkészletének lezartja éppen o(T) legyen.

Approximéljuk a ¢ fiiggvényt egyszerti fiiggvényekkel. Egy > t;£; ~ t egyszeri
fiiggvénnyel valo szorzds H-ban egy > t;P; ~ T operatornak felel meg: a {; karakte-
risztikus fiiggvénnyel val6 szorzds egy P; énadjungélt projekcidoperdtorba megy 4t,
amely azt ,méri”, t;-nek mekkora ,silya” van a o(7) spektrumban. Ha a kozelitést
finomitjuk, az Osszeg egy fc tdP(t) = T integralhoz tart, ez a T spekralel6allitdsa.
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Itt P egy, a C-n értelmezett, T-t6l fliggd, onadjungdlt projekciéoperator értékii
mérték, a T tgynevezett spektralfelbontasa. A spektralmértékkel valé munkanal
gondot okoz, hogy az integralkozelité sorozatok nem konvergensek £(H; H) norma-
jaban. Ezt a problémét gy lehet megkeriilni, hogy az A — P(A) spektralmérték
helyett annak ,arnyékaival”, az A — (P(A)x,z), x € H kozonséges mértékekkel
dolgozunk.

17. Tétel. Egy H komplex Hilbert-téren egy T € L(H; H) normdlis operdtor
pontosan akkor énadjungélt, ha o(T) C R és pontosan akkor unitér, ha o(T) C T.

Bizonyitas. A T éltal £L(H; H)-ban generalt rész B*-algebra, B*(T') izometri-
kusan x-izomorf C(o(T))-vel, és T-nek az identikus A\ — A fiiggvény, T*-nak pedig a
A > X fiiggvény felel meg. T = T* pontosan akkor, ha A = X a o(T)-n, és TT* = 1
pontosan akkor, ha A\ = 1 a o(T)-n.

18. Definicié. Azt mondjuk, hogy a H Hilbert-tér a H., v € I' zart altereinek
Hilbert-dsszege, ha a H., alterek paronként ortogondlisak, és egyesitésiik linearis
burka stirti H-ban.

19. Lemma. Legyen H egy komplex Hilbert-tér, X egy 1-et tartalmazo rész
x-algebraja L(H; H)-nak. Ekkor léteznek olyan H.,v € I' zirt alterek, amelyek
Hilbert-osszege H, és amelyekre

(1) AH, C H, minden A € X ésy €I esetén;
(2) minden~y € I'-ra létezik olyan 0 # x~, € H-, hogy {Az, : A € X} stirii H,-ban.

Bizonyitas. Tekintsiik az 6sszes, az (1) és (2) feltételeknek eleget tévd, paron-
ként ortogonalis zart alterekbdl allé6 H,, v € I" rendszereket. Ezek a tartalmazdsra
nézve féligrendezett halmazt alkotnak, amelyre teljesiilnek a Zorn-lemma feltételei,
igy van maximaélis eleme. Megmutatjuk, hogy erre U,crH,, linedris burka stirti H-
ban. Legyen erre a maximdlis elemre H' az U,epH, halmaz linedris burkdnak a
lezartja. Nyilvin AH' € H' minden A € X-re. Ha H # H’, valasszunk egy x” # 0
elemet H' ortogondlis komplementerébdl, és tekintsiik az {Az” : A € X} halmazt.
Ez altér, mert X részalgebra. Legyen H” ennek a lezartja. Ekkor AH” C H" min-
den A € X-re. Ha 2/ € H', akkor (2/, Az") = (A*2',2”") = 0 minden A € X-re, igy
a belsd szorzat folytonossdgabodl kovetkezik, hogy H' L H”. A H,,~ € I rendszert
kiegészitve H'"-vel, ellentmonddsra jutunk.

20. A spektral-tétel szorzat alakja B*-részalgebrakra. Legyen H egy
komplex Hilbert-tér, és X egy kommutativ B*-részalgebrdja L(H; H)-nak, amely
tartalmazza az identikus operatort. Ekkor létezik olyan . mérték egy mértéktéren,
U : H — L%(u) unitér operdtor és T + t € L®(u) leképezése X-nek, amelynél
UoToU™! = My, at-vel valé szorzés operatora minden T € X-re, éstng(t) C o(T).
A p mérték valaszthatd gy, hogy (A) = sup{u(B) : B C A, u(B) < oo} teljesiiljon
minden A € A-ra.

Bizonyitas. Elészor tegyiik fel, hogy van olyan x € H, amelyre {Tz: T € X}
stiri H-ban. Rogzitve egy ilyen z-et, a ®p — (Tz,x) leképezés korlatos linedris



8 2.§ Spektralelmélet

funkcional C(X)-n, amely a nemnegativ fiiggvényeken nemnegativ (alkalmazzunk
ugyanis gyokvonast), gy a Riesz-féle reprezenticids tétel szerint el6all (Txz, x) =
[ @7 dp alakban. Legyen U®r = T'z. Ekkor

| T2l = (T°T, 2) = / B du = @,

fgy U izometrikusan kiterjeszthetd egy H-t L2(u)-be képezd fiiggvénnyé. Mivel
C(X) siirt, U értékkészlete L2(p), tovabba

(UoToU M) (Ps) =U(T(Sx)) = (UoU™")(Prds) = rds.

Az altalanos esetben tekintsiik H-nak az el6z6 lemma szerinti alterekre vald
direkt felbontdsidt. A H., zart alterekre alkalmazva az el6z6 1épést, kapunk egy u.
mértéket X -n, egy U, : H, — L2 (,uﬁy) izometridt, és egy T'|g + t, leképezést. Az
X tereket dlsZJunktta téve, veFX mértéktérré tehetd: egy A részhalmaz legyen
mérhet8, ha AN X, mérhets minden y € T-ra, és legyen p(A) = > er My (A nx,).
Ha f € L?(p), akkor az U~ f = 37 U (flx,) Gsszeg csak megszamlalhaté sok
nem nulla tagot tartalmaz, és nem fiigg az 6sszegzés sorrendjétdl, tovabba U~ izo-
metrikusan izomorf leképezése L?(pu)-nek H-ra, és UoToU ™! = M, ahol t|x, = t.,.

Végiil vegyiik észre, hogy ha T' — A1 a H-t H-ra kolcsonodsen egyértelmiien
képezi le, akkor (T'— A1)|p, a H,-t H,-ra kolcsonosen egyértelmiien képezi le, igy
van inverze. Ebbdl rng(t,) = o(T'|x,) C o(T), amibél rng(t) C o(T).

21. A spektral-tétel szorzat alakja korlatos operatorra. Legyen H egy
komplex Hilbert-tér, és T € L(H; H) egy normaélis operator. Ekkor létezik olyan p
mérték, U : H — L2(u)-ra unitér operator és yu-mérhetd komplex értékii t fiiggvény,
hogy U oT o U™t = My, a t-vel valé szorzds operdtora, és rngt C o(T), tovdbba u
valaszthato gy, hogy u(A) = sup{u(B) : B C A, u(B) < oo} teljesiiljon minden
A € A-ra.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az el6z6 tételt a T altal generalt B*-részalgebrara.

22. Spektralmérték. Legyen H egy komplex Hilbert-tér, és A az X halmaz
részhalmazainak egy o-algebraja. Egy, az A elemeit H 6nadjungalt projekcidopera-
toraiba képezd P leképezést spektralmértéknek neveziink, ha P(X) =1és P,(T) =
(P(T)x,z) jeloléssel P, mérték minden x € H-ra. Vegyiik észre, hogy minden P,
véges mérték, mert P (X) = (1z,z) = ||z]|?, és

Py(A) = (P(A)z,x) = (P(A)z, P(A)x) = | P(A)z*.

Ebbél kovetkezik, hogy P()) = 0. A P &ltaldban nem o-additiv a norma topolé-
gidban, mivel Zzozl P(A,) nem Cauchy-sorozat, hiszen a projekciék normdja csak
nulla vagy egy lehet; azonban, han =1,2,.. -re P(4,,) = 0, akkor P(U2,4,,) = 0.
Valéban, P,(A;,) =0 minden z € H-ra ésn = 1,2,...-re. Ebbél P,(UA,) = 0 min-
den x € H-ra, azaz ||[P(UA,)z||> = 0 minden x € H-ra, igy P(UA,) = 0. A
kovetkezo tétel a spektralmértékek tovabbi vizsgalataval foglalkozik.
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23. Tétel. Az el6z6 definicié jeloléseivel,

(1) ha An B =1, akkor P(AU B) = P(A) + P(B);

(2) P(ANB)=P(A)P(B), ha A,B € A;

(3) barmely két P(A), P(B) projekcié felcserélhetd egyméassal és ha AN B = (),
akkor P(A) és P(B) képtere ortogonalis;

(4) ha A, diszjunkt, mérheté halmazok egy sorozata, és x € H, akkor

P(U Az = i P(A

Bizonyitas. Ha A és B diszjunk mérhet6 halmazok, akkor
(P(AUB)z,z) = ((P(A) + P(B))z, r)

minden z € H-ra. Ebbél polariziciéval P(AU B) = P(A) + P(B), azaz teljesiil (1).
Ha A C B, akkor P(B) = P(A) + P(B\A). Ebbél P(A)xr = x esetén

l=]|* = | P(A)z]* < [P(A)z|* + [ P(B\A)||* = | P(B)|* < ||=||*,

azaz |P(B)z| = ||z||. Bz azt jelenti, hogy = € rng(P(B)), azaz P(B)x = x. Igy azt
kaptuk, hogy P(B)P(A) = P(A). Adjungalassal adédik, hogy ez a P(A)P(B) =
P(A) osszefiiggéssel ekvivalens. A tetszbleges A, B € A esetén fenndll6

P(AUB)=P(B\A)+ P(ANB) + P(A\B)
osszefiiggés mindkét oldaldhoz hozzdadva P(A N B)-t, azt kapjuk, hogy
P(AUB)+ P(ANB) = P(A) + P(B).
Mindkét oldalt megszorozva P(A)-val, ebbél azt kapjuk, hogy
P(A)+ P(ANnB)=P(A)+ P(B)P(A),
amibdl adddik (2), abbdl pedig (3). Végiil, (4)-ben a jobb oldalon ortogonélis sor
Osszege all, amely a

D IIP(An)z|® = ZP Py(UpL,An) = [[P(UpZiAn)z|? < [lz])?
n=1

osszefiiggés szerint konvergens. Vildgos, hogy az x — Y >~ | P(A,)x hozzdrendelés
egy @ linearis operator, amelynek normaja nem nagyobb, mint 1. Mivel

(Q:z:.:(:—hmZPAkxx—hmZ (Ag)z, x)

n—oo n—oo

_ Z P.(A,) = (P(UyL,Ap)x, )

minden z-re. Polarizdciéval kapjuk, hogy Q = P(US2;A,,), tehat teljesiil (4).
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24. Neumann tétele. Legyen T egy siriin definialt zart operator a H
Hilbert-téren. Ekkor dmn(T*T) siirii H-ban, a T*T operator zart, és az 1+T*T ope-
rator kolesonosen egyértelmii leképezése dmn(T*T)-nek H-ra. A B= (1 +T*T)~!
operdtor korlitos és onadjungdlt, spektruma része [0,1]-nek. Az (z,y) — (Bx,y)
leképezés egy belsé szorzat, és C = T'B egy H-n definialt folytonos linearis operator,
amelyre C(H) C dmn(T™) teljesiil. Végiil (T*T)* = T*T.

Bizonyitds. Az eléz6 tétel jeloléseivel, T és V(T™*) egymads ortogondlis komp-
lementerei H x H-ban. Ezért minden x € H-hoz pontosan egy y € dmn(7T) és
z € dmn(T™*) létezik, hogy

(1) (.’B, 0) = (y7Ty) + (T*Zv _Z)'

Legyen y = Bx és z = Cx. Nyilvan B és C az egész H-n definialt linearis operato-
rok, és B(H) C dmn(T) valamint C(H) C dmn(7T*), tovabba

lz[1* = lyI* + I TylI* + [12]* + 17721,
amib6l ||Bz|| < ||z|| és ||Cx| < ||z]]. Az (1) 6sszefiiggés ekvivalens az
r=Bx+T"Cx é 0=-Cx+TBx

osszefiiggésekkel. Ebb6l C = TB és T(B(H)) C dmn(T™), azaz B(H) C dmn(T*T).
Kovetkezésképpen T*T' B az egész H-n definidlva van, és teljesiil, hogy

1=B+T*TB=(1+T"T)B;

ezzel megmutattuk, hogy B kolcsonosen egyértelmi, 1 + T*T pedig H-ra képez.
Minden w € dmn(T*T)-re teljesiil, hogy

(2) (w+T"Tw,w) = |w]|* + (T"Tw,w) = |w||* + | Tw]]*;

mivel T" = T**, ez az Osszefiiggés azt mutatja, hogy w + T*Tw = 0-bél w = 0
kovetkezik, tehat 1 4+ T*T kolcsonosen egyértelmii. Mivel B zart, 1 4+ T*T is zart,
amibdl kovetkezik, hogy T*T is zart. Tovabbé, minden u,v € H-ra

(Bu,v) = (Bu, Bv+ T*TBv) = (Bu, Bv) + (Bu, T*T Bv)
= (Bu, Bv) + (I'Bu, T Bv) = (Bu, Bv) + (I"*T' Bu, Bv)
= ((1 4+ T"T)Bu, Bv) = (u, Bv),

azaz B onadjungélt. Ha (2)-ben w helyére Bx-et tesziink, akkor azt kapjuk, hogy
minden x € H-ra (z, Bx) = ||Bz||?> + | TBz||*> > 0. Mivel ||Bz| < ||z||, kivetkezik,
hogy o(B) C [0,1]. Tovabbd (x,Bx) = 0 esetén Bx = 0 tehat = = 0, igy az
(z,y) — (Bz,y) leképezés bels6 szorzat.
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Most megmutatjuk, hogy dmn(7*T') stirti. Jelolje a T' megszoritasat dmn(7T™T)-
re T’. Elég megmutatni, hogy T’ silirti T-ben, mivel dmn(7*T) a T’ képe az
(x,y) — x projekciéndl, és dmn(T) slirti H-ban. Annak bizonyitdsdra, hogy a
T' C T altér a T Hilbert-térben sfir(i, elég azt megmutatni, hogy egy T’-re or-
togondlis (u,Tu) € T vektor sziikségképpen nulla. Ez azonban azt jelenti, hogy
((u,Tu), (v,Tv)) = 0 minden v € dmn(7T*T)-re, azaz (u,v) + (Tu, Tv) = 0; mivel
azonban Tv € dmn(T*) teljesiil, kovetkezik, hogy (u,v) + (u, T*Tv) = 0, és igy
(u, (1 +T*T)v) = 0. Azonban 1+ T*T a dmn(7*T) halmazt H-ra képezi le, igy
u = 0, ami bizonyitandé volt.

Mivel B 6nadjungalt, B a V(B) ortogonalis komplementere. Ebb6l 1 4+ 7T a
V(1 + T*T) ortogonalis komplementere. Més széval, (1 +T*T)* =1+ T*T, tehat
(T*T)* = T*T.

25. Tétel. Legyen H egy Hilbert-tér. Ha T' egy normalis operator, akkor
dmn(7') = dmn(7™) és ||Tz|| = ||T*z| minden x € dmn(T) esetén.

Bizonyitas. Mint Neumann tételének bizonyitasaban lattuk, a T operator
dmn(T*T)-re val6 megszoritasa stiri T-ben; létezik tehat minden x € dmn(7T')-hez
dmn(7T*T')-beli pontoknak olyan y,, sorozata, hogy lim,,_,cc yn = x és lim,, oo Ty, =
Tz. Minden z € dmn(7T*T)-re teljesiil azonban, hogy

|T2||? = (2, T*Tz) = (2, TT*2) = ||T*z||?,

mivel T*T = TT*. Ha ezt az Osszefiiggést alkalmazzuk z = y,, — y.,,-re, akkor
azt mutatja, hogy a T*y, sorozat Cauchy-sorozat, tehat konvergens. Mivel T*
zart, ebbdl kovetkezik, hogy x € dmn(T™*) és T*x = lim,,_,o T™y, teljesiil; ebbdl
kovetkezik, hogy ||Tz| = ||T*z||. Belattuk tehat, hogy dmn(7") C dmn(7™). Mivel
T** =T, a T* operétor is normélis, és dmn(7™*) C dmn(7).

26. Lemma. Legyen a H Hilbert-tér a megszamlalhato sok H, zart altér
Hilbert-osszege, és minden n-re T,, a H, egy korlatos operatora. Ekkor pontosan
egy olyan T zart operdtora létezik H-nak, amelyre H,, C dmn(T), T|y, = T, és
P, Tx = TP,x minden n és minden x € dmn(T) esetén, ahol P, a H-nak H,-re
valé ortogonailis projekciéja. Tovabba dmn(T') azon x = ) xy, z, € H, elemek
halmaza, amelyekre Y || T,,x,||* < 0o, és Tx =Y. T,x,. Ha T, minden n-re egy
folytonos normalis operdtor Hy,-en, akkor T' normalis operator, és T*x =Y Trx,.

Bizonyités. Jelolje X az osszes olyan z = ) x,, x,, € H,, alaki elemek hal-
mazat, amelyekre Y || T,x,[|? < co. Mivel . ||P,Tz||*> = ||[Tz||? < oo kell, hogy
teljesiiljon, feltételeinkbdl kovetkezik, hogy dmn(7") C X. A minden Hilbert-térben
érvényes ||z +2'||? < 2||2]|2 +2||2'||? egyenlStlenségbdl kivetkezik, hogy X altere H-
nak. Minden x = ), € X esetén legyen T'x = > T,x,. Megmutatjuk, hogy
az gy definidlt T operdtor zart. Mivel T' nyilvan tartalmazza a y  (zn,T,xy)
véges osszegeket, T stirti T’-ben, és mivel T zart, ebbdl kovetkezik, hogy T = T".
Nyilvanval6, hogy T’ linearis. Legyen tovabba x,, € X egy sorozat, amely egy
xr € H elemhez konvergal ugy, hogy T'z,, egy y € H elemhez konvergdl. Ekkor
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P, T x,, =T, P,x,, a T, folytonossiga miatt T}, P, z-hez konvergdl, tehdt z € X és
y="Tz.

A mésodik allitds bizonyitdsihoz elészér megmutatjuk, hogy T*(H,) C H,.
Ha m # n, barmely y,, € H, és z,, € H,, esetén, (x,,, T*y,) = (Txpm,yn) = 0,
mivel T'(H,,) C H,. Ezért T*y,, minden H,,, m # n altérre ortogonalis, tehit H,,-
ben van. Kovetkezd 1épésként megmutatjuk, hogy minden x € dmn(T)-re P, Tz =
TP,x = T,P,x, ahol P, a H, altérre torténé ortogondlis projekcio. Valéban,
minden y,, € H,, esetén

(PnTz,yn) = (Tx, Pyyn) = (Tx,yn) = (x,Tyn),
és mivel az el6zoek szerint Ty, = P,T™y,, azt kapjuk, hogy
(PoTx,yn) = (Poz, T Yn) = (TPpx, yn) = (Tn P, yn).

Mivel ez minden y,, € H,-re teljesiil, a P,Tz és a T,, P,z elemek egybeesnek.

Csak annak bizonyitdsa van hétra, hogy 7' normélis. Minden x € dmn(7')-re
teljesiil azonban, hogy ||T); P,x| = |1, Pnz||; alkalmazva az eddig bizonyitottakat
a T)* operatorokra, azt kapjuk, hogy pontosan egy T’ zart operator 1étezik, amely
minden n-re a H,, C dmn(T"), T'|g, = T} és P,T'x = T'P,z ha x € dmn(T")
feltételeket teljesiti, tovabbd dmn(7") = dmn(T'), és x = ) =, € dmn(T") esetén
T'z =), Tyx,. Ebbél a formulabdl kozvetleniil kévetkezik, hogy minden z,y €
dmn(7T)-re a (Tx,y) = (x,T*y) Osszefiiggés teljesiil; mas szavakkal, T/ C T*. Az
is teljesiil azonban, hogy P,T*y = T* P,y minden n-re és minden y € dmn(7")-re;
valéban, minden z,, € H,, esetén (z,, P,T*y) = (x,, T*y), és mivel x,, € dmn(T),
kapjuk, hogy (z,,T*y) = (Txn,y) = (Txy,, Pyy), mivel Tz, = Tz, € H,. Fel-
hasznalva, hogy H, C dmn(T*), kapjuk, hogy (x,, P,T*y) = (x,, T*P,y), ami al-
litdsunkat bizonyitja. Mivel T™ zart, az el6z6 lemmabdl kovetkezik, hogy T = T*.
Az eddig bizonyitottakbdl kiovetkezik, hogy minden z,y € dmn(7T) = dmn(T*)
esetén (T'z, Ty) = (T*x,T*y) teljesiil. Ha z € dmn(7TT*), akkor ebb6l minden
x € dmn(T)-re (Tx,Ty) = (T*x,T*2(= (x,TT*z); ez az adjungdlt operator de-
finicidja szerint azt jelenti, hogy Tz € dmn(T™*) teljesiil, és hogy T*Tz = TT*z.
Megmutattuk tehat, hogy TT* C T*T. A bizonyitas teljes lesz, ha T és T™* szerepét,
felcseréljiik, mivel T** =T

27. Spektralintegral. Legyen H egy komplex Hilbert-tér, és P egy spekt-
ralmérték X-en L(H; H)-beli értékekkel. Ekkor létezik egy és csak egy, az X-en
értelmezett mérheté komplex értékii fiiggvényeket H linearis operatoraiba képezo

f s olf) = /X £(t) dP(t)

leképezés ( spektralintegral ), amely rendelkezik az alabbi tulajdonsdgokkal:
(1) dmnp(f)={z:z€H, [[f|?dP; < oc};
(2) (¢(f)z,z) = [y fdP, minden x € dmn ¢(f)-re.
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Teljesiil tovabbd, hogy minden (f) siiriin definidlt zart linedris operdtor, és

(3) le(Nzl? =[x f[?dP, ha z € dmnyp(f);
(4) ha S € L(H;H), és SP(A) = P(A)S minden A mérhet§ halmazra, akkor

Se(f) C o(f)S.

Ha f,g: X — C mérheto fiiggvények, o, B € C pedig skalarok, akkor
(5) ha P{f# g} =0, akkor ¢(f) = ¢(g);

(6) ae(f)+Belg) C elaf + By);
(7)  @(f)elg) C @(fg) és dmn(p(f)e(g)) = dmne(g) N dmn ¢(fg);
(8)  o(f) =¢(f) és o(f)e(f)* = (IfIP) = o(f) e (f)-

Bizonyitas. Ha f egyszeri mérheto fiiggvény ay, as, . . ., o, értékekkel, akkor
definidljuk o(f) € L(H; H)-t a o(f) = 37_; a;P{f = a;} sszefiiggéssel. Mivel
P értékei onadjungdlt projekcidk, p(f)* = Y\, azP{f = y;} = o(f). Haag
egyszeri fiiggvény a [y értékeket veszi fel, akkor

o(f Z%BkP{f—%}P{g—Bk}—Z Y wP{fg=n}=¢(f9).

l a]ﬁk =M

Hasonléan beldthatd, hogy o(af +8g9) = ap(f)+ Be(g). Ha x € H, akkor definicié
szerint

{p(f)x, x) ZO‘J (P{f =aj}z,x) = ZaJP{f—aJ}—/fdP

j=1

A fentiekbdl kovetkezik, hogy

e(f) o(f) = o(Pe(f) = o(ff) = e(f?)

Ezért

le()2ll? = (o(f) o), 2) = {p(If2)a ) = /X PP,

amibél kovetkezik, hogy [|o(f)|| < K ha |f| < K. Legyen most f korldtos mérhetd
fiiggvény. Léteznek olyan fi egyszerti mérhetd fiiggvények, amelyek konvergalnak
f-hez egyenletesen. Az el6z6 egyenlStlenség szerint, a ¢(f) operatorok Cauchy-
sorozatot alkotnak L(H; H)-ban. Ez konvergil egy operatorhoz, amelyet ¢(f)-el
fogunk jelslni. Konnyti latni, hogy ¢(f) nem fiigg az f megvalasztasatol. Nyilvan-
vald, hogy az el6z6 egyenlotlenséghbol kovetkezik az altalanosabb

le(NHIl <K ha [f|<K

Osszefiiggés. Az egyszerl fiiggvényekre eddig bizonyitottakbdl a tétel minden alli-
tasa kovetkezik a korlatos mérheto fiiggvények esetére.
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Az altalanos esetben osszuk fel X-et megszamlalhaté sok diszjunkt, mérheté X,
halmagzra, gy, hogy f|x, korldtos legyen; példdul tekintsiik az X,, = {n < |f] <
n + 1} halmazokat. Tekintsiik az f, fiiggvényeket, amelyek X,,-en f-el egyeznek
meg, egyébként nulldk. Mivel o(f,,) felcserélheté P(X,,)-el, a H, = rng(P(X,))
zart altér ortogonalis komplementerén nulla, ezt pedig 6nmagaba leképezi le. Legyen
T, = o(fn)lm,, és legyen ¢(f) az el6z6 lemma szerint a T, operatorokhoz tartozo
T zart linedris operator. Az el6z6 tétel és az integrél o-additivitdsa miatt ¢(f)
stirtin definidlt, és eleget tesz az (1) és (2) feltételeknek. Mivel az (1) jobb oldaldn
szerepl6 halmaz f és P altal egyértelmiien meghatarozott, kapjuk, hogy stirii altér,
és polarizaciéval adédik, hogy (1) és (2) egyértelmiien meghatarozza ¢(f)-et. Az
el6z6 lemma felhasznéldsaval a (3)—(8) allitasok is konnyen beldthatok, ha az X,
mérhet6 halmazokat gy valasztjuk, hogy ¢ is korlatos legyen X,,-en. Ez konnyen
elérhetd, ha a {j < |f| < j+1}N{k < |g| < k+1} halmazokat rendezziik sorozatba.

— 28. Feladat. Az el6z6 tétel jeloléseivel, mutassuk meg, hogy o(po(f)) C
rng(f).

29. A spektral-tétel korlatos normalis operatorokra. Legyen H komp-
lex Hilbert-tér. Ha T € L(H;H) egy normdlis operdtor, akkor pontosan egy
P spektralmérték létezik o(T) Borel-halmazain, a T spektralfelbontdsa, amelyre
T = [ ) AdP(N).

Bizonyitdas. A spektrdl tétel szorzat alakjit felhasznalva, legyen P(A) =
U~' o M¢,or o U, ha A Borel-halmaz o(T)-ben. Mivel 4 ot csak 0 és 1 értéke-
ket vehet fel, Mg, 6nadjungalt projekcié. Barmely x € H-ra

PA) = (P2 2) = [eatoDIUn)dpts) = [ 0o dus),

amibél 1atszik, hogy P, véges mérték o(T") Borel-halmazain, és igy P spektralmér-
ték. Az el6z6 Osszefiiggés gy is irhatd, hogy

[,(T)f N = [ Ealto)Iva(s)P du(s).

és hasonlo6 Osszefiiggés teljesiil £ 4 helyett minden egyszerii Borel-fiiggvényre, és tet-
sz6leges o(T)-n értelmezett korldtos, komplex értékii Borel-fiiggvényre is, specidli-
san p(A) = A-ra is. Ebbél

/ NdP,(\) = /t(s)|Ux(s)|2d,u(s) — Tz, ).
o(T)

Miasrészt, a spektralintegral tulajdonsigai szerint, ha p egy kétvaltozos komplex
polinom, akkor

(B(T, Tz, 2) = / L PARAR0)
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A Weierstrass-Stone tétel komplex valtozata szerint a A — p(\, \) fiiggvények stirtiek
C(o(T))-ben. Igy a T operdtor egyértelmiien meghatdrozza az fU(T) ©(N) dP, ()
értékeket, ha ¢ € C(o(T)) és x € H. Mivel C Borel-halmazain minden véges
mérték Radon-mérték, a Riesz-féle reprezenticios tétel unicitas része szerint a P,
mértékek, igy az P spektralmérték is, egyértelmiien meghatéirozott.

30. Definicié. Legyen H komplex Hilbert-tér, T € L(H; H) egy normélis
operdtor, és P a T spektralfelbontdsa. Ha f Borel-fiiggvény o(T')-n, legyen f(T) =
fU(T) fdP.

31. Tétel. Legyen H komplex Hilbert-tér, T € L(H; H) normaélis operator,
S a H siiriin definialt, zart linearis operatora. Ha T'S C ST és T*S C ST*, akkor
f(I)S € Sf(T) minden f : o(T') — C korlatos Borel-fiiggvényre.

Bizonyitds. Legyen x € dmn(S), y € dmn(S*). Ha p tetsz6leges kétvaltozds
komplex polinom, akkor

(p(T,T%)Sz,y) = (Sp(T, T*)z,y) = (p(T,T")x, S™y).

Legyen P a T spektralfelbontasa, és jelolje P, , a B — (P(B)u,v) komplex mértéket
o(T) Borel-halmazain. A fenti egyenlségbdl

o(T) o(T)

barmely p kétvaltozos komplex polinomra. A Weierstrass-Stone tétel komplex val-
tozata szerint a A — p(A, A) fiiggvények siirtiek C(o(7T'))-ben, igy

f(/\) dPSm,y(A) = f(>‘) de,S*y()‘)

o(T) o(T)

teljesiil minden f € C(o(T')) komplex fiiggvényre. Mivel C Borel-halmazain minden
véges mérték Radon-mérték, a Riesz-féle reprezentacios tétel unicitas részébol ko-
vetkezik, hogy a Ps, , és a P, g+, komplex mértékek megegyeznek, amibdl viszont
a fenti osszefiiggés barmely f : o(T) — C korlatos Borel-fiiggvényre teljesiil. Ez azt
jelenti, hogy (f(T)Sz,y) = (f(T)z,S*y) ha z € dmn(S) és y € dmn(S*), amibél
f(T)x € dmn(S**) = dmn(S) és (f(T)Sz,y) = (Sf(T)z,y). Mivel dmn(S*) stir,
f(I)Sz = Sf(T)x ha x € dmn(S), azaz ha a bal oldal értelmezve van.

32. Tétel. Legyen T a H komplex Hilbert-tér egy normalis operatora. Ekkor
a H Hilbert-tér megszamldlhaté sok H, C dmn(T) zdrt altér Hilbert-osszege,
amelyek T-vel és T*-gal szemben invariansak, és a I, megszoritasa T'-nek H,-re
normalis operator.

Bizonyitas. Tekintsiik a B = (1 + T*T)~! folytonos szimmetrikus opera-
tort, amelynek spektruma része I = [0,1]-nek. Ha x € dmn(T), akkor TB(H) C
dmn(7T*) és T*TBx = v — Bx € dmn(T) felhasznéldsdval kapjuk, hogy

BTz = BT(1+T*T)Bx = B(T + TT*T)Bx,
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mivel B(H) C dmn(T) teljesiil Neumann tétele szerint. Mivel azonban TT™* = T*T,
kapjuk hogy

BTz = B(T + TT*T)Bx = B(1+ T*T)TBx = TBa,

mis szavakkal, hogy BT C T B. Ebbol az el6z6 tétel felhasznalasaval azt kapjuk,
hogy f(B)T C T f(B) bérmely f :[0,1] — C korlatos Borel-fiiggvényre. Jelolje fo
a {0} halmaz karakterisztikus fiiggvényét, f, pedig a |1/(n + 1),1/n] halmaz ka-
rakterisztikus fiiggvényét. Legyen minden n € N-re H,, a P, = f,(B) tnadjungélt
projekcidoperator értékkészlete. Ekkor H a H, zart alterek Hilbert-osszege. Ve-
gyiik észre, hogy Hy a B operator magja, igy mivel (z,y) — (Bx,y) belsé szorzat,
tehat (Bz,x) = 0-bdl = 0 kovetkezik, Hy = {0}.

A fentiek szerint P, T C TP,. Masrészt, f,, n > 0 definiciéja miatt a
gn(A) = fa(A)/X (és ¢,(0) = 0) osszefiiggéssel definialt fiiggvények korlatos Borel-
fiiggvények, igy P, = Bg,(B) irhat6, amib6l TP, = T Bg,(B). Lattuk azonban,
hogy T'B az egész H-n definidlt korldtos operdtor. Ezért a T,, megszoritasa T-nek
H,, N dmn(T)-re folytonos leképezése a H,, altérnek snmagiba. P, (dmn(T)) C
H, Ndmn(T) miatt H,, Ndmn(T) sliri H,,-ben; mivel T,, nyilvan zart operdtor H,,-
en, kapjuk, hogy H, C dmn(7T). Végiill T*T = TT* miatt az eddig mondottakban
T és T* szerepét felcserélhetjiik, anélkiil, hogy B megvéltozna; tehat a T), megszo-
ritdsa T*-nak H,-re ennek az altérnek egy folytonos linearis operatora, és nyilvan
megegyezik a T, operdtor T, adjungaltjaval. fgy T,, normaélis, és a bizonyitas kész.

33. A spektraltétel szorzat alakja. Legyen H egy komplex Hilbert-tér,
és T egy normilis operdtor H-n. Ekkor létezik olyan u mérték, U : H — L2(u)
unitér operdtor és u-mérheté komplex értékii t fiiggvény, hogy U o T o U=t = M,
a t-vel val6 szorzas operatora, és rng(t) C o(T), tovabbad u valaszthaté gy, hogy
wu(A) =sup{p(B) : B C A, u(B) < oo} teljesiiljon minden A € A-ra.

Bizonyitas. Az el6z6 tételt fogjuk felhasznalni. Az ottani jelolésekkel, tekint-
siik a 7T;, korlatos normélis operatorokat (H,, ortogondalis komplementerén nullanak
definidlva) és a P, projekcidkat. FEzek az operatorok és adjungaltjaik paronként
felcserélhetoek. Tekintsiik az ezek altal generdlt legsziikebb zart B*-részalgebrajat
L(H; H)-nak, és alkalmazzuk erre a spektral tétel szorzat alakjanak B*-algebrdkra
vonatkoz6 valtozatat. t,-el, illetve p,-el jelolve a T)-hez, illetve P,-hez tartozo
fiiggvényt, az altalanossiag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy p, egy A, € A
halmaz karakterisztikus fiiggvénye, az A, halmazok diszjunktak, egyesitésiik X, és
a t,, fiiggvény az A,-en kiviil nulla. Legyen ¢t = > t,. Az el6z6 tételbdl, és az
integral o-additivitasabol kovetkezik, hogy t a T-nek megfeleld fiiggvény.

34. Tétel. Legyen H komplex Hilbert-tér, T, N, M € L(H; H), és tegyiik fel,
hogy N és M normalis operatorok. Ha M'T'='T'N, akkor M*T =TN*.

Bizonyitas. Legyen S € L(H; H) tetszbleges operator. Ha R = S — S* és
Q@ = exp(R), akkor R* = —R miatt Q" = exp(R*) = exp(—R) = Q! azaz
Q unitér. Igy | exp(S — S*)|| = 1 minden S-re. Most a tétel feltételébol teljes
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indukciéval M*T = TN* minden k természetes szamra, igy exp(M)T = T exp(N),
vagyis T' = exp(—M)T exp(N). Legyen U = exp(M* — M), V = exp(N — N*).
Mivel az M és N operatorok normalisak, az el6z6 Osszefiiggésbol azt kapjuk, hogy
exp(M*)T exp(—N*) = UTV, amibdl kovetkezik, hogy || exp(M™*)T exp(—N*)|| <
|T||. Ha M, illetve N helyére AM-et, illetve AN-et irunk, akkor azt kapjuk, hogy a

A = exp(AM™)T exp(—AN™)

leképezés korlatos az egész komplex sikon. A Liouville-tételbdl kovetkezik, hogy ez a
leképezés konstans, igy, mivel az origéban értéke T, azt kapjuk, hogy exp(AM*)T =
T exp(AN*) ha A € C. A derivaltak egyenléségébdl az origéban kapjuk az allitast.

35. Spektraltétel. Egy H komplex Hilbert-tér barmely T normalis opera-
torahoz létezik egy és csak egy P spektralmérték C Borel-halmazain, aT" spektral-
felbontasa, amelyre T = [, tdP(t). Erre a spektrdlmértékre P(C\o(T)) = 0, igy
az integralds o(T) felett is végezhets. Tovabba, P(A)S = SP(A) minden A C C
Borel-halmazra, és minden olyan S € L(H; H)-ra, amelyre ST C TS.

A bizonyitas a spektraltétel szorzat alakjat haszndlja. A spektralfelbontas a
P(A) = U oM;,o10U, bsszefiiggéssel definislhaté. Egy mésik bizonyitds talalhaté
Rudin [1973] kényvében.

Bizonyitds. A fenti osszefiiggés egy P : A — L(H; H) leképezését definidlja

C Borel halmazainak H 6nadjungalt projekciéoperatoraiba. Nyilvin P(C) = 1.
Vegyiik észre, hogy

P,z = [ (UsPdp,
t=1(A)

amibdl kovetkezik, hogy P, mérték minden x € H-ra. Altaldnosan, azt fogjuk
megmutatni, hogy minden f : C — C Borel-fiiggvényre

[ 1r0pary = [ If o tPlvaf? an
C

fgy [ fdP és U ' o Myt o U értelmezési tartomdnya megegyeznek, és ha ez az
integral véges, akkor

1) / FN dP.(A) = / (f o t)[U[ dp,

mert ebbdl kivetkezik, hogy [ fdP = U~ o Mot o U minden f : C — C Borel-
fiiggvényre, specidlisan az identikus leképezésre is. Ez azonban egyszerti fiiggvényre
trividlis, és ha f korlatos fiiggvény, akkor hataratmenettel kivetkezik (ilyenkor az
integralok mind végesek). Az dltaldnos esetben osszuk fel a komplex sikot megszim-
lalhaté sok diszjunkt Borel-halmazra tgy, hogy az f mindegyiken korlatos legyen,
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példaul legyen A, = f~Hn < |f] <n+1}. Legyen f,, = f€a, . Ekkor
2 _ 2 _ 2
RO > [ 1rpary = > L1500 ap )

=X [ aotPaldu=3 [ i7etUsldu
— Jx — Ji-1(4,)

— [ 1fotPiUa du
X

azaz ez a két integral egyszerre véges. Ha ez a két integral véges, akkor a minden
z € C-re teljesiils |z| < 1 + |2|? becslés szerint az (1)-ben szerepld integralok is
végesek, és egyszerii fiiggvényekkel kozelitve f-et, kapjuk, hogy fennall (1).
Tegyiik fel, hogy S € L(H;H) és ST C TS. Legyen Q = Q, = P(4,),
ahol A, = {\ : |A\] < n}, n természetes szam. Ekkor a T'Q) operator eléallitasa
TQ = [ fdP, ahol f(A) = A ha [A| <n, és f()\) = 0 egyébként. Igy ez az operitor
korlatos normdlis operator. A T'Q operator spektralfelbontdsa P'(A) = P(f~(A)),
azaz
P'(A)=P(ANA,) =QP(A) ha 0¢ A,
P'({0}) = P({0} U (C\A,)) = P({0}) +1 - Q.
Ebbél
P(A)=QP(A)=QP'(A) ha AcCA,.
A spektralintegral tulajdonsigaibdl kovetkezik, hogy QT C TQ = QTQ, tovabba

(QSQ)(TQ) = QSTQ C QTSQ C (TQ)(QSQ).
Mivel (QSQ)(TQ) € L(H; H), ez a tartalmazds azt jelenti, hogy egyenl8ség teljesiil.
Ezért a 2.31 tételbdl és az el6z6 tételbdl kovetkezik, hogy QSQ felcserélhetd a P’(A)
projekciok mindegyikével.
Most tetszoéleges A korlatos Borel-halmazra van olyan n, hogy A C A,,; ekkor

QSP(A) = QSQP'(A) = P'(A)QSQ = P(A)SQ,

igy Q,SP(A) = P(A)SQ,, minden elég nagy n-re. Ha n tart végtelenhez, kapjuk a
felcserélhet6séget minden korlatos Borel-halmazra, igy tetszoleges Borel-halmazra,
is.

Legyen P’ egy masik spektralmérték, amelyre T = [ AdP’()\). Ekkor P'(A)T C
TP'(A’) minden A" Borel-halmazra. Mivel a P(A) projekciék minden olyan S €
L(H; H) transzforméaciéval felcserélheték, amelyre ST C TS, azt kapjuk, hogy
P'(A"\P(A) = P(A)P'(A’). Legyen A,, korlatos Borel-halmazok egy sorozata, ame-
lyek egyesitése C. A H, = P(A,)(H) altérre megszoritva P(A)-t és P'(A)-t, két
olyan spektralsereget kapunk, amelyek mindegyike a TP(A,,) operator H,-re vald
megszoritasanak spektralfelbontésa. fgy ez a két spektralsereg megegyezik H,-en,
és mivel H a H,-ek Hilbert-osszege, a lemmébdl kovetkezik, hogy mindenditt.

36. Definicié. Legyen H komplex Hilbert-tér, 7' a H egy normalis opera-
tora, és P a T spektralfelbontdsa. Ha f Borel-fiiggvény o(T')-n, legyen f(T) =
fg(T) fdP.
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