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Bevezetes

Az alkalmazott matematika szamos problémaja
vezethetd vissza egy alkalmas

AX = B (1)

egyenlet megoldhatésagara, ahol A és B
(tipikusan nagy dimenzidés) matrixok. A
megoldhatésagra R. G. Douglas adott jol
hasznalhato karakterizaciot, azonban az alkal-
mazasok szempontjabol a megoldasok kozott
gyakran csak bizonyos specialis tulajdonsagu
matrixok relevansak.

A kutatas célja az (1) egyenlet specialis
(pozitiv, illetve szimmetrikus) megoldasainak,
valamint a megoldasoperatorok halmazanak
belsO struktirajanak karakterizacioja volt.

Problema

Legyen H véeges vagy vegtelen dimenzioju
Hilbert-tér és tekintstk adott A, B : H — H ope-
ratorok mellett az (1) egyenletet.

Cél: Olyan X : H — “H operatort talalni,
amely megoldja az (1) egyenletet, emellett ren-
delkezik az alabbi tulajdonsagok valamelyikével

» Folytonos é€s minimalis normaju,
» Folytonos és pozitiv,

» Folytonos és szimmetrikus,

» Nemkorlatos és pozitiv,

» Nemkorlatos es onadjungalt.

Publikaciok

Az [1] cikk az (1) egyenlet folytonos po-
zitiv szemidefinit megoldasait kerestuk, illetve
azokra adtunk konstruktiv jellemzest.

A [2] cikkekben a szimmetrikus megoldasok
létezését vizsgaltuk.

A [3] cikkben az (1) egyenlet redukalt megolda-
sainak strukturajat megorzo leképezéseket
vizsgaltuk megqg.
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Douglas faktorizacios lemmaja

Legyen H (veges vagy végtelen dimenzios) Hilbert-tér és legyen A, B € B(H) korlatos operator. Az
(1) egyenlet pontosan akkor oldhatdo meg, ha A és B képterére Im B C Im A.

X megvalaszthatd ugy, hogy minimalis normaju legyen:

IX|| = min{||X'||: AX' = B,

A modszerekrol

ElsO észrevétel, hogy (1) atfogalmazhatd egy
kiterjeszthetoségi problémara, éspedig az

Xo(Ax) = Bx, Xp:ImA—ImB

leképezés kiterjeszthetdségeére.

Altalanos probléma: Adott Tp : H D Ho —
H pozitiv/szimmetrikus operator mikor terjeszt-
heto ki T : H — H pozitiv/dnadjungalt opera-
torra?

A konstrukcioban az Im T, alteret alkalmas
skalarszorzattal g Hilbert-térré tesszuk, ame-
lyen a természetes J : Ko — H, J(Tqu) = Tou
beagyazas folytonos. A JJ* operator alkalmas
feltételek mellett pozitiv kiterjesztése Ty-nak,
emellett JJ* kvadratikus alakja minimalis.

A fenti eljaras Kkiterjeszthetd az euklideszi
terek esetérol nem-normalhatd lokalisan kon-
vex terekre. Ez az altalanositas magaban
foglalja tobbek k6z06tt az un. pozitiv definit flgg-
vények (kernelek) esetet is.

A pozitiv kiterjeszthet0ség
targyalhato a szimmetrikus Kiter-
jesztés/megoldhatésag kérdése (adott Sy
operator helyett ||Sy|| = Sp pozitiv operatort
véve). Ez a mddszer folytonos szimmetrikus
operatorok norma-tartdo onadjungalt kiterjeszté-
seit adja, melyek egy [Sm, Sy] intervallumot
alkotnak. A két extremalis kiterjesztés eloal-
litasa konstruktiv.

segitsegevel

A nem-korlatos kiterjesztés kérdese hasonlo
faktorizacios modszerrel targyalhatdo, az
eljaras alkalmazhaté az irodalomban korabban
nem targyalt nem-sirlin definialt esetben
(Hy # {0}). llyen esetekben JJ* a pozitiv
operatorok forma-rendezese szerinti minimalis
kiterjesztést adja. Maximalis kiterjesztés akkor

és csak akkor létezik, ha Ty strin értelmezett.

Eredmeény (szakmai tartalma)

> Pozitiv megoldasok. A pozitiv kiterjeszt-
hetdoség kérdésének megoldasaval az (1)
egyenlet pozitiv megoldhatosagara tel-
jes karakterizaciot adtunk. A legkisebb
megoldas eloallitasa konstruktiv, prog-
ramozhato.

> Szimmetrikus megoldasok.

Az (1)

egyenlet Onadjungalt megoldasainak

eirasat adtuk az Onadjungalt Kkiter-

jesztés problémajanak targyalasa mellett.
Folytonos esetben két extremalis (mi-
nimalis és maximalis) normatartd Kkiter-
jesztés letezik. A nem-slrin ertelmezett
szimmetrikus operatorok kiterjesztéseneél
a Neumann-féle Cayley-transzformacios
technika nem mukodik. Erre a jelen-
tosen nehezebb problémara algebrai és
geometriai mdédszereket alkalmazva talal-
tunk megoldast. A nemkorlatos elmélet
alkalmazhatdo olyan differencialegyen-
letek megoldasara, amelyek értelmezési
tartomanya a specialis peremfelételek
miatt nem surd.

» Redukalt megoldasok sktrukturaja. A
[3] cikkben minimalis feltevések mellett
pontos leirast adtunk veégtelen dimen-
zios ter felett az (1) alaku egyenletek re-
dukalt (optimalis) megoldasainak struk-
turajara. A felhasznalt technikak véges
dimenzidban nem mukodnek, igy ez az
eset tovabbi kutatas targyat kepezi.

Alkalmazasi teruletek

» Elektromos haldézatok optimalizalasa

(Schur komplementacio).
» Elliptikus parcialis differencialegyenletek

(hovezetés).

» Nagydimenzidju egyenletrendszerek
megoldasa (Moore-Penrose inverz).

» Gépi tanulas (kernel-modszer).
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