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Bevezetés
I p-adikus Galois-reprezentációk megje-

lennek az aritmetikai geometriában
I pl. E elliptikus görbe Q fölött Gal(Q/Q)

csoport hat a görbe pn-rendű pontjainak
E [pn] ∼= Z/(pn)× Z/(pn) csoportján

I n→∞ E-hez tartozó p-adikus Galois-
reprezentáció

Problémák (folyt.)
I Milyen aritmetikai információt hordoz egy

geometriai Galois-reprezentáció?
I Le lehet olvasni, hogy végtelen sok racio-

nális pont van-e?
I Vagy hogy modulo p sima-e?

Előzmények
Híres sejtések a témában:
I Egy E elliptikus görbe komplex L-

függvényét a hozzá kapcsolódó p-adikus
Galois-reprezentáción keresztül lehet de-
finiálni: a különböző prímekhez tarto-
zó Frobenius-helyettesítések karakterisz-
tikus polinomjaiból Euler-szorzatként. A
milleniumi Birch–Swinnerton-Dyer sejtés
szerint ez az L-függvény pontosan akkor
tűnik el 1-ben, ha az E görbének végte-
len sok racionális pontja van. Speciálisan
a Galois-reprezentáció is hordozza ezt az
információt.

I A terület központi sejtése a Fontaine–
Mazur sejtés, mely karakterizálja
azon globális, Qp-együtthatós Galois-
reprezentációkat, melyek geometriából
származnak. A sejtés szerint ezek ponto-
san azon reprezentációk, melyek véges
sok prímnél ágaznak el, továbbá a p
helyen teljesítik a deRham tulajdonságot.

A fenti sejtések speciális eseteinek bizonyításai
használják a p-adikus Langlands megfeleltetés
ismert speciális eseteit:
I Colmez p-adikus Langlands-

megfeleltetése egy természetes (szin-
te) bijekció 2-dimenziós p-adikus
Gal(Qp/Qp)-reprezentációk, illetve
GL2(Qp) csoport p-adikus Banach-tér
reprezentációi között.

I A megfeleltetés az ún. (ϕ, Γ)-modulusokon
keresztül történik: ezek lényegében li-
neáris algebrai objektumok, leírhatók két
mátrixszal (Γ egy generátorának, illet-
ve a ϕ Frobeniusnak), melynek együtt-
hatói p-adikus

∑∞
n=−∞ anT n Laurent-

sorok (melyekre (|an|p)n∈Z korlátos és
limn→−∞ |an|p = 0).

I A kiindulópont Fontaine kategóriaekviva-
lenciája Gal(Qp/Qp) p-adikus reprezen-
tációi és a (ϕ, Γ)-modulusok kategóriá-
ja között. Colmez definiált egy funktort
a GL2(Qp) csoport p-adikus Banach-tér
reprezentációinak kategóriájából a (ϕ, Γ)-
modulusok kategóriájába  objektumok
egy bizonyos osztályán bijekció

Problémák
I Mely p-adikus Galois-reprezentációk

származnak geometriából?
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Eredmények
A p-adikus Galois-reprezentációkkal kapcso-
latos eredményeimet elsősorban Colmez p-
adikus Langlands megfeleltetésének általá-
nosítása motiválta. Galois-csoportok direkt
hatványainak reprezentációit két okból kezd-
tem el vizsgálni: egyrészt Breuil, Herzig
és Schraen megmutatták, hogy bizonyos
Shimura-varietások kohomológiáiban Galois-
reprezentációk soktényezős tenzorszorzatai is
előjönnek természetes módon, ezért meg-
próbáltam értelmet adni a szorzótényezők-
nek. Másrészt Drinfel’d és Lafforgue geomet-
riai Langlands-megfeleltetésében is előjönnek
Galois-csoportok direkt hatványai.
I Az [1] cikkben Colmez funktorát általá-

nosítottam GLn(Qp)-re. A funktor érté-
kei többváltozós (ϕ, Γ)-modulusok: tehát
a mátrixok együtthatói (n − 1)-változós p-
adikus Laurent-sorok és minden változó-
hoz tartozik 1-1 ϕ és Γ is (tehát összesen
(2n − 2) mátrix).

I A [2] cikkben belátom, hogy a fenti több-
változós (ϕ, Γ)-modulusok kategóriája
ekvivalens a Gal(Qp/Qp) csoport (n−1)-
edik direkt hatványának p-adikus repre-
zentációinak kategóriájával.

I A [3] cikkben megmutatjuk, hogy a több-
változós (ϕ, Γ)-modulusokat megadó mát-
rixok választhatók úgy is, hogy a bennük
szereplő hatványsorok egy p-adikus kör-
gyűrűn konvergáljanak. Ez szükséges a
p-adikus Hodge-elmélettel való kapcso-
lathoz. Továbbá megmutatjuk, hogy a
többváltozós (ϕ, Γ)-modulusokról hogyan
lehet könnyen leolvasni a megfelelő rep-
rezentáció csoportkohomológiáit.

I A [4] egy összefoglaló cikk a p-adikus
Hodge-felbontásról. Ez lényegében a
Fontaine–Mazur sejtés könnyebbik („ha
geometriából jön, akkor deRham”) irá-
nyának Beilinson-féle új, derivált algebrai
geometrián keresztüli bizonyítása.

I Az [5] cikkben egy új, koncepciózusabb
bizonyítást adunk a [2, 3] cikkek eredmé-
nyeire Scholze perfektoid tereinek segít-
ségével.

I A [6] cikkben a [2] cikk eredményeit általá-
nosítjuk Qp-ről olyan testekre, melyek ma-
radékteste nem feltétlenül véges.

Más témájú eredmények:
I A [7] cikkem aritmetikai sokaságokon zárt

prímgeodetikusok leszámlálásával foglal-
kozik.

I A [8] cikkben pedig centrális egyszerű al-
gebrák explicit izomorfizmusproblémájá-
val foglalkoztunk algoritmikus szempont-
ból.
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