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Természettudomanyos, miszaki vagy kozgazdasagi alkalmazasokban idoben valtozo folyamatokat tipikusan differencialegyenletekkel modelleznek
(példaul megmaradasi torvények, hoterjedés, rezgések leirasa, populacidodinamikai vagy jarvanyterjedési modellek, kémiai reakcidok, bolygdbmozgas,

lovedekek roppalyaja, vagy robotkarok mozgasanak szimulacioja).

Ezen egyenletek két fontos tipusa a kozonseges, illetve a parcialis differencialegyenletek osztalya.

Egy differencialegyenlet pontos megoldasa altalaban nem fejezheto ki képlettel, a megoldasnak csak szamitdogépes kdzelitése all rendelkezésre

(szimulacio, numerikus megoldas, numerikus approximacio, diszkretizacio).

Termeészetes kivanalom tehat, hogy a differencialegyenleteket megoldod szamitogepes algoritmusok megbizhaté modon mukodjenek.

A numerikus megoldasok megbizhatosagat (,josagat”) tobbféle — egymasnak gyakran ellentmondo — kriteriummal lehet jellemezni.

Példaul egy numerikus algoritmus elonydsebb, ha

» minél kevesebb szamitasi idot igényel (,hatékonysag”),
> kvantitativ szempontbdl |6l viselkedik (,pontossag”, konvergencia).

Ezen — ma mar klasszikusnak szamitd — tulajdonsagokon tul az utébbi néhany evtizedben felismerték, sok esetben kiemelten fontos, hogy egy
numerikus modszer kvalitativ szempontbdl is megbizhatd legyen. Ezekre a kérdésekre a klasszikus hibaanalizis nem ad valaszt.

Kutatasainkban kdozonséges, illetve parcialis differencialegyenletek olyan diszkretizacioit vizsgaljuk, amelyek megorzik az eredeti egyenlet bizonyos

kvalitativ, a modellezés szempontjabdl relevans tulajdonsagait.

Relaxacios modszerek

Pozitivitastarto diszkretizaciok

Szamos, a gyakorlatban fontos kozonséges differencialegyenlet-rendszer
vagy parcialis differencialegyenlet kvalitativ tulajdonsagai koze tartozik a
konzervativitas, illetve a disszipativitas.

Ez azt jelenti, hogy az egyenlethez tartozé valamely mennyiség az ido
elorehaladtaval megmarad (invarians mennyiség), vagy idoben nem
novekedhet. Ez a helyzet példaul

» a Kepler-egyenletek megoldasakor (bolygdbmozgas szimulacioja
nagyon hosszu, mondjuk szazmillié éves idotavon),

» a Hamilton-rendszerek esetében (a fazistérfogat megorzodése
bizonyos dinamikai rendszerekben),

> a megmaradasi torvenyek esetéen (energiamegmaradas vagy
az entropia), vagy példaul

> kémiali, illetve populacidodinamikai modellekben (elsO integralok).

Konzervativ vagy disszipativ egyenletek numerikus megoldasakor olyan
modszereket célszert valasztani, amelyek maguk is konzervativak vagy
disszipativak — vagyis a diszkret approximacio ,lemasolja” az eredeti
folytonos rendszer megoldasanak ezen kvalitativ jellemzoit.

Az ilyen tipusu numerikus modszerek koze tartoznak a projekcios, illetve
a relaxacios modszerek.

A két kifejezés arra utal, hogy az eredeti idodiszkretizacids modszert
(melyek legfontosabb képviseloi a klasszikus Runge—Kutta-, illetve a
tObbléepéses modszerek) alkalmasan modositjuk oly moédon, hogy az uj
modszer mar konzervativ vagy disszipativ tulajdonsagu legyen.

A kozelmuliban bevezetett relaxacidos Runge—Kutta-moddszerek utan a
relaxacios technikat sikerult altalanositani a linearis tobblépeses (allando
vagy valtozo lépéskozll) modszerek esetére.

Eredményeinket a tarsszerzokkel az alabbi cikkben publikaltuk:

Hendrik Ranocha, Lajos Loczi, David |. Ketcheson, General relaxation
methods for initial-value problems with application to multistep schemes,
Numerische Mathematik, 146, pp. 875-906 (2020),
https://link.springer.com/article/10.1007/s00211-020-01158-4

A gyakorlatban elofordulé kdzOnséges differencialegyenlet-rendszerek
vagy parcialis differencialegyenletek esetén sok esetben igaz az alabbi
kvalitativ tulajdonsag:

ha a kezdeti feltetel (,input”) pozitiv, akkor a differencialegyenlet
megoldasa (,,output”) mindvegig pozitiv marad.

Ezt a tulajdonsagot pozitivitastartasnak nevezzik; egy (fizikai vagy
kémiai) rendszer esetében a slruseg vagy a nyomas példaul olyan
mennyiseégek, amelyek csak pozitiv ertéket vehetnek fel. A pozitivitas-
tartassal analog modon kezelhetdo szamos egyéb kvalitativ tulajdonsag
IS, példaul a megoldasok monotonitasa, kontraktivitasa, vagy oszcillacio-
mentessege. Ezek a kérdések az utobbi harom évtizedben kidolgozott
SSP-elmélettel (strong-stability preserving methods) targyalhatok.

Egy parcialis differencialegyenlet numerikus megoldasa altalaban két
fazisban tortéenik:

> eloszOr egy racson diszkretizaljuk a teret

(térbeli szemidiszkretizacio),

» majd egy masik racson diszkretizaljuk az idot (idodiszkretizacio).
A pozitivitastartas térbeli szemidiszkretizaciok és teljes idodiszkretizaciok
esetéere a fentihez hasonlé mdodon definialhatd. Az SSP-elmélet seqit-
ségevel magasabb rendl idodiszkretizaciok konstrualhatok, ha a térbel
szemidiszkretizacio pozitivitastarto es az explicit Euler-mddszer (mint
legegyszerubb idodiszkretizacio) szintén pozitivitastarto.

Mar a legegyszerubb parcialis differencialegyenletek ko6zott is vannak
olyanok (példaul az advekcids egyenlet), amelyek ugyan pozitivitastartok,
de sem a terbeli szemidiszkretizaciojuk, sem az explicit Euler-modszerrel
torténo idodiszkretizaciojuk nem pozitivitastartd. Ebben a szituacioban
az SSP-elmélet tehat nem alkalmazhatd. Kiderult azonban, hogy
az advekcios egyenletnek vannak olyan (nem pozitivitastarto) térbel
szemidiszkretizacidi, melyeknek az implicit Euler-mddszerrel torténo
idOdiszkretizacioja mar ismét pozitivitastartd. A kérdéskort tobbféle
térbeli szemidiszkretizacié és idodiszkretizacio esetén megvizsgaltuk,
eredményeink az alabbi helyen érhetok el:

Yiannis Hadjimichael, David I. Ketcheson, Lajos Loczi, Positivity
preservation of implicit discretizations of the advection equation,
biralat alatt, https://arxiv.org/abs/2105.07403
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