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Ajanlas

Jelen jegyzet a 2020-as koronavirus-jarvany karanténjanak idején késziilt.
A célkozonség elsGsorban a Foldtudomany BSc II. éves hallgatésaga, akik
ezt az el6adassorozatot él6ben is hallgatjak. Remélem, hasznos segédanyag-
ga valik a vizsgara késziilésben.

A tananyag folosztasa nem tematikus logikat kovet, hanem az egyszert-
t6l a bonyolultabb felé haladva fokozatosan egymasra épulve szervezddik.
Eppen ezért az dsszetartozd szamitdsoknal rengeteg visszautalas talalhato
akar joval korabbi anyagokra is. A szovegben talalhat6 kék linkek kattintha-
tok, ezek konnyitik a navigaciot a jegyzeten beliil. Tematikus szervez6désti
jegyzet irant érdekl6dének GYOrrry JANos Térképészet és Geoinformatika
II. cimd tankonyvét javaslom, bar utobbi mesterszakos szintti anyagot is
tartalmaz.

A jegyzet irdsanal két, egymasnak ellentmondé szempontot kellett figye-
lembe vennem: Egyrészt torekedtem a kozérthetGségre, hiszen a jegyzet
olvas6i nem matematikusok lesznek, ezért a szigoru, szabatos megfogalma-
zast kertiltem, ha az tulzottan rontotta volna a széveg szemlélteté magyara-
zatanak érthet&ségét. Masfeldl a tehetségesebb hallgatok kivancsisagat is
ki szeretném elégiteni, ezért rengeteg, a témahoz lazan kapcsolédo érde-
kességet is megemlitek, melyek a téma mogotti mélyebb osszefuggésekre
vilagitanak ra. Utobbiak tobbnyire labjegyzetként, a hasabok aljan olvasha-
tok.

A jegyzetben tobbfelé talalkozhatunk szines képletekkel. Ez a kony-
nyebb megértést hivatott segiteni a bonyolult atalakitasok soran. Ha egy
egyenldségjel két oldalan azonos szint kifejezéseket latunk, akkor azok
értéke megegyezik. Gyakran a tortek vagy egyenletek egyszertisitése el6tt
vagy bévitését kovetSen jelennek meg mindkét oldalon az azonos szint
kifejezések az atalakitas kiemelésére. Ezért nem javasolt a jegyzet fekete-
fehér nyomtatasa.



Elsé eldadas

Matematikai alapismeretek
folelevenitése

l.L1. A sik koordinatai

Koordindta-rendszernek nevezziik azokat a hozzarendelési szabalyokat,
amelyek egy szamparhoz vagy -harmashoz egyértelmiien hozzarendelik egy
feliilet vagy tér valamely pontjat. A sik pontjainak jellemzésére alapvet&en
kétféle rendszert szoktunk hasznalni. A kozépiskolabdl ismert derékszogii
koordindta-rendszer egy origohoz képest két, egymasra merdleges bazisvek-
tor linearis kombinacidjaval adja meg a pont helyzetét. A két koordinata-
tengelyt jellemzd6en az x és y betlikkel szoktuk jelolni, azonban az, hogy x
és y merre mutat, korantsem egyértelmi. A matematikdiban szokdsos koordi-
ndta-rendszer esetén x jobbra, y folfelé mutat, mig a szamitastechnikaban
alkalmazott pixel koordinata-rendszerben a képerny6 bal felsé sarka az origo,
x jobbra, y pedig lefelé mutat. A magyar geodéziai gyakorlatban két eltérd
rendszer van hasznalatban: az északkeleti tdjékozasii rendszerben x északra,
v keletre mutat, mig a délnyugati tdjékozdsii rendszerben x délre, y nyugatra
all (I.1. abra).

A masik gyakran alkalmazott lehet&ség a poldrkoordindta-rendszer. Ez
is két szammal adja meg a pontok helyzetét. Az elsd, a poldrtivolsig mu-
tatja meg, hogy a pont milyen messze van az orig6tdl, mig a masodik, a
poldrszég valamilyen kezddirannyal bezart szoget jelol. A derékszogi és
polarkoordinatak kozott nincs minden esetben érvényes atszamitasi kép-
let! Erdemes mindig folrajzolni a koordinatakat, és ennek megfelelSen
szogfuggvényekkel kitalalni az aktualisan érvényes képleteket.

Az 1.2. abran lathato elhelyezésben (kozos origo, x tengely iranyaba allé
polartengely) példaul ezek az osszefuiggések adodnak a p polartavolsag,
az w polarszog (irdnya itt az ora jarasaval egyezd) és az x;p koordinatak
kozott:

X =pCcosSw

Y =psinw

6
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1

a) Matematikdaban szokdsos b) Szdmitdstechnikdban szokdsos
X
v y
X
c) Eszakkeleti tdjékozdstl d) Délnyugati tdjékozdsii

I.1. abra. Gyakori derékszogti sikkoordindta-rendszerek

/\x
7o AP

0|
v

. 7

L.2. abra. Atszdmitds egy derékszigli és egy poldrkoordindta-rendszer kozitt

2

p=*"+Y
y
=arltg =
@ =arétg
Azonban a tengelyek masféle elrendezésével vagy a polarszog ellentétes
iranyitasaval eltér6 képletek adédnak!

l.2. Térbeli koordinata-rendszerek

Derékszogli koordinata-rendszer a sikbeli esethez hasonlé mdédon térben
is definialhaté. A tengelyek elrendez6désétdl fiiggden beszéliunk jobbsod-
rdasti és balsodrdsi koordinata-rendszerekrdl (I.3. abra), amelyek kozul mi
kizarélag az elébbit fogjuk hasznélni.

" A Fold felszinéhez rogzitett rendszerekben néha az északkeleti tajékozasa koordina-
takat egészitjiik ki a magassaggal, ilyenkor balsodrast rendszert kapunk.
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/\Z /\Z
= B/
X y
a) Jobbsodrdsti b) Balsodrdstii

I.3. abra. Térbeli derékszigii koordindta-rendszerek

Polarkoordinatak megadasara a térben is lehet8ség van. Ekkor, amint
az az I.4. abran latszik, a p poldrtdvolsdg és a z tengely pozitiv felétél mért
B polustavolsdg mellett sziikség van a A azimutszogre is. Ez a szog két, a z
tengely altal hatarolt félsik kozott mérendd, amelyek kozil az egyik az x
tengely pozitiv felét, a masik pedig a pontot tartalmazza.

I.4. abra. Térbeli poldrkoordindta-rendszer

Az atszamitasi képletek az abran jol leolvashatok:
x=psinfcos A
y=psinfsin A
z=pcosp

p:w/x2+y2+z2
f=arbg YV
& z

/\:aré‘cgy

X

8
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l.3. Mliveletek vektorokkal és matrixokkal

A val6s szamokbdl all6 szampart, -harmast §tb. szokas vektornak is nevez-
ni. A vektorok ebben a jegyzetben hol sorvektorként (x;v), hol oszlopvek-
torként (y) lesznek jelolve, a két jelolés egymassal folcserélhetd, szorzasnal
praktikus konvencié a sor-oszlop sorrend hasznalata. A vektorok megfe-
leltethetSk a megfelel6 dimenzidju derékszogl koordinata-rendszerekben
értelmezett pontok koordinatainak.

Kozépiskolabdl ismert, hogy két vektor 0sszeadasa és kivonasa egyszer(-
en elvégezhetd a tagok Osszevonasaval:

X, Xy X, =Xy
Va | £V [=|YatVp
Z, Zy Z,+2zy

Szintén ismert, hogy két vektor skaldris szorzata megkaphat6 egyrészt
a vektorok hosszanak és a kozbezart 9 szog koszinuszanak szorzataként,
masrészt a vektorok koordinatainak szorzatosszegeként is:

Xp
. . _ 2 2 2 2 2 2 _
(xa,ya,za)[yb] = \/x,Z +y, + za\/xb +y, 7, cos O = x,xp, + VaVp + 242
Zp

Ez az 0sszefuiggés gyakran hasznos a vektorok hajlasszogének kiszamita-
sanal is.

Az el6bbi példanal jelentSsége van annak, hogy az els6 vektort sorvektor-
ként, a masodikat oszlopvektorként jeloltem. Ha a két tényez6t folcserélem,
akkor a két vektor diadikus szorzatdrol beszélek, melynek kiszamitasat a
kovetkez8képp végezziik ezuttal kétdimenzios vektorokkal:

Xa _ [*aXb Xa¥b
Xp; V) =
(ya)( b yb) (yaxb yayb)
Amelyet szemléletesen kovetkezSképp jelolhetunk:
(xb }’b)
(xa)(xaxb xayb)
Yal\YaXt Ya¥b

Latszik, hogy egy 0j képz6dményt kaptunk, amely sem nem vektor, sem
nem skalar, hanem valamilyen Gjfajta jelenség, egy szamokbdl all6 tablazat,
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amelynek elemei az eredeti vektorok koordinatai szorzotablaszertien ossze-
szorozva. Az Uj képz&dmeényt, azaz a valos szamokbol folépitett tablazatot
mdtrixnak nevezzuk.

A matematikai mtiveletek matrixokra is értelmezhetdk. Legegyszertibb
az 0sszeadas. A vektorokhoz hasonléan kizarélag azonos méreti matrixok

adhatok ossze:
ab+ e f\ (a+eb+f
cd] \gh| \ctgd+h

Matrixot matrixszal szorozni a vektorok szorzasahoz hasonléan lehet:
most az elsé matrix adott sordban és a masodik adott oszlopaban elhe-
lyezked6 vektorokat kell paronként skalarisan 0sszeszorozni, azaz elemeik
szorzatat 0sszegezni. Az el6z8 két matrix szorzata tehat a korabban bemu-
tatott jeloléssel:

o

a b\[ae+bg af +bh
c d\ce+dg cf +dh

A matrixok szorzasanak fontos tulajdonsaga, hogy a tényez6k nem cse-
rélhetdk fol egymassal, kiilonben eltéré eredményt kapunk:

a b
c d

e f\lae+cf be+df . ae+bg af +bh
g h\ag+ch bg+dh ce+dg cf +dh

Szintén megemlitendd, hogy a matrixok szorzasat csak akkor tudjuk
értelmezni, ha a jobb matrixnak annyi sora van, ahany oszlopbdl all a bal
matrix. Matrixot vektorral is szorozhatunk, amelynek mo6dja mar nem
meglepd:

X
y
a b\fax+Dby
c d\cx+dy
Azaz ha matrixot vektorral szorzunk, az eredmény egy vektor lesz.

10
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l.4. A determinans

A tantargy soran a késébbiekben tobbszor sziikségunk lesz a determinans
fogalmanak ismeretére. Azokhoz a matrixokhoz, amelyeknek ugyanannyi
sora van, mint oszlopa, hozzarendelhetink egy determindnsnak nevezett
szamot, amelyet a kovetkez6 modon szamithatunk ki:

1. Készitsiink egy sakktablat el6jelekbdl: A bal fels6 sarokban 1évé elgjel
+, a tobbi sakktablaszertien valtakozva — és +. A sakktabla mérete
egyezzen meg a determinans méretével!

2. Valasszuk ki a determinans egy tetsz6leges sorat vagy oszlopat!

3. A sor vagy oszlop elemein végighaladva képezziik a kovetkezé harom
tényezd szorzatat: a sakktablaban az adott elemhez tartozé eldjel;
maga az adott elem; az adott elem sorat és oszlopat letakarva képzett
determinans.

4.Az el6z6 pontban megadott szorzatok 0sszege egyenld a determnans
értékével, fuggetlentil a valasztott sortdl vagy oszloptdl. Mindig elég
egyetlen soron vagy oszlopon végighaladni.

Példaként szamitsunk ki egy 3x3-as determinanst az elsé sora szerint ki-

fejtve, majd a kapott 2x2-es determinansokat szintén az els6 soraik szerint
kifejtve:

abc
def :a;f—b‘d f +c‘d Z':a(ei—fh)—b(di—fg)+c(dh—eg)
g hi g8

A determinans geometriai jelentése a terulet és a térfogat fogalmahoz
kapcsolodik. Az origébdl induld 7 és b vektorok 4ltal kifeszitett parale-
logramma teriilete példaul megegyezik az alap és a magassag szorzataval.
Azonban a paralelogramma m, magassaga pedig megegyezik a b oldal
hosszénak és az @b vektorok éltal bezért a szo0g szinuszanak szorzataval
(I.5. abra). Kozépiskolaban tanultuk, hogy ez definici szerint az a’ és b vek-
torok vektorialis szorzatinak hossza, azonban ez megegyezik a vektorokbol
képzett determinéns értékével is:"

Xa Ya

T = |E”Z‘sina = |c?>< I;‘ = % 7

Kozépiskolabdl emlékezhetiink arra is, hogy a vektorszorzas eredmé-
-
nyéil kapott @x b is vektor, irdnya merGleges mindkét eredeti vektorra.

* 7 7 . .7 .7 . . 7z 7 . 7z
Két haromdimenzi6s vektor vektorialis szorzata is szemléltethetd determinanssal:
e €x e}’ €z 2 - s 4, 211 2 4
@xb =|x, y, 2, |, ahol &;¢,; ¢, a megfelel§ tengelyek irdnyaban all6 egységvektorok.
Xb Vb 2b

11
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I.5. abra. A paralelepipedon térfogatinak szdamitdsa

Vegytink mo$t a térben egy harmadik ¢’ vektort, és keressiik meg az E);E)
vektorok altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat! A ferde hasabok térfo-
gata megegyezik az alapterilet és a magassag szorzataval. Az alapterulet
az @x b hossza, az M magassag pedig megegyezik ¢ hosszanak, valamint
az ¥x b és a Ckézott mért ¥ sz0g koszinuszanak szorzataval (I.5. abra). Ez
pedig egylttesen nem mas, mint @'x b és Tskalaris szorzata. A paralelepipe-
don térfogatat kiadd vegyes szorzast a harom vektor triadikus szorzatdnak
nevezzik, és ez is szamithat6 a harom vektorbdl képzett determinanssal:

N — xa ya Za
V:|Exb“5|cosy:(c?xb)?: Xp Yy Zp
‘XC yC ZC

l.5. Transzformaciok

A térképészetben gyakran van sziukség arra, hogy attérjunk egyik ko-
ordinata-rendszerbdl egy masikra. A koordinata-rendszerek eltoldsara el-
s6sorban akkor van sziikség, amikor a negativ koordinatakat szeretnénk
kikiiszobolni. Ennek matematikaja mind két-, mind haromdimenzios eset-
ben igen egyszer, sikbeli esete leolvashat6 az 1.6. abrarol.

x X Ax
v =]y |+|Ay
z z Az

12
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/\x, Ay ,\Xy / X
— P =~
V-
S TR
X B \\5/\
“© S
J 0 g X
? S Y
5 x'-ﬁéy
Ax \%,’\%}b
Y’ Y cos s
a) Eltolas b) Elforgatds

I.6. abra. Gyakori sikbeli transzformdcidk

Az elforgatds kétdimenzios esete is leolvashatd; ez elsésorban akkor hasz-
nos, ha a térképet nem északra szeretnénk tajolni:

x' = xcosd+ysind

v’ =ycosd—xsind

Ezt a matrix és vektor szorzasara vonatkozd, tjonnan megismert 0sz-
szefliggéssel egyszertibben is felirhatjuk:

x| [ cosd sind\(x
y’]  \—sind cosd (y)

Az igy kapott matrixot forgatomadtrixnak nevezziik. Fontos figyelni arra,
hogy 6 pozitiv, ha az x tengelyt az y felé forgatjuk, ellenkezd iranyban
negativ.

Térbeli elforgatas esetén nem mindegy, hogy hogyan all a forgatas ten-
gelye. Ugyanakkor EULER bebizonyitotta, hogy barmely térbeli elforgatas
folbonthat6é harom, valamely tengely mentén végzett elforgatas egymas-
utanjara. Ha z a forgastengely, akkor a forgatas értelemszertien megegyezik
a sikbeli elforgatassal, az Gj z” koordinéta pedig a régi értéket 6rzi meg.
Hasonl6an allithatdk el6 az p és x tengely koruli elforgatas forgatomatrixai:

x’ 1 o o )(cosd, o —sind,)( cosd, sind, o)(x
v'|=lo cosd, sind, || o 1 o —sind, cosd, ofly
Z 0 —sind, cosody){sind, o coso, o o 1)\z

Mivel a matrixok szorzasa tetsz6legesen zarojelezhetd, mindegy, hogy
a pontot szorozgatjuk-e 0ssze szép sorban a matrixokkal, vagy el6bb szo-
rozzuk Ossze a matrixokat, és csak utana szorozzuk a pont koordinataival.

13
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Fontos ugyanakkor, hogy figyeljiink a forgatasok helyes sorrendjére, mert a
matrixok szorzasa nem folcserélhetd! A fenti képletben elészor z, majd vy,
végil x tengely korul forgattunk, de a térinformatikdban mas sorrend is
el6fordulhat.

A harmadik gyakori transzformaci6 a skdldzds, amely egyszertien a pont
koordinatainak egy skalarral torténd beszorzasaval szamithatd. Ez akkor
jon el a gyakorlatban, ha két koordinata-rendszer mas mértékegységet
hasznal (pl. 1ab és méter), és azok kozott szeretnénk atszamitani. A kilon-
b6z mértékegységek kérdésérdl a kovetkezo el6adasban b&vebben is lesz
sz0.

I.6. Analizis a geometriaban

Geometriai szamitasaink soran gyakran kell az elemi analizis eszkozta-
rahoz folyamodnunk. Itt csak roviden folelevenitjiik, hogy egy fliggvény
érintGjének meredeksége a differencidlhanyados. Folhasznalhatjuk ennek
megfelel6en gorbe vonalak érint&jének kereséséhez, a differencialhanyados
ilyenkor az érinté iranyszogének a tangensét adja. Mivel a differencialhanya-
dos formalis definicidja a fliggvény icipici megvaltozasat osztja el a valtozo
icipici megvaltozasaval, gyakran alkalmazzuk majd a differencialhdanyadost
végtelentl kis tavolsagok hanyadosanak szamitasara is.

A hatdrozott integrdlds formalis definicidja a grafikon alatti tertlet kozeli-
tése végtelen sok, végtelen kis téglalappal. Ezért ha végtelen sok, végteleniil
kicsi mennyiséget kell 0sszegezniink, szintén a hatarozott integralas ve-
zet eredményre, igy bonyolult athosszak vagy gorbe vonalak altal hatarolt
teruletek szamitasara is alkalmas azok végtelenul finom felosztasaval. A
NewTtoN-LEIBNIZ-tétel bemutatta, hogy a hatdrozatlan integrdlds a derivalas
ellentétes mivelete. Fogjuk hasznalni ennek megfeleléen olyan egyenletek
megoldasara, ahol az ismeretlen derivaltja is szerepel az egyenletben. Az
ilyen egyenleteket differencidlegyenletnek nevezziik. A fontosabb differenci-
alasi szabalyok emlékeztetének a C. figgelékben megtalalhatok.
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Masodik el6adas

A gomb és az ellipszoid
parameéterezése

... Mértékegységek

A koordinata-rendszerek értelmezésénél igen fontos tudni, hogy milyen
mértékegységeket hasznal. Bar ma evidensnek tiinik a méterrendszer hasz-
nalata, ez nem ilyen egyértelmi kulfoldi készitésti vagy régi térképeken.

A szogeket altalaban fokban talaljuk a térképen, de a perc és a masodperc
is gyakori: 1° = 60’ = 3600”. Francia készitésii térképeken taldlkozhatunk
a decimalis rendszert Gjfokkal, a derékszoget a francidk régen 9o helyett
1008-ra osztottak. Az ujfok Gjpercekre és Gjmasodpercekre oszlik: 18 =
= 100° = 10000°. Régi francia térképeken ezért koriiltekintéssel jarjunk
el!

A képletek gyakran egyszertibbek, ha radianban szamolunk, ez a kozép-
ponti szoghoz tartozo6 koriv hosszanak és a sugarnak az aranyabdl jon ki:
180° = mt radian. A radiant ugy jeloljuk, hogy nem tesziink ki mértékegy-
séget. Ebben a jegyzetben az o (arkusz) jelolés arra figyelmeztet, hogy az
a szoget radianban kell a képletbe helyettesiteni. Példaul az R sugara, 9
radidnban mért kozépponti szoghoz tartozo s korivhossz az s = RS képlettel
szamithato.

A rendszervaltas el6tt készult katonai térképeken talalhato vonds mér-
tékegység elméletileg a radian ezredrésze lenne, azonban a keleti blokk
allamaiban az egyszer(sités érdekében a teljes koriv a ~ 6283 helyett 6000
vonasra oszlik. A vonast ugy jeloljik, hogy a tizes és szazas helyi értékek
kozé kotdjelet tesziink: a derékszog vonasértéke tehat 15-o0.

A gyakorlatban alkalmazott koordinata-rendszerek tavolsagra altalaban
a métert szoktak alkalmazni. A méter régi definici6ja szerint a Fold félme-
rididnjanak tizmilliomod része, azaz 1 km megkdzelitSleg az 1° (Gjperc)

"Mivel a régi etalonok koziil a németeknek véletleniil 15 um-rel hosszabb jutott, az
egykori német gyarmatokon (pl. Namibia) készilt térképek métere még a mai napig
is eltérhet az igazi métertdl, ezt a térinformatikai szoftverekben sziikség esetén be
kell allitani!
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II. A gomb és az ellipszoid paraméterezése

kozépponti szoghoz tartozé meridianiv hossza. El6fordulhat a méteren
kivil mas mértékegység is:
— 1 amerikai mérfold = 1609 m
— 1 tengeri mérfold ~ 1852 m (ez a F6ldon az 1’ kozépponti szoghoz
tartoz6 meridianiv hossza)
— 1 amerikai 1ab ~ 30,48 cm (légitérképeken magassagmérésre hasznal-
jék)
— 1 bécsi 0l = 1,896 m (régi magyar foldmérési és katonai térképeken)
— 1 bécsi mérfold = 4000 0l = 7586 m
A méter és a tengeri mérfold példajan latszik, hogy a foldi tavolsagok
a hozzajuk tartozé kozépponti szogekkel is jellemezhetdk, hiszen a Fold
sugara (R ~ 6371 km) ismert. Okolszabalyként hasznéalhat6 tehat az 1° ~
~ 111 km becslés, de fontos, hogy ez csak merididnok mentén ad jo6 értéket!

Il.2. Forgasfeliiletek

Ha egy tetszbleges sima sikgorbét egy azonos sikban fekvd forgastengely
korul korbeforgatunk, akkor a gorbe altal surolt feltletet forgdsfeliiletnek
nevezzuk. A II.1. abran zolddel jelolt alkotokat, amelyek az eredeti sik-
gorbével egybevagok, merididnnak, a forgastengelyre merGleges sikokba
es6 kék koroket parallelkornek nevezzik. A parallelkorok és a meridianok
egymast mindenutt merdlegesen metszik.

IL.1. abra. Forgasfeliileti poldrkoordindta-rendszer

Az abran lathato az egyik lehetséges koordinata-rendszer is, ez a sikbeli
polarkoordinatakhoz hasonlit6 forgdsfeliileti poldrkoordindta-rendszer. Az s
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II. A gomb és az ellipszoid paraméterezése

polartavolsagot az O orig6 és a P pont kozott a feliileten lehetséges legro-
videbb Gtvonalon mérjuk. Ezt a legrovidebb Gtvonalat geodéziai vonalnak
nevezzik. A forgasfelulet minden merididnja egyuttal geodéziai vonal, de a
parallelkorok altalaban nem azok. A polarszog megfelelGje itt az a azimut,
amelyet mindig az origén athaladé meridiantdl inditva, az 6ra jarasaval
egyezéen mériink.

A masik lehetséges vonatkoztatasi rendszer a paraméteres koordindta-
rendszer, amelyet egy tetszbleges f(u;v) — (x;y;z) figgvénnyel megadha-
tunk, azzal a kikotéssel, hogy a fuggvény altal visszaadott (x;y;z) térbeli
derékszogl koordinata-harmas minden, az értelmezési tartomanyba es6
(u;v)-re a feluletunk valamely pontjara kell essen. Ebben az esetben az
eredeti (u;v) part a felillet parametrikus koordindtdinak, az f (u;v) figgvényt
a feltullet paraméteres alakjanak nevezzuik. Paramétervonalnak hivjuk azokat
a feluleti gorbéket, amelyek mentén vagy az u vagy a v paraméter allando.

II.3. A gébmb

Gombnek nevezziik az egy ponttél azonos tavolsagra 1évé pontok hal-
mazat. Az origd kozépponta, R sugart gomb pontjai mindig teljesitik a
kovetkezd egyenletet:

*+y°+z°2-R>=o0

A gomb felirhat6 tobbféle paraméteres alakban is. Az egyik lehetséges
paraméterezés, amikor az u;v paraméterek szerepét a @ foldrajzi szélesség
és a A foldrajzi hossziisdg jatsszak. EI6bbi a pontba mutat6 helyvektor és
az x;y tengelyek altal kifeszitett sik kozott talalhaté szog, utobbi szoget az
x tengely és a pont x;y sikra es6 merdleges vetiiletébe mutaté helyvektor
kozott mérjuk. Ez a paraméteres alak a II.2. abra alapjan irhato fel:

x=RcospcosA
y = Rcos@sin A
z=Rsing

"Nagyon ritka esetekben eléfordulhat, hogy a forgasfeliileten két pontot akar tobb,
kiilonboz6 azimuttal rendelkez6 geodéziai vonallal is 6ssze lehet kotni. Példa a gomb
két atellenes pontja. Ilyen esetekben a pont azimutja nem egyértelm, de megforditva
a hozzarendelés mindig egyértelm: az adott azimut és tavolsag ilyenkor is egyetlen
pontot jelol ki a feliileten.
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AZ
L Ay
sin
ARl
Rcosqp | T
a) Oldalnézet b) Feliilnézet

z

Eszaki-sark

c) Térben

I1.2. abra. Foldrajzi koordindtdk a gombon

Lathato, hogy a szélességi koroknek nevezett ¢p-paramétervonalak a gomb
parallelkorei, sugaruk Rcos ¢, mig a hossziisagi koroknek nevezett A-para-
métervonalak a gomb R sugart meridianjai. Ha a derékszogti koordinatak-
bol szeretnénk foldrajzit kapni, az abrarol az is leolvashato, miszerint:

A Fold esetében a z tengelyt a forgastengely iranyaban helyezziik el, igy a
szélességet az erre merdleges siktol mérjuk. A o° szélességii paramétervonal
neve Egyenlitd. Ugyanakkor a hosszsagok mérése nem egyértelmd, mert
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II. A gomb és az ellipszoid paraméterezése

az x tengelyt tetszSleges kezddmerididan iranyaba is forgathatjuk. A gyakor-
latban leginkabb a greenwich-i csillagvizsgalon atmend meridiant szoktuk
kezddmeridiannak valasztani, de mas kezdémeridiannal is talalkozhatunk:
A franciak példaul egészen a kozelmultig gyakran Pariz§tol kezdve tin-
tették fol a hossztisdgokat,” régi térképeken pedig gyakran Ferr6tol mért
hosszusaggal talalkozunk. A nemzeti foldmérési munkalatokhoz a legtobb
orszag sajat kezdémeridiant is kijelolt, Magyarorszagon ez a Gellérthegyen,
a Citadella Szabadsag-szobor felé es6 végénél talalhato jelen halad at.

Il.4. A forgasi ellipszoid

Forgasi ellipszoidot kapunk, ha egy ellipszist valamelyik tengelye korul
korbeforgatjuk. Az ellipszoidot két adattal, az a nagyféltengellyel és a b kis-
féltengellyel jellemezhetjiik. Az origd kozéppontd, z forgastengelyti forgasi
ellipszoidot alkot6 pontok a kovetkezd egyenlettel irhatok le:

A forgasi ellipszoid alakjat jellemezziik még az f lapultsiaggal, az e elsé
excentricitdssal és az e’ mdsodik excentricitdssal:

a->b
f= a
a’-b?
e= 2
a
a’-b?
e = 7

A lapultsagnak altalaban a reciprokat szokas megadni (f ~ 1/300), mig
az els6 excentricitasnak gyakran a négyzete szerepel a szakirodalomban.

" Val6jaban a nemzetkozi kezdémeridian a csillagvizsgalotél 102 m-re keletre talalhaté
a figgévonal-elhajlas korrigalasa érdekében.

" Raadasul tjfokban, igy fokozttan figyeljiink !

" Ez a kezdémeridian definici6 szerint Pariz§6l 20°-ra nyugatra talalhat6 az Atlanti-
6ceanban.

19



II. A gomb és az ellipszoid paraméterezése

El6fordul azonban, hogy az excentricitast egyaltalan nem adjak meg, ilyen-
kor nekunk kell kiszamitani a lapultsagbol:

e:\/a:ba;b:\/za—;a—b)f:m:m

Az els6 excentricitas képletét atalakitva egy igen fontos Osszefliggést
kaphatunk:

212
, a—b
€ = 2
a

2

, b

e —1=—-——7
a

a’(1—e*)=0b?
b=aV1-¢

Ezt a kifejezést gyakran fogjuk hasznalni! Példaul a lapultsagot igy meg-
kaphatjuk az els6 excentricitasbol:

a—avV1-e? 5
f=——=1-V1-¢
a

Vagy az els6 és masodik excentricitasok kapcsolata:

e
(1-¢*) \1_¢

Az ellipszoidon a A hosszsagot ugyanugy értelmezzik, mint korabban
a gombon. Azonban haromféle szélességet is definialhatunk (II.3. abra):
— A W geocentrikus szélesség az ellipszoid kozéppontjabol a pontba mutato
vektor és az Egyenlité sikja kozott 1évé6 szog.
— A @ geodéziai vagy foldrajzi szélesség a feliilet normalisa (helyi fligg6le-
ges) és az Egyenlité sikja kozott bezart szog.
— A O redukalt szélesség az a szélesség, amelyet az a sugart gombon mér-
nénk, ha az ellipszoidot a z tengely iranyaban a/b-szerésre nyujtjuk.
A térképészeti gyakorlatban leginkabb a foldrajzi szélességet alkalmaz-
zuk. Ennek oka, hogy csillagaszati modszerekkel konnyt volt mérni: a
foldrajzi szélesség megegyezik az ellipszoid érint&sikja (helyi vizszintes) és
a Fold forgastengelyének iranya (Sarkcsillag) kozott mért szoggel. A harom
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I1.3. abra. Ellipszoidi szélességek

szélességdefinicio kozotti atszamitashoz el8szor irjuk fol az abran lathato
ellipszis egyenletét:

r2 22

—+-—5-1=0
a b
z-t kifejezve:
2

z=Db 1_r_ b\/aZ—r2

a> a

A differencialhanyados az ellipszis érint6jének iranytangense:

dz —br

dr avVa® -r?

ATI.3. abrarol leolvashat6, hogy az ellipszis piros szaggatott vonallal jelolt
érintdjének lejtészoge a foldrajzi szélességet éppen derékszogre egésziti
ki. Tudva, hogy a differencidlhanyados az érinté lejt6szogének eldjeles
meredeksége (tangense), és figyelembe véve, hogy a differencialhanyados
negativ: dz/dr = —tg(9o° - @) = -&g D. Azaz:

—br cos D
aVa? — 12 sin @
b*r? cos> @

a*—a’r>  sin* @
b?r?sin® @ = a*cos®> @ —a’r? cos> @
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r>(a® cos® @ + b*>sin® @) = a* cos® @
a’>cos @
r =
Va? cos> @ + b?sin® @

fgy megkaptuk a @ szélességli parallelkor sugarat. Helyettesitsiik be az
eredményt az ellipszis egyenletébe, hogy z-t is megkapjuk:

b —— b a*cos®> @
z=—Na>—r>=—[a’ - 2 2 52
a a a®cos® D + b?sin” @
\/b2a2 cos® D + b?b?sin® @ — a*b? cos> O b?sin @
- a>cos® @ +b>sin®  Va?cos® @ + b?sin> @

Az abran leolvashato, hogy tg W = z/r, tehat

b?sin® b3
te ¥ = =—tgd
& a’cos® a? &

Azonban O definicié szerint W képe a/b-szeres nyujtas utan:

a

tg@:b

tg W

A két egyenletet egymasba helyettesitve:
b

tg® = - tg @

fgy barmelyik szélességbdl a mésik ketts kiszamithatd, tovabba az északi
féltekén belathaté a W < © < @ osszefiiggés.
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Harmadik eléadas

Bevezetés a gombi geometriaba

lll.1. Nemeuklideszi geometriak

A kozoktatasban tanult euklideszi geometria jol fedi a sik lapon tapasz-
talhato mértani osszefuiggéseket, azonban a gyakorlati életben eltéréseket
tapasztalhatunk. Ilyen volt példaul, amikor az elsé foldmérdk azt tapasz-
taltak, hogy a terepen mért haromszogek belsd szogeinek Osszege kissé
nagyobb, mint 180°. Ennek oka a Fold gorbiilete.

A gorbiilt terek geometridit nemeuklideszi geometridknak nevezziik. Ha-
rom {6 tipusuk kulonboztethet6 meg:

— Hiperbolikus geometria: A haromszogek belsé szogeinek 0sszege ki-
sebb, mint 180°, egy egyeneshez egy rajta kiviil fekvé ponton at tobb
nem metsz6 egyenes huzhat6é ugyanabban a sikban. Ilyen a Boryar-
geometria.*

— Parabolikus geometria: A haromszogek bels6 szogeinek 0sszege 180°,
egy egyeneshez egy rajta kiviil fekv6 ponton at egyetlen parhuzamos
egyenes huzhat6. Példa az euklideszi geometria.

— Elliptikus geometria: A haromszogek bels6 szogeinek 6sszege nagyobb,
mint 180°, barmely két, egy sikban fekvd egyenes metszi egymast. A
most targyalt gombi geometria ide tartozik.

A gombi geometriaban a sik szerepét a gomb veszi at. Pontokat a szokott
modon jelolink ki. Az egyenesnek olyan megfelel6t kerestink, amely to-
vabbra is a legrovidebb tavolsagot jeloli barmely két pontja kozott: ez tehat
a geodéziai vonal. A gombi geodéziai vonalak olyan korok, amelyek kozép-
pontja a gdémb kozéppontjaba esik, sugaruk a gomb sugaraval egyezs! A
gombi egyenest szokas fékornek is nevezni.

" Az EinsteIN-féle altaldnos relativitiselméletben nagy szerepet toltenek be az ilyen
geometriak.

T Az 6sszefiiggések egy része otthoni koriillmények kozott is demonstralhatd: Vegye-
nek egy nagyjabdl gomb alaku, vastag héju narancsot, és sztrjanak bele tiiket vagy
fogpiszkaldkat! A tlikre htizott befSttesgumi a narancs geodéziai vonalai mentén
fesziil ki.
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Az egy ponttdl azonos tavolsagra 1évé pontok halmazai a gombon is
korok, de ezeket a gombi egyenesektdl megkulonboztetve kiskornek nevez-
zuk. Valdjaban a gombi egyenesek specialis, lehetséges legnagyobb sugara
gombi koroknek tekinthetSk. Szogek mérése az érint6k kozott a szokott
modon torténik, mig a tavolsag jellemzésére a gomb kozéppontjabol a két
pontba mutaté vektorok hajlasszogét szoktuk hasznalni. A koordinatakat
itt foldrajzi koordinata-rendszerben értelmezzuk.

lll.2. Nevezetes felliletdarabok

Két koncentrikus kiskor és két, rajuk merdleges f6kor altal hatarolt alak-
zat a foktrapéz. Nevével ellentétben nem gombi sokszog, mert hatarolo
oldalai koziil csak kett6 gombi egyenes szakasz, a masik kett6 gombi koriv.

A foktrapéz felszine a kovetkez6képp szamithatd: Bontsuk ol a teruletét
koncentrikus (szélességi) korokkel vékony savokra! Ekkor minden egyes
sav felszine jol kozelithetd egy téglalappal, melynek tertilete az alap és a
magassag szorzatabol adodik (III.1. abra). Ismert, hogy a szélességi korok
sugara r = Rcos ¢ (IL.3. fejezet). Az alapot alkotd koriv hossza az r sugar
és a kozbezart szog (radian!) szorzata. A kozbezart szog azonbana A, — A,
hosszusagkiilonbség, tehat az alap hossza Rcos (p(i; ~1,). A pici téglalap
magassaga egy picike koriv, amelynek hossza a gombsugar és a szélesség
radianban mért megvaltozasanak szorzata (RK(\p). A kis téglalap teriilete
tehat Rz(/T2 — /Tl)cos (pA/(\p—nek adodik. A felosztast minden hataron tual
finomitva a pici téglalapok 0sszegzése egy integralasba megy at a hatarolo
@, és @, szélességek kozott:

s
A= JR2(/T2 - A:)cos(pd<p = Rz(/i; - /Tl)(sin% —sing,)
¢

rAA = Rcos (p@

II1.1. abra. Foktrapéz teriiletének felosztdsa kis téglalapokra

Egy gombi kiskor altal hatarolt felulet a gombsiiveg, két koncentrikus
gombi kor kozott talalhato felulet pedig a gombov (111.2. abra). A gombov
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felszine egyszertien szamithat6 az el6z8 képletbdl, ha a hatarol6é hosz-
szusagok helyére +180°-ot helyettesitiink:

Ag =R?[1t— (-1)](sin @, —sin @, ) = 2R*71t(sin @, —sin ;)

Fenti képletben a hatarol6 szélességek helyébe az északi és déli polusok
szélességét (+90°) helyettesitve megkapjuk a teljes gomb felszinét:

Ag =2mR?*[1 - (-1)] =4R’1

-
L o

III.2. abra. Gombov (kék), gombkétszog (piros) és foktrapéz (lila)

Mint korabban emlitettem, a gombi geometriaban barmely két gombi
egyenes (f6kor) metszi egymast. Tapasztalhat6 raadasul, hogy hogy két
gombi egyenesnek nem csak egy, hanem mindjart két metszéspontja is van,
amelyek egymashoz képe§t a gdmb ellenldbas pontjai. Igy lehetség van
olyan gombi sokszog szerkesztésére, amelyet csupan két gombi szakasz
és két csucs hatarol. Ez az alakzat a gombkétszog (I11.2. abra). A kétszog
felszine egyenes aranyban van a csticsanal 1évé a szoggel, amelyet most
az egyszerliség kedvéért radianban mériunk. Ha a kétszog szoge a teljes-
sz0g (2m), akkor lefedjiik vele a teljes gombfelszint (4R>7). Ebbdl egyszeri
aranypar folallitasaval megkapjuk a kétszog felszinét:

AO = 2R22?
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III.3. abra. Nem EULER-féle gombhdromszog

lll.3. A gobmbharomszog

A sikharomszog megfelel6jét a gombon gombhdromszognek nevezzik,
ezt harom gombi szakasz hatarolja. Lehetséges olyan gombharomszoget
szerkeszteni, amelyiknek van homoruszoge (III.3. abra); azonban ezeket
nem szoktuk vizsgalni, az osszefiiggéseket a konvex EULER-féle gombhdarom-
szogekre mondjuk ki.

A haromszog tertiletét a kétszog teriiletének képletébdl kapjuk meg. Fed-
jiuk le a gombot az A csticsbdl kiinduld, két ellenlabas, a szogl kétszoggel !
A két kétszog egyuttes felszine 4R*@. Ismételjik meg a B és C csucsokkal
és ennek megfelelGen két-két B és y szogi kétszoggel! Most a kétszogek
egyiittes felszine 4R*(@ + B + 7). A hat kétszdg teljesen lefedi a gomb fel-
szinét (4R?m), azonban a kérdéses haromszoget és annak ellenlabasat is
haromszor sikertilt lefednunk (III.4. abra). Ez azt jelenti, hogy a gombha-
romszog teriiletét négy izben is foloslegesen fedtiik le. Ha tehat kivonom a
gomb felszinét a hat gombkétszogbdl (4R (ar+ E+ y—-m)), akkor a haromszog
tertletének négyszerese marad meg. EbbSl mar magatol értetédik, hogy:

A, = RZ(EF+ B+7- n)

A fenti képletbdl két igen fontos kovetkeztetést vonhatunk le:

— A haromszog belsé szogeinek 0sszegébdl 180°-ot kivonva megkapott
gombi szogfolosleg egyenes aranyban all a gombharomszog felszinével.
Tehat minél nagyobb a haromszog, annal inkabb eltérnek a tulajdonsa-
gai az euklideszi geometridban megszokottol.

— A haromszog bels6 szogeinek 0sszege mindig nagyobb, mint 180°, kii-
lonben a felszin negativ lenne. Ugyanakkor a konvex haromszog bels6
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II1. Bevezetés a gombi geometridba

II1.4. abra. EuLer-féle gombhdromszog teriiletének kiszamitdsa két-két piros, kék,
illetve zold kétszoggel

szogeinek O0sszege bizonyosan kisebb, mint 540°, kiilonben legalabb az
egyik szognek konkavnak kellene lennie.
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Negyedik el6adas
Navigacio a gombi geometriaban

IV.1. Gmbharomszoégtan

A gombharomszogek vizsgalata soran észrevehetjuk, hogy szamos, az
euklideszi geometriabol ismert 6sszefiiggés érvényben maradt. Ilyen pél-
daul, hogy két oldal 6sszege nagyobb a harmadiknal, a nagyobb oldallal
szemben nagyobb szog talalhat6 vagy hogy harom adat egyértelmtien meg-
hatarozza a haromszoget. S6t, most mar harom szog is elég a haromszog
meghatarozasahoz, hiszen a bels6 szogek 0sszege nem egy kotott szamérték.
Sejtjik tehat, hogy a sikharomszogek ismeretlen adatainak kiszamitasa-
ra hasznalt szinusz- és koszinusztételeknek vannak megfelel6i a gombi
geometriaban.

Az egyszerliség kedvéért ebben a fejezetben azt feltételezzik, hogy a
gomb egységsugaru, igy az oldalak és hozzajuk tartozé kozépponti szo-
gek (radidanban) megegyeznek. Tovabba a térbeli derékszogi koordinata-
rendszert agy forgatjuk el, hogy a z tengely a haromszog egyik csticsaval
egybeessen, mig a haromszog egy masik csticsa az x és z tengelyek altal
kifeszitett sikra essen. Ekkor a cstcspontok derékszogti koordinatai egysze-
riien folirhatok az I.2. fejezetben a térbeli polar- és derékszogli koordinatak
kozott kapott képletek segitségével (IV.1. abra a kovetkezo oldalon).

Vizsgaljuk meg az a) esetet, és irjuk fol az origébdl kiinduld A; B; C vek-
torok altal kifeszitett paralelepipedon térfogatat! Ez a harom vektorbol
képzett determinans (I.4. fejezet):

0 0 1
sinc e} cosc| =sincsinbsina
sinbcosa sinbsina cosb

A b) eseten ugyanez a haromszog latszik, csak a koordinatatengelye-
ket elforgattuk. Szamitsuk ki Gjra a paralelepipedon térfogatat! Ezuttal a
masodik sor szerint érdemes a determinanst kifejteni:

sinccosf sincsinf cosf
o) o) 1 |=sinasincsinf
sina 0 cosa
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IV. Navigdcié a gombi geometridban

a) A csiics a z tengelyen, B az xz sikon b) B csiics a z tengelyen, C az xz sikon

c) C cstics a z tengelyen, A az xz sikon

IV.1. abra. A gombhdromszog csiicsainak derékszogti koordindtdi
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IV. Navigdcié a gombi geometridban

A paralelepipedon térfogata nem fiigghet a koordinata-rendszer elfor-
gatasatol. Ez azt jelenti, hogy a két el6z6 kifejezés egymassal egyenld kell
legyen:

sincsinbsina = sinasincsin f8

sinc-vel lehet egyszerisiteni, majd atrendezést kovetSen ezt kapjuk:

sina _ sinb

sina  sinf

Fenti 0sszefliggés igen hasonlé az euklideszi geometriaban folirt szinusz-
tételhez, ezért ezt gombhdromszigtani szinusztételnek hivjuk, és a kés&bbiek-
ben rendszeresen fogjuk alkalmazni.

Vizsgaljuk meg a c) abran 1év{ elforgatast is! Ezuttal képezziik az origo-
bél kiinduld A és B vektorok skalaris szorzatat! A skaléris szorzat kiszamit-
hato a vektorok hosszainak és a kozbezart c szog koszinuszanak szorzataval.
Ez igen egyszerd, hiszen az egységsugarunak tekintett gomb felszinére
mutaté A és B hossza éppen egységnyi. Szamithaté ugyanakkor a skalaris
szorzat a koordinatak paronkénti szorzataval is, és akkor is ugyanazt az
eredményt kell kapnunk (I.3. fejezet):

1-1-cosc=sinb-sinacosy +o-sinasiny +cosb-cosa
Atrendezve konnyen megjegyezhet6 alakra:
cosc =cosacosb +sinasinbcosy

A fent megkapott egyenlet alapvets fontossagu a térképészetben. Neve
gombharomszogtani oldal-koszinusztétel, a haromszog harom oldala és egy
szoge kozott teremt Osszefliggést, a kozoktatasban megismert koszinuszté-
telhez hasonl6 médon.

Mivel a gombhéaromszoget harom szoge is meghatarozhatja, hianyzik egy
osszefiiggés, amelyikkel legalabb az egyik oldal hosszat meg tudom mon-
dani a harom szog alapjan. Ennek semmilyen anal6giaja sincs az euklideszi
geometriaban. A hianyz6 képlet neve a gombharomszogtani szogkoszinuszté-
tel, amelynek bizonyitasa a D. fiiggelékben olvashato:

COSy = —cosacos f +sinasinfcosc

A harom 0Osszefliggés segitségével most mar barmilyen gombharomszog
ismeretlen adatai kiszamithatdk, azonban ehhez néha tobb lépésre van
sziikség. E miatt ritka esetekben jol jon a mdsodik alapforma is:

&gasinb = cosbeosy +siny {tga
Mind a négy képletre értelemszertien elmondhato, hogy teljesen mindegy,
a haromszog melyik csticsat jeloljuk A-val, B-vel és C-vel mindaddig, amig
a megfelel§ a,b,c, a, B és y jeloléseket is kovetkezetesen alkalmazzuk.

" Példaul f8korok metszéspontjanak keresésénél egyszertibb ezzel szamolni.
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IV. Navigdcié a gombi geometridban

IV.2. Navigaci6é ortodréma mentén

A gombharomszogtan jelentGségére egy példat ad a navigdcio feladata,
amelyben két ismert koordinataju pont kozott keressiik meg az atvonal
iranyat és hosszat. Az itt levezetett képleteket az 6ceani hajozas és a repiilés
a mai napig alkalmazza. A navigacionak két fajtaja alakult ki a torténelem
soran, az ortodroma és a loxodréma menti navigacio.

A navigacios feladatok megoldasa soran a foldi geodéziai vonalakat or-
todromdnak nevezziik. Kétségtelen elénye, hogy képleteivel garantaltan a
legrovidebb Gtvonalon fogunk a célallomasra jutni. Az ortodroma képletei-
nek felirdsahoz egy olyan gombharomszoget fogunk hasznalni, amelynek
egyik cstcsa a polusban van, masik két cstucsa pedig a kiindulasi és célallo-
masok.

A IV.2. dbran lathaté A pontbdl szeretnénk a B pontba eljutni. A kék
gombharomszog északi csicsaban megjelend szog a hossztsagkiulonbség:
Ag — Aa. A haromszog két oldalat is ismerjiik, hiszen ezek a szélességet
go°-ra egészitik ki. Ekkor felirhatjuk az oldal-koszinusztételt a harmadik,
kiszamitand6 oldalra, amely éppen a sziikséges s uthosszhoz tartozé s/R°
(fokba valtott) kozépponti szog. Vegyuk figyelembe, hogy cos(90°—9) = sino
és sin(9o° —0) = coso!

SO

cos R - sin @4 sin @g + cos @4 cos pgcos(Ap—Ay)

Eszaki-sark

IV.2. abra. Ortodréma ivhosszdnak szdmitdsa

Az el6z6 képletben az s/R melletti fokjel arra figyelmeztet, hogy a fokban
kapott szoget vissza kell valtani radianba, és csak utana szabad a Fold
sugaraval folszorozni, hogy az s tavolsagot megkapjuk.
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IV. Navigdcié a gombi geometridban

Az ortodréma kezddiranyat, azaz a Il.2. fejezetben definialt azimutot
kétféleképp lehet kiszamitani. Egyszer(ibb a szinusztételt folirni:

sin(s/R)° _ cos g
sin(Ag—A,) sina
sin(Ag — A4)cos @p

sin(s/R)°

sina =

De az oldal-koszinusztétel is célravezets:

o [e]

. . S . S
smgoB:smgoAcosE +c05(pAsmE cosa

sin @p —sin @4 cos(s/R)°
cos @4 sin(s/R)°

cosa =

A gyakorlati szamitasokhoz mindkét képletre szukség van, mert sem a
szinusz, sem a koszinusz nem jellemzi egyértelmtien az azimutot: sina =
=5in(180° — a) és cosa = cos(360° — a). Igy mindkét esetben két megolda-
sunk van: szinusztétel esetén a és 180° — «; oldal-koszinusztétel esetén «
és 360° — a. A két gyok kozul az egyik hamis, ezért at kell gondolni, melyik
megoldast fogadjuk el. Megjegyzendd, hogy negativ azimutot nem szok-
tunk hasznalni, ezért ha az arkuszszinusz eredménye negativ, az értékhez
vagy 360°-ot kell hozzaadni, vagy ki kell vonni 180°-bdl. A helyes dontést
rajz segitségével tudjuk meghozni, vagy mindkét képlettel kiszamoljuk az
azimutra a két megoldast, mert ilyen esetben csak egy kozos gyok szokott
lenni.

Mindezeken feliil a szinusz a derékszog korili szogeknél nagy szogkii-
lonbségre is csak kicsit valtozik, mig a koszinuszra ugyanez az egyenesszog
koruli szogekre mondhato el. Kelet-nyugati iranyt utakhoz tehat inkabb a
koszinusztétel, mig észak—déli iranya utakhoz inkabb a szinusztétel szol-
galtat nagyobb numerikus $tabilitast.

IV.3. Navigacioé loxodréma mentén

Vegytunk olyan kiilonleges spiralis forgasfeliileti vonalakat, amelyeknek
azimutja allando! A két pontot 6sszekot6 ilyen vonalak altalaban hosszab-
bak a geodéziai vonalnél. Ezeket a vonalakat a Foldon loxodrémdnak hivjuk.
Latszik, hogy egy forgasfeliilet meridianjai nem csak ortodromak, hanem a
0°-0s azimuthoz tartozé loxodrémak is. A parallelkorok bar altalaban nem

"Kivéve a hengeren, ahol a geodéziai vonalak és az ilyen spirdlok minden esetben
egybeesnek.
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IV. Navigdcié a gombi geometridban

ortodromak, a 9go°-os azimuthoz tartozé loxodréomak. Az Egyenlit6 kivétel,
mert az egyszerre ortodréma és loxodroma.

A loxodréma navigacios jelentGségét az adja, hogy haladasi iranyunknak
az iranyttihoz képest allando szoget kell tartani, ami konnyedén megvalo-
sithat6. Paradox modon ehhez folyamatosan kanyarodni kell a jarmtvel
(IV.3. abra). Jellemz&en alig hosszabb az ortodromanal, és a GPS el6tti id6k-
ben az ortodroma valtoz6 azimutjat nehéz lett volna tartani, igy régebben
kozkedvelt volt a hajosok kozott. A mai 1égi navigacié mar a takarékosabb,
ortodréma menti navigaciéra allt at."

IV.3. abra. Egy loxodroma nyomvonala

Rajzoljuk f6l az a azimuthoz tartozé loxodroma egy elemi kis, As hossza
ivdarabjat! Pici ivdarabhoz tartoz6 parallelkor és meridian menti ivhosz-
szakat a megfelel szélességi és hosszuisagi kor sugarabdl és a kozépponti
szogbdl szamithatjuk. A IV.4. abran jol latszik, hogy:

Rcos (pE\
tg d=——
RAg@

Aptga _ E\
cos @

" A loxodrémak altalaban spiralis vonalak. A p6lusba valé beérkezés el6tt azt végtelen
sokszor, egyre sztikiil§ ivben jarjak korbe, ennek ellenére a hosszuk mégis véges.

"Ez csak részben igaz: az ortodréma mentén kiszdmolnak érintendé pontokat, azon-
ban két szamitott toréspont kozott ma is loxodroma mentén zajlik a forgalom. Ezt a
technikat korlatozott mértékben a GPS el6tt is hasznaltak.
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IV. Navigdcié a gombi geometridban

Rcos (pE\

IV.4. abra. A loxodroma elemi kis ivdarabja

Integraljuk mindkét oldalt az A kezd&pont és a B végpont kozott, ismerve,
hogy a konstans:

¥B Ap
tga B
fcosgodq)_ Jd/\
PA /\A
tga[lntg(45°+ %)—lntg(45° + %)] =Ap—Aa
Ag=Aa

tga =
8 Intg(45°+ @p/2) —Intg(45° + @a/2)

Megtalaltuk tehat az A és B pont kozotti loxodroma azimutjat. Fontos
azonban, hogy ezuttal is két megoldasunk van: tga =tg(180° + a). Hogy
kell-e 180°-ot hozzaadnunk, azt a j6zan ész alapjan kell eldontentink. A
szamologép arkusztangens fuiggvénye negativ értéket is adhat, ilyenkor 180
vagy 360 fokot még hozza kell adnunk (szintén jozan ész alapjan dontve,
hogy melyiket).

Fontos odafigyelni, hogy a szamlaléban a hosszuisagkiilonbséget min-
dig szigortan radidnban szamoljuk! A hosszusagkulonbségnek mindig
a +180° (+m) tartomanyon belil kell maradnia! A 180°-0s meridiant ke-
resztez$ utaknal el6forduld nagyobb hosszusagkiilonbségeket 360° (21)
hozzaadasaval vagy kivonasaval kell a tartomanyon beliilre kényszeriteni!

Az el6bbi szamitasban az 1/cos @ primitiv fuggvénye levezetés nélkiil
lett behelyettesitve, ezért ezt ellendrizziik visszaderivalassal!

[lntg(45°+£)]/: ! =
2 2tg(45°+%)cos2(45°+%)
1 1 1

2sin(45°+ %)cos(45°+ %) ) sin(9o°+¢) ~ cos
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IV. Navigdcié a gombi geometridban

Megjegyzendd, hogy egyes fiiggvénytablazatok az 1/cos ¢ primitiv fiigg-
vényének nem Intg(45°+ @)-t, hanem egy latszolag teljesen eltérd kifejezést
adnak meg, de egyszerti atalakitassal azt is megkapjuk:

21 \ocoslast 2)
o (450+%)+Cos2(450+%)+81n (45 +(”)_Cos (45 +(’) _

1
"2 a5 B (a5 o (a5 B) (a5 )

_llnl—cos(90°+(p) B 11n1+sin(p
2 1+cos(9o°+@) 2 1-sing

=arthsing

Ugyhogy a képlet ilyen alakban is folirhaté:

Ag=2a
arthsin g —arthsin g,

tga =

Még mindig nem tudjuk, mennyit kell utaznunk. A tavolsag kiszamitasa-
hoz irjuk fol az abra alapjan a koszinuszat:

RA@
CcCosSa = As
RA
As = i
CcosS

Integraljuk megint mindkét oldalt, & tovabbra is konstans, tovabba a bal
oldalon az integracids konstans elhagyhatd, mert a kiindulés pillanataban

s értelemszeriien zérus:
PB
R
ds = d
cos o
PA

s=R¥B-PA
cosa

Ha a tavolsagra negativ érték jon ki, vizsgaljuk meg, hogy nem cseréltitk
fol menet kozben a kezdd- és végpontot, vagy nem feledkeztiink-e meg
a féltekék elSjeleirsl és a Ap — A4 hosszusagkiilonbség +7 tartomanyon
belul tartasardl 21 hozzaadasaval vagy kivonasaval. Ha egyik sem, akkor az
azimut képletébdl kijott két megoldas koziil a rosszat valasztottuk. Ilyenkor
a-hoz adjunk hozza 180°-ot, s elGjelét pedig forditsuk meg!
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IV. Navigdcié a gombi geometridban

Mind a loxodréma, mind az ortodroma képleteinél igen fontos a helyes
el6jelek hasznalata. Képleteink akkor adnak helyes eredményt, ha az északi
szélességet és a keleti hosszusagot pozitiv, a déli szélességet és a nyuga-
ti hosszasagot negativ elGjellel helyettesitjik be. Ennek elmulasztasa az
Egyenlit6t vagy a kezdémeridiant keresztezd utaknal komoly hibahoz ve-
zet! Ez a megjegyzés az eddig targyalt képletek kozul a foktrapéz felszinére
is igaz.



Otédik el8adas

Gorblleti sugar és ivhossz az
ellipszoidon

V.1. Meridiangorbiileti sugar

Az eddig targyalt gombi geometria egy konstans gorbulett feltileten
alapult. Ez nem mondhaté el a forgasi ellipszoidrol, melynek gorbulete
helyrél-helyre valtozik. Az ilyen feltuletek belsé méretviszonyaival a dif-
ferencialgeometria tudomanyaga foglalkozik. El6szor definialjunk néhany
sziikséges fogalmat!

Egy sima sikgorbe adott pontban vett simulékérének nevezziuk azt a
kort, amelyik a kérdéses pontban érinti a gorbét, a pontban vett érintdje
egybeesik a gorbe érint6jével (igy kozéppontja a gorbe normalisan talalhato)
és masodik derivaltja megegyezik a gorbe adott pontra vonatkoz6 masodik
derivaltjaval. Utobbi miatt a pont kornyezetében a gorbe és a simulokor
érintdje kozel van egymashoz (V.1. abra), ezért ha a ponthoz igen kozel
merdlegeseket bocsatunk egy sikgorbére, ezek metszéspontja a simulokor
kozéppontjahoz tart. A gorbe adott pontra vonatkozé gorbiileti sugara a
pontban vett simulokor sugara.

P
V.1. abra. Egy sikgorbe P pontban vett p gorbiileti sugara

Egy feliilet metszetének hivjuk azt a gorbét, amelyet a felulet és egy tet-
sz6leges sik kozos részeként kapunk. A forgasi ellipszoid minden metszete
ellipszis. A feliilet egy adott pontra vonatkozo6 normdlmetszete az a metszet,
amelynek sikja tartalmazza a pontot és a feliilet normalisat (helyi fiiggdle-
ges). Minden mas, az adott pontot tartalmazé metszet neve ferdemetszet. A
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V. Gorbiileti sugdr és ivhossz az ellipszoidon

feliillet adott pontra és iranyra vonatkoz6 gorbiileti sugara az adott ponton
atmend és az adott irany sikjaba esé normalmetszet gorbuleti sugara. Mi a
meridiant tartalmazé és az arra meréleges normalmetszeteket vizsgaljuk.

A merididngorbiileti sugdr a forgasi ellipszoid meridian iranyaban vett
gorbuleti sugara, jele M (D) (V.2. abra). Tekintsiik a meridianon a @ széles-
ségli pontot, és bocsassunk merdlegeseket hozza kozel a @, = @ — AD/2 és
D, = D+ AD/2 szélességli pontokrol, amint AQ — o! A simuldkor @, és D,
szélességek kozotti ivéhez tartozo kozépponti szog szamitasahoz tekintsiik
a b) abrarészen lathato6 kék szara haromszoget! Ennek jobb folsé szoge @,
bal f0ls6 szoge 180° — @,. A bels6 szogek Osszege 180°, igy a harmadik szog
szikkségképpen @, — D, = AD. Ezt az M (D) sugarral szorozva megkapjuk a

simulokor kis ivhosszat a két pont kozott, ami M (CD)KCB—nek adodik.

/\Z
e
— D
—_——
58
~ L%}
| &/ hdbraNe,
~ \%;
A
D r
/ a / !
b) abra
a) Attekints
b) Alsé téglalap nagyitva c) Fols6 téglalap nagyitva

V.2. abra. A merididngorbiileti sugdr szamitdsa

" Annak oka, hogy miért elégséges e két irany gorbiiletét vizsgalni, mélyen a differen-
cidlgeometria alapjaiban gyokerezik: Gauss német matematikus kimutatta, hogy
ha egy feliilet adott pontjan ismerjik a gorbiiletek szélséértékeit, akkor minden
irdnyban kiszamithaté egy sima elemi feliilet gorbiilete. Bizonyitotta még, hogy
a gorbiiletek minimum- és maximumhelyei mindig egymasra meréleges iranyok-
ban lépnek fol, s6t forgasfeliileteken az egyik szélsGérték iranya mindig a meridian
sikjaban van.
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V. Gorbiileti sugdr és ivhossz az ellipszoidon

A meridianiv @, és @, szélességli pontjain athaladod szel6 hatarhelyzet-
ben az érintd, ezért a @ szélességli pontban vett normalisra merdleges.
A ¢) részen talalhat6 derékszogli haromszog fols6é szogének masik szara
merdleges az Egyenlité sikjara, ezért ez a szog @-vel egyenlS. Ebbdl a két
széls6 pont kozott htzott har hossza —Ar/sin @, ahol a Ar vizszintes befo-
g6 a parallelkor sugaranak pici megvaltozasa a AD szélességkiilonbségre
vonatkoztatva (a képletben a negativ eljel célja, hogy a hur hossza pozi-
tiv legyen: az északi féltekén Ar, mig a déli féltekén sin @ negativ). Ha
AD — o, a két sz€ls6 pont kozott a simulokor és a hur mentén mért tavolsag
megegyezik:

— A
lim M(Q)AD = lim ——
AD—o A®—o sin @

Emlékezzunk vissza, hogy a parallelkor r sugarat mar egyszer kiszamol-
tuk a II.4. fejezetben!

a’cos @ acos @

r= = -
2 2 2 1.2 2,
Va? cos®> @ + b2 sin®> @ \/COS2Q)+2_251n2Q)

B acos B acos®
. > N 2 2
\/1—(smzCD—z—2$1n2(D) Vi-e’sin®> @

Az els6 egyenletbdl M (D) kifejezhetd, folhasznalva, hogy Ar/A® hatar-
értéke éppen a differencialhanyados:

M(®) = i —Ar -1 dr
= 11m —= = — =
AP—o ADsin® Sin® dP

. . PR
—asin ®V1 —e?sin® @ — gcos P 2esinPeosd
- ! Niesin D

~ sin® 1—e’sin® @ a
1 —e’sin® @ —e?>cos® @ a(1—e?)
=a =
(1—e?sin® @)3> (1—e?sin® @)3

Most szamitsuk ki a meridian ivhosszat is a @, és @, szélességek kozott!
Ehhez folosztjuk az ellipszisivet picike ivdarabokra, amelyeket kis korivek-
kel kozelitink. Az el6bbi levezetésben a kis ivhosszra As = M(D)AD-t
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kaptunk (V.3. abra). A felosztast minden hataron tal finomitva az 6sszegzés
integralasba megy at:

S:J D)dD = J- ali— e /d@
(1 —€’sin @)32

Fenti integrandus primitiv fliggvénye nem irhat6 fel szokasos matema-
tikai fiiggvények segitségével, mert ez egy elliptikus integrdl. Megoldasa
numerikus kozelitéssel vagy tablazatok segitségével torténhet. A modern
térinformatikai szoftverek jellemz6en Fourier-sorfejtéssel szoktak kozeli-
teni az értekét.

N
S
N

V.3. abra. A forgasi ellipszoid gorbiileti sugarai

V.2. Harantgorbiileti sugar

A meridianra merdleges normalmetszet gorbiileti sugara a harantgorbii-
leti vagy normdlgorbiileti sugdr, jele N(®). Kiszamitasa el6tt végezzunk el
egy gondolatkisérletet egy tetszbleges forgasfeliileten! Valasszunk ki két
pontot szimmetrikusan a vizsgalt pontunk meridianra meréleges normal-
metszetén. Mindkét pontbdl bocsassunk le merdlegest a feliiletre! Ekkor
a szimmetria miatt a két egyenes metszéspontjanak a forgastengelyre kell
esnie. Most kozelitsiik egyszerre és a szimmetriat megd@rizve a két pontot
a vizsgalt pont felé! Ekkor a két pontban 1év6é normalisok egyre inkabb
a normalmetszet sikjaba fognak esni, mikozben metszéspontjuk tovabb-
ra is a forgastengelyen marad. Ebbdl kovetkezik, hogy a harantgorbiileti

" Az elliptikus integralok neviiket onnan kaptak, hogy elszor az ellipszis keriiletének
kiszamitasanal derult fény a létezésiikre. Azéta kiderilt, hogy szamtalan tudomany-
teriileten el6fordulnak. Segitségilikkel tobb szogtartd vetiilet képlete is elegansan
levezethetd.
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sugar kezd6pontja szintén a forgastengelyen talalhat6. Ekkor az V.3. abra-
rél leolvashaté, hogy a parallelkor r sugara r = N(®)cos @. Az r korabbi
képletébdl:
a
V1 -eé’sin®> @
A forgasi ellipszoid r sugart parallelkoreinek a A; és A, hosszusagok
kozé es6 ivhossza a sugar és a kozbezart szog szorzataként irhato fel:

N(®) =

—_—

s= N(qi)coscl)(/\2 —Al)

V.3. Szélesség, hosszlisag és magassag a térben

A miiholdas helymeghatarozas a miihold és a miiszer kozotti tavolsagot
méri a jel beérkezési ideje alapjan. Minden egyes miiholdtél az ismert tavol-
sag egy gombfeluletet jelol ki, amelyek kozos metszéspontjaban tartézko-
dunk. A metszéspont koordinatai egy x;v;z térbeli derékszogti koordinata-
rendszerben szdmithatok ki. Hogyan kapunk ebbdl foldrajzi koordinata-
kat?

Kevésbé izgalmas, azonban hasonléan hasznos az a kérdés, hogy egy
ismert pont térbeli derékszogi koordinatait megkapjuk annak foldrajzi
koordinataibdl. Ilyenre akkor lehet szuikségiink, ha kilonbozé méreti és
elhelyezési ellipszoidokra vonatkoztatott pontokat szeretnénk egységes
koordinata-rendszerben kezelni. Konnyen belathato, hogy a két probléma
egymas megforditasa.

El6szor a masodik problémaval foglalkozva rajzoljuk fel az ellipszoidnak
azt a meridianjat az r;z sikon, amelyiken tartézkodunk. Itt az r vizszintes
koordinata az ellipszoid felszinén éppen a parallelkorok sugaraval fog
megegyezni, z pedig egybeesik a térbeli rendszer z tengelyével. Mi a @
szélességen és h magassagban vagyunk az ellipszoid folott. Kis magassagot
feltételezve a magassagot az ellipszoidra merdlegesen, egyenes vonalban
mérjik. Ekkor az V.4. abrardl leolvashato, hogy:

r=rt,+hcos®
z=2z,+hsin®

"Itt valéjaban a differencialgeometriaban jol ismert MeusNIer-tétel egy specialis esetét
lattuk be. Ez a tétel nem csak forgasfeliileten igaz, és barmilyen, egymast a vizsgalt
pontban érinté normalmetszet és ferdemetszet gorbuleti sugararél belatja, hogy
aranyuk a metszetek sikjai kozott mért hajlasszogek koszinusza.
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V.4. abra. Pont koordinadtdi az ellipszoid felett h magassdagban

A parallelkor r, sugarat mar ismerjik (N(®)cos @), s6t z, képletét is mar
kiszamoltuk a II.4. fejezetben, amelyet mo$t atalakitunk:
B b>sin @ _a*(1—-¢*)sin® B

Va?cos®> @ +b>sin> @ Va?cos®> @ + b>sin> @

f— 2 1
A= )sind _ )N (D) sin @
V1 -e?sin® @
A foldrajzi hosszusag definicidjabdl (II.3. fejezet) tudjuk, hogy x = rcos A
és y = rsin A. Ennek ismeretében az el6bbi 0sszefliggések folhasznalasaval
kiszamithatd, hogy:

Zo

x =[N(P)+h]cos D cos A
Y =[N(P)+h]cosPsin A
z=[(1 —€*)N(®)+ h]sin®

Most mar tudjuk, hogy egy adott foldrajzi koordinataja pont hol helyezke-
dik el a térbeli derékszogli koordinata-rendszerben. A masik problémanal

(azaz a GPS-es navigacional) ennek megforditasa sziikséges. A masodik
egyenletet az els6vel osztva ezt kapjuk:

y
A=Z
tg .

Tehat a hossztsagot mar ismerjuk. Az els6 és a masodik egyenlet négy-
zetosszege:

x> +79> = [N(®) + h]? cos®>

n= VY )

cos @
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Ezt helyettesitsiik be z képletébe:

cos ®

z= [—M - ezN((D)} sin @

Fenti képletet atalakitva egy tg @-ben negyedfoku egyenletet kapunk. A
negyedfoku egyenlet megoldhaté pl. a FErrari-képlettel, ennek menete
az E. fuiggelékben olvashato. Ezt kovetSen @ ismeretében h mar megkapha-
t6 a kettdvel ezel6tt folirt képlettel. Fontos megjegyezni, hogy h itt nem a
tengerszint, hanem az ellipszoid feletti magassagot jeloli, amelyet a GPS-
készulékunk még korrigal a geoidundulacio értékével.

A zart alakt atszamitasi képletek levezetése Borkowski nevéhez fliz6dik.
Bar a modern mtiholdas helymeghatarozasban inkabb a zart alaka képlete-
ket alkalmazzak, az egyszerlibb szamitas érdekében megadjuk Bowring
képletét is, amely egy tetsz6leges alkalommal pontosithaté kozelitést ad
@-re. A rekurziv képlet:

z+(e')’bsin3 @’

Vx* +p* —e*acos’ @

tg@”:

Ahol a javitott @-bdl atszamitott tg® = b/atg @ redukalt szélességet
(IL.4. fejezet) helyettesitjik vissza a fenti képletbe, hogy Gjabb javitott O-t
kapjunk. © javasolt kezd&értéke a h = o feltételbdl:

az

N

tg®@ =

Altaldban mar egy iteraci6 is meglepden j6 pontossagot biztosit.

V.4. Ellipszoidi foktrapéz felszine

A gorbuleti sugarak masik lehetséges hasznositasa az ellipszoidi
foktrapéz felszinének kiszamitasa. Emlékezziink vissza, hogy gombon
ezt a IIl.1. abran szemléltetett kis téglalapokra osztassal lehetett kisza-
mitani. A kulonbség csak annyi, hogy mos$t az alapi parallelivek hossza
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—

N(P)cosP(A, — ;X\l), mig a picike meridianiv hossza az ellipszoidon
M(@)AD. A kis téglalapok 0sszegzése ugyanugy integralasba megy at:

@,
A= JM(@)N(@)COS@(E—Z)d@ =
@,
@,
_— — cos @
=a*(1-¢*)(A, - A,) TR do
@,

Az integrandus primitiv fuggvénye:

cos D
do =
J(l —e?sin® @)?

cos® +e’sin*@cos®@  cosP(1—e’sin® D)
= PP S 22 )2
2(1—e*sin” @) 2(1 —e*sin® @)
cos @ + ¢*>sin® @ cos @ N ecos @
2(1 - e?sin> @)? 2¢(1 —e”sin®> @)
sin @

1
= - + —arth(esin®@) + ¢
2(1—e*sin®* @)  2e ( )

do =

do =

Az utolso 1épés visszaderivalassal ellendérizhets. Tudva, hogy az area
tangens hiperbolikusz folirhat6 1/21In(1 + x)/(1 — x) alakban, visszahelyette-
sithetjuk a fonti képletbe, megkapva a foktrapéz felszinének képletét:

A:az(l—ez)(;\;—x)[ Sil’l@2

2(1 —e’sin”> @,)

1+esind, sin @,

1 1, 1+esind,
+—In - —— ——In———
4e 1-—esin®, 2(1-e’sin®P;) 4e 1-—esind,

A hosszusagok helyére +180°-ot, a szélességekbe +90°-ot helyettesitve
kapjuk meg a teljes ellipszoid felszinét:

1 1. 1+e
Aq=4a°1(1 - €*)|————+ —1In
o= 4a°m( )l2(1 —e%) 4e 1-e

= 2a2n(1 +
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Hatodik eldadas

Geodéziai alapfeladatok

Vl.1. Geodéziai alapfeladatok sikon

A geodéziai miszerekkel els6sorban tavolsag és szog (irany) mérésére van
lehet6ség, mig nekink a mért pont koordinataira van szuikségunk. Ezért
igen gyakran fordul el6, hogy egy pontbol mért azimut és tavolsag alap-
jan meghatarozzuk egy ismeretlen pont koordinatait. Ezt els¢ vagy direkt
geodéziai alapfeladatnak, esetleg fdfeladatnak nevezzik. A miszerek tajéko-
zasahoz és az északi irany kittizéséhez alkalmazzuk ennek megforditasat,
amikor koordinatakbol szamitunk tavolsagot és azimutot. Ez a mdsodik
vagy inverz geodéziai alapfeladat.

Méréseinket leggyakrabban annyira kis tavolsagokon belul végezziik,
hogy a Fold gorbuletét elhanyagolhatjuk, és a szokasos euklideszi sikgeo-
metria képleteivel is szdmolhatunk. Vizsgaljuk meg a VI.1. abrat! A direkt
geodéziai alapfeladat képletei egyszertien leolvashatdk (a tavolsagot most
t, az azimutot 0 jeloli):

XB=Xp+ tABC056AB
VB =Ya +1apsindg

?
o=
tApCOS bAB

Xp— XA

VI.1. abra. Geodéziai alapfeladatok sikon
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Az inverz f6feladat képletei a Pitacorasz-tételbsl adédnak:

tap = \/(XB —xa)*+ (¥ —va)°
_YB—YA

Az azimutra két megoldasunk van, mert a tangens periédusa 180°. Igy
lehet, hogy a kapott eredményhez 180°-ot (vagy 360°-ot) hozza kell adni. A
két megoldas kozotti diszkussziora talaltak ki az arctg fliggvényt. A pon-
tos szintaxis minden programnyelven eltér, altalaban a tortvonal helyére
vessz6t vagy pontosvessz6t kell irni: atan(Ay/Ax) helyett atan2(Ay, Ax),
de példaul Excelben a nevez§ és a szamlalo sorrendje megfordul. Mindig
nézzink utana az adott programozasi nyelv ttmutatdjaban! Vigyazzunk,
hogy ez is adhat negativ eredményt, ilyenkor 360°-ot kell hozzdadni. Nem
helyes minden esetben az arctg helyett arctg2-t alkalmazni! Ez kifejezetten
azimutszamitasra valo, ezen kivil a foldrajzi hosszisag tangensét tartalma-
26 képleteknél johet szoba az alkalmazasa.

Vl.2. Geodéziai alapfeladatok gémbon

A gombi geodéziai feladatok szamitasahoz lapozzunk vissza a IV.2. abra-
hoz! Az els6 alapfeladatnal @4, A4,s és a ismert, kérdés a B pont helyzete.
frjuk fol az oldal-koszinusztételt az ismeretlen gg-re!

) ) s° . s°
sm(pB:sm(pAcosﬁ +c05(pAsmE cosa

A fokjel arra figyelmeztet, hogy a képletben s/R mindenképp radianban
van, ha a szamolégép fokba van allitva, akkor vissza kell valtani radianbol
fokba! Mo$t mar folirhatjuk a szinusztételt az ismeretlen hossztsagkilonb-
ségre!

cosgpp  sin(s/R)°
sina  sin(Ag—Ay)
sina sin(s/R)°

COS @p

Ap = A4 +arcsin

Megjegyzendd, hogy az arkuszszinusz kétértékiisége nem probléma, mert
+90°-nal nagyobb hossztusagkiilonbségek a geodéziai gyakorlatban rendki-
vul ritkak.

A masodik féfeladat, a tavolsag és azimut szamitasa gombon mar teri-
tékre kertilt a IV.2. fejezetben, igy azt nem targyaljuk Gjra. A szamitdgépes
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kiszamitast illetéen annyi javaslatot tennék hozza, hogy az azimut megkap-
hat6 a masodik alapformabdl is. Ez a kifejezés alkalmas az arctg2 fuiggvény
alkalmazasara, igy a képletek kétértéktisége fololdhato:

tgppcos s =sin@,cos(Ag—Ay)+sin(Ag—Ay)&tga

tgpgcospy —sing,cos(Ag—Ay)
&ga

tga = Sin(A.B_/\A)

tgppcos @ —sinpy cos(Ag—Ay)

=sin(Ag—A,)

VI.3. Foldrajzi segédkoordinatak

A gombi geodéziai alapfeladat specialis alkalmazasa a fokhdlozat-elforga-
tds, amely azt jelenti, hogy nem a Fold forgastengelyét, hanem egy onkénye-
sen valasztott masik tengelyt tekintiink forgastengelynek. Az igy kijelolt
polusok neve segédpdlus, a ra vonatkozé koordinatakat pedig foldrajzi se-
géd-koordindtarendszer néven jeloljuk. A két paraméterét (segédszélesség és
segédhossziisdg) csillaggal kilonboztetjik meg a foldrajzi koordinataktol.
Az elforgatott rendszer elhelyezését kétféleképp szokds megadni: vagy a
segédpolusnak vagy pedig a kezdG-segédmerididn és a segédegyenlitd metszés-
pontjanak foldrajzi koordinatait adjuk meg. A kezd6-segédmeridiant agy
definialjuk, hogy az mindig athalad az Eszaki-sarkon.

Az elsé esetben a segédpolus @,; A, koordinatait adjuk meg. A VI.2. dbran
lathato, hogy a pont, a pélus és a segédpolus egy gombharomszoget hataroz
meg, amelyre folirhaté az oldal-koszinusztétel (ez lényegében a masodik
geodéziai f6feladat):

sin @* = sin @ sin @, + cos ¢ cos @, cos(A — )
A hidnyzo A" most mar szamithat6 a szinusztételbdl:

cosep’  cosg
—sin(A-1,) sinA*
sin(A—A,)cos @
- cos @’

sin \* =

Vagy akar az oldal-koszinusztételbdl is:

sing = sin@”sin @, + cos ¢* cos @, cos 1*
sin¢@ —sin @"sin @,

cosA* = -
cos " cos @,
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epcdmeridian

VI.2. abra. Foldrajzi segédkoordindtdk a segédpolus ismeretében

Onmagéban sem a szinuszos, sem a koszinuszos képlet nem elegends,
hiszen mindkettd két megoldast ad. A két képlet el6nyeit tgy egyesithetjik,

ha elosztjuk egymassal, majd behelyettesitjiik sin ¢ képletét:

_sin(A-Ay)cos @
to 1* = cos " _
& sin —sin @*sin ¢,
cos Q" cos @,
—sin(A —A,)cospcos @, B

~ sing — [sin @ sin @, + cos @ cos @, cos(A — A,)]sing,
—sin(A - A,)cospcos @, 3
~ sing —sin@(1 —cos® @,) — cos @ cos P, cos(A — A, )sing,
—sin(A - A,)cos@cos @, B
~ sing —sin@ +sin @ cos? ¢, — cos @ cos(A — A,)cos @, sin @,
3 —sin(A—A,)
~ tg@cos @, —cos(A—A,)sin @,

Az igy kapott képlet alkalmas az arctga fiiggvény hasznalatara, igy A”
egyértelmiien meghatarozhato.
A visszafelé szamitas (ez lényegében az els6 geodéziai f6feladat) képleteit

ugyanigy tudjuk levezetni:
sin @ = sin@*sin @, + cos ¢* cos @, cos 1*
—sin A"

t — =
gl1-4o) tg " cos @, —cos A*sin ¢,

A masik lehetdség, amikor a segédegyenlit és a kezd§-segédmeridian
metszéspontjat ismerjuk. Tekintsitk meg a VI.3. abrat! A figyelmes szemlél§

48



V1. Geodéziai alapfeladatok

észreveheti, hogy a gombharomszognek csak két adata valtozott meg az
el6z8hoz képest: 9o° — @, helyett a megfelel6 oldalhossz ¢y, tehat sin ¢,
helyett cos ¢y irand6 és forditva cos ¢, helyett sin ¢;. A masik kiilonbség,
hogy a poélusban 1év6 szog A, — A helyett 180° + A — A. Utobbi miatt a
képletekbe cos(A — A,) helyére —cos(A — Ay)-t, mig —sin(A — A,) helyére
sin(A — Ag)-t irunk (természetesen a képletek az el6z6ekhez hasonldan tjra
levezetve is ugyanezt adjak):

sin @ = sin ¢ cos @y — cos @ sin @i cos(A — Ax)
. sin(A— Ay)
"~ tg@sin @y +cos(A — Ag)cos @y

tg A

sin @ = sin @* cos @y + cos @* sin ¢y cos A*

sin \*
tg(A = Ag)

- tg " sin @y — cos A* cos @y

VI.3. abra. A segédegyenlitd és a kezdG-segédmeridian metszéspontja ismert

Vl.4. Geodéziai alapfeladatok ellipszoidon

Vegyiink gondolatban egy pontszert kiskocsit egy forgastest feliiletén és
lokjik meg egységnyi kezdGsebességgel! A kiskocsira csak a forgasfelilet
nehézségi ereje hat, a surlodastol eltekintiink. A nehézségi er6 mindentitt
merdleges a potencialfeliiletnek tekintett forgasfeluletre, tehat a kiskocsi
palyajara is. Igy a kiskocsin a nehézségi eré nem végez munkat, sebessége
mindvégig egységnyi marad. Mivel oldaliranyt erd sem hat ra, ezért palyaja
a feluleten beliil egyenesnek tekinthetd, azaz a kiskocsi a forgasfeliilet egy
geodéziai vonala mentén halad.
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Legyen a kiskocsi palyajanak pillanatnyi azimutja «, ekkor a sebessé-
gének parallelkor iranyt komponense sina. Ez egyuttal a kiskocsinak a
feltilet forgastengelyére vonatkozo6 kertileti sebessége is. A nehézségi erd
iranya (a forgasfeliilet normalisa) a szimmetria miatt metszi a forgasten-
gelyt, tehat a forgastengelyre vonatkozdan nincs forgatonyomatéka. Az
ilyenkor érvényes perdiletmegmaradas torvénye miatt a geodéziai vonal
mentén halado kiskocsi kertuleti sebességének és a parallelkor r sugaranak
(azaz a forgastengelytdl vett tavolsagnak) a szorzata allando kell legyen
(CLaIRAUT-tétel):

rsina = consl.

Els6é ranézésre nem sokat tudtunk meg a forgasi ellipszoid geodéziai
vonalairdl, pedig pusztan ennyi informaci6 elég lesz a palya meghatarozasa-
hoz. Kezdjiik a direkt geodéziai alapfeladattal! A VI.4. abrarol leolvashato,
hogy:

pu—

M(D)AD
cosq = ————
As
) N(P)cos PAA
sina =
As

VI.4. abra. Az ellipszoidi geodéziai vonal elemi kis ivdarabja

Rendezziik at, tudva, hogy a végtelenul kis tavolsagok hanyadosa hatar-
helyzetben a differencialhanyados:

d_(P _ cosa
ds  M(®D)
dA B sina

ds N (D)cos D
" Val6jaban megint a differencialgeometria mélységeibe keriiltiink. Az itt megkapott

Osszefiiggés szigoru bizonyitasahoz varidciészamitas és bonyolult differencialegyen-
letek megoldasa szlikséges. A CLalraUT-tétel csak forgasfeliileteken érvényes.
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Sziikségilink lesz a kovetkez6 derivaltra is:

dr dN(®P)cos®dDP [dN(D) dcos® | cosa
- Y= 7 = D+ N(D =
ds do  ds l do P NP =55~ 1w
>sin @ D
_ | ae’sin @ cos ’ cos®—N(@)sin® cosa _
(1-e>sin> @)¥? (P)
e’sin® cos® @ cosa cosa
= M(® _N(®)sin®@ 22—
O —— ) VPP,

e?cos> Dsin®@cosa  a(1 —e’sin® @)*sin @ cos

1-¢ a(1 —e*)V1—e’sin® @

e*(1—sin” @)sin @ cosa — (1 —e*sin® P)sinP cosa

1—¢e°
e’ —e’>sin”® —1+e*sin”* P . )
= > sin® cosa = —sin P cos «
1—e

Ezt kovetSen derivaljuk a CLairauT-tételt is!

drsina+rcosada =0
ds ds
da . .
N(@)cos@cosaa =sin® cosasina
da tg®@sina
ds  N(D)

Egy akarhanyszor differencialhat6 f fliggvény az x = a pont kornyezeté-
ben tetszbéleges pontossaggal kozelithet6 az 6 TayLor-soraval, azaz:

Természetesen pontos egyenldség csak akkor allna fenn, ha mind a vég-
telen sok tagot 0sszeadnank, azonban a sor gyorsan konvergdl, igy a sor
végén 4ll6 kicsiny tagokat figyelmen kiviil hagyhatjuk. Mo nézziik, miért

" A médszer minden sima fiiggvénnyel miikodik, és bonyolult fiiggvényeket haté-
konyan kozelithetiink vele. A zsebszamologép is példaul TayLor-sorral szamitja a
szogfuggvényeket.
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is volt erre sziikség! frjuk fol @p-t és Ap-t, mint a @4, A4 ponttdl mért s
tavolsag fuggvényét! @-t és A-t fejtsiik TayLor-sorba s = o korul!

@_q)+sd(13 +s2d2(13 +s3d3(13 N
BZ AT 0ds |0y 20 ds? |ooy | 3! dS3 |oo
s dA s> d®A s3d3A
Ap=Ap+——| +—=—| +—=—1%| +...
BPAT 0 ds ooy 2! d5% oeo 3! dS3 |oes

Az els6 derivaltakat ismerjiik, a magasabb rendii derivaltak az elsé deri-
valtak tovabbi derivalasabol értelemszertien adédnak. Ha megnézzik @ és
A derivaltjainak képletét, latszik, hogy azok a-n keresztul is fuggnek s-tdl,
de ez sem probléma, hiszen «a derivaltjat is kiszamoltuk, lancszaballyal be
tudjuk helyettesiteni.

Ez a médszer LEGENDRE nevéhez fliz6dik. Bar levezetése tanulsagos és
viszonylag egyszerlien érthets, a gyakorlatban nem igazan alkalmazhato.
Ennek oka, hogy igen lassan konvergal, a geodéziai pontossaghoz a hatodik
derivaltakra is sziikség van, pedig ezek a magasabb rendti derivaltak rend-
kivil nehezen szamithatok. E mellett az s-ben magas fokszamu tagok az
inverz alapfeladat megoldasat még jobban megnehezitik: Ekkor s az isme-
retlen, és megoldoképlet csak s negyedik hatvanyat tartalmazo egyenletre
van.

A geodétak jellemz6en Gauss modszerét hasznaljak, amely a két pont
kozti felez6pont koriil fejti TayLor-sorba a fliggvényt, sokkal gyorsabb kon-
vergenciat eredményezve (elegend6 a masodik derivalt figyelembe vétele).
A modszer hatranya, hogy a felez6pont koordinatait nem ismerjik, egy els6
tipp utan fokozatos javitasokkal juthatunk jobb eredményre.

Az el6bb targyalt hatvanysoros modszerek mind azt feltételezték, hogy s
viszonylag rovid (< 1000 km). Hosszabb tavolsagoknal egzakt megoldasok-
ra van sziikség. Népszertinek szamit BesseL megoldasa, amely a problémat
az egyszertien megoldhaté gombi geodéziai féfeladatokra vezeti vissza,
majd a gomb és az ellipszoid kozotti eltérést elliptikus integralokkal kor-
rigalja. BesseL képleteit KarRNEY alakitotta szamitogépes futtatasra alkal-
massa. A korszerd nyilt forrast térinformatikai szoftverek szinte kivétel
nélkil az 6 képleteit alkalmazzak, eredményiik igen megbizhatonak szamit,
szemben a kissé régebbi csomagok VinceNnTy-féle képleteivel. Utobbiak
csak 10 ooo km-nél rovidebb tavolsagokon konvergalnak.

A hosszu geodéziai vonalak kiszamitasa lehetGséget teremt ezek szemlél-
tetésére is. A VIL.5. abran jol latszik, hogy a gombtdl eltérden az ellipszoidi
geodéziai vonalak nem térnek vissza onmagukba, hanem hatral6 mozgast
végeznek. Ez aldl csak a kor alaka Egyenlit6 és az ellipszis alakt bimeridia-
nok jelentenek kivételt.
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Wi

VI.5. abra. Geodéziai vonalak futdsa ellipszoidon (f = 1/10)

A kapott eredményeket a miiholdas tavérzékelésben hasznositjak. A
miiholdak roppalyaja geodéziai vonal (emlékezziink a kiskocsira). Az erd-
forraskutaté miholdak napszinkron pdlydn keringenek, azaz az azonos meg-
vilagitas érdekében mindig azonos helyi id6ben haladnak 4t a teruletek
folott. Mivel a Fold kering a Nap korul, a miihold palyasikjat folyamatosan
valtozatni kell, hogy az a Nappal allando szoget zarjon be (azaz a miihold
palyasikja éppen harom hoénap alatt fordul 9o°-ot). Gomb alaka Foldon ez
kivitelezhetetlen lenne, mert a gombi f6korok sikgorbék, a miiholdak nem
valtoztatnak palyasikjukat. Az ellipszoidon azonban csak a meridianok
és az Egyenlit6 sikgorbék, a tobbi geodéziai vonal palyasikja hatral. Ha
a miihold palyaja éppen csak egy pici szoget (~ 1°) zar be a meridianok-
kal, akkor elérhetd, hogy a geodéziai vonal pici hatralasa pont a nekiink
sziikséges mértékben moddositsa a miihold keringési sikjat. Az el6bbi, nem
tal baratsagos szamitasok nélkul nem lenne LANDSAT, SPOT és sok mas
hasonlo, sikeres projekt.

Vl.5. A Fold alakjat helyettesits feliiletek

Milyen alakanak tekintstiik a Foldet szamitasaink soran? Lattuk hogy a
sikbeli szamitasaink meglehet&sen egyszertiek, a gombi képletek leveze-
tése is még egészen kovethetd, a forgasi ellipszoid képletei azonban mar
kifejezetten bonyolultak. Képzelhetjiik, mennyire nehezen kezelhet6 akkor
egy olyan szabélytalan feliilet, mint a geoid. Erthet8, hogy bar a Fold geoid
alaku, ezt csak a magassagmérésnél vessziik figyelembe, vizszintes sza-
mitasok soran egyszerisitink. Négy esetet kuillonboztetiink meg a terulet
leghosszabb kiterjedése szerint:

53



V1. Geodéziai alapfeladatok

Térképezésunk kis tertileten (a kiterjedés < 4 km) zajlik: a Fold gorbiile-
te elhanyagolhat6 hibat okoz, a Foldet siknak tekintve alkalmazhatjuk
az egyszeri képleteket.

Hosszabb tavolsagok (< 13 km) mérésénél a Fold gorbulete allandénak
tekinthetd, a felszinhez jol illeszked6 simulogombot valasztunk.

Még nagyobb teriilet esetén mar sziikséges forgasi ellipszoidon sza-
molni.

Ha a tertletiink igen nagy (> 3500 km), és nem fels6geodéziai pon-
tossagra toreksziink, hanem egyszertien kis méretaranyu térképet raj-
zolnank, akkor az ellipszoid és gomb kozotti eltérés (~ 20 km) a kis
méretaranyu térkép rajzi pontossaga alatt marad. Ebben az esetben
szintén alkalmazhatunk gombot, azonban ennek sugara, a kozepes fold-
sugdr jelentésen eltérhet a korabban ismertetett simul6gomb sugaratol!
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Hetedik el6adas

Atszamitas kiilonbozd
alapfeluletek kozott

VIl.1. A vetllet fogalma

Vegytunk két feltiletet paraméteres koordinatakkal! Vegytink egy diffe-
rencialhat6é IR* — R? fuiggvényt is, amely az elsé feltilet barmely koordina-
taparjahoz a masik feliilet egy koordinataparjat rendeli! Ekkor a fuggvényt
vetiiletnek, az elsé feluletet a vetilet alapfeliiletének, a masodikat (amely a
gyakorlatban a legtobbszor sik) pedig a leképezés képfeliiletének nevezziik.
Fontos tehat, hogy egy vetiilettel leképezett koordinata-rendszer esetén ne
csak a vetiletet, hanem annak alapfeliiletét is megadjuk, kiilonben nem tud-
juk, milyen feliilet koordinatait kapjuk vissza, ha a leképezést megforditjuk.
Ezért ez a rész az alapfelilet megadasanak problémaival foglalkozik.

Vil.2. Datumtranszformaciok

Az el6z6ekben elemeztik, hogy a legnagyobb pontossag kivanalma ese-
tén is forgasi ellipszoiddal kozelitjiik a Fold geoid alakjat. Ez a kozelités
két okbdl nem egyértelmi. Egyfeldl a kiillonboz6 helyen végzett mérések
alapjan a Fold nagyféltengelyére és lapultsagara mas és mas adatok jonnek
ki. Masfeldl nem biztos, hogy a jol illeszked{ forgasi ellipszoid kozéppontja
éppen a geoid tomegkozéppontjaba esik, sét a forgastengelye is elfordul-
hat a Fold valds forgastengelyéhez képest. A forgasi ellipszoid méreteit és
elhelyezési adatait egytuittesen geodéziai ditumnak nevezzilk. A kulonbo6zé
datumokon értelmezett azonos foldrajzi koordinatak kozott akar ~ 100 m
nagysagrendd eltérés is adodhat, ezért mindig fontos utanajarni, hogy ada-
taink melyik datumra vonatkoznak!

A régebbi forgasi ellipszoidok (pl. az 1810-es ZAcu—ORriani) nagyfélten-
gelye és lapultsaga is kisebb volt a ma hasznaltaknal. Ennek oka, hogy az
elsé mérések csak Eurdpara korlatozodtak, és a geoid alakja itt ezeknek a
méreteknek felel meg. A késébbi ellipszoidok (pl. az 1841-ben alkotott BEs-
seL) mar tObb helyen végzett mérések atlagértékeit vették alapul, igy kozel
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allnak a ma ismert foldalakhoz. A mai ellipszoidok (pl. WGS84) miholdas
meéréseken alapulnak.

Urgeodéziai (mtiholdas) felmérések esetén a Fold tomegkozéppontja és
forgastengelye jol mérhetd, ezért az ellipszoidot tigy helyezziik el, hogy a
kozéppontja és a forgastengelye a foldi adatokkal egybeessen. Az igy nyert
datumot globdlis ditumnak nevezzik, ez mindenttt egészen jol illeszkedik
a Fold geoid alakjahoz (VII.1. abra). Példa a WGS84, amely az azonos nevii
WGS84 ellipszoidon alapszik.

ngelye

Globalis datum Geoid

A Fold foyga

o
N
el
&

<

)
"l
&
P &
Lokalis datum NS

VII.1. abra. A geoid és a ddtumok kapcsolata

A foldi felméréseknél kizardlag a helyi mérések adataira tudunk ta-
maszkodni, igy az ellipszoidot lokalisan illesztjiik a tertiletiinkhoz (lokdlis
ddatum). Az igy elhelyezett ellipszoid kozéppontja eltolédik (~ 100 m) a
Fold tomegkozéppontjahoz képest, forgastengelye pedig elfordul (~ 1”)
a Fold forgastengelyétdl, azonban teriiletiinkon jol illeszkedik a geoidra.
Fontos, hogy ilyenkor az ellipszoid paramétereit (nagyféltengely, lapult-
sag) nem valtoztatjuk a folyamat soran, az valamelyik korabbi, nemzetkozi
mérésen alapuld ellipszoid lesz. Magyarorszag tertulletén a HD72 datumot

"Ez alatt valéjaban nem azt kell érteni, hogy az ellipszoid és a geoid kozotti ma-
gassagkiilonbség (geoidunduldcid) minimalis, hanem hogy a geoidon csillagaszati
modszerrel mért helyi fligg6leges iranya és az ellipszoid normalisa kozotti eltérés
(fiiggbvonal-elhajlis) az illesztéshez hasznalt Larrace-pontokon a lehet6 legkisebb.
Ezéltal a csillagokhoz képest mért és az ellipszoidon szamitott geodéziai szélességek
kozotti ellentmondas is minimalissa valik.
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hasznaljuk, amely az IUGG67 ellipszoid nagyféltengelyén és lapultsagan
alapszik.

A kilonbozé datumok kozti atszamitasnal 7 paramétert tudunk figye-
lembe venni: a Ax; Ay és Az eltolast a tér harom iranyaban, az ¢,; &y és &,
elforgatast a harom tengely koriil és egy o nagyitast! Mivel az e szogek
kicsik, éljiink a sine ~ €; cose ~ 1 és €i€j ~ 0 kozelitéssel! Ekkor az I.5. feje-
zetbdl ismerds forgatomatrixok szorzata igy alakul:

1 0 o)1 o0-§)| 1 &o

o 1 &l|lo1 o ||[-& 1 o|x=

0—-& 1)\ 0 1 o o1
1 0 o)1 & —§ 1 & g
~lo 1 &|-& 1 o |=|-& 1 &
o-& 1)\ & o 1 gy —& 1

Ezt kovetSen az atméretezés egy skalarral val6 szorzast, mig az eltolas a
megfelel$ vektor hozzaadasat jelenti:

x’ Ax 1 & &) (x
v |=[Ay|[+(1+o)|-& 1 & |ly
Z’ Az & —& 1 )\z

Fonti atalakitas neve Bursa—Worr-transzformacio. Lathato, hogy az atala-
kitashoz nem a foldrajzi, hanem a térbeli derékszogti koordinatak szuksége-
sek, az oda-vissza szamitas képletei az V.3. fejezetben olvashatok. Az atsza-
mitas pontossaga jellemz&en méter koruli. Fontos figyelni, hogy bizonyos
térinformatikai csomagok az elforgatasok iranyara vonatkozoé el&jelkon-
vencionk forditottjat alkalmazzak, ezért ha a transzformacié a szakiroda-
lomban megadott paraméterekkel egy programban nem miikodik, mindig
probaljuk meg forgatasok eljelét ellentettjére valtoztatni!

El6fordul, hogy az egyszertiség érdekében csak az eltolast vessziik figye-
lembe, a hiba ekkor jellemz&en 6t méter korili. Ezt MoLOGYENSzK1-transz-
formdciénak nevezziik, csak harom paramétere van. Bar a MOLOGYENSZKIJ-
transzformacionak folirhat6 olyan alakja is, amely kozvetlen kapcsolatot

" A lokalis datumok realizaciéja olyan megjeldlt fldi pontokon nyugszik, amelyek
szélességét és hosszusagat papiron rogzitjik, igy a lokalis datum a kézetlemezek
vandorlasaval az id6ben lassan elfordulhat eredeti helyzetéhez képest.

" A haromszoghalézatok mérési hibainak kiegyenlitése miatt a lokélis datumok és a
globalis datumok méretviszonyai egymasnak ellentmondanak, ezt az atszamitasnal
figyelembe vessziik, azonban a szogek mérési pontossaga megbizhatdbb, ezért az
atszamitasnal ugyeliink ezek megd&rzésére. Ezért valasztottunk hasonldsagi transz-
formaciot.
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biztosit a két datum foldrajzi koordinatai kozott (athidalo transzformdcio),
itt mos$t az egyszertliség kedvéért a térbeli derékszogt alak szerepel:

x Ax X
v [=]4y +(y]
z’ Az z

VIl.3. A Fold sugara

Most a gomb alapfeliilettel foglalkozunk. A gomb alaktinak tekintett Fold
sugarat tobbféleképp szarmaztathatjuk a forgasi ellipszoid adataibdl. Eb-
ben a fejezetben a megadott értékek a WGS84 ellipszoidot kozelité gombok
sugarai, azaz a szamitasok soran a = 6378137 m; f = 1/298,257223563. A
kisméretaranyu térképezésben leggyakrabban alkalmazott a volumetrikus
foldsugdr, amely ugyanakkora térfogati gombot jelol ki, mint a forgasi el-
lipszoid. Ertéke kevesebb, mint egy méterrel nagyobb a tanult 6371 km-nél.
Szamitasahoz irjuk fol a gomb és az ellipszoid térfogatat:

4R3TC 4a”bm

3 3
R=Va?b=aV1-¢2

A teriilettarto foldsugdrhoz tartoz6 gombfelszin az ellipszoid felszinével
egyezik meg. Ertéke 6371,007 km. Szamitasanal emlékezziink, hogy a gomb
felszinét a III.2. fejezetben, mig a forgasi ellipszoidét az V.4. fejezetben
kaptuk meg:

1—€>. 1+e
In

2¢€ 1—e

2 2
a 1—e> 1+e
R= \/ —(1 + In )
2 2e 1—e
Hasonloképp a meridianok hossza marad valtozatlan, ha a merididnban
hossztarto gombsugarat valasztjuk. Ez 6367,449 km, szamitasa:

4R’ = 2a2n(1 +

90
2Rt =2 J_M(@)d@

_900

Helyi térképezéshez alkalmazzuk a simulogomb vagy Gauss-gomb sugarat,
amely helyrél-helyre valtozik. Megvalasztasanal arra torekszunk, hogy a
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vizsgalt szélességi kor kornyezetében a lehetd legkisebb torzulas 1épjen fol.
Ertéke a pontban vett gorbiileti sugarak mértani kozepe:

R=+/M(Q)N(D)
Vil.4. Gombvetiiletek

Az ellipszoid és a gomb kozti leképezést gombuvetiiletnek nevezziik. A
gombvetuletekkel szemben elvarjuk, hogy a parallelkorok képei parallelko-
rok, mig a meridianok képei meridianok legyenek. Elvarjuk tovabba, hogy
a parallelkorok képeit a meridianok egyenkoziien osszak fol:

p=f(P
A =nA

A gombvetiiletek hossztorzulasait meridian (h) és parallelkor (k) irany-
ban vizsgaljuk. A hossztorzulds definici6 szerint a végtelentl kis leképezett
ivhossz és az eredeti pici alapfeliileti ivhossz aranya, hely- és iranyfuiggé
mennyiség. Latszik, hogy a torzulasmentességet a it = k = 1 jelzi” A hossz-
torzulasok vizsgalata segit a teljes vetulet torzulasainak vizsgalataban:

Ha a vetulet az alapfeliileti teriiletnagysagokat torzulasmentesen képezi
le a képfeliiletre, a vetulet teriilettarto. Ha egy téglalapot egyik iranyban
valahanyszorosara megnyujtok, ra merélegesen éppen annak reciprokaval
kell zsugoritanom, hogy ugyanakkora maradjon a tertilete: hk = 1. Ezzel
szemben a vetiilet szogtartd, ha minden megfelels alapfeluleti és képfeliileti
sz0g megegyezik. Ez akkor torténhet meg, ha a leképezés lokalisan minden
pontban hasonl6sag, azaz a két merdleges irdnyban ugyanannyiszorosara
nagyitom az alakzatokat: h = k.

A tavolsagtartd szot a vetulettanban egyaltalan nem hasznaljuk, de
amugy sem létezik olyan vetiilet, amely hossztart6 volna. Minden mas vetii-
let tehat dltaldnos torzuldsii. Lehetnek ugyanakkor a vetiileteknek hossztarto

" A simulégombnek nem véletleniil valasztjuk ezt a sugarat, az okok ismét a differenci-
algeometridban gyokereznek: Gauss bizonyitotta be, hogy két gorbult feliilet kozott
akkor és csak akkor 1étesithetd torzulasmentes leképezés, ha az elsé feliilet barmely
pontjaban a gorbiiletek széls6értékeinek (forgasfeliileten a meridian irany és arra
merdleges gorbiileteknek) szorzata (szorzatgorbiilet) a masik feliilet megfelel$ pont-
jaban vett szorzatgorbulettel megegyezik. E miatt lehet a kuppalastot sikba fejteni,
de nem lehetséges a gombot torzulasmentesen sikba vetiteni, sem az ellipszoidot
gombre. Azonban a simuldégomb egy kivalasztott parallelkor mentén teljesiti ezt a
feltételt, ami konnyen belathat6 ha a definialé egyenléség mindkét oldalat négyzetre
emeljiik.

TEbben a jegyzetben feltételezziik, hogy a fokhalzati vonalak képei a képfeliileten is
merGlegesek egymasra. A nem merGleges fokhaldzatt vetiiletek esetén az itt targyalt
Osszefluggések joval bonyolultabba valnak. Errgl mesterszakon fogunk tanulni.
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vonalai, s6t lehet végtelen sok vonal (pl. az 6sszes meridian) hossztarto, de
a vettilet akkor sem valik minden pontban és iranyban hossztartéva!
Szamitsuk ki a gombvetilet hossztorzulasait!
An/ RAg R d
h= lim == = lim L s d
Am—o Am  Ad—o M(D)AD  M(P)dP

k— lim A_p: lim RCOS(pA/\A _ Rncos @
Ap—o Ap  AA—o N(P)cos PAA N(P)cos®

A legegyszerlibb gombvetiilet a Google Earth gombmodelljének vetiilete:

p=2
A=A
Lathato, hogy a vetulet minden elézetes elvarasunknak megfelel. A kép-
teliilet sugara a Fold egyenlitdi sugara (6378,137 km). A leképezés altalanos
torzulasu, azaz h =k és hk = 1.
Készitsunk tertulettarté gombvetiiletet! Tudjuk, hogy hk = 1.
R de Rncosg .
M(D)d® N(P)cosD

M(@)N(zCD)cos(D 4
R*n

a2(1—e2)J' cos @

do = do
J-COS(p ¢ R’n (1 —e?sin® @)?
a2(1—62)l sin @ 1. 1+esin®

cospdp =

sing = + X

Rn
Emlékezzunk vissza, hogy a jobb oldalon allé6 bonyolult integralt mar
megkaptuk az V.4. fejezetben, ezt tudtuk mos$t behelyettesiteni. » integ-
racios kon§tans, tetszSleges értéket folvehet. Altalaban n = 1 és x = o
értéket szoktunk valasztani. Figyeljunk oda, hogy a vetiiletet a tertilettartd
gombsugarral van értelme alkalmazni!
Készitsiink meridianban hossztarté gombvetiiletet is (h = 1)!

: +—In ;
2(1-e’sin>®@) 4e 1-esin®

_R do

M(D)dDP
M(?P)
=——'do

de R d

@ = %JM(CD)dCD+%

Ezt a vetuletet is n = 1; % = o értékekkel szoktuk alkalmazni, azonban
mo$t a meridianban hossztarté gombsugarat érdemes R helyére irni.
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Mar csak a szogtarto valtozat (h = k) kiszdmitasa maradt hatra:

R dep _ Rncosg
M(®)d®d N(D)cosd
1 do = nM (D)

cos @ ¢= N(®D)cos @

1 1-¢>
do = do
JCOS(p ¢ nfcos@ﬁ —e?sin® @)

A bal oldali integral mar ismert a IV.3. fejezet 6ta. A jobb oldalit at kell
alakitani:

1—622' o= 1—ezsin2CD:e’2czos2<§Dd(D:
cosD(1 —e*sin® D) cos D (1 —e*sin® D)

1 e*cos @ L@ .
- J‘COS(D - 1 _62Sin2® d® :lntg(45 + ;)—earth(651n®)+ln%

Az utolsé lépés ismét ellendrizhetd visszaderivalassal, az integracios
konstanst ezuttal In » alakban irtuk fol. Visszahelyettesitve az el6z6 egyen-
letbe:

lntg(45°+£):nlntg(45°+9)—Elnm+ln%
2 2 2 1—esin®
tg(45° + f) = xtg"(45° + 9)(—1 —esin® )M2
2 2 /\1+esin®
Q= 2ar&g[%tgn(450+ 9)(%)”6/2]_900
2 \1+esin®

@ nem fejezhetd ki az egyenletbdl, fokozatos kozelitéssel azonban meg-
kaphato:

tg(45°+%)
(1—esinCD' )ne/z —9°

1+esin @’

[}

D" =2arltg "

El6szor a @ =~ ¢ kozelitéssel éliink, majd a fonti képlettel Gjabb és Gjabb
javitott értéket kapunk. Altaldban négy-ot kozelités elég szokott lenni, az
eljaras igen gyorsan konvergal. Emlékezziink, hogy tovabbra is érvényes
a A =nAképlet! A gomb sugara a szogtartast nem befolyasolja. Kis mé-
retaranyban tetsz6leges értéket adhatunk neki, és a x = 1; n = 1 értékeket
szoktuk valasztani.

Nagy méretaranyban a Gauss-féle igen kis torzuldsii szogtarto gombvetiiletet
valasztjuk, amely egy onkényesen valasztott @, parallelkort torzulasmen-
tesnek jelol ki, tovabba a parallelkor kornyezetében minimalisra csokkenti
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VIIL. Atszdmitds kiilonbozé alapfeliiletek kozott

a torzulasokat (azaz a hossztorzulas logaritmusanak elsé két derivaltja ezen
a szélességi koron zérus). A levezetést mell6zve a valasztott gombsugar a
simul6gomb sugara, n és a hossztartd parallelkor ¢, gombi szélességének
szamitasa:

tg Py
V1+(€)cos®> @,
R=+M(®P,)N(D,)

_sin®,

~ sing,

tg @, =

Ezt kovetSen a leképezés egyenleteibe @,-t és ¢, -t visszahelyettesitve
a hianyz6 » optimalis értékét is megkapjuk. El6fordul, hogy ennél a ve-
tuletnél a gombi hossztartd szélességet adjuk meg, de a fenti képletekbdl
ekkor is szamithatok a konstansok. A vetiilet igen kis torzulast: Magyar-
orszagra alkalmazva a hossztorzulas egytdl vett eltérése az 1 : 4 000 000
értéket sem éri el; az ellipszoidi és gombi geodéziai vonalak eltérése miatti
azimutkorrekci6 50 km tavolsagon is figyelmen kiviil hagyhato (< 0,008”).
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Nyolcadik el6adas

Valodi sikvetlletek

VIll.1. A vetliletek osztalyozasa

Ettdl a ponttol kezdve kizarodlag sik képfeliiletti vetuletekkel foglalko-
zunk. A vetuletek tobbféleképp sorolhatok osztalyokba. Az egyik lehet8sé-
get, azaz a torzuldsi jellemzbk szerinti osztalyozast mar tanultuk: a vetulet
lehet tertiilettarto, szogtartd és altalanos torzulasu. Egy masik csoportositas
a fokhdlozat képe szerint torténik. Ebben valodi vetiiletnek nevezzik azokat a
leképezéseket, amelyekben

— A parallelkorok és a merididnok egymast mindentutt merdlegesen met-

szik;

— A parallelkorok képei koncentrikus korok, korivek vagy parhuzamos

egyenesek;

— A meridianok képei olyan parhuzamos vagy egy pontba tart6 egyene-

sek, amelyek a parallelkoroket egyenkoztien osztjak fol.

Képzetes vetiilet minden olyan vetulet, amelyben a fonti tulajdonsagok
kozul legalabb egy nem teljesiil. Az osztalyozast a parallelkorok képei
alapjan tovabb finomitjuk:

— A sikvetiiletekben a szélességi korok teljes korokként jelennek meg.

— A kupvetiiletekben képeik korivek lesznek.

— A hengervetiiletekben pedig parhuzamos egyenesek.

Mind a valddi, mind a képzetes vetuiletek kozott talalunk sik-, kap- és
hengervetuleteket, s6t a képzetes vetuletek kozott olyan is talalhatd, ame-
lyik egyik csoportba sem illik. Mi csak valodi vetiiletekkel fogunk foglal-
kozni.

A vetuleteket csoportositjuk még geometriai szdrmaztatds szerint is: a
vetlilet perspektiv, ha el6allithat6 centralis vetitéssel (a forgasszimmetrikus
képfelulet és az alapfeliilet kozos forgastengelyén 1évé gyajtopontbdl kiin-
dulo egyenessereg segitségével), minden mas vetulet nemperspektiv. Minden
perspektiv vetiilet egyuttal valodi is.

Osztalyozunk tovabba vetiilet elhelyezése szerint: Ha a perspektiv vetulet
képfeliiletének tengelye az alapfeliileti forgastengellyel egybeesik, a vetiilet
normadlis elhelyezési, ha a tengely az Egyenlité sikjaban talalhato, akkor
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VIII. Valédi sikvetiiletek

transzverzalis, egyébként ferdetengelyii. Nemperspektiv vetiiletek esetén ezt
ugy altalanosithatjuk, hogy a fokhalozatot forgatjuk el, majd a segédpolusok
altal kijelolt tengely elhelyezkedése alapjan osztalyozunk.

VIll.2. Nemperspektiv sikvetiiletek

A valodi sikvetiileteknél a valddi és a sikvetiileteknél elmondottakat is
kikotjiik, és az alabbi polarkoordinata-rendszerben targyaljuk. Az egy pont-
bol kiindulé egyenes meridianok a kor alaka parallelkoroket egyenkoziien
osztjak, ezért a polarszog a hosszusaggal egyezik (mivel a kozéppontbol
kiindul6 azimutokat meg6rzi, a valddi sikvetiileteket azimutadlisnak is hiv-
jak), kizardlag a parallelkorok képeinek sugarat valtoztathatjuk. Jelolje ezt
a sugarat a o(p) sugdrfiiggvény, ahol a B polustavolsig a ¢ szélesség pot-
szoge (B = 90° — @)! Ez a valddi sikvetiiletet egyértelmtien meghatarozza
(VIIL.1. abra):

A X
SN _ - AN
N ~o 7
A7 N
4 7N P / N N
/ Phe N
/~ / . N \ A
~ 7 N SN -7\
/ AR NP S />
/ , N -\ VAN TN \
! , /\\// \ / NIPE \ \
' | / PO Sl RS \ \ \
| I * N ox \ \ \ |
! : ! . ) I I I L\
\ T . T N 1 ] T —7
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\ N ~ A/‘ o ! / !
\ \ v N ~/ / 1
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VIII.1. abra. Poldrkoordindtak valodi sikvetiiletekben

Keresstuink specialis torzulasi igényeket kielégit6 sugarfiiggvényeket! A
fokhal6zat menti torzulasok:
h= lim A—m: lim — =
Am—o Am Ap—o RA(P R d/)’
k= lim 2P = pim A% __©
Ap—)O Ap Adl—o RCOS (PA/\ R Sin ﬁ

—Ap _1dp
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VIII. Valodi sikvetiiletek

Készitsink meridianban hossztarto vetuletet (h=1)!
1dp
Rdp

[

p=Rp+d
Az integracios konstans d = o, mert a polusban p = o. Ez PosTeL vetiilete
(VIIL.2. 4bra). Feltételezve, hogy B-t az Eszaki-sarkt6l szamitjuk, az északi
télgombre kedvezé.

1

VIIL.2. abra. PosTEL vetiilete

Készitsuink teriilettart6 valtozatot is (hk = 1)! Az integracids konstans
legyen R” + d/2 alaku!
1do o _ |
Rdp Rsinf

‘[p do=R? jsinﬁ dp

2 d d
p—:—chos/)’+R2+—:—R2(coszﬁ—sin2——1)+—
2 2 2 2 2

p:\/—2R2(1—sinzﬁ—sinzé—1)+d:2Rsir1é
2 2 2
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VIII. Valédi sikvetiiletek

Az utolsé lépésben kihasznaltam, hogy a poélusban p = o, ami csak akkor
lehet, ha d = 0. Az eredmény Lamserr sikvetiilete (VIII.3. abra).

VIIIL.3. abra. LAMBERT sikvetiilete

Altalanossagban megjegyezziik, hogy a  pélustavolsagot a valédi sik- és
kapvetiileteknél nem sziikségszer( az Eszaki-sarktol mérni, lehet a Déli-
sarktol is. Ez esetben a déli félteke kertul a térkép kozéppontjaba.

VIIl.3. Perspektiv sikvetiiletek

A perspektiv sikvetuletek el6allithatok centralis perspektiv vetitéssel.
Jelolje a gomb kozéppontja és a vetités kozéppontja kozotti tavolsagot fR,
mig a vetitési kozéppont és a sik tavolsagat cR! A perspektiv vetiilet érintd,
ha a képfeliilet a gombot érinti (c = 1+ f), metszd, ha metszi a gombot, egyéb-
ként lebegd. A VIII.4. abran talalhato két hasonlé derékszogt haromszog
befogoinak aranya egymassal megegyezik:

R(f +cosB) ¢R

Rsinfp o
csin

. f +cosp
A f = o esetben (vetités a gomb kozéppontjabol):

0 =cRtgp

Ezt gnomonikus vetiiletnek nevezzuk (VIIL.5. abra). Torzulasai kedvezétle-
nek, azonban ritkan mégis alkalmazzuk, mert ez a vetiilet a gombi geodéziai
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VIII. Valédi sikvetiiletek

VIII.4. abra. Perspektiv sikvetiiletek elve

vonalakat egyenesre képezi le. A képletbdl lathatd, hogy az Egyenlité mar
nem abrazolhato benne.

Vizsgaljuk meg a f — oo, ¢ — oo esetet hatarérték-szamitassal (ekkor a
vetitési kozéppont végtelen tavol van, a sugarak parhuzamosak):

o =Rsinf

Ez az ortografikus vetilet, amely gy mutatja a Foldet, mintha nagy ta-
volsagbol tekintenénk ra (VIII.6. abra). Félgombnél nagyobb teriilet nem
abrazolhat6 benne.

A legfontosabb perspektiv sikvetilet az f = 1, vagyis amikor a vetités ko-
zéppontja az atellenes polusban van. Ez a sztereografikus vetiilet (VIII.7. ab-
ra):

) sin /3 2sin g cos g ﬁ

=Rc—————— =Rc — Rete P
0 1 +cosﬁ sin2§+cos,2§ g, g g 5

+cos” £—sin?

Ennek irjuk ol a fokhal6zat menti torzulasait:

1dp 1 Re ¢
Rdf  Rj,cos? /2 2cos? g
0 Rctgg B C

Rsinf  ,Rsin § cosg 2cos? g

h = k, azaz a sztereografikus vetiilet szogtart6.” Riadasul minden gombi
kor képe ebben a vetiiletben kor vagy egyenes, azaz a vetiilet kortarto is

" Ellipszoid alapfeliileten nem létezik a geodéziai vonalakat egyenesre képezé vetiilet.
" A forgasi ellipszoid nem szolgaltat ilyen szép vetiileteket, az ellipszoidi szogtartd
sikvetiilet nem perspektiv.
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VIII. Valodi sikvetiiletek

VIIL.5. abra. Gnomonikus vetiilet

VIII.6. abra. Ortografikus vetiilet
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VIII. Valodi sikvetiiletek

VIIL.7. abra. Sztereografikus vetiilet

egyben. Ezen el6ny0s tulajdonsagai miatt ez a leképezés széles korben
elterjedt annak ellenére, hogy a déli polus képe a végtelenben van. A c =2
(érintd) valtozat az Eszaki-sarkon torzulasmentes, ettdl 127,6 km tavolsa-
gon belul geodéziai célokra alkalmas, mert hossztorzulasanak egytdl vett
eltérése 1 : 10 000 alatt marad. A metszd vetiilet a metszési parallelkorben
lesz torzulasmentes.

Vill.4. Magyarorszagi sztereografikus vetiilet

A sztereografikus vetiilet 1857-t6l a "7o-es évekig Magyarorszagon is
hasznalatban volt. Mivel ez a vetiilet a pdélus kornyékét abrazolja kedve-
zG8en, célszert fokhalézat-elforgatast alkalmazni. Ezt azonban a forgasi
ellipszoidon joval nehezebb értelmezni, mint gombon. Ezért kettds vetitést
alkalmaztak: a Bessgr-ellipszoidon alapulé HD1863 datumrdl el8szor szog-
tarté gombvetiilettel a régi Gauss-gombre vetitettek, a gombi hossztarto
parallelkor ¢, = 46°30’, a tobbi érték a B.1. tablazatban olvashato.

Ezutan elforgatjuk a fokhal6zatot. A segédpolust a gellért-hegyi kezd6-
ponton vessziik fol. Mivel Magyarorszag teriilete joval nagyobb volt, mint

" Bar a vetiilettani szakirodalomban helyenként sajnos tajékozatlanul az ellenkez&jét

allitjak, a perspektiv vetiiletek &ltalaban nem torzulasmentesek a metszési parallel-
korben, ez csak a sztereografikus vetiilet specialis tulajdonsaga!
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VIII. Valédi sikvetiiletek

amekkora teruileten beliil a sztereografikus vetulet torzulasai elhanyagol-
hatoék, Erdély tertiletén a segédpolust a Marosvasarhely mellett talalhato
Kesztej-hegyen vették fol (B.2. tablazat).

Ezt kovetSen alkalmazzuk az érintd sztereografikus vetiilet képleteit. Mi-
vel mind a gombvetiilet, mind a sztereogafikus leképezés szogtarto, ezért
a kettSs leképezés eredménye is az. A koordinata-rendszerek délnyugati
tajékozasuak (VIIL.8. abra). A magyar sztereografikus vetiilet vilagviszony-
latban az els6ként alkalmazott szogtart6 kettds leképezés.

h = 1|looo1

- ~

BudapesY| rendszer
< I

pr ~

VIIL.8. abra. Magyarorszdgi sztereografikus rendszerek

1936-t0l a negativ el§jelek kikiiszobolése érdekében a korabbi polgdri
koordinatakat eltoltak, és az Uj katonai koordinatak tengelyeit északkeleti
tajékozasura forditottak. Az eltolas értéke Budapesten 500 km, Marosva-
sarhelyt 600 km (VIII.g. abra; B.3. tablazat).

+XKat
500 km

w

%)Kat
VIII.g. abra. Polgdri és katonai koordindtak
A lépéseket a VIII.10. abran lathatjuk osszefoglalva. Itt lathatd, hogy a fer-

de sztereografikus vetiiletnek levezettek kozvetlen képleteket (B. fiiggelék)
is az egyszerlibb szamitas érdekében.
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Szogtartod
) gombvetilet R

Elforgatas S edkoo i
—

Kozvetlen Sztereograﬁkus
képletek 51kvetu1et

Atszamltas .

VIII.1o0. abra. Kettds leképezés a sztereografikus rendszerben

Eltolas
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Kilencedik el6adas

Valodi hengervetilletek

IX.1. Altalanos képletek

A valédi hengervetiiletekben a szélességi és hosszusagi korok egymasra
merdleges egyenesseregként jelennek meg. A fuggdleges koordinata tehat
csak a szélességtdl fugg. Az y tengely altalaban az Egyenlit6 képére esik.
Az egyenkoziiség feltétele miatt a vizszintes koordinata a hosszusaggal
egyenes aranyban all (IX.1. abra). Legyen az aranyossag tényezdgje cR!

x=f(p)

y:cR:\\

/\x
I
N Ff“’”g»

IX.1. abra. Koordindtdk valodi hengervetiiletekben

frjuk fol a fokhalézat menti torzulasokat!

. Am i Ax 1 dx

h= lim = lim —=—-—
Am—o Am Ap—o RA(p qu0

k= lim Ap = lim cRAM ¢

Ap—)O Ap B Al—o RCOS (PA_\A B COS(P
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IX. Valédi hengervetiiletek

k képletét megvizsgalva lathato, hogy a +¢, szélesség hossztarto, ha
€ =Cos@,.

A perspektiv hengervetiiletek rendkivil elénytelen torzulasuak, ezért
a gyakorlatban alig hasznaljuk. A nemperspektiv valédi hengervetuiletek
kozott harom érdekes vetiilet van. A terulettarté valtozat (hk = 1) képlete:

1dx ¢ _
Rdpcosp

J-dx = fcos pdo

= ?sm(p+d

A d integracios konstans csak egy eltolas, igy figyelmen kiviil hagyhato, c
pedig a hossztarto szélesség koszinusza. Ha a hossztart6 szélesség o° (c = 1),
akkor LamBerT hengervetiletérdl, ha 30° (c = 4/3/2), akkor BEHRMANN vetii-
letérdl (IX.2. dbra), ha 45° (c = v/2/2), akkor pedig GaLL-PETERs-vetiiletrdl
beszéliink.

IX.2. abra. BEHRMANN-vetiilet

Készitsink meridianban hossztart6 hengervetiletet (h = 1)!

1 dx

Rdgo

de R fd(p
x=Rp+d

A d integracids konstans szintén csak eltolast eredményez, ezért nem
vessziik figyelembe. A vetiiletet ¢ = 1 valasztas esetén fokhal6zata alapjan
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IX. Valodi hengervetiiletek

négyzetes hengervetiiletnek (IX.3. abra) nevezziik. A legtobb térinformatikai
szoftver ebben a vetiiletben jeleniti meg az adatokat akkor, ha nem adunk
meg vetlletet.

I =1 L= I — ——
= SAEEES RS =
= e T - BN
7Ty =y
il
i A ¥
:’39 1]
' T Ty i
TP e T LT EE

IX.3. abra. Négyzetes hengervetiilet

A szogtart6 valtozat (h = k):

1 dx c

Rdy ~ cos¢

1
de =cR Jcos 7 de

X = chntg(45° + %)+ d

Ez MErcaToOR vetiilete (IX.4. abra). Az integracios konstans csak eltolast
jelent, nem vessziik figyelembe. A polusok képei a végtelenben vannak.
JelentGségét az adja, hogy a loxodrémakat egyenesre képezi le. E miatt
régen igen nagy jelent&sége volt a navigacioban: mivel a leképezés egyuttal
szogtarto is, barmely két pont kozott futd loxodroma azimutja kozvetlenil
leolvashato rola.

A ¢ kon$tans a térképet kicsinyiti-nagyitja. ¢ = 1 esetén az Egyenlitd
torzulasmentes, t6le go km tavolsagig geodéziai célokra is alkalmas, azaz
hossztorzulasa az egységtdl kevesebb, mint 1 : 10 0oo-del tér el. A redukalt
valtozat (c < 1) a kedvezd sav méretét novelheti, hiszen ekkor két torzu-
lasmentes parallelkor keletkezik, kozottuk hosszrovidulés, téluk kifelé
hossznovekedés 1ép fol, azon kivul hossznovekedés 1ép £6l, de az egységtdl
valé eltérés kisebb, mint ¢ = 1 esetén.

" Sajnos a vetiilettanban elterjedt a Mercator-vetiilet redukalt valtozatat siillyesz-
tett vagy metsz6 hengervetiiletnek, a torzuldsmentes parallelkdroket metszési pa-
rallelkérnek nevezni, azonban ez megtévesztd, hiszen ez a vetiilet nem perspektiv,
levezetéséhez nem hasznaltunk sem metsz8 hengert, sem centralis vetitést, csupan

74



IX. Valédi hengervetiiletek
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IX.4. abra. MErRCATOR-VetTilet

IX.2. A Web Mercator

Az internetes térképszolgaltatok kedvelt vetiilete a Web Mercator. Milyen
vetilet idealis egy nagyithat6 internetes térképnek?

— Akarmelyik részletébe nagyitok bele, Eszak mindig folfelé nézzen.

Azaz legyen valddi hengervetiilet.

— Akarmelyik részletet nézem, lokalisan ne legyen észrevehetd torzulas.
A lokalisan hasonlosagi transzformaciot mutato térképek szogtartok,
tehat marad MEercaToR vetillete.

— Legyenek a leképezés egyenletei alacsony szamitasigénytek! A gom-
bi képletek kevesebb eréforrast igényelnek a szerveren, mint a joval
bonyolultabb ellipszoidi képletek.

Az el6bbi feltételek miatt a gombi szogtart6 valddi hengervetilet mel-
lett dontottek. Az ellipszoidi adatokat a lehets legkevesebb szamitassal
akartak gombre vetiteni, ezért gombvetiiletnek a Google gombvetiiletét
(VIL.4. fejezet) valasztottak. Mivel ez a gombvetiilet altalanos torzulasua,
szigoru értelemben a Web Mercator sem szogtarto vetulet, de szogtorzulasa

szamitasokat végeztiink. Az azonban specidlisan ennél a vetiiletnél véletleniil igaz,
hogy ha a térképet hengerpalast alakjaban Gsszecsavarjuk és rahelyezziik a gombre,
akkor éppen azok a gombi parallelkorok lesznek torzulasmentesek, ahol a hengerpa-
14§t belemetsz a gombbe, de ez csak a matematika jatéka.
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igen csekély (sehol nem éri el a fél fokot). Az igazi szogtartd hengervetiilet
és a Web Mercator kozott az eltérés 10 km-es nagysagrendd.

A vetuletet a 2005-ben indulé Google Maps alkalmazta els6ként, mara
gyakorlatilag szabvanyossa valt. Mivel vilagtérképnek a vetiilet alkalmat-
lan, Gjabban csak nagyobb nagyitasi szinten talalkozunk a Google Mapsben
vele, azonban a hattérben tovabbra is ebben a vetiiletben tarolja az adatokat,
és az alternativ térképszolgaltatok a mai napig ebben a vetiiletben jelenitik
meg vilagtérképeiket is. A vetulet elve a IX.6. abra aljan lathato.

IX.3. Magyarorszagi hengervetiiletek

Elényos tulajdonsagai miatt a szogtartd valodi hengervetulet a korszer
magyar polgari topografiai térképek vetulete, azonban ezt ferdetengelyt
elhelyezésben alkalmazzuk. Az 1908-ban tortént bevezetés FascHING ANTAL
nevéhez fliz6dik. A korabbi sztereografikus halézat pontjait 6,44 " -cel az
oramutato jarasaval egyezd iranyban elforgatta a Gellért-hegy kortl, igy
az alapfeluleti koordinatak annak ellenére megvaltoztak, hogy tovabbra
is a Besser-ellipszoid maradt az alapfelulet. Az Gj datum a HD1909 nevet
kapta.

FascHiNG hengervetiileti rendszere is kettds leképezés (IX.6. abra): el6-
szOr a régi Gauss-gombre vetitink, majd elforgatjuk a fokhal6zatot, hogy
a segédegyenlité Magyarorszag teriiletén haladjon at. Az orszag tertile-
tére harom kezd&pontot jelolt ki a Gellért-hegy merididnjan (IX.5. abra,
B.2. tablazat): a 45°31'59", 47°6” és 48°40'2" gombi szélességeken. Vé-
gul megtortént a szogtartd hengerre vetités. A koordinatatengelyek itt is
délnyugati tajékozasuak.

Henger észgki rendszer
)

A)
YHER
Henger koz¢p rendszer
)

A)
YHKR
Henger délilrendszer
)

N
VHDR

XY
IX.5. abra. Magyarorszdgi hengervetiileti rendszerek

A harom hengervetiileti rendszer neve HER, HKR és HDR, azaz Henger
Eszaki, Kozép és Déli Rendszer. A harom rendszer hatarvonalat tgy huztak
meg, hogy az a kozségek kiilteriilethatarait kovesse, igy minden kozségen
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IX. Valodi hengervetiiletek

belul egységes rendszert hasznaltak. Ezt a vetiiletet kizardlag kataszteri
célokra hasznaltak, a polgari topografia (rovid megszakitassal) a sztereo-
grafikus vetuletet hasznalta parhuzamosan.

A ’70-es években folmeriilt az igény, hogy a topografia és a kataszter
egységes vetliletet alkalmazzon. Mivel a meglévs rendszereket még a régi
Magyarorszagra alkottak meg, szitkségesnek érezték, hogy egy 1j, az akkori
orszagteruletre beallitott vetileti rendszert készitsenek. Az elkészilt Gj
vetulet (Egységes Orszdgos Vetiilet, EOV) elveiben a HKR felajitasa, azonban
szamos kiilonbséget talalunk (IX.6. abra):

— Az alapfeliiletként szolgalo ellipszoidot az akkor legkorszertibb, tirgeo-

déziai alapokon all6 IUGG67-esre cserélték.

— Ujra tajékoztak az alapponthéalézatot korszerti fénytavmérés mérések-
kel. Az igy kapott geodéziai datum a HD7y2-es.

— Az Uj alapfelillet miatt a Gauss-gombvettlet konstansait Gjra kellett
szamolni. A hossztart6 parallelkort északabbra hoztak, hogy az akkori
orszagteriilet kozepére essék: ellipszoidi szélessége @, = 47°10’ lett,
tovabbi adatok a B.1. tablazatban. Az igy létrehozott feliilet az Uj
Gauss-gomb.

— Baér a segédegyenlité gombi szélessége 47°6" maradt, az ellipszoidi
koordinatak a datumvaltas miatt megvaltoztak (B.2. tablazat).

— A hengervetiileti koordinatakat 0,999 93-del beszoroztak, igy két tor-
zulasmentes segédszélesség keletkezett. A torzulasok eloszlasa igy
kedvez@bb: a két torzulasmentes vonal kozott hosszrovidulés, azokon
kiviil hossznovekedés 1ép fol. A megkivant 1 : 10 ooo értéknél a hossz-
torzulas csak Torna és Zemplén kornyékén, valamint az Ormansagban
lett nagyobb.

— A koordinatatengelyek északkeleti tdjékozasuak. A negativ elgjelek
elkerulése érdekében déli iranyban 200 km-rel, nyugati iranyban
650 km-rel el lettek tolva. fgy Magyarorszag teriiletén a fliggSleges ko-
ordinatak 400 km-nél kisebbek, a vizszintesek ett6]l mindig nagyobbak
(IX.7. abra).

Az EOV nagy népszeriiségre tett szert: A katonai topografiai és geo-
logiai térképek kivételével gyakorlatilag minden magyarorszagi térképi
adatbazis ezt a rendszert alkalmazza. Legfontosabb alkalmazasa az EOTR,
Egységes Orszdgos Térképrendszer, amely egy ebben a koordinata-rendszer-
ben készitett, Magyarorszag teljes teruletét lefedd topografiai térképmi. A
ferdetengelyli hengervetiilet kozvetlen képletei a B. fiiggelékben talalhatok.

A népszert nyilt forrasa térinformatikai csomagok EOV-implementaci-
6ja nem pontos, mert azt a svajci RosenmunD vettletével kozeliti. Ennek
egyetlen eltérése, hogy a Gauss-gomb hossztarté parallelkore nem paramé-
terezhetd, hanem az a segédegyenlitd szélességével esik egybe. A hiba cm-es
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IX.7. abra. Egységes Orszagos Vetiilet

nagysagrendd. A fizet8s csomagok altalaban Hotink vetiiletével kozelitik,
amely Gauss-gomb helyett egy retek alaki forgastestet (aposzféra) hasznal
kozbensd feliiletnek a kettds szogtartd vetitéshez, igy dm-es nagysagrendt
eltérés is el6fordulhat.
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Tizedik el6adas

Nemzetkozi térképmiivek

vetuletei

X.1. Valédi kapvetiiletek

A valodi kiipvetiiletekben a meridianok képei egy pontba tarté egyenesek,
a parallelkorok képei rajuk meréleges, koncentrikus korivek. Az egyenko-
zliség miatt a meridianok altal bezart szog egyenes aranyban van a hosz-
szusagkiilonbséggel. E miatt a valodi kupvetiletek a valodi sikvetiiletektol
csak abban kiilonboznek, hogy a polarszog nA (X.1. abra). A meridianok
képeinek hajlasszogét szabalyozo6 o < n < 1 sugdrhajlds mellett tovabbra is
szabadon valaszthatjuk meg a p sugarfiiggvényt. A polarkoordinatak és a

derékszogliek kozti atszamitas:
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X.1. abra. Poldrkoordindtdk valodi kiipvetiiletekben
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X. Nemzetkozi térképmiivek vetiiletei

A valédi kupvetiilet poluspontos, ha f = o helyen p = o, egyébként pdlus-
vonalas. A fokhalozat menti torzulasok:

h= lim ~2 = 1 —Bo _1do
Am—o Am A(p—>o RA(p R d[))
Ap’ onA) _ on

k= lim = = lim
Ap—o Ap  Ad—o Rcos (PA/\ ~ Rsinp

A perspektiv kupvetiiletek még a perspektiv hengervetiileteknél is rit-
kabbak, ezért csak nemperspektiv kupvetiiletekkel foglalkozunk. Kezdjiik
a terulettartoval (hk = 1)! Az integraciés konstans legyen R*/n + R*d/2n
alakua!

1de_on _
RdBRsinp

dep:% sinpdp
0> R R*> R%d

n
R2
o> = ( 2coszé+2sm2ﬂ+2coszl3+2sm2ﬁ )
n 2

P,

0= 4 sm2

\/_

A d kon$tans a poélusvonal sugarat hatarozza meg, hiszen g = o helyette-
sités esetén p = RVd/n. d = o (péluspont) esetén LamserT kuipvetiiletérdl,
d > o (pdlusvonal) esetben ALBERrs kupvetiiletérdl (X.2. abra) beszéliink.
El6bbi esetben n egy; utobbi esetben n és d megfeleld beallitassal egy
vagy két tetsz6legesen valasztott szélességi kor mentén teszi lehetévé a
hossztartast.

" A szakirodalom a két parallelkorben hossztarté ktpvetiileteket gyakran metsz6 vagy
siillyesztett kiipvetiiletnek hivja, és gyonyorti abrakat talalunk a gombot két helyen
metsz6 kuprol. Ez igen szemléletes magyarazat, csak egy hibdja van: nem igaz. Az
ilyen kupvetiileteket kippalastta dsszecsavarva véletleniil sem oda fognak esni a
torzulasmentes szélességek, ahol a kiip metszi a gombot.
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X. Nemzetkozi térképmiivek vetiiletei

X.2. abra. ALBERs-vetiilet

A meridianban hossztart6 (h = 1) valtozat levezetése egyszerii:
1dp
Rdp

Jao=r fap

0=RB+Rd
A d integracids kon$tans ezuttal is a pdlusvonal sugarat jellemzi, és a
két parameéter (n;d) ezattal is egy vagy két hossztart6 parallelkort enged
meg. A leképezést pe L'IsLE vetiuiletének nevezziik (X.3. abra), szélességi kor
mentén fekvd tertiletre a legkedvezsbb torzulasu vetiiletek kozé tartozik.
Ezuttal is a szogtart6 valtozat (h = k) a legfontosabb. A levezetés soran az
integracids konstans Ind + In R lesz.

1

1do__on
Rdp  Rsinf

Joao=n g

Inp = nlntgg +Ind +InR
nb
2
A d paraméter ezuttal kicsinyités-nagyitast jelol, a vettulet mindenképp
péluspontos. A déli pélus képe a végtelenben van. Ezattal is két hossztartd

o =dRtg

" Pélusvonalas szogtart6 vetiilet altaldban sem létezik, hacsak a végtelen tavolba
képezett p6lust nem tekintjiik pélusvonalnak.
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X.3. abra. DE L’IsLe-vetiilet

szélességet lehet beallitani n és d megfelel6 megvalasztasaval. A leképezés
neve LAMBERT-GAuss-kupvettulet (X.4. abra).

Ezt a vetiiletet el6szeretettel alkalmazza a nemzetkozi repulés, mert
szogtartasa mellett a 3000 km-nél rovidebb ortodrémakat kozel egyenes
vonalakként jeleniti meg. A World Aeronautical Chart (WAC) is ennek ellip-
szoidi valtozatat alkalmazza, de a legtobb légi navigacios térkép ebben a
vetiiletben késziil Magyarorszagon is. Tobb kiilfoldi orszagban, kiilonosen a
francia kultarkorben, topografiai térképek vetuiletének is hasznaljak. Cseh-
orszagban és Szlovakiaban kett8s leképezéssel ferdetengelyi elhelyezésben
alkalmazzak KkovAk-vetilet néven.

X.2. A GAuss—KRUGER-vetllet

Készitstink olyan szogtarto vetiiletet, amelyik egy kivalasztott kozépme-
ridiant torzulasmentesen képez le, annak kornyezetét pedig csekély torzu-
lassal! Gomb alapfelilet esetén a feladat egyszerien megoldhat6. Tudjuk,
hogy a MErcaTOR-Vetiilet szogtarto, és az Egyenlit6t torzulasmentesen ké-
pezi le. Forgassuk el a foldrajzi segéd-koordinatarendszert transzverzalis
elhelyezésbe, azaz a segédpolus essék az Egyenlitére! Ekkor a segédegyen-
lit6 a ségédpolustol £9o°-ra 1évs bimerididnra esik. A MErcATOR-Vetiiletet
a segédkoordinatakra alkalmazva ez a bimeridian torzulasmentes lesz, az
egész vetulet pedig szogtartd, tehat a feladat megoldasa a transzverzalis
MErcaror-vetiilet.
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X.4. abra. LAMBERT-GAUSs-vetiilet

Nem ilyen egyszer( a helyzet a forgasi ellipszoidon. Mivel a fokhal6zat-
elforgatast gombon értelmeztiik, at kellene térniink egy gombvetiilettel a
gombre. Mivel a szogtartast szeretnénk megdrizni, kizardlag a szogtartd
gombvetiilet johetne szoba. Egy szogtartd gombvetiiletbdl és egy transz-
verzalis MeErcaTor-vetuletbdl allo kettds leképezés ugyanakkor nem lenne
torzuldsmentes a kozépmeridianban, hiszen a szogtarté gombvetulet csak
egy kivalasztott szélességi kort tud torzulasmentesen leképezni. Tehat ki-
zaroblag kozvetleniil a forgasi ellipszoidrol sikra képezé vetiilet lehet alkalmas
a feladatra.

Talan meglep&en hangzik, de ha egy szogtarto vetiilet torzulasait egyetlen
tetszéleges sima gorbe mentén meghatarozom, az egyértelmten definialja
a teljes vetiiletet. Jelen esetben a kozépmeridian hossztartasa van elze-
tesen meghatarozva, azaz ez és a szogtartas egyetlen vettiletet definial. A
végeredményt ilyen alakban irhatjuk fol:'

x = Ag(@) + Ay (D)AA) + A4, (@)(AA) +...

"Ennek oka mélyen az analizisben rejlik. Két komplex szamokkal koordinatazott
vettleti sik kozott kizarélag olyan fliggvény tud szogtartd leképezést létesiteni,
amely a komplex szamsik egy nyilt részhalmazan differencialhato.

T A levezetés igen bonyolult, komplex szamsikon értelmezett elliptikus integralok
sorba fejtésén alapul.
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p= A (@)AA+ AL (P)AA) + Ay(D)AA) +...

Az els6 két tényezo képlete egyszerii:

A tovabbi A; tényez8k képletei a szakirodalomban follelhetSk. A vetiile-
tet Gauss alkotta meg, mig a gyakorlati alkalmazashoz sziikséges sorfejtést
KRrUGER szamolta végig, ezért ezt a leképezést Gauss—KrUGERr-vetiilet néven
ismerjuk. A sorfejtés csak kis AA esetén konvergal, a kozépmeridiantol
tavol Lee elliptikus fuggvényeket tartalmazé képletei alkalmazhatok. A
népszerl térinformatikai szoftverek sorfejtéssel szamolnak, ezért a leké-
pezést csak a kozépmeridian kb. 10°-0s kornyezetében tudjak helyesen
megjeleniteni, ne bizzunk vakon a tavolabbi tartomanyok képében !

A leképezés bar nagyon hasonlit a transzverzalis szogtarté hengerve-
tuletre, val6jaban nem teljesen az. A szogtarté hengervetiilet példaul a
gomb két atellenes pontjat a végtelenbe képezi bele, a Gauss—KrUGER-ve-
tilet ezzel szemben a teljes ellipszoidot egy véges nagysagu alakzatban
jeleniti meg. Bar szigort matematikai szempontbdl ezt nem tehetnénk
meg, a szarmaztatas miatt mégis a hengervetiletek csaladjaba szoktuk
sorolni.

Ezt a leképezést a kozépmeridian sztik kornyezetének abrazolasara hasz-
naljuk. Topografiai célokra a —180°-0s meridiantdl kiindulva 6°-os ellip-
szoidi kétszogekre, mas néven zondkra osztjuk a Foldet, amelyeket arab
szamokkal jelolunk (X.s. abra). Magyarorszag a 33-as és 34-es zOnak te-
riletére esik, amelyeket a Veszprém kozelében haladé 18°-os meridian
hatarol. Minden egyes zénat kulon-kulon vettlettel képeziink le, a zé6na
felez6vonalat alkalmazva kozépmeridiannak. Mivel nem egyetlen vetiilet-
rél beszélunk, ez valojaban egy vetiileti rendszer. A zonakat 4° szélességi
ovezetekre osztjuk tovabb, ezeket az Egyenlit6tdl kiindulva az ABC nagybe-
ttivel jeloljuk. Magyarorszagra az L és M ovezetek esnek. Az ovezet betijét
szoktuk eldre irni, utana a zonat, példaul L-34.

A negativ koordinatak kikiiszobolése érdekében a fiiggSleges tengelyt a
kozépmeridiantdl soo km-rel nyugatra eltoltak. A déli féltekén a negativ
el6jelet nem szokas kiirni, hanem a zoéna szama utan irt S bet figyelmeztet
csak erre. Egyes térinformatikai rendszerek az északi féltekén is kiirjak
az N betfit. A szomszédos zonak kozotti koordinatak megkulonboztetése
érdekében a zona utols6 szamjegyét, azaz idehaza egy 3-ast vagy egy 4-est
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X. Nemzetkozi térképmiivek vetiiletei

szokas irni a vizszintes koordinata elé. Ez a vezérszdm. Bar ezt a szamjegyet
a vettleti egyenletek alkalmazasa soran figyelmen kivul kell hagyni, a tér-
informatikai szoftverek tobbsége kéri. Mindig olvassuk el a dokumentaciot,
hogy kell-e vezérszamot is begépelniink!

A Varso6i Szerz6dés hivatalos vetiilete a Gauss—KrRUGER vettileti rendszer
volt. Alapfeluletnek a Kraszovszky-ellipszoid felhasznalasaval alkotott
S42 (mas néven Pulkovo) datumot valasztottak. Magyarorszagon 1949-t6l
a NATO-csatlakozasig a katonai térképészet (rovid ideig a polgari is) ezt a
rendszert alkalmazta. A magyar készitésti térképeken az 1942. évi koordi-
ndta-rendszer megiras szerepel.

Geodéziai célokra tobb orszag is alkalmazza ezt a vetuletet, azonban
mivel a kozépmeridiantol tavolodva a torzulasok gyorsan novekednek,
ezért 2°-0s vagy 3°-os zonaszélesség hasznalataval is talalkozunk.

X.3. Az UTM, az UPS és az MGRS

A masik nagy nemzetkozi szervezet, a NATO is kifejlesztett egy sajat
vetiileti rendszert, mely két vetiiletfajtat alkalmaz: az Univerzdlis Transz-
verzdlis Mercatort (UTM), amely nem MErcaTor-vetiilet és az Univerzailis
Poldris Sztereografikust (UPS), amely nem sztereografikus leképezés.

Az UTM-vetiilet valdjaban a Gauss—KRUGER vetiileti rendszer képleteit
alkalmazza a kovetkezd eltérésekkel:

— Az alapfeliilet a WGS84 ellipszoid.

— Csak a d. sz. 80° és az é. sz. 84° szélességek kozott alkalmazzuk.

— A zo6nak altalaban megegyeznek a Gauss—-KriuGerével, de Norvégia

teruletén vannak apro eltérések.

" A vetiilet bevezetése Magyarorszagon nem volt zokkendmentes: Az érkez szovjet
parancsnokok elvartak a honvédségtdl az orszagteriilet azonnali gyorsfelmérését és
térképezését Gauss—KrUGER-vetliletben. Amint a katonak atadtak az elsé szelvénye-
ket a Tiszahat térségérdl, a szovjetek azonnal megproébaltak osszeilleszteni a sajat,
Karpataljat abrazol6 térképiikkel, de a szelvények kb. 100 m hézaggal illeszkedtek!
Természetesen azonnal kitort a botrany, és a szovjetek szabotazzsal gyanusitottak
meg a magyarokat. Valésagban persze csak annyi tortént, hogy a szovjetek nem
mondtak meg, hogy mégis milyen alapfeliiletet hasznalnak. A magyarok a II. vilag-
haboru alatt mér alkalmaztak Gauss-KrUGer-vetiiletetet, mert a német hadsereg ezt
hasznalta valamennyi hadszinterén. A magyarok oOriiltek, hiszen az alappontokat
mar korabban atszamitottak ebbe a rendszerbe. Igen am, de a németek ekkor ezt a le-
képezést Besser-ellipszoidra definialtak RDN1g40 datummal! A szovjeteknek persze
utana magyarazkodhattak a Kraszovszky- és a BesseL-ellipszoid kozotti eltérésrél,
meg datumtranszformaciordl, az illetékes szovjet elvtarsak kivaléan értettek am
mindenhez... Maradjon ez a torténet emlékeztet6ul, hogy geodéziai datum nélkiil
sohasem teljes egy vetiilet megadasa!
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— Az ovezetek 8° szélesek, bettizésiik a C bettivel a déli 80° szélességtdl
indul, de az I és az O betlik kimaradnak. Magyarorszag a T és U
ovezetekbe esik. A legészakabbi ovezet, az X, 12° széles. Az ovezet
betiijelét a zona utan irjuk, pl: 34T.

— Az 500 km eltolast megel6z8en 0,9996-szorosra kicsinyitjuk a vetuletet.
Ennek kovetkeztében a torzulasok kedvezébben oszlanak el: két, a ko-
zépmeridiannal kozel parhuzamos vonal lesz torzulasmentes, kozottiik
hosszrovidiilés, azokon kivul hossznovekedés tapasztalhato.

- A koordinatatengelyek jelolése E (Easting) és N (Northing), vezérsza-
mot az E koordinata elé sohasem tesziink Kki.

— Csak a déli féltekén a negativ N értékek kikiiszobolése érdekében a
vizszintes tengelyt az Egyenlit6t6l déli iranyba 10 ooo km-rel eltoltak,
a koordinata értéke az északi féltekén nincs eltolva. Az egyértelmiiség
érdekében a koordinata teljes megadasakor kozolni kell a félteke vagy
a ovezet bettijelét (térinformatikai szoftvertdl fugg, hogy melyiket).

A poélusok kornyékén az UTM helyett az UPS-vetiiletet alkalmazzuk.

Ez egy kozvetlen ellipszoid alapfeliileti, nem perspektiv, szogtarté valodi
sikvetiilet:

o= 2da (1—6)6/2 B(1+ecosB)‘f/2
V1 -e? &

A d kicsinyités-nagyitasi tényez mutatja meg, hogy a pélusban meny-
nyi a hossztorzulas, az UPS esetén ezt 0,994-nek valasztottak. Mindkét
koordinatatengelyt 2000 km-rel toltak el a p6lustol.

Az UPS-ben abrazolt teruleteket két-két félkor alakta ovezetre osztjuk
tovabb a keleti és a nyugati félgombon. A déli polus kornyékének nyugati
fele az A, keleti fele a B ovezet, az északi polus kornyékén pedig a nyugati
féltekére az Y, a keletire a Z dvezet esik.

A magyar katonai topografia a NATO-csatlakozas ('9o-es évek) Ota a
33-as és 34-es zonak UTM-vetiileteit hasznalja.

Hogy egy helyzet megadasahoz ne kelljen harom szamot (zéna; E; N)
megadni, a NATO egy Military Grid Reference System (MGRS) nevi katonai
jelentd rendszert dolgozott ki. Ennek els6é két szamjegye a zéna (az UPS
esetén ez értelemszertien elmarad), majd az o6vezet betljelzése kovetkezik.

Ezutan egy oszlopot jelz§ bettijel kovetkezik: a 100 km és a goo km koor-
dinatak kozott 8, egyenként 100 km széles oszlopra tagoljuk a zondkat. A
bettjelek nyugatrdl keletre haladva harom zénanként ismétlédnek: rendre
az A-H, J-R és S-Z bettikkel jelolve, az I és az O itt is kimarad. A harmadik
betii a sort jeloli. A sorok is 100 km szélesek, jelolésiik az Egyenlit6tol két
iranyban indul, a paratlan zénak esetén A-t6l, a parosok esetén F-t6l bettiz-
ve. A sorok bettizésénél az I, O, W, X, Y és Z betiiket kihagyjuk, tehat a V

1+e 2\1—-ecosB
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X. Nemzetkozi térképmiivek vetiiletei

beti elérése utan A-val Gjraindul a bet@izés, a bettijelzések 2000 km-enként
ismétlédnek. Az UPS esetén is 100 x 100 km-es négyzetracsot alkalmazunk,
de az oszlopok bettizésekor a D, E, M, N, V és W bettik is kimaradnak, hogy
ne legyen azonos betijeltt UTM és UPS négyzet egymas mellett; a sorok
betlizésénél pedig csak az I és az O marad ki. A 100 x 100 km-es négyzetek
betlijelzései Magyarorszag teriiletére a X.6. abran lathatok.

33U 18°18° 34U
500000
Q |WQ XQéZ’ Z CV |DV |EV [ FV |V
5400 000
P WP | XP g B CU|DU|EU FU| U,
48° 18 48
5300 000
N |WN|XN |4 gl CT DT | ET [ FT | T
5R00 000
M |WM|XM |2 @ CS DS | ES | FS|S
I - PR N T S
Ls| WL XL || |%SCR DR [SER | FR (SR

5000 000

33T W X vi8B C D E° F 34T

X.6. abra. MGRS Magyarorszigon

Legvégiil a koordinatak szamjegyei jonnek, el6bb az E, utana az N. Mivel
a szazezres helyi értékig a sorok és oszlopok bettijelzései egyértelmiien
megadjak a koordinatat, csak a maradék 5-5 szamjegyet irjuk ki. Kisebb
pontossagi igény esetén lehetéség van kevesebb szamjegy megirasara is,
ilyenkor a koordinatakat mindig lefelé kerekitjuk. Példaul a 6-os villamos
Pet6fi hid, budai hidfé megalloja az UTM 34T 353755 5259967 koordinatak
ala esik, mig 100 m élességli MGRS-azonositdja 34TCT537599.



Tizenegyedik el8adas

Nemzeti vetlletek

Ebben a részben két tablazatot talalunk. A XI.1. tablazatban osszefoglalva
lathatjuk a Magyarorszagon alkalmazott vetiileteket az I. Vilaghaboratol
napjainkig. Az 6sszehasonlitas mellett figyeljunk oda a buktatokra, amelyek
megkeserithetik a térinformatikus életét.

A XI.2. tablazatban lathatjuk, hogy egyes orszagok hogyan oldottak meg a
térképezés kérdését. Az itt fol nem sorolt dél-eurdpai és skandinav allamok
altalaban az UTM-vettiletet alkalmazzak, mig a szovjet utodallamokban a
mai napig az S42 alapfeluletti Gauss—-KrtGer-koordinatakkal talalkozunk.
Kilon érdekesség Németorszag, ahol nem alakult ki egységes rendszer: az
egykori NDK teriiletén az 1942. évi rendszerrel taldlkozunk, az egykori
NSZK-ban pedig a szovetségi allamok sajat rendszereket alakitottak ki jel-
lemz&en BesseL-ellipszoid alapfeliiletd, 3° zonaszélességli Gauss—KRUGER-
rendszerrel. A tablazat célja a sokszintliség bemutatasa, mi mindenre kell
odafigyelnuink, ha egy idegen orszag topografiai térképét 6hajtjuk folhasz-
nalni, milyen eltérések lehetnek a hazai megoldasoktol.

Két orszag (Svajc és Hollandia) kifejezetten fontos a szamunkra, mert
mig a magyar vetileteket a térinformatika elég hianyosan tamogatja, e két
orszag vetulete megszolalasig hasonl6 a magyar vetuletekhez. E16bbi nem
a véletlen mive: FascHING ANTAL, a HKR bevezetdje hazai munkassaga
el6tt Svajcban dolgozott, onnan visszatérve hozta haza a kor legkorsze-
riibb leképezését. A Gauss-gomb eltérd hossztart6 parallelkore az Osztrak—
Magyar Monarchia teriiletére meghozott dontés volt: a gombvetiletet a
teljes Monarchiara egyszeri alkalommal akartak meghatarozni, ezért annak
kozepes szélességét valasztottak torzulasmentesnek.
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XI.1. tablazat. Magyarorszagon alkalmazott vetiiletek dttekintése

Neév Alapfelillet Vetités  Gombvet. Hasznalat Buktatok Valtozatok
Sztereografikus HD1863 Perspek- Régi Régi kataszteri tér- A polgari rend- Budapesti;
(BessEeL) tiv sik képek; szerben DNY-i ta- Marosva-
1945 elbtti kato- jékozas és negativ sarhelyi
nai, '7o-es évek- elGjelek;
ben polgari topog- A katonai rend-
rafiai térképek szerben EK-i ta-
jékozas és eltérd
mértéki eltolasok
Hengervetiillet HD19gog Szogtarté Régi Kataszteri térké- DNY-i tajékozas HER;
(BESsEL) henger pek a '7o-es éve- és negativ elGje- HKR;
kig lek; HDR
Nincs eltolt valto-
zata
Gauss—-KRUGER S42 Komplex — II. vilaghabort és Vezérszam; 33;
(1942. évi) (Kraszovsz- sorfejtés a NATO-csatlako- 500 km eltolas 34
KIJ) zas kozotti kato-

nai térképek
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XI.1. tablazat. (folytatds)

Neév Alapfeliilet Vetités  Gombvet. Hasznalat Buktatok Valtozatok
EOV HD72 Redukalt Uj Polgari topografi- Nem Osszetévesz- —
(IUGG67)  szog- ai és kataszteri teni a HKR-rel
tartd térképek a ’7o-es (eltéré alapfeliilet,
henger évektdl kicsinyités);
Az eltolas miatt X
és Y nem téveszt-
het6 Ossze
UTM WGS84 Redukalt — Katonai topogra- Nincs vezérszam; 33;
Gauss— fiai és JOG-térké- 500 km eltolds a 34
KRUGER pek a NATO-csat- kicsinyités utan
lakozastol
Szogtarto Szogtarto
S-JSTK (BesserL), gombvetiilet | Gauss-gomb Elforgatas Segédkoordinatak kupvetilet Kioy o
— — —
D,A P, o X

XI.1. abra. KRovAk-vetiilet elve
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XI.2. tablazat. Eurdpai orszdgok vetiiletei

Orszag Alapfeliillet Vetiilet

Megjegyzések

Csehorszag S-JSTK
Szlovakia  (BEesskLr)

Romania S42
(Kraszovsz-
KIJ)

Ausztria MGI
(BEsseL)

Egykori Ju- MGI

goszlavia  (BessEeLr)

Ukrajna S42
(Kraszovsz-
KIJ)

Lengyelo.  S42

(2009 el6tt) (Kraszovsz-
KIJ)

Lengyelo.  WGS84

(2009

utan)

KrovAk
(XI.1. abra)

Stereoyo
(RoussILHE)

Gauss—
KRUGER
Redukalt
Gauss—
KRUGER
Gauss—
KRrRUGER

UKLAD
(ROUSSILHE)

GAuUss—
KRUGER

Kettds leképezés: Gauss-gomb (@, = 49°30, A, = 24°50'), majd egy
redukalt LaMBERT-GAUSs szogtartd kupvetiilet ferdetengelyt elhe-
lyezésben. Segédpodlus ¢, = 59°45"27"; normalparallel ¢; = 78°30’;
kicsinyités d = 0,9999. X északra, Y nyugatra mutat.

Ez egy UPS-hez hasonlo, ferdetengely(i, nem perspektiv, szogtarto
vetulet kozvetlentl ellipszoidrol sikra. Nevével ellentétben nem
sztereografikus, csak nagyon hasonl6 hozza. A gyakorlatban hasznalt
képletek komplex sorfejtésbél adédnak. Vetuleti kezdSpont: @, =
=46°% A, = 25°; kicsinyités: 0,99975; eltolas: 5oo km

3°-0s zonakat és ferroi kezdémeridiant hasznal, kozépmeridianok
28°; 31°; 34° (Greenwichtél 10°20’; 13°20”; 16°20)

3°-0s z6nak, a kicsinyités 0,9999, a kozépmeridianok 15°; 18°; 21°;
24°. Horvatorszagban csak egy zonat alkalmaznak 16°30" kozépme-
ridiannal, itt és Szlovéniaban mar attértek a WGS84 datumra.

3°-0s zonak

Romaniahoz hasonl¢ vetiiletet hasznaltak, az orszagot a vajdasagok
hatarai mentén négy zoénara osztva kilon vetiileti kezdépontokkal.
FelsG-Sziléziaban valamiért Gauss—KrUGEeRrt alkalmaztak.

3°-0s z6nak 0,99923-szorosra kicsinyitve.
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XI.2. tablazat. (folytatds)

Orszag Alapfeliillet Vetiilet Megjegyzések

Bulgaria BGS2005 LamBERT- A korabbi szigortan titkos (ma sem ismert) vetuletet a kataszte-
(2010 (GRS80) Gauss és ri és topografiai célokra két eltérd rendszerrel valtottak: el6bbi az
utan) UTM UTM vetiiletet hasznalja bolgar alapfeliilettel, utobbi egy két zonara
osztott kozvetlen ellipszoidi szogtartd kupvetilet 25°30” kozépmeri-

didnnal. Az északi zoéna normalparallelkore 43°20’, a délié 42°.
Svajc CH1g9o03 Ferdetenge- Ez a kettSs leképezés volt a HER, HKR és HDR 6tletadéja. Kezd6-
(BESSEL) lyti  szO6g- pontja a berni csillagvizsgald (@ = 46°57'8,66”; A = 7°26'22,57), itt
tarto van a segédegyenlitd és a kezdémeridian metszéspontja és ennek
hengerve- szélessége egyuttal a Gauss-gomb hossztartd szélessége, a negativ
tulet elGjelek és a koordinatak osszetévesztése ellen Y, = 600 km; X, =

=200 km eltolast alkalmaztak. Magyar szempontbdl igen jelentGs,
mert az EOV elve csak abban tér el, hogy a Gauss-gomb hossztarté
szélessége nem a vetiileti kezd6pontban van (néhany cm eltérést
okozva), ezért ha egy térinformatikai szoftver nem ismeri az EOV
egyenleteit (ez sajnos a szoba johetd szoftverek 99%-a), akkor altala-
ban a svajci vetiilet atparaméterezését ajanlja fol.
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XI.2. tablazat. (folytatds)

Orszag

Alapfeliilet Vetiilet

Megjegyzések

Hollandia

Franciao.
(2001 el6tt)

Franciao.

(2001
utan)

Belgium

Amersfoort Ferdetenge-

(BessEL) lyt metszé
sztereogra-
fikus

NTF LAMBERT—

(CLARKE) Gauss

RGFg3 LAMBERT—

(WGS84) Gauss

WGS84 LAMBERT—
Gauss

Szintén kettds leképezés, a kezd6pont ezattal az Amersfoort eréd
(@ =52°9"22,18"; A = 5°23"15,5”). A gombvetiilet a svéjci példahoz
hasonléan a vetiileti kezd6pont szélességén hossztart6. Az érint6
sztereografikus vetiilethez képest 0,9999079 a kicsinyités, keleti
iranyban 155 km, északi iranyban 463 km eltolast alkalmaznak, igy
x <280 km és y > 300 km. A vetiilet magyar szempontbol jelent6s:
ez a budapesti sztereografikushoz leginkabb hasonl6 vetiilet, atpa-
raméterezéssel centiméter pontossaggal tudjuk kozeliteni (azaz az
eltérés a datumtranszformacié hibajahoz képest elenyészg).

Ebben a vetuilletben minden francia. Parizsi kezdémeridian, minden
Gjfokban. Harom kupvetuletre osztottak az orszagot szélességi korok
mentén, a normalparallelkorok 558; 528 és 498, Korzikan 46885°.
Most mar a nemzetkozi trendhez igazodva a franciak is fokban sza-
molnak Greenwichtdl. Az orszagot szélességi korok mentén 3°-os
ovezetekre osztottak, és minden savot kulon kozvetlen ellipszoidi
szogtarto kupvetuletben abrazolnak. A hossztartd szélességek a sav
kozépszélességétdl 45'-re északra és délre talalhatok, a kozépmeridi-
an 3°.

A belgak a kozelmultban tértek at a Hayrorp ellipszoidon alapuld
BD72 datumrol a WGS84-re, azonban a vetiilet valtozatlan. A ko-
zépmeridian a brisszeli csillagvizsgalon halad &t (4°21'33,18”), a
szogtartd kupvetilet a 49°50" és 51°10” szélességeken torzulasmen-
tes.
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XI.2. tablazat. (folytatds)

Orszag

Alapfeliilet Vetiilet

Megjegyzések

Egyestlt
Kiralysag

Irorszag

OSGB1936 Redukalt
(A1rY) Gauss—
KRUGER

IRENET95 Redukalt
(GRS80) Gauss—

KRUGER

Az egész orszag egyetlen zona, a kozépmeridian a ny. h. 2°, a ki-
csinyités kb. 0,9996 (a méter és a lab kozotti atvaltas miatt nem
pontosan). A fiigg6leges tengely a kozépmeridiantdl 400 km-re kelet-
re, a vizszintes a kozépmeridian és a 49° szélesség metszéspontjatol
100 km-re északra lett eltolva.

A leképezés elve a brithez rendkivul hasonlo, a kozépmeridian ny. h.
8°, ennek és az 53°30" szélességnek a metszéspontja a vizszintes
tengelyen 600 km-re, a fliggblegesen 750 km-re esik, a kicsinyitési
tényez6 0,99982.
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Tizenkettedik el6adas
Atszamitas sik-
koordinatarendszerek kozott

Xll.1. Linearis egyenletrendszerek

Linearis egyenletrendszernek nevezziik azokat a tobbismeretlenes egyen-
letrendszereket, amelyekben csak 0sszeadas-kivonas és az ismeretlenek
konstanssal valo szorzasa szerepel. Nézzik meg példaul a kovetkezs egyen-
letrendszert, ahol x és y az ismeretlenek:

ax+by=e
cx+dy=f

Egy ilyen egyenletrendszer megoldhato a kozépiskolaban tanult modsze-
rekkel. Atrendezés utén ezt a megoldast kapjuk:

e b
x_ed—bf_fd
ad —bc ab
cd

ae

_af-ec _|cf
Y= ad—bc o b
cd

Vegyunk észre néhany dolgot! El8szor is azt, hogy az eredeti egyenlet-
rendszer a matrixok szorzasar6l tanultak (I.3. fejezet) alapjan igy is folirha-

- ()

Nézzik meg Gjra a kapott megoldasokat! Mindkét megoldéas nevez&jében
az el6bbi egyenlet egyiitthatomdtrixanak a determinansa (I.4. fejezet) all,
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XII. Atszdmitds sik-koordindtarendszerek kozott

melyet fédetermindnsnak nevezink. Az egyenletrendszernek akkor és csak
akkor van egyértelmli megoldasa, ha a fédeterminans nem nulla (ekkor
nem kell nullaval osztani). Ha a f6determinans nulla, akkor az egyenlet-
rendszernek vagy nincs megoldasa, vagy végtelen sok megoldasa van.

Vigyazé szemiunket a szamlalokra vessuk! Ezek is folirhatok determi-
nans alakban, s6t egyetlen oszlop kivételével ezek a determinansok meg is
egyeznek a f6determinanssal. Az az oszlop valtozott meg, amelyik az épp
kérdéses ismeretlen egyuitthatoit tartalmazta, ide az egyenlet jobb oldalan
allé szabadvektor tagjai kerultek. Bebizonyithatd, hogy ez az elv akarhany
ismeretlenes linearis egyenletrendszerre mitikodik, ha pontosan ugyanany-
nyi egyenletiink van, ahany ismeretleniink. Ennek belatasa bar csak a négy
alapmiiveletet igényli, igen hosszadalmas, ezért eltekintiink téle. Ezt a
megoldoképletet CRaAMER-szabdlynak nevezzik, és kevés ismeretlenbdl allo
egyenletrendszer megoldésara hasznalhaté.

Vegyiik a kovetkez6 n ismeretlenes linearis egyenletrendszert!

all a12 aln xl bl
a21 a22 o a277 x2 _ b2
a?ll a712 e afll’l ‘le bﬂ

Akkor x; ismeretlen megoldasa CraMmER-szaballyal:

Ayq Aqp v0ov Qg4 b1 Ayit1 -+ Qg
Apy Gpp «o Gpiq by Gyipy .. Ay
X = Apr Ayp - an,i—1 bn Api+1 -+ Aun
Z' pum—
Ay1 A oov Qg
Ay UApp .. Qyy
Apy Apo -+ Aup

Xll.2. Atszamitas alapfeliileti koordinatakkal

Adott egy pontunk egy koordinata-rendszerben. Hogyan tudnank ugyan-
ezt a pontot egy eltérd rendszerben megtalalni? Pontatlan, de gyors leolva-
sast biztosit, ha van olyan térképuink, amelyen minkét rendszert foltiintet-
ték. A tobbzonas vetiileti rendszerekben a zénak széleinél a térképkereten

" Sok ismeretlen esetén egy masik megolddképlet, a Gauss—JorpaN-elimindcié sokkal
hatékonyabb.
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XII. Atszdmitds sik-koordindtarendszerek kozott

Inverz Direkt
tulet vetule /
' @

a) Azonos alapfeliilet

lleszt6pontos

anszformac1o
Leolvasas
térképrol

Inverz Dlrek
vetulet Vetule

Athidalé
OLOGYENSZKI]
Korrekc1os

racs

Atszamltas Vlsszaszamltas

Bursa-WoLE-
transzformac1o
OLOGYENSZKII-
transzformacio

b) Kiilénbiozd alapfeliiletek

XIL1. abra. Atszdmitds lehetéségei koordindta-rendszerek kozott
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XII. Atszdmitds sik-koordindtarendszerek kozott

6rvonalakkal gyakran foltiintetik a szomszéd zona koordinatait, hogy az
atszamitast gyorsitsak.

A pontosabb modszerek alkalmazhatdsag attol fugg, hogy a két vetulet
azonos vagy kilonbozé alapfeliiletet hasznal (XII.1. abra). Azonos alap-
feliilet esetén az atszamitas egzakt modon torténik a koordindta-modszer
segitségével. A vetiileti koordinatakat a vetiilet inverz képleteivel visszasza-
mitjuk az alapfeluletre, majd a masik vetiilet egyenleteit alkalmazva meg is
kaptuk a pont képét a masodik rendszerben. Ezt a modszert alkalmazhatjuk
példaul a budapesti és a marosvésarhelyi koordinatdk, a HER / HKR / HDR
vetuletek kozott vagy akar a Gauss—KrUGEr-vetulet zonai kozott. Szintén
megfelel6 az UTM-z6nak és az UPS kozott is. Fontos, hogy az alapfelilet
azonos legyen, tehat nem szamolhatunk at igy példaul UTM-bdl GK-be
vagy HKR-b6l EOV-ba.

Kilonboz6 alapfeliletek esetén csak kozelité megoldasokkal szamolha-
tunk. Ekkor is van értelme az alapfeliileti koordinatakat szamitani, azonban
a két datum kozti eltérést korrigalnunk kell MoLoGYENSzKIJ- vagy BurSa—
Worr-transzformaciéval (VIL.2. fejezet). A transzformaciok paramétereit
olyan illeszté6pontok alapjan tudjuk meghatarozni, amelyeknek koordina-
tait és ellipszoid folotti magassagait mindkét datumon ismerjuk. A kb.
5-20 m pontossagot biztosito MoLoGYENSzKIJ-transzformaciohoz egyetlen
illeszt6pont kell, a jellemz&en 0,5-2 m pontossagi Bursa-WoLk-transzfor-
macid legalabb harom ilyen pontot igényel. Ezért a csekélyebb pontossag
ellenére a MoLoGYyEeNszkij-féle 3 paraméteres modszer ma is kedvelt, s6t
ennek van olyan athidalo képlete is, amely nem igényli a térbeli derékszogti
koordinatak kiszamitasat.

A QGIS alkalmazasban ha egy adott vetiiletet el6szor alkalmazunk, egy
parbeszédablakot dob f6l, hogy az adatbazisban szereplék kozul melyik
transzformaciot valasszuk. Ha a paramétersor harom paramétert tartalmaz,
akkor MorLoGgYENszkij, ha hét paramétert latunk, akkor a pontosabb Bursa—
WoLk-transzformaciot fogja alkalmazni.

Alternativ lehet6ségként nagyobb pontossag érdekében korrekcids racsot
szoktak még a térinformatikai rendszerek biztositani, amely gyakorlatilag
egy raszteres allomanybol interpolalva helyrél-helyre mas értékeket ad
hozza vagy von ki a foldrajzi koordinatakbol. Ez deciméteres pontossa-
got eredményez, azonban szamitasigénye nagy, hiszen a helyben érvényes
eltolasokat lassu a raszterbdl kikeresni.

Xll.3. Atszamitas illeszt8pontokkal

Mivel tgysem lehet két eltéré datum kozott szabatos mdédon atszamitani,
folmerul a kérdés, hogy nem lehet-e kozvetlenil becstlni az 4j x’;y” koor-
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XII. Atszdmitds sik-koordindtarendszerek kozott

dinatékat a régi x;y alapjan egy x’(x; ) és v’(x; ) fuggvényparral. Tegyuk
fol, hogy az 4j koordinata kozel linearisan fiigg a régiektdl:
x'=a+bx+cy
v =d+ex+fy

Hat ismeretlen paramétertiink van a és f kozott bettizve. Minden egyes
illesztépont, amelyet ismertink mindkét rendszerben, két egyenletet ad meg
a fonti 0sszefuggés szerint. Tehat hat egyenletre, azaz harom illeszt6pontra
lesz sziikséglink. Moét csak az x” koordinatara vonatkozd harom egyenletet
irom fol:

/

x; =a+bx, +cy,
x, =a+bx,+cy,

4 —
L=
Ez egy haromismeretlenes linearis egyenletrendszer, amely megoldhat6

CraMERr-szaballyal:

Xy =a+bx;+cy,

X, Xy Yy 1x, 9, 1 X, X,
x% Xy Up 1 x; Vs 1 X, x%
o X} Xy Vs b:1x3y3 C:1x3x3
1% 9, 1% 9, 1% ¥,
1%, Y, 1%, Y, 1%, ¥,
1X3 Y5 1X3 % 1 X595

Az y’-t tartalmazé egyenletekbdl ugyanigy vezethetd le a maradék harom
egyutthato:

/ 4 )

Vi X1 V1 1Y V1 1X: U,

/ 4 i

Yo X2 ¥ 1Y, % 1.X Y

’ s /

_ %Y _ 1YY _ 11X Y

d= e= f=

11X, Y, 1% ¥ 1%, ¥
1%, 9, 1%, 9, 1%, 9,

1 X5 7, 1 X5 Vs 1 X5 Vs

Mos§t mar barmilyen 0] x;y parra meg tudjuk becstilni az x’;y” koordina-
tapart az el6z8 paraméterekbdl, a becsiilt koordinatakat kalappal jelolve:
R =a+bx+cy
?=d+ex+fy

Ezt a modszert linedris transzformdciénak nevezziik. Pontossaga fiigg az
illesztépontok elrendezésétdl: ha egymashoz kozel (par szaz méter) esnek,

" A QGIS egy ennél sokkal elénytelenebb transzformaciot hiv linearisnak, az itt targyalt
transzformaciét Affin néven talaljuk.
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XII. Atszdmitds sik-koordindtarendszerek kozott

akar deciméteres pontossagot is elérhetiink azon a teriileten, ez meglepd
modon még a Bursa-WoLe-transzformacional is jobb. Orszagnyi tertleten
ugyanakkor mar 100 m pontossagnak is ortulhetiink. Ha a pontok nagyja-
bol egy egyenes mentén helyezkednek el, akkor a pontossag drasztikusan
romlik, mert a nevezdében 1év4 fédeterminans nullahoz kozelit.

Mit tegyunk, ha csak két illeszt6pontot tudunk figyelembe venni? Ilyen-
kor valaszthatjuk a HELMERT-transzformdciot, amely csak négy ismeretlent:
egy x és egy v iranyu eltola§, egy elforgatast és egy nagyitast tartalmaz:

x' =X, +x5c0sd+yssind
v/ =7, —xssind + yscosd

Két pontra folirva négy egyenlet, négy ismeretlen. Ez az egyenletrendszer
linearissa tehet6 az a = ssin ;b = scos 0 helyettesitéssel.

Es mit tehetiink akkor, ha tobb illesztépontunk van? Ilyenkor figyelembe
vehetjik az eredeti x;y koordinatak magasabb fokszamu kifejezéseit. n-ed
foku tagokig szamolva most csak az x” koordinatat (feltételezve, hogy x” x
és y sima fliggvénye):

n n-—i

x':a00+a10x+a01y+a20x2+a11xy+a02y2+---:E > a;jx'y’
i=0 j=0

A szummakat kifejtve latszik, hogy m = (n+1)(n +2)/2 féle a;; ismeretlen
egyutthato van, ennyi illeszt§pontra lesz sziikségunk. Tehat masodfoku
illesztéshez 6, harmadfokuhoz 10, negyedfokuhoz pedig 15 illesztépontot
tudunk folhasznalni. A fokszam emelése egy ideig javitja a pontossagot,
azonban a fak sem nének az égig: a nagyon magas fokszamua polinomok
hirtelen kanyarodhatnak, az adatsorunkban talalhat6 mérési hibakat nem
kivant mértékben folnagyithatjak. Altaldban negyedik fokig van értelme

" Georeferalasnal tobb illesztépont esetén is érdemes a HELMERT-transzformaciot va-
lasztani, hiszen ha a papir nem régi, akkor csak a térképlap elfordulasaval és a
szkenner felbontasaval kell szamolnunk. Régi térképek esetén a papir a két mer6-
leges iranyban mas mértékben nyulik, ezt mar csak a linearis transzformacié tudja
modellezni.
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XII. Atszdmitds sik-koordindtarendszerek kozott

elmenni, mar ez is igen kedvezd, deciméteres pontossagot nyujthat orszag-
résznyi tertiletre. Az a;; egyutthatokra a megoldast linearis egyenletrend-
szer szolgaltatja:

1 X, Yy X7 XY e D1 ) doo X!
1 X Vs x5 X2¥V5 .- yg Ao x;
1 X5 Y3 X3 X395 oo B3 |, X,
1 X, Yy Xy XY, o Yy 820 ] = le
1 Xg Vs Xo X5V e Yo |41 x;
1 Xy YUm Xﬁl XmYm --- yrr;z Aon x;,ﬂ

A masik koordinatat hasonlé képlettel jellemezhetjuk:

n n-i

V' = Boo + 10X + by + booX® + by xp +boay” 4= ) ) byx'y)

i=0 j=o0

A b;; egyutthatok megkaphatok ugyanazokbdl az illesztépontokbol a
fonti egyenletrendszerbe a;; helyett b;;-t, x; helyére p/-t irva. Az eljaras
neve polinomos transzformacio.

Ritka, hogy nekiink éppen 3, 6, 10 vagy 15 illeszt6pontunk lenne. Ilyen-
kor szelektalhatunk valamilyen megfontolassal, példaul a leginkabb kilogo
méréseket eldobhatjuk, de prébalkozhatunk az 6sszes pontunkat figyelem-
be véve kozepes paraméterkészletet kapni. Tegyiik fol, hogy pontjainkat
normalis eloszldsii hibak terhelik!” Ekkor a legnagyobb valészintiségt ajj
paraméterkészletet a legkisebb négyzetek mddszere biztositja. Legyen x’ a
tényleges x koordinata az 4j rendszerben, £’ a becstlt:

n n—i

i=0 j=0

A becsult értékeket olyannak szeretnénk megkapni, hogy a becslés hi-
baja az m darab illesztépontunkra minimalis legyen. A becslés hibajat
ugy definialjuk, hogy a k-adik illeszt6pont tényleges x; koordinatajanak
és a transzformaci6 altal becsult £, koordinatanak az eltérését négyzetre

" A mérési hibak a szabélyos hibak kikiiszobolése utan altalaban valoban kozelitsleg
normalis eloszlastaak.
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XII. Atszdmitds sik-koordindtarendszerek kozott

emeljiik (az abszolutérték nem jo, mert nem differencialhatd), majd ezeket
minden pontra 0sszegezzuk:

m

A 7\2 .
(Xk —Xk) — min

k=1

A fenti kifejezés ott minimalis, ahol a derivaltja minden 4;; szerint zérus:

2
m A/ / A
aZk:l(xk - xk) iz(ﬁ, X dy
5 = (=) =0
da;; — da;;
m . m .
NI r i)
Zxkxkyk = Zxkxkyk
k=1 k=1
m . m .
i) _ ’ il
Z(aoo + 10Xk + Ao Vi o)XY = Zxkxkyk
k=1 k=1
m . m . m . m .
i..] i+1,,] i Jt1 _ |
oo Zxkyk‘*'am Zxk Vit aos Zxkyk T = Zxkxkyk
k=1 k=1 k=1 k=1

Egy linearis egyenletrendszert kaptunk a;;-re, hiszen i és j barmilyen
értéket folvehet. A megoldando egyenletrendszer matrix alakja:

mo Y X YV LXp LXVk - LV oo Y x;
Y Xxp Yxawe Lxg Lxive - Lxvr || ase Y XX
YUk LXkVk LVp XXV Lxe - L |40 Y XYk
Yxp Yx) Yxjye Lxi Lgwe - Lyl |4k |=| Lt

n+1

Y Xk LXRVk LXKVE LWk LXVp o Ly | @an || E XX

Yyp Loyd Lyt Loy Zayy™ o Lyt Naen) U Ly

a;j helyére b;;-t és x; helyére y;-t irva irva, a b;;-k segitségével felirt 9;
kifejezésekkel az y koordinata értékei ugyanigy becsulheték. Ez a modszer
kissé javitja az elérhetd pontossagot, azonban a kil6go, hibas értékek esetén
a transzformacié pontossaga nagy mértékben romlik.

Bar gyakran pontosabb a paraméteres transzformacioknal, a térinfor-
matikai rendszerek altalaban vetiiletek kozott nem, hanem kizardlag a
georeferalas soran tamogatjak az illesztépontos transzformaciokat, amelyet
jellemzden az itt ismertetett legkisebb négyzetek modszerével implemental-
nak, pedig a linearisnal magasabb fokszamoknak els6sorban épp kulonbozé
vetiiletek kozotti atszamitasnal lenne értelme.
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A. fuggelék

Gyakorlati feladatok megoldasai

1. gyakorlat Kozépiskolas matematika

A térkép méretaranya 1 : 10000, a libeg6 hossza rajta 102 mm, az alsé
allomas 225 m, a fels6 485 m magasan talalhat6. Milyen meredek a palya?
Milyen hosszu a libeg6?

l=1020m; Ah=260m, tga = ATh; a=14,3°;s=VA’h+1> =1053 m

A figurans ferde tavolsaga (s) 26 m, a magassagkulonbség () 10 m. Meny-
nyi a vizszintes tavolsag? Milyen meredek a lejt§?

I=Vs>—h> =24m;sina=%; a =22,62°

s

Milyen messze van egymastdl a Kékes (¢, = 47°51; A, = 20°) és a Krivan
(¢> =49°10"; A, =20°)? .
R=6371km; 9 =¢, - @, =1°19' =0,0229802; s = RS = 146,407 km

On a tengerben uszik. Felttinik egy h = 4 m magas yacht arbocanak a
csucsa. Mennyit kell Gszni, hogy elérje?
cosd = %; ¥ =0,064204°;5 =R =7139,18 m

2. gyakorlat Kozépiskolas matematika
(folytatas)

Osszelatszik-e a Kékes és a Krivan? (Adatok az el6z8 gyakorlatnal.)
Magassagok: h; = 1014 m; h, = 2494 m.

d?> = (R+h,)>+(R+h,)>—2(R+h,)(R+h,)cos¥;d = 146451 m; :1125 = R;hl ;
€ =288,7627°; sine = lifhh ; h =1007,89 m. Mivel van ennél magasabb hegy
a két cstics kozott, nem latszanak Ossze.

Egy haromszog csticsanak térbeli derékszogli koordinatai: A(5;13;1);
B(1,1,-5); C(3;7;—8). Mekkorak az oldalai, szogei és a teriilete?
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A. Guyakorlati feladatok megolddsai

— — —
AB = (—4;-12;-6); AC = (-2;-6;—9); BC =(2;6;-3); AB =14, AC =
——
=11; BC=7; ABAC =|AB||AC|cosa; @ =29,53° B = 50,75°; ¥ = 99,72°;
s=16; T =+/s(s—a)(s—b)(s—c) = 37,95

3. gyakorlat Foktrapéz; Sikkoordinatak

Colorado allamot az é. sz. 37°-41° és ny. h. 25°-32° fokhalézati vonalak
hataroljak (Washingtoni kezdémeridian). A Wikipédia szerint az allam
terliete 269837 km?. Ellendrizziik az allitast!

A =|R*(sing, —sin @, )(A, - A,)| = 268994 km?

Adottak a polgari koordinatak (Y = -1135,40; X =+1359,93), mennyi a
katonai koordinata? (Az eltolas soo km, tengelyek ellenkez iranyban.)

Yiar = 501135,40; Xgar = 498640,07

Y E-ra, X K-re mutat, w déli iranytol nézve keletre pozitiv. Mennyi a
polarkoordinatéaja a (—5;—8) pontnak?

0=VX>+Y?=09,4340; 360°-w = aré‘tg%; w = 328°

Y délre, X keletre pozitiv, w déltdl keletre novekszik. p = 2; w = 28°.
Mennyi a derékszogt koordinata?

X =psinw =0,9389; Y = pcosw =1,7659

Tajfutd térkép also sarka (Y, = 651000;X, = 236500). Budapes$ten a
maégneses deklinacid 6 = 4°56’ keletre. Hova rajzoljam a térképen az Y =
=651058; X =236623 pontot?

)y V' _v_v . (X"Y_{( cosd sind \( X"\ _ (127,532
X' =X XO’Y =Y YO'(Y”)_(—sinécosé)(y’)_(47,208)

4. gyakorlat Ivhosszak a goémbon

Rejkavik koordinatai é. sz. 64°9”; ny. h. 21°53 . Milyen hosszu utat te-
sziink meg Budapestig (é. sz. 47°30"; k. h. 19°2”) ortodréma mentén ? Milyen
iranyben induljunk?

cos %o = sin g, sin @, + cos @, cos P, cosA); s = 3070,419 km; Sha —

Cos @,

_ _sinAA : — i s° i s° . Qi o
= Sin(y/R)F Vagy sin@, =sing@, cos +cos@;sing cosa; Szinuszt. 72,6821°,
koszinuszt. 107,3178°! Oka: sina = sin(180°—a); cosa = cos(360°—a). A

koszinusztétel adott most helyes megoldast.

Es loxodréméan haladva?
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A. Guyakorlati feladatok megolddsai

B Al S o B
tga = g5 a2 - NG5 9.72) a =126,4471° (Ne feledjuk, tga = tg(a+

+180°)!); s = RA—(P =13116,407 km

cosa

5. gyakorlat Ellipszoidi geometria

Bessel: a =6377397,155 m; f =1/299,1528128. b =7?; ¢* =?
b=a-af =6356078,963 m; e’ =2f — f =0,006674372231

IUGG 67:a=6378160 m; e* = 0,00669460532857. b =?; f =2

b=ya’(1-¢€*)=6356774,516 m; f =1—V1—e>=1/298,247167427

WGS 84: a = 6378137; € = 0,00669437999014; Mennyi a @, = —22°
parallel hosszaa A, =20° és A, = 21° kozott?
N(®P,)=6381135 m; p=N(D,)cosDP,AA =103262 m.

Milyen hosszt a A, meridian @, és @, = —18°19” kozott?
M([®, + D,])/2) = 6343122 m; m = [;> M(D)dD ~ M([D, + D,]/2)Ad =
= 407776 m. (A pontossag +10 m.)

6. gyakorlat (Kis ZH utan) Geodéziai
alapfeladatok

Y4 =658031,81; X4 =247985,58; tap = 859,26; a5 = 267°12'49”; Yz =
=7 Xp =2
Yp =Y +tapsinosp = 657173,57; Xp = X4 +1ApCcOSOap = 247943,81

7. gyakorlat Geodéziai alapfeladatok (folytatas)

Y4 = 658310,44; X4 = 248489,88; Yg = 658077,70; Xp = 247431,38;

tap =23 0ap ="
tap = VA’X + A’Y =1083,79; d5 = aré‘[gﬁ—}g =192°24'3"

Kékes é. sz. 47°52"20,57”; k. h. 0°57'55,56"; Csdvanyos s = 80446,07 m;
a=2768"14"; pp=7; Ag=?
@p = arcsin(sin @, cos % + cos @y sin Fcosa) = 47°56'41,01”; Ag = Ay +

sinasin(s/R) _ og/ ”
T(PB) =-0°6 30,46

8. gyakorlat Sztereografikus vetiilet

+ arcsin

Bessel (HD1863): @ = 46°35'26,29”; A = 25°4'34,42"; Szamitandd
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A. Guyakorlati feladatok megolddsai

a marosvasarhelyi katonai sztereografikus: Yy, = 652388,71; Xypy =
=604545,34

9. gyakorlat Hengervetiletek

HER: Y = -160308,11, X = 34593,11; Szamitandé a Bessel (HD1909):
D = 48°232,60”; A =21°12"59,01”
10. gyakorlat EQV

EOV: Y = 699204,13, X = 174000,22; Szamitandé a HDy2: @ =
=46°54'31,24"; A=19°41"40,07”
11. gyakorlat MGRS; Linearis transzformacié

Rajkai zsilip MGRS: 33UXP652200 Szamitand6 az UTM: 33U 665279
5320071

Kocka biufé UTM: 34T 353730 529643 Szamitandé az MGRS:
34TCT5373059643

Pont Yyrms, Xurmss Yeov  Xgov

1 457278 15167360 756698 146960

2 320374 5202981 618925 179170 Yeov 732113, Xpov =
3 517292 5359841 811911 340954

4 434124 5224960 Szamitando

~ 203988; A becslés hibaja kb. 10 m.

12. gyakorlat Nagy ZH
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B. figgelék

Magyarorszagi vetuletek képletei

Szogtarto gombvetiilet

Direkt:
=2arétg|xt ( + )(1—esmCD) °
¢ = & g (45" 1+ esin @ 90

=n(A=A,)

Inverz (itt @ kezdo6értéke ¢):

tg(45°+2)

" =2arflg | ——— —90°
(1—esinf17’)7
1+esin @’
A
A=A+ —
n

Fokhalozat-elforgatas
Segédpdlus ismert:
sin@” = sin @ sin @, + cos ¢ cos @, cos(A — A,)
—sin(A—A,)
COS @, tg @ —sin @, cos(A — A,)

*

tgA” =

. . % . * *
sin @ = sin @”sin @, + cos ¢~ cos @, cos A

tg(/\ - /\o) =

—sinA*

Cos P, tg @™ —sin @, cos A*
Segédegyenlits és segéd-kezdémeridian metszéspontja ismert:

sin @* = sin ¢ cos @y — cos @ sin @y cos(A — Ay)
sin(/\ - /\k)

tgA" =
5 sin @y tg @ + cos @i cos(A — Ay)

sin @ = sin @* cos @y + cos @* sin @y cos A*
sin A”

tg(A—Ag) =
8l 2 cos @y cos A" —sin @ tg ¢*
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B.1. tablazat. Szogtarto gombvetiilet konstansai

Jeloleés

Régi gombvetiilet

Uj gombvetiilet

Alapfelulet
Képfelulet
Félnagytengely
Félkistengely

Elsé numerikus excentricitas

Gauss-gomb sugara

Hossztart6 szélesség
Hossztarto szélesség

Kezddéhosszusag Ferrotol
Kezd8hosszusag Greenwichtdl

=

o

>>-@3@3wa [N

o

BesseL-ellipszoid
Régi Gauss-gomb
6377397,155 m
6356 078,963 m
0,081 696 683 121 57
6378 512,966 m
1,003 016 135133
1,000751 489 594
46°32'43,41041”
46°30’
36°42'53,5733"
19°3'7,5533"

IUGG1967-ellipszoid
Uj Gauss-gomb

6378 160 m
6356774,516 m
0,081 820567 9407
6379 743,001 m
1,003 110007 693
1,000719 704 936
47°10

47°7'20,057 80"

19°2'54,8584"

12101d2y 23911390 18V251040AZVN g



ITI

B.2. tablazat. Fokhalozat-elforgatdsok

Jelolés Budapest Marosvh. HER HKR HDR EOV
Ellipszoidi szélesség D,/ Oy  47°29’ 46°33’ 48°42’ 47°8’ 45°34’ 47°8’
9,6380”  6,4273”  56,3180" 46,7267" 36,5869” 39,8147"
Ellipszoidi hossztséag Ayl Ay 36°42’ 42°3’ 36°42’ 36°42’ 36°42’ 19°2’
(Ferr6tol, EOV  esetén 53,5733" 20,9550”  53,5733” 53,5733" 53,5733 54,8584"
Greenwichtdl)
Gauss-gombi szélesség ¢, / @ 47°26 46°30’ 48°40"2”  47°6 45°31'59"  47°6
21,1372"”  22,9804"
Gauss-gombi hosszasag A,/ Ay ©o° +5°20 0° 0° 0° o°
(Gellérthegytdl) 41,8290"

1270]d2y yoja1n390 1302S4040AZVN g



B. Magyarorszdgi vetiiletek képletei

Sztereografikus vetiilet
Egyenlete (8" = 90° — ¢):
B
2

‘o i
B =2arltg R

0 = 2Rtg

Polarkoordinatak és polgari rendszer atszamitas:

Y =psinA*
X =—pcos A’
0=V

Y
tgl = —

Kozvetlen oda-vissza képletek:

sin(A — A,)cos @

1 +sin@sin @, + cos @ cos @, cos(A — A,)
sin ¢ cos @, — cos @ sin @, cos(A — A,)
1 +sin@sin @, + cos @ cos @, cos(A —A,)

Rsingy(1 —t)— X cos g,
R(1+1)
-Y

A =arctg Rcos @, (1 —t)+ Xsin ¢, o

Y =-2R

X =-2R

@ = arcsin

ahol

B X?+Y?
==

Katonai koordinata-rendszerek:

XKAT:C_X
YKAT:C_Y

Ivanicsi rendszer esetén a polgari (és emiatt az eltolassal kapott katonai)
koordinatak vetiletnélkiili rendszerben vannak, ezért szabatosan nem sza-
mithatok, a CassiNni—SoLpNER-vetulettel becstilhet8k. Ezzel a rendszerrel
csak az egykori Horvat-Szlavonorszagban talalkozunk.
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B. Magyarorszdgi vetiiletek képletei

Szogtarto hengervetiilet
Egyenletei:

Y =cRA +Y,
_ o, ¥
X =cRIntg|45°+ 5y + Xo
Kozvetlen oda-vissza képletek:
sin(/\ - /\k)
tg ¢ sin @y + cos @i cos(A — Ay)
cR n 1t sin ¢ cos @y — cos @ sin @ cos(A — Ay)
2 1-Sin@cos @i+ cos@sin @y cos(A— Ag)

. |(t—1)cos 2sin t
@ = arcsin ( ) <05 ¢ + Pk >
1+t 1+t 1+2
=
A =arltg
(1 —t)sin @y +2cos Px/ ==

ahol

Y = cRarctg

+Y,

X =

+ X,

+/\k

B.3. tablazat. Katonai koordinadtdk eltoldsa

Jelolés Budapest Marosvasarhely Ivanics

C 500000 m 600000 M 400000 M

B.4. tablazat. Hengervetiiletek konstansai

Jelolés HER/HKR/HDR EOV

¢ —1 0,999 93
Xo om 200 000 M
Y, om 650 000 m
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C. fuggelék

Fontosabb matematikai
Osszefuggések

Alabb kovetkezik néhany olyan képlet, amelyeket a jegyzetben talal-
hato levezetések soran folhasznalhatunk. Az azonossagok itt a teljesség
igénye nélkul szerepelnek, els6sorban a térképészek szamara fontosabb

atalakitasok kaptak helyet.

Trigonometrikus azonossagok

sin(—a) = —sina
cos(—a) = cosa
sin(9o° — &) = cosa
cos(9o® —a) =sina
sin(180°—a) =sina
cos(360°—a) = cosa
sina

tga =
847 cosa
tg(180°+ ) =tga
1 cosa

Q&ga=—=
8¢ tga sina

tg(go®—a) = Gga
sina +cos*a =1

tg’a+1=

5 cos® a

1

1+&g”a=——

sin® a
sin(a + ) = sina cos f £ cosasin 8
. . (a «a .a o«
sina =sin[ —+ — | =2sin —cos —
2 2 2 2

cos(a ) = cosa cos f Fsinasin
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C. Fontosabb matematikai dsszefiiggések

a o« ,a .,
cosa =cos|—+ — | =cos®> — —sin® —
2 2 2 2
,
14 Ccosa =2cos> —
2
. 2a
1—cosa =2sin” —
Py
na a 2a a
_ <2s1n2cosz)/cos 3 2tg 2
sina = = P
(cos2g+sng)/cos2g 1+tg” 3
2 2 2
2&_ : 22 22 2 a
(cos ~ —sin 2)/cos > 1-tg?4
cosa = >
(coszﬁ—i-sng)/cos22 1+tg" 3
2 2 2
Logaritmus azonossagok
elna:a
1
—lna=1n—-

a
Ina+Inb =In(ab)

a
Ina-Inb=In-
na-—In nb
clna =1na

%lna =InVa

1+X

1
arthx=—1n
2 1-—x

arthsina =1n tg(45° + g)
2

a
—arthcosa =Intg —
2

Fuggvények derivaltja és primitiv fiiggvénye

Az alabbi tablazatatot ugy kell hasznalni, hogy a bal oldali fiiggvény jobb
parja a derivaltja, a jobb oldali figgvény bal parja a hatarozatlan integralja
az x valtozo szerint. Az integralast kovetSen egy konstanst hozza kell adni
az eredményhez!

d — — |dx
dx
0
X 1
cx c
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C. Fontosabb matematikai dsszefiiggések

x® axdt
a+1
X
xO(
a+1

%
£~

e’ e*
1
Inx —
X
sinx cosx
COS X —sinx
. 1
X
& cos? x
& 1
X - —
& sin® x
Intg > !
ntg — "
& 2 sinx
X 1
Int ( °+ —)
8|45 2 CcOoSX
) 1
arcsin x
1—x2
1
arccos x -
1—-x2°
a 1
ar&tex
& 1+ x>
1
arshx
Vi1+x?
1
archx
X% -1
1
arthx >
1—x
Osszetett fiiggvények derivaltja
difro=Y
J— c)= —
dx dx
d d f
—cC
dx dx

d df dg
d_x(fig) dx ~ dx

fg dfg f

116



C. Fontosabb matematikai dsszefiiggések

df_de-fd
dxg ~ ¢
df
S Alet = Listol o
df _dfdy
dx ~ dydx
dpn_ 1 &
A G

Osszetett fiiggvények primitiv fiiggvénye
Az alabbi képletekben F primitiv fiiggvénye f-nek:

fcfdx = cffdx
Jf+gdx dex+fgdx

Jf(ax +b)dx = —F(ax +b)+

e

dx dx=Inf+c

f
af
jl ixf2 dx =ar&lgf +c
df
dx=arthf +¢
|77 d

[ rsangE ax=Flgeor+

_ dg
Jagdx—fg—Jfadx

Szeparabilis differencialegyenlet megoldasa
Ha:

g(f)h(x )dx 1

Jstrras = [figaxee
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D. fUggelék

Szogkoszinusztétel és masodik
alapforma

Ebben a fuggelékben a IV.1. fejezetben bizonyitas nélkil kozolt gomb-
haromszogtani tételek egy lehetséges levezetése olvashat6 az érdekl6ddk
szamara. Ezeknek targyalasara a torzsanyagban azért nem kerult sor, mert
ritkan van rajuk sziikség, azonban levezetésiik hozzajarul a gombi geomet-
ria mélyebb megértéséhez.

Jelolje a gomb kozéppontjabodl az ABC gombharomszog cstcsaiba mutato
vektorokat X; §; Cl Legyen X* a B x C vektoridlis szorzat iranyaba mutat6
egységvektor; azaz a gombharomszog a oldalat tartalmaz6 sikra a gomb
kozéppontjan at emeljink mer&legest, és annak a gombbel val6 két metszés-
pontja kozul az legyen az A* pont, amelyik az A-hoz kozelebb esik! Hasonlo
szerkesztéssel jeloljik ki a B* és C* pontokat is! Az A*B*C* gombharomszo-
get az ABC haromszog poldris gombhdromszogének nevezzik (D.1. abra).

D.1. abra. Poldris gombhdromszog

Definici6 szerint B* merdleges a b oldal sikjara, azaz az A és C vektorok-
— —
ra is, tovabba C* merGleges a c oldal sikjara, vagyis az A és B vektorokra.
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D. Szogkoszinusztétel és masodik alapforma

Ebbdl kovetkezik, hogy A mind 1?* -ra, mind 6 *-ra merdleges, azaz A meré-
leges az utobbi kettd altal kifeszitett, a* oldalt tartalmazé sikra. Hasonléan

mutathaté be B és b*, valamint C és ¢’ merdlegessége is. Belattuk tehat,
hogy az A*B*C* haromszog polaris gombharomszoge éppen az eredeti ABC
haromszog.

D.2. abra. Az a sz0g poldrisa

A D.2. dbran a gombot ugy forgattuk el, hogy éppen az A cstcs legyen ve-
liink szemben. Mivel A mer6leges az a” oldal sikjara, ezért nézépontunkbol
az a” oldal éppen a gomb képének keriiletén latszik. Az abran a b oldal sikja
és B* kozotti kék, valamint a ¢ oldal sikja és C* kozotti zold szogek definici6
szerint derékszogek, azonban egymast atfedik a két oldal sikja kozti a szog-
tartomanyban. Kovetkezik, hogy az a* oldalhoz tartozé kozépponti szog a
két derékszognél (180°) éppen a-val kevesebb. Ebbdl a + a* = 180° adddik.
Hasonl6 érveléssel f+b* és y +¢* is 180°. Mivel a polaris gombharomszog
polarisa az eredeti gombharomszog, ezért a* +a, f*+ b és y* + ¢ szintén

180°-nak adddik.
frjuk fol a IV.1. fejezetben bizonyitott oldal-koszinusztételt a polaris

gombharomszogre!
cosc” =cosa’cosb* +sina’sinb*cos y”

Az eredeti és a polaris gombharomszog megfelel6 oldalai és szogei egy-
mast 180°-ra egészitik ki, azaz a* = 180° -, a* = 180°—a, b" = 180° — B §tb.
Ezt behelyettesitve:

cos(180° —y) = cos(180° — ) cos(180° — ) +
+sin(180° — a)sin(180° — B) cos(180° — ¢)
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D. Szogkoszinusztétel és masodik alapforma

Ismeretes, hogy sin(180°—9) = sin 9 és cos(180° — o) = —cos 0. Ebb4l:
—cosy = (—cosa)(—cos ) +sinasin f(—cosc)
COosy = —cosacosf}+sinasinffcosc
Azaz a gombhdromszogtani szogkoszinusztétel valodisagarol meggy6z6d-
hettiink.
A IV.1. fejezetben bemutatott szinusztételbdl:
sinc _ sina
siny sina
sinasiny

sinc = -
sin «

Az oldal-koszinusztételt a ¢ és az a oldalakra is folirjuk:
cosc =cosacosb +sinasinbcosy
cosa =cosbcosc+sinbsinccosa

A szines szogfliggvényekre alkalmazva az el6bb folirt szinusztételt, illetve
oldal-koszinusztételt:
sinbsinasiny cosa

cosa = cosb(cosacosb +sinasinbcosy) + -
Sin«

A harmadik oldal kiesett az egyenletbdl. A cosa-t tartalmazoé tagokat egy
oldalra rendezve, majd sinasin b-vel atosztva:

sina
cosa(1 —cos®b) = sinasinb(cosbcos y +siny &g a)

> L . _cosa
cosa = cosacos” b +sinasinb(cosbcosy +siny

cosasin®b b &
Sinasing ~ cosbeosy +sinyctga
&gasinb = cosbcosy +siny &ga

Ezzel megkaptuk a keresett mdsodik alapformat, amely két oldal és két
sz0g kozott teremt Osszefliggést.

Megjegyezziik, hogy a bal oldalon szerepld két haromszogoldal eltérd
kivalasztasaval vagy sorrendjik folcserélésével és a jobb oldali kifejezés
megfeleld atirasaval az egyenletnek 0sszesen hat kulonbozé alakja 1étezik.

Az egyenletbdl kozvetleniil csak az a oldal és az a szog fejezhet6 ki. Ha a
b oldalra vagy a y szogre lenne sziikségiink, a sind = 2tg(6/2)/[1 +tg>(8/2)]
és a coso = [1 —tg>(8/2)]/[1 + tg>(0/2)] helyettesitéssel (6 helyére a kere-
sett b oldalt vagy v szoget irva) atrendezést kovetSen tg(b/2)-ben, illetve
tg(y/2)-ben masodfoku egyenletet kapunk. Ennek jellemz&en két megolda-
sa van, de van, hogy csak egy megoldast ad vagy nincs megoldas. Ez utobbi
esetben az adott oldalakkal és szogekkel rendelkezé gombharomszog nem
létezik.
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E. fliggelék

Borkowski-képlet a szélesség
szamitasara
Az V.3. fejezetben levezettik, hogy:

2= [—W—ezN(@)}sin@

cos @

Ebbdl szeretnénk a foldrajzi szélességet kifejezni. E16szor vegyuk észre,

hogy:
1 sin®®@+cos’®@  sin’®  cos’P |,
cos’ @ cos®> @ "o d cord 8 b1

Az eredeti képletbe helyettesitsuk be a harantgorbiileti sugar képletét,
majd kezdunk el atrendezgetni! Az egyszertiség kedvéért alkalmazzuk az
r = +/x* +p? jelolést! Az atalakitas lényege, hogy a gyokjelet eltintetjiik
ugy, hogy egy oldalra rendezziik, majd négyzetre emeliink; a torteket a ne-
vezbkkel folszorozva tlintetjik el, majd cos* @-vel végigosztva mindenbdl
tangenst csinalunk.

2

z r ae
sin®  cos®@ /{1 _p25in2 @
a’et r? rz z?

" = -2 ; + —
1—e%sin’®  cos®> D cosDsin®  sin* @
a’etcos® @sin® @ =r?sin” @ —r?e?sint @ —2rzcos P sin @ +

+2rze*sin3 @ cos O + z% cos®> @ — z%e? sin® @ cos® @

, ,Sin” @ sin®®@ | sint @ sin @
aet———=r —-r’e —-2rz +
cos®> @ cos* @ cos* @ cos3 @
,sin3 @ z? , ,Sin* @
+2rze +——-2% .
cos3®  cos® D cos> @

a’ettg® @ =r’tg’ (1 +tg”> @) —r’e’tg* @ —2rztg P (1 +tg* P) +
+2rze’tgd @ +22(1 +tg> @) —z?e* tg”> @
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E. Borkowskr-képlet a szélesség szamitdsdra

[(1—e)r?|tg* D+ [(e* — 1)2rz]tg3 D +
+[r*+z%(1-¢)—a*et]tg® O + [—2rz]tgP +2z°> =0

Ha bevezetjuk a t = tg @ valtozot, akkor a fenti egyenlet szogletes za-
rojeleiben 1évé kifejezéseket az abécé nagybetiiivel jelolve a kovetkezd
negyedfoku egyenletet kapjuk az ismeretlen t-re:

At*+Bt3+Ct?*+Dt+E =0

A negyedfoku egyenlet megoldasat FErrari-képletnek nevezziik. El8szor
vezessunk be egy Uj u =t + B/4A valtozét a t = u — B/4A helyettesitéssel!
Behelyettesités utan az egyenletet A-val végigosztva, a zardjeleket kifejtve
és u azonos kitevéit 6sszegyijtve a harmadfoku tag kiesik:

u* + _3B2+Cu2+ B BC+Du+ _3B4+B2C—BD+£ =o
256A%  16A3 4A> Al

8A> T A 8A3 24> A
A zardjeles egyutthatokat gorog bettikkel jelolve:
ut+au+pu+y=o

Barmilyen v-re igaz az hogy:

a 2 a?
(u2+—+v) =2vu®>—pu+vi+av+—-—y
2 4

Ezt 4gy ellendrizhetjiik, ha a fonti zardjelet kibontjuk és a tagokat egy
oldalra rendezziik, akkor v kiesik és az el6z6 egyenletet kapjuk vissza. A
jobb oldalt tovabb alakitva:

/52 a2

> 2
(u2+g+v) :(\/Eu— P )——+v2+av+——7/

2 24/2v 8v 4

Mivel a fenti egyenlet barmilyen v-re igaz, valasszuk ki azt a v-t, ame-
lyikre a z6ld kifejezés éppen nulla. Ekkor a voros kifejezést V-vel, a kéket
K-val jeldlve V2 = K?, vagyis V> - K? = o, tehat (V + K)(V —K) = 0, azaz a
kovetkezd szorzat értéke nulla:

o o
(u2+—+v+ 20U — P )(u2+—+v—\/2vu+ P =0
2 2

24V2v 2V2v

A fonti szorzat azonban csak akkor lehet nulla, ha legalabb az egyik
tényezGje nulla. Ebbdl két, u-ban masodfoku egyenletet kapunk, melynek
két-két megoldasa lesz a hianyos negyedfoku egyenlet négy megoldasa.
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E. Borkowskr-képlet a szélesség szamitdsdra

Ekkor a definici6 alapjan u négy gyokébdl t-re is kapunk négy megoldast,
tehat a negyedfoku egyenletet megoldottuk. Azaz megoldottuk volna, ha
tudnank, mennyinek is valasztottuk a v-t. A feltétel az volt, hogy a fonti
zold kifejezés legyen nulla. Akkor a zold kifejezés v-vel szorozva is nulla:

a2 ﬁ2
3 2 (2 _ _P
v +av +(4 y)v g =©
Harmadfoku egyenletet kaptunk, amelyet CaArpanO képletével kell meg-
oldanunk. Vezessiik be a w = v — (a?/4 + y)/3 segédvaltozot, vagyis helyet-
tesitsitk be ezt: v = w+ (a®/4 + y)/3. Ekkor a zarojeleket kifejtve és a w-ben
azonos fokszamu tagokat 0sszegytjtve a masodfoku tag kiesik:

az

ﬁ2“(77)+2a3}20

2

; [oﬂ a]
w+|—-y-—|w+|-—=
4 3 8 3 27

Azaz elbetlizve a konstans egyutthatokat:

w3+Pw+Q=o0
Legyen w = W + Z! Ekkor kifejtve a zardjeleket:
W3+Z3+(3WZ+P)(W+Z)+Q=o0

Mivel W és Z kozul az egyiket szabadon megvalaszthatom, legyen 3WZ +
+ P = o! Ekkor a fonti egyenletbdl és a feltételunkbdl (mindent kobre
emelve) két egyenlethez jutunk:
W3+2Z3=-Q
W3Z3 =-P3/27
A fenti egyenletekbdl a Viete-formulak miatt az kovetkezik, hogy W3 és
Z3 a kovetkezd s-ben masodfoku egyenlet két megoldasa:
p3
s?+Qs——=o0
27
A masodfoku egyenletet megoldva:

2 3
T T
’ 2 4 27

Azaz, mivelhogy w = W + Z, megkaptuk a hidnyos harmadfoku egyenlet
egyik gyoket:

2 P3 2 P3
“”4_& Q_+_+i_9_ o »
2 4 27 2 4 27

A lineéris helyettesitésuinkkel igy visszakapjuk az eredeti harmadfo-
ki egyenlet v megoldasat, amelybdl mar ismerjuk a hianyos negyedfoka
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E. Borkowskr-képlet a szélesség szamitdsdra

egyenletbdl levezetett két masodfokt egyenletben szerepls v-t is. Igy mar
a negyedfoku egyenletre is van négy u megoldasom, amelybdl az eredeti
negyedfoku egyenlet t-jére is kaptunk megoldast. Ez a foldrajzi szélesség
tangense, amelyet az V.3. fejezetben talalhat6 képletekbe visszahelyette-
sitve még az ellipszoid folotti magassagot is visszakaphatjuk. Gondoljunk
bele, hogy ez a hatalmas szamitas§tomeg minden masodpercben lezajlik
abban kis telefonba épitett GPS-chipben is!

Borkowskr valojaban nem teljesen a font felvazolt Gton jutott el a ne-
gyedfoku egyenletig. A kérdés még a mai napig aktiv kutatasi teriilet, hogy
hogyan lehet olyan negyedfokt egyenletet kapni, amely numerikusan §tabil
képletekre vezet.
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