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Legyen Q az algebrai szamok teste és Gy := Aut(Q) = Gal(Q/Q).

@ Inverz Galois-probléma: Minden véges csoport elsall Gg
faktorcsoportjaként?

Kitilintetett elemek:

@ - komplex konjugalas

e p-Frobenius: Frob,(x) = x? (mod p) — nem egyértelmii
Qp=1{>," yanp" | ane{0,....,p—1}}: p-adikus szamok teste;
rogzitett Q — Q, ~ Gg, — Gg, konjugaltsag erejéig egyértelmii

1—lg, = Gg, = Gp, — 1
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Analitikus folytatas ebben az esetben: Taniyama—Shimura—Weil
sejtés (Wiles és Taylor (1993) tétele).
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Hol van itt a Galois-reprezentaci6?

Tegyiik fol, hogy pt m és E[m] € E(Q) az m-edrendii pontok E-n,
azaz E[m| = 7Z/(m) x 7Z/(m). Ekkor
Néron—-Ogg—Safarevics kritérium

E sima modulo p < p nem agazik el a Q(E[m])-ben < Ig,
trividlisan hat E[m]-en
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o Itt £[m]-en hat G, azaz ez egy mod m Galois-reprezentacid!

® Pe,(T) mod m a Frob, karakterisztikus polinomja E[m]-en
~ ap (mod m).

e m=1/{"n— 00~ ap. Ty(E): lim E[¢"] az (-adikus

Tate-modulus (~ pe ¢ Gg — GL2(Qy) reprezentacio)
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Mely reprezentacidk jonnek geometriabol?

Fontaine-Mazur sejtés (1995)

Egy p: Go — GL,(Qy) irred. /-adikus Galois-reprezentaci6 akkor és
csak akkor jon geometriabdl, ha a kovetkezd két feltétel teljesiil:

(i) p elagazasmentes (azaz p(/,) = {1}) véges sok kivétellel
minden p primre.

(i) p de Rham a p = / primnél.
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Kisin) a p-adikus Langlands-megfeleltetés alkalmazasaként.
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Mely reprezentacidk jonnek geometriabol?

Fontaine-Mazur sejtés (1995)
Egy p: Go — GL,(Qy) irred. /-adikus Galois-reprezentaci6 akkor és
csak akkor jon geometriabdl, ha a kovetkezd két feltétel teljesiil:

(i) p elagazasmentes (azaz p(/,) = {1}) véges sok kivétellel
minden p primre.

(i) p de Rham a p = / primnél.

A “csak akkor" része a fenti sejtésnek ismert: (/)-et Grothendieck
bizonyitotta; (ii)-es allitast (“p-adikus de Rham 6sszehasonlitasi
izomorfizmus") el6szor Faltings, majd Tsuji igazolta (1980-as évek
vége), 0j bizonyitasok: Beilinson (dsszefoglalé cikk Szamuely-Z) és
Scholze. Nehéz irany: n = 2-re lényegében ismert (Emerton,
Kisin) a p-adikus Langlands-megfeleltetés alkalmazasaként. Jobban
meg kell érteniink az ¢ = p esetet!
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Galois-reprezentaciok p karakterisztikaban

Legyen £ egy tokéletes p-karakterisztikaja test és V egy [, folott
végesdimenzids reprezentacidja Gg := Gal(E/E)-nek. Hilbert 90-es
tétele miatt V-t trivializalhatjuk E folétt, azaz

- *dim“sp |4

Eop, V=E ~F @ (E @y, V)

mint Gg-reprezentacidk. Specialisan D(V/) := (E ®F, V) Ce
dimenziéja E folott dimp, V.
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Legyen £ egy tokéletes p-karakterisztikaja test és V egy [, folott
végesdimenzids reprezentacidja Gg := Gal(E/E)-nek. Hilbert 90-es
tétele miatt V-t trivializalhatjuk E folétt, azaz
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mint Gg-reprezentacidk. Specialisan D(V/) := (E ®F, V) Ce
dimenziéja E folott dimp, V.
Fontos 0] jelenség: V-t rekonstrualhatjuk D(V/)-bél!

Extra struktara: p-karakterisztikaban a Frob: E %E Frobenius
fixteste IF,. Legyen o := Frob, @idy: E @p, V — E @p, V, igy
V = (E®e D(V))/’c:'d Tehat a V reprezentaciot lecseréltiik egy
darab dimp, V' x dimp, V-es E egyiitthatés matrixral
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Definicié

Legyen K egy test, ami teljes egy nemarkhimédeszi nemdiszkrét
|- |: K — R~? abszolutértékre nézve. Azt mondjuk, hogy K

perfektoid, ha a Frob,: Ok /(p) — Ok/(p) p-Frobenius leképezés
sziirjektiv.
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Hogyan valtunk at O-karakterisztikara p-rél?

Scholze billentési (tilting) ekvivalencigjaval!

Definicié

Legyen K egy test, ami teljes egy nemarkhimédeszi nemdiszkrét
|- |: K — R~? abszolutértékre nézve. Azt mondjuk, hogy K

perfektoid, ha a Frob,: Ok /(p) — Ok/(p) p-Frobenius leképezés
sziirjektiv.

Pl: C,, @p(ﬂ‘p ), Qp(p (p'/P™ ), Fo((T1/P), de Qp nem (mert az
értékelés diszkrét!). Legyen K egy perfektoid test. A

Kb .= Frac(Oy. ) p-karakterisztikaja perfektoid test a K
billentettjének (tilt) nevezziik, ahol
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A billentési ekvivalencia

Tétel (Scholze)

Legyen K egy perfektoid test. Ekkor a b: L — L” funktor egy
kategériaekvivalenciat létesit K perfektoid testbévitései, ill. K°
perfektoid testbdvitései kozott. Tovabba ha L/K véges szeparabilis,
akkor L perfektoid (az “almost purity” bébi esete).
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A billentési ekvivalencia

Tétel (Scholze)

Legyen K egy perfektoid test. Ekkor a b: L — L” funktor egy
kategériaekvivalenciat létesit K perfektoid testbévitései, ill. K°
perfektoid testbdvitései kozott. Tovabba ha L/K véges szeparabilis,
akkor L perfektoid (az “almost purity” bébi esete).

V.

Kovetkezmény

Ekkor Gk = G, és ha K a Q, egy Galois-bévitésének a telitettje,
akkor Gal(K/Q,) < Aut(K”).

Pl. K = Qp/(;;c), akkor K’ = Fpﬁperf, s6t,

Xecyc
Gk = Gyo = Gi (7). It T := Gal(K/Q,) = ZX és
WT) =1+ Tee) —1 (yer).
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p-adikus Galois reprezentaciok és (¢, I[')-modulusok

Legyen K egy (0-karakterisztikaja) perfektoid test

{Gk mod p rep} <> {G,, mod p rep} <> {p-modulusok /K”}
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Legyen K egy (0-karakterisztikaja) perfektoid test
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Witt vektorokat véve és p-t invertalva

{Gx p-adikus rep} » {Gy» p-adikus rep} < {p-mod /W(K®)[p~!]}
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Hat Gg, reprezentacidi?



(. I')-modulusok p-adikus Galois-reprezentacidk 2021. janius 11. 9 /13

p-adikus Galois reprezentaciok és (¢, I[')-modulusok

Legyen K egy (0-karakterisztikaja) perfektoid test

{Gk mod p rep} <> {G,» mod p rep} < {p-modulusok /K}
Witt vektorokat véve és p-t invertalva
{Gx p-adikus rep} » {Gy» p-adikus rep} < {p-mod /W(K®)[p~!]}

Hat Gg, reprezentaciéi?  Legyen K,/Q, egy Galois-bévités tgy,
hogy K := K, perfektoid (pl. Ko := Qp(pp) és
= Gal(K,/Qp)). Ekkor

{Gg, p-adikus rep} < {(¢, I')-modulusok JW(K)[p ]}
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Legyen K egy (0-karakterisztikaja) perfektoid test

{Gk mod p rep} <> {G,, mod p rep} <> {p-modulusok /K”}
Witt vektorokat véve és p-t invertalva
{Gx p-adikus rep} » {Gy» p-adikus rep} < {p-mod /W(K®)[p~!]}

Hat Gg, reprezentaciéi?  Legyen K,/Q, egy Galois-bévités tgy,
hogy K := K. perfektoid (pl. Ko == Qp(prp=) és
= Gal(K,/Q)). Ekkor

{Gg, p-adikus rep} < {(¢, I')-modulusok JW(K*)[p~ 1}
Ko := Qp(pp=) a (¢, T)-modulusokat lehet & = O¢[p~!] folott

tekinteni, ahol O¢ = LiLnnZ/(p”)((T)) (Fontaine
kategoriaekvivalenciaja).
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Motivacié: Colmez funktorainak altalanositasa

Colmez {6 észrevétele:

11 p 0 Z; 0
1+T<—><O 1) (,9(—)(0 1> r<—><0 1
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Motivacié: Colmez funktorainak altalanositasa
Colmez f6 észrevétele:

11 p 0 Z; 0
1+T<—>(O 1> 99<—><O 1> r<—><0 1

~ funktor a GL>(Q,) sima mod p" reprezentaciéi — mod p” étale

(¢, I')-modulusok Fontaine od p" lokalis Galois-reprezentaciok.
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Motivacié: Colmez funktorainak altalanositasa

Colmez {6 észrevétele:

11 | p 0 Z; 0
1+T<—><O 1> @H(O 1> r<—><0 1
~ funktor a GL>(Q,) sima mod p" reprezentaciéi — mod p” étale

(¢, I')-modulusok Fontaine od p" lokalis Galois-reprezentaciok.

Ha lehet altalanositani magasabb rangt csoportokra (pl. GL,(Q,),
ahol n > 2), természetes, hogy “tobbvaltozés” objektumok jelennek
meg.
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Motivacié: Colmez funktorainak altalanositasa

Colmez {6 észrevétele:

11 , p O Zy 0
1+T<—><O 1> p(—)(o 1) FH<O 1

~ funktor a GL>(Q,) sima mod p" reprezentaciéi — mod p” étale

Fontaine AT . L .
(,T)-modulusok ~“="" mod p" lokalis Galois-reprezentaciok.

Ha lehet altalanositani magasabb rangt csoportokra (pl. GL,(Q,),
ahol n > 2), természetes, hogy “tobbvaltozés” objektumok jelennek
meg. Jo jel (Breuil-Herzig-Schraen): Vegyiink egy p mod p
(globalis) Galois-reprezentaciét. Ehhez tartozik egy Hecke-sajataltér
bizonyos Shimuravarietasok kohomoldgiajaban, mely egyben egy 1,
GL,(Qp)-reprezentacié. Ha Colmez funktoranak egy altalanositasat
alkalmazzuk I1,-ra, akkor nem p-t fogjuk visszakapni, hanem
RN pt G, -reprezentacio?
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Tétel (Z: Math. Res. Letters (Q1), Carter—Kedlaya—Z:
bekiildve (Q1))

Legyen A egy véges halmaz és Gg, o = [[,-a Gg,. Van egy
{Gg,.a p-adikus rep} <+ {étale (o, a)-modulusok/En}

kategériaekvivalencia, ahol o = (¢, | @ € A) (minden valtozéhoz
egy Frobenius), T'a =], ca T, Ea == Os,[p ], és
Oey = lim Z/(p)[Ta | & € AlllTaen Ta'l
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Tétel (Z: Math. Res. Letters (Q1), Carter—Kedlaya—Z:
bekiildve (Q1))

Legyen A egy véges halmaz és Gg, A = [[,ca Go,. Van egy
{Gg,,a p-adikus rep} < {étale (o, a)-modulusok/En }

kategériaekvivalencia, ahol o = (¢, | @ € A) (minden valtozéhoz
egy Frobenius), Fa =[], ca T €a = (’)gA[pfl], és
Oey = lim Z/(p)[Ta | & € AlllTaen Ta'l

Tétel (Z: Selecta Math. (D1))

Létezik egy jobb egzakt, tenzorszorzattal és parabolikus indukciéval
kompatibilis funktor a GL,(Q,) sima mod p" reprezentacidinak
kategoriajabdl a G&;l % Q; csoport mod p” reprezentacidinak
kategoriajaba. Ha n = 2, akkor ez megegyezik Colmez funktoraval,
ami realizdlja a p-adikus Langlands-megfeleltetést GLo(Q))-re.
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Tovabbi eredmények

o (Pal-Z: J. Inst. Math. Jussieu (D1)) Gg, a

Up,
csoportkohomolégiainak kiszamitasa a tobbvaltozés

(¢, I')-modulus segitségével és “talkonvergalas” igazolasa.
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Tovabbi eredmények

o (Pal=Z: J. Inst. Math. Jussieu (D1)) Gg, A
csoportkohomolégiainak kiszamitasa a tobbvaltozés
(¢, I')-modulus segitségével és “talkonvergalas” igazolasa.

o (Ray-Wei—Z: bekiildve (Q1/Q2)) Altalanositas Q,-rél olyan
testekre, melyeknek nem feltétleniil tokéletes a maradékteste.
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Aritmetikai sokasagokon a primgeodetikusok szamanak a
primszamtételhez hasonlé becslése [-fiiggvények segitségével
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o (Csahok—Kutas—Z: cikke kettévagasa folyamatban (Q27)):
Kvaternidalgebrak explicit izomorfizmusainak algoritmikus
aspektusai: 2-karakterisztikaju eset kiilon
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Tovabbi eredmények

o (Pal=Z: J. Inst. Math. Jussieu (D1)) Gg, A
csoportkohomolégiainak kiszamitasa a tobbvaltozés
(¢, I')-modulus segitségével és “talkonvergalas” igazolasa.

o (Ray-Wei—Z: bekiildve (Q1/Q2)) Altalanositas Q,-rél olyan
testekre, melyeknek nem feltétleniil tokéletes a maradékteste.

@ (Cherubini-Wu—Z: elfogadva Math. Zeitschrift (Q1)):
Aritmetikai sokasagokon a primgeodetikusok szamanak a
primszamtételhez hasonlé becslése [-fiiggvények segitségével

o (Csahok—Kutas—Z: cikke kettévagasa folyamatban (Q27)):
Kvaternidalgebrak explicit izomorfizmusainak algoritmikus
aspektusai: 2-karakterisztikaju eset kiilon

o (Erdeélyi-Téth—Z: folyamatban (Q17?)): Altalanositott
Kloosterman-Gsszegek becslése
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Koszonom a figyelmet!

PROGRAM
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