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Distance geometry

Adott egy G = (V/, E) graf, minden e € E élre az /(e) > 0 élhossz,
valamint a d > 1 dimenzié. A G egy d-dimenzids realizdcidja egy (G, p)
par, ahol p : V — RY egy leképezés. Ez megengedett, ha G minden

e = uv élére teljesiil, hogy ||p(u) — p(v)|| = I(e).
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Nem teljes grafok

o Létezik megengedett realizacié? — Euklideszi matrix kiegészitési
feladat

o Algoritmikusan hogyan kaphaté meg egy ilyen? — NP-nehéz

o Egy adott realiz4cié egyértelmii (vagy van-e masik, amelyben néhany
paronkénti tivolsig eltér)? — NP-nehéz

Figure 1: NP-nehéz, akkor is, ha G kor és d = 1.
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Figure 2: A haldzat lokalizdlhatd, ha az ismert pdronkénti tdvolsdgok
egyértelmilien meghatdrozzak az osszes paronkénti tavolsagot.



A matematikai modell

Egy d-dimenziés szerkezet egy (G, p) pér, ahol G = (V, E) egy graf, p
egy leképezés V-bdl R9-be. A szerkezet a G realizdciéja R9-ben.
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A matematikai modell

Egy d-dimenziés szerkezet egy (G, p) pér, ahol G = (V, E) egy graf, p
egy leképezés V-bdl R9-be. A szerkezet a G realizdciéja R9-ben.

A G graf (G, p) és (G, q) realizaciéi ekvivalensek, ha
llp(u) — p(v)|| = ||lg(u) — q(v)]| teljesiil minden u, v-re, amelyre uv € E.

A (G, p) és (G, q) relizécidk kongruensek, ha
[lp(u) — p(v)|| = ||g(u) — g(v)|| minden u,v € V pontparra teljesiil.
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(1-2) nem globdlisan merev, (3) globdlisan merev.
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Gortler, Healy and Thurston (2010).)



Globalisan merev grafok

Kelléen altaldnos helyzetii (G.n. generikus) (G, p) szerkezetek esetén a
d-dimenzids globdlis merevség csak a G graftdl fiigg. (Connelly (2005),
Gortler, Healy and Thurston (2010).)

A G graf globalisan merev R9-ben, ha minden — avagy ezzel ekvivalens
maédon, ha valamely — d-dimenzids generikus realizacidja globalisan
merev.

Globalis merevség jellemzése: d = 1 konnyli, d = 2 Jackson és Jordan
(2005), d > 3 nyitott kérdés.



Unlabeled distance geometry

Adott m élhossz, I(e;) >0, 1 < < m, valamint a d > 1 dimenzid.
Keressiink egy m élii G = (V, E) grafot és egy bijekciét a G élei és az
adott élhosszak kozott Ggy, hogy létezzen a G-nek ezen élhosszakhoz
d-dimenziés megengedett (G, p) realizacidja.
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Figure 3: A cimkézett és a cimkézetlen feladat.
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Adott m élhossz, /(e;) >0, 1 < i < m, valamint a d > 1 dimenzid.
Keressiink egy m élii G = (V, E) grafot és egy bijekciét a G élei és az
adott élhosszak kozott dgy, hogy létezzen a G-nek ezen élhosszakhoz
d-dimenziés megengedett (G, p) realizacidja.

o Létezik G, bijekcid, és megengedett realizacié?

o Algoritmikusan hogyan kaphaté meg egy ilyen?

o Egyértelmii-e a G (tovabb3a a bijekcid, és a realizacié)?
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A cimkézetlen rekonstrukcids feladat valtozatai

Adott m élhossz, I(e;) >0, 1 < i < m, valamint a d > 1 dimenzié.
© Meghatarozzak-e a grafot?
© Meghatarozzak-e a grafot és a megfelel6 élek hosszat?

© Meghatarozzdk-e a grafot, a megfelel6 élek hosszat, és a p realizaciot
is?



Alkalmazas

Figure 4: Egy példa a vizsgdlt térbeli alakzatok koziil.



Tipikus inputok

Figure 5: Egy példany sok egyforma éllel és egy random példény.

Billinge et al., Assigned and unassigned distance geometry: applications
to biological molecules and nanostructures, 40R (2016).



Teljes graf esetén is nehéz lehet
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Figure 6: A K, teljes graf nem kongruens realizaciéi azonos élhossz halmazzal.

h=+v10,h =413 =2l = 2.
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© Meghatarozzak-e a grafot? — Igen, n ponton (2) él az teljes graf.

© Meghatarozzdk-e a grafot és a megfelel élek hosszat? — Igen. Boutin
és Kemper (2004).

o Meghatarozzak-e a grafot, a megfelel6 élek hosszat, és a p realizdcidt
is? — lgen, definicié szerint.
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Mely grafok esetén hatarozzdk meg az élhosszak a grafot és a megfelel
élek hosszat (és a p realizaciét)? Kell-e ismerniink az n pontszdmot is a
rekonstrudlhatésaghoz?
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Legyen mq c(p) a (G, p) élhosszainak sorozata és legyen my c(C"?) ezek
egyesitése a G = (V/, E) dsszes d-dimenziés komplex realizicidjara. Ez
egy részhalmaza CE-nek. A G d-dimenziés mérési varietdsa, My, a
mqa,(C") lezartja.

Tétel
Ha My ¢ = Mgy 1, akkor G és H merevségi matroidjai izomorfak.

Tétel (Gortler, Thurston, 2014)
A G graf pontosan akkor globalisan merev R?-ben, ha globalisan merev

C9-ben.



A mérési varietas és a rekonstrualhatdésag

Tétel
A G gréfra, adott d > 1-re, az aldbbiak ekvivalensek: (i) G valamely

generikus realizacidjdra az élhosszak meghatdrozzdk G-t és az
élhosszakat, (i) G barmely generikus realizicidjdra az élhosszak
meghatdrozzdk G-t és az élhosszakat, (iii) Ha My ¢ = My p és
[V(G)| = |V(H), akkor G = H és az élek kozti bijekcidt a graf
izomorfizmus indukalja.



Cimkézetlen valtozat - globdlisan merev grafok

Feltevés: az élhosszak egy G graf generikus (G, p) realizaci6jabdl
szarmaznak. A d dimenzid és az n pontszam adott.

Tétel (Gortler, Theran, Thurston, 2019)
Ha G globdlisan merev és d > 2, n > d + 2, akkor az élhosszak

meghatdrozzak a grafot, a megfelel6 élek hosszat, és igy a realizaciét is.
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Figure 7: Az élhossz sorozatok megegyeznek, a grafok izomorfak, de az élek
kozti bijekciét nem indukdlja az izomorfizmus.



Uj eredmények |.

Tétel (Garamvalgyi, Jordan, 2020)
d = 1,2 esetben forditva is igaz: pontosan a 3-6sszefiiggd (ill. glob3lisan

merev) esetén rekonstrudlhaté a graf és az élhosszak (és igy a realizécié

is).
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Tétel (Garamvalgyi, Jordan, 2020)
d = 1,2 esetben forditva is igaz: pontosan a 3-6sszefiiggd (ill. glob3lisan

merev) esetén rekonstrudlhaté a graf és az élhosszak (és igy a realizécié
is).

Tétel (Garamvolgyi, Jordan, 2020)

d =1 esetben az élhossz sorozat alapjan torténd graf rekonstrukcié a
graf izomorfizmus problémanal nem konnyebb.



Uj eredmények II.

Feltevés: az élhosszak egy G graf generikus (G, p) realizéciéjabdl
szarmaznak. (A d dimenzi6 adott - az n pontszdm nem adott, de csak
generikusakra szoritkozunk.)

Tétel (Garamvolgyi, Gortler, Jordan, 2021)

Ha G globdlisan merev és d > 2, n > d + 2, akkor az élhosszak
meghatdrozzak a pontszamot, a grifot, a megfeleld élek hosszat, és igy a
realizacidt is.



Uj eredmények II.

Feltevés: az élhosszak egy G graf generikus (G, p) realizéciéjabdl
szarmaznak. (A d dimenzi6 adott - az n pontszdm nem adott, de csak
generikusakra szoritkozunk.)

Tétel (Garamvolgyi, Gortler, Jordan, 2021)

Ha G globdlisan merev és d > 2, n > d + 2, akkor az élhosszak
meghatdrozzak a pontszamot, a grifot, a megfeleld élek hosszat, és igy a
realizacidt is.

Tétel (Garamvolgyi, Gortler, Jordan, 2021)

Ha G globdlisan merev és n > d + 2, akkor G d-dimenzidés merevségi
matroidja Osszefliggd.
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