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o Klasszikus Richardson-extrapolacié (CRE)
o Lehetséges dltalanositasok (RRE, MRE)

o Az MRE abszolit stabilitasvizsgalata egyes
Runge—Kutta-mddszerekre

o Konzisztenciaeredmények
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Klasszikus Richardson-extrapolacié (CRE)

Klasszikus Richardson-extrapolacié (CRE)

KDE-rendszer Cauchy-feladata:

{70 =t ecl "
y(0) = yo
Két racsot definidlunk [0, T]-n:
Qn:={to=nh:n=0,1,..., N}, where N = T/h, (2)
Qpjp = {tk = kh/2: k=10,1,...,2N}. (3)

Mindkét rdcson megoldjuk (1)-et ugyanazon p-ed rendben konvergens
numerikus moédszerrel. A kapott numerikus megolddsokat a durva racs t,
pontjdban jeldlje z(t,) és w(ty).

Ha y(t) p + 1-szer folytonosan differencidlhatd, akkor

y(t,) — z(ty) = K - hP + O(hPTY), és (4)
y(tn) — w(tn) = K- (h/2)P + O(hPH1). (5)
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Klasszikus Richardson-extrapolacié (CRE)

Klasszikus Richardson-extrapolacié (CRE)

p-ed rendli tagok elimindldsa — az

yRE(tn) = 2PW(2tZ)_—1Z(tn) (6)

kombinacié p + 1-ed rendben konvergens.
A CRE két valtozata:
Passziv RE: a kombindlt megolddst nem hasznaljuk fel a tovabblépéshez.

Aktiv RE: a durva rdcs minden t, pontjabdl a kombinalt megoldasbdl
Iépiink tovabb mindkét racson.

Az el6adasban csak az aktiv RE-rél lesz szé.

Havasi Agnes A Richardson-extrapoldcié és altaldnositasai




Klasszikus Richardson-extrapolicié (CRE)

A CRE két valtozata

Passziv RE:

Z1 Z2
Yo <

w1 wWo

Y1 ¥2

Aktiv RE:

T~ T T,
YO<W1 /Y \Wz/y
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Altalanositott RE

Ismételt Richardson-extrapolacid

o Kérdés: Hogyan novelhetd tovabb a pontossag?

o Ismételt RE: kombinaljunk kettonél tébb kiilonb6z6 [épéskozzel
nyert numerikus megolddsokat
y(tn) — z(t) = K1 - WP 4+ Ky - AP+ O(hPT2), (7)
y(tn) = w(tn) = K1 - (h/2)P + Kz - (h/2)P™1 + O(hP*2),  (8)
y(ta) = a(tn) = Ku - (h/4)P + K2 - (h/4)PT1 + O(hP+2)  (9)
K1 és Ky kikiiszobolésével p + 2-ed rendben pontos mddszert kapunk.

o Ezt a mddszert (tobbszori ismétlés mellett is) részletesen
tanulményoztuk (Zahari Zlatev et al.)
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Altalanositott RE

Ismételt Richardson-extrapolacid
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Altalanositott RE

Tobbszoros Richardson-extrapolacid

o Masik otlet: alkalmazzuk a CRE mddszerét a kombindlt mdédszerre
(mogottes médszer + CRE!) — To6bbszoros RE (p — p + 2)

h
YRE

h/2
YRE
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Stabilitds rogzitett rdcson

Stabilitds rogzitett racson

Stiff feladatoknal fontos a Dahlquist-féle tesztfeladaton valé viselkedés:
y' =Xy, te[0,00), y(0)=yo, Re(\)<0 (10)

Pontos megoldas: y(t) = yoexp(At).

Fontos tulajdonsaga: ReA < 0 esetén korlatos

Elvaras: a numerikus megoldas szintén rendelkezzen ezen tulajdonsiggal
egy rogzitett [épéskozii racson, ha t, — oc.

Legyen p := hA! Ekkor barmely egylépéses numerikus médszert a (10)
feladatra alkalmazva az (n — 1)-edik idérétegrél az n-edikre valé
tovabblépés operatora kifejezhetd p-vel:

Yn=RWyn-1 = ya=(RW)"»v% (n=12,...). (11)
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Stabilitds rogzitett rdcson

Stabilitds rogzitett racson

R(w): a médszer stabilitasi fiiggvénye.
Pl. 1) az explicit Euler-médszert (y, = yn—1 + hf(th—1,¥n-1)) a
tesztfeladatra alkalmazva:

Vo= (14 h\)yn_1, n=1,2,..., (12)

ezért Reg(p) =1+ p.

Pl. 2) az implicit Euler-mdédszerre Rig(p) = ﬁ

Egylépéses mdédszer alkalmazdsa esetén a numerikus megoldds korldtos a
[0, 00) intervallum racspontjaiban < |R(u)| < 1.

Stabilitasi tartomany: { € C: |R(u)| < 1}
A-stabil médszer: |R(p)| <1 VueC.
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Stabilitds rogzitett rdcson

Az abszolut stabilitds vizsgdlata

@ Az explicit RK (ERK) mdédszerek stabilitasi tartomdanya korlatos, és ez
a RE-val kombindlt valtozataikra is igaz.

o A klasszikus RE alkalmazdsa megnoveli a stabilitdsi tartomany
méretét.

@ Zlatev et al.: Az ismételt RE (RRE) alkalmazdsdndl minden egyes
ismétléssel n6 a tartomany mérete.

@ A tobbszoros RE (MRE) az 6sszes vizsgalt ERK mdédszer esetén

nagyobb stabilitdsi tartomannyal rendelkezik, mint az azonos rendii
RRE moddszer.

— T. Bayleyegn, A. Havasi: Multiple Richardson Extrapolation Applied to
Explicit Runge—Kutta Methods. . Dimovand, S. Fidanova (eds), Advances
in High Performance Computing, pages 262-270, Cham, 2021.
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Stabilitds rogzitett rdcson

Stabilitdsi tartomanyok az EE mint mogottes mddszer

esetén

3 T T
25l —EE + MRE
—EE + RRE
—EE + CRE
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Stabilitds rogzitett rdcson

Az IE + MRE mddszer stabilitasvizsgalata

A |IE médszer is A-stabil. Ismeretes, hogy az IE + CRE szintén A-stabil.
Kérdés: megodrzi-e az MRE az IE és az IE + CRE mddszerek ezen jé
tulajdonsagat?

1. 1épés: Egy h hosszlsagt idolépés az IE + CRE mddszerrel vy, 1

kezddvektorbdl:

2 1
zn = Rig+cre(1)yn—1 = [(1 e 1o M] Yn—1 (13)
2

2. lépés: Két 0.5h hosszisagu idolépés az IE + CRE mddszerrel:

2 1 72
Wy, = = —
n ( _%)2 1_% Yn—1

Havasi Agnes A Richardson-extrapoldcié és altaldnositasai




Stabilitds rogzitett rdcson

3. Iépés: Linedris kombindcié p = 2 melletti sdlyokkal (az IE + CRE

mddszer rendje 2):

4 1
—w, — =
3 3

(ot e ot o)

= az IE + MRE mdédszer stabilitasi fliggvénye:

Rie+mre(p) = g <(1_2u)2 - _1u>2_; <(1_2u)2 - 1iu> (15)

Yn = Zn

Yn =
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Stabilitds rogzitett rdcson

Stabilitdsi tartomany

IE+MRE

Im(p)

Az 3bra ezt sugallja, hogy az IE + MRE mddszer A-stabil (a bal félsik
sziirkének tiinik), azonban Idssuk nagyitva!
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Stabilitds rogzitett rdcson

Nagyitott abra az IE + MRE mddszer stabilitdsi

tartomanyardl

Stability region for MRE
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Stabilitds rogzitett rdcson

Osszefoglalas (abszoliit stabilitas)

@ Ugyanazon lépéskozzel dolgozva az MRE némileg koltségesebb
médszer a p + 2-ed rendli pontossag elérésére, mint az RRE.

o Az MRE-t explicit Runge—Kutta médszerrel kombindlva nagyobb
abszollt stabilitdsi tartomanyokat kapunk, mint CRE ill. RRE esetén.
Ez hosszabb |épéskdz megvalasztasat teszi lehetové.

@ Ismeretes, hogy az IE és IE + CRE mddszerek A-stabilak.
Megmutattuk, hogy az IE + MRE mddszer nem A-stabil. Stabilitasi
problémaba iitkozhetiink, ha a megoldandé feladat matrixdnak (vagy
Jacobi-matrixanak) tisztan képzetesek a sajatértékei.

— T. Bayleyegn, A. Havasi: Multiple Richardson Extrapolation and
its Combination with the Implicit Euler Method. Annales Univ. Sci.
Budapest, Sect. Math., 2020.

Havasi Agnes A Richardson-extrapoldcié és altaldnositasai



Konzisztenciavizsgalatok

A moddszerek konvergenciaja

Korabbi eredmények:

@ Ha az alapmddszer konvergens, akkor a passziv RE eggyel megndveli a
konvergencia rendjét.

o ERK ill. DIRK mddszer + aktiv RE konvergens, ha a jobb oldali f
fliggvény Lipschitzes.

Kérdés: Mit mondhatunk a konvergencia rendjérdl az aktiv RE esetén?
Ehhez vizsgdlandd a konzisztencia rendje.
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Konzisztenciavizsgalatok

Altaldnos egylépéses mddszer

Yn=Yn-1+ h¢(tn—17Yn—17 h) (16)

Beldttuk: ha az alapméddszer els6- vagy masodrendben konzisztens, akkor
az aktiv RE eggyel megnoveli a konzisztencia rendjét.

— T. Bayleyegn, |. Farago, A. Havasi: On the consistency and
convergence of classical Richardson extrapolation as applied to explicit
one-step methods (Applied Mathematics and Computation)

Tovabbi terv: dltaldnositds altaldnos egylépéses (implicit) mddszerre

Yn=Yn-1-+ hq)(tn—layn—lvynv h) (17)
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Konzisztenciavizsgalatok

Runge—Kutta-mddszer + aktiv RE

A jol ismert rendfeltételek vizsgalataval p = 3 rendli alapmddszerre is
igazoltuk a konzisztenciarend eggyel valé névekedését (a kombindlt
mddszer Butcher-tdblaja alapjdn). — Lipschitzes f esetén a
konvergenciarend is eggyel no.

— T. Bayleyegn, |. Farago, A. Havasi: On the consistency order of
Runge—Kutta methods combined with active Richardson Extrapolation,
13th International Conference on Large-Scale Scientific Computations,
Junius 7 - 11, 2021, Szozopol, Bulgaria (el6adas és cikk).

Tovabbi terv: altaldnositas tobbszords és ismételt
Richardson-extrapolacidra.
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