Szimmetrikus megoldasok és kiterjesztések

Tarcsay Zsigmond
ELTE, Alkalmazott Analizis és Szamitdsmatematikai Tanszék

PROGRAM
NATIONAL RESEARCH, DEVELOPMENT F INANCED F ROM
THE NRDI FUND

TKP Workshop, 2021.06.10-11.

Zsigmond Tarcsay Szimmetrikus megoldasok és kiterjesztések TKP Workshop, 2021.06.10-11. 1/16



Operator- és matrix egyenletek

A vizsgalt operator/matrix egyenletek

Adott S, T lineéris transzformacidk esetén vizsgaljuk az

SX=T, (1)

egyenlet megoldhatésagat.
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Specialis megoldasok keresése

| A\

A megoldasok kozott specialis megoldasok keresése:
@ minimalis normaji megoldas
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A megoldasok kozott specialis megoldasok keresése:
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Operator- és matrix egyenletek

A vizsgalt operator/matrix egyenletek

Adott S, T lineéris transzformacidk esetén vizsgaljuk az
SX=T, (1)

egyenlet megoldhatésagat.

4

Specialis megoldasok keresése

A megoldasok kozott specialis megoldasok keresése:

@ minimalis normaji megoldas
@ pozitiv szemi-definit megoldas
e szimmetrikus (6nadjungélt) megoldas

o a fentiek kozott extremalis megoldasok
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Korlatos pozitiv szemi-definit megoldas létezése

Probléma

TX = S pozitiv szemi-definit megoldhatésaga, azaz:

PX=X*">0, TX=S
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Korlatos pozitiv szemi-definit megoldas létezése

Probléma
TX = S pozitiv szemi-definit megoldhatésaga, azaz:

PX=X*">0, TX=S

Eszrevétel: ekvivalens probléma: XT* = S* megoldhatésaga

)

Az Xy : T*x — S5*x leképezésnek létezik pozitiv szemi-definit kiterjesztése.
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Korlatos pozitiv kiterjeszthetoség kérdése

Altalanosabb probléma

Adott Ag : H O D — H (pozitiv) linearis transzformacié kiterjesztheté-e
A :H — H pozitiv lineéris transzformaciéva?
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Korlatos pozitiv kiterjeszthetoség kérdése

Altalanosabb probléma

Adott Ag : H O D — H (pozitiv) lineéris transzformacié kiterjeszthet6-e
A :H — H pozitiv lineéris transzformaciéva?

Megijegyzés: A kérdés alacsony dimenziéban sem trivialis: H = C?,
D =C® {0}, Ao(v,0) = (0, v).

(Ao(v,0), (v,0)) =0 =  Ag>0.
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Korlatos pozitiv kiterjeszthetoség kérdése

Altalanosabb probléma

Adott Ag : H O D — H (pozitiv) lineéris transzformacié kiterjeszthet6-e
A :H — H pozitiv lineéris transzformaciéva?

Megijegyzés: A kérdés alacsony dimenziéban sem trivialis: H = C?,
D =C® {0}, Ao(v,0) = (0, v).

(Ao(v,0), (v,0)) =0 =  Ag>0.

AA"&AO*Ai’f‘*Ol
0 1 = 1

= det A= —1 < 0, vagyis nem létezik A= A* > 0,A D Ao.
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Folytonos pozitiv kiterjesztés létezése (T., Titkos, 2021)

Ao : H O D — H kiterjeszthetd folytonos pozitiv szemi-definitté <=
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Ao : H O D — H kiterjeszthetd folytonos pozitiv szemi-definitté <=

lAox|? < a{Aox, x),  Vx € D.
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Folytonos pozitiv kiterjesztés létezése (T., Titkos, 2021)

Ao : H O D — H kiterjeszthetd folytonos pozitiv szemi-definitté <=

lAox|? < a{Aox, x),  Vx € D.

Extremalis megoldasok

1. Van legkisebb megoldas (a szemidefinit rendezésre nézve)
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Folytonos pozitiv kiterjesztés létezése (T., Titkos, 2021)

Ao : H O D — H kiterjeszthetd folytonos pozitiv szemi-definitté <=

lAox|? < a{Aox, x),  Vx € D.

Extremalis megoldasok

1. Van legkisebb megoldas (a szemidefinit rendezésre nézve)

2. Adott Ag < B mellett van legnagyobb olyan A,,.x megoldas, hogy
Amax S B
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A pozitiv szemi-definit megoldas problémaja

Pozitiv szemi-definit megoldas létezése (T., Titkos, 2020)
TX = S megoldhaté pozitiv szemi-definit X mellett <=
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Pozitiv szemi-definit megoldas létezése (T., Titkos, 2020)
TX = S megoldhaté pozitiv szemi-definit X mellett < SS5* < ~TS*.
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A pozitiv szemi-definit megoldas problémaja

Pozitiv szemi-definit megoldas létezése (T., Titkos, 2020)
TX = S megoldhaté pozitiv szemi-definit X mellett < SS5* < ~TS*.

Extremalis megoldas létezése

Ha van megoldés, van (a rendezés szerint) legkisebb megoldas
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A pozitiv szemi-definit megoldas problémaja

Pozitiv szemi-definit megoldas létezése (T., Titkos, 2020)
TX = S megoldhaté pozitiv szemi-definit X mellett < SS5* < ~TS*.

Extremalis megoldas létezése

Ha van megoldés, van (a rendezés szerint) legkisebb megoldas

Referenciak:

1. Zs. Tarcsay and T. Titkos, Operators on anti-dual pairs: Generalized
Krein-von Neumann extension, Math. Nachrichten, 2021, megjelenés

alatt.
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Nemkorlatos megoldhatésag kérdése

A kozonséges, ill. parcialis differencialegyenletekben szerepld
differencialoperatorok tobbsége nem-korlatos.
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Nemkorlatos megoldhatésag kérdése

Eszrevétel

A kozonséges, ill. parcialis differencialegyenletekben szerepld
differencidloperatorok tébbsége nem-korlatos.

Probléma

Adott S, T : H — H, dom S C dom T operatorok esetén keressiik

XT =S5

(nem feltétlenil folytonos) X megoldasait.

\
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Nemkorlatos megoldhatésag kérdése

Eszrevétel

A kozonséges, ill. parcialis differencialegyenletekben szerepld
differencidloperatorok tébbsége nem-korlatos.

Probléma
Adott S, T : H — H, dom S C dom T operatorok esetén keressiik

| \

XT =S5

(nem feltétlenil folytonos) X megoldasait.

@ megoldas |étezése

@ pozitiv 6nadjungalt megoldas

@ szimmetrikus megoldas
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Nemkorlatos pozitiv kiterjesztési probléma

A pozitiv megoldhatésag kérdése ekvivalens az
Ao Tx — Sx, x € dom$S (2)

operator pozitiv kiterjeszthetéségével.
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A pozitiv megoldhatésag kérdése ekvivalens az
Ao Tx — Sx, x € dom$S (2)

operator pozitiv kiterjeszthetoségével.

Altalanosabb probléma

Adott Ag : H D D — H lineéris operator mikor terjeszthet6 ki (nem
feltétlendl korlatos) pozitiv 6nadjungalt operatorra:

Ay C A=A >07
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Nemkorlatos pozitiv kiterjesztési probléma

A pozitiv megoldhatésag kérdése ekvivalens az
Ao Tx — Sx, x € dom$S (2)
operator pozitiv kiterjeszthetoségével.

Altalanosabb probléma

Adott Ag : H D D — H lineéris operator mikor terjeszthet6 ki (nem
feltétlendl korlatos) pozitiv 6nadjungalt operatorra:

Ay C A=A >07

| A\

Korabbi eredmények

A klasszikus eredmények (Krein, Neumann, Friedrichs) csak a D+ = {0}
esetben alkalmazhatdk.

N
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Nemkorlatos pozitiv kiterjesztési probléma

A pozitiv megoldhatésag kérdése ekvivalens az
Ao Tx — Sx, x € dom$S (2)
operator pozitiv kiterjeszthetoségével.

Altalanosabb probléma

Adott Ag : H D D — H lineéris operator mikor terjeszthet6 ki (nem
feltétlendl korlatos) pozitiv 6nadjungalt operatorra:

Ay C A=A >07

| A\

Korabbi eredmények

A klasszikus eredmények (Krein, Neumann, Friedrichs) csak a D+ = {0}
esetben alkalmazhaték. A (2) operator tipikusan nem ilyen!

N
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Nem siirin értelmezett operator kiterjesztése

Pozitiv 6nadjungalt kiterjesztés létezése (Sebestyén, T., 2021)

Legyen D C H lineéris altér (nem feltétlen zart vagy siir(i). Egy
Ao : H O D — H operator kiterjeszthetd pozitiv 6nadjungalttd <=
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Nem siirin értelmezett operator kiterjesztése

Pozitiv 6nadjungalt kiterjesztés létezése (Sebestyén, T., 2021)

Legyen D C H lineéris altér (nem feltétlen zart vagy siir(i). Egy
Ao : H O D — H operator kiterjeszthetd pozitiv 6nadjungalttd <=

D, ={k € H : sup{|(Aog, k)| : g € D,(Aog, g) <1} < +oo}

totalis halmaz #-ban, azaz D> = {0}.
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Nem siirin értelmezett operator kiterjesztése

Pozitiv 6nadjungalt kiterjesztés létezése (Sebestyén, T., 2021)

Legyen D C H lineéris altér (nem feltétlen zart vagy siir(i). Egy
Ao : H O D — H operator kiterjeszthetd pozitiv 6nadjungalttd <=

D, ={k € H : sup{|(Aog, k)| : g € D,(Aog, g) <1} < +oo}

totalis halmaz #-ban, azaz D> = {0}.

Referencia: Z. Sebestyén, Zs. Tarcsay, On the Krein-von Neumann and
Friedrichs extension of positive operators, Acta Wasaensia, 2021,
megjelenés alatt.
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Extremalis kiterjesztések

Nemkorlatos operatorok rendezése

Ha A, B (nem feltétleniil korlatos) pozitiv és 6nadjungalt operatorok, akkor

A=B &L (1+B)y < (I+A)!
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Extremalis kiterjesztések

Nemkorlatos operatorok rendezése
Ha A, B (nem feltétleniil korlatos) pozitiv és 6nadjungalt operatorok, akkor

A<B &L (+B)yt<(I+A)?

Extremalis kiterjesztés létezése

Legyen Ao : D — H linearis operator.
1. Ha Ap-nak van pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése, akkor van legkisebb
kiterjesztés.
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Extremalis kiterjesztések

Nemkorlatos operatorok rendezése
Ha A, B (nem feltétleniil korlatos) pozitiv és 6nadjungalt operatorok, akkor

A<B &L (+B)yt<(I+A)?

Extremalis kiterjesztés létezése

Legyen Ao : D — H linearis operator.
1. Ha Ap-nak van pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése, akkor van legkisebb
kiterjesztés.
2. A legkisebb kiterjesztés megadasa konstruktiv.
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Extremalis kiterjesztések

Nemkorlatos operatorok rendezése

Ha A, B (nem feltétleniil korlatos) pozitiv és 6nadjungalt operatorok, akkor

A<B &L (+B)yt<(I+A)?

Extremalis kiterjesztés létezése
Legyen Ao : D — H linearis operator.
1. Ha Ap-nak van pozitiv 6nadjungalt kiterjesztése, akkor van legkisebb
kiterjesztés.
2. A legkisebb kiterjesztés megadasa konstruktiv.
3. Ha D+ = {0}, akkor (és csak akkor) van legnagyobb kiterjesztés.
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Nemkorlatos pozitiv 6nadjungalt megoldasok

Pozitiv 6nadjungalt megoldas |étezése

Adott S, T : H — H, dom S C dom T esetén ekvivalensek:
(i) XT =S egyenletnek van X = X* > 0 megoldasa,
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Nemkorlatos pozitiv 6nadjungalt megoldasok

Pozitiv 6nadjungalt megoldas |étezése

Adott S, T : H — H, dom S C dom T esetén ekvivalensek:
(i) XT =S egyenletnek van X = X* > 0 megoldasa,

(ii) az alabbi

Drs={y e H: (S, <7y (S, ) (¥x € domS)}

halmaz totélis: (Dr.s)* = {0}.
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Nemkorlatos pozitiv 6nadjungalt megoldasok

Pozitiv 6nadjungalt megoldas |étezése

Adott S, T : H — H, dom S C dom T esetén ekvivalensek:
(i) XT =S egyenletnek van X = X* > 0 megoldasa,
(i) az alabbi

Drs={y e H: (S, <7y (S, ) (¥x € domS)}

halmaz totélis: (Dr.s)* = {0}.

Minimalis megoldas létezése

Ha (ii) teljesiil, akkor van a rezolvens rendezésre minimalis megoldas.
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Rezolvens rendezés és automorfizmusai

A rezolvens rendezés
Ha A, B (nem feltétleniil korlatos) pozitiv és 6nadjungélt operatorok, akkor

A<B &L (4B T<(I+ A

Megjegyzés

Ha A és B korlatos, akkor ez azonos a szemi-definit rendezéssel. (A < B,
ha (Ax, x) < (Bx, x) minden x-re.)

Zsigmond Tarcsay Szimmetrikus megoldasok és kiterjesztések TKP Workshop, 2021.06.10-11. 12/16



Rezolvens rendezés és automorfizmusai

A rezolvens rendezés

Ha A, B (nem feltétleniil korlatos) pozitiv és 6nadjungélt operatorok, akkor

A<B &L (4B T<(I+ A

| A

Megjegyzés

Ha A és B korlatos, akkor ez azonos a szemi-definit rendezéssel. (A < B,
ha (Ax, x) < (Bx, x) minden x-re.)

Probléma

Jelolje S1 az A: H — H pozitiv 6nadjungalt operatorainak halmazat <
rendezéssel. Kérdés: hogy irhatdak le St rendezés megbrzd
izomorfizmusai?
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S, rendezés automorfizmusai

Rendezésautomorfizmusok leirdsa (Gehér, T., 2020)

Ha ¢ : Sy — Sy egy ,<"-tartd bijekcid (A <X B < ¢(A) = ¢(B)),
akkor létezik egyetlen T : H — H folytonos izomorfizmus, hogy

P(A) = TAT*, VA" =A>0.
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S, rendezés automorfizmusai

Rendezésautomorfizmusok leirdsa (Gehér, T., 2020)

Ha ¢ : S+ — Sy egy ,<"-tartd bijekcid (A <X B < ¢(A) = ¢(B)),
akkor létezik egyetlen T : ‘H — H folytonos izomorfizmus, hogy

P(A) = TAT*, VA" =A>0.

Megjegyzés: ¢-rol a priori sem folytonossagot, sem linearitast nem
feltételeztink!
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S, rendezés automorfizmusai

Rendezésautomorfizmusok leirdsa (Gehér, T., 2020)

Ha ¢ : S+ — Sy egy ,<"-tartd bijekcid (A <X B < ¢(A) = ¢(B)),
akkor létezik egyetlen T : ‘H — H folytonos izomorfizmus, hogy

P(A) = TAT*, VA" =A>0.

Megjegyzés: ¢-rol a priori sem folytonossagot, sem linearitast nem
feltételeztink!

Komparabilitds megdrzé bijekciok leirdsa (Gehér, T., 2021)

Ugyanigy jellemezhet6k az dsszehasonlithatésag megorzé transzformaciok
A és B 6sszehasonlithatd <= ¢(A) és ¢(B) 6sszehasonlithatd.

Referencia: Gy. P. Gehér, Zs. Tarcsay, Order authomorphisms of the set
of positive self-adjoint linear operators, 2021, kézirat.
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Szimmetrikus megoldasok

Szimmetrikus megoldas |étezésének problémaja

Az TX = S egyenletnek mikor létezik szimmetrikus megoldasa?

PX=X"TX=S
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Szimmetrikus megoldasok

Szimmetrikus megoldas létezésének probléméja

Az TX = S egyenletnek mikor létezik szimmetrikus megoldasa?

PX=X"TX=S

Szimmetrikus megoldas |étezése (T., Titkos)

Az TX = S egyenletnek pontosan akkor van szimmetrikus X megoldasa,
ha TS* szimmetrikus és SS* < yTT*.
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Szimmetrikus megoldasok

Szimmetrikus megoldas létezésének probléméja

Az TX = S egyenletnek mikor létezik szimmetrikus megoldasa?

!X=X*TX=S

Szimmetrikus megoldas |étezése (T., Titkos)

Az TX = S egyenletnek pontosan akkor van szimmetrikus X megoldasa,
ha TS* szimmetrikus és SS* < yTT*.

Referencia: Zs. Tarcsay and T. Titkos, Operators on anti-dual pairs:
self-adjoint extensions and the Strong Parrott Theorem, Canadian Math.
Bulletin, 63 (4) (2020), 813-824.
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Nemkorlatos szimmetrikus megoldasok

Szimmetrikus megoldas létezésének problémaja

Az XT = S egyenletnek mikor létezik (nem feltétlenil korlatos)
o6nadjungalt megoldasa?

PX=X"TX=S
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Nemkorlatos szimmetrikus megoldasok

Szimmetrikus megoldas létezésének problémaja

Az XT = S egyenletnek mikor létezik (nem feltétlenil korlatos)
o6nadjungalt megoldasa?

PX=X"TX=S

@ szintén atfogalmazhaté kiterjesztési kérdésre
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Nemkorlatos szimmetrikus megoldasok

Szimmetrikus megoldas létezésének problémaja
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@ az irodalom csak sliriin definialt kiterjeszthetéséget vizsgélja (nem
elégséges)
o egyeldre egy elégséges feltételt sikerilt taldlnunk:
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o valds terekre is alkalmazhaté

o cél: sziikséges és elégséges feltétel
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Koszonom a figyelmet!
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