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I. Id6ben megmaradoé mennyiségek,
konzervativ rendszerek

explicit Euler, o = 10 implicit Euler, h = 10

Fig. 1.2. Solutions of the Lotka—Volterra equations (1.1) (step sizes h = 0.12; initial values
(2, 2) for the explicit Euler method, (4, 8) for the implicit Euler method, (4, 2) and (6, 2) for
the symplectic Euler method)

* periodikus megoldasok, zart trajektoriak:

testek mozgasa, mozgaspalyak leirasa (harmonikus oszcillator, Kepler-egyenletek, ener-
giamegmaradas, invariansok),

jarvanyterjedési modell, ragadozé-zsakmany modell (elsé integral),

kémiai koncentraciovaltozasok

* kvalitativ szempontbdl “rossz” numerikus modszerek: explicit Euler, implicit Euler

* “j6” mddszerek, pl. szimplektikus Euler-modszer - structure-preserving numerical methods,
geometric numerical integration

« noha kvantitativ szempontbdl mindharom mddszer ugyandgy viselkedik (elsérendben pontos
méodszerek)

« a numerikus mddszerek klasszikus hibaanalizise tehat ezekben a szituacidkban nem elégséges
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Idében csokkend (nemnoévekvd) mennyiségek, disszipativ rendszerek

* pl. surlédasos mozgas
* entrépia

Az elébbi, kozonséges differencialegyenlet-rendszereket tartalmazé példak
megoldasait elsérendben pontos (= elsérendl) numerikus modszerekkel
kozelitettik

Hogyan lehet magasabb rendti (= kvantitativ szempontbol jobb,
“pontosabb”, “hatékonyabb”) mddszereket konstrualni, amelyek kvalitativ
szempontbol is megfelel6ek?

Egy megkozelités: adott numerikus modszerbdl kiindulva projekcids
technikat alkalmazva:

yold

u)n/ - uold + y(unew _ uold)

« itt a numerikus modszer [épéskozét nem valtoztatjuk

unew

ull = UV + A k7"

meg, hanem a sokasagra vetitiink
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Egy masik megkozelités:
adott numerikus modszerbdl kiindulva relaxacios technikat alkalmazva

uold

u)n/ — uold + y(unew _ uold)

* itt a numerikus modszer |épéskozét valtoztatjuk meg gy,

W
yne

ull = UV + A0 @k

hogy a sokasagon maradjunk

A relaxacios mddszertant Runge-Kutta-mddszerekre (= az egylépéses
numerikus mddszerek gyakorlatban fontos csaladja) szisztematikusan
kidolgoztak és elemezték:

Ketcheson D. I.: Relaxation Runge-Kutta methods: conservation and
stability for inner-product norms. SIAM J. Numer. Anal. 57 (6), 2850-2870
(2019)

Kiindulasi RK-mddszer — relaxacié — modositott RK-modszer (mar “jo”
tulajdonsagu)
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Kiindulasi RK-mddszer — relaxacio — modositott RK-modszer (mar “jo”
tulajdonsagu)

A relaxacidval a kvalitativ tulajdonsagokat ugyan megjavitottuk, de kérdés:
a modositas hatasara a kvantitativ tulajdonsagok nem romlanak el?

A fenti cikk megmutatja, hogy szerencsére nem (a mddszer pontossaga nem
romlik).

Természetes kérdés: mi a helyzet mas numerikus modszerekkel?
Egy tobblépéses mddszer kvantitativan “j6”, de kvalitativ szempontbdl nem
feltétlendil.

Kiterjeszthetd-e a relaxaciés modszertan tébblépéses numerikus
modszerekre is?
« linearis tobblépéses mddszerek

« allando [épéskozli modszerek
* valtozo lépéskozt (= adaptiv) modszerek
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Az erre vonatkozd eredményeinket az alabbi (D1-es besorolasu) folyodiratban
publikaltuk:

Ranocha H., Loczi L., Ketcheson D. I.: General relaxation methods for initial-
value problems with application to multistep schemes. Numerische
Mathematik 146, 875-906 (2020)

Kiindulasi tobblépéses mddszer — relaxacio — maodositott tobblépéses
modszer

A modositott mddszer kvantitativ és kvalitativ szempontbdl is “j6”
tulajdonsagu
* az eredeti numerikus médszer rendje megdrzédik
* az eredeti numerikus médszer SSP-tulajdonsaga (strong-stability preserving property) meg6rzédik
+ a modositott modszer megdrzi a geometriai invarianst
Példak:

* Adams-, Nystrom-, BDF-, eBDF-, vagy valtozo épéskozii SSP-mddszerek
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Kiindulasi tobblépéses mddszer — relaxacido — modositott tobblépéses-
modszer

Hogyan torténik a moédositas?

Iteracids [épésenként modositjuk az eredeti numerikus modszert:
|épésenként minddssze egy, nemlinearis skalaris egyenletet kell megoldani

* ez az extra szamitasigény elhanyagolhaté a fé iteracio szamitasigényéhez képest

= a relaxacios modszertan hatékony médositott modszereket eredményez.
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Il. Pozitiv rendszerek

* egy masik fontos kvalitativ tulajdonsag
* ez is megfogalmazhatdé invarianciatulajdonsagként

* ha azinput > 0, akkor az output >0
« ha a kezdeti feltétel fliggvénye > 0, akkor a differencidlegyenlet megoldasa Vt esetén > 0

A numerikus médszerek megdrzik ezt a kvalitativ tulajdonsagot? Altaldban
nem

Parcialis differencialegyenletek, gyakran kétlépcsés diszkretizacio:
PDE térvaltozo, idovaltozdé — térbeli szemidiszkretizacio — KDE-rendszer
— idddiszkretizacié — teljesen diszkretizalt rendszer

A kvalitativ tulajdonsagok mego6rzédését mindkét fazisban meg lehet
kovetelni, illetve mindkét fazisban megsériilhetnek.
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Elmalt néhany évtized:
pozitivitasi/oszcillacidmentességi/kontraktivitasi/monotonitasi
tulajdonsagokat megorzo térbeli szemidiszkretizaciok kifejlesztése

Elmult 2-3 évtized: SSP-elmélet

* hogyan lehet “j6” térbeli szemidiszkretizaciokhoz magasabb rendi “j6” idGdiszkretizacidkat

konstrualni

Ezeket G6sszeparositva kvalitativ szempontbdl megfeleld (pl. pozitivitasorzo)
teljes diszkretizaciokat nyerhetiink

Példa: 1D advekciods egyenlet, 8;U(x, t) = d,U(x, t)

« ezek nemlinearis valtozatait hasznaljak tobbek kozott kozlekedési modellekben (traffic flow
models)

* pozitivitas: a jarmUvek slrlsége csak pozitiv lehet
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Példa: az advekcids egyenlet térbeli szemidiszkretizaciodi
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els6rendben pontos és pozitivitastartd szemidiszkretizacid
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tartd szemidiszkretizacid, oka: a f6atlon kivili elemek eléjele

* magasabb rendben pontos centralis sémak (4-ed, illetve 6-odrendi): kvantitativ szempontbdl
jobbak, de ezek sem pozitivitastartok

”_n

* Fourier spektralis modszerek (az el6z6ek “hataresete”, a térbeli diszkretizacids alappontok a
teljes intervallumot kit6ltik): szintén nem pozitivitastartok
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Az advekcids egyenlet teljes diszkretizacioi

Nem meglepo:

ha a 2-0d, 4-ed, 6-odrend( centralis, illetve a spektralis szemidiszkretizaciok
utan nyert KDE-rendszerre az explicit Euler id6diszkretizaciot alkalmazzuk
(akarmilyen kicsi vagy nagy |épéskozzel), akkor a teljes diszkretizalt sem
pozitivitastarto

—> az SSP-elmélet nem alkalmazhaté

Meglepo: a 2-o0d, 4-ed, 6-odrendl centralis, illetve a spektralis
szemidiszkretizacidk utan nyert KDE-rendszerre az implicit Euler
idodiszkretizaciot alkalmazva a teljes diszkretizalt mar bizonyos esetekben
pozitivitastarto

Bizonyos esetekben:

- elegend6en nagy CFL-szam (%) esetén
- ha a térbeli szemidiszkretizaci6 alappontjainak szdma paratlan
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Mi torténik tehat az explicit Euler és az implicit Euler modszer “k6z6tt”? — 6-
modszerek

Hadjimichael Y., Ketcheson D. I., Loczi L.: Positivity preservation of implicit
discretizations of the
advection equation (biralat alatt, Q1-es folydirat)

« dltalanos eredmény megfogalmazasa, amely beazonositja, hogy a térbeli szemidiszkretizacio
mely spektralis tulajdonsaga elégséges ahhoz, hogy az advekcids egyenlet 6-mddszerrel torténd
teljes diszkretizaltja pozitivitasérzé legyen
* paraméterek:

m (a teljes diszkretizacié matrixanak mérete)

v (a CFL-szam)

6 (aziddodiszkretizacié paramétere)

* m x m-es, kétparaméteres matrixsereg elemenkénti nemnegativitasa:

1 Z"’ (1 =001 = 0)r*Y?(&)) cos((j — 1&) + vip(&e) sin((j — 1)&)

m & 1+ 020292(&)) ’
(N-1)/2
Y(z) =2 Z Cy sin(kx)
k=1

« a fenti trigonometrikus 6sszegek kozotti rekurzidk feltarasa (Wolfram Mathematica), aszimp-
totikus eredmények



