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Tipuselmélet

Programozasi nyelv és a matematika nyelve egyszerre.

» 1972, Per Martin-Lof svéd matematikus (1942-)




Tipuselmélet mint programozasi nyelv

Nagyon kifejez8 tipusrendszer:

InkoO : Int x Int -+ Int
Inkol : (a : Int) x (b : Int) = (¢ : Int) x (c | a) x (c | b)
Inko2 : (a : Int) x (b : Int) = (c : Int) x (c | a) x (c | b) x
((x : Int) x (x| a) x (x| b)) »x 1| c)
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Nagyon kifejez8 tipusrendszer:

InkoO : Int x Int -+ Int
lnkol : (a : Int) x (b : Int) » (c : Int) x (¢ | a) x (c | b)
Inko2 : (a : Int) x (b : Int) = (c : Int) x (¢ | a) x (¢ | b) x
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“Index out of bounds” futasi idejii hibak megsziintetése:

List : Type x Int -+ Type
head : List (1 + n , A) =+ A
_++_ : List (n , A) - List (m , A) - List (n + m , A)

Interaktiv programok:

avail : (b : Bool) -+ if b then (Date - Bool) else (Data x Date - Bool)
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Tipuselmélet mint a matematika nyelve

Program D Bizonyitas
Tipus o> Allitas

» A bizonyitasok végrehajthatok: ha belatjuk, hogy létezik legnagyobb kézds oszto,
kapunk egy programot, ami kiszamitja

» A bizonyitasok szamitogépes ellenérzése realis, mert valédi fiiggvényekkel, nem
pedig azok grafjaival dolgozunk, pl. 1 4+ 1 = 2 bizonyitasa trivialis.
Implementaciok:

» Automath: legels, De Bruijn

Coq: négyszintétel, Google Chrome, ELTE

Agda: kisérletezésre, ELTE

Idris: programozasra

>
>
>
» Lean: Kevin Buzzard (Imperial College)
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» Reprezentacié-fliggetlenség. Példaul egy (A:Type) = A - A tipusd program csak
az identitas lehet. Parametricitas, relacio-megérzés, John Reynolds, 1983.
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» Reprezentacié-fiiggetlenség. Példaul egy (A:Type) -+ A = A tipus( program csak
az identitas lehet. Parametricitas, relacio-megérzés, John Reynolds, 1983.
» A bijekcidban levs tipusok megkiilonbdztethetetlenek.
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» groupoid: egyenl&sége halmaz, pl. a halmazok gyiijteménye, kor tipus
> ..
» oco-groupoidok: egyik szinten sem trividlis az egyenléség, pl. Type

“Sejtés” a homotdpia-tipuselmélet az idealis nyelv programozasra/matematikara.



Egy ismer6s algebrai struktira

: Type

C=>C—>C

:C

:C—=C
(a®@b)®c=a® (b®c)
u®a=a

ra®u=a

al®a=u

:a®a_1:u



Egyszerl programozasi nyelv, mint algebrai strukttra

Ty
Tm
Bool
Nat
true
false
if —then—else— :
num
isZero

if 3y

if5,
isZerof3,

isZerof3,

: Type

: Ty — Type
Ty

: Ty

: Tm Bool

: Tm Bool

TmBool 4= TmA—-TmA - TmA

:N — Tm Nat

: TmNat — Tm Bool
iftruethentelset’ =t

:if falsethen telse t’ = t’

s isZero (num 0) = true

s isZero (num (1 + n)) = false



Ty
Tm
Bool
Nat
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if —then—else— :
num
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Egyszerl programozasi nyelv, mint algebrai strukttra

: Type

: Ty — Type
Ty

: Ty

: Tm Bool

: Tm Bool

TmBool 4= TmA—-TmA - TmA

:N — Tm Nat

: TmNat — Tm Bool
iftruethentelset’ =t
:if falsethen telse t’ = t’
s isZero (num 0) = true

s isZero (num (1 + n)) = false

A szabad algebra a szintaxis. Benne az egyenlGség elddnthetd (tehat halmaz).



Tipuselmélet, mint algebrai struktira

Type theory

Con.  :N-»Set

Ty N - Con; — Set

Sub : Con; — Con; — Set

Tm :(T: Con;) — Ty, T — Set

Substitution calculus

: Cong

: (I': Con) = Ty, I = Conay;

STy, A= SublA = Ty, T
SSubl'T
$SubOA — SubT'© — SubT A

s Subl

i (0:SubI'A) = Tm T (Afo]) —
SubT (As A)
:SubT' (A A) —+ SubT A

(0 :Subl (A A)) = TmT (Alm o))
:TmAA - (0:SubT A)  TmT (Afo])
s Alid) = A

: Alo o8] = Alo][8]
H(ood)ov=00(s0v)

tidoo =0

iooid=0

(0 Subl) = ¢

im(et) =0

sy (ot =t

i (mo,mo
H(ot)od

o 04,1[3])

Function space

I
lam
app
s

S(ATY,T) = Ty, (To A) = Ty, T
i Tm(T>A)B - TmI (1A B)
STmI(IAB) = Tm (s A) B
:app (lamt) =t

Ty
1)
lam(]

Sigma

Tn
Tl
)
Empty
n
exfalso
10
exfalsof]
Sum
+
injy

inj,
case

:lam (appt) = t
: (ILAB)[o]

: (lam t)[o] = lam (t[o1))

11(Afo]) (Blo])

F(A:Ty, D) = Ty; ([0 A) = Ty, T
s (w: TmIA) = Tm T (Bl(u)]) -

TmI(SAB)

:TmI(EAB) - TmI' A
S(t:Tmr(
 proj, (u,v) =
: proj, (u,v) = v
: (projy £, projg £) = ¢

AB)) = TmI (B[(proj, u)])

o)) (Blo™])

ulo], vlo])

St TmDT) =1t
iTl)=T
sttlo] = tt

Ty, I

(TmIL = TmIC
ilfo]=1

: (exfalsot)[o] = exfalso ({[o])

STy, T Ty, T - Ty, T
i TmDA = Tm (A +B)
:TmIB - TmT (A + B)
H(PiTy,(T> A+ B) -

Tm (I'o A) (Plwk, inj; vz])

+8,
+8,
+
injy ]
injs ]
case|]

Tm (> B) (Plwk, inj, vz]) —
(t:TmT (A+ B)) = TmI (P[(H)])
: case Puv (inj, £) = ul(t)]
: case Puv (injy ) = v[(#)]
: (A +B)[o] = Alo] + Blo]
: (injy £)[o]
: (injz )[o]
: (case Puvt)[o] =
case(P[o”]) (ulo]) (vlo")) (t[0])

Coquand universes

u
El

Booleans

Bool
true
false
if

Bool3,

(i :N) 5 Ty, T
$TmI U = Ty, T
STy, I TmIU;

SEl(cA) =4
:c(Ela)=a
Uifo] = U
: (Ela)[o] = El (al])

+Tyg

: TmT Bool

: TmT Bool

2 (P Ty, (I'> Bool)) — Tm ' (P[(true)]) —
Tm T (P(false}]) - (¢ : TmT Bool) —
Tm I (P((6)

sif Puvtrue = u

Boolfg. : if Puvfalse = v

Bool[]

true])

false(]

if[)

 Bool[o] = Bool

: falselo] = false
: (if Puvt)lo] = if (P[o") (ulo]) (v[o]) (tlo])

Natural numbers.

Nat

+Tyo



Tipuselmélet, mint algebrai struktira részlete

Con : Type

Sub : Con — Con — Type

Ty : Type

Tm : Con — Ty — Type

id :Subl'T

—[-] :TmAA—Subl'A —TmTlA
[id] :tid=t

zero : Tml Nat

zero|] : zero[o] = zero



Tipuselmélet, mint algebrai struktira részlete

Con : Type

Sub : Con — Con — Type

Ty : Type

Tm : Con — Ty — Type

id :Subl'T

—[-] :TmAA—Subl'A —TmTlA
[id] :tid=t

zero : Tml Nat

zero|] : zero[o] = zero

A szabad algebraban két kiilonb6z6 zero[id] = zero egyenléség van. Emiatt Tm I Nat
nem halmaz, ezért nem eldénthets az egyenl6ség, tehat ez nem egy programozasi nyelv!



Javitasi kisérlet 1.
Adjuk hozza a hianyzé egyenléséget!

Con  : Type

Sub  : Con — Con — Type

Ty : Type

Tm : Con — Ty — Type

id :Subl'T

-[-] :TmAA—Subl'A—TmlA
[id] ctlid] =t

zero :TmT Nat
zero[| : zero[o] = zero

zero[id] : zero[] = [id]



Javitasi kisérlet 1.
Adjuk hozza a hianyzé egyenléséget!

Con  : Type

Sub  : Con — Con — Type

Ty : Type

Tm : Con — Ty — Type

id :Subl'T

-[-] :TmAA—Subl'A—TmlA
[id] ctlid] =t

zero :TmT Nat
zero[| : zero[o] = zero

zero[id] : zero[] = [id]

Végtelen sok ilyen Gjabb egyenléségre lenne sziikségiink, és nem ismert, hogy ez
leirhat6-e egyaltalan tipuselméletben.



Javitasi kisérlet 2.

Tegyiik halmazza erével!

Tm : Con — Ty — Type
setTm: (uv:TmlA)(pq:u=v)—>p=gq
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Tegyiik halmazza erével!

Tm : Con — Ty — Type
setTm: (uv:TmlA)(pq:u=v)—>p=gq

Probléma: igy nem adhat6é meg a metacirkularis interpreter (értelmezé) a szabad
algebrara. Hiszen az értelmezs esetén Ty = Type és TmI A =T — A, tehat a termek
nem alkotnak halmazt.



(Részleges) megoldasunk

A termeket erével halmazza tessziik (és a tipusokat groupoidda).

Tm : Con — Ty — Type
setTm: (uv:TmlA)(pg:u=v)—=p=gq

Az interpreter megadhaté gy, hogy a tipusokat halmazokkal értelmezziik: Ty = Set és
TmlFA=T — A, és mivel A halmaz, ezért [ — A is halmaz.



(Részleges) megoldasunk

A termeket erével halmazza tessziik (és a tipusokat groupoidda).

Tm : Con — Ty — Type
setTm: (uv:TmlA)(pg:u=v)—=p=gq

Az interpreter megadhaté gy, hogy a tipusokat halmazokkal értelmezziik: Ty = Set és
TmlFA=T — A, és mivel A halmaz, ezért [ — A is halmaz.

Agdaban formalizaltuk a megoldasunkat, és majdnem készen vagyunk annak
bizonyitasaval, hogy az igy kapott szintaxis ekvivalens a hagyomanyos szintaxissal. Ez a
legegyszeriibb valtozata annak, amikor a tipuselméletet beagyazzuk a
homotépia-tipuselméletbe.



Utobbi év konkrét eredményei

» Meghivott eladas:
» Quotient inductive-inductive types and higher friends. Homotopy Type Theory
Electronic Seminar Talks (HoTTEST), online, 22 October 2020

» Elfogadott cikkek:

» Constructing a universe for the setoid model. Thorsten Altenkirch, Simon Boulier,
K.A., Christian Sattler, Filippo Sestini. 24th International Conference on
Foundations of Software Science and Computation Structures, 27 March-1 April 2021

» For Finitary Induction-Induction, Induction Is Enough. K.A., Kovacs Andras,
Ambroise Lafont. 25th International Conference on Types for Proofs and Programs
(TYPES 2019) post-proceedings.

» Bekiildott/bekiildends cikkek:

» A calculus of single substitutions for simple type theory. K.A., Luksa Norbert.
MACS 2020

» Induction principles for type theories, internally to presheaf categories. Rafaél
Bocquet, K.A. Christian Sattler. Computer Science Logic 2021.

» Kapcsolddas: Horpacsi Daniellel konzultacidk, 6k is tipuselméletet hasznalnak.

» Szeptemberben kezd6dé tipuselmélet COST Action-ben magyar részvétel



