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Bevezetés

A konvex geometria szerteágazó része a matematikának. Kapcsolatát a funk-
cionálanalízissel, a variációszámítással, a komplex függvénytannal, a gráfel-
mélettel vagy a krisztallográfiával nem nehéz felismerni, sőt egyes fejezetei
újabban a kódelméletben, a szférikus harmonikusok elméletében, a numeri-
kus analízisben és az algebrai geometriában is felbukkannak.

Konvex halmazokra vonatkozó speciális eredmények már az ókorban is
ismertek voltak. Euklidész Elemek című műve több, sokszögekre és poli-
éderekre vonatkozó tételt tartalmaz, többek között az öt szabályos poliéder
levezetését is. Arkhimédész volt az első, aki a konvex halmazokat precízen
definiálta. Ugyancsak tőle származik a kétoldali közelítés módszere, melynek
segítségével sikerült meghatároznia az egyenes körhenger, az egyenes körkúp
valamint a gömb felszínét és térfogatát. Végül neki tulajdonítható a 13 félig
szabályos poliéder felfedezése is (egy poliédert félig szabályosnak nevezünk,
ha lapjai nem mind egybevágó szabályos sokszögek, szimmetriacsoportja pe-
dig tranzitív a csúcsokon). Az izoperimetrikus problémával kapcsolatban,
amely mindig is az érdeklődés középpontjában állt, Zenodorusz megmutatta,
hogy az adott kerületű konvex n-szögek között a szabályos n-szög területe a
legnagyobb (feltéve, hogy létezik maximális területű ilyen sokszög).

Kepler 1619-ben újra felfedezte a félig szabályos poliédereket, és igazolta,
hogy csak 13 van belőlük. Szintén Kepler nevéhez köthető a 3-dimenziós lap-
centrált kockarács által meghatározott rácsszerű gömbelhelyezés első részletes
leírása is, melyről Gauss 1831-ben bebizonyította, hogy a rácsszerű gömbelhe-
lyezések között a legsűrűbb. Ebben az elhelyezésben a gömbök sugara 1/

√
2,

centrumaik pedig a Descartes-féle koordinátarendszer azon egész koordinátá-
jú pontjaiban vannak, melyekben a koordináták összege páros. Vegyük észre,
hogy minden gömböt pontosan 12 másik érint, például azt, amelyiknek kö-
zéppontja az origóban van a (0,±1,±1), (±1, 0,±1), (±1,±1, 0) középpontú
gömbök. Ez a 12 gömbközéppont egy félig szabályos poliédernek, egy úgy-
nevezett kuboktaédernek a csúcsaiban helyezkedik el.

Euler 1752-ben észrevette, hogy egy konvex poliéder csúcsainak, éleinek
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és lapjainak f0, f1 és f2 számára az

f0 − f1 + f2 = 2, f0 6 2f2 − 4, f2 6 2f0 − 4 (∗)
összefüggések mindig fennállnak. Ezek első precíz bizonyítását Legendre adta
1794-ben.

Fourier 1826-ban kifejlesztett egy módszert, amely lineáris egyenlőtlenség
rendszerek összes megoldását állította elő. Ebből az eredményből nőtt ki,
elsősorban Kantorovics és Dantzig munkásságának köszönhetően a lineáris
programozás (részletesebben ld. Schrijver (1986)).

Cauchy 1813-ban egy figyelemre méltó felfedezést tett. Ha két konvex
poliéder azonos kombinatorikus típusú, továbbá az egymásnak megfelelő lap-
jaik egybevágóak, akkor a két poliéder is egybevágó (két konvex poliédert
azonos kombinatorikus típusúnak nevezünk, ha a két poliéder csúcsai, élei,
illetve lapjai között olyan kölcsönösen egyértelmű megfeleltetés létesíthető,
amely az illeszkedési viszonyokat megtartja). Cauchy egy másik, 1850-ben
talált formulája szerint egy 3-dimenziós konvex test felszíne négyszerese a
test 2-dimenziós vetületei területátlagának.

Von Staudt 1847-ben bevezette a konvex testek polárisának fogalmát, ám
ez a feledés homályába merült, és később Minkowski és Steinitz is újrafelfe-
dezték.

Steiner munkásságának hatása a konvex geometriára már könnyebben fel-
ismerhető. 1836 és 1841 között, többek között a róla elnevezett szimmetrizá-
ció felhasználásával számos bizonyítást adott a kör és a gömb izoperimetrikus
tulajdonságára, azonban a maximális térfogatú alakzat létezésének kérdését
mindig figyelmen kívül hagyta. Az izoperimetrikus problémára kifogástalan
bizonyítást elsőként Edler és Schwarz adott 1882-ben, illetve 1884-ben. A
kortárs alternatív megoldások közül még megemlítjük Minkowski és Blaschke
1901-ben, illetve 1916-ban publikált bizonyításait. Minkowski gondolatmene-
te az általa bevezetett felszín fogalmat és a Brunn-Minkowski tételt használja,
míg Blaschke bizonyítása a Steiner szimmetrizáción és a Blaschke-féle kivá-
lasztási tételen nyugszik (a történet folytatását illetően ld. Burago-Zalgaller
(1988)). Steiner másik, 1840-ből származó nevezetes eredménye annak felis-
merése, hogy egy K ⊆ En konvex test λ > 0 sugarú parallel tartományának
térfogata kifejezhető λ egy n-edfokú polinomjaként.

Schläfli magasabb dimenziós politópokra vonatkozó eredményei, példá-
ul az Euler-féle poliéderformula általánosítása már 1852-ben megszülettek,
azonban megjelenésükre 1901-ig kellet várni. Megjegyezzük, hogy az Euler-
féle poliéderformulát Schläflitől függetlenül Poincaré is kiterjesztette maga-
sabb dimenzióra, azonban mindkét bizonyítás hiányos. Az előbbi bizonyítást
csak 1971-ben, míg az utóbbit az 1930-as években sikerült teljessé tenni. Az
első elemi bizonyítások Hadwigertől és Grünbaumtól származnak.
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Végül a múlt század végén, elsősorban Minkowski munkásságának kö-
szönhetően, a konvex geometria a matematika önálló ágává vált. Ekkor már
a szisztematikus vizsgálatok is megjelentek. Brunn 1899-ben bebizonyította,
hogy tetszőleges K,L ⊆ En konvex testekre

V (K + L)1/n > V (K)1/n + V (L)1/n.

Minkowski megmutatta, hogy ha K1, . . . , Km ⊆ En kompakt, konvex hal-
mazok, akkor léteznek olyan V (Ki1 , . . . , Kin) együtthatók (amelyeket vegyes
térfogatoknak nevezünk), hogy minden λ1, . . . , λm > 0 esetén

V (λ1K1 + · · ·+ λmKm) =
m∑
i1=1

· · ·
m∑

in=1

V (Ki1 , . . . , Kin)λi1 · · ·λin .

Fenchel és Alexandrov 1936-ban, illetve 1937-ben Minkowski egy vegyes tér-
fogatokra vonatkozó egyenlőtlenségét messzemenően általánosítva igazolták,
hogy

V (K1, K2, K3, . . . , Kn)2 > V (K1, K1, K3, . . . , Kn)V (K2, K2, K3, . . . , Kn).

Minkowskinak még két híres tételét említjük meg. 1893-ban észrevette,
hogy ha K ⊆ En egy az origóra szimmetrikus, kompakt, konvex halmaz és
V (K) > 2n, akkor K szükségképpen tartalmaz az origótól különböző olyan
pontot, melynek koordinátái egész számok. A másik erdeményt 1897-ben érte
el: egy konvex poliéder lapjainak területei, valamint a lapok külső normál-
vektorai a poliédert egyértelműen meghatározzák. Mindkét tétel napjainkig
intenzíven kutatott területek kiindulópontjának tekinthető.

Hilbert harmadik problémája azt kérdezi, hogy ha két 3-dimenziós poli-
éder térfogata megegyezik, akkor a poliéderek átdarabolhatók-e egymásba.
A válasz meglepő, Dehn 1901-ben megmutatta, hogy egy kocka soha nem
darabolható át egy vele egyenlő térfogatú szabályos tetraéderbe. Megjegyez-
zük, hogy a 2-dimenziós esetben már Bolyai Farkas igazolta, hogy az azonos
terület maga után vonja az átdarabolhatóságot. Dehn eredményeit Hadwiger
1954-ben terjesztette ki magasabb dimenzióra (további eredményeket illetően
ld. Boltyanski (1978)).

Blaschke konvex geometriai eredményei két típusba sorolhatók. Nagyon
sok szemléletes tételt talált, ezek közül csak egy példát említünk: egy K
konvex test akkor és csak akkor ellipszoid, ha minden rögzített egyenesre
a K ezzel párhuzamos támaszegyenesei K-t egy síkbeli halmazban metszik.
Másrészt szisztematikusan vizsgálta a kompakt, konvex halmazok terét az
ún. Hausdorff metrikával ellátva, és többek között 1914-ben belátta, hogy ez
a metrikus tér teljes.
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Carathéodory, Helly és Radon nevét együtt szokták emlegetni a róluk el-
nevezett híres tételek miatt, amelyek a konvex geometria alapköveit képezik.
Carathéodory tétele azt állítja, hogy egy halmaz konvex burkának minden
pontja benne van egy olyan szimplexben, amelynek csúcsai az adott halmaz-
ban vannak. Helly tétele szerint ha F az n-dimenziós tér legalább n + 1
kompakt, konvex halmazának egy családja, és F bármely n+ 1 tagjának van
közös pontja, akkor F összes tagjának van közös pontja. Végül a Radon tétel:
ha S ⊆ En egy legalább n + 2 pontból álló halmaz, akkor S felbontható két
olyan diszjunkt S1 és S2 részre, hogy convS1 ∩ convS2 6= ∅.

A krisztallográfia konvex geometriai aspektusait tekintve kiemelhetjük
Bieberbach és Frobenius egy 1910 körül született eredményét, mely Hilbert
azon sejtését igazolta, hogy bármely dimenzióban legfeljebb véges sok kris-
tálycsoport létezik.

A konvex politópok kombinatorikus elméletének kialakulása Steinitz ne-
véhez fűződik. Egyik nevezetes eredménye, hogy ha az f0, f1, f2 pozitív egész
számok kielégítik a (∗) összefüggéseket, akkor létezik olyan 3-dimenziós kon-
vex poliéder, melynek f0 csúcsa, f1 éle és f2 lapja van. Az f -vektorok hasonló,
magasabb dimenziós karakterizációja még megoldatlan. Viszont szimpliciá-
lis politópok f -vektorainak karakterizációja ismert. McMullen egy szükséges
és elégséges feltételt megfogalmazó sejtését igazolva, Billera és Lee, illetve
Stanley 1980-ban érték el ezt a kiemelkedő eredményt. Steinitznek még egy
fontos tételét említjük meg. Bármely háromszorosan összefüggő, egyszerű
síkgráf izomorf egy 3-dimenziós konvex poliéder élgráfjával.

Ennél a pontnál be is fejeznénk történeti áttekintésünket, mely egyébként
is csak néhány fontosabb eseményt villantott fel a teljesség bármiféle igénye
nélkül. Jegyzetünkben sem törekszünk többre, mint az alapfogalmak elsajá-
títása után bepillantsunk a konvex geometria néhány fontosabb fejezetébe.
Sajnos több alapvető területet a terjedelmi korlátok miatt érintőlegesen sem
tudunk tárgyalni. Ilyen például a diszkrét geometria, a geometriai szám-
elmélet, a geometriai algoritmusok elmélete valamint a konvex geometria
differenciálgeometriai, integrálgeometriai és algebrai geometriai kapcsolatai.
Ezekről az irodalomjegyzékben felsorolt könyvekből szerezhet információt az
olvasó. Viszonylag teljes kép kapható a Gruber és Wills szerkesztette kétkö-
tetes „Handbook of convex geometry” című tanulmánygyűjteményből.

A jegyzet kilenc fejezetből áll. Minden fejezet végén feladatok találha-
tók, melyek nehézsége széles határok között mozog. A nehezebb feladatokat
∗-gal jelöltük meg. Néhány feladat már nem is igazán tekinthető feladatnak,
inkább az érdeklődőknek ad támpontot a továbbhaladáshoz (ez persze nem
jelenti azt, hogy nem létezhet egyszerű megoldásuk). Ezeket a feladatokat
∗∗ jelzi, és mindig tartalmaznak az irodalomra vonatkozó utalást. A fel-
adatok többségénél útmutatás található, ezek részletessége azonban változó.
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A jegyzetet elég terjedelmes irodalomjegyzék zárja, melyben megpróbáltuk
összegyűjteni a konvex geometriával kapcsolatos fontosabb tankönyveket és
monográfiákat is.

Ami a szükséges előismereteket illeti, ezeket igyekeztünk a lehetőségekhez
képest a minimumra szorítani, csak a szokásos egyetemi geometria, lineáris
algebra és valós analízis előadások legalapvetőbb részeire támaszkodunk.

Végül ezúton szeretnék köszönetet mondani Burcsi Péternek, amiért el-
vállalta a kézirat lektorálását, és értékes tanácsaival jelentősen hozzájárult
annak jobbá tételéhez. Szeretném megköszönni kollégáimnak és diákjaimnak
a sok hasznos beszélgetést, amelyeket a jegyzettel kapcsolatban folytattunk.
Külön kiemelném Bezdek Károly, Böröczky Károly, G. Horváth Ákos, Ker-
tész Gábor, Makai Endre, Naszódi Márton és Uhrin Béla nevét.
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1. fejezet

Konvex halmazok

1.1. Affin halmazok
A valós számokból álló rendezett n-esek halmazát az

(α1, . . . , αn) + (β1, . . . , βn) = (α1 + β1, . . . , αn + βn),

λ (α1, . . . , αn) = (λα1, . . . , λαn),

〈(α1, . . . , αn), (β1, . . . , βn)〉 = α1β1 + · · ·+ αnβn

műveletekkel n-dimenziós euklideszi térnek tekinthetjük, amelyet röviden En-
nel fogunk jelölni. Ezek után a szokásos módon vezethetjük be az alapvető
lineáris algebrai és topológiai fogalmakat, ám erre itt nem térünk ki. Helyette
inkább a lineáris alterek euklideszi térbeli megfelelőivel ismerkedünk meg.
Állapodjunk meg abban, hogy az origót mindig o jelöli.

1.1.1. Definíció. Az n-dimenziós euklideszi tér valamely lineáris alterének
eltoltját affin altérnek nevezzük.

Azt mondjuk, hogy két affin altér párhuzamos, ha egymás eltoltjai. Egy
affin altér dimenziója legyen az azzal párhuzamos lineáris altér dimenziója.
Az 1-dimenziós affin altereket egyeneseknek, míg az (n − 1)-dimenziós af-
fin altereket hipersíkoknak nevezzük. Alkalmanként szükség lehet különböző
dimenziós affin alterek párhuzamosságáról beszélni. Ebben az esetben azt
követeljük meg, hogy az egyik affin altér tartalmazza a másik affin altér vala-
mely eltoltját. Ugyanilyen fontos reláció affin alterek körében a merőlegesség.
Két (nem párhuzamos) affin alteret akkor nevezünk merőlegesnek, ha a meg-
felelő (ugyanolyan dimenziós) párhuzamos lineáris alterek, az uniójuk által
kifeszített lineáris altérben tekintve őket, tartalmazzák egymás ortogonális
kiegészítőit.
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1.1.2. Definíció. Ha x, y ∈ En különböző pontok, akkor az

xy = {αx+ βy | α, β ∈ R és α + β = 1}

halmazt az x és y pontokat összekötő egyenesnek nevezzük.

1.1.3. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy S ⊆ En halmaz affin, ha minden
x, y ∈ S esetén xy ⊆ S.

1.1.4. Állítás. Egy S ⊆ En nem üres halmaz akkor és csak akkor affin, ha
affin altér.

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy S affin halmaz, és legyen x ∈ S tet-
szőleges pont. Legyen továbbá U = −x + S = {−x + s | s ∈ S}. Ekkor
S = x + U . Megmutatjuk, hogy az U halmaz lineáris altér. Valóban, ha
u1, u2 ∈ U , akkor léteznek olyan s1, s2 ∈ S pontok, hogy u1 = −x + s1 és
u2 = −x+ s2. Így minden λ valós számra

u1 + λu2 = (−x+ s1) + λ(−x+ s2) = −x+ λ (2 (1
2
s1 + 1

2
s2)− x) + (1− λ)s1.

Mivel S affin halmaz, ezért 1
2
s1 + 1

2
s2 ∈ S, így 2(1

2
s1 + 1

2
s2) − x ∈ S, kö-

vetkezésképpen λ (2 (1
2
s1 + 1

2
s2) − x) + (1 − λ)s1 ∈ S teljesül. Ennélfogva

u1 + λu2 ∈ −x+ S = U , amiből egyszerűen adódik, hogy U lineáris altér, és
így S = x+ U affin altér.

Megfordítva, legyen S = x + U , ahol x ∈ Rn és U lineáris altér. Meg-
mutatjuk, hogy S affin halmaz. Valóban, ha s1, s2 ∈ S, akkor léteznek olyan
u1, u2 ∈ U pontok, hogy s1 = x + u1 és s2 = x + u2. Ennélfogva minden λ
valós számra

λs1 + (1− λ)s2 = λ(x+ u1) + (1− λ)(x+ u2) = x+ λu1 + (1− λ)u2.

Mivel U lineáris altér, ezért λu1 + (1− λ)u2 ∈ U , és így λs1 + (1− λ)s2 ∈ S.
Ebből következik, hogy S affin halmaz. �

A lineáris algebrából ismert lineáris kombinációhoz hasonlóan definiálható
pontok affin kombinációja is.

1.1.5. Definíció. Legyenek λ1, . . . , λk olyan valós számok, amelyekre telje-
sül, hogy λ1+· · ·+λk = 1. Ekkor a λ1x1+· · ·+λkxk pontot az x1, . . . , xk ∈ En
pontok egy affin kombinációjának nevezzük.

Nyilvánvaló, hogy egy halmaz akkor és csak akkor affin, ha bármely két
pontjának affin kombinációit is tartalmazza. A következő állítás arra mutat
rá, hogy ez tetszőleges számú pont affin kombinációira is igaz.
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1.1.6. Állítás. Egy S ⊆ En nem üres halmaz akkor és csak akkor affin, ha{
k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,

k∑
i=1

λi = 1,

λi ∈ R és xi ∈ S minden 1 6 i 6 k esetén

}
⊆ S.

Bizonyítás. A feltétel elégségessége magától értetődik. A szükségességet az
affin kombinációban előforduló S-beli pontok k száma szerinti teljes indukci-
óval igazoljuk. Ha k = 2, akkor az állítás definíció szerint teljesül. Ezek után
feltéve, hogy S bármely legfeljebb k pontból álló affin kombinációi szintén S-
ben vannak, tekintsünk egy k+ 1 pontból álló affin kombinációt, azaz legyen
x =

∑k+1
i=1 λixi, ahol

∑k+1
i=1 λi = 1, λi ∈ R és xi ∈ S minden 1 6 i 6 k+1 ese-

tén. Világos, hogy ebben az affin kombinációban legalább egy λi együttható,
mondjuk λk+1 6= 1. Most

λ1 + · · ·+ λk = 1− λk+1 6= 0,

és így

x = (λ1 + · · ·+ λk)

(
λ1

λ1 + · · ·+ λk
x1 + · · ·+ λk

λ1 + · · ·+ λk
xk

)
+ λk+1xk+1.

Ám az indukciós feltevés szerint a

λ1
λ1 + · · ·+ λk

x1 + · · ·+ λk
λ1 + · · ·+ λk

xk

pont hozzátartozik S-hez, ezért x előáll két S-beli pont affin kombinációja-
ként, azaz x ∈ S. �

A lineáris függetlenség affin megfelelője is bevezethető.

1.1.7. Definíció. Azt mondjuk, hogy az x1, . . . , xk ∈ En pontok affin össze-
függők, ha léteznek olyan λ1, . . . , λk nem mind nulla valós számok, hogy

k∑
i=1

λi = 0 és
k∑
i=1

λixi = o.

Ellenkező esetben affin független pontrendszerről beszélünk.

1.1.8. Állítás. Bármely legalább n+2 pontot tartalmazó En-beli halmaz affin
összefüggő.
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Bizonyítás. Legyen m > n + 2, és tekintsük az x1, . . . , xm ∈ En pontokat.
Ekkor az x2 − x1, . . . , xm − x1 vektorok lineárisan összefüggők, így léteznek
olyan α2, . . . , αm nem mind nulla valós számok, hogy

α2(x2 − x1) + · · ·+ αm(xm − x1) = o,

azaz
−(α2 + · · ·+ αm)x1 + α2x2 + · · ·+ αmxm = o.

Következésképpen az x1, . . . , xm pontok affin összefüggők. �

Az affin burok definiálásához szükségünk van az alábbi, triviális észrevé-
telre.

1.1.9. Állítás. Affin halmazok tetszőleges családjának a metszete affin hal-
maz.

1.1.10. Definíció. Egy S ⊆ En halmazt tartalmazó összes affin halmaz met-
szetét az S halmaz affin burkának nevezzük és aff S-sel jelöljük.

Világos, hogy egy S halmaz akkor és csak akkor affin, ha S = aff S.
Megmutatjuk, hogy ennél több is igaz.

1.1.11. Állítás. Legyen S ⊆ En tetszőleges nem üres halmaz. Ekkor

aff S =

{
k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,
k∑
i=1

λi = 1,

λi ∈ R és xi ∈ S minden 1 6 i 6 k esetén

}
.

Bizonyítás. Az egyszerűség kedvéért vezessük be a

T =

{
k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,
k∑
i=1

λi = 1,

λi ∈ R és xi ∈ S minden 1 6 i 6 k esetén

}
jelölést. Mivel aff S affin halmaz, ezért az 1.1.6. Állítás szerint{

k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,

k∑
i=1

λi = 1,

λi ∈ R és xi ∈ aff S minden 1 6 i 6 k esetén

}
⊆ aff S.
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Másrészt S ⊆ aff S, így

T ⊆
{

k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,

k∑
i=1

λi = 1,

λi ∈ R és xi ∈ aff S minden 1 6 i 6 k esetén

}
.

Következésképpen T ⊆ aff S.
Megfordítva, ha x = α1x1 + · · ·+αrxr és y = β1y1 + · · ·+βsys tetszőleges

T -beli pontok, akkor minden λ valós számra a

z = λx+ (1− λ)y = λα1x1 + · · ·+ λαrxr + (1− λ)β1y1 + · · ·+ (1− λ)βsys

pont is hozzátartozik T -hez, hiszen
r∑
i=1

λαi +
s∑
j=1

(1− λ)βj = λ
r∑
i=1

αi + (1− λ)
s∑
j=1

βj = λ · 1 + (1− λ) · 1 = 1.

Így T affin halmaz, amely tartalmazza S-et. Ennélfogva aff S ⊆ T is teljesül.
�

1.2. Konvex halmazok
Ebben a fejezetben megkezdjük a konvex halmazok szisztematikus vizsgála-
tát. Ehhez mindenekelőtt szükségünk van néhány definícióra.

1.2.1. Definíció. Ha x, y ∈ En tetszőleges pontok, akkor az

xy = {αx+ βy | α, β > 0 és α + β = 1}

halmazt az x és y pontokat összekötő szakasznak nevezzük.

1.2.2. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy S ⊆ En halmaz konvex, ha minden
x, y ∈ S esetén xy ⊆ S.

1.2.3. Definíció. Legyenek λ1, . . . , λk olyan nem negatív valós számok, ame-
lyekre λ1 + · · ·+λk = 1. Ekkor a λ1x1 + · · ·+λkxk pontot az x1, . . . , xk ∈ En
pontok egy konvex kombinációjának nevezzük.

Azonnal következik, hogy egy halmaz akkor és csak akkor konvex, ha
bármely két pontjának konvex kombinációit is tartalmazza. Az alábbi állítás
arra mutat rá, hogy ez tetszőleges számú pont konvex kombinációira is igaz
(vö. 1.1.6. Állítás).
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1.2.4. Állítás. Egy S ⊆ En nem üres halmaz akkor és csak akkor konvex,
ha{

k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,

k∑
i=1

λi = 1,

λi > 0 és xi ∈ S minden 1 6 i 6 k esetén

}
⊆ S.

Bizonyítás. A feltétel elégségessége nyilvánvaló, a szükségességet pedig a
konvex kombinációban előforduló S-beli pontok k száma szerinti teljes induk-
cióval igazolhatjuk. Ha k = 2, akkor az állítás definíció szerint teljesül. Ezek
után feltéve, hogy S bármely, legfeljebb k pontból álló konvex kombinációi
szintén S-ben vannak, tekintsünk egy k+1 pontból álló konvex kombinációt,
azaz legyen x =

∑k+1
i=1 λixi, ahol

∑k+1
i=1 λi = 1, λi > 0 és xi ∈ S minden

1 6 i 6 k+ 1 esetén. Világos, hogy ebben a konvex kombinációban legalább
egy λi együttható, mondjuk λk+1 < 1. Most λ1 + · · ·+ λk = 1− λk+1 > 0, és
így

x = (λ1 + · · ·+ λk)

(
λ1

λ1 + · · ·+ λk
x1 + · · ·+ λk

λ1 + · · ·+ λk
xk

)
+ λk+1xk+1.

Ám az indukciós feltevés szerint a

λ1
λ1 + · · ·+ λk

x1 + · · ·+ λk
λ1 + · · ·+ λk

xk

pont hozzátartozik S-hez, ezért x előáll két S-beli pont konvex kombináció-
jaként, azaz x ∈ S. �

A konvex burok fogalmának bevezetéséhez is szükségünk van egy triviális
észrevételre.

1.2.5. Állítás. Konvex halmazok tetszőleges családjának a metszete konvex
halmaz.

1.2.6. Definíció. Egy S ⊆ En halmazt tartalmazó összes konvex halmaz
metszetét az S halmaz konvex burkának nevezzük és convS-sel jelöljük.

Világos, hogy egy S halmaz akkor és csak akkor konvex, ha S = convS.
Sőt ennél sokkal több is igaz.
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1.2.7. Állítás. Legyen S ⊆ En tetszőleges nem üres halmaz. Ekkor

convS =

{
k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,

k∑
i=1

λi = 1,

λi > 0 és xi ∈ S minden 1 6 i 6 k esetén

}
.

Bizonyítás. Az egyszerűség kedvéért vezessük be a

T =

{
k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,

k∑
i=1

λi = 1,

λi > 0 és xi ∈ S minden 1 6 i 6 k esetén

}

jelölést. Mivel convS konvex halmaz, ezért az 1.2.4. Állítás szerint{
k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,
k∑
i=1

λi = 1,

λi > 0 és xi ∈ convS minden 1 6 i 6 k esetén

}
⊆ convS.

Másrészt S ⊆ convS, így

T ⊆
{

k∑
i=1

λixi | k ∈ Z+,
k∑
i=1

λi = 1,

λi > 0 és xi ∈ convS minden 1 6 i 6 k esetén

}
Következésképpen T ⊆ convS.

Megfordítva, ha x = α1x1 + · · ·+αrxr és y = β1y1 + · · ·+βsys tetszőleges
T -beli pontok, akkor minden 0 6 λ 6 1 esetén a

λx+ (1− λ)y = λα1x1 + · · ·+ λαrxr + (1− λ)β1y1 + · · ·+ (1− λ)βsys

pont is hozzátartozik T -hez, hiszen az együtthatók mindegyike 0 és 1 között
van, továbbá
r∑
i=1

λαi +
s∑
j=1

(1− λ)βj = λ
r∑
i=1

αi + (1− λ)
s∑
j=1

βj = λ · 1 + (1− λ) · 1 = 1.
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Így T konvex halmaz, amely tartalmazza S-et. Ennélfogva convS ⊆ T is
teljesül. �

Az előző állítás szerint egy S halmaz konvex burkának bármely pontja
kifejezhető az S bizonyos számú pontjának konvex kombinációjaként, ám
semmi információt nem kapunk a kombinációban szereplő pontok számáról.
A következő tétel, amely alapvető fontosságú a konvex halmazok elméletében,
ezt a bizonytalanságot szünteti meg.

1.2.8. Tétel (Carathéodory, 1907). Ha S ⊆ En nem üres halmaz, ak-
kor convS bármely pontja előállítható S legfeljebb n + 1 pontjának konvex
kombinációjaként.

Bizonyítás. Az 1.2.7. Állítás szerint convS tetszőleges x pontja előállítható
az S halmaz véges sok pontjának konvex kombinációjaként, azaz valamely
k pozitív egész számra x =

∑k
i=1 λixi, ahol

∑k
i=1 λi = 1, λi > 0 és xi ∈ S

minden 1 6 i 6 k esetén. Ha a fenti előállításban k 6 n + 1, akkor nincs
mit bizonyítanunk. Ezért tegyük fel, hogy k > n + 1. Ebben az esetben az
x1, . . . , xk pontok affin összefüggők, azaz léteznek olyan α1, . . . , αk nem mind
nulla valós számok, amelyekre

∑k
i=1 αi = 0 és

∑k
i=1 αixi = o. Az általánosság

megszorítása nélkül feltehetjük, hogy αk > 0 és λk/αk 6 λi/αi minden olyan
1 6 i 6 k esetén, amelyre αi > 0. Ezek után legyen βi = λi − (λk/αk)αi
minden 1 6 i 6 k esetén. Így βk = 0 és

k∑
i=1

βi =
k∑
i=1

λi −
λk
αk

k∑
i=1

αi = 1− 0 = 1.

Továbbá minden 1 6 i 6 k esetén βi > 0. Valóban, ha αi 6 0, akkor
βi > λi > 0. Ha pedig αi > 0, akkor βi = (λi/αi − λk/αk)αi > 0. Ezért

k−1∑
i=1

βixi =
k∑
i=1

βixi =
k∑
i=1

λixi −
λk
αk

k∑
i=1

αixi =
k∑
i=1

λixi = x,

azaz az x pont kifejezhető az x1, . . . , xk−1 pontok konvex kombinációjaként
is. Ez az eljárás addig ismételhető, amíg az x pont elő nem áll az S halmaz
legfeljebb n+ 1 pontjának konvex kombinációjaként. �

Könnyű ellenőrizni, hogy ha kevesebb, mint n+ 1 pontot veszünk, akkor
már nem lesz igaz az állítás. Most lássunk egy egyszerű példát az 1.2.8. Ca-
rathéodory tétel alkalmazására.

1.2.9. Állítás. Ha S ⊆ En nem üres, kompakt halmaz, akkor convS is kom-
pakt halmaz.
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Bizonyítás. Definiáljunk egy D ⊆ En+1 kompakt halmazt a következőkép-
pen:

D = {(α1, . . . , αn+1) |
n+1∑
i=1

αi = 1 és αi > 0 minden 1 6 i 6 n+ 1 esetén}.

Tekintsük továbbá az

f(α1, . . . , αn+1, x1,1, . . . , x1,n, . . . , xn+1,1, . . . , xn+1,n) =
n+1∑
i=1

αi(xi,1, . . . , xi,n)

folytonos függvényt. Az 1.2.8. Carathéodory tétel szerint ekkor

f(D × S × · · · × S) = convS.

De D × S × · · · × S kompakt halmaz, így convS is szükségképpen kompakt
halmaz. �

A fejezet hátralévő részében a konvex halmazok egy érdekes topológiai
tulajdonságával ismerkedünk meg. Ehhez szükségünk lesz némi előkészületre.

1.2.10. Állítás. Tekintsünk egy S = {x1, x2, . . . , xk+1} ⊆ En affin független
pontrendszert. Ekkor S affin burkának minden pontja egyértelműen írható fel
az x1, x2, . . . , xk+1 pontok affin kombinációjaként.

Bizonyítás. Az 1.1.11. Állítással összhangban tegyük fel, hogy S affin bur-
kának valamely pontjára

k+1∑
i=1

αixi =
k+1∑
i=1

βixi.

Legyen λi = αi − βi minden 1 6 i 6 k + 1 esetén. Ekkor
∑k+1

i=1 λixi = o. De

k+1∑
i=1

λi =
k+1∑
i=1

αi −
k+1∑
i=1

βi = 1− 1 = 0,

ami az x1, . . . , xk+1 pontok affin függetlensége miatt csak akkor lehetséges ha
λi = 0, azaz αi = βi minden 1 6 i 6 k + 1 esetén. �

1.2.11. Következmény. Tekintsünk egy S = {x1, x2, . . . , xk+1} ⊆ En affin
független pontrendszert. Ekkor S konvex burkának minden pontja egyértel-
műen fejezhető ki az x1, x2, . . . , xk+1 pontok konvex kombinációjaként.
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Állapodjunk meg néhány hasznos jelölésben. Egy tetszőleges A ⊆ En
halmaz belsejét jelölje intA, határát bdA, lezártját pedig clA. Az A halmaz
dimA dimenziója definíció szerint legyen aff A dimenziója. Megjegyezzük,
hogy dimA különbözhet a halmaz topológiai dimenziójától (konvex halmazok
esetén persze a két érték megegyezik). Ha dimA < n, akkor nyilván intA = ∅
és bdA = clA. Elég gyakran azért ennél több információra van szükségünk.
Így az A halmaz aff A-ra vonatkozó belsejét és határát jelölje relintA, illetve
relbdA.

1.2.12. Definíció. Legyen {x1, x2, . . . , xk+1} ⊆ En affin független pontrend-
szer. Ekkor az S = conv{x1, x2, . . . , xk+1} kompakt, konvex halmazt k-
dimenziós szimplexnek nevezzük.

Ezek után már rátérhetünk eredeti célunk megvalósítására.

1.2.13. Tétel. Legyen S ⊆ En nem üres, konvex halmaz. Ekkor relintS 6= ∅.

Bizonyítás. Ha S egy k-dimenziós halmaz, akkor S tartalmaz k + 1 af-
fin független pontot. Ezen pontok konvex burka egy k-dimenziós szimplex,
amelynek relatív belseje nyilván hozzátartozik relintS-hez. Így elég az állí-
tást k-dimenziós szimplexekre igazolni. Most legyen S = conv{x1, . . . , xk+1}
egy k-dimenziós szimplex, és tekintsük az

f : aff S → Ek+1, α1x1 + · · ·+ αk+1xk+1 7→ (α1, . . . , αk+1)

függvényt (vö. 1.2.10. Állítás). Mivel f folytonos, és az

x0 =
1

k + 1
(x1 + · · ·+ xk+1)

pontban minden koordinátája pozitív, ezért létezik olyan x0 középpontú B
nyílt gömb, hogy a B ∩ aff S halmazon f minden koordinátája szintén pozi-
tív. Ennélfogva B∩aff S minden pontja előáll az x1, . . . , xk+1 pontok konvex
kombinációjaként, és így az 1.2.7. Állítás szerint B ∩ aff S ⊆ S. Következés-
képpen x0 ∈ relintS. �

Feladatok
1.1. Feladat. Legyenek F1, F2 ⊆ En affin alterek. Mutassuk meg, hogy ha
F1 ∩ F2 6= ∅, akkor dim(F1 ∩ F2) > dimF1 + dimF2 − n.

1.2. Feladat. Legyen S ⊆ En nem üres, konvex halmaz. Mutassuk meg,
hogy
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(1) relintS = relint clS,

(2) clS = cl relintS,

(3) relbdS = relbd clS = relbd relintS.

1.3. Feladat. Legyen S ⊆ En nem üres, konvex halmaz. Mutassuk meg,
hogy

(1) intS konvex halmaz,

(2) clS konvex halmaz.

1.4. Feladat. Egy nem üres S ⊆ En halmaz azon x pontjainak összességét,
amelyekre xy ⊆ S minden y ∈ S pontra, az S magjának nevezzük. Mutassuk
meg, hogy bármely nem üres S ⊆ En halmaz magja konvex.

1.5. Feladat∗ (Foland-Marr, 1966). Mutassuk meg, hogy ha egy legalább
három, nem egy egyenesen lévő pontot tartalmazó S ⊆ En halmaz bármely
három, nem egy egyenesen lévő x, y, z pontjához pontosan egy olyan p ∈ S
pont létezik, amelyre xp, yp, zp ⊆ S, akkor S magja egyetlen pontból áll.
[Útmutatás: Először azt igazoljuk, hogy tetszőleges x, y ∈ S, xy 6⊆ S esetén
pontosan egy olyan p ∈ S pont létezik, amelyre xp, yp ⊆ S.]

1.6. Feladat. Legyen S ⊆ En egy legfeljebb n összefüggő komponensből ál-
ló, nem üres halmaz. Mutassuk meg, hogy ekkor minden x ∈ convS esetén
létezik legfeljebb n olyan x1, . . . , xk ∈ S pont, hogy x ∈ conv{x1, . . . , xk}. [Út-
mutatás: Válasszuk meg a koordinátarendszert úgy, hogy x az origóba essen.
Indirekt tegyük fel, hogy k = n + 1, és minden 1 6 i 6 n + 1 esetén tekint-
sük az origóból induló, a conv{−x1, . . . ,−xi−1,−xi+1, . . . ,−xn+1} halmaz
pontjain átmenő félegyenesek által meghatározott konvex kúpot. Mutassuk
meg, hogy ezen kúpok legalább egyikének S valamely pontja szükségképpen
a határán van. Most ez a pont kiegészíthető az x1, . . . , xn+1 pontok közül leg-
feljebb n − 1 továbbival úgy, hogy már ennek az n pontnak a konvex burka
is tartalmazza az origót.]

1.7. Feladat (Baker, 1979). Legyen m > n, legyen S ⊆ En egy m pontból
álló halmaz, és legyen x ∈ convS. Mutassuk meg, hogy ekkor S pontjai
közül legalább

(
m−n
r−n

)
különböző módon választható n < r 6 m pont úgy, hogy

ezek konvex burka tartalmazza x-et. [Útmutatás: Használjunk n-re és m-re
szimultán teljes indukciót. Az indukciós lépéshez tekintsünk egy tetszőleges
y ∈ S pontot, és vizsgáljuk meg külön az x ∈ conv(S \ {y}) és az x 6∈
conv(S \ {y}) eseteket.]
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1.8. Feladat∗ (McKinney, 1966). Legyen S ⊆ En nem üres, nem konvex,
zárt halmaz. Mutassuk meg, hogy S akkor és csak akkor két konvex halmaz
uniója, ha minden {x1, . . . , xm} ⊆ S páratlan elemszámú, véges részhalmazra
x1x2, . . . , xm−1xm 6⊆ S esetén x1xm ⊆ S.
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2. fejezet

Hipersíkok

2.1. Hipersíkok és lineáris funkcionálok
Az 1.1. fejezetben a hipersíkokat az n-dimenziós tér (n − 1)-dimenziós affin
altereiként definiáltuk. Ez természetes módon általánosítja a 2-dimenziós tér
egyeneseinek, illetve a 3-dimenziós tér síkjainak fogalmát. Idézzük fel, hogy
ezeket az alakzatokat az αx1 + βx2 = δ, valamint az αx1 + βx2 + γx3 = δ
egyenletek írják le. Megmutatjuk, hogy magasabb dimenzióban is hasonló a
helyzet.

2.1.1. Definíció. Azt mondjuk, hogy az f : En → Em függvény lineáris, ha
minden x, y ∈ En és λ ∈ R esetén

f(x+ y) = f(x) + f(y),

f(λx) = λf(x).

Ha az f lineáris függvény képhalmaza megegyezik a valós számok halmazával,
vagyis m = 1, akkor f -et lineáris funkcionálnak is nevezzük. Egy f lineáris
funkcionálra és egy α valós számra legyen

[f : α] = {x ∈ En | f(x) = α}.

2.1.2. Állítás. Egy H ⊆ En halmaz pontosan akkor hipersík, ha létezik olyan
nem azonosan nulla f lineáris funkcionál és olyan δ valós szám, hogy H =
[f : δ].

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy H hipersík, és legyen H1 = −x0 +H,
ahol x0 ∈ H. Ekkor H1 egy (n − 1)-dimenziós lineáris altér, és így bármely
rögzített y ∈ En\H1 pontra En = Ry+H1, azaz minden p ∈ En pont felírható
p = αy + p1 alakban, ahol α ∈ R és p1 ∈ H. Sőt egyszerűen látható, hogy
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ez a felírás egyértelmű. Most definiáljuk az f függvényt a következőképpen.
Minden p = αy + p1 esetén legyen f(p) = α. Megmutatjuk, hogy f lineáris.
Valóban, ha p = αy + p1 és q = βy + q1, akkor

f(p+ q) = f((α + β)y + p1 + q1) = α + β = f(p) + f(q),

mivel α + β ∈ R és p1 + q1 ∈ H1. Hasonlóan, ha λ ∈ R, akkor

f(λp) = f(λαy + λp1) = λα = λf(p),

mivel λα ∈ R és λp1 ∈ H1. Világos, hogy [f : 0] = H1, és így [f : f(x0)] = H.
Megfordítva, tegyük fel, hogy f nem azonosan nulla lineáris funkcionál.

Definíció szerint f képtere 1-dimenziós, ezért az N magtér szükségképpen
(n− 1)-dimenziós. Most tekintsük azt az x0 ∈ En pontot, amelyre f(x0) = δ
(ilyen pont a homogenitás miatt nyilván létezik). Ekkor [f : δ] = x0 + N ,
azaz [f : δ] egy (n− 1)-dimenziós lineáris altér eltoltja. �

2.1.3. Állítás. Ha f és g olyan En-en értelmezett lineáris funkcionálok, va-
lamint α és β olyan valós számok, hogy [f : α] = [g : β], akkor f = λg és
α = λβ valamely λ nem nulla valós számra.

Bizonyítás. Ha f vagy g azonosan nulla, akkor az állítás magától értetődik.
Ezért tegyük fel, hogy f és g egyike sem azonosan nulla, és legyen H =
[f : α] = [g : β]. Ha α = 0, akkor a H hipersík átmegy az origón, és
így β = 0. Hasonlóan, ha β = 0, akkor α = 0. Ezek után két esetet kell
megkülönböztetnünk.

Először legyenek α, β = 0. Legyen továbbá z egy a H-ra nem illeszkedő
pont. Ekkor f(z), g(z) 6= 0, így tekinthetjük a λ = f(z)/g(z) nem nulla valós
számot. Mivel H egy (n−1)-dimenziós lineáris altér, tetszőleges p ∈ En pont
előáll δz + h alakban, ahol δ ∈ R és h ∈ H. De f(h), g(h) = 0, ezért

f(p)− λg(p) = (δf(z) + f(h))− λ(δg(z) + g(h)) = δ(f(z)− λg(z)) = 0,

azaz f(p) = λg(p).
Másodszor legyenek α, β 6= 0. Legyen továbbá z egy H-ra illeszkedő pont.

Mivel H egy az origót nem tartalmazó hipersík, nyilván En = Rz +H, azaz
tetszőleges p ∈ En pont előáll δz + h alakban, ahol δ ∈ R és h ∈ H. De
f(h), f(z) = α és g(h), g(z) = β, ezért a λ = α/β jelölés bevezetésével

f(p)− λg(p) = (δf(z) + f(h))− λ(δg(z) + g(h)) = (1 + δ)(α− λβ) = 0,

vagyis f(p) = λg(p). �

Végül lássuk, hogyan kapcsolódnak az előzőek a hipersíkok ún. normál-
vektoros egyenletéhez.
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2.1.4. Állítás. Ha f lineáris funkcionál, akkor létezik olyan u ∈ En vektor,
hogy f(x) = 〈x, u〉 minden x ∈ En esetén.

Bizonyítás. Legyen {e1, . . . , en} az n-dimenziós tér standard bázisa, to-
vábbá legyenek λ1 = f(e1), . . . , λn = f(en). Ekkor az u = (λ1, . . . , λn)
választással, minden x = (α1, . . . , αn) esetén

f(x) =
n∑
i=1

αiλi = 〈x, u〉. �

2.1.5. Következmény. Egy H ⊆ En halmaz pontosan akkor hipersík, ha
létezik olyan nem nulla u ∈ En vektor és olyan δ valós szám, hogy

H = {x ∈ En | 〈x, u〉 = δ}.

2.1.6. Definíció. Ha a H hipersík az {x ∈ En | 〈x, u〉 = δ} alakban van
megadva, akkor u-t a H egy normálvektorának nevezzük.

Világos, hogy két hipersík akkor és csak akkor párhuzamos, ha normál-
vektoraik egymás skalárszorosai.

2.2. Konvex halmazok elválasztása hipersíkok-
kal

Ebben a fejezetben figyelmünket a konvex halmazok hipersíkokkal való elvá-
laszthatóságának problémája felé fordítjuk.

2.2.1. Definíció. Azt mondjuk, hogy a H = [f : α] hipersík elválasztja a
nem üres A és B halmazokat, ha

(1) vagy f(A) 6 α és f(B) > α,

(2) vagy f(A) > α és f(B) 6 α.

2.2.2. Definíció. Azt mondjuk, hogy a H = [f : α] hipersík szigorúan elvá-
lasztja a nem üres A és B halmazokat, ha

(1) vagy f(A) < α és f(B) > α,

(2) vagy f(A) > α és f(B) < α.
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Jegyezzük meg, hogy a szigorú elválaszthatóság maga után vonja a hal-
mazok diszjunktságát, ám a megfordítás nem feltétlenül igaz. Valóban, bár
az

A = {(x, y) ∈ E2 | x > 0 és y > 1
x
},

B = {(x, y) ∈ E2 | x > 0 és y 6 0}

zárt, konvex halmazoknak nincs közös pontja, mégsem választhatók el szigo-
rúan egy egyenessel. Ebből is látszik, hogy az elválaszthatóság kérdése sokkal
bonyolultabb, mint első látásra tűnik.

2.2.3. Állítás. Legyen S ⊆ En nem üres, nyílt, konvex halmaz, F pedig
egy az S-től diszjunkt k-dimenziós affin altér, ahol 0 6 k 6 n − 2. Ekkor
létezik olyan (k+ 1)-dimenziós affin altér, amely tartalmazza F -et és szintén
diszjunkt S-től.

Bizonyítás. Ha k = 0, akkor tekintsünk egy F -et tartalmazó, tetszőleges
2-dimenziós P lineáris alteret. Mivel S ∩ P nyílt, konvex halmaz P -ben,
így létezik olyan egyenes P -ben, amely tartalmazza F -et és diszjunkt S-től.
Valóban, az F -ből kiinduló, S∩P pontjaira illeszkedő félegyenesek uniója egy
olyan nyílt, konvex kúp, melynek nyílásszöge legfeljebb π, hiszen F 6∈ S ∩P .
Ennek a kúpnak a határegyenesei pedig diszjunktak S-től.

Ezek után feltesszük, hogy 1 6 k 6 n − 2. Legyen {e1, . . . , en} az n-
dimenziós tér standard bázisa. Az általánosság megszorítása nélkül felte-
hetjük, hogy o ∈ F továbbá, hogy F -et az e1, . . . , ek vektorok feszítik ki.
Legyen G a fennmaradó ek+1, . . . , en vektorok által kifeszített lineáris altér,
és tekintsük a

Π : En → G, (α1, . . . , αn) 7→ (0, . . . , 0, αk+1, . . . , αn)

merőleges vetítést. Világos, hogy Π(S) nyílt részhalmaza G-nek és o 6∈ Π(S).
Ha P jelöli az en−1 és en vektorok által kifeszített 2-dimenziós lineáris alteret,
akkor nyilván P ⊆ G, továbbá P ∩ Π(S) az origót nem tartalmazó nyílt
halmaz P -ben. Így az első bekezdés szerint létezik olyan, az origón átmenő
l egyenes, amely diszjunkt Π(S)-től. De ekkor Π−1(l) egy F -et tartalmazó,
S-től diszjunkt, (k + 1)-dimenziós lineáris altér (ld. 2.2.1. ábra). �

2.2.4. Következmény. Legyen S ⊆ En nem üres, nyílt, konvex halmaz, F
pedig egy S-től diszjunkt k-dimenziós affin altér, ahol 0 6 k 6 n− 1. Ekkor
létezik olyan hipersík, amely tartalmazza F -et és szintén diszjunkt S-től.
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2.2.1. ábra.

2.2.5. Állítás. Legyenek A,B ⊆ En olyan nem üres, konvex halmazok, ame-
lyekre intA 6= ∅ és B ∩ intA = ∅. Ekkor létezik olyan H hipersík, amelyik
elválasztja az A és B halmazokat.

Bizonyítás. Mivel A ⊆ cl (intA), ezért az általánosság megszorítása nélkül
feltehetjük, hogy A nyílt halmaz. Tekintsük az

A−B = {a− b | a ∈ A, b ∈ B}

halmazt. Nem nehéz belátni, hogy A − B nyílt, konvex halmaz. Most o 6∈
A−B, hiszen A∩B = ∅. Így a 2.2.4. Következmény szerint létezik olyan, az
origót tartalmazó H ′ = [f : 0] hipersík, amely diszjunkt az A−B halmaztól.
De A − B konvex, ezért vagy f(A − B) > 0, vagy pedig f(A − B) < 0.
Tegyük fel, hogy f(A − B) > 0. Ekkor minden a ∈ A és b ∈ B esetén
0 < f(a − b) = f(a) − f(b), azaz f(b) < f(a). Ebből következik, hogy az
{f(a) | a ∈ A} halmaz alulról korlátos. Jelölje α a fenti halmaz alsó határát,
és tekintsük a H = [f : α] hipersíkot. Világos, hogy H elválasztja az A és B
halmazokat. �

Egyszerűen ellenőrizhető, hogy a 2.2.5. Állításnál nem hagyható el, hogy
az A halmaz n-dimenziós legyen, mint azt az

A = {(x, y, z) ∈ E3 | |x| 6 1, |y| 6 1, z = 0},
B = {(x, y, z) ∈ E3 | x = 0, y = 0, |z| 6 1}

példa is mutatja. Ennek ellenére azért lehet gyengíteni a feltételeket.
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2.2.6. Definíció. Legyen H = [f : α] tetszőleges hipersík. Ekkor az

{x ∈ En | f(x) > α} és {x ∈ En | f(x) < α},

illetve az

{x ∈ En | f(x) > α} és {x ∈ En | f(x) 6 α}

halmazokat a H által határolt nyílt, illetve zárt féltereknek nevezzük.

2.2.7. Definíció. Azt mondjuk, hogy a H = [f : α] hipersík kettévág egy
S ⊆ En halmazt, ha léteznek olyan x, y ∈ S pontok, amelyekre f(x) < α és
f(y) > α.

2.2.8. Állítás. Egy H = [f : α] hipersík akkor és csak akkor vág ketté egy
S ⊆ En nem üres, konvex halmazt, ha az alábbi két feltétel teljesül:

(1) S 6⊆ H,

(2) relintS ∩H 6= ∅.

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy H kettévágja S-et. Ekkor léteznek
olyan x, y ∈ S pontok, amelyekre f(x) < α és f(y) > α. Mivel f(H) = α,
ezért (1) automatikusan teljesül. Ezek után legyen z ∈ relintS. Most az
xz és yz szakaszok, esetleg az x és y pontoktól eltekintve hozzátartoznak
relintS-hez. De xz ∪ zy összefüggő halmaz, f pedig folytonos függvény, így
létezik olyan p pont az xz ∪ zy töröttvonalon, amelyre f(p) = α. Világos,
hogy p nem egyezhet meg az x és y pontok egyikével sem, ezért szükségképpen
p ∈ relintS, azaz (2) is fennáll.

Megfordítva, ha (1) és (2) teljesül, akkor az általánosság megszorítása
nélkül feltehetjük, hogy o ∈ relintS ∩ H, továbbá, hogy létezik olyan x ∈
S \ H pont, amelyre f(x) > 0. Mivel o ∈ relintS, ezért valamely δ pozitív
valós számra −δx ∈ S. De ekkor f(−δx) = −δf(x) < 0, azaz H valóban
kettévágja az S halmazt. �

2.2.9. Tétel. Legyenek A,B ⊆ En olyan nem üres, konvex halmazok, ame-
lyekre teljesül, hogy dim(aff(A ∪ B)) = n. Ezen feltétel mellett az A és B
halmazok pontosan akkor választhatók el egy H hipersíkkal, ha

relintA ∩ relintB = ∅.
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Bizonyítás. Ha a relintA és relintB halmazoknak létezik egy x közös pont-
ja, akkor nyilván minden olyan H hipersík, amelyik elválasztja A-t és B-t
szükségképpen tartalmazza x-et. De dim(aff(A ∪B)) = n, ezért H nem tar-
talmazhatja az A és B halmazok mindegyikét. Így a 2.2.8. Állítás szerint
H legalább az egyik halmazt kettévágja, azaz A és B nem választható el
semmilyen hipersíkkal.

Az elégségesség igazolásához először is vegyük észre, hogy A és B akkor
és csak akkor választható el egy hipersíkkal, ha ugyanez fennáll a relintA és
relintB halmazokra is. Ezért feltehetjük, hogy mind A, mind pedig B relatív
nyílt halmaz, és így A∩B = ∅. Ezen megjegyzés után az állítást az A halmaz
dimenziója szerinti "csökkenő sorrendű" teljes indukcióval bizonyítjuk.

Ha dimA = n, akkor intA 6= ∅, következésképpen a 2.2.5. Állítás szerint
létezik a megfelelő elválasztó hipersík. Ezek után tegyük fel, hogy minden
olyan esetben igaz a tétel, amikor az egyik halmaz dimenziója legalább k
valamely 1 6 k 6 n esetén, és legyen dimA = k − 1. Az egyszerűség
kedvéért tegyük fel továbbá, hogy o ∈ A. Legyen H = [f : 0] egy tetszőleges
A-t tartalmazó hipersík, és x ∈ En olyan pont, amelyre f(x) > 0. Most
tekintsük a C = conv(A ∪ (x+A)) és D = conv(A ∪ (−x+A)) halmazokat.
Ha B ∩C 6= ∅ és B ∩D 6= ∅, akkor B és C ∪D konvexitása miatt B ∩A 6= ∅
is fennállna, ami nem lehetséges. Ezért az általánosság megszorítása nélkül
feltehetjük, hogy B ∩ C = ∅. Mivel dimC = k, így az indukciós hipotézis
szerint létezik olyan H hipersík, amelyik elválasztja C-t és B-t. De A ⊆ C,
így H szükségképpen elválasztja az A és B halmazokat is. �

Ezek után áttérünk a szigorú elválaszthatóság kérdésére. Mindenekelőtt
bevezetünk egy jelölést. Tetszőleges A,B ⊆ En halmazokra legyen

D(A,B) = inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}.

Megjegyezzük, hogy a D függvény persze nem metrika még a nem üres, kom-
pakt, konvex halmazok családján sem (vö. 5.1.4. Definíció).

2.2.10. Állítás. Legyenek A,B ⊆ En nem üres, konvex halmazok, melyek
közül A kompakt, B pedig zárt. Ezen feltételek mellett akkor és csak akkor
létezik olyan H hipersík, amelyik szigorúan elválasztja az A és B halmazokat,
ha A ∩B = ∅.

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy az A és B halmazok diszjunktak.
Ekkor a δ = D(A,B) távolság szükségképpen pozitív. Ha most S jelöli az
origó középpontú, δ/2 sugarú nyílt gömböt, akkor A+S és B+S egymástól
diszjunkt, nyílt, konvex részhalmazai az n-dimenziós térnek, így a 2.2.9. Tétel
szerint létezik olyan H hipersík, amelyik elválasztja őket. Ám ez a hipersík
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nyilván szigorúan elválasztja A-t és B-t. Az állítás megfordítása magától
értetődik. �

A 2.2.10. Állítás számos átfogalmazása, illetve kiterjesztése ismert. Így
például ha elhagyjuk az A és B halmazok konvexitására vonatkozó feltételt,
akkor az alábbi érdekes tételt kapjuk.

2.2.11. Tétel. Legyenek A,B ⊆ En nem üres, kompakt halmazok. Ezen fel-
tétel mellett az A és B halmazok akkor és csak akkor választhatók el szigorúan
egy hipersíkkal, ha convA ∩ convB = ∅.

Bizonyítás. Ha convA∩ convB = ∅, akkor felhasználva azt, hogy kompakt
halmazok konvex burka szintén kompakt (ld. 1.2.9. Állítás), a 2.2.10. Állítás
szerint létezik olyan H hipersík, amelyik szigorúan elválasztja a convA és
convB halmazokat. Világos, hogy ekkor ugyanez szükségképpen fennáll az
A és B részhalmazokra is.

Megfordítva, ha a H = [f : α] hipersík szigorúan elválasztja az A és
B halmazokat, akkor az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy
f(A) < α és f(B) > α. Legyen a = λ1a1 + · · · + λkak egy az A pontjaiból
képzett tetszőleges konvex kombináció. Ekkor

f(a) = λ1f(a1) + · · ·+ λkf(ak) < λ1α + · · ·+ λkα = α,

mivel λ1 + · · · + λk = 1. Ezért f(convA) < α. Ugyanígy igazolható,
hogy f(convB) > α. Következésképpen a H hipersík szigorúan elválaszt-
ja a convA és convB halmazokat is, így a 2.2.10. Állítás szerint

convA ∩ convB = ∅. �

2.3. Konvex halmazok támaszhipersíkjai
Most az elválasztás egyik legfontosabb alkalmazásával fogunk foglalkozni,
amely maga után vonja az ún. támaszhipersíkok létezését. Majd ennek segít-
ségével bebizonyítunk néhány érdekes tételt, többek között az 1.2.8. Carathé-
odory tétel egy változatát is.

2.3.1. Definíció. Legyen A ⊆ En tetszőleges nem üres halmaz. Azt mond-
juk, hogy a H = [f : α] hipersík támaszhipersíkja A-nak valamely x ∈ A
pontban, ha x ∈ H és

(1) vagy f(A) 6 α,

(2) vagy f(A) > α.
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Nem nehéz értelmezni egy halmaz alacsonyabb dimenziós támasz affin
altereit sem. Egy H affin alteret akkor nevezünk az A nem üres halmaz egy
támasz affin alterének valamely x ∈ A pontban, ha x ∈ H, és H benne van
A egy támaszhipersíkjában.

2.3.2. Állítás. Legyen A ⊆ En nem üres, zárt, konvex halmaz. Ekkor A-nak
minden x határpontjában létezik támaszhipersíkja.

Bizonyítás. Ha A dimenziója kisebb, mint n, akkor minden olyan hipersík,
amelyik tartalmazza A-t egyben támaszhipersík is. Ezért tegyük fel, hogy
dimA = n. Ekkor intA 6= ∅, így a 2.2.4. Következmény szerint létezik olyan
H hipersík, amelyik tartalmazza x-et és diszjunkt intA-tól, azaz H az A
halmaz egy támaszhipersíkja az x pontban. �

Bizonyos speciális esetekben az előbbi állítás megfordítása is igaz.

2.3.3. Állítás. Ha egy A ⊆ En nem üres belsővel rendelkező, zárt halmaznak
minden határpontjában létezik támaszhipersíkja, akkor A konvex halmaz.

Bizonyítás. Ha A = En, akkor A nyilván konvex. Ellenkező esetben létezik
olyan x pont, amelyik nem tartozik hozzá A-hoz. Legyen y ∈ intA. Ekkor
relintxy szükségképpen tartalmazza A valamely b határpontját. A b-ben
húzottH támaszhipersík viszont nem tartalmazhatja az x pontot, mert akkor
tartalmaznia kellene a belső y pontot is, ami nem lehetséges. Így a H által
határolt, y-t tartalmazó zárt féltér magába foglalja az A halmazt, de az x
pontot nem. Mivel x tetszőleges, A-n kívüli pont volt, ez azt jelenti, hogy A
előáll zárt félterek metszeteként, következésképpen A konvex. �

A fenti állításokból (pontosabban azok bizonyításából) egyszerűen adódik
az a figyelemreméltó észrevétel, hogy minden nem üres, kompakt, konvex
halmaz megegyezik a támaszféltereinek metszetével.

A továbbiakban azt vizsgáljuk, hogy egy S nem üres, konvex halmaz
előáll-e valamely S ′ valódi részhalmazának konvex burkaként. Ha S legalább
két pontból áll, akkor a válasz igen: legyen S ′ = S \ {x}, ahol x ∈ relintS.
Ezek után célunk nem más, mint az ilyen tulajdonságú minimális halmazok
meghatározása. Ehhez szükségünk lesz az alábbi definícióra.

2.3.4. Definíció. Egy A ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz valamely
x pontját extremális pontnak nevezzük, ha nem létezik olyan szakasz A-ban,
amelynek x relatív belső pontja. Az A halmaz extremális pontjainak halmazát
jelölje extA.
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2.3.5. Tétel (Minkowski, 1911). Bármely A ⊆ En nem üres, kompakt,
konvex halmaz megegyezik az extremális pontjainak konvex burkával.

Bizonyítás. A tételt az A halmaz k dimenziója szerinti teljes indukcióval
igazoljuk. Ha k = 0 vagy k = 1, akkor az állítás magától értetődik. Ezért te-
gyük fel, hogy minden legfeljebb (k−1)-dimenziós nem üres kompakt, konvex
halmaz megegyezik az extremális pontjainak konvex burkával, és tekintsünk
egy k-dimenziós A nem üres, kompakt, konvex halmazt, ahol k > 2. Legyen
x ∈ A.

Ha x az A egy relatív határpontja, akkor a 2.3.2. Állítás szerint aff A-ban
létezik olyan H hipersík (azaz (k−1)-dimenziós affin altér), amely A támasz-
hipersíkja x-ben. Világos, hogy A ∩H nem üres, kompakt, konvex halmaz,
amelynek dimenziója legfeljebb k − 1. Így az indukciós hipotézis szerint x
előáll A∩H extremális pontjainak alkalmas konvex kombinációjaként. Azon-
ban vegyük észre, hogy A∩H extremális pontjai egyben A extremális pontjai
is, így x előáll az A halmaz extremális pontjainak konvex kombinációjaként.

Ha pedig x ∈ relintA, akkor tekintsünk egy olyan x-re illeszkedő l egye-
nest, amelyik aff A-ban van. Ekkor l ∩ A egy zárt szakasz, amelynek vég-
pontjai, mondjuk y és z hozzátartoznak A relatív határához. De az előző
okoskodás szerint y és z előállnak az A halmaz extremális pontjainak konvex
kombinációjaként, így ugyanez szükségképpen fennáll az x pontra is.

Ebből következik, hogy A benne van az extremális pontjainak konvex
burkában. A fordított irányú tartalmazás magától értetődik. �

Egy A nem üres, kompakt, konvex halmaz extremális pontjait az A pont-
jainak konvex kombinációi segítségével definiáltuk, így ez a fogalom a halmaz
"belső" leírását teszi lehetővé. Kívülről nézve az A halmazt, a határpontok
egy másik fontos osztályához juthatunk.

2.3.6. Definíció. Egy A ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz valamely
x pontját exponált pontnak nevezzük, ha létezik olyan H támaszhipersíkja A-
nak, hogy A ∩ H = {x}. Az A halmaz exponált pontjainak halmazát jelölje
expA.

Világos, hogy expA ⊆ extA, ám a fordított irányú tartalmazás általában
nem teljesül. Az egyik legegyszerűbb ellenpélda egy négyzet, amelynek egyik
oldalához egy félkört csatoltunk. Az viszont igaz, hogy minden extremális
pont exponált pontok torlódási pontja.

2.3.7. Tétel (Straszewicz, 1935). Bármely A ⊆ En nem üres, kompakt,
konvex halmaz megegyezik az exponált pontjai konvex burkának lezártjával.
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Bizonyítás. Az általánosság megszorítása nélkül feltehető, hogy dimA = n.
Legyen x ∈ extA, és tekintsük x egy tetszőleges U környezetét. Ekkor U
tartalmaz olyan x középpontú B0 nyílt gömböt, amelyre A \B0 6= ∅. Legyen
Ā = conv(A \ B0). Nem nehéz látni, hogy x 6∈ Ā. Valóban, ha x ∈ Ā,
akkor az 1.2.8. Carathéodory tétellel összhangban x relatív belső pontja egy
olyan, legalább 1-dimenziós szimplexnek, melynek csúcsai A-ban vannak. Ez
viszont ellentmond annak, hogy x extremális pont.

Mivel Ā nem üres, kompakt, konvex halmaz és x 6∈ Ā, ezért a 2.2.10. Ál-
lítás szerint létezik olyan H hipersík, amely szigorúan elválasztja x-et és Ā-t.
Jelölje H+ azt a H által határolt zárt félteret, amely (a belsejében) tartal-
mazza x-et. Ekkor A ∩ H+ ⊆ U . Most legyen G az az x végpontú, H-ra
merőleges félegyenes, amely metszi H-t. Mivel A kompakt, így tetszőleges
z ∈ G ponthoz létezik olyan yz ∈ A pont, amely z-től mért távolsága maxi-
mális. Vegyük észre, hogy a zyz egyenesre az yz pontban állított merőleges
hipersík csak az yz pontban metszi A-t, ezért yz ∈ expA. Sőt ha z elég
messze van x-től, akkor ráadásul yz ∈ A∩H+ ⊆ U , amiből következik, hogy
extA ⊆ cl expA. Most felhasználva a 2.3.5. Minkowski tételt kapjuk, hogy

A = conv extA ⊆ conv cl expA ⊆ cl conv expA ⊆ cl conv extA = A,

vagyis A = cl conv expA. �

A következő probléma elválasztási jellegű. Itt is szükséges némi előkészü-
let.

2.3.8. Definíció. Egy p ∈ En pontot egy adott A ⊆ En nem üres halmaz-
ra nézve k-szimplex tulajdonságúnak nevezünk, ha létezik legfeljebb k olyan
x1, . . . , xr ∈ A affin független pont, hogy p ∈ conv{x1, . . . , xr}. Az egysze-
rűség kedvéért az A halmazra nézve k-szimplex tulajdonságú pontok halmazát
jelölje Ak.

Világos, hogy A1 = A, továbbá az 1.2.8. Carathéodory tétel szerint
An+1 = convA.

2.3.9. Állítás. Legyenek A,B ⊆ En nem üres, kompakt halmazok, és tegyük
fel, hogy convA ∩ convB 6= ∅. Ezen feltétel mellett ha x a convA ∩ convB
halmaz egy extremális pontja, valamint i és j azok a legkisebb egész számok,
amelyekre x ∈ Ai ∩Bj, akkor i+ j 6 n+ 2.

Bizonyítás. Mivel i a legkisebb olyan egész, hogy x ∈ Ai, ezért létezik
olyan x középpontú, (i − 1)-dimenziós ΓA gömb, amely benne van convA-
ban. Hasonlóan, mivel j a legkisebb olyan egész, hogy x ∈ Bj, ezért létezik
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olyan x középpontú, (j − 1)-dimenziós ΓB gömb, amely benne van convB-
ben. De x a convA ∩ convB halmaz extremális pontja, így szükségképpen
ΓA ∩ ΓB = {x}. Ebből pedig következik, hogy (i − 1) + (j − 1) 6 n, azaz
i+ j 6 n+ 2. �

2.3.10. Tétel (Kirchberger, 1903). Legyenek A,B ⊆ En nem üres, kom-
pakt halmazok. Ezen feltételek mellett az A és B halmazok akkor és csak
akkor választhatók el szigorúan egy hipersíkkal, ha A ∪ B bármely, legfeljebb
n + 2 pontot tartalmazó T részhalmazára T ∩ A és T ∩ B is szigorúan elvá-
lasztható egy hipersíkkal.

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy A∪B bármely, legfeljebb n+2 pontot
tartalmazó T részhalmazára T ∩ A és T ∩ B szigorúan elválasztható egy
hipersíkkal, de A és B nem választható el szigorúan egy hipersíkkal. Ekkor
a 2.2.11. Tétel szerint convA ∩ convB 6= ∅. Legyen x a convA ∩ convB
halmaz egy extremális pontja. Most alkalmazva a 2.3.9. Állítást, léteznek
olyan a1, . . . , ai ∈ A és b1, . . . , bj ∈ B pontok, ahol i+ j 6 n+ 2, hogy

x ∈ conv{a1, . . . , ai} ∩ conv{b1, . . . , bj}.

Ez viszont ellentmond annak a feltételezésnek, hogy az {a1, . . . , ai} és a
{b1, . . . , bj} halmazok szigorúan elválaszthatók egy hipersíkkal.

Az állítás megfordítása magától értetődik. �

Végül lássuk az 1.2.8. Carathéodory tétel egy érdekes változatát.

2.3.11. Tétel (Steinitz, 1913). Tetszőleges S ⊆ En nem üres halmaz ese-
tén, ha x ∈ int convS, akkor létezik olyan, legfeljebb 2n elemű T ⊆ S pont-
halmaz, hogy x ∈ int conv T .

Bizonyítás. Ha x ∈ int convS, akkor nyilvánvaló módon x belső pontja egy
olyan szimplexnek, amelynek csúcsai hozzátartoznak convS-hez. Alkalmaz-
va minden egyes csúcsra az 1.2.8. Carathéodory tételt kapjuk, hogy létezik
olyan, legfeljebb (n+ 1)2 elemű S ′ ⊆ S ponthalmaz, amelyre x ∈ int convS ′.
Ezek után válasszunk egy x-re illeszkedő, ám S ′ bármely n − 1 pontja ál-
tal kifeszített affin alteret legfeljebb az x pontban metsző G egyenest. Ez
lehetséges, hiszen a fenti, legfeljebb (n− 2)-dimenziós affin altereket az x kö-
zéppontú egységgömbre radiálisan vetítve, a vetületek uniója nem az egész
gömbfelszín lesz. Legyenek x1 és x2 a G ∩ convS ′ szakasz végpontjai. Most
a 2.3.2. Állítás szerint létezik convS ′-nek x1-ben és x2-ben támaszhipersíkja.
Jelölje ezeket rendre H1, illetve H2. Világos, hogy i = 1 és i = 2 esetén
is xi ∈ Hi ∩ convS ′, így ismét az 1.2.8. Carathéodory tétel, valamint a G

31



egyenes megválasztása miatt xi kifejezhető S ′ ∩ Hi valamely n pontjának,
mondjuk a v(i)1 , . . . , v

(i)
n pontok konvex kombinációjaként, de nem fejezhető

ki n-nél kevesebb pont még affin kombinációjaként sem. Következésképpen
x1 ∈ relint conv {v(1)1 , . . . , v

(1)
n } és x2 ∈ relint conv {v(2)1 , . . . , v

(2)
n }, továbbá

mivel x ∈ relintx1x2, ennélfogva

x ∈ relint conv {v(1)1 , . . . , v(1)n , v
(2)
1 , . . . , v(2)n }.

Ám dim{v(1)1 , . . . , v
(1)
n , v

(2)
1 , . . . , v

(2)
n } = n, így esetünkben

x ∈ int conv {v(1)1 , . . . , v(1)n , v
(2)
1 , . . . , v(2)n }.

is fennáll. �

Megjegyezzük, hogy a fenti tétel éles abban az értelemben, hogy ha példá-
ul S = {±e1, . . . ,±en}, ahol {e1, . . . , en} szokásos módon En standard bázisa,
akkor S bármely T valódi részhalmazára o 6∈ int conv T , bár o ∈ int convS
nyilván fennáll.

2.4. Izometriák
Az izometriák tanulmányozása nem tartozik szorosan a jegyzet anyagához,
csak azért érintjük röviden, mert szoros kapcsolatban állnak a hipersíkokkal
(pontosabban a hipersíkokra vonatkozó tükrözésekkel).

2.4.1. Definíció. Egy I : En → En leképezést izometriának nevezünk, ha
tetszőleges x, y ∈ En esetén d(I(x), I(y)) = d(x, y).

2.4.2. Definíció. Egy A : En → En lineáris leképezést ortogonális transz-
formációnak nevezünk, ha tetszőleges x, y ∈ En esetén 〈Ax,Ay〉 = 〈x, y〉.

2.4.3. Definíció. Egy T : En → En leképezést eltolásnak nevezünk, ha léte-
zik olyan t ∈ En vektor, hogy tetszőleges x ∈ En esetén T(x) = x+ t.

2.4.4. Állítás. Minden ortogonális transzformáció izometria.

Bizonyítás. Ha A ortogonális transzformáció, akkor minden x, y ∈ En
esetén

d(Ax,Ay) = ‖Ax−Ay‖ = (〈Ax,Ax〉 − 2〈Ax,Ay〉+ 〈Ay,Ay〉)1/2

= (〈x, x〉 − 2〈x, y〉+ 〈y, y〉)1/2 = ‖x− y‖ = d(x, y). �
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2.4.5. Állítás. Minden eltolás izometria.

Bizonyítás. Ha T eltolás, akkor létezik olyan t ∈ En vektor, hogy tetszőleges
x ∈ En esetén T(x) = x+ t. Így bármely x, y ∈ En pontokra

d(T(x),T(y)) = ‖T(x)− T(y)‖ = ‖(x+ t)− (y+ t)‖ = ‖x− y‖ = d(x, y). �

Ezek után lássuk az izometriák alaptételét.

2.4.6. Tétel. Legyenek {a0, a1, . . . , an}, {b0, b1, . . . , bn} ⊆ En affin függet-
len pontrendszerek, továbbá tegyük fel, hogy minden 0 6 i, j 6 n esetén
d(ai, aj) = d(bi, bj). Ekkor pontosan egy olyan I : En → En izometria létezik,
amelyre I(ai) = bi minden 0 6 i 6 n esetén.

Bizonyítás. Először azt mutatjuk meg, hogy létezik a feltételeknek megfele-
lő izometria. Tekintsük azt az A lineáris transzformációt, amely az {a1− a0,
. . . , an − a0} bázist a {b1 − b0, . . . , bn − b0} bázisba viszi. Ekkor

Aai + (−Aa0 + b0) = bi

minden 0 6 i 6 n esetén. Így a 2.4.4. és 2.4.5. Állításokkal összhangban elég
belátni, hogy A ortogonális transzformáció. Mivel

d(ai, aj)
2 = ‖ai − aj‖2

= 〈ai − aj, ai − aj〉
= 〈(ai − a0)− (aj − a0), (ai − a0)− (aj − a0)〉
= ‖ai − a0‖2 − 2〈ai − a0, aj − a0〉+ ‖aj − a0‖2,

d(bi, bj)
2 = ‖bi − bj‖2 =

= 〈bi − bj, bi − bj〉
= 〈(bi − b0)− (bj − b0), (bi − b0)− (bj − b0)〉
= ‖bi − b0‖2 − 2〈bi − b0, bj − b0〉+ ‖bj − b0‖2,

ennélfogva

〈ai − a0, aj − a0〉 = 〈bi − b0, bj − b0〉 = 〈A(ai − a0),A(aj − a0)〉.

Most legyenek

x =
n∑
i=1

λi(ai − a0) és y =
n∑
j=1

µj(aj − a0)
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tetszőleges vektorok. Ekkor

〈Ax,Ay〉 =
〈 n∑
i=1

λiA(ai − a0),
n∑
j=1

µjA(aj − a0)
〉

=
n∑
i=1

n∑
j=1

λiµj〈A(ai − a0),A(aj − a0)〉

=
n∑
i=1

n∑
j=1

λiµj〈ai − a0, aj − a0〉

=
〈 n∑
i=1

λi(ai − a0),
n∑
j=1

µj(aj − a0)
〉

= 〈x, y〉,

amit bizonyítani akartunk.
Az egyértelműség igazolásához legyenek I és J olyan izometriák, amelyek-

re I(ai) = J(ai) = bi minden 0 6 i 6 n esetén. Ekkor a J−1I izometria az
a0, a1, . . . , an pontokat fixen hagyja. Tekintsük a

T : En → En, x 7→ x− a0

eltolást, és legyen T(ai) = ci minden 0 6 i 6 n esetén. Világos módon
c0 = o, és {c1, . . . , cn} az n-dimenziós tér egy bázisa. Tekintsük továbbá
az M = TJ−1IT−1 izometriát. Egyszerűen adódik, hogy M(ci) = ci minden
0 6 i 6 n esetén, így d(x, ci) = d(M(x),M(ci)) = d(M(x), ci) minden x ∈ En
és 0 6 i 6 n esetén. Innen viszont d(x, c0) = ‖x‖ és d(M(x), c0) = ‖M(x)‖
felhasználásával következik, hogy ‖M(x)‖ = ‖x‖ minden x ∈ En esetén.
Másrészt

d(x, ci)
2 = ‖x− ci‖2 = ‖x‖2 − 2〈x, ci〉+ ‖ci‖2,

d(M(x), ci)
2 = ‖M(x)− ci‖2 = ‖M(x)‖2 − 2〈M(x), ci〉+ ‖ci‖2,

ennélfogva 〈x, ci〉 = 〈M(x), ci〉 minden 1 6 i 6 n esetén. De {c1, . . . , cn}
bázis, így tetszőleges y ∈ En esetén 〈x, y〉 = 〈M(x), y〉, azaz 〈M(x)−x, y〉 = 0.
Ám ez csak akkor lehetséges, ha M identitás, amiből I = J adódik. �

A bizonyításból az is kiderül, hogy az ortogonális transzformációk vala-
mint az eltolások az izometriák úgymond építőkövei.

2.4.7. Következmény. Minden izometria előáll egy ortogonális transzfor-
máció és egy eltolás egymásutánjaként.
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Bevezetjük a hipersíkra való tükrözés fogalmát, majd megvizsgáljuk mi-
lyen kapcsolat van a tükrözések és az izometriák között.

2.4.8. Definíció. Egy az x0 ponton átmenő, u egységnyi normálvektorú H
hipersíkra való RH tükrözés legyen a következő transzformáció:

RH : En → En, x 7→ x− 2〈x− x0, u〉u.

A definícióból azonnal adódik, hogy minden hipersíkra való tükrözés izo-
metria.

2.4.9. Tétel. Ha egy I : En → En izometria egy (n− r)-dimenziós affin al-
teret pontonként fixen hagy, akkor I előáll legfeljebb r hipersíkra való tükrözés
egymásutánjaként, ahol −1 6 n− r 6 n.

Bizonyítás. Az állítást r szerinti teljes indukcióval igazoljuk. Az r = 0 eset
magától értetődik. Ezért legyen 1 6 r 6 n+1, és tegyük fel, hogy I fixen hagy
egy (n− r)-dimenziós F affin alteret. Legyen továbbá {a0, . . . , an−r} ⊆ F
affin független pontrendszer. Világos, hogy {a0, . . . , an−r} kiegészíthető az
n-dimenziós tér egy {a0, . . . , an−r, an−r+1, . . . , an} affin független pontrend-
szerévé. Ezek után tekintsük az an−r+1I(an−r+1) szakasz H felezőmerőleges
hipersíkját, valamint az RHI izometriát. Mivel

d(ai, an−r+1) = d(I(ai), I(an−r+1)) = d(ai, I(an−r+1))

minden 0 6 i 6 n − r esetén, ezért {a0, . . . , an−r} ⊆ H. Következésképpen
RHI fixen hagyja az a0, . . . , an−r, an−r+1 pontokat, és így a 2.4.6. Tétel szerint
az egész (n− r+ 1)-dimenziós aff{a0, . . . , an−r, an−r+1} affin alteret is. Most
alkalmazva az indukciós hipotézist, RHI előáll legfeljebb r − 1 hipersíkra
való tükrözés egymásutánjaként. Ennélfogva I = RH(RHI) előáll legfeljebb
r hipersíkra való tükrözés egymásutánjaként. �

2.4.10. Következmény. Minden I : En → En izometria előáll legfeljebb
n+ 1 hipersíkra való tükrözés egymásutánjaként.

Feladatok
2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az n-dimenziós teret k általános helyzetű
hipersík pontosan

∑n
i=0

(
k
i

)
tartományra bontja. [Útmutatás: Használjunk

n-re és k-ra szimultán teljes indukciót.]
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2.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy az n-dimenziós térben k általános hely-
zetű pont pontosan

∑bn/2c
i=0

(
k

n−2i

)
különböző módon vágható ketté egy hiper-

síkkal. [Útmutatás: Mutassuk meg, hogy az n-dimenziós projektív teret k
általános helyzetű hipersík pontosan

∑bn/2c
i=0

(
k

n−2i

)
tartományra bontja. A

feladat ennek az állításnak a duálisa.]

2.3. Feladat. Legyen S ⊆ En általános helyzetű pontok egy k elemű halma-
za. Mutassuk meg, hogy ekkor n-dimenziós gömbökkel pontosan

∑n+1
i=0

(
k
i

)
kü-

lönböző részhalmaz vágható ki S-ből. Formálisabban |{S∩B | B egy gömb}| =∑n+1
i=0

(
k
i

)
. [Útmutatás: Tekintsük a pi ∈ S pontoknak az (n + 1)-dimenziós

P = {(p, r) ∈ En × R | ‖p‖2 = r} forgásparaboloidra eső p′i = (pi, ‖pi‖2)
merőleges vetületeit. A p′i pontok, kiegészítve az r-tengely egy elég messze
lévő pontjával, az előző feladat szerint

∑b(n+1)/2c
i=0

(
k+1

n+1−2i

)
=
∑n+1

i=0

(
k
i

)
kü-

lönböző módon vághatók ketté En+1 hipersíkjaival. Ezen hipersíkoknak a
paraboloiddal vett metszeteit merőlegesen vetítve En-re lényegében a kívánt
gömbrendszert kapjuk.]

2.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az A ⊆ En nem üres, zárt, konvex,
n-dimenziós halmazra A 6= conv(bdA), akkor vagy A = En vagy pedig A egy
zárt féltér.

2.5. Feladat. Legyenek A,B ⊆ En nem üres belsővel rendelkező halmazok.
Mutassuk meg, hogy az A és B halmazok akkor és csak akkor választhatók
el egy hipersíkkal, ha A ∪ B bármely, legfeljebb 2n + 2 pontot tartalmazó T
részhalmazára T ∩ A és T ∩ B is elválasztható egy hipersíkkal. [Útmutatás:
Használjuk fel a 2.2.9. és 1.2.8. Tételeket.]

2.6. Feladat. Legyenek P,Q ⊆ En nem üres halmazok. Mutassuk meg, hogy
akkor és csak akkor létezik olyan zárt, konvex S halmaz, hogy P ⊆ S és
Q∩intS = ∅, ha P∪Q bármely, legfeljebb 2n+1 pontból álló T részhalmazához
létezik olyan zárt, konvex ST halmaz, hogy P∩T ⊆ ST és (Q∩T )∩intST = ∅.
[Útmutatás: Használjuk fel a 2.3.11. Tételt.]

2.7. Feladat. Legyenek P,Q ⊆ En nem üres, kompakt halmazok. Mutassuk
meg, hogy akkor és csak akkor létezik olyan zárt, konvex halmaz, amely tar-
talmazza P -t és diszjunkt Q-tól, ha P ∪ Q bármely, legfeljebb n + 2 pontból
álló T részhalmazához létezik olyan zárt, konvex halmaz, amely tartalmazza
T ∩ P -t és diszjunkt T ∩Q-tól. [Útmutatás: Használjuk fel az 1.2.8. Tételt.]

2.8. Feladat. Legyenek P,Q ⊆ En nem üres, kompakt halmazok. Mutassuk
meg, hogy akkor és csak akkor létezik olyan zárt gömb, amely tartalmazza P -t
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és diszjunkt Q-tól, ha P ∪ Q bármely, legfeljebb n + 3 pontból álló T rész-
halmazához létezik olyan zárt gömb, amely tartalmazza T ∩ P -t és diszjunkt
T ∩ Q-tól. [Útmutatás: Vetítsük sztereografikusan a P és Q halmazokat
egy olyan (n + 1)-dimenziós gömbre, amely érinti En-et, majd használjuk a
2.3.10. Tételt.]

2.9. Feladat∗ (Bárány-Katchalski-Pach, 1982). Bizonyítsuk be, hogy ha
egy S ⊆ En halmaz konvex burka tartalmaz egy origó középpontú, egységnyi
sugarú gömböt, akkor S-nek létezik olyan, legfeljebb 2n pontból álló részhal-
maza, melynek konvex burka tartalmaz egy origó középpontú, n−2n sugarú
gömböt.

2.10. Feladat. Egy H : En → En leképezést hasonlósági transzformációnak
nevezünk, ha létezik olyan λ > 0 valós szám, hogy tetszőleges x, y ∈ En esetén
d(H(x),H(y)) = λ d(x, y). Most legyenek

{a0, a1, . . . , an}, {b0, b1, . . . , bn} ⊆ En

affin független pontrendszerek, továbbá tegyük fel, hogy minden 0 6 i, j 6 n
esetén d(bi, bj) = λ d(ai, aj) valamely rögzített λ > 0 valós számra. Mutassuk
meg, hogy ekkor pontosan egy olyan H : En → En hasonlósági transzformáció
létezik, amelyre H(ai) = bi minden 0 6 i 6 n esetén.

2.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy hasonlósági transzformáció nem
izometria, akkor pontosan egy fixpontja van. [Útmutatás: Ez a kontrakciókra
vonatkozó Banach-féle fixpont tétel egy speciális esete.]
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3. fejezet

Konvex politópok

3.1. Konvex politópok és poliédrikus halmazok
Ebben a fejezetben a konvex sokszögek, illetve a konvex poliéderek magasabb
dimenziós megfelelőivel foglalkozunk. Ezek az alakzatok már több, mint két-
ezer évvel ezelőtt a régi görögök érdeklődését is felkeltették. Aztán a múlt
évszázadban, főleg a lineáris programozás és a játékelmélet kialakulásának
köszönhetően ismét előtérbe került a konvex politópok vizsgálata. Először az
alapvető fogalmakat vezetjük be, majd igazoljuk a konvex politópok "alap-
tételét".

3.1.1. Definíció. Véges sok pont konvex burkát konvex politópnak nevezzük.
Azt mondjuk, hogy az {x1, x2, . . . , xk} ponthalmaz a P konvex politóp egy
minimális reprezentációja, ha

(1) P = conv{x1, x2, . . . , xk},

(2) xi /∈ conv{x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xk} tetszőleges 1 6 i 6 k esetén.

3.1.2. Definíció. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz. Ekkor
egy F ⊆ S halmazt az S egy lapjának nevezünk, ha

(1) vagy F = ∅,

(2) vagy F = S,

(3) vagy pedig létezik olyan H támaszhipersíkja S-nek, hogy F = S ∩H.

Az első két esetben nem valódi, míg a harmadikban valódi lapról beszélünk. Ha
az F valódi lap dimenziója k, akkor F -et k-lapnak nevezzük. A 0-dimenziós
lapokat csúcsoknak is mondjuk. A csúcsok halmazát jelölje vertS.
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3.1.3. Állítás. Legyen M = {x1, x2, . . . , xk} a P konvex politóp egy mini-
mális reprezentációja. Ekkor az alábbi állítások ekvivalensek.

(1) x ∈M .

(2) x ∈ vertP .

(3) x ∈ extP .

Bizonyítás. (1) ⇒ (2). Legyen x ∈ M , és tekintsük a Q = conv(M \ {x})
politópot. Ekkor definíció szerint x 6∈ Q, így mivel Q kompakt, alkalmazva
az 2.2.10. Állítást létezik olyan H ′ hipersík, amelyik szigorúan elválasztja
x-et Q-tól. Most tekintsük azt a H ′-vel párhuzamos H hipersíkot, amely
átmegy x-en. Világos, hogy Q teljes egészében a H által határolt valamelyik,
mondjuk H+ zárt féltérben helyezkedik el, ezért P ⊆ H+. Továbbá nyilván
x a P egyetlen olyan pontja, amely illeszkedik H-ra, így H ∩ P = {x}, azaz
x a P politóp csúcsa.

(2) ⇒ (3). Egy kompakt konvex halmaz csúcsa mindig extremális pont,
amiből következik az állítás.

(3) ⇒ (1). Világos, hogy P bármely extremális pontja szükségképpen
hozzátartozik M -hez, ellenkező esetben az 1.2.8. Carathéodory tétel szerint
benne lenne valamelyik, azM bizonyos pontjai által meghatározott szimplex
relatív belsejében. �

3.1.4. Állítás. Legyen P ⊆ En tetszőleges konvex politóp. Ekkor P minden
valódi lapja szintén konvex politóp. Továbbá P -nek csak véges sok különböző
lapja van.

Bizonyítás. Legyen {x1, . . . , xk} a P konvex politóp minimális reprezentá-
ciója, és tekintsük a P egy a H = [f : α] támaszhipersík által meghatározott
F valódi lapját. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy

f(xi) =

{
α, ha 1 6 i 6 r,
α + εi, ha r + 1 6 i 6 k,

ahol εi > 0 minden r + 1 6 i 6 k esetén. Most legyen x =
∑k

i=1 λixi, ahol
λ1, . . . , λk > 0 és

∑k
i=1 λi = 1, a P politóp tetszőleges pontja. Ekkor

f(x) =
r∑
i=1

λiα +
k∑

i=r+1

λi(α + εi) = α
k∑
i=1

λi +
k∑

i=r+1

λiεi = α +
k∑

i=r+1

λiεi.
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Világos, hogy x akkor és csak akkor illeszkedik H-ra, ha f(x) = α, azaz
pontosan akkor, ha

k∑
i=r+1

λiεi = 0.

De minden εi > 0 és minden λi > 0, így ez akkor és csak akkor lehetséges,
ha λi = 0 minden r + 1 6 i 6 k esetén, azaz ha x ∈ conv{x1, . . . , xr}.
Következésképpen H ∩ P = conv{x1, . . . , xr}, vagyis H ∩ P konvex politóp.

Végül, mivel az {x1, . . . , xk} halmaznak csak véges sok részhalmaza van,
és P minden lapja egyértelműen megfeleltethető egy ilyen részhalmaznak,
ezért P -nek csak véges sok különböző lapja lehet. �

A következő állítás bármely nem üres, kompakt, konvex halmazra érvé-
nyes.

3.1.5. Állítás. Ha S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz és {F1, . . .,
Fm} az S lapjainak valamely családja, akkor F1∩· · ·∩Fm szintén lapja S-nek.

Bizonyítás. Jelölje F az F1, . . . , Fm lapok metszetét. Ha F = ∅, akkor az
állítás definíció szerint igaz. Ezért legyen F 6= ∅. Az általánosság megszorí-
tása nélkül feltehetjük, hogy o ∈ F , továbbá F1, . . . , Fm valódi lapjai S-nek.
Ekkor minden 1 6 i 6 m esetén az Fi laphoz létezik egy olyan Hi = [fi : 0]
támaszhipersík, hogy fi(S) > 0, és S ∩ Hi = Fi. Most definiáljunk egy új
f = f1 + · · ·+ fm lineáris függvényt, és legyen H = [f : 0].

Állítjuk, hogy F = H ∩ S. Valóban, ha x ∈ F , akkor minden fi(x) = 0,
és így f(x) = 0, azaz x ∈ H ∩ S. Másrészt, ha x ∈ S \ F , akkor legalább
egy esetben fi(x) > 0, és így f(x) > 0, azaz x 6∈ H ∩ S. Következésképpen
F = H ∩ S.

Végül, mivel o ∈ H ∩ S és f(S) > 0, ezért H támaszhipersíkja S-nek,
vagyis F egy lapja S-nek. �

Az alábbi két állítás segítségünkre lehet, ha egy konvex politóp adott
dimenziós lapjainak számát szeretnénk meghatározni.

3.1.6. Állítás. Legyenek S1 és S2 nem üres, kompakt, konvex halmazok, és
tegyük fel, hogy S2 ⊆ S1. Ezen feltételek mellett ha F az S1 egy lapja, akkor
F ∩ S2 az S2 egy lapja.

Bizonyítás. Ha F nem valódi lapja S1-nek, akkor az állítás triviális. El-
lenkező esetben tekintsük az S1 egy olyan H támaszhipersíkját, amelyre
H ∩ S1 = F . Mivel S2 ⊆ S1, ezért F ∩ S2 = H ∩ S2. Most H ∩ S2 vagy üres
halmaz, vagy pedig H az S2 egy támaszhipersíkja. Mindkét esetben F ∩ S2

az S2 egy lapja nyilvánvaló módon. �

40



3.1.7. Állítás. Tegyük fel, hogy F1 egy valódi lapja a P konvex politópnak,
továbbá F2 egy valódi lapja F1-nek. Ekkor F2 szintén egy valódi lapja P -nek.

Bizonyítás. Legyen H1 olyan támaszhipersíkja P -nek, hogy H1 ∩ P = F1,
továbbá legyenH2 olyan támaszhipersíkja F1-nekH1-ben, hogyH2∩F1 = F2.
Most dimH2 = dimP − 2. Így, figyelembe véve, hogy P -nek csak véges sok
olyan csúcsa van, amely nincs F2-n, H1 elforgatható H2 körül úgy, hogy a
kapott hipersík P -t pontosan F2-ben messe (ld. 3.1.1. ábra). �

H2

F2 F1

H1

P

3.1.1. ábra.

A 2.3. fejezetben láttuk, hogy minden kompakt, konvex halmaz előáll
alkalmas zárt félterek metszeteként. Meg fogjuk mutatni, hogy konvex po-
litópok esetén véges sok ilyen zárt féltér is elég. Sőt a megfordítás is igaz,
ami elvezet a konvex politópok egy ekvivalens definíciójához. Mindenekelőtt
szükségünk lesz a következő fogalomra.

3.1.8. Definíció. Véges számú zárt féltér metszetét poliédrikus halmaznak
nevezzük.

3.1.9. Állítás. Minden P ⊆ En konvex politóp korlátos poliédrikus halmaz.

Bizonyítás. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy P dimen-
ziója n. Legyen {x1, . . . , xk} a P minimális reprezentációja. Legyenek továb-
bá F1, . . . , Fm a P politóp (n− 1)-lapjai, és H1, . . . , Hm, illetve H+

1 , . . . , H
+
m

a megfelelő támaszhipersíkok valamint zárt félterek, azaz Fi = Hi ∩ P és
P ⊆ H+

i minden 1 6 i 6 m esetén. Nyilván elég megmutatni, hogy
P = H+

1 ∩ · · · ∩H+
m.
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Indirekt tegyük fel, hogy létezik olyan x ∈ H+
1 ∩ · · · ∩H+

m pont, amelyik
diszjunkt P -től. Definiáljuk most a

D =
⋃
C

aff ({x} ∪ C)

halmazt, ahol C végigfut az {x1, . . . , xk} legfeljebb n− 1 elemű részhalmaza-
in. Ekkor D véges sok legfeljebb (n− 1)-dimenziós affin altér uniója. Mivel
dimP = n, így szükségképpen létezik olyan y ∈ intP pont, amely nem tar-
tozik hozzá D-hez. Ám x 6∈ P , ezért létezik olyan z ∈ relintxy pont, hogy
z ∈ bdP . Állítjuk, hogy z rajta van P valamely (n− 1)-lapján, de nincs raj-
ta egyetlen alacsonyabb dimenziós lapján sem. Valóban, ha z hozzátartozna
egy j-laphoz valamely 0 6 j 6 n − 2 esetén, akkor az 1.2.8. Carathéodory
tétel szerint z benne lenne {x1, . . . , xk} valamely legfeljebb n− 1 elemű rész-
halmazának konvex burkában, azaz z hozzátartozna D-hez. Ebből pedig
következne, hogy y ∈ xz szintén hozzátartozna D-hez, ami nem lehetséges.

Így z illeszkedik a P valamely (n− 1)-lapjára, mondjuk Fj-re. Ekkor z ∈
Hj, és mivel y ∈ intP ⊆ H+

j , x nem tartozhat hozzá H+
j -hoz, ellentmondás.

Kaptuk tehát, hogy H+
1 ∩ · · · ∩H+

m ⊆ P .
A másik irányú tartalmazás pedig egyszerűen abból adódik, hogy P ⊆ H+

i

minden 1 6 i 6 k esetén. �

3.1.10. Állítás. Minden P ⊆ En korlátos poliédrikus halmaz konvex politóp.

Bizonyítás. Mivel minden korlátos poliédrikus halmaz kompakt, ezért a
2.3.5. Tétel szerint elég megmutatni, hogy P extremális pontjainak száma
véges. Ezt az n dimenzió szerinti teljes indukcióval igazoljuk. Ha n = 1,
akkor P vagy egyetlen pont, vagy pedig egy zárt szakasz, amelyekre nyilván
igaz az állítás. Ezek után tekintsünk egy n-dimenziós P korlátos poliédrikus
halmazt, és legyenek H1, . . . , Hm azok a hipersíkok, amelyek által határolt
zárt félterek metszete P . Ha x ∈ extP , akkor nyilván x ∈ bdP . Így létezik
olyan Hi hipersík, hogy x ∈ Hi. Világos, hogy P minden olyan extremális
pontja, amely Hi-ben van szükségképpen extremális pontja P ∩ Hi-nek is.
Ám az indukciós feltevés szerint P ∩Hi extremális pontjainak száma véges,
továbbá a hipersíkok száma is véges, ezért extP is véges halmaz. �

3.2. Speciális konvex politópok
Ebben a fejezetben megismerkedünk néhány nevezetes konvex politóppal.
Ezek természetes általánosításai lesznek a jól ismert 3-dimenziós konvex po-
liédereknek, a tetraédernek, a kockának, az oktaédernek stb.

42



A legegyszerűbb politóp az 1.2. fejezetben már megismert szimplex. Egy
n-dimenziós Sn szimplex csúcsainak halmaza affin független, így azok bár-
mely részhalmaza is affin független. Ebből következik, hogy Sn bármely lapja
szintén egy (alacsonyabb dimenziós) szimplex. Másrészt Sn bármely n csúcsa
Sn egy támaszhipersíkját feszíti ki, amely természetesen egy (n−1)-dimenziós
lapban metszi Sn-t. A 3.1.7. Állítás szerint ennek az (n−1)-dimenziós lapnak
az összes lapja lapja lesz Sn-nek is. Innen teljes indukcióval azonnal adódik,
hogy Sn tetszőleges k + 1 csúcsa Sn egy k-dimenziós lapját határozza meg.
Ennélfogva igaz a következő.

3.2.1. Állítás. Egy n-dimenziós Sn szimplex k-dimenziós lapjainak száma(
n+1
k+1

)
minden 0 6 k 6 n− 1 esetén.

Egy Sn szimplex úgy is felfogható, mint egy Sn−1 szimplex, valamint egy
az aff Sn−1-re nem illeszkedő pont konvex burka. Ez a konstrukció egyszerűen
általánosítható.

3.2.2. Definíció. Egy (n − 1)-dimenziós Q politóp valamint egy x 6∈ aff Q
pont konvex burkát n-dimenziós gúlának nevezzük és P n-nel jelöljük. A Q
politóp a gúla alapja, az x pont pedig a gúla csúcsa.

3.2.3. Állítás. Egy n-dimenziós P n gúla, melynek alapja az (n− 1)-dimen-
ziós Q politóp, csúcsa pedig az x pont, k-dimenziós lapjainak fk(P n) száma

f0(P
n) = f0(Q) + 1,

fk(P
n) = fk(Q) + fk−1(Q) minden 1 6 k 6 n− 2 esetén,

fn−1(P
n) = 1 + fn−2(Q).

Bizonyítás. Legyen F a P n gúla egy k-lapja, H pedig egy az F -et kimet-
sző támaszhipersík. Mivel vertF ⊆ vertP n = {x} ∪ vertQ, most két eset
lehetséges:

(1) x 6∈ vertF . Ekkor F a 3.1.6. Állítás szerint a Q egy k-lapja.

(2) x ∈ vertF . Ekkor pedig az F lap x-től különböző csúcsai a Q politóp
(k−1)-dimenziós H∩Q lapjának csúcsaival egyeznek meg. Így F most
egy F ∩Q alapú, x csúcsú, k-dimenziós gúla.

Másrészt a 3.1.7. Állítás szerint Q minden lapja (beleszámítva magát Q-t is)
a P n gúla egy valódi lapja lesz. Továbbá Q bármely valódi (k − 1)-lapjának
és az x pontnak a konvex burka a P n gúla egy valódi k-lapja. Valóban, ha G
a Q egy valódi (k− 1)-lapja, akkor aff Q-ban van olyan H0 támaszhipersíkja
Q-nak, hogy H0 ∩ Q = G (természetesen dimH0 = n − 2). De ekkor H =
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aff(H0∪{x}) egy támaszhipersíkja P n-nek és H∩P n = conv(G∪{x}). Ezen
észrevételekből az állítás már közvetlenül adódik. �

Ezek után az oktaéder magasabb dimenziós megfelelőjével, valamint en-
nek egy általánosításával foglalkozunk.

3.2.4. Definíció. Legyenek x1, . . . , xn ∈ En lineárisan független vektorok.
Ekkor az Xn = conv{±x1 . . . ,±xn} politópot n-dimenziós keresztpolitópnak
nevezzük.

3.2.5. Definíció. Legyen Q egy tetszőleges, (n − 1)-dimenziós politóp, és
legyen xy olyan zárt szakasz, amelyre relintQ∩ relintxy egyetlen pontból áll.
Ekkor a P = conv({x, y} ∪Q) politópot n-dimenziós kettős gúlának nevezzük.
A Q politóp a kettős gúla alapja, az x és y pontok pedig a kettős gúla csúcsai.

A 3.2.3. Állítás bizonyításához teljesen hasonló módon látható, hogy a
fent definiált P kettős gúla valódi lapjai pontosan a következők:

(1) Q valódi lapjai,

(2) olyan x vagy y csúcsú gúlák, amelyek alapja Q egy valódi lapja,

(3) x és y.

Innen pedig egyszerűen adódnak az alábbiak.

3.2.6. Állítás. Egy n-dimenziós P kettős gúla, melynek alapja az (n − 1)-
dimenziós Q politóp, k-dimenziós lapjainak fk(P ) száma

f0(P ) = f0(Q) + 2,

fk(P ) = fk(Q) + 2fk−1(Q) minden 1 6 k 6 n− 2 esetén,
fn−1(P ) = 2fn−2(Q).

3.2.7. Következmény. Egy n-dimenziós Xn keresztpolitóp k-dimenziós lap-
jainak száma 2k+1

(
n
k+1

)
minden 0 6 k 6 n− 1 esetén.

Végül a parallelepipedon magasabb dimenziós megfelelőjével foglalko-
zunk.

3.2.8. Definíció. Legyenek x1, . . . , xn ∈ En lineárisan független vektorok, és
tekintsük az Ij = oxj szakaszokat minden 1 6 j 6 n esetén. Ekkor a

Cn = I1 + · · ·+ In = {y1 + · · ·+ yn | y1 ∈ I1, . . . , yn ∈ In}
vektori összeget n-dimenziós parallelotópnak (vagy parallelepipedonnak) ne-
vezzük. Ha az x1, . . . , xn vektorok páronként merőlegesek, akkor n-dimenziós
merőleges parallelotópról, ha pedig ezen kívül még hosszaik is megegyeznek,
akkor n-dimenziós kockáról beszélünk.

44



A definícióból közvetlenül adódik, hogy Cn = Cn−1 + In. Mivel minden
egyes ilyen lépésnél a csúcsok száma megkétszereződik, ezért Cn-nek összesen
2n csúcsa van. Másrészt Cn = conv(Cn−1 ∪ (Cn−1 + xn)), így Cn egy valódi
k-lapja vagy Cn−1, illetve Cn−1+xn egy k-lapja vagy pedig Cn−1 egy (k−1)-
lapjának és In-nek a vektori összege.

Megfordítva, Cn−1, illetve Cn−1 +xn bármely lapja (beleértve önmagukat
is) lapja Cn-nek, és ugyanez fennáll Cn−1 bármely lapjának és In-nek a vektori
összegére is. Ennélfogva fk(Cn) = 2fk(C

n−1) + fk−1(C
n−1) minden 1 6 k 6

n− 1 esetén. Innen teljes indukcióval kapjuk a következőt.

3.2.9. Állítás. Egy n-dimenziós Cn parallelotóp k-dimenziós lapjainak szá-
ma 2n−k

(
n
k

)
minden 0 6 k 6 n− 1 esetén.

Az eddigieknek megfelelően a parallelotóp is általánosítható.

3.2.10. Definíció. Legyen Q egy tetszőleges, (n − 1)-dimenziós politóp, és
legyen I = ox olyan zárt szakasz, amely nem párhuzamos aff Q-val. Ekkor a
P = Q+ I vektori összeget Q alapú hasábnak nevezzük,.

A parallelotópoknál elmondottakhoz teljesen hasonlóan igazolható a kö-
vetkező.

3.2.11. Állítás. Egy n-dimenziós, Q alapú P hasáb k-dimenziós lapjainak
fk(P ) száma

f0(P ) = 2f0(Q),

fk(P ) = 2fk(Q) + fk−1(Q) minden 1 6 k 6 n− 1 esetén.

3.3. Euler-Poincaré formula
Ebben a fejezetben az egyik klasszikus tételen keresztül bepillantunk a konvex
politópok kombinatorikus elméletébe. Mivel ez a témakör mind eszköztárá-
ban, mind eredményeiben messze túlmutat jegyzetünk keretein, ezért további
részletekbe nem is megyünk bele.

3.3.1. Tétel. Legyen P egy tetszőleges n-dimenziós konvex politóp, és jelölje
a P politóp j-dimenziós lapjainak számát fj(P ) minden 0 6 j 6 n−1 esetén.
Ekkor

n−1∑
j=0

(−1)jfj(P ) = 1 + (−1)n−1.
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Bizonyítás. Jelölje D azoknak a hipersíkoknak az unióját, amelyek illesz-
kednek az origóra és merőlegesek P valamely két csúcsát összekötő egyenesre.
Mivel az ilyen hipersíkok száma véges, létezik olyan u vektor, amelyik nincs
D-ben. Legyen H egy u normálvektorú hipersík. Világos, hogy H bármely
H ′ eltoltjára |H ′∩vertP | 6 1. Másrészt H-nak pontosan f0(P ) olyan eltolt-
ja van, amelyek tartalmazzák P valamely csúcsát, jelölje ezeket sorrendben
H1, H3, . . . , H2f0(P )−1. Legyenek továbbá H2, H4, . . . , H2f0(P )−2 olyan H-val
párhuzamos hipersíkok, amelyek sorban a fenti hipersíkok között helyezked-
nek el. Ekkor

|Hi ∩ vertP | =

{
0, ha i páros,
1, ha i páratlan.

Ezen megjegyzés után a tételt a dimenzió szerinti teljes indukcióval bi-
zonyítjuk. Nyilván n = 1, 2 esetén igaz az állítás. Ezért legyen n > 3, és
tekintsünk egy n-dimenziós P politópot. Tekintsük továbbá a Pi = P ∩ Hi

metszethalmazt minden 1 6 i 6 2f0(P ) − 1 esetén. Ekkor az i = 1 és
i = 2f0(P ) − 1 esetektől eltekintve, Pi egy (n− 1)-dimenziós politóp. Ha
most F j a P egy j-dimenziós lapja, ahol 1 6 j 6 n− 1, akkor legyen

%(F j, Pi) =

{
0, ha Pi ∩ relintF j = ∅,
1, ha Pi ∩ relintF j 6= ∅.

Jelölje m a legkisebb, M pedig a legnagyobb olyan indexet, amelyre

Pm ∩ F j 6= ∅ és PM ∩ F j 6= ∅.

Ekkor m és M szükségképpen páratlan, továbbá

Pm ∩ relintF j = ∅ és PM ∩ relintF j = ∅.

Másrészt minden m < i < M esetén

(−1)i%(F j, Pi) =

{
−1, ha i páratlan,

1, ha i páros.

Így mivel a páros indexek száma eggyel nagyobb, mint a páratlanoké,

2f0(P )−2∑
i=2

(−1)i%(F j, Pi) = 1.

Most ha rögzítjük a j dimenziót, akkor

∑
F j j-lap

2f0(P )−2∑
i=2

(−1)i%(F j, Pi) = fj(P ),

46



amiből

n−1∑
j=1

(−1)j
∑

F j j-lap

2f0(P )−2∑
i=2

(−1)i%(F j, Pi) =
n−1∑
j=1

(−1)jfj(P ). (∗)

Ezek után legyen 2 6 i 6 2f0(P ) − 2, és tekintsük az (n − 1)-dimenziós Pi
politópot. Minden olyan j-dimenziós F j lapra, amelyre Pi ∩ relintF j 6= ∅
teljesül, Pi∩F j egy (j−1)-dimenziós lapja Pi-nek, sőt fordítva is, Pi minden
(j − 1)-dimenziós lapja ilyen alakú, kivéve ha j = 1 és a (j − 1)-dimenziós
lap a P poliéder egy csúcsa. Ennélfogva∑

F j j-lap

%(F j, Pi) =

{
f0(Pi)− 1, ha j = 1 és i páratlan,
fj−1(Pi), különben,

és ezért

n−1∑
j=1

(−1)j
∑

F j j-lap

%(F j, Pi) =



n−1∑
j=1

(−1)jfj−1(Pi), ha i páros,

−(f0(Pi)− 1) +
n−1∑
j=2

(−1)jfj−1(Pi), ha i páratlan.

Így az indukciós hipotézis szerint

n−1∑
j=1

(−1)j
∑

F j j-lap

%(F j, Pi) ={
−(1 + (−1)n−2) = −1 + (−1)n−1, ha i páros,
−(1 + (−1)n−2) + 1 = (−1)n−1, ha i páratlan.

Következésképpen

2f0(P )−2∑
i=2

(−1)i
n−1∑
j=1

(−1)j
∑

F jj-lap

%(F j, Pi) = (−1)n−1 − (f0(P )− 1).

Ezt összevetve a (∗) összefüggéssel adódik, hogy

n−1∑
j=1

(−1)jfj(P ) = (−1)n−1 − (f0(P )− 1),
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azaz
n−1∑
j=0

(−1)jfj(P ) = 1 + (−1)n−1. �

Az előbb igazolt Euler-Poincaré formula szerint bármely n-dimenziós P
konvex politóp f(P ) = (f0(P ), f1(P ), . . . , fn−1(P )) lapvektora rajta van az

x0 − x1 + · · ·+ (−1)n−1xn−1 = 1 + (−1)n−1

egyenletű hipersíkon. Természetesen vetődik fel a kérdés, hogy a lapvektorok
koordinátáira vajon más lineáris összefüggés is érvényes? A következő tétel
mutatja, hogy teljes általánosságban erre a kérdésre a válasz nemleges.

3.3.2. Tétel. Az n-dimenziós P konvex politópok f(P ) lapvektorai által ki-
feszített affin altér éppen az

x0 − x1 + · · ·+ (−1)n−1xn−1 = 1 + (−1)n−1

egyenletű hipersík.

Bizonyítás. A tételt a dimenzió szerinti teljes indukcióval bizonyítjuk. Nyil-
ván n = 1, 2 esetén igaz az állítás. Ezért legyen n > 3, és tegyük fel, hogy
valamely λ0, . . . , λn−1 nem mind nulla együtthatókkal minden n-dimenziós P
konvex politópra

n−1∑
j=0

λjfj(P ) = β.

Most legyen Q egy tetszőleges, (n − 1)-dimenziós konvex politóp, és tekint-
sünk egy Q alapú P1 gúlát, valamint egy Q alapú P2 kettős gúlát. Ekkor a
3.2.3. és 3.2.6. Állítások szerint az

f(P1) = (f0(Q) + 1, f1(Q) + f0(Q), . . . , fn−2(Q) + fn−3(Q), 1 + fn−2(Q)),

f(P2) = (f0(Q) + 2, f1(Q) + 2f0(Q), . . . , fn−2(Q) + 2fn−3(Q), 2fn−2(Q))

pontok rajta vannak a λ0x0 + · · · + λn−1xn−1 = β egyenletű hipersíkon. A
két egyenletet egymásból kivonva kapjuk, hogy

λ1f0(Q) + λ2f1(Q) + · · ·+ λn−1fn−2(Q) = λn−1 − λ0

Ez az összefüggés minden (n − 1)-dimenziós Q politópra fennáll, így az in-
dukciós feltevés szerint a

(λ1, λ2, . . . , λn−1, λn−1 − λ0)
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vektor (nem nulla) skalárszorosa az

(1,−1, . . . , (−1)n−2, 1 + (−1)n−2)

vektornak. Ennélfogva λj = λ1 (−1)j−1 minden 1 6 j 6 n − 1 esetén, és
λn−1 − λ0 = λ1 (1 + (−1)n−2), ahonnan λ0 = −λ1. Továbbá, ha tekintünk
egy n-dimenziós P politópot, akkor a 3.3.1. Tétellel összhangban

β =
n−1∑
j=0

λjfj(P ) = −λ1
n−1∑
j=0

(−1)jfj(P ) = −λ1 (1 + (−1)n−1).

Ezért a λ0x0+· · ·+λn−1xn−1 = β és x0−x1+· · ·+(−1)n−1xn−1 = 1+(−1)n−1

egyenletek egymás skalárszorosai (az első a második (−λ1)-szerese). �

3.4. Polaritás
Mint a matematika legkülönbözőbb területein, a konvex halmazok elméleté-
ben is találkozhatunk a dualitás fogalmával. Ennek felhasználásával, többek
között, a konvex halmazok határpontjaira vonatkozó eredményekből a tá-
maszhipersíkok tulajdonságaira következtethetünk, és viszont. Jegyzetünk-
ben a dualitást a polaritásra támaszkodva építjük fel.

3.4.1. Definíció. Legyen K ⊆ En nem üres halmaz. Ekkor a

K∗ = {y ∈ En | 〈x, y〉 6 1 minden x ∈ K esetén}

halmazt a K poláris halmazának nevezzük (ld. 3.4.1. ábra).

K

K∗

o
1

3.4.1. ábra.

A polaritás tulajdonságainak levezetése előtt nézzünk két egyszerű példát.
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3.4.2. Állítás. Ha K = {x} és x 6= o, akkor K∗ az {y ∈ En | 〈x, y〉 = 1}
hipersík által határolt, az origót tartalmazó zárt féltér. Továbbá ha K = {o},
akkor K∗ = En.

3.4.3. Állítás. Az origó középpontú, r sugarú Br(o) zárt gömb poláris hal-
maza az origó középpontú, 1/r sugarú B1/r(o) zárt gömb.

Bizonyítás. Legyen y ∈ Br(o)
∗, és messe az origóból induló, y-ra illeszkedő

félegyenes Br(o) határát az x′ pontban. Ekkor 1 > 〈x′, y〉 = ‖x′‖ ‖y‖ = r ‖y‖,
azaz ‖y‖ 6 1/r, és így y ∈ B1/r(o).

Másrészt, ha z ∈ B1/r(o), akkor minden x ∈ Br(o) esetén 〈x, z〉 6
‖x‖ ‖z‖ 6 r · 1

r
= 1. Ezért z ∈ Br(o)

∗. �

Most pedig következzenek a már említett tulajdonságok.

3.4.4. Állítás. Legyen {Kα ⊆ En | α ∈ A} nem üres halmazok egy családja.
Ekkor

(
⋃
α∈A

Kα)∗ =
⋂
α∈A

K∗α.

Bizonyítás. A poláris halmaz definíciójából

(
⋃
α∈A

Kα)∗ = {y ∈ En | 〈x, y〉 6 1 minden x ∈
⋃
α∈A

Kα esetén}

=
⋂
α∈A

{y ∈ En | 〈x, y〉 6 1 minden x ∈ Kα esetén}

=
⋂
α∈A

K∗α. �

3.4.5. Állítás. Legyen K ∈ En nem üres halmaz. Ekkor K∗ egy az origót
tartalmazó, zárt, konvex halmaz.

Bizonyítás. A 3.4.2. Állítás szerint egyetlen pont poláris halmaza vagy egy
zárt féltér, vagy pedig az egész En. Most alkalmazva a 3.4.4. Állítást,

K∗ = (
⋃
x∈K

{x})∗ =
⋂
x∈K

{x}∗,

azaz K∗ zárt, konvex halmazok metszete, és ezért maga is zárt, konvex hal-
maz. Továbbá o ∈ {x}∗ minden x ∈ K esetén, így o ∈ K∗ is fennáll. �

3.4.6. Állítás. Legyenek K1, K2 ⊆ En nem üres halmazok, és tegyük fel,
hogy K1 ⊆ K2. Ekkor K∗2 ⊆ K∗1 .
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Bizonyítás. Ha K1 ⊆ K2, akkor K2 = K1∪ (K2 \K1), és így a 3.4.4. Állítás
felhasználásával

K∗2 = (K1 ∪ (K2 \K1))
∗ = K∗1 ∩ (K2 \K1)

∗ ⊆ K∗1 . �

3.4.7. Állítás. Legyen K ⊆ En nem üres halmaz és λ pozitív valós szám.
Ekkor (λK)∗ = (1/λ)K∗.

Bizonyítás. Ha x ∈ (λK)∗, akkor 〈λy, x〉 6 1 minden λy ∈ λK esetén.
Azaz 〈y, λx〉 6 1 minden y ∈ K esetén, ami éppen azt jelenti, hogy λx ∈ K∗,
és így x ∈ (1/λ)K∗. A fordított irányú tartalmazás hasonlóan igazolható. �

A fenti tulajdonságok, mint láttuk, En tetszőleges, nem üres halmazaira
teljesülnek. A következő két állításban szűkítjük a vizsgált halmazok körét.

3.4.8. Állítás. Legyen K ⊆ En kompakt, konvex halmaz, és tegyük fel, hogy
o ∈ intK. Ekkor K∗ szintén kompakt, konvex halmaz és o ∈ intK∗.

Bizonyítás. Mivel o ∈ intK, ezért létezik olyan r pozitív szám, hogy
Br(o) ⊆ K. A 3.4.3. Állítás szerint Br(o)

∗ = B1/r(o), így alkalmazva a
3.4.6. Állítást K∗ ⊆ B1/r(o), azaz K∗ korlátos. Ezt összevetve a 3.4.5. Állí-
tással, K∗ kompakt, konvex halmaz.

Hasonlóan, mivel K korlátos, létezik olyan R pozitív szám, hogy K ⊆
BR(o). Most alkalmazva ismét a 3.4.6. Állítást kapjuk, hogy B1/R(o) ⊆ K∗,
azaz o ∈ intK∗. �

3.4.9. Állítás. Legyen K ⊆ En zárt, konvex halmaz, és tegyük fel, hogy
o ∈ K. Ekkor K∗∗ = K, ahol K∗∗ = (K∗)∗ definíció szerint.

Bizonyítás. Ha x ∈ K, akkor 〈x, y〉 6 1 minden y ∈ K∗ esetén. Ezért
x ∈ K∗∗, és így K ⊆ K∗∗.

Megfordítva, ha x0 6∈ K, akkor a 2.2.10. Állítás szerint létezik olyan

H = {z ∈ En | 〈z, u〉 = 1}

hipersík, amelyik szigorúan elválasztja x0-tK-tól. Mivel o ∈ K, ezért minden
x ∈ K esetén 〈x, u〉 < 1, ezzel szemben 〈x0, u〉 > 1. Az első egyenlőtlenségből
következik, hogy u ∈ K∗, és így a másodikból, hogy x0 6∈ K∗∗. Ennélfogva
K∗∗ ⊆ K is szükségképpen fennáll. �

Elérkeztünk a fejezet legfontosabb tételének igazolásához.
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3.4.10. Tétel. Legyen K ⊆ En egy az origót belső pontként tartalmazó, kom-
pakt, konvex halmaz. Rendeljük hozzá K minden (valódi és nem valódi) F
lapjához a K∗ poláris halmaz

F � = {y ∈ K∗ | 〈y, x〉 = 1 minden x ∈ F esetén}
részhalmazát. Ekkor F � a K∗ egy lapja. Továbbá az F 7→ F � leképezés
kölcsönösen egyértelmű, a tartalmazási relációt megfordító megfeleltetés K
és K∗ lapjai között.

Bizonyítás. Mivel ∅� = K∗ és K� = ∅, ezért elég azzal az esettel foglalkozni,
amikor F valódi lap. Ekkor létezik olyanH = {y ∈ En | 〈y, u0〉 = 1} hipersík,
hogy H ∩K = F és K ⊆ {y ∈ En | 〈y, u0〉 6 1}. Mivel 〈y, u0〉 = 1 minden
y ∈ F esetén, így szükségképpen u0 ∈ F �. Most legyen x0 ∈ relintF , és
tekintsük a H ′ = {y ∈ En | 〈y, x0〉 = 1} hipersíkot. Világos, hogy H ′

támaszhipersíkja K∗-nak, így F ′ = H ′ ∩ K∗ lapja K∗-nak. Állítjuk, hogy
F � = F ′.

Az F � ⊆ F ′ tartalmazás nyilván teljesül, hiszen F � ⊆ H ′. Másrészt
legyen y0 ∈ K∗ \ F �. Ekkor létezik olyan x1 ∈ F , hogy 〈y0, x1〉 < 1. Mivel
x0 ∈ relintF , létezik olyan x2 ∈ F is, hogy x0 = (1 − λ)x1 + λx2, ahol
0 < λ < 1. De y0 ∈ K∗, így 〈y0, x2〉 6 1, következésképpen 〈y0, x0〉 =
(1− λ)〈y0, x1〉+ λ〈y0, x2〉 < 1, azaz y0 6∈ F ′. Ezért F ′ ⊆ F � is fennáll.

Most rátérünk az F 7→ F � leképezés kölcsönösen egyértelmű voltának
igazolására. Ehhez nyilván elég belátni, hogy K bármely F lapjára F �� = F .
Valóban, ebből azonnal következik a leképezés injektivitása, míg a szürjekti-
vitás ugyanennek az egyenlőségnek aK∗ lapjaira való alkalmazásából adódik.
Definíció szerint

F �� = {y ∈ K∗∗ | 〈x, y〉 = 1 minden x ∈ F � esetén}.
De a 3.4.9. Állítás szerint K = K∗∗, így ha y ∈ F és x ∈ F �, akkor y ∈ K∗∗ és
〈x, y〉 = 1. Ezért y ∈ F ��, vagyis F ⊆ F ��. Másrészt, legyen F aK egy valódi
lapja. Ekkor, mint már említettük létezik olyan H = {y ∈ En | 〈y, u0〉 = 1}
hipersík, hogy F = H ∩ K és K ⊆ {y ∈ En | 〈y, u0〉 6 1}. Tudjuk, hogy
u0 ∈ F �, így ha z ∈ K \ F , akkor 〈z, u0〉 < 1, azaz z 6∈ F ��. Ezért F �� ⊆ F
is teljesül.

A tartalmazási reláció megfordítása magától értetődik. �

Végül bevezetjük a dualitás fogalmát a konvex politópok körében, és a
3.4.10. Tétel segítségével megmutatjuk, hogy minden politópnak van duálisa.

3.4.11. Definíció. Legyen P ⊆ En konvex politóp. Ekkor egy P ′ konvex
politópot a P duális politópjának nevezünk, ha létezik olyan kölcsönösen egy-
értelmű megfeleltetés P és P ′ lapjai között, amely a tartalmazási relációt
megfordítja.
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3.4.12. Tétel. Legyen P ⊆ En egy az origót belső pontként tartalmazó, kon-
vex politóp. Ekkor P ∗ a P duális politópja.

Bizonyítás. A 3.4.10. Tétel alapján P és P ∗ lapjai között kölcsönösen egy-
értelmű, a tartalmazási relációt megfordító megfeleltetés létesíthető. Így ele-
gendő belátni, hogy P ∗ szintén n-dimenziós konvex politóp.

Mivel P -nek csak véges sok lapja van (ld. 3.1.4. Állítás), ezért a fenti
megfeleltetés miatt P ∗ lapjainak száma is véges, azaz P ∗ poliédrikus halmaz.
Továbbá, mivel P ∗ korlátos halmaz (ld. 3.4.8. Állítás), ebből következik, hogy
P ∗ politóp (ld. 3.1.9. Állítás). Végül, mivel az origó belső pontja P ∗-nak (ld.
3.4.8. Állítás), így a P ∗ politóp n-dimenziós. �

Vegyük észre, hogy az o ∈ intP feltétel csupán technikai jellegű, és egy
alkalmas eltolással mindig biztosítható is (természetesen csak a dimP = n
esetet tekintjük).

Feladatok
3.1. Feladat. Legyen P egy n-dimenziós konvex politóp, és legyen bn/2c <
k < n+1 rögzített egész. Mutassuk meg, hogy ha P bármely k csúcsa a P egy
valódi lapjának csúcshalmaza, akkor P szimplex. [Útmutatás: Használjuk a
4.1.1. Tételt.]

3.2. Feladat∗ (Coxeter, 1963). Legyen P egy n-dimenziós konvex politóp,
x pedig a P egy csúcsa. Ha az x-ből kiinduló élek felezőpontjai egy hipersíkon
vannak, akkor ezek a felezőpontok egy (n − 1)-dimenziós konvex politópnak,
a P politóp x csúcshoz tartozó ún. csúcsalakzatának a csúcsai. Ezek után
a P politópot szabályosnak nevezzük, ha mind az (n − 1)-dimenziós lapok,
mind pedig a csúcsalakzatok szabályos, (n−1)-dimenziós politópok (a definíció
rekurzív, csak abban kell megállapodnunk, hogy egy sokszög akkor és csak
akkor szabályos, ha oldalai és szögei egyenlők). Mutassuk meg, hogy pontosan
öt 3-dimenziós, pontosan hat 4-dimenziós, valamint n > 5 esetén pontosan
három n-dimenziós szabályos, konvex politóp létezik.

3.3. Feladat. Legyen P egy r csúcsú, n-dimenziós konvex politóp. Mutas-
suk meg, hogy ekkor létezik olyan P ′, szintén r csúcsú, n-dimenziós konvex
politóp, amelynek az összes valódi lapja szimplex, és minden 1 6 i 6 n − 1
esetén az i-dimenziós lapok száma P ′-ben legalább annyi, mint P -ben. [Út-
mutatás: Legyen v a P egy tetszőleges csúcsa, u 6∈ P pedig egy olyan pont,
hogy az uv szakasz, leszámítva a v végpontot, nem metszi a P csúcsai által
kifeszített hipersíkok egyikét sem, továbbá v ∈ int conv({u} ∪ P ). Jelölje a
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conv({u} ∪ P ) nyilván r csúcsú, n-dimenziós konvex politópot Q. Mutassuk
meg, hogy ekkor fi(P ) 6 fi(Q) minden 1 6 i 6 n − 1 esetén. Ehhez elég
belátni, hogy minden 1 6 i 6 n − 1 esetén a Q politóp i-dimenziós lapjai
pontosan a következők:

(1) P azon i-lapjai, amelyek nem tartalmazzák v-t,

(2) conv({u}∪F i−1) alakú gúlák, ahol F i−1 a P politóp egy v-t tartalmazó
(n− 1)-lapjának egy v-t nem tartalmazó (i− 1)-lapja.

Egymás után alkalmazva ezt az eljárást minden csúcsra úgy, hogy a csúcsok
végül általános helyzetbe is kerüljenek, az állítás adódik.]

3.4. Feladat. Legyen P egy n-dimenziós konvex politóp, F pedig a P egy
k-lapja, ahol 0 6 k 6 n − 1. Minden k 6 j 6 n − 1 esetén jelölje hj(F ) a
P azon j-lapjainak számát, amelyek tartalmazzák F -et. Bizonyítsuk be, hogy
ekkor

n−1∑
j=k

(−1)jhj(F ) = (−1)n−1.

[Útmutatás: Tekintsük P duális politópját, és alkalmazzuk F �-ra a 3.3.1. Té-
telt.]

3.5. Feladat. Legyen P olyan n-dimenziós konvex politóp, amelynek minden
valódi lapja szimplex (az ilyen politópokat egyébként szimpliciális politópok-
nak nevezzük). Mutassuk meg, hogy ekkor a P politóp f(P ) lapvektorának
koordinátáira fennállnak a következő összefüggések:

n−1∑
j=k

(−1)j
(
j + 1

k + 1

)
fj(P ) = (−1)n−1fk(P )

minden 0 6 k 6 n − 2 esetén. [Útmutatás: Legyenek F k és F j a P politóp
egy k-lapja, illetve egy j-lapja, ahol 0 6 k 6 j 6 n − 1. Legyen továb-
bá ϕ(F k, F j) = 0, ha F k 6⊆ F j, illetve ϕ(F k, F j) = 1, ha F k ⊆ F j. A
szummázások sorrendjétől függően számoljuk ki kétféleképpen a

n−1∑
j=k

(−1)j
∑

Fk k-lap

∑
F j j-lap

ϕ(F k, F j)

összeget. Ehhez használjuk fel, hogy az utolsó összeg éppen egy (n− k − 1)-
dimenziós konvex politóp (j − k − 1)-dimenziós lapjainak száma, majd al-
kalmazzuk a 3.3.1. Tételt.]
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3.6. Feladat. Legyen n > 2, és tekintsük az

Mn : R→ En, t 7→ (t, t2, . . . , tn)

ún. n-dimenziós momentum görbét. Legyen továbbá r > n + 1, és legyenek
Mn(t1), . . . ,Mn(tr) ∈Mn különböző pontok. Ekkor a

C(r, n) = conv {Mn(t1), . . . ,Mn(tr)}

konvex politópot ciklikus politópnak nevezzük. Mutassuk meg, hogy

(1) C(r, n) egy n-dimenziós konvex politóp,

(2) C(r, n) csúcshalmaza {Mn(t1), . . . ,Mn(tr)},

(3) C(r, n) szimpliciális politóp,

(4) C(r, n) csúcsainak bármely k 6 bn/2c elemű részhalmaza C(r, n) egy
(k − 1)-dimenziós lapját határozza meg.

3.7. Feladat∗∗ (McMullen, 1970). Bizonyítsuk be, hogy egy n-dimenziós,
r csúcsú konvex politóp i-dimenziós lapjainak száma nem haladhatja meg a
C(r, n) ciklikus politóp i-dimenziós lapjainak számát semmilyen 1 6 i 6 n−1
esetén.

3.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy az origót belső pontként tartalmazó
ellipszoid polárisa szintén egy az origót belső pontként tartalmazó ellipszoid.

3.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy egy n-dimenziós szimplex duálisa szintén
egy n-dimenziós szimplex.
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4. fejezet

Helly tétel

4.1. Radon és Tverberg tételei
Ebben a részben egy a konvex halmazok elméletében nagyon gyakran alkal-
mazott tételt, majd annak egy messzemenő általánosítását bizonyítjuk be.

4.1.1. Tétel (Radon, 1921). Legyen S = {x1, . . . , xr} az n-dimenziós tér
egy legalább n+ 2 pontból álló véges halmaza. Ekkor S felbontható két olyan
diszjunkt S1 és S2 részre, hogy convS1 ∩ convS2 6= ∅.

Bizonyítás. Mivel r > n+ 2, így az 1.1.8. Állítás szerint S affin összefüggő.
Ezért léteznek olyan nem mind nulla α1, . . . , αr valós számok, hogy

r∑
i=1

αixi = o és
r∑
i=1

αi = 0.

Világos, hogy legalább két αi ellentétes előjelű. Ennélfogva az általánosság
megszorítása nélkül feltehetjük, hogy α1, . . . , αk > 0 és αk+1, . . . , αr < 0
valamely 1 6 k 6 r − 1 indexre. Most

α1 + · · ·+ αk = −(αk+1 + · · ·+ αr),

így ha α jelöli a közös értéket, akkor

k∑
i=1

αi
α
xi =

r∑
i=k+1

− αi
α
xi.

Ám vegyük észre, hogy a bal oldal az x1, . . . , xk, míg a jobb oldal az xk+1, . . .,
xr pontok egy alkalmas konvex kombinációja. Ennélfogva S1 = {x1, . . . , xk}
és S2 = {xk+1, . . . , xr} választással convS1 ∩ convS2 6= ∅. �
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A 4.1.1. Radon tétel Tverbergtől származó általánosításának igazolásához
szükségünk van a következő észrevételre.

4.1.2. Állítás. Legyenek S1, . . . , Sn+1 ⊆ En olyan halmazok, amelyek kon-
vex burkainak metszete nem üres, és legyen x ∈ convS1 ∩ · · · ∩ convSn+1.
Ekkor minden 1 6 i 6 n + 1 esetén létezik olyan xi ∈ Si pont, hogy
x ∈ conv {x1, . . . , xn+1}.

Bizonyítás. Az 1.2.8. Carathéodory tétel alapján elég azzal az esettel fog-
lalkozni, amikor az Si halmazok mindegyike véges. Tekintsünk egy olyan

x1 ∈ S1, . . . , xn+1 ∈ Sn+1

pontrendszert, amelyre aD({x}, conv {x1, . . . , xn+1}) távolság minimális. In-
direkt tegyük fel, hogy ez a távolság pozitív, és legyen z a

C = conv {x1, . . . , xn+1}

halmaz azon (egyértelmű) pontja, amelyre d(x, z) = D({x}, C). Legyen to-
vábbá H a z-n átmenő −→zx normálvektorú hipersík. Mivel H támaszhipersíkja
C-nek és z ∈ H ∩C, ezért ismét az 1.2.8. Carathéodory tétel szerint z benne
van az {x1, . . . , xn+1} ponthalmaz valamely legfeljebb n elemű, mondjuk az
{x1, . . . , xn} részhalmazának konvex burkában. De x ∈ convSn+1 is fennáll,
így szükségképpen létezik olyan x′n+1 ∈ Sn+1 pont, amely a H által határolt
nyílt félterek közül az x-et tartalmazóban fekszik. Erre a pontra cserélve
xn+1-et, a kapott conv {x1, . . . , x′n+1} halmaz nyilván közelebb lesz x-hez,
mint C volt, hiszen már a z-t és x′n+1-et összekötő szakasznak sem z az x-hez
legközelebb eső pontja, ellentmondás. �

4.1.3. Tétel (Tverberg, 1966). Legyen r > 2 tetszőleges egész szám. Ek-
kor En minden, legalább (r − 1)(n+ 1) + 1 pontból álló halmaza felbontható
r páronként diszjunkt olyan részre, amelyek konvex burkainak metszete nem
üres.

Bizonyítás. Legyen N = (r − 1)(n+ 1), és tekintsünk egy

X = {x0, x1, . . . , xN} ⊆ En

ponthalmazt. Legyen {v1, . . . , vr−1} standard bázisa az Er−1 térnek, és legyen
vr = −(v1 + · · ·+ vr−1). Végül legyen

yj =

(
xj
1

)
∈ En+1
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minden 0 6 j 6 N esetén. Ezek után minden 0 6 j 6 N és 1 6 i 6 r esetén
tekintsük az (n+1)×(r−1)-es yj⊗vi mátrixot, amely k-adik sorának, illetve
l-edik oszlopának metszéspontjában az yj vektor k-adik és a vi vektor l-edik
koordinátájának szorzata áll. Világos módon

o ∈ conv {yj ⊗ v1, . . . , yj ⊗ vr}

minden 0 6 j 6 N esetén, hiszen v1 + · · ·+ vr = o miatt

1

r
yj ⊗ v1 + · · ·+ 1

r
yj ⊗ vr = o.

Így a 4.1.2. Állítás szerint minden 0 6 j 6 N indexhez létezik olyan 1 6
i(j) 6 r index, hogy

o ∈ conv {yj ⊗ vi(j) | 0 6 j 6 N}.

Most o kifejezhető az yj ⊗ vi(j) mátrixok konvex kombinációjaként, azaz

o =
N∑
j=0

αjyj ⊗ vi(j),

ahol az αj együtthatók nem negatívak és összegük 1. Ám vegyük észre, hogy

o =
N∑
j=0

αjyj ⊗ vi(j) =
r∑
i=1

 ∑
j∈{0,...,N}
i(j)=i

αjyj

⊗ vi, (∗)

ami természetes módon adja az X halmaz egy r-partícióját: legyenek Ii =
{j | i(j) = i} ésXi = {xj | j ∈ Ii}minden 1 6 i 6 r esetén. Állítjuk, hogy az
{X1, . . . , Xr} partíció kielégíti a feltételeket. Valóban, nyilván létezik olyan
ust ∈ Er−1 vektor, amely merőleges a

v1, . . . , vs−1, vs+1, . . . , vt−1, vt+1, . . . , vr

vektorokra, továbbá 〈ust, vs〉 = 1 és 〈ust, vt〉 = −1 minden 1 6 s < t 6 r
esetén. Ezek után a (∗) mátrixegyenlőség mindkét oldalát az ust ∈ Er−1
vektorra alkalmazva, az (y ⊗ v)(u) = 〈u, v〉y összefüggés felhasználásával∑

j∈Is

αjyj =
∑
j∈It

αjyj

adódik. De ez s és t minden értékére igaz, másszóval∑
j∈I1

αjyj = · · · =
∑
j∈Ir

αjyj,
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vagy ekvivalens módon∑
j∈I1

αj

(
xj
1

)
= · · · =

∑
j∈Ir

αj

(
xj
1

)
.

Ebből következik, hogy ∑
j∈I1

αj = · · · =
∑
j∈Ir

αj,

így a közös értéket α-val jelölve∑
j∈I1

αj
α
xj = · · · =

∑
j∈Ir

αj
α
xj,

ami éppen azt jelenti, hogy az X1, . . . , Xr halmazok konvex burkainak met-
szete nem üres (a bizonyításból az a hallgatólagosan felhasznált tény is egy-
szerűen adódik, hogy az Xi halmazok egyike sem üres). �

Megmutatható, hogy létezik olyan (r−1)(n+1) elemű ponthalmaz, amely
nem bontható fel a fenti módon.

4.2. Helly tétel
Ebben a fejezetben talán a legismertebb, konvex halmazokra vonatkozó té-
tellel, nevezetesen a Helly tétellel, illetve annak egy Horntól származó ál-
talánosításával ismerkedünk meg. Először a Helly tétel Radontól származó
bizonyítását mutatjuk be, amely a 4.1.1. Tételen alapul.

4.2.1. Tétel. Legyen F = {A1, . . . , Ar} az n-dimenziós tér legalább n + 1
konvex halmazának egy családja, és tegyük fel, hogy F bármely n+1 tagjának
van közös pontja. Ekkor F összes tagjának van közös pontja.

Bizonyítás. Az állítást a konvex halmazok r száma szerinti teljes indukció-
val igazoljuk. Ha r = n + 1, akkor nincs mit bizonyítanunk. Ezért legyen F

egy legalább n + 2 tagú halmazcsalád. Az indukciós hipotézis szerint most
minden 1 6 i 6 r esetén létezik olyan xi pont, hogy

xi ∈ A1 ∩ · · · ∩ Ai−1 ∩ Ai+1 ∩ · · · ∩ Ar.

Ezek után tekintsük az S = {x1, . . . , xr} halmazt. Mivel r > n + 2, így a
4.1.1. Radon tétellel összhangban S felbontható két olyan S1 és S2 diszjunkt
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részre, amelyek konvex burkai metszik egymást. Az általánosság megszorí-
tása nélkül feltehető, hogy S1 = {x1, . . . , xk} és S2 = {xk+1, . . . , xr}, ahol
1 6 k 6 r − 1. Legyen

x ∈ conv{x1, . . . , xk} ∩ conv{xk+1, . . . , xr}.

Állítjuk, hogy x benne van az összes Ai halmazban. Valóban, ha i 6 k,
akkor xi ∈ Ak+1 ∩ · · · ∩ Ar. Ezért x ∈ conv{x1, . . . , xk} ⊆ Ak+1 ∩ · · · ∩ Ar.
Hasonlóan, ha i > k + 1, akkor xi ∈ A1 ∩ · · · ∩ Ak. Így

x ∈ conv{xk+1, . . . , xr} ⊆ A1 ∩ · · · ∩ Ak. �

Könnyű ellenőrizni, hogy a 4.2.1. Tétel feltételei közül önmagában már
egyik sem gyengíthető, így az állítás nem terjeszthető ki mindenfajta megkö-
tés nélkül például végtelen halmazcsaládokra sem. Igaz viszont a következő.

4.2.2. Tétel (Helly, 1923). Legyen F az n-dimenziós tér legalább n + 1
kompakt, konvex halmazának egy családja, és tegyük fel, hogy F bármely n+1
tagjának van közös pontja. Ekkor F összes tagjának van közös pontja.

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy F tagjainak metszete üres halmaz, és
legyen F ∈ F tetszőleges. Ekkor minden x ∈ F esetén létezik olyan Fx ∈ F

halmaz, amelyik nem tartalmazza az x pontot. De Fx zárt halmaz, így
szükségképpen létezik olyan x középpontú, δx sugarú nyílt gömb is, amelyik
szintén diszjunkt Fx-től. Világos, hogy ezek a nyílt gömbök lefedik az F hal-
mazt. Ám a Heine-Borel tétel szerint ezen nyílt gömbök közül kiválasztható
véges sok is, amelyek szintén lefedik F -et. Legyenek az ezeknek megfelelő
F-beli halmazok Fx1 , . . . , Fxk . Most F ∩ Fx1 ∩ · · · ∩ Fxk = ∅, ami ellentmond
a 4.2.1. Tételnek, azaz F tagjainak metszete nem lehet üres halmaz. �

A teljesség kedvéért ismertetjük a 4.2.1. Tétel eredeti, a tér dimenziójára
vonatkozó teljes indukciós bizonyítását is. Ez a bizonyítás csak kompakt
halmazok esetén működik. Először is E0-ban az állítás nyilvánvaló. Ezek után
tegyük fel, hogy En−1-ben igaz a tétel, és tekintsünk En-ben egy legalább n+1
kompakt, konvex halmazból álló véges F családot, amelyben bármely n + 1
tagnak van közös pontja, de ∩F = ∅. Ekkor létezik olyan F′ ⊆ F alcsalád,
valamint olyan A ∈ F′ halmaz, hogy ∩F′ = ∅, ámM = ∩(F′\{A}) 6= ∅. Most
A ésM diszjunkt, nem üres, kompakt, konvex halmazok, így a 2.2.10. Állítás
szerint egy H hipersíkkal szigorúan elválaszthatók egymástól. Jelölje M ′ az
F′ \ {A} alcsalád valamely n tagjának metszetét. Világos, hogy M ⊆M ′, és
mivel F tetszőleges n+1 tagjának van közös pontja, ezértM ′ szükségképpen
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metszi A-t. Ebből következik, hogy H ∩ M ′ 6= ∅, vagyis a C ∩ H alakú
halmazok közül, ahol C ∈ F′ \ {A}, bármely n-nek van közös pontja. De az
indukciós hipotézis szerint ekkor M ∩H sem lehet üres, ami ellentmondás.

A Helly tétel figyelemre méltó általánosítása kapható, ha csak azt köve-
teljük meg, hogy a halmazrendszer bármely k tagjának legyen közös pontja,
ahol 1 6 k 6 n. Ennek a problémának a megoldása már némi előkészületet
igényel.

Az n-dimenziós tér Sn−1 = {x ∈ En | ‖x‖ = 1} részhalmazát (n − 1)-
dimenziós szférának nevezzük (itt kivételesen a topológiai dimenziót tekint-
jük). En valamely k-dimenziós lineáris alterének az Sn−1 szférával való met-
szete egy (k − 1)-dimenziós Sk−1 főszféra. Az 1-dimenziós főszféra helyett
a főkör elnevezést is használjuk. Egy főkört két lineárisan független x és y
pontja két zárt ívre bontja, melyek közül az egyik félkörnél kisebb, a másik
pedig félkörnél nagyobb. A félkörnél kisebb ív

{(αx+ βy)/‖αx+ βy‖ | α, β > 0 és α + β = 1}.

4.2.3. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy A ⊆ Sn−1 halmaz konvex, ha bár-
mely két x, y ∈ A lineárisan független pontra az azokat összekötő, félkörnél
kisebb ív hozzátartozik A-hoz.

4.2.4. Tétel (Horn, 1949). Legyen 1 6 k 6 n, legyen F az (n − 1)-
dimenziós Sn−1 szféra legalább k kompakt, konvex halmazának egy családja,
és tegyük fel, hogy F bármely k tagjának van közös pontja. Ekkor bármely
(n−k−1)-dimenziós Sn−k−1 főszférára illeszkedik egy olyan (n−k)-dimenziós
Sn−k főszféra, amelyik F összes tagját metszi.

Bizonyítás. Az egyszerűség kedvéért jelölje az állítást röviden T (n, k). Ez-
után a tételt az n dimenzió szerinti teljes indukcióval igazoljuk. Világos, hogy
T (1, 1) teljesül.

Először azt mutatjuk meg, hogy minden 1 6 k 6 n esetén T (k, k) maga
után vonja T (n, k)-t.

Legyen Hn−k az Sn−k−1 főszféra által generált lineáris altér, Hk pedig
annak ortogonális kiegészítője. F azon tagjaitól, amelyek metszik Sn−k−1-et
nyilván eltekinthetünk, hiszen ezeket bármely az Sn−k−1-et tartalmazó Sn−k
főszféra is metszi. Így ha Π jelöli az n-dimenziós tér Hk-ra való merőleges
vetítését, akkor tetszőleges F ∈ F halmazra o 6∈ Π(F ). Ezek után az F ∈ F

halmazok helyett tekintsük az F ′ = {Π(x)/‖Π(x)‖ | x ∈ F} halmazokat, és
legyen F′ = {F ′ | F ∈ F}.

A Π leképezés linearitásának felhasználásával könnyű ellenőrizni, hogy
F′ kompakt, konvex halmazok egy családja az Sk−1 = Hk ∩ Sn−1 főszférán.
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Lássuk például a konvexitást. Ha z1 és z2 lineárisan független pontok F ′-n,
azaz z1 = Π(x1)/‖Π(x1)‖ és z2 = Π(x2)/‖Π(x2)‖, ahol x1 és x2 lineárisan
független pontok F -en, akkor minden α1, α2 > 0 esetén

α1z1 + α2z2
‖α1z1 + α2z2‖

=

α1
Π(x1)

‖Π(x1)‖
+ α2

Π(x2)

‖Π(x2)‖∥∥∥∥α1
Π(x1)

‖Π(x1)‖
+ α2

Π(x2)

‖Π(x2)‖

∥∥∥∥
=

Π

(
α1

‖Π(x1)‖
x1 +

α2

‖Π(x2)‖
x2

)
∥∥∥∥Π

(
α1

‖Π(x1)‖
x1 +

α2

‖Π(x2)‖
x2

)∥∥∥∥

=

Π


α1

‖Π(x1)‖
x1 +

α2

‖Π(x2)‖
x2∥∥∥∥ α1

‖Π(x1)‖
x1 +

α2

‖Π(x2)‖
x2

∥∥∥∥


∥∥∥∥∥∥∥∥Π


α1

‖Π(x1)‖
x1 +

α2

‖Π(x2)‖
x2∥∥∥∥ α1

‖Π(x1)‖
x1 +

α2

‖Π(x2)‖
x2

∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Ezért a z1 és z2 pontokat összekötő, félkörnél kisebb ív bármely pontja az x1
és x2 pontokat összekötő, félkörnél kisebb ív valamely pontjának képe. Most
F′ bármely k tagjának van közös pontja, így a feltétel szerint létezik olyan
w ∈ Sk−1 pont, hogy tetszőleges F ′ ∈ F′ esetén F ′ ∩ {−w,w} 6= ∅. Ez pedig
éppen azt jelenti, hogy valamely x ∈ F pontra Π(x)/‖Π(x)‖ = ±w, azaz
Π(x) a w skalárszorosa. Következésképpen F minden tagját metszi a Hn−k
és a w által kifeszített (n − k + 1)-dimenziós Hn−k+1 lineáris altér, és ezért
az (n− k)-dimenziós Sn−1 ∩Hn−k+1 főszféra is.

A bizonyítás teljessé tételéhez megmutatjuk, hogy T (n− 1, n− 1) maga
után vonja T (n, n)-t, ha n > 1.

Vegyük észre, hogy ezt az állítást elég véges sok tagból álló F halmazcsalá-
dokra igazolni. Valóban, feltéve, hogy T (n, n) nem teljesül, minden x ∈ Sn−1
ponthoz létezik olyan Fx ∈ F halmaz, amelyre Fx ∩ {−x, x} = ∅. Ráadásul,
mivel Fx kompakt, ezért létezik olyan δx pozitív szám, hogy Fx∩{−z, z} = ∅
is fennáll, ha ‖z − x‖ < δx. De ezek az x, illetve −x középpontú δx suga-
rú nyílt szférikus gömbpárok nyilván lefedik Sn−1-et, így a Heine-Borel tétel
szerint kiválasztható közülük véges sok is, amelyek szintén lefedik Sn−1-et.
Legyenek az ezeknek megfelelő F-beli halmazok Fx1 , . . . , Fxs . Világos, hogy
ekkor nem létezhet olyan x ∈ Sn−1 pont, hogy az Fx1 , . . . , Fxs halmazok
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mindegyike tartalmazza az x és −x pontok legalább egyikét.
Most megmutatjuk, hogy ha létezik olyan G ∈ F halmaz, amely benne

van valamely Sn−2 főszférában, akkor T (n, n) automatikusan teljesül. Legyen
F ′ = F ∩ Sn−2 minden F ∈ F esetén, és legyen F′ = {F ′ | F ∈ F}. Ekkor
F′ minden tagja kompakt, konvex halmaz Sn−2-n, továbbá F′ bármely n− 1
tagjának van közös pontja, hiszen ezek mindegyikének van közös pontja G-
vel. Így alkalmazva T (n− 1, n− 1)-et a kívánt eredményt kapjuk.

Ezek után feltehetjük, hogy F véges sok tagból áll, és egyetlen tag sincs
benne valamely Sn−2 főszférában. T (n, n)-t az F tagjainak r száma szerinti
teljes indukcióval igazoljuk. Ha r 6 n, akkor nincs mit bizonyítani. Ezért
legyen r > n. Szükségünk lesz a következő segédállításra.

Legyen F = {F1, . . . , Fr}, és tegyük fel, hogy létezik olyan x pont, amelyre
x ∈ F1, . . . , Fs és −x ∈ Fs+1, . . . , Fs+t, ahol s > 0, t > 0 és s + t 6 r − 1.
Ekkor T (n− 1, n− 1) maga után vonja, hogy létezik olyan y pont is, hogy

(1) vagy F minden tagja tartalmazza a −y és y pontok legalább egyikét,

(2) vagy y hozzátartozik az F legalább s+ 1 tagjához,

(3) vagy pedig y hozzátartozik az F legalább s tagjához, míg −y az előző-
ektől különböző legalább t+ 1 tagjához.

Mivel az F1 ∩Fr, . . . , Fr−1 ∩Fr halmazok közül bármely n− 1-nek van közös
pontja, továbbá mivel T (n−1, n−1) maga után vonja T (n, n−1)-et, létezik
olyan, a −x és x pontokon átmenő S1 főkör, amely az F1 ∩ Fr, . . . , Fr−1 ∩ Fr
halmazok mindegyikét metszi. Ha {−x, x} ∩ Fr 6= ∅, akkor (2) vagy (3)
értelmében készen vagyunk, ezért tegyük fel, hogy −x, x 6∈ Fr. Ha most
Fr ∩ S1 egy szemköztes {−y, y} pontpár, akkor léteznek olyan εi ∈ {−1, 1}
számok, hogy εiy ∈ Fi ∩ Fr ∩ S1 ⊆ Fi minden 1 6 i 6 r esetén, azaz (1)
teljesül. Különben pedig Fr ∩ S1 az S1 főkör −x és x pontjai által hatá-
rolt félkörök valamelyikének belsejében lévő összefüggő halmaz. De ekkor az
F1 ∩ S1, . . . , Fs ∩ S1 halmazok is összefüggők, hiszen tartalmazzák x-et, vala-
mint F1 ∩Fr ∩S1, . . . , Fs ∩Fr ∩S1 pontjait. Legyen xi ∈ Fi ∩Fr ∩S1 minden
1 6 i 6 s esetén, és jelölje y az x1, . . . , xs pontok közül az x-hez legközelebb
esőt. Világos, hogy y ∈ F1 ∩ · · · ∩ Fs ∩ Fr, ami éppen a (2) eset.

Ezek után térjünk vissza az eredeti állítás igazolásához. Az indukciós
hipotézis szerint létezik olyan x ∈ Sn−1 pont, hogy az indexek alkalmas meg-
választásával x ∈ F1, . . . , Fs és −x ∈ Fs+1, . . . , Fr−1, ahol 1 6 s 6 r − 1.
Könnyű ellenőrizni, hogy a fenti észrevétel véges sokszori alkalmazásával el-
juthatunk T (n, n)-hez, így a tételt bebizonyítottuk. �

4.2.5. Tétel (Horn, 1949). Legyen 1 6 k 6 n+1, legyen F az n-dimenziós
tér legalább k kompakt, konvex halmazának egy családja, és tegyük fel, hogy
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F bármely k tagjának van közös pontja. Ekkor bármely (n − k)-dimenziós
affin altérre illeszkedik egy olyan (n− k+ 1)-dimenziós affin altér, amelyik F

összes tagját metszi.

Bizonyítás. A k = n + 1 eset éppen a 4.2.2. Helly tétel, ezért legyen
1 6 k 6 n. Jelöljön Hn−k egy tetszőleges (n− k)-dimenziós affin alteret. Az
általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy o ∈ Hn−k. Továbbá azt is
feltehetjük, hogy F egyetlen tagja sem metszi Hn−k-t.

Most minden F ∈ F halmazra legyen F ′ = {x/‖x‖ | x ∈ F}, és tekintsük
az F′ = {F ′ | F ∈ F} halmazcsaládot. Világos, hogy F′ minden tagja
kompakt, konvex halmaz Sn−1-en. Így alkalmazva a 4.2.4. Tételt létezik
olyan Sn−k főszféra, amely tartalmazza az Sn−k−1 = Hn−k ∩ Sn−1 főszférát és
metszi az F′ minden tagját. Ezért az Sn−k által generált (n−k+1)-dimenziós
Hn−k+1 affin altér szükségképpen metszi az F összes tagját. �

4.3. Helly tétel kvantitatív változatai
A Helly tételt tekintve természetes módon vetődik fel, hogy tudunk-e valamit
mondani a metszethalmaz méretéről.

4.3.1. Tétel (Klee, 1953). Legyen F az n-dimenziós tér legalább n+1 nem
üres, kompakt, konvex halmazának egy családja, valamint K egy további nem
üres, kompakt, konvex halmaz.

(1) Ha F bármely n+1 tagjához létezik olyan eltoltja K-nak, amelyet mind
az n + 1 tag tartalmaz, akkor létezik olyan eltoltja K-nak, amelyet F
összes tagja tartalmaz.

(2) Ha F bármely n + 1 tagjához létezik olyan eltoltja K-nak, amely mind
az n+ 1 tagot tartalmazza, akkor létezik olyan eltoltja K-nak, amely F

összes tagját tartalmazza.

(3) Ha F bármely n + 1 tagjához létezik olyan eltoltja K-nak, amely mind
az n+1 tagot metszi, akkor létezik olyan eltoltja K-nak, amely F összes
tagját metszi.

Bizonyítás. (1) Minden A ∈ F halmazra legyen A′ = {p | p + K ⊆ A}.
Állítjuk, hogy A′ kompakt, konvex halmaz. Valóban, ha p1, p2 ∈ A′ és 0 6
λ 6 1, akkor minden k ∈ K esetén

λp1 + (1− λ)p2 + k = λ(p1 + k) + (1− λ)(p2 + k).
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De p1 + k, p2 + k ∈ A és A konvex, ezért λp1 + (1 − λ)p2 + k ∈ A. Követ-
kezésképpen λp1 + (1 − λ)p2 ∈ A′, azaz A′ konvex. Továbbá mivel K és A
kompakt, ezért A′ is kompakt.

Feltevésünk szerint az A′ halmazok közül bármely (n+ 1)-nek van közös
pontja, így a 4.2.2. Helly tétel alapján az összesnek is van közös pontja. Ha
most q egy ilyen közös pontot jelöl, akkor világos, hogy q +K benne van az
A halmazok mindegyikében.

(2) Minden A ∈ F halmazra legyen A′ = {p | A ⊆ p+K}. Állítjuk, hogy
A′ kompakt, konvex halmaz. Valóban, ha p1, p2 ∈ A′ és 0 6 λ 6 1, akkor
minden a ∈ A esetén léteznek olyan k1, k2 ∈ K pontok, hogy a = p1 + k1
és a = p2 + k2. Ám ekkor a = λp1 + (1 − λ)p2 + λk1 + (1 − λ)k2, vagyis
a ∈ λp1 + (1− λ)p2 +K. Így λp1 + (1− λ)p2 ∈ A′, azaz A′ konvex. Továbbá
mivel K és A kompakt, ezért A′ is kompakt.

Feltevésünk szerint az A′ halmazok közül bármely (n+ 1)-nek van közös
pontja, így a 4.2.2. Helly tétel alapján az összesnek is van közös pontja. Ha
most q egy ilyen közös pontot jelöl, akkor világos, hogy q + K tartalmazza
az A halmazok mindegyikét.

(3) Minden A ∈ F halmazra legyen A′ = {p | A∩ (p+K) 6= ∅}. Állítjuk,
hogy A′ kompakt, konvex halmaz. Valóban, ha p1, p2 ∈ A′ és 0 6 λ 6 1,
akkor léteznek olyan a1, a2 ∈ A és k1, k2 ∈ K pontok, hogy a1 = p1 + k1 és
a2 = p2 + k2. Most

λa1 + (1− λ)a2 = λp1 + (1− λ)p2 + λk1 + (1− λ)k2 ∈ λp1 + (1− λ)p2 +K.

De λa1 + (1− λ)a2 ∈ A, mivel A konvex, így A∩ (λp1 + (1− λ)p2 +K) 6= ∅.
Következésképpen λp1 + (1 − λ)p2 ∈ A′, azaz A′ konvex. Továbbá mivel K
és A kompakt, ezért A′ is kompakt.

Feltevésünk szerint az A′ halmazok közül bármely (n+ 1)-nek van közös
pontja, így a 4.2.2. Helly tétel alapján az összesnek is van közös pontja. Ha
most q egy ilyen közös pontot jelöl, akkor világos, hogy q + K metszi az A
halmazok mindegyikét. �

A következő tétel bizonyítása már több ötletet igényel.

4.3.2. Tétel (Bárány-Katchalski-Pach, 1984). Létezik olyan, kizárólag
a dimenziótól függő vn konstans, hogy ha F az n-dimenziós tér legalább 2n
konvex halmazának egy véges családja, és F bármely 2n halmaza metszetének
térfogata legalább vn, akkor V (∩F) > 1.

Bizonyítás. A tételt először abban a speciális esetben bizonyítjuk, amikor F
zárt félterekből áll. Indirekt tegyük fel, hogy az állítás nem igaz. Alkalmazva
a 4.2.1. Tételt az F-beli zárt félterek belsejére kapjuk, hogy V (∩F) > 0, ezért
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létezik zárt félterek véges családjainak olyan (H1,H2, . . .) végtelen sorozata,
hogy minden i pozitív egész számra

(1) V (∩Hi) = 1,

(2) bármely 2n darab Hi-beli halmaz metszetének a térfogata legalább i.

Minden i pozitív egész számra tekintsünk egy maximális térfogatú, ∩Hi-
ben elhelyezkedő, n-dimenziós Si szimplexet. Az általánosság megszorítása
nélkül feltehetjük, hogy Si szabályos és súlypontja éppen az origó (ellenkező
esetben alkalmazzunk Hi-re egy megfelelő, térfogattartó affinitást). Az Si
szimplex csúcsait jelölje c0, c1, . . . , cn. Tekintsük továbbá az

S ′i = −nSi = conv{−nc0,−nc1, . . . ,−ncn}

szimplexet, melynek a c0, c1, . . . , cn pontokra illeszkedő lapjait jelölje ebben a
sorrendben F0, F1, . . . , Fn. Végül legyenek G0, G1, . . . , Gn az origót nem tar-
talmazó azon nyílt félterek, amelyek határoló hipersíkjai aff(F0), aff(F1), . . .,
aff(Fn). Ekkor S ′i éppen ∪nk=0Gk kiegészítő halmaza.

Állítjuk, hogy ∩Hi ⊆ S ′i. Indirekt tegyük fel, hogy ez nem igaz, azaz
létezik olyan c ∈ ∩Hi pont, amely nincs S ′i-ben, vagyis c ∈ Gk legalább egy k
indexre. Ám a c0, . . . , ck−1, c, ck+1, . . . , cn csúcsok által meghatározott szimp-
lex is benne van ∩Hi-ben, ráadásul a térfogata nagyobb, mint Si térfogata,
ellentmondás. Ennélfogva Si ⊆ ∩Hi ⊆ S ′i, amiből az is következik, hogy

V (S ′i) = nnV (Si) 6 nnV (∩Hi) = nn.

Most alkalmazva a 4.2.1. Tételt a Hi∪{Gk} családra kapjuk, hogy létezik
n olyan féltér Hi-ben, melyek metszete diszjunkt Gk-tól minden 0 6 k 6 n
esetén. Tekintsük az így kiválasztott, legfeljebb n(n+1) darab féltérH′i ⊆ Hi

rendszerét, és legyen Pi = ∩H′i. Világos, hogy Si ⊆ Pi ⊆ S ′i, így Pi egy
konvex politóp, amely (n− 1)-dimenziós lapjainak száma f(i) 6 n(n+ 1). A
Pi politópot írjuk fel

Pi = {x ∈ En | 〈aij, x〉 6 1 minden 1 6 j 6 f(i) esetén}

alakban, ahol ai1, ai2, . . . , aif(i) a Pi politóp (n− 1)-dimenziós lapjainak kül-
ső normálvektorai. (Egy politóp egy lapjának külső normálvektora egy a
lapot tartalmazó támaszhipersíknak olyan normálvektora, amely a hipersík
által meghatározott zárt félterek közül a politópot nem tartalmazóba mutat.)
Ekkor az ∪∞i=1{ai1, . . . , aif(i)} vektorhalmaz korlátos, ugyanis minden Pi tar-
talmazza az origó súlypontú Si szabályos szimplexet, melynek térfogata

V (Si) = n−nV (S ′i) > n−nV (∩Hi) = n−n.
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Így van olyan (ih) indexsorozat, hogy f(i1) = f(i2) = . . . = f , továbbá
minden 1 6 j 6 f esetén limh→∞ aihj = aj létezik. Ezek után legyen

P = {x ∈ En | 〈aj, x〉 6 1 minden 1 6 j 6 f esetén}.

Nyilván P is egy n-dimenziós konvex politóp, hiszen tartalmazza egy origó
súlypontú, n−n térfogatú szabályos szimplex beírt gömbjét, és benne van egy
origó súlypontú, nn térfogatú szabályos szimplex körülírt gömbjében. Meg-
mutatjuk, hogy az {x ∈ En | 〈aj, x〉 6 1} félterek közül bárhogyan is válasz-
tunk ki legfeljebb 2n darabot, azok metszete nem korlátos. Indirekt tegyük
fel, hogy például

Q =
k⋂
j=1

{x ∈ En | 〈aj, x〉 6 1},

ahol k 6 2n, korlátos, azaz maxq∈Q ‖q‖ < R, valamely R pozitív számra.
Most minden h pozitív egész számra tekintsük a

Qih =
k⋂
j=1

{x ∈ En | 〈aihj, x〉 6 1}

halmazt. A bizonyítás elején tett feltevés második része szerint V (Qih) > ih,
ezért minden elég nagy h indexre léteznek olyan qih ∈ Qih pontok, melyek
origótól mért távolsága R. Legyen a (qih) sorozat valamely konvergens rész-
sorozatának határértéke q. Mivel ‖q‖ = R, így q 6∈ Q, vagyis 〈aj, q〉 > 1
legalább egy 1 6 j 6 k indexre. Másrészt 〈aihj, qih〉 6 1 is nyilván igaz min-
den h pozitív egész számra, ennélfogva 〈aj, q〉 6 1 is szükségképpen fennáll,
ellentmondás.

Kaptuk tehát, hogy az {x ∈ En | 〈aj, x〉 6 1} félterek közül bárhogyan is
választunk ki legfeljebb 2n darabot, azok metszete nem korlátos. Azonban
vegyük észre, hogy ez nem lehetséges. Valóban, tekintsük a P konvex politóp
(n− 1)-dimenziós lapjainak külső normálvektorait. Ezen vektorok végpont-
jainak konvex burka nyilván n-dimenziós, és a 2.2.4. Következmény szerint
az origó belső pontja, ellenben P tartalmazna origóból induló félegyenest.
Most alkalmazva a 2.3.11. Steinitz tételt, a fenti pontok közül kiválasztható
legfeljebb 2n olyan, amelyek konvex burkának az origó szintén belső pontja.
Ám az így kapott pontokhoz, illetve normálvektorokhoz tartozó, legfeljebb 2n
féltér metszete nyilván nem tartalmazhat félegyenest, vagyis korlátos. Ebből
az ellentmondásból következik a tétel félterekre.

Az általános eset igazolásához legyen F = {A1, . . . , Am} a feltételeket
kielégítő halmazcsalád. Nyugodtan feltehetjük, hogy az Ai halmazok zár-
tak, hiszen a tétel térfogatokról szól. Alkalmazva a 4.2.1. Tételt az intAi
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halmazokra kapjuk, hogy V (∩F) > 0. Ha V (∩F) = ∞, akkor nincs mit
bizonyítanunk, ezért elég azzal az esettel foglalkozni amikor ∩F korlátos.
Minden Ai halmazra tekintsük az Ai-t tartalmazó zárt félterek Hi család-
ját, és legyen H = ∪mi=1Hi. Nyilván H bármely 2n zárt féltere metszetének
térfogata legalább vn, továbbá ∩H = ∩F.

Ezek után legyen ε tetszőleges pozitív szám, és tekintsük En azon pontjai-
nak Uε halmazát, melyek ∩F-től mért távolsága legfeljebb ε. Mivel Uε határa
kompakt, és a H-hoz tartozó zárt félterek kiegészítő halmazai teljesen lefedik
azt, a Heine-Borel tételből egyszerűen következik, hogy H féltereinek létezik
olyan H′ véges részhalmaza, melyre (∩H′) ∩ bdUε = ∅, és így ∩H′ ⊆ Uε.
Most alkalmazva tételünk már bizonyított részét a véges H′ családra kapjuk,
hogy V (Uε) > V (∩H′) > 1. Ebből pedig a

lim
ε→0

(V (Uε)− V (∩F)) = 0

összefüggés felhasználásával V (∩F) > 1 adódik. �

Megjegyezzük, hogy tételünk bizonyos értelemben a lehető legélesebb.
Valóban, tekintsük egy 1/k élű, n-dimenziós kocka (n− 1)-dimenziós lapjai-
nak a kockát tartalmazó támaszféltereit, és jelölje ezen 2n féltér halmazát F.
Most V (∩F) = k−n, miközben F bármely 2n−1 féltere metszetének térfogata
végtelen.

4.4. Helly tétel alkalmazásai
A Helly tétel egyik legérdekesebb alkalmazása a Krasnosselski-féle képtár
tétel.

4.4.1. Definíció. Legyen S ⊆ En kompakt halmaz, továbbá x, y ∈ S tetsző-
leges pontok. Azt mondjuk, hogy az x pontból látható az y pont, ha xy ⊆ S.

4.4.2. Tétel (Krasnosselski, 1946). Legyen S ⊆ En egy legalább n + 1
pontból álló kompakt halmaz, és tegyük fel, hogy S bármely n + 1 pontjához
létezik olyan pontja S-nek, amelyből mind az n+1 pont látható. Ekkor létezik
olyan pontja S-nek, amelyből S összes pontja látható.

Bizonyítás. Minden x ∈ S pontra legyen

Vx = {y ∈ S | xy ⊆ S}.

Feltevésünk szerint a Vx halmazok közül bármely n + 1 metszete nem üres,
így alkalmazva a 4.2.2. Helly tételt létezik y ∈ ∩x∈S conv Vx. Indirekt tegyük
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fel, hogy y 6∈ ∩x∈SVx. Ekkor szükségképpen létezik olyan x ∈ S, valamint
u ∈ xy pont, hogy u 6∈ S. Most legyen x′ az S relatív határának azon pontja,
amely az xu szakaszon a legközelebb van u-hoz. Mivel S kompakt, van olyan
w ∈ x′u pont, hogy d(w, x′) = 1

2
D({u}, S). Továbbá van olyan v ∈ wu és

z ∈ S pont is, hogy d(v, z) = D(wu, S), (ld 4.4.1. ábra).

S

H

y
uv

z

x
x′ w

4.4.1. ábra.

Most z az S halmaz v-hez legközelebbi pontja, ezért Vz a vz-re merőleges,
z-n átmenő H hipersík által határolt, a v pontot nem tartalmazó, mond-
juk H+ zárt féltérben helyezkedik el. De y ∈ conv Vz ⊆ H+, így y 6= z
esetén ]yzv > π/2, vagyis minden esetben ]zvy < π/2. Továbbá mivel
D({v}, S) 6 D({w}, S) < D({u}, S), ezért u 6= v. Következésképpen a vu
szakasznak létezik olyan pontja, amelyik közelebb van z-hez, mint a v pont.
Ez pedig ellentmond a v megválasztásának. �

A Helly tétel még két fontos következményével ismerkedünk meg.

4.4.3. Tétel (Jung, 1901). Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt halmaz, és
jelölje diamS az S pontjai között fellépő távolságok maximumát, R(S) pedig
az S-et tartalmazó legkisebb gömb sugarát. Ekkor

R(S) 6
√

n

2(n+ 1)
diamS.

Továbbá egyenlőség pontosan akkor áll fenn, ha S tartalmazza egy diamS élű
szabályos n-dimenziós szimplex csúcsait.

Bizonyítás. A 4.3.1. Klee tétel (2) pontja, valamint egyszerű kompaktsági
megfontolás miatt elég az állítást legfeljebb n + 1 pontú halmazokra igazol-
ni. Ezért legyen S egy legfeljebb n + 1 pontból álló halmaz, és tekintsük az
S-et tartalmazó legkisebb gömböt. Legyenek x0, . . . , xm az S azon pontjai,

69



amelyek e gömb határán vannak. Az általánosság megszorítása nélkül felte-
hetjük, hogy a gömb középpontja az origó. Így nyilván o ∈ conv {x0, . . . , xm},
vagyis léteznek olyan α0, . . . , αm nem negatív valós számok, hogy

m∑
i=0

αi = 1 és
m∑
i=0

αixi = o.

Még azt is feltehetjük, hogy itt α0, . . . , αk > 0 és αk+1, . . . , αm = 0. Most
‖xi − xj‖2 = 2R(S)2 − 2〈xi, xj〉, továbbá ‖xi − xj‖2 6 (diamS)2. Ezért
minden 0 6 j 6 k esetén

1− αj =
k∑
i=0
i 6=j

αi >
k∑
i=0

αi
‖xi − xj‖2
(diamS)2

=

= 2
R(S)2

(diamS)2
− 2

1

(diamS)2

〈 k∑
i=0

αixi, xj

〉
= 2

R(S)2

(diamS)2
.

Összegezve a fenti egyenlőtlenségeket a 0 6 j 6 k indexekre kapjuk, hogy

k > 2(k + 1)
R(S)2

(diamS)2
,

ahonnan

R(S) 6

√
k

2(k + 1)
diamS 6

√
m

2(m+ 1)
diamS 6

√
n

2(n+ 1)
diamS.

Világos, hogy egyenlőség pontosan akkor áll fenn, ha k = m = n, továbbá
‖xi − xj‖ = diamS minden 0 6 i, j 6 n és i 6= j esetén. �

4.4.4. Tétel. Legyen S ⊆ En nem üres belsővel rendelkező, kompakt, konvex
halmaz. Ekkor létezik olyan t ∈ En vektor, hogy − 1

n
S + t ⊆ S.

Bizonyítás. Nyilván elég megmutatni, hogy létezik olyan z ∈ S pont, amely-
re tetszőleges u, v ∈ bdS, z ∈ uv esetén

d(u, z)

d(u, v)
6

n

n+ 1
.

Most minden x ∈ S pontra legyen Sx = x + n
n+1

(−x + S). Állítjuk, hogy
az Sx halmazok metszete nem üres. Valóban, legyenek x0, . . . , xn ∈ S, és
tekintsük az

y =
1

n+ 1

n∑
i=0

xi
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pontot. Ekkor minden 0 6 j 6 n esetén

y = xj +
n

n+ 1

(
−xj +

1

n

n∑
i=0
i 6=j

xi

)
∈ xj +

n

n+ 1
(−xj + S).

Következésképpen az Sx0 , . . . , Sxn halmazok metszete nem üres, amiből a
4.2.2. Helly tétel felhasználásával adódik, hogy az Sx halmazok metszete sem
üres. Ezek után legyen z ∈ ∩x∈SSx, valamint u és v az S határának olyan
pontjai, amelyekre z ∈ uv. Ekkor

z ∈ u+
n

n+ 1
(−u+ uv) ⊆ Su,

ahonnan z = u+ n
n+1

λ(−u+ v) valamely 0 6 λ 6 1 esetén. Így

d(u, z)

d(u, v)
= λ

n

n+ 1
6

n

n+ 1
. �

Feladatok
4.1. Feladat. Legyenek F1, F2, . . . , Fn+1 ⊆ En kételemű ponthalmazok. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor F1 ∪ F2 ∪ · · · ∪ Fn+1 felbontható két diszjunkt A és B
részre úgy, hogy A és B is pontosan egy pontot tartalmaz az F1, F2, . . . , Fn+1

halmazok mindegyikéből, továbbá convA ∩ convB 6= ∅.

4.2. Feladat. Tegyük fel, hogy az n-dimenziós tér zárt féltereinek valamely
véges családja lefed egy adott konvex halmazt. Bizonyítsuk be, hogy ekkor a
félterek közül legfeljebb n+ 1 is lefedi az adott halmazt.

4.3. Feladat. Legyen S ⊆ En egy k pontból álló, tetszőleges halmaz. Bizo-
nyítsuk be, hogy ekkor létezik olyan q ∈ En pont, hogy a q-t nem tartalmazó,
zárt félterek bármelyike S legfeljebb bnk/(n+1)c pontját tartalmazza. [Útmu-
tatás: Mutassuk meg, hogy az S legalább bnk/(n+1)c+1 pontját tartalmazó
zárt félterek metszete nem üres.]

4.4. Feladat∗. Legyenek C1, . . . ,Cn+1 az n-dimenziós tér kompakt, konvex
halmazaiból álló nem üres halmazcsaládok, és tegyük fel, hogy C1∩· · ·∩Cn+1 6=
∅ tetszőleges C1 ∈ C1, . . . , Cn+1 ∈ Cn+1 választás mellett. Bizonyítsuk be, hogy
ekkor a Ci családok legalább egyikében az összes halmaznak van közös pontja.
[Útmutatás: Először is vegyük észre, hogy elég véges C1, . . . ,Cn+1 családokat
tekinteni. Válasszunk ki n halmazt a C1, . . . ,Cn+1 családokból úgy, hogy
minden családba legfeljebb egy halmaz tartozik, és legyen F az így kapott
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n-esek metszeteinek családja. Ekkor található olyan v ∈ En vektor, hogy
min{〈x, v〉 | x ∈ F} minden F ∈ F esetén egyetlen pontban vétetik fel (ez
azon múlik, hogy egy kompakt, konvex halmaz majdnem minden egységnyi
hosszú normálvektorú támaszhipersíkja a halmazt egyetlen pontban metszi).
Legyen F ′ egy olyan halmaz, melyre a fenti minimum maximális, és x′ ∈ F ′
az a pont, ahol ez felvétetik. Mutassuk meg, hogy ha F ′ mondjuk a C1, . . . ,Cn
családokból kiválasztott halmazok metszete, akkor x′ ∈ ∩Cn+1.]

4.5. Feladat (Maehara, 1989). Legyen F az n-dimenziós tér legalább n+2
darab, nem feltétlenül origó középpontú és egységnyi sugarú (n−1)-dimenziós
szférájának családja, és tegyük fel, hogy F bármely n+ 2 szférájának van kö-
zös pontja. Mutassuk meg, hogy ekkor F összes szférájának van közös pontja.
[Útmutatás: A dimenzióra vonatkozó teljes indukcióval mutassuk meg, hogy
ha m 6 n, és F az n-dimenziós tér (n−1)-dimenziós szféráinak olyan család-
ja, melyben a szférák középpontjai egy m-dimenziós affin altérben vannak,
továbbá bármely m+2 szférának van közös pontja, akkor az összes szférának
van közös pontja.]

4.6. Feladat∗ (Doignon, 1973). Legyen F = {A1, . . . , Ar} az n-dimenziós
tér legalább 2n konvex halmazának egy családja, és tegyük fel, hogy F bármely
2n tagjának van közös rácspontja (azaz olyan pontja, melynek minden koor-
dinátája egész szám). Mutassuk meg, hogy ekkor F összes tagjának van közös
rácspontja. [Útmutatás: Rácspontok egy halmazát nevezzük rácskonvexnek,
ha azt egy konvex halmaz metszi ki a rácsból. Definiáljuk rácspontok egy
K halmazának a convΛ(K) rácskonvex burkát, mint a halmazt tartalmazó
összes rácskonvex halmaz metszetét. Mutassuk meg, hogy tetszőleges 2n + 1
rácspontból álló K ⊆ En halmazra⋂

x∈K

convΛ(K \ {x}) 6= ∅.

Ehhez elég belátni, hogy a ponthalmaz konvex burkát tekintve nem létezhet
a tartalmazásra nézve minimális ellenpélda. Ezek után az állítás r szerinti
teljes indukcióval igazolható.]

4.7. Feladat∗∗ (Alon-Kleitman, 1992). Legyenek p > q pozitív egész szá-
mok. Kompakt, konvex halmazok egy F családjáról azt mondjuk, hogy (p, q)-
tulajdonságú, ha F bármely p tagja között található q olyan, amelyeknek van
közös pontja. Bizonyítsuk be, hogy minden p > q > n+ 1 esetén létezik olyan
c = c(p, q, n) < ∞ univerzális konstans, melyre az n-dimenziós tér bármely,
kompakt, konvex halmazokból álló, (p, q)-tulajdonságú családja letűzhető leg-
feljebb c ponttal, azaz a halmazok mindegyikéhez hozzátartozik ezen pontok
legalább egyike.
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4.8. Feladat∗ (Bárány-Katchalski-Pach, 1982). Legyen F az n-dimen-
ziós tér legalább 2n konvex halmazának egy véges családja, és tegyük fel, hogy
F bármely 2n halmaza metszetének térfogata legalább n2n2. Bizonyítsuk be,
hogy ekkor V (∩F) > 1.

4.9. Feladat (Breen, 1979). Legyen S ⊆ En kompakt halmaz és ε ∈ R+

rögzített szám. Tegyük fel, hogy S tetszőleges n + 1 pontjához létezik olyan
n-dimenziós, ε sugarú gömb S-ben, amelynek bármely pontjából mind az n+1
pont látható. Bizonyítsuk be, hogy ekkor létezik olyan n-dimenziós, ε sugarú
gömb S-ben, amelynek bármely pontjából S összes pontja látható. [Útmutatás:
Módosítsuk a 4.4.2. Tétel bizonyítását.]
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5. fejezet

Konvex halmazok analitikus
leírása

5.1. Konvex halmazok Hausdorff távolsága
Számos geometriai szélsőérték feladatban a megoldás létezésének bizonyítása
alapvető fontosságú. Ehhez általában kompakt, konvex halmazok bizonyos
családjairól kell kimutatni, hogy tartalmaznak valamilyen speciális tulajdon-
sággal bíró tagot. Például az izoperimetrikus problémánál (ld. 9.2. fejezet)
egyáltalán nem nyilvánvaló, hogy az n-dimenziós tér adott térfogatú kom-
pakt, konvex halmazai között létezik minimális felszínű halmaz. Fejezetünk
fő célja az ún. Blaschke-féle kiválasztási tétel bizonyítása, amelynek segít-
ségével az ilyen típusú problémák viszonylag könnyebben kezelhetővé vál-
hatnak. Első lépésként metrikával látjuk el a kompakt, konvex halmazok
összességét.

5.1.1. Definíció. Legyenek A,B ⊆ En nem üres halmazok. Ekkor az

A+B = {a+ b | a ∈ A, b ∈ B}

halmazt az A és B halmazok Minkowski összegének nevezzük.

5.1.2. Állítás. Legyenek A,B ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmazok.
Ekkor A+B szintén nem üres, kompakt, konvex halmaz.

Bizonyítás. Először azt mutatjuk meg, hogy az A és B konvex halmazok
Minkowski összege konvex halmaz. Legyenek c1, c2 ∈ A + B és 0 6 λ 6 1.
Ekkor léteznek olyan a1, a2 ∈ A és b1, b2 ∈ B pontok, hogy c1 = a1 + b1 és
c2 = a2 + b2. Mivel A és B konvex, így

λa1 + (1− λ)a2 ∈ A és λb1 + (1− λ)b2 ∈ B.
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Ennélfogva

λc1 + (1− λ)c2 = λ(a1 + b1) + (1− λ)(a2 + b2) =

= λa1 + (1− λ)a2 + λb1 + (1− λ)b2 ∈ A+B,

azaz A+B konvex.
A zártság igazolásához legyen (ci) : N → A + B konvergens sorozat, a

határértéket jelölje c. Ekkor léteznek olyan (ai) : N → A és (bi) : N → B
sorozatok, hogy ci = ai + bi minden i ∈ N esetén. Mivel A és B kompakt
halmazok, ezért létezik olyan (ij) indexsorozat (valójában (ij) és (ijk), ám ez
utóbbit tekintve (ij)-nek), hogy az (aij) és a (bij) részsorozatok konvergensek
és a, illetve b határértékük A-ban, illetve B-ben van. Most c = limi→∞ ci =
limj→∞ cij = limj→∞(aij + bij) = limj→∞ aij + limj→∞ bij = a + b ∈ A + B,
azaz A+B zárt halmaz. A+B korlátossága magától értetődik. �

5.1.3. Definíció. Legyen A ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, Bδ(o)
pedig az origó középpontú, δ sugarú, zárt gömb. Ekkor az Aδ = A + Bδ(o)
kompakt, konvex halmazt az A halmaz δ sugarú parallel tartományának ne-
vezzük.

5.1.4. Definíció. Legyenek A,B ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halma-
zok. Ekkor a

d(A,B) = inf {δ ∈ R+ | A ⊆ Bδ és B ⊆ Aδ}

nem negatív számot az A és B halmazok Hausdorff távolságának nevezzük.

Világos, hogy

d(A,B) = max {sup
a∈A

(inf
b∈B

d(a, b)), sup
b∈B

(inf
a∈A

d(a, b))}.

Megmutatjuk, hogy a Hausdorff távolság metrika a nem üres, kompakt, kon-
vex halmazok családján.

5.1.5. Állítás. Ha A,B,C ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmazok, ak-
kor

(1) d(A,B) > 0.

(2) d(A,B) = 0 akkor és csak akkor, ha A = B.

(3) d(A,B) = d(B,A).
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(4) d(A,C) 6 d(A,B) + d(B,C).

Bizonyítás. Az (1)-(3) tulajdonságok közvetlenül adódnak a definícióból.
A (4) tulajdonság igazolásához pedig legyenek α = d(A,B), β = d(B,C)
és γ = α + β. Mivel B ⊆ Aα, ezért Bβ ⊆ (Aα)β = Aα+β = Aγ. Így C ⊆
Bβ ⊆ Aγ. Hasonlóan, mivel B ⊆ Cβ, ezért A ⊆ Bα ⊆ (Cβ)α = Cβ+α = Cγ.
Következésképpen C ⊆ Aγ és A ⊆ Cγ, vagyis d(A,C) 6 γ = α + β =
d(A,B) + d(B,C). �

5.1.6. Definíció. Az n-dimenziós tér nem üres, kompakt, konvex halmazai-
nak családját jelölje Kn.

Mint minden metrikus térben, így Kn-ben is bevezethetők a szokásos
fogalmak.

5.1.7. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy (Ai) : N → Kn sorozat Cauchy-
féle, ha minden ε > 0 valós számhoz létezik olyan n küszöbindex, hogy minden
i, j > n esetén d(Ai, Aj) < ε.

5.1.8. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy (Ai) : N→ Kn sorozat konvergens,
és határalakzata az A ∈ Kn halmaz, ha limi→∞ d(Ai, A) = 0.

Nyilván minden konvergens sorozat egyben Cauchy-féle is. Megmutatjuk,
hogy az állítás megfordítása is igaz, vagyis Kn a Hausdorff távolságra nézve
teljes metrikus tér.

5.1.9. Tétel. Ha egy (Ai) : N→ Kn sorozat Cauchy-féle, akkor létezik olyan
B ∈ Kn halmaz, hogy limi→∞Ai = B.

Bizonyítás. Minden i pozitív egész számra legyen Bi = cl (Ai ∪Ai+1 ∪ · · · ).
Ekkor persze Bi+1 ⊆ Bi minden i ∈ Z+ esetén. Legyen továbbá

B =
∞⋂
i=1

Bi.

Mivel (Bi) nem üres, kompakt halmazok egymásba skatulyázott, monoton
csökkenő sorozata, ezért B szükségképpen nem üres, kompakt halmaz. Ál-
lítjuk, hogy tetszőleges ε > 0 valós számhoz létezik olyan m küszöbindex,
hogy minden i > m esetén Bi ⊆ intBε. Indirekt tegyük fel, hogy ez nem
igaz. Ekkor valamely ε > 0 számhoz létezik olyan (ih) indexsorozat, hogy
Bih 6⊆ intBε minden h ∈ N esetén. Legyen Cih = Bih ∩ (En \ intBε) minden
h ∈ N esetén. Most (Cih) nem üres, kompakt halmazok egymásba skatu-
lyázott, monoton csökkenő sorozata, következésképpen a Cih halmazoknak
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van közös pontja. Azonban ez a közös pont egyrészt hozzátartozik a Bih

halmazok mindegyikéhez, másrészt nem tartozhat hozzá a B halmazhoz, el-
lentmondás. Ezért Ai ⊆ intBε ⊆ Bε minden i > m esetén, hiszen Ak ⊆ Bi

minden k > i esetén.
Most felhasználva azt, hogy az (Ai) sorozat Cauchy-féle, minden ε > 0

valós számhoz létezik olyanm′ küszöbindex, hogy d(Ai, Aj) < ε, ha i, j > m′.
Ezért minden i > m′ esetén

∞⋃
j=i

Aj ⊆ (Ai)ε,

és így

B ⊆ Bi = cl
∞⋃
j=i

Aj ⊆ (Ai)ε.

Ennélfogva d(Ai, B) < ε, ha i > max{m,m′}, vagyis az (Ai) sorozat a B
halmazhoz konvergál.

A bizonyítás teljessé tételéhez meg kell még mutatnunk, hogy B konvex.
Indirekt tegyük fel, hogy B nem konvex. Ekkor léteznek olyan x, y ∈ B
pontok, valamint olyan z ∈ xy pont, hogy z 6∈ B. Mivel B zárt, ezért létezik
olyan δ pozitív szám, hogy a z középpontú, δ sugarú nyílt gömb diszjunkt
B-től. Legyen i olyan index, amelyre d(Ai, B) < δ/2, és válasszunk két olyan
x′, y′ ∈ Ai pontot, amelyekre d(x, x′) < δ/2 és d(y, y′) < δ/2. Ekkor létezik
olyan z′ ∈ x′y′ pont is, hogy d(z, z′) < δ/2. De így d({z′}, B) > δ/2, azaz
z′ 6∈ Bδ/2. Viszont Ai ⊆ Bδ/2, következésképpen z′ 6∈ Ai, ellentmondva Ai
konvexitásának. �

A Blaschke-féle kiválasztási tétel bizonyításához szükségünk van még egy
definícióra.

5.1.10. Definíció. Azt mondjuk, hogy egy M ⊆ Kn halmazcsalád egyenle-
tesen korlátos, ha létezik olyan zárt gömb, amelyik M minden tagját tartal-
mazza.

5.1.11. Tétel. Legyen M ⊆ Kn egy egyenletesen korlátos, végtelen halmaz-
család. Ekkor M tartalmaz olyan konvergens (Ai) sorozatot, melynek határ-
értéke Kn valamely tagja.

Bizonyítás. Az 5.1.9. Tétel alapján elég belátni, hogy M tartalmaz Cauchy-
féle sorozatot. Tekintsük En egy olyan C kockáját, amely M minden tagját
tartalmazza. Legyen ennek a kockának az élhossza τ . Az élek 2i egyenlő rész-
re osztásával a C kockát 2−iτ élhosszú, egybevágó, zárt kockákra bonthatjuk;
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jelölje Li a kapott kis kockák családját minden i ∈ Z+ esetén. Valamely
M ∈ M halmazra és rögzített i pozitív egészre az Li család M -et metsző
tagjainak egyesítését M minimális fedőjének nevezzük.

Mivel L1 csak véges sok kis kockából áll, ezért csak véges sok minimális
fedő konstruálható L1 tagjaiból. De M végtelen halmaz, következésképpen
M-ből kiválasztható olyan (A1α) végtelen részsorozat, amely tagjainak mi-
nimális fedője ugyanaz. Hasonlóan, (A1α) tartalmaz olyan (A2α) végtelen
részsorozatot, amely tagjainak L2-ből alkotott minimális fedői megegyeznek.
Eljárásunkat folytatva egy olyan (Aiα) dupla sorozathoz jutunk, amelyre min-
den rögzített i pozitív egész esetén az (Aiα) sorozat tagjainak minimális fe-
dője ugyanaz.

Világos, hogy ha két ilyen halmaznak a minimális fedője ugyanaz, akkor
távolságuk nem haladhatja meg a fedésben előforduló kis kockák testátlójá-
nak hosszát. Így minden rögzített i pozitív egészre

d(Aiα, Aiβ) 6
τ
√
n

2i
.

Továbbá mivel (Ajβ) az (Aiα) egy részsorozata ha j > i, ezért

d(Aiα, Ajβ) 6
τ
√
n

2i

tetszőleges α, β és j > i esetén. Végül tekintsük az (Ai) = (Aii) átlós soro-
zatot. Most ha j > i, akkor

d(Ai, Aj) 6
τ
√
n

2i
.

Következésképpen minden ε > 0 valós számhoz létezik olyan m küszöbindex,
hogy bármely i, j > m esetén d(Ai, Aj) < ε, azaz az (Ai) sorozat Cauchy-féle.
�

Végül megmutatjuk, hogy a konvex politópok egy ún. mindenütt sűrű
halmazt alkotnak Kn-ben. Ez a tény főleg a későbbi fejezetekben fog majd
jelentősebb szerephez jutni.

5.1.12. Állítás. Bármely S ∈ Kn halmazhoz létezik konvex politópoknak
olyan sorozata, amely S-hez konvergál.

Bizonyítás. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy dimS =
n. Először megmutatjuk, hogy tetszőleges ε > 0 valós számhoz létezik olyan
P konvex politóp, hogy P ⊆ S ⊆ Pε. Valóban, mivel S kompakt halmaz,
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így minden ε > 0 esetén létezik véges sok olyan x1, . . . , xk ∈ S pont, hogy az
ezen pontok köré rajzolt ε sugarú gömbök lefedik S-et. Legyen

P = conv{x1, . . . , xk}.

Most minden xi pont a konvex S halmazban van, ezért P ⊆ S. Másrészt
S ⊆ Pε is nyilván fennáll, hiszen S-et már az x1, . . . , xk pontok köré rajzolt,
ε sugarú gömbök is lefedik.

Ezek után tekintsük konvex politópoknak egy olyan (Pi) sorozatát, melyre

Pi ⊆ S ⊆ (Pi)1/i

minden i ∈ Z+ esetén. Ekkor a (Pi) sorozat definíció szerint éppen az S
halmazhoz konvergál. �

5.2. Konvex halmazok távolságfüggvénye
A távolságfüggvényt először Minkowski alkalmazta abból a célból, hogy a
standard n-dimenziós lineáris teret az euklideszitől különböző metrikával lás-
sa el.

5.2.1. Definíció. Legyen S ⊆ En az origót belső pontként tartalmazó, kom-
pakt, konvex halmaz. Ekkor a

g : En → R, x 7→ inf {λ ∈ R+ | x ∈ λS}

függvényt az S távolságfüggvényének nevezzük.

Világos, hogy ha x ∈ En \ {o}, és az origóból induló, x-en áthaladó
félegyenes S határát mondjuk x0-ban metszi, akkor g(x) = ‖x‖/‖x0‖.

A következő tétel a távolságfüggvény legfontosabb tulajdonságait foglalja
össze.

5.2.2. Tétel. Ha S ⊆ En az origót belső pontként tartalmazó, kompakt, kon-
vex halmaz, akkor annak g távolságfüggvénye az alábbi tulajdonságokkal ren-
delkezik:

(1) g(x) > 0 minden x ∈ En esetén,

(2) g(x) = 0 akkor és csak akkor, ha x = o,

(3) g(λx) = λ g(x) minden x ∈ En és λ > 0 esetén,
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(4) g(x+ y) 6 g(x) + g(y) minden x, y ∈ En esetén.

Megfordítva, ha egy g : En → R függvény rendelkezik az (1)-(4) tulajdonsá-
gokkal, akkor az

S = {x ∈ En | g(x) 6 1}
halmaz egy az origót belső pontként tartalmazó, kompakt, konvex halmaz,
melynek távolságfüggvénye éppen g.

Bizonyítás. Először legyen g az S távolságfüggvénye. Az (1)-(3) tulajdon-
ságok közvetlenül adódnak a definícióból. A (4) tulajdonság igazolásához
tekintsünk két tetszőleges x, y ∈ En \ {o} pontot. Most ha g(x) = α és
g(y) = β, akkor 1

α
x ∈ S és 1

β
y ∈ S, így S konvexitása miatt

1

α + β
(x+ y) =

α

α + β

1

α
x+

β

α + β

1

β
y ∈ S.

Következésképpen g(x+y) 6 α+β = g(x)+g(y). Ez persze akkor is fennáll,
ha x és y valamelyike az origó.

Megfordítva, legyen g : En → R olyan függvény, amely rendelkezik az
(1)-(4) tulajdonságokkal. Megmutatjuk, hogy g folytonos (és ehhez csak a
(3)-(4) tulajdonságokat fogjuk használni). Tekintsük a

C = {(x1, . . . , xn) ∈ En | |xi| 6 1 minden 1 6 i 6 n esetén}

kockát. Ekkor minden x ∈ C esetén az előjelek alkalmas megválasztása
mellett

g(x) = g

(
n∑
i=1

xiei

)
= g

(
n∑
i=1

±|xi|ei
)
6

n∑
i=1

|xi|g(±ei) 6
n∑
i=1

g(±ei),

ahol {e1, . . . , en} szokásos módon En standard bázisa. Most a

γ = n ·max {g(e1), g(−e1), . . . , g(en), g(−en)}

jelölés bevezetésével g(x) 6 γ adódik.
Ezek után legyen x0 ∈ En tetszőleges pont és ε ∈ R+ tetszőleges pozitív

szám. Ekkor (4) miatt minden x ∈ En esetén

g(x) 6 g(x− x0) + g(x0) és g(x0) 6 g(x0 − x) + g(x),

azaz |g(x)− g(x0)| 6 max {g(x− x0), g(x0 − x)}. Így |g(x)− g(x0)| 6 ε, ha
x− x0 ∈ ε 1

γ
C, vagyis g folytonos.
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Most tekintsük az S = {x ∈ En | g(x) 6 1} halmazt. Világos, hogy 1
γ
C ⊆

S. Másrészt S ⊆ 1
δ
C, ahol δ > 0 jelöli a g minimumát bdC-n. Továbbá ha

x, y ∈ S és 0 6 ϑ 6 1, akkor

g(ϑx+(1−ϑ)y) 6 g(ϑx)+g((1−ϑ)y) = ϑg(x)+(1−ϑ)g(y) 6 ϑ+(1−ϑ) = 1,

azaz ϑx+(1−ϑ)y ∈ S. Kaptuk tehát egymás után, hogy o ∈ intS, S korlátos
és S konvex. S zártsága pedig egyszerűen a g függvény folytonosságából
következik. �

Megjegyezzük, hogy S pontosan akkor szimmetrikus az origóra, ha (3)
helyett a következő erősebb feltétel teljesül.

(3’) g(λx) = |λ|g(x) minden x ∈ En és λ ∈ R esetén.

Ezek után már egyszerűen látható, hogy mit vett észre Minkowski.

5.2.3. Következmény. Legyen S ⊆ En nem üres belsővel rendelkező, az ori-
góra szimmetrikus, kompakt, konvex halmaz, és legyen az S távolságfüggvénye
g. Ekkor a dM(x, y) = g(x− y) függvény metrika En-en, azaz

(1) dM(x, y) > 0 minden x, y ∈ En esetén,

(2) dM(x, y) = 0 akkor és csak akkor, ha x = y,

(3) dM(x, y) = dM(y, x) minden x, y ∈ En esetén,

(4) dM(x, z) 6 dM(x, y) + dM(y, z) minden x, y, z ∈ En esetén.

Ízelítőül lássuk a 4.4.3. Jung tétel megfelelőjét ebben az új geometriában.

5.2.4. Tétel. Legyen K ⊆ En nem üres belsővel rendelkező, az origóra szim-
metrikus, kompakt, konvex halmaz, és legyen a K távolságfüggvénye g. Két
pont távolságát a szokásos euklideszi metrika helyett a g által generált met-
rika szerint számolva, valamely S ⊆ En nem üres, kompakt halmazra jelölje
diamM S az S pontjai között fellépő távolságok maximumát, RM(S) pedig az
S-et tartalmazó legkisebb gömb sugarát. Ekkor

RM(S) 6
n

n+ 1
diamM S.

Továbbá egyenlőség áll fenn például, ha S = {x0, . . . , xn} affin független pont-
rendszer, T = convS és K = T + (−T ).
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Bizonyítás. A 4.3.1. Klee tétel (2) pontja szerint elég azzal az esettel fog-
lalkozni, amikor S = {x0, . . . , xn}. Az általánosság megszorítása nélkül fel-
tehetjük, hogy S affin független pontrendszer. Legyen minden 0 6 i 6 n
esetén

si =
1

n

n∑
j=0
j 6=i

xj és s =
1

n+ 1

n∑
j=0

xj.

Ekkor minden 0 6 i 6 n esetén

‖xi − s‖ =
∥∥∥ n

n+ 1
(xi − si)

∥∥∥
=

n

n+ 1
‖xi − si‖

=
n

n+ 1

∥∥∥ 1

n

n∑
j=0

(xi − xj)
∥∥∥

6
n

n+ 1

1

n

n∑
j=0

‖xi − xj‖

6
n

n+ 1
diamM S.

Az állítás második felének igazolásához minden 0 6 i 6 n esetén jelölje Ti
a T szimplex xi-vel szemközti (n−1)-lapját, Hi pedig a Ti által meghatározott
hipersíkot. Ekkor minden 0 6 i 6 n esetén −xi + Ti ⊆ bdK, és így

‖xi−si‖ = ‖xi−x0‖ = · · · = ‖xi−xi−1‖ = ‖xi−xi+1‖ = · · · = ‖xi−xn‖ = 1,

azaz diamM S = 1. Ebből következik, hogy a fenti egyenlőtlenségláncban
mindenhol egyenlőség áll fenn. Ez geometriailag azt jelenti, hogy minden
0 6 i 6 n esetén a Kn/(n+1)(xi) = xi + n

n+1
K halmaz határa átmegy az s

ponton. Továbbá könnyű ellenőrizni, hogy

n⋂
i=0

Kn/(n+1)(xi) = {s}.

Valóban, ha egy s′ pont hozzátartozik a metszethez, akkor minden 0 6 i 6 n
esetén az s′ pont benne van az xi+ n

n+1
(−xi+Hi) hipersík által határolt, az xi-

t tartalmazó zárt féltérben. De ezen félterek pontjainak az {x0, . . . , xn} affin
koordinátarendszerben felírt α0, . . . , αn baricentrikus koordinátáira, amelyek
az 1.2.10. Állítás alapján definiálhatók, αi > 1

n+1
minden 0 6 i 6 n esetén.

Így mivel
∑n

i=0 αi = 1, ezért s′ koordinátái α0 = · · · = αn = 1
n+1

, vagyis
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s′ = s. Másrészt az x0 + ρK, . . . , xn + ρK halmazok metszete nyilván üres,
ha ρ < n

n+1
. Ennélfogva

RM(S) =
n

n+ 1
=

n

n+ 1
diamM S. �

5.3. Konvex halmazok támaszfüggvénye
Mivel egy nem üres, kompakt, konvex halmaz megegyezik a támaszféltere-
inek metszetével, ezért egy ilyen halmazt egyértelműen meghatároz a tá-
maszhipersíkjainak a helyzete. A támaszhipersíkok megadásnak egy módja
a támaszfüggvény.

5.3.1. Definíció. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz. Ekkor
a

h : En → R, x 7→ sup
s∈S
〈s, x〉

függvényt az S támaszfüggvényének nevezzük.

Lássunk egy egyszerű példát! Megmutatjuk, hogy a B ⊆ En origó közép-
pontú, egységnyi sugarú, zárt gömb támaszfüggvénye

h : En → R, x 7→ ‖x‖.
Valóban, ha x = o, akkor h(x) = 0 nyilvánvaló módon, különben pedig

h(x) = sup
s∈S
〈s, x〉 =

〈
x

‖x‖ , x
〉

=
〈x, x〉
‖x‖ = ‖x‖.

5.3.2. Állítás. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, h pedig
az S támaszfüggvénye. Ekkor

(1) h(λx) = λh(x) minden x ∈ En és λ > 0 esetén,

(2) h konvex,

(3) h folytonos.

Bizonyítás. (1) közvetlenül következik h definíciójából. (2) igazolásához
legyenek x, y ∈ En, valamint α, β olyan nem negatív számok, amelyekre
α + β = 1. Ekkor

h(αx+ βy) = sup
s∈S
〈s, αx+ βy〉

= sup
s∈S
{α〈s, x〉+ β〈s, y〉}

6 α sup
s∈S
〈s, x〉+ β sup

s∈S
〈s, y〉

= αh(x) + βh(y),
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azaz h konvex. Végül (1) és (2) alapján

h(x+ y) 6 1
2
(h(2x) + h(2y)) = h(x) + h(y),

így (3) az 5.2.2. Tétel bizonyításánál elmondottak szerint adódik. �

A következő állítás arra mutat rá, hogy honnan származik a támaszfügg-
vény elnevezés.

5.3.3. Állítás. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, és legyen
h az S támaszfüggvénye. Ekkor tetszőleges u ∈ En \ {o} esetén

(1) létezik olyan xu ∈ S pont, hogy h(u) = 〈xu, u〉,

(2) a H = {x ∈ En | 〈x, u〉 = h(u)} hipersík az S támaszhipersíkja xu-ban,

(3) a H hipersík origótól mért előjeles távolsága h(u/‖u‖).

Bizonyítás. (1) Mivel a skaláris szorzat folytonos, S pedig kompakt halmaz,
így 〈s, u〉 felveszi a maximumát valamely xu ∈ S pontban.

(2) A H hipersík nem vághatja ketté S-et, ugyanis minden s ∈ S esetén
〈s, u〉 6 sups∈S 〈s, u〉 = h(u). Továbbá xu ∈ H ∩ S, így H támaszhipersíkja
S-nek xu-ban.

(3) Mivel u merőleges H-ra, így létezik olyan λ valós szám, amelyre
λu ∈ H. De ekkor H origótól mért előjeles távolsága λ‖u‖. Másrészt vi-
lágos módon 〈λu, u〉 = h(u), ezért

h

(
u

‖u‖

)
=

1

‖u‖ h(u) =
〈λu, u〉
‖u‖ = λ

〈u, u〉
‖u‖ = λ‖u‖. �

Megmutatjuk, hogy egy nem üres, kompakt, konvex halmaz a támasz-
függvénye által egyértelműen meghatározott.

5.3.4. Állítás. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, és legyen
h az S támaszfüggvénye. Ekkor

S = {x ∈ En | 〈x, u〉 6 h(u) minden u ∈ En esetén}.

Bizonyítás. A Hu = {x ∈ En | 〈x, u〉 6 h(u)} zárt féltér tartalmazza S-et
minden u ∈ En esetén, így

S ⊆ {x ∈ En | 〈x, u〉 6 h(u) minden u ∈ En esetén}.
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Másrészt ha x0 6∈ S, akkor a 2.2.10. Állítás szerint létezik olyan

H = {x ∈ En | 〈x, u0〉 = δ}

hipersík, amelyik szigorúan elválasztja x0-t S-től. Az általánosság megszorí-
tása nélkül feltehetjük, hogy 〈s, u0〉 < δ ha s ∈ S, és 〈x0, u0〉 > δ. Az első
egyenlőtlenségből következik, hogy h(u0) 6 δ, és így x0 6∈ Hu0 . Ennélfogva

{x ∈ En | 〈x, u〉 6 h(u) minden u ∈ En esetén} ⊆ S

is fennáll. �

A konvex halmazok elméletében alapvető szerepet játszanak kompakt,
konvex halmazok nem negatív együtthatós "lineáris kombinációi" (azaz a
homotetikus példányok Minkowski összegei), így érdemes külön megjegyezni
azt az egyszerű összefüggést, ami a megfelelő halmazok támaszfüggvényei
között fennáll.

5.3.5. Állítás. Legyenek S1, . . . , Sk ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halma-
zok, valamint h1, . . . , hk ezek támaszfüggvényei. Ekkor tetszőleges λ1, . . . , λk
pozitív számokra az S =

∑k
i=1 λiSi nem üres, kompakt, konvex halmaz tá-

maszfüggvénye

h : En → R, u 7→
k∑
i=1

λihi(u).

Bizonyítás. A támaszfüggvény pozitív homogenitása miatt feltehetjük,
hogy λi = 1 minden 1 6 i 6 k esetén. Az állítást csak k = 2 esetén
igazoljuk, az általános eset teljes indukcióval a szokásos módon bizonyít-
ható. Legyen u ∈ En \ {o}. Ekkor léteznek olyan s1 ∈ S1 és s2 ∈ S2

pontok, hogy 〈s1, u〉 = h1(u) és 〈s2, u〉 = h2(u). Ebből következik, hogy
h1(u) + h2(u) = 〈s1, u〉 + 〈s2, u〉 = 〈s1 + s2, u〉 6 h(u). Másrészt minden
s ∈ S pont előállítható s = s1 + s2 alakban, ahol s1 ∈ S1 és s2 ∈ S2. Most
〈s, u〉 = 〈s1 + s2, u〉 = 〈s1, u〉 + 〈s2, u〉 6 h1(u) + h2(u), és mivel s ∈ S
tetszőleges volt, így h(u) 6 h1(u) + h2(u) is fennáll. �

A polaritás segítségével érdekes összefüggés létesíthető egy az origót belső
pontként tartalmazó, kompakt, konvex halmaz támaszfüggvénye és az előző
fejezetben bevezetett távolságfüggvénye között.

5.3.6. Tétel. Legyen S ⊆ En egy az origót belső pontként tartalmazó, kom-
pakt, konvex halmaz, valamint jelölje S poláris halmazát S∗. Ekkor S tá-
maszfüggvénye megegyezik S∗ távolságfüggvényével, és S távolságfüggvénye
megegyezik S∗ támaszfüggvényével. Vagyis hS = gS∗ és gS = hS∗.
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Bizonyítás. A 3.4.8. Állítás szerint S∗ szintén az origót belső pontként
tartalmazó, kompakt, konvex halmaz. Valamely x ∈ En\{o} pontra jelölje x0
az origóból induló, x-en áthaladó félegyenes és bdS∗ metszéspontját. Mivel
x0 ∈ S∗, ezért 〈s, x0〉 6 1 minden s ∈ S esetén, azaz hS(x0) 6 1. De
x = ‖x‖(x0/‖x0‖), így

hS(x) = hS

( ‖x‖
‖x0‖

x0

)
=
‖x‖
‖x0‖

hS(x0) 6
‖x‖
‖x0‖

= gS∗(x).

Másrészt gS(x) > 0 ha x 6= 0, és így x 6∈ δS ha 0 < δ < gS(x). De
δS = (δS)∗∗ = (1

δ
S∗)∗ a 3.4.7. és 3.4.9. Állítás szerint, ezért x 6∈ (1

δ
S∗)∗.

Ez azt jelenti, hogy létezik olyan 1
δ
s0 ∈ 1

δ
S∗ pont, hogy 〈1

δ
s0, x〉 > 1, vagyis

〈s0, x〉 > δ. Ebből pedig következik, hogy hS∗(x) = sups∈S∗〈s, x〉 > δ. És
mivel ez minden δ < gS(x) esetén fennáll, ezért hS∗(x) > gS(x).

Ennélfogva hS∗(x) = gS(x) minden x ∈ En esetén, hiszen hS∗(o) =
gS(o) = 0. Végül S és S∗ felcserélésével kapjuk, hogy hS(x) = hS∗∗(x) =
gS∗(x). �

Az utolsó állítás a támaszfüggvény és a Hausdorff távolság egy lényeges
kapcsolatára mutat rá.

5.3.7. Állítás. Legyenek K1, K2 ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmazok,
és legyen a K1 halmaz támaszfüggvénye h1, a K2 halmaz támaszfüggvénye
pedig h2. Ekkor

d(K1, K2) = max
u∈Sn−1

|h2(u)− h1(u)|.

Bizonyítás. A K1 ⊆ (K2)ρ és K2 ⊆ (K1)ρ összefüggések ekvivalensek azzal,
hogy

h1(u) 6 h2(u) + ρ ‖u‖ és h2(u) 6 h1(u) + ρ ‖u‖,
azaz minden u ∈ Sn−1 esetén −ρ 6 h2(u)− h1(u) 6 ρ. Innen pedig

inf {ρ ∈ R+ | K1 ⊆ (K2)ρ, K2 ⊆ (K1)ρ}
= inf {ρ ∈ R+ | |h2(u)− h1(u)| 6 ρ minden u ∈ Sn−1 esetén}
= sup

u∈Sn−1

|h2(u)− h1(u)| ,

amiből következik az állítás, hiszen h1 és h2 folytonos, Sn−1 pedig kompakt.
�
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Feladatok
5.1. Feladat. Legyenek K,L ⊆ En nem üres, konvex halmazok és λ, µ > 0
valós számok. Mutassuk meg, hogy

(1) λ(K + L) = λK + λL,

(2) (λ+ µ)K = λK + µK.

5.2. Feladat. Legyenek K1, K2, L1, L2 ⊆ En nem üres, kompakt, konvex hal-
mazok. Mutassuk meg, hogy

d(conv(K1 ∪K2), conv(L1 ∪ L2)) 6 max{d(K1, L1), d(K2, L2)}.

5.3. Feladat. Legyenek K,L ⊆ En olyan nem üres, kompakt, konvex halma-
zok, amelyekre d(K,L) = 1. Legyen továbbá M(γ) = (1 − γ)K + γL minden
0 6 γ 6 1 esetén. Mutassuk meg, hogy ekkor d(M(α),M(β)) = β −α tetszőle-
ges 0 6 α 6 β 6 1 esetén.

5.4. Feladat. Legyen K ⊆ En az origót belső pontként tartalmazó, kompakt,
konvex halmaz. Mutassuk meg, hogy ekkor minden δ > 1 esetén létezik olyan
P konvex politóp, hogy P ⊆ K ⊆ δP . [Útmutatás: K nyilván tartalmaz egy
Br(o) gömböt. Legyen 0 < ε < r(δ − 1)/δ. Az 5.1.12. Állítás szerint létezik
olyan P konvex politóp, hogy P ⊆ K ⊆ Pε. Mutassuk meg, hogy most
K ⊆ δP is fennáll.]

5.5. Feladat (Motzkin, 1935). Legyen S ⊆ En nem üres, zárt halmaz.
Mutassuk meg, hogy S akkor és csak akkor konvex, ha minden x ∈ En pont-
hoz egyetlen olyan y ∈ S pont létezik, amelyre d(y, x) = infs∈S d(s, x). [Út-
mutatás: Indirekt tegyük fel, hogy léteznek olyan x, y pontok, hogy xy∩S =
{x, y}, és tekintsünk egy olyan Bρ((x+y)/2) gömböt, amely diszjunkt S-től.
Először mutassuk meg, hogy létezik olyan maximális sugarú C gömb, amely
tartalmazza B-t, a belseje viszont diszjunkt S-től. Ezután mutassuk meg,
hogy C eltolható, majd a középpontjából még nagyítható úgy, hogy az előbbi
két tulajdonság ne sérüljön, ellentmondás.]

5.6. Feladat. Legyen (Ki) : N→ Kn nem üres belsővel rendelkező, kompakt,
konvex halmazok konvergens sorozata, és tegyük fel, hogy a K határalakzat
szintén nem üres belsővel rendelkező, kompakt, konvex halmaz. Mutassuk
meg, hogy ha H olyan hipersík En-ben, hogy minden i ∈ N esetén Ki∩H 6= ∅,
továbbá (intK0) ∩H 6= ∅, akkor

lim
i→∞

(Ki ∩H) = K0 ∩H.
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5.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy a

K = {(x1, . . . , xn) ∈ En | −1 6 xi 6 1 minden i = 1, . . . , n esetén}

kocka támaszfüggvénye h : En → R, (u1, . . . , un) 7→∑n
i=1 |ui|.

5.8. Feladat. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, valamint
h az S támaszfüggvénye. Mutassuk meg, hogy S akkor és csak akkor konvex
politóp, ha h szakaszonként lineáris (azaz felosztható a tér véges sok olyan,
a határpontjaiktól eltekintve diszjunkt konvex poliédrikus halmazra, melyeken
h lineáris).

5.9. Feladat. Legyen h : En → R szublineáris függvény, azaz

(1) h(λx) = λh(x) minden x ∈ En és λ > 0 esetén,

(2) h(x+ y) 6 h(x) + h(y) minden x, y ∈ En esetén.

Mutassuk meg, hogy ekkor pontosan egy olyan S ∈ Kn halmaz létezik, amely-
nek támaszfüggvénye h.

5.10. Feladat. Legyenek S1, . . . , Sk ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halma-
zok, valamint h1, . . . , hk ezek támaszfüggvényei. Mutassuk meg, hogy ekkor
az S = conv∪ki=1Si kompakt, konvex halmaz támaszfüggvénye

h : En → R, u 7→ max
16i6k

hi(u).

5.11. Feladat (Kneser, 1970). Legyenek S1, . . . , Sk ⊆ En nem üres, kom-
pakt, konvex halmazok, valamint h1, . . . , hk ezek támaszfüggvényei. Mutassuk
meg, hogy ha az S = ∩ki=1Si kompakt, konvex halmaz nem üres, akkor támasz-
függvénye

h : En → R, u 7→ inf

{ k∑
i=1

hi(ui) |
k∑
i=1

ui = u

}
.

[Útmutatás: Először mutassuk meg, hogy a jobb oldalon álló függvény véges
és szublineáris. Ezután igazoljuk, hogy egyértelműen létezik olyan nem üres,
kompakt, konvex halmaz, amelynek éppen ez a függvény a támaszfüggvénye
(vö. 5.9. Feladat). Végül mutassuk meg, hogy ez a halmaz szükségképpen az
S halmaz.]
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6. fejezet

Konvex halmazok metrikus
jellemzői

6.1. Konvex halmazok átmérője és szélessége
Ebben a fejezetben bevezetjük az átmérő, az adott irányú szélesség és a
minimális szélesség fogalmát, és megvizsgáljuk, hogy a konvex halmazokhoz
rendelt ezen metrikus tulajdonságok milyen összefüggésben állnak egymással.

6.1.1. Definíció. Legyen S ⊆ En nem üres halmaz. Ekkor a

diamS = sup
x,y∈S

‖x− y‖

nem negatív valós számot az S halmaz átmérőjének nevezzük.

6.1.2. Állítás. Ha S ⊆ En nem üres, kompakt halmaz, akkor

diam (convS) = diamS.

Bizonyítás. Nyilván diamS 6 diam (convS), hiszen S ⊆ convS. Más-
részt, ha diamS 6 δ, valamely δ pozitív számra, akkor minden x ∈ S esetén
S ⊆ Bδ(x), és így convS ⊆ Bδ(x) hiszen Bδ(x) konvex halmaz. Ezek után
legyen y ∈ convS tetszőleges pont. Világos, hogy ekkor S ⊆ Bδ(y), követke-
zésképpen convS ⊆ Bδ(y) hiszen Bδ(x) is konvex halmaz. És mivel ez convS
bármely y pontjára fennáll, ezért diam (convS) 6 δ. Ebből pedig adódik az
állítás. �

6.1.3. Definíció. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, l pedig
egy tetszőleges egyenes. Ekkor az S halmaz l-re merőleges támaszhipersíkjai-
nak távolságát az S halmaz l irányú szélességének nevezzük.
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Egy S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz valamely u ∈ Sn−1 irányú
szélessége könnyen kifejezhető az S halmaz hS támaszfüggvénye segítségével.
Az S halmaz u-ra merőleges támaszhipersíkjai

Hu = {x ∈ En | 〈x, u〉 = hS(u)}

és
H−u = {x ∈ En | 〈x, u〉 = −hS(−u)}.

De a Hu és H−u támaszhipersíkok távolsága éppen az S halmaz u irányú
wS(u) szélessége, vagyis wS(u) = hS(u) + hS(−u) minden u ∈ Sn−1 esetén.

Egyszerűen adódik, hogy léteznek olyan párhuzamos támaszhipersík pá-
rok, melyek távolsága megegyezik S minimális, illetve maximális szélességé-
vel. A következő állítás az átmérő és a maximális szélesség közötti összefüg-
gésre mutat rá.

6.1.4. Állítás. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz. Ekkor
az S halmaz maximális szélessége éppen diamS.

Bizonyítás. Legyen S maximális szélessége m, továbbá legyenek H1 és H2

olyan párhuzamos támaszhipersíkjai S-nek, amelyek távolsága m. Most ha
x1 ∈ H1∩S és x2 ∈ H2∩S, akkor m 6 ‖x1−x2‖ 6 diamS. Másrészt nyilván
léteznek olyan y1, y2 ∈ S pontok, hogy ‖y1−y2‖ = diamS. Tekintsük azokat
az y1y2-re merőleges H∗1 és H∗2 hipersíkokat, amelyek illeszkednek y1-re, illet-
ve y2-re. Ezen hipersíkok szükségképpen támaszhipersíkjai S-nek, ellenkező
esetben léteznének olyan pontok S-ben, amelyek távolsága nagyobb, mint
diamS. Így diamS 6 m is fennáll. �

6.1.5. Következmény. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz,
valamint legyenek H1 és H2 olyan párhuzamos támaszhipersíkjai S-nek, ame-
lyek távolsága megegyezik S maximális szélességével. Ekkor a H1 és H2 hi-
persíkok egy-egy pontban metszik S-et, továbbá az ezeket a pontokat összekötő
szakasz merőleges H1-re és H2-re.

Mit mondhatunk a minimális szélességhez tartozó párhuzamos támaszhi-
persík párról?

6.1.6. Állítás. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, vala-
mint legyenek H1 és H2 olyan párhuzamos támaszhipersíkjai S-nek, amelyek
távolsága megegyezik S minimális szélességével. Ekkor H1 és H2 tartalmaz-
nak olyan S-beli pontokat, amelyek összekötő szakasza merőleges H1-re és
H2-re.
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Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy az állítás nem teljesül. Ekkor H1 ∩ S
merőleges vetülete H2-n diszjunkt a H2 ∩ S halmaztól, azaz létezik olyan
(n−2)-dimenziós D2 affin altér H2-ben, amelyik szigorúan elválasztja H1∩S
vetületét a H2 ∩S halmaztól (vö. 2.2.10. Állítás). Jelölje D1 a D2 merőleges
vetületét H1-en. Most elforgathatjuk H1-et D1 körül, illetve H2-t D2 körül
úgy, hogy H1 és H2 párhuzamos maradjon, továbbá egyik se messe az S
halmazt. De az elforgatás során H1 és H2 távolsága csökken, ellentmondva
az eredeti helyzet minimalitási tulajdonságának. �

A továbbiakban gyakran fogunk foglalkozni olyan kompakt, konvex hal-
mazokkal, melyek belseje nem üres.

6.1.7. Definíció. Egy S ⊆ En nem üres belsővel rendelkező, kompakt, kon-
vex halmazt konvex testnek nevezünk.

6.2. Tarski-féle plank probléma
A következő problémát Tarski vetette fel még 1932-ben. Bizonyítsuk be,
hogy ha egy K konvex test benne van a K1, . . . , Kr konvex testek egyesíté-
sében, akkor K minimális szélessége nem haladja meg a K1, . . . , Kr konvex
testek minimális szélességeinek összegét! Világos, hogy elég az állítást olyan
párhuzamos hipersíkok által határolt S1, . . . , Sr sávokra igazolni, ahol az Si-t
határoló hipersíkok távolsága megegyezik Ki minimális szélességével minden
1 6 i 6 r esetén.

A probléma megoldásához mindenekelőtt szükségünk van egy új fogalom-
ra, illetve néhány egyszerű összefüggésre.

6.2.1. Definíció. Legyen K ⊆ En konvex test. Minden l egyenesre jelölje
δl(K) a K test l-lel párhuzamos húrjai hosszának maximumát. Jelölje továbbá
ezen δl(K) értékek minimumát ∆(K).

Nem nehéz belátni, hogy tetszőleges K konvex testre egyrészt minden
l egyenesre létezik l-lel párhuzamos, δl(K) hosszú húrja K-nak, másrészt a
δl(K) értékeknek valóban van minimuma.

6.2.2. Állítás. Legyen K ⊆ En konvex test. Ekkor K minimális szélessége
∆(K).

Bizonyítás. Világos, hogy a K halmaz bármely l irányú szélessége legalább
akkora, mint δl(K), így a minimális szélesség is legalább ∆(K). Másrészt
vegyük észre, hogy ha pq a K test egy l irányú, δl(K) hosszú húrja, akkor
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léteznek olyan párhuzamos támaszhipersíkjai K-nak, amelyek illeszkednek
a p, illetve q pontokra. Valóban, a −→pq eltolás a K halmazt egy a határ-
pontjaitól eltekintve a K-tól diszjunkt K ′ halmazba viszi, különben K-nak
lenne (intK∩ intK ′ egy pontján keresztül) δl(K)-nál hosszabb, l irányú húr-
ja. Most a K, illetve K ′ halmazokat elválasztó hipersík, amelynek létezését
a 2.2.5. Állítás biztosítja, valamint annak −→qp vektorral való eltoltja nyilván
megfelel a kívánalmaknak. Ezek után a ∆(K) minimumot szolgáltató l irány
esetén alkalmazva a fentieket olyan párhuzamos támaszhipersíkokhoz jutunk,
amelyek távolsága legfeljebb ∆(K), így a minimális szélesség is legfeljebb
∆(K). Ebből következik az állítás. �

6.2.3. Állítás. Legyen K ⊆ En konvex test, v pedig egy olyan nem nulla
vektor, amelynek 1

2
d hosszára d < ∆(K) teljesül. Ekkor (−v +K) ∩ (v +K)

egy legalább ∆(K)− d minimális szélességű konvex test.

Bizonyítás. A 6.2.2. Állítással összhangban K-nak létezik v-vel párhuza-
mos, l > ∆(K) hosszúságú húrja. Ennek a húrnak egy l−d hosszúságú szelete
nyilván hozzátartozik a kérdéses metszethez. Válasszuk e szelet középpontját
origónak, és tekintsük az (1 − d

l
)K konvex testet. Ennek a testnek a mini-

mális szélessége magától értetődően (1− d
l
)∆(K) > ∆(K)− d. Így az állítás

igazolásához elég megmutatni, hogy (1− d
l
)K ⊆ (−v+K)∩ (v+K). Először

is vegyük észre, hogy ± l
d
v ∈ K, hiszen ± l

d
‖v‖ = ± l

d
1
2
d = ± l

2
. Így minden

x ∈ K pontra K konvexitásából adódóan a d
l
(± l

d
v)+(1− d

l
)x = ±v+(1− d

l
)x

pont is K-ban van. Következésképpen (1− d
l
)x ∈ ∓v+K, ami bizonyítandó

volt. �

6.2.4. Állítás. Legyen K ⊆ En konvex test, és legyenek v1, . . . , vr olyan
nem nulla vektorok, amelyek 1

2
d1, . . . ,

1
2
dr hosszaira d1 + · · · + dr < ∆(K)

teljesül. Jelölje továbbá valamely ε = (ε1, . . . , εr) ∈ {−1,+1}r szám r-esre
εv az ε1v1 + · · ·+ εrvr vektort. Ekkor⋂

ε∈{−1,+1}r
(−εv +K)

egy legalább ∆(K)− d1 − · · · − dr minimális szélességű konvex test.

Bizonyítás. Definiáljuk a K1, . . . , Kr konvex testeket a következőképpen:

K1 = (−v1 +K) ∩ (v1 +K),

K2 = (−v2 +K1) ∩ (v2 +K1),

...
Kr = (−vr +Kr−1) ∩ (vr +Kr−1).
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Teljes indukcióval egyszerűen belátható, hogy most

Kr =
⋂

ε∈{−1,+1}r
(−εv +K),

így a 6.2.3. Állítás ismételt alkalmazásával adódik, hogy a kérdéses halmaz
egy legalább ∆(K)− d1 − · · · − dr minimális szélességű konvex test. �

6.2.5. Tétel (Bang, 1951). Tegyük fel, hogy egy K ⊆ En konvex testet
teljesen lefednek a d1, . . . , dr > 0 szélességű S1, . . . , Sr sávok. Ekkor

d1 + · · ·+ dr > ∆(K).

Bizonyítás. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha d1 + · · · + dr < ∆(K), akkor
létezik le nem fedett pontja K-nak. Tekintsük az S1, . . . , Sr sávok határhi-
persíkjainak 1

2
d1, . . . ,

1
2
dr hosszúságú v1, . . . , vr normálvektorait. Válasszuk

a ⋂
ε∈{−1,+1}r

(−εv +K)

konvex test egy tetszőleges belső pontját origónak (vö. 6.2.4. Állítás). Mivel
az εv pontok mind K belsejében vannak, ezért létezik olyan λ > 1 konstans,
hogy a λεv pontok is mind K belsejében vannak minden ε ∈ {−1,+1}r
esetén. Most bármely 1 6 i 6 r esetén ha az Si sáv középpárhuzamos
hipersíkjának egyenlete 〈vi, x〉+ci = 0, akkor a határoló hipersíkok egyenlete
nyilván 〈vi, x〉+ci = ±‖vi‖2, így egy x pont akkor és csak akkor tartozik hozzá
Si-hez, ha |〈vi, x〉+ci| 6 ‖vi‖2. Ezek után legyen ε̄ = (ε̄1, . . . , ε̄r) azon ε szám
r-esek valamelyike, amelyre a

λ

∥∥∥∥∥
r∑
i=1

εivi

∥∥∥∥∥
2

+ 2
r∑
i=1

εici

kifejezés értéke maximális. Legyen továbbá minden 1 6 j 6 r esetén

ε̄(j) = (ε̄1, . . . ,−ε̄j, . . . , ε̄r).
Ekkor minden 1 6 j 6 r esetén

λ

∥∥∥∥∥
r∑
i=1

ε̄ivi

∥∥∥∥∥
2

− λ
∥∥∥∥∥

r∑
i=1

ε̄
(j)
i vi

∥∥∥∥∥
2

+ 2
r∑
i=1

(ε̄i − ε̄(j)i )ci > 0,

ennélfogva

4λ〈ε̄jvj,
r∑
i=1

ε̄ivi − ε̄jvj〉+ 4ε̄jcj = 4ε̄j

(
〈vj, λ

r∑
i=1

ε̄ivi〉 − ε̄jλ‖vj‖2 + cj

)
> 0,
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így

ε̄j

(
〈vj, λ

r∑
i=1

ε̄ivi〉+ cj

)
− ‖vj‖2 > λ‖vj‖2 − ‖vj‖2 = (λ− 1)‖vj‖2 > 0.

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az x = λε̄v pontot, amely, mint láttuk
K belsejében van, az S1, S2, . . . , Sr sávok egyike sem tartalmazza. �

6.3. Állandó szélességű halmazok
Általában egy halmaz különböző irányú szélességei különbözőek. Mi történik
azonban, ha a szélességek mind azonosak?

6.3.1. Definíció. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz. Azt
mondjuk, hogy S állandó szélességű halmaz, ha S minimális, illetve maximális
szélessége megegyezik.

A legegyszerűbb példa állandó szélességű halmazra nyilván a gömb. Az
ettől különböző állandó szélességű halmazok közül a legismertebb talán az
ún. Reuleaux-háromszög. Ez egy w oldalú szabályos háromszögből származ-
tatható az alábbi módon. Minden csúcs körül rajzoljuk meg a másik kettőt
összekötő w sugarú körívek kisebbikét. E három ív által határolt tartomány
világos, hogy egy w állandó szélességű halmaz. Nem nehéz belátni, hogy
ha a Reuleaux-háromszöget (az n-dimenziós térben) megforgatjuk az egyik
szimmetriatengelye körül, akkor szintén egy (gömbtől különböző) állandó szé-
lességű testhez jutunk.

6.3.2. Állítás. Legyen S ⊆ En egy w állandó szélességű, kompakt, konvex
halmaz. Ekkor bármely x ∈ En \ S esetén diam ({x} ∪ S) > w.

Bizonyítás. Legyen x ∈ En \ S, és tekintsük az S halmaz x-hez legkö-
zelebb eső y pontját (könnyű ellenőrizni, hogy ez a pont egyértelmű). Ek-
kor az xy szakaszra merőleges, y-ra illeszkedő hipersík támaszhipersíkja S-
nek. Az ezzel párhuzamos másik támaszhipersík messe S-et mondjuk z-
ben (vö. 6.1.5. Következmény). Világos, hogy z az xy egyenesen van, így
‖x− z‖ > ‖y − z‖ = w, következésképpen diam ({x} ∪ S) > w. �

Az állítás megfordítása is igaz (ld. 6.3.4. Állítás), amiből az állandó
szélességű halmazok egy érdekes karakterizációjához jutunk.

6.3.3. Állítás. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt halmaz, és tegyük fel,
hogy bármely x ∈ En\S esetén diam ({x}∪S) > diamS. Ekkor S megegyezik
a pontjai köré rajzolt diamS sugarú zárt gömbök B(S) metszetével.
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Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy B(S) " S, azaz létezik y ∈ B(S) \ S.
De ekkor diam ({y}∪S) = diamS, ellentmondás. A másik irányú tartalmazás
magától értetődik. �

6.3.4. Állítás. Legyen S ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, és tegyük
fel, hogy bármely x ∈ En \ S esetén diam ({x} ∪ S) > diamS. Ekkor S egy
diamS állandó szélességű, kompakt, konvex halmaz.

Bizonyítás. Indirekt tegyük fel, hogy létezik olyan S halmaz, amelyik kielé-
gíti a feltételeket, ám a δ minimális szélessége kisebb, mint diamS. Legyenek
H1 és H2 olyan párhuzamos támaszhipersíkjai S-nek, amelyek távolsága δ.
Ekkor léteznek olyan x1 ∈ H1 ∩ S és x2 ∈ H2 ∩ S pontok, hogy x1x2 merő-
leges H1-re és H2-re (ld. 6.1.6. Állítás). Továbbá létezik olyan q ∈ S pont
is, amelyre ‖q − x1‖ = diamS, különben egy x1 középpontú, alkalmasan kis
sugarú zárt gömböt hozzávehetnénk S-hez az átmérő növelése nélkül. Most
felhasználva, hogy S megegyezik a pontjai köré rajzolt diamS sugarú zárt
gömbök metszetével (ld. 6.3.3. Állítás), S tartalmazza az x2 és a q ponto-
kat összekötő, diamS sugarú, félkörnél nem nagyobb köríveket. Ezek után
tekintsük az x1, x2 és q pontok által meghatározott síkot. Legyen az x2
kezdőpontú, x1-en átmenő félegyenes x2-től diamS távolságra lévő pontja
y. Ekkor az y középpontú, diamS sugarú kör (amely érinti H2-t) nem tar-
talmazhatja a q pontot, hiszen ‖q − y‖ > ‖q − x1‖ = diamS. Így az x2
és q pontokat összekötő, diamS sugarú körív, amely az előbbi kör x2 körüli
elforgatásából származik szükségképpen metszi H2-t, ellentmondás. �

A következő tétel alapvető fontosságú a konvex halmazok elméletében.

6.3.5. Tétel. Ha S ⊆ En nem üres, kompakt halmaz, akkor létezik olyan
diamS állandó szélességű, kompakt, konvex halmaz, amely tartalmazza S-et.

Bizonyítás. A 6.1.2. Állítással összhangban feltehetjük, hogy S konvex. Ha
S nem állandó szélességű, akkor a 6.3.4. Állítás szerint létezik olyan x ∈ En\S
pont, amelyre diam ({x}∪S) = diamS. Vezessük be a következő jelöléseket:

U(S) = {x ∈ En | diam ({x} ∪ S) = diamS},
ρ(S) = sup

x∈U(S)
D({x}, S),

V(S) = {x ∈ U(S) | D({x}, S) = ρ(S)}.

Ezek után legyenek x1 ∈ V(S) és S1 = conv ({x1} ∪ S). Általában is, ha Si-t
már definiáltuk, akkor legyenek xi+1 ∈ V(Si) és Si+1 = conv ({xi+1} ∪ Si).
Végül legyen T = cl (∪∞i=1Si). Nyilván T kompakt, konvex halmaz, továbbá
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átmérője megegyezik az S átmérőjével. Állítjuk, hogy T állandó szélességű
is. Indirekt tegyük fel, hogy ez nem teljesül. Ekkor a 6.3.4. Állítással össz-
hangban létezik olyan y ∈ En \ T pont, amelyre diam ({y} ∪ T ) = diamT .
Legyen δ = D({y}, T ). Most bármely két xi és xj pontra, ahol i < j, telje-
sül, hogy ‖xi − xj‖ > ρ(Sj−1), hiszen xi ∈ Si ⊆ Sj−1. Ugyanakkor Sj−1 ⊆ T
miatt egyrészt y ∈ U(Sj−1), másrészt ‖x − y‖ > δ minden x ∈ Sj−1 pontra,
így ρ(Sj−1) > δ, következésképpen ‖xi − xj‖ > δ is fennáll minden i < j
esetén. De ez azt jelenti, hogy En egy korlátos tartományában végtelen sok
pont helyezkedik el úgy, hogy közülük bármely kettő távolsága legalább δ,
ellentmondás. �

Tetszőleges konvex testnek definiálhatjuk a beírt és a körülírt gömbjét.
Ezek általában semmilyen nevezetes kapcsolatban nem állnak egymással. Vi-
szont, mint látni fogjuk, állandó szélességű testeknél más a helyzet.

6.3.6. Definíció. Legyen S ⊆ En konvex test. Ekkor egy olyan maximá-
lis sugarú gömböt, amely S-ben elhelyezhető az S beírt gömbjének nevezzük.
Hasonlóan, egy olyan minimális sugarú gömböt, amely tartalmazza S-et az S
körülírt gömbjének mondjuk.

6.3.7. Állítás. Tetszőleges S ⊆ En konvex testnek létezik mind beírt, mind
pedig körülírt gömbje.

Bizonyítás. Jelölje B az S konvex testben elhelyezhető gömbök család-
ját, és legyen r = sup{r(B) | B ∈ B}, ahol r(B) jelöli a B gömb sugarát.
Most tekintsük B-beli gömböknek egy olyan (Bi) sorozatát, amelynél a su-
garak (r(Bi)) sorozata r-hez tart. Mivel S kompakt, ezért a (Bi) sorozatból
kiválasztható olyan (Bij) részsorozat, amelyben a gömbök középpontjainak
sorozata konvergens. Innen következik a beírt gömb létezése.

A körülírt gömb létezése, azzal az észrevétellel, hogy elég azokra az S-
et tartalmazó gömbökre szorítkozni, amelyek középpontjai az S halmazban
helyezkednek el, és amelyek sugarai legfeljebb diamS hosszúak, teljesen ha-
sonlóan igazolható. �

Világos, hogy egy konvex test körülírt gömbje mindig egyértelmű, ellen-
ben a beírt gömb nem feltétlenül az. Nem ez a helyzet az állandó szélességű
halmazokkal.

6.3.8. Tétel. Ha S ⊆ En egy λ állandó szélességű, kompakt, konvex halmaz,
akkor S beírt, illetve körülírt gömbje koncentrikus, továbbá sugaruk összege
λ.
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Bizonyítás. Jelölje BI az S egy beírt gömbjét, és legyen ennek a gömbnek a
középpontja p. Világos, hogy p ∈ conv (bdBI ∩bdS). Így az 1.2.8. Carathé-
odory tétel szerint létezik legfeljebb n + 1 olyan x1, . . . , xk ∈ bdBI ∩ bdS
affin független pont, hogy p ∈ conv {x1, . . . , xk}.

Minden 1 6 i 6 k esetén a pxi szakaszra merőleges, xi-re illeszkedő
hipersík az egyetlen olyan xi-n átmenő hipersík, amely nem metszi BI-t,
így BI ⊆ S miatt ez a hipersík szükségképpen az S támaszhipersíkja xi-
ben. Ezek után minden 1 6 i 6 k esetén legyen yi az xi-ből kiinduló,
p-n áthaladó félegyenes azon pontja, amelyre ‖xi − yi‖ = λ. Nyilván az
y1, . . . , yk pontok egyenlő távolságra vannak p-től. Jelölje most BC azt a
gömböt, amelynek középpontja p, és az y1, . . . , yk pontok a határán vannak.
Állítjuk, hogy S ⊆ BC . Indirekt tegyük fel, hogy ez nem igaz, azaz létezik
q ∈ S \ BC . Messe a q kezdőpontú, p-n áthaladó félegyenes BI határát
másodszor mondjuk t-ben. Mivel BI ⊆ S, így t ∈ S. Ennélfogva diamS >
‖q − t‖ = ‖q − p‖ + ‖p − t‖ > ‖yi − p‖ + ‖p − xi‖ = λ. Ám ez lehetetlen,
hiszen S állandó szélességű, vagyis diamS = λ.

A 6.1.5. Következménnyel összhangban y1, . . . , yk ∈ S, így szükségképpen
p ∈ conv (S ∩ bdBC). Innen már adódik, hogy BC az S körülírt gömbje.
Valóban, ha p′ egy tetszőleges p-től különböző pont, akkor tekintsük pp′

szakaszfelező-merőleges hipersíkját. Ez a hipersík két nyít félteret határoz
meg, melyek közül a p′-t nem tartalmazóban biztosan benne van valamelyik
yi pont, ugyanis p ∈ conv {y1, . . . , yk}. De ekkor ‖p − yi‖ < ‖p′ − yi‖, ezért
p′ nem lehet a körülírt gömb középpontja. �

6.4. Borsuk probléma
Melyik az a legkisebb b(n) pozitív egész szám, hogy En bármely egységnyi
átmérőjű halmaza felbontható b(n) egynél kisebb átmérőjű részre? Az egy-
ségnyi élű szabályos szimplex mutatja, hogy b(n) > n+ 1. Borsuk 1933-ban
vetette fel, hogy vajon b(n) = n + 1. Világos, hogy elég kompakt, konvex
halmazokra, sőt a 6.3.5. Tétel szerint állandó szélességű, kompakt, konvex
halmazokra szorítkoznunk. Ennek ellenére Borsuk sejtését néhány speciális
eset kivételével senkinek sem sikerült igazolni. Aztán 1992-ben bombaként
robbant a hír, hogy a sejtés még véges halmazokra sem igaz. Ebben a feje-
zetben az ellenpéldát ismertetjük. Ehhez szükségünk lesz egy kombinatorikai
tételre.

6.4.1. Tétel. Legyen p páratlan prím, és legyen m = 4p. Jelölje V azon
(v1, . . . , vm) ∈ {+1,−1}m vektorok halmazát, amelyekben v1 = 1, és a pozitív
koordináták száma páros. Végül legyen U ⊆ V olyan, hogy U semelyik két
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vektora sem merőleges egymásra. Ekkor

|U | 6
p−1∑
i=0

(
m

i

)
.

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy 〈u, v〉 ≡ 0 mod 4 bármely két u, v ∈ V
vektorra. Valóban, ha u+ és v+ jelöli az u és v vektor pozitív koordinátáinak
számát, továbbá t azon koordináták számát, melyekben u pozitív v pedig
negatív, akkor azon koordináták számának különbsége, melyekben u és v
megegyezik, illetve különbözik pontosan

((u+ − t) + (m− v+ − t))− ((v+ − (u+ − t)) + t) = m+ 2u+ − 2v+ − 4t.

Mivel m = 4p valamint u+ és v+ páros szám, az észrevétel adódik. Másrészt
V vektorainak első koordinátája +1, így 〈u, v〉 6= −m = −4p. Ezekből
következik, hogy bármely két u, v ∈ U vektorra 〈u, v〉 ≡ 0 mod p akkor és
csak akkor ha u = v.

Most minden u ∈ U vektorhoz rendeljük hozzá a p elemű GF(p) véges
test feletti m változós

fu(x) =

p−1∏
i=1

(〈u, x〉 − i),

polinomot, ahol x = (x1, . . . , xm), és persze minden mod p értendő. Ekkor
tetszőleges v ∈ U vektorra fu(v) 6= 0 akkor és csak akkor ha u = v. Az fu(x)
polinomok foka legfeljebb p− 1, azaz fu(x) tagjai axk11 · · ·xkmm alakúak, ahol
a ∈ GF(p) és k1 + · · ·+ km 6 p− 1. Az összes ilyen tagban cseréljük ki a ki
kitevőt 1-re ha ki páratlan és 0-ra ha ki páros minden 1 6 i 6 m esetén. Így
az f̂u(x) multilineáris polinomokhoz jutunk. Jegyezzük meg, hogy bármely
x ∈ {+1,−1}m vektorra f̂u(x) = fu(x).

Állítjuk, hogy az f̂u(x) polinomok lineárisan függetlenek GF(p) fölött.
Valóban, ha ∑

u∈U

λuf̂u(x) = 0,

akkor a v vektor behelyettesítésével azt kapjuk, hogy λv = 0 minden v ∈ U
esetén. Ennélfogva |U | nem lehet nagyobb, mint

∑p−1
i=0

(
m
i

)
, az m változós,

legfeljebb p− 1 fokú multilineáris polinomok terének dimenziója. �

6.4.2. Tétel (Kahn-Kalai, 1993). Legyen n =
(
4p
2

)
, ahol p páratlan prím,

és jelölje b(n) azt a legkisebb pozitív egész számot, hogy En bármely korlátos
halmaza felbontható b(n) kisebb átmérőjű részre. Ekkor b(n) > 1.203

√
n.
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Bizonyítás. Jelölje V ugyanazoknak az m-dimenziós vektoroknak a hal-
mazát, mint a 6.4.1. Tételben. Minden v = (v1, . . . , vm) ∈ V vektorhoz
rendeljük hozzá a

p(v) = (v1v1, v1v2, . . . , vmvm−1, vmvm) ∈ Em2

vektort, és tekintsük a P = {p(v) | v ∈ V } halmazt. Vegyük észre, hogy
bármely két u, v ∈ V vektorra 〈p(u), p(v)〉 = 〈u, v〉2 > 0. Mivel P minden
vektora ugyanolyan hosszú, és mivel nyilvánvalóan léteznek olyan u, v ∈ V
vektorok, amelyekre 〈u, v〉 = 0, így az előbbiekből egyszerűen adódik, hogy
‖p(u)−p(v)‖ = diamP akkor és csak akkor, ha 〈u, v〉 = 0. Ebből a 6.4.1. Té-
tel felhasználásával következik, hogy P nem bontható fel kevesebb kisebb
átmérőjű részre, mint

|P |
/ p−1∑

i=0

(
m

i

)
= 2m−2

/ p−1∑
i=0

(
4p

i

)
.

Nem nehéz ellenőrizni, hogy
∑p−1

i=0

(
4p
i

)
< 2
(

4p
p−1

)
. Valóban, mivel tetszőleges

1 6 k 6 l 6 m esetén
(
m
k−1

)
/
(
m
k

)
= k/(m− k+ 1) 6 l/(m− l+ 1), bevezetve

az α = (p− 1)/(3p+ 2) jelölést,

p−1∑
i=0

(
4p

i

)
6

(
4p

p− 1

) ∞∑
i=0

αi =
1

1− α

(
4p

p− 1

)
adódik, hiszen α = (p − 1)/(3p + 2) < 1/2. De 1/(1 − α) < 1/(1 − 1/2) =
2, ahonnan az állítás következik. Így P nem bontható fel kevesebb kisebb
átmérőjű részre, mint

24p−2
/ p−1∑

i=0

(
4p

i

)
> 24p−3

/( 4p

p− 1

)
.

Teljes indukcióval egyszerűen belátható, hogy 24p−3/
(

4p
p−1

)
> 1.13974p. Ehhez

csak azt kell észrevenni, hogy

24p+1
/(

4p+4
p

)
24p−3

/(
4p
p−1

) =
12p(3p+ 2)(3p+ 4)

(4p+ 1)(4p+ 2)(4p+ 3)
>

27

16
> 1.13974.

Mivel a P ponthalmaz egy
(
4p
2

)
-dimenziós altérben fekszik, ennélfogva n =(

4p
2

)
esetén, ahol p páratlan prím,

b(n) > 1.13974p > 1.1397
√
2n > 1.203

√
n. �
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Ez az eredmény az ismert prímszámelméleti tétel felhasználásával, mely
szerint minden ε pozitív szám és elég nagy pozitív x esetén létezik prímszám
(1 − ε)x és x között, tetszőleges n-re kiterjeszthető, feltéve persze, hogy n
elég nagy. Megjegyezzük, hogy n = 2278 a legkisebb olyan n egész, amely
kielégíti a 6.4.2. Tétel feltételeit, és amelyre 1.203

√
n > n+ 1.

Feladatok
6.1. Feladat. Legyen K ⊆ En konvex test. Vágjuk ketté K-t egy hipersíkkal.
Ezután válasszuk ki az egyik részt, és azt is vágjuk ketté. Most válasszunk
megint egyet az eddig előállított három darabból, és ezt is vágjuk ketté egy
hipersíkkal. Addig ismételjük ezt az eljárást amíg m részre nem vágtuk K-t.
Mutassuk meg, hogy a részek beírt gömbjei sugarának összege legalább akkora,
mint a K beírt gömbjének sugara.

6.2. Feladat (Bezdek-Bezdek, 1995). Legyen K ⊆ En konvex test. Vág-
juk szét a K testet m− 1 egymás utáni hipersík vágással m részre, ugyanúgy
mint azt a 6.1. Feladatban tettük. Mutassuk meg, hogy a kapott darabokba
beírt gömbök legnagyobbikának a sugara ekkor legalább r(K,m), ahol r(K,m)
az a ρ sugár, melyre a K-ba írt, ρ sugarú gömbök egyesítéseként keletkező
konvex test minimális szélessége éppen 2mρ. [Útmutatás: Igazoljuk, hogy az
adott hipersíkokra szimmetrikus, 2ρ szélességű sávok lefedik K azon pont-
jait, melyeknek K határától mért távolsága legalább ρ, majd alkalmazzuk a
6.2.5. Tételt.]

6.3. Feladat (Danzer-Laugwitz-Lenz, 1957). Legyen K ⊆ En konvex
test. Mutassuk meg, hogy

(1) egy és csak egy K köré írt, minimális térfogatú ellipszoid létezik.

(2) egy és csak egy K-ba írt, maximális térfogatú ellipszoid létezik.

[Útmutatás: A létezés igazolásához módosítsuk a 6.3.7. Állítás bizonyítását.
Az egyértelműség megmutatása a két esetben kicsit eltérő. (1) Legyenek
E1 és E2 minimális térfogatú körülírt ellipszoidok. Nyilván feltehető, hogy
E1 határának egyenlete

∑n
i=1(xi − ci)

2 = 1, míg E2 határának egyenlete∑n
i=1 x

2
i /a

2
i = 1, ahol a1 · · · an = 1. Ezek után tekintsük a

n∑
i=1

1
2
((xi − ci)2 + x2i /a

2
i ) = 1
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egyenlettel meghatározott E ellipszoidot. Lássuk be, hogy ennek az E ⊇ K
ellipszoidnak akkor és csak akkor nem kisebb a térfogata E1 térfogatánál, ha
E1 = E2. (2) Legyenek E1 és E2 maximális térfogatú beírt ellipszoidok. Itt
is feltehető, hogy E1 határának egyenlete

x1 = cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−1,

x2 = cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−2 sinϑn−1,

...
xn−1 = cosϑ1 sinϑ2,

xn = sinϑ1,

míg E2 határának egyenlete

x1 = a1 cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−1 + c1,

x2 = a2 cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−2 sinϑn−1 + c2,

...
xn−1 = an−1 cosϑ1 sinϑ2 + cn−1,

xn = an sinϑ1 + cn,

ahol a1 · · · an = 1 és ai > 0 minden 1 6 i 6 n esetén. Ezek után tekintsük
azt az E ellipszoidot, amely határának egyenlete

x1 =
a1 + 1

2
cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−1 +

c1
2
,

x2 =
a2 + 1

2
cosϑ1 cosϑ2 · · · cosϑn−2 sinϑn−1 +

c2
2
,

...

xn−1 =
an−1 + 1

2
cosϑ1 sinϑ2 +

cn−1
2
,

xn =
an + 1

2
an sinϑ1 +

cn
2
.

Lássuk be, hogy ennek az E ⊆ K ellipszoidnak akkor és csak akkor nem
nagyobb a térfogata E1 térfogatánál, ha E1 és E2 egymás eltoltjai. Mutas-
suk meg, hogy ha most E1 6= E2, akkor conv(E1 ∪ E2) ⊆ K tartalmaz E1

térfogatánál nagyobb térfogatú ellipszoidot.]

6.4. Feladat∗ (John, 1948). Legyen K ⊆ En konvex test, és legyen E a K-
ba írt, maximális térfogatú ellipszoid. Válasszuk meg a koordinátarendszert
úgy, hogy E centruma egyezzen meg az origóval. Mutassuk meg, hogy ekkor
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(1) E ⊆ K ⊆ nE,

(2) E ⊆ K ⊆ √nE, ha K centrálszimmetrikus.

6.5. Feladat. Legyen K ⊆ En egy állandó szélességű, konvex test. Mutassuk
meg, hogy ha K centrálszimmetrikus, akkor K gömb.

6.6. Feladat∗ (Schramm, 1988). Legyen K ⊆ En egy w állandó szélességű
halmaz. Mutassuk meg, hogy ekkor K térfogata legalább akkora, mint egy w
átmérőjű gömb térfogatának a (

√
3 + 2/(n+ 1)− 1)n-szerese.

6.7. Feladat∗ (Steinhagen, 1922). Legyen K ⊆ En egy w minimális szé-
lességű konvex test, és jelölje a K beírt gömbjének sugarát r. Bizonyítsuk be,
hogy ekkor

r >


1

2
√
n
w, ha n páratlan,

√
n+ 2

2(n+ 1)
w, ha n páros.

6.8. Feladat∗ (Gale, 1953). Mutassuk meg, hogy En bármely, egységnyi
átmérőjű K halmaza beírható egy

√
n(n+ 1)/2 élű szabályos szimplexbe. [Út-

mutatás: Tekintsük az (n+1)-dimenziós euklideszi tér e0, e1, . . . , en standard
bázisát, és legyen e =

∑n
i=0 ei. Ekkor En azonosítható e tér 〈x, e〉 = 0 egyen-

letű L hipersíkjával. Minden 0 6 i 6 n esetén legyenek αi = minx∈K〈x, ei〉,
βi = maxx∈K〈x, ei〉, és tekintsük az 〈x, ei〉 > αi egyenletű H ′i, valamint az
〈x, ei〉 6 βi egyenletű H ′′i zárt féltereket. Végül legyenek S ′ = ∩ni=0H

′
i ∩ L és

S ′′ = ∩ni=0H
′′
i ∩L. Igazoljuk, hogy S ′ és S ′′ a K köré írt, n-dimenziós, szabá-

lyos szimplexek, továbbá egyikük éle legfeljebb
√
n(n+ 1)/2. Pontosabban

S ′ éle −
√

2〈a, e〉 és S ′′ éle
√

2〈b, e〉, ahol a =
∑n

i=0 αiei és b =
∑n

i=0 βiei.]

6.9. Feladat. Legyen S egy n-dimenziós szimplex. Jelölje r és R az S beírt
és körülírt gömbjének sugarát. Mutassuk meg, hogy ekkor R > nr. [Útmuta-
tás: Bizonyítsuk be, hogy egy adott gömbbe írt szimplexek közül a szabályos
szimplex térfogata a legnagyobb, továbbá egy adott gömb köré írt szimplexek
közül a szabályos szimplex térfogata a legkisebb.]

6.10. Feladat (Lassak, 1982). Mutassuk meg, hogy En bármely, egység-
nyi átmérőjű K halmaza felbontható 2n−1 + 1 egynél kisebb átmérőjű rész-
re. [Útmutatás: A 4.4.3. Tétellel összhangban az adott K halmaz benne
van egy olyan r =

√
n/(2n+ 2) sugarú B gömbben, melynek ráadásul K

valamely p pontja a határán van. Másrészt K nyilván benne van egy p
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középpontú, egységnyi sugarú B′ gömbben is, így K ⊆ B ∩B′. Az általá-
nosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy B egyenlete

∑n
i=1 x

2
i 6 r2 és

p = (0, . . . , 0, r). Mutassuk meg, hogy most B ∩ B′ egy alkalmas xn = r′,
valamint az x1 = 0, . . . , xn−1 = 0 egyenletű hipersíkokkal 2n−1 + 1 egynél
kisebb átmérőjű részre bontható.]

6.11. Feladat (Hadwiger, 1945). LegyenK ⊆ En egységnyi átmérőjű kon-
vex test, és tegyük fel, hogy K minden határpontjában egyetlen támaszhipersík
fektethető. Bizonyítsuk be, hogy ekkor K felbontható n + 1 egynél kisebb át-
mérőjű részre. [Útmutatás: Először azt mutassuk meg, hogy gömbre igaz
az állítás, majd az általános esetet vezessük vissza erre a speciális esetre a
következő leképezésen keresztül. A K test egy p határpontjához rendeljük
hozzá a gömb azon q határpontját, melyre a gömb q-beli támaszhipersíkja
párhuzamos a K test p-beli támaszhipersíkjával, és a testek a támaszhiper-
síkok ugyanazon oldalán helyezkednek el (ez a q pont feltevésünk szerint
egyértelmű).]
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7. fejezet

Konvex halmazok vetületei és
metszetei

7.1. Konvex halmazok vetületei
Ebben a fejezetben azt vizsgáljuk, hogy milyen mértékben határozzák meg
bizonyos vetületeik (árnyékaik) a konvex testeket. Vetítés alatt mindig me-
rőleges vetítést fogunk érteni. Mindenekelőtt bevezetünk néhány jelölést.
Legyen K ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, S ⊆ En pedig egy
lineáris altér. Ekkor a K halmaz S-re eső merőleges vetületét jelölje K|S.

7.1.1. Definíció. Az n-dimenziós euklideszi tér k-dimenziós lineáris altere-
inek halmazát jelölje G(n, k) minden 1 6 k 6 n esetén.

Legyen 1 6 k 6 n, legyen K ∈ Kn, és legyen S ∈ G(n, k). Vegyük
észre, hogy ha ismerjük a K|S vetületet, és T ⊆ S egy j-dimenziós lineáris
altér, ahol 1 6 j 6 k, akkor nyilván ismerjük a K|T vetületet is, hiszen
K|T = (K|S)|T . Ennélfogva pozitív eredmények igazolásánál elég az ala-
csony dimenziós vetületekkel foglalkozni (persze más út is lehetséges), míg
ellenpéldák konstruálásánál a magasabb dimenziós vetületekre érdemes kon-
centrálni. Példaként álljon itt két egyszerű állítás.

7.1.2. Állítás. Legyen 1 6 k 6 n − 1, és legyen K ∈ Kn. Ekkor K-t egy-
értelműen meghatározza az összes K|S vetülete, ahol S ∈ G(n, k). Valójában
K-t már egy adott, az origón átmenő egyenesre illeszkedő 2-dimenziós síkokra
eső merőleges vetületei is meghatározzák.

Bizonyítás. Az állítás első részét nyilván elég k = 1 esetén igazolni. Legyen
u ∈ Sn−1. Ha ismerjük a K|lu vetületet, ahol lu az origón átmenő, u irány-
vektorú egyenest jelöli, akkor persze ismerjük a K támaszfüggvényének h(u)
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és h(−u) értékeit. És mivel K-t a támaszfüggvénye egyértelműen meghatá-
rozza, ezért K-t az origón átmenő egyenesekre eső vetületei is egyértelműen
meghatározzák. Ebből egyébként egyszerűen következik az állítás második
része is. �

7.1.3. Állítás. Legyen 1 6 k 6 n − 1, és legyen S ⊆ G(n, k) véges halmaz.
Ekkor létezik olyan P ⊆ En konvex politóp, amelyet nem határoznak meg az
S-beli k-dimenziós lineáris alterekre eső vetületei.

Bizonyítás. Ezt az állítást viszont elég k = n− 1 esetén igazolni. Legyen P
olyan konvex politóp, amelynek egyik (n− 1)-dimenziós lapja sem merőleges
S lineáris altereire. Legyen továbbá Q = ∩{(P |S) × S⊥ | S ∈ S}. Ekkor Q
poliédrikus halmaz, P ⊆ Q és P |S = Q|S minden S ∈ S esetén. Megmutat-
juk, hogy P 6= Q. Valóban, ha x a P valamely (n − 1)-dimenziós lapjának
relatív belső pontja, akkor a P -re tett feltevés miatt x ∈ int((P |S) × S⊥)
minden S ∈ S esetén, vagyis x ∈ intQ. Ezek után tekintsük Q \ P valamely
y pontját, és legyen P ′ = conv(P ∪ {y}). Világos, hogy most P ′ egy olyan,
P -től különböző konvex politóp, melyre P ′|S = P |S minden S ∈ S esetén.
�

A következőkben azt vizsgáljuk, hogy ha egy kompakt, konvex halmaz
adott dimenziós vetületei rendelkeznek valamilyen tulajdonsággal, akkor ez
a tulajdonság fennáll-e magára a halmazra. Idézzük fel, hogy homotéciának
a pozitív arányú centrális hasonlóságokat és az eltolásokat nevezzük.

7.1.4. Tétel. Legyen 2 6 k 6 n−1, és legyenek K1, K2 ⊆ En konvex testek.
Ha K1|S homotetikus képe (eltoltja) K2|S-nek minden S ∈ G(n, k) esetén,
akkor K1 is homotetikus képe (eltoltja) K2-nek.

Bizonyítás. Mivel az a tulajdonság, hogy két halmaz homotetikus képe,
illetve eltoltja egymásnak vetítésinvariáns, ezért elég az állítást k = 2 esetén
igazolni.

Legyen az a1b1 szakasz a K1 halmaz egy átmérője. Az általánosság meg-
szorítása nélkül feltehetjük, hogy a1 = (0, 0, . . . , 0) és b1 = (1, 0, . . . , 0). Ek-
kor az x1 = 0 és x1 = 1 egyenletű H0 és H1 hipersíkok támaszhipersíkjai
K1-nek, és csak az a1 és b1 pontokban érintik K1-et. Toljuk el a K2 halmazt
úgy, hogy a H0 hipersík az origóban érintse K2-t, és mindkét konvex test a
H0 ugyanazon oldalán helyezkedjen el (ez az eltolás nem befolyásolja téte-
lünket). A K2 test H0-val párhuzamos másik támaszhipersíkjának egyenlete
legyen x1 = r. Nyilvánvaló módon r > 0.

Ezek után tekintsünk egy az x1 tengelyre illeszkedő 2-dimenziós S sí-
kot. Ekkor a K1|S és K2|S vetületeket a t = S ∩ H0 egyenes az origóban
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érinti, K1-nél ez az egyetlen érintési pont, és mivel K1|S és K2|S homote-
tikusak, ugyanez fennáll K2-re is. Ezért a homotécia vagy identitás, vagy
egy origó centrumú, egytől különböző arányú centrális nagyítás. Továbbá
vegyük észre, hogy a t-vel párhuzamos másik támaszegyenesek a b1, illetve
a b2 = (r, 0, . . . , 0) pontokban érintik K1|S-et és K2|S-et. Ebből követke-
zik, hogy a homotécia aránya r, és így K2|S = r(K1|S). Mivel ez minden
olyan 2-dimenziós S lineáris altérre igaz, amely tartalmazza az x1 tengelyt,
alkalmazva a 7.1.2. Állítás második részét, K2 = rK1 adódik.

Abban az esetben mikor a vetületek egymás eltoltjai, a már bizonyított
rész alapján K1 és K2 homotetikusak, ám ez nyilván csak úgy lehetséges, ha
K1 és K2 egymás eltoltjai. �

A fenti tétel felhasználásával egyszerűen bizonyíthatjuk, hogy ha egy kom-
pakt, konvex halmaz vetületei centrálszimmetrikusak, akkor maga a halmaz
is centrálszimmetrikus.

7.1.5. Állítás. Egy K ∈ Kn halmaz akkor és csak akkor centrálszimmetri-
kus, ha −K és K egymás eltoltjai.

Bizonyítás. Először tegyük fel, hogy K centrálszimmetrikus, legyen a cent-
ruma c. Ekkor x ∈ −K vagyis −x ∈ K ekvivalens azzal, hogy −x+2(c+x) ∈
K. Ez utóbbi viszont pontosan akkor áll fenn ha x ∈ −2c + K. Ebből kö-
vetkezik, hogy −K és K egymás eltoltjai.

Megfordítva, tegyük fel, hogy −K = −2c + K valamely c ∈ En esetén.
Most x ∈ K vagyis −x ∈ −K akkor és csak akkor, ha −x + 2c ∈ K,
vagyis x + 2(c − x) ∈ K. Így ebben az esetben K centrálszimmetrikus a c
centrummal. �

7.1.6. Tétel. Legyen 2 6 k 6 n − 1, és legyen K ⊆ En konvex test. Ha
K|S centrálszimmetrikus minden S ∈ G(n, k) esetén, akkor K maga is cent-
rálszimmetrikus.

Bizonyítás. Legyen K1 = K, és legyen K2 = −K. Ekkor minden S ∈
G(n, k) esetén K2|S = −K1|S. A 7.1.5. Állítás szerint K1|S és K2|S egymás
eltoltjai, hiszen K1|S centrálszimmetrikus. Ám ekkor K1 és K2 is egymás
eltoltjai a 7.1.4. Tétel miatt. Most alkalmazva ismét a 7.1.5. Állítást kapjuk,
hogy K1 = K centrálszimmetrikus. �

7.1.7. Tétel. Legyen 2 6 k 6 n−1, és legyen K ⊆ En konvex test. Ha K|S
gömb minden S ∈ G(n, k) esetén, akkor K maga is gömb.
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Bizonyítás. Legyen K1 = K, és legyen K2 = B egy n-dimenziós gömb.
A 7.1.4. Tétel szerint K és B homotetikusak, következésképpen K is egy
n-dimenziós gömb. �

Természetesen vetődik fel a kérdés, hogy ha egy konvex test vetülete-
it csak körülbelül ismerjük, akkor mit mondhatunk magáról a testről. Az
egyik nehézség ilyen típusú eredmények megfogalmazásánál a testek közöt-
ti távolság definiálása. Ez általában az adott szituációtól függ. Kezdjük
egy egyszerű példával, ahol a távolság egyszerűen a Hausdorff metrika (ld.
5.1.4. Definíció).

7.1.8. Állítás. Legyen 1 6 k 6 n− 1, legyenek K1, K2 ⊆ En konvex testek,
és legyen ε ∈ R+. Ha d(K1|S,K2|S) 6 ε minden S ∈ G(n, k) esetén, akkor
d(K1, K2) 6 ε.

Bizonyítás. Először is jegyezzük meg, hogy ha E1, E2 olyan kompakt, kon-
vex halmazok, melyekre d(E1, E2) 6 ε, akkor d(E1|S,E2|S) 6 ε is fennáll
bármely S lineáris altérre, hiszen a vetítés nem növeli a Hausdorff távolsá-
got. Ezért elég az állítást k = 1 esetén igazolni. Indirekt tegyük fel, hogy
d(K1|S,K2|S) 6 ε minden S ∈ G(n, 1) esetén, ám d(K1, K2) > ε. Ekkor az
indexek alkalmas megválasztása mellett létezik olyan x1 ∈ K1 pont, amely-
nek a K2 hozzá legközelebb eső x2 pontjától mért távolsága nagyobb, mint
ε. Tekintsük az x1x2 egyenessel párhuzamos, az origón átmenő t egyenest.
Most d(K1|t,K2|t) > ε, ami ellentmondás. �

Következő célunk a 7.1.4. Tétel stabilitás változatának bizonyítása. Elő-
ször az eltolás esetet tekintjük. Itt érdemes egy új távolságot bevezetni.

7.1.9. Definíció. Legyenek K1, K2 ∈ Kn. Ekkor a

dt(K1, K2) = inf{d(K1, K2 + x) | x ∈ En}

valós számot a K1 és K2 halmazok transzlációs Hausdorff távolságának ne-
vezzük.

Egyszerű számolással adódik, hogy tetszőleges K1 és K2 nem üres, kom-
pakt, konvex halmazokra a dt(K1, K2) transzlációs Hausdorff távolság defi-
níciójában infimum helyett minimumot is írhattunk volna.

7.1.10. Állítás. A dt függvényre igaz a háromszögegyenlőtlenség.
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Bizonyítás. Legyenek K1, K2, K3 ∈ Kn. Ekkor léteznek olyan x2, x3 ∈ En
vektorok, hogy dt(K1, K2) = d(K1, K2 + x2) és dt(K2, K3) = d(K2, K3 + x3).
Figyelembe véve, hogy a Hausdorff távolság metrika kapjuk, hogy

dt(K1, K3) 6 d(K1, K3 + x2 + x3)

= d(K1 − x2, K3 + x3)

6 d(K1 − x2, K2) + d(K2, K3 + x3)

= d(K1, K2 + x2) + d(K2, K3 + x3)

= dt(K1, K2) + dt(K2, K3). �

Megjegyezzük, hogy dt nem igazi metrika Kn-en.

7.1.11. Tétel (Groemer, 1987). Legyen n > 3, legyenek K1, K2 ⊆ En
konvex testek, és legyen ε ∈ R+. Ha most dt(K1|S,K2|S) 6 ε tetszőleges
S ∈ G(n, n− 1) esetén, akkor dt(K1, K2) 6 (1 + 2

√
2)ε.

Bizonyítás. Rögzítsünk egy S0 ∈ G(n, n − 1) hipersíkot, majd a K2 hal-
mazt toljuk el először S0-lal, utána pedig S⊥0 -vel párhuzamosan úgy, hogy
d(K1|S0, K2|S0) 6 ε és d(K1|S⊥0 , K2|S⊥0 ) 6 ε is teljesüljön. Legyenek H1 és
H2 olyan párhuzamos támaszhipersíkjai K1-nek és K2-nek, melyek távolsága
d(K1, K2), és amelyeknek mindkét test ugyanazon az oldalán helyezkedik el
(vö. 5.3.7. Állítás). Legyen továbbá S ∈ G(n, n − 1) olyan hipersík, amely
tartalmazza S⊥0 -t és merőlegesH1-re. Ekkor d(K1, K2) = d(K1|S,K2|S). Fel-
tevésünk szerint létezik olyan x ∈ S vektor, hogy d(K1|S, (K2|S) + x) 6 ε.

Tekintsük az x pont y és z vetületeit a T = S0∩S és S⊥0 lineáris altereken.
Ekkor

‖y‖ = d(K2|T, (K2|T ) + y)

6 d(K2|T,K1|T ) + d(K1|T, (K2|T ) + y)

6 d(K2|S0, K1|S0) + d(K1|S, (K2|S) + x)

6 ε+ ε = 2ε.

Hasonlóan,

‖z‖ = d(K2|S⊥0 , (K2|S⊥0 ) + z)

6 d(K2|S⊥0 , K1|S⊥0 ) + d(K1|S⊥0 , (K2|S⊥0 ) + z)

6 d(K2|S⊥0 , K1|S⊥0 ) + d(K1|S, (K2|S) + x)

6 ε+ ε = 2ε.
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Következésképpen ‖x‖ 6 2
√

2ε, ahonnan

dt(K1, K2) 6 d(K1, K2)

= d(K1|S,K2|S)

6 d(K1|S, (K2|S) + x) + d((K2|S) + x,K2|S)

6 ε+ 2
√

2ε. �

Vegyük észre, a 7.1.11. Tételben nem szükséges minden S ∈ G(n, n − 1)
hipersíkra eső vetületre fennállni, hogy dt(K1|S,K2|S) 6 ε, hanem ezt elég
egyetlen S0 ∈ G(n, n− 1) hipersíkra, valamint az erre merőleges hipersíkokra
eső vetületekről feltenni.

Ezek után áttérünk a homotetikus eset tárgyalására. Itt egy nem-szim-
metrikus távolsággal célszerű dolgozni.

7.1.12. Definíció. Legyenek K1, K2 ∈ Kn. Ekkor a

dh(K1, K2) = inf{dt(K1, aK2) | a ∈ R+}

valós számot a K1 és K2 halmazok homotetikus Hausdorff távolságának ne-
vezzük.

Nem nehéz megmutatni, hogy tetszőleges K1 és K2 nem üres, kompakt,
konvex halmazokra a dh(K1, K2) homotetikus Hausdorff távolság definíciójá-
ban infimum helyett minimumot is írhattunk volna.

7.1.13. Tétel (Groemer, 1987). Legyen n > 3, legyenek K1, K2 ⊆ En
konvex testek, és legyen ε ∈ R+. Ha most dh(K1|S,K2|S) 6 ε tetszőleges
S ∈ G(n, n− 1) esetén, akkor

dh(K1, K2) 6 (1 + 2R(K2)/r(K2))(1 + 2
√

2)ε,

ahol r(K2) és R(K2) a K2 halmaz beírt és körülírt gömbjének sugara.

Bizonyítás. Rögzítsünk egy S0 ∈ G(n, n − 1) hipersíkot. A K2 halmazra
alkalmazzunk egy olyan homotéciát, hogy d(K1|S0, K2|S0) 6 ε teljesüljön.
Nyilván minden S ∈ G(n, n − 1) hipersíkra létezik olyan a > 0, melyre
dt(K1|S, (aK2)|S) 6 ε. Így ha S ∈ G(n, n−1) egy S0-ra merőleges hipersík és
T = S ∩ S0, akkor d(K1|T,K2|T ) 6 ε és dt(K1|T, (aK2)|T ) 6 ε. Alkalmazva
a 7.1.10. Állítást,

dt(K2|T, (aK2)|T ) 6 dt(K2|T,K1|T ) + dt(K1|T, (aK2)|T ) 6 ε+ ε = 2ε.
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Ebből az 5.3.7. Állítást figyelembe véve következik, hogy K2|T és (aK2)|T
egy alkalmas eltoltjának támaszfüggvényei bármely u ∈ Sn−1 vektorra leg-
feljebb 2ε-nal térhetnek el egymástól. Ám egy nem üres, kompakt, konvex
halmaz támaszfüggvényének az u és −u vektorokon felvett értékeinek összege
éppen a halmaz u irányú szélessége, ennélfogvaK2|T és (aK2)|T egy alkalmas
eltoltjának szélességei bármely u ∈ Sn−1 irányban legfeljebb 4ε-nal térhetnek
el egymástól. Mivel K2|T és (aK2)|T homotetikusak, ezért maximális szé-
lességeik ugyanabban az irányokban vétetnek fel, így a 6.1.4. Állítás szerint
| diam((aK2)|T )− diam(K2|T )| 6 4ε, ahonnan

|a− 1| 6 4ε

diam(K2|T )
6

2ε

r(K2)
.

Legyen x ∈ S olyan vektor, hogy az L = (K2|S) + x halmaz körülírt gömb-
jének középpontja az origó. Most az 5.3.7. Állítást felhasználva

dt(K2|S, (aK2)|S) 6 d(L, aL)

= max
u∈Sn−1

|haL(u)− hL(u)|

6 |a− 1| max
u∈Sn−1

hL(u)

6 |a− 1|R(K2)

6 2εR(K2)/r(K2),

ahol hL az L halmaz támaszfüggvénye. Így

dt(K1|S,K2|S) 6 dt(K1|S, (aK2)|S) + dt((aK2)|S,K2|S)

6 ε+ 2εR(K2)/r(K2).

Ez fennáll minden S0-ra merőleges S ∈ G(n, n− 1) hipersíkra, és feltevésünk
szerint d(K1|S0, K2|S0) 6 ε is igaz. Ennélfogva a 7.1.11. Tételt (az utána
tett megjegyzéssel) alkalmazva az állítás adódik. �

7.1.14. Következmény. Legyen n > 3, legyen K ⊆ En konvex test, és
legyen ε ∈ R+. Ha d(K|S,BS) 6 ε minden S ∈ G(n, n−1) esetén, valamilyen
BS ⊆ S gömbre, akkor létezik olyan n-dimenziós B gömb, amelyre d(K,B) 6
3(1 + 2

√
2)ε.

Térjünk vissza egy kicsit a 7.1.4. Tételhez. Bizonyára feltűnt, hogy kizár-
tuk a k = 1 esetet. Valóban, ekkor a tétel állítása hamis, ugyanis tetszőleges
K ⊆ En konvex testreK és −K vetületei bármely egyenesen egyforma hosszú
szakaszok, ám a 7.1.5. Állítás szerint K és −K akkor és csak akkor egymás
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eltoltjai, ha K centrálszimmetrikus. Így bármely nem centrálszimmetrikus,
kompakt, konvex halmaz (vagy akár konvex politóp) ellenpélda.

A K halmaznak egy u ∈ Sn−1 irányvektorú egyenesre eső merőleges
vetületének a hossza nem más, mint a halmaz u irányú wK(u) szélessé-
ge. Ám a szélesség egyszerűen kifejezhető a támaszfüggvény segítségével,
wK(u) = hK(u) + hK(−u) minden u ∈ Sn−1 esetén. Ezért az 5.3.5. Állítás
szerint ha 0 6 t 6 1, akkor htK+(1−t)(−K) = thK + (1 − t)h−K , és mivel
w−K = wK , így

wtK+(1−t)(−K) = twK + (1− t)w−K = wK .

Ebből következik, hogy minden olyan K ∈ Kn halmazra, amely nem centrál-
szimmetrikus, kontinuum sok olyan kompakt, konvex halmaz létezik, melyek
páronként nem egymás eltoltjai, és amelyek 1-dimenziós vetületeinek hosszai
megegyeznek a K megfelelő 1-dimenziós vetületeinek hosszaival. Valóban,
indirekt tegyük fel, hogy valamely 0 6 s < t 6 1 valós számokhoz létezik
olyan x ∈ En vektor, amelyre sK + (1 − s)(−K) = tK + (1 − t)(−K) + x.
Most az 5.3.4. és 5.3.5. Állításokat többször alkalmazva

sK + (1− t)(−K) + (t− s)(−K) = sK + (1− t)(−K) + (t− s)K + x,

és így (t− s)(−K) = (t− s)K+x adódik. Ám ez a 7.1.5. Állítás szerint csak
akkor lehetséges, ha K centrálszimmetrikus, ellentmondás.

7.2. Konvex halmazok metszetei
Most azt fogjuk vizsgálni, hogy mit mondhatunk egy kompakt, konvex hal-
mazról, ha vetületei helyett bizonyos lineáris alterekkel vett metszeteit ismer-
jük. Bár első látásra a két probléma távol esik egymástól, a 3.4. fejezetben
bevezetett polaritás miatt a kapcsolat mégis szoros. Nem nehéz belátni, hogy
tetszőleges K ⊆ En az origót belső pontként tartalmazó, kompakt, konvex
halmazra és S lineáris altérre K∗ ∩ S = (K|S)∗. Valóban, az 5.3.6. Tétel
szerint (az ottani jelöléseket megtartva) minden u ∈ S ∩ Sn−1 esetén

gK∗∩S(u) = gK∗(u) = hK(u) = hK|S(u) = g(K|S)∗(u).

Azonban, meglepő módon, nagyon kevés esetben tudunk visszavezetni egy
metszetekről szóló tételt egy már ismert, vetületekről szóló tételre.

Mivel egy konvex testet az összes lineáris altérrel vett metszetei nyilván
egyértelműen meghatároznak, így rögtön a 7.1.4. Tétel megfelelőjének bizo-
nyításával kezdünk. Azonban mindjárt az elején jegyezzük meg, hogy ha a
K1 és K2 konvex testek egymás eltoltjai, akkor ez nem feltétlenül áll fenn
egy adott S lineáris altérrel vett K1 ∩ S és K2 ∩ S metszeteikre is.
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7.2.1. Tétel (Burton, 1976). Legyen 2 6 k 6 n−1, és legyenek K1, K2 ⊆
En konvex testek. Ha K1 ∩ S homotetikus képe (eltoltja) K2 ∩ S-nek minden
S ∈ G(n, k) esetén, akkor K1 is homotetikus képe (eltoltja) K2-nek.

Bizonyítás. A tétel előtt tett megjegyzés ellenére elég az állítást k = 2
esetén igazolni. Valóban, tegyük fel, hogy 2-dimenziós metszetekre már iga-
zoltuk az állítást, és tudjuk, hogy valamely k > 2 egész számra K1∩S homo-
tetikus képe (eltoltja) K2 ∩ S-nek minden S ∈ G(n, k) esetén. Legyen T egy
(n− k + 2)-dimenziós lineáris altér, Q pedig annak egy 2-dimenziós lineáris
altere. Legyen továbbá U az a k-dimenziós lineáris altér, amely tartalmaz-
za T⊥-t és Q-t is. Feltevésünk szerint K1 ∩ U homotetikus képe (eltoltja)
K2 ∩ U -nak, és így ezeknek a halmazoknak a T -re eső merőleges vetületei is
rendelkeznek ugyanezzel a tulajdonsággal, vagyis (K1 ∩ U)|T = (K1|T ) ∩ Q
homotetikus képe (eltoltja) (K2∩U)|T = (K2|T )∩Q-nak mindenQ ∈ G(n, 2),
Q ⊆ T altérre. Most alkalmazva tételünket a (megelőlegezett) k = 2 esetre
kapjuk, hogy K1|T homotetikus képe (eltoltja) K2|T -nek. Ám ez minden
T ∈ G(n, n − k + 2) lineáris altérre fennáll, így a 7.1.4. Tételből következik,
hogy K1 is homotetikus képe (eltoltja) K2-nek.

(a) Először tegyük fel, hogy K1 és K2 is a belsejében tartalmazza az ori-
gót. Helyettesítsük K2-t r0K2-vel, ahol r0 az a legnagyobb pozitív szám,
melyre r0K2 ⊆ K1. Most K1-nek és K2-nek létezik legalább egy közös H
támaszhipersíkja. Legyenek H1 = K1 ∩H és H2 = K2 ∩H. Ekkor H2 ⊆ H1

nyilván. Ha H valamely l egyenese H2-t egyetlen pontban, H1-et viszont sza-
kaszban metszené, akkor az origón átmenő és l-re illeszkedő 2-dimenziós sík
nem metszhetné K1-et és K2-t homotetikus halmazokban. Ebből következik,
hogy vagy H1 = H2, vagy pedig H1 és H2 egy egyenesen fekvő szakaszok.
Valóban, ha dimH2 6 1, akkor ez magától értetődik. Ezután indirekt tegyük
fel, hogy dimH2 > 2, és H1 6= H2. Ekkor nyilván létezik olyan 2-dimenziós
H̄ ⊆ H sík, hogy dim(H2 ∩ H̄) = 2 és H1 ∩ H̄ 6= H2 ∩ H̄. Vegyük észre,
hogy H2 ∩ H̄ relatív határán legfeljebb megszámlálható sok szakasz van, hi-
szen minden i pozitív egész számra a legalább 1/i hosszú szakaszok száma
véges, és megszámlálható sok véges halmaz uniója legfeljebb megszámlálha-
tó halmaz. Ezért szükségképpen létezik olyan t ⊆ H̄ egyenes, amely átmegy
(relint(H1 ∩ H̄)) \ (H2 ∩ H̄) valamely pontján, nem párhuzamos a H2 ∩ H̄ re-
latív határán lévő szakaszok egyikével sem, és diszjunkt a H2 ∩ H̄ halmaztól.
Világos, hogy egy ilyen t egyenes eltolható úgy, hogy (H1 ∩ H̄) ∩ t szakasz,
ám (H2 ∩ H̄) ∩ t egyetlen pont legyen, ellentmondás.

Mindkét fenti esetben található olyan, a H1 és a H2 halmaz H-ra vonatko-
zó relatív határához is hozzátartozó a pont, hogy esetleg egyetlen l0 egyenes
kivételével, a H hipersík bármely a-ra illeszkedő l egyenese vagy az a pont-
ban, vagy pedig a végpontú, ugyanazon az a-ból kiinduló félegyenesen fekvő
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szakaszokban metszi mind a H1, mind pedig a H2 halmazokat. H1 = H2

esetén például legyen a a H1 egy extremális pontja, míg a másik esetben a
H2 szakasz tetszőleges pontja.

Messe az a pontot az origóval összekötő l1 egyenes K1-et és K2-t másod-
szor a b1 és b2 pontokban. Ekkor b2−a = r(b1−a) valamely r pozitív számra.
Most tekintsünk egy, az l1-et tartalmazó, a H-t egy l0-tól különböző l egye-
nesben metsző, 2-dimenziós S síkot. Az l egyenes támaszegyenese a K1∩S és
K2∩S halmazoknak, és ezek a halmazok l ugyanazon oldalán vannak S-ben.
Továbbá l vagy az a pontban vagy pedig egy a-ból kiinduló félegyenesen fekvő
szakaszokban metszi aH1 ésH2 halmazokat. Ebből következik, hogy aK1∩S
és K2 ∩ S halmazok közötti homotécia vagy identitás, vagy egy a centrumú,
r 6= 1 arányú centrális nagyítás, vagyis (K2 ∩ S)− a = r((K1 ∩ S)− a). Ez
az összefüggés, legfeljebb egy kivétellel, minden S ∈ G(n, 2) és l1 ⊆ S esetén
fennáll. Azonban egyetlen kivétel nem lehet, hiszen tetszőleges K ′ ⊆ En kon-
vex testre és tetszőleges, legfeljebb (n− 1)-dimenziós H ′ affin altérre nyilván
K ′ = cl((intK ′)\H ′), így K2−a = r(K1−a), azaz K1 és K2 homotetikusak.

(b) Áttérünk annak az esetnek az igazolására, amikor K1 és K2 egyike
sem tartalmazza az origót. Tetszőleges K halmazra jelölje R(K) az origó-
ból induló, a K halmazt metsző félegyenesek unióját. Állítjuk, hogy vagy
R(K1) = R(K2), vagy pedig R(K1) = −R(K2). Legyen t egy, az origóra
illeszkedő, K1-től diszjunkt egyenes. Most o 6∈ K1|t⊥, így a 2.2.10. Állítás
szerint t⊥-ben létezik olyan ((n − 2)-dimenziós) hipersík, amely szigorúan
elválasztja a K1|t⊥ halmazt az origótól. De ekkor t⊥-ben szükségképpen
létezik olyan, az origóra illeszkedő t′ egyenes is, amely szintén diszjunkt a
K1|t⊥ halmaztól, és így (t + t′) ∩ K1 = ∅. Ebből következik, hogy egy,
az origóra illeszkedő t egyenes pontosan akkor diszjunkt K1-től, ha létezik
olyan S ∈ G(n, 2), t ⊆ S sík, amely szintén diszjunkt K1-től. Ám egy 2-
dimenziós lineáris altér pontosan akkor nem metszi K1-et, ha nem metszi
K2-t sem, ezért a K1-et, illetve K2-t metsző, az origón átmenő egyenesek
halmazai megegyeznek, vagyis −R(K1)∪R(K1) = −R(K2)∪R(K2). Viszont
a 2.2.10. Állítással összhangban létezik olyan, az origóra illeszkedő hipersík,
amely diszjunkt K1-től. Ez a hipersík szigorúan elválasztja az R(K1)\{o} és
a −R(K1)\{o} halmazokat, ennélfogva K1 a −R(K1)∪R(K1) kettős kúpnak
csak az egyik felét metszheti. Ugyanez elmondható a K2 halmazra is, amiből
az állítás adódik.

Először tegyük fel, hogy R(K1) = R(K2). Legyen l egy, az origóból induló
félegyenes R(K1) határán, H pedig R(K1)-nek egy l-re illeszkedő támaszhi-
persíkja (vö. 2.2.4. Következmény). Legyenek továbbá a1 és a2 az l ∩ K1

és l ∩K2 halmazoknak az origótól legtávolabb eső pontjai. Ekkor a2 = ra1
valamely r pozitív számra. Tekintsünk egy tetszőleges olyan S ∈ G(n, 2),
l ⊆ S, S 6⊆ H alteret, amelyre intR(K1) ∩ S 6= ∅, és amely ezért R(K1)-et
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2-dimenziós halmazban metszi. Ezt a metszethalmazt az l és egy l′ félegyenes
határolja. Az (rK1)∩S és K2 ∩S halmazok feltevésünk szerint homotetiku-
sak. Világos, hogy az a2 = ra1 pont ennek a homotéciának szükségképpen
fixpontja, az l′-t tartalmazó egyenes pedig fixegyenese. Mivel a2 6∈ l′, így a
homotécia csak identitás lehet, vagyis (rK1) ∩ S = K2 ∩ S. Ebből követke-
zik, hogy x ∈ int(rK1) ⊆ intR(K1) esetén x ∈ K2, azaz int(rK1) ⊆ K2, és
hasonlóan, intK2 ⊆ rK1. Ennélfogva rK1 = K2.

Ezek után tegyük fel, hogy R(K1) = −R(K2). Legyenek

α1 = sup{α ∈ R+ | K2 ∩ (−αK1) 6= ∅},
α2 = inf{α ∈ R+ | K2 ∩ (−αK1) 6= ∅}.

A 2.2.5. Állítás alapján i = 1 és i = 2 esetén létezik olyan bi2 ∈ K2∩(−αiK1)
pont és a bi2 pontra illeszkedő olyan Hi2 hipersík, amely elválasztja K2-t és
−αiK1-et egymástól. Legyenek i = 1 és i = 2 esetén bi1 = − 1

αi
bi2 és Hi1 =

− 1
αi
Hi2. Ekkor i = 1 és i = 2 esetén Hi1 és Hi2 a K1 és K2 halmazoknak

párhuzamos támaszhipersíkjai ugyanarról az oldalról a bi1 és bi2 pontokban.
Vegyük észre, hogy a H11, H21, H12, H22 hipersíkok nem mennek át az origón,
továbbá H11 6= H21 és H12 6= H22 (ld. 7.2.1. ábra).

−α2K1 K1−α1K1

K2

b12
b11b22

b21

H12 H22 H11 H21

7.2.1. ábra.

Tekintsünk i = 1 és i = 2 esetén egy, a bi1 ponton átmenő l ⊆ Hi1

egyenest, és legyen S az origót és az l egyenest tartalmazó 2-dimenziós sík.
Legyen továbbá l′ = −αil. Mivel l és l′ a homotetikus K1 ∩ S és K2 ∩ S
halmazok párhuzamos támaszegyenesei ugyanarról az oldalról, ezért ezek az
egyenesek vagy szakaszokban vagy egy-egy pontban metszik K1 ∩ S-et és
K2 ∩S-et. Ebből következik, hogy i = 1 és i = 2 esetén K1 ∩Hi1 és K2 ∩Hi2

ugyanolyan dimenziós, párhuzamos affin altereket feszítenek ki. Most két
eset lehetséges.
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(1) Tegyük fel, hogy dim(K1 ∩H11) < n− 1 vagy dim(K1 ∩H21) < n− 1,
mondjuk dim(K1 ∩ H11) < n − 1. Legyen H egy, az origóra illeszkedő,
a K1 ∩ H11 és K2 ∩ H12 halmazokat tartalmazó hipersík, l pedig a b11 és
b12 pontokat összekötő egyenes. Tekintsünk egy olyan 2-dimenziós S síkot,
amely tartalmazza l-et, de nincs benne H-ban, vagyis amelyre S∩H = l. Az
S ∩H11 és az S ∩H12 egyenesek a homotetikus K1 ∩ S és K2 ∩ S halmazok
párhuzamos támaszegyenesei ugyanarról az oldalról, és ezek az egyenesek
csak a b11 és b12 pontokban metszik K1 ∩ S-et és K2 ∩ S-et. Így a homotécia
b11-et b12-be viszi, azaz l fixegyenes. Világos, hogy l metszi a K1 és K2

halmazok belsejét, ellenkező esetben lennének olyan 2-dimenziós homotetikus
metszetek, amelyeket l elválasztana, és ekkor persze l nem lehetne fixegyenes.
Tekintsük azt az egyértelmű homotéciáját En-nek, amely K1 ∩ l-et K2 ∩ l-
be viszi. Ez a homotécia minden fenti S ∈ G(n, 2)-re K1 ∩ S-et K2 ∩ S-be
viszi, és így K1 \ H-t K2 \ H-ra képezi. Ebből következik, hogy K1 és K2

homotetikusak.
(2) Tegyük fel, hogy dim(K1 ∩H11) = dim(K1 ∩H21) = n− 1. Belátjuk,

hogy ekkor −α1(K1∩H11) = K2∩H12 és −α2(K1∩H21) = K2∩H22. Ehhez
elég megmutatni, hogy ha a fenti egyenlőségek közül valamelyik, például az
első nem állna fenn, akkor létezne olyan S ∈ G(n, 2) sík, hogy az S ∩H11 és
S ∩H12 párhuzamos egyenesek, amelyek ugyanarról az oldalról támaszegye-
nesei aK1∩S ésK2∩S halmazoknak, e halmazok egyikét pontban, a másikat
pedig szakaszban metszenék, vagyis e halmazok nem lehetnének homotetiku-
sak. Az S síkot az (a) pont elején alkalmazott gondolatmenethez hasonlóan
konstruálhatjuk meg. Legyenek K ′1 = −α1(K1 ∩ H11) = (−α1K1) ∩ H12 és
K ′′1 = K2 ∩ H12. Azt mindenesetre tudjuk, hogy K ′1 és K ′′1 dimenziója is
n − 1. Ha K ′1 6= K ′′1 , akkor nyilván létezik olyan 2-dimenziós H̄ ⊆ H12 sík,
amely metszi a K ′1 és K ′′1 halmazok relatív belsejét, és amely tartalmaz egy
x ∈ ((relintK ′1) \K ′′1 ) ∪ ((relintK ′′1 ) \K ′1) pontot. Világos, hogy x a K ′1 és
K ′′1 halmazok egyikének relatív belső pontja, míg a másik halmaz nem tar-
talmazza x-et. Most az (a) pont elejéhez hasonlóan található olyan t ⊆ H̄
egyenes, amely a K ′1 és K ′′1 halmazok egyikét szakaszban, a másikat pedig
egyetlen pontban metszi. Ezek után legyen S a t és a − 1

α1
t egyenesek által

kifeszített, az origóra illeszkedő 2-dimenziós sík. Az így megkonstruált S sík
nyilván megfelel a kívánalmaknak.

Módosítsuk i = 1 és i = 2 esetén a bi1 és bi2 pontokat (ha szükséges)
úgy, hogy bi1 ∈ relint(K1 ∩ Hi1), bi2 ∈ relint(K2 ∩ Hi2), és persze bi2 =
−αibi1 teljesüljön. Legyen S egy az origóra, valamint a b11 és b21 pontokra
illeszkedő 2-dimenziós sík. A K1 ∩ S és K2 ∩ S halmazok feltevésünk szerint
homotetikusak, mondjuk az r aránnyal. Legyenek i = 1 és i = 2 esetén
si1 = K1 ∩Hi1 ∩ S és si2 = K2 ∩Hi2 ∩ S. Most i = 1 és i = 2 esetén az si1
és si2 szakaszok nem elfajulók, és hosszaikra r|si1| = |si2|. Másrészt i = 1

115



és i = 2 esetén −αi(K1 ∩Hi1) = K2 ∩Hi2, ennélfogva αi|si1| = |si2|. Ebből
következik, hogy α1 = r = α2, ellentmondás. Így ez az eset nem fordulhat
elő.

(c) Tegyük fel, hogy a K1 és K2 halmazok legalább egyike tartalmazza az
origót. Ekkor a másik halmaz is tartalmazza az origót, különben a 2.2.10. Ál-
lítással összhangban létezne olyan 2-dimenziós lineáris altér, amely a K1 és
K2 halmazok egyikét metszené, ám a másiktól diszjunkt lenne. Azzal az
esettel már foglalkoztunk, amikor a K1 és K2 halmazok a belsejükben tartal-
mazzák az origót, így most legyen az origó mondjuk a K1 határán. Tekintsük
a K1 halmaz egy, az origón átmenő H1 támaszhipersíkját, és legyen H2 a K2

halmaz azon H1-el párhuzamos támaszhipersíkja, amelynek ugyanazon az
oldalán van K2, mint H1-nek K1. Most két eset lehetséges.

(1) Tegyük fel, hogy H1 6= H2. A (b) esetnél elmondottakhoz hasonlóan
K1 ∩H1 és K2 ∩H2 itt is ugyanolyan dimenziós, párhuzamos affin altereket
feszítenek ki. Ha dim(K1 ∩H1) > 1 lenne, akkor létezne olyan S ∈ G(n, 2),
hogy az S∩H1 és S∩H2 párhuzamos egyenesek, amelyek ugyanarról az oldal-
ról támaszegyenesei a K1 ∩S és K2 ∩S halmazoknak, K1 ∩S-et szakaszban,
K2∩S-et pedig pontban metszenék (megint ugyanazt a gondolatmenetet kell
követni, mint az (a) pont elején), vagyis e halmazok nem lehetnének homo-
tetikusak. Ezért dim(K1 ∩ H1), dim(K2 ∩ H2) 6 1. Legyenek u ∈ K2 ∩ H2

és l az origót az u ponttal összekötő egyenes. Világos, hogy l nincs benne
H1-ben és H2-ben sem, továbbá o, u ∈ K2 miatt K2 ∩ l szakasz. Legyen S0

egy olyan 2-dimenziós sík, amely tartalmazza K1 ∩H1-et és K2 ∩H2-t. Ezek
után tekintsünk egy, az l-re illeszkedő, S0-tól különböző 2-dimenziós S síkot.
Mivel (K1∩H1)∩S és (K2∩H2)∩S pontok, így K1∩S-et K2∩S-be En azon
egyértelmű homotéciája viszi, melynél a K1∩ l szakasz képe K2∩ l. Azonban
ez a homotécia K1-et K2-be viszi.

(2) Tegyük fel, hogy H1 = H2. HaK1∩H1 ésK2∩H2 legalább egyike nem
csak az origóból áll, akkor létezik az origóra illeszkedő olyan l ⊆ H1 egyenes,
amely a K1 és K2 halmazok egyikét szakaszban metszi. Ez az l egyenes
a másik halmazt is nyilván szakaszban metszi. Tekintsük azt az egyértelmű
homotéciáját En-nek, amely K1∩ l-et K2∩ l-be viszi. Ez a homotécia minden
S ∈ G(n, 2), l ⊆ S, S 6⊆ H1 eseténK1∩S-etK2∩S-be viszi. Ebből következik,
hogy K1 és K2 homotetikusak.

Ha K1 ∩ H1 és K2 ∩ H2 is csak az origóból áll, akkor tekintsünk egy,
az origót a K1 valamely belső pontjával összekötő l egyenest, valamint azt
az egyértelmű homotéciáját En-nek, amely K1 ∩ l-et K2 ∩ l-be viszi. Ez a
homotécia minden S ∈ G(n, 2), l ⊆ S esetén K1 ∩ S-et K2 ∩ S-be viszi, így
K1 képe is K2 lesz.

Ha K1 ∩ S eltoltja K2 ∩ S-nek minden S ∈ G(n, 2) esetén, akkor a bi-
zonyítás eddigi része szerint K1 homotetikus képe K2-nek. Ha a homotécia
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aránya λ 6= 1, akkor tekintsünk egy, a homotécia c centrumát tartalmazó,
és a K2 belsejét metsző S0 ∈ G(n, 2) síkot. Most K1 − c = λ(K2 − c), így
(K1∩S0)−c = λ((K2∩S0)−c), és dim(K1∩S0) = 2 persze. Másrészt feltevé-
sünk szerint K1∩S0 és K2∩S0 egymás eltoltjai, vagyis λ = 1, ellentmondás.
Ebből következik, hogy K1 és K2 egymás eltoltjai. �

Az a feltevés, hogy K1∩S eltoltja K2∩S-nek minden S ∈ G(n, k) esetén,
nem vonja maga után a K1 = K2 egyenlőséget. Valóban, legyen K1 egy, az
origótól különböző centrumú gömb, és legyen K2 = −K1.

7.2.2. Tétel. Legyen 2 6 k 6 n − 1, és legyen K ⊆ En konvex test. Ha
K ∩ S centrálszimmetrikus minden S ∈ G(n, k) esetén, akkor K maga is
centrálszimmetrikus.

Bizonyítás. Legyen K1 = K, és legyen K2 = −K. Ekkor minden S ∈
G(n, k) esetén K2 ∩ S =−(K1 ∩ S). A 7.1.5. Állítás szerint K1 ∩ S és K2 ∩ S
egymás eltoltjai, hiszen K1 ∩ S centrálszimmetrikus. Ám ekkor K1 és K2

is egymás eltoltjai a 7.2.1. Tétel miatt. Alkalmazva ismét a 7.1.5. Állítást
kapjuk, hogy K1 = K centrálszimmetrikus. �

7.2.3. Tétel. Legyen 2 6 k 6 n − 1, és legyen K ⊆ En az origót belső
pontként tartalmazó konvex test. Ha K ∩S gömb minden S ∈ G(n, k) esetén,
akkor K maga is gömb.

Bizonyítás. Legyen K1 = K, és legyen K2 = B egy origó középpontú,
n-dimenziós gömb. A 7.2.1. Tétel szerint K és B homotetikusak, követke-
zésképpen K is egy n-dimenziós gömb. �

Megjegyezzük, hogy a 7.2.3. Tételben az o ∈ intK feltétel elhagyható,
vagyis ha 2 6 k 6 n− 1, és egy K ⊆ En konvex testre K ∩ S gömb minden
olyan S ∈ G(n, k) esetén, amelyre (intK) ∩ S 6= ∅, akkor K gömb.

7.3. Ellipszoid karakterizációs tételek
Fő célunk a 7.1.7. és 7.2.3. Tételek kiterjesztése lesz ellipszoidokra. Ellipszoi-
doknak a gömb affin képeit nevezzük. A koordinátarendszer alkalmas megvá-
lasztásával En minden ellipszoidja előáll

∑n
i=1 x

2
i /a

2
i 6 1 alakban. Valóban,

egy A nem szinguláris lineáris transzformációra 〈Ax,Ax〉 6 1 ekvivalens az-
zal, hogy 〈A>Ax, x〉 6 1, és itt tekinthetjük a pozitív definit, szimmetrikus
A>A mátrix főtengelytranszformáltját.
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7.3.1. Tétel. Legyen 2 6 k 6 n−1, és legyen K ⊆ En konvex test. Ha K|S
ellipszoid minden S ∈ G(n, k) esetén, akkor K maga is ellipszoid.

Bizonyítás. Elég az állítást k = n − 1 esetén igazolni. Valóban, ha min-
den k-dimenziós vetület ellipszoid, akkor (megelőlegezett) állításunk szerint
a (k + 1)-dimenziós vetületek is ellipszoidok, és így teljes indukcióval maga
K is ellipszoid lesz.

Legyen aa′ a K egy átmérője. Az általánosság megszorítása nélkül fel-
tehetjük, hogy a = (1, 0, . . . , 0) és a′ = (−1, 0, . . . , 0). Ekkor az x1 = 1 és
x1 = −1 egyenletű hipersíkok támaszhipersíkjai K-nak.

Legyen H egy az aa′ egyenessel párhuzamos támaszhipersíkja K-nak, S
pedig egy a H-ra merőleges, az aa′ egyenest tartalmazó hipersík. A K|S
vetület ellipszoid S-ben, és aa′ tengelye ennek az ellipszoidnak, hiszen egy
ellipszoid tengelyei pontosan azok a húrok, amelyek végpontjaira illeszkedő
támaszhipersíkok merőlegesek a húrra. H ∩ S támaszhipersíkja K|S-nek
(S-ben), egyetlen pontban metszi K|S-et, és ez a pont nyilván benne van
az x1 = 0 egyenletű H0 hipersíkban. Ebből következik, hogy H ∩ K is
benne van a H0 hipersíkban. Mivel ez az aa′ egyenessel párhuzamos bármely
H hipersíkra fennáll, ezért a K halmaznak a H0 hipersíkra eső merőleges
vetülete, amely egy E ellipszoid, megegyezik K ∩ H0-val. Az E ellipszoid
középpontja szükségképpen az origó, hiszen ha H ∩S támaszhipersíkja K|S-
nek, akkor −(H ∩ S) is az.

Tekintsünk egy olyan ϕ affinitást, amely az aa′ egyenest pontonként fixen
hagyja, E-t pedig egy origó középpontú, az x1 = 0 egyenletű hipersíkban
fekvő B gömbbe viszi. Legyen bb′ a B gömb egy átmérője. A bb′ átmérőre a
végpontjaiban emelt merőleges hipersíkok támaszhipersíkjai ϕK-nak, hiszen
a ϕ−1 leképezésnél vett képük támaszhipersíkjai K-nak (ui. párhuzamosak
aa′-vel, és az x1 = 0 egyenletű hipersíkkal vett metszetük érintik E-t).

A ϕK halmaz vetületei szintén ellipszoidok, így alkalmazva az előző bekez-
dés gondolatmenetét ϕK-ra és bb′-re kapjuk, hogy bb′ szakaszfelező merőleges
hipersíkja ϕK-t egy E ′ ellipszoidban metszi. Az E ′ ellipszoidnak aa′ nyilván
tengelye. Ennélfogva az aa′ egyenest tartalmazó, aff E ′-beli 2-dimenziós sí-
kok olyan ellipszisekben metszik ϕK-t, amelyek egyik tengelye aa′, a másik
pedig B egy átmérője. Még vegyük észre, hogy bármely, az aa′ egyenest
tartalmazó 2-dimenziós S síkra a bb′ átmérő alkalmas választásával elérhető,
hogy S ⊆ aff E ′ legyen. Ebből következik, hogy ϕK forgásellipszoid, és így
K ellipszoid. �

A 7.2.3. Tétel kiterjesztése kicsit bonyolultabb. Először azt az esetet
fogjuk tekinteni, amikor K a belsejében tartalmazza az origót.
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7.3.2. Állítás. Legyen 2 6 k 6 n − 1, és legyen K ⊆ En az origót belső
pontként tartalmazó konvex test. Ha K ∩ S ellipszoid minden S ∈ G(n, k)
esetén, akkor K maga is ellipszoid.

Bizonyítás. Mivel a k-dimenziós ellipszoidok 2-dimenziós metszetei ellipszi-
sek, ezért elég az állítást k = 2 esetén igazolni.

Legyen g egy az origóra illeszkedő egyenes, és messe g a K határát a q1
és q2 pontokban. Legyenek továbbá H1 és H2 a K halmaz támaszhipersík-
jai q1-ben és q2-ben. Mivel a g-re illeszkedő 2-dimenziós síkok ellipszisekben
metszik K-t, így K ∩H1 = {q1} és K ∩H2 = {q2}. Ebből következik, hogy
az (n − 2)-dimenziós (esetleg ideális) L = H1 ∩ H2 affin altér diszjunkt K-
tól. Euklideszi terünket bővítsük ki az ideális térelemekkel, és e projektív
térben legyen p az origónak a q1 és q2 pontokra vonatkozó harmonikus társa
a g egyenesen. Most válasszuk ideális hipersíknak az L altérre és a p pontra
illeszkedő hipersíkot, amely persze nem metszi K-t. Elhagyva az ideális tér-
elemeket, Euklideszi terünkben a H1 és H2 hipersíkok már párhuzamosak, az
origó pedig a H1 és H2 középpárhuzamos H hipersíkján fekszik (világos, hogy
egy ilyen projektív leképezésnél K a metszeteivel együtt akkor és csak akkor
ellipszoid, ha eredetileg is az volt). Egy alkalmas affin transzformációval az
is elérhető, hogy g merőleges legyen H-ra.

Ezek után az állítást a dimenzióra vonatkozó teljes indukcióval igazoljuk.
Először a 3-dimenziós esetet tekintjük. A g egyenesre illeszkedő 2-dimenziós
síkok ellipszisekben metszik K-t. Ezeknek az ellipsziseknek az egyik ten-
gelyük a q1q2 szakasz, ezért középpontjuk az origó, másik tengelyük pedig
benne van H-ban. Ebből következik, hogy a K ∩H ellipszis szimmetrikus az
origóra. Alkalmazzunk K-ra egy olyan affinitást, amely g-t pontonként fixen
hagyja, és a K ∩H ellipszist egy origó középpontú körbe viszi. Ez az affini-
tás K-t nyilván egy forgásellipszoidba transzformálja, így K szükségképpen
ellipszoid.

Ha n > 3, akkor az indukciós feltevés szerint K ∩ H ellipszoid. Ez az
ellipszoid ismét szimmetrikus az origóra. Ezek után a fenti gondolatmenet
megismétlésével adódik, hogy K ellipszoid. �

Az általános eset bizonyításához szükség lesz két önmagában is érdekes
tételre.

7.3.3. Tétel. Legyen K ⊆ En az origót belső pontként tartalmazó konvex
test. Ha K bármely két különböző p és q határpontjához létezik olyan affinitás,
amely az origót fixen hagyja, K-t önmagára képezi, és p-t q-ba viszi, akkor
K origó középpontú ellipszoid.
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Bizonyítás. Először azt mutatjuk meg, hogy egy és csak egy origó kö-
zéppontú, K-t tartalmazó minimális térfogatú ellipszoid létezik. Jelölje E

a K-t tartalmazó, origó középpontú ellipszoidok családját, és legyen a =
inf{V (E) | E ∈ E}. Ekkor a > 0 nyilván. Most tekintsük E-beli ellipszoi-
doknak egy olyan (Ei) sorozatát, hogy a térfogatok (V (Ei)) sorozata a-hoz
tart. Az (Ei) sorozatból nyilván kiválasztható olyan (Eij) sorozat, amelyben
az ellipszoidok tengelyirány n-esei konvergensek, ebből pedig, figyelembe vé-
ve a tengelyhosszak alulról korlátos voltát, kiválasztható olyan sorozat, ahol
már maguk a tengely n-esek konvergensek. Innen következik a minimális
térfogatú ellipszoid létezése.

Hátra van még az egyértelműség. Legyenek E1 és E2 origó középpon-
tú, a K-t tartalmazó, minimális térfogatú ellipszoidok. Tekintsünk egy olyan
térfogattartó affinitást, amely E1-et egy origó középpontú E ′1 gömbbe transz-
formálja. Ez az affinitás E2-t egy origó középpontú E ′2 ellipszoidba vi-
szi. A koordinátarendszer alkalmas megválasztásával az E ′1 gömb egyenlete∑n

i=1 x
2
i /b

2 6 1, az E ′2 ellipszoid egyenlete pedig
∑n

i=1 x
2
i /a

2
i 6 1 alakú. Mi-

vel E ′1 és E ′2 térfogata megegyezik, ezért a = bnκn = a1a2 · · · anκn, ahol κn az
n-dimenziós egységgömb térfogata. Továbbá a K halmaznak a K ′ affin képe
benne van E ′1-ben és E ′2-ben is, így minden x ∈ K ′ pontra ∑n

i=1 x
2
i /b

2 6 1
és
∑n

i=1 x
2
i /a

2
i 6 1, következésképpen

n∑
i=1

b−2 + a−2i
2

x2i 6 1.

Vegyük észre, hogy ez utóbbi szintén egy E ′ ellipszoid egyenlete, melynek tér-
fogata feltevésünk szerint persze legalább a. Másrészt a számtani és mértani
közép közötti összefüggés felhasználásával

V (E ′) = κn

n∏
i=1

bai

√
2

b2 + a2i
6 κn

n∏
i=1

(bai)
1/2 = V (E ′1)

1/2V (E ′2)
1/2 = a.

Ebből következik, hogy V (E ′) = a is fennáll, ami viszont csak akkor lehetsé-
ges ha b = ai minden 1 6 i 6 n esetén, vagyis E ′1 = E ′2, és így E1 = E2.

Ezek után a tétel bizonyítása már nem nehéz. Legyen E az origó kö-
zéppontú, a K-t tartalmazó minimális térfogatú ellipszoid. Ekkor K-nak és
E-nek van legalább egy közös határpontja, legyen p egy ilyen pont. Tekint-
sük a K egy tetszőleges, p-től különböző q határpontját. Feltevésünk szerint
létezik olyan ϕ affinitás, amely az origót fixen hagyja, K-t önmagára képezi,
és p-t q-ba viszi. A ϕ affinitás nyilván térfogattartó, ezért E képe a fentiekkel
összhangban csak önmaga lehet. Ebből következik, hogy q is az E határán
van. Mivel ez K minden határpontjára fennáll, így K = E. �
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7.3.4. Tétel. Legyen K ⊆ En konvex test, és tegyük fel, hogy bármely rögzí-
tett egyenesre K-nak az adott egyenessel párhuzamos húrjainak felezőpontjai
egy hipersíkra illeszkednek. Ekkor K ellipszoid.

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy elég a tételt n = 2 esetén igazolni. Való-
ban, e (megelőlegezett) tételből következik, hogy egy rögzített belső ponton
átmenő 2-dimenziós síkok ellipszisekben metszik K-t, s így a 7.3.2. Állítás
szerint K ellipszoid.

Legyen F1 a K konvex síkidom egy rögzített iránnyal párhuzamos húrja-
inak családja, g1 pedig e húrok felezőpontjainak egyenese. A g1 egyenessel
párhuzamos húrok családját jelölje F2, és ezen húrok felezőpontjainak egye-
nese legyen g2. Tekintsük i = 1 és i = 2 esetén azt a ϕi tengelyes affinitást,
amely gi-t pontonként fixen hagyja, és Fi minden húrjának a végpontjait
felcseréli.

A ϕ1 affinitás K-t önmagára képezi, továbbá az F2-beli húrokat F2-beli
húrokba viszi. Ám egy affinitás felezőponttartó, így szükségképpen ϕ1(g2) =
g2 és g2 ∩ K ∈ F1. Az indexek felcserélésével adódik, hogy ϕ2(g1) = g1 és
g1 ∩ K ∈ F2. Egy alkalmas affin transzformációval elérhető, hogy a g1 és
g2 egyenesek a koordinátarendszer tengelyei, ϕ1 és ϕ2 pedig a g1-re és g2-re
történő tengelyes tükrözések legyenek. Mivel a ϕ1ϕ2 középpontos tükrözés
K-t fixen hagyja, ezért a z = g1 ∩ g2 pont szükségképpen centruma K-nak.

Ezek után ha p és q két olyan különböző határpontja K-nak, amelyekre
relint pq ⊆ intK vagy pq = pq∩bdK, és F1 jelöli a pq egyenessel párhuzamos
K-beli húrok halmazát, akkor a fent definiált ϕ1 affinitás K-t önmagára
képezi, p-t q-ba viszi, és z-t fixen hagyja. Legyen most pq ⊆ bdK olyan,
hogy pq 6= pq ∩ bdK, például p ∈ relint(pq ∩ bdK). Ha találunk olyan
r ∈ bdK pontot, amelyre relint pr ⊆ intK és relint rq ⊆ intK, akkor a
(p, r) és (r, q) párokhoz a fent megkonstruált affinitások kompozíciója K-t
önmagára képezi, p-t q-ba viszi, és z-t fixen hagyja. Legyen r ∈ bdK egy
olyan pont, amelyre rpq] = π−ε, ahol ε alkalmasan kicsi pozitív valós szám.
Ekkor p ∈ relint(pq∩bdK) miatt relint pr ⊆ intK, továbbá ε megválasztása
miatt relint rq ⊆ intK is teljesül.

Így a 7.3.3. Tétel szerint K csak ellipszis lehet. �

Most már nem nehéz bizonyítani a 7.2.3. Tétel kiterjesztését az általános
esetben sem.

7.3.5. Tétel (Burton, 1976). Legyen 2 6 k 6 n − 1, és legyen K ⊆ En
konvex test. Ha K ∩ S ellipszoid minden olyan S ∈ G(n, k) esetén, amelyre
(intK) ∩ S 6= ∅, akkor K maga is ellipszoid.
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Bizonyítás. Mivel a k-dimenziós ellipszoidok 2-dimenziós metszetei ellipszi-
sek, ezért elég az állítást k = 2 esetén igazolni.

Ha K belső pontként tartalmazza az origót, akkor a 7.3.2. Állítás sze-
rint K ellipszoid, ezért tegyük fel, hogy az origó nem belső pontja K-nak.
Először a 3-dimenziós esettel foglalkozunk. Hasonlóan, mint a 7.3.2. Állítás
bizonyításának elején láttuk, most is tekinthetünk egy olyan, origón átmenő,
K belsejébe belemetsző g egyenest, amelyre a K testnek a K ∩ g szakasz
a1 és a2 végpontjaira illeszkedő H1 és H2 támaszsíkjai párhuzamosak. Egy
alkalmas affin transzformációval az is elérhető, hogy g merőleges legyen H1-re
és H2-re.

A g-re illeszkedő 2-dimenziós síkok most olyan ellipszisekben metszik K-
t, melyek centruma a = 1

2
(a1 + a2), egyik tengelyük pedig az a1a2 szakasz.

Ebből következik, hogy K-nak a H1 és H2 között lévő, azokkal párhuza-
mos metszetei (páronként) homotetikusak g-n lévő homotécia centrummal,
továbbá centrálszimmetrikusak g-n lévő centrummal.

Legyen H az a pontra illeszkedő, H1-el párhuzamos 2-dimenziós sík. A
K ∩H halmaz határa nem tartalmazhat szakaszt, hiszen egy ilyen szakasz-
nak és az origónak az affin burka, amely nyilván metszi K belsejét, nem
metszhetné K-t ellipszisben. Tekintsünk egy tetszőleges h ⊆ H egyenest.
Az előző bekezdésben elmondottakból egyszerűen adódik, hogy K-nak a h-
val párhuzamos támaszegyenesei olyan pontokban metszik K-t, melyek egy
a g-t tartalmazó 2-dimenziós S síkban vannak. Most legyen h′ ⊆ H olyan,
h-val párhuzamos egyenes, amely szakaszban metszi K ∩H-t. Az origón át-
menő, h′-re illeszkedő 2-dimenziós S ′ sík ellipszisben metszi K-t, és ezt az
ellipszist a h′-vel párhuzamos érintői S-beli pontokban érintik. Ennélfogva
a K ∩ H ∩ h′ = K ∩ S ′ ∩ h′ szakasz felezőpontja S-ben van. Mivel ez min-
den olyan, h-val párhuzamos h′ egyenesre fennáll, amely szakaszban metszi
K ∩H-t, így a K ∩H halmaz h-val párhuzamos húrjainak felezőpontjai egy
egyenesen vannak. Ám h tetszőleges H-beli egyenes volt, ezért a 7.3.4. Tétel
szerint K ∩H ellipszis. Ebből pedig már következik, hogy K ellipszoid.

Ha n > 4, akkor tekintsük K egy p belső pontját. Minden, az origót
elkerülő, a p-re illeszkedő 2-dimenziós S síkra legyen S̄ az origónak és az S
síknak a (3-dimenziós) affin burka. Most az origóra illeszkedő, relint(K ∩ S̄)
valamely pontját tartalmazó, 2-dimenziós síkok K ∩ S̄-et ellipszisekben met-
szik, így az előzőek szerint K ∩ S̄ ellipszoid, amiből következik, hogy K ∩ S
ellipszis. Mivel ez utóbbi minden, a p pontra illeszkedő 2-dimenziós S síkra
fennáll, ezért a 7.3.2. Állítással összhangban K ellipszoid. �

A 7.3.5. Tételből egyszerűen következik, hogy ha 2 6 k 6 n − 1, és
egy K ⊆ En konvex testre K ∩ S gömb minden olyan S ∈ G(n, k) esetén,
amelyre (intK) ∩ S 6= ∅, akkor K gömb (vö. 7.2.3. Tétel). Ehhez csak azt
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kell észrevenni, hogy bármely, gömbtől különböző 3-dimenziós ellipszoidhoz
található olyan, az origóra illeszkedő 2-dimenziós sík, amely az ellipszoidot
körtől különböző ellipszisben metszi. Valóban, az origóra, valamint az ellip-
szoid legrövidebb vagy leghosszabb tengelyére (válasszuk azt, amelyik hossza
különbözik a harmadik tengely hosszától) illeszkedő sík biztosan nem körben
metszi az ellipszoidot.

Feladatok
7.1. Feladat. Legyen 2 6 k 6 n− 1, és legyen K ⊆ En konvex test. Mutas-
suk meg, hogy ha K|S állandó szélességű halmaz (S-ben) minden S ∈ G(n, k)
esetén, akkor K maga is állandó szélességű halmaz.

7.2. Feladat. Legyen n > 3, legyenek K1, K2 ⊆ En centrálszimmetrikus,
konvex testek, és legyen ε ∈ R+. Mutassuk meg, hogy ha dt(K1|S,K2|S) 6 ε
minden S ∈ G(n, n− 1) esetén, akkor dt(K1, K2) 6 ε. [Útmutatás: Módosít-
suk a 7.1.11. Tétel bizonyítását.]

7.3. Feladat. Legyen 2 6 k 6 n − 1, és legyen K ⊆ En az origót belső
pontként tartalmazó konvex test. Mutassuk meg, hogy ha K ∩ S állandó szé-
lességű halmaz (S-ben) minden S ∈ G(n, k) esetén, akkor K állandó széles-
ségű halmaz. [Útmutatás: Először azt lássuk be, hogy K-nak létezik origóra
illeszkedő átmérője.]

7.4. Feladat∗∗ (Montejano, 1991). Legyen 2 6 k 6 n− 1, és legyen K ⊆
En konvex test. Mutassuk meg, hogy ha K ∩ S állandó szélességű halmaz
(S-ben) minden olyan S ∈ G(n, k) esetén, amelyre K ∩ S 6= ∅, akkor K
gömb.

7.5. Feladat∗∗ (Burton-Mani, 1978). Legyen 2 6 k 6 n − 1, és legyen
K ⊆ En konvex test. Tegyük fel, hogy létezik az origótól különböző olyan x
pont, amelyre (K + x) ∩ S homotetikus képe K ∩ S-nek minden S ∈ G(n, k)
esetén. Mutassuk meg, hogy ekkor K ellipszoid.

7.6. Feladat. Legyen 2 6 k 6 n − 1, és legyenek K1, K2 ⊆ En konvex
testek. Mutassuk meg, hogy ha K1 ∩ S homotetikus képe K2 ∩ S-nek minden
S ∈ G(n, k) esetén, akkor vagy K2 = rK1, ahol r > 0, vagy pedig K1 és
K2 homotetikus ellipszoidok. [Útmutatás: Használjuk fel a 7.2.1. Tételt,
valamint a 7.5. Feladatot.]
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7.7. Feladat (Larman, 1974). Legyen 2 6 k 6 n − 1, és legyen K ⊆
En konvex test. Mutassuk meg, hogy ha K ∩ S centrálszimmetrikus minden
S ∈ G(n, k) esetén, és K nem szimmetrikus az origóra, akkor K ellipszoid.
[Útmutatás: Használjuk fel a 7.2.2. Tételt, valamint a 7.5. Feladatot.]

7.8. Feladat. Legyen n > 2, és legyen K ⊆ En az origót belső pontként
tartalmazó konvex test. Mutassuk meg, hogy K akkor és csak akkor szim-
metrikus az origóra, ha K bármely, origón átmenő húrjának végpontjaiban
léteznek párhuzamos támaszhipersíkjai K-nak. [Útmutatás: Elég az állítást
2-dimenzióban igazolni. Legyen K határának polárkoordinátás egyenlete
r = f(α) ahol f periódusa 2π. Ezek után tekintsük az r = (f(α)+f(α+π))/2
és r = f(α + π) polárkoordinátás egyenletekkel meghatározott K ′ és K ′′
kompakt halmazokat. Könnyű ellenőrizni, hogy 2V (K ′) 6 V (K) + V (K ′′),
és egyenlőség pontosan akkor áll fenn, ha az f függvény π szerint is perio-
dikus. Bizonyítsuk be, hogy a másik irányú egyenlőtlenség, azaz 2V (K ′) >
V (K) + V (K ′′) is fennáll, amiből következik az állítás.]

7.9. Feladat∗. Legyen n > 3, és legyen K ⊆ En konvex test. Mutassuk meg,
hogy K akkor és csak akkor ellipszoid, ha K adott irányú támaszegyeneseinek
uniója K-t mindig olyan halmazban metszi, amely egy hipersíkban helyezkedik
el. [Útmutatás: Először lássuk be, hogy elég az állítást 3-dimenzióban igazol-
ni. Legyenek H1 és H2 párhuzamos támaszsíkjai K-nak az (egyértelmű) p1 és
p2 pontokban. A 7.8. Feladat felhasználásával mutassuk meg, hogy bármely,
H1 és H2 között elhelyezkedő, H1-el párhuzamos sík a p1p2-n lévő szimmet-
riacentrumú halmazban metszi K-t. Most ebből az észrevételből, valamint
a 7.3.4. Tételből vezessük le, hogy tetszőleges, a p1-re illeszkedő g ⊆ H1

egyenesre a K halmaz g-vel párhuzamos támaszegyeneseinek uniója K-t el-
lipszisben metszi. Ezután igazoljuk, hogy a K halmaz p1p2 egyenessel pár-
huzamos támaszegyeneseinek uniója olyan ellipszisben metszi K-t, melynek
síkja párhuzamos H1-gyel. Végül alkalmazzuk a 7.3.2. Állítás bizonyításának
gondolatmenetét.]

7.10. Feladat∗ (Rogers-Shephard, 1957). Legyen K ⊆ En konvex test,
és tegyük fel, hogy ha K valamely két homotetikus példánya legalább 1-dimen-
ziós halmazban metszi egymást, akkor a metszet homotetikus K-val. Mutas-
suk meg, hogy ekkor K szimplex. [Útmutatás: Legyen p a K egy olyan
határpontja, melyre K-nak csak egyetlen H támaszhipersíkja illeszkedik. A
K halmaz H-val párhuzamos másik támaszhipersíkjának a K-val vett met-
szetén válasszunk egy tetszőleges q pontot. Most legyen 0 < ε < 1, és
kicsinyítsük K-t a q pontból ε arányban. Az így kapott halmazt jelölje K ′, a
p pont képét pedig p′. Ezután legyen δ > 1, és nagyítsuk K ′-t a p′ pontból δ
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arányban. Így egy K ′′ halmazhoz jutunk. Mutassuk meg, hogy K ∩K ′′ való-
jában független δ-tól, majd igazoljuk, hogy K egy olyan q csúcsú kúp, amely
alapjának p relatív belső pontja. Végül magát az állítást, a fenti észrevétel
felhasználásával, a dimenzióra vonatkozó teljes indukcióval bizonyíthatjuk.]
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8. fejezet

Vegyes térfogatok

8.1. Konvex halmazok térfogata
Röviden elevenítsük fel a Lebesgue mértékkel kapcsolatos ismereteinket. Le-
gyenek aj < bj tetszőleges pozitív számok minden 1 6 j 6 n esetén, és te-
kintsük a P = I1 + · · ·+ In merőleges parallelotópot, ahol Ij az n-dimenziós
tér xj tengelyén az aj 6 xj < bj egyenlőtlenséggekkel definiált félig nyílt
szakasz minden 1 6 j 6 n esetén. Egy ilyen P merőleges parallelotóp V (P )
térfogata legyen

∏n
i=1(bi − ai). A következő két bekezdésben az egyszerű-

ség kedvéért merőleges parallelotóp alatt mindig ilyen típusú parallelotópot
fogunk érteni.

Az n-dimenziós tér egy halmazát elemi halmaznak nevezzük, ha valami-
lyen módon előállítható véges sok, páronként diszjunkt merőleges parallelotóp
uniójaként. Ha egy A elemi halmazra A = ∪Pk, ahol a Pk halmazok páron-
ként diszjunkt merőleges parallelotópok, akkor az A halmaz V (A) térfogata
legyen

∑
k V (Pk). Nem nehéz belátni, hogy ez az érték független a {Pk}

halmazrendszertől.
Ezek után egy tetszőleges A ⊆ En halmaz külső mértéke legyen a

µ(A) = inf
A⊆∪Pk

∑
k

V (Pk)

nem negatív szám, ahol az infimum az A halmaz összes lehetséges, véges
vagy megszámlálhatóan sok merőleges parallelotóp uniójával való lefedésére
vonatkozik. Elemi halmazokra nyilván µ(A) = V (A).

Most egy A ⊆ En halmazt Lebesgue mérhetőnek nevezünk, ha tetszőleges
X ⊆ En halmazra µ(X) = µ(X ∩ A) + µ(X \ A). Megmutatható, hogy egy
A ⊆ En halmaz pontosan akkor Lebesgue mérhető, és µ(A) mértéke véges,
ha bármely ε pozitív számhoz létezik olyan B elemi halmaz, amelyre az A és
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B halmazok szimmetrikus differenciájának külső mértéke kisebb, mint ε. A
µ függvénynek a Lebesgue mérhető halmazok családjára való megszorítását
térfogatnak nevezzük, és a V betűvel jelöljük. Megjegyezzük, hogy például
En minden kompakt halmaza Lebesgue mérhető, és térfogata véges.

Megmutatjuk, hogy konvex testekre ennél sokkal több is igaz. Legyen
K ⊆ En konvex test. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük, hogy
K benne van a

C = {(x1, . . . , xn) ∈ En | −1
2
6 xj 6 1

2
minden 1 6 j 6 n esetén}

kockában. Legyen i tetszőleges pozitív egész szám. Az élek 2i egyenlő részre
osztásával a C kockát 2−i élű, egybevágó, zárt kockákra bonthatjuk. Jelölje
Li a kapott kis kockák közül azoknak a családját, amelyek metszikK belsejét,
L̄i pedig ezek közül azokét, amelyek metszik K határát. Ekkor nyilván

∪(Li \ L̄i) ⊆ K ⊆ ∪Li.

Állítjuk, hogy L̄i kis kockáinak térfogatösszege legfeljebb n2n2−i. Való-
ban, tekintsük azt a 2n irányt, amelyeket a C kocka csúcsaiból a kocka közép-
pontjába mutató vektorok határoznak meg. Minden ilyen irányhoz rendel-
jünk hozzá n2i(n−1) nem feltétlenül különböző félegyenest a következőképpen.
Ha v a C kocka valamelyik csúcsa, akkor a −→vo iránnyal párhuzamos félegyene-
sek kezdőpontjai legyenek a C kocka v-t tartalmazó (n−1)-dimenziós lapjaira
illeszkedő kis kockák azon csúcsai, melyekből kiindulva a félegyenes metszi
a kis kocka belsejét. Így összesen nem több, mint n2n2i(n−1) különböző fél-
egyenest definiáltunk.

Most tekintsük L̄i egy tetszőleges C ′ kis kockáját, és azt a 2n félegyenest,
amelyek metszik C ′ belsejét. Ha ezen félegyenesek mindegyike a C ′ kis kocka
elérése előtt már metszené Li valamely C ′-től különböző kis kockájának bel-
sejét, akkor K ezekben a kis kockákban lévő belső pontjainak konvex burka
egyrészt K belsejében lenne, másrészt tartalmazná C ′-t, amely így nem le-
hetne L̄i-ben. Az állítás második részéhez csak azt kell észrevenni, hogy ha
a derékszögű koordinátarendszer koordinátahipersíkjai által meghatározott
2n nyílt térrész mindegyikében választunk egy xj pontot, ahol 1 6 j 6 2n,
akkor ezen pontok konvex burka tartalmazza az origót. Valóban, ha ez nem
igaz, akkor a 2.2.10. Állítással összhangban létezik olyan u ∈ En vektor,
hogy 〈xj, u〉 < 0 minden 1 6 j 6 2n esetén, ami az xj pontok koordinátái-
nak előjeleloszlása miatt lehetetlen. Ebből következik, hogy L̄i kis kockáinak
száma legfeljebb n2n2i(n−1), és így az össztérfogat legfeljebb n2n2−i.

Mivel i növekedésével Li kis kockáinak térfogatösszege monoton csökken,
Li \ L̄i kis kockáinak térfogatösszege pedig monoton nő, továbbá a megfelelő
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térfogatösszegek különbsége nullához tart, ezért a térfogatösszegek ezen so-
rozatai konvergensek, és ugyanahhoz a pozitív számhoz tartanak. Ez a szám
nyilván a K-ba írt véges sok, a határpontjaiktól eltekintve páronként disz-
junkt, a koordinátatengelyekkel párhuzamos élű, zárt merőleges parallelotóp
térfogatösszegének szuprémuma, valamint a K-t lefedő véges sok, a határ-
pontjaiktól eltekintve páronként diszjunkt, a koordinátatengelyekkel párhu-
zamos élű, zárt merőleges parallelotóp térfogatösszegének infimuma is (az
ilyen halmazokat egyébként Jordan mérhető halmazoknak nevezzük), vagyis
nem más, mint a K térfogata.

Foglaljuk össze a térfogat legfontosabb tulajdonságait.

8.1.1. Állítás. Legyenek A,B ∈ Kn. Ekkor

(1) V (A) > 0 és V (A) = 0 akkor és csak akkor, ha dimA < n,

(2) V (σ(A)) = V (A) minden σ : En → En izometria esetén,

(3) V (λA) = λn V (A) minden λ > 0 esetén,

(4) V (A ∪ B) + V (A ∩ B) = V (A) + V (B), ha A ∪ B is kompakt, konvex
halmaz.

(5) V (A) 6 V (B) ha A ⊆ B, továbbá V (A) = V (B) akkor és csak akkor,
ha vagy dimB = n és A = B, vagy pedig dimB < n.

8.1.2. Állítás. Ha (Ai) : N → Kn konvergens sorozat, és a határalakzat
mondjuk A0, akkor limi→∞ V (Ai) = V (A0).

Bizonyítás. Ha A0 dimenziója kisebb, mint n, akkor az állítás lényegében
magától értetődik. Ezért a továbbiakban feltesszük, hogy dimA0 = n. Most
az általánosság megszorítása nélkül az is feltehető, hogy létezik olyan δ > 0
valós szám, amelyre Bδ(o) ⊆ Ai minden i ∈ N esetén. Mivel az (Ai) sorozat
határalakzata az A0 halmaz, ezért az 5.3.7. Állítás szerint minden ε > 0
számhoz létezik olyan iε küszöbindex, hogy |hi(u) − h0(u)| 6 ε, minden
u ∈ Sn−1 és i > iε esetén, ahol hi az Ai halmaz támaszfüggvényét jelöli
minden i ∈ N esetén. Nyilván hi(u) > δ ha u ∈ Sn−1, így

hi(u) 6 h0(u) + ε 6
(

1 +
ε

δ

)
h0(u) és h0(u) 6 hi(u) + ε 6

(
1 +

ε

δ

)
hi(u),

azaz (
1 +

ε

δ

)−1
h0(u) 6 hi(u) 6

(
1 +

ε

δ

)
h0(u),
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ha u ∈ Sn−1 és i > iε. Ennélfogva(
1 +

ε

δ

)−1
A0 ⊆ Ai ⊆

(
1 +

ε

δ

)
A0,

ahonnan (
1 +

ε

δ

)−n
V (A0) 6 V (Ai) 6

(
1 +

ε

δ

)n
V (A0).

De
lim
ε→0

(
1 +

ε

δ

)n
= 1,

következésképpen limi→∞ V (Ai) = V (A0). �

Megmutatjuk, hogy miképpen állítható elő egy n-dimenziós konvex poli-
tóp térfogata az (n − 1)-dimenziós lapok (n − 1)-dimenziós térfogataiból a
támaszfüggvény segítségével.

8.1.3. Állítás. Legyen P ⊆ En konvex politóp. Tegyük fel, hogy a politóp
(n− 1)-dimenziós lapjait a H(ui) = {x ∈ En | 〈x, ui〉 = h(ui)} támaszhiper-
síkok metszik ki, ahol 1 6 i 6 k, és h a P támaszfüggvénye, u1, . . . , uk pedig
az (n − 1)-dimenziós lapok külső normál egységvektorai. Jelölje az (n − 1)-
dimenziós P∩H(ui) lap (n−1)-dimenziós térfogatát V(n−1)(P∩H(ui)) minden
1 6 i 6 k esetén. Ekkor

V (P ) =
1

n

k∑
i=1

h(ui)V(n−1)(P ∩H(ui)).

Bizonyítás. Megjegyezzük, hogy az állítás dimP < n esetén triviális, így
elég azzal az esettel foglalkozni amikor dimP = n. Az általánosság megszo-
rítása nélkül feltehetjük, hogy o ∈ intP . Valóban, egy v nem nulla vektorral
való eltolás h(ui) értékét 〈v, ui〉-vel növeli minden 1 6 i 6 k esetén, másrészt

1

‖v‖
k∑
i=1

〈v, ui〉V(n−1)(P ∩H(ui))

a V(n−1)(P |v⊥) térfogatérték egyszer pozitív, illetve egyszer negatív előjellel
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vett összege, vagyis nulla. Ezek után

V (P ) =
k∑
i=1

V (conv ({o} ∪ (P ∩H(ui))))

=
k∑
i=1

(∫ 1

0

V(n−1)(λ (P ∩H(ui))) d(λh(ui))

)

=

(∫ 1

0

λn−1 dλ

) k∑
i=1

h(ui)V(n−1)(P ∩H(ui))

=
1

n

k∑
i=1

h(ui)V(n−1)(P ∩H(ui)). �

8.2. Vegyes térfogatok
Ebben a fejezetben azzal fogunk foglalkozni, hogy nem üres, kompakt, konvex
halmazok nem negatív együtthatós lineáris kombinációinak térfogata hogyan
függ az együtthatóktól. Ehhez természetesen bizonyos előkészületekre lesz
szükség.

8.2.1. Állítás. Legyen

Θ(α1, . . . , αm) =
m∑
l1=1

· · ·
m∑
ln=1

γ l1...ln αl1 · · ·αln

homogén n-edfokú polinom, ahol a γ l1...ln együtthatók mindegyike az indexei-
ben szimmetrikus. Ekkor egy alkalmas r pozitív egész számra léteznek olyan, a
Θ polinomtól független α(ρ)

1 , . . . , α
(ρ)
m nem negatív konstansok, ahol 1 6 ρ 6 r,

továbbá olyan, csak ezektől a konstansoktól függő, az indexeikben szimmetri-
kus δ(ρ)l1...ln együtthatók, hogy

γ l1...ln =
r∑

ρ=1

δ
(ρ)
l1...ln

Θ(α
(ρ)
1 , . . . , α(ρ)

m ).

Bizonyítás. Az állítást a Θ polinom változóinak m száma szerinti teljes
indukcióval igazoljuk. Ha m = 1, akkor Θ(α1) = γ 1···1(α1)

n, azaz γ 1···1 =
1 ·Θ(1). Ezek után tegyük fel, hogy minden legfeljebb m − 1 változós ho-
mogén polinomra igaz az állítás, és tekintsünk egy m változós Θ(α1, . . . , αm)
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polinomot. Ekkor

Θ(α1, . . . , αm−1, αm) =

n∑
i=0

(αm)i

m−1∑
l1=1

· · ·
m−1∑
ln−i=1

(
n

i

)
γ l1...ln−im...m αl1 · · ·αln−i

 .

Most legyenek α
(0)
m , . . . , α

(n)
m páronként különböző, nem negatív számok, és

tekintsük a

Θ(α1, . . . , αm−1, α
(j)
m ) =

n∑
i=0

(α(j)
m )i

m−1∑
l1=1

· · ·
m−1∑
ln−i=1

(
n

i

)
γ l1...ln−im...m αl1 · · ·αln−i


inhomogén lineáris egyenletrendszert, ahol 0 6 j 6 n. A Vandermonde-
féle determináns tételből adódik, hogy a fenti egyenletrendszer egyértelműen
megoldható, és a megoldás a Cramer szabály szerint felírható

m−1∑
l1=1

· · ·
m−1∑
ln−i=1

(
n

i

)
γ l1...ln−im...m αl1 · · ·αln−i

=

n∑
j=0

β
(i)
j (α(0)

m , . . . , α(n)
m )·Θ(α1, . . . , αm−1, α

(j)
m )

alakban. Ezek után alkalmazva az indukciós hipotézist, minden 0 6 i 6 n
esetén

γ l1...ln−im...m =

(
n

i

)−1 r0+···+ri∑
ρ=r0+···+ri−1+1

δ
(ρ)
l1...ln−i

×
(

n∑
j=0

β
(i)
j (α(0)

m , . . . , α(n)
m )·Θ(α

(ρ)
1 , . . . , α

(ρ)
m−1, α

(j)
m )

)
,

tetszőleges 1 6 l1 6 m − 1, . . . , 1 6 ln−i 6 m − 1 indexekre. Így az összes
γ l1...ln együttható előáll a kívánt alakban. �

8.2.2. Állítás. Legyenek P1, . . . , Pm ⊆ En konvex politópok és λ1, . . . , λm >
0. Ekkor a

P =
m∑
l=1

λlPl
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konvex politóp (n − 1)-dimenziós lapjainak külső normál egységvektorai egy
olyan véges vektorhalmazból valók, amely független a λ1, . . . , λm együtthatók-
tól.

Bizonyítás. Legyenek u1, . . . , uk a P politóp (n − 1)-dimenziós lapjainak
külső normál egységvektorai. Tegyük fel továbbá, hogy minden 1 6 l 6 m
esetén a Pl politóp (nem csak (n−1)-dimenziós) lapjait az u(l)il normálvektorú
Hl(u

(l)
il

) hipersíkok metszik ki, ahol 1 6 il 6 kl és u
(l)
il

a Pl ∩Hl(u
(l)
il

) lap egy
külső normál egységvektora. Most a Pl politóp minden fenti lapjának rela-
tív belsejében válasszunk egy p(l)il pontot, és tekintsük a p(l)il pontra illeszke-
dő támaszhipersíkok külső normálvektorai által meghatározott N (l)

il
kúpokat.

Toljuk el ezeket a kúpokat úgy, hogy csúcsaik az origóba kerüljenek. Ekkor
csak véges sok olyan i1, . . . , im indexkombináció létezik, amelyre ∩ml=1N

(l)
il

egydimenziós kúp, azaz egy az origóból induló, vj egységnyi irányvektorú
félegyenes. Legyen V = {v1, . . . , vs} ezeknek a vektoroknak a halmaza. Ál-
lítjuk, hogy {u1, . . . , uk} ⊆ V . Valóban, minden ui vektor, ahol 1 6 i 6 k, az
összes Pl politóp valamely Pl ∩Hl(ui) = Pl ∩Hl(u

(l)
il(i)

) lapjának is külső nor-
mál egységvektora, vagyis ui ∈ ∩ml=1N

(l)
il(i)

. Ezek után tegyük fel, hogy létezik
olyan v ∈ ⋂m

l=1N
(l)
il(i)

vektor, amely nem pozitív skalárszorosa az ui vektor-
nak. Ekkor a Pl politóp p

(l)
il(i)

pontján átmenő, v külső normálvektorú Hl(v)

támaszhipersíkja tartalmazza a Pl ∩Hl(ui) lapot minden 1 6 l 6 m esetén.
Így viszont a P politóp v külső normálvektorú H(v) támaszhipersíkjára

H(v) ⊇ P ∩H(v) =
m∑
l=1

λl (Pl ∩Hl(v)) ⊇
m∑
l=1

λl (Pl ∩Hl(ui)) = P ∩H(ui),

ami ellentmondás, hiszen P ∩ H(ui) dimenziója n − 1. Következésképpen
ui ∈ V , és mivel V nyilván független a λ1, . . . , λm együtthatóktól, az állítást
beláttuk. �

8.2.3. Tétel (Minkowski, 1911). Legyenek K1, . . . , Km ∈ Kn és λ1, . . .,
λm > 0. Ekkor

V

(
m∑
l=1

λlKl

)
=

m∑
l1=1

· · ·
m∑
ln=1

γ l1...ln λl1 · · ·λln ,

ahol a γ l1...ln együtthatók mindegyike az indexeiben szimmetrikus, és ezek az
együtthatók csak a K1, . . . , Km halmazoktól függnek.
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Bizonyítás. Először azzal a speciális esettel foglalkozunk, amikor a K1, . . .,
Km halmazok konvex politópok. Ekkor a 2.3.5. Tétellel összhangban a

m∑
l=1

λlKl

halmaz is konvex politóp. Ezek után az állítást az n dimenzió szerinti teljes
indukcióval igazoljuk. Ha n = 1, akkor a K1, . . . , Km politópok zárt szaka-
szok, azaz K1 = ξ(1)η(1), . . . , Km = ξ(m)η(m). Most

∑m
l=1 λlKl pontosan az a

szakasz, melynek végpontjai
∑m

l=1 λlξ
(l) és

∑m
l=1 λlη

(l), és persze

V

(
m∑
l=1

λlKl

)
=

m∑
l=1

λlη
(l) −

m∑
l=1

λlξ
(l) =

m∑
l=1

(η(l) − ξ(l))λl,

ami n = 1 esetén az állítást adja.
A következő lépésben tegyük fel, hogy (n − 1)-dimenzióban igaz a tétel,

és tekintsük az n-dimenziós esetet. Legyen K =
∑m

l=1 λlKl. Ekkor a 8.1.3.
és 8.2.2. Állítások szerint, használva az ott bevezetett jelöléseket

V (K) =
1

n

s∑
j=1

h(vj)V(n−1)(K ∩H(vj)),

hiszen ha vj 6∈ {u1, . . . , uk}, akkor K ∩ H(vj) legfeljebb (n − 2)-dimenziós,
ezért (n−1)-dimenziós térfogata nulla. Továbbá h(vj) =

∑m
l=1 λl hl(vj), ahol

hl a Kl támaszfüggvénye minden 1 6 l 6 m esetén, valamint

K ∩H(vj) =
m∑
l=1

λl (Kl ∩Hl(vj)),

ahol Hl(vj) a Kl politóp vj külső normál egységvektorú támaszhipersíkja.
Ezek után

(K ∩H(vj))|v⊥j =
m∑
l=1

λl((Kl ∩Hl(vj))|v⊥j ).

Alkalmazva az indukciós hipotézist a v⊥j hipersíkban fekvő (Kl ∩Hl(vj))|v⊥j
konvex politópokra

V(n−1)(K ∩H(vj)) = V(n−1)((K ∩H(vj))|v⊥j )

=
m∑
l1=1

· · ·
m∑

ln−1=1

γ
(j)
l1...ln−1

λl1 · · ·λln−1 ,
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ahol a γ(j)l1...ln−1
együtthatók az indexeikben szimmetrikusak, és ezek az együtt-

hatók csak a politópoktól függnek. Így

V (K) =
1

n

s∑
j=1

h(vj)V(n−1)(K ∩H(vj))

=
1

n

s∑
j=1

 m∑
l=1

λl hl(vj)

 m∑
l1=1

· · ·
m∑

ln−1=1

γ
(j)
l1...ln−1

λl1 · · ·λln−1


=

m∑
l1=1

· · ·
m∑
ln=1

γ l1...ln λl1 · · ·λln ,

ahol a γ l1...ln együtthatók mindegyike az indexeiben szimmetrikus, és ezek az
együtthatók csak a K1, . . . , Km politópoktól függnek. Ezzel konvex politó-
pokra bebizonyítottuk az állítást.

Az általános eset igazolásához tekintsük konvex politópoknak olyan

(K
(i)
1 ), . . . , (K(i)

m )

sorozatait, amelyek a K1, . . . , Km halmazokhoz konvergálnak (vö. 5.1.12. Ál-
lítás). Ezekre a politópokra már beláttuk, hogy minden λ1, . . . , λm > 0 és
i ∈ N esetén

V

(
m∑
l=1

λlK
(i)
l

)
=

m∑
l1=1

· · ·
m∑
ln=1

γ
(i)
l1...ln

λl1 · · ·λln .

Másrészt a térfogat függvény folytonossága miatt (ld. 8.1.2. Állítás)

V

(
m∑
l=1

λlKl

)
= V

(
lim
i→∞

m∑
l=1

λlK
(i)
l

)
= lim

i→∞
V

(
m∑
l=1

λlK
(i)
l

)
.

A 8.2.1. Állítás alapján a γ(i)l1...ln együtthatók sorozata is konvergens, és a

γ l1...ln = lim
i→∞

γ
(i)
l1...ln

együtthatók az indexeikben szimmetrikusak. Így egyszerű határátmenettel
éppen a kívánt állítást kapjuk. �

Most már bevezethetjük a vegyes térfogatok fogalmát.
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8.2.4. Definíció. Legyenek K1, . . . , Km ∈ Kn és λ1, . . . , λm > 0. Ekkor a

V

(
m∑
l=1

λlKl

)
=

m∑
l1=1

· · ·
m∑
ln=1

γ l1...ln λl1 · · ·λln

összefüggésben szereplő, indexeikben szimmetrikus γ l1...ln együtthatókat a Kl1,
. . . , Kln halmazok V (Kl1 , . . . , Kln) vegyes térfogatainak nevezzük minden 1 6
l1 6 m, . . . , 1 6 ln 6 m esetén.

Megmutatjuk, hogy a fent definiált vegyes térfogatok az argumentumaik
által egyértelműen meghatározottak.

8.2.5. Állítás. Legyenek K1, . . . , Km ∈ Kn és λ1, . . . , λm > 0. Ekkor a

V

(
m∑
l=1

λlKl

)
=

m∑
l1=1

· · ·
m∑
ln=1

V (Kl1 , . . . , Kln)λl1 · · ·λln

összefüggésben szereplő V (Kl1 , . . . , Kln) vegyes térfogatok az argumentumaik
által egyértelműen meghatározottak minden 1 6 l1 6 m, . . . , 1 6 ln 6 m
esetén.

Bizonyítás. Először megmutatjuk, hogy a V (Kl1 , . . . , Kln) vegyes térfoga-
tok nem függnek azoktól a Kl halmazoktól, amelyekre l 6∈ {l1, . . . , ln} = L.
Legyenek K̂1, . . ., K̂m′ ⊆ En olyan nem üres, kompakt, konvex halmazok,
amelyek közül K̂l1 = Kl1 , . . ., K̂ln = Kln . Most megvizsgálva a definiáló
összefüggést abban a speciális esetben, amikor λl = 0 minden l 6∈ L esetén,

V

(∑
l∈L

λlKl

)
=
∑
l1∈L

· · ·
∑
ln∈L

V (Kl1 , . . . , Kln)λl1 · · ·λln

és

V

(∑
l∈L

λlK̂l

)
=
∑
l1∈L

· · ·
∑
ln∈L

V̂ (K̂l1 , . . . , K̂ln)λl1 · · ·λln .

Következésképpen V (Kl1 , . . . , Kln) = V̂ (K̂l1 , . . . , K̂ln). Hátra van még annak
az esetnek a tisztázása, amikor a vegyes térfogatokat definiáló halmazok nem
mind különbözőek. Tekintsük a V (K1, . . . , Kn) vegyes térfogatot, és tegyük
fel, hogy

K̂1 = K1 = · · · = Kn1 ,

K̂2 = Kn1+1 = · · · = Kn1+n2 ,

...

K̂m= Kn1+···+nm−1+1 = · · · = Kn1+···+nm ,
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ahol n1 + · · ·+ nm = n. Ekkor a

V

(
m∑
l=1

λ̂lK̂l

)
polinom kifejtésében a (λ̂1)

n1 · · · (λ̂m)nm tag együtthatója

n!

n1! · · ·nm!
V̂ (K̂1, . . . , K̂1︸ ︷︷ ︸

n1

, . . . , K̂m, . . . , K̂m︸ ︷︷ ︸
nm

).

Teljesen hasonló módon, a

V

(
n∑
i=1

λiKi

)
polinom kifejtésében a λ1 · · ·λn tag együtthatója n!V (K1, . . . , Kn). Most
elvégezve a

λ̂1 = λ1 + · · ·+ λn1 ,

λ̂2 = λn1+1 + · · ·+ λn1+n2 ,

...

λ̂m= λn1+···+nm−1+1 + · · ·+ λn1+···+nm

helyettesítést,

V

(
m∑
l=1

λ̂lK̂l

)
= V

(
m∑
l=1

(λn1+···+nl−1+1 + · · ·+ λn1+···+nl
)K̂l

)

= V

(
n∑
i=1

λiKi

)
.

De a λ1 · · ·λn változószorzat csak a (λ̂1)
n1 · · · (λ̂m)nm változószorzatban fordul

elő, ezért

n1! · · ·nm!
n!

n1! · · ·nm!
V̂ (K̂1, . . . , K̂1︸ ︷︷ ︸

n1

, . . . , K̂m, . . . , K̂m︸ ︷︷ ︸
nm

) = n!V (K1, . . . , Kn),

vagyis
V̂ (K̂1, . . . , K̂1︸ ︷︷ ︸

n1

, . . . , K̂m, . . . , K̂m︸ ︷︷ ︸
nm

) = V (K1, . . . , Kn).

Ebből pedig az első észrevétel felhasználásával következik az állítás. �

A vegyes térfogatok egyszerűen kifejezhetők Minkowski összegek segítsé-
gével.
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8.2.6. Állítás. Legyenek K1, . . . , Kn ∈ Kn. Ekkor

V (K1, . . . , Kn) =
1

n!

n∑
k=1

(−1)n+k
∑

16l1<···<lk6n

V (Kl1 + · · ·+Klk). (∗)

Bizonyítás. Az egyszerűség kedvéért jelölje a (∗) összefüggés jobb olda-
lát f(K1, . . . , Kn). A 8.2.3. Tételből következik, hogy λ1, . . . , λn > 0 ese-
tén f(λ1K1, . . . , λnKn) homogén, n-edfokú polinom a λ1, . . . , λn változókban.
Most vegyük észre, hogy

(−1)n+1n!f({o}, K2, . . . , Kn) =
∑
26i6n

V (Ki)−

−
[ ∑
26j6n

V ({o}+Kj) +
∑

26i<j6n

V (Ki +Kj)

]
+

+

[ ∑
26j<k6n

V ({o}+Kj +Kk) +
∑

26i<j<k6n

V (Ki +Kj +Kk)

]
−

− · · ·+
+ (−1)n+1V ({o}+K2 + · · ·+Kn) = 0.

Ebből következik, hogy f(0K1, λ2K2, . . . , λnKn) azonosan nulla minden λ2,
. . . , λn esetén, így az f(λ1K1, . . . , λnKn) polinom minden olyan λl1 · · ·λln
tagjának, amelyre 1 6∈ {l1, . . . , ln} nulla az együtthatója. Ugyanezt az 1
index helyett a 2, . . . , n indexekre is elmondhatjuk, ezért legfeljebb csak a
λ1 · · ·λn tagnak nem nulla az együtthatója. Ez az együttható viszont éppen
V (K1, . . . , Kn). �

Most lássuk a vegyes térfogatok legfontosabb tulajdonságait. Ezekből az
első kettő nyilvánvaló.

8.2.7. Állítás. Legyen K ∈ Kn. Ekkor V (K, . . . ,K) = V (K).

8.2.8. Állítás. Legyenek K1, . . . , Kn ∈ Kn, és legyen σ : En → En tetszőle-
ges izometria. Ekkor

V (σ(K1), . . . , σ(Kn)) = V (K1, . . . , Kn).

8.2.9. Állítás. Legyenek K
(1)
1 , K

(2)
1 , K2, . . . , Kn ∈ Kn. Ekkor tetszőleges

α1, α2 > 0 esetén

V (α1K
(1)
1 + α2K

(2)
1 , K2, . . . , Kn) =

α1V (K
(1)
1 , K2, . . . , Kn) + α2V (K

(2)
1 , K2, . . . , Kn).
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Bizonyítás. A 8.2.3. Tétel szerint az n!V (α1K
(1)
1 + α2K

(2)
1 , K2, . . . , Kn)

vegyes térfogat a

V (λ1(α1K
(1)
1 + α2K

(2)
1 ) + λ2K2 + · · ·+ λnKn) =

= V ((α1λ1)K
(1)
1 + (α2λ1)K

(2)
1 ) + λ2K2 + · · ·+ λnKn)

polinom λ1 · · ·λn tagjának az együtthatója, ami éppen

n!(α1V (K
(1)
1 , K2, . . . , Kn) + α2V (K

(2)
1 , K2, . . . , Kn)). �

8.2.10. Állítás. Legyenek (K
(i)
1 ), . . . , (K

(i)
m ) : N → Kn konvergens soroza-

tok, és jelölje a megfelelő határalakzatokat K(0)
1 , . . . , K

(0)
m . Ekkor

lim
i→∞

V (K
(i)
l1
, . . . , K

(i)
ln

) = V (K
(0)
l1
, . . . , K

(0)
ln

)

minden 1 6 l1 6 m, . . . , 1 6 ln 6 m esetén.

Bizonyítás. A 8.2.1. Állítás szerint egy alkalmas r természetes számra lé-
teznek olyan λ(ρ)1 , . . . , λ

(ρ)
m nem negatív konstansok, ahol 1 6 ρ 6 r, továbbá

olyan, csak ezektől a konstansoktól függő, az indexeikben szimmetrikus δ(ρ)l1...ln
együtthatók, hogy

V (K
(i)
l1
, . . . , K

(i)
ln

) =
r∑

ρ=1

δ
(ρ)
l1...ln

V

(
m∑
l=1

λ
(ρ)
l K

(i)
l

)

minden 1 6 l1 6 m, . . . , 1 6 ln 6 m és i ∈ N esetén. Ennélfogva egyszerű
határátmenettel

lim
i→∞

V (K
(i)
l1
, . . . , K

(i)
ln

) =
r∑

ρ=1

δ
(ρ)
l1...ln

V

(
lim
i→∞

m∑
l=1

λ
(ρ)
l K

(i)
l

)

=
r∑

ρ=1

δ
(ρ)
l1...ln

V

(
m∑
l=1

λ
(ρ)
l K

(0)
l

)
= V (K

(0)
l1
, . . . , K

(0)
ln

) �

Az utolsó három tulajdonság igazolása nagyon hosszadalmas, és mivel a
későbbiekben ezeket sehol sem fogjuk használni, ezért itt a bizonyításoktól
eltekintünk.

8.2.11. Tétel. Tetszőleges K1, K2, K1∩K2, K1∪K2, K3, . . . , Kn ∈ Kn esetén

V (K1, K2, K3, . . . , Kn) = V (K1 ∩K2, K1 ∪K2, K3, . . . , Kn).
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8.2.12. Tétel. Tetszőleges K(1)
1 , K

(2)
1 , . . . , K

(1)
n , K

(2)
n ∈ Kn esetén ha K(1)

i ⊆
K

(2)
i minden 1 6 i 6 n esetén, akkor

V (K
(1)
1 , . . . , K(1)

n ) 6 V (K
(2)
1 , . . . , K(2)

n ).

8.2.13. Tétel. Tetszőleges K1, K2, . . . , Kn ∈ Kn esetén

V (K1, K2, . . . , Kn) > 0,

továbbá V (K1, K2, . . . , Kn) = 0 akkor és csak akkor, ha valamely 1 6 h 6
n számra a K1, K2, . . . , Kn halmazok közül h darab párhuzamos (h − 1)-
dimenziós affin alterekben fekszik.

8.3. Konvex halmazok alapmértékei
Az előző fejezetben bevezetett vegyes térfogatok közül megkülönböztetett
fontossággal bírnak azok, amelyek argumentumában csak két különböző kon-
vex halmaz szerepel, ráadásul ezek egyike az egységgömb.

8.3.1. Definíció. Legyen K ∈ Kn, és legyen B1(o) az origó középpontú,
egységnyi sugarú n-dimenziós, zárt gömb. Ekkor minden 0 6 ν 6 n esetén a

Wν(K) = V (K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸
n−ν

, B1(o), . . . , B1(o)︸ ︷︷ ︸
ν

)

vegyes térfogatot a K halmaz ν-edik alapmértékének nevezzük.

Világos, hogy W0(K) = V (K) és Wn(K) = V (B1(o)). Az egységgömb
térfogatára vezessük be a κn = V (B1(o)) jelölést (κ0 = 1 definíció szerint).
A teljesség kedvéért kiszámoljuk κn értékét. Egy egységgömböt egy a gömb
középpontjától 0 6 x 6 1 távolságra lévő hipersík egy

√
1− x2 sugarú (n−1)-

dimenziós gömbben metszi. Így a Fubini tétel szerint

κn = 2

∫ 1

0

κn−1(
√

1− x2)n−1dx = 2κn−1

∫ π/2

0

sinn t dt.

Parciális integrálással és teljes indukcióval egyszerűen adódik, hogy k > 1
esetén

∫ π/2

0

sinn t dt =


π

2

1

2

3

4
· · · 2k − 1

2k
, ha n = 2k,

2

3

4

5
· · · 2k

2k + 1
, ha n = 2k + 1.
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Innen ismét teljes indukcióval kapjuk, hogy tetszőleges k > 1 esetén

κn =


πk

k!
, ha n = 2k,

22k+1πkk!

(2k + 1)!
, ha n = 2k + 1.

Visszatérve az alapmértékekhez, először a Steiner formulát vezetjük le.

8.3.2. Tétel. Legyen K ∈ Kn és ρ pozitív valós szám. Ekkor

V (Kρ) =
n∑
ν=0

(
n

ν

)
Wν(K) ρν .

Bizonyítás. Mivel Kρ = K + ρB1(o), így a 8.2.3. Tétel alapján

V (Kρ) = V (K + ρB1(o)) =
n∑
ν=0

(
n

ν

)
Wν(K) ρν . �

Érdekes kérdés, hogy az alapmértékek miképpen függnek a dimenziótól.

8.3.3. Állítás. Legyen K ⊆ En−1 ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz.
Ekkor W0(K) = 0 és

Wν(K) =
ν

n

κν
κν−1

W
(n−1)
ν−1 (K)

minden 1 6 ν 6 n esetén.

Bizonyítás. Jelölje H(τ) az En−1 hipersíkkal párhuzamos, attól τ előjeles
távolságra lévő hipersíkokat. Ekkor

V (Kρ) =

∫ ρ

−ρ
V(n−1)(Kρ ∩H(τ)) dτ

=

∫ ρ

−ρ
V(n−1)(K√ρ2−τ2) dτ

=

∫ ρ

−ρ

(
n−1∑
ν=0

(
n− 1

ν

)
(
√
ρ2 − τ 2)νW (n−1)

ν (K)

)
dτ

=
n−1∑
ν=0

(
n− 1

ν

)
κν+1

κν
ρν+1W (n−1)

ν (K) ,
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hiszen ∫ ρ

−ρ
κν (
√
ρ2 − τ 2)ν dτ = κν+1ρ

ν+1

egy ρ sugarú (ν+1)-dimenziós gömb térfogata. Másrészt a 8.3.2. Tétel szerint

V (Kρ) =
n∑
ν=0

(
n

ν

)
Wν(K) ρν .

Így a megfelelő együtthatók szükségképpen megegyeznek, vagyis W0(K) = 0
és

Wν(K) =
ν

n

κν
κν−1

W
(n−1)
ν−1 (K),

minden 1 6 ν 6 n esetén. �

Az előző fejezetben elmondottak alapján egyszerűen igazolhatók az alap-
mértékek tulajdonságai.

8.3.4. Tétel. Az n-dimenziós tér tetszőleges nem üres, kompakt, konvex hal-
mazaira

(1) Wν(σ(K)) = Wν(K) minden σ : En → En izometria esetén,

(2) Wν(λK) = λn−νWν(K) minden λ > 0 esetén,

(3) Wν(K) folytonos függvény Kn-n,

(4) Wν(K1) 6 Wν(K2), ha K1 ⊆ K2,

(5) Wν(K) > 0 és Wν(K) = 0 akkor és csak akkor, ha dimK < n− ν,

minden 1 6 ν 6 n esetén.

8.3.5. Állítás. Legyenek K,L ∈ Kn, és tegyük fel, hogy K ∪ L ∈ Kn is
fennáll. Ekkor Wν(K∪L)+Wν(K∩L) = Wν(K)+Wν(L) minden 1 6 ν 6 n
esetén.

Bizonyítás. Először is vegyük észre, hogy tetszőleges M ∈ Kn esetén fenn-
állnak a (K ∪ L) + M = (K + M) ∪ (L + M) valamint a (K ∩ L) + M =
(K + M) ∩ (L + M) összefüggések. Ezek közül az első nyilvánvaló, és a
másodikban is csak a (K ∩ L) + M ⊇ (K + M)∩ (L + M) tartalmazás igé-
nyel némi indoklást. Legyen x ∈ (K + M) ∩ (L + M) tetszőleges pont.
Ekkor léteznek olyan x1 ∈ K, x2 ∈ L és y1, y2 ∈ M pontok, melyekre
x = x1 + y1 = x2 + y2. Mivel K ∪ L konvex halmaz, ezért x1x2 ⊆ K ∪ L.
Most felhasználva K és L zártságát, létezik olyan z = λ1x1 + λ2x2 pont,
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ahol λ1, λ2 > 0 és λ1 + λ2 = 1, amely benne van K ∩ L-ben. Ennélfogva
x = λ1x+λ2x = λ1(x1+y1)+λ2(x2+y2) = z+w, ahol w = λ1y1+λ2u2 ∈M ,
következésképpen x ∈ (K ∩ L) +M .

Ezek után legyen M = ρB1(o), ahol ρ > 0. Ekkor a fenti összefüggések
felhasználásával

V ((K ∪ L)ρ) + V ((K ∩ L)ρ) = V (Kρ ∪ Lρ) + V (Kρ ∩ Lρ) = V (Kρ) + V (Lρ).

Ha itt mindkét oldalra alkalmazzuk a 8.3.2. Tételt, akkor az együtthatók
összevetésével az állítás adódik. �

Most bevezetjük a felszín fogalmát, és rámutatunk annak az első alapmér-
tékkel való kapcsolatára. Gondolatmenetünkből, az első alapmérték folyto-
nosságának figyelembe vételével, az is következni fog, hogy valójában ez az
egyetlen "értelmes" módja a felszín definiálásának.

8.3.6. Definíció. Legyen K ∈ Kn. Ekkor az

O(K) = lim
ρ→0

V (Kρ)− V (K)

ρ

nem negatív számot a K felszínének nevezzük.

8.3.7. Állítás. Ha K ∈ Kn, akkor

O(K) = nW1(K).

Bizonyítás. A 8.3.2. Tétel szerint minden ρ > 0 esetén

V (Kρ)− V (K)

ρ
=

n∑
ν=1

(
n

ν

)
Wν(K) ρν−1,

ahonnan
O(K) = lim

ρ→0

V (Kρ)− V (K)

ρ
= nW1(K). �

8.3.8. Állítás. Legyen P ⊆ En konvex politóp. Tegyük fel, hogy a politóp
(n−1)-dimenziós lapjait a H(ui) támaszhipersíkok metszik ki, ahol 1 6 i 6 k,
és u1, . . . , uk az (n− 1)-dimenziós lapok külső normál egységvektorai. Ekkor

O(P ) =
k∑
i=1

V(n−1)(P ∩H(ui)).
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Bizonyítás. Legyen Fi = P ∩ H(ui), és jelölje F ′i az Fi lap ρui vektorral
való eltoltját minden 1 6 i 6 k esetén. Legyen továbbá Pi = conv (Fi ∪ F ′i )
minden 1 6 i 6 k esetén. Ekkor V (Pi) = ρ V(n−1)(Fi) minden 1 6 i 6 k
esetén. Most P ∪ P1 ∪ · · · ∪ Pk ⊆ Pρ, és mivel a P, P1, . . . , Pk politópok a
határpontjaiktól eltekintve diszjunktak, ezért V (P ) +V (P1) + · · ·+V (Pk) 6
V (Pρ). Következésképpen

O(P ) = lim
ρ→0

V (Pρ)− V (P )

ρ
> lim

ρ→0

V (P1) + · · ·+ V (Pk)

ρ
=

k∑
i=1

V(n−1)(Fi).

Másrészt Pρ = P ∪ ((F1)ρ∩H−(u1))∪ · · · ∪ ((Fk)ρ∩H−(uk)), ahol H−(ui) a
H(ui) hipersík által határolt, a P -t nem tartalmazó zárt félteret jelöli minden
1 6 i 6 k esetén. Így

V (Pρ) 6 V (P ) +
k∑
i=1

V ((Fi)ρ ∩H−(ui)),

vagyis

O(P ) = lim
ρ→0

V (Pρ)− V (P )

ρ

6 lim
ρ→0

1

ρ

k∑
i=1

V ((Fi)ρ ∩H−(ui))

6 lim
ρ→0

1

ρ

k∑
i=1

ρ V(n−1)((Fi)
(n−1)
ρ )

=
k∑
i=1

V(n−1)(Fi). �

A következő tételben szereplő összefüggés Cauchy formula néven ismert.

8.3.9. Tétel. Legyen K ∈ Kn. Ekkor

O(K) =
1

κn−1

∫
Sn−1

V(n−1)(K|v⊥) dσ.

Bizonyítás. Az állítást először nem üres belsővel rendelkező konvex politó-
pokra igazoljuk. Legyenek P ∩ H(u1), . . . , P ∩ H(uk) a P politóp (n − 1)-
dimenziós lapjai, ahol ui a P ∩ H(ui) lapot kimetsző H(ui) támaszhipersík
külső normál egységvektora minden 1 6 i 6 k esetén. Megmutatjuk, hogy

O(P ) =
k∑
i=1

V(n−1)(P ∩H(ui)) =
1

κn−1

∫
Sn−1

V(n−1)(P |v⊥) dσ .
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Mivel a P |v⊥ halmaz relatív belső pontjai a P ∩ H(ui) lapok vetületeivel
pontosan kétszer vannak lefedve, ezért

2V(n−1)(P |v⊥) =
k∑
i=1

|〈ui, v〉|V(n−1)(P ∩H(ui))

minden v ∈ Sn−1 esetén. Mindkét oldalt integrálva kapjuk, hogy∫
Sn−1

2V(n−1)(P |v⊥) dσ =

∫
Sn−1

(
k∑
i=1

|〈ui, v〉|V(n−1)(P ∩H(ui))

)
dσ

=
k∑
i=1

(∫
Sn−1

|〈ui, v〉|V(n−1)(P ∩H(ui)) dσ

)

=
k∑
i=1

V(n−1)(P ∩H(ui))

∫
Sn−1

|〈ui, v〉| dσ.

Itt ∫
Sn−1

|〈ui, v〉| dσ = 2V(n−1)(B1(o)|u⊥i ) = 2κn−1

minden 1 6 i 6 k esetén, így∫
Sn−1

V(n−1)(P |v⊥) dσ = κn−1

k∑
i=1

V(n−1)(P ∩H(ui)),

ahonnan az állítás adódik.
Ezek után tekintsünk egy tetszőleges K ⊆ En nem üres, kompakt, kon-

vex halmazt. Ha dimK 6 n− 1, akkor lényegében nincs mit bizonyítanunk,
ezért legyen dimK = n. Az 5.1.12. Állítás szerint létezik konvex politópok-
nak olyan (Pi) sorozata, amely a K halmazhoz konvergál. Az általánosság
megszorítása nélkül feltehetjük, hogy valamely δ ∈ R+ esetén Bδ(o) ⊆ K és
Bδ(o) ⊆ Pi minden i ∈ Z+ indexre. Jelölje hv, illetve h

(i)
v a H(v) részhalma-

zaiként tekintett K|v⊥, illetve a Pi|v⊥ halmazok támaszfüggvényeit minden
i ∈ Z+ indexre. Ekkor hv, illetve h

(i)
v a K, illetve Pi halmazok h, illetve

h(i) támaszfüggvényeinek a H(v) hipersíkra való leszűkítései minden i ∈ Z+

indexre. A továbbiakban legyen ε tetszőleges pozitív valós szám. Most lé-
tezik olyan i0 küszöbindex, hogy ha i > i0, akkor d(Pi, K) 6 ε. Ebben az
esetben |hv(u) − h

(i)
v (u)| 6 ε ha v ∈ Sn−1 és u ∈ Sn−1 ∩ H(v). Másrészt

hv(u), h
(i)
v (u) > δ. Ennélfogva

h(i)v (u) 6
(

1 +
ε

δ

)
hv(u) és hv(u) 6

(
1 +

ε

δ

)
h(i)v (u),
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azaz (
1 +

ε

δ

)−1
hv(u) 6 h(i)v (u) 6

(
1 +

ε

δ

)
hv(u).

Innen pedig (
1 +

ε

δ

)−1
(K|v⊥) ⊆ Pi|v⊥ ⊆

(
1 +

ε

δ

)
(K|v⊥),

vagyis(
1 +

ε

δ

)−(n−1)
V(n−1)(K|v⊥) 6 V(n−1)(Pi|v⊥) 6

(
1 +

ε

δ

)n−1
V(n−1)(K|v⊥),

Ezek után legyen BR(o) olyan gömb, amely tartalmazza K-t. Ekkor

|V(n−1)(Pi|v⊥)− V(n−1)(K|v⊥)| 6
((

1 +
ε

δ

)n−1
− 1

)
V(n−1)(K|v⊥)

6

((
1 +

ε

δ

)n−1
− 1

)
κn−1R

n−1

minden v ∈ Sn−1 és i > i0 esetén. Az előzőek szerint V(n−1)(Pi|v⊥) folytonos
függvénye v-nek, így a fenti becslés alapján ugyanez fennáll V(n−1)(K|v⊥)-ra
is (ebből speciálisan a jobb oldalon álló integrál létezése is adódik). Másrészt
O(K) = nW1(K) folytonos függvénye K-nak, amiből a

lim
i→∞

V(n−1)(Pi|v⊥) = V(n−1)(K|v⊥)

egyenletes konvergencia felhasználásával következik az állítás. �

Bebizonyítjuk a 8.3.9. Tétel egy általánosítását is.

8.3.10. Tétel (Kubota, 1925). Legyen K ∈ Kn. Ekkor

Wν(K) =
1

nκn−1

∫
Sn−1

W
(n−1)
ν−1 (K|v⊥) dσ

minden 1 6 ν 6 n esetén.

Bizonyítás. Világos, hogy Kρ|v⊥ = (K|v⊥)
(n−1)
ρ , így a 8.3.2. Tétel szerint

V(n−1)(Kρ|v⊥) = V(n−1)((K|v⊥)(n−1)ρ ) =
n−1∑
ν=0

(
n− 1

ν

)
W (n−1)
ν (K|v⊥) ρν .
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Mivel V(n−1)(Kρ|v⊥) folytonosan függ v-től minden ρ > 0 esetén, így a Cramer
szabály alapján W (n−1)

ν (K|v⊥) is folytonosan függ v-től. Most alkalmazva a
8.3.9. Tételt a Kρ halmazra

O(Kρ) =
1

κn−1

∫
Sn−1

V(n−1)(Kρ|v⊥) dσ

=
n−1∑
ν=0

(
n− 1

ν

)(
1

κn−1

∫
Sn−1

W (n−1)
ν (K|v⊥) dσ

)
ρν .

Másrészt a 8.3.7. és 8.2.9. Állítások szerint

O(Kρ) = nV (K + ρB1(o), . . . , K + ρB1(o), B1(o))

= n

n−1∑
ν=0

(
n− 1

ν

)
Wν+1(K) ρν .

Innen pedig az együtthatók összevetésével adódik az állítás. �

8.4. Kiértékeléselmélet
Ebben a fejezetben betekintést adunk az ún. kiértékeléselmélet témaköré-
be. Azt fogjuk vizsgálni, hogy ha az alapmértékek segítségével definiálunk
egy valós függvényt a Kn halmazon, akkor ezt a függvényt az alapmértékek
bizonyos tulajdonságai vajon egyértelműen meghatározzák-e.

8.4.1. Definíció. Legyen K ∈ Kn. Minden u ∈ Sn−1 vektorra jelölje w(u)
a K halmaz u irányú szélességét. Ekkor a

B(K) =
1

nκn

∫
Sn−1

w(u) dσ

értéket a K átlagos szélességének nevezzük.

8.4.2. Állítás. Legyen K0 ∈ Kn, és jelölje D(K0) azoknak a halmazoknak
a családját, amelyek előállnak

∑k
l=1 λlσl(K0) alakban, ahol λ1, . . . , λk > 0 és

λ1 + · · ·+ λk = 1, továbbá σ1, . . . , σk az origót fixen hagyó izometriák. Ekkor
létezik olyan (Kj) : N → D(K0) konvergens sorozat, hogy limj→∞Kj =
Bρ0(o), valamely ρ0 > 0 esetén.

Bizonyítás. Vegyük észre, hogy ha K1, . . . , Km ∈ D(K0), akkor
m∑
i=1

µiσi(Ki)
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tetszőleges µ1, . . . , µm > 0 és µ1 + · · · + µm = 1 esetén szintén hozzátarto-
zik D(K0)-hoz. Ezek után minden K ∈ Kn halmazra jelölje ρ(K) az ori-
gó középpontú, K-t tartalmazó gömbök sugarának minimumát, és legyen
ρ0 = infK∈D(K0) ρ(K). Világos, hogy ekkor létezik olyan (Kj) : N → D(K0)
sorozat, amelyre limj→∞ ρ(Kj) = ρ0. Másrészt minden K ∈ D(K0) esetén

ρ(K) = d({o}, K) = d

(
k∑
l=1

λl {o},
k∑
l=1

λl σl(K0)

)
6

k∑
l=1

λl d({o}, σl(K0)) =
k∑
l=1

λl d({o}, K0) = d({o}, K0) = ρ(K0)

(vö. 5.3.5. és 5.3.7. Állítások), azaz K ⊆ Bρ(K)(o) ⊆ Bρ(K0)(o). Így az
5.1.11. Tétel szerint a (Kj) sorozatnak létezik olyan (Kjt) részsorozata, amely
Kn valamely K̃0 tagjához konvergál. Nyilván ρ(K̃0) = ρ0, hiszen ρ(K) foly-
tonos Kn-n. Ha most ρ0 = 0, akkor K̃0 = {o}, ennélfogva elég azzal az
esettel foglalkozni, amikor ρ0 > 0. Meg fogjuk mutatni, hogy K̃0 = Bρ0 . A
K̃0 halmaz természetesen része a Bρ0 gömbnek, ezért csak a másik irányú
tartalmazást kell igazolni. Indirekt tegyük fel, hogy Bρ0 * K̃0. Jelölje h̃0 a
K̃0 halmaz támaszfüggvényét. Ekkor létezik olyan u0 ∈ Sn−1 vektor és δ > 0
valós szám, amelyre h̃0(u) < ρ0 minden u ∈ Sn−1 és ‖u − u0‖ < δ esetén.
Legyen

Uδ(u) = {v ∈ Sn−1 | ‖u− v‖ < δ}
minden u ∈ Sn−1 esetén. Mivel Sn−1 kompakt halmaz, a Heine-Borel tétel
szerint az {Uδ(u) | u ∈ Sn−1} nyílt fedésből kiválasztható egy

{Uδ(u1), . . . ,Uδ(um)}

véges fedés is. Minden 1 6 i 6 m esetén jelöljön σ̃i egy olyan origót fixen
hagyó izometriát, amely az Uδ(u0) gömbsüveget az Uδ(ui) gömbsüvegbe viszi.
Továbbá legyen

K̃1 =
m∑
i=1

1

m
σ̃i(K̃0).

Ekkor a K̃1 halmaz h̃1 támaszfüggvényére

h̃1(u) =
m∑
i=1

1

m
h̃0(σ̃

−1
i (u))

minden u ∈ Sn−1 esetén. De Sn−1 = Uδ(u1) ∪ · · · ∪ Uδ(um), ezért minden
u ∈ Sn−1 esetén van olyan 1 6 i0 6 m index, amelyre u ∈ Uδ(ui0), és így
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h̃0(σ̃
−1
i0

(u)) < ρ0. Sőt a fennmaradó 1 6 i′ 6 m indexekre is h̃0(σ̃−1i′ (u)) 6
ρ0. Következésképpen h̃1(u) < ρ0, azaz ρ(K̃1) < ρ0. Ezek után legyen
ε0 = ρ0 − ρ(K̃1). Most létezik olyan t0 küszöbindex, hogy ha t > t0, akkor
d(K̃0, Kjt) < ε0. Ennélfogva

d

(
K̃1,

m∑
i=1

1

m
σ̃i(Kjt)

)
6

m∑
i=1

1

m
d(σ̃i(K̃0), σ̃i(Kjt))

=
m∑
i=1

1

m
d(K̃0, Kjt) < ε0,

és így

ρ

(
m∑
i=1

1

m
σ̃i(Kjt)

)
= d

(
{o},

m∑
i=1

1

m
σ̃i(Kjt)

)
6

d({o}, K̃1) + d

(
K̃1,

m∑
i=1

1

m
σ̃i(Kjt)

)
< ρ(K̃1) + ε0 = ρ0,

ami, figyelembe véve a bizonyítás elején tett megjegyzést, ellentmond ρ0 de-
finíciójának. �

8.4.3. Tétel (Hadwiger, 1957). Tegyük fel, hogy egy ϕ : Kn → R függ-
vény rendelkezik az alábbi három tulajdonsággal.

(1) ϕ egybevágóság-invariáns, azaz tetszőleges σ : En → En izometriára

ϕ(σ(K)) = ϕ(K).

(2) ϕ folytonos, azaz minden (Ki) : N→ Kn konvergens sorozatra

lim
i→∞

ϕ(Ki) = ϕ
(

lim
i→∞

Ki

)
.

(3) ϕ Minkowski értelemben lineáris, azaz

ϕ

(
k∑
l=1

λlKl

)
=

k∑
l=1

λlϕ(Kl), ahol
k∑
l=1

λl = 1 és λ1, . . . , λk > 0.

Ekkor léteznek olyan γ, δ ∈ R konstansok, amelyekre ϕ(K) = γ B(K) + δ.
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Bizonyítás. A 8.4.2. Állítás szerint (az ott bevezetett jelölések megtartá-
sával) bármely K ∈ Kn halmazhoz létezik olyan (Ki) : N → D(K) sorozat,
amely egy Bρ(o) gömbhöz konvergál. Ám az (1)-(3) tulajdonságok alapján

ϕ(Bρ(o)) = lim
i→∞

ϕ(Ki) =

lim
i→∞

(
ki∑
li=1

λliϕ(σli(K))

)
= lim

i→∞

(
ki∑
li=1

λliϕ(K)

)
= ϕ(K).

Másrészt könnyű ellenőrizni, hogy a B átlagos szélesség függvény szintén
rendelkezik az (1)-(3) tulajdonságokkal, ezért B(Bρ(o)) = B(K) is fennáll.
Következésképpen elég az állítást gömbökre igazolni. Ha most 0 6 ρ 6 1,
akkor

ϕ(ρB1(o)) = ϕ(ρB1(o) + (1− ρ){o}) = ρϕ(B1(o)) + (1− ρ)ϕ({o}),
ha pedig ρ > 1, akkor

ϕ(B1(o)) = ϕ

(
1

ρ
(ρB1(o)) +

ρ− 1

ρ
{o}
)

=
1

ρ
ϕ(ρB1(o)) +

ρ− 1

ρ
ϕ({o}).

Így mindkét esetben

ϕ(ρB1(o)) = ρ (ϕ(B1(o))− ϕ({o})) + ϕ({o}).
Másrészt B(ρB1(o)) = ρB(B1(o)) = 2ρ, ennélfogva

ϕ(ρB1(o)) =
1

2
(ϕ(B1(o))− ϕ({o}))B(ρB1(o)) + ϕ({o}),

amiből γ = 1
2

(ϕ(B1(o)) − ϕ({o})) és δ = ϕ({o}) választással éppen a kí-
vánt eredményt kapjuk. Még annyit jegyezzünk meg, hogy a fenti alakú ϕ
függvények természetesen kielégítik az (1)-(3) tulajdonságokat. �

A 8.4.3. Tételből egyszerűen adódik az (n−1)-edik alapmérték egy érdekes
geometriai jelentése.

8.4.4. Állítás. Legyen K ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz. Ekkor

Wn−1(K) =
κn
2
B(K).

Bizonyítás. Mivel a Wn−1 alapmérték egybevágóság-invariáns, folytonos és
Minkowski értelemben lineáris függvény, így a 8.4.3. Tétel szerint léteznek
olyan γ, δ ∈ R konstansok, amelyekre Wn−1(K) = γ B(K) + δ. Ezek után a
K = {o}, illetve a K = B1(o) speciális eseteket tekintve egyszerűen adódik,
hogy δ = 0 és γ = κn/2. �

Végül, bizonyítás nélkül, még két fontos eredményre hívjuk fel a figyelmet.
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8.4.5. Tétel (Hadwiger, 1957). Tegyük fel, hogy egy ϕ : Kn → R függ-
vény rendelkezik az alábbi három tulajdonsággal.

(1) ϕ egybevágóság-invariáns.

(2) ϕ folytonos.

(3) ϕ additív, azaz ϕ(K1∪K2)+ϕ(K1∩K2) = ϕ(K1)+ϕ(K2), ha K1∪K2 ∈
Kn.

Ekkor léteznek olyan γ0, . . . , γn ∈ R konstansok, amelyekre

ϕ(K) =
n∑
ν=0

γνWν(K).

8.4.6. Tétel (Hadwiger, 1957). Tegyük fel, hogy egy ϕ : Kn → R függ-
vény rendelkezik az alábbi három tulajdonsággal.

(1) ϕ egybevágóság-invariáns.

(2) ϕ folytonos.

(3) ϕ egyszerűen additív, azaz additív és ϕ(K) = 0, ha dimK < n.

Ekkor létezik olyan γ ∈ R konstans, amelyre ϕ(K) = γV (K).

Feladatok
8.1. Feladat. Legyen S = conv{x0, . . . , xn} egy n-dimenziós szimplex. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor n!V (S) = | det(v1 − v0, . . . , vn − v0)|.

8.2. Feladat. Legyen S = conv{x1, . . . , xn+1} egy n-dimenziós szimplex, és
legyen B = (bij) az az (n+ 1)× (n+ 1)-es mátrix, amelyre bij = ‖vi − vj‖2.
Jelölje továbbá B̂ azt az (n + 2) × (n + 2)-es mátrixot, amelyet úgy kapunk
B-ből, hogy a tetejéhez illesztjük a (0, 1, . . . , 1) sort, a bal oldalához pedig a
(0, 1, . . . , 1)> oszlopot. Mutassuk meg, hogy ekkor 2n(n!)2V (S)2 = | det(B̂)|.

8.3. Feladat. Legyen K ⊆ En egy az origóra szimmetrikus, kompakt, kon-
vex halmaz, és tegyük fel, hogy V (K) > 2n. Mutassuk meg, hogy ekkor K
tartalmaz az origótól különböző olyan pontot, melynek koordinátái egész szá-
mok. [Útmutatás: Nyilván elég az állítást abban az esetben igazolni, mikor
V (K) > 2n is fennáll. Osszuk fel az n-dimenziós teret az xi = 2k+1 egyenle-
tű hipersíkokkal, ahol 1 6 i 6 n és k ∈ Z, egybevágó, 2n térfogatú kockákra.
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Ezen kockák közül azokat, melyeknek van közös pontja K-val toljuk rá az
origó középpontú kockára. Mivel V (K) > 2n, ezért az origó középpontú koc-
kában lesz olyan rész, amely K pontjainak eltoltjaival legalább kétszeresen
le lesz fedve. Legyenek x és y azon kockák középpontjai, melyek eltolt példá-
nyaiból egy ilyen kétszeresen lefedett rész származik. Mutassuk meg, hogy
most 1

2
(x− y) egy a kívánalmaknak megfelelő pont.]

8.4. Feladat (Elekes, 1986). Azt mondjuk, hogy a K ⊆ En konvex testet
az Ω orákulum írja le (amit egyszerűen egy szubrutinnak képzelhetünk), ha

(1) Bármely q ∈ En pontról megkérdezhetjük, hogy benne van-e K-ban,
mire Ω egységnyi idő alatt vagy azt válaszolja, hogy IGEN, vagy azt,
hogy NEM.

(2) Ω külön kérés nélkül közöl két olyan gömböt, amelyek közül az egyik
benne van K-ban, a másik pedig tartalmazza K-t.

Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan (n-ben) polinomiális idejű, determi-
nisztikus algoritmus, amely tetszőleges, orákulummal leírt K ⊆ En konvex
testhez olyan α(K) nem negatív számot határoz meg, hogy α(K) 6 V (K) 6
1.9999nα(K). [Útmutatás: Használjuk fel, hogy ha p1, . . . , pk ∈ B1(o) ⊆
En, akkor V (conv{p1, . . . , pk}) 6 kκn/2

n. Ehhez elég észrevenni, hogy az
op1, . . . , opk szakaszok Thalesz gömbjeinek uniója lefedi conv{p1, . . . , pk}-t.]

8.5. Feladat. Legyen P olyan n-dimenziós konvex politóp, amely (n − 1)-
dimenziós lapjainak külső normálvektorai u1, . . . , uk, továbbá az ui normál-
vektorú lap (n−1)-dimenziós térfogata fi minden 1 6 i 6 k esetén. Mutassuk
meg, hogy ekkor

∑k
i=1 fiui = o. [Útmutatás: Alkalmazzuk a 8.1.3. Állítást.]

8.6. Feladat∗ (Minkowski, 1903). Legyenek u1, . . . , uk ∈ Sn−1 olyan, pá-
ronként különböző vektorok, melyek kifeszítik az n-dimenziós teret, és legye-
nek f1, . . . , fk olyan pozitív valós számok, hogy

∑k
i=1 fiui = o. Mutassuk

meg, hogy ekkor létezik olyan n-dimenziós P konvex politóp, amely (n − 1)-
dimenziós lapjainak külső normálvektorai pontosan u1, . . . , uk, továbbá az ui
normálvektorú lap (n − 1)-dimenziós térfogata fi minden 1 6 i 6 k esetén.
[Útmutatás: Tetszőleges α1, . . . , αk nem-negatív valós számokra tekintsük az
〈x, u1〉 6 α1, . . . , 〈x, uk〉 6 αk egyenletű zárt félterek P (a) metszetét, ahol
a = (α1, . . . , αk). Ekkor P (a) nyilván konvex politóp. Legyen

M = {a ∈ Ek | αi > 0, V (P (a)) > 1},

és definiáljuk a Φ(a) = 1
n

∑k
i=1 αifi lineáris funkcionált. Világos, hogy Φ

felveszi a µn−1 minimumát M -en valamely ā = (ᾱ1, . . . , ᾱk) pontban. Bizo-
nyítsuk be, hogy a µP (ā) konvex politóp megfelel a kívánalmaknak.]
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8.7. Feladat. Legyen 1 6 k 6 n − 1, legyenek K1, . . . , Kk ∈ Kn, legyen
S ∈ G(n, k), és legyenek H1, . . . , Hn−k ⊆ S⊥ nem üres, kompakt, konvex
halmazok. Mutassuk meg, hogy ekkor(

n

k

)
V (K1, . . . , Kk, H1, . . . , Hn−k) = V (K1|S, . . . ,Kk|S)V (H1, . . . , Hn−k).

[Útmutatás: Először azt a speciális esetet igazoljuk, amikorK1 = · · · = Kk =
K és H1 = · · · = Hn−k = H, ahol H egy (n − k)-dimenziós konvex politóp.
Ehhez elég annyit észrevenni, hogy minden ε pozitív valós számra

V (H + εK) = V(n−k)(H)V(k)(K|S)εk +O(εk+1).

Az általános eset igazolásához ezután először a H = λ1H1 + · · ·+ λn−kHn−k,
majd a K = λ1K1 + · · ·+ λkKk helyettesítést hajtsuk végre.]

8.8. Feladat. Legyenek K,L ∈ Kn, és legyen M = K + L. Mutassuk meg,
hogy ekkor

V (K) =
n∑
i=0

(
n

i

)
(−1)iV (M, . . . ,M︸ ︷︷ ︸

n−i

, L, . . . , L︸ ︷︷ ︸
i

).

8.9. Feladat. Legyen 1 6 m 6 n − 1, és legyenek K,L ∈ Kn, melyekre
dimK = m, dimL = n − m, aff K ∩ aff L = {o} és aff L = (aff K)⊥.
Mutassuk meg, hogy ekkor minden 0 6 ν 6 n esetén(

n

ν

)
1

κν
Wν(K + L) =

ν∑
µ=0

(
m

µ

)
1

κµ

(
n−m
ν − µ

)
1

κν−µ
W (m)
µ (K)W

(n−m)
ν−µ (L),

ahol az összegzést persze csak azokra a µ értékekre hajtjuk végre, amelyekre
W

(m)
µ (K) és W (n−m)

ν−µ (L) is értelmezve van.

8.10. Feladat. Legyenek K1, K2 ∈ Kn. Mutassuk meg, hogy ha K1 ⊆ K2,
akkor O(K1) 6 O(K2). [Útmutatás: Először azt igazoljuk, hogy léteznek
konvex politópoknak olyan K1-hez és K2-höz konvergáló (P

(1)
i ), illetve (P

(2)
i )

sorozatai, melyekre P (1)
i ⊆ P

(2)
i minden i természetes számra.]
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9. fejezet

Geometriai egyenlőtlenségek

9.1. Brunn-Minkowski egyenlőtlenség
A konvex halmazok Minkowski összegének térfogatát tanulmányozva jutot-
tunk el a vegyes térfogatok fogalmához. Ebben a fejezetben egy másik alapve-
tő irányt követve megismerkedünk a Brunn-Minkowski tétellel (9.1.1. Tétel),
amely a geometriai egyenlőtlenségek elméletének egyik kiinduló pontja, és
számos extremális probléma megoldásához is elvezet, például az ún. izoperi-
metrikus problémáéhoz is.

9.1.1. Tétel. Legyenek A,B ⊆ En konvex testek. Ekkor

V (A+B)1/n > V (A)1/n + V (B)1/n.

Bizonyítás. Nyilván elég olyan (nem feltétlenül konvex) halmazokra szo-
rítkozni, amelyek véges számú, a koordináta-tengelyekkel párhuzamos élű, a
határpontjaiktól eltekintve páronként diszjunkt merőleges parallelotópokból
állnak (ld. a 8.1. fejezet elején a konvex halmazokra vonatkozó megjegyzése-
ket). Ezek után az állítást az A és B halmazokat meghatározó parallelotópok
együttes száma szerinti teljes indukcióval bizonyítjuk. Ha A és B is egyetlen
parallelotóp, ahol A élhosszai a1, . . . , an és B élhosszai b1, . . . , bn, akkor A+B
is parallelotóp az a1 + b1, . . . , an + bn élhosszakkal. Így a számtani és mértani
közép közötti egyenlőtlenség szerint

V (A)1/n

V (A+B)1/n
=

(
n∏
i=1

ai
ai + bi

)1/n

6
1

n

n∑
i=1

ai
ai + bi

és
V (B)1/n

V (A+B)1/n
=

(
n∏
i=1

bi
ai + bi

)1/n

6
1

n

n∑
i=1

bi
ai + bi

,
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ahonnan
V (A)1/n

V (A+B)1/n
+

V (B)1/n

V (A+B)1/n
6 1.

Most tegyük fel, hogy bármely, legfeljebb k− 1 > 2 parallelotópot tartal-
mazó halmazpárra igaz az állítás, és tekintsünk két olyan A és B halmazt,
amelyek együttesen k parallelotópból állnak. Ekkor például A legalább két
parallelotópot tartalmaz, így létezik olyan H hipersík, amely merőleges vala-
melyik koordináta-tengelyre, és az A halmazt két, az A-nál kevesebb paralle-
lotópból álló, nem üres A′ és A′′ részre vágja. Az általánosság megszorítása
nélkül feltehetjük, hogy o ∈ H. Legyen V (A′) = λV (A). Most toljuk el
B-t úgy, hogy H a B halmazt is két olyan B′ és B′′ részre vágja, amelyekre
V (B′) = λV (B). Ezek az eltolások nyilván nem változtatják V (A), V (B),
illetve V (A + B) értékét. Mivel a B′ és B′′ halmazokban szereplő parallelo-
tópok száma nem haladhatja meg a B-ben szereplő parallelotópok számát,
így az A′, B′, illetve A′′, B′′ halmazpárok, amelyek a H által meghatározott
különböző félterekben fekszenek, legfeljebb k − 1 parallelotópból állnak, en-
nélfogva alkalmazható rájuk az indukciós hipotézis:

V (A+B) > V (A′ +B′) + V (A′′ +B′′)

> (V (A′)1/n + V (B′)1/n)n + (V (A′′)1/n + V (B′′)1/n)n

= λ (V (A)1/n + V (B)1/n)n + (1− λ)(V (A)1/n + V (B)1/n)n

= (V (A)1/n + V (B)1/n)n. �

Megmutatható, hogy a 9.1.1. Tételben akkor és csak akkor áll fenn egyen-
lőség, ha A és B homotetikus konvex testek.

Az alkalmazások szempontjából sokszor hasznos a 9.1.1. Tétel következő
átfogalmazása.

9.1.2. Állítás. Legyenek A,B ⊆ En konvex testek. Ekkor az

Ω : [0, 1]→ R, λ 7→ V (λA+ (1− λ)B)1/n

függvény konkáv.

Bizonyítás. A C(λ) = λA+(1−λ)B jelölés bevezetésével Ω(λ) = V (C(λ))
1/n

nyilvánvaló módon. Mivel Ω folytonos, ezért elég belátni, hogy Ω gyengén
konkáv, vagyis

Ω

(
λ1 + λ2

2

)
>

Ω(λ1) + Ω(λ2)

2
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tetszőleges 0 6 λ1 6 1 és 0 6 λ2 6 1 esetén. Vegyük észre, hogy

C((λ1+λ2)/2) = 1
2
(λ1 + λ2)A+ (1− 1

2
(λ1 + λ2))B

= 1
2
(λ1A+ (1− λ1)B) + 1

2
(λ2A+ (1− λ2)B)

= 1
2
C(λ1) + 1

2
C(λ2),

így a 9.1.1. Tétel szerint

V (C((λ1+λ2)/2))
1/n > 1

2
V (C(λ1))

1/n + 1
2
V (C(λ2))

1/n,

amiből következik az állítás. �

A fenti állítás, valamint a 9.1.1. Tétel felhasználásával még két fontos
egyenlőtlenséget igazolhatunk, melyeket az irodalomban Minkowski egyen-
lőtlenségeknek neveznek.

9.1.3. Tétel. Legyenek K,L ⊆ En konvex testek. Ekkor

V (K, . . . ,K, L)n > V (K)n−1V (L), (∗)
V (K, . . . ,K, L)2 > V (K)V (K, . . . ,K, L, L). (∗∗)

Bizonyítás. Tekintsük az

Ω : [0, 1]→ R, ξ 7→ V ((1− ξ)K + ξL)1/n

függvényt. Ekkor a 8.2.3. Tétel szerint

Ω(ξ)n =
n∑
ν=0

(
n

ν

)
γν(1− ξ)n−νξν ,

ahol
γν = V (K, . . . ,K︸ ︷︷ ︸

n−ν

, L, . . . , L︸ ︷︷ ︸
ν

)

minden 0 6 ν 6 n esetén. Innen differenciálással kapjuk, hogy

n(Ω(ξ))n−1
dΩ

dξ
(ξ) = n

n−1∑
ν=0

(
n− 1

ν

)
(γν+1 − γν)(1− ξ)n−1−νξν

és

n(n− 1)(Ω(ξ))n−2
(
dΩ

dξ
(ξ)

)2

+ n(Ω(ξ))n−1
d2Ω

dξ2
(ξ) =

n(n− 1)
n−2∑
ν=0

(
n− 2

ν

)
(γν+2 − 2γν+1 + γν)(1− ξ)n−2−νξν .
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Ezek után tekintsük a

Ψ : [0, 1]→ R, ξ 7→ (1− ξ)Ω(0) + ξΩ(1)− Ω(ξ)

függvényt. Világos, hogy Ψ kétszer folytonosan differenciálható konvex függ-
vény (hiszen Ω konkáv a 9.1.2. Állítás szerint), továbbá Ψ(0) = Ψ(1) = 0.
Ennélfogva Ψ′ monoton növekvő, és így Ψ′(0) 6 0, vagyis

−(γ0)
1/n + (γn)1/n − γ1 − γ0

(γ0)(n−1)/n
6 0,

ahonnan (∗) azonnal adódik. Másrészt Ψ második deriváltja sehol sem ne-
gatív, speciálisan

d2Ψ

dξ2
(0) = (n− 1)

(
1

(γ0)1/n
(γ1 − γ0)2
(γ0)(2n−2)/n

− γ2 − 2γ1 + γ0
(γ0)(n−1)/n

)
=

=
n− 1

(γ0)(2n−1)/n
((γ1)

2 − γ0γ2) > 0,

amiből (∗∗) következik. �

Végül (bizonyítás nélkül) közöljük az alapvető fontosságú Alexandrov-
Fenchel egyenlőtlenséget, amelynek például a második (∗∗) Minkowski egyen-
lőtlenség is speciális esete.

9.1.4. Tétel. Legyenek K1, . . . , Kn ⊆ En konvex testek. Ekkor

V (K1, K2, K3, . . . , Kn)2 > V (K1, K1, K3, . . . , Kn)V (K2, K2, K3, . . . , Kn).

9.2. Izoperimetrikus egyenlőtlenség
Ebben a fejezetben az izoperimetrikus, illetve az izodiametrikus problémával
foglalkozunk. Az első azt állítja, hogy az azonos térfogatú konvex testek
közül a gömb felszíne, míg a második azt, hogy a gömb átmérője a legkisebb.

9.2.1. Tétel. Bármely K ⊆ En konvex test felszíne legalább akkora, mint
egy V (K) térfogatú gömb felszíne.

Bizonyítás. Alkalmazva a 9.1.1. Tételt a Kρ halmazra kapjuk, hogy

V (Kρ)
1/n > V (K)1/n + ρ n

√
κn,

vagyis
1

ρ
(V (Kρ)

1/n − V (K)1/n) > n
√
κn.
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Ennélfogva

n
√
κn 6 lim

ρ→0

1

ρ
(V (Kρ)

1/n − V (K)1/n)

=
1

n
V (K)(1−n)/n lim

ρ→0

1

ρ
(V (Kρ)− V (K))

=
1

n
V (K)(1−n)/nO(K).

Így

O(K) > n n
√
κn V (K)(n−1)/n

= n n
√
κn ( n
√
κn)n−1r(K)n−1

= nκnr(K)n−1

= O(Br(K)(o)),

ahol r(K) jelölte a V (K) térfogatú gömb sugarát. �

9.2.2. Tétel. Bármely K ⊆ En konvex test átmérője legalább akkora, mint
egy V (K) térfogatú gömb átmérője.

Bizonyítás. Nyilván elég megmutatni, hogy

V (K) 6
κn
2n

(diamK)n.

Tekintsük az S0(K) = 1
2

(K+(−K)) origóra szimmetrikus, kompakt, konvex
halmazt (ezt egyébként a K centrálszimmetrizáltjának nevezzük, és részlete-
sen a következő fejezetben fogunk vele foglalkozni). A 9.1.1. Tétel szerint

V (S0(K)) = V (1
2
K + 1

2
(−K)) > (1

2
V (K)1/n + 1

2
V (−K)1/n)n = V (K).

Másrészt
diamS0(K) = diam

(
1
2
(K + (−K))

)
= 1

2
diam(K + (−K))

= 1
2

max{‖(u− v)− (x− y)‖ | u, v, x, y ∈ K}
6 1

2
(max{‖u− v‖ | u, v ∈ K}+ max{‖x− y‖ | x, y ∈ K})

= 1
2
(diamK + diamK)

= diamK.

Így elég az állítást a K halmaz helyett az origóra szimmetrikus S0(K) hal-
mazra igazolni. De S0(K) benne van az origó középpontú, 1

2
diamS0(K)

sugarú gömbben, következésképpen

V (S0(K)) 6
κn
2n

(diamS0(K))n. �
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Felhívnánk a figyelmet arra, hogy a 9.2.1. és 9.2.2. Tételek egyszerűen
adódnak az első (∗) Minkowski egyenlőtlenségből is (9.1.3. Tétel). Valóban,
ha az egyik halmaz szerepét a B1(o) egységgömb tölti be, akkor(

O(K)

nκn

)n
>

(
V (K)

κn

)n−1
,

illetve (
B(L)

2

)n
>
V (L)

κn
.

Ez utóbbinál elég annyit észrevenni, hogy az átlagos szélesség nem haladhatja
meg az átmérőt.

Megjegyezzük még, hogy ha K nem gömb, akkor mind a 9.2.1., mind
pedig a 9.2.2. Tételben szigorú egyenlőtlenség áll fenn.

9.3. Centrálszimmetrizáció
Szimmetrizáción általában olyan eljárást értünk, amely egy adott konvex
halmazt bizonyos szimmetria tulajdonságokkal rendelkező konvex halmazba
transzformál. A legfontosabbak azok a szimmetrizációk, amelyek a halmaz
alapmértékeinek egy részét változatlanul hagyják, míg másokat mindig vagy
növelnek, vagy pedig csökkentenek. Két ilyen eljárást fogunk ismertetni.

9.3.1. Definíció. Legyen K ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz. Ek-
kor az

S0(K) = 1
2
(K + (−K))

halmazt a K centrálszimmetrizáltjának nevezzük.

S0(K) nyilván az origóra szimmetrikus, kompakt, konvex halmaz. A
9.2.2. Tétel bizonyításánál láttuk, hogy a centrálszimmetrizáció nem csök-
kenti a térfogatot. A teljesség kedvéért ezt most újra levezetjük, sőt megmu-
tatjuk, hogy ennél sokkal több is igaz.

9.3.2. Tétel. Ha K ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, akkor

Wν(S0(K)) > Wν(K)

minden 0 6 ν 6 n esetén.
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Bizonyítás. Jegyezzük meg, hogy ha ν < n, akkor bármely ν-dimenziós Hν

lineáris altérre S0(K)|Hν = S0(K|Hν). Így a 8.3.10. Kubota tétel ismételt
alkalmazásával egyszerűen adódik, hogy elég az állítást a ν = 0 speciális
esetben igazolni. De W0(K) = V (K), amikor is a 9.1.1. Tétel szerint

V (S0(K)) = V (1
2
K + 1

2
(−K)) > (1

2
V (K)1/n + 1

2
V (−K)1/n)n = V (K). �

Most lássuk, hogy mit mondhatunk a halmaznak, illetve annak centrál-
szimmetrizáltjának térfogatarányáról a másik oldalról.

9.3.3. Tétel (Rogers-Shephard, 1957). Ha K ⊆ En nem üres, kompakt,
konvex halmaz, akkor

V (S0(K)) 6 2−n
(

2n

n

)
V (K) .

Bizonyítás. Nyilván elég azzal az esettel foglalkozni, amikor dimK = n.
Jelölje a K karakterisztikus függvényét χ(K), azaz

χ(x) =

{
1, ha x ∈ K,
0, ha x 6∈ K.

Ekkor a Fubini tétel szerint∫
En

(∫
En

χ(y)χ(y − x) dy

)
dx =

∫
En

χ(y)

(∫
En

χ(y − x) dx

)
dy

= V (K)

∫
En

χ(y) dy

= V (K)2.

Ezek után minden x ∈ 2S0(K) \ {o} pontra jelölje zx azt az egyértelműen
meghatározott pontot, amelyben az origóból induló, x-en átmenő félegyenes
2S0(K) határát metszi. Most x = λxzx, alkalmas 0 < λx 6 1 esetén, valamint
zx kifejezhető ax − bx alakban, ahol ax, bx ∈ K. Továbbá K konvexitását
felhasználva

(1− λx)K + λxax ⊆ K és (1− λx)K + λxbx + x ⊆ K + x.

De λxax − (λxbx + x) = λx(ax − bx) − x = λxzx − x = 0, így a bal oldalon
álló halmazok megegyeznek, és mindkettő része a K ∩ (K + x) halmaznak.
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Ezért ha x ∈ 2S0(K) \ {o}, akkor∫
En

χ(y)χ(y − x) dy = V (K ∩ (K + x))

> V ((1− λx)K) =

= (1− λx)nV (K)

=

(∫ 1

λx

n (1− t)n−1 dt
)
V (K),

ha pedig x 6∈ 2S0(K), akkor∫
En

χ(y)χ(y − x) dy = V (K ∩ (K + x)) = 0.

Következésképpen

V (K) =
1

V (K)

∫
En

(∫
En

χ(y)χ(y − x) dy

)
dx

=
1

V (K)

∫
2S0(K)

(∫
En

χ(y)χ(y − x) dy

)
dx

>
∫
2S0(K)

(∫ 1

λx

n (1− t)n−1 dt
)
dx

=

∫ 1

0

(∫
x∈2S0(K)
0<λx6t

n (1− t)n−1 dx
)
dt

=

∫ 1

0

(∫
x∈2tS0(K)

n (1− t)n−1 dx
)
dt =

=

∫ 1

0

n (1− t)n−1 V (2tS0(K)) dt

= 2n V (S0(K))

∫ 1

0

n (1− t)n−1 tn dt

= 2n
(

2n

n

)−1
V (S0(K)).

Itt az utolsó egyenlőség parciális integrálással adódik. �

Megjegyezzük, hogy a 9.3.3. Tételben egyenlőség akkor és csak akkor áll
fenn, ha K szimplex.
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9.4. Steiner szimmetrizáció
Ebben a fejezetben egy másik szimmetrizációs eljárást ismertetünk. Érdekes
tény, hogy ezt először Steiner használta az izoperimetrikus probléma megol-
dásánál.

9.4.1. Definíció. Legyen K ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, H
pedig egy az origóra illeszkedő hipersík. Tekintsünk most egy tetszőleges p ∈ K
pontot, és állítsunk p-ből merőlegest a H hipersíkra. Messe ez az lp merőleges
a K halmazt a p1p2 szakaszban. Ezek után toljuk el a p1p2 szakaszt lp mentén
úgy, hogy az a H-ra szimmetrikus helyzetbe kerüljön. Végrehajtva ugyanezt
az eljárást az összes p ∈ K pontra, a kapott, H-ra szimmetrikus szakaszok
egyesítését a K halmaz SH(K) Steiner szimmetrizáltjának nevezzük.

A definícióból azonnal adódnak a Steiner szimmetrizáció következő tulaj-
donságai.

9.4.2. Állítás. Az n-dimenziós tér tetszőleges nem üres, kompakt, konvex
halmazaira, valamint bármely az origón átmenő H hipersíkra

(1) SH(K) szimmetrikus a H hipersíkra,

(2) SH(λK) = λSH(K) minden λ > 0 esetén,

(3) SH(K1) ⊆ SH(K2), ha K1 ⊆ K2.

9.4.3. Állítás. Ha K ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz és H egy,
az origón átmenő hipersík, akkor SH(K) szintén nem üres, kompakt, konvex
halmaz.

Bizonyítás. Mivel K korlátos, ezért létezik olyan origó középpontú gömb,
amely tartalmazza K-t. De ennek a gömbnek a Steiner szimmetrizáltja ön-
maga, így ez a gömb tartalmazza SH(K)-t is, vagyis SH(K) korlátos.

Megmutatjuk, hogy SH(K) zárt halmaz. Legyen (pi) : N→ SH(K) egy
konvergens sorozatot, és jelölje a határértéket p0. Minden i = 0, 1, . . . esetén
legyen a pi pont H-ra eső merőleges vetülete xi, és legyen li a H-ra merőleges,
az xi pontra illeszkedő egyenes. Most K kompaktsága miatt x0 ∈ SH(K) és

‖p0 − x0‖ = limi→∞ ‖pi − xi‖ 6 1
2

lim supi→∞ |li ∩K| 6 1
2
|l0 ∩K| ,

ahonnan következik, hogy p0 ∈ SH(K) (itt |li ∩K| az li ∩K szakasz hosszát
jelöli minden i ∈ N esetén).
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Végül belátjuk, hogy SH(K) konvex halmaz. Legyenek p′, q′ ∈ SH(K)
tetszőleges pontok. Most ha a p′-ből és a q′-ből aH-ra állított merőlegesekK-
t mondjuk a p1p2 és a q1q2 szakaszokban metszik, akkor nyilván p′ ∈ SH(p1p2)
és q′ ∈ SH(q1q2). Továbbá világos, hogy a conv (SH(p1p2)∪ SH(q1q2)) trapéz
éppen a conv (p1p2 ∪ q1q2) trapéz Steiner szimmetrizáltja. Ebből pedig K
konvexitását felhasználva következik, hogy

p′q′ ⊆ SH(conv (p1p2 ∪ q1q2)) ⊆ SH(K). �

9.4.4. Állítás. Legyenek K1, . . . , Km ⊆ En nem üres, kompakt, konvex hal-
mazok, H pedig egy az origóra illeszkedő hipersík. Ekkor

m∑
l=1

λlSH(Kl) ⊆ SH

(
m∑
l=1

λlKl

)

minden λ1, . . . , λm > 0 esetén.

Bizonyítás. Nyilván elég az állítást az m = 2 és λ1 = λ2 = 1 speciális
esetben igazolni. Legyenek p ∈ SH(K1) és q ∈ SH(K2) tetszőleges pontok,
valamint legyen t = p + q. Jelölje lp, lq és lt rendre a p, q és t pontokon
átmenő, H-ra merőleges egyeneseket. Ekkor t ∈ (lp∩SH(K1))+(lq∩SH(K2)).
Továbbá (lp ∩ SH(K1)) + (lq ∩ SH(K2)) szimmetrikus H-ra, és hossza

|(lp ∩ SH(K1)) + (lq ∩ SH(K2))| = |lp ∩ SH(K1)|+ |lq ∩ SH(K2)|.

Hasonló módon,

|(lp ∩K1) + (lq ∩K2)| = |lp ∩K1|+ |lq ∩K2|.

Ennélfogva

(lp ∩ SH(K1)) + (lq ∩ SH(K2)) = SH((lp ∩K1) + (lq ∩K2))

⊆ SH(lt ∩ (K1 +K2)),

vagyis t ∈ SH(K1 +K2), amiből következik az állítás. �

9.4.5. Állítás. Tegyük fel, hogy egy (Ki) : N → Kn sorozat konvergens, és
határalakzata a K0 halmaz. Tegyük fel azt is, hogy léteznek olyan n-dimenziós
Br(o), illetve BR(o) gömbök, amelyekre Br(o) ⊆ Ki ⊆ BR(o) minden i ∈ N
esetén. Legyen továbbá H egy az origóra illeszkedő tetszőleges hipersík. Ekkor

lim
i→∞

SH(Ki) = SH(K0).
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Bizonyítás. Mivel a Steiner szimmetrizáció a Br(o), illetve BR(o) gömböket
fixen hagyja, ezért Br(o) ⊆ SH(Ki) ⊆ BR(o) szintén fennáll minden i ∈ N
esetén. Most felhasználva a (Ki) sorozat konvergenciáját, minden ε > 0 valós
számhoz létezik olyan i0 küszöbindex, hogy bármely i > i0 esetén d(K0, Ki) <
ε. Ennélfogva

Ki ⊆ K0 +Bε(o) ⊆
(

1 +
ε

r

)
K0,

ahonnan
SH(Ki) ⊆

(
1 +

ε

r

)
SH(K0) ⊆ SH(K0) +B ε

r
R(o).

Teljesen hasonló módon

K0 ⊆ Ki +Bε(o) ⊆
(

1 +
ε

r

)
Ki,

és így
SH(K0) ⊆

(
1 +

ε

r

)
SH(Ki) ⊆ SH(Ki) +B ε

r
R(o).

Következésképpen minden i > i0 esetén d(SH(K0), SH(Ki)) 6 ε
r
R, amiből

adódik az állítás. �

Jegyezzük meg, hogy a Br(o) ⊆ Ki ⊆ BR(o) minden i ∈ N esetén feltétel
elhagyásával általában már nem lesz igaz a 9.4.5. Állítás.

9.4.6. Állítás. Ha K ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, és H egy az
origón átmenő hipersík, akkor

(1) V (SH(K)) = V (K),

(2) O(SH(K)) 6 O(K).

Bizonyítás. Az állítás első része magától értetődik. A második rész igazo-
lásához tekintsük a K+Bρ(o) halmazt, ahol ρ tetszőleges pozitív valós szám.
Ekkor a 9.4.4. Állítás szerint SH(K) +Bρ(o) ⊆ SH(K +Bρ(o)), így

V (SH(K) +Bρ(o)) 6 V (SH(K +Bρ(o))) = V (K +Bρ(o)).

Ebből következik, hogy

V (SH(K) +Bρ(o))− V (SH(K))

ρ
6
V (K +Bρ(o))− V (K)

ρ
.

Mivel ez minden ρ > 0 esetén fennáll, ezért O(SH(K)) 6 O(K). �

Megmutatható, igaz sokkal komplikáltabban, hogy a Steiner szimmetri-
záció a többi alapmértéket sem növeli.
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9.4.7. Tétel. Ha K ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmaz, és H egy az
origón átmenő hipersík, akkor

Wν(SH(K)) 6 Wν(K)

minden 0 6 ν 6 n esetén.

A következő tétel több szempontból is alapvető fontosságú.

9.4.8. Tétel. Legyen K0 ⊆ En az origót belső pontként tartalmazó, kompakt,
konvex halmaz. Jelölje továbbá G(K0) mindazon halmazok családját, amelyek
K0-ból az origón átmenő véges sok hipersíkra egymás után történő Steiner
szimmetrizációval előállíthatók. Ekkor létezik olyan (Ki) : N → G(K0) soro-
zat, amely egy origó középpontú BR(o) gömbhöz konvergál.

Bizonyítás. Minden K ∈ G(K0) halmazra jelölje R(K) a legkisebb, origó
középpontú, K-t tartalmazó gömb sugarát, valamint legyen

R = inf
K∈G(K0)

R(K).

Világos, hogy ekkor létezik olyan (Ki) : N → G(K0) konvergens sorozat,
amelyre limi→∞R(Ki) = R. Állítjuk, hogy a (Ki) sorozat K̄ határalakza-
ta (amely természetesen nem feltétlenül tartozik hozzá G(K0)-hoz) az origó
középpontú, R sugarú BR(o) gömb. Mivel R(K) folytonos függvény, ezért
R(K̄) = R, és így K̄ ⊆ BR(o). A másik irányú tartalmazást indirekt mó-
don bizonyítjuk. Tegyük fel, hogy a BR(o) gömb határán létezik olyan p
pont, amely nem tartozik hozzá K̄-hoz. Ekkor szükségképpen létezik olyan
p középpontú C1 zárt gömbsüveg is, amely szintén diszjunkt K̄-tól. Fedjük
le a BR(o) gömb határát a C1 gömbsüveg véges sok páronként különböző,
egybevágó C1, . . . Cm példányával, és tekintsük minden 2 6 j 6 m esetén
a C1 és Cj halmazok origóra illeszkedő Hj szimmetria hipersíkját. Nyilván
C1 ∩ SH2(K̄) = C2 ∩ SH2(K̄) = ∅. Továbbá hasonlóan

C1 ∩ SH3(SH2(K̄)) = C2 ∩ SH3(SH2(K̄)) = C3 ∩ SH3(SH2(K̄)) = ∅.
Folytatva ezt a szimmetrizációt, a K̄ halmazból véges sok lépésben egy olyan
K̄ ′ halmazt kapunk, amely sehol sem metszi BR(o) határát. Most végrehajtva
ugyanezt az eljárást az összes Ki halmazra, a 9.4.5. Állítással összhangban
egy a K̄ ′ halmazhoz konvergáló (K ′i) : N→ G(K0) sorozathoz jutunk. Mivel
R(K̄ ′) < R, ezért valamely i0 küszöbindextől kezdve R(K ′i) < R is fennáll,
ami ellentmond R definíciójának. �

Vegyük észre, hogy a 9.4.6. Állítás valamint a 9.4.8. Tétel segítségével a
9.2.1. Tételre egy újabb bizonyítást adhatunk.

A megismert szimmetrizációs eljárások alkalmazására lássunk egy kiemel-
kedően szép példát, a Blaschke-Santaló egyenlőtlenség bizonyítását.
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9.4.9. Tétel (Santaló, 1949). Legyen K ⊆ En az origóra szimmetrikus
konvex test. Jelölje továbbá K∗ a K poláris halmazát. Ekkor

V (K)V (K∗) 6 V (B1(o))
2.

Bizonyítás. Először azt fogjuk megmutatni, hogy bármely, origón átmenő
H hipersíkra V (K)V (K∗) 6 V (SH(K))V (SH(K)∗). Mivel a Steiner szim-
metrizáció a térfogatot nem változtatja, ezért elég a V (K∗) 6 V (SH(K)∗)
egyenlőtlenséget igazolni. Az általánosság megszorítása nélkül feltehetjük,
hogy H megegyezik az xn = 0 egyenletű hipersíkkal. Azonosítsuk az n-
dimenziós teret a H × R direkt szorzattal. Ekkor

K∗ = {(X, x) ∈ H × R | 〈X, Y 〉+ xy 6 1, minden (Y, y) ∈ K esetén},
SH(K) = {(X, 1

2
(x1 − x2)) ∈ H × R | X ∈ K|H, (X, x1), (X, x2) ∈ K},

SH(K)∗ = {(X, x) ∈ H × R | 〈X, Y 〉+ 1
2
x(y1 − y2) 6 1,

minden (Y, y1), (Y, y2) ∈ K esetén}.
Most ha valamely t ∈ R valós számra és A ⊆ En halmazra

A(t) = {T ∈ H | (T, t) ∈ A},
akkor a fenti formulákból
1
2

(K∗(t) +K∗(−t)) =

= {1
2
(X1 +X2) | X1, X2 ∈ H és 〈X1, Y1〉+ ty1 6 1, 〈X2, Y2〉 − ty2 6 1

minden (Y1, y1), (Y2, y2) ∈ K esetén}
⊆ {1

2
(X1 +X2) | X1, X2 ∈ H és 〈X1, Y 〉+ ty1 6 1, 〈X2, Y 〉 − ty2 6 1

minden (Y, y1), (Y, y2) ∈ K esetén}
⊆ {1

2
(X1 +X2) | X1, X2 ∈ H és 〈1

2
(X1 +X2), Y 〉+ 1

2
t(y1 − y2) 6 1

minden (Y, y1), (Y, y2) ∈ K esetén}
= {X | X ∈ H és 〈X, Y 〉+ 1

2
t(y1 − y2) 6 1

minden (Y, y1), (Y, y2) ∈ K esetén}
= SH(K)∗(t).

minden t ∈ R esetén. Mivel K szimmetrikus az origóra, ezért K∗ is szimmet-
rikus az origóra, így K∗(t) = −K∗(−t), következésképpen V(n−1)(K

∗(t)) =
V(n−1)(K

∗(−t)) minden t ∈ R esetén. Ennélfogva a 9.3.2. Tétel szerint (azt
(n− 1)-dimenzióban alkalmazva)

V(n−1)(SH(K)∗(t)) > V(n−1)(
1
2

(K∗(t) + (K∗(−t))))
>
(
1
2
V(n−1)(K

∗(t))1/(n−1) + 1
2
V(n−1)(K

∗(−t))1/(n−1)
)n−1

= V(n−1)(K
∗(t))
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minden t ∈ R esetén, ahonnan integrálással

V (SH(K)∗) =

∫
R
V(n−1)(SH(K)∗(t)) dt >

∫
R
V(n−1)(K

∗(t)) dt = V (K∗)

adódik.
Ezek után visszatérve az eredeti állításra, a 9.4.8. Tétel szerint (az ott

bevezetett jelölések megtartásával) létezik olyan (Ki) : N → G(K) sorozat,
amely egy BR(o) gömbhöz konvergál. Ám, mint az előbb láttuk

V (K)V (K∗) 6 V (Ki)V (K∗i )

minden i ∈ Z+ esetén. Következésképpen

V (K)V (K∗) 6 V (BR(o))V (B 1
R

(o)) = V (B1(o))
2. �

Megmutatható, hogy a 9.4.9. Tételben akkor és csak akkor áll fenn egyen-
lőség, ha K ellipszoid.

Feladatok
9.1. Feladat. Legyenek K1, K2 ⊆ En nem üres, kompakt, konvex halmazok,
és tegyük fel, hogy K2 centrálszimmetrikus. Mutassuk meg, hogy ha min-
den S ∈ G(n, 1) esetén K1|S hossza nem haladja meg K2|S hosszát, akkor
V (K1) 6 V (K2). [Útmutatás: Alkalmazzuk a 9.1.1. Tételt.]

9.2. Feladat. Legyen K ⊆ En az origóra szimmetrikus, konvex test. Mutas-
suk meg, hogy ekkor minden u ∈ Sn−1 esetén

V(n−1)(K ∩ u⊥) = max
λ∈R

V(n−1)(K ∩ (u⊥ + λu)).

[Útmutatás: Alkalmazzuk a 9.1.1. Tételt.]

9.3. Feladat (Kubota, 1925). Legyen K ⊆ En konvex test. Mutassuk
meg, hogy ekkor O(K) 6 nκn(diamK/2)n−1. [Útmutatás: Módosítsuk a
9.2.2. Tétel bizonyítását.]

9.4. Feladat∗ (Gritzmann-Wills-Wrase, 1987). Legyen K ⊆ En konvex
test. Mutassuk meg, hogy ekkor O(K)n−1 > κn−1(diamK)(nV (K))n−2. [Út-
mutatás: Legyen g egy olyan origón átmenő egyenes, mely párhuzamos K
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valamely átmérőjével. Tekintsük először a K testnek a g⊥ hipersíkra vonat-
kozó K ′ Steiner szimmetrizáltját, majd a K ′ testnek a g egyenesre vonat-
kozó K ′′ Schwarz-féle lekerekítését (ld. 9.8. Feladat). Világos, hogy elég az
állítást a K ′′ testre igazolni. Ezek után használjuk fel a következő integrál-
egyenlőtlenséget. Legyen f : [0, 1] → [0, 1] folytonos, konkáv függvény, és
tegyük fel, hogy f(0) = 1. Legyenek továbbá p, q olyan valós számok, me-
lyekre 1 6 p 6 q. Ekkor[∫ 1

0

f q(t) dt

]1/q[∫ 1

0

(1− t)p dt
]1/p
6

[∫ 1

0

fp(t) dt

]1/p[∫ 1

0

(1− t)q dt
]1/q

.

Ez az egyenlőtlenség például variációszámítási módszerekkel igazolható.]

9.5. Feladat. Legyen K ⊆ En konvex test. Mutassuk meg, hogy ekkor

r(K) 6 nV (K)/O(K) 6 R(K),

ahol r(K) és R(K) a K test beírt, illetve körülírt gömbjének sugara. [Útmu-
tatás: Elég az állítást konvex politópokra igazolni.]

9.6. Feladat (Wills, 1970). Legyen K ⊆ En konvex test. Mutassuk meg,
hogy ekkor V (K)/O(K) 6 r(K), ahol r(K) a K test beírt gömbjének sugara.
[Útmutatás: Elég az állítást konvex politópokra igazolni.]

9.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha K ∈ Kn, és H egy, az origón átmenő
hipersík, akkor diamSH(K) 6 diamK.

9.8. Feladat. Legyen K ⊆ En konvex test, g pedig egy tetszőleges egye-
nes. Minden olyan g-re merőleges H hipersíkban, amely metszi K-t tekintsük
azt az (n − 1)-dimenziós gömböt, amelynek középpontja g-n van, térfoga-
ta pedig V(n−1)(K ∩ H). Ezen gömbök unióját a K halmaz g-re vonatkozó
Schwarz-féle lekerekítésének nevezzük, és Sg(K)-val jelöljük. Mutassuk meg,
hogy Sg(K) konvex test, továbbá V (Sg(K)) = V (K), O(Sg(K)) 6 O(K) és
diamSg(K) 6 diamK. [Útmutatás: Feltehetjük, hogy g a koordinátarend-
szer xn tengelye. Először azt igazoljuk, hogy Sg(K) valóban konvex test.
Ezek után jelölje Fg(K) mindazon halmazok családját, amelyek K-ból véges
sok, a g-re illeszkedő hipersíkra egymás után történő Steiner szimmetrizáci-
óval előállíthatók. A 9.4.8. Tétel felhasználásával mutassuk meg, hogy ekkor
létezik olyan (Ki) : N → Fg(K) konvergens sorozat, amely K0 határhalma-
zának az xn = α egyenletű Hα hipersíkkal vett metszete minden α racionális
számra megegyezik az Sg(K) halmaznak a Hα hipersíkkal vett metszetével.
Végül mutassuk meg, hogy ez csak akkor lehetséges ha K0 = Sg(K).]
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9.9. Feladat. Legyen K ⊆ En konvex test, L pedig tetszőleges vektorhalmaz.
Mutassuk meg, hogy L + K pontosan akkor elhelyezés, ha L + S0(K) is az
(határpontjaiktól eltekintve diszjunkt halmazok családját nevezzük elhelyezés-
nek).

9.10. Feladat∗∗ (Bourgain-Milman, 1985). Legyen K ⊆ En az origóra
szimmetrikus konvex test. Jelölje továbbá K∗ a K poláris halmazát. Mutassuk
meg, hogy ekkor létezik olyan univerzális (n-től független) c > 0 konstans,
amelyre cn V (B1(o))

2 6 V (K)V (K∗).
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Jelölések

A> az A mátrix transzponáltja
aff K K affin burka
B(K) K átlagos szélessége
Br(o) {x ∈ En | ‖x‖ 6 r}
bdK K határa
C(r, n) n-dimenziós, r csúcsú ciklikus politóp
clK K lezártja
convK K konvex burka
d(x, y) az x és y pontok távolsága
d(K,L) inf {δ ∈ R+ | K ⊆ Lδ és L ⊆ Kδ}
dh(K,L) inf {dt(K, aL) | a ∈ R+}
dt(K,L) inf {d(K,L+ x) | x ∈ En}
D(K,L) inf {d(x, y) | x ∈ K, y ∈ L}
detA az A négyzetes mátrix determinánsa
diamK K átmérője
dimK K (affin) dimenziója
En n-dimenziós euklideszi tér
expK K exponált pontjainak halmaza
extK K extremális pontjainak halmaza
[f : α] {x ∈ En | f(x) = α}
fi(P ) a P politóp i-dimenziós lapjainak száma
gK K távolságfüggvénye
G(n, k) az n-dimenziós tér k-dimenziós lineáris altereinek halmaza
hK K támaszfüggvénye
intK K belseje
Kn En nem üres, kompakt, konvex halmazainak családja
K∗ K polárisa
Kδ K +Bδ(o)
K|S K merőleges vetülete az S lineáris altéren
K + L {x+ y | x ∈ K, y ∈ L}
κn V (B1(o))
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|λ| a λ valós szám abszolút értéke
N természetes számok halmaza
o origó
O(K) K felszíne
R valós számok halmaza
R+ pozitív valós számok halmaza
r(K) K beírt gömbjének sugara
R(K) K körülírt gömbjének sugara
relbdK K relatív határa
relintK K relatív belseje
Sn−1 {x ∈ En | ‖x‖ = 1}
S⊥ az S lineáris altér ortogonális kiegészítője
|s| az s szakasz hossza
S0(K) K centrálszimmetrizáltja
Sg(K) K Schwarz-féle lekerekítettje a g egyenesre vonatkozóan
SH(K) K Steiner szimmetrizáltja a H hipersíkra vonatkozóan
|T | a T halmaz elemszáma
V (K) K térfogata
V (K1, . . . , Kn) K1, . . . , Kn vegyes térfogata
vertK K csúcsainak halmaza
wK K szélességfüggvénye
Wi(K) K-nak az i-edik alapmértéke
‖x‖ az x vektor hossza
xy az x és y pontokat összekötő egyenes
xy az x és y pontokat összekötő szakasz
〈x, y〉 az x és y vektorok skaláris szorzata
Z egész számok halmaza
Z+ pozitív egész számok halmaza
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dimenzió, 8, 17
duális politóp, 52

egybevágóság-invariáns függvény, 148
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egyenletesen korlátos halmazcsalád, 77
egyszerűen additív függvény, 150
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Jung tétel, 69

k-lap, 38
k-szimplex tulajdonságú pont, 30
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kettős gúla alapja, 44
kettős gúla csúcsa, 44
Kirchberger tétel, 31
Klee tétel, 64
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Minkowski egyenlőtlenségek, 155
Minkowski összeg, 74
Minkowski tétel, 29, 151
momentum görbe, 55
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orákulum, 151
ortogonális transzformáció, 32

parallel tartomány, 75
parallelepipedon, 44
parallelotóp, 44
párhuzamosság, 8
poláris halmaz, 49
poliédrikus halmaz, 41
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rácspont, 72
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Steiner formula, 140
Steiner szimmetrizáció, 161
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szakasz, 12
szakaszonként lineáris függvény, 88
szélesség, 89
szféra, 61
szigorú elválasztás, 22
szimplex, 17, 43
szimpliciális politóp, 54
szublineáris függvény, 88

támasz affin altér, 28
támaszfüggvény, 83
támaszhipersík, 27
távolságfüggvény, 79
térfogat, 127
transzlációs Hausdorff távolság, 107
tükrözés, 35
Tverberg tétel, 57
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