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Bevezetés

A konvex geometria szerteagazo része a matematikanak. Kapcsolatat a funk-
cionélanalizissel, a varidcidszamitassal, a komplex fliggvénytannal, a grafel-
mélettel vagy a krisztallografiaval nem nehéz felismerni, s6t egyes fejezetei
ijabban a kodelméletben, a szférikus harmonikusok elméletében, a numeri-
kus analizisben és az algebrai geometridban is felbukkannak.

Konvex halmazokra vonatkozé specialis eredmények mér az okorban is
ismertek voltak. KEuklidész Elemek cimii mitive tobb, sokszogekre és poli-
éderekre vonatkozo tételt tartalmaz, tobbek koézott az 6t szabélyos poliéder
levezetését is. Arkhimédész volt az els@, aki a konvex halmazokat precizen
definialta. Ugyancsak téle szarmazik a kétoldali kozelités modszere, melynek
segitségével sikeriilt meghataroznia az egyenes korhenger, az egyenes korkap
valamint a gémb felszinét és térfogatat. Végiil neki tulajdonithato a 13 félig
szabalyos poliéder felfedezése is (egy poliédert félig szabalyosnak neveziink,
ha lapjai nem mind egybevago szabalyos sokszogek, szimmetriacsoportja pe-
dig tranzitiv a cstcsokon). Az izoperimetrikus problémaval kapcsolatban,
amely mindig is az érdeklddés kozéppontjaban allt, Zenodorusz megmutatta,
hogy az adott keriiletd konvex n-szogek kozott a szabalyos n-szog teriilete a
legnagyobb (feltéve, hogy létezik maximalis teriiletii ilyen sokszog).

Kepler 1619-ben tjra felfedezte a félig szabélyos poliédereket, és igazolta,
hogy csak 13 van bel6liik. Szintén Kepler nevéhez kothets a 3-dimenzios lap-
centralt kockaracs altal meghatarozott racsszert gombelhelyezés els6 részletes
lefrésa is, melyrél Gauss 1831-ben bebizonyitotta, hogy a racsszerd gombelhe-
lyezések kozott a legstirtibb. Ebben az elhelyezésben a gombok sugara 1/v/2,
centrumaik pedig a Descartes-féle koordinatarendszer azon egész koordinéta-
ju pontjaiban vannak, melyekben a koordinaték 6sszege paros. Vegyiik észre,
hogy minden gémbot pontosan 12 maésik érint, példaul azt, amelyiknek ko-
zéppontja az origoban van a (0, £1,+1), (£1,0,+1), (£1,+£1,0) kézéppontu
gébmbok. Ez a 12 gémbkozéppont egy félig szabalyos poliédernek, egy ugy-
nevezett kuboktaédernek a cstucsaiban helyezkedik el.

Euler 1752-ben észrevette, hogy egy konvex poliéder csucsainak, éleinek



és lapjainak fy, fi és fo szaméra az
Jo— it =2 Jo<2f—4, Jo<2fo—4 ()

osszefiiggések mindig fennallnak. Ezek els6 preciz bizonyitasat Legendre adta
1794-ben.

Fourier 1826-ban kifejlesztett egy modszert, amely lineéris egyenlétlenség
rendszerek Osszes megoldasat allitotta els. Ebbdl az eredménybdél nétt ki,
elsGsorban Kantorovics és Dantzig munkassaganak koszonhetGen a linearis
programozés (részletesebben 1d. Schrijver (1986)).

Cauchy 1813-ban egy figyelemre mélto felfedezést tett. Ha két konvex
poliéder azonos kombinatorikus tipust, tovabba az egymésnak megfelels lap-
jaik egybevagoak, akkor a két poliéder is egybevagod (két konvex poliédert
azonos kombinatorikus tipustinak neveziink, ha a két poliéder cstcsai, élei,
illetve lapjai kozott olyan kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés 1étesithetd,
amely az illeszkedési viszonyokat megtartja). Cauchy egy masik, 1850-ben
talalt formulaja szerint egy 3-dimenzios konvex test felszine négyszerese a
test 2-dimenzios vetiiletei teriiletatlaganak.

Von Staudt 1847-ben bevezette a konvex testek polarisanak fogalmét, &m
ez a feledés homélyaba meriilt, és kés6bb Minkowski és Steinitz is tjrafelfe-
dezték.

Steiner munkassaganak hatasa a konvex geometriara méar konnyebben fel-
ismerhetS. 1836 és 1841 kozott, tobbek kozott a rola elnevezett szimmetrizé-
ci6 felhasznalasaval szamos bizonyitast adott a kor és a gomb izoperimetrikus
tulajdonsagéra, azonban a maximaélis térfogatu alakzat létezésének kérdését
mindig figyelmen kiviil hagyta. Az izoperimetrikus probléméra kifogastalan
bizonyitast elsként Edler és Schwarz adott 1882-ben, illetve 1884-ben. A
kortars alternativ megoldasok koziil még megemlitjiik Minkowski és Blaschke
1901-ben, illetve 1916-ban publikalt bizonyitasait. Minkowski gondolatmene-
te az altala bevezetett felszin fogalmat és a Brunn-Minkowski tételt hasznélja,
mig Blaschke bizonyitasa a Steiner szimmetrizécion és a Blaschke-féle kiva-
lasztasi tételen nyugszik (a torténet folytatasat illetGen 1d. Burago-Zalgaller
(1988)). Steiner masik, 1840-bdl szarmazd nevezetes eredménye annak felis-
merése, hogy egy K C E" konvex test A > 0 sugaru parallel tartomanyanak
térfogata kifejezhetd A egy n-edfokii polinomjaként.

Schlafli magasabb dimenziés politopokra vonatkozé eredményei, példa-
ul az Euler-féle poliéderformula altalanositasa mar 1852-ben megsziilettek,
azonban megjelenésiikre 1901-ig kellet varni. Megjegyezziik, hogy az Euler-
féle poliéderformulat Schlaflitsl fiiggetleniil Poincaré is kiterjesztette maga-
sabb dimenziéra, azonban mindkét bizonyitas hianyos. Az el6bbi bizonyitast
csak 1971-ben, mig az utobbit az 1930-as években sikeriilt teljessé tenni. Az
els6 elemi bizonyitasok Hadwigertsl és Griinbaumtol szarmaznak.
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Végiil a mult szdzad végén, elsGsorban Minkowski munkassagénak ko-
szonhetGen, a konvex geometria a matematika onallo agava valt. Ekkor mar
a szisztematikus vizsgalatok is megjelentek. Brunn 1899-ben bebizonyitotta,
hogy tetszéleges K, L C E" konvex testekre

V(K + L)Y > V(K)Y" + V(L)Y

Minkowski megmutatta, hogy ha Ki,..., K,, C E" kompakt, konvex hal-
mazok, akkor léteznek olyan V(K;,, ..., K; ) egyiitthatok (amelyeket vegyes
térfogatoknak neveziink), hogy minden Ay, ..., A\, > 0 esetén

VMK + o A K) = )oY V(K K ) Ay e Ay
11=1 in=1

Fenchel és Alexandrov 1936-ban, illetve 1937-ben Minkowski egy vegyes tér-
fogatokra vonatkozo egyenlStlenségét messzemenGen altaldnositva igazoltéak,

hogy
V(Kh KQ; K?); cee 7Kn)2 > V<K17 K17 K?)a s 7Kn)V(K27 K27 K37 v 7Kn)

Minkowskinak még két hires tételét emlitjiik meg. 1893-ban észrevette,
hogy ha K C E" egy az origéra szimmetrikus, kompakt, konvex halmaz és
V(K) > 2", akkor K sziikségképpen tartalmaz az origotol kiilonboz6 olyan
pontot, melynek koordinatai egész szamok. A masik erdeményt 1897-ben érte
el: egy konvex poliéder lapjainak teriiletei, valamint a lapok kiils¢ normal-
vektorai a poliédert egyértelmiien meghatarozzak. Mindkét tétel napjainkig
intenziven kutatott teriiletek kiindulopontjanak tekinthets.

Hilbert harmadik problémaja azt kérdezi, hogy ha két 3-dimenzids poli-
éder térfogata megegyezik, akkor a poliéderek atdarabolhatok-e egymaésba.
A valasz meglepd, Dehn 1901-ben megmutatta, hogy egy kocka soha nem
darabolhat6 at egy vele egyenld térfogata szabalyos tetraéderbe. Megjegyez-
ziik, hogy a 2-dimenziés esetben mar Bolyai Farkas igazolta, hogy az azonos
teriilet maga utan vonja az atdarabolhatosagot. Dehn eredményeit Hadwiger
1954-ben terjesztette ki magasabb dimenziora (tovabbi eredményeket illetGen
1d. Boltyanski (1978)).

Blaschke konvex geometriai eredményei két tipusba sorolhatok. Nagyon
sok szemléletes tételt talalt, ezek koziil csak egy példat emlitiink: egy K
konvex test akkor és csak akkor ellipszoid, ha minden rogzitett egyenesre
a K ezzel parhuzamos tamaszegyenesei K-t egy sikbeli halmazban metszik.
Masrészt szisztematikusan vizsgalta a kompakt, konvex halmazok terét az
un. Hausdorff metrikéaval ellatva, és tobbek kozott 1914-ben belatta, hogy ez
a metrikus tér teljes.



Carathéodory, Helly és Radon nevét egyiitt szoktak emlegetni a réluk el-
nevezett hires tételek miatt, amelyek a konvex geometria alapkdveit képezik.
Carathéodory tétele azt allitja, hogy egy halmaz konvex burkdanak minden
pontja benne van egy olyan szimplexben, amelynek cstucsai az adott halmaz-
ban vannak. Helly tétele szerint ha F az n-dimenziés tér legaldbb n + 1
kompakt, konvex halmazanak egy csaladja, és F barmely n + 1 tagjanak van
kozos pontja, akkor F 6sszes tagjanak van kozos pontja. Végiil a Radon tétel:
ha S C E" egy legaldbb n + 2 pontbdl all6 halmaz, akkor S felbonthato két
olyan diszjunkt S; és Sy részre, hogy conv S| N conv Sy # ().

A krisztallografia konvex geometriai aspektusait tekintve kiemelhetjiik
Bieberbach és Frobenius egy 1910 koril sziiletett eredményét, mely Hilbert
azon sejtését igazolta, hogy barmely dimenzidéban legfeljebb véges sok kris-
talycsoport 1étezik.

A konvex politopok kombinatorikus elméletének kialakulésa Steinitz ne-
véhez flizédik. Egyik nevezetes eredménye, hogy ha az fy, f1, fo pozitiv egész
szamok kielégitik a (x) Osszefiiggéseket, akkor létezik olyan 3-dimenzios kon-
vex poliéder, melynek fj cstcsa, fi éle és fy lapja van. Az f-vektorok hasonlo,
magasabb dimenziés karakterizacidoja még megoldatlan. Viszont szimplicia-
lis politopok f-vektorainak karakterizacioja ismert. McMullen egy sziikséges
és elégséges feltételt megfogalmazo sejtését igazolva, Billera és Lee, illetve
Stanley 1980-ban érték el ezt a kiemelkedd eredményt. Steinitznek még egy
fontos tételét emlitjiik meg. Barmely haromszorosan Osszefiiggs, egyszert
sikgraf izomorf egy 3-dimenziés konvex poliéder élgrafjaval.

Ennél a pontnéal be is fejeznénk torténeti attekintéstinket, mely egyébként
is csak néhany fontosabb eseményt villantott fel a teljesség barmiféle igénye
nélkil. Jegyzetiinkben sem toreksziink tobbre, mint az alapfogalmak elsaja-
titasa utdn bepillantsunk a konvex geometria néhany fontosabb fejezetébe.
Sajnos tobb alapvetd tertiletet a terjedelmi korlatok miatt érintGlegesen sem
tudunk targyalni. Ilyen példaul a diszkrét geometria, a geometriai szam-
elmélet, a geometriai algoritmusok elmélete valamint a konvex geometria
differencidlgeometriai, integralgeometriai és algebrai geometriai kapcsolatai.
Ezekrél az irodalomjegyzékben felsorolt konyvekbdl szerezhet informéaciot az
olvas6. Viszonylag teljes kép kaphato a Gruber és Wills szerkesztette kétko-
tetes ,,Handbook of convex geometry” cimi tanulmanygyijteménybdsl.

A jegyzet kilenc fejezetbdl all. Minden fejezet végén feladatok talalha-
tok, melyek nehézsége széles hatarok kozott mozog. A nehezebb feladatokat
*-gal jeloltiikk meg. Néhany feladat mar nem is igazéan tekinthetd feladatnak,
inkabb az érdekl6dsknek ad tampontot a tovabbhaladashoz (ez persze nem
jelenti azt, hogy nem létezhet egyszerd megoldasuk). Ezeket a feladatokat
** jelzi, és mindig tartalmaznak az irodalomra vonatkoz6 utalast. A fel-
adatok tobbségénél utmutatas talalhato, ezek részletessége azonban valtozo.



A jegyzetet elég terjedelmes irodalomjegyzék zarja, melyben megprobaltuk
Osszegytjteni a konvex geometriaval kapcsolatos fontosabb tankonyveket és
monografidkat is.

Ami a sziikséges elGismereteket illeti, ezeket igyekeztiink a lehetGségekhez
képest a minimumra szoritani, csak a szokisos egyetemi geometria, linearis
algebra és valos analizis el6adésok legalapvetGbb részeire tamaszkodunk.

Végiil eziton szeretnék koszonetet mondani Burcsi Péternek, amiért el-
vallalta a kézirat lektoralasat, és értékes tanacsaival jelentGsen hozzajarult
annak jobbé tételéhez. Szeretném megkoszonni kollégaimnak és didkjaimnak
a sok hasznos beszélgetést, amelyeket a jegyzettel kapcsolatban folytattunk.
Kiilon kiemelném Bezdek Karoly, Boroczky Karoly, G. Horvath Akos, Ker-
tész Gabor, Makai Endre, Naszodi Marton és Uhrin Béla nevét.



1. fejezet

Konvex halmazok

1.1. Affin halmazok
A valos szamokbol 4llo rendezett n-esek halmazat az

(ala--'aan>+(ﬁ1>"'aﬁn): (Oél"i_ﬁlw"aan"i_ﬁn)?
Aag, ..., an) = (Aag, ..., Aay,),

<<O‘17"'=O‘n)7(ﬁ17'--7Bn)> = alﬁl + "'+anﬁn

miiveletekkel n-dimenzios euklideszi térnek tekinthetjiik, amelyet réviden E™-
nel fogunk jelolni. Ezek utan a szokasos moédon vezethetjiik be az alapvets
linearis algebrai és topologiai fogalmakat, am erre itt nem tériink ki. Helyette
inkdbb a linearis alterek euklideszi térbeli megfelelGivel ismerkediink meg.
Allapodjunk meg abban, hogy az origoét mindig o jelli.

1.1.1. Definicié. Az n-dimenzids euklideszi tér valamely linedris alterének
eltoltjat affin altérnek nevezziik.

Azt mondjuk, hogy két affin altér parhuzamos, ha egymas eltoltjai. Egy
affin altér dimenzidja legyen az azzal parhuzamos lineéris altér dimenzioja.
Az 1-dimenziés affin altereket egyeneseknek, mig az (n — 1)-dimenzids af-
fin altereket hipersikoknak nevezziik. Alkalmanként sziikség lehet kiillonb6z6
dimenzids affin alterek parhuzamossagarol beszélni. Ebben az esetben azt
koveteljiik meg, hogy az egyik affin altér tartalmazza a masik affin altér vala-
mely eltoltjat. Ugyanilyen fontos relacié affin alterek korében a merélegesség.
Két (nem parhuzamos) affin alteret akkor neveziink merélegesnek, ha a meg-
felelg (ugyanolyan dimenzios) parhuzamos linearis alterek, az unidjuk altal
kifeszitett lineéris altérben tekintve Gket, tartalmazzak egymés ortogonalis
kiegészitsit.



1.1.2. Definicié. Ha x,y € E" kiilonbozd pontok, akkor az
rzy=H{ax+fy|a,fERésa+ =1}
halmazt az x €s y pontokat 6sszekitd eqyenesnek nevezzik.

1.1.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy eqy S C E™ halmaz affin, ha minden
x,y € .S esetén xy C S.

1.1.4. Allitas. Egy S C E" nem idires halmaz akkor és csak akkor affin, ha
affin altér.

Bizonyitas. Elgszor tegyiik fel, hogy S affin halmaz, és legyen x € S tet-
sz6leges pont. Legyen tovabba U = —x + S = {—x + s | s € S}. Ekkor
S = x + U. Megmutatjuk, hogy az U halmaz linearis altér. Valéban, ha
uy, up € U, akkor léteznek olyan si,s, € S pontok, hogy uy = —x + s1 és
Uy = — + S9. Igy minden \ valés szamra

U+ My = (—z+s1) + M=z +52) = =2+ A(2 (5514 552) —2) + (1 = Vs

Mivel S affin halmaz, ezért %31 + %32 € S, igy 2(%81 + %82) —x € S, ko-
vetkezésképpen A (2(1s; + 3s2) — z) + (1 — A)s; € S teljesiil. Ennélfogva
Uy + A\ug € —x + S = U, amibdl egyszertien adodik, hogy U linearis altér, és
igy S = x + U affin altér.

Megforditva, legyen S = = + U, ahol x € R” és U linearis altér. Meg-
mutatjuk, hogy S affin halmaz. Valoban, ha sy, sy € S, akkor léteznek olyan
uy,us € U pontok, hogy s1 = o + uy és sy = x + us. Ennélfogva minden \
valos szamra

Asi+(L=XN)so = Az +up) + (1= AN)(x+uz) =2+ Ay + (1 — Nus.

Mivel U linearis altér, ezért Auy + (1 — ANug € U, ésigy Asy + (1 — N)se € S.
Ebbdl kovetkezik, hogy S affin halmaz. U

A linearis algebrabol ismert lineéaris kombinéciéhoz hasonléan definidlhato
pontok affin kombinécidja is.

1.1.5. Definicid. Legyenek A, ..., \p olyan valds szamok, amelyekre telje-
stl, hogy A+ -+ = 1. Ekkor a \yx1+- - -+ A\pxp pontot az xy,...,x, € E”
pontok eqy affin kombindciojainak nevezzik.

Nyilvanvalo, hogy egy halmaz akkor és csak akkor affin, ha barmely két
pontjanak affin kombinécioit is tartalmazza. A kiévetkezd allitds arra mutat
ra, hogy ez tetszéleges szamu pont affin kombinacioira is igaz.
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1.1.6. Allitas. Egy S C E" nem tres halmaz akkor és csak akkor affin, ha

k k
{Zmi |keZt, ) N=1,
i=1 i=1
N ERéEsx; €8 minden1 <i<k esetén} C S.

Bizonyitas. A feltétel elégségessége magatol értetddik. A sziikségességet az
affin kombinécioban el6forduld S-beli pontok k szdma szerinti teljes indukci-
oval igazoljuk. Ha k = 2, akkor az allitas definicié szerint teljesiil. Ezek utan
feltéve, hogy S barmely legfeljebb k& pontbdl 4ll6 affin kombinéciéi szintén S-
ben vannak, tekintsiink egy £+ 1 pontbol all6 affin kombinaciot, azaz legyen
T = Zf;l \ix;, ahol Zf:ll AMi=1, N eERésx; € Sminden1 <7< k+1 ese-
tén. Vildgos, hogy ebben az affin kombinaciéban legalabb egy A; egyiitthato,
mondjuk A\,y; # 1. Most

Mo+ A= 1= hepr #0,
és igy

)\1 )\k

o ————1p | + N1 T
+)\k k) k+1LEk+1

x2(>\1+'--+>\k)(—)\1+_”+)\kﬂ€1 SV

Am az indukciés feltevés szerint a

M Y
—x o e —x
At N PV D Vi

pont hozzatartozik S-hez, ezért x elGall két S-beli pont affin kombinécioja-
ként, azaz x € S. O

A lineéris fliggetlenség affin megfelelGje is bevezethetd.

1.1.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az 1, ..., x, € E™ pontok affin dssze-

fiiggdk, ha léteznek olyan A\, ..., A\ nem mind nulla valds szamok, hogy
k k
i=1 i=1

Ellenkezd esetben affin fiiggetlen pontrendszerrdl beszélink.

1.1.8. Allitas. Bdrmely legaldbb n+2 pontot tartalmazé E*-beli halmaz affin
osszefiiggd.
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Bizonyitas. Legyen m > n + 2, és tekintsiik az x4, ..., x, € E™ pontokat.
Ekkor az xo — x4, ..., 2, — x; vektorok linearisan Gsszefiiggsk, igy léteznek
olyan aw, ..., a,, nem mind nulla valés szamok, hogy

062(1'2 — 331) + -+ Oém(ﬂlm — 1'1) = 0,

azaz
—(ag+ -+ @)1 + @aZa + -+ ALy, = 0.
Kovetkezésképpen az xq, ..., xz,, pontok affin 6sszefiiggdk. O

Az affin burok definidlasahoz sziikségiink van az alabbi, trivialis észrevé-
telre.

1.1.9. Allitas. Affin halmazok tetszdleges csalddjinak a metszete affin hal-
maz.

1.1.10. Definicié. Egy S C E™ halmazt tartalmazo dsszes affin halmaz met-
szetét az S halmaz affin burkanak nevezzik és aff S-sel jelolyiik.

Viladgos, hogy egy S halmaz akkor és csak akkor affin, ha S = aff S.
Megmutatjuk, hogy ennél tobb is igaz.

1.1.11. Allitas. Legyen S C E" tetszdleges nem dires halmaz. Ekkor

k k
aff S = {Zm keZt, ) N=1,
=1 =1

MNMERéEsx; €S mindenl <i<k esetén}.

Bizonyitas. Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be a

k k
T:{ZAZZEZ|]€€Z+,Z)\1:1,
i=1 =1

N €ERés z; € Sminden 1 <7<k esetén}

jelélést. Mivel aff S affin halmaz, ezért az 1.1.6. Allitas szerint

k k
{Zmi |keZt, Y N=1,
=1 =1

N €Résx;€caff Sminden 1 <1<k esetén} C aff S.
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Masrészt S C aff S, igy

k k
T C {inxiykezﬁ d =1,
=1 =1

A €ERésx; € aff S minden 1 <2< k esetén}.

Koévetkezésképpen T C aff S.
Megforditva, ha © = a1 + - - -+, és y = Prys + - - - + Bsys tetszbleges
T-beli pontok, akkor minden A valés szamra a

z=Xx+ (1 =Ny =dagz; + -+ Az, + (1 = Ny + -+ (1 = N)Bsys

pont is hozzatartozik T-hez, hiszen

DA +> (1=NB =AD"+ (1=N) B=A1+(1-N 1=1
=1 7j=1 =1 j=1

Igy T affin halmaz, amely tartalmazza S-et. Ennélfogva aff S C T is teljesiil.
O

1.2. Konvex halmazok

Ebben a fejezetben megkezdjiik a konvex halmazok szisztematikus vizsgala-
tat. Ehhez mindenekel6tt sziikségiink van néhany definiciora.

1.2.1. Definicié. Ha x,y € E" tetszdleges pontok, akkor az
Ty ={ax+pPy|la,f=20ésa+ =1}
halmazt az x €s y pontokat 6sszekitd szakasznak nevezzik.

1.2.2. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy S C E™ halmaz konvex, ha minden
x,y €S eseténTy C S.

1.2.3. Definicié. Legyenek A1, ..., A\ olyan nem negativ valds szamok, ame-
lyekre Ay +-- -+ Xy = 1. Ekkor a \yxq1+ - -+ M\gxy pontot az xy,...,x, € E”
pontok eqy konvex kombindcidjinak nevezziik.

Azonnal kovetkezik, hogy egy halmaz akkor és csak akkor konvex, ha
barmely két pontjanak konvex kombinécioit is tartalmazza. Az alabbi allitas
arra mutat ra, hogy ez tetszéleges szami pont konvex kombinécidira is igaz
(vo. 1.1.6. Allitas).
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1.2.4. Allitas. Egy S C E" nem dires halmaz akkor és csak akkor konvez,
ha

k k
{Zmi |keZt, Y N=1,
i=1 i=1
ANi=0ész, €85 mindenl <1<k esetén} C S.

Bizonyitas. A feltétel elégségessége nyilvanvalo, a sziikségességet pedig a
konvex kombinacioban eléfordulé S-beli pontok k szama szerinti teljes induk-
cioval igazolhatjuk. Ha k = 2, akkor az allitas definici szerint teljesiil. Ezek
utan feltéve, hogy S barmely, legfeljebb k& pontbdl all6 konvex kombinacioi
szintén S-ben vannak, tekintsiink egy £+ 1 pontbol all6 konvex kombinaciot,
azaz legyen x = Zfill \ix;, ahol Zf;rll Ai =1, \; =2 0 és z; € S minden
1 <i < k+1 esetén. Vilagos, hogy ebben a konvex kombinacioban legalabb
egy A; egyiitthato, mondjuk A\gyq < 1. Most A\ +---+ X\ =1—N\pyq >0, és
igy

At Ak

Fo— )+ A
"—)\k k) k+1Lk+1

332()\1—|--..—|—)\k)<—)\1+___+)\k371 N

Am az indukciés feltevés szerint a

M Y
—x o e —x
At N PV D Vi

pont hozzatartozik S-hez, ezért x elGall két S-beli pont konvex kombinacio-
jaként, azaz xr € S. O

A konvex burok fogalmanak bevezetéséhez is sziikségiink van egy trivialis
észrevételre.

1.2.5. Allitas. Konvex halmazok tetszéleges csalddjinak a metszete konvex
halmaz.

1.2.6. Definicié. Eqgy S C E" halmazt tartalmazo dsszes konvex halmaz
metszetét az S halmaz konvex burkdnak nevezziik és conv S-sel jelolyiik.

Vildgos, hogy egy S halmaz akkor és csak akkor konvex, ha S = conv S.
S6t ennél sokkal tobb is igaz.
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1.2.7. Allitas. Legyen S C E™ tetszdleges nem tires halmaz. Ekkor

k

k
conv S = {Z)\lxz | ke Z", Z)‘i: 1,
=1

i=1

Ni=20¢ésx, €S8 mindenl <i<k esetén}.

Bizonyitas. Az egyszeriiség kedvéért vezessiik be a

k k
T = {Zm |keZt, ) N=1,
i=1 i=1
ANi=>0ésx;,€ Sminden 1 <7<k esetén}

jelélést. Mivel conv S konvex halmaz, ezért az 1.2.4. Allitas szerint

k k
{Z)\ZIL'1|I€€Z+,Z)\1:1,
i=1 i=1
ANi>0ésx;, €convS minden 1 <i<k esetén} C conv S.

Masrészt S C conv S, igy

k k
T C {inxiykezﬁ =1,
i=1 i=1
Ai=>0¢ész;, €convS minden 1 <i<k esetén}

Koévetkezésképpen T' C conv S.
Megforditva, ha © = ayx1 + - - -+ a2, és y = Prys + - - - + Bsys tetszbleges
T-beli pontok, akkor minden 0 < A < 1 esetén a

A+ (1 =Ny = gz + -+ Az, + (1= N) By + - - + (1 — N)Bsys

pont is hozzatartozik T-hez, hiszen az egyiitthatok mindegyike 0 és 1 kozott
van, tovabba

DA +D> (1=NB =AD"+ (1=N) B=A1+(1-N 1=1
i=1 j=1 i=1 j=1
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Igy T konvex halmaz, amely tartalmazza S-et. Ennélfogva convS C T is
teljesiil. O

Az el6z6 allitas szerint egy S halmaz konvex burkanak barmely pontja
kifejezhets az S bizonyos szami pontjanak konvex kombinacidjaként, am
semmi informéciét nem kapunk a kombinaciéban szereplé pontok szamarol.
A kovetkezd tétel, amely alapvets fontossagu a konvex halmazok elméletében,
ezt a bizonytalansigot sziinteti meg.

1.2.8. Tétel (Carathéodory, 1907). Ha S C E" nem dres halmaz, ak-
kor conv S bdrmely pontja elddllithato S legfeljebb n + 1 pontjdnak konvex
kombindciojaként.

Bizonyitas. Az 1.2.7. Allitas szerint conv S tetszdleges = pontja elsallithato
az S halmaz véges sok pontjanak konvex kombinécidjaként, azaz valamely
k pozitiv egész szamra r = Zle iz, ahol Zle AN=1,X>0¢ésx;, €8
minden 1 < 7 < k esetén. Ha a fenti elGallitasban k& < n + 1, akkor nincs
mit bizonyitanunk. Ezért tegyiik fel, hogy k£ > n 4+ 1. Ebben az esetben az
x1, ..., T, pontok affin Osszefiiggsk, azaz léteznek olyan ayq, . .., ap nem mind
nulla valés szamok, amelyekre Zle a; = 0és Zfil a;r; = o. Az altalanossag
megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy ay > 0 és \x/ay < A;/c; minden olyan
1 < i < k esetén, amelyre a; > 0. Ezek utan legyen §; = \; — (A\p/auw)ay
minden 1 < i < k esetén. Igy £, = 0 és

k
Zﬁz':z/\ ——Zaz—l—o—l
i—1

Tovabba minden 1 < @ < k esetén 3; > 0. Valdban, ha «; < 0, akkor
Bi > X\ > 0. Ha pedlg o > 0, akkor 3; = ()\Z/al — )\k/Ckk)C(Z > 0. Ezért

k—1 k
Zﬁil’i:Z@% Z)\xl—— 0T = Z)\xlfx
i=1 i=1

=1

azaz az x pont kifejezhet§ az xq, ..., x,_1 pontok konvex kombinécidjaként
is. Ez az eljaras addig ismételhets, amig az x pont el6 nem all az S halmaz
legfeljebb n + 1 pontjanak konvex kombinaciojaként. O

Konnyt ellendérizni, hogy ha kevesebb, mint n 4+ 1 pontot vesziink, akkor
mar nem lesz igaz az allitas. Most lassunk egy egyszert példat az 1.2.8. Ca-
rathéodory tétel alkalmazéséra.

1.2.9. Allitas. Ha S C E" nem dres, kompakt halmaz, akkor conv S is kom-
pakt halmaz.
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Bizonyitas. Definidljunk egy D C E"™! kompakt halmazt a kovetkezSkép-
pen:

n+1
D ={(a1,...,an41) | Zai =1ésa; > 0minden 1 <i < n+1 esetén}.
i=1

Tekintsiik tovabba az

n+1
f(alv e Ong1, L1155 L1ny - - - 5 Tl 1y - - 7$n+1,n) = E ai(xi,la s ,l’i,n)
=1

folytonos fiiggvényt. Az 1.2.8. Carathéodory tétel szerint ekkor
f(DxSx---xS8)=convS.

De D x § x --- x S kompakt halmaz, igy conv S is sziikségképpen kompakt
halmaz. 0

A fejezet hatralévs részében a konvex halmazok egy érdekes topologiai
tulajdonsigéval ismerkediink meg. Ehhez sziikségiink lesz némi el6késziiletre.

1.2.10. Allitas. Tekintsiink eqy S = {x1, s, ..., z11} € E" affin figgetlen
pontrendszert. Ekkor S affin burkdnak minden pontja eqyértelmiien irhato fel
az x1,To, ..., Try1 pontok affin kombindcidjaként.

Bizonyitas. Az 1.1.11. Allitassal 6sszhangban tegyiik fel, hogy S affin bur-
kanak valamely pontjara

k+1 k+1

E Oéz'l"i:E 5z$z
i=1 i=1

Legyen \; = a; — 3; minden 1 < ¢ < k + 1 esetén. Ekkor Zf;l \iz; = o. De

k41 k+1 k+1
YRR IV S R )
i=1 i=1 i=1
ami az ry, ..., T, pontok affin fiiggetlensége miatt csak akkor lehetséges ha
A =0, azaz o; = [; minden 1 <7 < k + 1 esetén. O

1.2.11. Ko6vetkezmény. Tekintsink eqy S = {1, xs,...,2x11} C E™ affin
fiiggetlen pontrendszert. Ekkor S konvex burkanak minden pontja egyértel-
mien fejezhetd ki az xq,x9, ..., xprq pontok konvex kombindcidjaként.
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Allapodjunk meg néhany hasznos jelélésben. Egy tetszoleges A C E”
halmaz belsejét jeldlje int A, hatarat bd A, lezartjat pedig cl A. Az A halmaz
dim A dimenzi6ja definici6 szerint legyen aff A dimenzioja. Megjegyezziik,
esetén persze a két érték megegyezik). Ha dim A < n, akkor nyilvan int A = ()
és bd A = cl A. Elég gyakran azért ennél t6bb informaciora van sziikségiink.

Igy az A halmaz aff A-ra vonatkozo belsejét és hatarat jelolje relint A, illetve
relbd A.

1.2.12. Definicié. Legyen {x1,za, ..., xr1} C E™ affin fiiggetlen pontrend-
szer. Ekkor az S = conv{xy, o, ..., x51} kompakt, konvexr halmazt k-
dimenzios szimplexnek nevezziik.

Ezek utdn mar ratérhetiink eredeti célunk megvaldsitésara.
1.2.13. Tétel. Legyen S C E™ nem iires, konvex halmaz. Ekkorrelint S # ().

Bizonyitas. Ha S egy k-dimenziés halmaz, akkor S tartalmaz k + 1 af-
fin fiiggetlen pontot. Ezen pontok konvex burka egy k-dimenzios szimplex,
amelynek relativ belseje nyilvan hozzatartozik relint S-hez. Igy elég az alli-
tast k-dimenzios szimplexekre igazolni. Most legyen S = conv{zy,...,Tg11}
egy k-dimenzios szimplex, és tekintsiik az

. k+1
faffS—>E ,a1w1+---+ak+1xk+1»—>(a1,...,ak+1)

fiiggvényt (v6. 1.2.10. Allitas). Mivel f folytonos, és az

!
k1

T (X1 4 -+ Tpga)

pontban minden koordinataja pozitiv, ezért létezik olyan xy kézépponti B
nyilt gémb, hogy a B N aff S halmazon f minden koordinitéaja szintén pozi-

tiv. Ennélfogva BNaff S minden pontja el6all az x4, ...,z pontok konvex
kombinaciojaként, és igy az 1.2.7. Allitas szerint B Naff S C S. Kovetkezés-
képpen xg € relint S. 0

Feladatok

1.1. Feladat. Legyenek Fy, F5, C E" affin alterek. Mutassuk meg, hogy ha
FiNFy, £ 0, akkor dim(Fy N Fy) > dim F; + dim Fy, — n.

1.2. Feladat. Legyen S C E"™ nem fdires, konvexr halmaz. Mutassuk meg,
hogy
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(1) relint S = relint cl S,
(2) clS = cl relint S,
(3) relbd S = relbd cl S = relbd relint S.

1.3. Feladat. Legyen S C E™ nem tires, konvex halmaz. Mutassuk meg,
hogy

(1) int S konvex halmaz,

(2) clS konvex halmaz.

1.4. Feladat. Egy nem tres S C E" halmaz azon x pontjainak dsszességét,
amelyekre Ty C S minden y € S pontra, az S magjanak nevezzik. Mutassuk
meg, hogy barmely nem dres S C E" halmaz magja konvez.

1.5. Feladat* (Foland-Marr, 1966). Mutassuk meg, hogy ha egy legaldbb
hdrom, nem egy egyenesen lévd pontot tartalmazo S C E"™ halmaz bdarmely
hdarom, nem eqy egyenesen lévd x,y, z pontjdhoz pontosan eqy olyan p € S
pont létezik, amelyre Tp,yp,zp C S, akkor S magja egyetlen pontbol dll.
[Utmutatas: Elészor azt igazoljuk, hogy tetszéleges x,y € S, Ty Z S esetén
pontosan egy olyan p € S pont létezik, amelyre Zp,yp C S|

1.6. Feladat. Legyen S C E™ egy legfeljebb n dsszefiiggd komponensbdl dl-
lo, nem dires halmaz. Mutassuk meg, hogy ekkor minden x € conv .S esetén
létezik legfeljebb n olyan x, ..., x;, € S pont, hogy x € conv{zy,...,z;}. [Ut-
mutatas: Valasszuk meg a koordinatarendszert Ggy, hogy x az origdba essen.
Indirekt tegyiik fel, hogy k = n + 1, és minden 1 < 7 < n + 1 esetén tekint-
stk az origobol indulo, a conv{—xy,...,—%;—1, —Tit1,..., —Tpy1} halmaz
pontjain atmend félegyenesek altal meghatérozott konvex kipot. Mutassuk
meg, hogy ezen kipok legaldbb egyikének S valamely pontja sziikségképpen
a hataran van. Most ez a pont kiegészithets az x4, ..., x,,1 pontok koziil leg-
feljebb n — 1 tovabbival agy, hogy mar ennek az n pontnak a konvex burka
is tartalmazza az origot. |

1.7. Feladat (Baker, 1979). Legyen m > n, legyen S C E" egy m pontbol
allo halmaz, és legyen x € conv.S. Mutassuk meg, hogy ekkor S pontjai
koziil legaldbb (T__:) kiilonbozd modon vdlaszthato n < r < m pont gy, hogy
ezek konvex burka tartalmazza x-et. [Utmutatas: Hasznaljunk n-re és m-re
szimultan teljes indukciot. Az indukcids lépéshez tekintsiink egy tetszéleges
y € S pontot, és vizsgaljuk meg kiilon az x € conv(S \ {y}) és az © &
conv(S \ {y}) eseteket.|
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1.8. Feladat* (McKinney, 1966). Legyen S C E™ nem ires, nem konvet,
zdart halmaz. Mutassuk meg, hogy S akkor és csak akkor két konver halmaz
unidja, ha minden {x1,...,x,} C S pdratlan elemszdmi, véges részhalmazra

T1T2, -+ Tn1@m L S esetén T1x, C S.
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2. fejezet

Hipersikok

2.1. Hipersikok és linearis funkcionalok

Az 1.1. fejezetben a hipersikokat az n-dimenzios tér (n — 1)-dimenzios affin
altereiként definidltuk. Ez természetes modon éltaldnositja a 2-dimenzids tér
egyeneseinek, illetve a 3-dimenzios tér sikjainak fogalmat. Idézziik fel, hogy
ezeket az alakzatokat az axy + fxy = 0, valamint az ax, + frs + yrs = 0
egyenletek irjak le. Megmutatjuk, hogy magasabb dimenziéban is hasonlé a
helyzet.

2.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : E" — E™ fligguény linedris, ha
minden x,y € E" és A € R esetén

flx+y) = f(x)+ f(y),
fQz) = Af(z).

Ha az f linedris fligguény képhalmaza megegyezik a valos szdmok halmazdval,
vagyis m = 1, akkor f-et linedris funkciondlnak is nevezzik. Eqy f linedris
funkciondlra és eqy o valos szamra legyen

[f - a] = {z € E"| f(z) = a}.

2.1.2. Allitas. Egy H C E™ halmaz pontosan akkor hipersik, ha létezik olyan
nem azonosan nulla f linedris funkciondl és olyan & valds szdm, hogy H =

[f 4]

Bizonyitas. El6szor tegyiik fel, hogy H hipersik, és legyen Hy = —xg + H,
ahol g € H. Ekkor Hy egy (n — 1)-dimenzi6s lineéris altér, és igy barmely
rogzitett y € E™\ Hy pontra E" = Ry+ Hy, azaz minden p € E" pont felirhato
p = ay + p; alakban, ahol @ € R és p; € H. S6t egyszertien lathato, hogy
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ez a feliras egyértelmt. Most definidljuk az f fliggvényt a kovetkezSképpen.
Minden p = ay + p; esetén legyen f(p) = a. Megmutatjuk, hogy f linearis.
Valéban, ha p = ay + p; és ¢ = By + q1, akkor

fo+q)=f(a+B)y+p+aq)=a+8=f(p)+ f(9),

mivel a + 3 € R és p; + ¢ € H,. Hasonloan, ha \ € R, akkor

FQp) = f(Aay + Ap1) = A = Af(p),

mivel Ao € R és Ap; € Hy. Vilagos, hogy [f : 0] = Hy, ésigy [f : f(zo)] = H.

Megforditva, tegyiik fel, hogy f nem azonosan nulla linearis funkcional.
Definici6é szerint f képtere 1-dimenzids, ezért az N magtér sziikségképpen
(n — 1)-dimenzios. Most tekintsiik azt az xy € E" pontot, amelyre f(xy) =6
(ilyen pont a homogenitas miatt nyilvan létezik). Ekkor [f : ] = x¢ + N,
azaz [f : ] egy (n — 1)-dimenzios linearis altér eltoltja. O

2.1.3. Allitas. Ha f és g olyan E™-en értelmezett linedris funkciondlok, va-
lamint « és B olyan valds szdmok, hogy [f : o] = [g : B], akkor f = Ag és
a = AB valamely A nem nulla valds szamra.

Bizonyitas. Ha f vagy g azonosan nulla, akkor az allitds magatol értetddik.
Ezért tegyiik fel, hogy f és g egyike sem azonosan nulla, és legyen H =
[f : o) = [¢g: pB]. Ha a = 0, akkor a H hipersik atmegy az origon, és
igy f = 0. Hasonléan, ha § = 0, akkor a = 0. Ezek utén két esetet kell
megkiilonboztetniink.

Elgszor legyenek o, 5 = 0. Legyen tovabba z egy a H-ra nem illeszkedd
pont. Ekkor f(z), g(z) # 0, igy tekinthetjitk a A = f(z)/g(z) nem nulla valos
szamot. Mivel H egy (n—1)-dimenzios linearis altér, tetsz6leges p € E™ pont

elgall 9z + h alakban, ahol § € R és h € H. De f(h),g(h) =0, ezért
f(p) = Ag(p) = (0f(2) + f(h)) = Mdg(2) + g(h)) = 6(f(2) — Ag(z)) = 0,

azaz f(p) = Ag(p)-

Maésodszor legyenek o, 5 # 0. Legyen tovabba z egy H-ra illeszkedd pont.
Mivel H egy az origdt nem tartalmazé hipersik, nyilvan E" = Rz + H, azaz
tetszGleges p € E™ pont elsall 6z + h alakban, ahol 6 € R és h € H. De
f(h), f(z) =aés g(h),g(z) = B, ezért a A = o/ jelolés bevezetésével

f(p) = Ag(p) = (0f(2) + f(h)) = Mdg(2) + g(h)) = (1 + 6)(x — AB) =0,
vagyis f(p) = Ag(p). -

Végiil lassuk, hogyan kapcsolodnak az el6zGek a hipersikok tn. normal-
vektoros egyenletéhez.
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2.1.4. Allitas. Ha f linedris funkciondl, akkor létezik olyan u € E™ vektor,
hogy f(x) = (x,u) minden x € E" esetén.

Bizonyitas. Legyen {ej,...,e,} az n-dimenzi6s tér standard béazisa, to-
vabba legyenek A\ = f(e1),...,\n = f(en). Ekkor az u = (A1,...,\,)
valasztassal, minden = = (o, ..., ) esetén

f(z) = Zai)\i = (z,u). O

2.1.5. Kovetkezmény. Egy H C E" halmaz pontosan akkor hipersik, ha
létezik olyan nem nulla uw € E™ vektor és olyan § valds szam, hogy

H={xe€E"| (z,u) =0}

2.1.6. Definicio. Ha a H hipersik az {x € E" | (z,u) = 0} alakban van
megadva, akkor u-t a H eqy normadlvektoranak nevezzik.

Vilagos, hogy két hipersik akkor és csak akkor parhuzamos, ha normal-
vektoraik egymas skalarszorosai.

2.2. Konvex halmazok elvalasztasa hipersikok-
kal

Ebben a fejezetben figyelmiinket a konvex halmazok hipersikokkal valé elva-
laszthatosdganak probléméaja felé forditjuk.

2.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy a H = [f : «] hipersik elvdlasztja a
nem tires A és B halmazokat, ha

(1) vagy f(A) <« és f(B) > a,
(2) vagy f(A) > a és f(B) < a.

2.2.2. Definicid. Azt mondjuk, hogy a H = [f : «| hipersik szigorian elvd-
lasztja a nem tres A és B halmazokat, ha

(1) vagy f(A) <o és f(B) > a,
(2) vagy f(A) > a és f(B) < a.
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Jegyezziik meg, hogy a szigoru elvalaszthatosiag maga utan vonja a hal-
mazok diszjunktsagat, am a megforditas nem feltétleniil igaz. Valoban, béar
az

A={(z,y) €EE* |z >06s
B={(z,y) €E*|z>0¢s

SIS
VAN

zart, konvex halmazoknak nincs kozos pontja, mégsem valaszthatok el szigo-
raan egy egyenessel. Ebbdl is latszik, hogy az elvalaszthatosag kérdése sokkal
bonyolultabb, mint els6 latasra tinik.

2.2.3. Allitas. Legyen S C E" nem dires, nyilt, konvex halmaz, F pedig
eqy az S-t6l diszjunkt k-dimenzids affin altér, ahol 0 < k < n — 2. FEkkor
létezik olyan (k + 1)-dimenzids affin altér, amely tartalmazza F-et és szintén
diszjunkt S-tdl.

Bizonyitas. Ha k£ = 0, akkor tekintsiink egy F-et tartalmazo, tetszdleges
2-dimenzids P linearis alteret. Mivel S N P nyilt, konvex halmaz P-ben,
igy létezik olyan egyenes P-ben, amely tartalmazza F-et és diszjunkt S-t6l.
Valoban, az F-bdl kiindulo, SN P pontjaira illeszkeds félegyenesek unidja egy
olyan nyilt, konvex kip, melynek nyilasszoge legfeljebb 7, hiszen F' ¢ SN P.
Ennek a kipnak a hataregyenesei pedig diszjunktak S-t&l.

Ezek utan feltessziik, hogy 1 < k < n — 2. Legyen {e1,...,e,} az n-
dimenziés tér standard bézisa. Az altalanossag megszoritasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy o € F tovabba, hogy F-et az ey,..., e, vektorok feszitik ki.
Legyen G a fennmarado ej.1,...,e, vektorok altal kifeszitett linearis altér,
és tekintsiik a

I:E" = G, (aq,...,05) = (0,...,0, 41, ..., 0p)

merdleges vetitést. Vilagos, hogy I1(.S) nyilt részhalmaza G-nek és o & I1(S5).
Ha P jeldli az e,,_1 és e, vektorok altal kifeszitett 2-dimenzios lineéris alteret,
akkor nyilvan P C G, tovabba P NTI(S) az origot nem tartalmazé nyilt
halmaz P-ben. Igy az elsé bekezdés szerint létezik olyan, az origon dtmend
[ egyenes, amely diszjunkt I1(S)-t6l. De ekkor IT71(1) egy F-et tartalmazo,
S-t6l diszjunkt, (k + 1)-dimenzios linearis altér (1d. 2.2.1. ébra). O

2.2.4. Kovetkezmény. Legyen S C E™ nem iires, nyilt, konvex halmaz, F

pedig eqy S-t6l diszjunkt k-dimenzios affin altér, ahol 0 < k < n — 1. Ekkor
létezik olyan hipersik, amely tartalmazza F'-et és szintén diszjunkt S-tol.
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2.2.1. ébra.

2.2.5. Allitas. Legyenek A, B C E™ olyan nem tres, konvex halmazok, ame-
lyekre int A # 00 és BNint A = 0. FEkkor létezik olyan H hipersik, amelyik
elvdlasztja az A és B halmazokat.

Bizonyitas. Mivel A C cl(int A), ezért az altalanossag megszoritasa nélkiil
feltehetjiik, hogy A nyilt halmaz. Tekintsiik az

A—B={a—-blac A, be B}

halmazt. Nem nehéz belatni, hogy A — B nyilt, konvex halmaz. Most o &
A— B, hiszen ANB = 0. Igy a 2.2.4. Kovetkezmény szerint létezik olyan, az
origot tartalmazo H' = [f : 0] hipersik, amely diszjunkt az A — B halmaztol.
De A — B konvex, ezért vagy f(A — B) > 0, vagy pedig f(A — B) < 0.
Tegyiik fel, hogy f(A — B) > 0. Ekkor minden a € A és b € B esetén
0< fla—0b) = f(a) — f(b), azaz f(b) < f(a). Ebbdl kovetkezik, hogy az
{f(a) | a € A} halmaz alulrdl korlatos. Jelolje a a fenti halmaz als6 hatarat,
és tekintsiik a H = [f : o] hipersikot. Vilagos, hogy H elvélasztja az A és B
halmazokat. 0

Egyszertien ellendrizhets, hogy a 2.2.5. Allitasnal nem hagyhaté el, hogy
az A halmaz n-dimenzids legyen, mint azt az

A={(z,y,2) e B | 2| <1, |[y| <1, 2= 0},
Bz{(z,y,z)E]E3| xr=0,y=0,|z| <1}

példa is mutatja. Ennek ellenére azért lehet gyengiteni a feltételeket.
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2.2.6. Definicid. Legyen H = [f : o] tetszdleges hipersik. Ekkor az
{zr e E"| f(x) > a} és {zr e E"| f(z) < a},
illetve az
{reE"| f(x) >2a} & {zeE"|f(r)<aj
halmazokat a H dltal hatdrolt nyilt, illetve zdrt féltereknek nevezzik.

2.2.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy a« H = [f : «] hipersik kettévig egy
S C E" halmazt, ha léteznek olyan x,y € S pontok, amelyekre f(x) < a és

fly) > a.

2.2.8. Allitas. Egy H = [f : o] hipersik akkor és csak akkor vdg ketté egy
S C E™ nem tires, konvex halmazt, ha az aldbbi két feltétel teljesiil:

(1) SZH,
(2) relint SN H # 0.

Bizonyitas. ElGszor tegyiik fel, hogy H kettévagja S-et. Ekkor léteznek
olyan z,y € S pontok, amelyekre f(z) < a és f(y) > «. Mivel f(H) = a,
ezért (1) automatikusan teljesiil. Ezek utan legyen z € relint.S. Most az
Tz és Yz szakaszok, esetleg az x és y pontoktdl eltekintve hozzétartoznak
relint S-hez. De 7z U Zy Osszefiiggd halmaz, f pedig folytonos fiiggvény, igy
létezik olyan p pont az Tz U Zy tordttvonalon, amelyre f(p) = a. Vilagos,
hogy p nem egyezhet meg az x és y pontok egyikével sem, ezért sziikségképpen
p € relint S, azaz (2) is fennall.

Megforditva, ha (1) és (2) teljesiil, akkor az altalanossag megszoritasa
nélkil feltehetjiik, hogy o € relint S N H, tovabba, hogy létezik olyan x €
S\ H pont, amelyre f(z) > 0. Mivel o € relint S, ezért valamely 0 pozitiv
valos szamra —dz € S. De ekkor f(—dx) = —df(z) < 0, azaz H valoban
kettévagja az S halmazt. O

2.2.9. Tétel. Legyenek A, B C E"™ olyan nem fdires, konvex halmazok, ame-
lyekre teljesil, hogy dim(aff(A U B)) = n. Ezen feltétel mellett az A és B
halmazok pontosan akkor vdlaszthatok el eqy H hipersikkal, ha

relint A N relint B = (.
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Bizonyitas. Ha a relint A és relint B halmazoknak 1étezik egy = k6z6s pont-
ja, akkor nyilvan minden olyan H hipersik, amelyik elvilasztja A-t és B-t
sziikségképpen tartalmazza z-et. De dim(aff(AU B)) = n, ezért H nem tar-
talmazhatja az A és B halmazok mindegyikét. Igy a 2.2.8. Allitas szerint
H legalabb az egyik halmazt kettévagja, azaz A és B nem vélaszthato el
semmilyen hipersikkal.

Az elégségesség igazolasahoz elGszor is vegylik észre, hogy A és B akkor
és csak akkor valaszthato el egy hipersikkal, ha ugyanez fennéll a relint A és
relint B halmazokra is. Ezért feltehetjiik, hogy mind A, mind pedig B relativ
nyilt halmaz, és igy ANB = (). Ezen megjegyzés utén az allitast az A halmaz
dimenzidja szerinti "csokkend sorrendd" teljes indukcioval bizonyitjuk.

Ha dim A = n, akkor int A # 0, kovetkezésképpen a 2.2.5. Allitas szerint
létezik a megfelels elvalaszto hipersik. Ezek utan tegyiik fel, hogy minden
olyan esetben igaz a tétel, amikor az egyik halmaz dimenzi6ja legalabb k
valamely 1 < k£ < n esetén, és legyen dimA = k — 1. Az egyszertiség
kedvéért tegyiik fel tovabba, hogy o € A. Legyen H = [f : 0] egy tetszsleges
A-t tartalmazé hipersik, és © € E™ olyan pont, amelyre f(z) > 0. Most
tekintsiik a C' = conv(AU (z 4+ A)) és D = conv(A U (—z + A)) halmazokat.
Ha BNC # () és BN D # (), akkor B és C'U D konvexitésa miatt BN A # ()
is fennallna, ami nem lehetséges. Ezért az altalanossidg megszoritésa nélkiil
feltehetjiik, hogy BN C = (). Mivel dimC = k, igy az indukciés hipotézis
szerint létezik olyan H hipersik, amelyik elvalasztja C-t és B-t. De A C C,
igy H sziikségképpen elvalasztja az A és B halmazokat is. O

Ezek utan attériink a szigoru elvalaszthatosag kérdésére. MindenekelGtt
bevezetiink egy jelolést. Tetszdleges A, B C E™ halmazokra legyen

D(A, B) = inf{d(a,b) | a € A, b € B}.

Megjegyezziik, hogy a D fliggvény persze nem metrika még a nem iires, kom-
pakt, konvex halmazok csaladjan sem (v6. 5.1.4. Definicio).

2.2.10. Allitas. Legyenek A, B C E™ nem ires, konvexr halmazok, melyek
kézil A kompakt, B pedig zdart. Ezen feltételek mellett akkor és csak akkor

létezik olyan H hipersik, amelyik szigorian elvdlasztja az A és B halmazokat,
ha ANB=0.

Bizonyitas. ElGszor tegytlik fel, hogy az A és B halmazok diszjunktak.
Ekkor a 0 = D(A, B) tavolsag sziikségképpen pozitiv. Ha most S jeldli az
origd kozéppontu, §/2 sugara nyilt gobmbot, akkor A+ S és B+ S egymastol
diszjunkt, nyilt, konvex részhalmazai az n-dimenzios térnek, igy a 2.2.9. Tétel
szerint létezik olyan H hipersik, amelyik elvalasztja Sket. Am ez a hipersik
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nyilvan szigorian elvalasztja A-t és B-t. Az éallitas megforditasa magatol
értetddik. O

A 2.2.10. Allitas szamos atfogalmazésa, illetve kiterjesztése ismert. Igy
példaul ha elhagyjuk az A és B halmazok konvexitasara vonatkozo feltételt,
akkor az alabbi érdekes tételt kapjuk.

2.2.11. Tétel. Legyenek A, B C E" nem tires, kompakt halmazok. Ezen fel-
tétel mellett az A és B halmazok akkor és csak akkor vdlaszthatdk el szigorian
eqy hipersikkal, ha conv AN conv B = ().

Bizonyitas. Ha conv ANconv B = (), akkor felhasznélva azt, hogy kompakt
halmazok konvex burka szintén kompakt (1d. 1.2.9. Allitas), a 2.2.10. Allitas
szerint 1étezik olyan H hipersik, amelyik szigortian elvalasztja a conv A és
conv B halmazokat. Vildgos, hogy ekkor ugyanez sziikségképpen fennall az
A és B részhalmazokra is.

Megforditva, ha a H = [f : «a] hipersik szigortan elvilasztja az A és
B halmazokat, akkor az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy
f(A) < aés f(B) > a. Legyen a = A\ay + -+ + A\pag egy az A pontjaibol
képzett tetszéleges konvex kombinaci6. Ekkor

fla)=Aif(ar) + -+ Mefag) < Mo+ -+ e = a,

mivel Ay + -+ + A\, = 1. Ezért f(convA) < «. Ugyanigy igazolhato,
hogy f(conv B) > «. Kovetkezésképpen a H hipersik szigortan elvalaszt-
ja a conv A és conv B halmazokat is, igy a 2.2.10. Allitas szerint

conv ANconv B = (). O

2.3. Konvex halmazok tadmaszhipersikjai

Most az elvalasztés egyik legfontosabb alkalmazasaval fogunk foglalkozni,
amely maga utan vonja az in. tamaszhipersikok létezését. Majd ennek segit-
ségével bebizonyitunk néhény érdekes tételt, tobbek kozott az 1.2.8. Carathé-
odory tétel egy valtozatat is.

2.3.1. Definici6. Legyen A C E" tetszdleges nem idires halmaz. Azt mond-
Juk, hogy a H = [f : «] hipersik tamaszhipersikja A-nak valamely x € A
pontban, ha x € H és

(1) vagy f(A) < «a,
(2) vagy f(A) > a.
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Nem nehéz értelmezni egy halmaz alacsonyabb dimenzios tamasz affin
altereit sem. Egy H affin alteret akkor neveziink az A nem iires halmaz egy
tamasz affin alterének valamely x € A pontban, ha x € H, és H benne van
A egy tamaszhipersikjaban.

2.3.2. Allitas. Legyen A C E" nem tires, zdrt, konvex halmaz. Ekkor A-nak
minden x hatdrpontjaban létezik tamaszhipersikja.

Bizonyitas. Ha A dimenzi6ja kisebb, mint n, akkor minden olyan hipersik,
amelyik tartalmazza A-t egyben tamaszhipersik is. Ezért tegyiik fel, hogy
dim A = n. Ekkor int A # (), igy a 2.2.4. Kovetkezmény szerint létezik olyan
H hipersik, amelyik tartalmazza x-et és diszjunkt int A-tol, azaz H az A
halmaz egy tamaszhipersikja az x pontban. 0

Bizonyos specialis esetekben az elébbi allitas megforditasa is igaz.

2.3.3. Allitas. Ha eqgy A C E™ nem iires belsével rendelkezd, zdrt halmaznak
minden hatdrpontjaban létezik tamaszhipersikja, akkor A konver halmaz.

Bizonyitas. Ha A = E", akkor A nyilvan konvex. Ellenkez& esetben létezik
olyan x pont, amelyik nem tartozik hozza A-hoz. Legyen y € int A. Ekkor
relint Ty sziikségképpen tartalmazza A valamely b hatarpontjat. A b-ben
htizott H tamaszhipersik viszont nem tartalmazhatja az x pontot, mert akkor
tartalmaznia kellene a belsé y pontot is, ami nem lehetséges. Igy a H &ltal
hatarolt, y-t tartalmazo zart féltér magaba foglalja az A halmazt, de az «
pontot nem. Mivel x tetsz6leges, A-n kiviili pont volt, ez azt jelenti, hogy A
elGall zart félterek metszeteként, kovetkezésképpen A konvex. 0

A fenti allitasokbol (pontosabban azok bizonyitasabol) egyszertien adodik
az a figyelemremélto észrevétel, hogy minden nem iires, kompakt, konvex
halmaz megegyezik a tamaszféltereinek metszetével.

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy egy S nem iires, konvex halmaz
elgall-e valamely S’ valodi részhalmazanak konvex burkaként. Ha S legalabb
két pontbol all, akkor a vélasz igen: legyen S’ = S\ {z}, ahol x € relint S.
Ezek utan célunk nem més, mint az ilyen tulajdonsagti miniméalis halmazok
meghatarozasa. Ehhez sziikségiink lesz az alabbi definiciéra.

2.3.4. Definici6é. Egy A C E™ nem ftires, kompakt, konver halmaz valamely
x pontjdat extremdlis pontnak nevezziik, ha nem létezik olyan szakasz A-ban,
amelynek x relativ belsd pontja. Az A halmaz extremdlis pontjainak halmazdt
jeldlje ext A.
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2.3.5. Tétel (Minkowski, 1911). Bdarmely A C E" nem dres, kompakt,
konvex halmaz megegyezik az extremdlis pontjainak konvex burkdval.

Bizonyitas. A tételt az A halmaz k dimenzibja szerinti teljes indukciéval
igazoljuk. Ha k = 0 vagy k = 1, akkor az allitds magatol értet6dik. Ezért te-
gyiik fel, hogy minden legfeljebb (k—1)-dimenziés nem iires kompakt, konvex
halmaz megegyezik az extremalis pontjainak konvex burkéaval, és tekintstink
egy k-dimenzioés A nem iires, kompakt, konvex halmazt, ahol k > 2. Legyen
x € A

Ha z az A egy relativ hatarpontja, akkor a 2.3.2. Allitas szerint aff A-ban
létezik olyan H hipersik (azaz (k—1)-dimenzios affin altér), amely A tamasz-
hipersikja x-ben. Vilagos, hogy A N H nem iires, kompakt, konvex halmaz,
amelynek dimenzioja legfeljebb k — 1. Igy az indukciés hipotézis szerint z
elall AN H extremalis pontjainak alkalmas konvex kombinaciojaként. Azon-
ban vegyiik észre, hogy AN H extremélis pontjai egyben A extremélis pontjai
is, igy x elGall az A halmaz extremalis pontjainak konvex kombinaciojaként.

Ha pedig = € relint A, akkor tekintsiink egy olyan z-re illeszkedd [ egye-
nest, amelyik aff A-ban van. Ekkor [ N A egy zart szakasz, amelynek vég-
pontjai, mondjuk y és z hozzatartoznak A relativ hatardhoz. De az el6z6
okoskodas szerint y és z elGallnak az A halmaz extremalis pontjainak konvex
kombinaci6jaként, igy ugyanez sziikségképpen fennéll az x pontra is.

Ebbdl kovetkezik, hogy A benne van az extremélis pontjainak konvex
burkaban. A forditott iranyu tartalmazas magatol értetddik. O

Egy A nem tires, kompakt, konvex halmaz extremalis pontjait az A pont-
jainak konvex kombinacioi segitségével definialtuk, igy ez a fogalom a halmaz
"belsg" leirasat teszi lehetévé. Kiviilrsl nézve az A halmazt, a hatarpontok
egy mésik fontos osztalyahoz juthatunk.

2.3.6. Definicié. Egy A C E™ nem tires, kompakt, konvex halmaz valamely
x pontjdt expondlt pontnak nevezzik, ha létezik olyan H tamaszhipersikja A-
nak, hogy AN H = {z}. Az A halmaz expondlt pontjainak halmazdt jeldlje
exp A.

Vilagos, hogy exp A C ext A, &m a forditott irdnyu tartalmazas altalaban
nem teljesiil. Az egyik legegyszeriibb ellenpélda egy négyzet, amelynek egyik
oldaldhoz egy félkort csatoltunk. Az viszont igaz, hogy minden extremalis
pont exponalt pontok torlédasi pontja.

2.3.7. Tétel (Straszewicz, 1935). Bdarmely A C E™ nem dres, kompakt,
konvex halmaz megegyezik az expondlt pontjai konvex burkdnak lezdrtjdval.
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Bizonyitas. Az altaldnossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy dim A = n.
Legyen x € ext A, és tekintsiik x egy tetszbleges U kornyezetét. Ekkor U
tartalmaz olyan x kozéppontu By nyilt gombot, amelyre A\ By # (). Legyen
A = conv(A \ By). Nem nehéz latni, hogy z ¢ A. Valéban, ha x € A,
akkor az 1.2.8. Carathéodory tétellel 6sszhangban x relativ belsé pontja egy
olyan, legaldbb 1-dimenzids szimplexnek, melynek csicsai A-ban vannak. Ez
viszont ellentmond annak, hogy x extremaélis pont.

Mivel A nem iires, kompakt, konvex halmaz és x ¢ A, ezért a 2.2.10. Al-
litas szerint létezik olyan H hipersik, amely szigoriian elvalasztja z-et és A-t.
Jelolje H' azt a H altal hatéarolt zart félteret, amely (a belsejében) tartal-
mazza z-et. Ekkor AN HT C U. Most legyen G az az x végponttu, H-ra
merdleges félegyenes, amely metszi H-t. Mivel A kompakt, igy tetszGleges
z € G ponthoz létezik olyan y, € A pont, amely z-t6l mért tévolsdga maxi-
maélis. Vegyiik észre, hogy a zy. egyenesre az y, pontban allitott merdGleges
hipersik csak az y, pontban metszi A-t, ezért vy, € exp A. S6t ha z elég
messze van z-t61, akkor raadasul y, € AN H* C U, amib6l kovetkezik, hogy
ext A C clexp A. Most felhasznalva a 2.3.5. Minkowski tételt kapjuk, hogy

A =convext A C convclexp A C clconvexp A C clconvext A = A,
vagyis A = clconvexp A. O

A kovetkez6 probléma elvalasztasi jellegt. Itt is sziikséges némi el6készii-
let.

2.3.8. Definicié. Egy p € E" pontot eqy adott A C E" nem dires halmaz-
ra nézve k-szimplex tulajdonsdgunak neveziink, ha létezik legfeljebb k olyan
x1,...,x. € A affin figgetlen pont, hogy p € conv{xy,...,x,.}. Az egysze-
riség kedvéért az A halmazra nézve k-szimplex tulajdonsdagu pontok halmazdt
jeldlje Ay,.

Vilagos, hogy A; = A, tovabba az 1.2.8. Carathéodory tétel szerint
Api1 = conv A.

2.3.9. Allitas. Legyenek A, B C E" nem iires, kompakt halmazok, és teqyiik
fel, hogy conv AN conv B # (). Ezen feltétel mellett ha x a conv A N conv B
halmaz eqy extremdlis pontja, valamint i és j azok a legkisebb egész szamok,
amelyekre x € A; N B;, akkor i+ j < n+ 2.

Bizonyitas. Mivel i a legkisebb olyan egész, hogy = € A;, ezért létezik

olyan x kézéppontu, (i — 1)-dimenziés 'y gémb, amely benne van conv A-
ban. Hasonloan, mivel j a legkisebb olyan egész, hogy x € B;, ezért létezik
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olyan z kozéppontt, (j — 1)-dimenzios I'g gémb, amely benne van conv B-
ben. De x a conv A N conv B halmaz extremalis pontja, igy sziikségképpen
I'yNTp = {z}. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy (i — 1) + (j — 1) < n, azaz
t+j<n+2 O

2.3.10. Tétel (Kirchberger, 1903). Legyenek A, B C E" nem dres, kom-
pakt halmazok. FEzen feltételek mellett az A és B halmazok akkor és csak
akkor vdlaszthatok el szigorian eqy hipersikkal, ha AU B bdrmely, legfeljebb
n + 2 pontot tartalmazo T részhalmazdra T N A ésT N B is szigorian elvd-
laszthato eqy hipersikkal.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy AU B barmely, legfeljebb n+ 2 pontot
tartalmazé T részhalmazara T'N A és T N B szigortan elvalaszthatd egy
hipersikkal, de A és B nem valaszthato el szigortian egy hipersikkal. Ekkor
a 2.2.11. Tétel szerint conv A Nconv B # (). Legyen x a conv A N conv B
halmaz egy extremalis pontja. Most alkalmazva a 2.3.9. Allitast, léteznek
olyan ay,...,a; € Aés by,...,b; € B pontok, ahol ¢ + 7 < n + 2, hogy

x € conv{as,...,a;} Nconv{by,...,b;}.
Ez viszont ellentmond annak a feltételezésnek, hogy az {ai,...,a;} és a
{b1,...,b;} halmazok szigortan elvalaszthatok egy hipersikkal.
Az allitas megforditasa magétol értetsdik. O

Végiil lassuk az 1.2.8. Carathéodory tétel egy érdekes valtozatat.

2.3.11. Tétel (Steinitz, 1913). Tetszdleges S C E™ nem tres halmaz ese-
tén, ha x € int conv S, akkor létezik olyan, legfeljebb 2n elemd T C S pont-
halmaz, hogy x € int conv T

Bizonyitas. Ha x € int conv S, akkor nyilvanvalé6 moédon x belsé pontja egy
olyan szimplexnek, amelynek cstucsai hozzatartoznak conv S-hez. Alkalmaz-
va minden egyes csicsra az 1.2.8. Carathéodory tételt kapjuk, hogy létezik
olyan, legfeljebb (n + 1)? elemi S’ C S ponthalmaz, amelyre x € int conv S’.
Ezek utan véalasszunk egy z-re illeszkedd, am S’ barmely n — 1 pontja al-
tal kifeszitett affin alteret legfeljebb az x pontban metsz6 G egyenest. Ez
lehetséges, hiszen a fenti, legfeljebb (n — 2)-dimenzios affin altereket az = ko-
zépponti egységgombre radidlisan vetitve, a vetiiletek unidja nem az egész
gombfelszin lesz. Legyenek x1 és xo a G Nconv S’ szakasz végpontjai. Most
a 2.3.2. Allitas szerint létezik conv S’-nek z;-ben és x,-ben tamaszhipersikja.
Jelolje ezeket rendre H, illetve H,. Viladgos, hogy ¢ = 1 és i = 2 esetén
is x; € H; Nconv S’ igy ismét az 1.2.8. Carathéodory tétel, valamint a G
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egyenes meg\(/fc’;lasztés(a) miatt x; kifejezheté S’ N H; valamely n pontjanak,

mondjuk a vy, ..., vy’ pontok konvex kombinaciojaként, de nem fejezhets
ki n-nél kevesebb pont még affin kombinaciojaként sem. Kovetkezésképpen
x1 € relint conv {v%l), . ,v,(ll)} és x9 € relint conv {v%z), . ,117(12)}, tovabba

mivel x € relint 7775, ennélfogva

x € relint conv {v§1), o, v§2), RTINS
Am dim{v%l), o ,v,(ll), vf), o ,v,(f)} = n, igy esetiinkben
x € int conv {v%l), - ,7)7(11), v?), . ,vr(f)}.
is fennall. OJ

Megjegyezziik, hogy a fenti tétel éles abban az értelemben, hogy ha példa-
ul S = {%ey,...,£e,}, ahol {ey, ..., e,} szokisos médon E™ standard bazisa,
akkor S barmely T valodi részhalmazéara o ¢ int conv T, bar o € int conv S
nyilvan fennall.

2.4. Izometriak

Az izometridk tanulmanyozasa nem tartozik szorosan a jegyzet anyagahoz,
csak azért érintjiik réviden, mert szoros kapcsolatban allnak a hipersikokkal
(pontosabban a hipersikokra vonatkozo tiikrozésekkel).

2.4.1. Definici6. FEgy J : E* — E" leképezést izometrianak neveziink, ha
tetszdleges x,y € E™ esetén d(I(x),I(y)) = d(z,y).

2.4.2. Definici6. Egy A : E* — E" linedris leképezést ortogondlis transz-
formdcionak neveziink, ha tetszéleges x,y € E™ esetén (Ax, Ay) = (x,y).

2.4.3. Definicié. Egy T : E" — E" leképezést eltolisnak neveziink, ha léte-
zik olyan t € E™ vektor, hogy tetszdleges © € E" esetén T(z) = x + t.

2.4.4. Allitas. Minden ortogondlis transzformdcid izometria.

Bizonyitas. Ha A ortogonélis transzformécio, akkor minden z,y € E”
esetén

d(Az, Ay) = || Az — Ay| = ((Az, Az) — 2(Ax, Ay) + (Ay, Ay))"/?
= ((z,2) — 2(z,y) + (¥, )" = |z — y|| = d(z,y). O
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2.4.5. Allitas. Minden eltolds izometria.

Bizonyitas. Ha T eltolas, akkor létezik olyan t € E™ vektor, hogy tetszdleges
r € E" esetén T(x) = z + t. Igy barmely x,y € E" pontokra

d(T(x), T(y)) = [[T(@) = TW)l = Iz +1) =+ )| = |z =yl = d(z,y). O

Ezek utan lassuk az izometriak alaptételét.

2.4.6. Tétel. Legyenek {ag,ai,...,an}, {bo,b1,...,b,} C E™ affin figget-
len pontrendszerek, tovdbbd tegyiik fel, hogy minden 0 < 1,7 < n esetén
d(ai, a;) = d(b;, b;). Ekkor pontosan egy olyan J : E* — E" izometria létezik,
amelyre J(a;) = b; minden 0 < i < n esetén.

Bizonyitas. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy létezik a feltételeknek megfele-
16 izometria. Tekintsiik azt az A lineéris transzformaciot, amely az {a; — aq,
..y an — g} bazist a {by — by, ..., b, — by} bazisba viszi. Ekkor

Aai + (—.Aa() + bo) = bl

minden 0 < 7 < n esetén. Igy a 2.4.4. és 2.4.5. Allitasokkal 6sszhangban elég
belatni, hogy A ortogonélis transzformacio. Mivel

d(a, a;)* = |la; — a;?

= (a; — a;,a; — a;)

= ((a; — ao) — (aj — ao), (a; — ap) — (a; — ao))

= [la; — aoll* = 2(a; — a0, a; — ao) + [la; — ao|?,
d(bi, b)* = [|bs — bj]1* =

= (b; — b;,b; — b))

= ((bi — bo) — (bj — bo), (bi — bo) — (bj — bo))

= [bs — bol[* = 2{b; — b, b; — bo) + [1b; — bo%,

ennélfogva

(ai — G, a; — a()) = <bZ - b(), bj - b0> = <A(CLZ - CL()),A((I]‘ - a0)>.

Most legyenek

T = Z)‘i(ai —ag) és y= Z,uj(aj — ag)
i=1 Jj=1
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tetszbleges vektorok. Ekkor

(Az, Ay) = <Z/\A i — o), Zug ;= a0))
= Z Z /\ZMJ<-A(CL1 - aO)a‘A(aj - a0)>

i=1 j—l
_ ZZ)\M] — ao, a; — ap)
i=1 j=1
_ <Z ilai — a), Y pjla; — “°>>
i=1 7=1
= (z,1),

amit bizonyitani akartunk.

Az egyértelmiiség igazolasahoz legyenek J és J olyan izometridk, amelyek-
re J(a;) = J(a;) = b; minden 0 < i < n esetén. Ekkor a J~1J izometria az
ag, ai, . .., a, pontokat fixen hagyja. Tekintsiik a

T:E" = E", x— x—ag

eltolast, és legyen T(a;) = ¢; minden 0 < i < n esetén. Vildgos modon
co = o, és {c1,...,c,} az n-dimenzios tér egy bazisa. Tekintsiik tovabba
az M = TJ~1JT! izometriat. Egyszertien adodik, hogy M(c;) = ¢; minden
0 < i < mesetén, igy d(z, ¢;) = d(M(z), M(¢;)) = d(M(x), ¢;) minden z € E"

és 0 < i < nesetén. Innen viszont d(z,co) = [|z]| és d(M(z),co) = [|M(2)]|
felhasznalasaval kovetkezik, hogy [|M(z)|| = ||z| minden = € E" esetén.
Masrészt

d(z,¢:)" = |lz — i]|* = ||2]* = 2{z, c:) + |l

dM(z),¢;)* = [|M(2) — cil|* = [M(@)[* — 2(M(@), ;) + [|eil|*,

ennélfogva (z,c;) = (M(x),¢;) minden 1 < i < n esetén. De {cy,...,¢,}
bézis, igy tetszéleges y € E" esetén (x,y) = (M(x),y), azaz (M(z)—z,y) = 0.
Am ez csak akkor lehetséges, ha M identitas, amibsl J = J adodik. 0

A bizonyitasbol az is kideriil, hogy az ortogonalis transzformaciok vala-
mint az eltolasok az izometriak tgymond épitékdvei.

2.4.7. Kovetkezmény. Minden izometria elddll eqy ortogondlis transzfor-
macio €s eqy eltolds eqgymdsutdanjaként.
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Bevezetjiik a hipersikra valo tiikrozés fogalmét, majd megvizsgaljuk mi-
lyen kapcsolat van a tiikrozések és az izometriak kozott.

2.4.8. Definici6. Egy az xg ponton dtmend, u egységnyi normdlvektori H
hipersikra valo Ry tikrézés leqgyen a kévetkezd transzformdcio:

Ry E" - E", v — 2 —2(x — x9, u)u.

A definiciobol azonnal adédik, hogy minden hipersikra valé tiikrozés izo-
metria.

2.4.9. Tétel. Ha egy I : E" — E" izometria eqy (n — r)-dimenzids affin al-

teret pontonként fixen hagy, akkor J elddll legfeljebb r hipersikra valo tikrézés
eqgymdsutangjaként, ahol —1 < n —r < n.

Bizonyitas. Az allitast r szerinti teljes indukcidval igazoljuk. Az r = 0 eset
magatol értetddik. Ezért legyen 1 < r < n+1, és tegylik fel, hogy J fixen hagy
egy (n —r)-dimenzios F affin alteret. Legyen tovabba {ag,...,a, .} C F
affin fiiggetlen pontrendszer. Vilagos, hogy {aq,...,a, .} kiegészithets az
n-dimenzios tér egy {ag,...,an_p, Gp_ri1,...,a,} affin figgetlen pontrend-
szerévé. Ezek utan tekintsik az a,—,119(a,—r41) szakasz H felez6mer6leges
hipersikjat, valamint az RgJ izometriat. Mivel

d(a;, an—ri1) = d(I(a;), J(an—rs1)) = d(a;, I(an—rs1))

minden 0 < ¢ < n — r esetén, ezért {ag,...,a,_.} C H. Kovetkezésképpen
RyJ fixen hagyja az ag, . . ., @p_p, Ay_ry1 pontokat, és igy a 2.4.6. Tétel szerint
az egész (n —r + 1)-dimenzios aff{aq, ..., a,_,,a, .41} affin alteret is. Most

alkalmazva az indukciés hipotézist, RyJ elsall legfeljebb r — 1 hipersikra
valo tiikrozés egyméasutanjaként. Ennélfogva I = Ry (RyJ) elsall legfeljebb
r hipersikra valo tiikrozés egymasutanjaként. [

2.4.10. Kovetkezmény. Minden J : E* — E" izometria elddll legfeljebb
n + 1 hipersikra valo tikrézés eqgymdsutdnjaként.

Feladatok

2.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az n-dimenzios teret k dltaldnos helyzetd
hipersik pontosan Y ., (’;) tartomdnyra bontja. [Utmutatis: Hasznaljunk

n-re és k-ra szimultan teljes indukeiot. |
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2.2. Feladat. Mutassuk meg, hogy az n-dimenzios térben k dltaldnos hely-
zetid pont pontosan ZZLZ[/)?J (nf2z) kiilonbozd modon vdghato ketté eqy hiper-
sikkal. [Utmutatés: Mutassuk meg, hogy az n-dimenzios projektiv teret k
k
n—21

altalanos helyzett hipersik pontosan ZZLZ{)QJ (
feladat ennek az allitasnak a dualisa.|

) tartomanyra bontja. A

2.3. Feladat. Legyen S C E™ dltaldnos helyzetid pontok eqy k elemi halma-
za. Mutassuk meg, hogy ekkor n-dimenzidos gombokkel pontosan Z;:’Ol (’:) k-
lonbozd részhalmaz vaghatd ki S-bél. Formdlisabban [{SNB | B egy gomb}| =
S (%). [Utmutatas: Tekintsiik a p; € S pontoknak az (n + 1)-dimenzios
P = {(p,r) € E" xR | ||p||* = r} forgasparaboloidra esé p, = (p;, ||p:||?)
merdleges vetiileteit. A p) pontok, kiegészitve az r-tengely egy elég messze
1év6 pontjaval, az eléz6 feladat szerint ZZL(%H)/ 2l (n+k1+_122) =y (]:) kii-
16nb6z6 modon vaghatok ketté E™™! hipersikjaival. Ezen hipersikoknak a
paraboloiddal vett metszeteit merélegesen vetitve E"-re lényegében a kivant

gombrendszert kapjuk.|

2.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha az A C E™ nem tires, zdrt, konvez,
n-dimenzios halmazra A # conv(bd A), akkor vagy A = E™ vagy pedig A egy
zart félter.

2.5. Feladat. Legyenek A, B C E"™ nem dires belsdvel rendelkezd halmazok.
Mutassuk meg, hogy az A és B halmazok akkor és csak akkor vdlaszthatok
el eqy hipersikkal, ha AU B bdrmely, legfeljebb 2n + 2 pontot tartalmazo T
részhalmazdra T N A és T N B is elvdlaszthato egy hipersikkal. [Utmutatas:
Hasznaljuk fel a 2.2.9. és 1.2.8. Tételeket. |

2.6. Feladat. Legyenek P,Q)Q C E™ nem tres halmazok. Mutassuk meg, hogy
akkor €s csak akkor létezik olyan zdrt, konvex S halmaz, hogy P C S és
QNint S = 0, ha PUQ bdrmely, legfeljebb 2n+1 pontbdl dllé T részhalmazdihoz
létezik olyan zdrt, konvex St halmaz, hogy PNT C St és (QNT)Nint Sy = 0.
[Utmutatas: Hasznaljuk fel a 2.3.11. Tételt.]

2.7. Feladat. Legyenck P,QQ C E™ nem tres, kompakt halmazok. Mutassuk
meq, hogy akkor és csak akkor létezik olyan zdrt, konvex halmaz, amely tar-
talmazza P-t és diszjunkt QQ-tél, ha P U Q) bdrmely, legfeljebb n + 2 pontbol
allo T részhalmazdhoz létezik olyan zdrt, konvex halmaz, amely tartalmazza
T N P-t és diszjunkt T N Q-tdl. [Utmutatas: Hasznéljuk fel az 1.2.8. Tételt.]

2.8. Feladat. Legyenck P,QQ C E™ nem tres, kompakt halmazok. Mutassuk
meq, hogy akkor €s csak akkor létezik olyan zdrt gomb, amely tartalmazza P-t
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és diszjunkt Q-tol, ha P U Q bdrmely, legfeljebb n + 3 pontbol dllo T rész-
halmazdahoz létezik olyan zdart gomb, amely tartalmazza T' N P-t és diszjunkt
T N Q-tél. [Utmutatas: Vetitsiik sztereografikusan a P és @ halmazokat
egy olyan (n + 1)-dimenzios gémbre, amely érinti E"-et, majd hasznéaljuk a
2.3.10. Tételt.|

2.9. Feladat* (Barany-Katchalski-Pach, 1982). Bizonyitsuk be, hogy ha
eqy S C E™ halmaz konvex burka tartalmaz eqy origo kézépponti, egységnyi
sugari gombot, akkor S-nek létezik olyan, legfeljebb 2n pontbol dllo részhal-
maza, melynek konvex burka tartalmaz eqy origdé kézéppontu, n=" sugari
gombot.

2.10. Feladat. Egy H : E" — E" leképezést hasonldsdgi transzformdcionak
nevezink, ha létezik olyan N\ > 0 valos szam, hogy tetszdleges x,y € E™ esetén

d(H(z), H(y)) = Ad(z,y). Most legyenek
{ao, Ay, ... 7(ln}, {bo, bl, ce ,bn} Q E"

affin fiiggetlen pontrendszerek, tovdabba tegyiik fel, hogy minden 0 < 7,5 < n
esetén d(b;,b;) = Ad(a;, a;) valamely régzitett A > 0 valds szamra. Mutassuk
meg, hogy ekkor pontosan eqy olyan H : E" — E™ hasonldsdgi transzformdcio
létezik, amelyre H(a;) = b; minden 0 < 1 < n esetén.

2.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha egy hasonldsdgi transzformdcio nem

izometria, akkor pontosan eqy firpontja van. [Utmutatés: Ez a kontrakciokra
vonatkozo Banach-féle fixpont tétel egy specialis esete. |
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3. fejezet

Konvex politépok

3.1. Konvex politépok és poliédrikus halmazok

Ebben a fejezetben a konvex sokszogek, illetve a konvex poliéderek magasabb
dimenzi6s megfelelGivel foglalkozunk. Ezek az alakzatok mar tobb, mint két-
ezer évvel ezelGtt a régi gorogok érdekldését is felkeltették. Aztan a mult
évszézadban, f6leg a linearis programozas és a jatékelmélet kialakulasanak
koszonhetGen ismét elGtérbe keriilt a konvex politopok vizsgélata. ElGszor az
alapvetd fogalmakat vezetjiik be, majd igazoljuk a konvex politépok "alap-
tételét".

3.1.1. Definicié. Véges sok pont konvexr burkdt konvex politdpnak nevezzik.
Azt mondjuk, hogy az {x1,xs,...,xx} ponthalmaz a P konvex politdp egy
mainimalis reprezentdcidja, ha

(1) P =conv{xy,xs,..., 21},
(2) x; & conv{xy,...,x;i1,Tis1,..., 2k} tetszdleges 1 < i < k esetén.

3.1.2. Definicié. Legyen S C E™ nem iires, kompakt, konvex halmaz. Ekkor
eqy F' C S halmazt az S egqy lapjinak neveziink, ha

(1) vagy F' =10,
(2) vagy I =5,
(3) wvagy pedig létezik olyan H tdmaszhipersikja S-nek, hogy ' =S N H.

Az elsd két esetben nem valodi, mig a harmadikban valodi laprol beszéliink. Ha
az F wvalodi lap dimenzidja k, akkor F-et k-lapnak nevezziik. A 0-dimenzids
lapokat csucsoknak is mondjuk. A csiucsok halmazdt jelélje vert S.
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3.1.3. Allitas. Legyen M = {x1,25,... 21} a P konvex politdp egy mini-
malis reprezentdcioja. Fkkor az aldbbi dllitdsok ekvivalensek.

(1) ze M.
(2) z € vert P.

(3) z € extP.

Bizonyitas. (1) = (2). Legyen x € M, és tekintsiik a @ = conv(M \ {z})
politopot. Ekkor definicié szerint x ¢ @, igy mivel ) kompakt, alkalmazva
az 2.2.10. Allitast létezik olyan H' hipersik, amelyik szigortian elvalasztja
x-et Q-t0l. Most tekintsiik azt a H'-vel parhuzamos H hipersikot, amely
atmegy z-en. Vilagos, hogy () teljes egészében a H altal hatarolt valamelyik,
mondjuk H™T zart féltérben helyezkedik el, ezért P C H*. Tovabba nyilvan
x a P egyetlen olyan pontja, amely illeszkedik H-ra, igy H N P = {z}, azaz
x a P politép csiicsa.

(2) = (3). Egy kompakt konvex halmaz csicsa mindig extremalis pont,
amibdl kovetkezik az allitas.

(3) = (1). Vilagos, hogy P barmely extremalis pontja sziikségképpen
hozzéatartozik M-hez, ellenkezs esetben az 1.2.8. Carathéodory tétel szerint
benne lenne valamelyik, az M bizonyos pontjai altal meghatarozott szimplex
relativ belsejében. 0

3.1.4. Allitas. Legyen P C E" tetszdleges konvex politop. Ekkor P minden
valodi lapja szintén konvex politop. Tovabbd P-nek csak véges sok kiilonbozd
lapja van.

Bizonyitas. Legyen {x1,..., 2z} a P konvex politop minimalis reprezenté-
cioja, és tekintsitk a P egy a H = [f : o tdmaszhipersik altal meghatérozott
F valodi lapjat. Az altalanossag megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy

Flz:) = Q, hal<?<r,
YT a4e, har+1<i<k,

ahol €; > 0 minden r + 1 < ¢ < k esetén. Most legyen x = Zle Aixz;, ahol
Aty A =0 68 Zle A = 1, a P politop tetszoleges pontja. Ekkor

r k k k k
f(l’) ZZ/\lCY—F Z )\i(Oé+€i) :OKZ/\l—F Z )\1'82' =a+ Z )\181
=1 =1

i=r+1 i=r+1 i=r+1
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Vilagos, hogy z akkor és csak akkor illeszkedik H-ra, ha f(x) = «, azaz
pontosan akkor, ha
k

i=r+1
De minden ¢; > 0 és minden \; > 0, igy ez akkor és csak akkor lehetséges,
ha A\; = 0 minden r» +1 < ¢ < k esetén, azaz ha € conv{zy,...,z,}.
Kovetkezésképpen H N P = conv{xy,...,z,}, vagyis H N P konvex politop.

Végiil, mivel az {z1,...,x;} halmaznak csak véges sok részhalmaza van,
és P minden lapja egyértelmiien megfeleltetheté egy ilyen részhalmaznak,
ezért P-nek csak véges sok kiilénbo6z§ lapja lehet. O

A kovetkezd allitds barmely nem iires, kompakt, konvex halmazra érvé-
nyes.

3.1.5. Allitas. Ha S C E" nem dires, kompakt, konvex halmaz €s {F1,...,
F,.} az S lapjainak valamely csalddja, akkor FyN---NF,, szintén lapja S-nek.

Bizonyitas. Jelolje F az Fi,..., F,, lapok metszetét. Ha F' = (), akkor az
allitas definici6 szerint igaz. Ezért legyen F' # (). Az altalanossiag megszori-
tasa nélkiil feltehetjiik, hogy o € F', tovabba Fi, ..., F,, valodi lapjai S-nek.
Ekkor minden 1 < i < m esetén az F; laphoz létezik egy olyan H; = [f; : 0]
tamaszhipersik, hogy f;(S) = 0, és SN H; = F,. Most definidljunk egy 1j
f=fi+---+ fmn linearis figgvényt, és legyen H = [f : 0].

Allitjuk, hogy F = H N S. Valéban, ha x € F, akkor minden f;(x) = 0,
és igy f(z) =0, azaz € HN S. Mésrészt, ha © € S\ F, akkor legalabb
egy esetben f;(z) > 0, és igy f(z) > 0, azaz x ¢ H N S. Kovetkezésképpen
F=HnNS.

Végiil, mivel o € HN S és f(S) > 0, ezért H tamaszhipersikja S-nek,
vagyis F' egy lapja S-nek. O

Az alabbi két allitds segitségiinkre lehet, ha egy konvex politép adott
dimenzids lapjainak szamat szeretnénk meghatarozni.

3.1.6. Allitas. Legyenek Sy és Sy mem tires, kompakt, konvex halmazok, és
tegyiik fel, hogy So C Sy. Ezen feltételek mellett ha F az S7 egy lapja, akkor
FNSy az Sy eqy lapja.

Bizonyitas. Ha F' nem valodi lapja Si-nek, akkor az allitas trivialis. El-
lenkez6 esetben tekintsiik az S; egy olyan H tamaszhipersikjat, amelyre
HNS; =F. Mivel S5 C Sy, ezért FN.Sy = HNS,. Most HN Sy vagy lires
halmaz, vagy pedig H az Sy egy tamaszhipersikja. Mindkét esetben F' N .S,
az Sy egy lapja nyilvanvalé modon. O
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3.1.7. Allitas. Tegyiik fel, hogy Iy eqy valddi lapja a P konvex politdpnak,
tovdbbd Fy eqy valodi lapja Fy-nek. Ekkor Fy szintén egqy valodi lapja P-nek.

Bizonyitas. Legyen H; olyan tamaszhipersikja P-nek, hogy H; N P = F},
tovabbé legyen H, olyan tdmaszhipersikja F-nek Hi-ben, hogy HoNF) = F5.
Most dim H, = dim P — 2. Igy, figyelembe véve, hogy P-nek csak véges sok
olyan cstuicsa van, amely nincs Fy-n, H; elforgathaté Hy koriil gy, hogy a
kapott hipersik P-t pontosan Fy-ben messe (1d. 3.1.1. 4bra). O

%

H,

3.1.1. abra.

A 2.3. fejezetben lattuk, hogy minden kompakt, konvex halmaz elall
alkalmas zart félterek metszeteként. Meg fogjuk mutatni, hogy konvex po-
litopok esetén véges sok ilyen zart féltér is elég. S6t a megforditas is igaz,
ami elvezet a konvex politopok egy ekvivalens definicivjahoz. Mindenekel&tt
sziikségiink lesz a kovetkezs fogalomra.

3.1.8. Definici6. Véges szamu zdrt féltér metszetét poliédrikus halmaznak
nevezzik.

3.1.9. Allitas. Minden P C E™ konvex politdp korldtos poliédrikus halmaz.

Bizonyitas. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy P dimen-
zioja n. Legyen {z1,...,x;} a P minimalis reprezentacioja. Legyenek tovab-
ba Fy, ..., F, a P politop (n — 1)-lapjai, és Hy,..., H,, illetve H{",... HI
a megfeleld tamaszhipersikok valamint zéart félterek, azaz F;, = H; N P és
P C H minden 1 < i < m esetén. Nyilvan elég megmutatni, hogy
P=H n---NnH.
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Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan x € H;” N---N H;" pont, amelyik
diszjunkt P-t6l. Definialjuk most a

D=|]Jaff ({z}uC)

halmazt, ahol C' végigfut az {x1, ..., zx} legfeljebb n — 1 elemt részhalmaza-
in. Ekkor D véges sok legfeljebb (n — 1)-dimenzios affin altér unioja. Mivel
dim P = n, igy sziikségképpen létezik olyan y € int P pont, amely nem tar-
tozik hozza D-hez. Am z ¢ P, ezért létezik olyan z € relint Ty pont, hogy
z € bd P. Allitjuk, hogy z rajta van P valamely (n — 1)-lapjan, de nincs raj-
ta egyetlen alacsonyabb dimenzios lapjan sem. Valoban, ha z hozzatartozna
egy j-laphoz valamely 0 < j < n — 2 esetén, akkor az 1.2.8. Carathéodory
tétel szerint z benne lenne {xy, ..., z;} valamely legfeljebb n — 1 elemt rész-
halmazanak konvex burkdban, azaz z hozzatartozna D-hez. Ebbdl pedig
kovetkezne, hogy y € xz szintén hozzatartozna D-hez, ami nem lehetséges.

Igy z illeszkedik a P valamely (n — 1)-lapjara, mondjuk Fj-re. Ekkor z €
Hj, és mivel y € int P C H}", x nem tartozhat hozza H; -hoz, ellentmondas.
Kaptuk tehat, hogy H; Nn---N H} C P.

A masik irdnyt tartalmazas pedig egyszeriien abbol adodik, hogy P C H;
minden 1 <7 < k esetén. O

3.1.10. Allitas. Minden P C E" korldtos poliédrikus halmaz konvex politop.

Bizonyitas. Mivel minden korlatos poliédrikus halmaz kompakt, ezért a
2.3.5. Tétel szerint elég megmutatni, hogy P extremélis pontjainak szama
véges. Ezt az n dimenzié szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Ha n = 1,
akkor P vagy egyetlen pont, vagy pedig egy zart szakasz, amelyekre nyilvan
igaz az allitas. Ezek utan tekintsiink egy n-dimenziés P korlatos poliédrikus
halmazt, és legyenek Hy, ..., H,, azok a hipersikok, amelyek altal hatarolt
zart félterek metszete P. Ha = € ext P, akkor nyilvian x € bd P. Igy létezik
olyan H; hipersik, hogy = € H;. Vildgos, hogy P minden olyan extremaélis
pontja, amely H;-ben van sziikségképpen extremalis pontja P N H;-nek is.
Am az indukcios feltevés szerint P N H; extremalis pontjainak szama véges,
tovabba a hipersikok szama is véges, ezért ext P is véges halmaz. O

3.2. Specialis konvex politépok
Ebben a fejezetben megismerkediink néhany nevezetes konvex politéppal.

Ezek természetes altalanositasai lesznek a jol ismert 3-dimenziés konvex po-
liédereknek, a tetraédernek, a kockanak, az oktaédernek stb.
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A legegyszertibb politop az 1.2. fejezetben méar megismert szimplex. Egy
n-dimenzios S™ szimplex csiicsainak halmaza affin fiiggetlen, igy azok bar-
mely részhalmaza is affin fliggetlen. Ebb&l kovetkezik, hogy S™ barmely lapja
szintén egy (alacsonyabb dimenzids) szimplex. Masrészt S™ barmely n csicsa
S™ egy tamaszhipersikjat fesziti ki, amely természetesen egy (n—1)-dimenzios
lapban metszi S™-t. A 3.1.7. Allitas szerint ennek az (n— 1)-dimenzios lapnak
az Osszes lapja lapja lesz S™-nek is. Innen teljes indukciéval azonnal adodik,
hogy S™ tetsz6leges k + 1 csticsa S™ egy k-dimenzids lapjat hatarozza meg.
Ennélfogva igaz a kovetkezd.

3.2.1.
n+1
k—H)

Allitas. Egy n-dimenzids S™ szimplex k-dimenzids lapjainak szima
minden 0 < k <n —1 esetén.

Egy S™ szimplex 1gy is felfoghat6, mint egy S"~! szimplex, valamint egy
az aff S"~1-re nem illeszkedd pont konvex burka. Ez a konstrukcio egyszertien
altalanosithato.

3.2.2. Definicié. Egy (n — 1)-dimenzids @) politop valamint egy x ¢ aff @
pont konvex burkdt n-dimenzids gulanak nevezziik és P™-nel jeloljik. A Q
politop a gula alapja, az x pont pedig a gila csicsa.

3.2.3. Allitas. Egy n-dimenzids P" gila, melynek alapja az (n — 1)-dimen-
2ids @ politdp, csicsa pedig az x pont, k-dimenzids lapjainak fp(P™) szdma

Jo(P") = fo(Q) + 1,
f(P™) = fi(Q) + fr_1(Q) minden 1 < k < n — 2 esetén,
fnfl(Pn) =1+ fnf2(Q)

Bizonyitas. Legyen F' a P" gula egy k-lapja, H pedig egy az F-et kimet-
sz6 tamaszhipersik. Mivel vert F' C vert P"* = {z} U vert ), most két eset
lehetséges:

(1) x ¢ vert F. Ekkor F' a 3.1.6. Allitas szerint a Q egy k-lapja.

(2) x € vert F. Ekkor pedig az F' lap z-t6l kiilonb6z6 csucsai a @ politop
(k—1)-dimenziés HNQ lapjanak csticsaival egyeznek meg. Igy F most
egy F'NQ alapu, x cstcsi, k-dimenzios guila.

Masrészt a 3.1.7. Allitas szerint (@ minden lapja (beleszamitva magat Q-t is)
a P" gula egy valodi lapja lesz. Tovabba @ barmely valodi (k — 1)-lapjanak
és az x pontnak a konvex burka a P" gula egy valodi k-lapja. Valoban, ha G
a @ egy valodi (k — 1)-lapja, akkor aff @-ban van olyan H, tamaszhipersikja
Q-nak, hogy Hy N Q = G (természetesen dim Hy = n — 2). De ekkor H =
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aff(HyU{z}) egy tamaszhipersikja P"-nek és HNP" = conv(GU{z}). Ezen
észrevételekbdl az allitas mar kozvetlenill adodik. O

Ezek utan az oktaéder magasabb dimenzios megfelelGjével, valamint en-
nek egy altalanositéasaval foglalkozunk.

3.2.4. Definicié. Legyenek xz1,...,x, € E" linedrisan fiiggetlen vektorok.
Ekkor az X™ = conv{tx; ..., £x,} politépot n-dimenzids keresztpolitdpnak
nevezziik.

3.2.5. Definicid. Legyen Q eqy tetszdleges, (n — 1)-dimenzids politop, és
legyen Ty olyan zdrt szakasz, amelyre relint () Nrelint Ty egyetlen pontbol dll.
Ekkor a P = conv({z,y} U Q) politépot n-dimenzios kettds guldnak nevezziik.
A Q politop a kettds gila alapja, az x és y pontok pedig a kettds gula csicsai.

A 3.2.3. Allitas bizonyitasahoz teljesen hasonlo moédon lathato, hogy a
fent definialt P kett&s gula valodi lapjai pontosan a kovetkezdsk:
(1) @ valodi lapjai,
(2) olyan x vagy y cstcsu gulak, amelyek alapja @ egy valodi lapja,
(3) x és y.
Innen pedig egyszertien adédnak az alabbiak.

3.2.6. Allitas. Egy n-dimenzids P kettds gila, melynek alapja az (n — 1)-
dimenzids Q politop, k-dimenzids lapjainak fi(P) szama
fo(P) = fo(Q) + 2,
fx(P) = fi(Q) + 2fr—1(Q) minden 1 < k < n —2 esetén,
fn71<P) = 2fn72(Q)
3.2.7. Kovetkezmény. Egyn-dimenzios X™ keresztpolitop k-dimenzios lap-
jainak szdma 281 (kil) minden 0 < k < n —1 esetén.
Végiil a parallelepipedon magasabb dimenzidés megfelelGjével foglalko-
zunk.

3.2.8. Definicié. Legyenck x1,...,x, € E" linedrisan fliggetlen vektorok, és
tekintsiik az I; = ox; szakaszokat minden 1 < j < n esetén. Ekkor a

Onzll‘l’+In:{y1++yn|ylejl7ayn€]n}

vektori osszeget n-dimenzids parallelotépnak (vagy parallelepipedonnak) ne-
vezziik. Ha az xv,...,x, vektorok paronként merdlegesek, akkor n-dimenzios
merdleges parallelotoprol, ha pedig ezen kivil még hosszaik is megegyeznek,
akkor n-dimenzios kockdrol beszélink.
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A definiciobol kozvetleniil adodik, hogy C™ = C™~! + I,,. Mivel minden
egyes ilyen 1épésnél a csticsok szama megkétszerezodik, ezért C"-nek Osszesen
2" csticsa van. Masrészt C™ = conv(C™ 1 U (C"™ 4 x,.)), fgy C™ egy valodi
k-lapja vagy C™7 ! illetve C"~! +x,, egy k-lapja vagy pedig C" ! egy (k—1)-
lapjanak és I,,-nek a vektori osszege.

Megforditva, C"!, illetve C"~! +z,, barmely lapja (beleértve 6Snmagukat
is) lapja C,,-nek, és ugyanez fennall C"~! barmely lapjanak ¢és I,,-nek a vektori
osszegere is. Ennélfogva fi,(C™) = 2f,.(C" ) + fr_1(C™ ') minden 1 < k <
n — 1 esetén. Innen teljes indukcidval kapjuk a kovetkezst.

3.2.9. Allitas. Egy n-dimenzids C™ parallelotop k-dimenzids lapjainak szd-
ma 2"k (2) minden 0 < k <n —1 esetén.

Az eddigieknek megfelelGen a parallelotép is altalanosithato.

3.2.10. Definicio. Legyen Q egy tetszdleges, (n — 1)-dimenzids politop, és
legyen I =0T olyan zdrt szakasz, amely nem pdrhuzamos aff Q-val. Ekkor a
P = Q + I vektori dsszeget () alapi hasdbnak nevezzik,.

A parallelotépoknal elmondottakhoz teljesen hasonldéan igazolhato a ko-
vetkezé.

3.2.11. Allitas. Egy n-dimenzids, Q alapi P hasdb k-dimenzids lapjainak
fx(P) szama

3.3. Euler-Poincaré formula

Ebben a fejezetben az egyik klasszikus tételen keresztiil bepillantunk a konvex
politopok kombinatorikus elméletébe. Mivel ez a témakor mind eszkoztara-
ban, mind eredményeiben messze tilmutat jegyzetiink keretein, ezért tovabbi
részletekbe nem is megyiink bele.

3.3.1. Tétel. Legyen P eqy tetszidleges n-dimenzios konvex politop, és jeldlje
a P politép j-dimenzids lapjainak szamdt f;(P) minden 0 < j < n—1 esetén.
Ekkor

[y

n—

(~1Yf5(P) = 1+ (~1)",

<.
Il
o
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Bizonyitas. Jelolje D azoknak a hipersikoknak az unidjat, amelyek illesz-
kednek az origora és merdlegesek P valamely két cstcsat 0sszekotd egyenesre.
Mivel az ilyen hipersikok szama véges, 1étezik olyan u vektor, amelyik nincs
D-ben. Legyen H egy u norméalvektora hipersik. Vildgos, hogy H barmely
H' eltoltjara |H' Nvert P| < 1. Méasrészt H-nak pontosan fy(P) olyan eltolt-
ja van, amelyek tartalmazzdk P valamely csicsat, jelolje ezeket sorrendben
Hl, Hg, ce Hgfo(p)_l. Legyenek tovabba HQ, H4, ce ,Hsz(P)_z olyan H-val
parhuzamos hipersikok, amelyek sorban a fenti hipersikok kozott helyezked-

nek el. Ekkor
0, ha ¢ paros,

|H; Nvert P| = { 1, ha ¢ paratlan.

Ezen megjegyzés utan a tételt a dimenzié szerinti teljes indukciéval bi-
zonyitjuk. Nyilvin n = 1,2 esetén igaz az allitds. Ezért legyen n > 3, és
tekintsiink egy n-dimenziés P politépot. Tekintsiik tovabbd a P, = P N H;
metszethalmazt minden 1 < i < 2fy(P) — 1 esetén. Ekkor az i = 1 és
i = 2fo(P) — 1 esetektdl eltekintve, P; egy (n — 1)-dimenziés politop. Ha
most F7 a P egy j-dimenzits lapja, ahol 1 < j < n — 1, akkor legyen

, 0, ha P,Nrelint F7 =0
j N ) ? . ’
Q(F aPZ) { 17 ha H N relint FV 7é Q)

Jelolje m a legkisebb, M pedig a legnagyobb olyan indexet, amelyre
PoNFI#£() & PynE #(.
Ekkor m és M sziikségképpen paratlan, tovabba
P, Nrelint FV =( és Py Nrelint 7 = ().
Masrészt minden m < ¢ < M esetén

; ; —1, ha ¢ paratlan
—1)* J ) — ’ )
(=1)e(F, P2) { 1, ha 7 paros.

Igy mivel a paros indexek szama eggyel nagyobb, mint a péaratlanoké,

2fo

—~

P)-2
(—=1)'o(F7, P) = 1.

i=2
Most ha rogzitjiik a 7 dimenziot, akkor

2fo(P)—2

Y. D (SL(F,P) = f(P),

Fi j-lap =2
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amibdl

n—1 2f0(P)—2 n—1
> Y (Ve R) =YL (%)
J=1 Fi j-lap =2 j=1
Ezek utan legyen 2 < i < 2f(P) — 2, és tekintsiik az (n — 1)-dimenzios P,

politépot. Minden olyan j-dimenziés F7 lapra, amelyre P; N relint F7 # ()
teljesiil, ;N F7 egy (j —1)-dimenzi6s lapja Pi-nek, st forditva is, P; minden
(7 — 1)-dimenzids lapja ilyen alaku, kivéve ha j = 1 és a (j — 1)-dimenzids
lap a P poliéder egy csticsa. Ennélfogva

' fo(P) — 1, ha j =1 ési paratlan
J ) — ’ )
Z o(F", ) { fi—1(P),  Kkiilonben,

Fi j-lap
és ezért
n—1
F P =
J:1 Fi j-lap
-1
Z fJ 1(P), ha i péaros,
=1
n—1
~(fo(P) = 1)+ Y (1) f;-1(Py), ha i paratlan,
j=2

Igy az indukcioés hipotézis szerint

n—1
IR
]:1 FJ j-lap
—(14+ (=12 = -1+ (=1)"%, ha i paros,
—(1+ (=) +1=(-1)""', hai paratlan.
Kovetkezésképpen
2fo(P)—2 n—1

1=2 =1

)’ Z (F7, P) = (=1)"" = (fo(P) = 1).

.

Ezt Osszevetve a (x) Osszefliggéssel adodik, hogy

3
—

(=17 f;(P) = (="' = (fo(P) = 1),

1

[
Il
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azaz

Az el6bb igazolt FEuler-Poincaré formula szerint barmely n-dimenziés P
konvex politop f(P) = (fo(P), fi(P),..., fa1(P)) lapvektora rajta van az

o —a1 -+ (=D, =14 (=1

egyenleti hipersikon. Természetesen vetddik fel a kérdés, hogy a lapvektorok
koordinataira vajon mas linearis Osszefliggés is érvényes? A kovetkezs tétel
mutatja, hogy teljes altalanossagban erre a kérdésre a valasz nemleges.

3.3.2. Tétel. Az n-dimenzios P konvex politépok f(P) lapvektorai dltal ki-
feszitett affin altér éppen az

o — I1 R (—1)n_1$n_1 =1 + (_1)77,—1
egyenleti hipersik.

Bizonyitas. A tételt a dimenzi6 szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Nyil-
van n = 1,2 esetén igaz az allitas. Ezért legyen n > 3, és tegyiik fel, hogy
valamely Ag, ..., A\,_1 nem mind nulla egyiitthatokkal minden n-dimenzi6s P
konvex politopra

n—1
Y Nfi(P) = 5.
7=0

Most legyen @ egy tetszdleges, (n — 1)-dimenzios konvex politop, és tekint-
siink egy @) alapi P; gulat, valamint egy @) alapu P, kettds gulat. Ekkor a
3.2.3. és 3.2.6. Allitasok szerint az

f(P) = (fo(Q) + 1, f1(Q) + fo(Q), - -, fu2(Q) + frn3(Q), 1 + fu2(Q)),
f(P2) = (fo(Q) + 2, f1(Q) +2f0(Q), - - -, fa2(Q) + 2fn-3(Q), 2fn—2(Q))

pontok rajta vannak a \gzg + -+ + A\,_12,_1 = [ egyenletd hipersikon. A
két egyenletet egyméasbol kivonva kapjuk, hogy

A fo(@) + Ao fi(Q) + -+ 4+ Mm1 fu—2(Q) = A1 — Ao

Ez az Osszefiiggés minden (n — 1)-dimenzios @) politopra fennall, igy az in-
dukcios feltevés szerint a

()\17 )\2) ey Anfla )\n,1 - )\0)
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vektor (nem nulla) skalarszorosa az
(1,=1,.... (=) 214 (=1)"?)

vektornak. Ennélfogva A\; = A\ (—1)7"! minden 1 < j < n — 1 esetén, és
A1 — Ao = A1 (14 (=1)"72), ahonnan \g = —\;. Tovabba, ha tekintiink
egy n-dimenziés P politopot, akkor a 3.3.1. Tétellel 6sszhangban

5= Y NP = A Y1V A(P) = -M (4 (1)),

Ezért a Agzo+- - 4+ 12p_1 = Bésxo—a1+- -+ (—1)" "t = 14(=1)"1
egyenletek egymaés skalarszorosai (az elsé a masodik (—A\;)-szerese). O

3.4. Polaritas

Mint a matematika legkiilonbo6z&bb teriiletein, a konvex halmazok elméleté-
ben is taldlkozhatunk a dualitas fogalméaval. Ennek felhasznaladsaval, tobbek
kozott, a konvex halmazok hatarpontjaira vonatkozé eredményekbdl a ta-
maszhipersikok tulajdonsigaira kovetkeztethetiink, és viszont. Jegyzetiink-
ben a dualitast a polaritasra tamaszkodva épitjiik fel.

3.4.1. Definicid. Legyen K C E™ nem tres halmaz. Fkkor a
K*={y € E" | (x,y) <1 minden x € K esetén}

halmazt a K poldris halmazdnak nevezzik (Id. 8.4.1. dbra).

3.4.1. abra.

A polarités tulajdonsagainak levezetése el6tt nézziink két egyszert példat.

49



3.4.2. Allitas. Ho K = {2} és x # o, akkor K* az {y € E" | (2,9) = 1}
hipersik dltal hatdrolt, az origdt tartalmazo zdart féltér. Tovabbd ha K = {o},
akkor K* =E™.

3.4.3. Allitas. Az origé kézépponti, r sugari B, (o) zdrt gomb poldris hal-
maza az origo kozépponti, 1/r sugari By j.(0) zdrt gomb.

Bizonyitas. Legyen y € B,.(0)*, és messe az origobol indulo, y-ra illeszkedd
félegyenes B,.(0) hatarat az 2’ pontban. Ekkor 1 > («/,y) = ||2/|| ||ly]| = 7 ||yl
azaz ||y|| < 1/T7 esigy y € Bl/r(o)‘

Mésrészt, ha z € By(0), akkor minden = € B,(0) esetén (r,z) <
x| ||2]] <7-+=1. Ezért z € B,(0)*. O

Most pedig kovetkezzenek a mér emlitett tulajdonsagok.

3.4.4. Allitas. Legyen {K, C E" | a € A} nem iires halmazok egy csalddja.

Ekkor
(U Ko)" = ﬂ K.,

acA ac

Bizonyitas. A polaris halmaz definicijabol

(U K,)"={y € E"| (z,y) < 1 minden x € U K, esetén}

acl ac
= ﬂ{y € E"| (z,y) < 1 minden x € K, esetén}
acl
=) K. O
acll

3.4.5. Allitas. Legyen K € E™ nem dires halmaz. Ekkor K* egy az origdt
tartalmazo, zdart, konvex halmaz.

Bizonyitas. A 3.4.2. Allitas szerint egyetlen pont polaris halmaza vagy egy
zart féltér, vagy pedig az egész E”. Most alkalmazva a 3.4.4. Allitast,

K" = ([J{z}) = (e},

zeK zeK

azaz K* zart, konvex halmazok metszete, és ezért maga is zart, konvex hal-
maz. Tovabba o € {z}* minden x € K esetén, igy o € K* is fennall. O

3.4.6. Allitas. Legyenck Ky, Ky C E" nem dires halmazok, és tegyiik fel,
hogy Ki C Ko. Ekkor K5 C K7.
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Bizonyitas. Ha K| C Ks, akkor Ky = K, U (K, \ K1), és igy a 3.4.4. Allitas
felhasznélasaval

K, =(KiU(Ky\Ky)" = K{N(Ky\ K1)" C K. 0J

3.4.7. Allitas. Legyen K C E™ nem tires halmaz és \ pozitiv valds szdam.
Ekkor (AK)* = (1/\)K™.

Bizonyitas. Ha x € (AK)*, akkor (\y,z) < 1 minden \y € MK esetén.
Azaz (y,\xr) < 1 minden y € K esetén, ami éppen azt jelenti, hogy Az € K*,
és igy x € (1/N)K*. A forditott iranyu tartalmazas hasonloan igazolhat6. O

A fenti tulajdonsédgok, mint lattuk, E" tetszGleges, nem tires halmazaira
teljesiilnek. A kovetkezd két allitasban szikitjiik a vizsgéalt halmazok korét.

3.4.8. Allitas. Legyen K C E" kompakt, konvex halmaz, és tegyiik fel, hogy
o € int K. Ekkor K* szintén kompakt, konvexr halmaz és o € int K*.

Bizonyitas. Mivel o € int K, ezért 1étezik olyan r pozitiv szam, hogy
B,(0) € K. A 3.4.3. Allitas szerint B,.(0)* = By,(0), igy alkalmazva a
3.4.6. Allitast K* C Bi)r(0), azaz K* korlatos. Ezt Gsszevetve a 3.4.5. Alli-
tassal, K* kompakt, konvex halmaz.

Hasonléan, mivel K korlatos, létezik olyan R pozitiv szam, hogy K C
Br(0). Most alkalmazva ismét a 3.4.6. Allitast kapjuk, hogy By/r(0) C K*,
azaz o € int K*. 0J

3.4.9. Allitas. Legyen K C E™ zdrt, konvexr halmaz, és tegyik fel, hogy
o€ K. Ekkor K** = K, ahol K** = (K*)* definicid szerint.

Bizonyitas. Ha z € K, akkor (x,y) < 1 minden y € K* esetén. Ezért
re K™ ésigy K C K**.
Megforditva, ha zy ¢ K, akkor a 2.2.10. Allitas szerint létezik olyan
H={zcE"| (z,u) =1}

hipersik, amelyik szigortan elvalasztja xo-t K-t6l. Mivel o € K, ezért minden
x € K esetén (z,u) < 1, ezzel szemben (xg,u) > 1. Az els6 egyenltlenseghal
kovetkezik, hogy u € K*, és igy a masodikbol, hogy g ¢ K**. Ennélfogva
K** C K is sziikségképpen fennall. O

Elérkeztiink a fejezet legfontosabb tételének igazolasdhoz.
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3.4.10. Tétel. Legyen K C E™ eqy az origot belsd pontként tartalmazo, kom-
pakt, konver halmaz. Rendeljik hozzd K minden (valodi és nem valodi) F
lapjdhoz a K* poldris halmaz

F*={ye K" | (y,z) =1 minden x € F esetén}

részhalmazdt. FEkkor F° a K* eqy lapja. Tovdbbd az F' +— F° leképezés
kélcsondsen egyértelmi, a tartalmazdsi reldciot megforditoc megfeleltetés K
és K* lapjai kozott.

Bizonyitas. Mivel ()° = K* és K° = (), ezért elég azzal az esettel foglalkozni,
amikor F' valodi lap. Ekkor létezik olyan H = {y € E" | (y,uo) = 1} hipersik,
hogy HNK = F és K C{y € E" | (y,up) < 1}. Mivel (y,up) = 1 minden
y € I esetén, igy sziikségképpen ug € F°. Most legyen zy € relint F', és
tekintsik a H = {y € E" | (y,z9) = 1} hipersikot. Vilagos, hogy H’
tamaszhipersikja K*-nak, igy F' = H' N K* lapja K*-nak. Allitjuk, hogy
F°=F".

Az F° C F’ tartalmazas nyilvan teljesiil, hiszen F° C H'. Maéasrészt
legyen yo € K* \ F°. Ekkor létezik olyan z; € F, hogy (yo, 1) < 1. Mivel
xo € relint F'| létezik olyan x5 € F' is, hogy xo = (1 — A)x; + Axg, ahol
0 < A< 1 Deyy € K*, igy (yo,z2) < 1, kovetkezésképpen (yo,xo) =
(1 — N {yo, 1) + Myo, xe) < 1, azaz yo & F'. Ezért F' C F*° is fennall.

Most ratériink az F +— F° leképezés kolesondsen egyértelmi voltanak
igazolasara. Ehhez nyilvan elég belatni, hogy K barmely F' lapjara F°° = F.
Valoban, ebbdl azonnal kovetkezik a leképezés injektivitdsa, mig a sziirjekti-
vitds ugyanennek az egyenlGségnek a K* lapjaira vald alkalmazasabol adodik.
Definici6 szerint

F*° ={ye K| (z,y) = 1 minden x € F*° esetén}.

De a 3.4.9. Allitas szerint K = K**, igy hay € F ésx € F°, akkor y € K** és
(x,y) = 1. Ezért y € F°°, vagyis F' C F°°. Masrészt, legyen F' a K egy valodi
lapja. Ekkor, mint mar emlitettiik létezik olyan H = {y € E" | (y,uo) = 1}
hipersik, hogy F = HN K és K C {y € E" | (y,uo) < 1}. Tudjuk, hogy
uy € F°, igy ha z € K\ F, akkor (z,up) < 1, azaz z ¢ F*°. Ezért [*° C F
is teljesil.

A tartalmazasi relacié6 megforditasa magatol értetsdik. OJ

Végiil bevezetjiik a dualitéds fogalmat a konvex politopok korében, és a
3.4.10. Tétel segitségével megmutatjuk, hogy minden politépnak van duélisa.

3.4.11. Definicié. Legyen P C E™ konvex politép. FEkkor eqy P’ konvex
politopot a P dudlis politopjanak neveziink, ha létezik olyan kélcsondsen eqy-
értelmd megfeleltetés P és P’ lapjai kozott, amely a tartalmazdsi reldciot
megforditja.
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3.4.12. Tétel. Legyen P C E"™ eqy az origot belsd pontként tartalmazo, kon-
vex politop. Ekkor P* a P dudlis politopja.

Bizonyitas. A 3.4.10. Tétel alapjan P és P* lapjai kozott kolcsonosen egy-
értelmt, a tartalmazasi relaciot megfordité megfeleltetés létesithets. Igy ele-
gendd belatni, hogy P* szintén n-dimenzios konvex politop.

Mivel P-nek csak véges sok lapja van (Id. 3.1.4. Allitas), ezért a fenti
megfeleltetés miatt P* lapjainak szama is véges, azaz P* poliédrikus halmaz.
Tovébbé, mivel P* korlatos halmaz (1d. 3.4.8. Allitas), ebbdl kovetkezik, hogy
P* politop (Id. 3.1.9. Allitas). Veégiil, mivel az origo belsé pontja P*-nak (1d.
3.4.8. Allitas), igy a P* politoép n-dimenzios. O

Vegyiik észre, hogy az o € int P feltétel csupén technikai jellegt, és egy
alkalmas eltolassal mindig biztosithato is (természetesen csak a dim P = n
esetet tekintjiik).

Feladatok

3.1. Feladat. Legyen P egy n-dimenzids konvex politdp, és legyen |n/2| <
k < n+1 rigzitett egész. Mutassuk meg, hogy ha P barmely k csicsa a P egy
valodi lapjdnak csiucshalmaza, akkor P szimplex. [Utmutatés: Hasznaljuk a
4.1.1. Tételt.|

3.2. Feladat* (Coxeter, 1963). Legyen P egy n-dimenzids konvex politdp,
x pedig a P eqy csicsa. Ha az x-bdl kiindulo élek felezdpontjai eqy hipersikon
vannak, akkor ezek a felezépontok egy (n — 1)-dimenzids konvex politopnak,
a P politop x csucshoz tartozo un. csiucsalakzatdnak a csiucsar. Ezek utdn
a P politépot szabdlyosnak nevezzik, ha mind az (n — 1)-dimenzids lapok,
mind pedig a csicsalakzatok szabdlyos, (n—1)-dimenzids politopok (a definicio
rekurziv, csak abban kell megdllapodnunk, hogy eqy sokszdg akkor és csak
akkor szabdlyos, ha oldalai és szdgei eqyenldk). Mutassuk meg, hogy pontosan
ot 3-dimenzios, pontosan hat 4-dimenzios, valamint n > 5 esetén pontosan
hdrom n-dimenzios szabdlyos, konvex politop létezik.

3.3. Feladat. Legyen P eqy r csiucsi, n-dimenzios konvexr politop. Mutas-
suk meg, hogy ekkor létezik olyan P', szintén r csucsi, n-dimenzids konvex
politop, amelynek az osszes valodi lapja szimplex, és minden 1 <1< n—1
esetén az i-dimenzids lapok szama P'-ben legaldbb annyi, mint P-ben. [Ut-
mutatas: Legyen v a P egy tetszbleges cstucsa, u € P pedig egy olyan pont,
hogy az uv szakasz, leszamitva a v végpontot, nem metszi a P cstcsai altal
kifeszitett hipersikok egyikét sem, tovabba v € int conv({u} U P). Jeldlje a
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conv({u} U P) nyilvan r csucst, n-dimenzios konvex politopot ). Mutassuk
meg, hogy ekkor f;(P) < fi(Q) minden 1 < i < n — 1 esetén. Ehhez elég
belatni, hogy minden 1 < ¢ < n — 1 esetén a @ politéop -dimenziés lapjai
pontosan a kovetkezsk:

(1) P azon i-lapjai, amelyek nem tartalmazzak v-t,

(2) conv({u}UF"1) alaku guldk, ahol F*~! a P politop egy v-t tartalmazo
(n — 1)-lapjanak egy v-t nem tartalmazo (i — 1)-lapja.

Egymas utan alkalmazva ezt az eljardst minden cstcsra tugy, hogy a cstcsok
végiil altalanos helyzetbe is keriiljenek, az allitas adodik. |

3.4. Feladat. Legyen P eqy n-dimenzids konvex politop, F pedig a P eqy
k-lapja, ahol 0 < k < n —1. Minden k < j < n — 1 esetén jelolje h;(F) a
P azon j-lapjainak szdmdt, amelyek tartalmazzik F-et. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor

—

n—

(=1 hy(F) = (-1

<.
Il
ol

[Utmutatéas: Tekintsiik P duélis politopjat, és alkalmazzuk F°-ra a 3.3.1. Té-
telt.]

3.5. Feladat. Legyen P olyan n-dimenzios konvex politop, amelynek minden
valddi lapja szimplex (az ilyen politépokat egyébként szimplicidlis politopok-
nak nevezziik). Mutassuk meg, hogy ekkor a P politép f(P) lapvektorinak
koordindtdira fenndllnak a kévetkezd dsszefiiggések:

—_

n—

(1050 = )

Il
ES

j
minden 0 < k < n — 2 esetén. [Utmutatéas: Legyenek F* és F7 a P politop
egy k-lapja, illetve egy j-lapja, ahol 0 < k < j < n — 1. Legyen tovab-
ba o(F* F7) = 0, ha F* ¢ FI illetve o(F* F7) = 1, ha F* C FI. A
szummézasok sorrendjétsl fliggden szamoljuk ki kétféleképpen a

n—1
PICOED DI DI i)
Jj=k FF k-lap  FJ j-lap

osszeget. Ehhez hasznaljuk fel, hogy az utols6 Gsszeg éppen egy (n — k — 1)-
dimenziés konvex politop (j — k — 1)-dimenzios lapjainak szdma, majd al-
kalmazzuk a 3.3.1. Tételt.|
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3.6. Feladat. Legyen n > 2, és tekintsik az
M, R —E" t s (t,t%, ... ,t")

un. n-dimenzios momentum gorbét. Legyen tovabbd r > n + 1, és legyenek
M, (t1),..., M,(t.) € M, kiilonbézd pontok. Ekkor a

C(r,n) = conv {M,(t1), ..., M,(t,)}

konvex politopot ciklikus politopnak nevezziik. Mutassuk meg, hogy

(1) C(r,n) egy n-dimenzids konvex politdp,

(2) C(r,n) esucshalmaza {M,(ty),..., M,(t.)},

(3) C(r,n) szimplicidlis politdp,

(4) C(r,n) csicsainak birmely k < |n/2| elemd részhalmaza C(r,n) egy
(k — 1)-dimenzios lapjat hatdrozza meg.

3.7. Feladat* (McMullen, 1970). Bizonyitsuk be, hogy egy n-dimenzids,
r csucsiu konvex politop i-dimenzids lapjainak szdma nem haladhatja meg a
C(r,n) ciklikus politop i-dimenzids lapjainak szamdt semmilyen 1 <i < n—1
esetén.

3.8. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy az origot belsd pontként tartalmazo
ellipszoid poldrisa szintén eqy az origot belsd pontként tartalmazo ellipszoid.

3.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy eqy n-dimenzios szimplex dudlisa szintén
eqy n-dimenzios szimplez.
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4. fejezet

Helly tétel

4.1. Radon és Tverberg tételei

Ebben a részben egy a konvex halmazok elméletében nagyon gyakran alkal-
mazott tételt, majd annak egy messzemend altalanositasat bizonyitjuk be.

4.1.1. Tétel (Radon, 1921). Legyen S = {xy,...,x,} az n-dimenzids tér
eqy legalabb n + 2 pontbol dllo véges halmaza. Ekkor S felbonthato két olyan
diszjunkt Sy és Sy részre, hogy conv S; N conv Sy # ().

Bizonyitas. Mivel r > n+ 2, igy az 1.1.8. Allitas szerint S affin sszefiiggs.
Ezért 1éteznek olyan nem mind nulla aq, ..., «a, valés szamok, hogy

T T
E o;T; =0 68 E a; = 0.
i=1 =1

Vilagos, hogy legaldbb két «; ellentétes elGjeld. Ennélfogva az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjik, hogy aq,...,ar = 0 és api1,...,a, < 0
valamely 1 < k <7 — 1 indexre. Most

ap+ o = — (g1 + o ),

igy ha a jeloli a kozos értéket, akkor

k r
(6] (67

DI S

— , o

=1 i=k+1
Am vegyiik észre, hogy a bal oldal az x4, . . ., x;, mig a jobb oldal az x4, . . .,
x, pontok egy alkalmas konvex kombinacioja. Ennélfogva S1 = {x1,..., 24}
és So = {xy1, ..., 2.} valasztassal conv S; N conv Sy # 0. O
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A 4.1.1. Radon tétel Tverbergtdl szarmazé altalanositasanak igazolasdhoz
sziikségiink van a kovetkezs észrevételre.

4.1.2. Allitas. Legyenek Si,...,Sn1 C E™ olyan halmazok, amelyek kon-
ver burkainak metszete nem ftires, és legyen x € conv.S; M --- N conv S,4q.
Ekkor minden 1 < i < n + 1 esetén létezik olyan x; € S; pont, hogy
x € conv{Ty,...,Tpi1}.

Bizonyitas. Az 1.2.8. Carathéodory tétel alapjan elég azzal az esettel fog-
lalkozni, amikor az S; halmazok mindegyike véges. Tekintsiink egy olyan

T €51, -y Tny1 € Spp

pontrendszert, amelyre a D({x}, conv {z1,...,x,.1}) tdvolsag minimalis. In-
direkt tegyiik fel, hogy ez a tavolsag pozitiv, és legyen z a

C =conv{zy,...,Tn41}

halmaz azon (egyértelmi) pontja, amelyre d(x,z) = D({z},C). Legyen to-
vabba H a z-n 4tmend z# normélvektort hipersik. Mivel H tamaszhipersikja
C-nek és z € HNC, ezért ismét az 1.2.8. Carathéodory tétel szerint z benne
van az {x1,...,x,41} ponthalmaz valamely legfeljebb n elemt, mondjuk az
{z1,...,x,} részhalmazénak konvex burkiban. De x € conv S, 4 is fennall,
igy sziikségképpen létezik olyan 7, ,, € S, pont, amely a H altal hatarolt
nyilt félterek kozil az x-et tartalmazoban fekszik. Erre a pontra cserélve
Tpi1-et, a kapott conv {wi,..., 2]} halmaz nyilvin kozelebb lesz x-hez,
mint C' volt, hiszen mar a z-t és x;, , -et 6sszekotd szakasznak sem z az x-hez
legkozelebb esd pontja, ellentmondas. (]

4.1.3. Tétel (Tverberg, 1966). Legyen r > 2 tetszdleges egész szam. Ek-
kor E™ minden, legaldbb (r — 1)(n + 1) + 1 pontbdl dllé halmaza felbonthato
r pdronként diszjunkt olyan részre, amelyek konvexr burkainak metszete nem
ures.

Bizonyitas. Legyen N = (r — 1)(n + 1), és tekintsiink egy
X ={xg,z1,...,2n} CE"

ponthalmazt. Legyen {vy, ..., v, 1} standard bazisa az E"~! térnek, és legyen
v, = —(vy + -+ +v,_1). Végiil legyen

Yyi = (ﬁ]> € E!
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minden 0 < 7 < N esetén. Ezek utan minden 0 < 7 < N és 1 <@ < r esetén
tekintsiik az (n+1) x (r —1)-es y; ® v; matrixot, amely k-adik soranak, illetve
l-edik oszlopanak metszéspontjaban az y; vektor k-adik és a v; vektor l-edik
koordinatajanak szorzata all. Vilagos médon

o€ conv{y; @uvi,...,y; @v,}
minden 0 < 7 < N esetén, hiszen vy + - - - + v, = o miatt

1 1

=Y QUi+ -+ —y; v = o.

r r
Igy a 4.1.2. Allitas szerint minden 0 < j < N indexhez létezik olyan 1 <
i(j) < r index, hogy

0 € conv{y; ®uv) |0<j < N}

Most o kifejezhets az y; ® v;(;) matrixok konvex kombinaciojaként, azaz

N
0= Z ;Y & Vi),
j=0

ahol az o egytitthatok nem negativak és dsszegiik 1. Am vegyiik észre, hogy

N T
0= ZO‘J‘%‘ ® vi(j) = Z [ Z %‘yj] ® Vs, (*)
j=0 i=1 je{O,)...,N}
i(y)=t

{j]i(j) =i} és X; = {z; | j € I;} minden 1 < i < 7 esetén. Allitjuk, hogy az
{X1,..., X, } particio kielégiti a feltételeket. Valoban, nyilvan létezik olyan
ug € E"~1 vektor, amely meréleges a

Ulyeo oy Us—1, Us41y -+ Ut—1, Vg1 - -+, Up

vektorokra, tovabba (ug,vs) = 1 és (ug,v) = —1 minden 1 < s <t < r
esetén. Ezek utdn a (x) matrixegyenlség mindkét oldalat az ug € E!
vektorra alkalmazva, az (y ® v)(u) = (u,v)y Osszefiiggés felhasznalasaval

E :O‘jyj = § :O‘jyj
jels jel;
adodik. De ez s és t minden értékére igaz, mésszoval

Zajyj = ZZ%%"

jell jeIr
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vagy ekvivalens médon
Z@] x‘y :...:Zaj x] .
; 1 1
jeh
Ebbél kévetkezik, hogy
jen jElr
igy a kozos értéket a-val jelolve

(0% (07
Ez_ﬂmj:...IE:_ﬁxj7
(6% (0]

jell jeIr

ami éppen azt jelenti, hogy az Xi, ..., X, halmazok konvex burkainak met-
szete nem iires (a bizonyitasbol az a hallgatolagosan felhasznalt tény is egy-
szertien adodik, hogy az X; halmazok egyike sem iires). O

Megmutathato, hogy létezik olyan (r—1)(n-+1) elemt ponthalmaz, amely
nem bonthaté fel a fenti modon.

4.2. Helly tétel

Ebben a fejezetben talan a legismertebb, konvex halmazokra vonatkozo té-
tellel, nevezetesen a Helly tétellel, illetve annak egy Horntdl szarmazéd al-
talanositasaval ismerkediink meg. El6szor a Helly tétel Radontol szarmazo
bizonyitasat mutatjuk be, amely a 4.1.1. Tételen alapul.

4.2.1. Tétel. Legyen F = {Ay,..., A} az n-dimenzids tér legaldbb n + 1
konvex halmazdnak egy csaldadja, és tegyiik fel, hogy F barmely n+1 tagjanak
van kozos pontja. Ekkor F dsszes tagjainak van kozos pontja.

Bizonyitas. Az allitast a konvex halmazok r szama szerinti teljes indukcio-
val igazoljuk. Ha r = n + 1, akkor nincs mit bizonyitanunk. Ezért legyen F
egy legalabb n + 2 tagt halmazcsalad. Az indukcios hipotézis szerint most
minden 1 < ¢ < r esetén létezik olyan x; pont, hogy

ZEZ'6Alm"'ﬂAi_lﬂAi_,_lﬂ"-ﬂAr.

Ezek utan tekintsiik az S = {z1,...,x.} halmazt. Mivel r > n + 2, igy a
4.1.1. Radon tétellel 6sszhangban S felbonthaté két olyan Sy és S, diszjunkt
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részre, amelyek konvex burkai metszik egymast. Az altalanossig megszori-
tasa nélkiil feltehets, hogy S = {z1,..., 21} és Sy = {xpy1,..., 2.}, ahol
1 <k<r—1. Legyen

x € conv{zy,...,zx} Nconv{zyi1,..., T, }.

Allitjuk, hogy # benne van az osszes A; halmazban. Valéban, ha i < k,
akkor x; € Ag1N---NA,.. Ezért x € conv{zy,...,zr} C Apy1 N---NA,.
Hasonloan, ha i > k + 1, akkor x; € Ay N --- N Ag. Igy

r € conv{Tyi1, ..., F T A NN A O

Konnyt ellenérizni, hogy a 4.2.1. Tétel feltételei koziil onmagédban mar
egyik sem gyengithetd, igy az allitas nem terjeszthetd ki mindenfajta megko-
tés nélkiil példaul végtelen halmazcsalddokra sem. Igaz viszont a kdvetkezd.

4.2.2. Tétel (Helly, 1923). Legyen F az n-dimenzids tér legaldbb n + 1
kompakt, konvex halmazdnak eqy csalddja, és tegyiik fel, hogy F barmely n+1
tagjanak van kézds pontja. Ekkor F dsszes tagjdnak van kozos pontja.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy F tagjainak metszete iires halmaz, és
legyen F' € J tetsz6leges. Ekkor minden x € F' esetén létezik olyan F, € &
halmaz, amelyik nem tartalmazza az x pontot. De F, zéart halmaz, igy
sziikségképpen létezik olyan = kézépponti, 6, sugara nyilt gomb is, amelyik
szintén diszjunkt F-t6l. Vilagos, hogy ezek a nyilt gdmbok lefedik az F' hal-
mazt. Am a Heine-Borel tétel szerint ezen nyilt gombok koziil kivalaszthato
véges sok is, amelyek szintén lefedik F-et. Legyenek az ezeknek megfeleld
F-beli halmazok F,,, ..., F, . Most FNF,, N---NF,, =, ami ellentmond
a 4.2.1. Tételnek, azaz F tagjainak metszete nem lehet iires halmaz. O

A teljesség kedvéért ismertetjik a 4.2.1. Tétel eredeti, a tér dimenziojara
vonatkozo6 teljes indukciés bizonyitasat is. Ez a bizonyitas csak kompakt
halmazok esetén miikodik. Elgszor is E%-ban az allitas nyilvanvalo. Ezek utan
tegyiik fel, hogy E"~!-ben igaz a tétel, és tekintsiink E"-ben egy legalabb n+4-1
kompakt, konvex halmazbol all6 véges F csalddot, amelyben barmely n + 1
tagnak van kozos pontja, de NF = (). Ekkor létezik olyan F C F alcsalad,
valamint olyan A € F halmaz, hogy NF' = 0, am M = N(F'\{A}) # 0. Most
A és M diszjunkt, nem iires, kompakt, konvex halmazok, igy a 2.2.10. Allitas
szerint egy H hipersikkal szigortian elvalaszthatok egymaéastol. Jelolje M’ az
F'\ {A} alcsalad valamely n tagjanak metszetét. Vilagos, hogy M C M’ és
mivel F tetszéleges n+ 1 tagjanak van kozos pontja, ezért M’ sziikségképpen
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metszi A-t. Ebbdl kovetkezik, hogy H N M’ # (), vagyis a C N H alaka
halmazok koziil, ahol C' € F' \ {A}, barmely n-nek van kozos pontja. De az
indukcids hipotézis szerint ekkor M N H sem lehet tires, ami ellentmondas.

A Helly tétel figyelemre mélto altalanositédsa kaphato, ha csak azt kove-
teljiik meg, hogy a halmazrendszer barmely k tagjanak legyen kézos pontja,
ahol 1 < k£ < n. Ennek a probléménak a megoldasa mar némi elSkésziiletet
igényel.

Az n-dimenziés tér S*1 = {z € E" | ||z|| = 1} részhalmazat (n — 1)-
dimenzios szféranak nevezziik (itt kivételesen a topologiai dimenziot tekint-
jiik). E™ valamely k-dimenzios lineéris alterének az S"! szféraval valéo met-
szete egy (k — 1)-dimenzios SF~1 fészféra. Az 1-dimenzios fészféra helyett
a f6kor elnevezést is hasznaljuk. Egy fékort két linearisan fiiggetlen x és y
pontja két zart ivre bontja, melyek koziil az egyik félkdrnél kisebb, a mésik
pedig félkornél nagyobb. A félkérnél kisebb iv

{(az + By)/|lox + Byl | . B2 0 és a + f = 1}.

4.2.3. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy A C S™! halmaz konvex, ha bdr-
mely két x,y € A linedrisan figgetlen pontra az azokat dsszekotd, félkornél
kisebb v hozzdtartozik A-hoz.

4.2.4. Tétel (Horn, 1949). Legyen 1 < k < n, legyen F az (n — 1)-
dimenzios S*1 szféra legaldbb k kompakt, konvex halmazdnak eqy csalddja,
és tegyiik fel, hogy F barmely k tagjinak van kozds pontja. Ekkor bdrmely
(n—k—1)-dimenzids S**=t fészférdra illeszkedik egy olyan (n—k)-dimenzids
Sk fosaféra, amelyik F dsszes tagjdt metszi.

Bizonyitas. Az egyszeriiség kedvéért jelolje az allitast roviden T'(n, k). Ez-
utén a tételt az n dimenzio szerinti teljes indukciéval igazoljuk. Vilagos, hogy
T(1,1) teljesil.

Elgszor azt mutatjuk meg, hogy minden 1 < k < n esetén T'(k, k) maga
utan vonja T'(n, k)-t.

Legyen H,_; az S*~F~1 f&szféra altal generalt linearis altér, Hj, pedig
annak ortogonalis kiegészitéje. F azon tagjaitol, amelyek metszik S* %~ 1-et
nyilvan eltekinthetiink, hiszen ezeket barmely az S"~*~!-et tartalmazé S"—*
foszféra is metszi. Igy ha II jeloli az n-dimenzios tér Hy-ra valo meréleges
vetitését, akkor tetszéleges F' € F halmazra o & II(F). Ezek utan az F € F
halmazok helyett tekintsiik az F’ = {II(x)/||lI(x)|| | * € F'} halmazokat, és
legyen ¥ = {F' | F € F}.

A 1II leképezés linearitasdnak felhasznaldsédval konnyd ellenérizni, hogy
JF" kompakt, konvex halmazok egy csaladja az S¥~!' = H, N S"! f6szféran.

61



Lassuk példaul a konvexitast. Ha z; és zo linearisan fiiggetlen pontok F'-n,
azaz z; = I(xy)/||T(xy)| és zo = II(z3)/[|TI(x2)]|, ahol z; és x5 linearisan
fiiggetlen pontok F-en, akkor minden ay, ay > 0 esetén

o I1(2) , II(22)
iz + agzy HHE$1§H HHE@;H
llonz + agzs|| N II(z; N II(z

‘ e QHH(wz)HH

" (e * mean )

(651 &%)

T+ Ta

N e ]
aq 4 (6]

T T2

[IT1(z1)]] [TI(z2)]|
(0%} + (6%)

T )

| M) [I1L ()

H aq 4 Qo
T T
[ITL(z1)] [[TI(z2) |

Ezért a z; és zo pontokat 0sszekotd, félkornél kisebb {v barmely pontja az
és w9 pontokat Osszekdts, félkdrnél kisebb iv valamely pontjanak képe. Most
F’ barmely k tagjanak van kozos pontja, igy a feltétel szerint létezik olyan
w € Sk~ pont, hogy tetszéleges F' € F esetén F' N {—w,w} # 0. Ez pedig
éppen azt jelenti, hogy valamely = € F pontra II(z)/||Il(z)| = f+w, azaz
II(x) a w skalarszorosa. Kovetkezésképpen F minden tagjat metszi a H,,_j
és a w altal kifeszitett (n — k + 1)-dimenzioés H,, .1 lineéaris altér, és ezért
az (n — k)-dimenzios S"~' N H,, ;1 f6szféra is.

A bizonyités teljessé tételéhez megmutatjuk, hogy T'(n — 1,n — 1) maga
utan vonja T'(n,n)-t, ha n > 1.

Vegyiik észre, hogy ezt az allitast elég véges sok taghol allé6 F halmazcsala-
dokra igazolni. Valoban, feltéve, hogy T'(n,n) nem teljesiil, minden x € S"!
ponthoz létezik olyan F, € F halmaz, amelyre F, N {—z, 2} = (). Raadasul,
mivel F, kompakt, ezért 1étezik olyan 0, pozitiv szam, hogy F,N{—=z,2z} =0
is fennall, ha ||z — z|| < d,. De ezek az x, illetve —z kézéppontu d, suga-
ra nyilt szférikus gdmbpéarok nyilvan lefedik S"~!-et, igy a Heine-Borel tétel
szerint kivalaszthato koziiliik véges sok is, amelyek szintén lefedik S*!-et.
Legyenek az ezeknek megfelel6 F-beli halmazok F, , ..., F, . Vilagos, hogy
ekkor nem létezhet olyan z € S"! pont, hogy az F,,,..., F,, halmazok
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mindegyike tartalmazza az x és —x pontok legalabb egyikét.

Most megmutatjuk, hogy ha létezik olyan G € F halmaz, amely benne
van valamely S"~? fgszféraban, akkor T'(n, n) automatikusan teljesiil. Legyen
F' = FNS" 2 minden F € JF esetén, ¢s legyen F = {F' | F € F}. Ekkor
F’ minden tagja kompakt, konvex halmaz S"~2-n, tovabba F’ barmely n — 1
tagjanak van kozos pontja, hiszen ezek mindegyikének van kézos pontja G-
vel. Igy alkalmazva T'(n — 1,n — 1)-et a kivant eredményt kapjuk.

Ezek utan feltehetjiik, hogy JF véges sok taghol 4ll, és egyetlen tag sincs
benne valamely S"2 f6szféraban. T'(n,n)-t az F tagjainak r szdma szerinti
teljes indukcioval igazoljuk. Ha r < n, akkor nincs mit bizonyitani. Ezért
legyen r > n. Sziikségiink lesz a kovetkezd segédallitasra.

Legyen F = {F},..., F.}, és tegyiik fel, hogy létezik olyan z pont, amelyre
x e F,...,Fsés —x € Fouq,...,Fgyy,ahol s > 0,1t > 0és s+t <r—1.
Ekkor T'(n — 1,n — 1) maga utan vonja, hogy létezik olyan y pont is, hogy

(1) vagy ¥ minden tagja tartalmazza a —y és y pontok legalabb egyikét,
(2) vagy y hozzatartozik az F legalabb s + 1 tagjahoz,

(3) vagy pedig y hozzatartozik az F legalabb s tagjahoz, mig —y az el6z6-
ektdl kiillonbozo legalabb ¢ + 1 tagjahoz.

Mivel az Fy N F,, ..., F._1 N F, halmazok koziil barmely n — 1-nek van k6zos
pontja, tovabba mivel T'(n — 1, n — 1) maga utan vonja 7'(n,n — 1)-et, létezik
olyan, a —x és x pontokon atmend S! fékor, amely az Fy\NF,, ..., F,_1NF,
halmazok mindegyikét metszi. Ha {—z,2} N F, # 0, akkor (2) vagy (3)
értelmében készen vagyunk, ezért tegyiik fel, hogy —x,x & F,.. Ha most
F, N'S! egy szemkoztes {—y,y} pontpar, akkor léteznek olyan &; € {—1,1}
szamok, hogy e,y € F; N F, N'S! C F; minden 1 < i < r esetén, azaz (1)
teljesiil. Kiilonben pedig F, N'S! az S' fékér —x és x pontjai altal haté-
rolt félkorck valamelyikének belsejében 1év6 6sszefiiggs halmaz. De ekkor az
FiNSY, ..., F,NS! halmazok is osszefiiggdk, hiszen tartalmazzik z-et, vala-
mint F;NE.NSY, ..., F,NE.NS! pontjait. Legyen x; € F; N F,NS! minden
1 <7 < s esetén, és jeldlje y az x4, ..., xs pontok koziil az x-hez legkozelebb
es6t. Vilagos, hogy y € F1N---N F;N F,., ami éppen a (2) eset.

Ezek utan térjliink vissza az eredeti allitas igazoldsahoz. Az indukcids
hipotézis szerint létezik olyan # € S"~! pont, hogy az indexek alkalmas meg-

valasztasaval ©x € Fy,...,Fy és —v € Fyyq,..., F._1, ahol 1 < s < r—1.
Konnyt ellenérizni, hogy a fenti észrevétel véges sokszori alkalmazéasaval el-
juthatunk 7'(n,n)-hez, igy a tételt bebizonyitottuk. O

4.2.5. Tétel (Horn, 1949). Legyen 1 < k < n+1, legyen F az n-dimenzids
tér legalabb k kompakt, konvex halmazdnak eqy csalddja, €s teqyiik fel, hogy
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F barmely k tagjanak van kozés pontja. Ekkor barmely (n — k)-dimenzids
affin altérre illeszkedik egy olyan (n — k + 1)-dimenzids affin altér, amelyik F
0sszes tagjdat metszi.

Bizonyitas. A kK = n + 1 eset éppen a 4.2.2. Helly tétel, ezért legyen
1 < k < n. Jeloljon H,_ egy tetszéleges (n — k)-dimenzios affin alteret. Az
altalanossiag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy o € H,,_;. Tovabba azt is
feltehetjiik, hogy F egyetlen tagja sem metszi H,,_j-t.

Most minden F' € F halmazra legyen F' = {z/||z|| | x € F'}, és tekintsiik
az ' = {F' | F € JF} halmazcsaladot. Vilagos, hogy ' minden tagja
kompakt, konvex halmaz S" '-en. Igy alkalmazva a 4.2.4. Tételt létezik
olyan S"* fgszféra, amely tartalmazza az S*™%~! = H,_, NS"~! f&szférat és
metszi az ' minden tagjat. Ezért az S"* altal generalt (n—k+1)-dimenzios
H, ;. affin altér sziikségképpen metszi az F Osszes tagjat. 0

4.3. Helly tétel kvantitativ valtozatai

A Helly tételt tekintve természetes modon vetddik fel, hogy tudunk-e valamit
mondani a metszethalmaz méretérsl.

4.3.1. Tétel (Klee, 1953). Legyen F az n-dimenzids tér legaldbb n+1 nem
tires, kompakt, konvexr halmazdnak eqy csalddja, valamint K eqy tovabbi nem
tires, kompakt, konvex halmaz.

(1) Ha F barmely n+1 tagjihoz létezik olyan eltoltja K-nak, amelyet mind
azn + 1 tag tartalmaz, akkor létezik olyan eltoltja K-nak, amelyet F
osszes tagja tartalmaz.

(2) Ha F barmely n + 1 tagjahoz létezik olyan eltoltja K-nak, amely mind
azn+ 1 tagot tartalmazza, akkor létezik olyan eltoltja K-nak, amely F
osszes tagjdt tartalmazza.

(3) Ha F barmely n + 1 tagjahoz létezik olyan eltoltja K-nak, amely mind
azn+1 tagot metszi, akkor létezik olyan eltoltja K-nak, amely I dsszes
tagjat metszi.

Bizonyitas. (1) Minden A € F halmazra legyen A" = {p | p+ K C A}.
Allitjuk, hogy A’ kompakt, konvex halmaz. Valéban, ha pi,p, € A’ és 0 <
A < 1, akkor minden k£ € K esetén

Apr+ (L= XN)pa+k=Ap1+k)+ (1 =N (p2 + k).
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De py + k,ps + k € A és A konvex, ezért Ap; + (1 — N)p2 + k € A. Kovet-
kezésképpen Ap; + (1 — N)pe € A’ azaz A’ konvex. Tovabbéa mivel K és A
kompakt, ezért A’ is kompakt.

Feltevéstink szerint az A’ halmazok koziil barmely (n + 1)-nek van koézos
pontja, igy a 4.2.2. Helly tétel alapjan az Osszesnek is van kozos pontja. Ha
most ¢ egy ilyen kozos pontot jelol, akkor vilagos, hogy ¢ + K benne van az
A halmazok mindegyikében.

(2) Minden A € F halmazra legyen A’ = {p | A C p+ K}. Allitjuk, hogy
A’ kompakt, konvex halmaz. Valoban, ha p;,p; € A" és 0 < A < 1, akkor
minden a € A esetén léteznek olyan ki, ky € K pontok, hogy a = p; + k;
és a = py + ky. Am ekkor a = Ap; + (1 — A)pa + My + (1 — Nky, vagyis
a € Apr+ (1= Npo+ K. Igy Ap1 + (1 — N)ps € A’ azaz A’ konvex. Tovabba
mivel K és A kompakt, ezért A’ is kompakt.

Feltevésiink szerint az A’ halmazok koziil barmely (n + 1)-nek van kozos
pontja, igy a 4.2.2. Helly tétel alapjan az Osszesnek is van kozos pontja. Ha
most g egy ilyen kozos pontot jeldl, akkor vilagos, hogy ¢ + K tartalmazza
az A halmazok mindegyikét.

(3) Minden A € F halmazra legyen A’ = {p | AN (p+ K) # 0}. Allitjuk,
hogy A’ kompakt, konvex halmaz. Valoban, ha p;,p, € A" és 0 < A < 1,
akkor léteznek olyan ay,ay € A és ki, ky € K pontok, hogy a; = p; + k1 és
as = py + ko. Most

A+ (1=XNas=Ap1+ (1 =XNpa+ A1+ (1 =Nk € Ap1 + (1 = N)pe + K.

De Aa; + (1 — X)ag € A, mivel A konvex, igy AN (Ap1+ (1 — N)p2 + K) # 0.
Kovetkezésképpen Ap; + (1 — N)ps € A', azaz A’ konvex. Tovabba mivel K
és A kompakt, ezért A’ is kompakt.

Feltevéstink szerint az A" halmazok koziil barmely (n + 1)-nek van koézos
pontja, igy a 4.2.2. Helly tétel alapjan az Osszesnek is van kozos pontja. Ha
most ¢ egy ilyen kozos pontot jelol, akkor vilagos, hogy ¢ + K metszi az A
halmazok mindegyikét. O

A kovetkezd tétel bizonyitasa mér tobb Gtletet igényel.

4.3.2. Tétel (Barany-Katchalski-Pach, 1984). Létezik olyan, kizdrdlag
a dimenziotdl fliggd v, konstans, hogy ha F az n-dimenzids tér legaldbb 2n
konvex halmazdanak eqy véges csalddja, és F barmely 2n halmaza metszetének
térfogata legaldbb v, akkor V(NF) > 1.

Bizonyitas. A tételt el6szor abban a specialis esetben bizonyitjuk, amikor F

zart félterekbdl all. Indirekt tegytik fel, hogy az allitds nem igaz. Alkalmazva
a 4.2.1. Tételt az F-beli zart félterek belsejére kapjuk, hogy V(NF) > 0, ezért
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létezik zart félterek véges csaladjainak olyan (Hy, Ho, . ..) végtelen sorozata,
hogy minden ¢ pozitiv egész szamra

(1) V(nH;) =1,
(2) barmely 2n darab H;-beli halmaz metszetének a térfogata legalabb i.

Minden ¢ pozitiv egész szamra tekintsiink egy maximalis térfogati, NIH;-
ben elhelyezkedd, n-dimenzios S; szimplexet. Az altalanossdg megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy S; szabélyos és silypontja éppen az origo (ellenkezd
esetben alkalmazzunk H;-re egy megfelels, térfogattartd affinitast). Az S;

szimplex cstucsait jelolje cg, ¢y, . .., c,. Tekintsiik tovabba az
S! = —nS; = conv{—ncy, —ncy, ..., —nc, }
szimplexet, melynek a cg, ¢y, . . ., ¢, pontokra illeszked§ lapjait jelolje ebben a

sorrendben Fy, F, ..., F,. Végil legyenek Gy, Gy, ...,G, az origdt nem tar-
talmazo azon nyilt félterek, amelyek hatarolo hipersikjai aff(Fp), aff (Fy), .. .,
aff (F},). Ekkor S} éppen U_ Gy, kiegészité halmaza.

Allitjuk, hogy NH; C S!. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz
létezik olyan ¢ € NH; pont, amely nincs Si-ben, vagyis ¢ € Gy legalabb egy k
indexre. Am a cg,...,Ch1,C, Chi1, ..., Cn csicsok altal meghatarozott szimp-
lex is benne van NH;-ben, rdadasul a térfogata nagyobb, mint S; térfogata,
ellentmondés. Ennélfogva S; C NH,; C S/, amibdl az is kévetkezik, hogy

V(S =n"V(S;) < n"V(NKH;) = n".

Most alkalmazva a 4.2.1. Tételt a H; U{Gy} csaladra kapjuk, hogy létezik
n olyan féltér H;-ben, melyek metszete diszjunkt Gi-t6l minden 0 < k& < n
esetén. Tekintsiik az igy kivalasztott, legfeljebb n(n+1) darab féltér H C X;
rendszerét, és legyen P, = NJH,. Vilagos, hogy S; C P, C S., igy P, egy
konvex politép, amely (n — 1)-dimenziés lapjainak szama f(i) < n(n+1). A
P; politopot irjuk fel

P, ={zr € E" | (a;j,7) < 1 minden 1 < j < f(i) esetén}

alakban, ahol a;1, s, . . ., a;f) a P; politop (n — 1)-dimenziés lapjainak kiil-
s6 normalvektorai. (Egy politop egy lapjanak kiilsé norméalvektora egy a
lapot tartalmaz6 tamaszhipersiknak olyan normalvektora, amely a hipersik
altal meghatéarozott zart félterek kozil a politopot nem tartalmazéba mutat. )
Ekkor az U2 {a;, ..., a;f@) } vektorhalmaz korlatos, ugyanis minden P; tar-
talmazza az origd stilyponta S; szabalyos szimplexet, melynek térfogata

V(S) =n"V(S) = n "V(NH;) =n""

7
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Igy van olyan (i) indexsorozat, hogy f(i;) = f(is) = ... = f, tovibba
minden 1 < j < f esetén lim,_, a;,; = a; 1étezik. Ezek utan legyen

P={zc€E"|(aj,z) <1 minden 1 < j < f esetén}.

Nyilvan P is egy n-dimenziés konvex politép, hiszen tartalmazza egy origd
stulypontt, n™" térfogatt szabélyos szimplex beirt gémbjét, és benne van egy
origd sulyponti, n™ térfogatt szabélyos szimplex koriilirt gombjében. Meg-
mutatjuk, hogy az {z € E" | (a;, ) < 1} félterek koziil barhogyan is valasz-
tunk ki legfeljebb 2n darabot, azok metszete nem korlatos. Indirekt tegyiik
fel, hogy példaul

k
Q =z ek | (a2) <1},
j=1

ahol k < 2n, korlatos, azaz max,cq ||¢|| < R, valamely R pozitiv szamra.
Most minden h pozitiv egész szamra tekintsiik a

k
Qi = [z €B" | (i, ) < 1}
j=1

halmazt. A bizonyitas elején tett feltevés masodik része szerint V(Q;,) = ip,
ezért minden elég nagy h indexre léteznek olyan ¢;, € @);, pontok, melyek
origotol meért tavolsaga R. Legyen a (g;, ) sorozat valamely konvergens rész-
sorozatanak hatarértéke q. Mivel ||¢|| = R, igy ¢ € Q, vagyis (aj,q) > 1
legalabb egy 1 < j < k indexre. Masrészt (a;,j,¢;,) < 1 is nyilvan igaz min-
den h pozitiv egész szamra, ennélfogva (a;,q) < 1 is sziikségképpen fennall,
ellentmondés.

Kaptuk tehat, hogy az {x € E" | (a;,z) < 1} félterek koziil barhogyan is
valasztunk ki legfeljebb 2n darabot, azok metszete nem korlatos. Azonban
vegyiik észre, hogy ez nem lehetséges. Valoban, tekintsiik a P konvex politop
(n — 1)-dimenzids lapjainak kiils6 normalvektorait. Ezen vektorok végpont-
jainak konvex burka nyilvan n-dimenzids, és a 2.2.4. Kovetkezmény szerint
az origd bels§ pontja, ellenben P tartalmazna origobo6l induld félegyenest.
Most alkalmazva a 2.3.11. Steinitz tételt, a fenti pontok koziil kivalaszthato
legfeljebb 2n olyan, amelyek konvex burkanak az origd szintén belsé pontja.
Am az igy kapott pontokhoz, illetve normélvektorokhoz tartozo, legfeljebb 2n
féltér metszete nyilvan nem tartalmazhat félegyenest, vagyis korlatos. Ebbél
az ellentmondasbol kovetkezik a tétel félterekre.

Az altalanos eset igazolasdhoz legyen F = {A;,..., A} a feltételeket
kielégité halmazcsalad. Nyugodtan feltehetjiik, hogy az A; halmazok zar-
tak, hiszen a tétel térfogatokrol szol. Alkalmazva a 4.2.1. Tételt az int A;
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halmazokra kapjuk, hogy V(NF) > 0. Ha V(NF) = oo, akkor nincs mit
bizonyitanunk, ezért elég azzal az esettel foglalkozni amikor NJF korlatos.
Minden A; halmazra tekintsiik az A;-t tartalmazo zart félterek H; csalad-
jat, és legyen H = U™, H;. Nyilvan H barmely 2n zart féltere metszetének
térfogata legalabb v, tovibba NH = NJF.

Ezek utan legyen ¢ tetszéleges pozitiv szam, és tekintsiik E™ azon pontjai-
nak U, halmazat, melyek NF-t6] mért tavolsédga legfeljebb . Mivel U, hatara
kompakt, és a H-hoz tartozo zart félterek kiegészité halmazai teljesen lefedik
azt, a Heine-Borel tételbdl egyszertien kdvetkezik, hogy JH féltereinek létezik
olyan H' véges részhalmaza, melyre (NH') NbdU. = (), és igy NH' C U..
Most alkalmazva tételiink méar bizonyitott részét a véges H' csaladra kapjuk,
hogy V(U.) > V(NH') > 1. Ebbdl pedig a

lim(V(U.) — V(NF)) = 0

e—0

Osszefiiggés felhasznalasaval V(NF) > 1 adodik. O]

Megjegyezziik, hogy tételiink bizonyos értelemben a lehet6 legélesebb.
Valoban, tekintsiik egy 1/k élid, n-dimenzios kocka (n — 1)-dimenzios lapjai-
nak a kockat tartalmazoé tamaszféltereit, és jelolje ezen 2n féltér halmazat F.
Most V(NF) = k=", mikézben F barmely 2n—1 féltere metszetének térfogata
végtelen.

4.4. Helly tétel alkalmazasai

A Helly tétel egyik legérdekesebb alkalmazasa a Krasnosselski-féle képtéar
tétel.

4.4.1. Definicié. Legyen S C E™ kompakt halmaz, tovibba x,y € S tetszd-
leges pontok. Azt mondjuk, hogy az x pontbdl lathato az y pont, ha Ty C S.

4.4.2. Tétel (Krasnosselski, 1946). Legyen S C E" egy legaldbb n + 1
pontbol dllo kompakt halmaz, €és tegqyiik fel, hogy S bdrmely n + 1 pontjdihoz
létezik olyan pontja S-nek, amelybdl mind az n+1 pont lathato. Ekkor létezik
olyan pontja S-nek, amelybdl S dsszes pontja ldthato.

Bizonyitas. Minden x € S pontra legyen
Vo ={yeS|zyc st

Feltevésiink szerint a V,, halmazok koziil barmely n + 1 metszete nem f{ires,
igy alkalmazva a 4.2.2. Helly tételt létezik y € N eg conv V.. Indirekt tegyiik
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fel, hogy vy & NuesV,. Ekkor sziikségképpen létezik olyan =z € S, valamint
u € Ty pont, hogy u & S. Most legyen 2" az S relativ hataranak azon pontja,

amely az Tu szakaszon a legkozelebb van u-hoz. Mivel S kompakt, van olyan
w € x'u pont, hogy d(w,z’) = %D({u},S). Tovabba van olyan v € wu és

z € S pont is, hogy d(v, z) = D(wu, S), (1d 4.4.1. abra).

4.4.1. abra.

Most 2z az S halmaz v-hez legkozelebbi pontja, ezért V, a vz-re meréleges,
z-n atmené H hipersik altal hatéarolt, a v pontot nem tartalmaz6, mond-
juk Ht zart féltérben helyezkedik el. De y € convV, C H*, igy y # z
esetén Lyzv > m/2, vagyis minden esetben £Lzvy < 7/2. Tovabba mivel
D({v},S) < D({w},S) < D({u},S), ezért u # v. Kovetkezésképpen a vu
szakasznak létezik olyan pontja, amelyik kézelebb van z-hez, mint a v pont.
Ez pedig ellentmond a v megvélasztéasanak. 0

A Helly tétel még két fontos kovetkezményével ismerkediink meg.

4.4.3. Tétel (Jung, 1901). Legyen S C E" nem dires, kompakt halmaz, és
jelolje diam S az S pontjai kozott fellépd tavolsagok mazximumdt, R(S) pedig
az S-et tartalmazo legkisebb gomb sugardt. Ekkor

n
R(S) < ,/————diam S.
(%) 2(n+1)
Tovabbd egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha S tartalmazza eqy diam S éld
szabdlyos n-dimenzios szimplex csiucsait.

Bizonyitas. A 4.3.1. Klee tétel (2) pontja, valamint egyszerti kompaktsagi
megfontolas miatt elég az allitast legfeljebb n + 1 pontt halmazokra igazol-
ni. Ezért legyen S egy legfeljebb n + 1 pontboél &llo halmaz, és tekintsiik az
S-et tartalmazo legkisebb gombot. Legyenek xg, ..., x,, az S azon pontjai,
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amelyek e gobmb hatéaran vannak. Az altalanossag megszoritasa nélkiil felte-
hetjiik, hogy a gdmb kozéppontja az origo. Igy nyilvan o € conv {z, ..., zn},
vagyis léteznek olyan «y, ..., a,, nem negativ valos szamok, hogy

m m
E a; =1 és E o;T; = 0.
=0 i=0

Még azt is feltehetjiik, hogy itt ag,...,ar > 0 és agyq,...,a, = 0. Most
llz; — x;||*> = 2R(S)* — 2(z;, x;), tovabba ||z; — ;]| < (diam S)?. Ezért
minden 0 < 7 < k esetén

k k
-y 3 |z; — ]|
1= = i 2 i (diam S)2
-

k

. R(9)? 1 ., R(9)?
=2 (diam S)2 2 (diam S)?2 <§&ixi’$j> =2 (diam S)?’

Osszegezve a fenti egyenlétlenségeket a 0 < j < k indexekre kapjuk, hogy

R(S)?

b2 20k o+ 1) s,

ahonnan

k m n
<) s di < J— < —di ,
R(S) < 2(k+1)d1ams\ 2(m+1)d1ams\ 2(7ﬂb_i_1)d1arr15'

Vilagos, hogy egyenl6ség pontosan akkor &all fenn, ha & = m = n, tovabba
|z; — x| = diam S minden 0 < ¢,j < n és i # j esetén. O

4.4.4. Tétel. Legyen S C E™ nem tres belsével rendelkezd, kompakt, konvex
halmaz. Ekkor létezik olyan t € E™ vektor, hogy —%S +tCS.

Bizonyitas. Nyilvan elég megmutatni, hogy létezik olyan z € S pont, amely-
re tetszéleges u,v € bd S, z € uv esetén

d(u, z) n
< :
du,v) “n+1
Most minden z € S pontra legyen S, = = + 25 (-2 + 5). Allitjuk, hogy
az S, halmazok metszete nem iires. Valoban, legyenek xp,...,z, € S, és
tekintsiik az
1 n
v= n+1 ; i
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pontot. Ekkor minden 0 < j < n esetén

n 1 n
v=at g (e o m) €t T ),

i=0
i#]
Kovetkezésképpen az S, ...,95;, halmazok metszete nem iires, amibdl a

4.2.2. Helly tétel felhasznalasaval adodik, hogy az S, halmazok metszete sem
iires. Ezek utan legyen z € N,cgS,, valamint u és v az S hataranak olyan
pontjai, amelyekre z € uv. Ekkor

zEu—i—L(—u—l—m)gSm
n+1

ahonnan z = u + 25 A(—u + v) valamely 0 < A < 1 esetén. Igy

d(u, z) n___n
d(u,v) n+1 n+1

Feladatok

4.1. Feladat. Legyenek F\, Fs, ..., F, 1 CE" kételemid ponthalmazok. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor Fy U Fy U ---U F, 1 felbonthato két diszjunkt A és B
részre ugy, hogy A és B is pontosan egy pontot tartalmaz az Fy, Fsy, ..., F, 1
halmazok mindegyikébdl, tovdbbd conv A N conv B # ().

4.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy az n-dimenzids tér zart féltereinek valamely
véges csalddja lefed egy adott konver halmazt. Bizonyitsuk be, hogy ekkor a
félterek kozil legfeljebb n + 1 is lefedi az adott halmazt.

4.3. Feladat. Legyen S C E" egy k pontbdl dllo, tetszdleges halmaz. Bizo-
nyitsuk be, hogy ekkor létezik olyan q € E™ pont, hogy a q-t nem tartalmazo,
zdrt félterek barmelyike S legfeljebb |nk/(n+1)]| pontjdt tartalmazza. [Utmu-
tatas: Mutassuk meg, hogy az S legalabb |nk/(n+1) |41 pontjat tartalmazo
zéart félterek metszete nem tires.|

4.4. Feladat*. Legyenek Cy,...,Cu11 az n-dimenzios tér kompakt, konvex
halmazaibol dllo nem tires halmazcsalddok, €és tegyiik fel, hogy CiN- - -NCpyq1 #
() tetszéleges C € Cq,...,Chyq1 € Cpyq vdlasztds mellett. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor a C; csaladok legaldbb egyikében az dsszes halmaznak van kézds pontja.
[Utmutatas: Elgszor is vegyiik észre, hogy elég véges €1, ..., G, csaladokat
tekinteni. Valasszunk ki n halmazt a Ci,...,C,.; csalddokboél ugy, hogy
minden csaladba legfeljebb egy halmaz tartozik, és legyen F az igy kapott
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n-esek metszeteinek csaladja. Ekkor taldlhatd olyan v € E™ vektor, hogy
min{(z,v) | * € F} minden F' € F esetén egyetlen pontban vétetik fel (ez
azon milik, hogy egy kompakt, konvex halmaz majdnem minden egységnyi
hosszi normalvektora tamaszhipersikja a halmazt egyetlen pontban metszi).
Legyen F’ egy olyan halmaz, melyre a fenti minimum maximaélis, és 2’ € F’
az a pont, ahol ez felvétetik. Mutassuk meg, hogy ha F” mondjuk a C4,...,C,
csaladokbol kivalasztott halmazok metszete, akkor 2’ € NG, 1.

4.5. Feladat (Maehara, 1989). Legyen F azn-dimenzios tér legalabb n+2
darab, nem feltétlendil origo kézépponti és eqységnyi sugari (n—1)-dimenzids
szférdjanak csalddja, és tegyiik fel, hogy F barmely n + 2 szférdjainak van ko-
208 pontja. Mutassuk meg, hogy ekkor F dsszes szférdjanak van kozds pontja.
[Utmutatas: A dimenziéra vonatkozé teljes indukciéval mutassuk meg, hogy
ha m < n, és F az n-dimenzios tér (n — 1)-dimenzios szférainak olyan csalad-
ja, melyben a szférak kozéppontjai egy m-dimenzids affin altérben vannak,
tovabba barmely m + 2 szféranak van kozos pontja, akkor az Gsszes szféranak
van kozos pontja.|

4.6. Feladat* (Doignon, 1973). Legyen F = {Ay,..., A} azn-dimenzids
tér legaldabb 2™ konvex halmazdnak eqy csalddja, és teqyiik fel, hogy F barmely
2" tagjdanak van kozds rdcspontja (azaz olyan pontja, melynek minden koor-
dindtdja egész szim). Mutassuk meg, hogy ekkor F dsszes tagjanak van kozos
rdacspontja. [Utmutatas: Racspontok egy halmazat nevezziik racskonvexnek,
ha azt egy konvex halmaz metszi ki a racsbol. Definialjuk racspontok egy
K halmazanak a conv,(K) racskonvex burkat, mint a halmazt tartalmazo
Osszes racskonvex halmaz metszetét. Mutassuk meg, hogy tetszéleges 2" + 1
racspontbol allo K C K" halmazra

ﬂ conv (K \ {x}) # 0.

zeK

Ehhez elég belatni, hogy a ponthalmaz konvex burkat tekintve nem létezhet
a tartalmazéasra nézve minimalis ellenpélda. Ezek utan az allitas r szerinti
teljes indukcioval igazolhato.|

4.7. Feladat™ (Alon-Kleitman, 1992). Legyenck p > q pozitiv egész szd-
mok. Kompakt, konver halmazok egy F csalddjdrdl azt mondjuk, hogy (p,q)-
tulagdonsdgu, ha F barmely p tagja kozott taldlhato q olyan, amelyeknek van
kézos pontja. Bizonyitsuk be, hogy minden p > q = n+1 esetén létezik olyan
c = c(p,q,n) < oo univerzalis konstans, melyre az n-dimenzids tér barmely,
kompakt, konvex halmazokbdl dlld, (p, q)-tulajdonsdgi csalddja letizhetd leg-
feljebb ¢ ponttal, azaz a halmazok mindegyikéhez hozzdtartozik ezen pontok
legaldbb egyike.
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4.8. Feladat* (Barany-Katchalski-Pach, 1982). Legyen F az n-dimen-
2108 tér legaldabb 2n konvex halmazdnak eqy véges csaldadja, €s tegyiik fel, hogy
F barmely 2n halmaza metszetének térfogata legaldbb n®"" . Bizonyitsuk be,
hogy ekkor V(NF) > 1.

4.9. Feladat (Breen, 1979). Legyen S C E"™ kompakt halmaz és ¢ € RT
rogzitett szam. Teqyiik fel, hogy S tetszdleges n + 1 pontjdhoz létezik olyan
n-dimenzios, € sugari gomb S-ben, amelynek barmely pontjabol mind azn+1
pont ldthato. Bizonyitsuk be, hogy ekkor létezik olyan n-dimenzids, € sugari
gomb S-ben, amelynek barmely pontjdbol S dsszes pontja ldthats. [Utmutatas:
Modositsuk a 4.4.2. Tétel bizonyitasat.|
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5. fejezet

Konvex halmazok analitikus
leirasa

5.1. Konvex halmazok Hausdorff tavolsaga

Szamos geometriai szélsGérték feladatban a megoldés 1étezésének bizonyitésa
alapvetd fontossagt. Ehhez altalaban kompakt, konvex halmazok bizonyos
csaladjairol kell kimutatni, hogy tartalmaznak valamilyen speciélis tulajdon-
saggal biro tagot. Példaul az izoperimetrikus probléméanal (1d. 9.2. fejezet)
egyaltalan nem nyilvanvald, hogy az n-dimenzids tér adott térfogatt kom-
pakt, konvex halmazai kozott 1étezik minimaélis felszinti halmaz. Fejezetiink
f6 célja az un. Blaschke-féle kivalasztasi tétel bizonyitasa, amelynek segit-
ségével az ilyen tipust probléméak viszonylag kénnyebben kezelhetévé val-
hatnak. Els¢ lépésként metrikaval latjuk el a kompakt, konvex halmazok
Osszességét.

5.1.1. Definici6. Legyenek A, B C E™ nem tres halmazok. Ekkor az
A+B={a+blac A be B}
halmazt az A és B halmazok Minkowski dsszegének nevezziik.

5.1.2. Allitas. Legyenck A, B C E™ nem iires, kompakt, konvex halmazok.
Ekkor A+ B szintén nem ftires, kompakt, konver halmaz.

Bizonyitas. El6szor azt mutatjuk meg, hogy az A és B konvex halmazok
Minkowski 0sszege konvex halmaz. Legyenek cj,c0 € A4+ B és 0 < A < 1.
Ekkor 1éteznek olyan ai,as € A és by,by € B pontok, hogy ¢; = a; + by és
co = ag + by. Mivel A és B konvex, igy

Aap+ (I —=XNazs € A és Ay + (1 —N)by € B.
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Ennélfogva

)\Cl + (1 — )\)CQ = )\(al + bl) + (1 — )\)((12 + bg) =
:)\a1+(1—)\)a2+)\b1+(1—)\)bg EA+B,
azaz A + B konvex.

A zartsag igazolasahoz legyen (¢;) : N — A + B konvergens sorozat, a
hatarértéket jelolje c¢. Ekkor léteznek olyan (a;) : N — A és (b;) : N — B
sorozatok, hogy ¢; = a; + b; minden 7 € N esetén. Mivel A és B kompakt
halmazok, ezért létezik olyan (i;) indexsorozat (valdjaban (i;) és (i;,), am ez
utobbit tekintve (i;)-nek), hogy az (a;,) és a (b;,) részsorozatok konvergensek
és a, illetve b hatarértékiik A-ban, illetve B-ben van. Most ¢ = lim;_,o, ¢; =
hm]_,oo Cij = llmj_mo(alj + blj) = hHl]_KXj aij + hm]_mo bij =a+ be A + B,
azaz A + B zart halmaz. A + B korlatossdga magatol értetddik. 0

5.1.3. Definicid. Legyen A C E™ nem dres, kompakt, konvex halmaz, Bs(o)
pedig az origd kozépponti, & sugard, zdrt gomb. Ekkor az As = A + Bs(0)
kompakt, konver halmazt az A halmaz & sugari parallel tartomdnydnak ne-
vezziik.

5.1.4. Definici6. Legyenek A, B C E" nem fdires, kompakt, konvex halma-
zok. Ekkor a

d(A,B) =inf{§ e R | AC B; és B C As}
nem negativ szamot az A és B halmazok Hausdorff tavolsagdnak nevezziik.
Vilagos, hogy

d(A, B) = max {supaeA (infbeB d(a,b)), sup, . (infaeA d(a,b))}.

Megmutatjuk, hogy a Hausdorff tavolsag metrika a nem iires, kompakt, kon-
vex halmazok csaladjan.

5.1.5. Allitas. Ha A, B,C C E" nem dres, kompakt, konvex halmazok, ak-
kor

(1) d(A,B) > 0.
(2) d(A, B) =0 akkor és csak akkor, ha A = B.
(3) d(A, B) = d(B, A).
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(4) d(A,C) < d(A, B) + d(B,C).

Bizonyitas. Az (1)-(3) tulajdonsagok kozvetleniil adodnak a definiciobol.
A (4) tulajdonsag igazolasahoz pedig legyenck o = d(A, B), f = d(B,C)
és v = a+ . Mivel B C A,, ezért Bs C (Ay)p = Aarp = A, Igy C C
Bz C A,. Hasonléan, mivel B C Cp, ezért A C B, C (Cg)oq = Cpya = C,.
Kovetkezésképpen C C A, és A C C,, vagyis d(A,C) < v = a+ [ =
d(A,B)+d(B,C). O

5.1.6. Definicié. Az n-dimenzids tér nem tres, kompakt, konvex halmazai-
nak csaladjdat jelolje XK,,.

Mint minden metrikus térben, igy X,-ben is bevezethet6k a szokésos
fogalmak.

5.1.7. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy (A;) : N — K,, sorozat Cauchy-
féle, ha minden € > 0 valds szdmhoz létezik olyan n kiiszobindex, hogy minden
i,j > mn esetén d(A;, Aj) < e.

5.1.8. Definicid. Azt mondjuk, hogy eqy (4;) : N — K,, sorozat konvergens,
és hatdralakzata az A € K,, halmaz, ha lim;_,, d(A;, A) = 0.

Nyilvan minden konvergens sorozat egyben Cauchy-féle is. Megmutatjuk,
hogy az allitas megforditasa is igaz, vagyis K,, a Hausdorff tavolsagra nézve
teljes metrikus tér.

5.1.9. Tétel. Ha egy (A;) : N — K, sorozat Cauchy-féle, akkor létezik olyan
B € X,, halmaz, hogy lim;_,., A; = B.

Bizonyitas. Minden i pozitiv egész szamra legyen B; = cl (A; U A1 U--+).
Ekkor persze B;;1 C B; minden i € Z" esetén. Legyen tovabba

i=1

Mivel (B;) nem iires, kompakt halmazok egymasba skatulyazott, monoton
csokkend sorozata, ezért B sziikségképpen nem iires, kompakt halmaz. Al-
litjuk, hogy tetsz6leges € > 0 valés szdmhoz létezik olyan m kiiszobindex,
hogy minden ¢ > m esetén B; C int B.. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem
igaz. Ekkor valamely ¢ > 0 szamhoz létezik olyan (i) indexsorozat, hogy
B;, < int B minden h € N esetén. Legyen C;, = B;, N (E™\ int B.) minden
h € N esetén. Most (C;, ) nem iires, kompakt halmazok egymasba skatu-
lyazott, monoton csokkend sorozata, kovetkezésképpen a Cj, halmazoknak
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van kozos pontja. Azonban ez a kozOs pont egyrészt hozzatartozik a B;,
halmazok mindegyikéhez, masrészt nem tartozhat hozza a B halmazhoz, el-
lentmondés. Ezért A; C int B, C B. minden ¢ > m esetén, hiszen A, C B;
minden k > 7 esetén.

Most felhasznalva azt, hogy az (A;) sorozat Cauchy-féle, minden ¢ > 0
valos szamhoz létezik olyan m’ kiiszobindex, hogy d(A;, A;) < e, hai,j > m'.
Ezért minden ¢ > m’ esetén

4, € 4).,
j=i

és igy

j=i
Ennélfogva d(A;, B) < €, ha i > max{m,m’}, vagyis az (4;) sorozat a B
halmazhoz konvergal.

A bizonyitas teljessé tételéhez meg kell még mutatnunk, hogy B konvex.
Indirekt tegyiik fel, hogy B nem konvex. Ekkor léteznek olyan x,y € B
pontok, valamint olyan z € Ty pont, hogy 2z ¢ B. Mivel B zart, ezért létezik
olyan ¢ pozitiv szam, hogy a z kozéppontu, § sugart nyilt gémb diszjunkt
B-t6l. Legyen i olyan index, amelyre d(A;, B) < §/2, és valasszunk két olyan
x',y € A; pontot, amelyekre d(x,z") < §/2 és d(y,y’) < §/2. Ekkor létezik
olyan 2z’ € 2y’ pont is, hogy d(z,2") < §/2. De igy d({z'}, B) > /2, azaz
2" & Bsjo. Viszont A; C Bs)e, kovetkezésképpen 2 € A;, ellentmondva A;
konvexitasanak. 0

A Blaschke-féle kivéalasztasi tétel bizonyitasdhoz sziikségiink van még egy
definiciora.

5.1.10. Definici6. Azt mondjuk, hogy eqy M C K, halmazcsaldd egyenle-
tesen korldtos, ha létezik olyan zdrt gomb, amelyik M minden tagjdat tartal-
mazza.

5.1.11. Tétel. Legyen M C K,, egy egyenletesen korldtos, végtelen halmaz-
csaldd. Ekkor M tartalmaz olyan konvergens (A;) sorozatot, melynek hatdr-
értéke K,, valamely tagja.

Bizonyitas. Az 5.1.9. Tétel alapjan elég belatni, hogy M tartalmaz Cauchy-
féle sorozatot. Tekintsiik E™ egy olyan C' kockajat, amely M minden tagjat
tartalmazza. Legyen ennek a kockénak az élhossza 7. Az élek 2¢ egyenld rész-
re osztasaval a C kockat 27i1 ¢lhosszt, egybevago, zart kockakra bonthatjuk;
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jelolje £; a kapott kis kockdk csaladjat minden i € Z' esetén. Valamely
M € M halmazra és rogzitett ¢ pozitiv egészre az L; csalad M-et metsz6
tagjainak egyesitését M minimalis fed6jének nevezziik.

Mivel £, csak véges sok kis kockabodl all, ezért csak véges sok minimaélis
feds konstrualhato £, tagjaibol. De M végtelen halmaz, kovetkezésképpen
M-bodl kivalaszthato olyan (A;,) végtelen részsorozat, amely tagjainak mi-
nimalis fedGje ugyanaz. Hasonloan, (Ai,) tartalmaz olyan (As,) végtelen
részsorozatot, amely tagjainak L£,-bdl alkotott minimalis fed6i megegyeznek.
Eljarasunkat folytatva egy olyan (A;,) dupla sorozathoz jutunk, amelyre min-
den rogzitett i pozitiv egész esetén az (A;,) sorozat tagjainak minimalis fe-
déje ugyanaz.

Vilagos, hogy ha két ilyen halmaznak a minimalis fedGje ugyanaz, akkor
tavolsaguk nem haladhatja meg a fedésben el6fordulo kis kockak testatloja-
nak hosszat. Igy minden rogzitett ¢ pozitiv egészre

d(Aia, Aig) < T;/Zﬁ-

Tovabba mivel (A;g) az (A;,) egy részsorozata ha j > i, ezért

TVn

d<Aia7 Ajﬁ) < 9i

tetszGleges «v, B és j > i esetén. Végiil tekintsiik az (A4;) = (Ay;) atlos soro-
zatot. Most ha 5 > ¢, akkor

TV

Kovetkezésképpen minden € > 0 valds szamhoz létezik olyan m kiiszébindex,
hogy barmely 7, j > m esetén d(A;, A;) < ¢, azaz az (A;) sorozat Cauchy-féle.
Ul

Végiil megmutatjuk, hogy a konvex politopok egy tin. mindeniitt stird
halmazt alkotnak X,-ben. Ez a tény féleg a késGbbi fejezetekben fog majd
jelent&sebb szerephez jutni.

5.1.12. Allitas. Bdrmely S € K, halmazhoz létezik konvex politépoknak
olyan sorozata, amely S-hez konvergdl.

Bizonyitas. Az altaldnossiag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy dim .S =

n. El6szor megmutatjuk, hogy tetszéleges € > 0 valds szamhoz létezik olyan
P konvex politop, hogy P C S C P.. Valoban, mivel S kompakt halmaz,
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igy minden € > 0 esetén létezik véges sok olyan z, ...,z € S pont, hogy az
ezen pontok koré rajzolt € sugara gémbok lefedik S-et. Legyen

P = conv{wy,..., a3}

Most minden x; pont a konvex S halmazban van, ezért P C S. Masrészt
S C P. is nyilvan fennall, hiszen S-et mar az x1, ...,z pontok koré rajzolt,
£ sugaru gombok is lefedik.

Ezek utan tekintsiik konvex politépoknak egy olyan (P;) sorozatat, melyre

P, CSC(P)y

minden ¢ € Z* esetén. Ekkor a (P;) sorozat definicié szerint éppen az S
halmazhoz konvergal. 0

5.2. Konvex halmazok tavolsagfiiggvénye

A tavolsagfiiggvényt elgszor Minkowski alkalmazta abbol a célbol, hogy a
standard n-dimenzids linearis teret az euklideszitdl kiilonb6z6 metrikaval 1as-
sa el.

5.2.1. Definici6. Legyen S C E"™ az origot belsd pontként tartalmazo, kom-
pakt, konvex halmaz. Ekkor a

g:E" - R, z+— inf{\ € R" | z € \S}
fligguényt az S tdvolsagfiigguényének nevezziik.

Vilagos, hogy ha = € E" \ {0}, és az origobol indulo, z-en athaladod
félegyenes S hatarat mondjuk zg-ban metszi, akkor g(z) = ||z||/||zo]|-

A kovetkezo tétel a tavolsagfiiggvény legfontosabb tulajdonsagait foglalja
Ossze.

5.2.2. Tétel. Ha S CE" az origot belsd pontként tartalmazo, kompakt, kon-
vex halmaz, akkor annak g tdvolsdgfiiggvénye az aldbbi tulajdonsdgokkal ren-
delkezik:

(1) g(z) > 0 minden x € E™ esetén,
(2) g(x) =0 akkor és csak akkor, ha x = o,

(3) g(Az) = Ag(x) minden x € E™ és A > 0 esetén,
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(4) g(x +y) < g(z) + g(y) minden x,y € E" esetén.

Megforditva, ha eqy g : E* — R fiigguény rendelkezik az (1)-(4) tulajdonsd-
gokkal, akkor az
S={zeE"|yg(x) <1}

halmaz eqy az origot belsd pontként tartalmazo, kompakt, konvex halmaz,
melynek tdvolsagfiigguénye éppen g.

Bizonyitas. El6szor legyen g az S tavolsagfiggvénye. Az (1)-(3) tulajdon-
sagok kozvetleniil adodnak a definiciobol. A (4) tulajdonsag igazolasdhoz
tekintsiink két tetszéleges x,y € E" \ {o} pontot. Most ha g(z) = « és
g(y) = B, akkor éx €S és %y € S, igy S konvexitésa miatt

1 a 1 B 1
a+/3(x—|—y)— +———-y €S

a+f «a T + 8B
Kovetkezésképpen g(z+vy) < a+ 5 = g(x)+g(y). Ez persze akkor is fennall,
ha x és y valamelyike az orig6.

Megforditva, legyen g : E* — R olyan fiiggvény, amely rendelkezik az
(1)-(4) tulajdonsagokkal. Megmutatjuk, hogy g folytonos (és ehhez csak a
(3)-(4) tulajdonsagokat fogjuk hasznalni). Tekintsiik a

C={(x1,...,2,) € E"| |2;] <1 minden 1 <i < n esetén}

kockat. Ekkor minden x € C' esetén az elGjelek alkalmas megvalasztasa
mellett

g(z) =y <Z Iiei) =49 (Z i|$i|€i) < Z || g(£e;) < Zg(iei),
i=1 i=1 i=1 i=1
ahol {ey, ..., e,} szokdsos modon E™ standard bazisa. Most a

v =n-max{g(e1), g(—e1), ..., g(en), g(—en)}
jelolés bevezetésével g(x) < v adodik.

Ezek utan legyen zq € E" tetszéleges pont és ¢ € R tetszéleges pozitiv
szam. Ekkor (4) miatt minden z € E™ esetén

9(z) < g(x —x0) + g(x0) €8 g(20) < g(W0 — T) + g(7),

azaz |g(x) — g(xo)| < max {g(z — 20), 9(z0 — 2)}. Igy |g(z) — g(ao)| <€, ha
x—1x) € &?%C’ , vagyis g folytonos.
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Most tekintsiik az S = {x € E" | g(x) < 1} halmazt. Vilagos, hogy %C’ C
S. Masrészt S C %C, ahol 9 > 0 jeloli a ¢ minimumét bd C-n. Tovabba ha
x,y €5 és0< 9 <1, akkor

g(Wr+(1-9)y) < g(Vz)+g((1-9)y) = Jg(z)+(1-9)g(y) < I+(1-9) =1,

azaz Ox+(1—19)y € S. Kaptuk tehat egymés utén, hogy o € int S, S korlatos
és S konvex. S zartsdga pedig egyszerien a g fiiggvény folytonossagabol
kovetkezik. OJ

Megjegyezziik, hogy S pontosan akkor szimmetrikus az origora, ha (3)
helyett a kdvetkezs erdsebb feltétel teljestil.

(3") g(Ax) = |A\|g(x) minden = € E" és A € R esetén.

Ezek utdn mar egyszertien lathato, hogy mit vett észre Minkowski.

5.2.3. Kovetkezmény. Legyen S C E"™ nem tres belsével rendelkezd, az ori-
gora szimmetrikus, kompakt, konver halmaz, és legyen az S tavolsdgfiigguénye
g. Ekkor a dy(x,y) = g(x —y) figgvény metrika E"-en, azaz

(
dy(z,y) = 0 akkor és csak akkor, ha x =y,
dy(x,y) = dy(y, x) minden z,y € E" esetén,
dy(z,2) < dpy(z,y) + duy(y, 2) minden z,y, z € E" esetén.

[zelitsiil lassuk a 4.4.3. Jung tétel megfeleljét ebben az 1j geometriaban.

5.2.4. Tétel. Legyen K C E"™ nem tires belsével rendelkezd, az origora szim-
metrikus, kompakt, konver halmaz, €s legyen a K tdvolsdgfiigguénye g. Két
pont tdvolsdgdt a szokdsos euklideszi metrika helyett a g dltal generdlt met-
rika szerint szamolva, valamely S C E™ nem dires, kompakt halmazra jelélje
diamy; S az S pontjai kozétt fellépd tavolsagok mazimumdat, Ry (S) pedig az
S-et tartalmazo legkisebb gomb sugardt. Ekkor

Ry (S) <

] diam,s S.

Tovdbbd egyenldség dll fenn példdul, ha S = {xo, ..., z,} affin figgetlen pont-
rendszer, T =conv S és K =T + (—T).
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Bizonyitas. A 4.3.1. Klee tétel (2) pontja szerint elég azzal az esettel fog-
lalkozni, amikor S = {xg,...,z,}. Az altalanossag megszoritasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy S affin fliggetlen pontrendszer. Legyen minden 0 < i < n

esetén
n n
1 . 1
S; — — E €Ty €5 S= E Xj.
n n—+1
— + o

]_
JFi
Ekkor minden 0 < 7 < n esetén

n
||xi—su—Hn+1<xi—sz>
= o= sil
n
= il )
anZH — g
< d S
e 1am;

Az allitas masodik felének igazolasdhoz minden 0 < ¢ < n esetén jelolje T;
a T szimplex z;-vel szemkozti (n 1) lapjat, H; pedig a T; 4ltal meghatarozott
hipersikot. Ekkor minden 0 <7 < n esetén —x; +T; C bd K, és igy

|zi—sil| = |lzi—wol| = - = [[mi— 21| = |2 —2i31]| = - = ||ws =] = 1,

azaz diamy; S = 1. Ebbdl kovetkezik, hogy a fenti egyenlGtlenséglancban
mindenhol egyenl&ség all fenn. FEz geometriailag azt jelenti, hogy minden
0 < i< nesetén a Kyjppn () = 2 + 5K halmaz hatdra dtmegy az s
ponton. Tovabbé konnyt ellendrizni, hogy

nKn/ n+1) ( ) {S}

Valoban, ha egy s’ pont hozzéatartozik a metszethez, akkor minden 0 < i < n
esetén az s’ pont benne van az Tit e (—x;+ H;) hipersik altal hatérolt, az z;-
t tartalmazo zart féltérben. De ezen félterek pontjainak az {xo,...,x,} affin
koordinatarendszerben felirt «y, ..., a,, baricentrikus koordinatéira, amelyek
az 1.2.10. Allitas alapjan definialhatok, o; > n%l minden 0 < ¢ < n esetén.
gy mivel 37" a; = 1, ezért s’ koordindtéi ap = -+ = a,, =

1 .
1 vagyis
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s’ = s. Masrészt az xo + pK, ..., z, + pK halmazok metszete nyilvan iires,
ha p < 5. Ennélfogva
n

RM(S):n+1:n—|—1

diamy, S. 0J

5.3. Konvex halmazok tamaszfiiggvénye

Mivel egy nem iires, kompakt, konvex halmaz megegyezik a tamaszféltere-
inek metszetével, ezért egy ilyen halmazt egyértelmien meghataroz a ta-
maszhipersikjainak a helyzete. A tdmaszhipersikok megadésnak egy modja
a tamaszfiiggvény.

5.3.1. Definicidé. Legyen S C E™ nem tres, kompakt, konvex halmaz. Ekkor
a

h:E" =R, z+ sup(s,z)
seS

fligguényt az S tdmaszfiigguényének nevezzik.

Lassunk egy egyszerii példat! Megmutatjuk, hogy a B C E" origd kdzép-
ponti, egységnyi sugari, zart gomb tamaszfiiggvénye

h:E" =R, z— |z].
Valoban, ha x = o, akkor h(z) = 0 nyilvanval6 modon, kiilénben pedig

blo) =sup (s.2) = { o) = S2) — ol

ses Il

5.3.2. Allitas. Legyen S C E" nem iires, kompakt, konvex halmaz, h pedig
az S tdmaszfiigguénye. Ekkor

(1) h(Ax) = Ah(x) minden x € E" és A > 0 esetén,
(2) h konver,
(3) h folytonos.

Bizonyitas. (1) kozvetleniil kovetkezik h definiciojabol. (2) igazolasahoz
legyenek =,y € E", valamint o, olyan nem negativ szdmok, amelyekre
a+ = 1. Ekkor

h(az + By) = sug (s, ax + By)

= sup {a(s,x) + (s, y)}

sES
< asup (s, ) + Bsup (s, y)
seS seS

= ah(x) + Bh(y),
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azaz h konvex. Végiil (1) és (2) alapjan
h(z +y) < 3(h(2z) + h(2y)) = h(z) + h(y),
igy (3) az 5.2.2. Tétel bizonyitasanal elmondottak szerint adodik. O

A kovetkez§ allitds arra mutat ré, hogy honnan szarmazik a tamaszfiigg-
vény elnevezés.

5.3.3. Allitas. Legyen S C E™ nem tires, kompakt, konvex halmaz, és legyen
h az S tamaszfiggvénye. Ekkor tetszéleges u € E™ \ {o} esetén

(1) létezik olyan x, € S pont, hogy h(u) = (T, u),
(2) a H={x € E" | (z,u) = h(u)} hipersik az S tdmaszhipersikja x,-ban,
(3) a H hipersik origotol mért eldjeles tavolsaga h(u/||u||).

Bizonyitas. (1) Mivel a skalaris szorzat folytonos, S pedig kompakt halmaz,
igy (s,u) felveszi a maximuméat valamely x, € S pontban.

(2) A H hipersik nem vaghatja ketté S-et, ugyanis minden s € S esetén
(s,u) < supyeg (s,u) = h(u). Tovabba z, € HN S, igy H tamaszhipersikja
S-nek x,-ban.

(3) Mivel u merdleges H-ra, igy létezik olyan A valos szam, amelyre
A € H. De ekkor H origotol mért elGjeles tavolsaga Allu||. Masrészt vi-
lagos modon (Au, u) = h(u), ezért

h (L> N U0 N (LU 0

lull /- ull [l i

Megmutatjuk, hogy egy nem iires, kompakt, konvex halmaz a tamasz-
fiiggvénye altal egyértelmiien meghatarozott.

5.3.4. Allitas. Legyen S C E™ nem tres, kompakt, konvex halmaz, és legyen
h az S tamaszfiggvénye. Ekkor

S ={x € E" | (z,u) < h(u) minden u € E" esetén}.

Bizonyitas. A H, = {x € E" | (x,u) < h(u)} zart féltér tartalmazza S-et
minden u € E" esetén, igy

S C{xr € E"| (z,u) < h(u) minden u € E" esetén}.
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Masrészt ha o ¢ S, akkor a 2.2.10. Allitas szerint létezik olyan
H={zeE"| (x,up) =0}

hipersik, amelyik szigorian elvalasztja xo-t S-t6l. Az altaldénossidg megszori-
tasa nélkiil feltehetjiik, hogy (s,ug) < 6 ha s € S, és (xo,ug) > 0. Az elss
egyenlStlenségbdl kivetkezik, hogy h(ug) < 0, és igy zo ¢ H,,. Ennélfogva

{z € E" | (x,u) < h(u) minden u € E" esetén} C S
is fennall. m

A konvex halmazok elméletében alapvetd szerepet jatszanak kompakt,
konvex halmazok nem negativ egyiitthatos "linearis kombinacioi" (azaz a
homotetikus példanyok Minkowski &sszegei), igy érdemes kiilon megjegyezni
azt az egyszerd Osszefliggést, ami a megfelel§ halmazok tdmaszfliggvényei
kozott fennall.

5.3.5. Allitas. Legyenek Si, ..., Sy C E" nem dres, kompakt, konvez halma-
zok, valamint hy, ..., hy ezek tamaszfiigguényei. Ekkor tetszdleges A1, ..., A
pozitiv szamokra az S = Zle \iS; nem tres, kompakt, konver halmaz td-

maszfiigguénye
k

h:E" =R, u— Z)\Zhl(u)

=1

Bizonyitas. A tamaszfliggvény pozitiv homogenitasa miatt feltehetjiik,
hogy A\; = 1 minden 1 < 7 < k esetén. Az allitast csak k = 2 esetén
igazoljuk, az altaldnos eset teljes indukcioval a szokasos moédon bizonyit-
hat6. Legyen u € E" \ {o}. Ekkor léteznek olyan s; € Sy és so € Sy
pontok, hogy (si,u) = hi(u) és (s2,u) = ho(u). Ebbdl kivetkezik, hogy
hi(u) + ho(u) = (s1,u) + (s2,u) = (s1 + s2,u) < h(u). Mésrészt minden
s € S pont elGallithato s = s; + sy alakban, ahol s; € S; és s, € S5. Most
(s,u) = (s1 + sa,u) = (s1,u) + (s9,u) < hi(u) + ho(u), és mivel s € S
tetszbleges volt, igy h(u) < hy(u) + ho(u) is fennall. O]

A polaritas segitségével érdekes Osszefliggés 1étesithets egy az origot belsé
pontként tartalmazo, kompakt, konvex halmaz tamaszfiiggvénye és az el6z6
fejezetben bevezetett tavolsagfiiggvénye kozott.

5.3.6. Tétel. Legyen S C E" egy az origot belsé pontként tartalmazo, kom-
pakt, konver halmaz, valamint jelolje S polaris halmazdt S*. FEkkor S td-
maszfligguénye megeqyezik S* tdvolsdgfiigguényével, és S tavolsdgfiigguvénye
megeqyezik S* tamaszfligguényével. Vagyis hg = gs+ €s gs = hgx.
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Bizonyitas. A 3.4.8. Allitas szerint S* szintén az origét belsé pontként
tartalmazo, kompakt, konvex halmaz. Valamely x € E™\{o} pontra jelolje xg
az origobol indulo, x-en athalado félegyenes és bd S* metszéspontjat. Mivel
xry € S*, ezért (s,xp) < 1 minden s € S esetén, azaz hg(zg) < 1. De
z = ||z([(zo/llzoll), 12y

] ] ]
i) = (o ) = g o0 < g = o)

Mésrészt gg(x) > 0hax #0, ésigyax & dShal <0< gg(x)
05 = (68)™ = (35%)* a 3.4.7. es 3.4.9. Allitas szerint, ezért « ¢ (39 )
Ez azt jelenti, hogy létezik olyan +50 € S* pont, hogy < S, ) > 1, vagyis
(so,x) > d. Ebbdl pedig kovetkemk hogy hs«(7) = supycg-(s,z) > 6. Es
mivel ez minden 0 < gg(z) esetén fennall, ezért hg«(z) = gs(x).

Ennélfogva hg:(z) = gs(z) minden z € E™ esetén, hiszen hg-(0) =
gs(o) = 0. Végiil S és S* felcserélésével kapjuk, hogy hg(z) = hg«(x) =
gs=(). O

Az utolso allitas a tamaszfiiggvény és a Hausdorff tavolsag egy lényeges
kapcsolatara mutat ra.

5.3.7. Allitas. Legyenck K1, Ky C E™ nem iires, kompakt, konvez halmazok,
és legyen a Ky halmaz tdmaszfiigguénye hy, a Ko halmaz tdmaszfiigguénye
pedig hy. Ekkor

d(Kl,KQ) = Imax |h2( ) hl(u)|

uesSn— 1

Bizonyitas. A Ky C (K3), és Ky C (K;), Osszefiiggések ekvivalensek azzal,

hogy
ho(u) < ha(u) +pllull & ha(u) < hi(u) + pllull,

azaz minden u € S""! esetén —p < ho(u) — hi(u) < p. Innen pedig
inf {p € R* | Kl - (KZ)pv K2 - (K1>p}
=inf {p € RT | |hy(u) — hi(u)| < p minden u € S esetén}
= sup |ho(u) — hi(u)|,

ueSn—1

amibdl kovetkezik az allitas, hiszen hy és hsy folytonos, S*~! pedig kompakt.
O
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Feladatok

5.1. Feladat. Legyenek K,L C E™ nem tires, konver halmazok és A\, > 0
valos szdamok. Mutassuk meg, hogy

(1) MK + L) = MK + AL,
2) A+ K = AK + uK.

5.2. Feladat. Legyenck K1, Ko, L1, Lo C E™ nem tires, kompakt, konvex hal-
mazok. Mutassuk meg, hogy

d(COHV(Kl U KQ), CODV(Ll U LQ)) < max{d(Kl, L1)7 d(KQ, LQ)}

5.3. Feladat. Legyenek K, L C E" olyan nem tres, kompakt, konvex halma-
zok, amelyekre d(K, L) = 1. Legyen tovdbbd M,y = (1 —~)K + vL minden
0 < v <1 esetén. Mutassuk meg, hogy ekkor d(My, M(g)) = B — « tetszdle-
ges 0 < a < 0 <1 esetén.

5.4. Feladat. Legyen K C E"™ az origdt belsd pontként tartalmazo, kompakt,
konvex halmaz. Mutassuk meg, hogy ekkor minden § > 1 esetén létezik olyan
P konvex politép, hogy P C K C §P. [Utmutatas: K nyilvan tartalmaz egy
B,(0) gombot. Legyen 0 < & < r(d —1)/6. Az 5.1.12. Allitas szerint létezik
olyan P konvex politéop, hogy P C K C P.. Mutassuk meg, hogy most
K C §P is fennall.|

5.5. Feladat (Motzkin, 1935). Legyen S C E™ nem dres, zdrt halmaz.
Mutassuk meg, hogy S akkor és csak akkor konvex, ha minden x € E™ pont-
hoz egyetlen olyan y € S pont létezik, amelyre d(y,z) = infeesd(s,z). [Ut-
mutatas: Indirekt tegyiik fel, hogy léteznek olyan z,y pontok, hogy zyNS =
{x,y}, és tekintstink egy olyan B,((z+y)/2) gombét, amely diszjunkt S-tél.
Elgszor mutassuk meg, hogy létezik olyan maximélis sugarta C' gomb, amely
tartalmazza B-t, a belseje viszont diszjunkt S-t6l. Ezutdn mutassuk meg,
hogy C' eltolhat6, majd a kézéppontjabol még nagyithato ugy, hogy az el6bbi
két tulajdonsag ne sériiljon, ellentmondas.]

5.6. Feladat. Legyen (K;) : N — X, nem tires belsével rendelkezd, kompakt,
konvex halmazok konvergens sorozata, és tegyiik fel, hogy a K hatdralakzat
szintén nem fdres belsdvel rendelkezd, kompakt, konvexr halmaz. Mutassuk
meg, hogy ha 3 olyan hipersik E™-ben, hogy minden i € N esetén K;NH # (),
tovdbbd (int Ko) NH # 0, akkor

i—00
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5.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy a
K={(x1,...,2,) € E" | =1 < x; <1 mindeni=1,...,n esetén}
kocka tamaszfigguénye h: E™ — R, (u, ..., u,) — Yoy |ug].

5.8. Feladat. Legyen S C E™ nem dres, kompakt, konvex halmaz, valamint
h az S tdmaszfiigguénye. Mutassuk meg, hogy S akkor és csak akkor konvex
politop, ha h szakaszonként linedris (azaz feloszthaté a tér véges sok olyan,
a hatdrpontjaiktol eltekintve diszjunkt konvex poliédrikus halmazra, melyeken
h linedris).

5.9. Feladat. Legyen h : E" — R szublinedris fiigguény, azaz
(1) h(Ax) = Ah(x) minden x € E" és A > 0 esetén,
(2) h(x+y) < h(x) + h(y) minden z,y € E™ esetén.

Mutassuk meg, hogy ekkor pontosan eqy olyan S € K,, halmaz létezik, amely-
nek tamaszfigguénye h.

5.10. Feladat. Legyenek Sy, ..., S, C E™ nem tires, kompakt, konvex halma-
zok, valamint hq, ..., hy ezek tdmaszfiigguényei. Mutassuk meg, hogy ekkor
az S = convUr_| S; kompakt, konvex halmaz tdmaszfiigguénye

h:E" — R, u— max h;(u).
1<i<k
5.11. Feladat (Kneser, 1970). Legyenek Si,..., Sy CE" nem dres, kom-

pakt, konvex halmazok, valamint hy, ..., hy ezek tamaszfigguényei. Mutassuk
meg, hogy ha az S = NF_ S; kompakt, konvex halmaz nem iires, akkor tdmasz-

fligguénye
k k
h:E"—=R, u— inf{Zhi(ui) ] Zuz = u}
i=1 i=1

[Utmutatéas: Elszor mutassuk meg, hogy a jobb oldalon allé fiiggvény véges
és szublinearis. Ezutan igazoljuk, hogy egyértelmiien létezik olyan nem fires,
kompakt, konvex halmaz, amelynek éppen ez a fiiggvény a tamaszfiiggvénye
(v6. 5.9. Feladat). Végil mutassuk meg, hogy ez a halmaz sziikségképpen az
S halmaz.|

38



6. fejezet

Konvex halmazok metrikus
jellemz6i

6.1. Konvex halmazok atméréje és szélessége

Ebben a fejezetben bevezetjiik az atmérd, az adott iranyt szélesség és a
minimalis szélesség fogalmat, és megvizsgaljuk, hogy a konvex halmazokhoz
rendelt ezen metrikus tulajdonsagok milyen sszefiiggésben allnak egymassal.

6.1.1. Definici6. Legyen S C E™ nem tires halmaz. Ekkor a

diam S = sup ||z — y||
z,yesS

nem negativ valds szamot az S halmaz dtmérdjének nevezzik.
6.1.2. Allitas. Ha S C E" nem dres, kompakt halmaz, akkor
diam (conv S) = diam S.

Bizonyitas. Nyilvan diam S < diam (conv S), hiszen S C conv.S. Més-
részt, ha diam S < ¢, valamely 0 pozitiv szamra, akkor minden = € S esetén
S C Bs(z), és igy conv S C Bs(x) hiszen Bjs(z) konvex halmaz. Ezek utan
legyen y € conv S tetszsleges pont. Vilagos, hogy ekkor S C Bjs(y), kovetke-
zésképpen conv S C B;(y) hiszen Bs(z) is konvex halmaz. Es mivel ez conv S
barmely y pontjara fennall, ezért diam (conv.S) < d. Ebbdl pedig adodik az
allitas. OJ

6.1.3. Definici6. Legyen S C E" nem dres, kompakt, konvex halmaz, | pedig
eqy tetszdleges eqyenes. Ekkor az S halmaz l-re merdleges tamaszhipersikjai-
nak tdvolsdgdt az S halmaz | iranyi szélességének nevezziik.
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Egy S C E" nem iires, kompakt, konvex halmaz valamely v € S*~! iranyt
szélessége konnyen kifejezhet6 az S halmaz hg tamaszfiiggvénye segitségével.
Az S halmaz u-ra meréleges tamaszhipersikjai

H,={x € E"| (z,u) = hg(u)}

és
H ., ={x€E"|(z,u) = —hs(—u)}.

De a H, és H_, tamaszhipersikok tavolsdga éppen az S halmaz u iranyua
wg(u) szélessége, vagyis ws(u) = hg(u) + hg(—u) minden u € S"! esetén.

Egyszertien adodik, hogy léteznek olyan parhuzamos tamaszhipersik pa-
rok, melyek tavolsdga megegyezik S minimalis, illetve maximéalis szélességé-
vel. A kovetkezé allitas az atmérs és a maximalis szélesség kozotti Osszefiig-
gésre mutat ra.

6.1.4. Allitas. Legyen S C E™ nem iires, kompakt, konvex halmaz. Ekkor
az S halmaz maximdlis szélessége éppen diam S.

Bizonyitas. Legyen S maximalis szélessége m, tovabba legyenek H; és H,
olyan parhuzamos tdmaszhipersikjai S-nek, amelyek tavolsaga m. Most ha
x1 € HINS és x9 € HyNS, akkor m < ||z1 — 25| < diam S. Masrészt nyilvan
léteznek olyan yy, yo € S pontok, hogy ||y; — y2|| = diam S. Tekintsiik azokat
az Y1yz-re merGleges H és HJ hipersikokat, amelyek illeszkednek y;-re, illet-
ve yo-re. Ezen hipersikok sziikségképpen tamaszhipersikjai S-nek, ellenkezé
esetben léteznének olyan pontok S-ben, amelyek tavolsaga nagyobb, mint
diam S. Igy diam S < m is fennall. OJ

6.1.5. Kovetkezmény. Legyen S C E"™ nem tires, kompakt, konvex halmaz,
valamint legyenek Hy és Hy olyan pdrhuzamos tamaszhipersikjai S-nek, ame-
lyek tavolsiga megegyezik S mazimalis szélességével. Ekkor a Hy és Hy hi-
persikok egy-eqy pontban metszik S-et, tovdabbd az ezeket a pontokat Gsszekotd
szakasz merdleges Hi-re és Hy-re.

Mit mondhatunk a minimaélis szélességhez tartoz6 parhuzamos tamaszhi-
persik parrol?

6.1.6. Allitas. Legyen S C E" nem dres, kompakt, konvex halmaz, vala-
mant legyenek Hy, és Hy olyan pdrhuzamos tamaszhipersikjai S-nek, amelyek
tdavolsaga megegyezik S minimadlis szélességével. Fkkor Hy és Hy tartalmaz-
nak olyan S-beli pontokat, amelyek Osszekotd szakasza merdleges Hy-re és
Hs-re.
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Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy az éllitas nem teljesiil. Ekkor H; N.S
merdleges vetiilete Ho-n diszjunkt a Hs N S halmaztol, azaz létezik olyan
(n —2)-dimenzios Dy affin altér Hy-ben, amelyik szigoruan elvalasztja H; NS
vetiiletét a Hy NS halmaztol (vo. 2.2.10. Allitas)‘ Jelolje Dy a Dy merdleges
vetiiletét Hi-en. Most elforgathatjuk Hi-et Dy koriil, illetve Ho-t Dy koriil
ugy, hogy H;, és H, parhuzamos maradjon, tovabba egyik se messe az S
halmazt. De az elforgatas soran H; és Hy tavolsaga csokken, ellentmondva
az eredeti helyzet minimalitasi tulajdonsaganak. O

A tovabbiakban gyakran fogunk foglalkozni olyan kompakt, konvex hal-
mazokkal, melyek belseje nem iires.

6.1.7. Definicié. Egy S C E™ nem fdires belsével rendelkezd, kompakt, kon-
vex halmazt konvex testnek nevezink.

6.2. Tarski-féle plank probléma

A kovetkez6 problémat Tarski vetette fel még 1932-ben. Bizonyitsuk be,
hogy ha egy K konvex test benne van a K1, ..., K, konvex testek egyesité-
sében, akkor K minimalis szélessége nem haladja meg a K1, ..., K, konvex
testek minimalis szélességeinek Gsszegét! Vilagos, hogy elég az allitast olyan
parhuzamos hipersikok altal hatarolt Sy, ..., S, sdvokra igazolni, ahol az S;-t
hatarol6 hipersikok tavolsaga megegyezik K; minimalis szélességével minden
1 <7 < resetén.

A probléma megoldasahoz mindenekel6tt sziikségiink van egy 1j fogalom-
ra, illetve néhény egyszert Osszefiiggésre.

6.2.1. Definicié. Legyen K C E™ konvex test. Minden | egyenesre jeldlje
0(K) a K testl-lel parhuzamos hirjai hosszanak mazimumdt. Jelélje tovabbd
ezen §(K) értékek minimumdt A(K).

Nem nehéz belatni, hogy tetszéleges K konvex testre egyrészt minden
[ egyenesre létezik [-lel parhuzamos, ¢;(K) hosszu hirja K-nak, masrészt a
0/(K) értékeknek valoban van minimuma.

6.2.2. Allitas. Legyen K C E" konvex test. Ekkor K minimdlis szélessége
A(K).

Bizonyitas. Vilagos, hogy a K halmaz barmely [ irdnyu szélessége legalabb
akkora, mint 0;(K), igy a minimalis szélesség is legalabb A(K). Masrészt
vegyiik észre, hogy ha pg a K test egy [ iranyu, §;(K) hosszu hurja, akkor
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léteznek olyan parhuzamos tamaszhipersikjai K-nak, amelyek illeszkednek
a p, illetve ¢ pontokra. Valéban, a ﬁ eltolas a K halmazt egy a hatar-
pontjaitol eltekintve a K-tol diszjunkt K’ halmazba viszi, kiilonben K-nak
lenne (int K Nint K’ egy pontjan keresztiil) §;( K )-nal hosszabb, [ irdnyt htur-
ja. Most a K, illetve K’ halmazokat elvalaszté hipersik, amelynek létezését
a 2.2.5. Allitas biztositja, valamint annak qp vektorral valo eltoltja nyilvan
megfelel a kivainalmaknak. Ezek utan a A(K) minimumot szolgaltato [ irany
esetén alkalmazva a fentieket olyan parhuzamos tamaszhipersikokhoz jutunk,
amelyek tavolsaga legfeljebb A(K), igy a minimalis szélesség is legfeljebb
A(K). Ebbdl kovetkezik az allités. O

6.2.3. Allitas. Legyen K C E" konvex test, v pedig egy olyan nem nulla
vektor, amelynek d hosszdra d < A(K) teljesiil. Ekkor (—v+ K)N (v+ K)
eqy legalabb A(K) — d minimdlis szélességi konvex test.

Bizonyitas. A 6.2.2. Allitassal 6sszhangban K-nak létezik v-vel parhuza-
mos, [ > A(K) hosszisagi hurja. Ennek a hurnak egy [ —d hosszuségu szelete
nyilvan hozzatartozik a kérdéses metszethez. Véalasszuk e szelet kozéppontjat
origonak, és tekintsiik az (1 — ¢)K konvex testet. Ennek a testnek a mini-
mélis szélessége magatol értetédden (1 — ) A(K) > A(K) —d. Igy az allitas
igazolasahoz elég megmutatni, hogy (1 — é)K C (—v+K)N(v+ K). Elgszor
is vegyiik észre, hogy j:év € K, hiszen ié”v” = j:%l%d = :I:é. Igy minden
z € K pontra K konvexitdsabol adédoan a ¢(+Liv)+(1— %)z = +v+(1-9)z
pont is K-ban van. Kovetkezésképpen (1 — %)x € Fv + K, ami bizonyitando
volt. 0

6.2.4. Allitas. Legyen K C E" konvex test, és legyenek vy,...,v, olyan
nem nulla vektorok, amelyek %dl, e %dr hosszaira dy + -+ - + d, < A(K)
teljesil. Jeldlje tovabbd valamely € = (e1,...,&,) € {—1,+1}" szdm r-esre
gV az 101 + - - - + &,v, vektort. Ekkor

ﬂ (—ev+ K)

ee{—-1,+1}"
eqy legalabb A(K) — dy — -+ - — d, minimadlis szélesséqi konvex test.

Bizonyitas. Definialjuk a K, ..., K, konvex testeket a kovetkezSképpen:

Kl = (—Ul —|—K) N (Ul —|—K),
Ky = (—ve + K1) N (ve + Ky),

K, = (_Ur + Kr—l) N (UT + Kr—l)-
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Teljes indukcioval egyszertien belathato, hogy most
K= (] (-ev+K)
ee{-1,+1}7

igy a 6.2.3. Allitas ismételt alkalmazéasaval adodik, hogy a kérdéses halmaz
egy legalabb A(K) — dy — - - - — d, minimaélis szélességii konvex test. 0

6.2.5. Tétel (Bang, 1951). Tegyiik fel, hogy eqy K C E"™ konvez testet
teljesen lefednek a dy,...,d, > 0 szélességi Si,...,S, sdvok. Ekkor

di+---+d, > AK).

Bizonyitas. Azt fogjuk megmutatni, hogy ha d; + - -- + d, < A(K), akkor
létezik le nem fedett pontja K-nak. Tekintsiik az Sy,..., S, savok hatarhi-

persikjainak %dl, cee %dr hossztsagu vy, ..., v, normélvektorait. Valasszuk
a
ﬂ (—ev+ K)
ee{—-1,+1}~

konvex test egy tetszéleges belsé pontjat origonak (vo. 6.2.4. Allitas). Mivel
az v pontok mind K belsejében vannak, ezért 1étezik olyan A > 1 konstans,
hogy a Aev pontok is mind K belsejében vannak minden ¢ € {—1,+1}"
esetén. Most barmely 1 < ¢ < r esetén ha az S; sav kozépparhuzamos
hipersikjanak egyenlete (v;, x) +¢; = 0, akkor a hatarolé hipersikok egyenlete
nyilvan (v;, z)+c; = £||v;]|?, igy egy  pont akkor és csak akkor tartozik hozza
Si-hez, ha |[(v;, ) +¢;| < ||vi]|*. Ezek utan legyen &€ = (¢4, .. .,&,) azon € szam
r-esek valamelyike, amelyre a

T 2 T
E E;U; + 2 E Eg;C;
i=1 =1

kifejezés értéke maximalis. Legyen tovabba minden 1 < 7 < r esetén

A

é(]) — (51,...,—gj,...7§r>-

Ekkor minden 1 < j < r esetén

A 2 T 2 s
MY g =ADePu| +2> (@ —e)e =0,
i=1 i=1 i=1

ennélfogva

4/\(5]'1)]', Zgﬂ)z - éTjUj> + 453‘0]' = 42’;] <<Uj, )\Zgz’(}2> - éTj)\HUj“z + Cj) = 0,
i=1

=1
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igy

gj (<vj,AZ€wi> + Cj) — llol* = Alojll* = [lolI* = (A = Dlwy]* > 0.
i=1
Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az x = Aév pontot, amely, mint lattuk
K belsejében van, az Sp,5s, ..., .9, savok egyike sem tartalmazza. O

6.3. Allando szélességii halmazok

Altalaban egy halmaz kiilonb6z6 iranyt szélességei kiilonbozéek. Mi torténik
azonban, ha a szélességek mind azonosak?

6.3.1. Definici6. Legyen S C E™ nem fdires, kompakt, konvex halmaz. Azt
mondjuk, hogy S dllandd szélességd halmaz, ha S minimalis, illetve maximadlis
szélessége megegyezik.

A legegyszertibb példa allando6 szélességli halmazra nyilvan a gomb. Az
ettdl kiillonbozs allando szélességii halmazok koziil a legismertebb talan az
un. Reuleaux-haromszog. Ez egy w oldald szabalyos haromszoghdl szarmaz-
tathato az alabbi moédon. Minden cstcs koriil rajzoljuk meg a masik kettét
0sszekotd w sugara korivek kisebbikét. E harom iv altal hatarolt tartomany
vilagos, hogy egy w allandd szélességli halmaz. Nem nehéz belétni, hogy
ha a Reuleaux-haromszoget (az n-dimenzios térben) megforgatjuk az egyik
szimmetriatengelye koriil, akkor szintén egy (gémbtdl kiilonb6z6) allando szé-
lességii testhez jutunk.

6.3.2. Allitas. Legyen S C E™ egy w dllandd szélességt, kompakt, konvex
halmaz. Ekkor barmely x € E* \ S esetén diam ({z} U S) > w.

Bizonyitas. Legyen z € E" \ S, és tekintsiik az S halmaz z-hez legko-
zelebb esé y pontjat (konnyt ellendrizni, hogy ez a pont egyértelmii). Ek-
kor az Ty szakaszra meréleges, y-ra illeszkedd hipersik tamaszhipersikja S-
nek. Az ezzel parhuzamos mésik tdmaszhipersik messe S-et mondjuk z-
ben (v6. 6.1.5. Kovetkezmény). Vilagos, hogy z az zy egyenesen van, igy
|z — z|| > ||y — z|| = w, kdvetkezésképpen diam ({z} U S) > w. O

Az allitas megforditasa is igaz (1d. 6.3.4. Allitas), amibél az allando
szélességi halmazok egy érdekes karakterizacivjahoz jutunk.

6.3.3. Allitas. Legyen S C E" nem iires, kompakt halmaz, és tegyiik fel,
hogy barmely x € E™\ S esetén diam ({z}US) > diam S. Ekkor S megegyezik
a pontjai koré rajzolt diam S sugari zdrt gombok B(S) metszetével.
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Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy B(S) € S, azaz létezik y € B(S) \ S.
De ekkor diam ({y}US) = diam S, ellentmondés. A maésik irdnyu tartalmazas
magatol értetddik. O

6.3.4. Allitas. Legyen S C E™ nem tires, kompakt, konvex halmaz, és tegyiik
fel, hogy barmely x € E™\ S esetén diam ({z} U S) > diam S. Ekkor S egy
diam S dllando szélesséqi, kompakt, konvex halmaz.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan S halmaz, amelyik kielé-
giti a feltételeket, &m a 6 minimaélis szélessége kisebb, mint diam S. Legyenek
H, és Hy olyan parhuzamos tdmaszhipersikjai S-nek, amelyek tavolsaga ¢.
Ekkor 1éteznek olyan 1 € H; NS és x5 € Hy NS pontok, hogy T725 merd-
leges Hi-re és Ho-re (Id. 6.1.6. Allitas). Tovabba létezik olyan ¢ € S pont
is, amelyre || — z1|| = diam S, kiilonben egy z; kozéppontt, alkalmasan kis
sugarnu zart gombot hozzavehetnénk S-hez az atmérs novelése nélkiil. Most
felhasznalva, hogy S megegyezik a pontjai koré rajzolt diam S sugarta zart
gémbok metszetével (1d. 6.3.3. Allitas), S tartalmazza az x4 és a ¢ ponto-
kat Osszekotd, diam S sugari, félkornél nem nagyobb koriveket. Fzek utan
tekintsiik az x1, x9 és ¢ pontok altal meghatarozott sikot. Legyen az x,
kezdGponti, xi-en dtmend félegyenes xo-t61 diam S tavolsagra 1évé pontja
y. Ekkor az y kézéppontt, diam S sugart kor (amely érinti Hy-t) nem tar-
talmazhatja a ¢ pontot, hiszen |lg — y|| > |l¢ — z1]| = diam S. Igy az x»
és q pontokat 0sszekotd, diam S sugari koriv, amely az el6bbi kor xo koriili
elforgatasabol szarmazik sziikségképpen metszi Ho-t, ellentmondas. O

A kovetkezd tétel alapvetd fontossédgu a konvex halmazok elméletében.

6.3.5. Tétel. Ha S C E™ nem dires, kompakt halmaz, akkor létezik olyan
diam S dllando szélességi, kompakt, konvexr halmaz, amely tartalmazza S-et.

Bizonyitas. A 6.1.2. Allitassal 6sszhangban feltehetjiik, hogy S konvex. Ha
S nem allandé szélességti, akkor a 6.3.4. Allitas szerint létezik olyan z € E™\ .S
pont, amelyre diam ({x}US) = diam S. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

U(S) = {x € E" | diam ({z} U S) = diam S},

p(S) = IEE%)D({JC}’S)’

V(S) =A{z € U(S) | D({z},5) = p(5)}-
Ezek utan legyenek 2, € V(S) és S; = conv ({z;} US). Altalaban is, ha S;-t
mér definialtuk, akkor legyenek z;1; € V(S;) és S;y1 = conv ({z; 41} U S;).
Veégiil legyen T' = cl (U2, S;). Nyilvan T kompakt, konvex halmaz, tovabba
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atmérdje megegyezik az S atmérdjével. Allitjuk, hogy T allandé szélességti
is. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem teljesiil. Ekkor a 6.3.4. Allitassal 6ssz-
hangban létezik olyan y € E™ \ T' pont, amelyre diam ({y} UT) = diam T
Legyen d = D({y},T). Most barmely két z; és x; pontra, ahol i < j, telje-
stl, hogy ||z; — x;|| = p(S;-1), hiszen z; € S; C S;_;. Ugyanakkor S;_; C T
miatt egyrészt y € U(S;_1), masrészt || — y|| > 6 minden = € S;_; pontra,
igy p(Sj—1) = 6, kovetkezésképpen ||z; — x;|| > J is fennall minden i < j
esetén. De ez azt jelenti, hogy E" egy korlatos tartomanyaban végtelen sok
pont helyezkedik el ugy, hogy koziiliik barmely ketts tavolsaga legalabb ¢,
ellentmondas. 0

Tetszbleges konvex testnek definidlhatjuk a beirt és a koriilirt gombjét.
Ezek altalaban semmilyen nevezetes kapcsolatban nem allnak egymassal. Vi-
szont, mint latni fogjuk, allando szélességii testeknél mas a helyzet.

6.3.6. Definici6. Legyen S C E" konvex test. FEkkor egy olyan mazimd-
lis sugari gombot, amely S-ben elhelyezhetd az S beirt gombjének nevezziik.
Hasonloan, eqy olyan minimdlis sugari gombdét, amely tartalmazza S-et az S
korulirt gombjének mondjuk.

6.3.7. Allitas. Tetszdleges S C E™ konvex testnek létezik mind beirt, mind
pedig korilirt gombje.

Bizonyitas. Jelolje B az S konvex testben elhelyezheté gombok csalad-
jat, és legyen r = sup{r(B) | B € B}, ahol r(B) jeloli a B gémb sugarat.
Most tekintsiik B-beli gomboknek egy olyan (B;) sorozatat, amelynél a su-
garak (r(B;)) sorozata r-hez tart. Mivel S kompakt, ezért a (B;) sorozatbol
kivalaszthato olyan (B;,) részsorozat, amelyben a gémbok kozéppontjainak
sorozata konvergens. Innen kdvetkezik a beirt gomb létezése.

A Kkoriilirt gomb létezése, azzal az észrevétellel, hogy elég azokra az S-
et tartalmazé gombokre szoritkozni, amelyek kozéppontjai az S halmazban
helyezkednek el, és amelyek sugarai legfeljebb diam S hosszuak, teljesen ha-
sonloan igazolhato. 0

Vilagos, hogy egy konvex test koriilirt gombje mindig egyértelmd, ellen-
ben a beirt gémb nem feltétleniil az. Nem ez a helyzet az allando szélességi

halmazokkal.

6.3.8. Tétel. Ha S CE" egy \ dllando szélességii, kompakt, konvex halmaz,
akkor S beirt, illetve korilirt gombje koncentrikus, tovdbbd sugaruk dsszege
A
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Bizonyitas. Jelolje By az S egy beirt gombjét, és legyen ennek a gémbnek a
kozéppontja p. Vilagos, hogy p € conv (bd ByNbd S). Igy az 1.2.8. Carathé-
odory tétel szerint létezik legfeljebb n + 1 olyan zq,...,z, € bd By N'bd S
affin fiiggetlen pont, hogy p € conv {xy, ..., zx}.

Minden 1 < ¢ < k esetén a px; szakaszra mer6leges, x;-re illeszkedd
hipersik az egyetlen olyan x;-n atmend hipersik, amely nem metszi Bj-t,
igy By € S miatt ez a hipersik sziikségképpen az S tamaszhipersikja x;-
ben. Ezek utan minden 1 < ¢ < k esetén legyen y; az x;-bdl kiindulo,

p-n athalado félegyenes azon pontja, amelyre ||z; — y;|| = A. Nyilvan az
Y1, --.,Yr pontok egyenl§ tavolsdgra vannak p-t6l. Jeldlje most Beo azt a
gémbot, amelynek kézéppontja p, és az yq, ..., yr pontok a hataran vannak.

Allitjuk, hogy S C Be. Indirekt tegyiik fel, hogy ez nem igaz, azaz létezik
g € S\ Be. Messe a g kezd6pontd, p-n athalado félegyenes B; hatarat
mésodszor mondjuk t-ben. Mivel By C S, igy t € S. Ennélfogva diam .S >
lg —tll = lla = pll + llp = tll > lly: = pll + [[p — @l = X Am ez lehetetlen,
hiszen S allando szélességi, vagyis diam S = .

A 6.1.5. Kévetkezménnyel 6sszhangban yy, ..., yx € S, igy sziikségképpen
p € conv (S NbdB¢). Innen mar adodik, hogy Be az S koriilirt gdmbje.
Valéban, ha p’ egy tetszdleges p-t6l kiilonboz6 pont, akkor tekintsiik pp’
szakaszfelez6-merdleges hipersikjat. Ez a hipersik két nyit félteret hatéaroz
meg, melyek koziil a p’-t nem tartalmazoban biztosan benne van valamelyik
y; pont, ugyanis p € conv{y,...,yx}. De ekkor ||p — il < ||p" — wil|, ezért
p’ nem lehet a koriilirt gomb kozéppontja. O

6.4. Borsuk probléma

Melyik az a legkisebb b(n) pozitiv egész szam, hogy E" barmely egységnyi
atmeérsji halmaza felbonthatd b(n) egynél kisebb atmérsjd részre? Az egy-
ségnyi éli szabalyos szimplex mutatja, hogy b(n) > n + 1. Borsuk 1933-ban
vetette fel, hogy vajon b(n) = n + 1. Vilagos, hogy elég kompakt, konvex
halmazokra, s6t a 6.3.5. Tétel szerint alland6 szélességl, kompakt, konvex
halmazokra szoritkoznunk. Ennek ellenére Borsuk sejtését néhany specialis
eset kivételével senkinek sem sikeriilt igazolni. Aztan 1992-ben bombaként
robbant a hir, hogy a sejtés még véges halmazokra sem igaz. Ebben a feje-
zetben az ellenpéldat ismertetjiik. Ehhez sziikségiink lesz egy kombinatorikai
tételre.

6.4.1. Tétel. Legyen p pdratlan prim, és legyen m = 4p. Jeldlje V' azon

(1, ..., 0m) € {+1, =1}™ vektorok halmazdt, amelyekben vy = 1, és a pozitiv
koordindtak szama pdros. Végil legyen U C V' olyan, hogy U semelyik két
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vektora sem merdleges eqymdsra. Ekkor

p—

|U|<Z<7?).

1
=0

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy (u,v) = 0 mod 4 barmely két u,v € V
vektorra. Valoban, ha u' és v jeloli az u és v vektor pozitiv koordinatainak
szamat, tovabba t azon koordinatak szamét, melyekben u pozitiv v pedig
negativ, akkor azon koordinatdk szémanak kiilonbsége, melyekben w és v
megegyezik, illetve kiillonbozik pontosan

(um—t)+(m—vt —1t)) = (v = (ut —1t)) +t) =m+2u" — 20" — 4t

Mivel m = 4p valamint u™ és v* paros szam, az észrevétel adodik. Masrészt
V' vektorainak els6é koordinataja +1, igy (u,v) # —m = —4p. Ezekbdl
kovetkezik, hogy barmely két u,v € U vektorra (u,v) = 0 mod p akkor és
csak akkor ha u = v.

Most minden u € U vektorhoz rendeljiik hozza a p elemt GF(p) véges
test feletti m valtozos

polinomot, ahol = = (z1,...,2,,), és persze minden mod p értends. Ekkor
tetszbleges v € U vektorra f,(v) # 0 akkor és csak akkor ha v = v. Az f,(x)
polinomok foka legfeljebb p — 1, azaz f,(z) tagjai az’ - - - 2Fm alakuak, ahol
a € GF(p) és ky + -+ k,, < p— 1. Az 6sszes ilyen tagban cseréljiik ki a k;
kitev6t 1-re ha k; paratlan és O-ra ha k; paros minden 1 < i < m esetén. Igy
az fu(x) multilinearis polinomokhoz jutunk. Jegyezziik meg, hogy barmely
z € {+1, =1} vektorra f,(z) = fu(x).

Allitjuk, hogy az f,(x) polinomok linearisan fiiggetlenek GF(p) folott.

Val6ban, ha
uelU

akkor a v vektor behelyettesitésével azt kapjuk, hogy A, = 0 minden v € U
esetén. Ennélfogva |U| nem lehet nagyobb, mint f;ol (™), az m valtozos,

legfeljebb p — 1 fokt multilineéris polinomok terének dimenzidja. O

6.4.2. Tétel (Kahn-Kalai, 1993). Legyen n = (42p), ahol p pdratlan prim,

és jelolje b(n) azt a legkisebb pozitiv egész szdmot, hogy E™ barmely korldtos
halmaza felbonthatd b(n) kisebb dtmérdji részre. Ekkor b(n) > 1.203V™.
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Bizonyitas. Jeldlje V' ugyanazoknak az m-dimenziés vektoroknak a hal-
mazat, mint a 6.4.1. Tételben. Minden v = (vy,...,v,) € V vektorhoz
rendeljiik hozza a

p<v) = (Ulvlv V1V2, . .+, UnUm—1, Um'Um) S ]Em2

vektort, és tekintsiik a P = {p(v) | v € V} halmazt. Vegyiik észre, hogy
barmely két u,v € V vektorra (p(u),p(v)) = (u,v)* > 0. Mivel P minden
vektora ugyanolyan hosszi, és mivel nyilvanvaléan léteznek olyan u,v € V
vektorok, amelyekre (u,v) = 0, igy az el6bbiekbdl egyszeriien adodik, hogy

lp(u) —p(v)|| = diam P akkor és csak akkor, ha (u,v) = 0. Ebbdl a 6.4.1. T¢-
tel felhasznalaséaval kovetkezik, hogy P nem bonthatd fel kevesebb kisebb
atmérgjd részre, mint

7/ Z (1) =2/ Z (¥)

Nem nehéz ellenérizni, hogy Zf:_& (437) < 2(p4_pl). Valoban, mivel tetszéleges

1<k<l<mesetén ([")/(7) =k/(m—k+1) <1/(m—1+1), bevezetve
az o = (p—1)/(3p + 2) jelolést,

> (1)< ()
> (%)<
—\i p—1 — l—al\p—1

adodik, hiszen a = (p —1)/(3p+2) < 1/2. De 1/(1 —a) < 1/(1 —1/2) =
2, ahonnan az allitas kovetkezik. Igy P nem bonthato fel kevesebb kisebb
atmérdjd részre, mint

A

Teljes indukcioval egyszeriien belathato, hogy 24773/ (p4_p1) > 1.1397%. Ehhez
csak azt kell észrevenni, hogy

94p+1 / ()
v ) 12pBp+2)Bp+d) 27 oo

94p—3 / (p4_pl) (4p+1)(4p+2)(4p+3) ~ 16

Mivel a P ponthalmaz egy (422’ )—dimenziés altérben fekszik, ennélfogva n =

(42p ) esetén, ahol p paratlan prim,

b(n) > 1.1397% > 1.1397V?" > 1.203V". O
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Ez az eredmény az ismert primszamelméleti tétel felhasznalédsaval, mely
szerint minden € pozitiv szam és elég nagy pozitiv x esetén létezik primszam
(1 — e)x és = kozott, tetszbleges n-re kiterjeszthetd, feltéve persze, hogy n
elég nagy. Megjegyezziik, hogy n = 2278 a legkisebb olyan n egész, amely
kielégiti a 6.4.2. Tétel feltételeit, és amelyre 1.203V" > n + 1.

Feladatok

6.1. Feladat. Legyen K C E" konvex test. Vagjuk ketté K-t eqy hipersikkal.
Ezutan vdlasszuk ki az eqyik részt, és azt is vagjuk ketté. Most vdalasszunk
megint egyet az eddig elddllitott harom darabbol, és ezt is vagjuk ketté eqy
hipersikkal. Addig ismételjiik ezt az eljdardst amig m részre nem vagtuk K-t.
Mutassuk meg, hogy a részek beirt gombjer sugaranak d6sszege legaldbb akkora,
mint a K beirt gombjének sugara.

6.2. Feladat (Bezdek-Bezdek, 1995). Legyen K C E™ konvex test. Vig-
Juk szét a K testet m — 1 eqymds utdni hipersik vdgdssal m részre, ugyanigy
mint azt a 6.1. Feladatban tettik. Mutassuk meg, hogy a kapott darabokba
beirt gombok legnagyobbikdnak a sugara ekkor legaldbb r(K,m), ahol r(K, m)
az a p sugdr, melyre a K-ba irt, p sugari gombok egyesitéseként keletkezd
konvex test minimdlis szélessége éppen 2mp. [Utmutatés: Igazoljuk, hogy az
adott hipersikokra szimmetrikus, 2p szélességi savok lefedik K azon pont-
jait, melyeknek K hataratol mért tavolsidga legalabb p, majd alkalmazzuk a
6.2.5. Tételt.|

6.3. Feladat (Danzer-Laugwitz-Lenz, 1957). Legyen K C E" konvex
test. Mutassuk meg, hogy

(1) egy és csak eqy K koré irt, minimdlis térfogati ellipszoid létezik.
(2) egy és csak egy K-ba irt, mazximdlis térfogati ellipszoid létezik.

[Utmutatas: A létezés igazolasdhoz modositsuk a 6.3.7. Allitas bizonyitasat.
Az egyértelmiiség megmutatasa a két esetben kicsit eltérs. (1) Legyenek
E; és E5 minimalis térfogata koriilirt ellipszoidok. Nyilvan feltehets, hogy
E) hataranak egyenlete Y ' (z; — ¢;)* = 1, mig E» hatdranak egyenlete

Sor o a?/a? =1, ahol a; - - - a, = 1. Ezek utan tekintsiik a

n

Z %((l‘z - Ci)2 + x?/a?) =1

=1
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egyenlettel meghatarozott E ellipszoidot. Lassuk be, hogy ennek az £ O K
ellipszoidnak akkor és csak akkor nem kisebb a térfogata E; térfogatanal, ha
E, = E5. (2) Legyenek F; és Ey maximalis térfogatu beirt ellipszoidok. Itt
is feltehets, hogy FE; hataranak egyenlete

1 = cost} cos Vg - - - cos ¥y,_1,

Lo = cOS 1 coS Uy - - - cos W, _osint,_1,

Tp_1 = COS ¥ Sin v,

T, = sindy,

mig Fs hataranak egyenlete

X1 = aq cos ¥y cos Vg - - cos,_1 + c1,
Tg = Qo COS VY COSVy -+ - CcOsSY,_osintd,,_1 + co,
Tpo1 = Qp_1 €08 sindy + ¢,_1,

Ty = Q,sindy + c,,

ahol a;---a, =1 és a; > 0 minden 1 < i < n esetén. Ezek utén tekintsik
azt az F ellipszoidot, amely hataranak egyenlete

a1 +1 c

T = — cos )y cos vy - - - cos ¥y 1 + 51,
a 1 c

Ty = 2;_ cos  cos¥q « - - cos ,_a sin,,_1 + 52,
ap—1 + 1 . Cn—1

Typo1 = ——— cosV; sin v ,
1 5 1 2+ 5

an + 1 . Cn

Ty = apsinvy + —.

2

Lassuk be, hogy ennek az £ C K ellipszoidnak akkor és csak akkor nem
nagyobb a térfogata E; térfogatédnal, ha F; és Ey egymas eltoltjai. Mutas-
suk meg, hogy ha most E; # E,, akkor conv(F; U E,) C K tartalmaz E;
térfogatanal nagyobb térfogati ellipszoidot. |

6.4. Feladat* (John, 1948). Legyen K C E" konvez test, és legyen E a K -
ba irt, mazimdlis térfogati ellipszoid. Vilasszuk meg a koordindtarendszert
ugy, hogy E centruma egyezzen meg az origoval. Mutassuk meg, hogy ekkor
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(1) EC K C nE,
(2) EC K C+/nE, ha K centrdlszimmetrikus.

6.5. Feladat. Legyen K C E" eqy dllando szélesséqgii, konvex test. Mutassuk
meg, hogy ha K centrdlszimmetrikus, akkor K gomb.

6.6. Feladat* (Schramm, 1988). Legyen K C E" egy w dllandd szélességi
halmaz. Mutassuk meg, hogy ekkor K térfogata legaldbb akkora, mint eqy w

dtmérdji gomb térfogatdinak a (/3 +2/(n+ 1) — 1)"-szerese.

6.7. Feladat* (Steinhagen, 1922). Legyen K C E™ egy w minimdlis szé-
lességii konvex test, és jelolje a K beirt gombjének sugardat r. Bizonyitsuk be,
hogy ekkor

L h iratl
m w a n pdratlan,
vn 42 3
———w, han pdros.
2(n+1)
6.8. Feladat* (Gale, 1953). Mutassuk‘ meg, hogy E"™ bdrmely, eqységnyi
datmérdji K halmaza beirhato eqy /n(n + 1)/2 éli szabdlyos szimplexbe. [Ut-
mutatas: Tekintsiik az (n+1)-dimenzios eukhdesm tér eg, eq, ..., e, standard
bazisat, és legyen e = )" e;. Ekkor E" azonosithato e tér (z, e> = 0 egyen-
letdi L hipersikjaval. Minden 0 < i < n esetén legyenek «; = mingeg (x, €;),
B; = maxex (T, e;), és tekintsiik az (x,e;) > «; egyenletd H], valamint az
(x,e;) < B; egyenletd H! zart féltereket. Végiil legyenek S = NP H! N L és
S" =N o H!N L. Igazoljuk, hogy S’ és S” a K koré irt, n-dimenzios, szaba-
lyos szimplexek, tovabba egyikiik éle legfeljebb \/n(n + 1)/2. Pontosabban
S" éle —v/2{a,e) és S” éle v/2(b,e), ahol a = > aie; és b= " Bie;.]

6.9. Feladat. Legyen S egy n-dimenzids szimplex. Jelolje r és R az S beirt
és koriilirt gombjének sugardt. Mutassuk meg, hogy ekkor R > nr. [Utmuta-
tas: Bizonyitsuk be, hogy egy adott gombbe irt szimplexek koziil a szabalyos
szimplex térfogata a legnagyobb, tovabba egy adott gomb koré irt szimplexek
koziil a szabalyos szimplex térfogata a legkisebb.|

6.10. Feladat (Lassak, 1982). Mutassuk meg, hogy E" bdrmely, egység-
nyi dtmérdji K halmaza felbonthato 2"~ + 1 eqynél kisebb dtmérdji rész-
[Utmutatas: A 4.4.3. Tétellel 6sszhangban az adott K halmaz benne

van egy olyan r = \/n/(2n 4 2) sugara B goémbben, melynek rédadasul K
valamely p pontja a hatdran van. Maésrészt K nyilvan benne van egy p
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kozépponti, egységnyi sugart B’ gémbben is, igy K C BN B’'. Az altala-
nossag megszoritasa nélkiil feltehetjiikk, hogy B egyenlete > " a7 < r? és
p = (0,...,0,7). Mutassuk meg, hogy most B N B’ egy alkalmas z,, = 1/,
valamint az z; = 0,...,7,_1 = 0 egyenlet{i hipersikokkal 2"~ + 1 egynél

kisebb atmeérsji részre bonthato.]

6.11. Feladat (Hadwiger, 1945). Legyen K C E™ eqységnyi atmérdji kon-
vex test, és teqyiik fel, hogy K minden hatdrpontjaban egyetlen tamaszhipersik
fektethetd. Bizonyitsuk be, hogy ekkor K felbonthato n + 1 eqynél kisebb dt-
mérdji részre. [Utmutatas: Elszor azt mutassuk meg, hogy gémbre igaz
az allitas, majd az altalanos esetet vezessiik vissza erre a specidlis esetre a
kovetkezs leképezésen keresztiill. A K test egy p hatarpontjahoz rendeljiik
hozza a gomb azon ¢ hatarpontjat, melyre a géomb g-beli tdmaszhipersikja
parhuzamos a K test p-beli tdmaszhipersikjaval, és a testek a tamaszhiper-
sikok ugyanazon oldalan helyezkednek el (ez a ¢ pont feltevésiink szerint
egyértelmi). |
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7. fejezet

Konvex halmazok vetuletel és
metszetel

7.1. Konvex halmazok vetiletei

Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk, hogy milyen mértékben hatarozzak meg
bizonyos vetiileteik (arnyékaik) a konvex testeket. Vetités alatt mindig me-
r6leges vetitést fogunk érteni. Mindenekel6tt bevezetiink néhany jelolést.
Legyen K C E™ nem iires, kompakt, konvex halmaz, S C E" pedig egy
linearis altér. Ekkor a K halmaz S-re es6 merdleges vetiiletét jelolje K|S.

7.1.1. Definicio. Az n-dimenzids euklideszi tér k-dimenzids linedris altere-
inek halmazdt jelolje G(n, k) minden 1 < k < n esetén.

Legyen 1 < k < n, legyen K € K, és legyen S € G(n,k). Vegytk
észre, hogy ha ismerjiik a K|S vetiiletet, és T' C S egy j-dimenzios linearis
altér, ahol 1 < j < k, akkor nyilvan ismerjiik a K|T vetiiletet is, hiszen
K|T = (K|9)|T. Ennélfogva pozitiv eredmények igazolasanal elég az ala-
csony dimenzios vetiiletekkel foglalkozni (persze mas ut is lehetséges), mig
ellenpéldak konstrualdsénal a magasabb dimenzios vetiiletekre érdemes kon-
centralni. Példaként &lljon itt két egyszertd allitas.

7.1.2. Allitas. Legyen 1 < k < n—1, és legyen K € K,,. Ekkor K-t egy-
értelmien meghatdrozza az dsszes K|S wvetiilete, ahol S € G(n, k). Valdjiban
K-t mar egy adott, az origon dtmend egyenesre illeszkedd 2-dimenzios sikokra
esd merdleges vetiileter is meghatdrozzak.

Bizonyitas. Az allitas els6 részét nyilvan elég k = 1 esetén igazolni. Legyen
u € S" 1. Ha ismerjiik a K|l, vetiiletet, ahol [, az origon atmend, u irany-
vektoru egyenest jeloli, akkor persze ismerjitk a K tamaszfiiggvényének h(u)
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és h(—u) értékeit. Es mivel K-t a tAmaszfiiggvénye egyértelmtien meghata-
rozza, ezért K-t az origon dtmend egyenesekre esd vetiiletei is egyértelmtien
meghatarozzak. Ebbdl egyébként egyszertien kovetkezik az allitds masodik
része is. 0

7.1.3. Allitas. Legyen 1 < k < n — 1, és legyen 8 C G(n, k) véges halmaz.
Ekkor létezik olyan P C E"™ konvex politop, amelyet nem hatdroznak meg az
S-beli k-dimenzios linedris alterekre esd vetiiletes.

Bizonyitas. Ezt az allitast viszont elég k = n — 1 esetén igazolni. Legyen P
olyan konvex politép, amelynek egyik (n — 1)-dimenzios lapja sem merdleges
8 linearis altereire. Legyen tovdbba Q = N{(P|S) x St | S € §}. Ekkor Q
poliédrikus halmaz, P C @) és P|S = Q|S minden S € § esetén. Megmutat-
juk, hogy P # . Valoban, ha z a P valamely (n — 1)-dimenzios lapjanak
relativ belsé pontja, akkor a P-re tett feltevés miatt z € int((P[S) x S*)
minden S € § esetén, vagyis x € int ). Ezek utan tekintsiik @ \ P valamely
y pontjat, és legyen P’ = conv(P U {y}). Vilagos, hogy most P’ egy olyan,
P-t6] kiilonb6z6 konvex politop, melyre P'|S = P|S minden S € § esetén.
O

A kovetkezdkben azt vizsgéaljuk, hogy ha egy kompakt, konvex halmaz
adott dimenzios vetiiletei rendelkeznek valamilyen tulajdonsaggal, akkor ez
a tulajdonsig fennall-e magara a halmazra. Idézziik fel, hogy homotécianak
a pozitiv aranyu centralis hasonlosdgokat és az eltolasokat nevezziik.

7.1.4. Tétel. Legyen 2 < k <n—1, és legyenek K, Ko C E™ konvex testek.
Ha K|S homotetikus képe (eltoltja) Ks|S-nek minden S € G(n, k) esetén,
akkor Ky is homotetikus képe (eltoltja) Ko-nek.

Bizonyitas. Mivel az a tulajdonsag, hogy két halmaz homotetikus képe,
illetve eltoltja egymasnak vetitésinvarians, ezért elég az allitast &k = 2 esetén
igazolni.

Legyen az a,b, szakasz a K; halmaz egy atmérGje. Az altalanossag meg-
szoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a; = (0,0,...,0) és by = (1,0,...,0). Ek-
kor az x; = 0 és x; = 1 egyenletd Hy és H; hipersikok tamaszhipersikjai
Ki-nek, és csak az a; és by pontokban érintik Ki-et. Toljuk el a K5 halmazt
uagy, hogy a Hy hipersik az origbban érintse Ks-t, és mindkét konvex test a
Hj ugyanazon oldalan helyezkedjen el (ez az eltolas nem befolyésolja téte-
linket). A K test Hy-val parhuzamos masik tdmaszhipersikjanak egyenlete
legyen x; = r. Nyilvanval6 médon r > 0.

Ezek utan tekintsiink egy az x; tengelyre illeszkedd 2-dimenzids S si-
kot. Ekkor a K|S és K|S vetiileteket a t = S N Hy egyenes az origbban
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érinti, Ki-nél ez az egyetlen érintési pont, és mivel K|S és K5|S homote-
tikusak, ugyanez fennall Ks-re is. Ezért a homotécia vagy identitas, vagy
egy origd centrumu, egytdl kiillonbo6z6 aranyt centralis nagyitas. Tovabbé
vegyiik észre, hogy a t-vel parhuzamos masik tamaszegyenesek a by, illetve
a by = (r,0,...,0) pontokban érintik Kj|S-et és Ks|S-et. Ebbdl kovetke-
zik, hogy a homotécia aranya r, és igy K»|S = r(K;|S). Mivel ez minden
olyan 2-dimenzi6s S linearis altérre igaz, amely tartalmazza az x; tengelyt,
alkalmazva a 7.1.2. Allitas masodik részét, Ky = rK; adodik.

Abban az esetben mikor a vetiiletek egymés eltoltjai, a mar bizonyitott
rész alapjan K; és Ky homotetikusak, &m ez nyilvan csak tgy lehetséges, ha
K, és Ky egymés eltoltjai. 0

A fenti tétel felhasznalasaval egyszertien bizonyithatjuk, hogy ha egy kom-
pakt, konvex halmaz vetiiletei centralszimmetrikusak, akkor maga a halmaz
is centralszimmetrikus.

7.1.5. Allitas. Egy K € K, halmaz akkor és csak akkor centrdlszimmetri-
kus, ha —K és K egymds eltoltjas.

Bizonyitas. ElGszor tegyiik fel, hogy K centralszimmetrikus, legyen a cent-
ruma c. Ekkor z € —K vagyis —z € K ekvivalens azzal, hogy —x+2(c+z) €
K. Ez utobbi viszont pontosan akkor all fenn ha x € —2¢ + K. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy —K és K egymas eltoltjai.

Megforditva, tegyiik fel, hogy —K = —2c¢ + K valamely ¢ € E" esetén.
Most © € K vagyis —x € —K akkor és csak akkor, ha —z + 2¢ € K,
vagyis x + 2(c — x) € K. Igy ebben az esetben K centralszimmetrikus a c
centrummal. O

7.1.6. Tétel. Legyen 2 < k < n —1, és legyen K C E™ konvex test. Ha
K|S centrdlszimmetrikus minden S € G(n, k) esetén, akkor K maga is cent-
rdlszimmetrikus.

Bizonyitas. Legyen K; = K, és legyen Ky = —K. Ekkor minden S €
S(n, k) esetén Ky|S = —K;|S. A 7.1.5. Allitas szerint K|S és K,|S egymés
eltoltjai, hiszen K|S centralszimmetrikus. Am ekkor K; és K, is egymas
eltoltjai a 7.1.4. Tétel miatt. Most alkalmazva ismét a 7.1.5. Allitast kapjuk,
hogy K7 = K centralszimmetrikus. 0

7.1.7. Tétel. Legyen 2 < k < n—1, éslegyen K C E" konvex test. Ha K|S
gomb minden S € G(n, k) esetén, akkor K maga is gomb.
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Bizonyitas. Legyen K| = K, és legyen Ky = B egy n-dimenziés gémb.
A 7.1.4. Tétel szerint K és B homotetikusak, kovetkezésképpen K is egy
n-dimenziés gémb. O

Természetesen vetddik fel a kérdés, hogy ha egy konvex test vetiilete-
it csak koriilbeliil ismerjiik, akkor mit mondhatunk magérol a testrél. Az
egyik nehézség ilyen tipusi eredmények megfogalmazésanél a testek kozot-
ti tavolsag definidlasa. Ez altalaban az adott szituaciotol fligg. Kezdjik
egy egyszerl példaval, ahol a tavolsag egyszertien a Hausdorff metrika (Id.
5.1.4. Definicio).

7.1.8. Allitas. Legyen 1 < k < n — 1, legyenek Ky, Ky C E" konvez testek,
és legyen ¢ € RT. Ha d(K;|S, K3|S) < € minden S € G(n, k) esetén, akkor
d(Kl, KQ) < £.

Bizonyitas. ElGszor is jegyezziik meg, hogy ha E;, Fy olyan kompakt, kon-
vex halmazok, melyekre d(E1, Ey) < ¢, akkor d(F1|S, E»|S) < € is fennall
barmely S linearis altérre, hiszen a vetités nem noveli a Hausdorff tavolsa-
got. Ezért elég az allitast k = 1 esetén igazolni. Indirekt tegyiik fel, hogy
d(K;]S, K5|S) < € minden S € G(n, 1) esetén, am d(K7, K3) > . Ekkor az
indexek alkalmas megvélasztasa mellett létezik olyan xy € K; pont, amely-
nek a Ky hozzéa legkozelebb esé xo pontjatol mért tavolsaga nagyobb, mint
e. Tekintsiik az x1xy egyenessel parhuzamos, az origobn atmend ¢ egyenest.
Most d(K|t, Ks|t) > e, ami ellentmondas. O

Kovetkez6 célunk a 7.1.4. Tétel stabilitas valtozatanak bizonyitasa. El6-
szor az eltolas esetet tekintjiik. Itt érdemes egy 1j tavolsagot bevezetni.

7.1.9. Definicié. Legyenek Ky, Ky € K,,. Ekkor a
dt(Kl, KQ) = 1nf{d(K1, K2 + l’) ’ x € En}

valds szdmot a K1 és Ko halmazok transzldcios Hausdorff tdvolsdganak ne-
vezzik.

Egyszerd szamolassal adodik, hogy tetszdleges K; és Ky nem iires, kom-
pakt, konvex halmazokra a d;(K, K,) transzlacios Hausdorff tavolsag defi-

“ e,

nici6jaban infimum helyett minimumot is irhattunk volna.

7.1.10. Allitas. A d, figguényre igaz a hdromszigegyenldtlenséy.
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Bizonyitas. Legyenek K, Ky, K3 € X,,. Ekkor léteznek olyan x,,z3 € E"
vektorok, hogy di(K1, K3) = d(K1, Ky + x2) és di(Ks, K3) = d(K3, K3 + x3).
Figyelembe véve, hogy a Hausdorff tavolsag metrika kapjuk, hogy

di(Kq, K3) <

Megjegyezziik, hogy d; nem igazi metrika K,,-en.

7.1.11. Tétel (Groemer, 1987). Legyen n > 3, legyenek K;, Ko C E"
konvex testek, és legyen € € RT. Ha most di(K;|S, K3|S) < € tetszdleges
S € G(n,n — 1) esetén, akkor di(K1, K3) < (1+ 2v/2)e.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy Sy € G(n,n — 1) hipersikot, majd a K, hal-
mazt toljuk el elészor Sp-lal, utdna pedig Si-vel parhuzamosan tgy, hogy
d(K1|So, Ka|So) < € és d(K1|S5, K»|S) < ¢ is teljesiiljon. Legyenek H és
Hj olyan parhuzamos tamaszhipersikjai K-nek és Ks-nek, melyek téavolsaga
d(K1, K5), és amelyeknek mindkét test ugyanazon az oldalan helyezkedik el
(vé. 5.3.7. Allitas). Legyen tovabba S € G(n,n — 1) olyan hipersik, amely
tartalmazza Sy -t és mersleges Hi-re. Ekkor d(Ky, Ky) = d(K|S, K»|S). Fel-
tevésiink szerint létezik olyan = € S vektor, hogy d(K|S, (K2|S) + z) < e.
Tekintsiik az x pont y és z vetiileteit a T = SyNS és Sy linedris altereken.

Ekkor

[yl = d(K>|T, (K2|T) +y)
< d(Ka|T, Ky|T) + d(KA|T, (Ka|T) + y)
g d(K2|So, K1’SO) + d(K1|S, (K2|S) -+ LC)
<e+te=2¢
Hasonloéan,
|2[| = d(Ks| Sy, (Ka2lSy) + 2)
< d(Ks|Sy, K]Sy ) + d(K:|Sy, (K2| S ) + )
< d(Kz’Sd‘, KJSOL) + d(K4|S, (K5|S) + x)
<e+te=2e.
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Kovetkezésképpen ||z|| < 21/2¢, ahonnan

di( K1, K3) < d(Ky, K3)

= d(K\[S, K2[S)

< d(K1|S, (K2|S) + ) + d((K,|S) + 2, K| S)
<

e+ 2v/2e. O

Vegyiik észre, a 7.1.11. Tételben nem sziikséges minden S € G(n,n — 1)
hipersikra es6 vetiiletre fennallni, hogy d;(K;|S, K2|S) < ¢, hanem ezt elég
egyetlen Sy € G(n,n — 1) hipersikra, valamint az erre meréleges hipersikokra
es6 vetiiletekrdl feltenni.

Ezek utan attériink a homotetikus eset targyalasara. Itt egy nem-szim-
metrikus tavolsaggal célszert dolgozni.

7.1.12. Definicié. Legyenek Ki, Ky € K,,. Ekkor a
dn(Ky, Ky) = inf{d;(K;,aK>) | a € R"}

valos szamot a K1 és Ko halmazok homotetikus Hausdorff tdvolsagdnak ne-
vezziik.

Nem nehéz megmutatni, hogy tetszéleges K; és Ky nem iires, kompakt,
konvex halmazokra a dj, (K7, K3) homotetikus Hausdorff tavolsag definicioja-
ban infimum helyett minimumot is irhattunk volna.

7.1.13. Tétel (Groemer, 1987). Legyen n > 3, legyenek K, K; C E"
konvex testek, és legyen ¢ € RY. Ha most dy(K1|S, Ks|S) < € tetszdleges
S € G(n,n — 1) esetén, akkor

dp (K1, Ko) < (14 2R(K) /r(K5)) (1 + 2v/2)e,
ahol r(K3) és R(Ky) a Ky halmaz beirt és kérilirt gombjének sugara.

Bizonyitas. Rogzitsiink egy Sy € G(n,n — 1) hipersikot. A K5 halmazra
alkalmazzunk egy olyan homotéciat, hogy d(K7|Sy, K3|So) < ¢ teljesiiljon.
Nyilvan minden S € S(n n — 1) hipersikra létezik olyan a > 0, melyre
di(K1|S, (aK>)|S) < e. Igy ha S € G(n,n—1) egy Sp-ra merdleges hipersik és
T =8NSy, akkor d(K;|T, Ks|T) < € és di(Ki|T, (akK3)|T) < e. Alkalmazva
a 7.1.10. Allitast,

dt<K2|T, (CLKQ)‘T) (KQ‘T K1|T) + dt(Kl‘T (CLKQ)lT) E+e= 2¢.
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Ebbél az 5.3.7. Allitast figyelembe véve kovetkezik, hogy Ks|T és (aKo)|T
egy alkalmas eltoltjanak tamaszfiiggvényei barmely u € S ! vektorra leg-
feljebb 2e-nal térhetnek el egymastol. Am egy nem iires, kompakt, konvex
halmaz tamaszfiiggvényének az u és —u vektorokon felvett értékeinek osszege
éppen a halmaz v iranyt szélessége, ennélfogva K,|T és (aK>3)|T egy alkalmas
eltoltjanak szélességei barmely u € S"~! iranyban legfeljebb 4e-nal térhetnek
el egymastol. Mivel Ks|T és (aKs)|T homotetikusak, ezért maximalis szé-
lességeik ugyanabban az iranyokban vétetnek fel, igy a 6.1.4. Allitas szerint
| diam((aK>)|T) — diam(K,|T")| < 4e, ahonnan
4e 2e

1< = < .
o =11 < G S )

Legyen x € S olyan vektor, hogy az L = (K3|S) + = halmaz koériilirt gomb-
jének kozéppontja az orig6. Most az 5.3.7. Allitast felhasznalva

dy(K|S, (ak)|S) < d(L,aL)

= max |hgr(u) — hp(u)l
ueSn—1

VAN

~1 h
o — 1] max hy(u)

< la — 1| R(K>)
< 2€R(K2)/T(K2>,

ahol hy az L halmaz tamaszfiiggvénye. Igy

dt(KﬂS, KQ‘S) dt(K1|S, (G/KQ)‘S) + dt<(aK2>’S, KQ’S)

<
< e+ 2eR(Ky)/r(Ks).

Ez fennall minden Sy-ra meréleges S € G(n,n — 1) hipersikra, és feltevésiink
szerint d(K7|Sp, K2|Sy) < ¢ is igaz. Ennélfogva a 7.1.11. Tételt (az utana
tett megjegyzéssel) alkalmazva az allitas adodik. 0

7.1.14. Kovetkezmény. Legyen n > 3, legyen K C E" konvex test, és
legyen e € RT. Had(K|S, Bs) < € minden S € §(n,n—1) esetén, valamilyen
Bg C S gombre, akkor létezik olyan n-dimenzios B gomb, amelyre d(K, B) <

3(1+ 2v2)e.

Térjiink vissza egy kicsit a 7.1.4. Tételhez. Bizonyara felttint, hogy kizér-
tuk a £ = 1 esetet. Valoban, ekkor a tétel allitdsa hamis, ugyanis tetszéleges
K C E” konvex testre K és — K vetiiletei barmely egyenesen egyforma hosszi
szakaszok, am a 7.1.5. Allitas szerint K és —K akkor és csak akkor egymés
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eltoltjai, ha K centralszimmetrikus. Igy barmely nem centralszimmetrikus,
kompakt, konvex halmaz (vagy akar konvex politop) ellenpélda.

A K halmaznak egy u € S"! irdnyvektorti egyenesre esé meréleges
vetiiletének a hossza nem maés, mint a halmaz u iranyt wg(u) szélessé-
ge. Am a szélesség egyszeriien kifejezhets a tamaszfiiggvény segitségével,
wg (u) = hg(u) + hgx(—u) minden u € S*~! esetén. Ezért az 5.3.5. Allitas
szerint ha 0 < ¢t < 1, akkor hygy—s—k) = thx + (1 — t)h_g, és mivel
W_g = Wk, 1gy

Wik +(1-t)(-K) = Wk + (1—tw_g = wk.

Ebbdl kévetkezik, hogy minden olyan K € X,, halmazra, amely nem central-
szimmetrikus, kontinuum sok olyan kompakt, konvex halmaz létezik, melyek
paronként nem egymas eltoltjai, és amelyek 1-dimenzids vetiileteinek hosszai
megegyeznek a K megfelel§ 1-dimenzids vetiileteinek hosszaival. Valéban,
indirekt tegyiik fel, hogy valamely 0 < s < ¢t < 1 valés szamokhoz létezik
olyan x € E™ vektor, amelyre sK + (1 — s)(—K) = tK + (1 — t)(—K) + =.
Most az 5.3.4. és 5.3.5. Allitasokat tobbszor alkalmazva

sK+(1—-t)(-K)4+(t—s)(—-K)=sK+(1—-t)(—K)+ (t — s)K + x,

és igy (t —s)(—K) = (t — s) K +x adodik. Am ez a 7.1.5. Allitas szerint csak
akkor lehetséges, ha K centralszimmetrikus, ellentmondas.

7.2. Konvex halmazok metszetei

Most azt fogjuk vizsgalni, hogy mit mondhatunk egy kompakt, konvex hal-
mazrol, ha vetiiletei helyett bizonyos linearis alterekkel vett metszeteit ismer-
jik. Bar els6 latasra a két probléma tavol esik egymastol, a 3.4. fejezetben
bevezetett polaritas miatt a kapcsolat mégis szoros. Nem nehéz belatni, hogy
tetszbleges K C E™ az origdot belsé pontként tartalmazo, kompakt, konvex
halmazra és S linearis altérre K* NS = (K|S)*. Valoban, az 5.3.6. Tétel
szerint (az ottani jeloléseket megtartva) minden u € S N S"™! esetén

grns(u) = gre (u) = hic(u) = his(u) = gex|s)- (u).

Azonban, meglepd moédon, nagyon kevés esetben tudunk visszavezetni egy
metszetekrsl szolod tételt egy mar ismert, vetiiletekrsl szolo tételre.

Mivel egy konvex testet az Osszes linearis altérrel vett metszetei nyilvan
egyértelmtien meghataroznak, igy rogton a 7.1.4. Tétel megfelel§jének bizo-
nyitasaval kezdiink. Azonban mindjart az elején jegyezziik meg, hogy ha a
K, és K, konvex testek egymas eltoltjai, akkor ez nem feltétleniil all fenn
egy adott S linearis altérrel vett K; NS és Ky NS metszeteikre is.
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7.2.1. Tétel (Burton, 1976). Legyen 2 < k < n—1, és legyenek Ky, Ky C
E™ konvez testek. Ha Ky NS homotetikus képe (eltoltja) Ko N S-nek minden
S € G(n, k) esetén, akkor Ky is homotetikus képe (eltoltja) Ko-nek.

Bizonyitas. A tétel el6tt tett megjegyzés ellenére elég az allitast k = 2
esetén igazolni. Valoban, tegyiik fel, hogy 2-dimenzioés metszetekre mar iga-
zoltuk az allitast, és tudjuk, hogy valamely k£ > 2 egész szdmra K; NS homo-
tetikus képe (eltoltja) Ko N S-nek minden S € G(n, k) esetén. Legyen T egy
(n — k + 2)-dimenzios linearis altér, () pedig annak egy 2-dimenzios linearis
altere. Legyen tovabba U az a k-dimenzios linearis altér, amely tartalmaz-
za TH-t és Q-t is. Feltevésiink szerint K, N U homotetikus képe (eltoltja)
Ky N U-nak, és igy ezeknek a halmazoknak a T-re es6 meréleges vetiiletei is
rendelkeznek ugyanezzel a tulajdonsaggal, vagyis (K3 N U)|T = (K;|T)NQ
homotetikus képe (eltoltja) (KoNU)|T = (K2|T)NEQ-nak minden Q € §(n, 2),
Q C T altérre. Most alkalmazva tételiinket a (megelSlegezett) k = 2 esetre
kapjuk, hogy K;|T homotetikus képe (eltoltja) K5|T-nek. Am ez minden
T € G(n,n — k + 2) linearis altérre fennall, igy a 7.1.4. Tételbsl kovetkezik,
hogy K is homotetikus képe (eltoltja) Ky-nek.

(a) Elsszor tegyiik fel, hogy K; és K is a belsejében tartalmazza az ori-
got. Helyettesitsiik Ko-t rqKo-vel, ahol ry az a legnagyobb pozitiv szédm,
melyre ro Ky C K;. Most Ki-nek és Ksy-nek létezik legalabb egy kozos H
tamaszhipersikja. Legyenek Hy = K1 N H és Hy = Ko N H. Ekkor Hy, C H,
nyilvan. Ha H valamely [ egyenese Hs-t egyetlen pontban, Hi-et viszont sza-
kaszban metszené, akkor az origdn atmend és [-re illeszkedd 2-dimenzios sik
nem metszhetné Ki-et és K>-t homotetikus halmazokban. Ebbdl kévetkezik,
hogy vagy H, = H,, vagy pedig H; és Hy egy egyenesen fekvs szakaszok.
Valoban, ha dim Hy < 1, akkor ez magéatol értetddik. Ezutan indirekt tegytik
fel, hogy dim Hy > 2, és Hy # H,. Ekkor nyilvan létezik olyan 2-dimenzios
H C H sik, hogy dim(H, N H) = 2 és H N H # Hy N H. Vegyiik észre,
hogy H, N H relativ hataran legfeljebb megszamlalhato sok szakasz van, hi-
szen minden i pozitiv egész szamra a legalabb 1/i hosszi szakaszok szdma
véges, és megszamlalhato sok véges halmaz unidja legfeljebb megszamléalha-
t6 halmaz. Ezért sziikségképpen létezik olyan ¢t C H egyenes, amely dtmegy
(relint(H, N H)) \ (HyN H) valamely pontjan, nem parhuzamos a Hy N H re-
lativ hatéran 1év6 szakaszok egyikével sem, és diszjunkt a Hy N H halmaztol.
Vilagos, hogy egy ilyen t egyenes eltolhat6 gy, hogy (H, N H) Nt szakasz,
am (Hy N H) Nt egyetlen pont legyen, ellentmondas.

Mindkét fenti esetben talalhato olyan, a Hy és a Hy halmaz H-ra vonatko-
z6 relativ hatarahoz is hozzatartozo a pont, hogy esetleg egyetlen [y egyenes
kivételével, a H hipersik barmely a-ra illeszkedd [ egyenese vagy az a pont-
ban, vagy pedig a végponti, ugyanazon az a-boél kiindul6 félegyenesen fekvs
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szakaszokban metszi mind a Hy, mind pedig a H, halmazokat. H; = H,
esetén példaul legyen a a Hy egy extremalis pontja, mig a mésik esetben a
H, szakasz tetszéleges pontja.

Messe az a pontot az origoval 0sszekots [, egyenes Ki-et és K-t masod-
szor a by és by pontokban. Ekkor by —a = r(b; —a) valamely r pozitiv szamra.
Most tekintsiink egy, az [1-et tartalmazo, a H-t egy lp-tol kiilonb6z6 [ egye-
nesben metsz6, 2-dimenzios S sikot. Az [ egyenes tamaszegyenese a KNS és
KyN S halmazoknak, és ezek a halmazok [ ugyanazon oldalan vannak S-ben.
Tovabba [ vagy az a pontban vagy pedig egy a-bol kiindulé félegyenesen fekvs
szakaszokban metszi a Hy és Hy halmazokat. Ebbdl kévetkezik, hogy a K1NS
és K5 NS halmazok kozotti homotécia vagy identitas, vagy egy a centrumd,
r # 1 ardnyu centralis nagyitas, vagyis (Ko N.S) —a=r((K;NS) —a). Ez
az Osszefiigges, legfeljebb egy kivétellel, minden S € G(n,2) és l; C S esetén
fennall. Azonban egyetlen kivétel nem lehet, hiszen tetszéleges K’ C E™ kon-
vex testre és tetszoleges, legfeljebb (n — 1)-dimenziés H' affin altérre nyilvan
K'=cl((int K")\ H"), igy Ky —a = r(K; —a), azaz K; és K, homotetikusak.

(b) Attériink annak az esetnek az igazolasara, amikor K, és K, egyike
sem tartalmazza az origot. Tetsz6leges K halmazra jelolje R(K) az origo-
bol induld, a K halmazt metszé félegyenesek uniovjat. Allitjuk, hogy vagy
R(K7) = R(K3), vagy pedig R(K;) = —R(K3). Legyen t egy, az origora
illeszkeds, K;-t6l diszjunkt egyenes. Most o ¢ Ki|tt, igy a 2.2.10. Allitas
szerint tt-ben létezik olyan ((n — 2)-dimenzi6s) hipersik, amely szigortian
elvalasztja a K;|tt halmazt az origotol. De ekkor tt-ben sziikségképpen
létezik olyan, az origora illeszkeds t' egyenes is, amely szintén diszjunkt a
Ki|t+ halmaztol, és gy (t + )N K; = (. Ebbdl kovetkezik, hogy egy,
az origora illeszkedd t egyenes pontosan akkor diszjunkt K-t6l, ha létezik
olyan S € G(n,2), t C S sik, amely szintén diszjunkt K;-t6l. Am egy 2-
dimenzios linearis altér pontosan akkor nem metszi K;-et, ha nem metszi
Ko-t sem, ezért a Ki-et, illetve Ks-t metszs, az origbn atmend egyenesek
halmazai megegyeznek, vagyis —R(K;)UR(K;) = —R(K3) UR(K,). Viszont
a 2.2.10. Allitassal osszhangban létezik olyan, az origora illeszkedd hipersik,
amely diszjunkt K;-t6l. Ez a hipersik szigoruan elvéalasztja az R(K;) \ {o} és
a —R(K1)\ {o} halmazokat, ennélfogva K7 a —R(K;) UR(K}) kettds kapnak
csak az egyik felét metszheti. Ugyanez elmondhato a K5 halmazra is, amibél
az allitds adodik.

Elgszor tegyiik fel, hogy R(K;) = R(K3). Legyen [ egy, az origobdl indulo
félegyenes R(K1) hataran, H pedig R(K;)-nek egy l-re illeszkedd tamaszhi-
persikja (vo. 2.2.4. Kovetkezmény). Legyenek tovabba a; és ay az [ N K,
és [ N K5 halmazoknak az origotol legtavolabb es6 pontjai. Ekkor ay = ray
valamely r pozitiv szamra. Tekintsiink egy tetszéleges olyan S € G(n,2),
[ C S, S ¢ H alteret, amelyre int R(K;) NS # 0, és amely ezért R(K7)-et
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2-dimenziés halmazban metszi. Ezt a metszethalmazt az [ és egy [’ félegyenes
hatarolja. Az (rK;) NS és KoM S halmazok feltevésiink szerint homotetiku-
sak. Viladgos, hogy az ay = ra; pont ennek a homotécidnak sziikségképpen
fixpontja, az I’-t tartalmazo egyenes pedig fixegyenese. Mivel ay & I, igy a
homotécia csak identitas lehet, vagyis (rK;) NS = Ky N S. Ebbdl kovetke-
zik, hogy x € int(rK;) C int R(K;) esetén = € Ko, azaz int(rk;) C Ko, és
hasonléan, int Ky C r K. Ennélfogva rK; = K.
Ezek utéan tegytik fel, hogy R(K;) = —R(K>). Legyenek

a; =sup{a € R | K, N (—akK,) # 0},
Qg = inf{a S R+ | KQ N (—CEKl) 7é @}

A 2.2.5. Allitas alapjan i = 1 és i = 2 esetén létezik olyan by, € KyN(—a;K))
pont és a b;y pontra illeszkedd olyan H;o hipersik, amely elvalasztja Ko-t és
—o; Ki-et egymastol. Legyenek ¢ = 1 és ¢ = 2 esetén b;; = —aiibig és Hy =
—iHZQ. Ekkor ¢ = 1 és ¢ = 2 esetén H;; és H;y a K és K5 halmazoknak
pérzhuzamos tamaszhipersikjai ugyanarrol az oldalrél a b;; és b;s pontokban.

Vegyiik észre, hogy a Hyy, Hoy, Hyo, Hos hipersikok nem mennek at az origon,
tovabbé H11 7& Hgl és ng 7é H22 (1d 7.2.1. ébra).

ba1

7.2.1. 4bra.

Tekintsiink ¢ = 1 és ¢ = 2 esetén egy, a b;; ponton atmens | C H;
egyenest, és legyen S az origdt és az | egyenest tartalmazo 2-dimenzios sik.
Legyen tovabba I' = —aul. Mivel [ és I’ a homotetikus K1 NS és Ko N S
halmazok parhuzamos tamaszegyenesei ugyanarrol az oldalrol, ezért ezek az
egyenesek vagy szakaszokban vagy egy-egy pontban metszik K7 N S-et és
Ky N S-et. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ = 1 és i = 2 esetén K1 N H; és KoM Hys
ugyanolyan dimenzios, parhuzamos affin altereket feszitenek ki. Most két
eset lehetséges.
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(1) Tegyiik fel, hogy dim (KN Hip) < n—1 vagy dim(Ky N Hy) <n—1,
mondjuk dim(K; N Hyy) < n — 1. Legyen H egy, az origora illeszkedd,
a K1 N Hyp és Ky N Hyp halmazokat tartalmazo hipersik, [ pedig a by; és
b1 pontokat Osszekotd egyenes. Tekintsiink egy olyan 2-dimenzids S sikot,
amely tartalmazza [-et, de nincs benne H-ban, vagyis amelyre SNH = 1. Az
SN Hyy és az S N Hys egyenesek a homotetikus K7 N S és Ky N S halmazok
parhuzamos tamaszegyenesei ugyanarrol az oldalrdl, és ezek az egyenesek
csak a by; és byo pontokban metszik K N S-et és Ky N S-et. igy a homotécia
bi1-et bia-be viszi, azaz [ fixegyenes. Vildgos, hogy [ metszi a Ky és Ky
halmazok belsejét, ellenkezs esetben lennének olyan 2-dimenziés homotetikus
metszetek, amelyeket [ elvalasztana, és ekkor persze [ nem lehetne fixegyenes.
Tekintsiik azt az egyértelmd homotéciajat E™-nek, amely K; Nl-et Ky N I-
be viszi. Ez a homotécia minden fenti S € G(n,2)-re K3 N S-et Ky N S-be
viszi, és igy K \ H-t Ky \ H-ra képezi. Ebbdl kovetkezik, hogy K; és Ko
homotetikusak.

(2) Tegyiik fel, hogy dim(K; N Hy;) = dim(K) N Hyy) = n — 1. Belatjuk,
hOgy ekkor —061<K1 DHH> = K2 ﬂng és —OéQ(Kl ﬂH21> = K2 ﬂHQQ. Ehhez
elég megmutatni, hogy ha a fenti egyenléségek koziil valamelyik, példaul az
els6 nem é&llna fenn, akkor létezne olyan S € G(n,2) sik, hogy az S N Hy; és
S N Hyy parhuzamos egyenesek, amelyek ugyanarrél az oldalrél tamaszegye-
nesei a K1NS és K>N.S halmazoknak, e halmazok egyikét pontban, a mésikat
pedig szakaszban metszenék, vagyis e halmazok nem lehetnének homotetiku-
sak. Az S sikot az (a) pont elején alkalmazott gondolatmenethez hasonl6an
konstrualhatjuk meg. Legyenek K| = —a1(K; N Hyy) = (—ayKy) N Hyg és
K{ = Ky N Hyy. Azt mindenesetre tudjuk, hogy K| és K| dimenzi6ja is
n — 1. Ha K| # K/, akkor nyilvan létezik olyan 2-dimenzios H C H,, sik,
amely metszi a K| és K| halmazok relativ belsejét, és amely tartalmaz egy
x € ((relint K1) \ K{) U ((relint K7) \ K) pontot. Vilagos, hogy = a K| és
K{ halmazok egyikének relativ bels6 pontja, mig a masik halmaz nem tar-
talmazza z-et. Most az (a) pont elejéhez hasonléan taldlhato olyan t C H
egyenes, amely a K7 és K7 halmazok egyikét szakaszban, a maésikat pedig
egyetlen pontban metszi. Ezek utan legyen S a t és a —ailt egyenesek altal
kifeszitett, az origora illeszkedd 2-dimenzids sik. Az igy megkonstruélt S sik
nyilvan megfelel a kivanalmaknak.

Modositsuk ¢ = 1 és i = 2 esetén a b;; és by pontokat (ha sziikséges)
ugy, hogy by € relint(K; N Hyp), bz € relint(Ky N Hyg), és persze by =
—a;b;p teljesiiljon. Legyen S egy az origora, valamint a by; és by; pontokra
illeszkedd 2-dimenzios sik. A K1 NS és Ky N S halmazok feltevésiink szerint

homotetikusak, mondjuk az r ardnnyal. Legyenek i = 1 és i = 2 esetén
si=KiNH;1NSés s;p=KyNH;sNS. Mosti=14¢ési =2 esetén az s;;
és s;o szakaszok nem elfajulok, és hosszaikra r|s;;| = |s;2|. Masrészt i = 1
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és 1 = 2 esetén —Oéi(Kl N Hﬂ) = K2 N HiQ, ennélfogva Oéi|82'1| = |SZ'2|. Ebbél
kovetkezik, hogy oy = 7 = o, ellentmondas. Igy ez az eset nem fordulhat
eld.

(c) Tegytik fel, hogy a K és K5 halmazok legalabb egyike tartalmazza az
origot. Ekkor a maésik halmaz is tartalmazza az origot, kiilonben a 2.2.10. Al-
litassal 0sszhangban 1étezne olyan 2-dimenzids linearis altér, amely a K és
K5 halmazok egyikét metszené, am a masiktol diszjunkt lenne. Azzal az
esettel mér foglalkoztunk, amikor a K és K5 halmazok a belsejiikben tartal-
mazzéak az origot, igy most legyen az orig6 mondjuk a K5 hataran. Tekintsiik
a K halmaz egy, az origon atmend H; tdmaszhipersikjat, és legyen Hy a Ky
halmaz azon Hi-el parhuzamos tdmaszhipersikja, amelynek ugyanazon az
oldalan van K, mint Hi-nek K. Most két eset lehetséges.

(1) Tegyiik fel, hogy H; # Hs. A (b) esetnél elmondottakhoz hasonléan
Ky, N Hy és Ko N Hy itt is ugyanolyan dimenzids, parhuzamos affin altereket
feszitenek ki. Ha dim (K7 N Hy) > 1 lenne, akkor létezne olyan S € §(n, 2),
hogy az SN H; és SN H, parhuzamos egyenesek, amelyek ugyanarrol az oldal-
rol tamaszegyenesei a K1 NS és Ky N S halmazoknak, K7 N S-et szakaszban,
KN S-et pedig pontban metszenék (megint ugyanazt a gondolatmenetet kell
kévetni, mint az (a) pont elején), vagyis e halmazok nem lehetnének homo-
tetikusak. Ezért dim(K; N Hy),dim(Ky N Hy) < 1. Legyenek u € Ky N Hoy
és [ az origot az u ponttal 6sszekots egyenes. Vilagos, hogy [ nincs benne
Hi-ben és Hy-ben sem, tovabba o,u € Ky miatt Ky N1 szakasz. Legyen Sy
egy olyan 2-dimenzios sik, amely tartalmazza K; N Hi-et és Ko N Ho-t. Ezek
utén tekintsiink egy, az [-re illeszkedd, Sp-t6l kiilonbo6z6 2-dimenzios S sikot.
Mivel (K1NH;)NS és (KyNHe) NS pontok, igy KN S-et KN .S-be E™ azon
egyértelmd homotéciaja viszi, melynél a K1 NI szakasz képe KyNI. Azonban
ez a homotécia Ki-et Ky-be viszi.

(2) Tegytik fel, hogy H; = Hy. Ha K1NH; és KoM H; legalabb egyike nem
csak az origobol all, akkor 1étezik az origora illeszkedd olyan [ C Hy egyenes,
amely a K; és Ky halmazok egyikét szakaszban metszi. Ez az [ egyenes
a masik halmazt is nyilvan szakaszban metszi. Tekintsiik azt az egyértelmi
homotéciajat E"-nek, amely K;Nl-et KyNi-be viszi. Ez a homotécia minden
Sef§(n,2),lCS,SEZ H esetén K1NS-et KoNS-be viszi. Ebbdl kovetkezik,
hogy K, és K5 homotetikusak.

Ha Ky N H; és Ky N Hy is csak az origobol all, akkor tekintsiink egy,
az origot a K valamely belsé pontjaval 0sszekots [ egyenest, valamint azt
az egyértelmid homotécidjat E"-nek, amely K; N l-et Ky N l-be viszi. Ez a
homotécia minden S € G(n,2), I C S esetén K; N S-et Ky N S-be viszi, igy
Ky képe is K5 lesz.

Ha K; NS eltoltja Ky N S-nek minden S € G(n,2) esetén, akkor a bi-
zonyitas eddigi része szerint K; homotetikus képe Ky-nek. Ha a homotécia
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aranya A # 1, akkor tekintsiink egy, a homotécia ¢ centruméat tartalmazo,
és a Ky belsejét metszé Sy € G(n,2) sikot. Most K1 — ¢ = MKy — ¢), igy
(K1NSy) —c = AM(K2NSy) —c), és dim(K1NSy) = 2 persze. Masrészt feltevé-
siink szerint K7 NSy és Ko NSy egymas eltoltjai, vagyis A = 1, ellentmondaés.
Ebbdl kévetkezik, hogy K és Ky egymas eltoltjai. O

Az a feltevés, hogy KNS eltoltja Ky N S-nek minden S € G(n, k) esetén,
nem vonja maga utan a K; = K, egyenlGséget. Valoban, legyen K egy, az
origotol kiilonbozd centrumi gémb, és legyen Ky = — K.

7.2.2. Tétel. Legyen 2 < k < n —1, és legyen K C E™ konvex test. Ha
K NS centralszimmetrikus minden S € G(n, k) esetén, akkor K maga is
centrdlszimmetrikus.

Bizonyitas. Legyen K; = K, és legyen Ky = —K. Ekkor minden S €
G(n, k) esetén Ko NS =—(K;NS). A 7.1.5. Allitas szerint K; NS és KyN .S
egymas eltoltjai, hiszen K; N S centralszimmetrikus. Am ekkor K; és K,
is egymas eltoltjai a 7.2.1. Tétel miatt. Alkalmazva ismét a 7.1.5. Allitast
kapjuk, hogy K; = K centralszimmetrikus. 0

7.2.3. Tétel. Legyen 2 < k < n —1, és legyen K C E™ az origot belsd
pontként tartalmazo konvex test. Ha KNS gomb minden S € G(n, k) esetén,
akkor K maga is gomb.

Bizonyitas. Legyen K; = K, és legyen Ky = B egy origd kézépponti,
n-dimenzi6és gomb. A 7.2.1. Tétel szerint K és B homotetikusak, kovetke-
zésképpen K is egy n-dimenzids gomb. Il

Megjegyezziik, hogy a 7.2.3. Tételben az o € int K feltétel elhagyhato,
vagyis ha 2 <k <n—1, és egy K C E” konvex testre K NS gomb minden
olyan S € G(n, k) esetén, amelyre (int K) NS # @, akkor K gomb.

7.3. Ellipszoid karakterizacios tételek

F6 célunk a 7.1.7. és 7.2.3. Tételek kiterjesztése lesz ellipszoidokra. Ellipszoi-
doknak a gomb affin képeit nevezziik. A koordinatarendszer alkalmas megva-
lasztasdaval E® minden ellipszoidja el6all Y " x?/a? < 1 alakban. Valoban,
egy A nem szingularis linearis transzformaciora (Ax, Az) < 1 ekvivalens az-
zal, hogy (ATAx,z) < 1, és itt tekinthetjiik a pozitiv definit, szimmetrikus
ATA matrix fétengelytranszformaltjat.
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7.3.1. Tétel. Legyen 2 < k < n—1, és legyen K C E" konvex test. Ha K|S
ellipszoid minden S € G(n, k) esetén, akkor K maga is ellipszoid.

Bizonyitas. Elég az allitast £ = n — 1 esetén igazolni. Valdéban, ha min-
den k-dimenzios vetiilet ellipszoid, akkor (megelSlegezett) allitasunk szerint
a (k + 1)-dimenzios vetiiletek is ellipszoidok, és igy teljes indukcioval maga
K is ellipszoid lesz.

Legyen aa’ a K egy atméréje. Az altalanossag megszoritasa nélkiil fel-
tehetjiik, hogy a = (1,0,...,0) és ' = (—1,0,...,0). Ekkor az z; = 1 és
x1 = —1 egyenletii hipersikok tamaszhipersikjai K-nak.

Legyen H egy az aa’ egyenessel parhuzamos tdmaszhipersikja K-nak, S
pedig egy a H-ra merdleges, az aa’ egyenest tartalmazo hipersik. A K|S
vetiilet ellipszoid S-ben, és aa’ tengelye ennek az ellipszoidnak, hiszen egy
ellipszoid tengelyei pontosan azok a hurok, amelyek végpontjaira illeszkedd
tamaszhipersikok merélegesek a hurra. H N S tamaszhipersikja K|S-nek
(S-ben), egyetlen pontban metszi K|S-et, és ez a pont nyilvan benne van
az r1 = 0 egyenletd H, hipersikban. Ebbdl kdvetkezik, hogy H N K is
benne van a Hy hipersikban. Mivel ez az aa’ egyenessel parhuzamos barmely
H hipersikra fennall, ezért a K halmaznak a H, hipersikra es6 merdleges
vetiilete, amely egy E ellipszoid, megegyezik K N Hy-val. Az FE ellipszoid
kézéppontja sziikségképpen az origo, hiszen ha H NS tamaszhipersikja K|.S-
nek, akkor —(H N S) is az.

Tekintsiink egy olyan ¢ affinitast, amely az aa’ egyenest pontonként fixen
hagyja, E-t pedig egy origd kozépponti, az x; = 0 egyenletd hipersikban
fekvé B gémbbe viszi. Legyen bl a B gomb egy atmérdje. A bl atmérdre a
végpontjaiban emelt meréleges hipersikok tamaszhipersikjai o K-nak, hiszen
a ! leképezésnél vett képiik tamaszhipersikjai K-nak (ui. parhuzamosak
aa’-vel, és az x1 = 0 egyenleti hipersikkal vett metszetiik érintik F-t).

A @K halmaz vetiiletei szintén ellipszoidok, igy alkalmazva az el6z6 bekez-
dés gondolatmenetét @K -ra és bb'-re kapjuk, hogy bl szakaszfelezé meréleges
hipersikja ¢ K-t egy E' ellipszoidban metszi. Az E’ ellipszoidnak aa’ nyilvan
tengelye. Ennélfogva az aa’ egyenest tartalmazo, aff E'-beli 2-dimenzios si-
kok olyan ellipszisekben metszik pK-t, amelyek egyik tengelye aa’, a masik
pedig B egy atmérGje. Még vegyiik észre, hogy barmely, az aa’ egyenest
tartalmazo 2-dimenziés S sikra a bb' atmérd alkalmas valasztasaval elérhetd,
hogy S C aff £’ legyen. Ebbdl kovetkezik, hogy @K forgasellipszoid, és igy
K ellipszoid. O

A 7.2.3. Tétel kiterjesztése kicsit bonyolultabb. El6szor azt az esetet
fogjuk tekinteni, amikor K a belsejében tartalmazza az origot.
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7.3.2. Allitas. Legyen 2 < k < n — 1, és legyen K C E™ az origét belsé
pontként tartalmazo konvex test. Ha K NS ellipszoid minden S € G(n, k)
esetén, akkor K maga is ellipszoid.

Bizonyitas. Mivel a k-dimenzios ellipszoidok 2-dimenzi6s metszetei ellipszi-
sek, ezért elég az allitdst k = 2 esetén igazolni.

Legyen g egy az origéra illeszkeds egyenes, és messe g a K hatarat a ¢;
és ¢o pontokban. Legyenek tovabba H; és H, a K halmaz tdmaszhipersik-
jai gi-ben és go-ben. Mivel a g-re illeszkedd 2-dimenzids sikok ellipszisekben
metszik K-t, igy K N Hy = {q:1} és K N Hy = {q2}. Ebbdl kévetkezik, hogy
az (n — 2)-dimenzios (esetleg idedlis) L = H; N Hy affin altér diszjunkt K-
tol. Euklideszi teriinket bévitsiik ki az idealis térelemekkel, és e projektiv
térben legyen p az origonak a ¢, és qo pontokra vonatkoz6 harmonikus tarsa
a g egyenesen. Most valasszuk idedlis hipersiknak az L altérre és a p pontra
illeszkedé hipersikot, amely persze nem metszi K-t. Elhagyva az idealis tér-
elemeket, Fuklideszi tertinkben a H; és Hy hipersikok mér parhuzamosak, az
origd pedig a Hy és Hy kozépparhuzamos H hipersikjan fekszik (vilagos, hogy
egy ilyen projektiv leképezésnél K a metszeteivel egyiitt akkor és csak akkor
ellipszoid, ha eredetileg is az volt). Egy alkalmas affin transzformacioval az
is elérhetd, hogy g meréleges legyen H-ra.

Ezek utan az allitast a dimenziora vonatkozo teljes indukcioval igazoljuk.
ElGszor a 3-dimenzids esetet tekintjiik. A g egyenesre illeszkedS 2-dimenzios
stkok ellipszisekben metszik K-t. Ezeknek az ellipsziseknek az egyik ten-
gelyiik a q1qz szakasz, ezért kozéppontjuk az origd, masik tengelyiik pedig
benne van H-ban. Ebbdl kovetkezik, hogy a K N H ellipszis szimmetrikus az
origora. Alkalmazzunk K-ra egy olyan affinitast, amely g-t pontonként fixen
hagyja, és a K N H ellipszist egy origd kozéppontu korbe viszi. Ez az affini-
tas K-t nyilvan egy forgasellipszoidba transzformalja, igy K sziikségképpen
ellipszoid.

Ha n > 3, akkor az indukciés feltevés szerint K N H ellipszoid. FEz az
ellipszoid ismét szimmetrikus az origéra. Ezek utéan a fenti gondolatmenet
megismétlésével adodik, hogy K ellipszoid. O

Az altalanos eset bizonyitasahoz sziikség lesz két onmagaban is érdekes
tételre.

7.3.3. Tétel. Legyen K C E™ az origot belsd pontként tartalmazo konvex
test. Ha K bdrmely két kiilonbozd p és q hatdrpontjahoz létezik olyan affinitds,
amely az origot fizen hagyja, K-t énmagdra képezi, és p-t q-ba viszi, akkor
K origo kdzéppontu ellipszoud.
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Bizonyitas. ElGszor azt mutatjuk meg, hogy egy és csak egy origd ko-
zépponti, K-t tartalmaz6é minimélis térfogatu ellipszoid létezik. Jelolje €
a K-t tartalmazo, orig6 kozéppontu ellipszoidok csaladjat, és legyen a =
inf{V(F) | £ € £}. Ekkor a > 0 nyilvan. Most tekintsiik E-beli ellipszoi-
doknak egy olyan (F;) sorozatat, hogy a térfogatok (V(E;)) sorozata a-hoz
tart. Az (£;) sorozatbol nyilvan kivalaszthat6 olyan (Ej,) sorozat, amelyben
az ellipszoidok tengelyirany n-esei konvergensek, ebbdl pedig, figyelembe vé-
ve a tengelyhosszak alulrol korlatos voltat, kivalaszthaté olyan sorozat, ahol
méar maguk a tengely m-esek konvergensek. Innen kovetkezik a minimalis
térfogati ellipszoid 1étezése.

Héatra van még az egyértelmiiség. Legyenek F; és FEs origd kézéppon-
ta, a K-t tartalmazo6, minimalis térfogatu ellipszoidok. Tekintsiink egy olyan
térfogattarto affinitast, amely Fi-et egy origd kézéppontia E] gdmbbe transz-
formalja. Ez az affinitds Es-t egy origd kozéppontu E) ellipszoidba vi-
szi. A koordinatarendszer alkalmas megvalasztasaval az E] gémb egyenlete
Son a2 /b* < 1, az B} ellipszoid egyenlete pedig > 27 /a? < 1 alaka. Mi-
vel B és F) térfogata megegyezik, ezért a = b"k,, = ajay - - - ayky,, ahol k,, az
n-dimenzios egységgomb térfogata. Tovabba a K halmaznak a K’ affin képe
benne van Ej-ben és E)-ben is, igy minden z € K’ pontra >  x7/b* < 1
és Y i w2 /a? < 1, kovetkezésképpen

n

STl

i=1

Vegylik észre, hogy ez utobbi szintén egy E’ ellipszoid egyenlete, melynek tér-
fogata feltevésiink szerint persze legalabb a. Masrészt a szamtani és mértani
kozép kozotti Osszefiiggés felhasznalasaval

n 2 n
V(El) = Kn Hba” / m < K H(bai)l/z = V(EQ)I/QV(EQ)UQ = a.

i=1 =1

Ebbdl kovetkezik, hogy V(E') = a is fennall, ami viszont csak akkor lehetsé-
ges ha b = a; minden 1 < i < n esetén, vagyis F| = E}, és igy £y = Ej.
Ezek utan a tétel bizonyitdasa mar nem nehéz. Legyen E az origd ko-
zéppontid, a K-t tartalmazé minimaélis térfogatu ellipszoid. Ekkor K-nak és
E-nek van legalabb egy kozos hatarpontja, legyen p egy ilyen pont. Tekint-
siik a K egy tetszbleges, p-t6l kiilonboz6 ¢ hatarpontjat. Feltevésiink szerint
létezik olyan ¢ affinitas, amely az origot fixen hagyja, K-t onmagéra képezi,
és p-t g-ba viszi. A @ affinités nyilvan térfogattarto, ezért E képe a fentiekkel
Osszhangban csak 6nmaga lehet. Ebbdl kovetkezik, hogy ¢ is az F hataran
van. Mivel ez K minden hatarpontjara fennall, igy K = F. 0
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7.3.4. Tétel. Legyen K C E" konver test, és teqyiik fel, hogy barmely régzi-
tett eqyenesre K-nak az adott eqyenessel parhuzamos hurjainak felezdpontjai
eqy hipersikra illeszkednek. Ekkor K ellipszoid.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy elég a tételt n = 2 esetén igazolni. Valo-
ban, e (megel6legezett) tételbsl kovetkezik, hogy egy rogzitett belsé ponton
dtmend 2-dimenzios sikok ellipszisekben metszik K-t, s igy a 7.3.2. Allitas
szerint K ellipszoid.

Legyen F; a K konvex sikidom egy rogzitett irannyal parhuzamos hirja-
inak csaladja, g; pedig e hurok felez6pontjainak egyenese. A ¢; egyenessel
parhuzamos hirok csaladjat jelolje Fy, és ezen hirok felez6pontjainak egye-
nese legyen go. Tekintsiik ¢ = 1 és ¢ = 2 esetén azt a p; tengelyes affinitast,
amely ¢;-t pontonként fixen hagyja, és F; minden hurjanak a végpontjait
felcseréli.

A ¢ affinitas K-t 6nmagara képezi, tovabba az Fy-beli hurokat Fo-beli
hirokba viszi. Am egy affinitas felez6ponttarto, igy sziikségképpen ¢;(gs) =
g2 és o N K € F1. Az indexek felcserélésével adodik, hogy pa(g1) = g1 és
g1 N K € . Egy alkalmas affin transzformacioval elérhetd, hogy a g, és
g2 egyenesek a koordinatarendszer tengelyei, ;1 és py pedig a gi-re és go-re
torténd tengelyes tiikrozések legyenek. Mivel a 1o kozéppontos tiikrozés
K-t fixen hagyja, ezért a z = g1 N go pont sziikségképpen centruma K-nak.

Ezek utan ha p és g két olyan kiilonb6z6 hatarpontja K-nak, amelyekre
relint pg C int K vagy pg = pgNbd K, és F jeloli a pg egyenessel parhuzamos
K-beli hurok halmazat, akkor a fent definidlt ¢, affinitds K-t onmagara
képezi, p-t g-ba viszi, és z-t fixen hagyja. Legyen most pg C bd K olyan,
hogy pg # pq N bd K, példaul p € relint(pg N bd K). Ha taldlunk olyan
r € bd K pontot, amelyre relintpr C int K és relint7q C int K, akkor a
(p,r) és (r,q) parokhoz a fent megkonstrualt affinitasok kompozicioja K-t
onmagara képezi, p-t g-ba viszi, és z-t fixen hagyja. Legyen r € bd K egy
olyan pont, amelyre rpg£ = m—¢, ahol € alkalmasan kicsi pozitiv valés szam.
Ekkor p € relint(pgNbd K) miatt relint pr C int K, tovabba ¢ megvélasztasa
miatt relint 7q C int K is teljesiil.

Igy a 7.3.3. Tétel szerint K csak ellipszis lehet. 0J

Most mar nem nehéz bizonyitani a 7.2.3. Tétel kiterjesztését az altalanos
esetben sem.

7.3.5. Tétel (Burton, 1976). Legyen 2 < k < n — 1, és legyen K C E"
konvex test. Ha K NS ellipszoid minden olyan S € G(n, k) esetén, amelyre
(int K) NS # 0, akkor K maga is ellipszoid.
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Bizonyitas. Mivel a k-dimenzios ellipszoidok 2-dimenziés metszetei ellipszi-
sek, ezért elég az allitast k = 2 esetén igazolni.

Ha K bels6 pontként tartalmazza az origot, akkor a 7.3.2. Allitas sze-
rint K ellipszoid, ezért tegyiik fel, hogy az orig6 nem bels§ pontja K-nak.
El6szor a 3-dimenzios esettel foglalkozunk. Hasonléan, mint a 7.3.2. Allitas
bizonyitasanak elején lattuk, most is tekinthetiink egy olyan, origéon atmend,
K belsejébe belemetszd g egyenest, amelyre a K testnek a K N g szakasz
ay és ap végpontjaira illeszkedd Hy és Hy tamaszsikjai parhuzamosak. Egy
alkalmas affin transzformacioval az is elérhetd, hogy g meréleges legyen Hi-re
és Ho-re.

A g-re illeszked$ 2-dimenzios sikok most olyan ellipszisekben metszik K-
t, melyek centruma a = %(al + as), egyik tengelyiik pedig az aja; szakasz.
Ebbél kovetkezik, hogy K-nak a H; és Hs kozott 1évs, azokkal parhuza-
mos metszetei (paronként) homotetikusak g-n 1évé homotécia centrummal,
tovabba centralszimmetrikusak g-n 1évé centrummal.

Legyen H az a pontra illeszkeds, Hi-el parhuzamos 2-dimenzios sik. A
K N H halmaz hatara nem tartalmazhat szakaszt, hiszen egy ilyen szakasz-
nak és az origonak az affin burka, amely nyilvan metszi K belsejét, nem
metszhetné K-t ellipszisben. Tekintsiink egy tetszéleges h C H egyenest.
Az el6z6 bekezdésben elmondottakbol egyszertien adodik, hogy K-nak a h-
val parhuzamos tamaszegyenesei olyan pontokban metszik K-t, melyek egy
a g-t tartalmazo6 2-dimenzios S sikban vannak. Most legyen h' C H olyan,
h-val parhuzamos egyenes, amely szakaszban metszi K N H-t. Az origon at-
mend, h'-re illeszkeds 2-dimenzios S’ sik ellipszisben metszi K-t, és ezt az
ellipszist a h'-vel parhuzamos érint6i S-beli pontokban érintik. Ennélfogva
a KNHNOK =KnNS N~ szakasz felez6pontja S-ben van. Mivel ez min-
den olyan, h-val parhuzamos h’' egyenesre fennall, amely szakaszban metszi
K N H-t, igy a K N H halmaz h-val padrhuzamos hiurjainak felez6pontjai egy
egyenesen vannak. Am h tetszdleges H-beli egyenes volt, ezért a 7.3.4. Tétel
szerint K N H ellipszis. Ebbdl pedig méar kovetkezik, hogy K ellipszoid.

Ha n > 4, akkor tekintsiik K egy p belsé pontjat. Minden, az origot
elkeriils, a p-re illeszkedd 2-dimenziés S sikra legyen S az origénak és az S
stknak a (3-dimenzios) affin burka. Most az origéra illeszkedd, relint(K N S)
valamely pontjat tartalmazo, 2-dimenzios sikok K N S-et ellipszisekben met-
szik, igy az el6z6ek szerint K NS ellipszoid, amibél kovetkezik, hogy K NS
ellipszis. Mivel ez utébbi minden, a p pontra illeszked6 2-dimenzios S sikra
fennall, ezért a 7.3.2. Allitassal 6sszhangban K ellipszoid. 0

A 7.3.5. Tételbdl egyszertien kiovetkezik, hogy ha 2 < k < n — 1, és
egy K C E" konvex testre K NS gémb minden olyan S € G(n, k) esetén,
amelyre (int K) N S # (), akkor K gomb (v6. 7.2.3. Tétel). Ehhez csak azt
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kell észrevenni, hogy barmely, gombtdl kiillonb6z6 3-dimenzids ellipszoidhoz
talalhato olyan, az origéra illeszkeds 2-dimenzios sik, amely az ellipszoidot
kortsl kiilonbozé ellipszisben metszi. Valoban, az origéra, valamint az ellip-
szoid legrévidebb vagy leghosszabb tengelyére (valasszuk azt, amelyik hossza
kiilonbozik a harmadik tengely hosszatol) illeszkedd sik biztosan nem kérben
metszi az ellipszoidot.

Feladatok

7.1. Feladat. Legyen 2 <k <n—1, és legyen K C E" konvex test. Mutas-
suk meg, hogy ha K|S dllando szélességd halmaz (S-ben) minden S € G(n, k)
esetén, akkor K maga is dllando szélességii halmaz.

7.2. Feladat. Legyen n > 3, legyenek Ky, Ky C E" centrdlszimmetrikus,
konvex testek, és legyen ¢ € RT. Mutassuk meg, hogy ha di(K;|S, K3|S) < e
minden S € G(n,n — 1) esetén, akkor dy(K, Ks) < e. [Utmutatas: Modosit-
suk a 7.1.11. Tétel bizonyitéasat.|

7.3. Feladat. Legyen 2 < k < n — 1, és legyen K C E" az origot belsd
pontként tartalmazo konvex test. Mutassuk meg, hogy ha K NS dllando szé-
lességtd halmaz (S-ben) minden S € G(n, k) esetén, akkor K dllando széles-
ségii halmaz. [Utmutatas: El6szor azt lassuk be, hogy K-nak létezik origora
illeszkeds atmérgje. |

7.4. Feladat** (Montejano, 1991). Legyen 2 < k < n—1, és legyen K C
E™ konvex test. Mutassuk meg, hogy ha K NS dllando szélességi halmaz
(S-ben) minden olyan S € G(n,k) esetén, amelyre K NS # 0, akkor K
gomb.

7.5. Feladat™ (Burton-Mani, 1978). Legyen 2 < k < n — 1, és legyen
K C E" konvex test. Tegyiik fel, hogy létezik az origotol kiilonbézd olyan x
pont, amelyre (K + x) NS homotetikus képe K N S-nek minden S € G(n, k)
esetén. Mutassuk meg, hogy ekkor K ellipszoid.

7.6. Feladat. Legyen 2 < k < n — 1, és legyenek K, Ky C E" konvex
testek. Mutassuk meg, hogy ha K1 NS homotetikus képe Ko N S-nek minden
S € G(n, k) esetén, akkor vagy Ko = rKy, ahol r > 0, vagy pedig K; és
Ky homotetikus ellipszoidok. [Utmutatas: Hasznaljuk fel a 7.2.1. Tételt,
valamint a 7.5. Feladatot.|
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7.7. Feladat (Larman, 1974). Legyen 2 < k < n — 1, és legyen K C
E™ konvex test. Mutassuk meg, hogy ha K NS centrdlszimmetrikus minden
S € G(n, k) esetén, és K nem szimmetrikus az origora, akkor K ellipszoid.
[Utmutatés: Hasznaljuk fel a 7.2.2. Tételt, valamint a 7.5. Feladatot.]

7.8. Feladat. Legyen n > 2, és legyen K C E" az origot belsd pontként
tartalmazo konvex test. Mutassuk meg, hogy K akkor és csak akkor szim-
metrikus az origora, ha K bdrmely, origon dtmend hiurjinak végpontjaiban
léteznek pdarhuzamos tamaszhipersikjai K-nak. [Utmutatéas: Elég az allitast
2-dimenzidban igazolni. Legyen K hatardnak polarkoordinatas egyenlete
r = f(a) ahol f periodusa 2. Ezek utan tekintsiik az r = (f(«)+f(a+m))/2
és r = f(a + ) polarkoordinatéas egyenletekkel meghatéarozott K’ és K"
kompakt halmazokat. Koénnyt ellenérizni, hogy 2V (K') < V(K) + V(K"),
és egyenlGség pontosan akkor &ll fenn, ha az f fiiggvény 7 szerint is perio-
dikus. Bizonyitsuk be, hogy a masik iranyu egyenl6tlenség, azaz 2V (K') >
V(K)+ V(K") is fennall, amibdl kovetkezik az allités.|

7.9. Feladat*. Legyenn > 3, és legyen K C E" konvex test. Mutassuk meg,
hogy K akkor és csak akkor ellipszoid, ha K adott iranyi tamaszegyeneseinek
unioja K-t mindig olyan halmazban metszi, amely eqy hipersikban helyezkedik
el. [Utmutatas: Elgszor lassuk be, hogy elég az allitast 3-dimenziéban igazol-
ni. Legyenek H; és Hy parhuzamos tamaszsikjai K-nak az (egyértelmi) p; és
po pontokban. A 7.8. Feladat felhasznalasaval mutassuk meg, hogy barmely,
H, és Hy kozott elhelyezkeds, Hi-el parhuzamos sik a pipe-n 1év6 szimmet-
riacentrumid halmazban metszi K-t. Most ebbdl az észrevételbdl, valamint
a 7.3.4. Tételbdl vezessiik le, hogy tetszbleges, a pi-re illeszked6 ¢ C H;
egyenesre a K halmaz g-vel parhuzamos tamaszegyeneseinek unidja K-t el-
lipszisben metszi. Ezutan igazoljuk, hogy a K halmaz pyp, egyenessel par-
huzamos tamaszegyeneseinek uniéja olyan ellipszisben metszi K-t, melynek
sikja parhuzamos H;-gyel. Végiil alkalmazzuk a 7.3.2. Allitas bizonyitasanak
gondolatmenetét. |

7.10. Feladat* (Rogers-Shephard, 1957). Legyen K C E" konvex test,
és teqyiik fel, hogy ha K valamely két homotetikus példdnya legaldbb 1-dimen-
2108 halmazban metszi eqymdst, akkor a metszet homotetikus K-val. Mutas-
suk meg, hogy ekkor K szimpler. |[Utmutatas: Legyen p a K egy olyan
hatarpontja, melyre K-nak csak egyetlen H tamaszhipersikja illeszkedik. A
K halmaz H-val parhuzamos masik tamaszhipersikjanak a K-val vett met-
szetén valasszunk egy tetszéleges g pontot. Most legyen 0 < ¢ < 1, és
kicsinyitsiikk K-t a ¢ pontbol e ardanyban. Az igy kapott halmazt jelolje K', a
p pont képét pedig p’. Ezutén legyen 6 > 1, és nagyitsuk K'-t a p’ pontbol §
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aranyban. Igy egy K” halmazhoz jutunk. Mutassuk meg, hogy K N K" valo-
jaban fiiggetlen 6-t6l, majd igazoljuk, hogy K egy olyan ¢ csiicsu kip, amely
alapjanak p relativ belsé pontja. Végiil magat az allitast, a fenti észrevétel
felhasznalasaval, a dimenziéra vonatkozo teljes indukcioval bizonyithatjuk.]
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8. fejezet

Vegyes térfogatok

8.1. Konvex halmazok térfogata

Roviden elevenitsiik fel a Lebesgue mértékkel kapcsolatos ismereteinket. Le-
gyenek a; < b; tetszéleges pozitiv szdmok minden 1 < j < n esetén, és te-
kintstik a P = I, + - - - + I,, mer6leges parallelotopot, ahol I; az n-dimenzios
tér x; tengelyén az a; < z; < b; egyenlGtlenséggekkel definialt félig nyilt
szakasz minden 1 < j < n esetén. Egy ilyen P mer6leges parallelotop V (P)
terfogata legyen [, (b; — a;). A kovetkezd két bekezdésben az egyszerd-
ség kedvéért merdleges parallelotop alatt mindig ilyen tipusi parallelotépot
fogunk érteni.

Az n-dimenzids tér egy halmazat elemi halmaznak nevezziik, ha valami-
lyen modon elGallithato véges sok, paronként diszjunkt meréleges parallelotop
uniojaként. Ha egy A elemi halmazra A = UP,, ahol a P, halmazok péaron-
ként diszjunkt meréleges parallelotopok, akkor az A halmaz V' (A) térfogata
legyen >, V(P;). Nem nehéz belatni, hogy ez az érték fliggetlen a {P;}
halmazrendszertsl.

Ezek utan egy tetszéleges A C E" halmaz kiils6 mértéke legyen a

p(A) = inf V(P)

ACUPy

nem negativ szam, ahol az infimum az A halmaz Osszes lehetséges, véges
vagy megszamlalhatéoan sok merdleges parallelotop unidjaval valo lefedésére
vonatkozik. Elemi halmazokra nyilvan p(A) = V(A).

Most egy A C E™ halmazt Lebesgue mérhetének neveziink, ha tetszéleges
X C E" halmazra u(X) = p(X N A) + pu(X \ A). Megmutathato, hogy egy
A C E™ halmaz pontosan akkor Lebesgue mérhetd, és pu(A) mértéke véges,
ha barmely e pozitiv szdmhoz létezik olyan B elemi halmaz, amelyre az A és
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B halmazok szimmetrikus differencidjanak kiils6 mértéke kisebb, mint €. A
p figgvénynek a Lebesgue mérhetd halmazok csaladjara valé megszoritasat
térfogatnak nevezziik, és a V' bettivel jeloljiikk. Megjegyezziik, hogy példaul
E™ minden kompakt halmaza Lebesgue mérhetd, és térfogata véges.

Megmutatjuk, hogy konvex testekre ennél sokkal tobb is igaz. Legyen
K C E" konvex test. Az altalanossdg megszoritéasa nélkiil feltehetjiik, hogy
K benne van a

C={(z1,...,2,) € E" | =1 < z; < § minden 1 < j < n esetén}

1
2
kockaban. Legyen i tetszéleges pozitiv egész szam. Az élek 2° egyenld részre
osztasaval a C' kockat 27¢ éld, egybevago, zart kockdkra bonthatjuk. Jelolje
L; a kapott kis kockék koziil azoknak a csaladjat, amelyek metszik K belsejét,
L; pedig ezek koziil azokét, amelyek metszik K hatarat. Ekkor nyilvan

UL\ £;) € K CUL;.

Allitjuk, hogy £, kis kockainak térfogatosszege legfeljebb n2"2~%. Valo-
ban, tekintsiik azt a 2" iranyt, amelyeket a C' kocka csticsaibol a kocka kozép-
pontjaba mutato vektorok hatéroznak meg. Minden ilyen irdnyhoz rendel-
jiink hozza n2/"~1 nem feltétleniil kiilonbozs félegyenest a kovetkezdképpen.
Ha v a C kocka valamelyik csticsa, akkor a 00 irannyal parhuzamos félegyene-
sek kezdSpontjai legyenek a C' kocka v-t tartalmazé (n—1)-dimenzios lapjaira
illeszkedd kis kockék azon csticsai, melyekbdl kiindulva a félegyenes metszi
a kis kocka belsejét. Igy Osszesen nem tobb, mint n272/"~1 kiilénbozs fél-
egyenest definialtunk.

Most tekintsiik £; egy tetszoleges C” kis kockajat, és azt a 2" félegyenest,
amelyek metszik C” belsejét. Ha ezen félegyenesek mindegyike a C” kis kocka
elérése el6tt mar metszené £; valamely C’-t6] kiilonbo6z6 kis kockajanak bel-
sejét, akkor K ezekben a kis kockdkban 1év6 bels§ pontjainak konvex burka
egyrészt K belsejében lenne, masrészt tartalmazna C’-t, amely igy nem le-
hetne £;-ben. Az allitas masodik részéhez csak azt kell észrevenni, hogy ha
a derékszogl koordinatarendszer koordinatahipersikjai altal meghatarozott
2" nyilt térrész mindegyikében vélasztunk egy x; pontot, ahol 1 < j < 27,
akkor ezen pontok konvex burka tartalmazza az origét. Valéban, ha ez nem
igaz, akkor a 2.2.10. Allitassal osszhangban létezik olyan u € E™ vektor,
hogy (x;,u) < 0 minden 1 < j < 2" esetén, ami az =; pontok koordinatai-
nak elGjeleloszlasa miatt lehetetlen. Ebbél kivetkezik, hogy £; kis kockainak
szama legfeljebb n272{"—1)  ¢s igy az ossztérfogat legfeljebb n27277.

Mivel ¢ névekedésével £; kis kockainak térfogatosszege monoton csokken,
L;\ £; kis kockainak térfogatdsszege pedig monoton né, tovabba a megfelels

127



térfogatosszegek kiilonbsége nulldhoz tart, ezért a térfogatosszegek ezen so-
rozatai konvergensek, és ugyanahhoz a pozitiv szaimhoz tartanak. Ez a szam
nyilvan a K-ba irt véges sok, a hatarpontjaiktol eltekintve paronként disz-
junkt, a koordinatatengelyekkel parhuzamos élid, zart merdleges parallelotop
térfogatosszegének szuprémuma, valamint a K-t lefedd véges sok, a hatar-
pontjaiktol eltekintve paronként diszjunkt, a koordinatatengelyekkel parhu-
zamos €ld, zart merdleges parallelotop térfogatisszegének infimuma is (az
ilyen halmazokat egyébként Jordan mérhets halmazoknak nevezziik), vagyis
nem més, mint a K térfogata.
Foglaljuk 6ssze a térfogat legfontosabb tulajdonsagait.

8.1.1. Allitas. Legyenek A, B € X,,. Ekkor

1) V(A) 20 és V(A) =0 akkor és csak akkor, ha dim A < n,

(
2) V(o(A)) = V(A) minden o : E* — E" izometria esetén,
(

(1)
(2)
(3) V(AA) = A"V (A) minden X > 0 esetén,
(4)

4) V(AUB)+V(ANB) =V(A)+V(B), ha AU B is kompakt, konvex

halmaz.

(5) V(A) < V(B) ha A C B, tovibbd V(A) = V(B) akkor és csak akkor,
ha vagy dim B =n és A = B, vagy pedig dim B < n.

8.1.2. Allitas. Ha (4A;) : N — X, konvergens sorozat, és a hatdralakzat
mondjuk Ag, akkor lim; ., V(A;) = V(Ap).

Bizonyitas. Ha A, dimenzidja kisebb, mint n, akkor az allitas lényegében
magatol értetddik. Ezért a tovabbiakban feltessziik, hogy dim Ay = n. Most
az altalanossag megszoritasa nélkiil az is feltehets, hogy létezik olyan 6 > 0
valos szam, amelyre Bs(o) C A; minden ¢ € N esetén. Mivel az (A;) sorozat
hataralakzata az A, halmaz, ezért az 5.3.7. Allitas szerint minden € > 0
szamhoz létezik olyan i. kiiszobindex, hogy |h;(u) — ho(u)] < &, minden
u € S" és i > i. esetén, ahol h; az A; halmaz tamaszfiiggvényét jeloli
minden i € N esetén. Nyilvan h;(u) > § ha v € S*!, igy

hi(u) < ho(u) + £ < (1 + %) ho(u) & ho(u) < hi(u) + ¢ < (1 + %) hi(w),

azaz

(1+ %)_1 o(w) < hulu) < (14 5) holu),
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ha u € S"~! és i > i.. Ennélfogva

<1+§>1A0§A,~§ <1+§>Ao,

ahonnan
e\~ " e\"
< < ) < - .
(1+3) V) <V < (1+3) Vido)
De o\n
tiy (145) =1
kovetkezésképpen lim; .o, V(A4;) = V(Ap). O

Megmutatjuk, hogy miképpen allithato el§ egy n-dimenziés konvex poli-
top térfogata az (n — 1)-dimenzios lapok (n — 1)-dimenzios térfogataibol a
tamaszfiiggvény segitségével.

8.1.3. Allitas. Legyen P C E™ konvex politép. Tegyiik fel, hogy a politép
(n — 1)-dimenzids lapjait a H(u;) = {x € E" | (x,u;) = h(u;)} tdmaszhiper-
sikok metszik ki, ahol 1 <1 < k, és h a P tamaszfiigguénye, uy, ..., u, pedig
az (n — 1)-dimenzids lapok kiilsé normdl egységuektorai. Jeldlje az (n — 1)-
dimenzios PNH (u;) lap (n—1)-dimenzids térfogatdt Vi,—1)(PNH (u;)) minden
1 <i <k esetén. Ekkor

V(P) = 3 h(u) Vi (P 1 H ().

i=1

Bizonyitas. Megjegyezziik, hogy az allitds dim P < n esetén trividlis, igy
elég azzal az esettel foglalkozni amikor dim P = n. Az altalanossag megszo-
ritasa nélkiil feltehetjiik, hogy o € int P. Valéban, egy v nem nulla vektorral
valo eltolas h(u;) értékét (v, u;)-vel néveli minden 1 < i < k esetén, masrészt

k
1
|—ZU ;) Vin1y(P N H (u;))

a Vip—1)(P|vt) térfogatérték egyszer pozitiv, illetve egyszer negativ el6jellel
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vett Osszege, vagyis nulla. Ezek utan
k
V(P) = Z V(conv ({0} U (PN H(w))))
| Voo (P 0 @) 0w )
k
(/0 A1 d/\) Z h(u;) Vip—1y (P 0 H (u;))
1

ih i) Vin_1y (P N H(u;)). 0

=1

8.2. Vegyes térfogatok

Ebben a fejezetben azzal fogunk foglalkozni, hogy nem itires, kompakt, konvex
halmazok nem negativ egyiitthatos linearis kombinaciéinak térfogata hogyan
fiigg az egytitthatoktol. Ehhez természetesen bizonyos elSkésziiletekre lesz
sziikség.

8.2.1. Allitas. Legyen

m m
@(al,...,am): E E 'yh.__lnah---ozln
I1=1 ln=1

homogén n-edfoki polinom, ahol a 7y, ., egyitthatok mindegyike az indexei-
ben szimmetrikus. Ekkor eqy alkalmas r pozitiv egész szdmra léteznek olyan, a
© polinomtol fiiggetlen agp), . cu(ﬁ) nem negativ konstansok, ahol 1 < p < r,
tovabbd olyan, csak ezektdl a konstansokto’l fiiggd, az indexeikben szimmetri-

kus 53‘; )ln egyiitthatdk, hogy

Yo, = Zdll An al 7-"7051(5))'

Bizonyitas. Az éllitast a © polinom véltozdinak m szama szerinti teljes
indukcioval igazoljuk. Ha m = 1, akkor O(«ay) = v1..1(a1)", azaz v1..q4 =
1-©(1). Ezek utan tegytik fel, hogy minden legfeljebb m — 1 valtozos ho-
mogén polinomra igaz az allitas, és tekintstink egy m valtozos O (ay, ..., )
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polinomot. Ekkor

Oat, .y A1, ) =
Z Z Z ( ) Yigodpy—gme.m Qy * O
=0 ll 1 n 171
Most legyenek aSS), e ,aﬁff) paronként kiilonb6z6, nem negativ szamok, és

tekintsiik a

O(a1,. .y Q1,0 (7))

Z Z Z < )’Yh dp—im.m Oy = O,

=0 lll nz—l

inhomogén linearis egyenletrendszert, ahol 0 < 7 < n. A Vandermonde-
féle determinans tételbdl adodik, hogy a fenti egyenletrendszer egyértelmtien
megoldhato, és a megoldas a Cramer szabaly szerint felirhato

ZBJ(Z)<057(73)7 e 70452))'@(@17 e ’am*l’ Oé%))
7=0

alakban. Ezek utan alkalmazva az indukciés hipotézist, minden 0 < i < n
esetén

n -1 ro+-+r;
_ E : (p)
Y dp_im..m = <Z> 511_.["72.

p=ro+-+r;—1+1
X (Zﬁj(i)(afg),...,agg)) 9(a§p)’,_.,a$)_l,&%))> :
j=0

tetszbleges 1 <y <m—1,...,1 < l,,_; < m — 1 indexekre. Igy az 0sszes
V1,1, egyltthato el6all a kivant alakban. 0J

8.2.2. Allitas. Legyenek P, ..., P, C E" konvex politdpok és \i,..., Ay >

0. Ekkor a .
P=3oa
=1
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konvex politép (n — 1)-dimenzids lapjainak kiilsé normdl egységuektorai egy
olyan véges vektorhalmazbol valok, amely fliggetlen a Ay, ..., N\, egyiitthatok-
tol.

Bizonyitas. Legyenek uq,...,u; a P politop (n — 1)-dimenzids lapjainak
kiils6 normél egységvektorai. Tegyiik fel tovabba, hogy minden 1 <1 < m
esetén a P politop (nem csak (n—1)-dimenzios) lapjait az u(l) normélvektorﬁ

H(u ()) hipersikok metszik ki, ahol 1 < i; < k; és u() a BN Hl( ) lap egy
kiils6 normél egységvektora. Most a P, politop mmden fenti lapjanak rela-
tiv belsejében valasszunk egy pl(-ll) pontot, és tekintsiik a pl(-ll) pontra illeszke-
dé6 tamaszhipersikok kiils6 norméalvektorai altal meghatarozott Ni(ll) kiipokat.
Toljuk el ezeket a kupokat gy, hogy cstucsaik az origoba keriiljenek. Ekkor
csak véges sok olyan 4,...,14, indexkombinacié létezik, amelyre ﬂ}llNi(ll)
egydimenzios kip, azaz egy az origobol induld, v; egységnyi iranyvektora
félegyenes. Legyen V = {vy,...,v,} ezeknek a vektoroknak a halmaza. Al-
litjuk, hogy {uy,...,ux} C V. Valoban, minden u; vektor, ahol 1 < i < k, az
osszes Py politop valamely PN Hy(u;) = PN H l(ugzl)) lapjanak is kiils6 nor-
mal egységvektora, vagyis u; € ﬂ}’;lNi(Il()i). Ezek utén tegyiik fel, hogy létezik
olyan v € (", Ni(,l()z) vektor, amely nem pozitiv skalérszorosa az u; vektor-
nak. Ekkor a P, politop pgzi) pontjan atmend, v kiilsé normalvektora H;(v)
tamaszhipersikja tartalmazza a P, N H;(u;) lapot minden 1 < [ < m esetén.

Igy viszont a P politop v kiilsé normalvektoria H(v) tdmaszhipersikjara

H(v) 2 PN H(v) Z)\leHl Z (P, N Hy(u;)) = PN H (),

=1

ami ellentmondas, hiszen P N H(u;) dimenzidja n — 1. Kovetkezésképpen
u; € V', és mivel V nyilvan fiiggetlen a A1, ..., A\, egylitthatoktol, az allitast
belattuk. 0J

8.2.3. Tétel (Minkowski, 1911). Legyenek Ki,..., K, € X, és Aq,...,
Am = 0. Ekkor

Vv (Z /\1K1> = Z ce Z Vi ln )\ll te )\ln s
=1

1=1 ln=1

ahol a vy,..1, egyiitthatok mindegyike az indexeiben szimmetrikus, és ezek az
eqyitthatok csak a Ky, ..., K,, halmazoktol fiiggnek.
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Bizonyitas. El6szor azzal a specialis esettel foglalkozunk, amikor a K7, .. .,
K, halmazok konvex politopok. Ekkor a 2.3.5. Tétellel 6sszhangban a

> NE
=1

halmaz is konvex politép. Ezek utan az allitdst az n dimenzid szerinti teljes
indukciéval igazoljuk. Ha n = 1 akkor a K 1,..., K, politopok zart szaka-
szok, azaz K; = EWnpM = £m)p(m) Most > MK pontosan az a
szakasz, melynek végpontjai 21:1 NEC ) és Z o Am®) és persze

%4 (Z )\le> = Z A Z gD Z — M,
=1 =1

=1

ami n = 1 esetén az allitast adja.

A kovetkezs lépésben tegyiik fel, hogy (n — 1)-dimenzidban igaz a tétel,
és tekintsiik az n-dimenzios esetet. Legyen K = " N K;. Ekkor a 8.1.3.
6s 8.2.2. Allitasok szerint, hasznalva az ott bevezetett jeléléseket

Zhv] (K N H(vy)),

hiszen ha v; & {uy,...,u;}, akkor K N H(v;) legfeljebb (n — 2)-dimenzios,
ezért (n — 1)-dimenzios térfogata nulla. Tovabba h(v;) = > ", A hy(v;), ahol
h; a K; tamaszfiiggvénye minden 1 < [ < m esetén, valamint

KﬁH U] Z)\l KZQHZ(UJ))

=1

ahol H;(v;) a K politép v; kiils6 normal egységvektoru tamaszhipersikja.
Ezek utan
(KN H(vy))| ZN (K0 Hi(vg))]o7 )
1=1

Alkalmazva az indukeios hipotézist a v;- hipersikban fekvs (K; N Hy(v;))|v}
konvex politopokra

Vin) (K N H (v;)) = Vi) (K 0 H (v7))[07)

m

Z Zf}/ll A1 1‘..)\ln—17

1=1 lpn—1=1

~
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ahol a 'ygz ) 1,_, egyltthatok az indexeikben szimmetrikusak, és ezek az egyiitt-

hatok csak a politopoktol fiiggnek. Igy

V(K):—Zhv] ey (K 0 H (1)

Z—Z Z/\lhl (v;) Z Z 711 A A

j= 1 =1 =1 lp—1=1
m m
= E E Vigodn Al Ay
h=1 Ip=1

ahol a 7y, ;, egyiitthatok mindegyike az indexeiben szimmetrikus, és ezek az
egyiitthatok csak a Ki,..., K,, politopoktdl fiiggnek. Ezzel konvex polito-
pokra bebizonyitottuk az allitast.
Az altalanos eset igazoldsahoz tekintsiik konvex politépoknak olyan
(K)o (D)

m

sorozatait, amelyek a K1, ..., K,, halmazokhoz konvergélnak (v6. 5.1.12. Al-
litas). Ezekre a politopokra mar belattuk, hogy minden Ay, ... A\, > 0 és
1 € N esetén

vV (Z )\lKl(z')> — Z . Z 7%)171 YREEOYE
I=1 h=1  l,=1

Masrészt a térfogat fiiggvény folytonossédga miatt (Id. 8.1.2. Allitas)

. v S ) - (i)
() o) -t (S
A 8.2.1. Allitas alapjan a Vg?l egyiitthatok sorozata is konvergens, és a
(1)

= lim
Yiy.ody i_m’Yll...ln

egyiitthatok az indexeikben szimmetrikusak. Igy egyszert hataratmenettel
éppen a kivant allitast kapjuk. (]

Most mar bevezethetjiik a vegyes térfogatok fogalmat.
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8.2.4. Definicid. Legyenek Ky, ..., K,, € X, és A\i,..., A\, = 0. Ekkor a

1% (Z >\sz> = Z e Z Vg Ny -7t Al
-1

=1 In=1

osszefiiggésben szerepld, indexeikben szimmetrikus v, ;. egyitthatokat a K,
..o, Ky, halmazok V (K, ..., K;,) vegyes térfogatainak nevezzik minden 1 <
Lh<m,...,1<1, <m esetén.

Megmutatjuk, hogy a fent definialt vegyes térfogatok az argumentumaik
altal egyértelmien meghatarozottak.

8.2.5. Allitas. Legyenek Kq,..., K, € K, és A\y,..., A\ = 0. Ekkor a

1% <ZA,KZ) =D D V(K K Ny A
=1

Lh=1  l,=1
dsszefiiggésben szerepld V (K, ..., K),) vegyes térfogatok az argumentumaik
altal egyértelmien meghatdrozottak minden 1 < l; < m,...,1 < I, < m
esetén.

Bizonyitas. El6szor megmutatjuk, hogy a V(K ,..., K, ) vegyes térfoga-
tok nem fiiggnek azoktol a K halmazoktol, amelyekre | & {l4,...,0,} = L.
Legyenek f(l, ey K,, C Er olyan nem iires, kompakt, konvex halmazok,
amelyek koziil f(ll = K,..., f(ln = K;,. Most megvizsgalva a definialo
Osszefiiggést abban a speciélis esetben, amikor A; = 0 minden [ ¢ L esetén,

v(ng) =) > V(K K Ny A

leL el Iln€L

és

1% (ZAJQ) =3 D) V(K K ) A A
leL LEL  l,eL
Kovetkezésképpen V (K, ..., K);,) = V([A(ll, e ,Kln). Héatra van még annak
az esetnek a tisztazéasa, amikor a vegyes térfogatokat definial6 halmazok nem
mind kiilonbozéek. Tekintsiik a V (K7, ..., K,,) vegyes térfogatot, és tegyiik
fel, hogy

KIZKI :"':Kn17
K2 — Kn1+1 — = ni+ng
K= Kny+otnp 141 = = Kny ooy
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ahol ny + -+ -+ n,, = n. Ekkor a
1% (Z M@)
=1

polinom kifejtésében a (5\1)”1 e (;\m)"’" tag egylitthatoja

~ ~

'V(Kl,...,f(h...,Km,...,Km).
N —— e

nyl - nyy,!

n!

ni Nm

Teljesen hasonl6 modon, a

(£

polinom kifejtésében a A -- -\, tag egyiitthatoja n! V(Ky,..., K,). Most
elvégezve a

5\1 :>\1+"'+)\n17

5\2 = /\n1+1 ++ )\n1+n27

A= Anytotnm 141 T+ Angen,

helyettesitést,
(30N =¥ (S0 )
=1 =1

v (Z m) |

Dea \; - - - A, valtozoszorzat csak a (A)™ - - - (A, )" valtozoszorzatban fordul
els, ezért

| ~ ~ ~
Y V(R LKy R K =0l V(KL K,

ni Nm

vagyis o R R R
V(Ky,...,Ki,...,Kp,...,Kp) =V(Ky,...,K,).
—— —_——
ni Nm
Ebbd6l pedig az elst észrevétel felhasznélasaval kovetkezik az allitas. 0

A vegyes térfogatok egyszertien kifejezheték Minkowski Osszegek segitsé-
gével.
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8.2.6. Allitas. Legyenek Ky, ..., K, € X,,. Ekkor

VLK) = ST S VR, e ) ()

1<hi < <lp<n

Bizonyitas. Az egyszeriiség kedvéért jelolje a (x) Osszefiiggés jobb olda-
lat f(Kq,...,K,). A 8.23. Tételbdl kovetkezik, hogy Ai,..., A, = 0 ese-
tén f(\ K7, ..., A\, K,,) homogén, n-edfokit polinom a A, . .., A, valtozokban.
Most vegyliik észre, hogy

(=)™l f({o}, Ka, . Kn) = > V(K-

2<i<n
— | D> V{o+ K+ > VK+K)|+
L2<j<n 2<i<j<n

+| DY Vo + K+ K+ > V(K + K; + Ky)

L2<j<k<n 2<i<j<k<n
— e _|_
+(-)""'V({o}+ Ko+ -+ K,) = 0.

Ebbdl kovetkezik, hogy f(0K7, Ao Ko, ..., N\ K,) azonosan nulla minden A,
<oy Ay esetén, igy az f(M K7, ..., A\ K,) polinom minden olyan A, -\,
tagjanak, amelyre 1 & {ly,...,[,} nulla az egyiitthatoja. Ugyanezt az 1
index helyett a 2,...,n indexekre is elmondhatjuk, ezért legfeljebb csak a

A1 -+ A, tagnak nem nulla az egytlitthatoja. Ez az egytlitthato viszont éppen
V(Ky,..., K,). O

Most lassuk a vegyes térfogatok legfontosabb tulajdonsagait. Ezekbdl az
els6 kettd nyilvanvalo.

8.2.7. Allitas. Legyen K € K,,. Ekkor V(K,...,K) = V(K).

8.2.8. Allitas. Legyenck Ki,..., K, € K,, és legyen o : E* — E" tetszdle-
ges 1zometria. Ekkor

V(o(Ky),...,0(K,)) = V(Ki,... K,

8.2.9. Allitas. Legyenek Kfl),Kfz),Kg,...,Kn € K,. Fkkor tetszdleges
aq, a9 = 0 esetén

ViKY + kP Ky, ... K,) =
@1V(K£1)7 K27 s >Kn) + 042V<K§2)7 K27 cee 7Kn)
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Bizonyitas. A 8.2.3. Tétel szerint az n!V(alel) + 0[2K1(2),K2, LK)
vegyes térfogat a

V(o KV + oK) 4 Ko + -+ + M K,) =
= V(M) EY + (02A)KP) + MK + -+ + A K,)
polinom A; - - -\, tagjanak az egyiitthatdja, ami éppen
(o V(EW Ky, Ky + V(KD Ky, K)). O

8.2.10. Allitas. Legyenck (Kfi)), ce (K,g?) : N — X, konvergens soroza-
tok, és jeldlje a megfeleld hatdralakzatokat Kl(o), - ,Kf,g). Ekkor

lim V(Kl(f)v o 7K'l(z)) - V<Kl(10)> . ’Kl(:)>

1— 00
minden 1 <1y <m,...,1 <1, <m esetén.

Bizonyitas. A 8.2.1. Allitas szerint egy alkalmas r természetes szamra lé-
teznek olyan )\g” ), ceey A nem negativ konstansok, ahol 1 < p < r, tovabba

olyan, csak ezektdl a konstansoktol fiiggd, az indexeikben szimmetrikus o g’f .)..ln
egylitthatok, hogy

VKD, KO =3 0 v (z W;“)
p=1 =1

minden 1 <l < m,...,1 <, <m ési € N esetén. Ennélfogva egyszert
hataratmenettel
: (i) i)y _ (p) : (p) 1-(2)
lim V(K. K))) = zawv (}g& ;Al K, )
p= =
0
-y (S
p=1 =1
0 0
=V(E",. . KY) O

Az utols6é harom tulajdonsag igazoldsa nagyon hosszadalmas, és mivel a
kés6bbiekben ezeket sehol sem fogjuk hasznalni, ezért itt a bizonyitésoktol
eltekintiink.

8.2.11. Tétel. Tetszdleges K1, Ko, KiNKy, K1UKs, K3, ..., K, € X, esetén

V(Kl, KQ, Kg, o e 7Kn) - V(Kl ﬂ KQ, Kl U KQ,Kg, oo 7Kn)
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8.2.12. Tétel. Tetszdleges Kfl), Kf), cee Kfll), Kff) € X, esetén ha Ki(l) C

Kz@) minden 1 < i < n esetén, akkor

VKD, KD < VKD, K®).

n

8.2.13. Tétel. Tetszdleges K1, K, ..., K, € X, esetén
V(Ky, Ky, ..., K,) >0,

tovabba V (K, Ko, ..., K,) = 0 akkor és csak akkor, ha valamely 1 < h <
n szamra a Ki, K, ..., K, halmazok kozil h darab pdrhuzamos (h — 1)-
dimenzids affin alterekben fekszik.

8.3. Konvex halmazok alapmeértékei

Az el6z6 fejezetben bevezetett vegyes térfogatok koziil megkiillonboztetett
fontossaggal birnak azok, amelyek argumentuméban csak két kiilonb6z6 kon-
vex halmaz szerepel, rdadasul ezek egyike az egységgomb.

8.3.1. Definici6. Legyen K € XK, és legyen Bi(0) az origé kozépponti,
eqységnyt sugard n-dimenzios, zdart gomb. Ekkor minden 0 < v < n esetén a

W,(K) = V(K,...,[S,\Bl(o),...,Bl(o)J)

-

n—v v

vegyes térfogatot a K halmaz v-edik alapmértékének nevezziik.

Vilagos, hogy Wy(K) = V(K) és W,,(K) = V(By(0)). Az egységgdomb
térfogatara vezessik be a k, = V(Bi(0)) jelolést (kg = 1 definicio szerint).
A teljesség kedvéért kiszamoljuk k,, értékét. Egy egységgdmbot egy a gomb

kézéppontjatol 0 < x < 1 tavolsagra 16v6 hipersik egy /1 — a2 sugart (n—1)-
dimenziés gémbben metszi. Igy a Fubini tétel szerint

1 w/2
Koy = 2/ Kn_1(V1 — 22)" 1 = 2/<:n_1/ sin” t dt.
0 0

Parcialis integralassal és teljes indukcioval egyszertien adodik, hogy £ > 1
esetén

713 2% —1
22 .. ha n = 2k
/2 224 ok o MNTH
/ sin"tdt = 54 ok
0
..... h =2k 1.
35 2%k+1 an *
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Innen ismét teljes indukcioval kapjuk, hogy tetszéleges k > 1 esetén

ﬂ_k

T ha n = 2k,
Ky =
22k+17Tkk!
_— h =2k + 1.
C T

Visszatérve az alapmértékekhez, elGszor a Steiner formuléat vezetjiik le.
8.3.2. Tétel. Legyen K € K,, és p pozitiv valos szam. FEkkor
n n ,
V() =Y () () o
v=0
Bizonyitas. Mivel K, = K + pB;(0), igy a 8.2.3. Tétel alapjan

V(E,) = V(K + pBi(0)) = > (”) W,(K) p” . O

v=0

Erdekes kérdés, hogy az alapmértékek miképpen fiiggnek a dimenziotol.

8.3.3. Allitas. Legyen K C E*~' C E" nem iires, kompakt, konvex halmaz.
Ekkor Wo(K) =0 és
VoK

W, (K) = W TD(E)

n Ky—1

minden 1 < v < n esetén.

Bizonyitas. Jelolje H(7) az E"~! hipersikkal parhuzamos, attol 7 elGjeles
tavolsagra 1évé hipersikokat. Ekkor

V() = [ Voo, 0 ()

-p

- /Z Vi) (K s) dr
I E—

-\, v

n—1
v+
(n 1) K v+1 IJV(TL 1)<-K)a

v Ky Y

i
o
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hiszen )
—p
egy p sugari (v+1)-dimenzios gomb térfogata. Masrészt a 8.3.2. Tétel szerint

Vi) =3 (1wt

v
v=0

Igy a megfelels egyiitthatok sziikségképpen megegyeznek, vagyis Wo(K) = 0

és
Vo Ky (n—1)
'/‘/V B = — [/'/ _ ZS s
( ) n Ky_1 v—1 ( )

minden 1 < v < n esetén. O

Az el6z6 fejezetben elmondottak alapjan egyszertien igazolhatok az alap-
mértékek tulajdonsagai.

8.3.4. Tétel. Azn-dimenzids tér tetszdleges nem tires, kompakt, konvex hal-
mazaira

(1) W,(o(K)) = W,(K) minden o : E* — E" izometria esetén,

(2) W,(AK) = X" W,(K) minden A > 0 esetén,

(3) W,(K) folytonos fiigguény K, -n,

(4) Wy (K1) < Wy (K3), ha Ky C Ky,

(5) W,(K) >0 és W,(K) =0 akkor és csak akkor, ha dim K <n — v,

minden 1 < v < n esetén.

8.3.5. Allitas. Legyenek K,L € K,, és tegyiik fel, hogy K UL € X, is
fenndll. Ekkor W,(KUL)+W,(KNL) =W,(K)+W,(L) minden1 <v <n
esetén.

Bizonyitas. ElGszor is vegylik észre, hogy tetszdleges M € K, esetén fenn-
allnak a (KUL)+ M = (K + M)U (L + M) valamint a (K N L)+ M =
(K 4+ M) N (L+ M) osszefiiggések. Ezek koziil az elsé nyilvanvalo, és a
masodikban is csak a (K N L)+ M 2 (K + M)N (L 4+ M) tartalmazas igé-
nyel némi indoklast. Legyen z € (K + M) N (L + M) tetsz6leges pont.
Ekkor léteznek olyan z; € K, xy € L és y;,y2 € M pontok, melyekre
r =21+ Yy = Ty + ys. Mivel K U L konvex halmaz, ezért 7775 C K U L.
Most felhasznalva K és L zartsagat, létezik olyan z = Az + Ao pont,
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ahol A\, Ay > 0 és \{ + Ay = 1, amely benne van K N L-ben. Ennélfogva
T = Nr+Xr =N (r1+y1)+ A (T2+1y2) = z+w, ahol w = Ay, + Agus € M,
kovetkezésképpen x € (K N L) + M.

Ezek utan legyen M = pBj(0), ahol p > 0. Ekkor a fenti Gsszefliggések
felhasznélaséaval

V((K U L)p) + V((K N L)p) = V(Kp U Lp) + V(Kp n Lp) = V(Kp) + V(Lp)-

Ha itt mindkét oldalra alkalmazzuk a 8.3.2. Tételt, akkor az egyiitthatok
Osszevetésével az allitas adodik. 0

Most bevezetjiik a felszin fogalmét, és ramutatunk annak az els§ alapmér-
tékkel vald kapcsolatiara. Gondolatmenetiinkbdl, az elsé alapmérték folyto-
nossaganak figyelembe vételével, az is kovetkezni fog, hogy valojaban ez az
egyetlen "értelmes" modja a felszin definidlasanak.

8.3.6. Definicié. Legyen K € K,,. Ekkor az

O(F) = lim V) =V

p—0 P

nem negativ szamot a K felszinének nevezziik.
8.3.7. Allitas. Ha K € K, akkor

Bizonyitas. A 8.3.2. Tétel szerint minden p > 0 esetén

V(K,) =V(K) < (n o1
; —;<V)WV(K)0 :
ahonnan
O(K) = lim V() ; VIK) _ nWi(K). O

8.3.8. Allitas. Legyen P C E™ konvex politép. Tegyiik fel, hogy a politép
(n—1)-dimenzids lapjait a H(u;) tdmaszhipersikok metszik ki, ahol 1 < i < k,
és uy, ..., u az (n —1)-dimenzids lapok kiilsé normdl egyséquektorai. Ekkor

o(P) = Zv(nfl)(PmH(ui))'

i=1
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Bizonyitas. Legyen F; = P N H(w;), és jelolje F! az F; lap pu; vektorral
valo eltoltjat minden 1 < ¢ < k esetén. Legyen tovabba P; = conv (F; U F))
minden 1 < 7 < k esetén. Ekkor V(P;) = pV(,—1)(F;) minden 1 < i < k
esetén. Most PU P U---U P, C P,, és mivel a P, P,,..., P, politopok a
hatarpontjaiktol eltekintve diszjunktak, ezért V(P)+V(P)+---+V(Pg) <

V(P,). Kovetkezésképpen

o(P) = tm LEI V) oy, VIR + 0 4 VIR _ > Vin(F).

p—0 p p—0 P

Masrészt P, = PU ((F1), N H (1)) U---U ((F)), NV H (u)), ahol H (u;) a
H (u;) hipersik altal hatarolt, a P-t nem tartalmazo zart félteret jel6li minden
1 <7 <k esetén. igy

vagyis

O(P) = lim

p—0 P

k
< lim % Z V((F), "H™ (u;))

p—0

k
.1 -
< lim ;vam_l)((ﬂ); Y)
=1

p—0
k
=Y Vi) (F). O
=1

A kovetkezd tételben szerepls Osszefiiggés Cauchy formula néven ismert.

8.3.9. Tétel. Legyen K € X,,. Ekkor

1
O(K) = /S - Vin-1)(K|v") do.

Rn—1

Bizonyitas. Az allitast el6szor nem iires belsvel rendelkezé konvex polito-
pokra igazoljuk. Legyenek P N H(uy),...,P N H(ug) a P politéop (n — 1)-
dimenzios lapjai, ahol uw; a P N H(u;) lapot kimetsz6 H(u;) tdmaszhipersik
kiils6 normal egységvektora minden 1 < ¢ < k esetén. Megmutatjuk, hogy

O(P) = 3" Vo) (PN H(w)) = Vo (Plv*) dor

K;n_l S§n—1

143



Mivel a P|vt halmaz relativ belsé pontjai a P N H(u;) lapok vetiileteivel
pontosan kétszer vannak lefedve, ezért

Wiy (Plo) = 3 [{ui, 0} Viary (P 1) H (1))

i=1

minden v € S"! esetén. Mindkét oldalt integralva kapjuk, hogy

/SM 2Vin1y(Plot) do = /S (zk: | (ws, )| Vi) (P N H(ui))> do
- Z </S - {ui, 0} Vi 1)(POH(uz))da)

= ZVm(P NH) [ el do

Sn—1

Itt
/ |{(u;, v)| do = 2V(n,1)(Bl(o)|uii) = 2K,_1
Snfl

minden 1 < ¢ < k esetén, igy

k
/ Vi (Pob) do = iy 3 Vi (P 1 H (1)),
snt i=1

ahonnan az allitds adodik.

Ezek utan tekintsiink egy tetszéleges K C E™ nem fiires, kompakt, kon-
vex halmazt. Ha dim K < n — 1, akkor lényegében nincs mit bizonyitanunk,
ezért legyen dim K = n. Az 5.1.12. Allitas szerint létezik konvex politopok-
nak olyan (FP;) sorozata, amely a K halmazhoz konvergal. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy valamely 6 € R* esetén Bs(o) C K és
Bs(0) C P; minden i € Z* indexre. Jeldlje h,, illetve hY) a H(v) részhalma-
zaiként tekintett K|vt, illetve a Pj|vt halmazok tamaszfiiggvényeit minden
i € Z* indexre. Ekkor h,, illetve A a K, illetve P, halmazok h, illetve
R tamaszfiiggvényeinek a H(v) hipersikra valé lesziikitései minden i € Z7F
indexre. A tovabbiakban legyen e tetszéleges pozitiv valds szam. Most 1é-
tezik olyan iy kiiszobindex, hogy ha i > iy, akkor d(P;, K) < . Ebben az
esetben |hy(u) — ¥ (u)] < e ha v € S" és u € S*' N H(v). Masrészt
ho(u), b (u) > 6. Ennélfogva

h) (u) < (1 + %) ho(u) & ho(u) < (1 + %) ) (w),
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azaz

Innen pedig

vagyis

e 7(7171) I n—1
(1+3) " ey ERH) <V (Bl < (143) " Vi (Kb,

Ezek utan legyen Br(0) olyan gémb, amely tartalmazza K-t. Ekkor
eyn—1
Vi1 (Bilo™) = Vi (Ko™)| < ((1 + 5) - 1) Vin-1y (K |v™)

< ((1 + %)n_l - 1) P o

minden v € S"7! és i > iy esetén. Az el6z6ek szerint Vi,_q)(P;|v") folytonos
fiiggvénye v-nek, igy a fenti becslés alapjan ugyanez fennall Vi,,_1) (K |v*)-ra
is (ebbdl specialisan a jobb oldalon 4ll6 integral létezése is adodik). Mésrészt
O(K) = nW;(K) folytonos fiiggvénye K-nak, amibél a

lim Vi) (Bi|v™) = Vi) (K |v7)
egyenletes konvergencia felhasznalasaval kdvetkezik az allitas. O

Bebizonyitjuk a 8.3.9. Tétel egy altalanositasat is.

8.3.10. Tétel (Kubota, 1925). Legyen K € X,,. Ekkor

Wy (K) =

| weh et do

nKp-1
minden 1 < v < n esetén.

(n—1)

Bizonyitas. Vilagos, hogy K,|vt = (K|vt),"” 7, igy a 8.3.2. Tétel szerint

n—1
e n—1
Ve B o) = Vi ([0 D)) ( ) (Kot g
=0

v
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Mivel V(,,_1)(K,|v*) folytonosan fiigg v-t6l minden p > 0 esetén, igy a Cramer

szabaly alapjan Wy(nfl)(K |vt) is folytonosan fiigg v-t6l. Most alkalmazva a
8.3.9. Tételt a K, halmazra

1
O(K,) = /S V(Ko do

Rn—1
n—

L /n—1 1
— ( ) ( Wy(”_l)(KwL)da) p
=0 1% K/nfl Snfl

Masrészt a 8.3.7. és 8.2.9. Allitasok szerint
O(K,) =nV(K + pBi(o),..., K + pBi(0), Bi(0))

Innen pedig az egyiitthatok osszevetésével adodik az allitas. O

8.4. Kiértékeléselmélet

Ebben a fejezetben betekintést adunk az un. kiértékeléselmélet témakoré-
be. Azt fogjuk vizsgalni, hogy ha az alapmértékek segitségével definidlunk
egy valos fiiggvényt a K,, halmazon, akkor ezt a fiiggvényt az alapmértékek
bizonyos tulajdonsagai vajon egyértelmtien meghatarozzak-e.

8.4.1. Definici6. Legyen K € X,,. Minden u € S"~1 vektorra jelélje w(u)
a K halmaz u wrdnyi szélességét. Ekkor a

B(K) = /S w(u) do

NKy,

értéket a K dtlagos szélességének nevezziik.

8.4.2. Allitas. Legyen Ky € X,, és jelolje D(K,) azoknak a halmazoknak
a csalddjdat, amelyek elddllnak Zle Noy(Ky) alakban, ahol Ay, ... A\, =0 és
A+ -+ A\ =1, tovabbd o4, . ..,0, az origot fiven hagyo izometridk. Ekkor
létezik olyan (K;) : N — D(Ky) konvergens sorozat, hogy lim; .. K; =
B, (0), valamely py = 0 esetén.

Bizonyitas. Vegyiik észre, hogy ha Ki,..., K,, € D(K,), akkor

> wioi(Ky)
i=1
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tetszbleges i1, ..., pm = 0 és g + -+ + p,, = 1 esetén szintén hozzatarto-
zik D(Ky)-hoz. Ezek utan minden K € X, halmazra jelolje p(K) az ori-
g6 kozépponti, K-t tartalmazé gombok sugardnak minimumét, és legyen
po = infgep(k,) p(K). Vilagos, hogy ekkor létezik olyan (K;) : N — D(Kj)
sorozat, amelyre lim; .., p(K;) = po. Masrészt minden K € D(K,) esetén

p(K) =d({o},K) =d (Z A {o}, Z)\z Uz(Ko)> <

Z)\l ({0}, 01(K0)) Z)\l ({o}, Ko) = d({o}, Ko) = p(Ko)

=1

5.1.11. Tétel szerint a (K;) sorozatnak létezik olyan (K;,) részsorozata, amely
X, valamely K, tagjahoz konvergal. Nyilvan p(Ky) = po, hiszen p(K) foly-
tonos K,-n. Ha most py =0, akkor Ky = {0}, ennélfogva elég azzal az
esettel foglalkozni, amikor py > 0. Meg fogjuk mutatni, hogy K, = B,,. A
K, halmaz természetesen része a B,, gombnek, ezért csak a masik irdnyu
tartalmazast kell igazolni. Indirekt tegyuk fel, hogy B,, ¢ K. Jeldlje ho a
K, halmaz tamaszfiiggvényét. Ekkor létezik olyan ug € S"~! vektor és 6 > 0
valos szam, amelyre ho(u) < po minden u € "' és ||u — ug| < & esetén.
Legyen

(vo. 5.3.5. és 5.3.7. Allitasok), azaz K C Byx)(0) € B)(0). lgy az

Us(u) ={v € S lu—v| < o}

minden v € S"! esetén. Mivel S*! kompakt halmaz, a Heine-Borel tétel
szerint az {Us(u) | u € S"~ 1} nyilt fedésbél kivalaszthato egy

{U5(u1), c. ,U(g(um)}

véges fedés is. Minden 1 < ¢ < m esetén jeloljon &; egy olyan origot fixen
hagyo izometriat, amely az Us(ug) gombsiiveget az Us(u;) gombsiivegbe viszi.
Tovabba legyen

m 1 5

Ki=2 00

Ekkor a K; halmaz h; tamaszfiiggvényére

minden u € S"! esetén. De S"! = Us(uy) U -+ U Us(uy,), ezért minden
u € S"7! esetén van olyan 1 < ig < m index, amelyre u € Us(uy, ), és igy
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iLO(&i_Ol(u)) < po. S6t a fennmaradé 1 < i < m indexekre is ho(6; 1 (u)) <
po. Kovetkezésképpen hy(u) < po, azaz p(K;) < po. Ezek utan legyen
g0 = po — p(K1). Most létezik olyan ty kiiszobindex, hogy ha t > t,, akkor
d(Ky, K;,) < €. Ennélfogva

( Z%(} ) DAL ORATN)

és igy

(g ) om):
d({o}, K1) +d< Z% K;, ) < p(K1) + €0 = po,

ami, figyelembe véve a bizonyitas elején tett megjegyzést, ellentmond pg de-

A

finiciojanak. 0

8.4.3. Tétel (Hadwiger, 1957). Tegyiik fel, hogy eqy ¢ : K, — R fiigg-
vény rendelkezik az aldbbi harom tulajdonsdggal.

(1) ¢ egybevagdsdag-invaridins, azaz tetszéleges o : E* — E" izometridra

(2) ¢ folytonos, azaz minden (K;) : N — XK,, konvergens sorozatra

lim p(K;) = ( lim K>

1—00 1—00

(3) ¢ Minkowski értelemben linedris, azaz

k k k
© (Z Mq) =Y N@(Ki), ahol > N=1 és Ai,..., N 0.
=1 =1

Ekkor léteznek olyan v, € R konstansok, amelyekre o(K) =~ B(K) + 0.
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Bizonyitas. A 8.4.2. Allitas szerint (az ott bevezetett jelolések megtarta-
saval) barmely K € X,, halmazhoz létezik olyan (K;) : N — D(K) sorozat,
amely egy B,(0) gdmbhoz konvergl. Am az (1)-(3) tulajdonsagok alapjén

o(B,(0)) = lim p(K) =

lim (ij Azisz)(ozi(m)) = lim (fj Alisouo) = p(K).

Masrészt konnyt ellenérizni, hogy a B atlagos szélesség fiiggvény szintén
rendelkezik az (1)-(3) tulajdonsagokkal, ezért B(B,(0)) = B(K) is fennall.
Kovetkezésképpen elég az allitast gombokre igazolni. Ha most 0 < p < 1,
akkor

@(pBi(o)) = ¢(p Bi(o) + (1 = p){o}) = pp(Bi(0)) + (1 — p)p({o}),
ha pedig p > 1, akkor

o) = ¢ (3 (0310 + L2 (0)) =2 o Balo) + oo

Igy mindkét esetben

o(p Bi(0) = p (9(Bi(0)) — p({o})) + o({o}).
Masrészt B(p Bi(0)) = p B(B1(0)) = 2p, ennélfogva
(9 B1(0) = + (o(B1(0)) — p({0})) B(p Bi(0)) + p({o}).

—_ DN

amibsl v = £ (o(Bi(0)) — ¢({o})) és & = ¢({o}) valasztassal éppen a ki-
vant eredményt kapjuk. Még annyit jegyezziink meg, hogy a fenti alaku ¢
fiiggvények természetesen kielégitik az (1)-(3) tulajdonsagokat. O

A 8.4.3. Tételbdl egyszertien adodik az (n—1)-edik alapmérték egy érdekes
geometriai jelentése.

8.4.4. Allitas. Legyen K C E™ nem tres, kompakt, konvex halmaz. Ekkor
Kn
W,1(K) = EB(K)'

Bizonyitas. Mivel a W,,_; alapmérték egybevagosag-invaridns, folytonos és
Minkowski értelemben linearis fliggvény, igy a 8.4.3. Tétel szerint 1éteznek
olyan v,d € R konstansok, amelyekre W,,_1(K) = v B(K) + ¢. Ezek utén a
K = {o}, illetve a K = By(0) specialis eseteket tekintve egyszertien adodik,
hogy 0 =0 és v = Kk, /2. OJ

Végiil, bizonyitas nélkiil, még két fontos eredményre hivjuk fel a figyelmet.
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8.4.5. Tétel (Hadwiger, 1957). Tegyiik fel, hogy eqy ¢ : K, — R fiigg-
vény rendelkezik az aldbbi harom tulajdonsdggal.

(1) ¢ egybevagdsdg-invaridns.
(2) ¢ folytonos.

(3) ¢ additiv, azaz o(K1UKy)+p(K1NKy) = o(K1)+¢(Ks), ha KUK, €
K.

Ekkor léteznek olyan vy, ...,v, € R konstansok, amelyekre

P(K) =D W (K).

8.4.6. Tétel (Hadwiger, 1957). Tegyiik fel, hogy eqy ¢ : K, — R fiigg-
vény rendelkezik az aldbbi harom tulajdonsdggal.

(1) ¢ egybevigdosdag-invaridns.

(2) ¢ folytonos.

(3) ¢ egyszeriien additiv, azaz additiv és o(K) =0, ha dim K < n.

Ekkor létezik olyan v € R konstans, amelyre o(K) =~V (K).

Feladatok

8.1. Feladat. Legyen S = conv{zy,...,z,} egy n-dimenzios szimplex. Mu-
tassuk meg, hogy ekkor n!V (S) = | det(v; — v, ..., v, — vg)|.

8.2. Feladat. Legyen S = conv{xy,...,Tn41} egy n-dimenzids szimplez, és
legyen B = (bi;) az az (n+ 1) x (n + 1)-es mdtriz, amelyre b;; = |Jv; — v
Jelolje tovabbd B azt az (n+ 2) x (n + 2)-es mdtrizot, amelyet gy kapunk
B-bdl, hogy a tetejéhez illesztjik a (0,1,...,1) sort, a bal oldaldhoz pedig a
(0,1,...,1)T oszlopot. Mutassuk meg, hogy ekkor 2"(n)2V (S)2 = | det(B)).

8.3. Feladat. Legyen K C E" eqy az origora szimmetrikus, kompakt, kon-
vex halmaz, és tegyik fel, hogy V(K) > 2". Mutassuk meg, hogy ekkor K
tartalmaz az origotol kilonbozd olyan pontot, melynek koordindtdi egész szd-
mok. [Utmutatas: Nyilvan elég az allitast abban az esetben igazolni, mikor
V(K) > 2™ is fennall. Osszuk fel az n-dimenzios teret az z; = 2k+ 1 egyenle-
td hipersikokkal, ahol 1 < i < n és k € Z, egybevagé, 2" térfogatu kockikra.
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Ezen kockék koziil azokat, melyeknek van ko6zos pontja K-val toljuk ra az
origd kozéppontu kockara. Mivel V(K) > 27, ezért az origd kdzépponti koc-
kédban lesz olyan rész, amely K pontjainak eltoltjaival legalabb kétszeresen
le lesz fedve. Legyenek x és y azon kockak kdzéppontjai, melyek eltolt példa-
nyaibol egy ilyen kétszeresen lefedett rész szarmazik. Mutassuk meg, hogy
most 5(z — y) egy a kivanalmaknak megfelel§ pont.|

8.4. Feladat (Elekes, 1986). Azt mondjuk, hogy a K C E" konvex testet
az Q ordkulum irja le (amit egyszerien egy szubrutinnak képzelhetiink), ha

(1) Bdrmely q € E™ pontrél megkérdezhetjik, hogy benne van-e K-ban,
mare €1 eqységnyi idd alatt vagy azt vdlaszolja, hogy IGEN, vagy azt,
hogy NEM.

(2) Q kilon kérés nélkil kozol két olyan gombit, amelyek kiézil az egyik
benne van K-ban, a mdsik pedig tartalmazza K-t.

Mutassuk meg, hogy nem létezik olyan (n-ben) polinomidlis idejd, determi-
nisztikus algoritmus, amely tetszdleges, ordkulummal leirt K C E™ konvex
testhez olyan a(K) nem negativ szimot hatdroz meg, hogy a(K) < V(K) <
1.9999"a(K). [Utmutatas: Hasznaljuk fel, hogy ha pi,...,pr € Bi(o) C
E", akkor V(conv{pi,...,pr}) < kk,/2". Ehhez elég észrevenni, hogy az
op1, - - -, 0pg szakaszok Thalesz gdmbjeinek unioja lefedi conv{py, ..., pg}-t.]

8.5. Feladat. Legyen P olyan n-dimenzids konvex politdp, amely (n — 1)-
dimenzios lapjainak kilsd normdlvektorai uy, ..., ug, tovabbd az u; normdl-
vektori lap (n—1)-dimenzids térfogata f; minden 1 < i < k esetén. Mutassuk
meg, hogy ekkor Zle fiu; = o. [Utmutatas: Alkalmazzuk a 8.1.3. Allitast.]

8.6. Feladat* (Minkowski, 1903). Legyenck uy,...,ur € S"~ ' olyan, pd-
ronként kiillonbozd vektorok, melyek kifeszitik az n-dimenzids teret, és legye-
nek fi,..., fr olyan pozitiv valds szdmok, hogy Z,’f:l fiu; = o. Mutassuk
meg, hogy ekkor létezik olyan n-dimenzios P konvex politdp, amely (n — 1)-
dimenzi0s lapjainak kiilsd normdlvektorai pontosan uy, . .., u, tovabbd az u;
normdlvektori lap (n — 1)-dimenzids térfogata f; minden 1 < i < k esetén.
[Utmutatas: Tetszéleges ay, ..., aj nem-negativ valos szamokra tekintsiik az
(x,u1) < aq, ..., (x,ur) < o egyenletd zart félterek P(a) metszetét, ahol
a=(ai,...,ag). Ekkor P(a) nyilvan konvex politop. Legyen

M={a€E|a; >0, V(P(a)) > 1},

és definidljuk a ®(a) = %ZL a; f; linearis funkcionalt. Vilagos, hogy ®
felveszi a p"~! minimumét M-en valamely a = (ay,...,a) pontban. Bizo-
nyitsuk be, hogy a pP(a) konvex politop megfelel a kivanalmaknak.]
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8.7. Feladat. Legyen 1 < k < n — 1, legyenek Ky,..., K, € K,, legyen
S € G(n,k), és legyenek Hy,...,H, , C St nem iires, kompakt, konvex
halmazok. Mutassuk meg, hogy ekkor

n
(k>V(K1, K Hy,y o Ha) = V(KGLS, . Ky S)V(Hy, . Ho).

[Utmutatas: El6szor azt a specialis esetet igazoljuk, amikor Ky = --- = K}, =
K és H =---=H, , = H, ahol H egy (n — k)-dimenziés konvex politop.
Ehhez elég annyit észrevenni, hogy minden e pozitiv valés szamra

V(H +eK) = Vi (H) Vi (K|S)eF + O(eF).

Az altaldnos eset igazolasahoz ezutan el6szor a H = A\ Hy + -+ M\ Hy i,
majd a K = M\ Kj + -+ - + A\ K}, helyettesitést hajtsuk végre.|

8.8. Feladat. Legyenek K,L € X, és legyen M = K + L. Mutassuk meg,
hogy ekkor

=0

8.9. Feladat. Legyen 1 < m < n — 1, és legyenek K,L € X,, melyekre
dimK = m, dimL = n—m, af K Naff L = {0} és aff L = (aff K)*.

Mutassuk meg, hogy ekkor minden 0 < v < n esetén

<n) iWV(K +1)= EV: (m> 1 (” - m) LWAW)(K)Wﬁ;m)(L%

V) Ky o\ By \V =[] Ry

ahol az Osszegzést persze csak azokra a p értékekre hajljuk végre, amelyekre
Wlsm)(K) és W,,(ﬁ;m)(L) is értelmezve van.

8.10. Feladat. Legyenek Kl,KQ € X,. Mutassuk meg, hogy ha K; C K,
akkor O(K7) < O(K3). |[Utmutatas: Elgszor azt igazoljuk, hogy léteznek
konvex politépoknak olyan Ki-hez és Ky-hoz konvergals (P), illetve (P*))
sorozatai, melyekre Pi(l) - PZ@) minden ¢ természetes szamra. |
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9. fejezet

(Geometrial egyenl6tlenségek

9.1. Brunn-Minkowski egyenl6tlenség

A konvex halmazok Minkowski Osszegének térfogatat tanulmanyozva jutot-
tunk el a vegyes térfogatok fogalmahoz. Ebben a fejezetben egy masik alapve-
t6 iranyt kovetve megismerkediink a Brunn-Minkowski tétellel (9.1.1. Tétel),
amely a geometriai egyenlGtlenségek elméletének egyik kiindulé pontja, és
szamos extremalis probléma megoldasahoz is elvezet, példaul az un. izoperi-
metrikus probléméaéhoz is.

9.1.1. Tétel. Legyenek A, B C E" konvex testek. Ekkor
V(A+B)Y" > V(A" + v(B)Y",

Bizonyitas. Nyilvan elég olyan (nem feltétlentil konvex) halmazokra szo-
ritkozni, amelyek véges szami, a koordinata-tengelyekkel parhuzamos éld, a
hatarpontjaiktol eltekintve paronként diszjunkt meréleges parallelotépokbol
allnak (1d. a 8.1. fejezet elején a konvex halmazokra vonatkozé megjegyzése-
ket). Ezek utan az allitast az A és B halmazokat meghatarozo parallelotopok
egylittes szama szerinti teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha A és B is egyetlen
parallelotép, ahol A élhosszai aq, ..., a, és B élhosszai by, ..., b,, akkor A+ B
is parallelotop az a, + by, ..., a, + b, élhosszakkal. Igy a szamtani és mértani
kozép kozotti egyenl6tlenség szerint

n 1/n n
V(A)l/n a; 1 a;
T < =
V<A+B)1/n Hal—l—bl \n;aﬁ—bz

i=1

és

n 1/n n
_— = < — ,
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ahonnan

V(A)l/n N V(B)l/n <1
V(A+ B)Y/n = V(A+ B)Yn =

Most tegyiik fel, hogy barmely, legfeljebb k& —1 > 2 parallelotopot tartal-
mazo6 halmazparra igaz az allitas, és tekintsiink két olyan A és B halmazt,
amelyek egyiittesen k parallelotopbol éllnak. Ekkor példaul A legalabb két
parallelotopot tartalmaz, igy létezik olyan H hipersik, amely meréleges vala-
melyik koordinata-tengelyre, és az A halmazt két, az A-nal kevesebb paralle-
lotopbol allo, nem iires A’ és A” részre vagja. Az altalanossag megszoritasa
nélkiil feltehetjiik, hogy o € H. Legyen V(A’) = AV (A). Most toljuk el
B-t ugy, hogy H a B halmazt is két olyan B’ és B” részre vagja, amelyekre
V(B') = AV(B). Ezek az eltolasok nyilvan nem valtoztatjak V(A), V(B),
illetve V(A + B) értékét. Mivel a B’ és B” halmazokban szerepls parallelo-
topok szdma nem haladhatja meg a B-ben szereplé parallelotopok szémat,
igy az A’, B’, illetve A”, B” halmazpéarok, amelyek a H &altal meghatéarozott
kiilonb6z6 félterekben fekszenek, legfeljebb k — 1 parallelotopbdl allnak, en-
nélfogva alkalmazhato6 rajuk az indukciés hipotézis:

V(A+B) > V(A +B)+V(A"+ B")
> (VA" 1 V(B 4 (VA V(B
= AV (A" V(B 4 (1= V(A + v (B)Yr)

(V(A)Y™ Vv (B)Ym)m, O

Megmutathato, hogy a 9.1.1. Tételben akkor és csak akkor all fenn egyen-
16ség, ha A és B homotetikus konvex testek.

Az alkalmazasok szempontjabol sokszor hasznos a 9.1.1. Tétel kdvetkezs
atfogalmazésa.

9.1.2. Allitas. Legyenek A, B C E" konvex testek. Ekkor az
Q:[0,1] =R, A= VAA+ (1 -NB)Y"
fligguény konkdv.

Bizonyitas. A Cy) = AMA+(1—\)B jeldlés bevezetésével Q(N) = V(Ciy))'/"
nyilvanvalé6 moédon. Mivel €2 folytonos, ezért elég belatni, hogy €2 gyengén

konkav, vagyis
Q0 <)\1 ‘; )\2) > QA1) ‘;‘ Q(X2)
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tetszoleges 0 < A\ < 1 és 0 < Ay < 1 esetén. Vegylik észre, hogy

Clinmar)/z) = 5(A + X)A+ (1 — 3(A + X2))B
=1(MA+ (1 =M)B)+35(0A+(1—X)B)
= 3C0n + 3C0);

igy a 9.1.1. Tétel szerint
V(Cinan)" = 5V (Con) ™ + 5V (Cou)''™,

amibdl kovetkezik az allités.

OJ

A fenti allitas, valamint a 9.1.1. Tétel felhasznélasaval még két fontos
egyenlGtlenséget igazolhatunk, melyeket az irodalomban Minkowski egyen-

I6tlenségeknek neveznek.
9.1.3. Tétel. Legyenek K, L C E" konvex testek. Ekkor

V(K,...,K,L)" > V(K)" 'V (L),
V(K,...,K,L>? > V(K)V(K,...,K,L,L).

Bizonyitas. Tekintsiik az
Q:0,1] >R, £ = V((1—&K + L)Y

fiiggvényt. Ekkor a 8.2.3. Tétel szerint

n

oy =3 (M)t - e

v=0
ahol
v =V(K,...,K,L, ... L)
e — N —

minden 0 < v < n esetén. Innen differencialassal kapjuk, hogy

w2y GO =13 (" ) o - - e

v=0
és

n(n — 1)(Q()" (%&) s n(Q(é))“%(é) _

n—2

=03 ("7 ) sz = B +2)1- E

v=0
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Ezek utan tekintsiik a
V0,1 5 R, € (1—8)Q(0) +£Q(1) — Q&)

fiiggvényt. Vilagos, hogy U kétszer folytonosan differencialhato konvex fiigg-
vény (hiszen Q konkav a 9.1.2. Allitas szerint), tovabba ¥(0) = ¥(1) = 0.
Ennélfogva U’ monoton noévekvs, és igy ¥'(0) < 0, vagyis

_ 1/n 1/n 71—
(70) + (PYn) (70)(n_1)/n < 07
ahonnan (x) azonnal adodik. Masrészt W masodik derivaltja sehol sem ne-
gativ, specialisan
dQ_\I/<0) — (n - 1) 1 (’71 - '70)2 - Y2 — 2’71 + Yo _
d§2 (,yo)l/n (70)(271—2)/71 (,70)(n—1)/n
n—1

JR— 2 R
= (70>(2n_1)/n ((m) Y072) = 0,

amibgl (xx) kovetkezik. O]

Végiil (bizonyitas nélkiil) kozoljiik az alapvets fontossagu Alexandrov-
Fenchel egyenl6tlenséget, amelynek példaul a méasodik (xx) Minkowski egyen-
l6tlenség is specialis esete.

9.1.4. Tétel. Legyenek K, ..., K, CE" konvex testek. Ekkor

V(K Ko, K3, ..., K2 > V(K Ky, Ks, ..., K,)V(Ky, Ko, Ks,..., K,).

9.2. Izoperimetrikus egyenl6tlenség

Ebben a fejezetben az izoperimetrikus, illetve az izodiametrikus probléméval
foglalkozunk. Az els6 azt allitja, hogy az azonos térfogati konvex testek
koziil a gémb felszine, mig a mésodik azt, hogy a gémb atmérdje a legkisebb.

9.2.1. Tétel. Bdrmely K C E" konvex test felszine legaldbb akkora, mint
eqy V(K) térfogati gomb felszine.

Bizonyitas. Alkalmazva a 9.1.1. Tételt a K, halmazra kapjuk, hogy
V(K" = V(E)Y" + p ik,

vagyis
(V(E)" = V(E)™) = k.

I
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Ennélfogva

1

i < lim — (V(K,)Y™ = V(K)Y™)

Igy

p—0 P

1 1

I (1-n)/n 5.0 = _
VU i = (V () = V()
— Lvi)e-mo(k).

n

ahol r(K) jelolte a V(K) térfogati gdmb sugarét. O

9.2.2. Tétel. Barmely K C E" konvex test datmérdje legaldbb akkora, mint
eqy V(K) térfogati gomb datmérdje.

Bizonyitas. Nyilvan elég megmutatni, hogy

V(K) < % (diam K)".

Tekintsiik az So(K) = 3 (K + (—K)) origora szimmetrikus, kompakt, konvex
halmazt (ezt egyébként a K centralszimmetrizaltjanak nevezziik, és részlete-
sen a kovetkezs fejezetben fogunk vele foglalkozni). A 9.1.1. Tétel szerint

V(So(K)) = V(3K + 5 (=K)) > (3 V()" + 3V (=K)'/")" = V(K).

MAsrészt

diam Sy(K) = diam (%(K + (_K)))

N

= Ldiam(K + (- K))
= Lmax{||(u—v) — (z —y)|| | w,v,2,y € K}

g(max{[lu — || [ u,v € K} + max{||lz — y|| | 2,y € K})
(diam K + diam K)

= diam K.

Igy elég az allitast a K halmaz helyett az origéra szimmetrikus So(K) hal-
mazra igazolni. De Sy(K) benne van az origo kozépponti, 3 diam So(K)

sugaru gombben,

kovetkezésképpen

V(So(K)) < 5= (diam So(K))". O
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Felhivnank a figyelmet arra, hogy a 9.2.1. és 9.2.2. Tételek egyszertien
adodnak az els§ (x) Minkowski egyenlétlenségbdl is (9.1.3. Tétel). Valoban,
ha az egyik halmaz szerepét a Bj(0) egységgomb tolti be, akkor

() ()"

(B0, 1o
2 T kn
Ez utobbinal elég annyit észrevenni, hogy az atlagos szélesség nem haladhatja
meg az atmérot.

Megjegyezziikk még, hogy ha K nem goémb, akkor mind a 9.2.1., mind
pedig a 9.2.2. Tételben szigoru egyenlétlenség all fenn.

illetve

9.3. Centralszimmetrizacid

Szimmetrizacion altalaban olyan eljarast értiink, amely egy adott konvex
halmazt bizonyos szimmetria tulajdonsagokkal rendelkez6 konvex halmazba
transzformal. A legfontosabbak azok a szimmetrizaciok, amelyek a halmaz
alapmértékeinek egy részét valtozatlanul hagyjak, mig masokat mindig vagy
novelnek, vagy pedig csokkentenek. Két ilyen eljarast fogunk ismertetni.

9.3.1. Definici6. Legyen K C E™ nem dres, kompakt, konver halmaz. Fk-
kor az
So(K) = 3(K + (-K))

halmazt a K centrdlszimmetrizdaltjanak nevezziik.

So(K) nyilvan az origora szimmetrikus, kompakt, konvex halmaz. A
9.2.2. Tétel bizonyitasanal lattuk, hogy a centralszimmetrizacié6 nem csok-
kenti a térfogatot. A teljesség kedvéért ezt most Gjra levezetjiik, s6t megmu-
tatjuk, hogy ennél sokkal tobb is igaz.

9.3.2. Tétel. Ha K C E™ nem tires, kompakt, konvex halmaz, akkor
W, (So(K)) = Wy (K)

minden 0 < v < n esetén.
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Bizonyitas. Jegyezziik meg, hogy ha v < n, akkor barmely v-dimenzios H,
linearis altérre So(K)|H, = So(K|H,). Igy a 8.3.10. Kubota tétel ismételt
alkalmazasaval egyszertien adodik, hogy elég az allitdst a v = 0 specialis
esetben igazolni. De Wy(K) = V(K), amikor is a 9.1.1. Tétel szerint

V(So(K) =V (G K + 5 (=K)) > (3 V(E)/" + 3 V(=K)/")" = V(K). O

Most lassuk, hogy mit mondhatunk a halmaznak, illetve annak central-
szimmetrizaltjanak térfogataranyarol a mésik oldalrol.

9.3.3. Tétel (Rogers-Shephard, 1957). Ha K C E" nem dres, kompakt,
konvexr halmaz, akkor

2n
n

V(So(K)) < 2n( > V(K).

Bizonyitas. Nyilvan elég azzal az esettel foglalkozni, amikor dim K = n.
Jelolje a K karakterisztikus fiiggvényét y(K), azaz

(z) = 1, ha z € K,
XTZ90, ha 2 ¢ K.

Ekkor a Fubini tétel szerint

[ ([ xoxw-aa)ae= [ xo) ([ ro-na)a

= V(K) /nx(y) dy
— V(K.

Ezek utan minden = € 25y(K) \ {o} pontra jelolje z, azt az egyértelmten
meghatarozott pontot, amelyben az origobol indulé, z-en atmend félegyenes
250(K) hatarat metszi. Most x = A\, z,, alkalmas 0 < A, < 1 esetén, valamint
z, kifejezhet6 a, — b, alakban, ahol a,,b, € K. Toviabba K konvexitasat
felhasznalva

(1=XN)K+Xa, CK és (1-XN)K+MNb,+2CK+x.

De Apa; — (Agby + ) = Ap(az — b)) — 2 = Nz, — x = 0, igy a bal oldalon
allo halmazok megegyeznek, és mindketts része a K N (K + x) halmaznak.
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Ezért ha x € 255(K) \ {0}, akkor

/nx(y)x(y—w) dy =V (KN (K +z))

V((1—=X)K) =
(1 - )‘x)nV(K)

(/}\:n(l — )"t dt) V(K),

\%

ha pedig x ¢ 25y(K), akkor

/nx(y)x(y—x)dy—V(KO(K+x))_0.

Kovetkezésképpen

viK) = i [ ([ xon-aan) i
715 fon, (L0 =)
L ()

(L -t

0<Ae <t

1
(/ n(1—t)"* dx) dt =
0 \Jze2tSo(K)

1 n(1—t)" PV (2tSy(K)) dt

0

I Il
S— o

1

”V(SO(K))/ n(1— )" ¢ d

0

g <2”> TS,

n

(\]

Itt az utolsod egyenlGség parcialis integraléssal adodik. O

Megjegyezziik, hogy a 9.3.3. Tételben egyenlGség akkor és csak akkor &ll
fenn, ha K szimplex.
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9.4. Steiner szimmetrizacid

Ebben a fejezetben egy masik szimmetrizacios eljarast ismertetiink. Erdekes
tény, hogy ezt elGszor Steiner hasznalta az izoperimetrikus probléma megol-
déséanal.

9.4.1. Definicié. Legyen K C E™ nem dres, kompakt, konver halmaz, H
pedig eqy az origora illeszkedd hipersik. Tekintsiink most eqy tetszdleges p € K
pontot, és dllitsunk p-bol merdlegest a H hipersikra. Messe ez az l, merdleges
a K halmazt a pipz szakaszban. Ezek utdan toljuk el a prps szakaszt [, mentén
ugy, hogy az a H-ra szimmetrikus helyzetbe keriljon. Végrehajtva ugyanezt
az eljardst az o0sszes p € K pontra, a kapott, H-ra szimmetrikus szakaszok
egyesitését a K halmaz Sy (K) Steiner szimmetrizdltjanak nevezzik.

A definiciobél azonnal adoédnak a Steiner szimmetrizacié kovetkezs tulaj-
donségai.

9.4.2. Allitas. Az n-dimenzids tér tetszéleges nem ires, kompakt, konvex
halmazaira, valamint barmely az origon dtmend H hipersikra

(1) Sp(K) szimmetrikus a H hipersikra,
(2) SH(AK) = XASu(K) minden X\ > 0 esetén,
(3) SH<K1) Q SH(KQ), ha K1 Q KQ.

9.4.3. Allitas. Ha K C E" nem dres, kompakt, konvex halmaz és H egy,
az origon dtmend hipersik, akkor Sy (K) szintén nem iires, kompakt, konvex
halmaz.

Bizonyitas. Mivel K korlatos, ezért 1étezik olyan origd kozéppontd gomb,
amely tartalmazza K-t. De ennek a gombnek a Steiner szimmetrizéaltja 6n-
maga, igy ez a gomb tartalmazza Sy (K)-t is, vagyis Sy (K) korlatos.
Megmutatjuk, hogy Sy (K) zart halmaz. Legyen (p;) : N — Sy(K) egy
konvergens sorozatot, és jelolje a hatarértéket py. Minden ¢ = 0,1, ... esetén
legyen a p; pont H-ra esé merdleges vetiilete x;, és legyen [; a H-ra merdleges,
az x; pontra illeszkedd egyenes. Most K kompaktsaga miatt xg € Sy (K) és

[P0 — 2ol = lim; o0 [[pi — 24| < %hmsupi—wo [AaFNES % lo N KT,

ahonnan kovetkezik, hogy po € Sy (K) (itt |l; N K| az I; N K szakasz hosszat
jeloli minden i € N esetén).
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Végiil belatjuk, hogy Sy (K) konvex halmaz. Legyenek p', ¢ € Sy(K)
tetszdleges pontok. Most ha a p’-bél és a ¢/-bdl a H-ra allitott merdlegesek K-
t mondjuk a p1ps és a q1¢z szakaszokban metszik, akkor nyilvan p’ € Sy (pip2)
és ¢ € Sg(qiqz). Tovabba vilagos, hogy a conv (Sy (pip2) U Su(q1qz)) trapéz
éppen a conv (p1pz U q1gz) trapéz Steiner szimmetrizaltja. Ebbél pedig K
konvexitasat felhasznalva kovetkezik, hogy

¢’ C Su(conv (Pips UGig)) C Su(K). O

9.4.4. Allitas. Legyenek K1, ..., K,, C E"® nem tres, kompakt, konvezx hal-
mazok, H pedig eqy az origora illeszkedd hipersik. Ekkor

zm: NSu(K;) € Sy (i )\IKZ)

=1 =1

minden Ay, ..., A\, = 0 esetén.

Bizonyitas. Nyilvan elég az allitast az m = 2 és \; = Ay = 1 specidlis
esetben igazolni. Legyenek p € Sy(K;) és g € Sy(K3) tetszbleges pontok,
valamint legyen t = p + ¢. Jelolje [, I, és [; rendre a p, ¢ és t pontokon
atmend, H-ra merdleges egyeneseket. Ekkor ¢ € (1,NSy(K7))+({,NSH(K2)).
Tovabba (1, N Sy (K1) + (I, N Sp(K>)) szimmetrikus H-ra, és hossza

(L, N SH(KY)) + (I N Sa(K))] = [l N Sa(K)| + |l N Sk (KS)].
Hasonlé modon,
(L, VEKG) + (I, N K)| = |1, N K|+ [l N K.
Ennélfogva

(lp N SH(KI)) + (lq N SH(K2)) = SH(<lp n Kl) + (lq A KQ))
C Su(l: N (K + Ky)),

vagyis t € Sy(K; + K3), amibdl kovetkezik az allitas. O

9.4.5. Allitas. Tegyiik fel, hogy egy (K;) : N = K, sorozat konvergens, és
hatdralakzata a Ky halmaz. Teqyiik fel azt is, hogy léteznek olyan n-dimenzios
B,(0), illetve Bg(o) gombok, amelyekre B,(0) C K; C Bg(o) minden i € N
esetén. Legyen tovabba H eqy az origora illeszkedd tetszdleges hipersik. Ekkor

1—00
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Bizonyitas. Mivel a Steiner szimmetrizaci6 a B,.(0), illetve Bg(o0) gémbdoket
fixen hagyja, ezért B,.(0o) C Sy(K;) C Bgr(o) szintén fennall minden ¢ € N
esetén. Most felhasznalva a (K;) sorozat konvergenciajat, minden € > 0 valos
szamhoz létezik olyan iy kiiszébindex, hogy barmely ¢ > i esetén d( Ky, K;) <
¢. Ennélfogva

K; € Ko+ B.(o) € (1+°) Ko,

ahonnan

€
Su(K:) € (1+ =) Su(Ko) © Siu(Ko) + Bzn(o).
Teljesen hasonl6 médon
€
C K, C ) K,
Ko C K; + B.(0) C (1 + 7~> K,
és igy
€

Kovetkezésképpen minden i > ig esetén d(Sy(Ko), Su(K;)) < £R, amibdl
adodik az allitas. 0J

Jegyezziik meg, hogy a B,.(0) C K; C Bgr(o) minden i € N esetén feltétel
clhagyaséaval altalaban mar nem lesz igaz a 9.4.5. Allitas.

9.4.6. Allitas. Ha K C E" nem dires, kompakt, konver halmaz, és H eqy az
origon datmend hipersik, akkor

(1) V(Su(K)) = V(K),
(2) O(Su(K)) < O(K).

Bizonyitas. Az allitas els6 része magatol értetédik. A masodik rész igazo-
lasahoz tekintsiik a K+ B,(0) halmazt, ahol p tetsz8leges pozitiv valos szam.
Ekkor a 9.4.4. Allitas szerint Sy (K) + B,(0) C Su(K + B,(0)), igy

V(Su(K) + By(0)) < V(Su(K + By(0))) = V(K + B,(0)).
Ebbél kévetkezik, hogy

V(Su(K) + By(0)) = V(Su(K))
p p
Mivel ez minden p > 0 esetén fennall, ezért O(Sy(K)) < O(K). O]

< V(K + B,(0)) — V(K) '

Megmutathato, igaz sokkal komplikaltabban, hogy a Steiner szimmetri-
zaci6 a tobbi alapmértéket sem noveli.
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9.4.7. Tétel. Hao K C E™ nem fdires, kompakt, konvex halmaz, és H eqy az
ortgon dtmend hipersik, akkor

W, (Su(K)) < W (K)
minden 0 < v < n esetén.
A kovetkezd tétel tobb szempontbdl is alapvetd fontossagu.

9.4.8. Tétel. Legyen Ky C E" az origot belsd pontként tartalmazo, kompakt,
konvex halmaz. Jelolje tovabbd G(Ko) mindazon halmazok csaladjdt, amelyek
Ky-bol az origon dtmend véges sok hipersikra egymds utdn térténd Steiner
szimmetrizdcioval elddallithatok. Ekkor létezik olyan (K;) : N — G(Kj) soro-
zat, amely eqy origd kozépponti Br(o) gombhiz konvergdl.

Bizonyitas. Minden K € G(Kj) halmazra jelolje R(K) a legkisebb, origo
koézépponti, K-t tartalmazé gomb sugarat, valamint legyen
R= inf R(K).
KeS(Ko)

Vilagos, hogy ekkor létezik olyan (K;) : N — G(K,) konvergens sorozat,
amelyre lim;_,., R(K;) = R. Allitjuk, hogy a (K;) sorozat K hataralakza-
ta (amely természetesen nem feltétleniil tartozik hozza G(Kj)-hoz) az origd
kézéppontu, R sugart Bg(o) géomb. Mivel R(K) folytonos fiiggvény, ezért
R(K) = R, és igy K C Bg(o). A mésik irdnyt tartalmazast indirekt mo-
don bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy a Bgr(0o) gomb hataran létezik olyan p
pont, amely nem tartozik hozza K-hoz. Ekkor sziikségképpen létezik olyan
p kozépponti C) zart gémbsiiveg is, amely szintén diszjunkt K-tol. Fedjiik
le a Br(o) gomb hatarat a C; gombsiiveg véges sok paronként kiilonbozd,
egybevago C,...C,, példanyéval, és tekintsiik minden 2 < j < m esetén
a (' és C; halmazok origoéra illeszked§ H; szimmetria hipersikjat. Nyilvan
C, N Sy, (K) =CyN Sy, (K) = (). Tovdbba hasonléan

C1 N Sk, (St (K)) = Co N Shy (Sw, (K)) = C3 N Spyy (S (K)) = 0.

Folytatva ezt a szimmetrizaciot, a K halmazbol véges sok lépésben egy olyan
K’ halmazt kapunk, amely sehol sem metszi Br(0) hatarat. Most végrehajtva
ugyanezt az cljarast az osszes K; halmazra, a 9.4.5. Allitassal 6sszhangban
egy a K’ halmazhoz konvergéald (K!) : N — G(Kj) sorozathoz jutunk. Mivel
R(K') < R, ezért valamely i, kiiszobindextdl kezdve R(K]) < R is fennall,
ami ellentmond R definici6janak. 0

Vegyiik észre, hogy a 9.4.6. Allitas valamint a 9.4.8. Tétel segitségével a
9.2.1. Tételre egy tjabb bizonyitast adhatunk.

A megismert szimmetrizacios eljarasok alkalmazasara lassunk egy kiemel-
kedGen szép példat, a Blaschke-Santald egyenlGtlenség bizonyitasat.
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9.4.9. Tétel (Santald, 1949). Legyen K C E™ az origora szimmetrikus
konvex test. Jelolje tovdabbd K* a K poldris halmazdt. Ekkor

V(K)V(K*) < V(Bi(0))*.
Bizonyitas. ElGszor azt fogjuk megmutatni, hogy barmely, origon atmend
H hipersikra V(K)V(K*) < V(Su(K))V(Su(K)*). Mivel a Steiner szim-
metrizacio a térfogatot nem véltoztatja, ezért elég a V(K*) < V(Sy(K)*)
egyenlGtlenséget igazolni. Az altaldnossag megszoritasa nélkil feltehetjiik,

hogy H megegyezik az x, = 0 egyenletdi hipersikkal. Azonositsuk az n-
dimenzids teret a H x R direkt szorzattal. Ekkor

K*={(X,z) ¢ HxR|(X,Y)+ 2y <1, minden (Y,y) € K esetén},
Su(K) ={(X,5(z1 —22)) € H xR | X € K|H, (X, 21), (X, 1) € K},
Su(K) ={(X,) € H xR (X, Y) + 52(yr —y2) < L,
minden (Y, y1),(Y,y2) € K esetén}.
Most ha valamely t € R valos szamra és A C E" halmazra
Aty = {T € H | (T,1) € A},
akkor a fenti formuldkbol
3 (K°(t) + K*(—t)) =
={3(X1+Xo) | X1, Xo € Hés (X1,V1) +ty1 <1, (X5, Y3) —typ < 1
minden (Y1, 1), (Y2, y2) € K esetén}
C{3(X1+Xy) | X1, Xo€ Hés (X1,Y) +tyy <1, (Xp,V) —typ <1
minden (Y, 41), (Y,y2) € K esetén}
Q {%(Xl + Xz) | Xl,XQ € H és <%(X1 +X2),Y> + %t(yl - yz) < 1
minden (Y, 41), (Y,y2) € K esetén}
={X| X €Hé (X,Y) + 3t(y1 —y2) <1
minden (Y, v1), (Y, y2) € K esetén}
= Su(K)"(t).
minden ¢ € R esetén. Mivel K szimmetrikus az origéra, ezért K* is szimmet-
rikus az origéra, igy K*(t) = —K*(—t), kévetkezésképpen Vi,_1)(K*(t)) =

Vin—1)(K*(—t)) minden ¢ € R esetén. Ennélfogva a 9.3.2. Tétel szerint (azt
(n — 1)-dimenzioéban alkalmazva)

Vi) (S (K)*(1)) 2 Vinen (3 (K7 (1) + (K7 (=1))))

(5 Vin (K () 4 3 Vi y (K (=)0
= Viuy (K (1))

>
1
>
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minden ¢ € R esetén, ahonnan integralassal

VSu()) = [ Vi (Su(K) )t > [ Vi ("0 dt = V()

adodik.

Ezek utan visszatérve az eredeti allitasra, a 9.4.8. Tétel szerint (az ott
bevezetett jelolések megtartasaval) létezik olyan (K;) : N — G(K) sorozat,
amely egy Br(0) gdmbhoz konvergal. Am, mint az el6bb lattuk

V(K)V(K") < V(K;) V(KT)
minden i € Z*1 esetén. Kovetkezésképpen

V(K)V(K*) < V(Br(0)) V(By(0)) = V(Bi(0)). U

==

Megmutathato, hogy a 9.4.9. Tételben akkor és csak akkor all fenn egyen-
16ség, ha K ellipszoid.

Feladatok

9.1. Feladat. Legyenck Ky, Ko C E™ nem tres, kompakt, konvex halmazok,
és teqyiik fel, hogy Ky centrdlszimmetrikus. Mutassuk meg, hogy ha min-
den S € G(n,1) esetén K|S hossza nem haladja meg Ks|S hosszdt, akkor
V(K,) < V(K5). [Utmutatas: Alkalmazzuk a 9.1.1. Tételt.]

9.2. Feladat. Legyen K C E™ az origora szimmetrikus, konvex test. Mutas-
suk meg, hogy ekkor minden u € S*™1 esetén

Vin-ny (K Nut) = max Vi (K 0 (ut + Mu)).

[Utmutatas: Alkalmazzuk a 9.1.1. Tételt.]

9.3. Feladat (Kubota, 1925). Legyen K C E" konvex test. Mutassuk
meg, hogy ekkor O(K) < nk,(diam K/2)"'. [Utmutatas: Médositsuk a
9.2.2. Tétel bizonyitéasat.|

9.4. Feladat* (Gritzmann-Wills-Wrase, 1987). Legyen K C E" konvex

test. Mutassuk meg, hogy ekkor O(K)"' > k,_;(diam K)(n V (K))"~2. [Ut-
mutatis: Legyen ¢ egy olyan origon atmend egyenes, mely parhuzamos K
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valamely atmérdjével. Tekintsiik elGszor a K testnek a g+ hipersikra vonat-
kozo K’ Steiner szimmetrizaltjat, majd a K’ testnek a g egyenesre vonat-
kozd K" Schwarz-féle lekerekitését (1d. 9.8. Feladat). Vilagos, hogy elég az
allitast a K" testre igazolni. Ezek utan hasznaljuk fel a kovetkez6 integral-
egyenlStlenséget. Legyen f : [0,1] — [0, 1] folytonos, konkav fiiggvény, és
tegytik fel, hogy f(0) = 1. Legyenek tovabba p, ¢ olyan valos szamok, me-
lyekre 1 < p < ¢q. Ekkor

[ roa] [ Laoral” <[ [ pwa] [ [0 -oa]

Ez az egyenl6tlenség példaul varidcidoszamitasi modszerekkel igazolhato. |
9.5. Feladat. Legyen K C E™ konvex test. Mutassuk meg, hogy ekkor
r(K) < nV(K)/O(K) < R(K),

ahol r(K) és R(K) a K test beirt, illetve korilirt gombjének sugara. [Utmu-
tatas: Elég az allitast konvex politopokra igazolni.|

9.6. Feladat (Wills, 1970). Legyen K C E" konvex test. Mutassuk meg,
hogy ekkor V(K )/O(K) < r(K), ahol r(K) a K test beirt gombjének sugara.
[Utmutatas: Elég az allitast konvex politépokra igazolni.]

9.7. Feladat. Mutassuk meg, hogy ha K € X,,, és H eqy, az origon dtmend
hipersik, akkor diam Sy (K) < diam K.

9.8. Feladat. Legyen K C E" konvex test, g pedig eqy tetszdleges egye-
nes. Minden olyan g-re merdleges H hipersikban, amely metszi K-t tekintsiik
azt az (n — 1)-dimenzidos gombot, amelynek kézéppontja g-n van, térfoga-
ta pedig Vin—1)(K N H). Ezen gombok unidjit a K halmaz g-re vonatkozo
Schwarz-féle lekerekitésének nevezziik, és Sy(K)-val jeloljik. Mutassuk meg,
hogy Sy(K) konvex test, tovabbd V (S,(K)) = V(K), O(S4(K)) < O(K) és
diam S,(K) < diam K. [Utmutatés: Feltehetjiik, hogy g a koordindtarend-
szer x, tengelye. El6szor azt igazoljuk, hogy S,(K) valoban konvex test.
Ezek utan jelolje F,(K) mindazon halmazok csaladjat, amelyek K-bol véges
sok, a g-re illeszked§ hipersikra egymaés utén torténé Steiner szimmetrizaci-
oval elgallithatok. A 9.4.8. Tétel felhasznalasaval mutassuk meg, hogy ekkor
létezik olyan (K;) : N — F,(K) konvergens sorozat, amely K, hatarhalma-
zénak az x, = a egyenletd H, hipersikkal vett metszete minden « racionalis
szamra megegyezik az S,(K') halmaznak a H, hipersikkal vett metszetével.
Végiil mutassuk meg, hogy ez csak akkor lehetséges ha Ky = S, (K).|

167



9.9. Feladat. Legyen K C E"™ konvex test, £ pedig tetszdleges vektorhalmaz.
Mutassuk meg, hogy L + K pontosan akkor elhelyezés, ha L + So(K) is az
(hatdrpontjaiktol eltekintve diszjunkt halmazok csalddjat nevezzik elhelyezés-

nek).

9.10. Feladat** (Bourgain-Milman, 1985). Legyen K C E" az origdra
szimmetrikus konvex test. Jelolje tovabbd K* a K poldris halmazdt. Mutassuk
meg, hogy ekkor létezik olyan univerzailis (n-tél figgetlen) ¢ > 0 konstans,

amelyre ¢V (B1(0))? < V(K) V(K*).
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Jelolések

AT az A matrix transzponéaltja

aff K K affin burka

B(K) K atlagos szélessége

B,(0) fo eE"| Jlz] <}

bd K K hatara

C(r,n) n-dimenzios, r csucsu ciklikus politop

cd K K lezartja

conv i K konvex burka

d(z,y) az T és y pontok tavolsiga

d(K, L) inf{0 e RT | K C Ls és L C Ky}

dp(K, L) inf {d;(K,aL) | a € R"}

di(K, L) inf {d(K,L+z) |z € E"}

D(K,L) inf{d(z,y) |r € K, y€ L}

det A az A négyzetes matrix determinénsa
diam K K atmérgje

dim K K (affin) dimenzioja

E” n-dimenzioés euklideszi tér

exp K K exponalt pontjainak halmaza

ext K K extremaélis pontjainak halmaza

f [z €B" | f(z) = a}

fi(P) a P politop i-dimenzios lapjainak szama
JK K tavolsagfiiggvénye

9(n, k) az n-dimenzids tér k-dimenzios linearis altereinek halmaza
hx K tamaszfiiggvénye

int K K belseje

X, E™ nem iires, kompakt, konvex halmazainak csaladja
K* K polarisa

K(; K + B(;(O)

K|S K mer6leges vetiilete az S linearis altéren
K+ L {r+yleeK, yel}

Fin V(Bi(0))
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[\l a A valos szam abszolut értéke

N természetes szamok halmaza
0 origd
O(K) K felszine
R valos szamok halmaza
R pozitiv valos szamok halmaza
r(K) K beirt gombjének sugara
R(K) K Kkoriilirt gombjének sugara
relbd K K relativ hatéara
relint K K relativ belseje
st {z e E" | [lzf| = 1}
S+ az S lineéris altér ortogonalis kiegészitGje
El az s szakasz hossza
So(K) K centralszimmetrizaltja
Sy(K) K Schwarz-féle lekerekitettje a g egyenesre vonatkozoan
Sy (K) K Steiner szimmetrizaltja a H hipersikra vonatkozoan
|T| a T halmaz elemszéama
V(K) K térfogata
V(Ky,...,K,) Ki,..., K, vegyes térfogata
vert K K csticsainak halmaza
Wi K szélességfiiggvénye
Wi(K) K-nak az i-edik alapmértéke
||| az x vektor hossza
Ty az x és y pontokat 6sszekots egyenes
Ty az x és y pontokat Osszekotd szakasz
(x,y) az x és y vektorok skaléris szorzata
egész szamok halmaza
7" pozitiv egész szamok halmaza

178



Targymutato

additiv fiiggvény, 150
affin altér, 8

affin burok, 11

affin fiiggetlenség, 10
affin halmaz, 9

affin kombinacio, 9
affin Gsszefiiggdség, 10
alapmérték, 139

allando szélességti halmaz, 94
atlagos szélesség, 146
atmeérd, 89

baricentrikus koordinatak, 82

beirt gémb, 96

Blaschke-féle kivalasztési tétel, 77
Blaschke-Santal6 egyenlétlenség, 164
Borsuk sejtés, 97

Brunn-Minkowski tétel, 153

Carathéodory tétel, 15
Cauchy formula, 143
centralszimmetrizacié, 158
ciklikus politop, 55

csucs, 38
cstucsalakzat, 53

dimenzio, 8, 17
duélis politop, 52

egybevagosag-invarians fliggvény, 148
egyenes, 9

egyenletesen korlatos halmazcsalad, 77
egyszeriien additiv fiiggvény, 150
ellipszoid, 117

eltolas, 32

elvalasztas, 22

euklideszi tér, 8

Euler-Poincaré formula, 45
exponalt pont, 29

extremalis pont, 28

felszin, 142

folytonos fiiggvény, 148
fokor, 61

fekoriv, 61

gula, 43
gula alapja, 43
gula cstucsa, 43

Hadwiger tétel, 148, 150

haséb, 45

hasab alapja, 45

hasonlésagi transzformécio, 37
Hausdorff tavolsag, 75

Helly tétel, 59, 60

hipersik, 8

homotécia, 105

homotetikus Hausdorff tavolsag, 109
Horn tétel, 61, 63

izodiametrikus probléma, 156
izometria, 32
izoperimetrikus probléma, 156
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Jordan mérték, 128 parallel tartomany, 75
Jung tétel, 69 parallelepipedon, 44
parallelotop, 44
parhuzamossag, 8
poléris halmaz, 49
poliédrikus halmaz, 41

k-lap, 38

k-szimplex tulajdonsagi pont, 30
keresztpolitop, 44

kettévagas, 25

kettds gila, 44 Radon tétel, 56

kettds gila alapja, 44 racspont, 72

kett6s gila csiicsa, 44 Reuleaux-haromszog, 94
Kirchberger tétel, 31 Rogers-Shephard tétel, 159
Klee tétel, 64

kocka, 44 Schwarz-féle lekerekités, 167

Steiner formula, 140
Steiner szimmetrizacio, 161
Steinitz tétel, 31
Straszewicz tétel, 29

konvex burok, 13
konvex halmaz, 12
konvex kombinacio, 12
konvex politop, 38
konvex test, 91
koriilirt gémb, 96
Krasnosselski tétel, 68
Kubota tétel, 145
kiils6 normalvektor, 66

szabalyos politop, 53

szakasz, 12

szakaszonként linearis fiiggvény, 88
szélesség, 89

szféra, 61
lap, 38 szigoru elvalasztas, 22
lapvektor, 48 szimplex, 17, 43
lathato pont, 68 szimplicialis politop, H4
Lebesgue mérték, 126 szublinearis fiiggvény, 88
linearis fiiggveny, 20 tamasz affin altér, 28
mag, 18 tamaszfiiggvény, 83
merdlegesség, 8 tamaszhipersik, 27
minimalis reprezentacio, 38 tavolsagtiggveny, 79
Minkowski egyenlGtlenségek, 155 térfogat, 127
Minkowski 6sszeg, 74 transzlacios Hausdorff tavolsag, 107
Minkowski tétel, 29, 151 tikrozes, 35
momentum gorbe, 55 Tverberg tétel, 57
normalvektor, 22 vegyes térfogat, 135
nyilt féltér, 25 zart féltér, 25

orakulum, 151
ortogonélis transzformacio, 32
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